TECHNISCHE
MUNCHEN

Beitrage zur Bahnbestimmung

und Gravitationsfeldbestimmung
mit Erdsatelliten sowie zur
Orientierung von Rotationssensoren

M. Schneider

IAPG / FESG No. 17

Institut fir Astronomische und Physikalische Geodasie
Forschungseinrichtung Satellitengeodasie

Munchen 2004



Beitrage zur Bahnbestimmung und Gravitationsfeldbestimmung
mit Erdsatelliten sowie zur Orientierung von Rotationssensoren

M. Schneider

IAPG / FESG No. 17
Miinchen 2004

ISSN 1437-8280
ISBN 3-934205-16-X

Adressen:

Institut fiir Astronomische und Physikalische Geodésie
Technische Universitat Miinchen
Arcisstrasse 21
D-80290 Miinchen
Germany
Telefon: +49-89-289-23190
Telefax: +49-89-289-23178
http://tau.fesg.tu-muenchen.de/

Forschungseinrichtung Satellitengeodasie
Technische Universitat Miinchen
Arcisstrasse 21
D-80290 Miinchen
Germany
Telefon: +49-89-289-23191
Telefax: +49-89-289-23178
http://tau.fesg.tu-muenchen.de/



Tell |

| nhaltsver zeichnis

Zur Bahn- und Feldbestimmung......................... 1
Leitgedanke .........cocoveieeiin e 1
1. Bahnbestimmung aus Doppler-Effekt-Messungen ....... 1

1.1 Grundgleichung der Bahnbestimmung. .........c.ccccceeveevneenee. 1
1.2 Bestimmung der Bahn des Empfangers .........cccoceeevvveeeenee. 4
1.3 Bestimmung einer Satellitenbahn............cccccevvicieivecnnee 6
1.4 Bestimmung der Relativbewegung zweier Satelliten........... 8
1.5 Anmerkungen zum Ablauf der Bahnbestimmung................ 9

2. Bahnbestimmung aus Phasenvergleichsmessungen an

Satellitensignalen............cccceeeecicvccceecceee s 9
2.1 Grundgleichung bei Phasenvergleichsmessungen.............. 9
2.2 Bahnbestimmung eines Satelliten...........cccccovveeveevciecnene, 11
2.3 Alternative Fassung der Grundgleichung.............cccecveennee.. 13
2.4 Bahnbestimmung auf der Grundlage der alternativen
Grundgleichung..........cceeieriiiree e 14
3. Feldbestimmung aus Differenzen von
Phasenvergleichsmessungen...........ccccoeveeeeennenccienennns 15
3.1 Feldbestimmung aus Messungen der Relativbewegung......15
3.2 Verwendung einer nachnewtonschen
Bewegungsgleichung...........ccocoeeiveciiiie e 16
4. Zusammenhang von Doppler- und Phasenvergleichs-
IMESSUNGEN ..ottt sns 18
5. Offene Fragen.........ccce e ciie e 19



Teil Il Punktuelle Bestimmung des aul3eren
Gravitationsfeldes mit Erdsatelliten..................... 21
1. Integralgleichungen fir Anfangss und Randwertdeter-
00T L= U oo S 21
2. Nutzung der Integralgleichungen zur Feldbestimmung......... 23
21 CHAMP —Fal.coiiee et 23
2.2 GRACE —Fal ..o 29
2.3 GOCE —Fall ..ooooieeeeeece et 32
2.4  Umwandlung von Gravitationsgradiometermessungen
in das Gravitationskraftfeld...........ccooeveriiniiniiniiecee s 34
3. Kreishahnvariante...........cccocoooeeiii i 34
31 CHAMP —Fal.coieee et 35
3.2 GRACE —Fall.cocieiecee et 36
Literaturhinweisezu Tell H...ccoooeeeiieiee e, 38
Teil 111 Nutzung der Sagnacgleichung...........cccceeeeuveenenee, 41
Vorbemerkung........ccoe e 41
1. Sagnac-Gleichung..........cccceeeiiie i 42
2. Bestimmung der Orientierung.........ccoceveveeeveeeiieeesneene 43

3. Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit..................... 48



4. Erganzungen

4.1

4.2

4.3
4.4

4.5

4.6
4.7

4.8
4.9

5. Selbstorientierendes Gyroskop

Bestimmung von Orientierung und

Winkelgeschwindigkeit.........ccccooeviiienieiieniieen,
Ersetzen der Anteile Ai(t,) €tC. ....oovvvvviiiciiicicciine,

Bestimmung der globalen Rotation..........................

Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit im

Ruhsystem des SeNSors.........ccvvveeveeereeseessee e

Orientierung des Ruhsystemsim

Ubergeordneten Bezugssystem..........cccceveeeevenennneens
Punktuelle Abtastung der Funktion f, ......................

Differentielle Nachverbesserung bei Randwert-

determiNiErUNG.......ccocveieeer e
Nutzung der Amplitudenspektren...........ccccccoeeenneens
Wechsel der Eigenfunktionen...........ccccecvevieeiennnnens

6. Ubertragung des K onzeptes auf die Radio-

interferometrie
7. SchluRbemerkung

Literaturhinweise zu Tell 111

Danksagung

...... 50






Teil I

Zur Bahn- und Feldbestimmung

Leitgedanke: Die gesamte Kenntnis iiber Ortsunterschiede, Relativbe-
wegungen, metrisches Feld (= Gravitationsfeld incl. Gravitomagnetfeld,
Tragheitsfeld) wird in den geoditischen Raumverfahren aus den Bewert-
ungsunterschieden der observablen Kenndaten elektromagnetischer Strah-
lung gewonnen. Das sollte sich folgerichtig auch in den Verfahren der geo-
détischen Nutzung der Observablen widerspiegeln (Schneider II1+1V).

1. Bahnbestimmung aus Doppler-Effekt-Messungen

1.1 Grundgleichung der Bahnbestimmung

Ausgangspunkt sei die Darstellung des Bewertungsunterschiedes der Frequenz
einer elektromagnetischen Welle in der Einsteinschen Raumzeit im Ruhsystem
des Senders S bzw. des Empfiangers E (Schneider I1II, §35.5), Gleichungs-
nummern rechts beziehen sich jeweils auf die angegebene Literaturstelle ).

W, é
Dw,, =—% & 1+—c¢,ovg +
ES gS 8 0 N
(1.1) + ?ﬂiﬂ g'\";v (6 - 1,) ] (35.425)
Wy € u
A-1+— ° -
9, 8 Cco VEH
Mit den Abkiirzungen
(1.2) A=l Bty W N 1) c=We e
gs ¢ Os cn g n 9; ¢

lautet (1.1)



-0

DNES —_ WsE +(A+B)°VS +§ WSE - C°VES
(13) Os e Y g
=- MV\?SE +(A+B)'VS - Cev,
9:9;

Darin bedeuten v, bzw. v, die geozentrische Geschwindigkeit des Senders S
bzw. des Empfingers E. n(r) bezeichnet das Brechzahlfeld auf dem Uber-
tragungsweg von S nach E. Weiter ist (Schneider 111, § 35.5)

2
(1.4) g ::d—t:\/l- v W) g g (35.357)
C C

und Wy, die Eigenkreisfrequenz der im Empfanger E phasenstarr durch die
vom Sender S her einfallende elektromagnetische Welle erregten Schwingung.

In die Grundgleichung (1.3) werden die Entwicklungen der Geschwindig-
keiten nach Eigenfunktionen eingetragen, also

¥
(1.5) V'(tn)=V'+&} Vit (tn) i=S,E

und zwar nur auBBerhalb (!) der Vektoren A, B und C.

Man erhilt so die Grundgleichung (1.3) bei Dopplermessungen in der
Gestalt

+
Dw,, =- 9: 795 Wy, +(A+B)ev, - Cov,

9,95
(1.6) =- gE+gsvvs,5+(A+B)-VS- C.v,
9,9s
¥ ¥
+(A+B)-a Vi (s)-C-4 v (1)

n=l n=1

Aus den Bahndarstellungen von Sender und Empfanger

¥
(1.7) r'=¥(s)+ari(,) i=S.E
n=1

folgt fiir deren Geschwindigkeiten, entwickelt nach den Eigenfunktionen



o dr'(t,) _dr (Zn)ﬁ_lgrB- rA+a Lpj (")S

vi(z, =
dr A di TE a

(1.8) "
= ¥+ awn()

n=l

Daraus folgt fiir die Entwicklungskoeffizienten

\%

1y
ri] o vi (tn)_ Vl)_n] (tn)dt n = c\é rslSpJ_sH (tn)_n] (t n)dt n

0s=l1

J ) ()t

(1.9)

_p
T

i QJO*K ©

n

OO’

Wegen der Orthonormierung der Eigenfunktionen [~ (z,):=+2cos(npz,) im
Grundgebiet [7,,2,] 2£[0.1], also bei Normierung der Zeitvariablen gemal

t-t, _t-t,

(110) l‘n = = b OEtnEI
tB - tA T
und den Integralen
1 10 n gerade
i
— N _!
(1.11) N,: J- (t,)dt, B 2 1 ungerade
i \(p)
Il 2s 1
! 2] — n-+s d.
(1 12) d—nll(tn)j_sl(tn)dtnzll{(\/_) p s2-n2 ( ) ungerade
| { 0 (n +s ) gerade

ergibt sich fiir die Koeffizienten der Entwicklungen (1.9) der Geschwindigkeiten
. _ 3 sp & .
(113) a7 OI_H( )hr{ (tn)dtn :a—l'lK
=l 0

Damit aber erhélt man fiir die Geschwindigkeiten v' die Darstellungen

i

v fEspL.
(1.14) V() =¥+ AT ()= A A 2Pk (1)

Das ist in die Grundgleichung (1.6) einzutragen. Man bekommt im Falle der
Dopplermessungen die Grundgleichung in der Gestalt



(1.15)
D, =- L7955 4 (A+B)ey, - Cov,
0:95
S8 & E_ E &
- O +gSwSE+(A+B)°?B r 2_ C'?rE r, 9
9.9 e I g e T g

¥ ¥
+(A+B).a T ()-C-a v ()

=1 n=1

=

+ S_ SO %E_ EO
— gE gS - +(A+B).?B rA - C.g rB rA
9,95 ¢ T g & T o
£ &sp s, 2 A SP sp
+(A+B)'a aTrsKann(tn)_ C.a a7rsKann(tn)
n=l s=1

Ist die MeBgrofle als Funktion der Zeit Dw,(z,) gegeben, so konnen aus (1.15)
die Koeffizienten der Bahndarstellungen fiir S und E bestimmt werden.

1.2 Bestimmung der Bahn des Empfangers

Die Satellitenbahn r(z,) sei bekannt. Zu bestimmen sei die Bahn des
Empféngers r,(z,).

Die Grundgleichung (1.6) lautet jetzt

9c *0s - ar, -1, 0
DW.. + W.. - (A+B)e -
5t g, )3 I' o
-(A+B)-A ALK (1)
(116) n=l s-=l T ° o ’
E _ E ¥ ¥
_-CO?rB L 2' C’é. éirsEKan_n] (Zn)
e g n=l s=l T

worin die linke Seite bekannt 1st und die rechte Seite die zu bestimmenden
GroBen rf,r),r",r),.... der Bahndarstellung des Empfangers E in linearer Form
enthalt.

Die MeBgeometrie 148t sich verbessern, wenn man mehrere Satelliten
S, , k=1,..,N zugleich anmessen kann. D.h., es stehen dann £ =1,...N

Bestimmungsgleichungen der Gestalt (1.16)



9r t0, _
DNESk S.E
9,9s,
(A, +B)} 0 (4, +B,) -8 & r K (1)
(117) k k g Tk B k k < & T n snj n n
ery-ri o g & sp _
:-Ck .Q z 4 o Ck 'a a_rsEKan n](tn)

e Tk g n=l s=l Tk

zur Verfiigung. Diese N Gleichungen fallen zu jedem MeBzeitpunkt ¢* an.

Zur Auflosung des Gleichungssytems nach den Unbekannten rf,r;,r",r’,...
kann man jede der Gleichungen (1.17) etwa umformen in

1 3 N S A E E A4
N gE+gSk~ & -rro eer, -r, ¥_,
0_|_D‘NESk +—WSkE_ (Ak+Bk)'Q £ T .- Ck'Q BT 4 Y (tn)dtn
o T 9:9s, e L g e T
églp 5, U
(1.18) - (A, +B,)-ea T']SAKsu g ’
€s=1 4 u
éd Ip u
='Ck'§aTr|EKs| 0
E=1 4k u

indem man die Orthonormierung

—_

(1.19) o (8,77 (t,)dt, =dy

(=}

der Eigenfunktionen j7/ (¢,) im Grundgebiet [0,1] ausnutzt. Die Faktoren A,,B,
und C, selbst sind zeitabhingig.

Schreibt man die Bestimmungsgleichungen (1.17) fiir die Randzeitpunkte
t,=0undt, =1 auf, so bekommt man zwei Gleichungen fiir die Randorter

r! und r; allein

- &rsk -39 ®rf - £ o
(1.20)  Dwy - o S Wy - (A, +B, )'Q e -Ciog LR s
EgSk e Tk (4] e Tk 1%}

Allerdings reichen diese nicht aus zur Bestimmung der Randorter r} und r) .
D.h., man mul3 auf die Gleichungen (1.17) zuriickgreifen und die Randwerte
zusammen mit den Amplituden r’,r;,... daraus bestimmen. Die Gleichungen
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(1.17)ftr die einzelnen MeBzeitpunkte ¢ wird man natiirlich um (1.20)
erginzen. Damit ist die Bahn des Empfangers bestimmbar.

Der Empfanger E kann auf der Erdoberflache aufgestellt sein oder auf einem
Satelliten plaziert sein.

Das geschilderte Szenario erfaf3t als Sonderfille
die geoddtische Punktbestimmung (Dopplerpositionierung) und
die Bahnbestimmung eines Satelliten durch Einmessung in ein
Satellitensystem ( Beispiel: Bestimmung der CHAMP-Bahn mittels GPS,

hier aus Dopplermessungen, s. Abschnitt 2.).

Im letzteren Fall werden von einem (!) Empfianger E auf dem Satelliten von
den Sendern S, , k=1,..,N auf den Satelliten Signale empfangen. Es ist also

zB. 1 (¢,) =ro, ().
1.3 Bestimmung einer Satellitenbahn

Bekannt sei die Bahn des Empféangers r, (z,), zu bestimmen die Satellitenbahn
r,(¢,). Die Grundgleichung (1.6) lautet jetzt

S S A x X
DWES * gg ;gs WSE B (A +B).§B TrA g- (A +B) 'él é1% l'nSKan_n] (tn)
EJs et

(1.21)

Darin enthélt die linke Seite in linearer Form die zu bestimmenden Grof3en
r;,r;,r’,r;),...der Darstellung der Satellitenbahn.

Zur Auflosung nach diesen Unbekannten kann man wie in Abschnitt 1.2
vorgehen. Man erhélt in Analogie zu (1.18)



O _
(‘) %DNES +&WSE- (A+B).?B r, 2+C,g)l‘ r, OU—nl (tn)dt”
o 1 9:9s e 7] e T % 0]
g np
A+B —r' K
(1.22) -(A+B)-a Z-nK,,
g np
=- * — T Ksn
aT
und analog zu (1.20)
+ Sk Sk A E _ _E g
(1.23) Dy, 2L, - (A, +B, )G e E D
9:9s, e k 2 e k2

Um eine geeignete MelBligeometrie zu erhalten, wird man von mehreren
Bodenstationen aus die Satellitensignale empfangen, d.h. man wird mit
mehreren Empfangern £,k =1,...,N arbeiten:

9, *9s o a,-r, 0 $ & sp _,
Dw,, , +—= A+B = (A+B). 2E KT (e,
E:S 9. 0, Wsg, - ( )g T, g( )Ela:T i ()
(1.24)
aerEk-rEko

¥ ¥
c-8 &k, i (1)

S

=-C-
g k ﬂ n=ls=1];c

In jeder dieser Gleichungen treten dieselben (!) gesuchten Daten der Satelliten-
bahn ri,r;,r’,r;,... auf. Daraus gewinnt man einerseits die Gleichung

a_S_ Sb > E, _ LE 0
(1.25) DWEkS'g % 1 W (A+B)'QBTrA+:_C.9rBTrA'+
9:9s e k (%] e k (4]
sowie
1 i g, +g &5-150 $rE,_rEqu
O 1DW, ¢+, - (A+B)ec2—:+Cec i (t,)at,
o 1 ' 995 e 4 g e T,
¥
n
(1.26) -(a+B)- & 21k,
s=1 £
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1.4 Bestimmung der Relativbewegung zweier Satelliten

Der Empfianger kann auch auf einem der beiden GRACE —Satelliten plaziert
sein. Dann ist beispielsweise

S E
GRACE A GRACE B

K ([n) = Y6racE 4 (tn) Iy (tn) = YGrace B ([n)

Man wird hier auf die Gleichung (1.16) zurlickgreifen, also auf

S5 H S X .
DWES 9z 795 WsE - (A +B)'a'3 L o (A +B) .é é i rsSKSnJ_n] (t")
gEgS e T /] n=1 s=1 T
(1.16)
® E _ _E 0 ¥ ¥
=-C. s = U = Ce. é, é ﬂrsEKsnj_n] (tn)
e T g n=l s=l T

9: t9s a,-r; 0 _ er, -r: o
(1.28) Dw,, + SgSWSE'(A+B)'QBTA+—'C°(; BTA+
EJIS e [4/] e [

Sie konnen nur zusammen mit den Amplituden ermittelt werden, indem man die
Gleichung (1.16) zu den MeBzeitpunkten aufschreibt. Die zur Berechnung der
GroBlen A,B,C und g, erforderlichen Einzelbahnen konnen durch eine Bahn-

bestimmung aus Phasenvergleichsmessungen an GPS-Signalen (Abschnitt 2)
oder aus Dopplermessungen (Abschnitt 1.3) ermittelt werden.

Die Relativbewegung (1.27) kann dann beispielsweise nach der Integralglei-
chungsmethode zur Feldbestimmung herangezogen werden.

Anm.. 1. Das Ergebnis kann auch als Kontrolle fiir die Qualitdit der Differenz
der Bestimmung der Einzelbahnen aus Phasenvergleichsmessungen an
GPS- Signalen oder aus Dopplermessungen dienen.
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2. Um die mehrfach erwdhnte Unterbestimmung bei der Bestimmung der

Randwerte zu beseitigen, mufs man die jeweils allgemeinen Gleichungen
heranziehen, also z. B. (1.16) zu (1.28) usw.

1.5 Anmerkungen zum Ablauf der Bahnbestimmung

Die Bahnbestimmung wird iterativ durchzufiihren sein. Zu Iterationsbeginn wird
eine Ausgangsniherung der Bahnen bendtigt, um die Vektoren A und B sowie
g, i=S,E berechnen zu konnen. Fine solche Voraussetzung ist in der

Bahnbestimmung als Randwertaufgabe seit GAUSS bekannt. Auch zur
Einleitung des Sektor-zu-Dreieck-Verfahrens (Schneider 1V,§ 70.2.1) sind
Ausgangswerte erforderlich, was nicht auf die vorlidufige Bahnbestimmung
beschrinkt ist. Es gilt fiir die definitive Bahnbestimmung (Schneider 1V, §§
72-73) und auch alle Verfahren der differentiellen Bahnverbesserung gehen
davon aus.

Die getroffene Annahme, nur auBerhalb der Faktoren A, B und C der
Skalarprodukte die Entwicklungen nach den FEigenfunktionen einzufiihren,
bleibt zu untersuchen.

2. Bahnbestimmung aus Phasenvergleichsmessungen an
Satellitensignalen

2.1 Grundgleichung bei Phasenvergleichsmessungen

Ausgangspunkt ist jetzt die Darstellung des Bewertungsunterschiedes der
Phasenlagen einer elektromagnetischen Welle in der Einsteinschen Raumzeit
(Schneider 111, $35.5.2)

DF . (tE,rE) = Cly (tE) Standdifferenz
- WGy (tE,rE) Gravitation
+Ry (1,.1;) Medium
+2Pp Ny 2p - Unbestimmtheit

2.1) (35.372)

Der Term G (¢,,r;) lautet bis zur Ordnung O(2)
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(2.2) (35.379)

Die Terme R, und Cl, sind in (Schneider III, § 35.5.2) angegeben.

Fiihrt man Phasenvergleichsmessungen auf zwei Empfangerplattformen E und
F an den Signalen eines Satelliten S aus, so gilt fiir die Differenz der Phasenver-
gleichsmessungen

DDF . :=DF . (t,)- DF . (¢,
. o {62)- F 1)

= Cly 42PN W 1, - 1)+ G Ry (32439)
mit
(2.4) Clye =F  (1p.05) - By (t.55) - (F o (6r15) - F o (t.15))
(2.5) G 1= G (14,85 ) - G (175
und
(2.6) Rep = Ry (t85 ) - Ry (8785 ) -

In ausreichender Nédherung ist
(27) Gy ([E’rS) » G (tE - [F) +%(tE - tF)z - gg:(tE - tF)([E - ts) (35443)

sowie

(2.8) g¢=- 9 v.R U, (35.376)

2
c
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2.2 Bahnbestimmung eines Satelliten

2.2.1 Fall: Bahnverfolgung des Satelliten von Bodenstationen aus

Die Bahnbestimmung eines Satelliten S (GPS) soll aus Phasenvergleichs-
messungen mit mehreren Empfangern, beispielsweise auf K Bodenstationen
E, k=1,..K erfolgen.

Dazu setzt man in die Gleichung

DDF ., =Cl,. +2p N,

(2.9) - W, dt ) —VS-N U, (fE - tF)(tE ) [S) R

5T

EF

oOCNC/

fiir die Bahngeschwindigkeit v, des Satelliten eine Entwicklung nach Eigen-
funktionen ein. Wie unter Ziffer 1 werden sodann die Koeffizienten r’der
Bahndarstellung eingefiihrt.

Man kann die Gleichung (2.9) aber auch umstellen

(2.10) v N.U, = DDF . - CV?éEg- 2D Ny - Ry +V (2, - 1) |
r
e SZS(tE-tF)(tE-tS)

c

Die linke Seite ist vom Gravitationsfeld U, am Satellitenortr; (z,) und der
Bahngeschwindigkeit v, (z,)des Satelliten S abhéngig.

Anm.: Die Gleichung (2.10) kann nicht als Ausgangsgleichung fiir die Feldbe-
stimmung verwendet werden, man miifste dazu die Messungen mit um
Groflenordnungen besserer Genauigkeit ausfiihren kénnen. Eine

Feldbestimmung auf der Grundlage von (2.10) kiime dem Versuch
gleich, aus der Lichtablenkung am Sonnenrand das Gravitationsfeld der
Sonne bestimmen zu wollen.

Setzt man in (2.10)

S S ¥ S N ¥
Y, -r s ear,-r,0 3 Sp u_
@10 vy =g e TN, +A K 0 (1)
n=1@ e 4] s =1 u

ein, so folgt als Grundgleichung fiir die Bahnbestimmung aus Phasen-
vergleichsmessungen
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a‘s = rj 0¥ Sp S —7 o <~
G z +a 1'.s Kan s (tn)gNrUG
e T s =1 T 9 lg,Xg

(2.12)
DDFEF - ClEF - 2pNEF - REF +VVS ([E - tF)

W
(e 1) (- 1)

2.2.2 Bahnverfolgung von mehreren Satelliten aus

Auf der linken Seite der Gleichung (1.6) soll die Dopplerverschiebung geméf
Gleichung (4.1) ersetzt werden, so daf3 folgt

dDF .. (¢t.,r +
ES(E E)i:gE gSWSE_(A+B).VS+C.VE

(2.13) = gg ;95 Wy, - (A+B)¥, +C-¥,
EJS

C(A+B)A V(L) +CA V(1)

njn

—_

n= n=1

Darauf aufbauend kann die Bahnbestimmung eines Satelliten (z.B. CHAMP)
erfolgen, der von k=1,...,N Satelliten (GPS) Signale empfangt, an denen
Phasenvergleichsmessungen vorgenommen werden. Gleichung (41) ist dann zu
modifizieren in

dDF (tE,rE)szw - (A+B)ev; +Cov
S.E Sk £

dty 9:  9:9;

(2.14) = W, - (A+B)V; +C-V,

¥ ¥
- (A+B) a Vi (z,)+C a Vi (z,)

n J n
n=l n=l

Die linke Seite kann dargestellt werden durch (s.§ 5)

(2.15)

mit den Abkiirzungen
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(2 1 6) DDF ES, = (DF ES; )B ) (DF 2 )A
und

(2.17) DF 4, := DD; -
(218) (DFESk)n ::%(DFES&)n )

2.3 Alternative Fassung der Grundgleichung

Der Phasenvergleich 146t sich auch in der Form (Schneider 111, § 35.5.2)

DF »('Wg) ?—E- rS|+DtGR9
(2.19) lp,fgg ¢ @ (35.368)

+AES ([E) +CIES (tE)+2pNES

angeben. Darin ist

DtGR = DtGRAV + DtA ™
Gravitation Atmosphire

(2.20)

die durch Gravitation und Refraktion/Dispersion bedingte Laufzeitverlangerung.
Stellt man die Gleichung (2.10) um gemal

&5y, Sroc)

(2.21) Do~ s (1) Cli (1) 20N, = (- )

tE,rS e C 1]
bzw.
iy - x| _ DF s - Ay () - Clys (1) - 2P Nys D, +0(2)
(2.22) ‘ (-vg)
[

so sicht man, daB3 hieraus die Bahn des Empfingers bei bekannter Satellitenbahn
bestimmbar ist. O(2) deutet die Ordnung der nachnewtonschen Néherung an.
Aus (2.22) ersieht man weiterhin, dal die Bestimmungen von r, und r

zueinander reziprok sind.
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2.4 Bahnbestimmung auf der Grundlage der alternativen
Grundgleichung

Seien N GPS - Satelliten von einem Empfénger E aus angemessen (CHAMP -
Fall !). Dann stehen N Sitze der alternativen Fassung der Grundgleichung
(2.12)

‘rE ) rs/»" - OF ES; ~ AES’»‘ (tE)- CZES" (tE)- 2pNESk - Dt(GR)k +0(2)

(-wg) k=1,...,.N

C

(2.23)

zur Bestimmung der Empfangerbahn r, zur Verfiigung. Es ist fiir alle
Gleichungen ein identischer Empfangszeitpunkt ¢, angenommen!

Anm.. 1. Die linke Seite kann in Strenge nicht interpretiert werden im Sinne
einer Laufzeit Dty fiir eine euklidische Streckelr, - x|, denn |r; - ry|

bedeutet lediglich die Norm der Koordinatenunterschiede r, - r; der
Orte von Empfinger und Sender und nicht einen euklidischen Abstand.
Letzteres trdfe nur in der flachen Raumzeit zu. Mit anderen
Worten:r, und r;sind keine Ortsvektoren, sie stehen vielmehr fiir
Koordinatentripel r, = (xlE X2, xf) Usw.
Die Lauf zeit t, - t; der Welle vom Sender S zum Empfinger E setzt
sich also aus den Anteilen zusammen

|r B r |
— | E S
ty -ty =21

(2.24) (35.367)

9

2, Die Uberlegung ist iibertragbar auf den GRACE- Fall.

3. Kennt man eine ausreichende Niherung ¥, (t,) der Losung r(t,), so

kann man (2.24) linearisieren und nachverbessern

(2.25) df, b r, =f, +df,.
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Die aus den Phasenvergleichsmessungen erhaltene CHAMP- Bahn bzw. die
erhaltenen GRACE - Bahnen konnen in die Feldbestimmung eingebracht
werden.

Verwendet man in (2.23) eine Entwicklung der Empfiangerbahn nach den
Eigenfunktionen

¥
(2.26) v =v0 () +aniy (4)

n=l1

so erhdlt man die Randdrter und Amplituden zur Feldbestimmung nach der
Integralgleichungsmethode. Aber auch die Nutzung des Jacobi-Integrals ist
moglich, weil man mit den Randortern und Amplituden sowohl den Bahnverlauf
(2.26) als auch den Geschwindigkeitsverlauf

E _ _E ¥ ¥
(2.27) v, = % +4 4 %rfzgnr,{ (4,)
n=l s =1

berechnen kann.

3. Feldbestimmung aus Differenzen von Phasenvergleichs-
messungen

3.1 Feldbestimmung aus Messungen der Relativbewegung

Man schreibe die Gleichung (2.10) fiir jeden der beiden GRACE - Satelliten auf

(3.1)

DDF ,, - Cly - 20N, - Ry, +Wg (2, - 2,.)

EF

W
Z,zgs (tE B tF)(tE B tS)

(3.2) v, N U, =B, - B,

tSl > rSl

tSZ > rSZ

In die linke Seite werden jetzt Entwicklungen der Bahngeschwindigkeiten der
Satelliten eingetragen



ry-ry §&sp.
(33) VS,. :B—T,A-'-aa?rsS‘Ksnjn](tn)‘
n=ls=l

Damit erhdlt man eine Gleichung zur Bestimmung der Relativbewegung aus
Phasenvergleichsmessungen der SST - Verbindung der beiden Satelliten, sofern
die SST - Verbindung auf Phasenvergleichsmessungen beruht:

jre-rh ¥ é ad-rdo $sp g u_,, B .
'I. T +a e +an +a rszl(s:n a . (tn )y .NrUG for
) n=1@ e [} s =1 O b Sy,
(3.4)
s, s,

Setzt man die Randzeitpunkte ein, so folgt daraus

-
i)
1

-
el

c

ir-r2d . i 0
35 B A,.NU _¢_B A,.NU
(3.5 — i; Us|, . - g Us

1
S,°78, |

Das sind wieder zwei Gleichungen, die rechten Seiten sind flir die
Randzeitpunkte zu berechnen (Unterbestimmung). Mit dem Ergebnis r;’ - r}

und r;' - r} geht man dann in die allgemeine Gleichung (3.4) ein und ermittelt
aus den im Grundgebiet [7,,t,| 2T vorliegenden Phasenvergleichsmessungen die
Entwicklungskoeffizienten r’. Damit ist die Relativbewegung der beiden

Satelliten bekannt. Sie dient als Eingangsgrofle fiir die Feldbestimmung etwa
nach der Integralgleichungsmethode (direkte Methode oder Methode der
unendlich vielen Variablen). Man kann die Gleichung (3.5) selbst nicht fiir die
Feldbestimmung verwenden — aus den gleichen Griinden, die schon zu (2.10)
angefiihrt worden sind.

3.2 Verwendung einer nachnewtonschen Bewegungsgleichung

Um mit den Grundgleichungen konsistent zu sein, sollte die Feldbestimmung
auf der Grundlage der Einsteinschen Bewegungsgleichung erfolgen.

Sie lautet in

linearer Niherung (Schneider 111, § 34)



(3.6) ”; 58 Y OR U, - ;iz(vs.mruc)vs (34.96)
e

nachnewtonscher Niherung

(3.7) Ns Ry, +-Ls (34.377)
dt mg
mit
) )
~ (0} PR
Ls;:-N,?‘Quczv +evg” (N, 2)
s ec 2 (34.378)
Vi . 4 -
+C_§NrUG - 2 Vs (Vs 'NrUG)

Die Potentiale U,z und Y sind in (Schneider III, § 34.2) erklart. Das
Vektorpotential z (,r) beschreibt das Gravitomagnetfeld zufolge der

Erdrotation. Berlicksichtigt ist in der angegebenen Fassung der einsteinschen
Bewegungsgleichung nur die Gravitation der Erde. Ggf. konnen sonstige Krifte
gendhert durch vektorielle Addition in die rechten Seiten eingebracht werden.

Anm.: 1. Eine alternative Fassung der Einsteinschen Bewegungsgleichung lautet
nach (Ldmmerzahl & Neugebauer)

d’r _ R
—7 =NUg +F- 2 (N,” h)
(3.8) F steht fiir nichtlineare Anteile

des gravitoelektrischen Feldes

Fiir eine stationér rotierende Erdkugel erhdlt man insbesondere
(Ldmmerzahl & Neugebauer)

dr _ GM 2G dr, 3Ler 0
= 5 rHF+r——— T2 I+
dt r crodt 8 r a

(3.9)
M Masse des Zentralkérpers
L Drehimpuls des Zentralkérpers

2. Die vielfach iibliche Vorgehensweise, Datenvorverarbeitung,
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Bezugssysteme und Zeitskalen in nachnewtonscher Nédherung zu
behandeln und sich dann auf die Newtonsche Bewegungsgleichung
bei der Feldbestimmung zu stiitzen, erscheint inkonsequent. Mit der
Datenreduktion wegen Gravitation, Atmosphire und 2p - Unbestimmheit
erreicht man ndmlich nicht Ausbreitung der Strahlung in der
newtonschen Raumzeit, sondern man verbleibt in der einsteinschen
Raumzeit. Sinngemal3 gilt das auch bei Verwendung des Jacobi-
Integrals.

Die Folge kann sein: Man schleppt systematische Fehler in die
Feldbestimmung ein, die spiter als Geophysik interpretiert werden.
Das Gravitomagnetfeld erreicht ndmlich die GroBenordnung hoherer
Harmonischer des Gravitationsfeldes (gravitoelektrischer Anteil des
metrischen Feldes!)

Die Argumentation mit der Kleinheit nachnewtonscher Kréfte erscheint
daher nicht iiberzeugend.

4. Zusammenhang von Doppler- und Phasenvergleichsmessungen

Wie in (Schneider III, § 35.5) gezeigt, besteht folgender Zusammenhang
zwischen den Dopplermessungen Dw,, und den Phasenvergleichsmessungen

DF .

CdDF o (te1) 1

4.1 Dw =
( ) ES (tE’rE) th gE

Das ermdglicht, die in § 2 besprochenen Verfahren auch bei Vorliegen von
Phasenvergleichsmesssungen einzusetzen. Man kann man die Phasenver-
gleichsmessungen DF,, im Zeitraum 7 entsprechend (4.1) umrechnen in
Dopplermessungen Dw,,, also beispielsweise die Reihendarstellung von DF

in die fiir Dw,

Qo

DF 4 (2,) =DF 4 (s,)+a (DF )i (1)
(4.2) "

P Dwp (1,) =Dws (1,) + @ (Dwes), i (1)

n=

1

Fiir die Zeitableitung der Phasenvergleichsmessungen gilt (vgl. ((1.8))
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, y ¥
O elinr) Lonoe 4 np (0F ), 17 (1)]
& u

4.3) s .

= DFES+é_ (DFES)nrnl(t")
mit
) OOF . =(0F ), - (0F L),
und
(4.5) OF ;=2

T

(4.6) (OF ), ::%(DF 55 )

Es gilt dann

DW,, (1,) = DWs (1) +8 (D )17 (1)

n=1
DDF § n _ '
TES +2-] 7p(DFES)nJ n](tn)
Damit kann eine Bahnbestimmung wie in § 2.1.2 durchgefiihrt werden.

(4.7)

5. Offene Fragen

Zu tberpriifen bleibt, ob man die Entwicklungen nach den Eigenfunktionen
auf aullerhalb der Vektoren A, B und C (Fall: Dopplermessungen § 1)
beschrinken kann. Wenn nein, welche Anderungen in der Vorgehensweise
dann no6tig sind?

Iterative Auflosung der Grundgleichung nach der Bahn des Empfangers im
Fall der Phasenvergleichsmessungen.

Ausarbeitung einer differentiellen Nachverbesserung (Schneider IV 1999)
bei der Nutzung der Grundgleichung im Fall der Phasenvergleichs-
messungen.

Verarbeitung von Lasermessungen.
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Teil 11

Punktuelle Bestimmung
des
aulleren Gravitationsfeldes

1. Integralgleichungen fiir Anfangs- und Randwertdeterminierung
Der Newton-Eulerschen Bewegungsgleichung eines Satelliten der Masse m
m¥ =K (r,r,¢) (1.1)
ist bei (Schneider 1992-1999)
Anfangswertdetermierung (AWA) :¢, :r,,r, gleichwertig die

Volterrasche Integralgleichung

r(z)=f(z)+?'71<(r(t),r(t),t)dt 12)

mit ¥(t):=x,+5,(¢- t,)
Randwertdeterminierung (RWA), insbesondere bei Sturmschen Randbe-
dingungen vom Typ der Zielbewegung, also vom Ort ¢,:r, zum Ort ¢,:r, in

der Zeitspanne 7:=1,-¢,, gleichwertig die

Fredholmsche Integralgleichung

r(i,) =F(,)- %oKf(tn,tH)K(rctn),r(tnxtn)dtn (1.3)
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Trennt man aus der Kriaftefunktion die Gravitationskraft G (r,t) der Erde heraus

K(r,i;0)=  G(r,?) +  Z(r, i) (1.4)
Gravitation der Erde  sonstige Krifte ’ '
so nehmen die Integralgleichungen die Gestalt an
oy A(r-t) .
Fall AWA r(6)=¢(¢)+ —=(Gr,t) + Z(r, it )) at (1.5)
f m
oder umgestellt
(‘)(t-—t)G(r,t )dt =r(t)- ¥(t)- c‘)(t_—t)Z(r,ir;t )dt (1.6)
I m N m
Fall RWA
2 1
r(t,)=T(t,)- - oK' (.t )(G(r,t )+ Z(r,i5t ) dt, (1.7)
m 0

oder umgestellt

2 1 2 1
L K (1, )G ) dt, =x(t,) - (1) +— K (1,4 V2, Et ) dt, (1.8)
m 0

m,

In den Satellitenmissionen CHAMP und GRACE (und kiinftig auch GOCE)
konnen als bekannt angesehen werden

aus der Einmessung der Satellitenbahn in das GPS-System
im Falle AWA: r(¢)- ¥(r) und im Falle RWA: r(¢,)- ¥(z,)

die nichtgravitativen Anteile der Kraft Z(r ().F (t),t) durch Akzelerometrie.

Die gravitativen Anteile von Z(r,¥;z,), herriihrend von der Gravitation dritter

Korper wie Sonne und Mond, kdnnen genau genug als Zeitfunktionen berechnet
werden.
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2. Nutzung der Integral - Gleichungen zur Feldbestimmung
2.1 CHAMP - Fall
2.1.1 Fall AWA

Der Integralgleichungskern in der Gleichung (1.6)

K(tt)=(¢-1) (2.1)

ist im Zeitraum Dr:=¢- ¢, nichtnegativ, beschriankt und fast iiberall stetig. Sind die

Krifte G und Z in diesem Zeitraum stetige Zeitfunktionen, so gilt nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung (Bronstein & Semendjajew 1996)

G(r,x)é)(t'—t)dt =r(1)- £(¢)- Z(r,f;x)é)(t'—t)dt (2.2)
N m N m
fiir einen geeigneten Zeitpunkt
xT [t.1] (2.3)
Wegen
e-t 1 2
O(tm—)dt =%(Dt) : (2.4)
lautet (2.2)
LG (D) o Z(nEx) (D)
— " (1)- ¥(¢) . (2.5)
oder umgestellt
- G(r,X) =M- Z(r,r;X) = r(t)- r"z_ fy (Dt) - Z(r,r;X)
(Dr)"/2m (Dr)"/2m
(2.6)

Daraus entnimmt man fiir (Dr)® 0U x ® ¢,
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ETAY
M%- Z(ry, £y3to)
) /2m

—

G(r), 1) = gg%)

algigt™
Y

r,-r O .
L0 Z(r,,Ey5t,)
/2m

|~
~
N—

I
3

g ©003
\Q/ 1

+1"0Dt+;i‘0(Dt)2 +oot, - EDED

=

:- Z(x,,¥,;t 2.7
(Dt)z/Zm i (rO rO 0) ( )
(%]

1
=
=

DO O vO

=5 —- Z(x,,¥,:1,)

(L (14)
P G(ry.t,) =mr, - Z(x),¥,3t,) =K - Z(x,,¥51)) =G(x;,7,)
Es liegt also in der Gleichung (2.5) keine Singularitét fiir Dr ® 0 vor.

G(r,.1,)

m

2. i = Dt fiir Z° 0 (2.8)

Diese Beziehung ist vom Galileischen Fallgesetz her bekannt.

Die Feldbestimmung kann somit auf der Gleichung (2.5) aufbauen:

G(rx) = r(t)- I, - I, (Dt)
’ (D)’ /2m

- Z(r,¥;X) (2.9)

Sind im Zeitraum [¢,,¢] der Bahnverlauf r(r)und die Resultierende Z(r,i;x)der
sonstigen Kréfte sowie zur Epoche die Anfangswerte r,,r, bekannt, so erhilt man
aus (2.9) die Gravitationskraft der Erde G(r,) zu einem Zeitpunkt x T [#,,¢] aus dem
Zeitraum [¢,,¢]. In der Grenze Dr® 0 ergibt sich G(r,.x =¢,).

Uberdeckt man einen endlichen Zeitraum

[ots]= U [6e108] (2.10)

=1,..N
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durch N Zeitintervalle [t._,.t,], so erhdlt man eine punktuelle Abtastung des
Gravitationsfeldes ldngs der Bahn im Zeitraum [z,.,], wenn die Lénge der
Teilintervalle hinreichend klein ist.

Verglichen mit einer Bestimmung der Gravitation aus der Bewegungsgleichung
r(1)® #(r)® mi(t)- Z=G(r(t).1) (2.11)
d.h. durch zweimalige Zeitableitung der Bahn, die aufrauend wirkt, kommt man auf

oben geschildertem Weg ohne Zeitableitung aus, von der erforderlichen Kenntnis
der Geschwindigkeit ¥, zur Epoche abgesehen. Man ist also nicht gezwungen, die

Aufrauung durch glittende MaBBnahmen nachtriglich wieder abzuschwéchen.
Vergleicht man andererseits das geschilderte Verfahren mit der Feldbestimmung

basierend auf dem verallgemeinerten Jacobi-Integral, so erhdlt man dort den
Potentialverlauf ldngs der Bahn, hier hingegen den der Gravitationskraft.

Das in (Schneider 2003) dargestellte Verfahren der Feldbestimmung basierend auf
impliziten Storungsgleichungen ist das storungstheoretische Gegenstiick zu dem
hier dargelegten, basierend auf einer Integralgleichung zu einer Bewegungs-
gleichung.

2.1.2 Fall RWA
Um den MeBzeitpunkt ) sei ein Zeitintervall
L=§5.500 2 0810 £1 (2.12)
gelegt, d.h. fiir den MeBzeitpunkt ) gelte
0£/) £1. (2.13)

Vorausgesetzt sei, dall in diesem Zeitintervall Mittelwerte der Kréfte existieren

G(r,X,) bzw. Z(r,r;X,)
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Da der Integralgleichungskern im Grundgebiet nichtnegativ, beschriankt und fast
tiberall stetig ist, kann man einen Mittelwert von (G(r,x,)+Z(r,r;x,)) vor das

Integral in (1.7) ziehen und erhilt

)\ w(4(8)
G x)» e ITTl) g (x) p(x®) ) (2.14)

2 1

I3
- d<1(t}55)’t n)dt n
m 0

Anm.: Wiirde sich der Satellit allein im Gravitationsfeld der Erde bewegen,
so wiirde sich diese Gleichung vereinfachen zu

r(s, ) - ¥(6)

-Gr(, )X, ) = o (2.15)
OK (St )t
woraus folgt
2 1
() =) - G(r(x,55>),xf>)£ OK! (150t )t , (2.16)
m 0

Im Zeitintervall 7, weicht die Satellitenbahn von der gleichformig-geradlinigen
Bewegung 7 (z,) ab, bedingt durch die in 7, "konstante" Kraft - G(r(x*’),x*’) .
Das bestimmte Integral in (2.14) - (2.16) kann man geschlossen auswerten:

1 t, 1

K’ (t,.t,)at, =0.0- 1), +c‘;n(1-t,,)dtn

0

t)@; dt, +t é‘jl-t)dt
gt
+t

Damit nimmt die Gleichung (2.16) die Gestalt an

(2.18)

2

—a- gtk

N

3@ t,)
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2 1
FE) 2T - X)) Kt e,
m2° (2.19)
T
=T(®)) - G ($)) x @)y Is_48) (1. 4
F) - G )X ) =7 (1- 7))
und die Gleichung (1.7) die Gestalt
2
) ZF0) - GG )2 (1 17) - 2 )X (2.20)
m

Nach (2.14) ist die Gravitationskraft am momentanen Satellitenort r(x*)) bestimmt,
wenn bekannt sind

r(t®)-r(¢®) und T, =5 -7

Z(r(x,).f(x,).x,)

Durchlauft man alle MeBzeitpunkte, so bekommt man die Gravitationskraft entlang
der Satellitenbahn in den Bahnpunkten r(x,fs)), indem man jeden MefBzeitpunkt

gleichsam in ein Zeitintervall 7, =g =0,z ,r; =1g einbettet und jeweils eine

sbn o

Randwertaufgabe dazu 16st. Diese Losung wird gerade durch die Bahnverfolgung
geliefert.

(2.19) ist das Fallgesetz, aufgeschrieben im ICRS, setzt man in der Gravitations-
kraft 0.B.d. A &) =)

A,n
TZ
) =F() - Grx)x) == (1- 1) (2.21)
2m

Danach bewegt sich der Satellit (Teilchen!) im Zeitraum T,

S

=¢; - 5 unter der
Wirkung der in diesem Zeitraum konstanten Gravitationskraft

-G(r(,”).x, )

vom Ort r(tj"1 ) zum Ort r(t§ ) auf einer Bahn r(tff)) , die sich aus zwei Komponenten

zusammensetzt, und zwar aus

einer geradlinig - gleichformigen Trédgheitsbewegung



-08 -

F(t,§5>)::r(tj)+(r(t§)- r(tj))(tj) mit 0£15 £1 (2.22)
die in der Zeitspanne 7, vom Bahnpunktr (tj ) zum Bahnpunkt r (t§ ) fiihren wiirde

und einer Fallbewegung

T2
-G )x ) == (1- 1)) .
e ) 22 (1-47)

nach Mal3gabe der Gravitationskraft G(r(x*’),x®).

An den Randpunkten )20 und /)21 verschwindet diese Bewegungs-
komponente. Der Integralgleichungskern sorgt dafiir, da das Teilchen zum
Zeitpunkt /) an den Ort r(@) gelangt: Kraftstoff, der die Einhaltung der

Randbedingungen sicherstellt.

Mit anderen Worten: das Teilchen beginnt am Ort r(tj) und gelangt wéhrend der

Zeitspanne 7. unter der Wirkung der konstanten Kraft -G(rx®)),x®)) zum
Bahnpunktr(@ ) Dort beginnt die Uberlegung von neuem, jetzt mit dem Mittel-

wert G(rx© ™), x¢ ") der Gravitationskraft im neuen Zeitintervall

T, L = e, | .23

S

Aus (2.16), also

2

e(1)) =Fa®) - G(r(x;”),x,gw)%tf)(l- (=) (2.24)
erhdlt man durch Ableitung nach der Zeit ¢,
f(z,ﬁs)) =r,-r,- G(r(xf)),xf))%(l- 2w, (2.25)

woraus folgt



f(trES))' (rB - rA)

ZTjn(l- 20¢))

- Gr(x®)). x5 = (2.26)

Mit Hilfe dieser Gleichung oder zusammen mit Gleichung (2.5) kann man eine
Feldbestimmung aus Ortern und Geschwindigkeiten aufbauen.

In jedem Fall zeigt sich, daB3 die Feldbestimmung Zeit braucht: 7, . Das ist der

grundsitzliche Unterschied der Randwertaufgabe zur Anfangswertaufgabe, in der
dieser Aspekt unterdriickt ist.

2.2 GRACE - Fall

2.2.1 Fall AWA
Die Gleichung (2.5)

o(r()x) =20 17060 (x) 0

(D) /2m  m (2.27)
mit g¢:=G/m
sei fiir beide GRACE- Satelliten aufgeschrieben
, ) (t) #0) (t) 1 , ,
g(r? (x).x) =L — 20" (x).10 (x)ix) i=12 (2.28)

(D) 72m, — m,

und sodann die Differenz gebildet. Man erhilt damit zur Feldbestimmung, nimmt
man o.B.d.A. m =m,=m an,

dg{x} = ?(t)' D(1) 4 209 (2.29)

Darin bedeuten
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(2.30)

und weiter

2.31)

den momentanen Abstandsvektor der aktuellen Bahnen bzw. der gleichférmig-
geradlinigen Bewegungen

Im Grenzfall Dr® 0 b x ® ¢, folgt aus (2.28) wie zu erwarten dg =0.

2.2.2. Fall RWA
Schreibt man die Gleichung (2.14) fiir jeden der beiden Satelliten auf

) FOE)

G (i) xip = + 2D D) (232)
s Aprl(s)
- (tn ’tn)dtn
m
. . @) - FO () O\ . < <
G (x5 )= ST ) e (xie)) b0 (x )x(5)) (2.33)

(2) TZ 1 )
= I(tns ’tn)dtn
m, PK
und bildet man die Differenz (1.41) - (1.40), so erhélt man, setzt man einfach-
heitshalber m, =m, =m,



-G (g 60 ) xip= e, e
e R
mit D) =200 (L (g )i - 20 () () i)
SST Akzelerometrie + Modelle
Bahnbestimmung
(2.34)
In (2.34) bedeutet
Dy, (1) - By (1)) = v (1) - 0 (s9) - (F) (1) - 79 (1)) (2.35)
Linearisierung:

Entwickelt man G(r® (¢%))+D,, (¢%’),+*)um die Bahn r" (¢ ) in eine Taylor-Reihe

und beschrinkt man sich auf die Mitnahme in D, (t,ﬁs ’) linearer Terme, also

GIr®,1)» Gr",1))+D, (t’ES)) . (Nrc (r’t}gs))) , (2.36)

e 46)
so bekommt man in linearer Nédherung

(COR T (s)
-D, (tn) ‘(NrG(l‘(t,SS)),tf))) 0 ) - Dlzl(fn ) D, (tn ) + D(Z,u,X}i?z),l)) (2.37)

X0 7;2(3’(1 (tr(lS)atn)dtn

0

mit



Dz = 2 ()1 (xi3) ) i) - 20 (i) (e ) xiy - 339)

Analog ist im Fall m, * m, zu verfahren.

Anm.: 1. Wenn die linearen Terme nicht ausreichen, muf3 die Gleichung
(2.38) erweitert werden.

2. Zur Aufstellung einer zu (2.38) analogen Gleichung im ITRS,
also bei der Analyse des Schwerefeldes, ist von der
Bewegungsgleichung im ITRS auszugehen.

3. Der untere zweite Index (i) an x,, weist darauf hin, daf3 die Mittelwerte fiir die

i

beiden Satelliten an unterschiedlichen Stellen liegen (s. Offene Fragen).

3.1 GOCE - Fall

Um auch im Fall der Satellitengradiometrie (GOCE - Fall) analog wie im CHAMP
- bzw. GRACE - Fall vorgehen zu konnen, wird eine Differentialgleichung (1.
oder) 2. Ordnung benotigt (Schneider 1, 1992 S. 409 [f., Schneider 1V 1999, S.1063

)

4 - p4
dt
(2.39)

2
df=DM
dt

Darin ist der LIE-Operator erklért durch
D:=1+v-l<lr-f-l<lv mit vi=¢ und ¥+f=0 (2.40)

1z

Im Falle Hamiltonscher Systeme lauten die Differentialgleichungen (2.36)
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94 A=)
dt

d*A

oz - DASH(A4H) (2.41)

d.h., der LIE-Operator D bedeutet die POISSON - Klammerbildung mit der
Hamilton - Funktion H des dynamischen Systems.

Sei das testbare Funktional 4 der Gravitationsgradient

A Uar.0) 2 (2.42)

A=NG(r,0)=NNU_(r,t)= +
‘ iy, &

Dann ist zu bilden

DN,G(r.1) = ge% +vRi, - £, 20 = W
2

+veN, G(r,?) (2.43)
bzw. im kanonischen Fall

(N, G(r,0;H) = (N,N,G(r,0-K, H - N,R,G(r,0)-N,H) =

. . (2.44)
N,N,G(r,0)-N H

und analog die zweiten Ableitungen

DN G(r,0) bzw. ((N,G(r,0);H); H)

Die Hamilton-Funktion lautet fiir ein Teilchen in einem Gravitationsfeld mit der
Potentialfunktion U (r,¢)

2

H=L " nU(rs) , (2.45)

3

womit folgt
N H =

p

(2.46)

3|

Die Potentialfunktion in (2.42) enthdlt das Gravitationspotential U (r,z) der Erde.
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3.2 Umwandlung von Gravitationsgradiometermessungen in das
Gravitationskraftfeld

Fiir den Zeitverlauf des Gravitationsfeldes ldngs der Bahn gilt (Schneider 1988)

L AHG(r t dr
G(r(1).1) = G (r,.1,) o M“) i

NrG(r(tG),tﬂ)gdtﬂi (2.48)
o

Kennt man die Bahn des Satelliten GOCE, also r(¢),dr(¢)/dt so kann man bei
gemessenem Gravitationsgradienten N,G(r(¢),r) aus (2.21) die Gravitationskraft
G(r(¢).t) langs der Bahn r(¢) ermitteln. Das wird nur iterativ gelingen, weil man
im Integranden die partielle Zeitableitung G (r(t).7)/1r benétigt, wozu die
Kenntnis von G(r(¢).¢) erforderlich ist. Eine geeignete Ausgangsndherung

G" (r(t),t) kann als gegeben angenommen werden, beispielsweise aus den
bisherigen Feldbestimmungen etwa mit CHAMP und/oder GRACE.

4. Kreisbahn -Variante

Anstelle der Integralgleichung (1.3)

2 1

r(,)=7(t,)- —oK (¢t )K@t,),rt,)t,)dt,

0

soll jetzt die Integralgleichung

r(t)=71.()- T’ c‘)KI(tn,tn;l K, (). r@, )t )dt, 3.1)

0

mit der die Randorter verbindenden Kreisbahn (Schneider I 1992 und 2002)

F(t)_sm\/_(l t) s1n\/_t
e sin/l fa sm\/_

(3.2)
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sowie dem Integralgleichungskern

sm\/l_tn sin/l (1- t)

i
t £t
: JIsin/l- !
K'(t .t 1) =t fiir . (3.3)
:sm\/_t sm«/_(l-t) ¢ £y
t JUsindl- v
verwendet werden. Die Kraft K, ist erklért durch
K, =K+ =K - S (3.4)

und der Parameter | in der hier zugrunde liegenden linearen Erweiterung des
primdren Newtonschen Differentialausdrucks durch

CZ? =p* 2 3,Kep1er—Gesetz. (3.5

a Radius der Kreisbahn

festgelegt. Diese Fassung der grundlegenden Integralgleichung ist den nahezu
kreisformigen Bahnen von CHAMP und GRACE besser angepalit als eine die
Randorter verbindende Tragheitsbewegung. Im Falle elliptischer Bahnen konnte
man noch einen Schritt weiter gehen und eine die Randorter verbindende elliptische
Keplerbahn als ¥(z,) verwenden (Schneider IV § 71.5 1999).

3.1 CHAMP - Fall
An die Stelle der Gleichung (2.14) tritt jetzt

r(e,))- 5
2 1

OK @St syt

+Z(l‘( (s)) l‘.(X(S)) x‘S))+Gfmr (36)

SG(rx) =

Zu berechnen bleibt das Integral
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1
oK @)t 1) dt,
0

was geschlossen gelingt (Bronstein&Semendjajew 1989)
3.2 GRACE - Fall
Angewendet auf die beiden GRACE- Satelliten A und B erhélt man
v () =¥ () - T—zcl‘)KI(t(s) t K, ('t )Ft )t )t i=A,B (3.7)
n K \"n n >"n? eff n/? n/%"n n > *
m 0

und nach Differenzbildung B - A

@) e ) =) - T

T2
m

2 1
+T—c‘)’<1(t,55),t,,;l K, ('), r ()it ,)dt )

OK (Bt iK%, )12, )it )t (3.8)
0

und mit
D, ()= (¢)) - () (3.9)
D, (t*)=D,,, (tF)+
2 1
JZ{- OK' ()t s1HK,, (r"¢,) + Dyt )1 ,) + Dyt )it )dt, (3.10)
0

1
Kt K, (01 ,),F €, )it )dt ), E )it )t )
0

Bei punktueller Abtastung, d.h. Einbettung des MeBzeitpunktes ) wie in
Abschnitt 1.1 lautet diese Gleichung (£, £x; ££,)
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9 ) o) Dy@®)-D,,, ()
d Keff (rA (X,E(z),l) ), i (X;E(Z),l) );XrE(Z),l)) = TzAli K

mg‘)KI(t,Ss),tn;l ),

(3.11)
und nach Heraustrennen der Gravitationskraft aus
K, =G(r.0)+Z(ri)- 2, (3.12)
A p
sowie mit den Bezeichnungen
dK, =K}, - KJ, et (3.13)
EN-D () =
N I U TR Y
ok’ (¢).t,:1 )at, @ 8
0
Akzelerometrie (3.14)
SST + Bahnbestimmung Modell fiir Kreisbahn
Offene Fragen

Wie kann man den jeweiligen Zeitpunkt x©’ des Mittelwertes finden? Erst dann
kann die genaue rdumliche Zuordnung des Mittelwertes der Gravitationskraft
angegeben werden. Man konnte folgendermal3en verfahren:

Nach dem Mittelwertsatz der Integralgleichung gilt fiir eine Funktion £ (x)

a@f(x)dx=(b- a)f(x) P f(x):”(b_—a) (3.15).

(3.16)
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und nach einer Taylor-Entwicklung um die Stelle x, , also

lf &
£+ 0) 2 /()2 o
erhélt man
. Of(x)dx
%10 =4
f(xk)+8dxak (b= a) (3.17)
oder umgestellt
O/ (x)dx
Dy =4 f(xk) (318)

Daraus bekommt man die Ablage der Stelle des Mittelwertes von der als bekannt
angenommenen Stelle x,. Die Uberlegung 148t sich auf den riumlichen Fall

libertragen.

Zweierlei Antworten moglich:

1.
Gleichung nach Dr,

dg

dt,

&g
eﬂ t,

; Tee

+ r-Nrgj .
tn

Zeitableitung von g (r (tn )
Gradient von g(l‘ (tn),tn)

g(x,)=g(t +Dr,) »g(ef)+Dx,

Es werden benétigt:

Lage des Zeitpunktes X, des Mittelwertes beziiglich l‘,’f durch Auflosung der

(3.19)

+..b D

t

>"n

)
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mean

2. Lage des Ortes r' " des Mittelwertes beziiglich I
durch Auflésung der Gleichung

g(r) =g(r+Dr) » g(r)+Dre Ng| b DU D
L (3.20)
bestimmt bekannt bekannt

nach Dr :: rmean _ rk .

Es werden benétigt:

Gravitationsfeldstiarke am Ort I,

Gradient von g(r,.,z,) am Ort r, .
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Tel [11

Nutzung der Sagnacgleichung

Vorbemerkung

Die Drehung W der Pendel ebene des Foucault-Pendels betragt pro Tag (d)
( Schafer/Padler 1970)
F W, :=¥=a)sin¢ (0.1)

Darin bedeuten

w= 2?77 Winkelgeschwindigkeit der Erde

(0.2).
@ geographische Breite auf der Erdkugel
Die Formel (F) |a3t sich schreiben in der Gestalt
W, =n.Q= wcos(90° - ¢)
Q Winkelgeschwindigkeitsvektor der Erde Q] =: w
n lokale Lotrichtung (positiv nach auf3en gezahit!)
(0.3)

Das Foucault-Pendel gehort wie die Ringlaser zu den Tragheitskompassen,
VLBI hingegen zu den Sternenkompassen (\Weyl 1988).

Die im Folgenden zu behandelnde Problemstellung der Bestimmung der
Orientierung/Winkelgeschwindigkeit aus den observablen Daten allein ist an
der Gleichung (F) des Foucault-Pendels deutlich abzul esen:
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Y, woOP- ¢= arcsinﬁ Orienti erungsbestimmung
@ (0.4)

W, 0O w= qu¢ Winkel geschwindi gkeitsbestimmung
sin

Stellt man die Gleichung (F) der nachfolgend aufgeftihrten Sagnac-Gleichung
(G) gegentiber, also

Af =2 A =208
AP

L‘h
Tl >

W, =n.Q

(F) (G)
(0.5)

und eliminiert man daraus das Skalarprodukt n-Q, so erhalt man die Beziehung

Af:Wd% - Wd:Af:—Z, (0.6)

nach der sich die observablen Grof3en Af und W, von Sagnac-Interferometer
und Foucault-Pendel ineinander umrechnen lassen, wenn man den Skalenfaktor

% kennt. Nach (0.6) ist fur eine Drehrate W, der Erddrehung bei einem

Ringlaser mit dem Skal enfaktor% eine Sagnac-Frequenz Af zu erwarten .

Umgekehrt gehdrt zu elner gemessenen Sagnac-Frequenz Af und gegebenem
Skalenfaktor% eine Drehrate W, .

1. Sagnac-Gleichung

Bei Lichtwellen besteht in einem Ringlaser fir die gegenlaufigen Wellen der

i 2 2A
Phasenunterschied A" =277 T AQ =21 e nQ (11
i 4 4A
i A" = —AQ = neQ
Frequenzunterschied P P (1.2
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Im Fallevon Materiewdlen in einem Atominterferometer besteht fur die
gegenlaufigen Wellen ein

o 2 2m, A
Phasenunterschied AD™ =2ﬂ%A-Q =2ﬂ%n-9 (1.3)

Im folgenden soll alein der Frequenzunterschied bei Lichtwellen betrachtet
werden, also die

Grundgleichung der Sagnac-Interferometrie

(G) Af =%A-f) :%n-ﬁ (14)

Darinist das Skalarprodukt n-Q gegentiber Drehtransformationen
unveranderlich, sofern die beiden Faktoren nund Q im gleichen Bezugssystem
B gegeben sind.

(G) kann wenigstensin zweierlel Weise genutzt werden:
 zur Orientierungsbestimmung § 2
» zur Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit 8 3.

Die nachfol genden Uberl egungen lassen sich nahezu wortgetreu auf die Phasen-
unterschiede bei Lichtwellen und auch Materiewellen Gbertragen.

2. Bestimmung der Orientierung

Gegeben sel die Winkelgeschwindigkeit Q, weiter eine Reihe von Messungen
der Sagnacfrequenz im Zeitraum [t,.t,]:

t:af(t)=af () i=12.. (2.1)
Die Zeitz&hlung werde normiert gemaf3

Ct -t
t, = TA

(2.2)
mit

[tats] = T =t —t, (2.3).



Der Zeitverlauf der Messungen im Zeitraum kann durch eine Reihe

00

Af (t,) =AF (t,)+>(af), ) (t.)

v=1

(2.4)
mit AT (t,):= AT, +(AF, -4F, )t,

nach den auf dem Grundgebiet [t,,t,] orthonormierten Eigenfunktionen

7, (t,) =V2sinvm, (2.5)
dargestellt werden.

Die Reihenkoeffizienten (af ) konnen wegen der Orthonormierung
[#,(7,)8) (1,)d7,=0,, #.5=12,. (2.6)
0

der Eigenfunktionen g, (t,) im Grundgebiet [t,,t,] berechnet werden aus

i{ (r. ). (z.)dr,

o1 (1, (1, ), = [ (1, (), 2.7

Af (7,)p) (r,)dz, - AF, jai )dr, - (Af, - Af, )j r.@, (,)dr,

Mit den Integralen (Bronstein& Semendjajew 1989)

. 0 v gerade

S .— | —
N:=]9, (r,)dr, = 2 |2 ~ Vungerade (28)
(v7r)

—% Vv gerade

K ::IrnﬁiJ (r,)dr, = (2.9

+ > V ungerade
V1)
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lautet (2.7)

(af), = jAf (7). (z,)dr, - AF,N; —(AF, - AF, ) K; (2.10)

0

Der Zeitverlauf wird also dargestellt durch die

Randwerte Af, und Af,
und die Amplituden (af), (af),
Angesetzt seien weiter analoge Rethen fr den Normalenvektor sowie die
Winkel geschwindigkeit
n(t,)=n(t,)+>.n,,(t,) (2.11)
und
a(t,)=0(t)+> 0,7 (t,) (2.12).

Damit lautet die Grundgleichung (1.4)

87 1)+ 35(60), 2. 1) :%{ﬁ(tn) +$ 7! (tn)}-f)(tn) (2.13)

o=1

Nimmt man den Verlauf (2.12) als bekannt an, dann ist (2.13) eine
Bestimmungsgleichung fir den Zeitverlauf der Orientierung

Randwerte N, Ng
Amplituden n, 0=12,..0 .

(2.13) ist in diesen Daten linear. Zur Auflésung nach diesen Unbekannten
werde (2.13) fur eine ausreichende Anzahl von Zeitpunkten

0<tf<l k=12,.. (2.14)

aufgeschrieben. Das entstehende lineare Gleichungssystem kann nach den
Randwerten n,,n, und einer (in der Praxis endlichen!) Anzahl von Amplituden

n, aufgelost werden. Dabel wird man die Bedingung einbeziehen, dal3 der
Normalenvektor n(t,) ein Einheitsvektor ist, also die Bedingung
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() =1 - {ﬁ(tn)+inv¢v' (tn)}.{ﬁ(tn)+§ng¢; (tn)} “1 (2.15)

v=1 o=1

durch die Randwerte und Amplituden zu erfillen ist. Der beschriebene Weg ist
eine Orientierungsbestimmung im Zeitbereich.

Die folgende Alternative Ubersetzt das Verfahren in den Spektralbereich, d.h.,
es arbeitet mit den Amplituden der Reihenentwicklungen nach den Eigen-
funktionen.

Diese Alternative der Orientierungsbestimmung nach (2.13-15) basiert auf
der Gleichung (2.10)

1

(af), = [f (7,)9, (7,) dr, ~OT,N; ~ (AF, - AF, ) K; (2.16)

0

Im Integranden wird Af nach der Sagnac-Formel (1.4) ersetzt

4A 7

(af), :Fi(n(rn)-ﬁ(rn) )¢V' (7,)dr,

—AT,N; -(BF, -4, ) K

(2.17)

Fur die Vektoren n(t,)und Q(t,) werden die Reihenentwicklungen eingetragen
werden, so dal3 (2.17) lautet

8+t n)]|- () S0,0 00 )
Klammer 1 Klammer 2 (2.18)

~ AT, NS - (Af, - AT, )K;
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Nach Voraussetzung ist bei der Orientierungsbestimmung die Klammer 2 in
(2.18) eine bekannte Zeitfunktion, so dal3 in

(&), =38 )+ S0 1) |- (e (n)or,

Klammer 1 —AT,N; (B, - A7, ) K

(2.20)

die Klammer 1 unbekannt ist. Gleichung (2.20) kann wie folgt umgestel It
werden

A T o0t (1) (0 e =(a1), 070+, -4, )2 (220

A 0 o=1

bzw.
%{iﬁ(%) Q(7,) 9, (7,)dr, +Z” W “T“)dr“} (2.22)
= (Bf), +AT,N; +(AfB - 0F, ) K
Tragt manin die Integrale die Reihe
3(1)=8()+ 36,7 (1) @1

ein, so folgt einein den Randwerten n,,n, und den Amplituden n, lineare
Bestimmungsgleichung

4A{|° in }: ), +OT,N +(Af, -AT, K (2.23)

o=1

mit den AbkUrzungen

(2.24)

Trégt man in die Integranden die Reihe G (t,) = Q(t,) +iéﬂ¢,§ (t,) ein,so
4=1

lassen sie sich geschlossen auswerten. Dabei treten u.a. die folgenden Integrale
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1
auf 1, =[9,(r,)8,(r,)®, (r,)dr,, fir diesich ergibt
0
22 v V2=(a—)l)2
T w-(g+jf v+o+A ungerade
wenn
2.2 v v2=(g+A)
ly =1| 7T V2=(0-A) v+o+A ungerade  (2.25)
82 ovA V2¢(0“Fﬂf
T Dﬂ_(J+Af}Dﬂ_(J_Af} v+0+A ungerade
Fur ale Ubrigen Indexkombinationen =0'!

auf. Aus (2.22), das in den Randwerten und Amplituden des Zeitverlaufs der
Orientierung linear ist, kdnnen diese bestimmt werden.

AP

o=1

ﬁ{l 0 +ina-|§w} =(af), +AT,N; +(Af, - AF, ) K (2.26)

Damit ist die Orientierungsbestimmung im Spektralbereich gezeigt.
3. Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit

Im Zeitbereich wiirde man die Gleichung (2.13) zugrunde legen, aber diesmal
nicht den Zeitverlauf von n(t,), sondern den der Winkelgeschwindigkeit als

Reihe einfUhren

A (1,)+3(aF) 71 (1) :%n(tn).{ﬁ(tn) 30,9, (tn)} (31)

v=1

Schreibt man die Gleichung (2.25) fir ausreichend viele Zeitpunkte auf, so
entsteht ein lineares Gleichungssystem in den Randwerten Q,, und den
Amplituden Q, des Zeitverlaufs der Winkelgeschwindigkeit. Zwar kénnte man
analog zu (2.15) eine Nebenbedingung
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oll

G(t)+ o)l

Q? Q?

)+ 50,00

=1 (3.2)

fir die Richtung Q, (t,) der Winkelgeschwindigkeit formulieren. Dazu mifite

man aber deren Betrag Q kennen, was nur ndherungsweise der Fall sein wird.
Bei iterativer Auflosung von (3.1) kann man eventuell (3.2) einbeziehen.

Wieim Falle der Orientierungsbestimmung (s.8 2) kann eine Alternative zu
(3.1) formuliert werden. Jetzt wird in (2.18) die Klammer 1 a's bekannt
angenommen. Zu bestimmen ist der Zeitverlauf der Winkelgeschwindigkeit
Q(t,). Dazu steht die Gleichung (2.18) in folgender Gestalt zur Verfligung

(af), :%j(n(rn).fz(rn) )3 (1,)dr,- AT,N; - (o, - A, ) K (3.3)

fur die a's bekannt angenommene Orientierung die Reihe
n(t,) =n(t,)+ X0, (t,) (211)
H=1

ein. Jetzt ist dso die Klammer 1 in (2.18) bekannt, so dal3 zur Bestimmung der
Winkelgeschwindigkeit die Gleichung folgt

%:n(Tn) {5(Tn)+;flﬂ¢),(rn)} g (,)dr,

=(af), +AF,N; +(Af, - A, ) K;

(3.4)

oder - wenn die Summe im Integranden aufteilt - als Bestimmungsgleichung fur
die Winkelgeschwindigkeit im Spektralbereich

%{'([n(rn) ‘[QA'*'(QB _QA)Tn]ﬁ/l (Tn)drn +ZQJ.J;n(Tn)¢;(Tn)¢J (Tn)drn} (35)
= (af), +AFN] + (aF, - 4F, ) K

Aus diesen linearen Gleichungen konnen die Randwerte Q, ., und (endlich
vielel) Amplituden Q, bestimmt werden.(3.5) entspricht der Gleichung (2.21)
zur Orientierungsbestimmung im Spektralbereich
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{j[ N *(ne=n,)7, |- Q(7,) 8, () dr, +Zn ja (rn)drn}

0

:%;«AQV+AQN54AQ—AQ)Kﬂ

Essind lediglich die Rollen von n und Q vertauscht, d.h. diesie

reprasentierenden Randwerte und Amplituden - eine Folge des Skalarproduktes
in der Grundgleichung (1.4)!

4. Erganzungen
4.1 Bestimmung von Orientierung und Winkelgeschwindigkeit

Gleichung (3.5) ermoglicht die Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit bel
bekannter Orientierung, hingegen (2.21) die Orientierungsbestimmung bel
bekannter Winkelgeschwindigkeit.

Es bleibt zu untersuchen, ob in einer iterativen Abfolge die Bestimmung der
Orientierung und der Winkelgeschwindigkeit bei allein gegebenen Messungen
der Sagnac-Frequenz moglich wére, und zwar basierend auf der Gleichung

[ Ensl )] 20) - Sas) i )
Klammer 1 Klammer 2 (2.18)
= (B ), +AF,N; +(AF, - AF, ) K;

und der Nebenbedingung (2.15)

() =1 - {ﬁ(tn)+inv¢v' (tn)}-{ﬁ(tn)+in0¢; (tn)}:1

v=1

Bei der Losung sollten Erfahrungen aus der VLBI hilfreich sein, wo ein
analoges Problem bei der Bestimmung der Quasarrichtungen und der Basislinien
besteht (s. 85).

4.2 Ersetzen der Anteile n(t,) etc.
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Andie Stelle der Verlaufe
n(t,):=n,+(ng-n,)t, etc.

die eine gleichformig - geradlinige Verénderung von n(t,) etc. im Zeitraum
t, —t, =T beschreibt, kann auch ein Verlauf der Form treten

oo_sSnVA(l-t) o sindAg,

: , 4.1
nK Sn\/j A Sn\/j B ( )

der die Randwerte n, und n, durch einen Kreisbogen und nicht durch eine

Gerade verbindet, und mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit /A in der
Zeitspanne T durchlaufen wird.

Die Reihenentwicklungen fiir n(t,) und Q(t,) lauten dann statt (2.11-12)

n(t,) = (t,)+>.n,@, (t,) €tc.. (4.2

Die Eigenfunktionen g, (t,) konnen weiterhin verwendet werden.

4.3 Bestimmung der globalen Rotation

Die Winkelgeschwindigkeit Q(t,) setzt sich fast ausnahmslos aus mehreren
Anteilen zusammen, wobel die globale Erdrotation in der Regel dominiert

Q(t,) = Qgopa (1) +R2(t,)  mit  [5Q(t,)

< ‘leobaj (t). (4.3)

Zur Bestimmung von Q. (t,) kann man auf diein § 3 geschilderten Verfahren

entweder im Zeitbereich oder im Spektralbereich zurlickgreifen. Esist lediglich
Zu ersetzen

AF . (BF)* = Af —%n(tn)-(@(tn)). (4.4)
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Um die Sagnac-Messungen zu reduzieren, muf3 man X(t,) separieren oder
ausreichend genau modellieren kdnnen.

4.4 Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit im Ruhsystem des Sensors

Dalediglich gefordert wird, daf3 die Vektoren n(t,) und Q(t,) sich auf dasselbe

Bezugssystem B beziehen, kann man die dargestellten Verfahren auch im
Ruhsystem B, des Ringlasers bzw. des/der aufgesetzten Tiltmeter durchfihren.

In diesem Falle wiirde man die Winkelgeschwindigkeit in B, erhalten.

4.5 Orientierung des Ruhsystemsim tiber geor dneten Bezugssystem

Die Frage der Orientierung von B, in einem Ubergeordneten Bezugssystem B

kann mit einer Kombination der kinematischen Euler-Gleichungen und der
Eulerschen Kreiselgleichungen behandelt werden.

Aus den kinematischen Euler-Gleichungen fir die Euler-Winkel ¢, 3,¢

SndY =w sing +w, cosg
9 = w cosg - w,Sing (4.5)
¢ =—cotd(w sing +w, cosg) +w,

worin die w die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit Q(t,) in B,
bedeuten

Qt,)=(wn ) (4.6)

ergibt sich nach Zeitableitung, beachtet man die Euler - Liouville - Gleichung,
also die Drehimpulshilanz fir deformierbare Korper im Tisserand - System,
das folgende System von Differentialgleichungen 2. Ordnung zur Bestimmung
der Euler-Winkel (Schneider 111,8 37.1,1996)

@singd =(sing& +cosgs, )oF +I(¢ + ¢ cosd)

9  =K.F-gypsing

] = -sing(cosdsin g€ - cosI cosPE, +sinJE, )-F
+4 (¢ - P cosd)

(4.7)
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oder
(sing® +cosgs, )oF +& (¢ +cosd)
o sing
X=|9|= K<F—gysing =f, (48
¢ | | —sind(cosIsingE —cosIcosPE, +sinJE,)-F
+&(¢ - pcosd)
Darin sind

K := cosg& -singe,

F=dgeM =37(dx(J,-d)) —gnDle

Dt
= F' + F? + FP (4.9)
drehmoment — fliehkraft — deformations—

bedingt

Dazu soll eine |. Randwertaufgabe formuliert werden, beschrieben durch eine
Fredholmsche Integralgleichung. Deren Losung x(t) ergibt sich zu

1

x(t)=x(t)-T*[K' (t,.7,)f,dr,. (4.10)

0

Der Integralgleichungskern ist erklart durch

r,(1-t,) fur 7, <t
K'(t,r,)=< "% " o 411
(t72) {tn (1-7,) fur t,<7, (4.11)

und hat die Eigenfunktionen
g, (t.)=+2sinvt, v=12,..0. (4.12)

Der Dreieckskern (4.11) selbst kann nach diesen bilinear entwickelt werden

K (t,7)=2 2.(0)7. (x.) (4.13)

(o)’

Geht man mit dieser Bilinear dar stellung und der Entwicklung der gesuchten
L 6sung nach den Eigenfunktionen



x(tn):x(tn)@lm; (t,) (4.14)

in die Integralgleichung (4.10) ein und fihrt einen Vergleich der Koeffizienten
der Eigenfunktionen durch, so erhdt man das unendliche System von
Gleichungen

2 1
X, =— T jfxéiv'(rn)drn v=12,..0 (4.15)
0

Dieses Gleichungssystem kann herangezogen werden, um unbekannte oder
verbesserungsbedurftige Parameter in der durch (4.9) definierten Funktion

f, zubestimmen. Die Amplituden x, sind Uber die kinematischen Euler-

Gleichungen (4.6) aus dem Verlauf der Winkelgeschwindigkeit

a(t,)=Q(t,) (4.16)

berechenbar. Das Gleichungssystem (4.16) ist den Parametern dann linear, wenn
esdie Funktion f ist.

4.6 Punktuelle Abtastung der Funktion f,

Die Uberlegungen zur punktuellen Abtastung des Gravitationsfeldes mit Hilfe
von Ersatelliten (s. zweiten Belitrag in diesem Heft) sollen Gbertragen werden
auf die Funktion f, .

Annahme: Der Zeitraum T sei so bemessen, dal3 die Funktion f, in der
Integralgleichung
1

x(6)=x(t,)-T*[K' (t,.7,)f dr, (4.11)

0

wahrend T als konstant angesehen werden kann. Dann erhdt man
aus (4.11)

1
x(t)=x(t,) -T2 <f, > [K' (t,,7,)dz, . (4.17)
0
Darinist

<f, > (4.18)
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der im Zeitraum T al's konstant angenommene Wert von f, . Das

Vorziehen vor das Integral ist zuldssig, weil der Integralglei-
chungskern im Grundgebiet T nichtnegativ ist.

Mit
[K' (t,.z,)r, :%(Hn) (4.19)
0
erhélt man aus (4.17)
<f >
TXZ =x(t,)-x(t,) . (4.20)

Basierend auf dieser Gleichung kann man bei gegebenem
Zeitverlauf von y(t,) punktuell die Funktion <f, > angeben.

Anm.. Die Umkehrung der kinematischen Euler-Gleichungen (4.6) lautet

W= Jcosg+ysingsing
w, =-9sing +Wcosgsing , (4.21)
w= ¢ + (cos

Bei gegebenen Eulerschen Winkelgeschwindigkeiten ¢, ¢, kénnen danach
Die Komponenten w der Winkelgeschwindigkeit Q berechnet werden.

4.7 Differentielle Nachver besserung bei Randwertdeter minierung

Das Verfahren kann kombiniert werden mit einer differentiellen
Nachverbesserung bei Randwertdeterminierung.

Fir das Differential des Skalarproduktes

Q(t):=n(t)Q(t) (4.22)

ergibt sich



AQ(t) = An(t)-Q(t) +n(t)AQ(t) (4.23)
Tragt man darin die Reihenentwicklungen fur die Zuschlage

an=Bn+Y(an), gl (L)  80=0G+Y(80) 7 (t,) (4.24)

sowie
2Q=20+3(8Q)7, (1) (4.25)

so erhalt man
5Q+3(Q)21 ()= 9(t) (B3 (an)gl(1) |
n (tn).(ﬁ+i(Aﬁ)g¢; (tn)]

o=1

(4.26).

Daraus kdnnen die Grol3en

An,, und (An)  sowie AQ,, und (Af))v

auf zwei Wegen bestimmt werden:
a) im Zeitbereich:
Man schreibe die Gleichung fur alle Mef3zeitpunkte t' auf

00

Q0]+, (80).2: (1) =( B0(t) + e (1) Jale) +n ()|

v=1

E(pﬂpg(m)ﬂ (tL)]

(4.27)

und I6se das so entstehende lineare Gleichungssysteme nach
An,, und (An) ~ sowie AQ,, und (Afl) und AQ,, und (AQ) — auf.

b) im Spektralbereich:

Man multipliziere die Gleichung
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50+ 3(80)9: (1) =80+ 3 (am). 9, (1) (1) +n(t){ 25+ (20) 221 |
(4.28)

mit der x-ten Eigenfunktion #,(t,) und integriere Uber das Grundgebiet.

Beachtet man die Orthonormalitét der Eigenfunktionen dber diesem Intervall,
so folgt

bzw. umgestel It

(8Q), =(&n),:

O ey -
o]}
—
3"!
N
~
—
3"!
N—
o
3"!
+
—
—~
>
=]
N
w
|
—
>
=]
N
>
L1
O ey
~
>
@]
—
3"!
N
~
—
3"|
N—
o
3"|

Mit den Integralen
| 90 ::j Q(r,) #, (r,)dr, (4.31)

150 ::f n(r,) @, (r,)dr, (4.32)
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|&% sich schreiben

q
Il
LR

(AQ)A. |70 +[(AQ)B —(AQ)J ot i(AQ)a.l "

o=1
_AQANZ _(AQB _AQA) K;
bzw. in Matrixschreibweise
AX =B

flhrt man die (2+S +2+S,)x1-Matrix

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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deren (2+S5+2+S)-Elemente 3x1-Spatenmatrizen sind, sowie die
(K x1) - Spaltenmatrix

AQl + AQA le + (AQB - AQA) Kls
AQz +AQANZS + (AQB _AQA) K:

B:=| (4.40)

AQK +AQANI2 +(AQB _AQA) KE

und weiter die K x(2+S +2+S,)-Koeffizientenmatrix

Q0 1Q1 Q Q
120 18212 | R LI

IQ In,O In,l I
1 7117210 S 1 1 71 271107210

SEERIE
IQ,O IQ,l IQ IQ IQ,O In,O In,l In In |n
2 172 1712172210 §,2 2 172 17120722100 S, 200
* * * *
A= (4.41)
* * * *
* * * *
IQ,OIQ,IIQ IQ IQ In,OIn,lIn In In
Mo L 2 St e L 2,0t Sy

deren Elemente definitionsgemdl? 3x1-Zeillenmatrizen sind. Das
Gleichungssystem (4.38) ist also von der Dimension

A(Kx(2+S +2+S)))xX((2+S +2+8S,)) =B(K) (4.42)
Wenn sich herausstellen sollte, dal? die Koeffizientenmatrix A des jeweiligen
linearen Gleichungssystems singulér (4.38) ist, dann kann man seine Aufldsung
vermittels Greenscher Vektoren im erweiterten Sinne versuchen (Schneider |,
Anhang A 1992).
Die Sonderfélle der aleinigen Verbesserung der Orientierung oder der
Winkel geschwindigkeitsbestimmung ergeben sich aus (4.37) indem man setzt

An=0 bzw. AQ=0 (4.43)

Dadurch vereinfacht sich (4.37) erheblich, und zwar im Falle

» der Verbesserung der Orientierung zu
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(4Q), +AQ,N; +(AQ, —28Q, ) K, =

(8n), 192 +[(an), - (8n), ]-120 +3"(an),- 15, (4.44)

o=1

» der Verbesserung der Winkelgeschwindigkeit zu
(4Q), +AQN; +(8Q; —AQ, ) K} =

(88) <170 +[(a9), - (20), ]2t + 3 (a0) 41, (4.45)

o=1

Die Matrizen A und B in der Matrixgleichung (4.38) haben nur mehr etwa den
halben Umfang.

4.8 Nutzung der Amplitudenspektren

Die Interpretation der erhaltenen Reihen kann zusammen mit den linearisierten
Kreiselgleichungen, d.h. dem Zusammenhang von Q(t,) und den Anteilen der
Erregerfunktion erfolgen. Als Variante hierzu bietet sich dasin § 4.5 aufgestellte
unendliche Gleichungssystem (4.16) an. Hier soll auf die erste Moglichkelt
eingegangen werden.

Die Winkelgeschwindigkeit Q(t,)wird in dieser Linearisierung dargestellt durch

Q(t,) =w(mA(t,) 8 +ma(t,)e +@+m)s)
wwéhlbare Konstante € Basis

(4.46)

Fir die Groflken m (t,) lassen sich Differentialgleichungen 2.0rdnung angeben.

Man erhdlt sie, indem man die linearisierten Euler-Liouvilleschen
Kreiselgleichungen nach der Zeit differenziert. Man bekommt so die
Ostzillatorgleichung fir die Polbewegung (Schneider 1+11, 1992-3)

M(t)=m(t)+im(t) j=v-1 (4.47)
D°M
~E +1°M =F (4.48)

mit F:=d-Ab-AM (4.49)
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sowie fur die Rotationsphase m, (t)

D? .
Dth =, (4.50)

Anm.: Einzelheiten zur Bedeutung der einzelnen Variablen sind in (Schneider 1-
1V 1992-99) zu finden.

Falit man die Gleichungen (4.25) und (4.27) zusammen zu

D’m
Dt? F
D2Q | D°m, "
e = e =|F, |=G (4.51)
D?(1+m,) s
Dt?
so kann man zur Gleichung
DQ
e =G (4.52)

eine |. Randwertaufgabe formulieren, also eine Fredholmsche Integralgleichung

6(,)=B(,)-T2[K' (t,,7,)d7, (4.53)

0

und auf diese dasin § 4.5 geschilderte Verfahren anwenden. Das entstehende
unendliche Gleichungssystem lautet

Q,=-—[G#,(r,)dr, v=12.. . (4.54)

Es kann zur Bestimmung/Verbesserung von Parametern in der Funktion G
verwendet werden. Die Amplituden Q, sowie die Randwerte Q, und Q, seien

etwa nach dem in 8§ 3 angegebenen Verfahren ermittelt. Die Parameter werden
in G im allgemeinen in nichtlinearer Form auftreten. Kennt man a priori-Werte
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P,, so kann man kleine Verbesserungen oP der Parameter ermitteln indem man
G in eine Taylorreihe um P, entwickelt , also (4.31) linearisiert (Schneider |V
1999).

4.9 Wechsd der Eigenfunktionen

Der gewéhlte Satz von Eigenfunktionen
#, (t.)=v2sinvt, v=1(1)c (4.55)

ist nicht zwingend. Man kann einen anderen Satz verwenden, was einem
Basiswechsel im Funktionenraum entspricht. So werden bei periodischen
Vorgéngen etwa die Eigenfunktionen zu einem Integralgleichungskern einer
Randwertaufgabe mit Randbedingungen der Ganzperiodizitat vorzuziehen
sein. Die Entwicklungen wirden hier angesetzt in der Form

a(tn):ao+i;l(as¢: (t,)+a75 (t,) (4.56)

mit den Eigenfunktionen

s (t,)=2sn2vm,
v =1(1) e (4.57)
#: (t,) =2 cosvm,

Damit ist (4.33) der Ansatz einer Fourier-Reihe im Ublichen Sinne. a, steht fir

eine Gleichgewichtdage (Fixpunkt), um die herum der ganzperiodische
Vorgang verlauft.

Ahnliches gilt u.a. bei bedingt-periodischen Vorgangen. Die erforderlichen
mathematischen Grundlagen sind in (Schneider |, Anhang B ,1992) zu finden.
5. Selbstorientierendes Gyroskop

Ausgehend von der Gleichung (2.19)gelangt man mit den Integralen



zu der Darstellung

4A

(af), :F(I1+I2+I3+I4)—Af_ANj—

oder ausfuhrlich
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AP

(af, -af, ) K

= ﬂ{ (f ), +AF,N; +(AF, - aF, ) Kj}

Dieses Gleichungssystem ist hinsichtlich der Unbekannten

n,,Ng,

n, und Q,,Q,

Q

v

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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jelinear. Bel gegebenen Sagnacmessungen, umgesetzt in Af,,Af, sowie(Af)
koénnen aus (5.6) die Orientierung und/oder die Winkelgeschwindigkeit

n,ng, n,und Q, Q. Q

berechnet werden. (5.6) falét die Gleichungen (2.26) und (3.4) zusammen und
erscheint so as Grundgleichung eines selbstorientier enden Rotationssensors.

6. Ubertragung des K onzeptes auf die Radiointerferometrie

Dal in ener iterativen Abfolge die Gleichung (5.6) zusammen mit der
Nebenbedingung fir die Richtung n die Orientierungs- und die Winkel-
geschwindigkeitsbestimmung ermoglichen kénnte, wird durch die Erfahrungen
aus der Radiointerferometrie auf langen Basidinien (VLBI) nahegelegt. Deren
Grundgleichung ermdglicht in einer solchen Abfolge die Bestimmung der
Richtungen der Quasare und der Basislinien zwischen den beteiligten
Radioteleskopen. Frellich wird in der VLBI mit mehreren Basislinien bel der
Richtungsbestimmung bzw. mehreren Quasaren bel der Basislinienbestimmung
gearbeitet.

Ob man die Analogie der Grundgleichung der VLBI und der Sagnac-Formel

4A = 1
Af =——n-Q At =—Zhee
P c (5.7)

Sagnac — Interferometrie VLBI

nutzen kann, bleibt genauer zu untersuchen. Das besprochene Konzept sol|
Ubertragen werden auf die Grundgleichung der Radiointerferometrie, hier der
einfachheitshalber in der einfachsten Form angenommen

At= —%boe. (5.8)

Differenziert man einmal nach der Zeit, so erhalt man

% - _%(b.em.e) (5.9)

Mit der Darstellung

e=Qxb und b=Qxb (5.10)
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ergibt sich
dAt 1/=
e E(b -e+b-Qxb) = C(Qxb).e (5.11)
oder mit der Bezeichnung
N(Q.b):=0xb (5.12)
At Ine. (5.13)
dt c

Stellt man die Grundglei chungen untereinander, also

Af = %n Q Sagnacinterferometrie

dAL 1 (5.14)
—:——e-N(é,b) VLBI
dt C

Es korrespondieren also

» die Sagnac-Frequenz Af  und die sog. fringe-rate %
» der Skaenfaktor % und der Faktor —=

sowie
» die Normalenrichtung n und die Quasarrichtung e
« die Winkelgeschwindigkeit & und der Vektor N(Q,b):=Gxb.

7. SchlulBbemerkung

Ein Sagnacinterferometer (Ringlaser-Gyroskop, Atominterferometer) mif3t die
Rotation der Anordnung gegen das lokale Fermi-System (Schneider 111, 1998).
Nur diese Rotation ist im Rahmen der allgemeinen Relativitétstheorie
wohldefiniert (Lammerzahl & Neugebauer 2002).

Wenn man wie § 4.2 n(t,) durch n, (t,) ersetzt, was einem Ubergang zum
linear erweiterteten Newton-Operator entspricht, dann ist ein modifiziertes
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System der Bedingungsgleichungen fur die Amplituden (Schneider |, 815.1,
1992) heranzuziehen.
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