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1

1 Einleitung

1.1 Einführung und Problemstellung

Die Simulation von Systemen mit deformierbaren Körpern wird in zahlreichen Fach-
gebieten eingesetzt. So lassen reale Systeme oft erst eine Aussage über Dynamik,
Schwingungsverhalten und Festigkeit zu, wenn man Komponenten als flexibel und
verformbar annimmt. Insbesondere in der Mechatronik, wo der Trend zu immer leich-
teren und schnelleren Maschinen geht, muss bei der Entwicklung, Auslegung und
Regelung auf elastische Komponenten geachtet werden. In den letzten Jahrzehnten
wurden viele Werkzeuge zur Simulation solcher Systeme entworfen und erfolgreich
eingesetzt. Die Genauigkeit der Modelle und der experimentelle Abgleich stehen
dabei bei industriellen Fragestellungen im Vordergrund, während die Rechenzeit oft-
mals nur ein beiläufiger Aspekt ist. Im Gegensatz dazu wurden in der Computergra-
fik Modelle entwickelt, die sehr schnell eine Deformation eines Körpers visualisieren
können. Diese basieren aber oftmals nicht auf physikalischen Grundlagen. Die Ver-
bindung dieser entgegengesetzten Ansätze, physikalische und genaue Modelle auf
der einen Seite und schnelle, sogar interaktive Simulationen auf der anderen Seite,
ist ein zur Zeit besonders aktives Forschungsgebiet. Der Bedarf solcher Simulation
zeigt sich in zahlreichen Anwendungen.

Ein Teil dieser Arbeit entstand aus dem Teilprojekt M7 „Kraft- und Bewegungs-
prädiktion bei Teleoperation mit weichen Kontakten“ des von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft (DFG) geförderten Sonderforschungsbereichs 453 „Wirklich-
keitsnahe Telepräsenz und Teleaktion“. Die Ideen und Ansätze sind daher durch
Telepräsenzsysteme motiviert, aber nicht darauf beschränkt. Die Telerobotik bie-
tet die Möglichkeit, Arbeiten in für den Menschen nicht erreichbaren Umgebungen
durchzuführen. Die möglichen Gründe hierfür sind vielfältig. So kann es zu teuer
oder zu aufwendig sein, den Menschen in eine bestimmte Umgebung zu bringen, wie
zum Beispiel für Arbeiten im Weltraum. Oder falls die Umgebung nicht weit entfernt
ist, kann sie dennoch ein hohes Risiko für den Menschen darstellen, wie beispiels-
weise die Entschärfung einer Bombe oder die Arbeiten in radioaktiven Umgebungen.
Manche Szenarien machen durch eine Größen- oder Kräfteskalierung den Einsatz
eines Roboter notwendig, wie zum Beispiel die Mikromontage. Gemeinsam haben
die genannten Anwendungen, dass der Mensch mit seinem Eingabegerät vom Robo-
ter räumlich getrennt ist. Die anfängliche Idee war, eine Simulation der entfernten
Teleoperatorumgebung in das Telepräsenzsystem zu integrieren. Mit dieser Simula-
tion wird die Möglichkeit eröffnet, auf beliebige Signale und Größen des Systems
zuzugreifen. So kann eine parallel ablaufende Simulation für eine Kraftprädiktion
genutzt werden, um störende Zeitverzögerungen durch die Übertragungsstrecke zu
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kompensieren. Da der Teleoperator zumeist in einer unbekannten Umgebung agiert
und daher ein Modell vorab nicht bekannt ist, muss in einer Identifikationsphase das
Simulationsmodell erzeugt und parametrisiert werden. Greift oder manipuliert der
Teleoperator weiche Objekte in der entfernten Umgebung, so ist eine Modellierung
von deformierbaren Körpern erforderlich. Diese Simulationen haben die oben genann-
ten Anforderungen der Echtzeitfähigkeit und der Genauigkeit. Über Schnittstellen
muss es möglich sein, mit der Simulation zu interagieren und Daten auszutauschen.
Eine entscheidende Rolle spielt die Übereinstimmung der Simulation mit der Rea-
lität um eine Kraftprädiktion zu ermöglichen. Das Simulationsmodell muss daher
mit experimentellen Daten erzeugt werden und ein Abgleich mit den Messungen ist
notwendig.

Eine weitere Anwendung der echtzeitfähigen, deformierbaren Simulationsmodelle
findet sich im haptischen Rendering einer virtuellen Szene. Dabei wird über ein
haptisches Gerät eine Kraftrückkopplung zum Benutzer generiert. So ist es zum
Beispiel möglich bei einer Eingabebewegung eine virtuelle Trägheit zu spüren oder
gegen virtuelle Wände zu stoßen. Haptisches Rendering wird unter anderem in chir-
urgischen Trainingssimulatoren eingesetzt, in denen reale Objekte wie Organe und
Gewebe schnell und genau simuliert werden müssen. Die Komplexität steigt, wenn
Verformungen im Zusammenspiel mit Kontakten berücksichtigt werden müssen.

Außerhalb der wissenschaftlichen Anwendungen gibt es gleichzeitig einen steigenden
Bedarf in der Unterhaltungsindustrie an realistischen Modellen, wie zum Beispiel in
Animationsfilmen oder Computerspielen. Hier steht meist die Visualisierung im Mit-
telpunkt und es werden bewusst physikalische Gesetze verletzt, um beeindruckende
Effekte zu erzeugen.

1.2 Stand der Forschung

In dieser Arbeit werden Erkenntnisse aus mehreren Forschungsgebieten aufgegriffen.
Dies sind unter anderem aus dem ingenieurwissenschaftlichen Bereich des Maschi-
nenbaus die Kontinuumsmechanik zur Modellierung von deformierbaren Körpern.
Die Ansätze zur Echtzeitberechnung, zum haptischen Rendering und zur 3D Re-
konstruktion stammen aus der Computergrafik und der Computer Vision aus dem
Bereich der Informatik. Existierende Verfahren aus dem mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Bereich finden sich in der numerischen Aufbereitung der Algorithmen
zur Lösung der Gleichungssysteme. Ein aktueller Stand der Forschung zu den ein-
zelnen Fragestellungen wird im Folgenden zusammengefasst.

Deformierbare Körper In vielen industriellen Fragestellungen werden Modelle für
elastische Komponenten zur Beschreibung von Phänomenen in Maschinen eingesetzt.
Der Forschungsbereich, der sich mit linearen und nichtlinearen Schwingungssyste-
men und mit deren experimenteller Identifikation beschäftigt, ist umfassend und
kann hier nur beispielhaft behandelt werden. Ein umfangreiches Standardwerk zum
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Thema der Schwingungsprobleme und Modalanalyse ist von Harris [57]. Einige Bei-
spiele von Schwingungen und deren Regelung im Bereich der Maschinendynamik und
Rotoren sind in den Büchern von Ulbrich [119], Bremer [19] und Pfeiffer [98]
aufgeführt. Die Berücksichtigung von elastischen Bauteilen in Robotern findet in
den Arbeiten von Bremer [20] und Thümmel [117] statt.

Eine sehr gute Zusammenfassung über die Simulationsansätze von deformierbaren
Körpern, insbesondere im Zusammenhang mit Mehrkörpersystemen, bietet der Über-
sichtsartikel von Wasfy [122] mit 877 Referenzen. Neben zahlreichen Konferenz-
und Zeitschriftenbeiträgen existieren fast ebenso viele Lehr- und Fachbücher, wie von
Bathe [14], Wriggers [123], Zienkiewicz [125], Belytschko [16], Schwertas-
sek [108], Shabana [109]. Die Bücher von Pfeiffer [99] und Wriggers [124]
behandeln ausführlich die Kontaktmechanik bei starren und deformierbaren Kör-
pern.

Neben den wissenschaftlich-industriellen Fragestellungen werden deformierbare Kör-
per auch in der Computergrafik beschrieben und dargestellt. Hierbei haben die
Schnelligkeit und die Visualisierung der Deformation eine höhere Priorität als die
physikalische Exaktheit. So gibt es eine Reihe von Modellierungsansätzen, die nicht
auf physikalischen Grundlagen basieren. In den Übersichtsartikeln von Nealen [88]
und Gibson [54] werden die Ansätze zur Beschreibung von deformierbaren Kör-
pern in der Computergrafik zusammengefasst dargestellt. Dabei fasst Gibson die
Forschungen von Beginn der Computergrafik bis zum Jahr 1997 zusammen und
Nealen die Entwicklungen der letzten 10 Jahre. Alle diese Arbeiten unterscheiden
sich in den Ansätzen der Modellierung, Zeitintegration oder Berechnungsvorschrif-
ten und Algorithmen. Ein anfänglich beliebtes Verfahren war die Beschreibung des
deformierbaren Körpers mit einem Feder-Masse-System. Dies ist einer der einfachs-
ten Ansätze, der aber immer noch gerne eingesetzt wird, insbesondere da sich solche
Systeme leicht parallelisieren und somit auf aktuellen Grafikprozessoren sehr effizient
berechnen lassen, wie Georgii [51] zeigt. Gibson [53] stellt das sogenannte Chain-

Mail -Verfahren vor, das die Verformung eines Objekts ähnlich einer Verbindung
von einzelnen Kettengliedern berechnet. Eine der ersten Veröffentlichungen in der
Computergrafik, die einen deformierbaren Körper mit kontinuumsmechanischen Ge-
setzen beschreibt, ist von Terzopoulos [116]. Seit dem entwickelt sich dieses Fach-
gebiet unter Berücksichtigung neuer Modellierungsansätze, Lösungsstrategien, nu-
merischer Verfahren und Rechnerarchitekturen beständig weiter. Bro-Nielsen [21]
wählt einen linearen Finite-Elemente-Ansatz und die auftretende Systemmatrix wird
in einer Vorberechnung invertiert, wodurch eine echtzeitfähige Simulation ermög-
licht wird. In der Arbeit von James [66] wird die Boundary-Element-Method zur
Beschreibung der Deformationen verwendet. Grinspun [56] verfeinert den defor-
mierbaren Körper lokal adaptiv, um Bereiche mit großen Verformungen genauer
auflösen zu können als Bereiche mit kleinen Verformungen. Georgii [50] löst die
diskretisierten Gleichungen mit einem Mehrgitteralgorithmus. Taylor [115] imple-
mentiert eine nichtlineare Finite-Elemente-Methode mit einem expliziten Zeitinte-
grationsalgorithmus auf dem Grafikprozessor.

Die Modellierung mit dem korotierten Finite-Elemente-Ansatz erfolgt in der Com-
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putergrafik erst seit kurzem, beispielsweise durch Müller [86, 87], Etzmuß [45],
Hauth [59, 60], Nesme [89]. Die korotierte Finite-Elemente-Methode wird auch von
Georgii [49, 52] diskutiert und in Kombination mit einem Mehrgitterverfahren ver-
wendet, um statische und dynamische Modelle mit vielen Elementen zu visualisie-
ren.

Haptisches Rendering Die obigen vorgestellten Arbeiten aus der Computergrafik
befassen sich hauptsächlich mit der schnellen Darstellung des deformierbaren Kör-
pers, dem visuellen Rendering. Eine Erweiterung davon ist das haptische Rendering,
bei dem die Simulation auch eine Kraftrückkopplung besitzt. Von Salisbury [102]
wird als haptisches Gerät das PHANToM vorgestellt. Da der Mensch Kräfte zeit-
lich genauer auflösen kann als Bilder, sind die Zeitanforderungen beim haptischen
Rendering entsprechend größer als beim visuellen Rendering. So wird versucht beim
haptischen Rendering eine Rate von 1000 Hz zu erreichen, während bei der Visuali-
sierung 30 Hz ausreichend sind. Die existierenden Techniken beim haptischen Ren-
dering werden in den Artikeln von Laycock [74] und Basdogan [13] ausführlich
vorgestellt. Aufgrund der größeren Zeitanforderungen beim haptischen Rendering,
werden Simulatoren oft als Multirate-Systeme aufgebaut, das heißt die Simulatoren
besitzen intern unterschiedliche Taktraten für Grafik und Haptik. Der regelungs-
technische Entwurf solcher Systeme wird in den Arbeiten von Barbagli [10, 11],
Cavusoglu [22], Duriez [39], Lee [75] vorgestellt.

Viele Ansätze für deformierbare Körper aus der Computergrafik werden um die Hap-
tik erweitert. So wird in der Arbeit von Hirota [64] eine haptische Simulation vorge-
stellt, die auf der linearen Finite-Elemente-Methode basiert und die Systemmatrix
in einer Vorabrechnung invertiert. James [67] kombiniert die Boundary-Element-
Method mit der Haptik und von Debunne [34] wird eine lokale adaptive Verfeine-
rung von Bereichen mit großen Verformungen ebenfalls mit einer Kraftrückkopplung
erweitert. Mahvash [82] präsentiert ein Verfahren zur Berechung des haptischen
Kontakts mit nichtlinearen Modellen deformierbarer Körper. Eine Koordinatenre-
duktion von nichtlinearen Modellen führt Barbic [12] durch. Kontakte mit Reibung
werden von Duriez [40] berücksichtigt und Saupin [103] löst unilaterale haptische
Kontakte über ein lineares Komplementaritätsproblem. Ein Anwendungsbeispiel für
das haptische Rendering mit deformierbaren Körpern sind Trainingssimulatoren für
die Chirurgie, wie sie von Cotin [28], Kühnapfel [70], Allard [3] vorgestellt wer-
den. Für die chirurgischen Simulatoren werden von Cotin [29], Nienhuys [93, 94],
Mahvash [81], Jerabkova [68] auch Modelle entwickelt, die Manipulationen wie
Schneiden ermöglichen. Das Stechen mit einer Nadel wird von Dimaio [37, 38] be-
rücksichtigt. Ein experimenteller Abgleich von Stech- und Schneidevorgängen wird
in den Arbeiten von Hing [62] und Chanthasopeephan [23] gegeben.

Modellidentifikation Um einen deformierbaren Körper simulieren zu können, wird
ein Modell benötigt. Dabei sind die relevanten Modellparameter die Geometrie und
die Materialparameter. Ist die Geometrie nicht vorab bekannt, wie zum Beispiel aus
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CAD-Daten, muss sie experimentell bestimmt werden. Es gibt unterschiedliche Me-
thoden um die Oberfläche eines Objekts zu erfassen. Diese können in kontaktlose
und kontaktbehaftete Messverfahren eingeteilt werden. Die kontaktlosen klassifizie-
ren sich in reflektive und transmissive Verfahren, wie beispielsweise die Computer-
Tomographie. Die reflektiven Verfahren können in nicht-optische und optische Ver-
fahren aufgeteilt werden. Die Klasse der nicht-optischen Verfahren beinhaltet unter
anderem das Sonar oder Mikrowellenradar. Alle kamerabasierten Verfahren, wie zum
Beispiel eine Stereokamera, zählen zu den optischen Verfahren.

Das Fachgebiet des Computersehens (Computer Vision) beschäftigt sich mit der
Frage der Erzeugung von dreidimensionalen Informationen aus zweidimensionalen
Bildern. In den Büchern von Schreer [106], Faugeras [47], Forsyth [48] und
Hartley [58] werden die Grundlagen und Lösungsansätze ausführlich aufbereitet.
Eine zentrale Frage bei der 3D Rekonstruktion ist das Korrespondenzproblem, bei
dem korrespondierende Punkte in verschiedenen Ansichten des gleichen Objekts ge-
funden werden müssen. Es gibt Algorithmen, wie zum Beispiel von Lowe [77], die
einzelne Merkmale in den Bildern extrahieren und zuordnen können. Diese Algo-
rithmen werden auch in Programmen zur Panoramaerzeugung eingesetzt, wo meh-
rere Bilder mit überlappenden Randbereichen aneinandergesetzt werden. Ein Ver-
gleich der Algorithmen, die nicht mit Merkmalen, sondern eine Disparitätskarte
des gesamten Bildes erzeugen, führt Scharstein [104] durch. In dem quelloffenen
Programmpaket OpenCV ist der Algorithmus von Birchfield [17] implementiert.
Von Lucas [79] und Bouguet [18] wird eine weitere Möglichkeit zur Berechnung
der Verschiebung der Punkte zwischen den Bildern mit Hilfe des optischen Flusses
präsentiert. Eine Übersicht über die Verfahren zum Verfolgen von 3D Objekten ist
in dem Artikel von Lepetit [76] gegeben. Nach dem Lösen des Korrespondenzpro-
blems muss aus der entstandenen Punktwolke eine Oberfläche rekonstruiert werden.
Zahlreiche Methoden werden im Übersichtsartikel von Fabio [46] zusammengefasst.
Ausgewählte Ansätze werden in den Arbeiten von Edelsbrunner [42], Hoppe [65],
Turk [118], Curless [30], Amenta [4] diskutiert. Die Erzeugung eines Volumen-
netzes aus einer Oberflächenbeschreibung wird in der Arbeit von Si [111] beschrieben
und in dem Programm [110] zur Verfügung gestellt.

Die Erzeugung von Kraftmodellen und deren Materialparameteridentifikation an-
hand von Messungen wird in zahlreichen Arbeiten behandelt. Mit den Experimenten
von Maaß [80], Daulignac [31] und Kauer [69] werden Modelle von Oberschen-
keln und menschlichen Gewebe für Chirurgiesimulatoren erstellt. Als Messverfahren
kommen dabei Ultraschall, Saugrohre und auch Roboter zum Einsatz. Weitere Bei-
träge, die ebenfalls einen Roboter mit Kraftsensorik zum Abtasten eines Objekts
verwenden, sind von Pai [95], Lang [71–73], Schoner [105], Erickson [44] und
Mahvash [83].

Telerobotik Ein zentrales Problem der Telerobotik ist die Zeitverzögerung durch
die Übertragungsstrecke. Sind die Zeitverzögerungen zwischen dem menschlichen
Operator und dem Teleroboter in der entfernten Umgebung zu groß, kann dies
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zu Instabilitäten des gesamten Systems führen. Es gibt regelungstechnische An-
sätze von Anderson [6], Niemeyer [90, 91], Artigas [7], [9], Tanner [114] und
Hirche [63] zur Stabilisierung des Systems mittels passivitätsbasierter Regler und
Wave-Variablen. Das Konzept der Wave-Variablen, die eine Linearkombination aus
Kraft und Geschwindigkeit sind, wird von Niemeyer [92] zusammengefasst. Die
Anwendung in Testsystemen auf der Erde und im Weltall wird in den Arbeiten
von Artigas [8] und Preusche [100,101] gezeigt. Weitere Ansätze, die insbeson-
dere Kontaktsituationen stabilisieren, wurden von Cortesao [27], Park [97] und
Mitra [85] vorgestellt.

Numerik Die Verfahren der numerischen Mathematik zur Lösung von linearen
und nichtlinearen Gleichungssystemen, Zeitintegration, dünnbesetzte Matrizen und
Datenstrukturen sind vielfältig. Etablierte Verfahren werden beispielsweise in den
Numerikbüchern von Stoer [112,113], Deuflhard [35, 36], Schwarz [107] und
Davis [32] behandelt. Ebenfalls bieten die FEM-Fachbücher von Bathe [14] und
Wriggers [123] bereits für die Verformungsberechnung angepasste Einführungen
und Zusammenfassungen.

1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die interaktive Simulation deformierbarer Körper für hap-
tische Anwendungen. Um ein geschlossenes Vorgehen zu erhalten, das insbesondere,
aber nicht ausschließlich, für Telepräsenzsysteme geeignet ist, wird diese Idee syste-
matisch ausgebaut, von der experimentellen Identifikation bis hin zur Anwendung.

An die Simulation der deformierbaren Körper werden dabei die folgenden Anfor-
derungen gestellt. Es soll möglich sein, kleine und große Verformungen realistisch
abzubilden, was bereits in der Modellierungsphase durch entsprechende nichtlineare
Terme berücksichtigt werden muss. Außerdem sollen sowohl statische als auch dyna-
mische Simulationen erfolgen können. Um die Simulation als Modul innerhalb eines
größeren Systems integrieren zu können, müssen Schnittstellen zum Datenaustausch
definiert werden.

Es wird davon ausgegangen, dass eine Modellbeschreibung zu Beginn nicht vorhan-
den ist und dass ein Objekt zuerst in einer Lernphase experimentell identifiziert
werden muss. Daher wird ein Verfahren vorgestellt, das in einem ersten Schritt die
Geometrie eines Objekts erfasst und in einem zweiten Schritt die Materialparameter
bestimmt. Die Messungen erfolgen dabei mit einem Robotersystem, das mit einer
Kamera und einem Kraft-Momentensensor ausgestattet ist.

Ist die Modellbeschreibung vollständig, soll eine möglichst schnelle Auswertung der
Systemgleichungen erfolgen. Je nach Simulationsanforderung werden hierfür aufbe-
reitete effiziente Algorithmen bereitgestellt. Diese Algorithmen kommen in zwei An-
wendungen zum Einsatz: dem haptischen Rendering und der Kraftprädiktion in
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einem Telepräsenzsystem. Für die Kraftrückkopplung wird zudem ein Ansatz ent-
wickelt, dem Menschen diskretisierte Kräfte als glattes Kraftsignal darstellen zu
können.

Der Aufbau der Arbeit ist im Bild 1.1 skizziert. Zunächst werden in Kapitel 2 die
theoretischen Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik vorgestellt und die Diskre-
tisierung mittels der Finite-Elemente-Methode. In Kapitel 3 wird ein experimen-
telles Vorgehen zur Modellidentifikation vorgestellt, das speziell für Roboter und
Telepräsenzsysteme geeignet ist. Anschließend werden in Kapitel 4 die numerischen
Algorithmen für eine schnelle Berechnung der deformierbaren Körper präsentiert.
Die erste Anwendung dieser Algorithmen erfolgt in Kapitel 5 im haptischen Rende-
ring. Die zweite Anwendung ist die Kraftprädiktion in Telepräsenzsystemen, die in
Kapitel 6 vorgestellt wird. Das Kapitel 7 schließt die Arbeit mit Vorschlägen zur
Fortführung und Erweiterung der Arbeit ab.

Simulation deformierbarer Körper

Modellierung
(Kapitel 2)

Experimentelle Identifikation
von Geometrie und Material

(Kapitel 3)

Numerische
Auswertung
(Kapitel 4)

Anwendung

Haptisches Rendering
(Kapitel 5)

Kraftprädiktion
(Kapitel 6)

Bild 1.1: Aufbau der Arbeit
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2 Modellierung deformierbarer Körper

Es gibt eine Vielzahl von Ansätzen um deformierbare Körper zu modellieren und
anschließend zu simulieren. Dabei ist die Modellierung die Beschreibung des Körpers
mit dem Ziel, mit Gesetzmäßigkeiten gewünschte Eigenschaften zu erfassen und dar-
zustellen. Die Simulation ist die Auswertung der erzeugten Modelle. Die populärsten
Ansätze zur Modellierung von elastischen Bauteilen und deformierbaren Körpern
sind Feder-Masse-Systeme, modale Systeme und Finite-Elemente. Jeder Ansatz hat
Vor- und Nachteile bei der Beschreibung von einzelnen Effekten und dem damit ver-
bundenen Rechenaufwand. Modale Systeme beinhalten ausgewählte Eigenformen
des deformierbaren Körpers, mit denen die Gesamtverformung beschrieben wird.
Dadurch besitzt das Modell eine relativ geringe Anzahl von Freiheitsgraden und ist
daher auch schnell berechenbar. Der Nachteil ist, dass sich nichtlineare Effekte, wie
große Verformungen oder nichtlineares Materialverhalten, nur ungenau darstellen las-
sen. Die Beschreibung dieser Effekte erfolgt meist mit der Finite-Elemente-Methode.
Diese erfordert aufgrund der hohen Zahl der Freiheitsgrade jedoch einen großen Re-
chenaufwand. In der vorliegenden Arbeit wird aufgrund der höheren Flexibilität des
Ansatzes die Finite-Elemente-Methode verwendet. So können geometrische Nicht-
linearitäten beschrieben werden, aber auch durch eine lineare Systembetrachtung
eine echtzeitfähige Auswertung erzielt werden. Diese Methodik ermöglicht eine Ska-
lierung bezüglich Rechenzeit und Genauigkeit der Simulation.

Im Folgenden werden die funktionellen Zusammenhänge mit Hilfe der Kontinuums-
mechanik hergeleitet. Die anschließende Diskretisierung des Körpers erfolgt mit der
Finite-Elemente-Methode. Für eine ausführlichere Darstellung der Theorie wird auf
die zahlreichen Lehr- und Fachbücher für die Finite-Elemente-Methode und Konti-
nuumsmechanik verwiesen [14], [125], [123], [96], [16], [120].

2.1 Kontinuumsmechanik

In der Kontinuumsmechanik wird der Zusammenhang zwischen dem Bewegungs-
zustand und den Spannungen eines Körpers formuliert. Im Folgenden werden die
grundlegenden Begriffe und Größen definiert, die später für die numerische Auswer-
tung und Simulation erforderlich sind.

In der Herleitung erfolgt die Notation, wie in der Kontinuumsmechanik üblich, mit
Tensoren und in Indexschreibweise. Für eine rechentechnische Umsetzung wird spä-
ter anstelle der Tensornotation eine Matrixnotation verwendet. Die verwendete No-
menklatur folgt dabei dem Buch von Parisch [96] und dem Skript von Wall [121]
und ist im Anhang A zusammengefasst.
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E1

E2

E3

X1 X2

X3

O o

e1

e2

e3

x1

x2

x3

ϕt

X

x

X

x

Anfangskonfiguration
zur Zeit t0

Momentankonfiguration
zur Zeit t

B0

Bt

∂B0
∂Bt

Bild 2.1: Körper in Ausgangskonfiguration und aktueller Konfiguration

Konfigurationen Zunächst wird die zeitliche Abfolge von Konfigurationen eines
Körpers im Raum betrachtet, wie im Bild 2.1 skizziert. Eine Konfiguration Bt des
Körpers zum Zeitpunkt t ist das Gebiet, welches er im Raum zu dieser Zeit aus-
füllt. Diese Konfiguration Bt wird auch momentane oder aktuelle Konfiguration ge-
nannt. Die Konfiguration B0 zum Zeitpunkt t0 wird initiale, Anfangs-, Referenz-

oder Ausgangskonfiguration genannt. Der Rand des Körpers zum Zeitpunkt t0 ist
∂B0 und zur Zeit t lautet er ∂Bt. Das Koordinatensystem zum Zeitpunkt t0 ist
{O,EA} und zum Zeitpunkt t lautete es {o,ea}. Die beiden sind kovariante Basen
und die dazugehörigen kontravarianten Basen sind

{

EB
}

und
{

eb
}

. Für die Indizes
gilt A,a,B,b = 1,2,3.

Für eine erleichterte Lesbarkeit der mathematischen Formulierungen werden Größen
in den verschiedenen Konfigurationen auch unterschiedlich notiert. So sind Größen
mit Großbuchstaben in der Ausgangslage definiert und Größen mit Kleinbuchstaben
in der Momentanlage. Die Repräsentation von Größen in der Ausgangskonfiguration
wird materielle oder Lagrange’sche Betrachtungsweise genannt und die Darstellung
von Größen in der Momentankonfiguration räumliche oder Euler’sche Betrachtungs-

weise.

Anstelle unabhängiger Basen ist es im Weiteren ausreichend, ein einheitliches, festes,
kartesisches Koordinatensystem zu wählen. Es gilt daher o = O, ea = EA und
eb = EB. Bei der Notation der weiteren Größen wird die Unterscheidung der Basen
mit Groß- und Kleinbuchstaben und Stellung der Indizes fortgeführt.

Ein Materialpunkt X ∈ B0 wird beschrieben über den Ortsvektor X und hat die
Darstellung

X =
−−→
OX = X1E1 + X2E2 + X3E3 = XAEA (2.1)

In der Momentankonfiguration wird ein Materialpunkt x ∈ Bt mit dem Ortsvektor
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x beschrieben und besitzt die Darstellung

x = −→ox = x1e1 + x2e2 + x3e3 = xaea (2.2)

Bewegung Als nächstes erfolgt eine mathematische Beschreibung des Zusammen-
hanges zwischen den Konfigurationen. Ein Materialpunkt, der sich zum Zeitpunkt t0
an der Stelle X ∈ B0 befindet, befindet sich zum Zeitpunkt t an der Stelle x ∈ Bt.
Die Bewegung ϕt des Körpers wird definiert als die Abbildung der Anfangskonfigu-
ration B0 auf die Momentankonfiguration Bt:

ϕt :

{

B0 → Bt

X 7→ x = ϕ (X,t) = ϕt (X)
(2.3)

Ferner existiert eine eindeutige Umkehrabbildung der Bewegung

ϕ−1
t :

{

Bt → B0

x 7→ X = ϕ−1 (x,t) = ϕ−1
t (x)

(2.4)

Mit der Definition der Bewegung kann das Verschiebungsfeld U (X,t) definiert wer-
den. Es ist die Differenz zwischen den Ortsvektoren eines Punktes X in der momen-
tanen Lage und der Ausgangslage

U (X,t) = ϕ(X,t) − X = x(X,t) − X oder UA = δA
ax

a − XA (2.5)

Das Verschiebungsfeld U (X,t) ist ein materielles Vektorfeld, das heißt es ist mit
Größen der Ausgangskonfiguration dargestellt. Das entsprechende räumliche Ver-
schiebungsfeld u(x,t) bezüglich der momentanen Konfiguration lautet

u(x,t) = x − ϕ−1(x,t) = x − X(x,t) oder ua = xa − δa
AXA (2.6)

In einem einheitlichen Koordinatensystem sind die Verschiebungsfelder für einen
Punkt X 7→ x identisch

U (X,t) = u(x,t) (2.7)

In gleicher Weise wie das Verschiebungsfeld werden das Geschwindigkeits- und das
Beschleunigungsfeld definiert. Das Geschwindigkeitsfeld ist die zeitliche Änderung
der Lage der Materialpunkte. Für das materielle Geschwindigkeitsfeld V (X,t) ergibt
sich

V (X,t) =
dϕ (X,t)

dt
= ϕ̇ (X,t) = ẋ (X,t)

=
d (X + U (X,t))

dt
=

dU (X,t)

dt
= U̇ (X,t) (2.8)
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und für das räumliche Geschwindigkeitsfeld v(x,t)

v(x,t) = u̇ (x,t) = v(ϕ (X,t) ,t) = V (X,t) (2.9)

Die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsfeldes ergibt das materielle Beschleuni-
gungsfeld A(X,t)

A(X,t) =
dV (X,t)

dt
=

dU̇ (X,t)

dt

= V̇ (X,t) = Ü (X,t) (2.10)

und das räumliche Beschleunigungsfeld a(x,t)

a(x,t) =
dv (x,t)

dt
=

∂ v (x,t)

∂ t
+

∂ v (x,t)

∂ x

∂ x (X,t)

∂ t

=
∂ v (x,t)

∂ t
+

∂ v (x,t)

∂ x
v(x,t) (2.11)

mit der Summe aus der räumlichen Zeitableitung ∂ v(x,t)
∂ t

und der konvektiven Ablei-

tung
∂ v(x,t)

∂ x
v(x,t).

Deformationsgradient Um funktionelle Zusammenhänge zwischen den Größen in
der Ausgangs- und Momentankonfiguration formulieren zu können, wird der Defor-

mationsgradient definiert, der eine Beziehung zwischen den beiden Konfigurationen
herstellt und daher eine zentrale Größe in der Kontinuumsmechanik ist. Der De-
formationsgradient F ist definiert mit Hilfe von infinitesimalen Elementen und er
bildet das materielle Linienelement dX der Ausgangskonfiguration auf das räumli-
che Linienelement dx der Momentankonfiguration ab

dx = F (X,t)dX oder dxa = F a
AdXA (2.12)

Somit ist der Deformationsgradient F definiert als

F (X,t) =
∂ x

∂ X
= Gradx oder F a

A =
∂ xa

∂ XA
= xa

,A (2.13)

mit dem materiellen Gradient Grad, der ebenso wie der räumliche Gradient grad im
Anhang A erläutert ist.

Mit dem Verschiebungsfeld aus Gleichung (2.6) x = X + u folgt für den Deforma-
tionsgradienten

F (X,t) = 1 + Gradu oder F a
A = δa

A + ua
,A (2.14)

Es sei noch angemerkt, dass der Deformationsgradient ein Zwei-Punkt-Tensor ist,
der Basen in zwei Räumen besitzt und somit eine Verbindung zwischen den beiden
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R

Q
R

q

FdX

dx̃

dX̃

dx

Bild 2.2: Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Räumen darstellt. Die erste Basis liegt im Tangentialraum der Momentankonfigu-
ration und die zweite Basis liegt im Kotangentialraum der Ausgangskonfiguration.
Der Deformationsgradient ist der pushforward ϕ∗ von der Referenzkonfiguration in
die Momentankonfiguration.

Da die Abbildung ϕt invertierbar ist, existiert der inverse Deformationsgradient

F−1 =
∂ X

∂ x
= gradX oder FA

a =
∂ XA

∂ xa
= XA

,a (2.15)

Die Rücktransformation von der Momentankonfiguration in die Ausgangskonfigura-
tion ist der pullback ϕ∗.

Polare Zerlegung Der Deformationsgradient kann zerlegt werden in eine Starr-
körperbewegung und in eine Streckung. Wie im Bild 2.2 dargestellt, gibt es zwei
Reihenfolgen für diese Transformationen der polaren Zerlegung. Die Zerlegung des
Deformationsgradienten in ein Rotationsfeld R und in ein materielles Streckungs-
feld Q beziehungsweise in ein räumliches Streckungsfeld q lautet

F = RQ = qR oder F a
A = Ra

BδBCQCA = qcaδcbR
b
A (2.16)

In der Literatur werden die Streckungstensoren Q und q, auch rechter und lin-
ker Strecktensor genannt, mit U und v bezeichnet. Um Verwechslungen mit dem
Verschiebungs- und Geschwindigkeitsfeld zu vermeiden, wurde hier eine andere Be-
zeichnung gewählt.

Änderung von infinitesimalen Elementen Neben der Transformation eines infi-
nitesimalen Linienelements aus der Definition des Deformationsgradienten in Glei-
chung (2.12) dx = FdX werden weitere Änderungen von infinitesimalen Elementen
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benötigt. Ein infinitesimales Volumenelement transformiert sich wie folgt

dv = det (F ) dV = JdV (2.17)

mit der Determinante des Deformationsgradienten

J = det (F ) (2.18)

Die Änderung eines infinitesimalen Flächenelements dA mit dem zugehörigen Nor-
malenvektor N aus der Ausgangskonfiguration zu dem Flächenelement da mit Nor-
malenvektor n der Momentankonfiguration lautet

nda = det (F ) F−T NdA = JF−T NdA (2.19)

Verzerrungsmaße Nach der Bereitstellung der elementaren Größen der Kontinu-
umsmechanik werden nun Verzerrungen und Spannungen definiert. Zur Beschrei-
bung von Verzerrungen können verschiedene Verzerrungsmaße eingeführt werden.
Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor beschreibt die Verzerrungen bezüglich der
Ausgangskonfiguration. Er ist definiert als

E =
1

2

(

F T F − 1
)

=
1

2

(

(Gradu)T + Gradu + (Gradu)T Gradu
)

(2.20)

oder

EAB =
1

2

(

F a
A δabF

b
B − δAB

)

=
1

2

(

δAbu
b
,B + δaBua

,A + ua
,Aδabu

b
,B

)

(2.21)

Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor ist ein symmetrisches, materielles 2-Tensor-
feld. Ein weiteres Verzerrungsmaß ist der Euler-Almansi-Verzerrungstensor. Er be-
schreibt die Verzerrungen in der Momentankonfiguration und ist definiert als

e =
1

2

(

1 − F−T F−1
)

=
1

2

(

(gradu)T + gradu − (gradu)T gradu
)

(2.22)

oder

eab =
1

2

(

δab − F A
a δABFB

b

)

=
1

2

(

δacu
c
,b − δcbu

c
,a + uc

,aδcdu
d
,b

)

(2.23)

Der Euler-Almansi-Verzerrungstensor ist ebenso ein symmetrisches 2-Tensorfeld, al-
lerdings in räumlicher Betrachtungsweise. Die beiden eingeführten Verzerrungsten-
soren sind über pullback beziehungsweise pushforward ineinander überführbar. Der
Green-Lagrange-Verzerrungstensor ist das Ergebnis des pullback des Euler-Almansi-
Verzerrungstensors

E = ϕ∗ (e) = F T eF oder EAB = F a
A eabF

b
B (2.24)
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n
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∆a
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e2
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x1
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Bild 2.3: Deformierter Körper mit Schnittfläche

beziehungsweise der Euler-Almansi-Verzerrungstensor ist das Resultat des pushfor-
ward des Green-Lagrange-Verzerrungstensors

e = ϕ∗ (E) = F−T EF−1 oder eab = F A
a EABFB

b (2.25)

Die beiden Verzerrungstensoren (2.20) und (2.22) sind nichtlinear in den Verschie-
bungsableitungen. Als ein weiteres Verzerrungsmaß ist der lineare Verzerrungsten-

sor Elin definiert

Elin =
1

2

(

(Gradu)T + Gradu
)

(2.26)

oder

Elin AB =
1

2

(

δAbu
b
,B + δaBua

,A

)

(2.27)

Dieser wird in der linearen Elastizitätstheorie verwendet und ist hier der Vollstän-
digkeit halber angegeben. Die Herleitungen erfolgen weiterhin mit den nichtlinearen
Größen.

Cauchy-Spannungen Zur Darstellung von Spannungen wird der Körper zunächst
in seiner deformierten Konfiguration Bt betrachtet, wie es im Bild 2.3 dargestellt ist.
Der Körper wird in zwei Teilkörper geschnitten und auf der Schnittfläche wird das
Flächenelement ∆a herausgegriffen. Der dazugehörige Normalenvektor n ist dabei
nach außen gerichtet. Die auf das Flächenelement wirkenden Schnittkräfte werden
zusammengefasst im resultierenden Kraftvektor ∆r. Der Grenzwert für verschwin-
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Bild 2.4: Würfel mit Komponenten des Cauchy-Spannungstensors

dende Flächenelemente

t(n) = lim
∆a→0

∆r

∆a
(2.28)

ist der Cauchy-Randspannungsvektor t für eine Schnittfläche. Nimmt man nun drei
senkrecht aufeinander stehende Schnittflächen, so beschreiben sie den Spannungs-
zustand in einem Materialpunkt vollständig. Die neun Koordinaten der Randspan-
nungsvektoren der drei Schnittflächen ergeben die Koordinaten des Cauchy-Span-

nungstensors σ. Mit dem Zusammenhang

t(n) = σ · n oder ta = σabδbcn
c = σabnb (2.29)

und den Basisvektoren e1, e2, e3 als Schnittflächennormalen ergibt sich die Darstel-
lung

t(e1) = σ · e1 = σ11e1 + σ21e2 + σ31e3 (2.30)
t(e2) = σ · e2 = σ12e1 + σ22e2 + σ32e3 (2.31)
t(e3) = σ · e3 = σ13e1 + σ23e2 + σ33e3 (2.32)

Eine graphische Interpretation des Cauchy-Spannungstensors ist im Bild 2.4 darge-
stellt. Die drei senkrecht stehenden Schnittflächen werden zu einem Würfel erweitert
und die zugehörigen Cauchy-Randspannungsvektoren sind an die jeweilige Seitenflä-
che angehängt.

Der Cauchy-Spannungstensor σ und die dazugehörigen Randspannungsvektoren t

beziehen sich auf die Momentankonfiguration. Der infinitesimale resultierende Kraft-
vektor ergibt sich daher zu

dr = tda (2.33)
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Neben dieser materiellen Beschreibung ist eine Darstellung der Spannungen in der
Ausgangskonfiguration erforderlich. Wird in Gleichung (2.33) anstelle der räumli-
chen Maßfläche da die materielle Maßfläche dA verwendet und wird die Transfor-
mation (2.19) eines infinitesimalen Flächenelements eingesetzt, so resultieren die
Piola-Kirchhoff-Randspannungen 1. Art t0

dr = tda = σ · nda = Jσ · F−T · N

t0

dA (2.34)

t0 = Jσ · F−T · N (2.35)

Aus dieser Beziehung leitet sich der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 1.Art P ab

t0 = P · N oder ta0 = P aBδBCNC = P aBNB (2.36)

P = Jσ · F−T oder P aB = JσabF B
b (2.37)

Bezieht man in Gleichung (2.34) schließlich die infinitesimale Resultierende dr von
der Momentankonfiguration auf die Ausgangskonfiguration dR mit der Gleichung
(2.15) dR = F−1dr, so ergeben sich die Piola-Kirchhoff-Randspannungen 2. Art T

dR = F−1 · t0dA = TdA (2.38)

T = F−1 · t0 = JF−1 · σ · F−T

S

·N (2.39)

und es ergibt sich der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 2. Art S

T = S · N oder TA = SABδBCNC = SABNB (2.40)

S = F−1 · P = JF−1 · σ · F−T oder SAB = FA
aP

aB = JFA
aσ

abF B
b (2.41)

Bilanzgleichungen – starke Form Der mechanische Gleichgewichtszustand des
deformierbaren Körpers ist durch drei Bilanzgleichungen beschrieben: Massenbilanz,
Impulsbilanz und Drehimpulsbilanz. Hier wird eine Formulierung der Bilanzglei-
chungen bezüglich der Ausgangskonfiguration gewählt, da sich diese Lagrange’sche
Betrachtungsweise für strukturmechanische Probleme als geeigneter erweist.

Die Massenerhaltung bedeutet, dass die Masse unabhängig von der Konfiguration
konstant bleiben muss. Die Masse m des Körpers ist

m(t) =

∫

Bt

ρ (x,t) dv =

∫

B0

ρ (X) JdV =

∫

B0

ρ0 (X) dV (2.42)

wobei ρ die momentane Massendichte und ρ0 die Ausgangsdichte ist. Außerdem
wurde Gleichung (2.17) zur Transformation des Volumenelements eingesetzt.
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Für die Massenerhaltung muss die materielle Zeitableitung der Masse verschwinden

0 =
d

dt
m(t) =

d

dt

∫

B0

ρ0dV =

∫

B0

ρ̇0dV (2.43)

Die Ableitung kann in das Integral gezogen werden, weil das Gebiet B0 zeitlich
konstant ist. Dadurch erhält man als erste Bilanzgleichung die materielle Form der
Massenerhaltung

ρ̇0 = 0 (2.44)

Die Impulsbilanz besagt, dass die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses gleich
der Summe der äußeren Kräfte ist. Für einen Körper lautet sie zunächst in der
Momentankonfiguration

∫

∂Bt

tda +

∫

Bt

bdv =
d

dt

∫

Bt

ρvdv (2.45)

Hier sind t die Cauchy-Randspannungen auf dem momentanen Rand ∂Bt des Kör-
pers, b die äußeren Volumenkräfte pro momentanen Einheitsvolumen und v das
Geschwindigkeitsfeld.

Bezieht man (2.45) auf die Ausgangskonfiguration lautet der Impulssatz
∫

∂B0

t0dA +

∫

B0

b0dV =
d

dt

∫

B0

ρ0V dV (2.46)

oder
∫

∂B0

ta0dA +

∫

B0

ba
0dV =

d

dt

∫

B0

ρ0V
adV (2.47)

dabei sind t0 die Piola-Randspannungen auf dem Rand ∂B0, b0 die äußeren Volu-
menkräfte bezogen auf die Referenzkonfiguration und V das materielle Geschwin-
digkeitsfeld. Durch Einsetzen von Gleichung (2.36) und Anwendung des Gauß’schen
Integralsatzes erhält man die lokale Form der Impulsbilanz

Div (P ) + b0 − ρ0V̇ = 0 oder P aB
,B + ba

0 − ρ0V̇
a = 0 (2.48)

beziehungsweise mit Gleichung (2.41) P = F · S

Div (F · S) + b0 − ρ0V̇ = 0 oder
(

F a
CSCB

)

,B
+ ba

0 − ρ0V̇
a = 0 (2.49)

Gemäß dem Drehimpulssatz ist die zeitliche Änderung des Dralls um einen ortsfesten
Punkt y mit dem Ortsvektor y gleich der Summe der äußeren Momente. Für jeden
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Punkt x ∈ Bt sei der Differenzvektor d = −→ox −−→oy = x − y. Der Drehimpulssatz für
einen Körper in der Momentankonfiguration lautet

∫

∂Bt

d × tda +

∫

Bt

d × bdv =
d

dt

∫

Bt

d × ρvdv (2.50)

Mit dem Differenzvektor D =
−−→
OX −

−−→
OY = X − Y bezüglich dem Punkt Y lautet

der Drehimpulssatz in der Referenzkonfiguration
∫

∂B0

D × t0dA +

∫

B0

D × b0dV =
d

dt

∫

B0

D × ρV dV (2.51)

oder mit der Permutation ǫa
bc für das Kreuzprodukt

∫

∂B0

ǫa
bcD

btc0dA +

∫

B0

ǫa
bcD

bbc
0dV =

d

dt

∫

B0

ǫa
bcD

bρV cdV (2.52)

Durch mehrere Umformungen und Anwendung des Gauß’schen Integralsatzes erhält
man die lokale Form des Drehimpulssatzes in der Ausgangskonfiguration

P · F T = F · P T oder P aBF b
B = F a

APAb (2.53)

oder

ST = S oder SBA = SAB (2.54)

Aus der Drehimpulsbilanz folgt somit die Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoff-Span-
nungstensors S.

Randbedingungen Um das Problem vollständig zu formulieren, muss der Rand
des Körpers noch Bedingungen bezüglich Beweglichkeit und Belastung genügen, wie
im Bild 2.5 skizziert. Hierbei gibt es zwei unterschiedliche Randbedingungen.

Mit der Dirichlet-Randbedingung werden auf Teilbereichen ∂uBt die Verschiebungen
û und somit auch die Lage vorgegeben. Dies beinhaltet unter anderem die Lagerung
des Körpers. In der materiellen Konfiguration lautet der Dirichlet-Rand ∂uB0 und
die vorgegebenen Randverschiebungen sind Û .

Eine Neumann-Randbedingung liegt vor, wenn an Teilbereichen ∂σBt des Randes ∂Bt

die Cauchy-Randspannungen t̂ wirken. Dies beinhaltet auch freie Ränder, das heißt
die Randspannungen sind Null. In der materiellen Konfiguration ist der Neumann-
Rand ∂σB0 definiert als der Teilbereich des Randes ∂B0 an dem die Piola-Rand-
spannungen t̂0 wirken.

Die Neumann- und Dirichlet-Ränder müssen disjunkt sein. Es muss in der Momen-
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E1,e1

E2,e2

E2,e3

X1,x1
X2,x2

X3,x3

O,o

B0

Bt

ϕt∂uB0 ∂σB0

∂uBt

∂σBt
t̂0

t̂

Û

û

Bild 2.5: Randbedingungen

tankonfiguration gelten

∂σBt ∩ ∂uBt = ∅ (2.55)
∂σBt ∪ ∂uBt = ∂Bt (2.56)

und entsprechend in der Ausgangskonfiguration

∂σB0 ∩ ∂uB0 = ∅ (2.57)
∂σB0 ∪ ∂uB0 = ∂B0 (2.58)

Das bedeutet, dass auf jedem Randbereich genau eine Randbedingung vorliegen
muss.

Anfangsrandwertproblem Fasst man die Bilanzgleichungen (2.44), (2.49), (2.54)
und die Randbedingungen zusammen und fügt noch verträgliche Anfangswerte hin-
zu, erhält man ein Anfangsrandwertproblem. Bezogen auf die Ausgangskonfiguration
lautet es

Div (F · S) + b0 − ρ0V̇ = 0 Impulsbilanz (2.59)

S = ST Drallbilanz (2.60)
ρ̇0 = 0 Massenerhaltung (2.61)

P · N = t̂0 auf ∂σB0 Neumann-Randbedingung (2.62)

U = Û auf ∂uB0 Dirichlet-Randbedingung (2.63)

U (X,t0) = Û 0 Anfangsposition (2.64)

V (X,t0) = V̂ 0 Anfangsgeschwindigkeit (2.65)



20 2 Modellierung deformierbarer Körper

Schwache Form Das Anfangsrandwertproblem ist eine nichtlineare partielle Diffe-
rentialgleichung. Um von dieser lokalen Form zu einer schwachen Form zu kommen,
multipliziert man die Impulsbilanz mit dem virtuellen Verschiebungsfeld als zuläs-
sige Testfunktion und integriert über das Gebiet. Durch das Einsetzen der weiteren
Bilanzgleichungen und der Randbedingungen ergibt sich das Prinzip der virtuellen
Arbeit. Es lautet bezogen auf die Ausgangskonfiguration

∫

B0

S : (F T · Gradδu)dV

δWint

−

∫

B0

b0δudV −

∫

∂σB0

t̂0δudA

δWext

+

∫

B0

ρ0V̇ δudV

δWkin

= 0 (2.66)

oder
∫

B0

SABF a
B δua,AdV −

∫

B0

ba
0δuadV −

∫

∂σB0

t̂a0δuadA +

∫

B0

ρ0V̇
aδuadV = 0 (2.67)

mit den Anteilen der virtuellen inneren Arbeit δWint

δWint =

∫

B0

S : (F T · Gradδu)dV (2.68)

der virtuellen externen Arbeit δWext

δWext =

∫

B0

b0δudV +

∫

∂σB0

t̂0δudA (2.69)

und der virtuellen kinetischen Arbeit δWkin

δWkin =

∫

B0

ρ0V̇ δudV (2.70)

Materialgesetz Für eine vollständige Problembeschreibung wird noch eine konsti-
tutive Beziehung zwischen den Spannungen und den Verzerrungen benötigt. Für
das verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz S = C4 : E mit dem Tensor 4. Ord-
nung C4 ergeben sich insgesamt 34 = 81 freie Parameter. Ein einfaches Material-
gesetz ist das St. Venant-Kirchhoff-Gesetz. Es beschreibt einen linearen Zusammen-
hang zwischen dem Green-Lagrange-Verzerrungstensor und dem 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor mit 2 freien Parametern λ und µ

S = λ spur (E)1 + 2µE (2.71)

Die Lamé-Konstanten λ und µ können in den Elastizitätsmodul E und die Querkon-
traktionszahl ν umgerechnet werden mit

E =
(3λ + 2µ)µ

λ + µ
(2.72)
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ν =
λ

2(λ + µ)
(2.73)

beziehungsweise umgekehrt mit

λ =
νE

(1 + ν)(1 − 2ν)
(2.74)

µ =
E

2(1 + ν)
(2.75)

2.2 Diskretisierung mit der Finite-Elemente-Methode

Mit der Finite-Elemente-Methode wird das betrachtete Kontinuum durch eine endli-
che Anzahl von Elementen diskretisiert. Auf jedes einzelne Element wird das Prinzip
der virtuellen Arbeit angewendet und anschließend zu einem Gesamtsystem zusam-
mengesetzt.

Der gesamte deformierbare Körper sei mit nknot Knoten und mit nele Elementen dis-
kretisiert, n Knoten bilden dabei ein Element. Die Lage der Knoten in der Ausgangla-
ge sei X̊A

i , i = 1..nknot und die Knotenverschiebung sei ůa
i , i = 1..nknot. Da n Knoten

der nknot globalen Knoten ein Element bestimmen, ist ein notwendiger Schritt die
Zuordnung von globalen Knotenindizes auf lokale Elementknotenindizes. Dieselbe
Zuordnung wird später auch bei der Einordnung der elementweisen Zusammenhänge
in eine globale Struktur benötigt. Es wird hier nicht näher darauf eingegangen und
angenommen, dass diese Zuordnungen durch geeignete Softwarestrukturen korrekt
aufgelöst werden. Die Lage der Elementknoten wird mit X̊

(e)A
i , i = 1..n und die

Verschiebung der Elementknoten mit ů
(e)a
i , i = 1..n bezeichnet. Der Index (e) soll

andeuten, dass es sich jeweils um Elementgrößen handelt.

Die Diskretisierung für ein Element erfolgt mit dem isoparametrischen Ansatz für
das Verschiebungsfeld und den Ort. Durch die Wahl von n Ansatzfunktionen Φi =
Φi (ξ1,ξ2,ξ3) , i = 1..n folgt für den Ort

X(e)A = ΦiX̊
(e)A
i , für i = 1..n (2.76)

und entsprechend für das Verschiebungsfeld

u(e)a = Φiů
(e)a
i (2.77)

und für das Geschwindigkeitsfeld

v(e)a = u̇(e)a = Φi ˙̊u
(e)a
i (2.78)

Um den Ansatz in das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.67) einsetzen zu können,
benötigt man noch die Diskretisierung der Variation δu

δu(e)
a = δ

(

Φiů
(e)a
i

)

= Φiδů
(e)
ia (2.79)
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und die partielle Ableitung δua,A der Variation

δu
(e)
a,A = Φi

,Aδů
(e)
ia (2.80)

Dabei berechnet sich die Ableitung der Ansatzfunktionen Φi nach den Variablen XA

wie folgt

Φi
,A =

∂Φi

∂XA
=

∂Φi

∂ξj

∂ξj

∂XA
=

∂Φi

∂ξj

(

∂XA

∂ξj

)−1

=
∂Φi

∂ξj

(

∂(ΦiX̊
(e)A
i )

∂ξj

)−1

=
∂Φi

∂ξj

(

∂Φi

∂ξj
X̊

(e)A
i

)−1

(2.81)

Setzt man die Diskretisierung in das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.67) ein, folgt
für ein Element (e) in Indexschreibweise

∫

Ω(e)

SABF a
B Φi

,Aδů
(e)
ia dV −

∫

Ω(e)

ba
0Φ

iδů
(e)
ia dV −

∫

∂σΩ(e)

t̂a0Φ
iδů

(e)
ia dA

+

∫

Ω(e)

ρΦj ¨̊u
(e)a
j Φiδů

(e)
ia dV = 0 (2.82)

Da die Gleichung (2.82) für alle Variationen gelten muss, erhält man

[

∫

Ω(e)

SABF a
B Φi

,AdV

f
(e)ai

int

−

∫

Ω(e)

ba
0Φ

idV −

∫

∂σΩ(e)

t̂a0Φ
idA

f
(e)ai

ext

+

∫

Ω(e)

ρΦj ¨̊ua
jΦ

idV

f
(e)ai

kin

]

δů
(e)
ia = 0

(2.83)

mit den diskretisierten inneren Elementkräften f
(e)ai

int

f
(e)ai

int =

∫

Ω(e)

SABF a
B Φi

,AdV (2.84)

den diskretisierten externen Elementkräften f
(e)ai
ext

f
(e)ai
ext =

∫

Ω(e)

ba
0Φ

idV +

∫

∂σΩ(e)

t̂a0Φ
idA (2.85)

und den diskretisierten kinetischen Elementkräften f
(e)ai

kin

f
(e)ai

kin =

∫

Ω(e)

ρΦj ¨̊ua
jΦ

idV =

∫

Ω(e)

ρΦjΦidV ¨̊ua
j (2.86)
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Da die Gleichung (2.83) für alle δů
(e)
ia gelten muss, muss das Kräftegleichgewicht für

jedes Element erfüllt sein

f
(e)ai

int − f
(e)ai
ext + f

(e)ai

kin = 0 (2.87)

Das Kräftegleichgewicht für ein Element (2.87) besteht aus 3 · n Gleichungen, da
a = 1,2,3 und i = 1..n. Für eine spätere Implementierung wird hier auf die Ma-
trixnotation übergegangen. Dazu müssen Hilfsvektoren und -matrizen eingeführt
werden. Die Koordinaten der n Elementknoten X̊

(e)A
i werden zusammengefasst in

dem Knotenvektor X̊
(e)

∈ R
3n

X̊
(e)

=
[

X̊
(e)1
1 X̊

(e)2
1 X̊

(e)3
1 X̊

(e)1
2 . . . X̊

(e)3
n

]T

(2.88)

und die Knotenverschiebungen ů
(e)A
i in dem Knotenverschiebungsvektor ů(e) ∈ R

3n

ů(e) =
[

ů
(e)1
1 ů

(e)2
1 ů

(e)3
1 ů

(e)1
2 . . . ů

(e)3
n

]T

(2.89)

Die globalen Knotenkoordinaten und -verschiebungen des gesamten Körpers werden
ebenfalls in Vektoren X̊ ∈ R

3nknot und ů ∈ R
3nknot zusammengefasst

X̊ =
[

X̊1
1 X̊2

1 X̊3
1 X̊1

2 . . . X̊3
nknot

]T
(2.90)

ů =
[

ů1
1 ů2

1 ů3
1 ů1

2 . . . ů3
nknot

]T
(2.91)

Mit den Ansatzfunktionen Φi wird die Matrix der Ansatzfunktionen Φ ∈ R
3×3n

gebildet

Φ =





Φ1 0 0 Φ2 0 0 . . . Φn 0 0
0 Φ1 0 0 Φ2 0 . . . 0 Φn 0
0 0 Φ1 0 0 Φ2 . . . 0 0 Φn



 (2.92)

Mit diesen Definitionen folgt für die Verschiebungen u(e) ∈ R
3 der Punkte eines

Elements aus der Indexschreibweise (2.77)

u(e) = Φů(e) (2.93)

Die Ortsvektoren X̊ können nach (2.76) geschrieben werden als

X(e) = ΦX̊
(e)

(2.94)

Da der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E und der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungs-
tensor S symmetrisch sind, bestehen sie aus sechs unabhängigen Komponenten. Der
Vektor der Green-Lagrange-Verzerrungen Ê ∈ R

6 ist definiert als

Ê =
[

E11 E22 E33 2E12 2E23 2E13

]T
(2.95)
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und der Vektor der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen Ŝ ∈ R
6 als

Ŝ =
[

S11 S22 S33 S12 S23 S13

]T
(2.96)

Das St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz kann angegeben werden mit der Matrix
C ∈ R

6×6

C =
E

(1 + ν)(1 − 2ν)

















1 − ν ν ν 0 0 0
ν 1 − ν ν 0 0 0
ν ν 1 − ν 0 0 0
0 0 0 1−2ν

2
0 0

0 0 0 0 1−2ν
2

0
0 0 0 0 0 1−2ν

2

















(2.97)

mit dem Elastizitätsmodul E und der Querkontraktionszahl ν. Die konstitutiven
Gleichungen lauten somit

Ŝ = CÊ (2.98)

Des Weiteren werden die Matrizen Bi
L0 ∈ R

6×3 und Bi
L1 ∈ R

6×3 benötigt

Bi
L0 =

















Φi
,1 0 0

0 Φi
,2 0

0 0 Φi
,3

Φi
,2 Φi

,1 0
0 Φi

,3 Φi
,2

Φi
,3 0 Φi

,1

















, i = 1..n (2.99)

Bi
L1 =

















Φi
,1u1,1 Φi

,1u2,1 Φi
,1u3,1

Φi
,2u1,2 Φi

,2u2,2 Φi
,2u3,2

Φi
,3u1,3 Φi

,3u2,3 Φi
,3u3,3

Φi
,2u1,1 + Φi

,1u1,2 Φi
,2u2,1 + Φi

,1u2,2 Φi
,2u3,1 + Φi

,1u3,2

Φi
,3u1,2 + Φi

,2u1,3 Φi
,3u2,2 + Φi

,2u2,3 Φi
,3u3,2 + Φi

,2u3,3

Φi
,3u1,1 + Φi

,1u1,3 Φi
,3u2,1 + Φi

,1u2,3 Φi
,3u3,1 + Φi

,1u3,3

















, i = 1..n

(2.100)

sowie deren Zusammensetzung zu BL0 ∈ R
6×3n und BL1 ∈ R

6×3n

BL0 =
[

B1
L0 B2

L0 . . . Bn
L0

]

(2.101)

BL1 =
[

B1
L1 B2

L1 . . . Bn
L1

]

(2.102)

und deren Summe Bi
L beziehungsweise BL

Bi
L = Bi

L0 + Bi
L1 BL = BL0 + BL1 (2.103)
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Der Green-Lagrange-Verzerrungsvektor Ê kann mit den obigen Matrizen geschrie-
ben werden als

Ê =

(

BL0 +
1

2
BL1

)

ů(e) (2.104)

Die Elementkräfte f
(e)ai

int , f
(e)ai
ext und f

(e)ai

kin werden analog zu Kraftvektoren f
(e)
int, f

(e)
ext,

f
(e)
kin ∈ R

3n zusammengefasst

f
(e)
int =

[

f
(e)11
int f

(e)21
int f

(e)31
int f

(e)12
int . . . f

(e)3n

int

]T

(2.105)

f
(e)
ext =

[

f
(e)11
ext f

(e)21
ext f

(e)31
ext f

(e)12
ext . . . f

(e)3n
ext

]T

(2.106)

f
(e)
kin =

[

f
(e)11
kin f

(e)21
kin f

(e)31
kin f

(e)12
kin . . . f

(e)3n

kin

]T

(2.107)

In Matrixnotation lassen sich die Kräfte für ein Element mit obigen Hilfsgrößen
berechnen

f
(e)
int =

∫

Ω(e)

BL
T ŜdV (2.108)

f
(e)
ext =

∫

Ω(e)

ΦT b0dV +

∫

∂σΩ(e)

Φσ
T t0dA (2.109)

f
(e)
kin =

∫

Ω(e)

ρΦT ΦdV

M(e)

¨̊u
(e)

(2.110)

mit der Elementmassenmatrix M (e)

M (e) =

∫

Ω(e)

ρΦT ΦdV (2.111)

Die Matrix Φσ ∈ R
3×3n ist dabei die Matrix mit den Ansatzfunktionen Φi

σ für die
Oberflächenkräfte und wird in gleicher Weise wie (2.92) gebildet.

Das Kräftegleichgewicht (2.87) für ein Element lautet in Matrixnotation

f
(e)
int − f

(e)
ext + f

(e)
kin = f

(e)
int − f

(e)
ext + M (e) ¨̊u

(e)
= 0 (2.112)

Der Übergang auf den gesamten diskretisierten Körper erfolgt durch Einordnung
der Elementgleichungen in ein gemeinsames Gleichungssystem. Das Zusammenset-
zen der Elemente wird hier symbolisch mit

⋃

notiert. Es soll damit der Zusammen-
hang zwischen lokalen und globalen Knotenindizes veranschaulicht werden und auch
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ein Verfahren die Komponenten eines Elements in die Gesamtstruktur einzuordnen.
In der Literatur wird anstelle der symbolischen Darstellung auch eine mathemati-
sche Darstellung mit Einordnungs- beziehungsweise Zuordnungsmatrizen verwendet.
Diese bestehen aus Null- und Einseinträgen an den entsprechenden Stellen. In einer
programmtechnischen Umsetzung sind diese Einordnungsmatrizen nicht empfehlens-
wert und finden keine Verwendung, da sie einen unnötig hohen Speicherbedarf bean-
spruchen. Die Zusammensetzung von (2.112) resultiert in dem Kräftegleichgewicht
für den gesamten diskretisierten Körper

nele
⋃

e=1

f
(e)
int −

nele
⋃

e=1

f
(e)
ext +

nele
⋃

e=1

f
(e)
kin = 0 (2.113)

f int − f ext + fkin = 0 (2.114)

Für die globalen Kräfte gilt f int,f ext,fkin ∈ R
3nknot . Die globale Massenmatrix M ∈

R
3nknot×3nknot setzt sich analog aus den Elementmassenmatrizen M (e) zusammen

M =

nele
⋃

e=1

M (e) (2.115)

und die globale kinetische Kraft fkin lautet

fkin = M ¨̊u (2.116)

2.2.1 Nichtlineare Finite-Elemente

Zur Lösung der nichtlinearen Gleichung des globalen Kräftegleichgewichts (2.114)
kann das Newton-Verfahren verwendet werden. Dazu wird die Linearisierung der
Residuumsform der Gleichung G = f int − f ext + fkin = 0 benötigt.

Die Linearisierung von G erfolgt um den Punkt u.

G = G (u) +
dG

du

∣

∣

∣

∣

u=u

Ktang

(u − u) + O
(

(u − u)2) = 0 (2.117)

Die Ableitung des Kraftresiduums G nach den Verschiebungen u, ausgewertet an
der Stelle u, wird tangentiale Steifigkeitsmatrix Ktang genannt. Die Berechnung von
Ktang = Ktang (u) wird auf verformungsunabhängige äußere Kräfte beschränkt, das
heißt

df ext

du
= 0 (2.118)

Da hier die Trägheitskräfte unabhängig von u sind, ergibt sich

dfkin

du
= 0 (2.119)
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Somit lautet die tangentiale Steifigkeitsmatrix

Ktang =
dG

du
=

df int

du
(2.120)

Die globale tangentiale Steifigkeitsmatrix Ktang setzt sich aus den tangentialen Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen k

(e)
tang zusammen

Ktang =

nele
⋃

e=1

k
(e)
tang (2.121)

Für ein Element berechnet sich die tangentiale Steifigkeitsmatrix wie folgt, wobei
die Auswertung der Größen an dem Linearisierungspunkt u erfolgt,

k
(e)
tang =

dG(e)

du
=

df
(e)
int

du
=

∫

Ω(e)

d

du
BT

L ŜdV =

∫

Ω(e)

(BT
L,uŜ + BT

L Ŝ,u)dV

=

∫

Ω(e)

BT
L,uŜdV

k
(e)
geo

+

∫

Ω(e)

BT
L Ŝ,udV

k
(e)
mat

(2.122)

k
(e)
tang = k(e)

geo + k
(e)
mat (2.123)

Für die Elementsteifigkeitsmatrizen gilt k
(e)
tang, k(e)

geo, k
(e)
mat ∈ R

3n×3n. Der erste Sum-
mand wird geometrische Steifigkeitsmatrix genannt und beinhaltet die Ableitungen
der Matrizen mit den Ansatzfunktionen nach der Verschiebung

k(e)
geo =

∫

Ω(e)

BT
L,uŜdV (2.124)

Mit den Hilfsmatrizen B̃L0 =
[

B̃
1

L0 B̃
2

L0 . . . B̃
n

L0

]

∈ R
9×3n

B̃
i

L0 =





























Φi
,1 0 0

Φi
,2 0 0

Φi
,3 0 0

0 Φi
,1 0

0 Φi
,2 0

0 Φi
,3 0

0 0 Φi
,1

0 0 Φi
,2

0 0 Φi
,3





























, i = 1..n (2.125)



28 2 Modellierung deformierbarer Körper

und S̃ ∈ R
9×9

S̃ =





S 0 0

0 S 0

0 0 S



 (2.126)

kann man die geometrische Steifigkeitsmatrix für ein Element auch schreiben als

k(e)
geo =

∫

Ω(e)

B̃
T

L0S̃B̃L0dV (2.127)

Der zweite Summand in (2.122) ist die materielle Steifigkeitsmatrix und beinhaltet
die Ableitung der Spannungen nach den Verschiebungen

k
(e)
mat =

∫

Ω(e)

BT
L Ŝ,udV (2.128)

Setzt man ein lineares St. Venant-Kichhoff-Materialgesetz voraus, lautet die materi-
elle Steifigkeitsmatrix für ein Element

k
(e)
mat =

∫

Ω(e)

BT
LCBLdV (2.129)

Setzt man noch die Beziehung BL = BL0 + BL1 ein, ergibt sich

k
(e)
mat =

∫

Ω(e)

BT
L0CBL0dV +

∫

Ω(e)

(

BT
L0CBL1 + BT

L1CBL0 + BT
L1CBL1

)

dV (2.130)

Zusammengefasst ergibt sich die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix

k
(e)
tang =

∫

Ω(e)

B̃
T

L0S̃B̃L0dV +

∫

Ω(e)

BT
LCBLdV (2.131)

2.2.2 Lineare Finite-Elemente

Erfolgt die Linearisierung um die Nulllage u = 0, so entspricht das Ergebnis dem
Vorgehen nach der linearen Finite-Elemente-Methode. Die Herleitung in der Litera-
tur erfolgt in der Regel nicht über die nichtlinearen Gleichungen, sondern über einen
linearen Verzerrungstensor (2.26).

Bei einer Linearisierung um u = 0 ergeben sich folgende Vereinfachungen

BL1 = 0 (2.132)

S = 0 (2.133)
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Die geometrische Steifigkeitsmatrix k(e)
geo ist somit Null und die tangentiale Element-

steifigkeitsmatrix vereinfacht sich zu

k
(e)
tang =

∫

Ω(e)

BT
L0CBL0dV = k

(e)
lin (2.134)

Die lineare Elementsteifigkeitsmatrix k
(e)
lin ist nicht von u abhängig. Die globale li-

neare Steifigkeitsmatrix K lin ∈ R
3nknot×3nknot erhält man durch entsprechendes Ein-

sortieren

K lin =

nele
⋃

e=1

k
(e)
lin (2.135)

Das linearisierte Kräftegleichgewicht (2.117) lautet somit für lineare Finite-Elemente

K linů − f ext + M ¨̊u = 0 (2.136)

2.2.3 Korotierte Finite-Elemente

Zu dem nichtlinearen und dem linearen Ansatz wird noch ein weiterer Ansatz vor-
gestellt. Bei der korotierten Finite-Elemente-Methode wird in jedes Element des
Körpers ein eigenes Koordinatensystem gelegt. In der Literatur werden auch Ansät-
ze beschrieben, die in jeden Elementknoten ein Koordinatensystem legen, was aber
zu unerwünschten Zusatzkräften führen kann [87].

Die Rotationsmatrix zwischen dem Ausgangskoordinatensystem und dem Koordi-
natensystem der deformierten Lage des Elements (e) sei R(e) und hängt von der
Verformung ab

R(e) = R(e)
(

u(e)
)

(2.137)

Setzt man diese n-mal auf der Hauptdiagonalen einer Matrix R ∈ R
3n×3n ein, so

erhält man

R =







R(e)
0

. . .
0 R(e)






(2.138)

In dem rotierten System wird nun der folgende Ansatz für die interne Kraft des
Elements gemacht [87]

f
(e)
int = Rk

(e)
lin

(

RT x̊(e) − X̊
(e)
)

(2.139)
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Mit der diskretisierten Form der Gleichung (2.6) x̊(e) = X̊
(e)

+ ů(e) ergibt sich

f
(e)
int = Rk

(e)
lin

(

RT
(

X̊
(e)

+ ů(e)
)

− X̊
(e)
)

(2.140)

= k
(e)
korotů

(e) + f
(e)
korot (2.141)

mit der korotierten Steifigkeitsmatrix k
(e)
korot

k
(e)
korot = Rk

(e)
lin RT (2.142)

und dem korotierten Kraftvektor f
(e)
korot

f
(e)
korot = Rk

(e)
lin

(

RT X̊
(e)

− X̊
(e)
)

(2.143)

Die globale korotierte Steifigkeitsmatrix erhält man durch Einsortieren der Element-
matrizen

Kkorot =

nele
⋃

e=1

k
(e)
korot (2.144)

und analog erhält man den globalen korotierten Kraftvektor

fkorot =

nele
⋃

e=1

f
(e)
korot (2.145)

Das Kräftegleichgewicht (2.114) lautet nun mit dem korotierten Ansatz

Kkorotů + fkorot − f ext + M ¨̊u = 0 (2.146)

Die globale korotierte Steifigkeitsmatrix Kkorot = Kkorot (u) hängt aufgrund der
Definition von der vorgegebenen Verformung u ab. Ist die vorgegebene Verformung
u = 0, so ergibt sich für die Matrix Kkorot = K lin, da R(e) = I. Da die Steifigkeits-
matrix von der Verformung abhängt, muss die Berechnung der korotierten Lösung
iterativ erfolgen. Die Erfahrung zeigt, dass man bereits mit einer Iteration eine aus-
reichend gute Lösung erzielt. Deshalb wird in der Literatur bei dem korotierten
Lösungsverfahren oft genau ein Iterationsschritt angenommen.

Der Ansatz (2.139) für die interne Kraft kann wie folgt interpretiert werden. Mit
RT x̊(e) wird zunächst die deformierte Lage in die Ausgangslage rotiert. Anschließend
wird die Kraft mit k

(e)
lin

(

RT x̊(e) − X̊
(e)
)

berechnet. Diese Kraft wird schließlich
wieder mit R in die deformierte Lage rotiert.

Die bis jetzt noch nicht festgelegte Bestimmung der Rotationsmatrizen kann im Falle
der linearen Tetraeder mit Hilfe der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten
erfolgen. Es wird später gezeigt, dass der Deformationsgradient für lineare Tetraeder
in einem Element konstant ist und sich daher genau eine Rotation für das Element
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aus der polaren Zerlegung ergibt. In Gleichung (2.16) wird der Deformationsgradient
in einen Rotationstensor R und einen Strecktensor Q aufgeteilt

F = RQ (2.147)

Bei dem korotierten Ansatz muss nun bei einer gegebenen Verformung und damit ge-
gebenen Deformationsgradienten der Rotationsanteil extrahiert werden. Dazu eignet
sich der Algorithmus von Higham [61], der iterativ die Rotationsmatrix bestimmt.

Algorithmus 2.1 : Algorithmus zur Berechnung der Rotationsmatrix
R0 = F

for i = 1 to k do

Ri = 1
2

(

Ri−1 + R−T
i−1

)

end

Dieser Algorithmus konvergiert schnell gegen die gesuchte Rotationsmatrix R(e), in
der Regel sind drei Iterationen ausreichend.

2.2.4 Tetraederelemente

ξ1

ξ2

ξ3

X̊1

X̊2

X̊3

X̊4

Bild 2.6: Tetraeder

Für die Diskretisierung können verschiedene Elemente verwendet werden. Einen
Überblick über die Menge der Elemente ist in [14], [125], [41] gegeben. In dieser
Arbeit werden Tetraeder mit vier linearen Ansatzfunktionen verwendet. Die Frei-
heitsgrade des Elements sind die vier Eckknoten des Tetraeders X̊1, X̊2, X̊3 und
X̊4. Die zugehörigen Ansatzfunktionen Φi, i = 1..4 lauten

Φ1 = ξ1, Φ2 = ξ2, Φ3 = ξ3, Φ4 = 1 − ξ1 − ξ2 − ξ3 (2.148)

Durch diese Wahl ergeben sich einige Vereinfachungen in der Berechnung der System-
matrizen. Die Ableitungen der Ansatzfunktionen Φi nach den lokalen Variablen ξj
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sind jeweils konstante Funktionen

∂Φi

∂ξj

=









1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 −1 −1









(2.149)

Daraus folgt unter anderem, dass innerhalb eines Elements der Deformationsgradient
konstant ist. Die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen vereinfacht sich, da auf Grund
der konstanten Funktionen auf eine Gauß-Quadratur verzichtet werden kann. So
ergibt sich zum Beispiel für die lineare Elementsteifigkeitsmatrix

k
(e)
lin =

∫

Ω(e)

BT
L0CBL0dV = V (e)BT

L0CBL0 (2.150)

wobei V (e) das Volumen des Tetraeders ist.

Ein Nachteil des linearen Tetraederelements ist der sogenannte Locking-Effekt, der
auftritt, wenn sich der Materialparameter ν dem Wert 0.5 nähert. Dies ist bei in-
kompressiblen Materialien der Fall. Eine Möglichkeit das Locking zu vermeiden ist
Ansatzfunktionen mit höherer Ordnung zu verwenden, zum Beispiel quadratische
Ansatzfunktionen, und eine reduzierte Integration durchzuführen [125]. Dies führt
zu Systemen mit einer größeren Anzahl von Freiheitsgraden und damit auch zu einem
höheren Rechenaufwand. In dieser Arbeit wird auf Grund von Rechenzeitaspekten
auf Techniken zur Vermeidung von Locking verzichtet. Eine sorgfältige Beobachtung
der Systemparameter ist daher stets notwendig.

2.2.5 Vergleich der Ansätze

Die Ansätze der nichtlinearen, linearen und korotierten Finite-Elemente führen zu
unterschiedlichen Ergebnissen. Für einen Vergleich wird als Beispiel ein statisches
Problem betrachtet. Ein Balken ist auf einer Seite eingespannt und er deformiert
sich auf Grund der Schwerkraft. Es wird jeweils die Verformung des Balken mit
den vorgestellten Ansätzen berechnet. Die Diskretisierung des Balkens und die Ma-
terialparameter sind identisch. Für die korotierte Lösung wird die Verformung des
linearen Ansatzes als Vorgabeverformung verwendet und es wird nur ein Iterations-
schritt durchgeführt.

In den Bildern 2.7 und 2.8 kann man die Verformungen des Balkens sehen. Bei
einer geringeren Schwerkraft (Bild 2.7) ergeben sich kleinere Verformungen und die
drei vorgestellten Ansätze stimmen gut überein. Bei einer großen Verformung (Bild
2.8) kann man eine deutliche Abweichung der linearen Lösung von der nichtlinearen
Lösung erkennen. Die korotierte Lösung stimmt mit der nichtlinearen Lösung noch
gut überein und stellt somit einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und
Rechenaufwand dar.
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Nichtlinear Korotiert Linear

Bild 2.7: Vergleich der Ansätze bei kleiner Verformung

Nichtlinear Korotiert Linear

Bild 2.8: Vergleich der Ansätze bei großer Verformung
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3 Experimentelle Modellidentifikation

Die Modelle aus dem vorherigen Kapitel haben jeweils zum Ziel, das Deformations-
verhalten eines realen Objekts zu beschreiben. Dabei wird von bekannten Modell-
parametern ausgegangen und basierend auf physikalischen Gesetzen ein System von
Gleichungen für das Kräftegleichgewicht hergeleitet. Die Erstellung eines Modells
für ein reales Objekt setzt die Bestimmung der notwendigen Modellparameter vor-
aus. Bei den meisten realen Objekten ist eine rechentechnische Objektbeschreibung,
wie zum Beispiel CAD-Daten, nicht vorhanden und es müssen daher experimen-
telle Verfahren zur Identifikation eingesetzt werden. Dadurch wird auch eine gute
Übereinstimmung des Modells mit der Realität gewährleistet.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mit einem einzigen System eine abgeschlos-
sene Lösung, von der Identifikation der deformierbaren Körper bis zur Anwendung
der Simulation, zu bieten. Deshalb werden die Messungen für die Modellidentifikati-
on mit einem Robotersystem durchgeführt. Des Weiteren wird der Roboter als Teil
eines Telepräsenzsystems verwendet, in dem auch die Simulation des deformierbaren
Körpers integriert ist.

In diesem Kapitel wird ein Vorgehen zur Identifikation der Modellparameter ei-
nes deformierbaren Körpers präsentiert. Erfolgt die Modellierung mit dem Finite-
Elemente-Ansatz, so sind die notwendigen Modellparameter eine Beschreibung der
Geometrie und des Materials. Die experimentelle Bestimmung der dreidimensiona-
len Geometrie erfolgt durch die Auswertung von Kamerabildern. Zur Identifikation
der Materialparameter werden Verformungen und Kontaktkräfte des Körpers gemes-
sen.

3.1 Geometrische Modellbildung

Die geometrische Modellbildung verfolgt das Ziel, eine Darstellung der Objektgeo-
metrie zu erzeugen, die in dem FEM-Ansatz verwendet werden kann. Da in dieser
Arbeit die Diskretisierung mit linearen Tetraederelementen erfolgt, wird ein Volu-
mennetz des Körpers benötigt, das aus Tetraedern besteht. Um ein Volumennetz zu
erstellen, muss zunächst die Objektoberfläche erfasst werden. Hierfür gibt es viele ex-
perimentelle Verfahren, die nach verschiedenen Kriterien klassifiziert werden können,
wie es im Kapitel 1 geschehen ist. Die eingesetzten Sensoren sind ebenso zahlreich,
bei den optischen Verfahren werden zum Beispiel Interferometer, Lasertriangulation,
einfache Kameras oder Stereokameras verwendet.

In dieser Arbeit kommt eine einfache Kamera zum Einsatz, mit der Bilder aus meh-
reren Ansichten aufgenommen werden. Damit lässt sich aus zwei Ansichten eine
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Pseudo-Stereokamera erzeugen, wodurch dreidimensionale Informationen der Szene
verfügbar sind und die Oberfläche des Objekts rekonstruiert werden kann. Der Vor-
teil dieser Lösung sind die geringen Kosten, da bereits eine einfache digitale Kamera
oder Webcam ausreichend ist. Der Nachteil ist, dass die Lage und Orientierung der
Kamera bekannt sein müssen. Außerdem kann dieses Verfahren nur bei unbeweg-
ten Objekten angewendet werden, da eine gewisse Zeit für die Positionierung der
Kamera notwendig ist und sich dabei die Szene nicht ändern darf.

3.1.1 Computer Vision

Computer Vision ist das Fachgebiet, das sich mit der Analyse von natürlichen Bil-
dern beschäftigt und daraus Informationen über die reale Welt ableitet. Anwen-
dungsbeispiele sind Objekterkennung und -verfolgung, Lageerkennung und Bauteil-
prüfung, die in vielen industriellen und natürlichen Umgebungen eingesetzt werden.
Einen guten Überblick über die Möglichkeiten, Algorithmen und Prinzipien bieten
die Bücher [106], [58], [47], [48]. Im Folgenden wird ein Verfahren zur Rekonstruk-
tion eines 3D Punktes aus einem Stereobildpaar entwickelt. Dieser Schritt hat eine
zentrale Bedeutung um später die gesamte Oberfläche des Objekts zu rekonstruieren.
Die für das 3D Rekonstruktionsverfahren benötigten mathematischen Grundlagen
und Herleitungen werden in den folgenden Abschnitten zusammengefasst.

Grundlagen Die Grundlage für alle weiteren Überlegungen ist ein mathematisches
Modell für eine Kamera. Eine Kamera ist eine Abbildung von einer dreidimensiona-
len Welt auf ein zweidimensionales Bild. Das grundlegende Prinzip dieser Abbildung
ist die Zentralprojektion und kann mit dem Lochkameramodell beschrieben werden,
wie im Bild 3.1 skizziert. Bei einer klassischen Lochkamera befindet sich die Bil-
debene hinter dem Projektionszentrum. Im Weiteren wird die Bildebene vor das
Projektionszentrum gelegt.

Das Projektionszentrum ist der Punkt C, in dem auch das Kamerakoordinaten-
system liegt. Die optische Achse der Kamera zeigt in Z-Richtung und schneidet
die Bildebene im Kamerahauptpunkt c. Ein Punkt M mit dem Ortsvektor M =
[

X Y Z
]T

∈ R
3 des euklidischen Raums wird abgebildet auf den Punkt m mit

CC

X

YY

ZZ

m

m

cc

x

y

MM

f

fY
Z

Bild 3.1: Lochkamera
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dem Ortsvektor m =
[

fX

Z

fY

Z

]T
∈ R

2 der Bildebene. Mit Hilfe der projektiven
Geometrie lautet die Projektionsabbildung in homogenen Koordinaten
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(3.1)

Dabei werden die homogenen Koordinaten von M im projektiven Raum zusammen-
gefasst im Vektor

M̃ =









X

Y

Z

1









(3.2)

und vom Punkt m in der projektiven Ebene im Vektor

m̃ =





x

y

s



 (3.3)

Die Bildkoordinaten von m sind somit

m =

[

x
s
y

s

]

(3.4)

Es werden Vektoren aus dem projektiven Raum beziehungsweise der projektiven
Ebene mit der Tilde˜gekennzeichnet.

Die Gleichung für die Gerade l mit den Punkten p in der projektiven Ebene lautet

l̃
T
p̃ = 0 (3.5)

Die Dualität in der projektiven Ebene besagt, dass der Schnitt von zwei Geraden
einen Punkt ergibt und dass die Verbindung von zwei Punkten eine Gerade ergibt

p̃ = l̃1 × l̃2 (3.6)

l̃ = p̃1 × p̃2 (3.7)

Nach der bisherigen Festlegung befindet sich das Bildkoordinatensystem im Kamera-
hauptpunkt c. Legt man den Ursprung des Bildkoordinatensystems in die linke un-
tere Ecke des Bildes, wie im Bild 3.2 skizziert, muss bei der Projektionsabbildung
zusätzlich eine Verschiebung px und py berücksichtigt werden. Beim Einsatz einer
CCD-Kamera will man die Koordinaten in Pixeleinheiten dargestellt haben, was mit
einer entsprechenden Skalierung erfolgt. Nichtquadratische Pixel werden durch die
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c x

y

v

u

v0

u0

py

px

Bild 3.2: Bild- und Kamerakoordinatensystem

Skalierungsfaktoren mx, my berücksichtigt. Die Abbildung (3.1) erweitert sich zu
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(3.8)

mit den Pixelkoordinaten m =
[

u v
]T

des Punktes m. Die Matrix

K =





fmx 0 pxmx

0 fmy pymy

0 0 1



 =





au 0 u0

0 av v0

0 0 1



 (3.9)

wird intrinsische Matrix genannt und beinhaltet ausschließlich interne Parameter
der Kamera. Bisher sind die 3D Koordinaten bezüglich des Kamerasystems mit dem
Projektionszentrum als Ursprung dargestellt. Sind die Punkte M nicht im Kamera-
koordinatensystem gegeben, sondern in einem Weltsystem, muss diese Transforma-
tion in der Projektionsgleichung berücksichtigt werden. Die Drehmatrix zwischen
Kamera- und Weltsystem ist R und der Translationsvektor ist t. Die homogene
Transformationsmatrix

[

R t

0 1

]

(3.10)

ist die extrinsische Matrix der Kamera, die die Lage der Kamera im Raum beschreibt.
Demnach ergibt sich die allgemeine Abbildungsvorschrift für eine Kamera









X

Y

Z

1









7→ s





u

v

1



 = P









X

Y

Z

1









=





au 0 u0 0
0 av v0 0
0 0 1 0





[

R t

0 1

]









X

Y

Z

1









(3.11)

mit der Projektionsmatrix P der Kamera

P = K
[

R t
]

(3.12)
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Die Lage des Projektionszentrums C im Weltsystem ist

C = −RT t (3.13)

Die Gerade durch das Projektionszentrum C und den Bildpunkt m wird optischer
Strahl oder Sehstrahl genannt. Der Punkt D auf dem optischen Strahl im Unendli-
chen hat die homogenen Koordinaten

D̃ =

[

D

0

]

(3.14)

mit

D = RT K−1m̃ (3.15)

Stereosystem Bei einem Stereosystem betrachten zwei Kameras dieselbe Szene,
wie im Bild 3.3 dargestellt. Der Punkt M wird in der Bildebene I1 der ersten Kamera
auf den Bildpunkt m1 abgebildet und auf den Bildpunkt m2 in der Bildebene I2 der
zweiten Kamera. Die Projektionsmatrizen für die Kameras sind P 1 und P 2 mit
den Projektionszentren C1 und C2. Die Projektionsgleichungen für die beiden Bilder
lauten nach (3.11)

m̃1 = P 1M̃ (3.16)

m̃2 = P 2M̃ (3.17)

Zur Veranschaulichung sind in Bild 3.4 zwei Ansichten einer virtuellen Szene darge-
stellt.

M

u1

v1

C1

I1

m1

u2

v2

C2

I2

m2

Bild 3.3: Stereosystem
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Bild 3.4: Zwei Ansichten einer virtuellen Szene

Epipolargeometrie In dem Stereosystem können über geometrische Bedingungen
zusätzliche Größen definiert und neue Zusammenhänge gefunden werden, die später
eine 3D Rekonstruktion erleichtern. Diese geometrischen Beziehungen bilden die
Epipolargeometrie und sind im Bild 3.5 skizziert.

Der Raumpunkt M und die beiden Projektionszentren C1 und C2 bilden eine Ebene,
die Epipolarebene E . Die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden der Projektionszen-
tren mit den beiden Bildebenen sind die Epipole e1 und e2. Die Schnittgeraden der
Epipolarebene mit den Bildebenen sind die Epipolarlinien l1 und l2.

Die Epipole sind die Projektionen der Zentren auf die jeweilig andere Bildebenen
und berechnen sich wie folgt

ẽ1 = P 1C̃2 (3.18)

ẽ2 = P 2C̃1 (3.19)

M

E

u1

v1

C1

I1

m1

e1

l1

u2

v2
C2

I2

m2

e2

l2

Bild 3.5: Epipolargeometrie
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Epipolarlinien Zur Berechnung der Epipolarlinien werden gemäß (3.7) zwei Punk-
te auf der Geraden benötigt. Die folgenden Ausführungen werden für die zweite
Bildebene gemacht, gelten aber in gleicher Weise für die erste Bildebene. Auf der
Epipolarlinie l2 im zweiten Bild liegt als erster benötigter Punkt der Epipol e2. Als
zweiter Punkt wird der Punkt im Unendlichen des optischen Strahls durch m1 ver-
wendet. Die homogenen Koordinaten lauten nach (3.15)

D̃ =

[

RT
1 K−1

1 m̃1

0

]

(3.20)

und dessen Projektion auf die zweite Bildebene

m̃2 = P 2D̃ = K2R2R
T
1 K−1

1 m̃1 (3.21)

Die Epipolarlinie l2 lautet somit nach (3.7)

l̃2 = ẽ2 × m̃2

= ẽ2 × K2R2R
T
1 K−1

1 m̃1

= Fm̃1 (3.22)

mit der Matrix

F = [ẽ2]× K2R2R
T
1 K−1

1 (3.23)

Der schiefsymmetrische Tensor [ẽ2]× ist definiert als





a

b

c





×

=





0 −c b

c 0 −a

−b a 0



 (3.24)

mit dem sich das Kreuzprodukt als Matrix-Vektorprodukt schreiben lässt.

Die Matrix F heißt Fundamentalmatrix und beinhaltet die intrinsischen und extrin-
sischen Matrizen der beiden Kameras. Mit der Fundamentalmatrix ist die Stereoan-
ordnung eindeutig beschrieben. Für alle Punkte m2 auf der Epipolarlinie l2 gilt die
Geradengleichung

m̃T
2 Fm̃1 = 0 (3.25)

Die Gleichung wird auch Epipolargleichung genannt. Mit demselben Vorgehen erge-
ben sich die Epipolarlinien l1 in der ersten Bildebene

l̃1 = F T m̃2 (3.26)

und es resultiert die Geradengleichung

m̃T
1 F T m̃2 = 0 (3.27)
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Bild 3.6: Epipolarlinien

Mit den Gleichungen (3.25) (3.27) ist es demnach möglich zu einem Punkt in dem
einen Bild und gegebener Fundamentalmatrix die Epipolarlinie in dem anderen Bild
zu berechnen. Im Bild 3.6 sind drei Epipolarlinien für die beiden Ansichten der
virtuellen Szene eingezeichnet.

Korrespondenzproblem Für die Rekonstruktion eines 3D Punktes benötigt man
ein korrespondierendes Punktepaar in den beiden Bildern. Es existieren zahlreiche
Ansätze und Algorithmen [77], [78], [15], [84] zur Bestimmung dieser Punkte. Bei
der Korrespondenzsuche müssen zueinander gehörende Punkte mit gewissen Umge-
bungen in den beiden Ansichten erkannt werden. Anstatt korrespondierende Punkte
im gesamten Bild zu suchen, kann die Dimension des Suchraums reduziert werden,
indem man die Erkenntnisse aus der Epipolargeometrie nutzt. Es wurde zuvor ge-
zeigt, dass alle Punkte auf dem optischen Strahl denselben Bildpunkt ergeben. In
dem anderen Bild ergeben diese Punkte die Epipolarlinie. Sucht man nun zu einem
gegebenen Bildpunkt einen korrespondierenden Punkt in dem anderen Bild, so reicht
es, auf der Epipolarlinie zu suchen. Das Korrespondenzproblem reduziert sich somit
von einem zweidimensionalen auf ein eindimensionales. Die Voraussetzung ist, wie
bereits oben erwähnt, eine gegebene Fundamentalmatrix. Dazu müssen entweder die
intrinsischen und extrinsischen Kameramatrizen bekannt sein, das heißt das System
muss kalibriert sein, oder es sind Punktkorrespondenzen bekannt, mit denen man
die Fundamentalmatrix bestimmen kann. Mit mindestens 8 gegebenen Punktkorre-
spondenzen kann mit dem 8-Punkt-Algorithmus die Matrix berechnet werden, indem
man die Epipolargleichung (3.25) ausmultipliziert und das lineare Gleichungssystem
löst [106], [58].

Um die eindimensionale Suche noch weiter zu vereinfachen, werden die beiden Bild-
ebenen in eine weitere Ebene abgebildet, so dass die Epipole im Unendlichen liegen.
Diese Ebene ist parallel zu der Verbindung der beiden optischen Zentren. Dadurch
werden die Epipolarlinien parallel, wie im Bild 3.7 beispielhaft für die virtuelle Szene
vorgeführt ist. Dieses Vorgehen wird Rektifizierung genannt. Die Suche vereinfacht
sich dadurch nochmals, da nur noch entlang horizontaler Linien gesucht werden
muss.

Ein einfacher Suchalgorithmus ist das Block-Matching. Dabei wird mit einem Maß
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Bild 3.7: Rektifizierte Bilder

ein Bildblock des einen Bildes mit einem Bildblock des anderen Bildes entlang
der Suchlinie verglichen. Ein mögliches Maß ist der mittlere quadratische Fehler
(engl. sum of squared differences (SSD)). Das Minimum liefert die Verschiebung,
die sogenannte Disparität, der korrespondierenden Bildpunkte. Es gibt eine Reihe
von Erweiterungen dieses Verfahrens, wie zum Beispiel in [17] und auch Alterna-
tiven [106], [104]. Das Ergebnis ist eine Disparitätskarte, die angibt, um wie viele
Pixel ein Punkt in dem anderen Bild verschoben ist. Eine weitere Möglichkeit zur
Korrespondenzsuche ist der optische Fluss, der die Verschiebungsgeschwindigkeit der
Bildpunkte beschreibt [79], [18]. Den optischen Fluss kann man auch für unrektifi-
zierte Bilder berechnen, jedoch erhält man eine sehr robuste Lösung, wenn man den
Algorithmus auf rektifizierte Bilder anwendet. Wurden korrespondierende Punkte in
den rektifizierten Ansichten gefunden, können diese durch die inverse Abbildung der
Rektifizierung auf das korrespondierende Punktepaar in den ursprünglichen Ansich-
ten abgebildet werden.

Rekonstruktion eines Punktes Liegt ein korrespondierendes Punktepaar m1, m2

vor, können daraus die dreidimensionalen Koordinaten des Punktes M über eine
Triangulation gewonnen werden. Dazu werden die beiden optischen Strahlen mit-
einander geschnitten und man erhält den gesuchten Raumpunkt, wie im Bild 3.3
skizziert.

Die Grundlage für die Rechnung bilden die Projektionsgleichungen (3.16), (3.17),
die für die Bildpunkte zunächst ausführlich geschrieben werden. Für den Punkt m1

im ersten Bild lautet die Gleichung

m̃1 = s





u1

v1

1



 = P 1M̃ =





p11
1 p12

1 p13
1 p14

1

p21
1 p22

1 p23
1 p24

1

p31
1 p32

1 p33
1 p34

1



M̃ =





p1
1 p14

1

p2
1 p24

1

p3
1 p34

1



M̃ (3.28)

mit den Zeilenvektoren pi
1 =

[

pi1
1 pi2

1 pi3
1

]

. Der Skalierungsfaktor s kann durch
die Bildung des Kreuzprodukts m̃1 × P 1M̃ = 0 eliminiert werden und es folgt das
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Gleichungssystem
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1 )



 = 0 (3.29)

Von diesen Gleichungen sind zwei linear unabhängig, beispielsweise die ersten beiden
Gleichungen. Für den Punkt m2 im zweiten Bild ergeben sich ebenfalls zwei linear
unabhängige Gleichungen, die man nun zu einem überbestimmten Gleichungssystem
für den gesuchten Punkt M zusammensetzen kann


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


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

b

(3.30)

Das überbestimmte Gleichungssystem AM = b kann als ein lineares Ausgleichs-
problem behandelt werden. Es ergibt sich die folgende Gleichung zur Lösung der
unbekannten Raumkoordinaten M

AT AM = AT b (3.31)

Für die Bestimmung des Raumpunktes M würden bereits drei Gleichungen reichen.
Da sich aber aufgrund von Ungenauigkeiten in Bildverarbeitung die beiden optischen
Strahlen nicht exakt schneiden, werden die vier Gleichungen verwendet und das
Ausgleichsproblem gelöst. Dadurch wird der Raumpunkt berechnet, der minimalen
Abstand zu den Strahlen hat.

3.1.2 3D Rekonstruktion

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Formeln zur Rekonstruktion eines Punktes
aus einem korrespondierenden Punktepaar aus zwei definierten Ansichten hergeleitet
wurden, werden die einzelnen Schritte zur 3D Rekonstruktion des gesamten Objekts
zusammengefasst. Das Ziel ist, wie eingangs erwähnt, die Erzeugung eines Volumen-
modells des Objekts unter Verwendung von Bildern aus verschiedenen Ansichten.

Die ersten drei Schritte ergeben sich aus den vorgestellten Herleitungen zur Rekon-
struktion eines Punktes. Die verbleibenden Schritte zeigen eine Lösung zur Generie-
rung eines Volumennetzes aus einer Punktwolke.
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1. Schritt: Aufnahme des Objekts und Speicherung der intrinsischen und extrin-

sischen Kameraparameter. Für jede Ansicht muss die intrinsische und extrin-
sische Kameramatrix verfügbar sein. Wenn sich die Kamerageometrie nicht
ändert, bleiben die intrinsischen Parameter für alle Ansichten gleich.

2. Schritt: Rektifizierung der Bildpaare und Korrespondenzsuche. Über die Epipo-
largeometrie wird jedes Bildpaar rektifiziert und ein anschließender Suchalgo-
rithmus erzeugt eine Liste von korrespondierenden Punkten. Hier kann man
zusätzliche Filteralgorithmen einbinden um die Anzahl der Punkte zu begren-
zen und die Qualität zu erhöhen. So kann man die Verarbeitung auf bestimmte
Bereiche der Bilder einschränken oder die Korrespondenzsuche nur auf charak-
teristische Punkte, sogenannte Features, anwenden. Durch die Umkehrabbil-
dung der Rektifizierung erhält man die korrespondierenden Punkte in den
ursprünglichen Ansichten.

3. Schritt: 3D Rekonstruktion der Punkte durch Triangulation. Für jedes Punkte-
paar wird eine Triangulation durchgeführt und es ergibt sich eine Punktwolke
im 3D Raum. Hier können Ausreißer, die aus einer schlechten Punktekorre-
spondenz entstehen, aussortiert werden.

4. Schritt: Erzeugung eines Oberflächennetzes. Die Punktwolken aus den Bildpaa-
ren werden zusammengeführt und mit Dreiecken vernetzt. Falls das Oberflä-
chennetz verrauscht ist, kann noch eine Glättung des Netzes erfolgen.

5. Schritt: Erzeugung eines Volumennetzes. Aus dem Oberflächennetz wird ein Vo-
lumennetz aus Tetraedern erstellt. Da das Netz die Kondition der Systemmatri-
zen der FEM beeinflusst, sollte das Netz möglichst keine Tetraeder mit spitzen
Winkeln beinhalten.

3.1.3 Experimente

Die einzelnen Schritte des Vorgehens werden im Folgenden anhand eines Beispiels
demonstriert. Als Experimentierplattform wird ein Roboter mit montierter Kamera
verwendet, der im Bild 3.8 dargestellt ist. Der Roboter besteht aus Amtec Powercube
Modulen und besitzt sechs Freiheitsgrade. Eine genaue Beschreibung des Roboters
ist in der Arbeit [43] gegeben. Die Kommunikation der Module erfolgt über einen
CAN-Bus. Die Kamera ist an der Spitze der Roboters befestigt und kann im Arbeits-
raum beliebig positioniert werden. Mit diesem Aufbau aus Kamera und Roboter ist
es möglich die extrinsischen Parameter der Kamera zu bestimmen.

Die Kamera ist eine Logitech Quickcam Pro for Notebooks und ist im Bild 3.9
abgebildet. Die 2 Megapixel Kamera kann Bilder bis zu einer Auflösung von 1600×
1200 Pixel aufnehmen.

Die Kalibrierung, das heißt die Identifikation der intrinsischen Matrix, kann einmalig
zu Beginn durchgeführt werden, da sie sich im Weiteren für eine gewählte Bildauflö-
sung nicht mehr ändert. Dazu müssen mehrere Bilder eines vermessenen Referenzob-
jekts aufgenommen werden. Mit den bekannten Weltkoordinaten und zugehörigen
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Bild 3.8: Roboter mit Kamera Bild 3.9: Logitech Kamera

Bildkoordinaten des Objekts können die unbekannten Parameter der intrinsischen
Matrix bestimmt werden. Dafür geeignete Algorithmen sind in [106], [58], [47], [48]
beschrieben. Hier wird ein Kalibrierungsalgorithmus aus dem Paket OpenCV [2] ge-
nutzt, der als bekanntes Objekt ein Schachbrettmuster verwendet. Im Bild 3.10 sind
mehrere Aufnahmen für die Kalibrierung der Kamera abgebildet. Für die Logitech
Kamera ergibt sich so die intrinsische Matrix

K =





1.347 · 103 0 829
0 1.361 · 103 566
0 0 1



 (3.32)

Werden die Kalibrierungsaufnahmen mit der am Roboter montierten Kamera ge-
macht, so kann ebenfalls eine Kalibrierung des Roboters bezüglich des Referenzob-
jekts durchgeführt werden. Dadurch können Ungenauigkeiten in der Roboterkinema-
tik kompensiert werden und das System besitzt eine höhere Absolutgenauigkeit.

Das zu rekonstruierende Objekt in diesem Experiment ist ein Kunststoffkrokodil.
Im Bild 3.11 ist der Roboter mit dem Objekt zu sehen. Der erste Schritt ist die
Aufnahme des Objekts aus mehreren Ansichten. Dazu wird zu jedem Bild die int-
rinsische und extrinsische Kameramatrix gespeichert, während sich der Roboter um
das Objekt herum bewegt. Bild 3.12 zeigt mehrere Ansichten des Objekts. Da die
Objektoberfläche glatt ist und eine gleichmäßige Farbe besitzt, wurde zusätzlich ein
Rauschbild auf das Objekt projiziert um die Korrespondenzanalyse zu erleichtern.
Dadurch ist das Bild kontrastreicher und die Algorithmen funktionieren robuster.
Aus zwei gewählten Ansichten kann die Fundamentalmatrix (3.23) aus der gemeinsa-
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Bild 3.10: Kalibrierung der Kamera mit einem Schachbrettmuster

men intrinsischen und den zwei extrinsischen Matrizen berechnet werden und damit
auch die Epipolarlinien. Diese sind im Bild 3.13 für zwei Ansichten eingezeichnet.
Die explizite Berechnung der Epipolarlinien ist in diesem Verfahren nicht notwendig,
wird aber für eine verbesserte Anschauung hier mit aufgeführt. Die beiden Ansich-
ten werden nun rektifiziert, wie im Bild 3.14 zu sehen ist, um die Epipolarlinien
horizontal auszurichten. Weiter erfolgt im zweiten Schritt des Vorgehens die Korre-
spondenzanalyse. Sie liefert zunächst Punktepaare in den rektifizierten Ansichten,
die im Bild 3.15 eingezeichnet sind. Nach der Umkehrabbildung der Rektifizierung
erhält man die korrespondierenden Punkte in den beiden ursprünglichen Ansichten,
wie im Bild 3.16 dargestellt. Für jedes Punktepaar wird mittels der Triangulation
der entsprechende Raumpunkt berechnet. Die dabei entstehende Punktwolke ist im
Bild 3.17 zu sehen, wobei die Kontur eines Teiles des Objekts erkennbar ist. Die
Punktwolken aus den Ansichtspaaren werden zu einer gemeinsamen zusammenge-
fügt und man erkennt im Bild 3.18 die Form des ganzen Objekts. Aus der Gesamt-
punktwolke wird in dem vierten Schritt ein Oberflächennetz mit dem Algorithmus
Powercrust [4] und dem Programm Meshlab [25] erstellt. Die Objektoberfläche
aus Dreiecken ist im Bild 3.19 zu sehen. Das Programm bietet zudem die Möglichkeit
das Netz zu glätten und zu vereinfachen. Der letzte Schritt ist die Erzeugung eines
Volumennetzes mit Tetraedern aus dem Oberflächennetz, wie es im Bild 3.20 darge-
stellt ist. Dafür wurde das Programm tetgen [110] verwendet, welches als Option
die Generierung von Tetraedern mit spitzen Winkeln vermeidet. Das resultierende
Tetraedernetz kann bei Modellierung mit der Finite-Elemente-Methode verwendet
werden, womit die geometrischen Modellparameter bekannt sind. Für die vollstän-
dige Modellbeschreibung verbleiben die Materialparameter, deren Identifikation im
nachfolgenden Abschnitt behandelt wird.

Die Genauigkeit des Rekonstruktionsverfahrens wird von mehreren Faktoren beein-
flusst, wie beispielsweise der Kameraauflösung oder dem Abstand der Kamera zum
Objekt. Für eine Genauigkeitsaussage kann ein Größenvergleich des Testobjekts ver-
wendet werden. Aus der Rekonstruktion resultiert eine Länge von 245 mm, eine Höhe
von 95 mm und eine Breite von 101 mm. Mit einer separat durchgeführten Längen-
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messung ergibt sich eine Länge, Höhe und Breite von 241 mm, 96 mm und 102 mm.
Somit weist die Objektdimension in diesem Experiment einen relativen Fehler von
weniger als 2% auf.

Bild 3.11: Roboter mit Objekt

Bild 3.12: Objekt in vielen Ansichten
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Bild 3.13: Objekt in zwei Ansichten mit Epipolarlinien

Bild 3.14: Rektifizierte Ansichten

Bild 3.15: Korrespondierende Punkte in den rektifizierten Ansichten
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Bild 3.16: Korrespondierende Punkte in den ursprünglichen Ansichten
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Bild 3.17: Punktwolke aus einem Ansichtspaar
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Bild 3.18: Zusammengesetzte Punktwolke
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Bild 3.19: Oberflächennetz

Bild 3.20: Volumennetz aus Tetraedern
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3.2 Identifikation der Materialparameter

Neben einer Beschreibung der Geometrie werden bei einer FEM-Modellierung Pa-
rameter zur Beschreibung des Materials benötigt. Bei einem St. Venant-Kirchhoff-
Material sind die zwei Parameter der Elastizitätsmodul und die Querkontraktions-
zahl (2.71). Ein Vorgehen zur experimentellen Identifikation der Materialparameter
wird in diesem Abschnitt vorgestellt.

Die Identifikation erfolgt mit einer Optimierung, in der Simulationsergebnisse mit
Messdaten abgeglichen werden. Das Simulationsmodell wird mittels der Finite-Ele-
mente-Methode erstellt, wie es in Kapitel 2 erläutert wurde. Dies setzt voraus, dass
eine Geometriebeschreibung des Objekts bereits vorliegt. Als Messdaten für die Ma-
terialparameteridentifikation werden die Verformung des Objekts und die Kontakt-
kraft verwendet, die während eines Deformationsvorgangs aufgezeichnet werden.

3.2.1 Optimierung der Materialparameter

Der Ablauf der Optimierung ist im Bild 3.21 skizziert. Die Simulation für defor-
mierbare Körper wird mit einem Optimierungsalgorithmus gekoppelt. Die Optimie-
rungsparameter sind die Materialparameter p der Körpers. Das Simulationsmodell
wird an den gemessenen Verformungen Umess ausgewertet. Als Gütefunktional wird
die Norm der Differenz zwischen gemessener Kraft F mess und simulierter Kraft F sim

verwendet. Das Funktional soll minimiert werden und man erhält die Optimierungs-
aufgabe

min
p

‖F mess − F sim(p)‖ (3.33)

Die simulierte Kraft F sim resultiert aus der Auswertung des Kräftegleichgewichts
aus dem vorherigen Kapitel. Da sich die Gleichgewichtsgleichungen für die vorge-
stellten Modellierungsansätze, nichtlinear, linear oder korotiert, unterscheiden, kann
die Materialparameteroptimierung jeweils nur für einen gewählten Ansatz erfolgen.
Für die Optimierung wird der statische Fall des Kräftegleichgewichts verwendet.
Die kinetischen Kräfte verschwinden und es wird die Dynamik des Objekts nicht
identifiziert. Eine Berücksichtigung der Dynamik kann mit demselben prinzipiellen
Optimierungsaufbau geschehen. Der Vektor der Optimierungsparameter muss dafür

Optimierungs-
algorithmus

F mess Umess

p
Simulation

F sim

Bild 3.21: Optimierungsschleife
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um die Dynamikparameter des Objekts, wie zum Beispiel Dichte oder Dämpfung,
entsprechend erweitert werden.

3.2.2 Experimente

Zur Demonstration der experimentellen Materialidentifikation kommt ebenfalls das
Kunststoffkrokodil als Testobjekt zum Einsatz. Die Objektgeometrie ist bereits in
dem vorherigen Experiment bestimmt worden und wird nun als bekannt weiter ver-
wendet. Die Modellierung des deformierbaren Körpers erfolgt mit dem statischen,
linearen FEM-Ansatz.

Für die Experimente und Messungen wird wie im vorherigen Versuch der Roboter
eingesetzt, wobei anstelle der Kamera ein Kraft-Momentensensor mit einer Werk-
zeugspitze montiert ist. Der Roboter mit Sensor ist im Bild 3.22 abgebildet. Als
Sensor wird das Modell Mini40 SI-80-4 der Firma ATI verwendet. In dem Experi-
ment fährt der Roboter eine vorprogrammierte Bahn ab, wobei die Roboterspitze
auf das Testobjekt drückt, wie im Bild 3.23 zu sehen ist. Die Eindrücktiefe wird
schrittweise um einen Millimeter erhöht und die Sensorkräfte werden zusammen mit
der Roboterposition aufgezeichnet. Die vertikale Position der Roboterspitze und die
entsprechende Kontaktkraft sind im Bild 3.24 zu sehen. Da sich zu Beginn des Ex-
periments der Roboter noch nicht in Kontakt mit dem Testobjekt befindet, ist die
Kraft Null und steigt erst bei Kontakt in etwa linear an. Die lokalen Spitzen im
Kraftverlauf sind die Folge des Regelfehlers beim Positioniervorgang.

Für die Optimierung wird nicht der gesamte Kraft- und Verformungsverlauf ver-
wendet, sondern nur Messungen während der Roboter sich in Ruhe befindet. In
diesem Fall ergeben sich 25 Messpaare für die Optimierung. Der Optimierungsal-
gorithmus ist in Matlab implementiert und ist ein direktes Simplex-Suchverfahren
(Matlab-Funktion fminsearch), das für eine nichtlineare Optimierung mit mehreren
Variablen geeignet ist. Die gemessene und die mit optimierten Materialparametern
simulierte Position-Kraft-Beziehung ist im Bild 3.25 dargestellt. Da näherungsweise
ein lineares Verhalten in der Messung zu erkennen ist, ist die Wahl eines linearen
Simulationsmodells gerechtfertigt. Der Optimierungsalgorithmus konvergiert und lie-
fert den Elastizitätsmodul E = 25529 N

m2 und die Querkontraktionszahl ν = 0.01. Ein
Vergleich des gemessenen Kraftverlaufs mit dem simulierten Kraftverlauf ist im Bild
3.26 zu sehen.

Die Modellierung erfolgt mit einem Volumenmodell aus Tetraedern, obwohl das un-
tersuchte Objekt hohl ist. Dieses Experiment bestätigt durch die sehr gute Überein-
stimmung von Simulation und Messung die Erkenntnis aus anderen durchgeführten
Untersuchungen, dass dieses Ersatzmodell mit optimierten Materialparametern in
der Lage ist hohle Objekte realistisch abzubilden.
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Bild 3.22: Roboter mit Kraft-Momentensensor

Bild 3.23: Roboter drückt auf Testobjekt
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Bild 3.24: Kraft- und Positionsverlauf während des Drückvorgangs
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Bild 3.25: Position-Kraft-Beziehung nach der Optimierung
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Bild 3.26: Vergleich Kraftverlauf Messung Simulation
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4 Simulation von weichen Kontakten

Die Simulation von weichen Kontakten beinhaltet die Berechnung der Verformung
eines elastischen Körpers auf Grund von äußeren Einwirkungen. Zu Grunde liegt
dabei das Kräftegleichgewicht, das mit einer FEM-Modellierung hergeleitet wurde.
Die Simulation entspricht somit der numerischen Auswertung der Gleichgewichts-
bedingungen. Je nach Anforderung und Modellierung ergibt sich eine Simulation
mit unterschiedlichen Rechenabläufen. In diesem Kapitel werden diese Abläufe ana-
lysiert und in Algorithmen zusammengefasst. Außerdem wird untersucht, bei wel-
chen Schritten des Simulationsablaufs sich Größen ändern oder während eines Si-
mulationslaufs konstant bleiben. Diese Analyse ermöglicht später eine effiziente und
rechenzeitoptimierte Implementierung. Abschließend werden die Rechenzeiten der
einzelnen Algorithmen gegenübergestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Simulation von deformierbaren Körpern als
eigenständiges Modul betrachtet, das selbst wieder ein Teil eines größeren System-
aufbaus sein kann. Das bedeutet, dass andere Module über eine Schnittstelle mit
der Simulation kommunizieren können und somit über Eingänge Daten an die Si-
mulation liefern und über Ausgänge Daten erhalten können. Beispielsweise können
an festgelegten Netzknoten die Verschiebungen oder externe Kräfte vorgegeben wer-
den, oder, wenn der Körper mit einem weiteren Körper in Kontakt kommt, die
Kontaktknotenindizes mit einer Kollisionserkennung ermittelt werden. Die Simula-
tion des deformierbaren Körpers liefert dann Verformungen oder Reaktionskräfte
zurück. Innerhalb der Simulation findet somit keine geschlossene Lösung eines Kon-
taktproblems statt, wie sie beispielsweise in [124] mittels Lagrange-Multiplikatoren
für einen Kontakt zwischen zwei deformierbaren Körpern ermittelt wird.

Die Aufstellung der Systemgleichungen und des Simulationsablaufs erfordert zu-
nächst eine Klassifizierung der an die Simulation gestellten Anforderungen. Dies
kann anhand von drei Kriterien geschehen, die im Bild 4.1 dargestellt sind. Das
erste Kriterium ist der Modellierungsansatz. So kann zwischen linearer, nichtlinea-
rer und korotierter FEM unterschieden werden. Als Zweites kann die Simulation in
statische und dynamische Problemstellungen eingeteilt werden. Der dritte Klassifi-
zierungspunkt ist die Schnittstellendefinition der Simulation. Hier wird festgelegt,
auf welche Art mit der Simulation interagiert wird. Als Simulationseingang kann
die Randkraft oder die Randverschiebung gewählt werden. Aufgrund dieser Klas-
sifizierungskriterien ergeben sich unterschiedliche Gleichungssysteme und Varianten
von Simulationsabläufen. Die Analyse der Simulation hinsichtlich der einzelnen Klas-
sifizierungspunkte erfolgt in den folgenden Abschnitten, wobei die Unterscheidung
bezüglich der Modellierung bereits ausführlich in Kapitel 2 erfolgte.
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FEM-Modellierung

nichtlinear linear korotiert

Simulationsart

dynamisch statisch
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Interaktion

Kraft Verschiebung

Bild 4.1: Klassifizierung der Simulationen

Der algorithmische Ablauf der Simulation erfolgt in mehreren Schritten. Für die
weiteren Erklärungen ist es hilfreich, zwischen den verschiedenen Schritten und Zeit-
punkten innerhalb eines Simulationslaufs zu unterscheiden. Die Zeitpunkte, an de-
nen die Simulation über die Ein- und Ausgänge der Schnittstellen Daten austauscht,
sind die Simulationszeitpunkte tI mit entsprechenden Simulationsschritten I. Die
Zeitpunkte der Zeitintegration sind die ti mit den Integrationsschritten i. Inner-
halb eines Simulationsschritts können auch mehrere Zeitintegrationsschritte erfol-
gen. Der Laufindex in einem iterativen Lösungsverfahren, wie zum Beispiel dem
Newton-Verfahren für nichtlineare Gleichungssysteme, ist k.

In diesem Kapitel wird eine kleine Änderung der Notation vorgenommen. Im Kapitel
2 wurden die kontinuierlichen Größen des Körpers, wie beispielsweise der Ortsvektor
X (2.1) oder die Verschiebung u (2.6), ohne überstehenden Zeichen notiert. Um die
diskretisierten Größen davon zu unterscheiden, wurden diese mit einem Kreisakzent̊
gekennzeichnet, wie zum Beispiel X̊ (2.90) und ů (2.91). Da im Folgenden stets mit
diskretisierten Größen gerechnet wird, wird der Kreisakzent für eine erleichterte
Lesbarkeit weggelassen.

4.1 Simulationsarten

In jedem Simulationsschritt ist die Lösung des Kräftegleichgewichts (2.114) des de-
formierbaren Körpers gesucht

f int − f ext + fkin = 0 (4.1)

Dies ist die zentrale Gleichung der gesamten Simulation, die im Folgenden analy-
siert und algorithmisch aufbereitet wird. Das erste Klassifizierungskriterium ist die
Simulationsart, bei der man zwischen einer statischen und einer dynamischen Pro-
blemstellung unterscheiden kann.
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4.1.1 Statische Simulation

Bei einer statischen Simulation ist die Geschwindigkeit und Beschleunigung gleich
Null und es folgt, dass die kinetischen Kräfte verschwinden

fkin = 0 (4.2)

Das Gleichungssystem (4.1) reduziert sich im statischen Fall zu

f int = f ext (4.3)

Dieses Gleichungssystem muss in jedem Simulationsschritt I gelöst werden, Zeit-
integrationsschritte i existieren in diesem Fall nicht.

Bei der Modellierung des deformierbaren Körpers mit der nichtlinearen FEM sind
die internen Kräfte f int eine nichtlineare Funktion der Verschiebungen u. Das sta-
tische Kräftegleichgewicht (4.3) ist ein nichtlineares Gleichungssystem, das iterativ
mit dem Newton-Verfahren gelöst werden kann. Für den Algorithmus des Newton-
Verfahrens wird die Linearisierung (2.117) verwendet, die im statischen Fall an der
Stelle uk lautet

f k
int − f ext + Kk

tang

(

uk+1 − uk
)

= 0 (4.4)

Mit ∆uk = uk+1 − uk lautet somit der Iterationsalgorithmus für das Newton-
Verfahren

Algorithmus 4.1 : Newton-Verfahren für statische, nichtlineare FEM
foreach Simulationsschritt I do

for Newton-Iteration k = 1 to kmax do

Berechne Kk
tang = Ktang(u

k)

Löse Kk
tang∆uk = f ext − f k

int

uk+1 = uk + ∆uk

end

end

In jedem Iterationsschritt k müssen die Kräfte fk
int und die tangentiale Steifigkeits-

matrix Kk
tang neu berechnet werden, da diese von der Verformung abhängen.

Da die Berechnung der tangentialen Steifigkeitsmatrix rechenaufwendig sein kann,
kann sie auch nur für jeden neuen Simulationsschritt einmal berechnet und während
der Iteration beibehalten werden. Man erhält dadurch das sogenannte modifizierte
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Newton-Verfahren, welches eine geringere Konvergenzordnung besitzt. Der Algorith-
mus für das modifizierte Newton-Verfahren lautet

Algorithmus 4.2 : Modifiziertes Newton-Verfahren für statische, nichtlineare FEM
foreach Simulationsschritt I do

Berechne Ktang = Ktang(u
0)

for Newton-Iteration k = 1 to kmax do

Löse Ktang∆uk = f ext − fk
int

uk+1 = uk + ∆uk

end

end

Die Problematik der Eindeutigkeit der Lösung und Singularitäten der tangentialen
Steifigkeitsmatrix werden hier nicht näher behandelt. Eine ausführliche Darstellung
dieser Thematik, von pfadabhängigen Lösungen und Pfadverfolgungsalgorithmen
findet in den Büchern [123] und [96] statt.

Das Kräftegleichgewicht der linearen FEM (2.136) ist im statischen Fall ein lineares
Gleichungssystem und lautet

K linu = f ext (4.5)

Die lineare Steifigkeitsmatrix K lin ist unabhängig von der Verformung und muss
bei einer Simulation daher nur einmal berechnet werden. Jeder Simulationsschritt
erfordert somit die Lösung des linearen Gleichungssystems (4.5). Der Algorithmus
lautet

Algorithmus 4.3 : Lösung für statische, lineare FEM
Berechne K lin

foreach Simulationsschritt I do
Löse K linu = f ext

end

Das Kräftegleichgewicht für die Modellierung mit der korotierten FEM lautet gemäß
Gleichung (2.146)

Kkorotu = f ext − fkorot (4.6)

Bei der korotierten FEM muss in jedem Simulationsschritt ein lineares Gleichungs-
system gelöst werden. Die korotierte Steifigkeitsmatrix Kkorot und der korotierte
Kraftvektor fkorot hängen dabei von einer Vorgabeverformung u ab und müssen
folglich in jedem Simulationsschritt ausgewertet werden. Der Aufwand dieser Be-
rechnung verringert sich, wenn eine Berechung der linearen Steifigkeitsmatrix bereits
erfolgt ist, da sich die korotierte Steifigkeitsmatrix gemäß (2.142) aus der Multipli-
kation der linearen Steifigkeitsmatrix mit einer Rotationsmatrix ergibt. In der Regel
wird bei der korotierten FEM als Vorgabeverformung u die Verformung des letzten
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Simulationsschritts genommen. Der Algorithmus für die statische, korotierte FEM
lautet also

Algorithmus 4.4 : Lösung für statische, korotierte FEM
foreach Simulationsschritt I do

Berechne Kkorot = Kkorot(u)
Löse Kkorotu = f ext − fkorot

end

4.1.2 Dynamische Simulation

Bei einer dynamischen Simulation wird das vollständige Kräftegleichgewicht (4.1)
gelöst. Mit der kinetischen Kraft aus (2.116) lautet die Differentialgleichung 2. Ord-
nung

Mü + f int (u) = f ext (4.7)

Die Lösung der Gleichung erfolgt in der Regel durch eine Zeitintegration mit ei-
nem gewählten Diskretisierungsverfahren. Hierzu existieren in der Literatur zahl-
reiche Methoden [35], [113]. In dieser Arbeit werden zwei Ansätze vorgestellt, die
insbesondere bei der FEM-Simulation weit verbreitet sind. Das erste ist das zen-

trale Differenzenverfahren und das zweite ist das Newmark-Verfahren. Das zentrale
Differenzenverfahren ist ein explizites Integrationsverfahren, während dagegen das
Newmark-Verfahren ein implizites Verfahren ist. Beide Verfahren verwenden in der
hier vorgestellten Form eine konstante Zeitschrittweite ∆t.

Die Bewegungsgleichung wird oftmals um einen Dämpfungsterm erweitert, um die
Strukturdämpfung des Körpers zu berücksichtigen. Dies kann durch Einführung
einer konstanten Dämpfungsmatrix D geschehen, die man als eine Kombination aus
Massen- und linearer Steifigkeitsmatrix ansetzen kann. Mit den Faktoren a und b

resultiert die Dämpfungsmatrix

D = aM + bK lin (4.8)

Mit der Dämpfungsmatrix erweitert sich die Bewegungsgleichung zu

Mü + Du̇ + f int (u) = f ext (4.9)

Explizites Verfahren Ein explizites Verfahren zur Integration der Bewegungsglei-
chungen ist die zentrale Differenzenmethode. Hierzu wird eine Diskretisierung der
Beschleunigung und der Geschwindigkeit in der folgenden Form durchgeführt

üi =
1

∆t2
(ui+1 − 2ui + ui−1) (4.10)
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u̇i =
1

2∆t
(ui+1 − ui−1) (4.11)

Setzt man diese Diskretisierung in die Bewegungsgleichung (4.9) zum Zeitpunkt ti
ein, so ergibt sich

M
1

∆t2
(ui+1 − 2ui + ui−1) + D

1

2∆t
(ui+1 − ui−1) + f int (ui) = f ext (4.12)

Aufgelöst nach den unbekannten Verschiebungen ui+1 zum Zeitpunkt ti+1 folgt
(

M
1

∆t2
+ D

1

2∆t

)

ui+1 = f ext − f int (ui)

+ M
1

∆t2
(2ui − ui−1) + D

1

2∆t
ui−1 (4.13)

Diese Gleichung ist noch für alle drei Modellierungsansätze gültig und unterscheidet
sich erst durch die Formulierung der internen Kraft f int gemäß einem Ansatz aus
Kapitel 2. Für die nichtlineare FEM muss f int (ui) nach (2.108) berechnet werden.
Für die lineare FEM gilt nach (2.136)

f int (ui) = K linui (4.14)

und für die korotierte FEM gemäß (2.146)

f int (ui) = Ki
korotui + fkorot (4.15)

Die Matrix auf der linken Seite von (4.13) wird als Systemmatrix A geschrieben

A = M
1

∆t2
+ D

1

2∆t
(4.16)

Da sich die Massen- und Dämpfungsmatrix während der Simulation nicht ändern, ist
auch die Matrix A konstant und eine Berechnung einmalig zu Beginn der Simulation
ausreichend.

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Algorithmus für die Zeitintegration mit
dem zentralen Differenzenverfahren

Algorithmus 4.5 : Zeitintegration mit zentralem Differenzenverfahren
Berechne A = M 1

∆t2
+ D 1

2∆t

foreach Simulationsschritt I do

for Zeitintegrationsschritt i = 1 to iend do
ti = i∆t

Berechne f int = f int (ui) gemäß gewähltem FEM-Ansatz
Berechne b = f ext − f int + M 1

∆t2
(2ui − ui−1) + D 1

2∆t
ui−1

Löse Aui+1 = b
end

end
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Implizites Verfahren Ein implizites Zeitintegrationsverfahren ist das Newmark-
Verfahren. Es basiert auf der folgenden Diskretisierung der Beschleunigung und der
Geschwindigkeit

üi+1 =
1

α∆t2
(ui+1 − ui) −

1

α∆t
u̇i −

(

1

2α
− 1

)

üi (4.17)

u̇i+1 =
δ

α∆t
(ui+1 − ui) +

(

1 −
δ

α

)

u̇i +

(

1 −
δ

2α

)

∆tüi (4.18)

mit den beiden Parametern α ∈ [0; 1
2
] und δ ∈ [0; 1]. Für α = 1

4
und δ = 1

2
erhält

man die Trapezregel.

Setzt man die Diskretisierungen in die Bewegungsgleichung (4.9) zum Zeitpunkt ti+1

ein, so ergibt sich

M

(

1

α∆t2
(ui+1 − ui) −

1

α∆t
u̇i −

(

1

2α
− 1

)

üi

)

+ D

(

δ

α∆t
(ui+1 − ui) +

(

1 −
δ

α

)

u̇i +

(

1 −
δ

2α

)

∆tüi

)

+ f int (ui+1) − f ext =: G (ui+1) = 0 (4.19)

Die diskretisierte Gleichung wird mit G abgekürzt und es muss gelten G = 0. Die
Berechnung der gesuchten Verformungen ui+1 zum Zeitpunkt ti+1 unterscheidet sich
für die vorgestellten Modellierungsansätze.

Bei der nichtlinearen FEM wird zur Lösung der nichtlinearen Gleichung (4.19) für
ui+1 das Newton-Verfahren eingesetzt und es ergibt sich die Iterationsvorschrift mit
dem Iterationsindex k

(

M
1

α∆t2
+ D

δ

α∆t
+ Kk

tang

)

∆uk = −G
(

uk
i+1

)

(4.20)

uk+1
i+1 = uk

i+1 + ∆uk (4.21)

Die Summe der Matrizen auf der linken Seite der Gleichung (4.20) ist hier die Sy-
stemmatrix A

A = M
1

α∆t2
+ D

δ

α∆t
+ Kk

tang (4.22)

Mit diesen gewählten Ansätzen besteht der Simulationsablauf aus drei ineinander
geschachtelten Schleifen. Zusammengefasst lautet der Rechenalgorithmus für die Zei-
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tintegration des nichtlinearen Ansatzes mit dem Newmark-Verfahren

Algorithmus 4.6 : Zeitintegration mit Newmark-Verfahren des nichtlinearen An-
satzes
foreach Simulationsschritt I do

for Zeitintegrationsschritt i = 1 to iend do
ti = i∆t

for Newton-Iteration k = 1 to kmax do

Berechne A = M 1
α∆t2

+ D δ
α∆t

+ Kk
tang

(

uk
i+1

)

Berechne G
(

uk
i+1

)

Löse A∆uk = −G
(

uk
i+1

)

uk+1
i+1 = uk

i+1 + ∆uk

end

Berechne u̇i+1

Berechne üi+1

end

end

Beim Ansatz mit der linearen FEM kann (4.19) nach ui+1 aufgelöst werden und
man erhält das lineare Gleichungssystem

(

M
1

α∆t2
+ D

δ

α∆t
+ K lin

)

ui+1 = f ext

+ M

(

1

α∆t2
ui +

1

α∆t
u̇i +

(

1

2α
− 1

)

üi

)

+ D

(

δ

α∆t
ui −

(

1 −
δ

α

)

u̇i −

(

1 −
δ

2α

)

∆tüi

)

(4.23)

Die Summe der Matrizen auf der linken Seite A ist während der Simulation konstant,
da die einzelnen Summanden konstant sind. Die Matrix muss daher nur einmal zu
Beginn der Simulation berechnet werden.

A = M
1

α∆t2
+ D

δ

α∆t
+ K lin (4.24)

Die Berechnungsvorschrift für die Zeitintegration des linearen Ansatzes mit dem
Newmark-Verfahren ist im Algorithmus 4.7 dargestellt.

Beim Ansatz mit der korotierten FEM kann (4.19) nach ui+1 aufgelöst werden. Es
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

(

M
1

α∆t2
+ D

δ

α∆t
+ Kkorot (ui)

)

ui+1 = f ext − fkorot

+ M

(

1

α∆t2
ui +

1

α∆t
u̇i +

(

1

2α
− 1

)

üi

)

+ D

(

δ

α∆t
ui −

(

1 −
δ

α

)

u̇i −

(

1 −
δ

2α

)

∆tüi

)

(4.25)



64 4 Simulation von weichen Kontakten

Algorithmus 4.7 : Zeitintegration mit Newmark-Verfahren des linearen Ansatzes
Berechne A = M 1

α∆t2
+ D δ

α∆t
+ K lin

foreach Simulationsschritt I do

for Zeitintegrationsschritt i = 1 to iend do

ti = i∆t

Berechne b = f ext + M
(

1
α∆t2

ui + 1
α∆t

u̇i +
(

1
2α

− 1
)

üi

)

+

D
(

δ
α∆t

ui −
(

1 − δ
α

)

u̇i −
(

1 − δ
2α

)

∆tüi

)

Löse Aui+1 = b

Berechne u̇i+1

Berechne üi+1

end

end

Die Systemmatrix A als Summe der linken Seite von Gleichung (4.25) lautet

A = M
1

α∆t2
+ D

δ

α∆t
+ Kkorot (ui) (4.26)

Da die korotierte Steifigkeitsmatrix Kkorot von der Verformung abhängt, ändert sich
die Summe der Matrizen auf der linken Seite in jedem Zeitschritt. Der Algorithmus
lautet zusammengefasst für die Zeitintegration des korotierten Ansatzes mit dem
Newmark-Verfahren

Algorithmus 4.8 : Zeitintegration mit Newmark-Verfahren des korotierten Ansat-
zes
foreach Simulationsschritt I do

for Zeitintegrationsschritt i = 1 to iend do
ti = i∆t

Berechne A = M 1
α∆t2

+ D δ
α∆t

+ Kkorot (ui)

Berechne b = f ext − fkorot + M
(

1
α∆t2

ui + 1
α∆t

u̇i +
(

1
2α

− 1
)

üi

)

+

D
(

δ
α∆t

ui −
(

1 − δ
α

)

u̇i −
(

1 − δ
2α

)

∆tüi

)

Löse Aui+1 = b

Berechne u̇i+1

Berechne üi+1

end

end

Vergleich der Verfahren Für den Vergleich der beiden Integrationsverfahren wird
das Beispiel des eingespannten Balkens verwendet. Der Balken ist zur Zeit t = 0
unverformt und in Ruhe. Er wird losgelassen und die Verformung konvergiert gegen
die statische Verformung. Für die Darstellung des Zeitverlaufs wird die vertikale
Komponente des ausgewiesenen Knotens P verwendet, der im Bild 4.2 eingezeichnet
ist.

Das Newmark-Verfahren ist für alle Zeitschrittweiten stabil, während dagegen die
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P
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t = 0,9 s t = 1,2 s t = 1,5 s

Bild 4.2: Dynamische Verformung des Balkens (Momentaufnahmen)

Stabilität des zentralen Differenzenverfahrens von mehreren Größen abhängt, wie
beispielsweise von der Diskretisierung des Volumens, von den Materialparametern
oder von den Parametern der Zeitintegration. Die Zeitschrittweite ∆t muss dabei
stets kleiner oder gleich einer kritischen Zeitschrittweite ∆tkr sein

∆t ≤ ∆tkr (4.27)

Die kritische Zeitschrittweite ist die kleinste Elementlänge Le, in diesem Fall der
kleinste Abstand zwischen zwei Knoten des Netzes, geteilt durch die Wellengeschwin-
digkeit c

∆tkr =
Le

c
(4.28)

Die Wellengeschwindigkeit in einem St. Venant-Kirchhoff-Material lautet [115]

c =

√

E(1 − ν)

ρ(1 + ν)(1 − 2ν)
(4.29)

Für das gewählte Beispielmodell ist jeweils eine Zeitschrittweite kleiner 10−3 notwen-
dig um das System stabil zu integrieren, unabhängig von der Modellierungsart. In
den Bildern 4.3, 4.4 und 4.5 sind die Zeitverläufe mit den beiden Integrationsverfah-
ren dargestellt. In den vergrößerten Bereichen kann man keinen großen Unterschied
im zeitlichen Verlauf erkennen. Der Zeitverlauf im Bild 4.4 bei der Modellierung
mit der linearen FEM schwingt stark um die statische Lösung. Wie schon im stati-
schen Fall weicht auch hier die lineare Lösung stark von der nichtlinearen ab, wie
ein Vergleich mit Bild 4.3 zeigt. Im Bild 4.6 sind die Ergebnisse mit dem Newmark-
Verfahren der nichtlinearen und der korotierten FEM zusammen aufgetragen. Es
ist eine qualitativ gute Übereinstimmung der beiden Zeitverläufe erkennbar, wie sie
bereits in Kapitel 2 Bild 2.8 bei der statischen Rechnung festgestellt wurde.
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Bild 4.3: Vergleich Dynamik nichtlineare FEM (explizit/implizit)
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4.2 Interaktionsarten

Das dritte Klassifizierungskriterium für die Simulation ist die Interaktionsart. Sie
definiert die Schnittstelle zum Datenaustausch mit der Simulation. Es gibt zwei
Arten um mit der Simulation zu kommunizieren, die im Bild 4.7 skizziert sind. Zum
einen kann die externe Kraft an gegebenen Knoten als Simulationseingang genutzt
werden. Der Ausgang ist in diesem Fall die Verformung des Körpers. Zum anderen
kann die Verformung an gegebenen Knoten als Eingang dienen. Die Reaktionskräfte
auf Grund der Verformung stellen dann den Ausgang der Simulation dar.

Simulation

Simulation

Knotenindizes

Knotenindizes

Kraft

Kraft

Verschiebung

Verschiebung

Kraftinteraktion

Verschiebungsinteraktion

Bild 4.7: Interaktionsarten

Um die beiden Interaktionarten in die Simulation zu integrieren, werden zunächst
die Systemgleichungen genauer betrachtet. Alle bisher untersuchten Modellierungs-
ansätze und Simulationsarten resultieren in derselben Gleichungsstruktur. Es muss
jeweils ein lineares Gleichungssystem der Form

Ax = b (4.30)

gelöst werden. Der Lösungsvektor x ist entweder der Verschiebungsvektor u oder
dessen Änderung ∆u. Die Systemmatrix A und der Vektor b werden nach Wahl
des FEM-Ansatzes und der Simulationsart, wie in den vorherigen Abschnitten dar-
gestellt, berechnet.

Die Interaktion erfolgt über die Vorgabe von Randbedingungen. Im Folgenden wird
vorausgesetzt, dass eine endliche Zahl der Knoten eine Dirichlet-Randbedingung
erfüllen, zum Beispiel durch eine feste Einspannung, und damit das Gesamtproblem
immer statisch bestimmt ist.

Zunächst werden die Auswirkungen durch eine Vorgabe von Randbedingungen auf
das Gleichungssystem (4.30) untersucht. Durch die Vorgabe einer Dirichlet-Rand-
bedingung in Form einer Knotenverschiebung sind Komponenten des Vektors x ge-
geben und die entsprechenden Komponenten auf der rechten Seite b sind gesucht.
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Zur Lösung dieses Problems wird das Gleichungssystem partitioniert
[

A11 A12

A21 A22

] [

x1

x2

]

=

[

b1

b2

]

(4.31)

Alle gegebenen Komponenten von x werden in dem Vektor x2 zusammengefasst. Die
entsprechenden Komponenten b2 auf der rechten Seite sind somit unbekannt. Die
unbekannten Komponenten der freien Knoten sind im Vektor x1 zusammengefasst,
mit der entsprechenden rechten Seite b1, deren Komponenten wieder alle gegeben
sind. Die Lösung des Gleichungssystems erfolgt in zwei Schritten

A11x1 = b1 − A12x2 (4.32)
b2 = A21x1 + A22x2 (4.33)

Die Partitionierung des Gleichungssystems wird somit durch die Interaktionsart und
natürlich durch die betroffenen Knotenindizes bestimmt. Für den Fall, dass sich
die Interaktionsart oder die Knotenindizes ändern, muss die Partitionierung neu
durchgeführt werden.

Kraftinteraktion Bei der Kraftinteraktion (Bild 4.7 oben) werden in jedem Simula-
tionsschritt Kräfte an Knoten vorgegeben. Diese Kraftvorgaben können nur an freien
Knoten erfolgen und gehen daher in Komponenten des Vektors b1 ein. Es ändert sich
dadurch die rechte Seite des Gleichungssystems. Die Partitionierung des Gleichungs-
systems bleibt gleich, auch wenn die Kraftvorgaben in jedem Simulationsschritt an
unterschiedlichen freien Knoten erfolgen.

Verschiebungsinteraktion Bei der Verschiebungsinteraktion (Bild 4.7 unten) wer-
den in jedem Simulationsschritt Verschiebungen an Knoten vorgegeben. Diese Kom-
ponenten sind ein Teil des Vektors x2. Neben dem Betrag dieser Verschiebungsvor-
gabe kann sich auch die Menge der Knoten mit Verschiebungsvorgabe ändern, wenn
beispielsweise an einem zunächst freien Knoten eine Verschiebung vorgegeben wird.
Das hat zur Folge, dass die Partitionierung des Gleichungssystems erneut durchge-
führt werden muss.

4.3 Numerische Lösungsverfahren

Die Simulation von deformierbaren Körpern mit den vorgestellten Algorithmen er-
fordert die Lösung eines großen linearen Gleichungssystems (4.30). In den vorherigen
Abschnitten wurde gezeigt, dass sich die Systemmatrix A während der Simulation
ändern kann. So kann es sein, dass sich die Matrix nie, in jedem Simulationsschritt,
in jedem Zeitschritt oder in jedem Iterationsschritt ändert. Das mögliche Ände-
rungsverhalten aufgrund des gewählten Modellierungsansatzes, der Simulationsart
und des Integrationsverfahrens ist in der Tabelle 4.1 zusammengefasst.
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Tabelle 4.1: Änderung der Systemmatrix

Systemmatrix A FEM-Ansatz Simulationsart Zeitintegration Algorithmus
ändert sich

nie

linear statisch - 4.3
nichtlinear dynamisch explizit 4.5
linear dynamisch explizit 4.5
korotiert dynamisch explizit 4.5
linear dynamisch implizit 4.7

in jedem
Simulationsschritt korotiert statisch - 4.4
in jedem
Zeitschritt korotiert dynamisch implizit 4.8
in jedem nichtlinear statisch - 4.1
Iterationsschritt nichtlinear dynamisch implizit 4.6

Zur Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = b können direkte und indirekte
Verfahren eingesetzt werden. Die Wahl des Verfahrens hängt von der Größe, der
Struktur und auch vom Änderungsverhalten der Matrix ab.

Die Matrix A ist symmetrisch, positiv definit und dünnbesetzt. Die Belegung der
linearen Steifigkeitsmatrix des Balkenbeispiels ist im Bild 4.8 zu sehen und hat eine
Belegungsdichte von 4%. Zur Speicherung von dünnbesetzten Matrizen kann man
verschiedene Strukturen verwenden. Ein einfaches Format ist das coordinate-Format.
Es speichert die Zeile, die Spalte und den Wert des entsprechenden Matrixeintrages
ab. In den Implementierungen für diese Arbeit wurde das compressed sparse row -
Format verwendet. Es besitzt einen geringeren Speicherbedarf als das coordinate-
Format, da für jede Matrixzeile nur ein Vektor mit Spaltenindizes gespeichert wird.

Direkte Verfahren Die direkten Verfahren basieren auf einer Cholesky-Zerlegung
der symmetrisch, positiv definiten Matrix A

A = LLT (4.34)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L. Liegt die Cholesky-Zerlegung vor, kann durch
ein Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen der Lösungsvektor x berechnet werden.

Lz = b (4.35)

LT x = z (4.36)

Der größte Rechenaufwand bei diesem Verfahren liegt in der Zerlegung der Ma-
trix. Insbesondere bei großen, dünnbesetzten Matrizen müssen spezielle Algorith-
men eingesetzt werden. Es existieren hierfür eine Reihe von Softwarebibliotheken,
wie LAPACK [1], [5] für vollbesetzte Matrizen oder CHOLMOD [33], [24] für
dünnbesetzte Matrizen.

Die direkten Verfahren bieten sich insbesondere an, wenn sich die Systemmatrix A
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Bild 4.8: Belegung der Steifigkeitsmatrix des Balkenbeispiels

während der Simulation nicht ändert. Die Cholesky-Zerlegung kann in diesem Fall zu
Beginn der Simulation berechnet werden. Zur Lösung des Gleichungssystems muss
dann lediglich ein Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen durchgeführt werden.

Wenn sich die Partitionierung der Matrix A auf Grund einer Änderung der In-
dexmenge bei der Verschiebungsinteraktion ändert, kann dies durch entsprechendes
Setzen der Spalten und Zeilen in der Dreiecksmatrix L der Cholesky-Zerlegung be-
rücksichtigt werden. Das bedeutet, dass man anstelle von (4.32)

A11x1 = b1 − A12x2 (4.37)

das erweiterte Gleichungssystem
[

A11 0

0 I

] [

x1

x2

]

=

[

b1 − A12x2

x2

]

(4.38)

löst. Da die Cholesky-Zerlegung der Matrix A bereits berechnet wurde, bestimmt
sich die Cholesky-Zerlegung des erweiterten Systems zu

[

A11 0

0 I

]

=

[

L11 0

0 I

] [

L11 0

0 I

]T

(4.39)

Somit muss bei einer Änderung der Partitionierung der Matrix durch veränderte
Randbedingungen keine erneute Cholesky-Zerlegung durchgeführt werden.
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Iterative Verfahren Es gibt eine Reihe von iterativen Verfahren zur Lösung von
linearen Gleichungssystemen [55]. Das Ziel ist durch Rechenoperationen eine Fol-
ge von Lösungsvektoren zu erzeugen, die gegen die exakte Lösung konvergiert. Für
symmetrisch, positiv definite Matrizen eignet sich das konjugierte Gradientenver-

fahren (CG-Verfahren). Dabei müssen in jedem Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-
Multiplikation und mehrere Skalarprodukte berechnet werden. Die Iterationsschleife
wird abgebrochen, wenn das Residuum unterhalb einer gesetzten Toleranz ist oder
wenn eine maximale Anzahl von Iterationsschritten erreicht ist.

Das CG-Verfahren kann beschleunigt werden, indem eine Vorkonditionierung ver-
wendet wird. Als einfache und auch schnelle Vorkonditionierer bieten sich eine inver-
se Diagonalmatrix und eine unvollständige Cholesky-Zerlegung an. In dieser Arbeit
wird eine unvollständige Cholesky-Zerlegung verwendet, die die Dünnbesetztheit der
Matrix erhält und keine sogenannten Fill-in erzeugt.

4.4 Rechenzeitvergleich

Ein Vergleich von Rechenzeiten unterschiedlicher Algorithmen ist im Allgemeinen
schwierig, da er von vielen Faktoren abhängig ist. Neben vergleichbaren Genauig-
keitsvorgaben, spielt die Implementierung und die Optimierung durch den Compiler
eine große Rolle. Im Folgenden werden zwei verschiedene Rechenzeitvergleiche prä-
sentiert. Der erste ist die benötigte Zeit zur Lösung des dünnbesetzten Gleichungs-
systems. Dabei wird das direkte mit dem indirekten Verfahren für unterschiedliche
Matrixgrößen verglichen. Beim zweiten Vergleich wird die Rechenzeit für einen Zeit-
schritt des Newmark-Verfahrens untersucht. Dieser Vergleich dient als Ausgangs-
punkt für eine spätere Echtzeitsimulation. Wenn die Zeitschrittweite des Integrati-
onsverfahrens gleich der benötigten Rechenzeit ist, dann stimmt die Simulationszeit
mit der realen Zeit überein. Als Beispiel dient wieder der einseitig eingespannte
Balken, der mit unterschiedlich feinen Tetraedernetzen diskretisiert wird. Mit der
Diskretisierung ändert sich die Systemgröße und die Matrixdimension und es kön-
nen die Auswirkungen auf die Rechenzeit analysiert werden.

Lösung des linearen Gleichungssystems Zum Vergleich des direkten mit dem in-
direkten Verfahren zur Lösung des großen dünnbesetzten Gleichungssystems wird
ein Cholesky-Verfahren und ein CG-Verfahren verwendet. Das Cholesky-Verfahren
ist implementiert in dem Paket CHOLMOD. Das CG-Verfahren ist selbstimple-
mentiert mit einer eigenen Bibliothek zur schnellen Berechnung der Matrix-Vektor-
Operationen. Sämtliche Rechnungen wurden mit einem PC mit Intel P4 Prozessor
mit 3.2 GHz Taktrate und 1 GB Hauptspeicher durchgeführt.

In Tabelle 4.2 und 4.3 sind die Rechenzeiten für eine statische Lösung des Balkens
mit linearer FEM eingetragen. Das Gleichungssystem wird gemäß Algorithmus 4.3
genau einmal gelöst. Für das CG-Verfahren wurden unterschiedliche Abbruchtole-
ranzen getestet und als Startvektor wurde der Nullvektor eingesetzt. Beim direkten
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Verfahren umfasst die Rechenzeit die Cholesky-Zerlegung und das Vorwärts- und
Rückwärtseinsetzen. Die Zeit zum Aufstellen der Systemmatrix wird in beiden Ver-
fahren nicht berücksichtigt, da dies identisch erfolgt.

Im Bild 4.9 wird der Einfluss eines Vorkonditionierers auf die Gesamtrechenzeit des
CG-Verfahrens für die Abbruchtoleranz von 10−8 dargestellt und mit der Rechenzeit
des direkten Verfahrens verglichen.

Tabelle 4.2: Rechenzeit des CG-Verfahrens in ms

Matrixdimension CG (ohne Vorkond.) CG (Diag.) CG (Unvollst. Chol.)
10−4 10−6 10−8 10−4 10−6 10−8 10−4 10−6 10−8

261 5 5 6 3 3 4 4 4 4
489 18 18 21 10 11 11 11 12 12
849 37 38 42 22 23 24 24 25 26

1317 69 71 82 44 46 47 47 49 51
1920 131 136 148 87 89 93 92 96 99
2835 255 266 298 167 173 186 164 170 177
5097 615 639 677 432 446 460 392 409 427
9597 1484 1543 1648 1068 1118 1150 970 1014 1049

Tabelle 4.3: Rechenzeit des Cholesky-Verfahrens in ms

Matrixdimension Einträge Cholesky-Zerlegung Gesamtrechenzeit
261 7533 2 2
489 15021 3 4
849 28467 9 10

1317 46629 18 20
1920 71190 34 36
2835 106515 59 62
5097 201123 162 170
9597 392391 511 535

Die Rechenzeit für die Lösung mit dem Cholesky-Verfahren kann noch genauer ana-
lysiert werden (siehe Tabelle 4.3). Es zeigt sich, dass den Großteil der Rechenzeit
die Cholesky-Zerlegung benötigt und das Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen demge-
genüber nur kurze Zeit beansprucht.

Zusammenfassend kann man erkennen, dass bei den untersuchten Systemdimensio-
nen das direkte Verfahren stets schneller ist als das indirekte. Ein weiterer Vorteil des
Cholesky-Verfahrens ist die Vorabberechnung der Zerlegung. Wenn sich die System-
matrix während der Simulation nicht ändert, kann die Cholesky-Zerlegung zu Beginn
durchgeführt werden und zur Lösung ist lediglich ein schnelles Vorwärts- und Rück-
wärtseinsetzen erforderlich. Zusätzlich ist die benötigte Rechenzeit für ein System
immer identisch und somit planbar, was für eine echtzeitfähige Simulation wichtig
ist. Die Vorteile des CG-Verfahrens sind der Zugriff auf Näherungslösungen zwischen
den Iterationen, die Nutzung von Startlösungen aus vorherigen Simulationsschritten
und die Einstellbarkeit der Abbruchtoleranz. Da für die späteren Anwendungen die
Rechenzeit ausschlaggebend ist, erweist sich das direkte als das besser geeignete
Verfahren.
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Bild 4.9: Vergleich des Rechenzeitbedarfs

Zeitschritt mit Newmark-Verfahren Der zweite Vergleich untersucht die Rechen-
zeit für einen Zeitschritt mit dem Newmark-Verfahren für die vorgestellten FEM-
Modellierungsansätze (Algorithmus 4.6, 4.7 und 4.8). Innerhalb der Zeitintegration
wird das Cholesky-Verfahren zur Lösung des Gleichungssystems eingesetzt. Beim
nichtlinearen Ansatz wird die Anzahl der Newton-Iterationen variiert und deren
Auswirkung auf die Rechenzeit und Genauigkeit untersucht.

In Tabelle 4.4 sind die ermittelten Rechenzeiten in Millisekunden eingetragen. Der
lineare Ansatz ist erwartungsgemäß hier am schnellsten. Der Grund liegt in der Vor-
abberechnung der Cholesky-Zerlegung (Algorithmus 4.7), womit in jedem Zeitschritt
nur ein schnelles Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen durchgeführt werden muss. Mit
dem korotierten Ansatz (Algorithmus 4.8) muss in jedem Zeitschritt das Gleichungs-
system neu aufgebaut und anschließend gelöst werden. Die Rechenzeit für einen Zeit-
schritt ist daher größer als bei der alleinigen Lösung des linearen Gleichungssystems
(Tabelle 4.3). Die Rechenzeit für den nichtlinearen Ansatz (Algorithmus 4.6) skaliert
mit der Anzahl der durchgeführten Newton-Iterationen. Bei einer Newton-Iteration
muss ein Gleichungssystem gelöst werden und der Aufwand entspricht daher in etwa
dem des korotierten Ansatzes. Bei mehr Newton-Iterationen steigt die Rechenzeit
entsprechend. So wird bei fünf Iterationen ungefähr die fünffache Rechenzeit benö-
tigt.

Des Weiteren stellt sich die Frage, wie viele Newton-Iterationen durchzuführen sind.
Im Bild 4.10 wird der Einfluss der durchgeführten Newton-Iterationen auf die Genau-
igkeit der Lösung dargestellt. Dazu wurde der zeitliche Verlauf der Knotenverschie-
bungen u(t) mit fünf Newton-Iterationen uk=5(t) als Referenzlösung angenommen.
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Fünf Iterationen sind für das betrachtete Beispiel ausreichend, da eine größere An-
zahl keine Verbesserung der Genauigkeit mit sich bringt. In jedem Zeitschritt wird
die Differenz der Verschiebungsverläufe uk=1(t), uk=2(t), uk=3(t) und uk=4(t) von
der Referenzlösung gebildet. Mit der Norm dieser Abweichung zu jedem Zeitpunkt ti
erhält man ein Maß W für die Übereinstimmung der Verformung und somit für die
Genauigkeit. Als Berechnungsvorschrift ergibt sich beispielsweise für eine Iteration

W (ti) = ‖uk=1(ti) − uk=5(ti)‖ (4.40)

Der Verlauf von W ist im Bild 4.10 für eine und im Bild 4.11 zwei Newton-Iterationen
dargestellt. Mit einer Newton-Iteration kann man einen geringen Unterschied zur
Referenzlösung erkennen, während man mit zwei Iterationen kaum noch einen Un-
terschied feststellen kann. Mit drei und vier Iterationen befindet man sich bereits
unterhalb der Darstellungsauflösung.

Tabelle 4.4: Rechenzeit für einen Zeitschritt des Newmark-Verfahrens in ms

Matrixdimension Linear Korotiert Nichtlinear (k Iterationen)
k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

261 0,1 4 4 8 12 16 20
489 0,2 9 9 18 27 35 44
849 0,8 21 21 43 64 86 107

1317 1,5 38 39 79 118 158 198
1920 2,4 66 67 135 203 269 337
2835 4,0 108 111 223 335 446 557
5097 8,6 262 269 540 808 1079 1349
9597 21,2 734 759 1490 2235 2976 3734
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Bild 4.10: Maß der Verformungsabweichung W für eine Newton-Iteration
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Bild 4.11: Maß der Verformungsabweichung W für zwei Newton-Iterationen
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5 Haptisches Rendering

In den vorherigen Kapiteln wurde die Simulation von deformierbaren Körpern aus-
führlich untersucht. Eine Anwendung davon ist das haptische Rendering. Haptisches
Rendering ist die interaktive Simulation einer virtuellen Umgebung mittels eines
haptischen Geräts, welches eine Kraftrückkopplung ermöglicht. Ein Einsatzgebiet
ist die virtuelle Realität, um realistischere Szenarien zu schaffen, wie zum Beispiel
Trainingssimulatoren für die Chirurgie. Die Anforderungen beim haptischen Rende-
ring sind höher als beim visuellen Rendering, bei dem eine Bildrate von etwa 30 Hz
ausreichend ist, um eine flüssige Animation zu erzeugen. Beim haptischen Rendering
ist eine Taktrate bis 1000 Hz notwendig, um Krafteindrücke realistisch darzustellen.
Die Berechnung der Kraft in der Simulation muss daher dementsprechend schnell
erfolgen.

Im Folgenden wird die Simulation der deformierbaren Körper mit einem haptischen
Gerät gekoppelt, wobei die Simulation für die Berechnung der Kräfte in Echtzeit
erfolgen soll. Bei großen Simulationssystemen kann die Kraftberechnung viel Zeit
beanspruchen, wodurch die Echtzeitanforderung verletzt werden kann. Daher wird
ein Ansatz vorgestellt, der auch bei längeren Rechenzeiten dem menschlichen Benut-
zer noch eine realistische Kraftwahrnehmung eines deformierbaren Körpers ermög-
licht.

Der Systemaufbau ist im Bild 5.1 dargestellt. Die Position des haptischen Geräts
wird dabei an ein Interaktionsmodul gesendet. Dieses Modul ist dafür verantwortlich,
die Indizes und Verschiebungen der Knoten für die Interaktion mit dem deformierba-
ren Körper zu ermitteln. Im einfachsten Fall entspricht die Position des haptischen
Geräts genau der Verschiebung eines einzelnen Knotens des Netzes. Bei komplexe-
ren Szenarien kann das Interaktionsmodul eine Kollisionserkennung oder auch eine
Mehrkörpersimulation beinhalten. Auf der anderen Seite hat das Modul die Aufgabe,
aus den Reaktionskräften an den ermittelten Knoten genau eine dreidimensionale
Kraft abzubilden, die an das haptische Gerät gesendet wird. Das Interaktionsmodul
dient außerdem als Verbindung zwischen den verschiedenen Taktraten, mit denen
das haptische Gerät und die Simulation arbeiten.

Interaktions-
modul

Position

Position

KraftKraft

Knoten

Simulation

Haptisches Gerät

Bild 5.1: Systemaufbau für haptisches Rendering
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5.1 Menschliche Wahrnehmung

Das Ziel des haptischen Rendering ist, die Manipulation des deformierbaren Körpers
möglichst realistisch darzustellen. Diese Arbeit beschränkt sich auf die realistische
Darstellung der Reaktionskräfte bei weichen Kontakten.

Die Kraftrückkopplung zum Menschen erfolgt über ein Gerät, dessen Taktfrequenz
vom darzustellenden Effekt abhängt. So wird für eine Kraftrückmeldung eine Fre-
quenz von 300 Hz empfohlen und für eine Vibrationsrückmeldung eine Frequenz
von 3 kHz. In virtuellen Umgebungen hängt die notwendige Taktfrequenz von der
Umgebungssteifigkeit ab und reicht von 100 Hz bis 1kHz. Oftmals wird eine Taktfre-
quenz von 1kHz realisiert, was einen guten Kompromiss zwischen Darstellungstreue,
Rechenzeit und auch Kosten ermöglicht.

Eine funktionelle Beschreibung für die menschliche Kraftwahrnehmung ist das We-

ber’sche Gesetz. Es kann auch bei anderen Sinnesmodalitäten angewendet werden
und lautet

F − FRef

FRef

= cWeber (5.1)

Hierbei ist F der neue wahrgenommene Sinnesreiz, in diesem Fall eine Kraft, FRef

ist die Referenzkraft und cWeber ist eine Konstante. Der Zähler wird auch just no-

ticable difference (JND) JND = F − FRef genannt und bezeichnet die gerade noch
wahrnehmbare Kraftänderung. In Worten bedeutet das Weber’sche Gesetz, dass die
wahrnehmbare Kraftänderung in Relation zur Referenzkraft ein konstantes Verhält-
nis bilden. Mehrere experimentelle Untersuchungen zeigten, dass bei Kräften die
Weber’sche Konstante cWeber zwischen 7% und 10% liegt. Wird beispielsweise eine
Referenzkraft von FRef = 10 N und eine Konstante cWeber = 10% angenommen, so
wird nach Gleichung (5.1) davon ausgegangen, dass der Mensch eine Kraftänderung
erst wahrnehmen kann, wenn die Kraft kleiner 9 N oder größer 11 N ist.

Beim haptischen Rendering muss für die Kraftrückkopplung die Reaktionskraft mit-
tels Simulation berechnet werden. Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass bei
deformierbaren Körpern die Berechnung in der Regel länger dauert als die für eine
Kraftrückkopplung zulässigen 1− 3 ms. Die Simulation der Kräfte steht somit nicht
in Echtzeit zur Verfügung und durch die größere Rechenzeit entsteht eine Diskretisie-
rung des sonst glatten Kraftverlaufs. Zur Illustration dieses Problems wird zunächst
ein linearer eindimensionaler Zusammenhang zwischen Verschiebung x und Kraft F

angenommen

F = cx (5.2)

mit einer Steifigkeit c. Das kontinuierliche Kraftsignal ist im Bild 5.2 veranschau-
licht. Aufgrund der Rechenzeit ergibt sich eine Diskretisierung des Kraftsignals. Das
mit einer fiktiven Rechenzeit von 50 ms diskretisierte Kraftsignal ist im Bild 5.3
gezeichnet.
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Bild 5.2: Kontinuierliches Kraftsignal

Das diskretisierte Kraftsignal wird vom menschlichen Benutzer als störend und un-
realistisch wahrgenommen. Der Benutzer spürt Kraftsprünge, obwohl er einen kon-
tinuierlichen Kraftverlauf erwartet. Dies kann zu Irritationen beim Benutzer, zu
ungenauen oder unkontrollierten Bewegungen und auch zur Instabilität des Gesamt-
systems führen. Daher sollte der Kraftverlauf stets so glatt sein, wie ein Benutzer es
mit seiner Erfahrung erwartet.

5.2 Glättung von diskretisierten Kraftsignalen

Ein Verbesserungsansatz ist der Einsatz eines Filters zur Glättung des diskretisierten
Kraftsignals. Dieses kann in das Interaktionsmodul (siehe Bild 5.1) integriert werden.
Einfache, aber auch effiziente Filter in Form von PT1, PT2 und allgemeinen PTn-
Übertragungsgliedern werden im Folgenden untersucht und für die Anwendung der
Kraftrückkopplung ausgelegt. Ein großer Vorteil dieser Filter ist die geringe Anzahl
von Parametern, die einfach und schnell variiert werden können. Dies ist insbesonde-
re wichtig, wenn die Filter nach dem subjektiven Empfinden von Personen ausgelegt
werden und deswegen auf eine kurze Experimentierzeit geachtet werden muss.

Ein einfaches Tiefpassfilter ist das PT1-Glied. Es ist ein proportional wirkendes
Verzögerungsglied 1.Ordnung. Die Differentialgleichung lautet

T1ẏ(t) + y(t) = ku(t) (5.3)
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Bild 5.3: Diskretisiertes Kraftsignal

mit dem Ausgang y(t), dem Eingang u(t), der Zeitkonstanten T1 und dem Ver-
stärkungsfaktor k. Im Folgenden wird k = 1 verwendet um stationäre Genauigkeit
sicherzustellen.

Bild 5.4 zeigt die Filterung der diskretisierten Kraftsignale aus Bild 5.3 mit unter-
schiedlichen Zeitkonstanten T1.

Die Differentialgleichung eines PT2-Glieds lautet

T 2
2 ÿ(t) + 2dT2ẏ(t) + y(t) = u(t) (5.4)

mit der Zeitkonstanten T2 und der Dämpfung d. Im Folgenden wird eine kritische
Dämpfung d = 1 vorausgesetzt und das PT2-Glied entspricht damit der Reihenschal-
tung von zwei PT1-Gliedern. Im Bild 5.5 sind die mit einem PT2-Glied gefilterten
Kraftsignale eingezeichnet, wobei die Zeitkonstante T2 variiert wird.

Ein PTn-Glied kann als Reihenschaltung von n PT1-Gliedern konstruiert werden.
Die zugehörige Differentialgleichung lautet

n
∑

k=0

(

n

k

)

T k
ny(k)(t) = u(t) (5.5)

mit der k-ten Ableitung y(k)(t) und der Zeitkonstanten Tn.

Die gefilterten Kraftsignale mit PTn-Gliedern bis zur Ordnung 4 sind im Bild 5.6
dargestellt. Es wurde dabei jeweils die gleiche Zeitkonstante Ti, i = 1..4 verwen-
det.
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Bild 5.4: PT1-Glied zur Glättung des diskretisierten Signals
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Bild 5.5: PT2-Glied zur Glättung des diskretisierten Signals
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Bild 5.6: Vergleich der Filterordnung bei gleicher Zeitkonstante

In den Bildern 5.4 und 5.5 kann man erkennen, dass mit einer kleinen Zeitkonstan-
te das diskretisierte Signal genauer angenähert wird und die Stufencharakteristik
des Eingangssignals weitgehend erhalten bleibt. Dagegen bewirkt eine große Zeit-
konstante ein flacheres Ausgangssignal und auch eine größere Zeitverzögerung. Bei
dem Vergleich der Filterordnungen im Bild 5.6 zeigt sich, dass das Ausgangssignal
bei Filtern höherer Ordnung glatter ist und eine höhere Differenzierbarkeitsordnung
besitzt, was sich auch mit der Gleichung (5.5) theoretisch bestätigen lässt.

Die Auswahl und Auslegung des Filters soll mit den Anforderungen der menschlichen
Wahrnehmung geschehen. Dadurch ergeben sich widersprüchliche Vorgaben an das
Filter. Auf der einen Seite soll das Filter möglichst schnell sein, um keine zusätzliche
Zeitverzögerung zu erzeugen, das heißt die Zeitkonstante Ti soll klein sein. Auf der
anderen Seite soll das Signal so glatt sein, dass der Mensch das Kraftsignal als
kontinuierlich wahrnimmt. Dies entspricht einer großen Zeitkonstanten Ti oder einer
hohen Ordnung des Filters.

Die Wahl der Zeitkonstante hängt von der diskretisierten Kraftsprunghöhe ab, die
geglättet werden soll. Die Kraftsprünge selbst hängen von mehreren Faktoren ab. Als
erstes von der Modellierung des deformierbaren Körpers und der damit verbundenen
Rechenzeit. Bei hoher Rechenzeit ist nicht nur die Zeit zwischen den Kraftsprüngen
größer, auch die Höhe der Kraftsprünge kann größer sein. Außerdem hängen die
Kraftsprünge vom Material des Objekts ab. Bei hoher Steifigkeit bewirken auch
kleine Verformungsänderungen eine große Änderung der Kraft. Ein weiterer Faktor
ist die Eingangsbewegung. So ändert sich bei einer schnellen Bewegung die Reakti-
onskraft entsprechend schnell und es treten dadurch größere Kraftsprünge auf.
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Bild 5.7: Zeitverzögerung eines PT1-Gliedes in s

Die Zeitverzögerung, die durch die Filterung entsteht, kann durch den Phasenwinkel
ϕ des Übertragungsglieds abgeschätzt werden. Beim PT1-Glied lautet er

ϕ = arctan (−ωT1) (5.6)

wobei ω die Frequenz des Eingangssignals ist. Die frequenzabhängige Zeitverzöge-
rung ∆t durch das Filter ist somit

∆t = −
ϕ

ω
= −

arctan (−ωT1)

ω
(5.7)

In Bild 5.7 sind die Zeitverzögerungen eingezeichnet, die sich durch ein PT1-Glied
mit verschiedenen Zeitkonstanten T1 ergeben.

Man erkennt, dass ein niederfrequentes Signal eine größere Zeitverzögerung als ein
hochfrequentes besitzt. Die maximale Zeitverzögerung ist gleich der Zeitkonstanten
des PT1-Glieds. Dies ergibt sich aus der Grenzwertbetrachtung

lim
ω→0

∆t = T1 (5.8)

Die Berechnung der Zeitverzögerung durch Glieder höherer Ordnung erfolgt analog
und es resultiert die maximale Zeitverzögerung für ein PTn-Glied

lim
ω→0

∆t = nTn (5.9)

Die bisherigen Betrachtungen der Filter erfolgten mit kontinuierlichen Signalen. Für
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einen Rechnereinsatz müssen diese nach der Auslegung noch diskretisiert werden.
Dazu wird die Ableitung durch den Differenzenquotienten angenähert

ẏ(tk) = ẏk ≈
yk − yk−1

h
(5.10)

mit der Zeitschrittweite h des Filters. Setzt man diese Approximation in die Dif-
ferentialgleichungen der Übertragungsglieder ein, erhält man eine zeitdiskretisierte
Form. Wenn man diese Darstellung nach dem aktuellen Ausgang yk auflöst, ergibt
sich ein Filtergesetz, in dem der Ausgang nur vom Eingang und von zurückliegenden
Ausgängen abhängt.

Für das PT1-Glied mit der Differentialgleichung (5.3) lautet das digitale Filterge-
setz

yk =
h

T1 + h
uk +

T1

T1 + h
yk−1 (5.11)

Approximiert man die Differentialgleichung (5.4) des PT2-Glieds mit (5.10), ergibt
sich das digitale Filtergesetz

yk =

(

h

T2 + h

)2

uk + 2
T2

T2 + h
yk−1 −

(

T2

T2 + h

)2

yk−2 (5.12)

Für das allgemeine PTn-Glied erhält man aus der Gleichung (5.5) das Filtergesetz

yk =

(

h

Tn + h

)n

uk +
n
∑

i=1

ciyk−i (5.13)

mit den Koeffizienten

ci = (−1)i−1

(

n

i

)(

Tn

Tn + h

)i

(5.14)

5.3 Experimente und Ergebnisse

Im Folgenden werden zwei Experimente präsentiert. Das erste Experiment zeigt die
Auslegung des Filters für haptische Anwendungen. Dadurch erhält man Werte für
die Filterparameter, um diese mit einem haptischen Gerät einsetzen zu können. Das
zweite Experiment ist ein Beispiel für das haptische Rendering. Dabei wird eine
Simulation eines virtuellen Objekts durchgeführt, wobei der Benutzer interaktiv das
Modell verformen kann und die Reaktionskräfte spürt.

Filterauslegung Das Ziel der Filterauslegung ist eine obere Grenze für die Zeit-
konstante eines PTn-Filters zu ermitteln, so dass sich ein diskretisiertes Signal glatt
anfühlt. Als Versuchsumgebung wird ein PHANToM Desktop verwendet und die
Kraftrückkopplung ist proportional zur Eingangsposition. Der Versuch entspricht
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somit dem Ziehen an einer virtuellen linearen Feder. Es werden mehrere Steifigkei-
ten eingestellt, um deren Auswirkungen auf die Kraftsprünge zu untersuchen. Für
die Diskretisierung des Kraftsignals wird eine künstliche Rechenzeit von 100 ms ein-
gestellt. Die interne Taktrate des Geräts und somit auch die Zeitschrittweite des
Filters ist 1000 Hz beziehungsweise 1 ms. Die Aufgabe für die Versuchspersonen ist,
die Zeitkonstante für die Filter anzupassen, so dass sich das gefilterte Kraftsignal
kontinuierlich anfühlt.

In Tabelle 5.1 sind die experimentell ermittelten Zeitkonstanten bis zur Filterord-
nung 4 eingetragen. Es wird dabei der Mittelwert der Ergebnisse von 8 Versuchsper-
sonen gebildet.

Tabelle 5.1: Experimentell ermittelte Zeitkonstanten

Filter Zeitkonstante
PT1 0.025
PT2 0.013
PT3 0.008
PT4 0.007

In den Bildern 5.8 und 5.9 sind aufgezeichnete Kraftsignale dargestellt. In dem Expe-
riment wird das kontinuierliche, das diskretisierte und das gefilterte Signal abgespei-
chert. Die Zeitkonstante für das PT1-Glied ist T1 = 30 ms und für das PT2-Glied
T2 = 15 ms. Das mit diesen Einstellungen gefilterte Kraftsignal wird von den Ver-
suchspersonen als glatt wahrgenommen.

Zeit [s]

K
ra

ft
[N

]

diskretisiert
kontinuierlich
gefiltert

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0

1

2

3

4

5

6

Bild 5.8: Filterung mit PT1-Glied mit T1 = 0.03 s
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Bild 5.9: Filterung mit PT2-Glied mit T2 = 0.015 s

Echtzeit Manipulation eines virtuellen Objekts Die vorgestellten Techniken wer-
den nun in einem virtuellen Szenario demonstriert. Das virtuelle Objekt, das mani-
puliert beziehungsweise verformt werden kann, ist ein Hase (siehe Bild 5.10). Der
Hase ist Teil des Stanford 3D Scanning Repository [118]. Das ursprüngliche Modell
wurde reduziert und besteht hier aus 571 Punkten und 1873 Tetraedern. Die Model-
lierung erfolgt unter Berücksichtigung der geometrischen Nichtlinearitäten und das
System wird dynamisch betrachtet. Die Zeitintegration erfolgt mit dem Newmark-
Verfahren gemäß Algorithmus 4.6, wobei die Zeitschrittweite der Rechenzeit eines
Integrationsschritts angepasst wurde. Dadurch ist die Simulationszeit in etwa syn-
chron zur realen Zeit. In diesem Beispiel beträgt die Zeitschrittweite 100 ms. Als
Interaktionsart wird die Verschiebungsinteraktion gewählt. Das Eingabegerät ist ein
PHANToM Desktop und der Benutzer kontrolliert über den Eingabestift einen Kno-
tenpunkt des Modells. Für diesen Knoten wird die Position vorgegeben und die
Reaktionskraft berechnet. Zur Glättung der durch die Berechnung diskretisierten
Signale wird ein PT2-Glied mit einer Zeitkonstanten T2 = 0.015 s integriert.

Einige Momentaufnahmen der Simulation sind im Bild 5.11 zu sehen. Der Knoten-
punkt P , an dem die Verschiebungsinteraktion stattfindet, ist ebenfalls eingezeichnet.
Im Bild 5.12 ist der Kraftverlauf für eine Bewegung dargestellt. Es sind zum einen
die diskretisierten Kräfte aus der Simulation eingezeichnet und zum anderen die
durch das PT2-Filter geglätteten Kräfte. Die gefilterten Kräfte werden dabei vom
Benutzer als glatt empfunden.

Mit der vorgestellten Simulationsarchitektur besteht die Möglichkeit ein haptisches
Rendering von nahezu beliebigen Objekten durchzuführen. Die notwendige Geome-
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triebeschreibung des Modells kann aus vielen Konstruktions- und Modellierungs-
programmen mit standardisierten Dateiformaten exportiert werden. Anschließend
müssen für die vollständige Beschreibung die Materialparameter und die Simulati-
onseigenschaften gewählt werden. Diese Wahl bestimmt die Simulationskomplexität
und somit die Rechenzeit. Für die Echtzeitfähigkeit muss die Simulationszeit mit
der realen Zeit synchronisiert werden. Bei einer konstanten Anzahl von Iteration
innerhalb eines Simulationsschrittes, lassen sich sogar harte Echtzeitanforderungen
erfüllen, da die Anzahl der Rechenoperationen gleich bleibt.

Bild 5.10: Modell des Hasen
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Bild 5.11: Dynamische Simulation
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Bild 5.12: Kraftverlauf
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6 Kraftprädiktion in der Telepräsenz

Die zweite Anwendung ist die Kraftprädiktion in Telepräsenzsystemen. Telepräsenz
bedeutet, einem Menschen mit technischen Mitteln ein Empfinden zu geben, so dass
er sich in einer entfernten Umgebung präsent fühlt. Dies kann mit visuellen, auditori-
schen und haptischen Eindrücken geschehen. Angewendet in der Telerobotik ist das
Ziel dabei, die Durchführung von Manipulationsaufgaben in entfernten, meist nicht
zugänglichen Umgebungen durch den Menschen. Als Anwendungsbeispiele können
hier Satellitenreparatur im Weltraum, Minenentschärfung oder chirurgische Ope-
rationen genannt werden. Im Allgemeinen sind das Umgebungen, in denen es zu
gefährlich, zu teuer oder zu aufwendig ist einen Menschen vor Ort zu haben. Ein
Telepräsenzsystem besteht dabei auf der einen Seite aus einem menschlichen Ope-
rator, der mit entsprechenden Eingabe- und Rückkopplungsgeräten ausgestattet ist.
In der entfernten Umgebung befindet sich ein Teleoperator, mit dessen Aktorik, Sen-
sorik und Werkzeugen man Arbeiten verrichten kann. Der Operator steuert dabei
den Teleoperator und gemessene Größen werden vom Teleoperator an den Operator
gesendet. Der Operator und der Teleoperator bilden einen geschlossenen Regelkreis.
Die Kommunikation zwischen der lokalen Operatorumgebung und der entfernten
Teleoperatorumgebung erfolgt über Übertragungswege, wie zum Beispiel LAN, In-
ternet oder Funk.

Als Beispiel eines Telepräsenzsystems ist hier ein System eines Teilprojekts des Son-
derforschungsbereichs 453 „Wirklichkeitsnahe Telepräsenz und Teleaktion“ aufge-
führt. Das Szenario wurde am Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrt (DLR)
im Institut für Robotik und Mechatronik realisiert. Verschiedene Algorithmen zur
Kraftsimulation und Kraftprädiktion aus dieser Arbeit wurden mit diesem System
getestet. Das Szenario entspricht einer Satellitenreparatur im Weltraum, bei der der
Satellit zunächst eingefangen werden muss und anschließend mehrere Manipulati-
onsaufgaben durchzuführen sind, wie zum Beispiel Kabelverbindungen öffnen und
umstecken. Die Operatorseite ist im Bild 6.1 oben zu sehen. Der Operator bedient
einen Leichtbauroboter, der als haptisches Gerät dient, über den er den Teleopera-
tor ansteuert und die Kräfte rückgekoppelt werden. Das Sichtsystem ist ein Head-
Mounted Display (HMD), welches ein Videobild der Umgebung wiedergibt. Die ent-
fernte Umgebung besteht aus einem Teleoperator und einer Versuchsfläche (Bild 6.1
unten), die einen Teil eines Satelliten darstellt. Der Teleoperator ist ebenfalls ein
Leichtbauroboter mit einem Greifer als Werkzeug.

Im Allgemeinen besteht das Telepräsenzsystem aus einer haptischen, visuellen und
auditorischen Signalrückführung. Im Folgenden wird der haptische Kanal des Sys-
tems genauer untersucht und erweitert. Im Bild 6.2 ist der haptische Kanal mit
Zeitverzögerungen durch die Übertragung dargestellt.
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Operator

Teleoperator

Bild 6.1: Telepräsenzplattform am DLR

Die unvermeidlichen Zeitverzögerungen durch die Übertragungsstrecke wirken sich
störend auf das Telepräsenzsystem aus. Ist die Zeitverzögerung zu groß, ist ein stabi-
les Arbeiten sogar unmöglich. Zur Lösung dieses Problems existieren verschiedene re-
gelungstechnische Ansätze, die bereits erfolgreich demonstriert wurden [91], [92], [9].
Diese Ansätze funktionieren bei kleinen Zeitverzögerungen sehr gut, bei größeren
Zeitverzögerungen verringert sich aber die Agilität des Systems stark. Ein neuer
Ansatz zur Kompensation der Latenzzeiten ist die Anwendung von lokalen Simu-
lationsmodellen in Telepräsenzsystemen. Mit den Simulationsmodellen können die
Kräfte, die in der entfernten Umgebung auftreten, prädiziert werden.

Ein zusätzlicher Ansatz zur Kraftprädiktion ist die Bewegungsprädiktion zur Vorher-
sage der Operatorbewegung. Die Bewegungsprädiktion reduziert dabei die Differenz
zwischen Operator- und Teleoperatorbewegung und verringert somit den Einfluss
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Bild 6.2: Telepräsenzsystem

der Zeitverzögerung im Übertragungskanal vom Operator zum Teleoperator. Dieser
Ansatz ist mit den Algorithmen in [26] genauer beschrieben.

6.1 Kraftprädiktion zur Kompensation von
Latenzzeiten

Die Idee der Kraftprädiktion ist eine Erweiterung des Telepräsenzsystems um ein
Prädiktionsmodul, das die Kontaktkräfte simuliert (siehe Bild 6.3). Die simulierten
Kräfte werden anstelle der zeitverzögerten, gemessenen Kräfte zum Operator rück-
geführt und sind somit zeitsynchron zur Operatorbewegung. Die Kraftprädiktion
entspricht dabei einem lokalen Simulationsmodell der entfernten Umgebung. Das
Simulationsmodell muss somit in einem ersten Schritt erstellt werden. Bei einer un-
bekannten Umgebung kann dies in einer experimentellen Lernphase erfolgen, in der
die zeitverzögerten Messdaten zur Modellerzeugung und zur Parameteridentifikation
verwendet werden. Nach der Lernphase werden die Messdaten zur Modellvalidierung
genutzt, und bei einer Abweichung des Modells von den Messungen erfolgt eine Mo-
dellanpassung oder eine erneute Identifikation.

In dieser Arbeit wird der Ansatz der Kraftprädiktion insbesondere auf weiche Kon-
takte, die in der entfernten Umgebung auftreten, angewendet. Der weiche Kontakt
wird mit den Algorithmen aus den vorherigen Kapiteln simuliert. Ein Vorgehen zur
Modellidentifikation, das sich für unbekannte Umgebungen eignet, wurde in Kapi-
tel 3 präsentiert. Dabei wird angenommen, dass der Teleoperator mit einer Kamera
und einem Kraft-Momentensensor ausgestattet ist. Damit kann das deformierba-
re Objekt erfasst und parametrisiert werden. Anschließend dient die Simulation der
deformierbaren Körper als Kraftprädiktion im Telepräsenzsystem. Die Wahl des Mo-
dellierungsansatzes – nichtlinear, linear oder korotiert – hängt von der Umgebung
und dem Objekt ab, und ebenso, ob eine statische oder dynamische Betrachtung
erfolgt.
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Operator
Teleoperator

Kraft-
prädiktion
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Bild 6.3: Kraftprädiktion

6.2 Experimente und Ergebnisse

Das folgende Experiment soll den Einsatz der Kraftprädiktion demonstrieren. Dazu
wird ein Telepräsenzsystem aufgebaut, das die Strukturen aus den Bildern 6.2 und
6.3 realisiert. Der menschliche Operator steuert über das haptische Gerät, einem
PHANToM Desktop, den Teleoperator. Der Teleoperator ist der Roboter mit einem
Kraft-Momentensensor an der Spitze, der auch in den Experimenten in Kapitel 3
verwendet wurde. Der Operator und der Teleoperator sind über ein lokales Netz-
werk verbunden und die Kommunikation findet mit dem UDP-Protokoll statt. Da
die Zeitverzögerung in diesem lokalen System gering ist, besteht die Möglichkeit eine
simulierte Zeitverzögerung über einen Ringpuffer in das System zu integrieren. Es
wird eine Zeitverzögerung von 200 ms in jede Signalrichtung eingestellt, wodurch
sich eine Zeitverzögerung von insgesamt 400 ms zwischen Operatorbewegung und
rückgekoppelter Kraft ergibt. Das Objekt in der entfernten Umgebung ist ein de-
formierbarer Kunststoffball, der im Bild 6.4 dargestellt ist. Die Geometrie und die
Materialparameter sind bereits identifiziert und der Ball wird mit der linearen FEM
modelliert. Die in diesem Experiment einfache Aufgabe des Operators ist, mit dem
Teleoperator auf den Ball zu drücken.

Der erste Versuch wird ohne Zeitverzögerung und ohne Kraftprädiktion durchge-
führt. Die Position des Operators und die Kraft sind im Bild 6.5 dargestellt. Es ist
jeweils nur die Komponente normal zur Balloberfläche aufgetragen. Ist die Opera-
torposition kleiner als Null, befindet sich der Roboter in Kontakt mit dem Ball und
die Position entspricht der Verformung des Balles. Die Kraft verschwindet, wenn
der Roboter nicht in Kontakt ist, das heißt wenn die Position größer Null ist. Beim
zweiten Versuch ist die simulierte Zeitverzögerung von 400 ms in das System in-
tegriert. Im Bild 6.6 ist der zeitliche Versatz zwischen Position- und Kraftverlauf
deutlich zu erkennen. Ein Kontakt wird als Kraftsignal verzögert übermittelt und
somit vom Operator zu spät wahrgenommen. Aufgrund der Latenzzeit ist es dem
Operator nicht möglich, stabil mit dem Teleoperator auf den Ball zu drücken. Man
erkennt das in den starken Signalschwankungen im Bild 6.6. Im dritten Versuch ist
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die Kraftprädiktion zur Kompensation der Zeitverzögerung aktiviert. Die simulier-
ten Kräfte werden anstelle der gemessenen an den Operator gesendet. Im Bild 6.7
sind die prädizierten und die gemessenen Kräfte eingezeichnet. Man kann erkennen,
dass die simulierten Kräfte zeitsynchron zur Operatorposition sind und es dadurch
dem Operator möglich ist, stabil auf den Ball zu drücken.

Dieses Experiment zeigt die Leistungsfähigkeit des Ansatzes der Kraftprädiktion. Da-
bei wird nach einer Identifikationsphase das haptische Rendering zur Vorhersage der
Kräfte eingesetzt. Für eine Funktionalität des Systems in dieser Form ist eine gute
Übereinstimmung des Simulationsmodells mit der entfernten Umgebung notwendig.
Von dieser Architektur ausgehend lassen sich Varianten des Systemaufbaus ablei-
ten, die robuster in unbekannten Umgebungen sind. So können die zeitverzögerten
Messsignale verarbeitet werden und nach einem detektierten Ereignis kann eine Mo-
dellanpassung erfolgen. Darauf basierend können problemangepasste Explorations-
und Lernverfahren für unbekannte Umgebungen entwickelt werden.

Bild 6.4: Laboraufbau
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Bild 6.6: Messung mit 400 ms Zeitverzögerung ohne Kraftprädiktion
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Der Einsatz von Simulationen von Systemen mit deformierbaren Körpern ist in
vielen Fachgebieten ein bewährtes Mittel. Benötigt man aber schnelle oder sogar in-
teraktive Simulationen müssen die Modelle hinsichtlich einer schnellen Auswertung
aufbereitet und mit effizienten Strukturen und Algorithmen implementiert werden.
In dieser Arbeit werden Algorithmen zusammengestellt, die eine interaktive Simu-
lation von deformierbaren Körpern ermöglichen. Je nach Anforderung entsteht ein
Simulationsablauf, der auf unterschiedlichen Modellierungsarten, Simulationsarten
und Interaktionsarten basieren kann. Von der Idee der Kraftprädiktion in Teleprä-
senzsystemen inspiriert, wird ein geschlossenes Vorgehen zur experimentellen Model-
lidentifikation, Simulationsaufbau und Systemintegration präsentiert. Im Folgenden
werden die einzelnen Aspekte der Arbeit zusammengefasst.

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik
ausgearbeitet. Es werden drei verschiedene Möglichkeiten zur Modellierung eines de-
formierbaren Körpers mittels der Finite-Elemente-Methode vorgestellt. Die lineare
Finite-Elemente-Methode eignet sich für kleine Verformungen des Körpers, während
der nichtlineare und korotierte Modellierungsansatz auch große Verformungen rea-
listisch abbilden kann. Die Vernetzung des Körpers erfolgt in dieser Arbeit mit
Tetraederelementen.

Die Vorstellung eines Vorgehens für eine experimentelle Modellidentifikation, die
speziell für Telepräsenzszenarien geeignet ist, erfolgt in Kapitel 3. Die Geometrie-
rekonstruktion verwendet eine an einem Roboterarm montierte Kamera. Mit Auf-
nahmen des Objekts aus mehreren Ansichten kann ein dreidimensionales Modell er-
stellt werden. Mit dem zu Grunde liegenden Geometriemodell können anschließend
die Materialparameter durch einen Druckversuch und eine Parameteroptimierung
identifiziert werden.

In Kapitel 4 werden die Simulationsalgorithmen für eine schnelle Auswertung der
Systemgleichungen aufbereitet und analysiert. Es werden dabei sowohl statische als
auch dynamische Probleme berücksichtigt. Außerdem werden Schnittstellen zur In-
teraktion mit der Simulation in die Systemgleichungen integriert. Ein Rechenzeit-
vergleich gibt Anhaltspunkte, welche Simulation für eine Anwendung am besten
geeignet ist.

Die erste Anwendung der Simulation der deformierbaren Körper wird in Kapitel 5
präsentiert. Es handelt sich um das haptische Rendering, bei dem für eine Kraftrück-
kopplung die Reaktionskräfte in Echtzeit berechnet werden müssen. Da die hohen
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Rechenzeitanforderungen oftmals nicht erfüllt werden können, wird ein Tiefpassfil-
ter als Glättungsalgorithmus vorgeschlagen und für haptische Anwendungen mit
Versuchen ausgelegt.

In Kapitel 6 erfolgt die zweite Anwendung der Simulation der deformierbaren Körper.
Sie wird zur Kompensation der Zeitverzögerung in Telepräsenzsystemen eingesetzt.
Dazu wird das System um eine operatorseitige Simulation der entfernten Umge-
bung erweitert. Diese dient zur zeitsynchronen Kräfteberechnung bei auftretenden
weichen Kontakten. Die Leistungsfähigkeit der Kraftprädiktion wird in einem Tele-
präsenzsystem experimentell demonstriert.

7.2 Ausblick

Die behandelten Forschungsfragen besitzen noch Potential für Verbesserungen zur
Fortführung der Arbeit. Dies geschieht bereits zum Teil in einem Nachfolgeprojekt
des Sonderforschungsbereichs 453 „Wirklichkeitsnahe Telepräsenz und Teleaktion“.
Im Folgenden werden Vorschläge zur Erweiterung gegeben, die im Laufe der Arbeit
entstanden sind.

Eine Erweiterung der Modellierung kann die Berücksichtigung weiterer physikali-
scher Effekte sein. So könnten Reibung, Stöße und Strukturbrüche mehr Möglich-
keiten in der Manipulation der deformierbaren Körper bieten. Die dafür benötigten
zusätzlichen Modellparameter könnten dann auch experimentell identifiziert wer-
den.

Das Vorgehen zur Objektrekonstruktion ist im Moment auf statische Umgebungen
beschränkt. Eine Erweiterung wäre die Erfassung von zeitabhängigen Objekten und
dynamischen Umgebungen. Eine weitere Verbesserung wäre eine erhöhte Automati-
sierung der 3D Rekonstruktion, was durch eine Verknüpfung der einzelnen Rekon-
struktionsschritte erreicht werden könnte.

Eine Effizienzsteigerung der numerischen Auswertung könnte neben einer weiteren
Programmoptimierung auch durch eine Parallelisierung der Algorithmen geschehen.
Die Nutzung von Grafikprozessoren könnte die Rechenzeit verringern, ebenso ein
Mehrgitterverfahren zur Lösung der Systemgleichungen, das sich in anderen For-
schungsarbeiten bereits als effizient erwiesen hat. Dadurch könnten detailliertere
Modelle mit mehr Freiheitsgraden simuliert werden.

Die Interaktion zwischen dem haptischen Gerät und der Simulation erfolgt über
Knotenindizes, die in der Implementierung als bekannt angenommen werden. Um
die Knoten während der Simulation bestimmen zu können, müsste das System um
eine Kollisionserkennung für deformierbare Körper erweitert werden. Damit wäre es
möglich, den Kontakt eines beliebig geformten Starrkörpers mit einem deformierba-
ren Körper zu simulieren.

Der vorgestellte Ansatz der Kraftprädiktion eignet sich für statische beziehungswei-
se langsam veränderliche Umgebungen, weil dann das Simulationsmodell mit der
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Realität übereinstimmt. Weicht das Modell zu stark von der Realität ab, können
die Kräfte nicht mehr richtig vorhergesagt werden. Durch Erweiterungen könnte
man auch veränderliche Systeme abbilden und das lokale Simulationsmodell mit
den zusätzlichen Informationen anpassen. So könnte man ein vorhandenes Video-
signal nutzen um Objekte zu erkennen und zu verfolgen. Mit der Berücksichti-
gung starrer Körper in der Kraftprädiktion könnte ein breiteres Spektrum an An-
wendungsszenarien abgedeckt werden. Erste Architekturerweiterungen mit einem
Online-Identifikationsverfahren und einer Modellanpassung zur Laufzeit wurden be-
reits getestet. Diese könnte man spezifischer für ein Szenario anpassen, um nicht
nur einen Funktionstest im Labor zu verifizieren, sondern auch eine Validierung mit
einem realistischen Telemanipulationsvorgang durchführen zu können. Ein weiterer
Punkt wäre die Entwicklung fortgeschrittener Regelungsstrategien, die die Simula-
tion beinhalten, wie beispielsweise ein nichtlinearer Beobachter, der die Simulation
zur Zustandsschätzung verwendet.
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A Nomenklatur

Es folgt eine kurze Beschreibung der verwendeten Schreibweise. Die Darstellung ist
dabei auf die Ausdrücke beschränkt, die in der vorliegenden Arbeit Verwendung
finden. Die Schreibweise entspricht der Notation aus dem Buch von Parisch [96]
und dem Vorlesungsskript von Wall [121] und ist dort ausführlich dargestellt.

Indizes a,b,c,A,B,C laufen, wenn nicht anders angegeben, von 1 bis 3.

Es gilt die Einsteinsche Summenregel

XAEA =
3
∑

A=1

XAEA (A.1)

Die Definition des Kronecker-Delta lautet

δa
A =

{

1, falls a = A

0, falls a 6= A
(A.2)

Die Definition des Permutationssymbols ǫ ist

ǫa
bc =







+1, falls {a,b,c} = {1,2,3}, {3,1,2}, {2,3,1}
−1, falls {a,b,c} = {3,2,1}, {1,3,2}, {2,1,3}
0 sonst

(A.3)

Das äußere oder dyadische Produkt zweier Vektoren a,b ∈ R
3 lautet

a ⊗ b =





a1

a2

a3





[

b1 b2 b3

]

=





a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3



 (A.4)

und es gilt

(a ⊗ b) · c = a(b · c) (A.5)

Die Basisdarstellung eines Tensors T 2.Ordnung lautet

T = T a
bea ⊗ eb (A.6)

T = T b
a ea ⊗ eb (A.7)

T = T abea ⊗ eb (A.8)

T = Tabe
a ⊗ eb (A.9)
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Die Matrixdarstellung eines Tensors ist

[

T a
b

]

=





T 1
1 T 1

2 T 1
3

T 2
1 T 2

2 T 2
3

T 3
1 T 3

2 T 3
3



 (A.10)

Die Tensormultiplikation in der Basisdarstellung ist definiert als

T · S = T a
bS

b
cea ⊗ ec (A.11)

und lautet in der Matrixdarstellung

[

T a
b

]

·
[

Sb
c

]

=
[

T a
bS

b
c

]

=





T 1
1 T 1

2 T 1
3

T 2
1 T 2

2 T 2
3

T 3
1 T 3

2 T 3
3









S1
1 S1

2 S1
3

S2
1 S2

2 S2
3

S3
1 S3

2 S3
3



 (A.12)

Das innere Produkt zweier Tensoren lautet in der Basisdarstellung

T : S = T abSab (A.13)

und in der Matrixdarstellung

[

T ab
]

:
[

Sab

]

= spur(
[

T ab
]T [

Sab

]

) (A.14)

Der räumliche Gradient eines materiellen Tensorfeldes X ist

gradX =
∂ X

∂ x
oder

[

XA
,a

]

=











∂X1

∂x1
∂X1

∂x2
∂X1

∂x3

∂X2

∂x1
∂X2

∂x2
∂X2

∂x3

∂X3

∂x1
∂X3

∂x2
∂X3

∂x3











(A.15)

und der materielle Gradient eines räumlichen Tensorfeldes x lautet

Gradx =
∂ x

∂ X
oder

[

xa
,A

]

=











∂x1

∂X1
∂x1

∂X2
∂x1

∂X3

∂x2

∂X1
∂x2

∂X2
∂x2

∂X3

∂x3

∂X1
∂x3

∂X2
∂x3

∂X3











(A.16)

Die räumliche Divergenz eines räumlichen Tensorfeldes f ist definiert als

divf = spur(gradf) =
∂ fa

∂ xb
δ b
a = fa

,a =
∂ f 1

∂ x1 +
∂ f 2

∂ x2 +
∂ f 3

∂ x3 (A.17)
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und die materielle Divergenz eines materiellen Tensorfeldes F ist

DivF = spur(GradF ) =
∂ FA

∂ XB
δ B
A = FA

,A =
∂ F 1

∂ X1 +
∂ F 2

∂ X2 +
∂ F 3

∂ X3 (A.18)
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