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Kurzzusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Entwurf und der theoretischen Analy-
se hochverstiarkungsbasierter Regler fiir nichtlineare Antriebssysteme. Es wird eine
realitdtsnahe Prozessstruktur zugrunde gelegt, die eine elastische Kopplung von An-
triebsmaschine und Last beschreibt (Zweimassensystem), unbekannte Parameterwer-
te zuldsst, eine unbekannte nichtlineare Charakteristik aufweist (drehzahlabhédngige
Reibkennlinie), sowie unbekannte Stérungen annimmt (Lastmomente, Messrauschen,
Verfalschung der StellgroBe durch den Aktor). Die Komplexitét der Strecke macht
eine korrekte Parameteridentifikation unmoglich, so dass nicht auf Parameterwerte
zuriickgegriffen werden kann. Das entwickelte Regelungskonzept garantiert trotz be-
stechend einfacher Struktur die Einhaltung einer vorgegebenen Fehlertoleranzgrenze,
zeigt stationére Genauigkeit und dampft aktiv mechanische Schwingungen. Neben dem
Nachweis der Stabilitdt werden theoretische sowie simulative Untersuchungen durch-
gefithrt und durch experimentelle Ergebnisse verifiziert.

Abstract

The objective of this thesis is the design and theoretical analysis of high-gain-based
controllers for non-linear drive systems. Taken as a basis is a realistic process model
which encompasses elastic coupling of drive engine and load (two-mass system), features
unknown non-linear characteristic (speed-dependent friction), and allows for unknown
parameter values as well as unknown disturbances (load, measurement noise, parasitics
by the actuator). The complexity of the plant precludes the correct identification of
parameters, thus suppressing availability of values. For all its simplicity the developed
controller ensures tracking error evolution within a prespecified performance envelope,
yields steady state accuracy and actively damps mechanical vibrations. In addition
to a proof of stability, the approach is investigated by theoretical analysis as well as
simulations which are verified by experimental results.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Allgemeines

Der Ursprung der Regelungstechnik, bzw. der Regelung von Antrieben, liegt im Jahr
1788, als Boulton und Watt den Fliehkraftregler erstmals zur Drehzahlregelung bei
Dampfmaschinen einsetzen. Diese mechanische Riickkopplung ist zum stabilen Betrieb
der Anlage unabdingbar und wird als der erste Regler im heutigen Sinne betrachtet [10].

Seither vollzog sich zwar in diesem Gebiet ein tiefgreifender Wandel, es wurden fun-
damental wichtige mathematische Werkzeuge zur Beschreibung dynamischer Prozesse
entwickelt. Neben diesen theoretischen Fortschritten hat sich auch die Realisierung der
Regler stark verdndert. Angefangen von mechanischen Reglern iiber zeitkontinuierli-
che, elektronische Regler aus Rohrenbausteinen und Operationsverstérkern ist die Ent-
wicklung heute bei zeitdiskret arbeitenden Mikroprozessoren angelangt, welche durch
steigende Leistungsfihigkeit immer aufwéndigere Regelungsalgorithmen erlauben. Den-
noch bleibt die Hauptaufgabe der Regelungstechnik unveréndert in der gezielten Beein-
flussung technischer Prozesse zur Verbesserung des dynamischen und statischen Verhal-
tens bestehen. Das Ziel einer Regelung ist der sichere, wirtschaftliche und 6kologische
Betrieb technischer Anlagen und physikalischer Prozesse. Stetig steigende Anforderun-
gen an die Produktqualitét stellen dabei zusammen mit zunehmendem Kostendruck
den Hauptantrieb fiir die stdndige Entwicklung verbesserter Regelungssysteme dar.

Im Bereich der Antriebstechnik schlagen sich die wachsenden Anforderungen in ei-
ner héheren Ordnung des Prozessmodells nieder: weil durch die Realisierung schneller
Verfahrbewegungen einer Masse der Antriebsstrang mit hohen Drehmomenten bzw.
Kriften belastet wird und gleichzeitig jede reale Kraftiibertragungseinheit (Verbin-
dungswelle, Riemen, Kette, Seilzug, etc.) in gewissem Mafe elastisches Verhalten zeigt,
konnen in unerwiinschter Weise die Eigenschwingungen des mechanischen Systems an-
geregt werden. Wo sich frither die Aufgabenstellung in der Drehzahlregelung der Motor-
welle erschopfte, wird heute zum Zwecke einer dynamischen und gleichzeitig prazisen
Betriebsfiithrung die Regelung der Lastdrehzahl erforderlich sein. Daher muss in moder-
nen Antriebssystemen das elastische Verhalten der mechanischen Kopplung zwischen
Antriebs- und Arbeitsmaschine (Zweimassensystem) mit in den Reglerentwurf einbe-
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2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

zogen werden, um eine gewiinschte Dampfung von auftretenden Schwingungen zu er-
reichen. Aus diesem Grund sind fiir die Beschreibung und Beherrschung der komplexer
gewordenen Systeme verbesserte Methoden notwendig.

Die rasante Entwicklung der Mikroprozessoren in den vergangenen Jahren gestat-
tet prinzipiell die Implementierung rechenintensiver Regelalgorithmen bei hinreichend
kurzen Abtastzeiten. Als Beispiel ist hier die modellbasierte pradiktive Regelung an-
zufithren, die in den siebziger Jahren chemischen Prozessen mit trdgem Verhalten
(Zeitkonstanten im Minutenbereich) vorbehalten war, inzwischen aber an elektrischen
Antrieben mit Abtastzeiten im Millisekundenbereich eingesetzt werden kann [78]. Al-
lerdings ist durch das Bestreben nach Wirtschaftlichkeit ein Preislimit gesetzt, das in
vielen Fallen die Verwendung leistungsstarker und damit teurer Prozessoren ausschliefit
und stattdessen kostengiinstige Hardware verlangt. Dariiberhinaus steht fiir die eigent-
liche Stellgroflenberechnung selten die gesamte Rechenkapazitat zur Verfiigung, da ein
Prozessrechner im Allgemeinen neben der Regelung weitere Aufgaben wie Messwertauf-
bereitung, Fehlerdiagnose, Fehlerbehandlung, Anlagensteuerung oder auch die simulta-
ne Regelung zusétzlicher Prozesse bewiltigen muss. Aufgrund 6konomischer Vorgaben
bleibt meist nur wenig Raum fiir aufwéndige Stellgroflenberechnungen, wodurch der
Entwurf des Regelgesetzes mafigeblich beeinflusst wird. So iiberschreitet beispielsweise
der Einsatz lernender neuronaler Netze oftmals die Leistungsgrenze géangiger Industrie-
PC’s und fiihrt zum Verlust der Echtzeitfdhigkeit. Besonders wenn Netze mit einer ho-
hen Zahl an Neuronen zur Approximation des Prozessverhaltens notwendig sind, ist die
verfiighare Rechenleistung schnell ausgeschopft. Zudem verldngert sich mit wachsender
Grofle des Netzes die benotigte Lernphase, die akzeptable Zeitbereiche oft iibersteigt.

Ein zweites Argument, das die Ablehnung rechenintensiver Algorithmen erklart, ist der
meist komplexe Zusammenhang zwischen einer Vielzahl von Einstellparametern und
resultierender Regelgiite. Wenn die Auswirkung einer verédnderten Reglereinstellung
fiir den Anlagenbetreiber nicht zu iiberblicken ist und daher bei jeder Modifikation des
Prozesses eine Anpassung durch den regelungstechnischen Experten erforderlich wird,
darf die Akzeptanz solcher Verfahren nicht erwartet werden.

1.2 Lineare Regler

Aus genannten Griinden ist verstédndlich, warum im industriellen Umfeld PID-#hnliche
Konzepte etabliert sind und fiir den Einsatz an realen Anlagen iiberwiegend lineare
Regler genutzt und basierend auf linearen Prozessmodellen ausgelegt werden. Nach-
dem sich ein solcher Regelkreis mit linearen Differentialgleichungen beschreiben lésst,
stehen ausgereifte mathematische Methoden fiir die Analyse und Synthese der Re-
gelung zur Verfiigung. Aussagen zu relevanten Eigenschaften wie asymptotische Sta-
bilitat, Schwingfahigkeit, Figenfrequenz, Einschwingverhalten, Dampfungsgrad oder
Uberschwingen lassen sich sowohl im Frequenzbereich zum Beispiel anhand von Bo-
dediagramm, Nyquist-Plot, Wurzelortskurve und Ubertragungsfunktion, als auch im
Zeitbereich mittels Zustandsbeschreibung treffen. Die aufgezidhlten Werkzeuge sind fiir
die Regelungstechnik von fundamentaler Bedeutung und begriinden in verstdndlicher



1.2. Lineare Regler 3

Weise die bevorzugte Verwendung linearer Regler.

Als gravierender Nachteil der konventionellen Regelungstheorie erweist sich jedoch die
Voraussetzung, dass ein gegebenes Streckenmodell das reale Prozessverhalten exakt
beschreibt, wobei Modellparameter als Gréfen mit bekannten Zahlenwerten betrachtet
werden. Unter diesen Umstédnden lédsst sich ein passender Regler entwerfen, der auf
eine hinreichend gute Ubereinstimmung zwischen Modell und realer Strecke angewiesen
ist. Aus verschiedenen Griinden besteht jedoch eine Diskrepanz zwischen Modell und
Realitéit, so dass die zugrunde liegende Annahme nicht in vollem Umfang zutrifft.

Einerseits entstehen Fehler in der Systemordnung durch eine beabsichtigte Untermo-
dellierung. Da jedes reale System bei beliebig genauer Betrachtung von beliebig hoher
Ordnung ist, muss eine Ordnungsreduktion erfolgen. Diese Maflnahme beriicksichtigt
lediglich die dominante Systemdynamik, die durch ein praktikables Modell abgebildet
wird. Je besser das zu erstellende Modell mit der Realitét iibereinstimmen muss, desto
hoher ist im Allgemeinen auch dessen Ordnung zu wihlen.

Andererseits liegen Modellfehler auch in ungewollten Fehlern beim Ermitteln der Para-
meterwerte begriindet. Weil aus Kostengriinden meist auf prézise und daher aufwéndige
Messungen verzichtet werden muss, sind (erhebliche) Unsicherheiten bei der Parame-
terbestimmung unvermeidlich. Deshalb kann bei der Parametrierung eines Modells
tiblicherweise nur auf (grobe) Schétzwerte zuriickgegriffen werden.

Eine weitere Fehlerquelle bilden die im realen System vorhandenen Nichtlinearitéten.
Fiir die Beschreibung eines Regelkreises mittels linearer Differentialgleichungen miissen
nichtlineare Effekte entweder vernachlissigt oder linearisiert werden. Haufig ist der
nichtlineare Charakter einer Strecke nur schwach ausgeprigt, so dass eine solche Vor-
gehensweise zuléssig ist und auf ein taugliches Modell fithrt. Jedoch ist fiir den Einzelfall
eine Uberpriifung der Modellqualitéit notwendig.

Beim Entwurf eines Reglers ist stets zu beachten, dass keine reale Regelstrecke mit ver-
tretbarem Aufwand exakt modellierbar ist. Die unumgéngliche Abweichung zwischen
Modellverhalten und realem Prozess setzt einen Regler mit einen Mindestmafl an Ro-
bustheit gegeniiber Parameterfehlern und Stérungen voraus. Dieser muss in der Lage
sein, eine ganze Klasse von Regelstrecken zu beherrschen, die sich durch unterschied-
liche Parametrierungen auszeichnen. Wesentliche Erfolge auf dem Gebiet der robusten
Regler sind der bekannte Ho.-Entwurf und die Beitridge von Ackermann [1] und Khari-
tonov [52], [1, Kap. 5.1], [79, S. 153f]. Wenn die Streckenparameter (z.B. wegen Messun-
sicherheiten) nicht durch exakte Zahlenwerte, sondern lediglich durch Zahlenintervalle
angegeben werden kénnen, entscheidet eine Auswertung der Kharitonov-Polynome, ob
fiir alle moglichen Parameterkonstellationen die Stabilitéit eines linearen Regelkreises
garantiert ist.

Wie die industrielle Praxis zeigt, besitzen lineare robuste Regler ein weitlaufiges Ein-
satzspektrum, obwohl Grenzen fiir die maximal zuléssige Variation der Parameter be-
stehen. Nicht in allen Anwendungsfillen existiert tatséichlich ein linearer Regler, der
tiber die gesamte Schwankungsbreite aller Parameter (d.h. fiir samtliche Strecken einer
gegebenen Systemklasse) das gewiinschte dynamische Verhalten erzielt. Ein bekann-
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tes Beispiel fiir dieses Problem ist in der Flugmechanik zu finden [8, S. 12ff]. Fir
verschiedene Konstellationen von Flughthe und Fluggeschwindigkeit muss zwischen
geeigneten Reglereinstellungen gewechselt werden, wobei die Realisierung einer Aus-
wahlstrategie die Messung einiger Prozessgrofien notwendig macht. Nachdem in Flug-
zeugen grundsétzlich die Fluggeschwindigkeit und Hohe sensorisch erfasst werden (und
zwar unabhéngig vom Regler, d.h. aus anderen Griinden als fiir eine gute Regelung
erforderlich wire), ist ein solches Vorgehen ohne Zusatzaufwand moglich.

Robustheit (im Sinne von universeller Eignung eines fest eingestellten Reglers fiir al-
le Elemente einer Systemklasse) bedeutet den Verzicht auf optimale Abstimmung des
Reglers auf die tatséchliche Strecke. Ein typisches Anwendungsgebiet robuster Regler
ist die automatisierte Containerverladung [1, S. 4ff]. Mit jedem Hubvorgang des Kra-
nes variiert die Lastmasse, die durch einen Modellparameter abgebildet wird. Aus rege-
lungstechnischer Sicht kommt daher jede Anderung der Lastmasse einem Austausch des
Streckenmodells gleich. In diesem Beispiel ist ein Regler erforderlich, der alle Strecken
aus einer gegebenen Klasse mit gewiinschter Giite regelt und somit die Pendelbewegung
des Containers innerhalb einer maximal zuldssigen Amplitude hélt und mit exponen-
tieller Rate abdampft. Dabei steht die Austauschbarkeit der Strecke im Vordergrund,
eine Justierung der Reglerparameter auf ein einziges Modell (in diesem Falle fiir ein
spezielles Containergewicht) entspricht nicht der Zielsetzung.

Hiervon abweichend ist die regelungstechnische Aufgabenstellung in einer Vielzahl von
Anwendungsféllen gelagert. Im Kontext nichtlinearer Strecken mit Parameterunsicher-
heiten lasst sich das Streckenmodell mit konstanten Werten parametrieren, wobei deren
Betréige unbekannt oder starken Unsicherheiten unterworfen sind. Die Gesamtheit al-
ler moglichen Parameterkonstellationen spannt eine Systemklasse auf, die das geeignete
Prozessmodell enthélt. Ziel ist daher, nur ein einziges, aber nicht spezifiziertes Element
aus einer vorgegebenen Systemklasse bestmoglich zu regeln. Diese Problemstellung
verlangt nach einem Regler, der im Zusammenspiel mit jedem Element der System-
klasse stabiles Verhalten zeigt, moglicherweise anfénglich das Regelziel nicht erreicht,
jedoch im Laufe der Zeit durch Adaption an das Verhalten der Strecke die Eigen-
schaften des Regelkreises verbessert. Sofern der Adaptionsvorgang nicht automatisiert
ablauft, ist bei Inbetriebnahme der Anlage ein manuelles , Feintuning® der Reglerein-
stellung notwendig. Die mit systematischen Methoden berechneten Reglerparameter
dienen lediglich als Ausgangspunkt fiir die experimentelle Suche nach einem verbesser-
ten Parametersatz. Die heuristische Vorgehensweise ist meist zeitintensiv und bringt
sowohl Personalkosten als auch Verluste durch lange Stillstandszeiten bei Inbetrieb-
nahme und Anderung der Produktionsanlage mit sich. Vor allem in Anwendungen mit
zeitlich verdnderlichen Parametern ist eine solche Vorgehensweise nicht zweckméfBig.
Durch diese Tatsache ist die Entwicklung von Identifikationsmethoden, sowie selbst-
einstellender und adaptiver Regler motiviert.
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1.3 Off-line-Identifikation

Ansétze, die sich in eine Identifikationsphase, Reglersynthese und anschliefende Re-
gelungsphase gliedern, lassen sich unter dem Begriff , off-line-Methoden® zusammen-
fassen. Kennzeichnend ist, dass zunéchst eine Identifikation der ungeregelten Strecke
erfolgt. Dabei wird durch einen geeigneten Stellgrofienverlauf der Prozess ausreichend
angeregt und dessen Reaktion erfasst. Der Zusammenhang zwischen Anregung und Pro-
zessantwort (E/A-Verhalten) dient als Grundlage, um die Parameter eines Modells zu
adaptieren. Sobald die Ubereinstimmung zwischen dem Verhalten von Modell und Pro-
zess als ausreichend erachtet wird, kann die Identifikationsphase beendet werden. Der
anschliefende Reglerentwurf erfolgt unter Nutzung des adaptierten Modells, welches
voraussetzungsgeméfl das Streckenverhalten hinreichend gut beschreibt. In der nach-
folgenden Regelungsphase findet keine weitere Adaption des Modells statt, weshalb
die Reglerparameter konstant bleiben. Off-line-Methoden sind daher im Sinne von [8,
Kap. 1] keine adaptiven Regler, sondern nutzen Identifikationsverfahren lediglich fiir
eine Modellparametrierung, die dem Reglerentwurf vorgelagert ist.

Um einerseits der Affinitdt zu linearen Regelkreisen nachzukommen und andererseits
auch nichtlineare Prozesse regeln zu kénnen, bietet sich die in [84, Kap. 5-6] beschrie-
bene Vorgehensweise an. Oftmals sind in Antriebssystemen die Parameter des linearen
Streckenteils bekannt, die nichtlinearen Effekte (wie z.B. Reibung oder Lose) jedoch
nicht. Ziel ist, deren Charakteristik zu ermitteln und auf Basis der gewonnenen Sys-
temkenntnis eine Kompensation zu entwerfen. Dadurch wird der Einfluss nichtlinearer
Elemente reduziert bzw. unterdriickt, so dass die Strecke im Idealfall lineares Verhalten
zeigt.

Als Funktionsapproximator eignen sich diverse Typen Neuronaler Netze, wie RBF (Ra-
dial Basis Function Network), GRNN (General Regression Neural Network) oder MLP
(Multi Layer Perceptron Network). Mit dem Begriff ,Lernen® wird eine Parametera-
daption bezeichnet, die das Verhalten des Funktionsapproximators an dasjenige der
realen Nichtlinearitdt angleicht. Hierzu ist eine unter Umsténden nicht-konvexe Opti-
mierungsaufgabe zu losen.

Sofern in der Strecke die Auswirkung der nichtlinearen Funktion hinreichend gut kom-
pensiert ist, 1dsst sich ein Regler mit linearen Standardmethoden [85, Kap. 3-4] aus-
legen, der dem Prozess das gewiinschte Verhalten einprégt. Allerdings zeigen die Un-
tersuchungen in [86] und [92], dass eine teils ausgeprigte Empfindlichkeit gegeniiber
unvermeidbaren Ungenauigkeiten in der Kompensation besteht, so dass dieser Ansatz
in einigen Problemstellungen versagt.

Allgemein besitzen off-line-Verfahren den entscheidenden Nachteil, dass fiir die Iden-
tifikation ein Betrieb der ungeregelten Anlage notwendig ist. Hierfiir muss stabiles
Verhalten gegeben sein und die Regelstrecke durch eine Steuerung gefahrlos betrieben
werden konnen. Bei instabilen Strecken ist ein Minimum an Streckenkenntnis erforder-
lich, um zumindest eine stabilisierende Regelung zu entwerfen. Diese muss und wird
im Allgemeinen nicht die gewiinschte Regelgiite erzielen, soll aber den notwendigen
Identifikationsbetrieb sicherstellen. Eine solche Vorgehensweise ist jedoch sehr anwen-
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dungsspezifisch und abhéngig von der Problemstellung. Damit ist die Durchfiihrbarkeit
jeweils fiir den vorliegenden Einzelfall zu iiberpriifen.

Dariiberhinaus stellt sich die Frage nach geeigneten Eingangssignalen. Die Bedin-
gung der ,persistency of excitation“ [8, S. 63ff] fordert eine besténdige Anregung,
die den Prozess in alle relevanten Betriebsbereiche zwingt, damit sich dessen cha-
rakteristische Eigenschaften zeigen. Diese Forderung steht moglicherweise im Wider-
spruch zum Schutz der Anlage, der die Aussparung einiger Betriebszustéinde verlangt.
Zusétzlich ist an einer solchen Vorgehensweise nachteilig, dass Verdnderungen der Stre-
cke wahrend der Regelungsphase nicht mehr durch eine Anpassung der Reglerparameter
beriicksichtigt werden.

1.4 Adaption

Das Gebiet der adaptiven Regelung ist in den vergangenen Jahren durch intensive Be-
arbeitung zu einem weitlaufigen Themenfeld herangereift. Die Entwicklung einer Viel-
zahl unterschiedlicher Konzepte lidsst die Einteilung in die Gruppen ,indirekte Adap-
tion* und ,,direkte Adaption“ zweckméflig erscheinen. Diese Klassifikation entscheidet
anhand des Kriteriums, ob eine Methode zur Schétzung unbekannter Streckenpara-
meter Verwendung findet. Indirekte Adaptionsverfahren ermitteln im Gegensatz zu
off-line-Methoden das Streckenverhalten wihrend des Regelns (also on-line) und um-
gehen somit die beschriebenen Nachteile. Direkte Adaptionsmethoden verzichten auf
eine Identifikation der Strecke.

1.4.1 Indirekte Adaption

In diese Klasse sind adaptive Regler einzuordnen, die sich zur Bestimmung geeigneter
Reglerparameter auf einen Identifikationsalgorithmus stiitzen. Abbildung 1.1 zeigt die
zugrunde liegende Struktur: der mit ,, Parameterschéitzung® bezeichnete Block beinhal-
tet ein Modell der Strecke, dessen E/A-Verhalten durch Parameteradaption an dasjeni-
ge der realen Strecke angepasst wird. Die durch den Block ,, Adaptionsgesetz“ symboli-
sierte Parametrierung des Reglers bedient sich der ermittelten Kenngrofien der Strecke
und berechnet — wie bei einem off-line-Entwurf (d.h. Reglersynthese fiir Prozesse mit
bekannten Parametern) — abhéngig von gegebenen Spezifikationen eine geeignete Ein-
stellung des Reglers. Das Attribut ,,indirekt“ bezieht sich auf die Eigenschaft, dass die
Berechnung der Reglerparameter iiber den Zwischenschritt der Streckenidentifikation
erfolgt.

Das skizzierte Vorgehen basiert auf dem ,,certainty equivalence Prinzip“, das die Nut-
zung der geschétzten Werte (Modellparameter) anstelle der realen Streckenparameter
erlaubt, selbst wenn zwischen Modell und Prozess eine grofie Diskrepanz besteht [8,
S. 91]. Solange das aktuelle Identifikationsergebnis stark von den korrekten Parametern
abweicht, wird die Reglereinstellung auf Grundlage ungeeigneter Schitzwerte vorge-
nommen. Es ist daher zu erwarten, dass der Regler in diesem Falle seine Aufgabe zwar
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Abbildung 1.1: Prinzipskizze der indirekten Adaption.

nicht zufriedenstellend erfiillen kann, dabei jedoch eine bestéindige Anregung generiert.
Jene beeinflusst den Fortgang der Identifikation positiv, weshalb sich die Qualitat des
Modells stetig verbessert. Dieser Mechanismus fiihrt schlussendlich auf ein hinreichend
gutes Identifikationsergebnis, so dass die daraus resultierende Einstellung des Reglers
asymptotisch die gewiinschte Regelgiite erreicht.

Die Ausfithrungen in [69, Kap. 5] rechtfertigen das beschriebene Vorgehen und weisen
die Konvergenz der Parameterschétzung nach. Dabei bestimmt der gewéhlte Sollwert-
verlauf, ob asymptotisch das resultierende Modell in vollem Umfang mit der realen
Strecke iibereinstimmt. Unter der Annahme einer bestéindigen Anregung (persistent
excitation) ist im gemessenen Prozessausgang ausreichend Information enthalten, um
daraus die realen Parameter zu ermitteln. Ohne bestédndige Anregung ist keine eindeu-
tige Bestimmung der tatséchlichen Werte moglich. Dennoch konvergiert die Schétzung
und stellt geeignete Werte fiir die Reglerparametrierung bereit. Diese beschreiben das
benotigte E/A-Verhalten der Strecke lediglich im vorliegenden Betriebsbereich, konnen
jedoch den Prozess nicht in simtlichen Situationen nachbilden. Weil die Modellparame-
ter nicht zwingend die Werte der unbekannten Prozessparameter erreichen und daher
keine Identifikation der Strecke im eigentlichen Sinne erfolgt, ist die Bezeichnung ,,Pa-
rameterschatzung® treffender.

Nachdem anfinglich keine Ubereinstimmung zwischen Schétzwerten und Streckenpa-
rametern erwartet werden kann und daher die Reglereinstellung auf einem nicht richtig
adaptierten Modell basiert, muss eine transiente Phase mit schlechtem Regelverhal-
ten in Kauf genommen werden. Zwar bleiben Stellgrofle, Prozessausgang, Schitzwerte
und Reglerparameter beschriankt; obere Schranken fiir diese Gréflen lassen sich jedoch
vorab nicht ermitteln. Insofern sichert ein Stabilitéitsbeweis weder das Uberschreiten
zuléssiger Hochstwerte, noch das Einhalten des Regelzieles im Einschwingvorgang.

In [20] und [21] wird der genannte Ansatz zur Drehzahlregelung eines elektrischen
Antriebes genutzt, der ein unbekanntes, aber stiickweise konstantes Lastmoment zu
iiberwinden hat. Dabei wird im Parameterschéitzer ein ARMA-Modell verwendet, so
dass dieses Konzept auf die Regelung linearer Strecken beschrankt ist.

Dariiberhinaus ist die Parameterschiatzung anféllig gegeniiber unmodellierter Dynamik
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und nicht messbaren, zeitvarianten Storungen [80]. Selbst geringe Storeinwirkungen
kénnen zu einem unbrauchbaren Schétzergebnis fithren und sich auf diese Weise in
einem instabilen Regelkreis niederschlagen. Rohrs et al. kommen daher zu dem Schluss,
dass solche Regler ohne Zusatzmafinahmen zur Robustifizierung nicht fiir praktische
Anwendungen einsetzbar sind.

1.4.2 Direkte Adaption

Konzepte, die auf eine explizite Parameterschéatzung bzw. Identifikation verzichten und
stattdessen den Regler unmittelbar in Abhéngigkeit des Prozessverhaltens adaptieren,
gliedern sich in die Klasse der ,,direkten Regler ein. Der in Abbildung 1.2 mit ,,Adap-
tionsgesetz“ beschriftete Block greift nicht auf einen Parameterschétzer zuriick, worin
sich der Unterschied zu indirekten Methoden zeigt.

L.
Spezifikation Adaptionsgesetz |lg—
Reglerparameter —
—>
Sollwert Regler p|  Regelstrecke >
StellgroBe Istwert

Abbildung 1.2: Prinzipskizze der direkten Adaption.

Bedingt durch den Verzicht auf Parameterbestimmung bzw. Identifikation entféllt auch
deren Empfindlichkeit gegeniiber Stérungen. Ein weiterer Vorzug liegt darin, dass
gewOhnlich Modelle technologischer Prozesse durch eine groflere Anzahl an Parame-
tern beschrieben werden als die eingesetzten Regler. Eine lineare Strecke der Ord-
nung n € N benotigt mindestens 2n Parameter fiir eine vollstdndige Beschreibung.
Dagegen besitzen PID-Regler mit drei Parametern im Allgemeinen erheblich weniger
Einstellmoglichkeiten als das Streckenmodell. Deshalb ist die Adaption der Reglerpara-
meter meist mit geringerem Aufwand verbunden, als die Identifikation der Strecke. Von
Bedeutung ist diese Tatsache nicht nur bei der Implementierung, fiir die Rechenleis-
tung und Speicherkapazititen nur selten im Uberfluss zur Verfiigung stehen, sondern
auch im Bezug auf den Entwicklungsaufwand [62]:

~Mathematical modelling remains the most difficult part of most control
engineering projects, and it consumes the great majority of the control en-
gineer’s time. [... ] Modelling is an expensive activity, and in many potential
application areas modelling 1s perceived to be uneconomic.
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Obwohl eine kostspielige Modellbildung zum Beispiel in den Bereichen Luft- und Raum-
fahrt (Modellierungsaufwand ist gering im Verhéltnis zu den Gesamtkosten des End-
produkts), Automobilbranche (hohe Stiickzahlen bei identischen Regelstrecken) oder
auch petrochemische Industrie (die Regelgiite ist hohen Qualitdtsanforderungen un-
terworfen) vertretbar sein kann, scheinen vor diesem Hintergrund nicht-modellbasierte
Ansétze vorteilhaft. Ohne auf ein geeignet parametriertes Streckenmodell zuriickzugrei-
fen, ist beispielsweise die Adaption hochverstarkungsbasierter Regler moglich. Auf eine
ausfiihrliche Beschreibung wird an dieser Stelle verzichtet, weil solche Regler als Ge-
genstand der Kapitel 3 und 4 dort eingehend dargestellt sind. Es sei hier lediglich die
Besonderheit erwédhnt, dass eine Untergruppe der hochverstirkungsbasierten Regler
die Einhaltung einer vorab festgelegten Fehlerschranke nicht nur asymptotisch, son-
dern bereits unmittelbar nach Inbetriebnahme der Regelung garantiert. Damit lésst
sich das transiente Verhalten des Regelkreises an gegebene Anforderungen anpassen.

1.5 Zielsetzung

In der Antriebstechnik sind als Regelstrecken héufig schwingungsfihige mechanische
Systeme gegeben, die iiblicherweise durch nicht messbare Storungen (z.B. Lastmomen-
te) beeinflusst sind, oftmals nichtlineare Elemente mit unbekannter Charakteristik (z.B.
Reibkennlinien) beinhalten und nicht selten auch Parameter mit unbekannten Betréigen
aufweisen. Dariiberhinaus ist Robustheit gegeniiber Messrauschen eine unverzichtba-
re Eigenschaft geeigneter Regler. Da Parameterschitzungen fiir solche Prozesse meist
scheitern, wird in der vorliegenden Arbeit ein nicht-parameterbasierter Ansatz verfolgt.
Ein solche Strategie, die nicht auf die Parameterwerte eines Modells zuriickgreift, wird
in der englischsprachigen Literatur (siehe z.B. [35]) mit dem Attribut ,non-identifier-
based“ gekennzeichnet.

Die Zielsetzung besteht im Entwurf eines Reglers fiir nichtlineare Antriebssysteme mit
unbekannten Parametern, der Storeinwirkungen toleriert, nur geringen Implementie-
rungsaufwand erfordert und daher das Potential fiir industrielle Anwendbarkeit besitzt.
Dariiberhinaus soll nur eine Modellierung struktureller Art erfolgen, auf die Nutzung
geschétzter Modellparameter ist zu verzichten, so das der Aufwand fiir die Modellpa-
rametrierung entféllt.

1.6 Gliederung der Arbeit

Zunéachst wird in Kapitel 2 der Laboraufbau des Zweimassensystems beschrieben und
ein lineares Modell erstellt. Daran schliefit sich die Auslegung linearer Regler nach kon-
ventionellen Methoden an, die ein exaktes Modell voraussetzen, sowie eine ausfiihrliche
Analyse und Bewertung. Es folgt eine Darstellung diverser Reibmodelle und deren Inte-
gration in die Differentialgleichung des Zweimassensystems. Dabei ist zu betonen, dass
sich die Nutzung des Modells allein auf die Untersuchung struktureller Eigenschaften
beschréankt — die Parametrierung ist fiir den spéteren Reglerentwurf unerheblich.
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Kapitel 3 beginnt mit einer Betrachtung konstanter, hoher Verstédrkungen im linearen
und nichtlinearen Regelkreis. Fiir die Stabilisierung linearer Strecken mit unbekannten
Parametern werden adaptive hochverstéarkungsbasierte Regler mit monotonem Adap-
tionsgesetz diskutiert. Das Verhalten solcher Regler im Falle von Festwert- und Folge-
regelung, sowie unter dem Einfluss von Storgrofien wird im Anschluss beleuchtet.

Eine spezielle Form der hochverstirkungsbasierten Regelung ist Inhalt von Kapitel 4.
Diese zeichnet sich durch eine nicht-monotone Reglerverstérkung aus und garantiert fiir
den Regelfehler als Besonderheit die Einhaltung eines weitgehend frei wéhlbaren Grenz-
wertverlaufes. Die hiermit verbundene Aussage iibertrifft gewohnliche Stabilitdtsbewei-
se, die lediglich die Existenz einer Schranke fiir den Regelfehler sicherstellen. Das Prin-
zip des internen Modells wird aufgegriffen, um nicht nur einen beliebig kleinen, sondern
asymptotisch verschwindenden Regelfehler zu erreichen.

Die Anwendung der beschriebenen Regler setzt einen Prozess mit Relativgrad 1 voraus.
Antriebssysteme entsprechen dieser Forderung meist nicht, weshalb der Relativgrad des
betrachteten Zweimassensystems auf geeignete Weise zu reduzieren ist. Der Problema-
tik hoher Relativgrade widmet sich Kapitel 5, beschreibt bekannte Ansétze und zieht
eine Zustandsauskopplung als praktikable Losungsmoglichkeit heran.

Kapitel 6 setzt auf den Grundlagen von Kapitel 4 auf und fiithrt Zusatzmafinahmen ein,
welche sowohl die aktive Beddmpfung von Schwingungen in der elastischen Welle, als
auch einen verschwindenen Regelfehler in der Ruhelage ermoglichen und dadurch die
Regelgiite verbessern. Es werden ein Hochpassfilter, sowie ein PI-Regler in das theo-
retische Konzept eingebettet und der Nachweis gefiihrt, dass diese Erweiterungen die
strukturellen Eigenschaften des Zweimassensystems beibehalten. Abschlieend erfolgt
die experimentelle Validierung der entworfenen Regler an der Versuchsanlage.

Nach Kapitel 7 mit Zusammenfassung und Ausblick folgt im Anhang eine Zusammen-
stellung und Erlduterung mathematischer und systemtheoretischer Grundlagen. Ohne
den Anspruch auf Vollstandigkeit zu erheben, fokussiert sich die getroffene Auswahl
auf Definitionen und Eigenschaften, die im Kontext der vorliegenden Arbeit Relevanz
besitzen.



Kapitel 2

Das Zweimassensystem

Die Motivation fiir die regelungstechnische Betrachtung eines Zweimassensystems und
den Aufbau eines entsprechenden Priifstandes besteht vor allem darin, die Verhéltnisse
in Antriebssystemen realitdtsnah nachzubilden. In mechatronischen Systemen ist der
antreibende Motor iiblicherweise nicht direkt an der Arbeitsmaschine angebracht, son-
dern ist iiber eine Kraftiibertragungseinheit angekoppelt. Dabei konnen Wellen, Zahn-
riemen, Zugseile, Getriebe oder Kupplungen verwendet sein, die elastisches Verhalten in
das System einbringen. Ebenso kann die Arbeitsmaschine selbst Elastizitdten besitzen,
die fiir die Regelung des Antriebes beriicksichtigt werden miissen. Hierfiir sind Roboter-
arme gingige Beispiele, wenn bei deren Konstruktion Kompromisse zwischen Steifigkeit
und Gewicht geschlossen werden miissen. Ebenso ldsst sich die dominante Dynamik von
Schreib-Lesekopfen in Computerfestplatten, Antrieben in kontinuierlichen Fertigungs-
anlagen oder von Vorschiiben in Werkzeugmaschinen als Zweimassensystem modellie-
ren. Damit steht ein Zweimassensystem beispielhaft fiir viele Antriebsanordnungen, da
sich starre Verbindungen in der Praxis nicht bzw. nur selten ndherungsweise realisieren
lassen.

Besteht dagegen eine ideale, also starre Kopplung beider Massen, sind die Drehzah-
len von Antriebsmasse und Lastmasse identisch und es liegt ein Einmassensystem vor.
Das Massentréigheitsmoment der Gesamtanlage entspricht hier der Summe der beiden
Tragheitsmomente von Antriebs- und Arbeitsmaschine. Um jedoch reale Kopplungen
beriicksichtigen zu konnen, muss eine elastische Verbindung betrachtet werden, wo-
durch ein schwingungsfahiges Gesamtsystem entsteht.

Fiir einen Laboraufbau ist als Last ein Motor zweckmiflig, der an Stelle einer kom-
plexen und spezifischen mechanischen Anordnung die Aufgabe einer Arbeitsmaschi-
ne iibernimmt und das entsprechende Widerstandsmoment einprédgt. Dies stellt auf
der Lastseite eine hohe Flexibilitat bereit, so dass weitgehend beliebige Verldufe von
Stormomenten auf der Arbeitsmaschinenseite aufgebracht werden koénnen. Dadurch
lassen sich verschiedene reale Situationen im Betrieb elektrischer Antriebssysteme sehr
einfach nachbilden. Wie Abbildung 2.1 zeigt, besteht der Priifstand ,Zweimassensys-
tem* daher aus zwei Maschinen, die mit einer elastischen Welle verbunden sind und
bietet damit eine wertvolle Mo6glichkeit, um entwickelte Regelungsstrategien experi-
mentell zu validieren und deren Potential fiir eine industrielle Anwendung abschétzen

11
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Abbildung 2.1: Laboraufbau des Zweimassensystems.

zu konnen. Die technischen Daten der beiden baugleichen Synchronmaschinen sind in
Tabelle 2.1 angegeben.

Nenndrehzahl Ny = 2000 min~!
Nenndrehmoment | My = 25 Nm
Nennleistung Py = 52 kW

Tabelle 2.1: Technische Daten der elektrischen Antriebe.

Das klassische regelungstechnische Problem bei schwingungsfihigen Antrieben stellt
dabei die Bedampfung der Eigenschwingung zusammen mit dem Erreichen eines guten
Folgeverhaltens fiir die Drehzahl der Arbeitsmaschine dar.

2.1 Lineares Modell

Ublicherweise werden elastische Kopplungen als Feder-Déampfer Systeme modelliert [85,
Kap. 18]. Ein mechanisches Modell hierfiir ist in Abbildung 2.2 angegeben. Eine An-

K
M, - M,
@ - Jl w1 Tl W J2 N @
]

du

Abbildung 2.2: Mechanisches Ersatzmodell des Zweimassensystems.

triebsmaschine A bringt ein Drehmoment M (t) auf, das durch ein elastisches Element
an die Lastmaschine (=Arbeitsmaschine) L tibertragen wird. Diese bildet das Verhal-
ten der anzutreibenden Mechanik nach, indem deren Riickwirkung auf den Antriebss-
trang durch ein entsprechendes Lastmoment Ms(t) generiert wird. Dadurch kénnen
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ohne aufwéndige Umbauarbeiten am Priifstand unterschiedliche mechanische Systeme
simuliert werden.

Die Geometrie und die Massen beider Maschinen werden durch die Massentriagheitsmo-
mente J; > 0 und J, > 0 beschrieben. Durch die Einwirkung der Drehmomente M (t)
bzw. My(t) auf diese Massen entstehen dort die beiden Drehzahlen wy(t) bzw. ws(t).
Werden die Positionen der Massen zum Zeitpunkt ¢ durch die Winkelstellungen ¢4 ()
und ¢s(t) bezeichnet, gibt die Grofie

pu(t) = @1(t) = pa(t) (2.1)

den Differenzwinkel zwischen beiden Massen, also die Torsion der Welle an. Durch
¢;(t) = w;(t) und $;(t) wird die Drehgeschwindigkeit bzw. die Beschleunigung der
entsprechenden Masse j € {1, 2} beschrieben.

Die Elastizitéat der Verbindungswelle wird durch eine mechanische Drehfeder dargestellt
und durch ein Feder-Dampfer System mit der Federhérte &k, > 0 und der Dampfung
dy > 0 modelliert. Mit diesem Grundbaustein kann bereits das Verhalten einer Vielzahl
von mechanischen Anordnungen hinreichend genau beschrieben werden, obwohl nicht-
lineare Effekte (Lose im Getriebe bzw. Kupplung, Haft- und Gleitreibung) hier noch
nicht beriicksichtigt sind. Damit muss eine gewisse Diskrepanz zwischen dem Verhalten
des Modells und der realen Anlage in Kauf genommen werden.

Durch die Betrachtung der Welle als Feder-Dampfer System setzt sich das Wellenmo-
ment aus zwei Einzelkomponenten zusammen und ist abhingig vom Torsionswinkel
©w(t). Nach dem Hooke’schen Gesetz wird das Moment M (t) = ky, - @u(t) von ei-
ner Drehfeder iibertragen. Zum anderen tritt ein geschwindigkeitsabhéingiges Moment
My(t) = dy, - ¢u(t) aufgrund des Démpfers auf. Damit ergibt sich in Summe das Dreh-
moiment

My, (t) = Mg(t) + My(t) = ku - 0w (t) + du - Pu(t) (2.2)

in der Welle, das vom Verdrehwinkel zwischen beiden Massen, sowie von dessen zeitli-
cher Anderung abhéngt.

An der Masse der Antriebsmaschine greift das vom Motor erzeugte Antriebsmoment
M (t) an, die Masse der Arbeitsmaschine ist dem Widerstandsmoment Ms(t) unter-
worfen. Wird eine Vorzeichenfestlegung derart getroffen, dass die Lastmasse durch ein
positives Wellenmoment beschleunigt wird, so wirkt wegen des physikalischen Grund-
satzes ,actio gegengleich reactio” ein positives Wellenmoment daher bremsend auf die
Antriebsmasse. Damit lédsst sich an beiden Massen eine Drehmomentenbilanz aufstel-
len, wobei nach d’Alembert der Term J;¢;(t), j € {1,2}, dem Beschleunigungsmoment
entspricht:

N@i(t) = Mi(t) = My(t) = My(t) = [ku - Pu(t) + du - P ()] (2.3)
Jopa(t) = My(t) = Ma(t) = [ku - pu(t) + dw - @u(t)] = Ms(?) (2.4)

Diese Gleichungen kénnen als Signalflussplan dargestellt werden, der in Abbildung 2.3
gegeben ist. Eine physikalisch motivierte Zustandsbeschreibung ergibt sich auf Basis
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Abbildung 2.3: Signalflussplan fiir das Zweimassensystem in physikalischer Form.

der drei Grofien wy(t), wa(t) und ¢, (t). Mit dem Zustandsvektor

wo(t) wo(t) : Lastdrehzahl zum Zeitpunkt ¢
z(t) = | pu(t) |, ©u(t) : Verdrehwinkel zum Zeitpunkt ¢ (2.5)
wi (t) wi(t) : Motordrehzahl zum Zeitpunkt ¢

und zusammen mit der Momentenbilanz und der Beschreibung des Feder-Dampfer
Elementes folgt damit das lineare Zustandsraummodell [85, S. 821]

(t) = Ax(t)+bu(t) +b, Ma(t), z(0) € R

(2.6)
yt) = cx(t)
mit der Systemmatrix und den Einkoppelvektoren
—dy/ Sy ky/Jy  dy/J2 0 —1/Js
A= -1 0 1 , b= 0 , by = 0 . (2.7)
dp/J1  —ke/J1 —du/Ji 1/ 0

Der Auskoppelvektor ¢ € R hingegen ist anwendungsabhiingig durch
c= (1 0 0) , c= (0 0 1) : oder durch c= <01 Co 03) (2.8)

gegeben. Die Eingangsgrofie u(t) = M;(t) stimmt mit dem Antriebsmoment iiberein,
die Storgrofle Msy(t) ist ein Lastmoment, das im Falle von Reibung von der Lastdreh-
zahl wy(t) abhéngen kann. Der Modellierung in [85, S. 822] folgend, bleibt auch hier
der Einfluss eines vorhandenen Umrichters unberiicksichtigt, weil moderne Stellglie-
der mit hohen Taktfrequenzen arbeiten und dadurch die unvermeidliche Verzogerung
vernachlassigbar gering halten.

Basierend auf bekannten Materialkonstanten und geometrischen Gegebenheiten der
Anlage erméglichen die Gesetze der Mechanik eine Berechnung der Massentrégheitsmo-
mente. Sei R > 0 der Abstand eines Massenelementes von der Drehachse, ergibt das
Integral iiber die rotierende Gesamtmasse m > 0 das Massentrigheitsmoment zu

J= / R*dm > 0. (2.9)
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Verschiedene Messungen und Versuche erlauben die Bestimmung der Reibung beispiels-
weise durch Auslaufversuche oder die Bestimmung der Federhérte durch Belastungs-
versuche. Letztgenannte ergibt sich als Quotient aus aufgebrachtem Drehmoment und
daraus resultierender Wellentorsion.

Neben solchen ,Messungen®“ der Parameter besteht als weitere Moglichkeit die Anwen-
dung diverser Identifikations- und Schéitzverfahren [5], [32], [78], [84].

Die fiir den Priifstand ermittelten Parameterwerte sind in Tabelle 2.2 angegeben. Na-
turgeméafl verhindern Messunsicherheiten eine exakte Bestimmung, dennoch zeigen die
Parameter ausreichende Genauigkeit, um funktionsfihige Regler auslegen zu kénnen
und geben damit einen geeigneten Anhaltspunkt an, bzw. kénnen als nominelle Werte
betrachtet werden. Deshalb lassen sich am Laboraufbau diverse konventionelle Regler
in Betrieb nehmen und erméglichen somit einen Vergleich mit neuartigen Regelungs-
konzepten.

Trigheitsmoment des Antriebs | J; = 0.166 kgm?
Trigheitsmoment des Abtriebs | Jo = 0.333 kgm?
Federhérte der Welle ky, = 410 Nm/rad
Dampfungskoeffizient der Welle | d,, = 0.25 Nms/rad

Tabelle 2.2: Nominelle Parameterwerte des Zweimassensystems.

WEeil allerdings die Parameteridentifikation im Allgemeinen hohen Aufwand erfordert,
sind vor allem fiir die breitgefiacherte Anwendung Regler erwiinscht, die eine Kennt-
nis dieser Werte nicht verlangen. Insofern sollen die Systemparameter beim Entwurf
einer Regelung als unbekannt angenommen werden. Jedoch ist offensichtlich, dass auf-
grund physikalischer Gegebenheiten sdmtliche Parameter auf positive Wertebereiche
beschrénkt sind und

J1 >0, Jo >0, ko >0, dy >0 (2.10)

gilt. Allein diese Information iiber die Parameter soll bei der Systemanalyse und Reg-
lersynthese zur Verfiigung stehen. Die Verwendung des Begriffes ,,unbekannter Para-
meter” ist im Folgenden daher mit der korrekten, aber umsténdlichen Formulierung
y,unbekannter Betrag, aber positiver Wert des Parameters® gleichzusetzen.

2.2 Analyse des Systemverhaltens

Das Verhalten des linearen Zweimassensystems lésst sich vorteilhaft an Ubertragungs-
funktionen analysieren. Hierzu miissen jedoch Eingangs- und Ausgangssignal festgelegt
sein. Vor allem die Wahl des Ausganges ist per se nicht eindeutig, sondern héngt vom
Anwendungsfall ab, d.h. vom Zweck fiir den die Ubertragungsfunktion aufgestellt wer-
den soll. Ublicherweise werden Fiihrungs- und Stériibertragungsfunktionen bestimmt,
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die sich durch die Festlegung des Eingangssignales unterscheiden. Im Falle des Zwei-
massensystems ist daher sowohl das Drehmoment der Antriebsmaschine als auch das
Lastmoment als Systemeingang denkbar.

Als Ausgangssignal hingegen eignen sich die Drehzahlen w;(t) und ws(t), sowie eine
Linearkombination sdmtlicher Elemente des Zustandsvektors x(t), die durch die unter-
schiedlichen Auskoppelvektoren in Gleichung (2.8) festgelegt werden.

Die Ubertragungsfunktion beschreibt das E/A-Verhalten eines dynamischen Systems,
ohne dabei auf die Systemzustinde z(t) zuriickzugreifen. Deshalb #ndert sich die Uber-
tragungsfunktion bei einem Basiswechsel (z.B. Koordinatentransformation auf Rege-
lungsnormalform oder Byrnes-Isidori-Normalform) nicht.

Im Folgenden werden die Ubertragungsfunktionen angegeben und untersucht, wenn
eines der drei genannten Signale als Ausgang festgesetzt wird.

2.2.1 Motordrehzahl als Ausgang

Wird die Differentialgleichung (2.6) mit dem Auskoppelvektor ¢ = (O, 0, 1) einer
Laplace-Transformation unterzogen, ergibt sich geméf

Fis) = Y8 el o ayy, (2.11)

die Fithrungsiibertragungsfunktion

§0 4 du 31528 + ku G5k st ) T4spe+ 82505 0
w w,

starre Kopplung elastiscﬁe Welle

der Strecke. Diese besteht aus einem Anteil, der einer starren Kopplung entspricht,
sowie einem Anteil, der durch die elastische Verbindung hervorgerufen wird. Bei star-
rer Kopplung (k, — oo) entféllt der Einfluss der Welle und es verbleibt im Nenner
ein Polynom erster Ordnung, welches das integrale Verhalten eines Einmassensystems
beschreibt.

Es liegt ein Nennerpolynom der Ordnung n = 3 und ein Zahlerpolynom der Ordnung
m = 2 vor. Eine der drei Polstellen ist der starren Kopplung zugeordnet und befindet
sich unabhéngig aller Parameterwerte im Ursprung der komplexen s-Ebene, d.h. p; = 0.
Die elastische Welle ruft zwei weitere Pole hervor, die durch

—dy £ /@, — 4Lk,

w Ji+J2

LJy+ J, 11
2 N1 T 200,

Vi + )N+ J)d2 — 40y Jok,) (2.13)
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gegeben sind. Da sdmtliche Parameter ausschliellich positive Werte annehmen, gilt fiir

den Radikanten in Gleichung (2.13) die Ungleichung d2, — 45%%2-k,, < d2,. Daraus folgt,

dass nur negative Realteile fiir die Polstellen auftreten kénnen, das Zweimassensystem
ist daher unabhéngig von den exakten Parameterwerten stets stabil.

Technisch relevant sind vor allem Parameterkonstellationen, welche die Bedingung

J1Jo
v J1 + Jo

dy < 24/ k (2.14)
erfiillen. Kleine Dampfungskoeffizienten fithren auf einen negativen Radikanten in (2.13)
und sind damit verantwortlich fiir ein konjugiert komplexes Polpaar. Erwartungs-
gemaf resultiert schwingungsfahiges Systemverhalten, das sich durch die Ubertragungs-
funktion eines schwingungsfihigen PT-Bausteins

Kuw? K

F = = ) K, DeR, o >0 2.15
PT2(3) wg+2Dw08+82 1+2w28+u%82 W ( )

beschreiben lédsst. Deren Nenner wird als Normpolynom fiir einen Koeffizientenvergleich
vorgegeben und mit dem Nenner des Faktors, der in der Ubertragungsfunktion (2.12)
die elastische Kopplung beschreibt, gleichgesetzt:

J1J2 1 1 Jl +J2
2. = o = 14/ kuw 2.16
iy Jl +J2 kw wg = “ J1=]2 ( )
dy D Wodyw dy [ 1 J1+Jo
: — =2— D=——=—4/— 2.1
D 2 ke 2V kw ik (2.17)

Zusammen mit den nominellen Werten aus Tabelle 2.2 resultiert daraus die Eigen-
frequenz w, = 60.8 rad/s, bzw. f, = w,/(27) = 9.7 Hz, sowie der Ddmpfungsgrad
D = 0.0185. Ein Vergleich des Zahlers mit dem Normpolynom fiihrt auf

[ Fw dy [ 1T
Woz = 7 35.1 rad/s und Dy = Vi n 0.0107. (2.18)

Damit bestehen die Verhaltnisse

Wo Jl + J2 D Jl + J2
= 1 d —_— = 1 2.19
vy N T M o, N T T (2.19)

zwischen Nenner- und Zéhlergrofien, die unabhéngig von den Parameterwerten stets
grofer 1 sind. Die Resonanzfrequenz des Zéhlertermes liegt daher in jedem Falle unter
derjenigen des Nenners.

Im Bereich sehr tiefer Frequenzen (w < w,z, bzw. s — 0) verschwindet wegen
, 14 sde 4 22
lim - .

d 2 J1J2 1
0 Qw J1J2 1
=0 Lt sy + 875 00 5,

=1 (2.20)

der Einfluss der elastischen Welle, das System verhélt sich wie starr gekoppelt. Im
Bodediagramm in Abbildung 2.4 duflert sich dies im Verbleib des integralen Anteils,
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Betrag [dB]

Phase [grad]

-90

1 2

10 10 10

Winkelgeschwindigkeit [rad/s]

Abbildung 2.4: Bodediagramm fiir das Zweimassensystem mit Motordrehzahl als Aus-
gang.

1
Fljw)~ ———— fij 1 2.21
(jw) (I + Ja)jo iur w < ( )

der einen Phasenwinkel von —90° und einen Abfall im Betrag von 20dB/Dekade ver-
ursacht.

Der weitere Verlauf des Bodediagramms héngt entscheidend von der Lage der Reso-
nanzfrequenzen von Zahler und Nenner ab. Wegen w,; < w, bedingt das Zahlerpolynom
zweiter Ordnung zunéchst eine Verringerung des Betrages und ein Anheben der Phase
um 180°, bevor das Nennerpolynom diesen beiden Effekten durch Betragsiiberhohung
an der Resonanzstelle w, und Absenken der Phase um 180° entgegenwirkt.

Fiir schnelle Anregungen (w > w,, bzw. s — 00) verhélt sich wegen

1+jwz_z_w2];]_i _Jl—l-JQ

JiJs 1 -
J14+J2 kyw Jl

lim

2.22
w—oo | HWZ—Z — 2 ( )

die Welle als proportionaler Faktor. Deshalb ndhert sich der Verlauf des Bodediagram-
mes wiederum an integrales Verhalten an. Es ist allerdings wegen

F(jw) = fir w > 1 (2.23)

Jljw

ausschlieBlich die Antriebsmaschine mafigeblich, so dass die Betragskennlinie gegen-
tiber den niedrigen Frequenzen um 20 log,,([J1 + J2]/J1) =~ 10 dB parallel verschoben
verlauft.
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Betrag [dB]

-270 L
10" 10? 10° 10 10°
Winkelgeschwindigkeit [rad/s]

Abbildung 2.5: Bodediagramm fiir das Zweimassensystem mit Lastdrehzahl als Aus-
gang.

2.2.2 Lastdrehzahl als Ausgang

Wird die Differentialgleichung (2.6) mit dem Auskoppelvektor ¢ = (1, 0, 0) einer
Laplace-Transformation unterzogen, ergibt sich geméf

s:ﬁzwﬂs):cs — A
F(s) O (sI; — A)~'b (2.24)

die Fiihrungsiibertragungsfunktion

duw kw du
F(s) = 5% 3,5, S Lok (2.25)
o du B + kR s(h+ D) 1+ s 4 52 J{fi R

der Strecke. Nachdem sich im Vergleich zu Abschnitt 2.2.1 lediglich das gewéhlte Aus-
gangssignal unterscheidet, tritt eine Verdnderung ausschliefSlich im Zahlerpolynom auf,
das sich auf die Ordnung m = 1 reduziert. Der Nenner und damit auch dessen Ord-
nung bleibt unveréndert bestehen. Insofern sind Eigenfrequenz w, und Dampfungsgrad
D von der gewéhlten Auskopplung unabhéngig.

Fiir langsame Frequenzen ist wegen

1—|—sd—w

1111
d J Jo 1
0 Lt s+ S5

=1 (2.26)

die elastische Welle wiederum ohne Einfluss, es liegt das Verhalten einer starren Kopp-
lung vor (Einmassensystem). Im Bodediagramm (Abbildung 2.5) féllt der Betrag mit
20dB/Dekade, der Phasenwinkel beginnt bei —90°. In Erscheinung tritt das elastische
Verhalten vor allem an der Resonanzfrequenz w,. Das konjugiert komplexe Polpaar im
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Nenner fiihrt dort zu einer Resonanziiberh6hung im Betrag und zu einer weiteren Pha-
senabsenkung, die maximal 180° betrégt. Dieser wirkt jedoch der Z&hler entgegen, der
bei w,z = ky/dy, = 1640 rad/s eine Anhebung um 90° bewirkt. Trotz der entgegenwir-
kenden Phasenanhebung des Zihlers geschieht eine Absenkung unter —180°. Im Bereich
zwischen w, und w,z fillt der Betrag um 60dB/Dekade, ab w,z mit 40dB/Dekade. Die
Phase dreht fiir hohere Frequenzen auf —180° zuriick. Kritisch am Verhalten dieser
Regelstrecke ist der schnelle Abfall des Phasenwinkels unter —180°.

2.2.3 Linearkombination als Ausgang

Wird die Differentialgleichung (2.6) mit dem Auskoppelvektor ¢ = (c1, ¢, ¢3) € R
einer Laplace-Transformation unterzogen, ergibt sich geméf

F(s) = % =c(sl; —A)'b (2.27)

die Fiihrungsiibertragungsfunktion

ca g2 + (02J2+(c1+03)dw)8 + (c14c3)kw

F(s) = J1 J1Ja J1J2 _
(5) 53 4+ dw—‘]}ff 52 4+ kw—‘]}ff s
1 %82 + (C2J2+(ZL+63)%)5 + (Cl + 63) (2 28)
~s(i+ D) 14 sfe 4 52500 L '

der Strecke. Die Auskopplung beeinflusst das Nennerpolynom nicht, die Koeffizienten
des Zahlerpolynoms kénnen dagegen frei eingestellt werden. Im Folgenden wird die Fra-
gestellung behandelt, welche Kombinationen der Riickfithrungen zu einem beobachtba-
ren System fiithren, bzw. unter welchen Bedingungen der Verlust der Beobachtbarkeit
eintritt und daher eine Pol-Nullstellen-Kiirzung in der Ubertragungsfunktion (2.28)
entsteht. Hierzu werden die beiden Félle ¢c; = 0 und ¢y # 0 unterschieden.

2.2.3.1 Beobachtbarkeit ohne Verwendung des Verdrehwinkels c; = 0

Die Eigenschaft der Beobachtbarkeit ldsst sich am Rang der zugehorigen Beobachtbar-
keitsmatrix ablesen. Unter der Restriktion ¢; = 0 lautet die Beobachtbarkeitsmatrix

c-AY
Q pu— C . Al pu—
c- A2
C1 0 C3
_J c1Ji—c3Jo c1J1—c3Js c1J1—c3Js
= oy J1J2 K J1J2 du J1J2
(kalJz—d%]Jl—d%‘)Jg)(Cng—clJl) kwdw(J1+J2)(03J2—61J1) (d%}Jl—ka1J2+d12UJ2)(C3J2—ClJ1)
J2J2 J2J2 J2J2
192 192 192

(2.29)
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und ist singulér, wenn deren Determinante
—<01J1 — C3J2)2(Cl + 63) (230)

den Wert 0 annimmt. Damit geht die Beobachtbarkeit in zwei Féllen verloren:

Fall 1:
Das Zweimassensystem ist nicht vollstdndig beobachtbar, wenn die Konstellation

= —c3 = det(Q) =0 (2.31)
angesetzt wird. Im Grenzfall (2.31) entsteht die Ubertragungsfunktion

) . CngS
N J1J282 + (Jl + Jg)de + (Jl + Jg)kw

F(s (2.32)
deren Ordnung auf 2 reduziert ist, worin sich der Verlust der Beobachtbarkeit aus-
driickt. Der integrale Anteil im Nenner ist entfallen, lediglich das konjugiert kom-
plexe Polpaar verbleibt. Gegenphasige Schwingungen der Massen sind am Ausgang
zwar sichtbar, nicht jedoch die Drehzahl im stationdren Zustand. Weil in der Gleich-
gewichtslage wy (t) = ws(t) gilt, ergibt sich fiir ¢; = —c3 und ¢, = 0 das Ausgangssignal
y(t) = crwa(t) + cswi(t) = 0, unabhéngig davon, welche Drehzahl vorliegt.

Fall 2:
Bei Auskoppelkoeffizienten mit positivem Vorzeichen kann die Losung
Jo
L= 37 = det(Q) =0 (2.33)
1

zutreffen. Die gekiirzte Ubertragungsfunktion

2
F(S) _ 2 ) J1J28 + (Jl + JQ)de + (Jl + Jg)kw ) 1 _ & (234>
Jl J1J282 + (Jl + JQ)de + (Jl + JQ)]Cw S J18

weist die Ordnung 1 auf und verliert das konjugiert komplexe Polpaar. Hierin spiegelt
sich die Tatsache wider, dass die Schwingungen in der Welle vom Ausgang aus nicht
mehr sichtbar sind, wenn die Auskopplung der Gleichung (2.33) geniigt.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass zwei Kombinationen von ¢; und ¢z existieren,
fiir die unter der Voraussetzung co = 0 die Beobachtbarkeit verloren geht.

2.2.3.2 Beobachtbarkeit bei Verwendung des Verdrehwinkels c; # 0

Fiir die Analyse der Beobachtbarkeit unter Berticksichtigung des Torsionswinkels mit
co # 0 kann wiederum der Rangabfall der Beobachtbarkeitsmatrix bestimmt werden.
Allerdings entsteht bei der Berechnung der Determinante ein uniibersichtliches Poly-
nom dritter Ordnung in den Koeffizienten ¢y, ¢ und c3, so dass von dieser Vorgehens-
weise Abstand genommen werden soll. Die einfachere Methode ist hier, Z&hler- und
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Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion (2.28) zu faktorisieren und anschlieBend zu
beantworten, fiir welche Konstellationen der Riickfiihrkoeffizienten eine Kiirzung der
Linearfaktoren eintritt.

Aus der Berechnung der Polstellen p;, ps und p3 in Abschnitt 2.2.1 kénnen die drei
Linearfaktoren des Nenners entnommen werden. Neben dem Faktor s — p; = s treten
die beiden Faktoren s — p; und s — p3 auf, die dem konjugiert komplexen Polpaar
entsprechen und durch Gleichung (2.13) gegeben sind.

Der Radikant

Ry = (Jl + J2)2di} — 4J1J2(J1 + Jg)k’w <0 (235)
in
—(J1+ Jo)dy + VR —(J1 + J2)dy — VR
Py = (S + Jo)dw + YeC und p3 = Uit ) Yec (2.36)
2J1 JQ 2J1 JZ

ist negativ, weil laut Annahme ein schwingungsfahiges System vorliegt. Das Zahlerpoly-
nom zweiter Ordnung besitzt die beiden Nullstellen

—cyJy — (e1 4 ¢3)dw — VRz
203 <]2

—c3Jy — (c1 4 ¢3)dy + Rz
203 J2 ’
(2.37)

o= und G =

wobei
RZ - (CQJQ + (Cl + Cg)dw)2 — 4J2]€w03(01 + 03) (238)

von den Auskoppelkoeffizienten und den Systemparametern abhéngt. Daher kann {iber
das Vorzeichen von Ry zunichst keine Aussage getroffen werden, die Nullstellen kénnen
sowohl reelle als auch komplexe Werte annehmen.

Als Ergebnis lisst sich schlieflich die Ubertragungsfunktion in der gesuchten Form

C3'($—Q1)'(3—CJ2)
Ji-s-(s—p2)-(s—ps3)

F(s) = (2.39)

darstellen.

Die Beobachtbarkeit geht verloren fiir alle Konstellationen der Auskopplungen, welche
die Nullstellen derart platzieren, dass eine Kiirzung mit den Polstellen eintritt. Daraus
leiten sich prinzipiell sechs Moglichkeiten fiir eine Pol-Nullstellen-Kiirzung ab, die je-
weils eine Bedingung an den Realteil und eine an den Imaginéarteil des zu kiirzenden
Linearfaktors stellen:

Fall 1:
Kiirzung von s — ¢; mit s:

= CQJ2+(01+03>dw—|—‘\/Rz‘:O und Rzzo

Fall 2:
Kiirzung von s — ¢ mit s:

= cJa+ (c1+c3)dy — [VRz] =0 und Rz >0
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Fall 3:
Kiirzung von s — ¢; mit s — py:

CQJQ + (Cl + Cg)dw (Jl + JQ)dw

V—Rz|  —|vV—Rx]|

= d = it Rz <0
2 C3 J2 2 Jl J2 b 203J2 2J1J2 m Z
—— N———
>0 <0
Fall 4:
Kiirzung von s — g mit s — pa:
dy dy —V— —[v— .
CQJQ + (Cl + Cg) _ (Jl + JQ) und | Rz| _ | RN| mit RZ <0
2 C3 J2 2 Jl J2 2C3J2 , R 2J1J2
<0 <0
Fall 5:
Kiirzung von s — ¢; mit s — p3:
d d Ve Ve
caJs + (c1 + ¢3) w:(J1+J2) w nd | RZ|:| Ry mit Ry <0
263 JQ 2J1 Jg 203J2 2J1J2
——— N —
>0 >0
Fall 6:
Kiirzung von s — g mit s — p3:
d /= N/ —
CQJQ + (Cl + 63) w o _ (J1 + Jg)dw und | Rz| _ | RN| mit RZ <0
2 C3 JQ 2 Jl Jg 263J2 2J1J2
——— N———

<0 >0

In den Fillen 1 und 2 kiirzen die Linearfaktoren im Z&ahler die reelle Polstelle im Nenner.
Daher diirfen die Nullstellen ¢; bzw. ¢ fiir eine Kiirzung keine Imaginérteile besitzen,
wofiir die Bedingung Rz > 0 notwendig und hinreichend ist.

Nachdem ein schwingungsfahiges Zweimassensystem zugrunde gelegt wurde, sind die
Polstellen py und p3 komplexe Zahlen. Damit miissen fiir deren Kiirzung auch die Null-
stellen Imaginérteile enthalten. Deshalb wird in den Féllen 3 bis 6 nicht nur Ry < 0,
sondern auch Rz < 0 angenommen. Daraus ist ersichtlich, dass die beiden Félle 3
und 6 keine Relevanz besitzen, da die Bedingung an den Imaginérteil keinesfalls zu-
treffen kann. Nur fiir den speziellen Fall Ry = Rz = 0 konnen die Bedingungen fiir die
Gleichheit des Imaginéarteiles erfiillt werden. Das daraus folgende Zweimassensystem
ist allerdings nicht schwingungsfahig und widerspricht somit der Annahme.

Weiterhin ist erkennbar, dass die Félle 3 und 6 und die Fille 4 und 5 jeweils identisch
sind. Da sowohl ¢; und ¢y als auch p, und ps konjugiert komplex zueinander sind, ist
die Gleichung fiir die Imaginéirteile lediglich mit einem negativen Vorzeichen versehen.
Eine Kiirzung der Faktoren (s —go) und (s —py) bedingt gleichzeitig auch die Kiirzung
von (s — ¢p) mit (s — ps).

Aufgrund fehlender Relevanz in den Féllen 3 und 6 und Redundanz in den Féllen 4
und 5, miissen lediglich die Félle 1, 2 und 5 untersucht werden:

zu Fall 1 bzw. 2:
Kiirzung von s — ¢; mit s bzw. Kiirzung von s — ¢ mit s:
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Die Forderungen an den Realteil von ¢; bzw. ¢y in den Féllen 1 und 2 kénnen durch
cods + (1 + 3)dyw = £|V/Ry|, mit Ry >0 (2.40)
zusammengefasst werden. Durch Einsetzen der Grofie Rz aus Gleichung (2.38) und
Quadrieren lasst sich die notwendige Bedingung
dlokyes(cr+e3) =0 < c3(cr+c3) =0 (2.41)

ableiten. Es ist zu entnehmen, dass die beiden Lésungen c¢3 = 0 und c¢;+c3 = 0 jeweils zu
einem nicht vollstdndig beobachtbaren System fiithren. Im zuléssigen Grenzfall Ry = 0
errechnet sich die Konstellation
dy
codo + (01 + Cs)dw =0 & o= _7(01 + 63) ) (2'42>
2
die eine Kiirzung der Polstelle im Ursprung verursacht.

zu Fall 5:

Kiirzung von s — ¢; mit s — ps:

Aus den Forderungen an Realteil und Imaginérteil in Fall 5 lassen sich durch Auflésen
nach ¢y die beiden Gleichungen

(C3J2 - Cljl)dw

= 2.43
“ T (243)
und
= — (Cl + Cg)dw + \/(Jl + J2)2d12”c§ + 4J1J2ka3<J101 — JQCg) (244)
Jo JiJo
formulieren. Gleichsetzen von (2.43) mit (2.44) fiihrt auf den Zusammenhang
J.

C1 = Cgf s (245)

der sowohl die Realteil- als auch die Imaginérteilbedingung simultan erfiillt und so-
mit fiir eine Kiirzung in der Ubertragungsfunktion sorgt. Durch Einsetzen von (2.45)
in (2.43) errechnet sich daraus allerdings ¢, = 0. Im Umbkehrschluss folgt, dass eine
Kiirzung der Linearfaktoren (s — ¢;) mit (s — p3) bzw. (s — g2) mit (s — pg) nicht
auftreten kann, sofern ¢y # 0 vorausgesetzt wird.

2.3 Stand der Technik bei der industriellen Rege-
lung eines linearen Zweimassensystems

Bei der industriellen Regelung von Zweimassensystemen kommen iiberwiegend kon-
ventionelle PI-Regler in Kaskadenstruktur zum Einsatz. Ein ,;innerer” Regelkreis dient
zur Stromregelung in der Antriebsmaschine und ist damit fiir das Drehmoment bestim-
mend. Diesem wird ein ,,&uflerer” Regelkreis iiberlagert, der die Regelung der Drehzahl
tibernimmt. Aufgrund ihrer Vorteile (v.a. einfache Struktur, einfache Reglerauslegung
und schnelles Ausregeln von Storungen) wird die Kaskadenstruktur eingesetzt (sie-
he [85, S. 115-118]). Die Einstellung der Regler beruht bei dieser Vorgehensweise auf
vollstdndig bekannten Systemparametern.
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2.3.1 Stromregelkreis

Gewdhnlich lisst sich das Ubertragungsverhalten zwischen Klemmenspannung der Ma-
schine und momentbildendem Strom i(¢) durch einen Tiefpass erster Ordnung beschrei-
ben. Ahnliches gilt fiir den Stromrichter, der die vom Stromregler vorgegebene Sollspan-
nung us.y(t) in eine Klemmenspannung tibersetzt, wobei auch hier in guter Ndherung
Tiefpassverhalten erster Ordnung angenommen werden kann. In Summe stellt sich da-
her die vom Stromregler zu beherrschende Strecke als PT-Glied mit reellen Polstellen

dar:
Z(S) VS
Fq(s) = = 2.46
5(s) Usoun(8) (14 8T5)(1 + sTy) (2.46)
Die Konstante Vg > 0 bezeichnet hierbei die stationédre Verstarkung der Kombination
von Stromrichter und Maschine, T, > 0 stellt die Zeitkonstante des Stromrichters dar,
T, > 0 beschreibt die Zeitkonstante, die aus dem Verhéltnis von Induktivitidt und
Ohm’schen Widerstand der Maschine resultiert.

Als Stromregler bietet sich ein PI-Baustein an, mit einer Auslegung nach dem Betrags-
optimum (BO), siehe [85, S. 46ff]. Dadurch wird die verzogernde Wirkung der langsa-
meren von beiden Zeitkonstanten (fiir die meisten Antriebsanordnungen gilt T4 > T,)
eliminiert. Der Stromregler mit PI-Verhalten wird beschrieben durch

1+ sT,
FR(S) = VR : STn (247)
wobei sich nach BO die Reglerverstiarkung Vi und Nachstellzeit T, zu
Ty
Vi = d T,=T 2.4
R 2T0V5 un A ( 8)

ergeben. In der Serienschaltung von Regler und Strecke erfolgt eine Kiirzung des Fak-
tors 1 + sT4, so dass ausschliellich die Zeitkonstante des Stromrichters die Dynamik
des geschlossenen Regelkreises

i(s) 1
iso(s) 27252 +2T,s + 1

Fi(s) = (2.49)

bestimmt. Das urspriingliche Verhalten der Maschine ist durch die gewédhlte Reglerein-
stellung nicht mehr sichtbar. Die Optimierung nach BO bedingt die Polstellen

1 1
_ Sy 2.50
oT. ~7or, (2.50)

fiir den Regelkreis, deren Real- und Imaginérteil stets gleich grof3 sind. Daraus bestimmt
sich der Dampfungsgrad zu 1/ V2, der zu einer schnellstmaglichen Einschwingzeit und
zu einem Uberschwingen von 4.3% fiihrt. Bei dieser Reglereinstellung ist ausschlieBlich
die Zeitkonstante des Stromrichters mafigeblich fiir die Zeitskala der Regelkreisdyna-
mik.
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2.3.2 Drehzahlregelkreis

Abhéngig von der Abweichung zwischen Soll- und Istdrehzahl beaufschlagt der iiberla-
gerte Drehzahlregler den inneren Stromregelkreis mit einem entsprechenden Sollwert.
Damit stellt der Stromregelkreis zusammen mit dem elektromagnetisch-mechanischen
Subsystem, das den Strom der Maschine zunéchst in ein Drehmoment und schliellich
in eine Drehzahl {ibersetzt, die Strecke aus Sicht des Drehzahlreglers dar. Fiir die Reg-
lerauslegung ist zu unterscheiden, ob die Motor- oder die Lastdrehzahl als Regelgrofie
betrachtet wird und damit die Istdrehzahl darstellt. Ebenfalls beeinflusst die Art der
Ankopplung (starr/hart/weich) die Einstellung der Reglerparameter.

Um einen Drehzahlregler ohne differenzierenden Anteil mittels Standard-Optimierung
auslegen zu konnen, muss der Stromregelkreis — der durch die Auslegung nach BO
bedingt PTs-Verhalten zeigt — durch ein System erster Ordnung approximiert werden.
Eine geeignete Approximation ist ein PT;-Baustein, dessen Eckfrequenz mit der Re-
sonanzfrequenz des PT5-Systems iibereinstimmt. Aus den Polstellen (2.50) ergibt sich
letztgenannte zu 1/(27,), so dass eine Zeitkonstante von 27, fiir die Approximation
folgt.

Nachdem sich das schwingungsfahige Verhalten der elastischen Welle nicht durch die
genannten Standard-Optimierungsverfahren beherrschen lédsst, wird auch im mecha-
nischen Subsystem eine Vereinfachung vorgenommen. Die elastische Kopplung bleibt
unberiicksichtigt, beide Massen werden als starr gekoppelt betrachtet. Eine starre Ver-
bindung beider Massen liegt bei einer idealen, torsionssteifen Welle (k, = oo) vor
und duflert sich in der Identitédt wi(-) = ws(-) beider Drehzahlen. Das starr gekop-
pelte Zweimassensystem ist daher dquivalent zum Einmassensystem mit dem Gesamt-
tragheitsmoment J = J; + Js, das fiir die Reglerauslegung als Streckenmodell dient.
Bei harter oder starrer Ankopplung sind folglich beide Tréagheitsmomente J; und J; zu
einem Gesamttrigheitsmoment zu summieren.

Demzufolge wird als Strecke des Drehzahlregelkreises das IT;-System

w(s) 1
F = = 2.51
s(8) = 08~ (U7 2Tl (2:51)
angesetzt. Die Konstante T,, > 0 wird dabei von der Maschinenkonstanten C; > 0,
vom Erregerfluss ¥ > 0 und vom Massentragheitsmoment .J > 0 der zu beschleunigen-

den Masse geméfl

1
T, = ol -J (2.52)
bestimmt. Die Lastmasse wird bei der Reglerauslegung allerdings nicht beriicksichtigt,
wenn bei der Regelung der Motordrehzahl eine weiche Ankopplung vorliegt. In diesem
Fall tritt die Riickwirkung der Welle auf die Motormasse aus Sicht des Reglers erst
verzogert ein, so dass in Gleichung (2.52) lediglich das Triagheitsmoment J = J; ein-
gesetzt wird. Die Riickwirkung der Welle wird dann als Stérung aufgefasst, die vom

Regler zu unterdriicken ist.

Fiir eine solche Strecke kann ein PI-Regler nach Standard-Optimierungsverfahren ein-
gestellt werden. Es eignet sich zum Beispiel das symmetrische Optimum (SO) [85,
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S. 60ft] als Einstellregel:

1+ sT, _ T
+s mit Vr

F — =
wls) =Va—g, 2. 2T,

und T, =4-2T,  (2.53)

Der daraus resultierende gedffnete Drehzahlregelkreis

1 +381;s 1
1+4+2T,s 32T2s2
SN— N —

PDT, I,

F,(s)

(2.54)

setzt sich aus einem PDT;-Glied und einem I,-Glied zusammen, das im Betragsgang
einen Abfall von 40dB/Dekade und einen Phasenwinkel von —180° verursacht. Die
Eckfrequenz im Zéhler des PDT;-Gliedes liegt bei wy; = 1/(87,) und ist damit stets
kleiner als die Eckfrequenz wy = 1/(27,) des Nenners. Folglich hebt der Zahler Betrag
und Phase bereits an, bevor der Nenner erst bei hoheren Frequenzen entgegen wirkt,
wodurch das PDT;-Glied einen Betragsanstieg von 20dB/Dekade innerhalb der Eck-
frequenzen w; < w < wy erhélt. Auerhalb dieses Bereiches (w < wz und w > wy)
entsteht ein konstanter Betragsverlauf. In Summe mit dem I,-Glied, das den Betrag pro
Dekade um 40dB reduziert, ergibt sich daraus fiir den offenen Drehzahlregelkreis das
in Abbildung 2.6 dargestellte Bodediagramm. Die Eckfrequenzen des PDT;-Gliedes
markieren die Knickfrequenzen, die symmetrisch zur Amplitudendurchtrittsfrequenz
wg = 1/(4T,) liegen. Die Anhebung des Phasengangs in der Umgebung der Amplitu-
dendurchtrittsfrequenz verschafft eine ausreichende Stabilitédtsreserve von 36.9°.

Aus dieser Reglereinstellung resultiert die Ubertragungsfunktion

F, 14 8T,s
F = = 2.55
w(8) = T, T 64T+ 212t 1 8Ty 1 1 (2.55)
fiir den geschlossenen Drehzahlregelkreis, deren Polstellen bei
1 1 V3
- — +j 2.
a, M 8T, ~ 78T, (2:56)

liegen. Der Dampfungsgrad des konjugiert komplexen Polpaares ergibt sich zu 0.5, das
Uberschwingen betrigt 43% (siehe Abbildung 2.7). Mit zusétzlicher Sollwertglédttung
reduziert sich das Uberschwingen auf 8%.

Die beschriebene Vorgehensweise legt bei der Einstellung des Drehzahlreglers ein Ein-
massensystem als Regelstrecke zugrunde, obwohl der Regler am Zweimassensystem
eingesetzt wird und beriicksichtigt dadurch die elastische Verbindung nicht. Diese Dis-
krepanz erfordert eine eingehende Untersuchung der Eigenschaften des derart geregel-
ten Zweimassensystems, die in den folgenden Abschnitten detailliert durchgefiihrt wird.
Dabei hiingt das Verhalten stark von der gewahlten Regelgrofle ab, also davon, ob die
Motor- oder die Lastdrehzahl geregelt wird.
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Abbildung 2.6: Bodediagramm des den offenen Kreises bei Regelung des Einmassen-
systems nach Standard-SO.
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Abbildung 2.7: Sprungantwort des Drehzahlregelkreises (Einmassensystem), eingestellt
nach Standard-SO.

2.3.3 Regelung der Antriebsmaschinendrehzahl

Bei der Regelung der Antriebsmaschinendrehzahl fokussiert sich der Drehzahlregler auf

die Differenz
e(t) = w(t) —wi(t) (2.57)

von Sollwert w(t) und Motordrehzahl wy(t). Damit unterscheidet sich im Allgemei-
nen die regelungstechnische von der prozesstechnischen Aufgabenstellung. Der Regler
berticksichtigt einzig das Verhalten der Motordrehzahl wy(t) und vernachlissigt dabei
vollstéandig das Verhalten der prozesstechnisch relevanten Grofie, namlich der Last-
drehzahl wy(t). Damit erfiillt die Regelung ihre Aufgabe bereits, sobald sich die Motor-
drehzahl wunschgeméaf verhélt. Dies gilt auch dann, wenn die Drehzahl der Lastmasse
ihre Vorgabe nicht einhélt, weswegen das Verhalten der Lastdrehzahl nicht zur Beur-
teilung der Regelgiite herangezogen werden darf. Folglich kann sich bei der Regelung
der Antriebsmaschinendrehzahl das Gesamtsystem aus prozesstechnischer Sicht als un-
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Abbildung 2.8: Bodediagramm fiir die Regelung des Einmassensystems und fiir die Re-
gelung der Motordrehzahl des Zweimassensystems bei harter und weicher Ankopplung
nach Standard-SO.

brauchbar erweisen, obwohl aus regelungstechnischer Sicht alle Anforderungen vom
Regler erfiillt werden. Der Vorteil von diesem Konzept liegt in der Tatsache, dass fiir
alle Situationen (starre/harte/weiche Ankopplung) ein stabiler Regelkreis!) entsteht.
Allerdings treten bei einem solchen Vorgehen zwei Fragestellungen auf. Einerseits ist zu
untersuchen, in wieweit das Verhalten der Motordrehzahl des Zweimassensystems vom
Verhalten der Drehzahl des angenommenen Einmassensystems abweicht. Eine quali-
tative Aussage hierzu bietet Abbildung 2.8, in der exemplarisch die Bodediagramme
fiir ein Einmassensystem und fiir ein hart bzw. weich angekoppeltes Zweimassensystem
aufgetragen sind. Andererseits muss geklirt werden, ob das Verhalten der Lastdrehzahl
den Anforderungen geniigt, wenn sich die Motordrehzahl geméafl Vorgabe verhélt.

Bevor beide Fragen in den Abschnitten 2.3.3.1 und 2.3.3.2 durch Simulationen beant-
wortet werden, soll zunéchst diskutiert werden, ob durch eine Regelung der Antriebs-
drehzahl die relevante Lastdrehzahl prinzipiell wunschgeméfl beeinflusst werden kann.

Weil ein PI-Regler den Regelfehler e(t) nur fiir einen konstanten Sollwert w = const.
asymptotisch zum Verschwinden bringt, wird ausschliellich der Fall einer konstanten
Drehzahl untersucht. Wegen
t) — M,(t
o(t) = ut) = Mu®) (2.58)
Ji

miissen sich Stellgrofle des Reglers und Wellenmoment asymptotisch aufheben. Hier-
in liegt begriindet, warum das Regelziel e(t) — 0 nicht zu erreichen ist, solange die
Welle Torsionsschwingungen ausfiihrt. Es ist nicht moglich, dass eine Kombination aus

1) Das Nyquist-Kriterium erfordert von der Ortskurve des offenen Kreises eine globale Phasenwin-
keldnderung von 7, was unabhéngig von der Ankopplung stets erfiillt wird.
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Idealverhalten an der Motormasse
wi(t) = w = const. (2.59)
und schwingender Lastmasse
wa(t) = Asin(wt) +w, A, w>0 (2.60)
auftritt. Dies wiirde eine sinoidal verlaufende Differenzgeschwindigkeit
wi(t) — we(t) = —Asin(wt) (2.61)

zwischen beiden Massen bedingen, deren Integral den Torsionswinkel ergibt:

Ou(t) = /0 —Asin(wT)dT + ¢,(0) = é(cos(wt) — 1) + v, (0) (2.62)

Uber die Beziehung (2.2) entsteht daraus ein ebenfalls sinusformiges Wellenmoment,
das als Storgréfe in den Drehzahlregelkreis einwirkt:

A A
My(t) = kyppuw(t) + dupdu(t) = kw; cos(wt) — kw; + kupw(0) — dyAsin(wt) (2.63)

Fiir eine konstante Motordrehzahl muss der Regler darauf mit einer schwingenden
Stellgrofe reagieren. Die konstante Regelgrofie wy(t) — w = const. fithrt allerdings zu
einem konstanten Regelfehler, auf den der PI-Regler mit einer konstanten oder linear
ansteigenden Stellgréfle antwortet, nicht jedoch mit einer sinoidalen. Dieser Wider-
spruch schliefit die angenommene Konstellation aus, bei der die Motordrehzahl exakt
konstant verldauft, in der Welle jedoch Torsionsschwingungen auftreten.

Um den stationdren Zustand wy(t) = w = const. exakt zu erreichen, muss daher die
Schwingung in der Welle zunéichst vom Regler beddmpft werden oder von selbst durch
die Eigenddmpfung abklingen, so dass ein konstantes Wellenmoment als Storung wirkt.
Ein solches kann von einem PI-Regler vollstéindig kompensiert werden. Andernfalls lédsst
sich das Regelziel nicht exakt erreichen.

Allerdings wird der stationdre Zustand und damit das Regelziel ndherungsweise er-
reicht, wenn die Amplitudendurchtrittsfrequenz des Reglers sehr viel hoher liegt als die
Eigenfrequenz der Wellenschwingung und damit ein verhéltnismé&fig schneller Regler
verwendet wird. Dieser Fall tritt bei weicher Ankopplung auf (sieche Abschnitt 2.3.3.2).
Nachdem ein schneller Regler einer hohen Reglerverstiarkung entspricht,? erzeugen be-
reits kleine Regelfehler wirksame Stellgroflen. Sobald das stérende Wellenmoment die
Motordrehzahl geringfiigig vom Arbeitspunkt auslenkt, antwortet ein schneller Reg-
ler bereits auf den kleinen Fehler mit einem entsprechend hohen Gegenmoment, um

2) Eine VergroBerung der Reglerverstiarkung in Gleichung (2.53) duBert sich als zusétzliches Propor-

tionalglied im offenen Regelkreis (2.54). Der Betragsgang eines Proportionalgliedes verlduft konstant,
die Phase ist identisch 0°. Folglich dndert sich durch eine zusitzliche Verstirkung der Phasenver-
lauf von F,(jw) nicht, der Betrag erfihrt eine Parallelverschiebung zu hsheren Werten. Das streng
monotone Fallen der Betragskurve (siche Abbildung 2.6) fiihrt dadurch zu einer Erhohung der Am-
plitudendurchtrittsfrequenz.
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die Drehzahlabweichung gering zu halten. Aus diesem Grund kann das niederfrequen-
te Wellenmoment aus Sicht der schnellen Reglerdynamik néherungsweise als konstant
betrachtet werden.

Je langsamer der Regler im Vergleich zur Torsionsschwingung eingestellt ist, desto
starker tritt die zeitliche Verdnderung des schwingenden Wellenmomentes in den Vor-
dergrund, so dass die Storung umso schlechter unterdriickt werden kann. Im Falle
harter Ankopplung liegt die Torsionsfrequenz oberhalb der Amplitudendurchtrittsfre-
quenz des offenen Regelkreises, weshalb der Effekt der Eigenschwingung vom Regler
nicht verringert werden kann. Die Motordrehzahl ist demnach vollstdndig vom oszillie-
renden Wellenmoment beeinflusst, das lediglich aufgrund der Eigendédmpfung d,, > 0
abklingt.

Die angestellte Diskussion lédsst erwarten, dass der beschriebene PI-Regler bei harter
Kopplung das Regelziel nicht erreicht, bei weicher Kopplung zwar das Regelziel erreicht
(wy (t) verhilt sich wunschgeméf), jedoch eine stark oszillierende Lastdrehzahl toleriert.
In den folgenden beiden Abschnitten wird diese Aussage durch Simulationen verifiziert.

2.3.3.1 Harte Ankopplung

Bei einer harten Verbindung beider Massen {ibersteigt die Eigenfrequenz w,, die Am-
plitudendurchtrittsfrequenz wy des offenen Regelkreises deutlich, der Regler ist daher
langsam im Vergleich zur Wellenschwingung. Dies schligt sich in der Ungleichung

Wy > Woz > Wy = (2.64)

AT,

nieder. In der Praxis tritt dieser Fall niherungsweise dann ein, wenn eine verhéltnismé-
Big kurze Welle mit groem Durchmesser aus einem steifem Material eingesetzt wird.
Weiterhin trigt ein vergleichsweise grofles Massentragheitsmoment der Antriebsma-
schine im Verhéltnis zu dem der Arbeitsmaschine zu einer Versteifung der Kopp-
lung bei. Der langsame Regler kann im geschlossenen Kreis durch seine Stellgrofie
die Figenschwingung weder anregen, noch beddmpfen. Der Regler wird wie bei starrer
Kopplung optimiert, d.h., als Strecke wird wiederum das Einmassensystem mit dem
Trigheitsmoment J = J; +J, zugrunde gelegt. Somit ergibt sich die selbe Reglereinstel-
lung wie bei starrer Ankopplung. Der Einfluss der schwingungsfahigen Kopplung wird
als hochfrequente Storung betrachtet, die beispielsweise durch Lastspriinge angeregt
werden kann.

Damit ist der Regler einer zeitverdnderlichen Stérung (Torsionsschwingung der Wel-
le) ausgesetzt, fiir deren Beddmpfung zu wenig Bandbreite vorhanden ist. Im grobem
Verlauf bewegen sich die Drehzahlen zwar &hnlich wie beim Einmassensystem nach
Standard-SO. Allerdings zeigt Abbildung 2.9 deutlich die Uberlagerung hochfrequenter
Oszillationen, deren Frequenz mit der Eigenschwingung der Strecke iibereinstimmt. Ei-
ne aktive Beddmpfung durch den Regler ist nicht erkennbar, einzig die Eigenddmpfung
des Systems fithrt zu einer Verringerung der Torsionsschwingung. Dieser Sachverhalt
wird in [85, S. 817] durch die Aussage
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Abbildung 2.9: Sprungantwort fiir den Drehzahlregelkreis (Zweimassensystem, harte
Kopplung), eingestellt nach Standard-SO.

LEine einfache Kaskadenstruktur ist nicht in der Lage, diese Schwingungen
zu ddmpfen. “

zusammengefasst. Dennoch wird diese Regelstrategie in [85] mit der Begriindung als
brauchbar beschrieben, dass bei harter Ankopplung die Amplitude der Eigenschwin-
gung wegen der hohen Wellensteifigkeit gewtchnlich vernachlédssigbar klein ist. Je hérter
die Welle, desto geringer die Amplitude. Allerdings bleibt dann die Frage, ob nicht die
Modellierung der Regelstrecke als Einmassensystem einer Modellierung als Zweimas-
sensystem vorzuziehen ist.

Obwohl damit das Regelziel als verfehlt zu werten ist, kann diese Methode dennoch fiir
gewisse Anwendungszwecke eingesetzt werden.

2.3.3.2 Weiche Ankopplung

Wenn dagegen der Regler im Vergleich zur Eigenschwingung der Welle sehr schnell ein-
gestellt ist (wg > w, > w,z) oder im Bereich der Eigenfrequenz liegt (wg ~ w,), besteht
eine weiche Ankopplung. Aus Sicht der Reglerdynamik setzt die Riickwirkung der Welle
erst mit deutlicher Verzogerung ein, so dass in Gleichung (2.52) als Trégheitsmoment
lediglich J = J; einzusetzen ist. Daraus resultiert eine geringere Reglerverstarkung als
bei harter oder starrer Ankopplung.

Fiir eine Untersuchung des Systemverhaltens bietet sich eine Fallunterscheidung an.

Fall a: wyg > w,

Das obere Diagramm in Abbildung 2.10 zeigt, dass die Regelgrofie wq(t) &dhnlich wie
beim Einmassensystem verlduft, eine iiberlagerte Schwingung ist nicht sichtbar. Ein
Regler mit ausreichender Bandbreite (wq > w,) kann demzufolge die Auswirkung ei-
nes niederfrequenten Wellenmomentes nahezu vollstdndig eliminieren, der Effekt der
Storung auf die RegelgroBe wy (t) bleibt vernachlissigbar gering. Nachdem die Lastdreh-
zahl mit hoher Amplitude schwingt, erfiillt die Regelung die gestellten Anforderungen
selbst unter starker Storeinwirkung und ist daher als gut zu beurteilen. Allerdings ist
eine solche Regelungsstrategie ungeeignet, um die Prozessgrofie wo(t) zu beherrschen,
die Torsionsschwingung in der Welle wird nicht aktiv bedampft.
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Abbildung 2.10: Sprungantworten fiir den Drehzahlregelkreis (Zweimassensystem, wei-
che Kopplung), eingestellt nach Standard-SO. Oberes Diagramm fiir Fall a: wy > w,.
Unteres Diagramm fiir Fall b: w; =~ w,.
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Abbildung 2.11: Bodediagramm fiir die Regelung des Einmassensystems und fiir die
Regelung der Lastdrehzahl des Zweimassensystems bei harter und weicher Ankopplung
nach Standard-SO.
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Fall b: wy =~ w, (Ankopplung im Bereich der Reglerdynamik)

Hier bewegt sich die Reglerdynamik im Bereich der Eigenfrequenz der Welle. Somit
besitzt der Regler nicht geniigend Bandbreite, um die Storung auszuregeln. Der Einfluss
der elastischen Welle tritt jedoch deutlich in Erscheinung, da die Steifigkeit der Welle
zu gering ist, um die Amplitude der Eigenschwingung vernachlissigbar klein zu halten.
Aus diesem Grund erfiillt weder der Regler die gestellte Aufgabe, noch verhéalt sich
die Prozessgrofle wunschgeméfl. Das untere Diagramm in Abbildung 2.10 verdeutlicht,
dass dieser Fall fiir eine Anwendung génzlich ungeeignet ist.

2.3.4 Regelung der Arbeitsmaschinendrehzahl

Eine Unterscheidung zwischen Regel- und Prozessgrofie entféllt, wenn anstelle der Mo-
tordrehzahl wy () die Arbeitsmaschinendrehzahl wy(t) riickgefiihrt wird. Damit reagiert
der Drehzahlregler direkt auf die mafigebliche Differenz

e(t) = w(t) — ws(t) (2.65)

von Sollwert w(t) und Lastdrehzahl ws(t).

Wie allerdings die Systemanalyse in Abschnitt 2.2.2 erwarten ldsst, liegt hierin die
kritischere beider Strategien. Die Regelstrecke besitzt bei der Wahl y(t) = wy(t) den
Relativgrad 2, so dass nicht in jedem Falle stabiles Verhalten gewé#hrleistet ist.

Weiterhin bleibt die Annahme einer starren Verbindung bei der Reglerauslegung be-
stehen. Der Drehzahlregler wird geméfl der beschriebenen Vorgehensweise nach SO fiir
ein Einmassensystem eingestellt. Damit bleibt die nominelle Amplitudendurchtrittsfre-
quenz wy fiir den offenen Kreis erhalten.

2.3.4.1 Harte Ankopplung

Bei harter Ankopplung wird das Verhalten des Regelkreises nicht wesentlich davon
beeinflusst, welche Regelgréfie gewihlt wird. Wegen w, > w, verhilt sich der Regler
langsam im Verhéltnis zur Systemdynamik und kann die Eigenschwingung daher we-
der ddmpfen noch anregen. Das Bodediagramm des offenen Kreises wird im Vergleich
zu jenem des Standard-SO (EMS) im kritischen Bereich der Amplitudendurchtrittsfre-
quenz kaum verdndert. Dadurch bleibt die Phasenreserve erhalten, es bestehen keine
Stabilitdatsprobleme.

2.3.4.2 Weiche Ankopplung

Besitzt der Regler ein grofe Bandbreite gegeniiber der Systemdynamik (w, < w,y oder
W, & Wy), tritt die Abweichung vom Standard-SO (EMS) bereits deutlich unterhalb der
Amplitudendurchtrittsfrequenz ein. Am Bodediagramm des offenen Kreises in Abbil-
dung 2.11 wird offensichtlich, dass bei weicher Ankopplung nicht auf die Lastdrehzahl
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geregelt werden kann. Die Phase senkt sich bereits bei niedrigen Frequenzen unter
—180° ab, weswegen ein instabiler Regelkreis folgt.

Stabilitéat kann ausschliefilich unter den Verhéltnissen der harten Ankopplung gegeben
sein. Diese werden erreicht, wenn die Parametrierung des Reglers nach SO aufgege-
ben und stattdessen eine erheblich langsamere Einstellung gewéhlt wird. Dadurch geht
dem Regelkreis Dynamik verloren, was sich in einer verldngerten Anregelzeit nieder-
schldagt. Gleichzeitig verhindert die reduzierte Bandbreite das ungewollte Anregen der
Eigenschwingung durch den Regler und verschafft der Ungleichung w; < w, wieder
Giiltigkeit, so dass zumindest die erforderliche Eigenschaft der Stabilitat gewéhrleistet
ist (siehe Abbildung 2.11).

2.3.5 Bewertung der Kaskadenstruktur

Die beschriebenen Regelungskonzepte erlauben im Falle harter Kopplung die gewiin-
schte Beeinflussung der Drehzahlen im niedrigen Frequenzbereich. Allerdings kann die
Eigenfrequenz der Regelstrecke, die in hoheren Frequenzbereichen liegt, nicht gedampft
werden. Einzig durch die gutmiitige Systemeigenschaft, dass bei ausreichender Torsi-
onssteifigkeit der Welle die Amplitude der Eigenschwingung gering bleibt, bestehen
Einsatzmoglichkeiten, wenn die verbleibenden Vibrationen der Welle hingenommen
werden konnen.

Liegt eine weiche Ankopplung vor, scheitert die Kaskadenregelung génzlich. Obwohl
die Motordrehzahl wunschgeméafl geregelt werden kann, zeigt die Lastdrehzahl unbe-
friedigendes Verhalten. Wird dagegen die Lastdrehzahl geregelt, entsteht ein instabiler
Regelkreis.

Da die einfache Struktur dieser Konzepte nur einen einzigen Drehzahlsensor erfordert,
der bei modernen Drehfeldmaschinen héufig bereits integriert ist, wird die Drehzahl-
regelung in Kaskadenform vor allem bei Antrieben mit nahezu starrer Ankopplung
eingesetzt.

Trotz einiger Anwendungsgebiete fiir die Kaskadenregelung muss zur Zustandsrege-
lung iibergegangen werden, wenn gleichzeitig grofle Bandbreite des Reglers und gute
Bedampfung der Eigenschwingung gefordert ist. Die Bewertung der konventionellen
Kaskadenregelung in [85, S. 819] kommt zu dem Schluss, dass die Verwendung des
Torsionswinkels unabdingbar ist, um sédmtliche Falle zufriedenstellend beherrschen zu
konnen. Diese Tatsache rechtfertigt den Einsatz einer Zustandsauskopplung zur Rela-
tivgradreduzierung, was fiir hochverstarkungsbasierte Regler grundlegend ist.

2.3.6 Zustandsregelung

Bekanntlich l&dsst sich durch eine entsprechend ausgelegte Zustandsregelung einer steu-
erbaren Regelstrecke beliebiges Verhalten aufpréigen, die Pole des geschlossenen Regel-
kreises konnen vollkommen frei in der s-Ebene positioniert werden. Insbesondere ist
die Néahe zur reellen Achse gewiinscht, weil dadurch eine beliebig hohe Dampfung der
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Torsionsschwingung erreicht werden kann.

Hierfiir muss jedoch eine Linearkombination aller drei Systemzusténde zuriickgefiihrt
werden, die auch den Verdrehwinkel ¢,,(¢) mit einschlieit. Daraus ergibt sich der Nach-
teil eines erhchten messtechnischen Aufwandes oder eines zusétzlichen Beobachters.
Letzterer stiitzt sich im Falle des Luenberger-Beobachters jedoch auf vollstéindige Sys-
temkenntnis und ist damit im Kontext von Systemen mit unbekannten Parametern
unbrauchbar. Aus diesem Grund stellt sich die Frage, ob fiir Zweimassensysteme die
Messbarkeit der Zusténde aus technischer Sicht gegeben und zu rechtfertigen ist.

In modernen Industrieantrieben werden iiberwiegend Drehfeldmaschinen, d.h. umrich-
tergespeiste Asynchronmaschinen verwendet. Die intern im Umrichter implementierte
Stromregelung fiir die Maschine verlangt das Drehzahlsignal, weshalb ein Sensor fiir die
Drehzahl der Antriebsseite unumgénglich ist. Die gemessene Motordrehzahl kann dann
nicht nur dem Umrichter, sondern auch einer iibergeordneten Regelung zur Verfiigung
gestellt werden. Wenn die regelungstechnische Aufgabenstellung die Lastdrehzahl als
zu regelnde Ausgangsgrofie vorsieht, ist eine Drehzahlmessung auf der Lastseite erfor-
derlich. Unter diesen Umstédnden diirfen beide Drehzahlen als messbar angenommen
werden.

Die dritte ZustandsgréBe, der Verdrehwinkel der Welle, kann ohne zusétzlichen Mess-
aufwand aus beiden Drehzahlsignalen bestimmt werden, indem die Differenz beider
Drehzahlen iiber der Zeit integriert wird. Hier besteht allerdings die Problematik, dass
sich minimale Fehler im Laufe der Zeit zu unannehmbar hohen Abweichungen aufsum-
mieren konnen. Das Zweimassensystem des Lehrstuhls ist anstelle von Tachogenerato-
ren zur Drehzahlmessung mit Positionssensoren ausgestattet. Die Drehzahlen errech-
nen sich aus einer Differentiation beider Positionssignale, der Verdrehwinkel wird aus
einer einfachen Subtraktion beider Positionen gewonnen. Daher ist die Voraussetzung
vollstandiger Zustandsmessbarkeit im Falle rotatorischer Antriebssysteme im Allgemei-
nen keine restriktive Einschrankung, sondern wird hier als erfiillt angenommen.

Schwieriger gestaltet sich die Zustandsmessung, wenn das Feder-Démpfer-Element bei-
spielsweise wie bei Roboterarmen realisiert ist. Hier wird die Drehzahl der Antriebs-
maschine in eine Geschwindigkeit entlang einer Trajektorie umgesetzt, die gewhnlich
nicht gemessen wird. Deshalb kann aus der Geschwindigkeitsdifferenz der bendtigte Zu-
stand nicht berechnet werden. In einer solchen Anwendung ist ein zusétzlicher Sensor
(z.B. Dehnmessstreifen) fiir die Dehnung der Feder meist unumgénglich.

Falls nicht der vollstdndige Zustandsvektor gemessen werden kann, ist eine Rege-
lung dennoch moglich, siehe Abschnitt 2.3.3 und 2.3.4. Allerdings kann dann, wie
beschrieben, keine zufriedenstellende Schwingungsdampfung erfolgen. Insofern ist zur
Bedampfung der Torsionsschwingung die Messbarkeit aller Zustédnde vorausgesetzt und
anzunehmen.

Fiir die Auslegung des Riickfithrvektors ¢ € R'*3 im Zustandsregelgesetz
u(t) = —cx(t) + Vw(t), V#0 (2.66)

bestehen grundsatzlich zwei unterschiedliche Moglichkeiten. Zum einen ist die Mini-
mierung verschiedener Giitefunktionale bzw. Kostenfunktionen geeignet, um geeignete
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Riickfithrungen zu berechnen. Hier bieten sich vor allem LQ-Entwurf (in der Litera-
tur auch unter der Bezeichnung Riccati-Entwurf bekannt) [23, S. 479ff] oder Krite-
rien wie ITAE (Integral Time Multiplied Absolute Error) oder ISE (Integral Square
Error) [85, S. 104] an. Zum anderen kann, basierend auf der gewiinschten Dynamik
des geschlossenen Regelkreises, die anzustrebende Verteilung der Eigenwerte direkt
vorgegeben werden (Polvorgabe). Daraus lésst sich ein Wunschpolynom erstellen, aus
dem mittels Koeffizientenvergleich (Vergleich mit dem charakteristischen Polynom des
Regelkreises in Abhéngigkeit von den noch unbestimmten Riickfiithrkoeffizienten) ein
Riickfiihrvektor zu berechnen ist, der dem Regelkreis schliellich die gewiinschte Dy-
namik aufpragt. Zur Wahl eines geeigneten Sollpolynomes eignet sich beispielsweise
das Dampfungsoptimum (DO) [85, S. 84ff], das fiir eine Strecke dritter Ordnung das

Polynom

4 8 8
Niorm(s) = 8° + =" + s+ 5, T>0 (2.67)

2 1 V3 1 V3
7 _T_I_]? und _f_]T (2.68)

ergibt. Mit Hilfe des freien Parameters T > 0 lédsst sich die gewiinschte Bandbreite
des Regelkreises festlegen. Dabei sind vor allem Restriktionen durch die maximale
Stellgrée oder durch die Belastbarkeit der Regelstrecke zu beriicksichtigen.

mit den Wurzeln

Fiir das Zweimassensystem (2.6) ldsst sich ein Zustandsregler nach DO auslegen, indem
ein Vektor ¢ = (cl, Ca, 03) € RY™3 gewihlt wird, der dem geschlossenen Regelkreis

w(t) = (A—bo)x(t)+bVw(t), x(0)e€R?

yo) = e .

ein charakteristisches Polynom

det(slz — (A —be)) =

3 n (Jl + Jg)dw + JQCg 82 i JQCQ + (01 + Cg)dw + (Jl + J2)kw8 4 (Cl + Cg)kw
Jng J1J2 J1J2
(2.70)

zuweist, das mit dem Normpolynom Ny, (s) iibereinstimmt. Ein Koeffizientenver-
gleich fithrt daher auf einen Riickfiihrvektor mit den Elementen

4 J1+ Jo
N - d,, 2.71
C3 TJI J2 ( 7 )
Cy = ﬁjl — EJIE - (Jl + JQ)TQ (272)
8 JiJo
1 = ﬁ ]{;w — C3, (273)

mit dem der geschlossene Regelkreis die vom Sollpolynom vorgegebene Dynamik erhélt.
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Unabhéngig von der gewéhlten Auslegung des Zustandsreglers muss ein Vorfilter zur
Sollwertskalierung verwendet werden, um die stationére Verstirkung des Regelkreises
anzupassen. Dadurch wird der Tatsache Rechnung getragen, dass die Zustandsrege-
lung nicht die relevante Prozessgréfie, sondern eine Linearkombination der Zustédnde
regelt. Der benotigte Verstarkungsfaktor V' ergibt sich aus dem Verhalten der geregel-
ten Strecke im Gleichgewichtspunkt. Stationér gilt @(¢) = 0, so dass aus (2.69) und
wa(t) = (1, 0, 0) z(t) der Zusammenhang

wr(t) == (10 0) (A= be) BV a() (2.74)

resultiert. Aus der Forderung ws(t) = w(t) folgt daraus allgemein die bendtigte Vor-

verstiarkung
-1
V= : 2.75
(1, 0, 0)(A —bc)~tb (2.75)

Angepasst auf den speziellen Fall des Zweimassensystems lautet Gleichung (2.75):
V= c1+c3 (276)

Der Vorfilter ist damit unabhéngig von den Systemparametern auszulegen und héngt
allein von der gewéhlten Riickfiihrung ab.

Eine Zustandsregelung gestattet prinzipiell, fiir lineare Strecken eine beliebige Polver-
teilung zu erreichen und damit das Verhalten der geregelten Strecke frei zu beeinflussen.
In diesem Sinne ist die Art der Ankopplung unerheblich, es lasst sich (theoretisch) ein
beliebig schnelles Einschwingen erzielen bei gleichzeitig vollstéandiger Beddampfung der
Vibrationen in der Welle. In der praktischen Anwendung werden allerdings Grenzen
durch Stellgréenbeschrénkungen und mechanische Randbedingungen gesetzt. Einer-
seits existiert ein maximal zulédssiger Grenzwert bzw. ein erreichbarer Hochstwert fiir
den Strom in der Antriebsmaschine. Andererseits darf eine maximale Torsion der Wel-
le nicht iiberschritten werden, um eine Zerstorung zu vermeiden. Daraus folgt, dass
die Beschleunigung des Prozessverhaltens nicht in beliebigem Mafle gesteigert werden
kann.

Um die genannten Restriktionen beim Reglerentwurf beriicksichtigen zu konnen, bietet
sich zum Beispiel fiir Zustandsregler die beschriebene Auslegung nach DO an. Daraus
resultiert ein gut geddmpftes Einschwingverhalten (sieche Abbildung 2.12), wobei die
Einschwingzeit und die Einhaltung der bestehenden Restriktionen von der Wahl der
Zeitkonstanten T abhéngt.

Da der Zustandsregler (2.66) proportionales Verhalten aufweist, treten unter Last blei-
bende Abweichungen auf. Abbildung 2.13 zeigt die Auswirkung eines Lastsprunges auf
die Drehzahlen des Systems.

Um stationédre Regelfehler zu vermeiden, wird iiblicherweise in der linearen Regelungs-
technik ein Fiihrungsintegrator eingesetzt. Im Sinne einer Kaskadenstruktur wird hier-
bei der Zustandsregelung (2.66) eine weitere Schleife {iberlagert. Diese bildet die Diffe-
renz aus Solldrehzahl wj(¢) und Motordrehzahl und bestimmt daraus mittels I-Regler
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Abbildung 2.12: Sprungantwort des Drehzahlregelkreises (Zweimassensystem) mit Zu-
standsregler, eingestellt nach DO.
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Abbildung 2.13: Antwort des Drehzahlregelkreises (Zweimassensystem) mit Zustands-
regler auf einen Storgroflensprung, eingestellt nach DO.
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(Fithrungsintegrator)

2r(t) = wi(t)—wi(t), x(0)eR (2.77)
w(t) = cazy(t), cs €R
einen geeigneten Sollwertverlauf w(+) fiir den inneren, zustandsgeregelten Kreis. Durch
den zusétzlichen Zustand im I-Regler steigt die Ordnung des Regelkreises von 3 auf 4
an. Um die Optimierung nach DO beizubehalten, muss demnach die bisherige Ein-
stellung des Zustandsreglers verworfen werden und sdmtliche Auskopplungen unter
Berticksichtigung des Fiihrungsintegrators neu berechnet werden. Ergénzt um den Zu-
stand z(t) lautet mit ¢ = (cl, Ca, Cg) die Beschreibung des geschlossenen Regelkreises:

o(t)\  |A—bc bes| [ x(t) 0\ . by
(m(o) =1 0 ] (xl(t)> - <1> wi(t) + <0> My(t) (2.78)
_——

AzR
mit ¢ = (O, 0, 1). Mittels Riickfiihrvektor muss das charakteristische Polynom der
Zustandsmatrix Azgr

JQC3 + (Jl + Jg)dw 83+
J1Jo
n JQ(CQ + C4) + (Cl + Cg)dw -+ (Jl + Jg)kw 82 i dwC4 -+ (Cl + Cg)k'ws i ka4
J1Jo J1J2 JiJo

det(s]4 — AZR) = 84 +

(2.79)

wiederum so eingestellt werden, dass es mit dem Normpolynom

8 32 64 64 2 2 2 2 2 2
_ 4 3 2 o . .
NNorm(S) s+ —s _|__25 +—38+—4 (S+—+j—> <S+——j—> (280)

nach DO fiir Systeme vierter Ordnung iibereinstimmt. Gleichsetzen der Polynomkoef-
fizienten fiihrt auf:

¢ = %J]zf (2.81)
o %}1 - JlLJde (2.82)
6 = oehi—(ht Jg)kj—z “ e+ c3>dj—z e (2.83)
¢ = ;—ij;—f - Z—:Q —c3 (2.84)

Aufgrund des Fiithrungsintegrators ist ein Vorfilter nicht notig, da die stationdre Ver-
starkung des Regelkreises
—1
Voo = =1 (2.85)
(1, 0, 0, 0) A, (0, 0, 0, 1)
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Abbildung 2.14: Sprungantwort des Drehzahlregelkreises (Zweimassensystem) mit Zu-
standsregler mit Fiithrungsintegrator, eingestellt nach DO.
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Abbildung 2.15: Antwort des Drehzahlregelkreises (Zweimassensystem) mit Zustands-
regler mit Fiithrungsintegrator auf einen Storgréfensprung, eingestellt nach DO.
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bei 1 liegt. Eine Sollwertanpassung entféllt daher.

Die Ausfithrungen zum proportionalen Zustandsregler treffen auch bei Verwendung ei-
nes iiberlagerten I-Reglers zu. Abbildung 2.14 zeigt ein zu Abbildung 2.12 n&herungs-
weise identisches Systemverhalten. Abweichend ist lediglich die in Abbildung 2.15 dar-
gestellte Tatsache, dass der Fiihrungsintegrator den Effekt einer konstanten Storgrofie
eliminiert und die Regelstrecke in ihren urspriinglichen Gleichgewichtszustand zuriick-
kehren lésst.

2.4 Nichtlineares Modell

Die dominante Dynamik vieler Antriebssysteme lédsst sich durch ein lineares Zwei-
massensystem modellieren und ist eingehend in Abschnitt 2.2 dargelegt. Eine lineare
Beschreibung (LTI-Modell) erfasst das Verhalten eines realen Antriebssystems nicht im-
mer in ausreichendem Mafle, weil zusétzlich Effekte wie Reibung oder Lose in Betracht
kommen, die im mechanischen System die wesentlichen Nichtlinearitdten darstellen. In
mehrgelenkigen Roboterarmen zum Beispiel dndert sich das Massentragheitsmoment
in Abhéngigkeit von den Gelenkwinkeln, weil durch eine Bewegung die Geometrie der
Anordnung veréndert wird und somit der Abstand zwischen Massenelement und je-
weiliger Drehachse variiert. Desweiteren sind Anordnungen denkbar, deren Feder- oder
Déampferelement einer nichtlinearen Charakteristik gehorcht. Daraus motiviert sich die
Erweiterung des linearen Modelles um nichtlineare Elemente.

2.4.1 Reibmodell

Im Kontext hochverstarkungsbasierter Regler fokussiert sich die Untersuchung der Rei-
bung weniger auf deren physikalisch und quantitativ exakte Modellierung, sondern kon-
zentriert sich viel mehr auf deren strukturelle und qualitative Eigenheiten. Damit ist es
vorrangigstes Ziel dieses Abschnittes, etablierte und antriebstechnisch relevante Reib-
modelle zu beleuchten und deren Einfluss auf die Regelung mechatronischer Systeme
zu diskutieren.

Aus Sicht der Antriebstechnik ist die Konstellation von besonderem Interesse, bei der
zwei Festkorper flichig bzw. formschliissig gegeneinander bewegt werden.?) Durch me-
chanische Verklammerung mikroskopischer Unebenheiten auf den Gleitflichen oder
durch Adhésion (molekulare Anziehung) kénnen zwischen beiden Festkorperflichen
in tangentialer Richtung Kraftwirkungen (Scherkréfte) iibertragen werden, die sich als
Reibkraft auswirken. Abhéngig davon, ob ein Schmiermittel (i. allg. Mineralole und

3) Obwohl bei elektrischen Antrieben iiberwiegend rotatorische Bewegungen auftreten, beschrinkt
sich dieser Abschnitt auf translatorische Bewegungen. Die grundsétzlichen Eigenschaften sédmtlicher
Modelle kénnen direkt auf rotatorische Bewegungen iibertragen werden. Ein Ubergang von Reibkraft
zu Reibmoment ist moglich, wenn zusétzliche geometrische Gegebenheiten, wie z.B. Wellenradius,
beriicksichtigt werden. Weiterhin kann in rotatorischen Lagern die Anpresskraft iiber den Umfang
variieren, was eine Integration der Reibanteile entlang des Umfanges erfordert.
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synthetische Ole bzw. Fette) die Reibpartner trennt, werden folgende Arten der Rei-
bung unterschieden:

(i)

(i)

Eine

Festkorperreibung (trockene Reibung, Coulomb-Reibung):

Liegt trockene Reibung vor, so gleiten die Festkorper ohne Schmiermittel auf-
einander ab. Dadurch kommt es zur Ubertragung der Scherkrifte durch gegen-
seitiges Verhaken der Unebenheiten auf den Kontaktflichen. Die resultierende
Reibkraft ist dabei unabhéngig von der Gleitgeschwindigkeit und verursacht den
grofftmoglichen Abrieb.

Fliissigkeitsreibung (viskose Reibung):

Bei dieser Art der Reibung sind beide Festkorperflichen durch einen Schmier-
stoff vollsténdig voneinander getrennt. Eine direkte Wechselwirkung zwischen
beiden Gleitflachen besteht daher nicht. Die reibungsverursachenden Scherkréfte
konnen ausschliefSlich durch den Schmiermittelfilm iibertragen werden, Reibung
und Verschleil reduzieren sich daher im Vergleich zur trockenen Reibung. Die
vom Gleitfilm iibertragbare Scherkraft héngt u.a. von der Viskositat des Schmier-
mittels und von der Schergeschwindigkeit ab. Entstehen kann der Gleitfilm ent-
weder auf hydrostatische Weise (durch andauerndes Einpressen des Schmiermit-
tels zwischen die Gleitflachen) oder durch hydrodynamischen Auftrieb. Dieser
Effekt setzt eine ausreichend schnelle Bewegung voraus und lésst sich durch die
Reynolds-Differentialgleichung [76, S. 233] beschreiben. Unterhalb einer Mindest-
geschwindigkeit (Ausklink-Geschwindigkeit) kann sich kein tragfihiger Gleitfilm
entwickeln, so dass keine vollstdndige Trennung der Gleitflichen gewéhrleistet
ist. Die viskose Reibung steigt proportional zur Bewegungsgeschwindigkeit an.

Mischreibung;:

Diese Form der Reibung liegt vor, wenn das Schmiermittel fiir eine unvollstandige
Trennung beider Gleitflichen sorgt und stellenweise eine direkte Beriithrung ver-
bleibt. Die Dicke des Schmiermittelfilms ist hier zu gering, um die Hohe der
Oberflichenunebenheiten vollsténdig auszugleichen. Dieser Fall tritt vor allem
bei Mangel an Schmiermittel ein oder bei sehr langsamen Bewegungen (z.B. beim
Anlaufen). Die niedrige Gleitgeschwindigkeit ist nicht ausreichend, um durch hy-
drodynamische Effekte geniigend Schmiermittel zwischen die Gleitflachen zu brin-
gen. Charakteristisch fiir die Mischreibung ist die Tatsache, dass eine Reibkraft
geringer als bei Fliissigkeits- oder Festkorperreibung entsteht. Dennoch tritt ein
im Vergleich zur Fliissigkeitsreibung hoherer Abrieb auf.

Ubertragung von Scherkriiften findet allerdings nicht nur bei gleitenden Ober-

flichen statt, sondern kann auch zwischen unbewegten Kontaktflachen auftreten. In
diesem Falle spricht man von Haftung bzw. von Haftreibung (static friction). Im Zu-
stand des Haftens bleiben die Kontaktstellen zwischen den mikroskopischen Ober-
flichenunebenheiten im Eingriff und loésen sich nicht. Dadurch kann sich eine Scher-
kraft aufbauen und die Wirkung einer moglichen externen Kraft eliminieren, weswegen
eine Verschiebung zwischen den Festkorpern verhindert wird. Reibkraft und externe
Kraft stehen damit im statischen Gleichgewicht. Sobald die externe Kraft die maximal
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Abbildung 2.16: Klassische Reibmodelle (statisch).

mogliche Scherkraft {ibersteigt, 16sen sich die Verbindungen zwischen den Kontakt-
flachen (Losbrechen) und es kommt zur Gleitbewegung.

Gewohnlich ist zu beobachten, dass die Haftkraft die Gleitreibung iibersteigt. Die Rau-
heiten der Kontaktflichen stehen im Ruhezustand in grofStmoglichem Eingriff. Beim
Losbrechen heben sich die Gleitflachen geringfiigig voneinander ab, so dass die Tiefe
der Verhakungen abnimmt. Daraus resultiert im Allgemeinen eine kleinere Reibkraft
beim Gleiten.

Aus dem Blickwinkel der Regelungstechnik treten die physikalischen Effekte der Rei-
bung in den Hintergrund, das Interesse gilt vor allem dem Zusammenhang zwischen
Gleitgeschwindigkeit und Reibkraft, der mit dem Begriff ,, Reibmodell“ bezeichnet wird.
Der umfassende Uberblicksaufsatz [7] stellt nicht nur die wesentlichen Erkenntnisse der
Tribologie ausfiihrlich dar, sondern leitet daraus detaillierte Reibmodelle ab.

2.4.1.1 Statische Reibkraftmodelle

Statische Reibkraftmodelle besitzen keine gedéichtnisbehafteten Elemente und nehmen
einen statischen Zusammenhang zwischen Gleitgeschwindigkeit und Reibkraft an. Ab-
gesehen vom Zustand der Haftung, bei dem die Reibkraft von externen Kriften be-
einflusst wird, bestimmt der momentane Wert der Gleitgeschwindigkeit eindeutig den
Betrag der Reibung. Der zeitliche Verlauf der Gleitgeschwindigkeit in der Vergangen-
heit oder die momentane Anderung der Gleitgeschwindigkeit sind dabei unerheblich.

Klassische Reibmodelle sind einfach, damit naturgeméfl grob und vernachléssigen die
Mischreibung. In Abbildung 2.16 sind zwei derartige Modelle dargestellt. Nachdem
die Reibung der Bewegungsrichtung entgegen wirkt, wird die Orientierung des Reib-
kraftvektors antiparallel zum Vektor der Bewegungsgeschwindigkeit bzw. zum Vektor
der extern angreifenden Kréfte ausgerichtet. Mit dieser Konvention ergibt sich daher
fiir positive Geschwindigkeiten/Kréfte eine positive Reibkraft. Die Betrachtung der
Reibung beschréankt sich in diesem Kapitel auf eindimensionale Bewegungsvorgénge,
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weshalb Reibkraft und Geschwindigkeit als skalare Groflen angesetzt werden kénnen.
Diagramm (a) zeigt die Kennlinie, wenn ausschlieBlich Haftreibung (fiir v = 0) und
Coulomb’sche Reibung (fiir v # 0) beriicksichtigt werden. Als mathematisches Modell
zur Beschreibung der Coulomb’schen Reibung eignet sich zum Beispiel die Signum-
Funktion.

Definition 2.1 (Signum-Funktion)
Die an der Stelle v = 0 unstetige Funktion

-1 Vu<0
v — sign(v) = 0 firv=0 (2.86)
1 V>0

heifst Signum-Funktion.

Mit der maximal moglichen Haftkraft Fy > 0, dem dimensionslosen und material-
abhéngigen Reibungskoeffizienten p, > 0, einer senkrecht zur Kontaktfliche wirken-

den Anpresskraft Fy > 0 und einer externen, zur Kontaktfliche tangentialen Kraft
F..; € R, kann die Reibkraft Fr : R — R durch

F.. fir v =0 und |F,.¢| < Fy (Haften)
v Fp(v) =< Fy-sign(F.) fir v=0und |F.y| > Fy (Losbrechen) (2.87)
- Fi - sign(v)  fiir [v] > 0 (Gleiten)

beschrieben werden. Im Stillstand (v = 0) haften die Gleitflichen, es kann jede beliebige
Kraft aus dem Intervall [—Fy, Fpy] aufgebracht werden. Ubersteigt der Betrag von F,,
den Wert F, kommt es zum Gleiten. Der Betrag der Gleitgeschwindigkeit ist dabei
fiir die Berechnung der Reibkraft unerheblich, lediglich deren Richtung ist relevant.

Als zusétzliche Erweiterung ist in Diagramm (b) der Einfluss viskoser Reibung mit ein-
geschlossen. Die einfachste Modellierung modifiziert den Gleitterm durch einen zusétz-
lichen linearen Summanden, so dass der Anstieg der Reibkraft im Bereich hoher Ge-
schwindigkeiten wiedergegeben wird. Mit p, > 0 ldsst sich das Reibmodell durch

F... fir v =0 und |F.yy| < Fy (Haften)
v Fr(v) =< Fy-sign(Fl..) fir v =0 und |F..4| > Fy  (Losbrechen)
- Fix - sign(v) + pgv fiir [u] >0 (Gleiten)

(2.88)
darstellen. Die Addition von Coulomb’scher und viskoser Reibung entspricht zwar au-
Berhalb des Mischreibbereiches nicht der physikalischen Realitédt. Unterhalb der Aus-
klink-Geschwindigkeit besteht kein Gleitfilm, es tritt ausschliefllich Trockenreibung auf.
Dariiber trennt die Schmierschicht die Gleitflichen, so dass anstelle der Trockenreibung
nun viskose Reibung wirkt. Dennoch bietet dieses Modell eine Ndherung an die rea-
len Verhéltnisse, die fiir viele Anwendungszwecke ausreichend genau ist. Ein Beispiel
hierfiir ist in [30] zu finden; die gemessene Reibkennlinie des dort untersuchten Po-
sitionierantriebes zeigt vor allem Coulomb’sche und viskose Reibanteile. Wegen ihrer
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Abbildung 2.17: Préazisierte Reibmodelle mit Stribeck-Effekt (statisch).

Einfachheit und dennoch oft ausreichender Genauigkeit finden solche Reibmodelle brei-
te Verwendung.

Allerdings versagen diese einfachen Modelle bei der Beschreibung einiger Phéanomene.
So lassen sich damit z.B. weder Stribeck- noch Sick-Slip Effekt erfassen.

Experimentelle Ergebnisse zeigen, dass in einigen mechanischen Anordnungen unmit-
telbar nach Verlassen des Haftbereiches (Stillstand) fiir langsame Geschwindigkeiten
eine Verminderung der Reibung eintritt, was in der Tribologie als Stribeck-Effekt [7]
bekannt ist. Ursache hierfiir ist Mischreibung, bei der sich mangels ausreichender hy-
drodynamischer Hilfe der Gleitfilm nicht vollstéindig aufbauen kann. Mit wachsender
Geschwindigkeit nimmt die Mé&chtigkeit der Schmierschicht zu und bewirkt einen deut-
lichen Riickgang der Trockenreibung sowie gleichzeitig einen geringfiigigen Zuwachs
viskoser Reibanteile. In Summe vermindert sich die Reibkraft dadurch. Oberhalb der
Ausklink-Geschwindigkeit steigt die Reibkraft mit dem fiir Fliissigkeitsreibung typi-
schen linearen Anstieg. Prazisere Modelle erfordern daher den Einschluss von Misch-
reibung. Eine mogliche Formulierung eines solchen Reibmodelles ist durch die Abwand-
lung des Terms im Gleitbereich

Frout fir v =0 und |F..y| < Fy (Haften)
v Fp(v) = Fy-sign(Fey) firv=0und |F.| > Fy (Losbrechen)  (2.89)
Fe fir |v| >0 (Gleiten)
mit
Fo =r.-sign(v) + ryv + (1, — Tc)e_% -sign(v) , Tey Thy Toy Vo >0 (2.90)

gegeben [7] und ist in Diagramm (a) der Abbildung 2.17 dargestellt. Der Parameter
r. beschreibt die Coulomb’sche Reibung, r, modelliert die Haftkraft und r, gibt die
Steigung der viskosen Reibung wider.

Besonders im Bereich extrem langsamer Geschwindigkeiten kann eine weitere Verbes-
serung des Modelles erzielt werden, wenn auch Grenzschichtreibung (boundary lubri-
cation) beriicksichtigt wird. Eine exemplarische Kennlinie eines solchen Modells ist in
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Abbildung 2.17 (b) eingezeichnet und gliedert sich in vier Gleitgeschwindigkeitsberei-
che:

e Haftung (I):
Im Stillstand wird Haftreibung angenommen, die abhingig von den externen
Kriften einen beliebigen Wert zwischen —Fy und 4+ Fy annehmen kann.

e Grenzschichtreibung (I1):
Bei der Grenzschichtreibung wird die Gleitflaiche nicht von den Reibkdrpern
selbst, sondern durch Oberflichenbeldge (Grenzschichten) gebildet, mit Dicken
von wenigen Atomschichten bis hin zu einigen Mikrometern. Zum einen kénnen
solche Grenzschichten durch Oxidreaktionsschichten (z.B. Korrosion auf Metall-
oberflachen) selbsttitig entstehen. In geschmierten Gleitlagern dagegen sorgen
meist Additive im Schmierstoff fiir die bewusste Ausprégung einer solchen Ad-
sorptionsschicht auf der Gleitflache. Insofern tritt Grenzschichtreibung unabhén-
gig vom Vorhandensein eines Schmiermittels auf. Nachdem es sich bei den Grenz-
schichten stets um Festkorperstrukturen® handelt, liegt hier Trockenreibung vor.

Da die Reibpartner durch die Oberflichenbelége voneinander getrennt sind, wird
das Reibverhalten erheblich von den Grenzschichten bestimmt. Gewhnlicherwei-
se besitzen solche Beldge kleinere Scherfestigkeiten als die Reibkorper selbst, wes-
halb dort die groite Scherung auftritt und damit die Reibkraft reduziert. Aus
diesem Grund kénnen Additive iiber den gezielten Aufbau von Grenzbeldgen die
Reibung betrachtlich verdndern. Wird die Haftung unter die Coulomb’sche Rei-
bung reduziert, kann dadurch das unerwiinschte Auftreten des Stick-Slip Effektes
vermieden werden.

Vor allem in hochprizisen Positionsregelungen macht sich der Einfluss der Grenz-
schichtreibung bemerkbar. Mechanische Anordnungen mit starker Pressung der
Reibflachen und geringer Reibgeschwindigkeit (z.B. Zahnflanken von Zahnriadern
in Getrieben) kénnen vollstandig im Bereich der Grenzschichtreibung arbeiten [7].

e Mischreibung (lll):

Mit wachsender Geschwindigkeit setzen verstiarkt hydrodynamische Effekte ein,
so dass Schmiermittel bereits teilweise in den Reibspalt gezogen wird. Allerdings
bildet sich noch kein tragfahiger Gleitfilm in ausreichender Stérke aus, so dass ein
Teil der Reibkraft weiterhin durch trockene Reibung verursacht wird. Mit steigen-
der Geschwindigkeit wichst die Stidrke des Schmierfilmes an, d.h. der Anteil der
Trockenreibung reduziert sich. Aus diesem Grund verringert sich im Bereich der
Mischreibung die Reibkraft mit zunehmender Geschwindigkeit. Dieses Phdnomen
ist unter dem Namen Stribeck-Effekt bekannt.

e Viskose Reibung (IV):
Oberhalb der Ausklink-Geschwindigkeit trennt der Schmiermittelfilm beide Gleit-

4) Korrosionsbeliige sind in diesem Zusammenhang den Festkorpern zuzurechnen. Werden die Beliige

durch Additive im Schmiermittel gebildet, so miissen auch hier Festkorperstrukturen vorliegen, um
den auftretenden Belastungen widerstehen zu koénnen.
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Abbildung 2.18: Schematische Versuchsanordnung zum Stick-Slip Effekt und resultie-
render Verlauf der Gleitgeschwindigkeit.

schichten vollstéindig und es dominiert viskose Reibung mit einem linearen An-
stieg iiber der Geschwindigkeit.

Als geeignete Beschreibung dieses Modells im Gleitbereich wird in der Literatur [16]
die Funktion

F.. fir v =0 und |F.,y| < Fy (Haften)
Fa(v) Fysign(Feqt) fir v =0 und |F..¢| > Fy (Losbrechen)
v— Fr(v) =
f re - sign(v) 4+ ryv+ fir |v| >0 (Gleiten)

(= re)e” @) - sign(v)
(2.91)
angegeben, die sich von (2.89) durch das Quadrat im Exponenten unterscheidet.

2.4.1.2 Stick-Slip Effekt

In mechanischen Systemen mit Stribeck-Effekt im Reibverhalten kann der Stick-Slip
Effekt auftreten. Eine mogliche Anordnung ist in Abbildung 2.18 gegeben. Es wird
ein Reibkorper mit der Masse m = 2 kg mittels elastischer Kopplung (Federhérte
k =1 N/m) iiber eine Gleitfliche gezogen. Dabei sei angenommen, dass die masse-
abgewandte Seite der Feder (Zugpunkt) mit konstanter Geschwindigkeit v, = 2 m/s
bewegt wird. Die Position der Masse wird durch die Koordinate x beschrieben, die des
Zugpunktes durch x,. Die Reibcharakteristik mit der maximalen Haftkraft Fly = 5 N
wird durch die Funktion

k(x, —x) = Fou fir v =0 und |F.x| < Fy (Haften)
v Fp(v) =< Fy-sign(Fl.) fir v =0 und |F..| > Fy  (Losbrechen)
(7"l +0.7) sign(v) fiir v >0 (Gleiten)

(2.92)
festgelegt. Solange die Feder noch nicht ausreichend gespannt ist, haftet die Masse.
Erreicht die Federkraft den kritischen Wert, 16st sich der Reibkérper und beschleunigt.
Der Stribeck-Effekt vermindert die Gleitreibung stark, so dass der Kérper einer nur
geringen Reibkraft und einer hohen Zugkraft ausgesetzt ist. Wegen der daraus resultie-
renden Beschleunigung holt der Reibkorper den Zugpunkt ein und reduziert folglich die
Dehnung der Feder. Die Federkraft nimmt solange ab, bis die Reibkraft {iberwiegt und
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den Reibkorper verlangsamt. Der Stribeck-Effekt verursacht schliellich einen raschen
Anstieg der Reibung und bremst dadurch den Reibkorper bis zum Stillstand ab. Von
diesem Zustand aus wiederholt sich der Zyklus erneut. Der Reibkorper nimmt bei auf-
tretendem Stick-Slip Effekt keine konstante Geschwindigkeit an, sondern bewegt sich
schubweise, wie das t-v-Diagramm in Abbildung 2.18 darstellt.

2.4.1.3 Dynamische Reibkraftmodelle

Dynamische Reibkraftmodelle geben einen Zusammenhang von Geschwindigkeitsver-
lauf und Reibkraft wieder. Im Gegensatz zu statischen Modellen ist hier nicht nur
der aktuelle Wert der Geschwindigkeit von Interesse, sondern auch vergangene Werte,
ebenso wie die aktuelle Geschwindigkeitsdnderung.

Besondere Bedeutung kommt dynamischen Modellen zu, wenn die physikalischen Gege-
benheiten prézise modelliert werden miissen. Phénomene wie Hysterese-Charakteristik
bei Geschwindigkeitsinderungen, Dahl-Effekt oder variierende (verweilzeitabhingige/
kraftinderungsabhingige) Losbrechkraft konnen durch den Einschluss von dynami-
schem Verhalten vom Reibmodell nachgebildet werden.

e Dahl-Effekt:

In statischen Reibmodellen werden die hervorstehenden Unebenheiten, welche
die Kontaktkrifte iibertragen, als vollkommen starr angenommen. In der Haftung
ist keine Verschiebung moglich, beide Reibpartner sind fest gegeneinander fixiert.
Anders gestaltet sich der Sachverhalt, wenn die Unebenheiten der Oberflichen als
elastische Biegebalken (bzw. als Federn mit hoher Steifigkeit) modelliert werden,
die im gegenseitigen Eingriff stehen. Zwar ist auch dann ein Gleiten zwischen den
Beriihrpunkten der Biegebalken ausgeschlossen. Allerdings gestattet hier die an-
genommene Verformbarkeit der Unebenheiten eine Verschiebung der Reibkorper
gegeneinander (presliding displacement) [7], [16].

GeméB des Hooke’schen Gesetzes héngt die entstehende Verschiebung linear von
der dufleren Kraft ab. Bei Stahl beispielsweise liegt die im Haftbereich maximal
mogliche Verschiebung in der Groflenordnung weniger Mikrometer [7]. Oberhalb
einer kritischen Kraft wird die Verschiebung zu grof, so dass die haftende Ver-
bindung losbricht. Der Dahl-Effekt spielt vor allem bei hochprézisen Positionier-
aufgaben eine Rolle. Es ist festzustellen, dass sich der Ubergang von elastischer
Haftung zu Gleiten nicht schlagartig vollzieht und daher eine aufwandige Model-
lierung erfordert.

e Variierende Losbrechkraft:
Es ist zu beobachten, dass die erforderliche Losbrechkraft, um aus der Haftung
in die Gleitbewegung iiberzugehen, von der Kraftanderung abhéngt. Je schneller
die duflere Kraft ansteigt, desto geringer ist die Losbrechkraft [16].

e Hysterese:
Wenn eine unidirektionale Bewegung vorliegt (sign(v) = const.), konnen in ge-
schmierten Gleitlagern bei Geschwindigkeitséinderungen Hysterese-Effekte auf-
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treten. Die Reibkraft héngt demzufolge nicht allein von der Gleitgeschwindigkeit
ab, sondern zusétzlich auch von der Geschwindigkeitsénderung. Grund hierfiir
ist eine zeitliche Verzogerung in der Anderung der Schichtstirke des Schmier-
films (frictional memory bzw. time lag). Bei Beschleunigungsvorgéngen ergibt das
zeitlich verzogerte Anwachsen des Gleitfilmes im Mittel geringere Filmstéarken als
beim Bremsen; hier sorgt die Trégheit im Abbau des Gleitfilmes fiir vergleichs-
weise hohere Schichtstidrken. In [7] und [16] ist dieses Phédnomen experimentell
untersucht und die resultierenden Hystereseschleifen ermittelt. Die dargestellten
Messergebnisse zeigen, dass die Weite der Hystereseschleifen zunimmt, wenn die
Geschwindigkeitsdnderung gesteigert wird.

2.4.1.4 Reibkennlinie des Priifstandes

Die Dissertation [78] befasst sich mit modellbasierter priadiktiver Regelung des be-
schriebenen Zweimassensystems und ist daher auf ein hinreichend genaues Reibmodell
angewiesen. Die in [78] experimentell ermittelten Kennlinien fiir beide Maschinen des
Priifstandes sind in Abbildung 2.19 aufgetragen. Eine geeignete Beschreibung der Reib-
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Abbildung 2.19: Am Zweimassensystem experimentell bestimmte Reibkennlinien.

kennlinie des Motors und der Lastmaschine ist durch

0.4131 + 0.273 - arctan(0.0581 - wy) + 0.0016 - w; fiir w; >0

wy > < [~0.1394, 0.4131] firw, =0  (2.93)
[ —0.1394 + 0.3398 - arctan(0.0652 - wy) 4 0.0016 - wy  fiir w; < 0

bzw. durch
(0.3029 + 0.3293 - arctan(0.1048 - wy) + 0.0018 - wy fiir wy >0

wy — ¢ [—0.2025, 0.3029] firw; =0  (2.94)
[ —0.2025 + 0.2735 - arctan(0.0532 - wy) 4 0.0017 - wy  fiir wy < 0

gegeben. Bedingt durch die Haftreibung im Stillstand ist eine Unstetigkeitsstelle in der
Kennlinie enthalten. Dadurch ergeben sich Probleme bei der mathematischen Analyse
des Systemverhaltens. Abhilfe kann geschaffen werden, indem eine stetige Kennlinie als
Néherung angesetzt wird.
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2.4.1.5 Reibmodell im Hinblick auf hochverstirkungsbasierte Regelung

Reibung ist bei der Regelung mechanischer Systeme meist unerwiinscht, da beispiels-
weise Stick-Slip-Bewegungen oder bleibende Regelfehler im Falle proportionaler Regler
eintreten konnen. Werden zur Beseitigung der Regelfehler integrale Anteile im Regler
eingesetzt, konnen in Positionierantrieben Grenzzyklen (hunting) entstehen [16]. Neben
diesen negativen Auswirkungen, die sich durch geeignete Regelungstechnik beseitigen
lassen, fiihrt Reibung auch zu erhéhtem Energieverbrauch.

Die gingigsten Methoden, um den Einfluss von Reibung durch regelungstechnische
Mafinahmen zu eliminieren, stiitzen sich auf prézise Reibmodelle. Sind solche Model-
le nicht vorhanden, kénnen Identifikationsverfahren (z.B. mit Hilfe Neuronaler Netze)
eingesetzt werden, um die vorliegende Reibkennlinie zu lernen. Das Modell schitzt bzw.
sagt den Einfluss der Reibung voraus, so dass mittels Vorsteuerung oder Stérgréfienauf-
schaltung eine Kompensation erreicht wird [30]. Alternativ zu dieser aufwéndigen Vor-
gehensweise bietet sich der Einsatz hochverstérkungsbasierter Regler an [16]. Hierfiir
ist allerdings eine Regelstrecke mit stabiler Nulldynamik erforderlich.

Als Endergebnis sei festgehalten, dass die hier vorgestellten Reibmodelle in zwei Kom-
ponenten aufgespaltet werden konnen. Ein linearer Anteil beschreibt die viskose Rei-
bung und erméglicht ein unbeschrianktes Anwachsen der Reibkraft iiber der Gleitge-
schwindigkeit. Alle weiteren Effekte summieren sich in einem nichtlinearen Operator

N: C([0, sol;sR) — £5([0, oo[:R), (2.95)
der allerdings global beschrénkt ist und deshalb die Bedingung
sup {|(NO)(®)]] £ 20, ¢ € C(0, ool3R)} < o0 (2:96)

erfiillt. Fiir das betrachtete Zweimassensystem lésst sich daher das Reibmoment durch
Mg(-) = pgwa() + (Nw2)(-), g 20 (2.97)

beschreiben. Mit dieser Modellierung erfiillt die Reibung die notwendigen Eigenschaf-
ten, damit eine hochverstiarkungsbasierte Regelung des Zweimassensystems moglich
ist.

2.4.2 Integration von Reibung in das Modell des ZMS

Eine eine nichtlineare Reibcharakteristik an der Arbeitsmaschine wird in das lineare
Modell (2.6) eingeschlossen, indem die Momentenbilanz an der Lastmasse abgedndert
und Gleichung (2.4) als

Jopa(-) = Mu(-) = Ma(-) = prgwa(-) = (Nw2)() (2.98)

geschrieben wird. Das Reibmoment ist abhéngig von der Lastdrehzahl und wirkt zu-
sammen mit dem Lastmoment bremsend auf die Lastmasse ein. Daraus folgt das nicht-
lineare Zustandsmodell

A

B(t) = Aw(t) + b lugwa(t) + (Nep)(8)] + blult) +d(1)],  2(0) € B?

yt) = calt) (2:99)
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mit dem Gleitreibungskoeffizienten p, > 0 (Einheit: [Nms/rad]) und der zusétzlichen
Storung d e L>(R;R) am Eingang der Strecke. Eine solche Storung ist realistisch,
da der Regler die gewiinschte Stellgrofie (antreibendes Moment M (¢) nicht direkt ein-
prégt, sondern iiber einen Umrichter aufbringt. Die hierdurch bedingten Verfilschungen
sind im Modell nicht explizit beriicksichtigt und werden in CZ() zusammengefasst.



Kapitel 3

Hochverstarkungsbasierte adaptive
Regler

Hochverstarkungsbasierte Regler bringen eine bemerkenswerte Neuerung im Gebiet der
adaptiven Regelung, da auf die Identifikation unbekannter Systemdynamik verzichtet
werden kann. In der Folge reduziert sich die Komplexitdt von Adaptionsgesetz und
Regler, so dass mit vergleichsweise geringen Anforderungen an die notwendige Rechen-
kapazitdt eine Stabilisierung von unbekannten Regelstrecken erreichbar wird.

Kennzeichnend fiir alle hochverstarkungsbasierten Regler ist die zugrunde liegende An-
nahme, dass der Regelkreis mit steigender Kreisverstirkung zunehmend verbesserte
Stabilitatseigenschaften erhélt. Vor diesem Hintergrund wird die Verstarkung eines
proportionalen Reglers hinreichend hoch gewahlt bzw. adaptiv eingestellt. Eine sol-
che Voraussetzung schrinkt den Anwendungsbereich hochverstarkungsbasierter Regler
allerdings stark ein und stellt harte Anforderungen an die Regelstrecke. Der Einsatz
hochverstarkungsbasierter Regler bleibt fiir Prozesse aus der Systemklasse & vorbehal-
ten, die sich durch folgende Eigenschaften auszeichnet:

Definition 3.1 (Systemklasse S)
Die Systemklasse S enthdlt alle linearen Regelstrecken

©(t) = Ax(t) + bu(t), z(0) =z, € R"

(3.1)
y(t) = cax(t)
der Ordnung n € N, A € R™" und b,c’ € R™ mit
(i) Relativgrad r =1, d.h. c¢b # 0,
(i1) stabiler Nulldynamik, bzw. minimalphasigem Verhalten, d.h.
I,—A —b
det [S )| #0 ¥seCmitRefs} >0 (3.2)
c

(111) und einer instantanen Verstirkung mit strikt positivem Vorzeichen, d.h. cb > 0.

93
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Anmerkung

(i)

(i)

Jede Regelstrecke aus der Systemklasse & kann durch Anwendung der in [35,
S. 11] vorgestellten Ahnlichkeitstransformation

2(t)

in BINF dargestellt werden. In dieser Systembeschreibung ist die Regelstrecke in
, Vorwirtszweig® und ,,Nulldynamik® partitioniert und wird demnach durch die

(y(t)) =Sz(t), SEGL®R), y()eR, z(t)eR™ (3.3

Differentialgleichung
yt)\  |AL As| [y(t) cb y0)\ (v n
()= [ 2 ()« () (1) = () e 0

wiedergegeben, wobei der Relative Grad von 1 eine skalare Grofle A; € R und eine
Matrix 4, € R®=D*(=1D bedingt. Durch 4, € R™*(™1 und A3 € RM=D*1 gt
die wechselseitige Verkopplung von Vorwéartszweig und Nulldynamik festgelegt.

Aus Abschnitt A.3 wird die Berechnung und die physikalische Bedeutung der in-
stantanen Verstiarkung cb offensichtlich. Da dieser Wert fiir Systeme der Klasse S
der zeitlichen Anderung des Ausganges unmittelbar nach Sprunganregung ent-
spricht, kann die Kenntnis des Vorzeichens als Forderung nach einer bekannten
Wirkungsrichtung der Stellgrofie angesehen werden. Dies bedeutet im Allgemei-
nen keine besondere Einschrankung und kann fiir technisch relevante Systeme
héufig bereits ohne genaue Kenntnis der Streckenparameter angegeben werden.

Die Forderung nach einem positiven Vorzeichen der instantanen Verstirkung be-
deutet keine wesentliche Restriktion, weil durch eine Multiplikation der Stellgrofie
mit —1 das Vorzeichen invertiert werden kann. Sofern die Bedingungen an den
Relativgrad und die Nulldynamik erfiillt werden, geniigt daher ein zusétzlicher
Vorfaktor —1, um eine Strecke mit negativer instantaner Verstarkung in die Sys-
temklasse S einzuschlieBen. Der Vorfaktor beeinflusst dabei weder den Relativ-
grad, noch die Stabilitdat der Nulldynamik.

Die benotigte Stabilitdt der Nulldynamik schliet hingegen bereits eine grofie
Klasse von Regelstrecken aus, wird allerdings von den Prozessen der Antriebs-
technik meist erfiillt. Im Spezialfall linearer Systeme ist die Stabilitédt der Nulldy-
namik (das Spektrum der Matrix A, weist ausschlieBlich negative Realteile auf)
gleichbedeutend mit Minimalphasigkeit, sdmtliche Wurzeln des Z&hlerpolynoms
miissen einen negativen Realteil besitzen. Die Forderung nach minimalphasigem
Systemverhalten impliziert Stabilisierbarkeit und Detektierbarkeit, sieche Theo-
rem A.42.

GroBe Probleme bereitet jedoch die Anforderung an den Relativgrad. Bei Pro-
zessen mit einem Relativgrad von 1 beeinflusst der Systemeingang direkt die
erste Ableitung des Ausgangs, siehe Gleichung (3.4) und Abschnitt A.6. Dem-
nach kann durch eine entsprechend hohe Stellgrofie ohne Verzogerung eine belie-
big schnelle Anderung des Ausgangssignales hervorgerufen werden. Ein niedriger
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Relativgrad ist daher gleichbedeutend mit schnell reagierenden Prozessen. Die
iiberwiegende Mehrzahl industrieller Regelstrecken weist allerdings eine deutlich
ausgepragte Tragheit in der Systemantwort auf, die sich durch einen entsprechend
hohen Relativgrad duflert. So ist zum Beispiel eine elastische Kopplung zwischen
Antrieb und Arbeitsmaschine bei Zweimassensystemen bereits ausreichend, um
die Relativgradbedingung zu verletzen. Wird zusétzlich ein Umrichter als Stell-
glied beriicksichtigt, erhoht sich der Relativgrad nochmals. Deswegen konnen
hochverstarkungsbasierte Regelungsverfahren nicht ohne weitere Modifikation zur
Regelung von elektrischen Antrieben eingesetzt werden. Eine anwendungstaug-
liche Moglichkeit zur Relativgradreduzierung wird in Kapitel 5 vorgestellt, um
die Regelung des vorliegenden Zweimassensystems mit hochverstarkungsbasierten

Methoden zu erméglichen. .

Bevor in ausfiihrlicher Weise hochverstiarkungsbasierte Regler mit den zugehorigen Ad-
aptionsgesetzen dargestellt werden, sollen zunéchst in den Abschnitten 3.1 bis 3.3 die
Auswirkungen hoher aber konstanter Verstarkungen auf den Regelkreis beleuchtet wer-
den.

3.1 Auswirkung hoher Kreisverstirkungen

Bekanntermaflen existieren Regelsysteme, die sich durch zu hohe Kreisverstirkungen
destabilisieren lassen. Fiir lineare Regelkreise ist diese Tatsache anhand von Wurzelorts-
kurven direkt ersichtlich. Falls die Regelstrecke jedoch der Systemklasse S angehort,
entstehen fiir hohe Verstarkungen keine Stabilitdtsprobleme. Die Zugehorigkeit zur Sys-
temklasse S ist hinreichend, um hochverstéarkungsbasierte Regler erfolgreich anwenden
zu konnen. In [54, S. 660f] wird ausgefiihrt, dass die geregelten Strecken aufgrund hoher
Kreisverstarkungen folgende Eigenschaften erhalten:

(i) Eine wichtige Folge hoher Verstarkungen im Vorwértszweig eines Regelkreises ist,
dass die Abbildung vom Sollwert (Eingang) auf den Istwert (Ausgang) niherungs-
weise mit der inversen Abbildung des Riickwértszweiges iibereinstimmt, was
durch die Bezeichnung ,inverser Regler” ausgedriickt wird. Der Baustein im
Riickwértspfad gibt damit die Eigenschaften des Regelkreises vor. Im Spezial-
fall der Einheitsriickfiihrung sind Sollwert und Istwert daher gleich.

(ii) Fiir hohe Verstiarkungen entsteht der inverse Regler auch dann, wenn die Strecke
nur unzureichend bekannt ist, oder ungiinstige dynamische Eigenschaften besitzt.
Diese Eigenschaft kann unter dem Stichwort , hohe Robustheit* eingeordnet wer-
den.

(iii) Sowohl die Linearitét des Regelkreises, als auch die Bandbreite lassen sich durch
hohe Verstarkungen verbessern.

Allerdings stehen diesen Vorteilen auch Nachteile gegeniiber, mit welchen die positiven
Effekte erkauft werden miissen:
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(i) Aufgrund der hohen Verstarkung fithren bereits kleine Regelfehler zu extrem ho-
hen Stellgrofien. Reale Stellglieder weisen jedoch stets Stellgréffenbeschréankungen
auf. Insofern ist zu kléren, ob das Stellglied geniigend StellgroBe liefern kann (Kos-
tenfrage) und ob die Anlage mit solch hohen Stellenergien schadlos beaufschlagt
werden darf.

(ii) Messfehler und vor allem Messrauschen verschlechtern bei hohen Verstirkungen
das Regelergebnis erheblich. In der Praxis muss daher auf hochwertige Sensoren
Wert gelegt werden, was entsprechend hohere Kosten mit sich bringt.

Punkt (i) in der Vorteilsliste deutet darauf hin, dass bei Einheitsriickfiihrung alle Stre-
cken aus S fiir hohe Verstdarkungen das selbe Verhalten aufweisen (inverser Regler).
Unabhéngig von der Ordnung der Regelstrecke, nihert sich das dynamische Verhalten
des Regelkreises im Grenzfall, d.h. fiir hinreichend hohe Verstérkung, einem beliebig
schnellen System erster Ordnung an. Die beiden folgenden Abschnitte gehen darauf
néher ein, wobei zuerst nur lineare Systeme untersucht werden. Abschnitt 3.3 erweitert
die Betrachtungen schliellich auf nichtlineare Systeme.

3.2 Hohe Verstarkung im linearen Regelkreis

Aussagen iiber die Auswirkung hoher Verstirkungen im linearen Regelkreis werden in
der Literatur meist mittels Wurzelortskurven abgeleitet [23, S. 200ff], [59, S. 415ff],
[79, S. 157ff]. Hierbei wird eine Systemdarstellung im Laplace-Bereich genutzt, um
mit Hilfe der Eigenschaften des offenen Regelkreises das Verhalten des geschlossenen
Regelkreises zu bestimmen.

Davon abweichend bietet sich eine Analyse im Zeitbereich an, die fiir den geschlossenen
Kreis die Eigenwerte der Systemmatrix untersucht. Den folgenden Betrachtungen wird
eine Strecke (3.4) der Ordnung n € N zugrunde gelegt und deren Zugehorigkeit zu S
vorausgesetzt.

Das Spektrum der Matrix A, € R®=D*(=1 ist entscheidend fiir das Verhalten der
Strecke unter hohen Verstiarkungen im Regelkreis. Aus diesem Grund kommt den n —1
Eigenwerten \; € C, i = 1,2,...n — 1, der Matrix A4 besondere Bedeutung zu, wenn
das Stabilisationsgesetz

u(t) = —ky(t) (3.5)

auf die Regelstrecke (3.4) angewendet wird. Es ldsst sich zeigen, dass ein stabiles Spek-
trum von A, notwendig ist, damit bei Uberschreiten einer Mindestverstirkung k* € R
fiir alle £ > k* ein stabiler Regelkreis resultiert. Die Bedingung k& > k* ist hinreichend,
damit n — 1 Eigenwerte des Regelkreises in einer e-Umgebung um das Spektrum von
Ay liegen.

Um eine derartige Umgebung prézise beschreiben zu konnen, wird in der komplexen
Ebene zunéchst ein offener e-Ball mit Zentrum A € C durch

B.(A)={seC|[A=s|<e}, €>0 (3.6)
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definiert. Wird eine solche Kreisscheibe um jeden Eigenwert {)\1, e )\n_l} = o(Ay)
gelegt, ergibt die Vereinigungsmenge der Kreisscheiben

Ge =B-(A\M)UB(A) U---UB.( A1) (3.7)

ein Gebiet G, das eine e-Umgebung um das Spektrum von A, bildet und hilfreich ist,
um folgendes Theorem zu formulieren.

Theorem 3.2

(i) Zu jedem beliebigen € > 0 existiert eine Konstante E > 0, so dass das Stabilisati-
onsgesetz (3.5) zusammen mit der Regelstrecke (3.4) zu einem geschlossenen Regelkreis
fiihrt, dessen Figenwerte ausschliefilich im Gebiet G U Bg(A; — kcb) liegen.

(i1) Zusdtzlich existiert zu jedem beliebigen € > 0 eine Konstante k* > 0, so dass sich
fir alle k > k* die Eigenwerte des Regelkreises in G. U B.(A; — kcb) befinden, wobei
G. und B.(A; — keb) disjunkte Gebiete darstellen, d.h. G. N B.(A; — keb) = 0.

Beweis
Durch Einsetzen von (3.5) in (3.4) ergibt sich die homogene lineare Differentialgleichung

it _ () v _ (v
[40)- () ()0 e

die den geschlossenen Regelkreis beschreibt. Analog zum Beweis von Theorem 2.2 in [36]
wird die Systemmatrix zunéchst in geeignete Form transformiert, um anschlieend die
Lage der Eigenwerte mittels Gersgorin-Theorem abzuschétzen.

/11—-k6b 142
Az Ay

Nachdem zu jeder quadratischen Matrix A, € C*~V*"=1) die zugehorige Jordanform
existiert (siche z.B. Folgesatz 1 in [55, S. 237]), ist mit einer geeignet gewihlten Matrix
S € Gl,,_1(C) die Ahnlichkeitstransformation

Al 51

Al = SAS = A‘ 5 , 0;€{0,1}, j=1,...,n=2 (3.9
n—2 n—2

An—l

moglich. Sofern A\, # A, fiir alle p,q = 1,2,...,n — 1 mit p # ¢, liegen ausschliellich
einfache Eigenwerte vor. In diesem Falle gilt §; = 0 fiir alle j = 1,...,n — 2, so
dass A] Diagonalstruktur besitzt. Bei mehrfachen Eigenwerten verliert die Matrix Ay
ihre Diagonalgestalt, da die entsprechenden Stellen in der ersten Nebendiagonalen den
Eintrag 1 enthalten (Jordan-Blocke). Damit erzeugt die Transformation

1 0
0 S
ein Zustandsraummodell, dessen Nulldynamik in Jordanform vorliegt. Dem Vorgehen
in [36] folgend, wird eine zweite Ahnlichkeitstransformation durchgefiihrt, vornehmlich

141——kcb 442
A Ay

1 0
0 5!

Ay — keb AyS1
S A, Al

(3.10)
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um einen Eingriff auf den Spaltenvektor SAz und die Nebendiagonale von Aj zu er-
halten und dadurch die Gersgorin-Radien der Zeilen 2 bis n beeinflussen zu koénnen.
Mit einer Konstanten K > 0 ldsst sich die invertierbare Diagonalmatrix

T =diag(K~V, k=2 K™Y € Gl,1(R) (3.11)
aufbauen, mit deren Hilfe die Transformation

1 0
0 T

Ay — keb AyST!
SA, Al

1 0
0 7!

Al — kcb AQ(TS)_l
TSA; TAIT

(3.12)

erfolgen kann. Wird das Matrizenprodukt T A T~! ausgeschrieben, lautet die System-

matrix nach der Transformation:

[ Ay — keb Ay(TS)!

)\1 51 /K

= 3.13

TSA;s ( )
On—o/ K

>\n—1

Al — keb AQ(TS)il
TSA;  TAJT!

Um die Eigenwerte der transformierten Systemmatrix abzuschétzen, lédsst sich das in
Abschnitt A.12.4 angegebene Gersgorin-Theorem anwenden. Die Radien der Gersgorin-
Scheiben berechnen sich dabei durch die jeweilige Zeilensumme der Betréige ohne Dia-

gonalelement. Fiir die Zeilen 2 bis n sind mit der Definition §,,_; := 0 und den Ein-
heitsvektoren e?_l, 1=1,2,...,n— 1, die Gersgorin-Radien durch
K1 Og— 1
— |7 q-1 — —
Rq— |€q_1SA3| W—f-? = Rq—O (?) s q—2,37...,n (314)

gegeben. Die Auswertung der ersten Zeile resultiert abweichend in
Ry = K" el AyS7Y + K" 2l AyS™Y + -+ + Klel [ AyS7Y. (3.15)
Offensichtlich existiert eine hinreichend grofle Konstante K, so dass die Ungleichungen
R,<e firale ¢=23,...,n (3.16)

erfiillt sind. Damit kénnen mit Hilfe von K die Gersgorin-Radien um die Eigenwerte
der Nulldynamik beliebig klein eingestellt werden. Allerdings gewichtet der hohe Betrag
von K, der in den Potenzen von 1 bis n—1 auftritt, die Summanden in (3.15) und weitet
dadurch den Radius Ry auf. Um (3.16) fiir jedes beliebige ¢ > 0 zu erfiillen, muss folglich
ein entsprechend grofler Radius R; in Kauf genommen werden. Jede Konstante £ > R;
definiert ein Gebiet G. U Bg(A; — kcb) in der Weise, dass darin sdmtliche Eigenwerte
der Systemmatrix enthalten sind. Aussage (i) in Theorem 3.2 ist daher zwar fiir alle
k € R verifiziert, beinhaltet allerdings nicht, dass n — 1 Eigenwerte des geschlossenen
Kreises in G, liegen. Letzteres trifft erst zu, wenn zusétzliche Einschrinkungen an k
gestellt werden.
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Nachdem k Einfluss auf die Position der Gersgorin-Scheibe um das Zentrum A; — kcb
nimmt, gewahrleistet eine hinreichend grofie Verstarkung

Vi >k G.NBg(A —keb) =0. (3.17)

Daraus resultiert die Folgerung, dass sich n — 1 Eigenwerte der Systemmatrix im e-Ball
um das Spektrum der Nulldynamik befinden.

Fiir den verbleibenden Eigenwert A, € Bg(A; —kcb) wird eine verbesserte Abschétzung
erreicht, wenn das Gersgorin-Theorem auf die transponierte Systemmatrix angewendet
wird. Nach Transponieren von Gleichung (3.13) ergibt sich fiir die Radien:

n—1

_ ’6T5A3| — ]_

R, = lq(n—q = R = @) E (318)
q=1

D -1.T 5(172

Rq = |A2(TS) €q_1|+?, q:2,3,...,n (319)

Wegen T ! = diag(K"™!, K"2, ..., K) wird der Zeilenvektor A5S™! mit K in den
Potenzen von 1 bis n — 1 multipliziert. Dadurch errechnen sich zwar grofie Radien
um \;, i = 1,2,...,n — 1, der Radius R; dagegen verringert sich mit wachsendem K.
Unter Ausnutzung obiger Argumentation kann durch hinreichend grofie £ der Mittel-
punkt A; — kcb der Gersgorin-Scheibe mit dem Radius R; < ¢ geniigend weit entfernt
positioniert werden, so dass fiir hinreichend grofles k£ die Schnittmenge

Vk >k : GeNB.(A — keb) =10 (3.20)
leer bleibt. Weil B.(A; — kcb) disjunkt ist zu allen restlichen Scheiben enthélt dieser
e-Ball genau den einen verbleibenden Eigenwert \,,. [ ]
Theorem 3.3

Unter der Voraussetzung der Minimalphasigkeit, die zu 0(A4) C C_ dquivalent ist, zeigt
der geschlossene Regelkreis, bestehend aus Strecke (3.4) und Stabilisationsgesetz (3.5)
fiir hinreichend groffe Verstirkungen exponentiell stabiles Verhalten.

Beweis

Minimalphasigkeit bedingt, dass alle n — 1 Eigenwerte \; € C, i = 1,2,...n — 1, der
Matrix A4 negativen Realteil aufweisen. Werden ohne Einschrankung der Allgemeinheit
die Eigenwerte derart bezeichnet, dass

Re{A\1} < Re{A\ o} <--- <Re{\} <0 (3.21)

gilt, folgt aus der Wahl 0 < ¢ < —Re{\;}, dass sich G, vollstindig in der linken
offenen Halbebene befindet. Fiir hinreichend grofie Werte k liegt B.(A; — kcb) ebenfalls
vollsténdig in der linken offenen Halbebene, d.h.

Re{s} <0 Vse€ (G-UB.(A; — kcb)) . (3.22)
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Theorem 3.2 gewihrleistet die Existenz einer Konstanten k* > 0, so dass fiir alle k& > k*
die Eigenwerte des geschlossenen Regelkreises in G. U B.(A; — kcb) liegen und damit
ausschliellich negative Realteile besitzen. Wegen der Linearitédt des Regelkreises folgt
daraus die exponentielle Stabilitdt der Ruhelage im Ursprung. [ ]

Abschnitt A.8.2 zeigt, dass die Ubertragungsnullstellen einer linearen Regelstrecke mit
den Polstellen ihrer Nulldynamik iibereinstimmen. Letztere decken sich, unter der An-
nahme einer minimalen Realisierung, mit den Eigenwerten der Zustandsmatrix Aj.
Unter der Voraussetzung einer Strecke mit Relativgrad » = 1 impliziert Theorem 3.2
folglich die Aussage, dass m = n — 1 Pole der geregelten Strecke bei monoton anwach-
sender Verstirkung gegen die m Nullstellen der ungeregelten Strecke konvergieren und
deshalb fiir & — oo eine m-fache Pol-Nullstellen-Kompensation verursachen. Dieses
Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit dem bekannten und in der linearen Regelungs-
technik hiufig verwendeten Wurzelortskurvenverfahren [23, S. 200ff], [59, S. 415ff], [79,
S. 157ff], dessen Herleitung im Frequenzbereich erfolgt.

Als Konsequenz geht aus Theorem 3.2 hervor, dass jede Nullstelle mit positivem Real-
teil fiir hinreichend hohe Verstiarkungen eine Polstelle in der rechten, instabilen Halb-
ebene erzwingt. Sofern dagegen sdmtliche Nullstellen einen negativen Realteil besit-
zen, werden im Falle » = 1 alle Pole bei Uberschreiten einer Mindestverstirkung
in die linke, stabile Halbebene verschoben. Eine destabilisierende Wirkung durch zu
hohe Verstarkungen ist daher ausgeschlossen. Darin liegt die zur Anwendung hoch-
verstiarkungsbasierter Regler erforderliche Minimalphasigkeit der Strecke begriindet.

Minimalphasige Systeme mit Relativgrad r = 1 erfahren im Grenzfall £ — oo eine
n — 1-fache Pol-Nullstellen-Kompensation in der stabilen Halbebene. Dadurch wird die
charakteristische Dynamik der ungeregelten Strecke gekiirzt und es verbleibt lediglich
die Dynamik der ungekiirzten Polstelle bei A; —kcb im E/A-Verhalten des Regelkreises
sichtbar. Unabhéngig von der Streckenordnung lésst sich ein hochverstarkungsbasierter
Regelkreis im Grenzfall durch eine Ubertragungsfunktion erster Ordnung beschreiben,
die eine verschwindent kleine Zeitkonstante aufweist. Daran ist abzulesen, dass sich
das Folgeverhalten des Regelkreises verbessert, je hoher die Verstiarkung eingestellt ist.
Fundiert wird diese Aussage in den beiden nachfolgenden Theoremen.

Theorem 3.4
Gegeben seien eine reelle Konstante g # 0 und zwei Polynome Z, N € R[s|, wobei Z(-)
der Forderung

Z(jw)#£0 YweR (3.23)
gendige. Zu jedem vorgegebenen w, > 0 und zu jedem beliebigen £ € |0, 1] existiert
eine Schranke k* > 0, so dass fir alle w € Q = [—w,, w,] und fir alle k > k* die
Ungleichungen

l-e< 'N<]w)+k,gz(jw) <l+e (3.24)
kgZ(jw)
und

N(jw) + ng(jw)> < (3.25)

—e<
< (M5

erfillt sind.
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Beweis

Weil Polynome stetig sind, existiert eine Schranke M € R, die M > |N(jw)| fiir alle
w € Q) erfiillt. Sei

N(jw)
94 (jw)
so ist fiir alle k& > k/e > 0 und w € Q die Behauptung (3.24) gezeigt. Wird & > &
gewdhlt, folgt [N (jw)|/|kgZ(jw)| < 1 fiir alle w € §2. Daher liegt der Phasenwinkel von

1+ N(jw)/[kgZ(jw)] im Intervall [—~, ~], mit
) = arctan <%) : (3.27)

N(jw)
kgZ(jw)

Durch k > k/tane > 0 wird fiir alle w € 2 die Behauptung (3.25) sichergestellt. Weil

tane > ¢ fiir alle e € ]0, 1[, sind beide Aussagen des Theorems simultan erfiillt, wenn

k> k* := Kk/e > 0 gesetzt wird. [

eR

K := sup : (3.26)

weN

v = arctan (sup
weN

Theorem 3.5
Gegeben sei eine Regelstrecke (3.1) aus der Systemklasse S mit Anfangswert x(0) = 0,
deren E/A-Verhalten im Frequenzbereich durch die Ubertragungsfunktion

F@%z%%zgii} g>0 (3.28)

mit den monischen Polynomen Z, N € R[s], N(-) # 0, beschrieben werde. Wird ein
geeignetes Sollwertsignal yes(-) oL e w(-) vorgegeben und das proportionale Regelgesetz

u(s) = —kly(s) —w(s)] mit k>0 (3.29)
verwendet, entsteht ein geschlossener Regelkreis mit dem Frequenzgang

y(s)

w(s)

_ KFGe) _ kgZ(w)
1+ kF(jw)  N(jw) + kgZ(jw)’ (3:30)

FRK(S)

s=jw s=jw

fiir den gilt: Zu jedem vorgegebenen wy > 0 und zu jedem beliebigen § € |0, 1] existiert

eine Schranke k* > 0, so dass fir alle w € Q = [—w,, w,| und fir alle k > k* die
Ungleichungen
kgZ(jw)

1-0< : , <1+ 3.31

‘A“JW)4kQZ(ﬂU) (33
und ko Z(j)
g4 Jw

—5§arg< - - >§(5 3.32

N(jw) + kgZ(jw) (3:32)

erfillt sind. Dariberhinaus lisst sich k* so festlegen, dass N(s) + kgZ(s) # 0 fiir alle
s € C, und der Regelkreis daher exponentiell stabil ist.

Beweis
Die Zugehorigkeit zur Systemklasse S verlangt Minimalphasigkeit, was Z(jw) # 0 fiir
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alle w € R bedingt. Zusammen mit g > 0 sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung
von Theorem 3.4 erfiillt, aus dem fiir € := §/(1 4 0) € ]0, 1/2[ die Aussage

1 N]w + kgZ(jw) 1420
—=1- =— v Q, kE>Fk" (3.33
1496 kgZ(jw) - T4 @ e (3:33)
resultiert. Umstellen ergibt:
1+ 5 kgZ(jw)
1-0< <1+ Q, k>k* 34
_1+25 N(jw) + kgZ(jw)| — + Vwell, k> (3:34)

Weil das Invertieren einer komplexen Zahl den Phasenwinkel mit —1 multipliziert und
gleichzeitig € := /(1 + 0) < ¢ gilt, geht aus (3.25) unmittelbar die Behauptung (3.32)
hervor. Die exponentielle Stabilitét ist das Ergebnis von Folgesatz 3.3. [ ]

Ein Proportionalregler wird als inverser Regler bezeichnet, wenn der geschlossene Re-
gelkreis auf einem vorgegebenen Frequenzintervall [—w,, w,| die Eigenschaften (3.31)
und (3.32) besitzt. Dadurch ist gewihrleistet, dass der Streckenausgang y (Istwert)
einem Sollwertsignal w : t — Asin(w,t), A € R, w,, < w,, mit beliebig geringer Ab-
weichung folgt. Fiir hinreichend hohe Verstarkungen k& > k* verliert die Dynamik der
ungeregelten Strecke mit der Ubertragungsfunktion F(s) ihren Einfluss. Die geregelten
Strecken weisen daher umso geringere Unterschiede auf, je hoher die Kreisverstarkung
eingestellt wird. Dies zeigt, dass proportionale, hochverstérkungsbasierte Regler in den
inversen Regler iibergehen. Der Grenzfall w, = oo und 0 = 0 entspricht dem Verhalten
eines idealen Regelkreises, da frequenzunabhéngig Sollwert und Istwert iibereinstimmen
und kein Regelfehler auftritt. Offensichtlich sind (3.31) und (3.32) fiir w, = cound 6 = 0
nicht erfiillbar, da das Nennerpolynom der Strecke nicht fiir alle Frequenzen identisch
verschwindet. Wegen

. [N(jw)]
deg N > degZ = lim — =00 (3.35)
w—oo | Z(jw)|
iberwiegt fiir hohe Frequenzen w — oo das Nennerpolynom, so dass aus (3.2 ) 6) die Aus-
sage k — oo resultiert. Daher ldsst sich ein Frequenzgang mit Frk(jw) ~ 1 (und da-
mit ndherungsweise ideales Folgeverhalten) nur auf einem Kompaktum Q = [—w,, w,],
wg € R, erreichen.

3.3 Hohe Verstirkung im nichtlinearen Regelkreis

Die Uberlegungen des vorangegangen Abschnitts, die sich auf lineare Regelstrecken
beschrinken, werden hier auf nichtlineare Regelstrecken erweitert. Dazu muss die bis-
her verwendete Systembeschreibung mittels Eigenwerten, Ubertragungsfunktionen und
Waurzelortskurven aufgegeben und stattdessen eine allgemeinere Systemdarstellung ge-
wéhlt werden. In Anlehnung an die Ausfithrungen und die Vorgehensweise in [54,
S. 659f] wird das dynamische Verhalten eines nichtlinearen Systems als E/A-Abbildung
dargestellt. Somit wird der nichtlineare Prozess als kausaler Operator (oder Funktional)

P:C([0, o];R) — L%.(]0, oo];R) (3.36)
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w . e . . w . e .
ONREION oo ), OO =
- Prozess | Prozess u. Regler
R -<
Regler

Abbildung 3.1: Betrachteter Regelkreis, bestehend aus Prozess P und Regler R (links)
und &quivalente Darstellung (rechts), bei der die Serienschaltung aus Regler und Pro-
zess zu einem Gesamtsystem G zusammengefasst ist.

angesehen, der eine Eingangsfunktion e(-) in eine Ausgangsfunktion y(-) durch die
Vorschrift

y(-) = (Pe)() (3.37)
abbildet. In analoger Weise ist der Regler durch einen Operator
R: C([0, oo R) — £i5(10, oo R) (3.39)

beschrieben. Der zugrundeliegende Regelkreis wird durch den Prozess P und den Regler
R gebildet und ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Die Beschreibung des geschlossenen
Regelkreises setzt sich aus den beiden Gleichungen

y() = Pe)()  und  e() = w(-) = (Ry)() (3.39)

zusammen, wenn w(-) € L>([0, ool;R) als Sollwertverlauf vorgegeben wird. Mit der
Verkniipfung G := R o P, die als Abbildung des aufgeschnittenen Kreises angesehen
werden kann, ergibt sich

() +(Ge)(-) = w(). (3.40)

Es sei angenommen, dass fiir diese Gleichung eine beschrinkte Losung e(-) € £ bei
beliebigem, aber beschrianktem w(-) € £ existiert. Weiterhin besteht die Annahme,
dass eine reelle Konstante k > 0 existiert, welche die ,,Verstarkung* der Abbildung des
aufgeschnittenen Kreises nach unten hin begrenzt:

1(Ge)()lloo = K- fle(-)lloe  fiir alle e(-) € L5 (3.41)

Der Wert fiir k, fiir welchen in (3.41) die Gleichheit gilt, wird als die Verstarkung des
Operators G bezeichnet. Aus den Gleichungen (3.40) und (3.41) folgt:

[w(-) = e()lloo = [(Ge) (oo = k- [le() | (3.42)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung kann die Norm ||w(-) — e(+)||o in die Summe zweier
Normen aufgetrennt werden, was die Abschitzung

[w(loo + lle()lloe = () = e()lloo = & - lle(-)lloo (3.43)

ermoglicht. Daraus resultiert durch Umstellen die Ungleichung

el < 72 - o) e (3.44)



64 KAPITEL 3. HOCHVERSTARKUNGSBASIERTE ADAPTIVE REGLER

welche eine obere Schranke fiir die Norm des Regelfehlers angibt. Mittels einer ausrei-
chend hohen Kreisverstirkung k kann die Norm ||e(+)||« beliebig klein gehalten werden.
WEelil fiir hinreichend grofie Verstirkungen k ndherungsweise

1 1
gilt, ldasst sich fiir grofle Verstirkungen
le( )]s < L Jw()]lo = L. [w ()l (3.46)
k—1 k

schreiben. Die Gewichtung von ||w(+)||c mit einem verschwindend kleinen Faktor 1/k
fithrt zusammen mit dem Ungleichheitszeichen in (3.46) auf

le() oo < flw(-)]loc - (3.47)

Damit ist gezeigt, dass eine hohe Verstédrkung auch im Falle nichtlinearer Regelstrecken
auf einen kleinen Regelfehler fithrt. Dabei ist , klein“ bezogen auf die Sollwertvorga-
be. Je hoher die Kreisverstiarkung, desto kleiner der Regelfehler (,large gain — small
error®). Allerdings gelten diese Aussagen nur bei Existenz einer beschrinkten Losung
fiir Gleichung (3.40). Eine solche Losung fiir e(-) muss nicht notwendigerweise immer
und fiir alle beschriankten Eingangssignale w(+) existieren. Falls dies jedoch zutrifft, ist
der Regelkreis BIBO-stabil mit beliebig keinem Regelfehler.

Um den Schritt zum inversen Regler zu vollziehen, muss
()20 & wl)=Ry() & y()=R w)l() (3.48)

gezeigt werden. Aus Einsetzen von Gleichung (3.39) in Gleichung (3.47) folgt die Un-
gleichung:
[w( oo > [le()llee = [lw(-) = (Ry) ()l (3.49)

Verglichen mit [|w(-)||o kann die Norm von |Jw(-) — (Ry)(-)||c Wegen der starken Un-
gleichheit vernachlassigt werden, d.h die Naherung

[w(-) = (Ry)()[lec = 0 (3.50)

ist zuléssig. Es ist sofort ersichtlich, dass w(-) ~ (Ry)(-) gilt, die Annahme (3.48) also
zutreffend ist. Nachdem der Regler frei gewéhlt werden kann, darf fiir den Operator R
die Einheitsriickfithrung verwendet werden. Folglich ist die Inverse R™! die Einheits-
abbildung, Gleichung (3.48) zeigt damit die Gleichheit zwischen Sollwert und Istwert,
was die charakteristische Eigenschaft des inversen Reglers ist. Daraus folgt, dass die
E/A-Abbildung eines hochverstirkungsbasierten Regelkreises mit Einheitsriickfithrung
ndherungsweise die Einheitsabbildung selbst ist.

3.4 Adaptive Stabilisierung

In den vorangegangenen Abschnitten wird die Auswirkung konstanter, hoher Verstér-
kungen auf den geregelten Prozess diskutiert. Praktische Anwendbarkeit ist in diesen
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Féllen jedoch nur dann gegeben, wenn die Regelstrecke bekannt ist, oder wenn zu-
mindest Abschitzungen iiber die Systemparameter vorliegen, um eine bendtigte Min-
destverstiarkung zu ermitteln. Falls jedoch die Parameter der Regelstrecke als génzlich
unbekannt angenommen werden miissen, ist eine Adaption der Reglerverstirkung ein
moglicher Ausweg. Aufgrund der vorausgesetzten Eigenschaften der Regelstrecke ist der
Einsatz einer monoton zunehmenden Kreisverstirkung denkbar. Dieses Konzept soll
im Folgenden zusammen mit dem zugehérigen Stabilitédtsbeweis vorgestellt werden, die
Regelstrecke ist dabei zunéchst auf die erste Ordnung beschrankt.

3.4.1 Ordnung n =1

Die grundlegende Idee adaptiver, hochverstirkungsbasierter Regler ist an einem Bei-
spielsystem erster Ordnung am einfachsten zu verdeutlichen. Deshalb wird in einem
ersten Schritt zunédchst nur eine Regelstrecke erster Ordnung

©(t) = ax(t)+bu(t), x(0)=z,€R

3.51
y(t) = cx(t), a,bceR, ¢cb>0 (3:51)

betrachtet, die den unbekannten Eigenwert a besitzt, der sowohl positive, als auch
negative Werte annehmen kann. Damit sind stabile und instabile Prozesse zugelassen,
auch ein grenzstabiles System mit dem Eigenwert a = 0 ist eingeschlossen. Ziel ist
der Entwurf eines stabilisierenden Regelgesetzes. Zu diesem Zweck kann, wie in 3.2
ausfiihrlich dargestellt, der lineare, zeitinvariante Stabilisator (3.5) eingesetzt werden.
Dieser ergibt zusammen mit der Regelstrecke (3.51) ein Gesamtsystem, das beschrieben
wird durch die homogene Differentialgleichung

&(t) = (a — keb)x(t), z(0) =z, € R (3.52)

und exponentiell stabil ist, falls a — kcb < 0 zutrifft. Aufgrund unbekannter Systempa-
rameter a, b und ¢ kann diese Bedingung weder iiberpriift noch sichergestellt werden,
so dass eine Berechnung der notigen Verstiarkung k& > a/(cb) nicht moglich ist. Da
cb > 0 wird durch Vergréerung der Riickfithrverstirkung %k eine Verschiebung des
urspriinglichen Eigenwertes a entlang der negativen reellen Achse vorgenommen. Es
ist offensichtlich, dass eine anwachsende Verstirkung k den Regelkreis immer stérker
stabilisiert. Genau darin besteht die Grundidee adaptiver hochverstirkungsbasierter
Regler. Weil die benétigte Verstiarkung nicht berechnet werden kann, wird als Ausweg
demzufolge ein zeitvarianter Stabilisator

u(t) = —k()y() (3.53)
eingesetzt, dessen Verstarkung mit dem Adaptionsgesetz
k) =ly®F,  kO0)=k R, p>1 (3.54)

eingestellt wird. Durch die Betragsbildung resultiert ein monotones (nicht notwendig
streng monotones) Wachstum der Funktion k(-). Aus der Tatsache, dass die Verstarkung
nicht abnehmen kann, sondern gegen ,,grofle* Werte strebt, leitet sich die Bezeichnung
,hochverstarkungsbasiert® ab.
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Theorem 3.6
Die erste Komponente der Menge der Gleichgewichtslagen {0} x R des zeitvarianten
bzw. nichtlinearen Gesamtsystems mit p > 1

() = (a—k(t)eh)-z(t), x(0)==z,€R

k(t) = |c-z(t)]?, k(0) = k, € R (3.55)

bestehend aus Strecke (3.51), Stabilisator (3.53) und Adaptionsgesetz (3.54) ist attrak-
tiv, d.h.
lim z(t) =0. (3.56)

t—oo

Fiir jeden Anfangswert (x,,k,) € R x R ezistiert ein beschrankter Grenzwert

lim k(t) = koo < 00 (3.57)

t—o0

fiir die Verstdrkung. Falls x, # 0, ist die erste Komponente der Gleichgewichtslagen
{0} x R asymptotisch stabil.

Beweis
Es sei (xo, ko) € R x R. Dann existiert fiir das nichtlineare Anfangswertproblem (3.55)
eine eindeutige Losung (z, k) auf einem maximalen Intervall [0, 7 mit 7" € ]0, oo].

Schritt 1:
Aus der Annahme
k(-) & £=([0, T[;R) (3.58)

folgt wegen k(t) > 0, dass fiir t — T die Funktion k(-) monoton gegen unendlich strebt.
Damit existiert ein Zeitpunkt 0 < t* < T, so dass die Ungleichung

a—k(t)eb < —1 furallet e [t*, T (3.59)
formuliert werden kann. Zusétzlich fithrt die Monotonie wegen t* < T" auf

sup k(t) =k(t") <oo und k() € L([0, t'];R). (3.60)

telo, t*]

Wird k(-) nicht als Systemzustand, sondern als exogene Funktion interpretiert, redu-
ziert sich die Ordnung des Gesamtsystems (3.55) von 2 auf 1. Die niedrige Ordnung
der Regelstrecke gestattet — trotz zeitvariantem Regler — die Losung

2(t) = @, - oo @RODT L@ k@B [0 T (3.61)

der zeitvarianten Differentialgleichung (3.55) explizit anzugeben. Wegen (3.60) und
t* < oo ist das Integral

t
/ (a —k(T)cb)dr < o0 Vte |0, t7] (3.62)
0
im Intervall [0, ¢*] beschrankt, weshalb eine Konstante M € R existiert, mit der die

Abschétzung
elo(@=kMDAT < Nf 50 Vi e [0, t¥] (3.63)
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moglich wird. Desweiteren lésst sich mit (3.59)
eli(mhTeb)dr o= frdr _ o~(—1) < 1 Yt [t T (3.64)
angeben. Folglich ist im gesamten Intervall [0, 7| der Betrag der Losung
|| - M Vtelo, t]
x(t)] < ¢ 3.65
| ( >| = {|xo| M .eft*(afk(‘r)cb)df Ve ]t*, T[ ( )

beschrinkt und es gilt z(-) € £>([0, T[;R). Um den gewiinschten Widerspruch zu
erhalten, wird k(t) aus der Integration des Adaptionsgesetzes (3.54) berechnet. Zum
Zeitpunkt t* errechnet sich:

t* t*
E(t") =k, + / f{:(T)dT =k, + ]c|p/ |z(7)|PdT <
0 0

t*
<k, + Ic\p/ |2o|PMPAT = ko + |c|P|zo|PMP - t* =: k* € R (3.66)
0

Aus (3.59) folgt
epf;(afk(s)cb)ds < epf;* —lds _ e—p(rft*) Ve ]t*, T[, (367)

so dass im Intervall |t*, T gilt:
t* t t
k) = ko lel? [ falodr + 1o [ lampdr <k 4l [ lampar <
0 t* t*

t
< k:*+|C|p|$o|pMp/ epftl(a—k(s)cb)dsd7_<
r (3.68)
t
* 1 .
< k4 ’c’p‘xo|pMp/ e P qr = k* + |c|P|azo [P MP = (1 _ o p(t—t )) <
p

<NeR = k() € £<(]0, T[; R)

Letzteres widerspricht der Annahme, mit der Folge, dass k im Intervall [0, T'[ nicht
unbegrenzt wéchst.

Schritt 2:

Solange die Losung k(+) auf dem Intervall [0, T'[ beschréankt bleibt, ldsst sich eine stetige
Fortsetzung finden und 7T ist daher nicht maximal gewéhlt. Weil dieses Argument fiir
alle endlichen T" € R zutrifft, folgt T' = oo, woraus sich

k(-) € £2(]0, oo;R) (3.69)
ergibt.

Schritt 3: ‘
Aussage (3.69) ist in Kombination mit k(t) = |c - z(¢)|P dquivalent zu

z(-) € LP([0, oo];R). (3.70)
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Da in (3.55) die Zustandstrajektorie x(-) mit einer beschrénkten Funktion multipliziert
wird, folgt auch

() € LP([0, oo];R). (3.71)
Mit Hilfssatz A.41 ergibt sich daraus limy;_ (t) = 0.

Schritt 4:
Die Monotonie von k(-) fithrt auf

k(s) <kso Vs>0 = /T(a — k(s)cb)ds > /T(a — koocb)ds (3.72)

und ermdéglicht dadurch mit (3.61) fiir alle 7 € [0, oo] die Abschétzung
|x(7‘)|p _ |x0’p ‘ epfor(a—k(s)cb)ds Z |-To|p ) epfof(a—koocb)ds _ ‘xo|p . ep(a—k:oocb)'r ] (373)

Daraus ldsst sich eine untere Schranke fiir k(-) gewinnen:

¢ t
k(t) =k, + |c|p/ lz(T)[PdT > ko + |c|p/ [P - M@k g7 —
0 0

1 ¢
el P pla—hooct)r|' _ 3.74
o [l || pla — ksoch) [e }0 (3:74)
1 -
= ko + [e]P|zo|P —————~ (PRt 1) =1 (¢ t
el s ) = ko) vielo, o

Aufgrund (3.69) und k(-) > k(-) muss notwendigerweise k(-) € £2([0, oc];R) gelten,
was a—ko,cb > 0 unter der Voraussetzung x, # 0 ausschliefit. Das lineare, zeitinvariante
Limit-System

(t) = (a—kooch) x(t), x(0)=z,€R (3.75)

kann daher keinen positiven Eigenwert aufweisen.

Um auch die Konstellation a — k.cb = 0 auszuschlieSen, wird eine Betrachtung des
Phasenportraits von (3.55) herangezogen. Es zeigt sich, dass ausschlieBlich die triviale
Trajektorie (z(-) = 0,k(-) = a/(cb)) in der Gleichgewichtslage G = (0,a/(cb)) ,en-
det*. Samtliche Trajektorien mit der Eigenschaft x, # 0 konnen nicht in diese Gleich-
gewichtslage miinden. Um dies zu zeigen, ist eine Aufteilung der Phasenebene in 5
disjunkte Teilbereiche dienlich:

l.z2=0,keR:
Nachdem durch z = 0 die Ruhelagen von (3.55) gekennzeichnet sind, findet
entlang der k-Achse keine Bewegung statt, es existiert daher keine Trajektorie,
die mit der Nebenbedingung z(-) = &(-) = 0 den Punkt G erreicht.

2. € R\ {0}, k =a/(ch):
Gleichung (3.55) ergibt @ = 0, so dass der Zustand x unverdndert bleibt und
nicht gegen 0 strebt. Von diesem Gebiet aus kann G nicht erreicht werden.
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10

e stabile Ruhelage
o instabile Ruhelage

-4

Abbildung 3.2: Phasenportrait fiir den Regelkreis (3.76)

3. x>0,k <a/(ch):
Gleichung (3.55) ergibt & > 0, so dass der Zustand x nicht gegen 0 strebt. Von
diesem Gebiet aus kann G nicht erreicht werden.

4. x <0, k <a/(ch):
Gleichung (3.55) ergibt @ < 0, so dass der Zustand x nicht gegen 0 strebt. Von
diesem Gebiet aus kann G nicht erreicht werden.

5. x#0, k> a/(ch): '
Gleichung (3.55) ergibt & > 0, so dass der Zustand k zunimmt und nicht gegen
a/(cb) strebt. Von diesem Gebiet aus kann G nicht erreicht werden.

Dadurch verbleibt als einzige Moglichkeit a — koocb < 0, weswegen das Limit-
System (3.75) asymptotisch stabil ist. [

Anmerkung
Ein instabiles Limit-System ergibt sich jedoch, wenn als Anfangswert eine instabile
Ruhelage gewihlt wird. Die triviale Losung z(-) = 0 und k() = 0 verhindert eine
Adaption der Verstiarkung, so dass k(t) = k, fiir alle t > 0 gilt. Fiir jeden Anfangswert
(0, k,), der die Bedingung a — k,cb > 0 erfiillt, befindet sich die geregelte Strecke im
instabilen Gleichgewicht und behélt wegen k(t) = k, fiir alle ¢ > 0 diesen Zustand
bei. Deshalb darf nicht allein aus (3.56) auf die Stabilitéit der geregelten Strecke ge-
schlossen werden. Beispielhaft wird dieser Sachverhalt durch das Phasenportrait fiir
den Regelkreis

z(t) = (2—k(t))x(t), z(0) =z, € R

k(t) = x(t)?, k(0) = k, € R (3.76)
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in Abbildung 3.2 verdeutlicht. Dabei sind die Trajektorien fiir diejenigen Anfangswerte
eingezeichnet, die durch die Kombinationen von z, = £0.1 und k, € {-5,—4,...,1}
festgelegt sind. Die Ruhelagen des geregelten Systems sind durch die notwendige und
hinreichende Bedingung x = 0 gegeben. Die Menge

{(z,k) | 2 =0, k <2} (3.77)
beinhaltet alle instabilen Ruhelagen. Im Gegensatz hierzu bilden die Zustédnde
{(z,k) | =0, k> 2} (3.78)

die stabilen Ruhelagen. Am Phasenportrait ist ersichtlich, dass stets ein stabiles Limit-
System entsteht, wenn eine Bewegung in den Systemzusténden erfolgt. 0

Die in Theorem 3.6 getroffene Aussage limy; .o k() < oo ldsst sich fir p = 2 tiefer-
gehend formulieren, weil der Grenzwert k., explizit berechnet werden kann [34]. Wird
p =2 und y(t) = cx(t) gesetzt, lautet das Adaptionsgesetz:

k() =y =y(®)?  k(0) =k €R (3.79)
Ausgehend von einer positiv definiten Funktion
1
L= V(y(t) = 5y(t)* > 0 (3.80)

wird deren zeitliche Anderung entlang einer Trajektorie y(-) bestimmt:

(t) = %% = y()i(t) = Falt)i(t) = C2*(1)(a — k(t)ch) =

= (a —k(t)eb)y*(t) = (a — k(t)cb)k(t) (3.81)

Durch eine Integration auf beiden Seiten

/0 V(r)dr = /0 (a — k(T)eb)k(r) dr (3.82)

wird wieder die urspriingliche Funktion V() gewonnen, die nun jedoch das Argument
k anstelle von y aufweist:

V() = V(0) = alk(t) — ko) — 5 (k(t)2 — k) (3.83)

Wegen (3.56) strebt y(t) asymptotisch gegen 0, so dass aus (3.80) limy_.., V(y(t)) =0
folgt. Damit ergibt ein Grenziibergang ¢t — oo fiir Gleichung (3.83) den quadratischen

Zusammenhang
1L, cb o 2 ..
_§yo = akoo — ako — E(koo — ko) firt — oo, (384)

dessen zwei Losungen sich zu

a a 2 g2
= — + — — =2 .
hoc cb \/<cb ko) T (3:85)
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bestimmen. Fiir die Anfangsbedingung k, = 0 und y, = cz, # 0 entsteht eine negative
Losung, wenn das Minuszeichen vor der Wurzel verwendet wird. Da jedoch die Funktion
k(-) wegen der Wahl des Adaptionsgesetzes monoton wichst und damit k., > k, gelten
muss, ist diese Losung ausgeschlossen. Deshalb errechnet sich als Endwert

o« [fa R
kooEJr\/(E—ko) +% <o, (3.86)

gegen den die Reglerverstarkung konvergiert.

Der hier beschriebene adaptive Stabilisator hat allerdings lediglich einen untergeord-
neten Nutzwert in der Praxis, da das notwendige Mindestmafl an Robustheit génzlich
fehlt. Wird am Streckeneingang eine additive Storgrofie d € R\ {0} beriicksichtigt,
ergibt sich das Gesamtsystem

z(t) = (a—Fk(t)cb)-x(t)+d, z(0) =z, €R (3.87)
k) = le-a()P, K0) =k, € R |
mit p > 1, fiir das die Zusténde (z = 0,k € R) offensichtlich keine Ruhelage mehr sind.
Um #(t) = 0 und k(t) = 0 zu erfiillen, miissen die beiden Bedingungen

x(t) = _%(t)cb und r=0 (3.88)

simultan gelten. Diese schlieflen sich jedoch wechselseitig aus, sofern fiir k(¢) endliche
Werte angesetzt werden. Folglich gehen durch die Stérung sémtliche Gleichgewichtsla-
gen mit der Eigenschaft k < oo verloren, einzig die Konstellation (z = 0, k = oo) fiihrt
zum Verschwinden der beiden Ableitungen in Gleichung (3.87).

3.4.2 Ordnung n > 1

Die Ergebnisse des vorangegangenen Abschnittes werden hier verallgemeinert, indem
Strecken der Ordnung n > 1 zugelassen werden. Die Zugehorigkeit der Strecke zur
Systemklasse S sei jedoch weiterhin beibehalten.

Das Problem erschwert sich fiir n > 1 erheblich, da sich die Losung der zeitvarian-
ten Differentialgleichung nicht mehr explizit angeben lasst. In [35, S. 59f] wird auf
ein Theorem zuriickgegriffen, das in der Literatur unter dem Namen , High-gain Lem-
ma“ [35, S. 23f] bekannt ist, um den entsprechenden Satz fiir beliebige Ordnung n € N
zu beweisen.

Theorem 3.7
Die in Gleichung (3.4) angegebene Regelstrecke mit (A,b,c) € S, n € N und

A A
A Ay

A= A eR, Ay e R A e RO-DXE 4, e R-Dx(=D) (3 80)

)
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bildet zusammen mit dem Stabilisator u(t) = —k(t)y(t) und dem Adaptionsgesetz (3.54)

ein Gesamtsystem, das durch
A= k(Db A, (y(t)) <y<o>> _ (y) -
2(t))’ 2(0) Zo (3.90)

Ag A4

(y(w) _
Z(t)

k) = ly@r.  p>1, k(0) =k, €R

beschrieben wird. Das zeitvariante bzw. nichtlineare Anfangswertproblem (3.90) besitzt
eine eindeutige mazimale Losung (y(-), z(-), k() : [0, co[— R™* mit den Eigen-
schaften:

(1) limy 0o y(t) = 0 und lim;_, 2(t) =0
(i) (y), =()7) = ()7 € 21 £
(111) limy_o0 k(1) = koo < 00

Aus Abschnitt 3.2 geht hervor, dass es zwei Konstante € > 0 und k£* € R gibt, so dass
fir alle k(t) > k* die Ungleichung
) } <—-e<0 (3.91)

R{(

formuliert werden kann. Im Falle einer konstanten Verstirkung k > k* lasst sich dar-
aus asymptotische Stabilitdt des linearen Regelkreises folgern. Durch eine zeitvarian-
te Verstiarkung k # 0 geht das lineare Verhalten und damit auch die Aussagekraft
von (3.91) beziiglich der Stabilitéit verloren.

Al — k(t)Cb AQ
AS A4

Beweis

Es sei (xo, /{:o) € R™ x R. Das nichtlineare Anfangswertproblem (3.90) weist eine in
x und k stetige rechte Seite auf und besitzt daher eine eindeutige maximale Losung
(z, k) : [0, T[— R"xR mit T € ]0, oo]. Mit einer Lyapunov-Funktion, deren zeitliche
Ableitung unter der Annahme k(-) € £2°([0, T[;R) negativ definit wird, ldsst sich ein
Widerspruch konstruieren und somit k(-) € £2(]0, T'[;R) folgern. Anschliefiend erfolgt
die Ausweitung des Intervalles auf T'= 0o und der Beweis von Aussage (i).

Aus der Zugehorigkeit zur Systemklasse S folgt ¢b > 0 und o(A;) C C_, weshalb die
Gleichung AT P + PAy = —2I,_,, P € R"DX(=1) " ¢ine symmetrische und positiv
definite Losung P = PT > 0 besitzt. Mit dieser Matrix wird eine positiv definite
Lyapunov-Funktion

11 1

V(y(t), z(t)) = §Ey(t)2 + §z(t)TPz(t) >0 Vtelo, T| (3.92)

angesetzt. Deren zeitliche Ableitung ist durch

V(y(e),2()) = Zy(0i0) + 507 P(t) + =0 P2(1)] (393)
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gegeben und lautet nach Einsetzen von (3.90):

V(y(t), 2(t) = A k(t) ) y()?* = lz()]I5 + L4, +AZP ) y(t)z(t)  (3.94)
cb cb

Mit M := |A;]/(cb) + ||As|/(cb) + ||PAs]| resultiert:

| Ay
cb

[[Aa]|

— k() + 7+ [ PAs ||> y(t)* =1zl +

V((t), 2(t) < (

+ (12 ipa + ) =0l <

< (M = k(O)y(t)* = 203 + V2M]y(t)] - (3.95)

1
S0l <
< (M = KO0 ~ 201 + 290 + 3 =03 =
= (M + 20 — K(O)y(0)” — 5 ]1=(1)

Aus der Annahme k() ¢ £2([0, T[;R) folgt wegen k(t) > 0, dass fir t — T die
Funktion k(-) monoton gegen unendlich strebt. Dies garantiert die Existenz eines Zeit-
punktes 0 < t* < T, so dass fiir alle t € [t*, T[ die Funktion ¢ — k(¢) die Bedingung
k(t) > k* € R erfiillt. Wird die Konstante &* mit der Eigenschaft k* > M +2M?*+1/2
angesetzt, legt dies eine ausreichend hohe Verstiarkung fest, um fiir alle k(t) > k* eine
negativ definite Ableitung der Lyapunov-Funktion zu erreichen. Demzufolge gilt ab
einem Zeitpunkt ¢*:

. 1
V(y(),2()) < —5y(®) = slz0l; <0 vie[r, T[. (3.96)
Mit « :=min {cb, 1/||P||} > 0 ergibt sich

entweder o = c¢b = «of|P|| <1 o
S S alP<1. @)
oder a = 1/|P| = /() <1 cb

Daraus folgt die Abschitzung

1l o 1 1 1
—aV(t) = ——C—y(?f)2 —5ellPl- =005 = —5u(1)* = 5110l vE=0, (3.98)

mit der sich die Differentialgleichung erster Ordnung

V() < —5ultf - S0 < —av()  veelr, T (399

formulieren lasst, deren Losung nach oben durch eine abklingende Exponentialfunktion

V(t) <e ®tRIV(t,)  Vtet, T[, t,>t" (3.100)
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beschrinkt wird. Dabei ist der Anfangswert V (t,) durch

11 1

V(to) = V(ymzo) = 5%3/(25 ) + 22( )TPZ< )

1 1 (3.101)
< S(1/(eD) + 1PDy(to)” + 5(1/(ch) + [Pz (o) I3

gegeben und kann mit v, := (1/(cb) + || P||)/2 abkiirzend durch
V(to) < m(y(te)® + ll2(to)ll3) = mllz(to)3 (3.102)

dargestellt werden. Eine untere Schranke fiir V' (¢) wird wegen

S0P 2 (P03 (3.103)

l\DI»—l

aus (3.92) zusammen mit der Definition 75 := 1/2 - min {1/(cb), Amin(P)} durch

V() 2 5B+ GAmn PO > 2yl + 1)1 = 2lle@)3 - (3104)

festgelegt. Daraus folgt
wle@®); < V() <e V() < e nlat,)l3 Ve [t, T[,  (3.105)
bzw. nach Umstellen

l=(@)]5 < %ea(”")llfﬂ(%)\lg vt e [to, TT. (3.106)

Der Widerspruch zur Annahme ergibt sich, wenn die Verstarkung aus der Integration

der Gleichung .
k() = ly@F <llz@®)ll; V=0 (3.107)

bestimmt wird. Wegen ¢, < T und der Monotonie von k(-) trifft die Aussage k(t,) < oo
zu, so dass k(-) im Intervall [0, T'[ beschréinkt ist, wenn das Integral

k(t) = /tt k(T)dr + k(t,) (3.108)

fiir alle ¢ € [t,, T beschriankt bleibt. Letzteres ldsst sich abschétzen durch:

t t t
[ < [Cetrigar < [ (”—) Bt (2, [ =
to to to \V2

p

2 -9 p t
:(%> ||x(to),|g._[efaa<ffto>} _ (3.109)

ap to

P

2 -2 P
:(3—) latt)ll- — (7807 —1) <00 VEelt, T[.

ap
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Daran ist k(t) < oo fiir alle ¢ € [t,, T'[ abzulesen, was der Annahme widerspricht. Aus
diesem Grund resultiert die Folgerung

k() € £2([0, T[;R). (3.110)

Mit dem Argument der stetigen Fortsetzbarkeit der Losung, das fiir alle endlichen
T € R greift, folgt T'= oo, woraus sich

k(-) € £2(]0, oo;R) (3.111)
ergibt. Diese Aussage ist in Kombination mit k() = |y(t)[? dquivalent zu
y() € £2((0, ol R). (3.112)

Nachdem fiir A, eine Hurwitz-Matrix vorausgesetzt ist, beschreibt die zweite Glei-
chung in (3.90) ein asymptotisch stabiles lineares Teilsystem, auf das die Eingangs-
grofe y(-) € LP([0, oo];R) einwirkt. Wie in [50, S. 265ff] dargestellt, entsteht damit
ein Ausgangssignal z(-) € LP([0, oo]; R™™1). Weil k(-) € £L>(]0, oo];R) eine essentiell
beschrinkte Funktion ist, ldsst sich aus (3.90) weiterhin auch y(-) € £P([0, ool; R) und
2(+) € LP([0, oo]; R™!) ablesen. Anwenden von Hilfssatz A.41 fiihrt auf limy .., y(t) =
0 und lim; . 2(t) = 0. [

3.5 Adaptive Regelung

Abschnitt 3.4 benutzt adaptive, hochverstirkungsbasierte Proportionalregler fiir die
Stabilisierung unbekannter Strecken und beschréankt sich damit auf den Sonderfall der
Festwertregelung mit Sollwert w(-) = 0. Eine Erweiterung auf einen Festwertregler mit
beliebigem Sollwert w(-) = const € R erfordert die Abéanderung des Reglers (3.53) und
des Adaptionsgesetzes (3.54) in

e(t) =w(t) —y(t),  u(t)=k(@t)e(t), kt)=e(t)’,  k(0)=k €R, (3.113)
ist jedoch nicht in allen Fillen ohne Einschrinkungen moglich. Die Aussage
tlim k(t) = koo < 00 (3.114)

von Theorem 3.6 ist zum Beispiel nicht auf die Festwertregelung aller Strecken aus
der Systemklasse S iibertragbar. Um eine geeignete Klassifikation der Regelstrecken
vorzunehmen, wird die Strecke in einer minimalen Realisierung

(t) = Ax(t)+bu(t), z(0)==xz,€R"
y(t) = cx(t), (A,b,c) €S (3.115)

angenommen.

Definition 3.8 (globales Verhalten)
Das minimal realisierte LTI-System (3.115) hat genau dann (global) integrales Verhal-
ten, wenn

0€o(A) (3.116)
gilt. Andernfalls, d.h. wenn 0 & o(A), liegt (global) proportionales Verhalten vor.
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Abbildung 3.3: Hochverstarkungsbasierte Festwertregelung fiir einen global integralen
Prozess.

Neben der Tatsache, dass bei Strecken mit global proportionalem Verhalten eine Fest-
wertregelung mit dem Regler (3.113) und einem Sollwert w(-) # 0 zu einer Verstéirkung
k & L fiithrt, konnen ebenso Storgrofien ein unbeschranktes Anwachsen verursachen.
Ahnliches gilt, wenn Folgeregelungen zu realisieren sind, also wenn die Strecke zeitlich
verénderlichen Sollwerten folgen soll. Dieser Abschnitt widmet sich der Betrachtung
der genannten Problematik und stellt geeignete Abhilfemafinahmen dar.

3.5.1 Festwertregelung fiir Integrale Regelstrecken

Ohne Probleme hingegen lasst sich mit (3.113) eine Festwertregelung realisieren, wenn
die Regelstrecke global integrales Verhalten zeigt. Fiir die Regelstrecke

(o) = o A G) () o) o
o e ) -

ist die entsprechende Simulation in Abbildung 3.3 fiir den Fall ohne Stérung (d(-) = 0)
aufgezeichnet, wobei ein konstanter Sollwert w(-) = 1 und k, = 0 vorgegeben ist.
Durch das integrale Verhalten der Regelstrecke kann der proportionale Regler hier sta-
tiondre Genauigkeit erreichen (e — 0), die Verstiarkung konvergiert auf einen endlichen
Grenzwert.

(3.117)

3.5.2 Festwertregelung fiir Proportionale Regelstrecken

Ein gewichtiger Nachteil des Reglers (3.113) besteht darin, dass die Verstarkung di-
vergiert, wenn die Regelstrecke (3.1) global proportionales Verhalten zeigt, siehe [41,
Rem. 8]. Bei beschrinkter Verstirkung k& < oo kann der Regelfehler e(t) = w(t) — y(¢)
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nicht gegen 0 konvergieren, ohne dass dadurch auch die Stellgrofie u(t) = k(t)e(t)
verschwindet. Fine proportionale Strecke erfordert jedoch eine konstante Stellgrofie
u(-) # 0, damit der Ausgang auf einen beliebigen Sollwert w(-) # 0 verharren kann.
Daraus folgt im Umkehrschluss, dass ein Regelfehler bleiben muss, der mit wachsender
Verstiarkung allerdings abnimmt. Die monotone Adaption erhoht die Verstarkung, so-
lange ein Fehler auftritt. Weil erst im Grenzfall £ — oo der Sollwert exakt erreicht wird,
kann, bedingt durch das gewéhlte Adaptionsgesetz, die Verstarkungsfunktion nicht auf
einen endlichen Wert konvergieren.

Der in Abschnitt 3.4 angegebene Stabilitdtsbeweis, der eine endliche Verstarkung ga-
rantiert, widerspricht dieser Uberlegung nicht, da dort lediglich das Problem der Sta-
bilisierung behandelt ist, also eine Festwertregelung auf den Sollwert w(-) = 0 erfolgt.
Dies stellt insofern einen Sonderfall dar, weil der Arbeitspunkt y = 0 eine Gleichge-
wichtslage bildet, die ohne StellgroBe (also mit u = 0) beibehalten werden kann. Der
Regelfehler kann in diesem Falle bereits fiir eine endliche Verstarkung gegen 0 kon-
vergieren. Bedingt durch die Adaption liegt ein zeitvariantes und damit nichtlineares
Gesamtsystem vor und es kann nicht, wie bei linearen Systemen iiblich, durch eine
Verschiebung der Gleichgewichtslage die Aufgabe der Stabilisierung in eine beliebige
Festwertregelung iiberfithrt werden. Dies gelingt nur, wenn die Regelstrecke global in-
tegrierendes Verhalten aufweist und deshalb eine Ruhelage y = w # 0 auch ohne Stell-
grofle beibehalten kann. Dadurch wird ermoglicht, dass der Regelfehler bei endlicher
Verstiarkung verschwindet. In allen anderen Fallen ist das Regelgesetz (3.53) mit der
Adaption (3.54) lediglich als Stabilisator zu gebrauchen, solange keine Modifikationen
vorgenommen werden.

Die linken beiden Diagramme in Abbildung 3.4 enthalten das Simulationsergebnis fiir
die Stabilisierung (w(-) = 0) der instabilen Strecke

gt) =2y(t) +u®),  y(0)=y,=1, (3.118)

wobei der adaptive Regler (3.113) mit k, = 0 angesetzt ist. Der Systemzustand y startet
bei 1 und wéchst zunéchst an, da der ungeregelte Prozess instabil ist. Wahrenddessen
wird die Verstdrkung k(t) monoton erhoht. Solange k(t) < 2 bleibt, iiberwiegt die in-
stabile Eigendynamik und das Anwachsen von y besteht fort. Sobald die Verstéirkung
den Wert k = 2 erreicht, heben sich Eigendynamik und Stellgréfle auf, so dass der Sys-
temausgang y keine zeitliche Anderung erfahrt. Zu diesem Zeitpunkt erreicht das Aus-
gangssignal das Maximum. Erst fiir Werte k(¢) > 2 wird eine stabilisierende Wirkung
erzielt, das Ausgangssignal strebt asymptotisch gegen 0. Dadurch wird die Adaptionsge-
schwindigkeit kontinuierlich verlangsamt, bis die Verstirkung gegen einen konstanten,
beschriankten Wert konvergiert.

Anders verhilt sich dagegen der selbe Regelkreis, wenn anstelle von w(:) = 0 ein
Sollwert w(-) = 1 vorgegeben wird, wie in den rechten beiden Diagrammen von Abbil-
dung 3.4 aufgetragen ist. Auch hier wachsen Ausgang und Verstarkung aus den selben
Griinden zunéchst an. Sobald die kritische Verstéirkung k& = 2 iiberschritten wird, strebt
der Systemausgang gegen den Sollwert. Allerdings kann der Sollwert fiir eine endliche
Verstarkung nicht exakt erreicht werden. Deshalb steigt die Verstdrkung unbegrenzt
an, um damit den Regelfehler zu reduzieren. Dieser Fall ist in der Praxis unerwiinscht,
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Abbildung 3.4: Hochverstarkungsbasierte Regelung fiir einen global proportionalen
Prozess. Linke Spalte: Sollwert w(-) = 0. Rechte Spalte: Sollwert w(-) = 1.

weswegen diese Methode nicht fiir die Regelung, sondern nur zur Stabilisierung global
proportionaler Strecken verwendet werden kann.

Die Anwendung proportionaler Regler bei proportionalen Strecken ist allgemein mit
einem bleibenden Regelfehler in der Gleichgewichtslage verbunden. Das gewéhlte Ad-
aptionsgesetz in Gleichung (3.113) generiert daraus eine unbeschrinkte Verstirkung.
Um die Verstarkung beschriankt zu halten, sind unterschiedliche Ansétze moglich. Zum
einen kann die Adaptionsgeschwindigkeit auf 0 herabgesetzt werden, wenn der Betrag
des Regelfehlers eine positive Konstante unterschreitet [35, Kap. 5.2], [37], [39]. Zum
anderen geniigt im speziellen Fall der Festwertregelung ein integraler Anteil im Reg-
ler, um dieses Problem zu beseitigen. Verallgemeinert auf beliebige Sollwertverlaufe
muss ein internes Modell im Regelkreis enthalten sein, dessen Eigendynamik der Soll-
werttrajektorie folgen kann. Dadurch kann sich die Regelgréfie asymptotisch an den
Sollwertverlauf annéhern.

Der Einsatz interner Modelle fiir lineare Strecken unter hochverstarkungsbasierter Re-
gelung ist in [38] dargestellt. Die Linearitdt von Strecke und Modell gestattet eine
Argumentation im Laplace-Bereich bzw. anhand von Ubertragungsfunktionen, die auf
direktem Wege die notwendigen Anforderungen an das interne Modell offenlegt.
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Dagegen erfolgt die Eingliederung des internen Modelles in den Regelkreis hier im
Zeitbereich und stiitzt sich auf Zustandsbeschreibungen.

Hilfssatz 3.9
Wird die Regelstrecke

z(t) = Ax(t)+0bu(t), z(0)=2,€eR (3.119)
y(t) = cx(t), (Ab,c) €S
um einen integralen Anteil
zr(t) = w(t), zr(0) € R (3.120)

u(t) = /{Z[ZL’](t) —|—U(t), kr >0

erweitert, der als internes Modell fiir konstante Fiihrungsgrofien betrachtet werden
kann, so gehort auch die Serienschaltung

x(t) | A kb [ 2(t) b
(m’;(t)) o o (x;(t)) * <1> v(t)
(3.121)
x(t)
o = 9(70)
der Systemklasse S an.
Beweis
Wegen (A,b,c) € S ist
det [S["c_ A _Ob #0 Vs € Cmit Re{s} >0 (3.122)

und cb > 0. Fiir das Gesamtsystem (3.121) sind die drei Forderungen von Definition 3.1
zu priifen.

Erste und dritte Forderung;:

(c 0) (f) —ch>0 (3.123)

Zweite Forderung:

Durch Entwicklung der Determinante geméafl Laplace’schem Entwicklungssatz entlang
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Abbildung 3.5: Hochverstiarkungsbasierte Regelung mit integralem Anteil fiir einen
global proportionalen Prozess mit Sollwert w(-) = 1.

der vorletzten Zeile ergibt sich:

sl = A =hib| = I,—A —b I,—A —kib
det 0 S -1 —sdet[Sn —i—ldet[sn OI]_
c 0 |0 ¢ ¢
I,— A —-b _
:(s—l-k[)detls 0 #0 VseCy
c

/

a"'e

#0 VseCy
(3.124)

Wegen k; > 0 besitzt die Determinante ausschlieflich Wurzeln mit negativem Realteil.
|

In Abbildung 3.5 ist im Gegensatz zu Abbildung 3.4 ein zusétzlicher Integralanteil
eingefiigt worden. Dieser wird beschrieben durch Gleichung (3.120) und ist mit k; = 1
und z7(0) = 0 parametriert. Der Integrator erméglicht eine StellgroBe u # 0, auch wenn
e — 0. Dadurch kann die Verstarkung trotz stationdrer Genauigkeit konvergieren.

3.5.3 Folgeregelung

Im Allgemeinen kann der Regler (3.113) mit dem dort angegebenen Adaptionsgesetz
nicht fiir Folgeregelungen eingesetzt werden. Jede Sollwertédnderung bewirkt (unter der
wirklichkeitsnahen Annahme eines trigen Prozessverhaltens) einen Regelfehler, der zu
einer Erhchung der Verstirkung fiihrt. Treten dauerhaft Sollwertdnderungen auf (z.B.
Sinus- oder Rechtecksignal), steigt die Verstdrkung unbeschrénkt an. Selbiges trifft
bei Messrauschen zu. In diesem Zusammenhang ist verstédndlich, warum ein solches
Konzept im industriellen Umfeld keine Verbreitung findet. Allerdings ist fiir Char-
genprozesse ein Einsatz denkbar, wenn nach einem definierten, endlichen Zeitintervall
die Regelung abgeschaltet und vor erneuter Inbetriebnahme auf die urspriinglichen
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Abbildung 3.6: Hochverstarkungsbasierte Folgeregelung fiir einen global integralen Pro-
zess (sprungartiger Sollwertverlauf).

Anfangswerte initialisiert werden kann. Bullinger [14] verwendet beispielsweise hoch-
verstarkungsbasierte Regler, um die Dosierung von Narkosemitteln bei Patienten wéh-
rend einer Operation zu regeln. Dabei wird der Patient als , Prozess® angesehen, der
nichtlineares Verhalten aufweist und eine Vielzahl unbekannter Parameter enthélt.
Dennoch soll eine prézise Dosierung der Narkotika erfolgen. Nach jeder Operation
wird die Reglerverstirkung wieder auf einen Ausgangswert zuriickgesetzt und fiir jeden
einzelnen Patienten erneut individuell adaptiert. Die bei Folgeregelungen entstehenden
Konvergenzprobleme werden hier umgangen, weil ein Chargenprozess vorliegt und folg-
lich die Reglerverstirkung nur iiber einem beschrénken Zeitintervall beschriankt bleiben
muss.

Verdeutlicht wird die Problematik des Driftens durch das Simulationsergebnis, das in
Abbildung 3.6 gezeigt ist. Hier ist ein sprungartiger (stiickweise konstanter) Sollwert

(3.125)

w(t) = {1 vt e 0, 6[ U [12, 18[ U [24, 30] ...

0 Vtels, 12[U[18, 24] ...

aufgeschaltet. Jede Sollwertdnderung fithrt zu einen kurzzeitigen Regelfehler, der in der
Folge die Verstarkung erhoht. Jene wéchst dadurch stufenartig an, es kommt nicht zur
Konvergenz der Verstédrkung.

3.5.4 Einfluss von Stérungen

Das monotone Adaptionsgesetz verursacht eine weitere Schwiche, die sich unter Stor-
grofeneinfluss zeigt [75]. Selbst im giinstigen Falle einer integralen Strecke verschwindet
der Regelfehler im gestorten System nicht, weshalb k(+) iiber alle Grenzen wéchst.

Als Voraussetzung, damit die Adaption auf einen festen Wert konvergieren kann, muss
der Regelfehler asymptotisch verschwinden. Daraus resultiert bei proportionalem Re-
gelverhalten die Stellgrofie u — 0, so dass fiir e — 0 der Prozess allein der Storung
unterworfen ist. Diese treibt den Ausgang des ungeregelten Prozesses aus dem Arbeits-
punkt heraus und verursacht dadurch wegen y # w bzw. e # 0 einen stetigen Anstieg
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Abbildung 3.7: Hochverstarkungsbasierte Regelung fiir einen global integralen Prozess
unter dem Einfluss einer konstanten Storgrofie.

in der Verstarkung. Daher reagiert der betrachtete Regler in hohem Mafle empfindlich
auf Storeinwirkungen.

Fiir die integrale Strecke (3.117) ist dieser Fall in Abbildung 3.7 simuliert, wobei eine
konstante Storung d(-) = 1 am Eingang der Strecke wirkt.

Um Einblick in die Problematik zu erhalten, die durch konstante Stérungen verursacht
wird, ist eine Umformung der Regelstrecke hilfreich, so dass deren Verhalten zwar nicht
verdndert wird, die Storung aber formal verschwindet. Die Storgrofie wird gewisserma-
Ben als Systemzustand interpretiert und dadurch die Ordnung des Systems erhoht.

Hilfssatz 3.10

Die Wirkung einer konstanten Storung d € R™ am Eingang der Regelstrecke (A, b,c') €
©(t) = Ax(t)+bu(t)+d, x(0)=uz,€R”
y(t) = cx(t)

mit differenzierbarem Stellsignal u € C'(Rso;R) kann durch Erhéhung der Systemord-

nung und geeignete Wahl des Anfangszustandes beriicksichtigt werden. Es gilt

q(t) =y(t), Vt=0, (3.127)

(3.126)

wenn q(+) als Ausgang des ungestiorten, erweiterten Systems
i’d(t) . l‘d(t) b u
()= o] Ci) ) e
:L’d(t)
att) = (0 1) (q t)> (3.128)

2a(0)\ _ Az, +d + bu(0) c R
q(0) CTo

A0
c 0
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definiert ist.

Beweis
Fiir (3.126) wird die Zustandstrajektorie mittels Variation der Konstanten berechnet:

t t
x(t) = e, + / A= adr + / AIbu(rydr VE>0 (3.129)
0 0
Differenzieren mit Hilfe der Leibniz-Formel
d [t to
— | F(t,7)dr = F(t,1) +/ —F(t,7)dr (3.130)
dt J, , Ot

und Einsetzen von

t t AS 2 A4 3
/AeATdT:/ A+ 20 27 4 Vdr=
0 0 2l 3!

(3.131)
_ (At)? | (At (An)* _ At
=1,—I,+ At — o + TR +...=1,—e¢
ergibt:
t
i(t) = e(Az, + d) + bu(t) + / AeM Dby (T)dr (3.132)
0
Fiir das ungestorte System berechnet sich:
t
z4(t) = e (Ax, + d + bu(0)) + / eADba(r)dr (3.133)
0

Anwendung der partiellen Integration fiithrt auf

t
/ A=)y . u(r)dr =
0
t
= [eAt=7p . u(r ! + AT AY - y(7)dr =
0 0

¢
= bu(t) — eMbu(0) +/ AT AD - u(r)dr, (3.134)
0

so dass .
z4(t) = e (Ax, + d) + bu(t) + / A py(7)dr = i(t) (3.135)

0
folgt. Wegen ¢(t) = cx4(t) = ci(t) = y(t) und dem gewdhlten Anfangswert ¢(0) =
cx, = y(0) folgt durch Integration (3.127). [

Fiir weitere Uberlegungen sei angenommen, dass die Regelstrecke (3.126) der System-
klasse & angehore, wofiir

I,— A —b
det [S
c

ol = by 18" P bis+ by #A0 Vs € Cmit Re{s} >0 (3.136)
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und
b1 # 0, bjeR firj=0,1,...,n—1 (3.137)

notwendige? Voraussetzungen sind. Das charakteristische Polynom der Zustandsma-
trix in (3.126) ist durch

det(sl,—A) = s"+a, 18" '+ +a;s+ay, a; ER firj=0,1,...,n—1 (3.138)

gegeben. Daraus folgt, dass fiir (3.128)

shh—A 0] b I —A —b I —A —b
det | —c¢ 5|0 | =—1det [S " — det [S " (3.139)
0 1] 0 ¢ ¢
und
I,—A 0
det [S = sdet(sI, — A) (3.140)
—C S

gilt. Die Minimalphasigkeit bleibt erhalten, das charakteristische Polynom der Zu-
standsmatrix wird um eine zuséatzliche Wurzel bei s = 0 erweitert, wodurch sich der
Relativgrad von 1 auf 2 erhoht.

Die Zustandsdarstellung (3.128) verlangt als Eingangsignal die zeitliche Ableitung
von u(t). Um eine explizite Differentiation zu vermeiden, wird die Differentialglei-
chung (3.128) zunéchst in Beobachtungsnormalform transformiert und anschlielend
in geeigneter Weise modifiziert.

Hilfssatz 3.11
Ist die Strecke (3.126) beobachtbar, so geht diese Figenschaft auf die erweiterte Stre-
cke (3.128) iber.

Beweis
Sofern Beobachtbarkeit fiir (3.126) gegeben ist, gilt

¢
det Cfl £0. (3.141)
A1
Mit | .
(0 1) ’j 8]:(0 1) cj‘jl 8]]:<0Aj1 0) (3.142)

U Fiir b,_1 # 0 weist die Regelstrecke (3.126) den Relativgrad » = 1 auf. Dies erklirt sich bei
Betrachtung der zugehorigen Ubertragungsfunktion F(s) = y(s)/u(s) = (bp_18""* + -+ + bis +
bo)/(s" +an_18""t+---+ais+ap), da der Relativgrad in Abschnitt A.6 als Differenz der Ordnungen
von Nenner- und Zihlerpolynom definiert ist.
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errechnet sich die Determinante der Beobachtbarkeitsmatrix fiir (3.128) durch

[ (0 1) o ] o 1
0 — c
(O 1) c 0 ¢ 0 n cA
det " . = det cA |0 | =(=1)"det f #0. (3.143)
(o 1) _f gn i can [ | e

Da die Determinanten beider Beobachtbarkeitsmatrizen identische Betridge besitzen,
ist die Eigenschaft der Beobachtbarkeit fiir beide Strecken gleichermaflen gegeben. ®

Aus der Beobachtbarkeit folgt die Existenz [61, S. 594] einer invertierbaren Transfor-
mationsmatrix S € Gl,1(R), die den Koordinatenwechsel

) =S (%?) (3.144)

fiir (3.128) erméglicht. Dadurch ergeben sich fiir das transformierte System

0 0
Ap = S A O g |1 T g RimHDX(4) (3.145)
c 0 0
L 1 —Aap—1
bo
b n+1
by = S = c R, (3.146)
0 bn—l
0
cp = (0 1) S‘1=<0 .0 1) e R+ (3.147)

wobei die Eintrége a; in der Systemmatrix Ag aus Gleichung (3.138) zu entnehmen sind
und die Elemente des Einkoppelvektors bg durch Gleichung (3.136) festgelegt werden.

T e e

zeigt sich, dass (3.128) den Relativen Grad 2 besitzt. Dadurch bedingt ist das letzte
Element des Einkoppelvektors bp zwangsweise 0.

A0
c 0

Zusammen mit der Struktur der Beobachtungsnormalform ermoglicht der Relative
Grad 2 die Differentiation des Eingangssignales in der Zustandsbeschreibung auf ein-
fachem Wege zu beriicksichtigen.
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Hilfssatz 3.12
Die Wirkung einer expliziten Differentiation des Fingangssignales einer Regelstrecke
in BNF mit Relativgrad 2

. T
€)= Ape(t) +bpilt).  €0) =6 =5 (20 y(©) ROV 0
y(t) = CBf(t), cgbp = 0, cgAgbp =cb >0 =r=2

kann durch Multiplikation des Finkoppelvektors mit der Zustandsmatrixz und geeignete
Wahl des Anfangszustandes beriicksichtigt werden. Es gilt

q(t) =y(t), Vt=>0, (3.150)

wenn q(-) als Ausgang des Systems ohne Differenzierer

() = ApC(t) + Apbpu(t),  ((0) = ¢, = & — bpu(0)
q(t) = CBC@)? CB(ABbB) >0 =r=1

definiert ist.

(3.151)

Beweis
Fiir das Anfangswertproblem (3.149) lautet fiir alle t > 0 die Zustandstrajektorie

£(t) = Bl + / t AT p s (r)dr (3.152)
0

Mit Hilfe der partiellen Integration (3.134), wobei sinngeméfl A durch Ap und b durch
bp zu ersetzen ist, errechnet sich

£(t) = e5'(&, — bpu(0)) + bpu(t) + / t AT Apby - u(r)dr (3.153)
0

als Losung des Systems mit expliziter Differentiation. Nach Einsetzen des Anfangswer-
tes ¢, = &, — bpu(0) folgt daraus fiir das Ausgangssignal

t
cpé(t) = cge™B¢, + cpbp u(t) + CB/O AT Apby - u(r)dr . (3.154)
=0

Fiir (3.151) errechnet sich fiir alle ¢ > 0 das Ausgangssignal
t
enCt) = epe™C, + cp / eAB=T) A by u(r)dr (3.155)
0

so dass fiir alle t > 0 die Aussage y(t) = cg&(t) = cp((t) = q(t) zutrifft. [

Um die Auswirkung konstanter Storungen zu betrachten, wird im Folgenden eine Re-
gelstrecke (A,b,cT) € R™™ x R" x R, n € N, zugrunde gelegt, die sich durch das
Zustandsraummodell (3.126) beschreiben lisst, fiir d = 0 der Systemklasse S an-
gehort und die Kalman’sche Beobachtbarkeitsbedingung (3.141) erfiillt. Hilfssatz 3.11
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tibertriagt die Beobachtbarkeit auf das erweiterte, ungestorte System (3.128), das mit
einer geeigneten Matrix S € Gl,;;(R) in BNF

A o), AW _ o [a(0) (nt1)
o) ” g(tHS(O) oo S<y<0)> = (3.156)
v = (0 1)s7%w

transformiert wird. Anwenden von Hilfssatz 3.12 beseitigt die Differentiation des Ein-
gangssignales und fiihrt auf:

§t) = S

Cc

iy = S A 8 g1 -<<t>+5(f:> u(t), <<o>=s<xd(0>y(‘0 )b“@))
—Ap (3.157)
yt) = (0 1)87¢)
\T

Die Voraussetzung (A, b, c) € S bedingt cb > 0, was die Aussage

Ab
(0 1)5—1-S(b>:cb>o = r=1 (3.158)
C

ermoglicht. Dies zeigt, dass die Differentialgleichung (3.157) Relativgrad 1 und eine
positive instantane Verstirkung besitzt und damit den Bedingungen (i) und (iii) aus
Definition 3.1 geniigt. Dagegen ist Forderung (ii), die Minimalphasigkeit verlangt, nicht
erfiilllt. Wegen der Darstellung des Zustandsmodells (3.157) in BNF bestimmt aus-
schlieBlich der Einkoppelvektor

s (Ab> _5
cb

das Zahlerpolynom der zugehérigen Ubertragungsfunktion. Folglich lisst sich

A0
c 0

(b T
s |, :ABbB:<O by ... bn_1> (3.159)

i — Ap —Agb
det [S v BB = (b ™ 4 oo bys® + bys + by) =

CB

sl,— A —b
c 0

= s-det =0 firs=0 (3.160)

ablesen und daraus (Ap, Agbp,cp) ¢ S entnehmen, weil (3.160) der Gleichung (3.2)
in der Definition der Systemklasse S entgegensteht. Durch eine konstante Stérung d #
0, die sich als zusétzlicher Systemzustand modellieren lésst, verliert die urspriinglich
minimalphasige Regelstrecke diese Eigenschaft.

Anmerkung
Da die erste Zeile der Matrix Ag ausschliellich mit den Eintrédgen 0 versehen ist, enthélt
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Afg fiir j = 1,2,...,n ebenfalls eine erste Zeile mit den Werten 0. Deshalb weist auch
die Steuerbarkeitsmatrix

00 ...0
Asbs Abbs ... Apbs| = |, | e REFDx () (3.161)

von (3.157) eine Nullzeile und damit Rangabfall auf, worin sich der Verlust der Steu-
erbarkeit zeigt. Jener ist durch die physikalische Tatsache begriindet, dass Storgréfien-
verldufe nicht vom Stellsignal einer Regelstrecke abhéngen. In der Beschreibung (3.157)
wird die Storung durch einen Systemzustand modelliert, der folglich vom Eingangssi-
gnal u(-) aus nicht steuerbar sein kann. Nachdem die Stérung d als konstante Grofie
angesetzt ist, verharrt der entsprechende Zustand auf seinem Anfangswert und kon-
vergiert nicht asymptotisch gegen 0. Aus diesem Grund ist die Strecke (3.157) weder
steuerbar noch stabilisierbar.

Matrizen, die ausschliefllich mit dem Eintrag 0 in einer Zeile oder Spalte versehen sind,
besitzen den Eigenwert A = 0. Zusammen mit der Tatsache, dass Ahnlichkeitstrans-
formationen die Eigenwerte einer Matrix beibehalten, folgt

0Co ( ) =0 (S
(3.162)

Die beiden Gleichungen (3.160) und (3.162) zeigen, dass die Erweiterung der Strecke
um eine Zustandsgrofe, die der Beriicksichtigung der Storung dient, gleichzeitig eine
Nullstelle und eine Polstelle bei s = 0 hinzufiigt. In der Ubertragungsfunktion

A0
c 0

A0
c 0

S_1> =0 (Ap) = {s eC ! det[sl,11 — Ap] = 0}.

det [81n+1 — Ap —AésbB
y(s) ‘s
F(s) = = 1
(s) u(s) det[sl,+1 — Ag] (8163)

von (3.157) bleibt dieser Effekt verborgen, weil eine Pol-Nullstellen-Kiirzung auftritt.
Der Einfluss der Storung d # 0 duflert sich in einem Anfangswert im nicht stabilisier-
baren Subsystem, der von 0 verschieden ist. Die Darstellung eines linearen Systems
als Ubertragungsfunktion setzt jedoch grundsitzlich den Anfangszustand 0 voraus und
erfasst dadurch das Systemverhalten fiir beliebige Anfangswerte nicht vollstéindig. In-
sofern ist das durch die Ubertragungsfunktion (3.163) gegebene E/A-Verhalten un-
zureichend fiir die Beurteilung der Minimalphasigkeit nach Definition A.27, so dass
aus

F(s)#0 Vs mit Re{s} >0 (3.164)

nicht auf die Zugehorigkeit zur Systemklasse S geschlossen werden darf. U

Aus Simulationen gewonnene Beobachtungen legen die Vermutung nahe, dass der Stre-
ckenausgang bei Anwendung des Reglers (3.113) auch unter StorgroBeneinfluss be-
schrankt bleibt. Die Verstdrkung dagegen konvergiert nicht, was vor dem Hintergrund
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der eingangs dieses Abschnittes gefiihrten Diskussion versténdlich ist. Um trotz Stérung
eine beschrankte Verstarkungsfunktion zu erhalten, ergénzt [87] den Regler um einen
integralen Anteil. Dadurch wird die Regelung des Zweimassensystems mit konstanter
Laststorung moglich. Allerdings ist in [87] kein Stabilitdtsbeweis enthalten, die Unter-
suchungen basieren ausschliefllich auf Simulationen.

3.6 o-Modifikation

Wie die Beispiele aus den vorigen Abschnitten zeigen, fehlt einem Regler mit monoton
ansteigender Verstdrkung die notwendige Robustheit gegeniiber Stérungen, Messfeh-
lern und Rauschen. Um die Problematik des unbeschrinkten Abdriftens der Verstér-
kung auszuschalten, die das Adaptionsgesetz

k(t) =y(t)?, k(0)=k, eR (3.165)

mit sich bringt, eignet sich die in der Literatur [45], [49] unter dem Namen ,,0-Modifika-
tion* bekannte Abénderung. Dabei wird der Adaption eine Art Démpfungsterm hin-
zugefiigt, der im Falle einer hohen Verstarkung und eines kleinen Ausganges zu einer
Reduktion der Verstarkung fithrt. Mit der Konstanten ¢ > 0 lautet das modifizierte
Adaptionsgesetz

k(t) = —ok(t) +y(t)%, k(0)=k, eR (3.166)

und garantiert eine beschrinkte Funktion k£ € £, solange der Ausgang y(-) beschrankt
bleibt. Ein unerwiinschtes Driften der Verstirkung z.B. aufgrund einer Stéreinwirkung
wird dadurch verhindert. Neben diesem offensichtlichen Vorteil, der als Hauptgrund fiir
die Verwendung der o-Modifikation angefiihrt werden kann, bestehen allerdings auch
schwerwiegende Nachteile. Fundierte Abhandlungen hierzu finden sich beispielsweise
in [63], [74] und [75].

Der zusétzliche Term —ok(t) hindert £(¢) nicht nur am Divergieren, sondern ruft durch
die Riicknahme der Verstéirkung unter Umstinden gleichzeitig auch einen destabilisie-
renden Effekt hervor, der die Ursache fiir Grenzzyklen bildet und damit die Regelgiite
beeintréichtigt. Dieser Mechanismus ldsst sich anhand einer instabilen Strecke erster
Ordnung intuitiv erkldren. Ausgehend von einem Anfangszustand, der hinreichend weit
vom Ursprung entfernt liegt, darf zuniichst y(t)? > ok(t) angenommen werden. Da-
durch wéchst anfanglich die Verstdrkung an und erreicht bzw. {iberschreitet einen kri-
tischen Wert k*, der zur Stabilisierung der Strecke notwendig ist, weswegen ab diesem
Zeitpunkt der Ausgang y(t) abnimmt. Sobald der Term —ok(t) im Adaptionsgesetz
gegeniiber y(t)? iiberwiegt, gilt k(t) < 0 und die Verstirkung vermindert sich. Der
Regelkreis bewegt sich daher auf die Stabilitdtsgrenze zu. Fallt die Verstarkung jedoch
zu sehr ab und unterschreitet £*, zeigt sich wiederum das instabile Eigenverhalten der
Strecke und bedingt ein erneutes Anwachsen des Ausganges, das zu k(t) > 0 fiihrt.
In der Folge wird die kritische Verstarkung k* wieder iiberschritten und der Zyklus
beginnt erneut. Auf diese Weise entstehen Oszillationen im Ausgang y und in der
Kreisverstarkung k.
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Abbildung 3.8: Diverse Regelstrecken unter hochverstarkungsbasierter Regelung mit
o-Modifikation.

In den ersten beiden Zeilen von Abbildung 3.8 ist das Verhalten des Regelkreises

i) = syt — KOy, () =1 5167
k(t) = —0.5k(t) +yt)?,  k0)=0 ’
aufgezeichnet, wobei o = 0.5 gesetzt ist. Der oben beschriebene Effekt ist hier deut-
lich zu erkennen, die Verstarkung oszilliert um den kritischen Wert k* = 5, der zur
Stabilisierung der Strecke iiberschritten werden muss. Asymptotisch konvergiert die
Verstarkung gegen k*, so dass fiir t — oo ein grenzstabiler Regelkreis entsteht. In der
Gleichgewichtslage nimmt der Ausgang den Wert

t—o0 t—o0

lim y(t) = lim \/ok(t) = \/g ~ 1.58 #0 (3.168)

an, die angestrebten Ruhelagen (y = 0, kK > k*) werden nicht erreicht. Damit ist das
Ziel der Stabilisation, das lim; ., y(t) = 0 verlangt, als verfehlt zu werten.

Die destabilisierende Wirkung, die von der o-Modifikation ausgeht, tritt deutlicher in
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Erscheinung, wenn die Regelstrecke hohere Ordnung aufweist. Fiir den Regelkreis

—4 -6 —4 k(t) 0
(t) = [1 0 0 fz@t)—]| 0 |y, z(0) =105
0 1 0 0 0
y(t) = (1 2 65> x(t)
E(t) = —2k@) +y(t)?  k0)=0, o=2 (3.169)

ist die Simulation in den unteren beiden Zeilen von Abbildung 3.8 dargestellt. Fiir klei-
ne, konstante Verstirkungen k € [0, 0.398] verhilt sich die Regelstrecke stabil. Durch
Verstarkungen aus dem Intervall & € ]0.398, 24.682] wird die Strecke destabilisiert.
Alle konstanten Verstiarkungen k > k* = 24.682 erzeugen wiederum einen stabilen
Regelkreis. Auch in diesem Beispiel sind Oszillationen um die kritische Verstiarkung k*
zu beobachten. Allerdings konvergiert hier weder die Verstarkung, noch der Ausgang
gegen einen Grenzwert, stattdessen stellt sich ein Grenzzyklus ein.

Daran ist ersichtlich, dass die o-Modifikation (3.166) im Vergleich zum Adaptionsge-
setz (3.165) unter Umstédnden erheblich komplexere Losungstrajektorien verursacht.

Die Tatsache, dass der Ausgang y(t) nicht asymptotisch gegen 0 konvergiert, lésst sich
an folgender Uberlegung einsehen. Aus dem Adaptionsgesetz (3.166) folgt, dass y — 0
gleichzeitig auch k£ — 0 bedingt und damit die Riickfithrung eliminiert. Wenn sich al-
so die Strecke in der Ruhelage y = 0 befindet, ist der Regelkreis gedffnet. Liegt eine
instabile Strecke vor, ist diese Gleichgewichtslage instabil und somit nicht attraktiv.
Dagegen hat eine stabile Strecke naturgeméf eine stabile Ruhelage bei y = 0, ist dort
allerdings wegen k = 0 ungeregelt. Im Simulationsbeispiel fiir die stabile Strecke konver-
giert der Ausgang dennoch nicht gegen 0. Der Grund liegt darin, dass die Verstdarkung
einen Wert k£ > k* erreicht und nicht wieder verringert werden kann, ohne dass der
Ausgang dabei anwichst. Fiir das gewéhlte ¢ = 2 kann die Verstéirkung daher das
Intervall k& € ]0.398, 24.682[ nicht durchschreiten, um gegen 0 zu konvergieren, was je-
doch Voraussetzung fiir das Erreichen der Gleichgewichtslage y = 0 ist. Diese Ruhelage
ist, bedingt durch das instabile Verhalten der Strecke fiir & € ]0.398, 24.682[, lediglich
lokal asymptotisch stabil und wird im Beispiel nicht erreicht. Wird dagegen ein hoherer
Wert fiir o verwendet (z.B. ¢ = 300), so kann das instabile Intervall durchschritten
werden und y(t) konvergiert gegen 0, selbst wenn ein weit entfernter Anfangswert (z.B.
k(0) = 30) eingestellt wird.

Im Gegensatz zur Adaption (3.166) fithrt die Verwendung von (3.165) in beiden Si-
mulationsbeispielen zum Verschwinden des Ausganges y(t). Daran zeigt sich, dass die
o-Modifikation die Stabilitdtseigenschaften der monotonen Adaption nicht notwendi-
gerweise beibehilt (es entsteht grenzstabiles Verhalten), Grenzzyklen erzeugen kann
(komplexere Losungstrajektorien) und eine Verschiebung der urspriinglichen Gleichge-
wichtslage bewirkt (y # 0). Diese Effekte sind verantwortlich dafiir, dass bei Verwen-
dung der o-Modifikation die Aufgabenstellung der Regelung auf den Sollwert 0 nicht in
jedem Falle erfiillt wird. Selbst in Abwesenheit einer Stérung wird das Regelziel y — 0
verfehlt, was somit als Preis fiir eine beschriankte, nicht monotone Verstarkungsfunktion
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zu zahlen ist.

Polderman und Mareels 16sen zwar die Probleme der o-Modifikation jedoch auf Kosten
einer wiederum monotonen Adaption [74], [75]. Durch die Verwendung von

k(t) = max { — ok(t) + y(t)*>, 0} (3.170)

wird die Funktion k() zwar beschriinkt gehalten. Da jedoch k(t) > 0 fiir alle ¢ > 0,
konnen transiente Vorgidnge (z.B. verursacht durch Stérungen oder Anfangszusténde)
eine Verstarkung grofler als notwendig oder als erwiinscht generieren. Ebenso wie im
Falle von (3.165) ist eine Riicknahme der Verstérkung dabei nicht moglich. Aus diesem
Grund soll dieser Ansatz hier nicht weiter verfolgt werden.

Nachdem die Nachteile einer monoton zunehmenden Verstdrkungsfunktion als zu ge-
wichtig erscheinen, um diese Art der adaptiven hochverstirkungsbasierten Regler er-
folgreich in der Praxis anwenden zu konnen, soll im folgenden Abschnitt ein hoch-
verstarkungsbasiertes Regelungsverfahren vorgestellt werden, das eine Riicknahme der
Reglerverstarkung erlaubt.



Kapitel 4

Funnel-Control

Kapitel 3 widmet sich in vertiefter Form hochverstirkungsbasierten Reglern und dis-
kutiert dabei ausfiihrlich die stabilisierenden Auswirkungen hoher Verstédrkungen im
Regelkreis. Dadurch ist bereits ein Teil der theoretischen Grundlage fiir Funnel-Control
geschaffen, weil auch hier eine hochverstarkungsbasierte Regelstrategie eingesetzt wird.

Nachdem bei Betrachtung eines mathematischen Modelles vor einem rein theoretischen
Hintergrund hohe Verstdrkungen die Eigenschaften des Regelkreises positiv beeinflus-
sen, indem die Stabilitéit verbessert und die Regelung beschleunigt wird, braucht eine
Reduktion der Verstdarkung nicht in Erwigung gezogen zu werden, solange ausschlief3-
lich das Verhalten der beschreibenden Differentialgleichung untersucht wird.

In der praktischen Anwendung dagegen treten zusétzlich zum modellierten Idealverhal-
ten weitere unmodellierte Effekte auf, welche fiir die erfolgreiche Anwendung der Rege-
lung eine Riicknahme der Kreisverstarkung erzwingen. So wird beispielsweise vorhande-
nes Messrauschen hochfrequente Anteile in die Stellgrofle einbringen, deren Amplituden
wegen der grolen Verstdrkungen nicht zu vernachléssigen sind. Dadurch wird der Pro-
zess in einem unerwiinschten Frequenzband angeregt, sofern die Aktorik in der Lage ist,
eine solche Stellgréfie zu erzeugen. Hierin begriindet sich der zweite Aspekt, weswegen
sehr hohe Verstarkungen vermieden werden miissen: jedes physikalische Stellglied ist
Beschrankungen unterworfen und kann daher nicht beliebig hohe Stellgréfien generie-
ren. Weiterhin existieren Konstellationen (wie eingehend in Kapitel 3 dargestellt), bei
welchen eine stationére Regeldifferenz verbleibt, solange die Reglerverstirkung end-
liche Werte annimmt. In diesem Fall wird durch das monotone Adaptionsgesetz die
Verstarkung unbeschrinkt anwachsen. Hier kann zwar durch die Einfithrung einer To-
leranzgrenze (A-Band) Abhilfe geschaffen werden [35, Kap. 5.2], [39]. Dennoch bleibt
die Monotonie in der Adaption erhalten und schlieft damit eine Verringerung der
Verstarkung aus. Dies verhindert eine situationsgerechte Einstellung der Verstarkung,
die idealerweise geringe Werte annimmt und nur kurzzeitig ansteigt, falls fiir das Er-
reichen des Regelzieles notwendig.

Die genannten Griinde motivieren daher die Verwendung einer nicht-monotonen Ver-
starkungsfunktion fiir praxisrelevante Anwendungen. Deshalb wird hier eine tragfihige
Losung betrachtet, um hohe Verstarkungen ohne Verlust der Stabilitat wieder verrin-
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gern zu konnen. Hierfiir besteht eine geeignete Moglichkeit darin, die aktuell notwendige
Verstéarkung direkt aus dem gegenwirtigen Prozessverhalten zu berechnen und dabei
das bisherige Adaptionsgesetz zu verwerfen, das durch Integration eines Fehlersignales
eine zusitzliche Zustandsgrofle erzeugt. Trotz dieser Modifikation beruht ein solcher
Regler weiterhin auf den Grundgedanken des hochverstéirkungsbasierten Ansatzes und
stellt daher dhnliche Anforderungen an die Regelstrecken wie die in Kapitel 3 be-
schriebenen Konzepte. Im Vergleich zur Systemklasse S werden hier jedoch zusétzlich
nichtlineare Effekte und zeitvariante Parameter erlaubt.

Die mathematische Grundlage wird von Ilchmann et. al. gelegt, indem in [41] zwei
essentielle Theoreme zu dieser Regelstrategie aufgestellt und bewiesen werden. Beide
Theoreme sollen in diesem Kapitel zusammen mit ihren Beweisen ausfiihrlich darge-
stellt und eingehend beleuchtet werden.

Ein besonderer Vorteil liegt darin, dass im Gegensatz zu anderen adaptiven Verfahren
bei Funnel-Control nicht nur fiir £ — oo ein kleiner Regelfehler gewéhrleistet ist, son-
dern auch das transiente Verhalten des Regelkreises vorgegeben werden kann. Diese
Besonderheit ist von wichtiger Bedeutung bei praktischen Anwendungen. Es ist fiir
die Regelung realer Anlagen wenig relevant, welchen Zustand der Prozess nach unend-
lich langer Zeit (also asymptotisch) einnehmen wird. Vielmehr von Interesse ist das
Prozessverhalten wiahrend der gesamten Betriebsdauer der Anlage, die sich vom Ein-
schalten der Regelung bis zu einem Zeitpunkt in endlicher Zukunft erstreckt. Dabei
miissen sowohl wiahrend des Einschwingvorganges vorgegebene Beschrankungen ein-
gehalten werden, als auch asymptotisch ein stationérer Zustand oder Zustandsverlauf
mit vorgegebener Genauigkeit erreicht werden. Nahezu alle adaptiven Regler garan-
tieren jedoch ausschliefllich asymptotische Stabilitdt, d.h. nach unendlich langer Zeit
wird die entsprechende Gleichgewichtslage erreicht, wobei die Systemzusténde stets
beschrénkt bleiben. Damit ist jedoch keinerlei Aussage getroffen iiber die tatséchliche
Grofle der Schranke fiir den maximal auftretenden Betrag des Zustandsvektors. Es
besteht durchaus die Gefahr, wihrend des transienten Vorganges kritische Werte zu
iiberschreiten und dadurch Defekte an der Anlage zu verursachen, obwohl asympto-
tisch stabiles Verhalten vorliegt. Damit sind Stabilitdtsbeweise fiir derartige Regler
rein von akademischem Interesse und aus Sicht der praktischen Anwendung nahezu
bedeutungslos. Miller und Davison schreiben zu diesem Thema in [66]:

»In most results on MRAC [...], little can be said about the system’s closed-
loop transient response, even though it is an important property. “

Dem gegeniiber steht Funnel-Control, das einen Fehlerverlauf innerhalb eines vorab
wéhlbaren Trichters garantiert. Auf diese Weise kénnen kritische Grenzen fiir den Pro-
zessausgang beriicksichtigt werden, sowie die gegebene Spezifikation, die Einschwing-
zeiten oder auch maximal zuléssiges Uberschwingen festlegt. Eine vorab gew#hlte Gren-
ze, der Trichterrand, wird vom Regelfehler eingehalten, sofern die maximale Stellgrofie
dafiir ausreicht.

Nachdem Funnel-Control in der Lage ist, sowohl nichtlineare als auch zeitvariante Re-
gelstrecken zu beherrschen, ist die Beriicksichtigung nichtlinearer Reibkennlinien bei
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Antriebssystemen keine ernsthafte Schwierigkeit. Auch die additive Einwirkung einer
beschriankten Storung auf die Stellgrofle kann den Regelkreis ebenso wenig destabilisie-
ren wie Messrauschen. Dies ist ein klarer Vorteil gegeniiber vielen anderen adaptiven
Regelungskonzepten, die nur lineare Regelstrecken behandeln kénnen, oder sich durch
besténdig einwirkende Storungen destabilisieren lassen.

4.1 Regelstrategie

Das kennzeichnende und auffalligste Merkmal dieser Regelungsstrategie besteht in der
Besonderheit, dass nicht nur ein gewiinschter Sollwert w(t) vorgegeben wird, sondern
zusétzlich auch eine trichterféormig zulaufende Funktion, die den Betrag des aktuellen
Regelfehlers |e(t)] = |w(t) — y(t)| beschrinkt. Durch eine geeignete Anpassung der
Reglerverstarkung wird das Einhalten dieser Grenze garantiert. Der Fehler kann den
frei wahlbaren Trichter zu keinem Zeitpunkt verlassen, wodurch ein beliebig schnel-
les Einschwingen und ein beliebig kleiner stationédrer Fehler vorab festgelegt werden
konnen.

Die Schranke fiir den maximal zulédssigen Regelfehler wird durch eine Funktion be-
schrieben, die in folgendem Funktionenraum angesiedelt sein muss:

Definition 4.1 (Funktionsraum F)
Der Funktionsraum F beinhaltet alle Funktionen x : R>g — R>¢ mit den Eigenschaf-
ten:

(i) Die Funktion x : Rsg — Rxq ist auf jedem Kompaktum I C R absolut stetig,
formal: © € ACor(R>0; R>p)

(i1) Die Funktion und ihre Ableitung sind essentiell beschrinkt. Es gilt: x,& € L.

(i1i) Die Funktion besitzt auf der positiven reellen Achse einen streng positiven Wer-
tebereich und ist von 0 wegbeschrankt. Dies driickt sich durch z(t) > 0 fir alle
t >0 und liminf, .. z(t) > 0 aus.

Fiir die Vorgabe des Trichters wird aus dem Funktionsraum F mit ¢ € F eine be-
schrankte und stetige Funktion ¢ : R>g — R mit der Eigenschaft

Vt>0:¢(t) >0 (4.1)
gewahlt, deren Kehrwert
1
OFy(t) ;= ——=>0 Vt>0 4.2

den Trichterrand definiert. Die Verwendung des 0-Zeichens betont dabei, dass es sich
bei den beiden Funktionen £0F,(-) um den Rand des Trichters handelt. Die Wahl der
Trichterrandfunktion 1/4(+) orientiert sich an den Anforderungen, die an die Dynamik
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der geregelten Strecke gestellt werden. Die Vorgabe eines exponentiell abklingenden
Trichterrandes ist selbst im Falle nichtlinearer Regelstrecken zuléssig [40]. Ein mogliches
Beispiel fiir die Funktion () ist daher durch

@Z)Ztl—> (aF-e_’\Ft2+AF)_1, CLF,AF>O, )\F ZO (43)

gegeben. Der maximal zuldssige Fehler fiir ¢ — oo kann durch eine geeignete Wahl
der Konstanten Ap festgelegt werden. Die Geschwindigkeit der Abnahme des Trichter-
randes hingt von A\r ab, so dass mit dieser Gréfle ist ein Freiheitsgrad vorhanden ist,
um die gewiinschte Abklingrate fiir den Fehler vorzugeben und auf diesem Wege das
transiente Verhalten des Regelkreises zu beeinflussen. Damit das Fehlersignal fiir alle
Zeiten im Trichter verlduft, muss auch der anfiangliche Fehler zum Zeitpunkt ¢ = 0 im
Trichter enthalten sein. Dieser Forderung kann auf zwei unterschiedlichen Arten Rech-
nung getragen werden. Einerseits ist eine entsprechende Anpassung der Konstanten
ar moglich, so dass der Trichter den (bekannten) Fehler e(0) € R beinhaltet. Die in
Abschnitt 4.4 erzielten Resultate treffen in diesem Falle lediglich fir |e(0)| < 1/4(0)
zu und sind daher semi-globaler Natur. Die Alternative besteht darin, eine Funktion
¥(+) mit der Eigenschaft ¢/(0) = 0 zu wéhlen. Dadurch beginnt der Trichterrand im
Unendlichen, der initiale Fehler ist somit prinzipiell vom Trichter umschlossen — folglich
gelten die Aussagen in Abschnitt 4.4 global. Allerdings bleibt anfanglich der Prozess
ungeregelt, weil die Reglerverstarkung bei 0 beginnt.

Sofern das Fehlersignal e(-) im Trichter verlduft und der Regelfehler unterhalb des
Trichterrandes bleibt, ist die Ungleichung

le(t)] < OF,(t) = 1/6(t) ¥t >0 (4.4)

erfiillt, aus der durch Umstellen der Zusammenhang ¢ (t) - |e(t)| < 1 folgt. Der Trich-
ter selbst wird definiert als die Menge aller Punkte zwischen den beiden Funktionen
+0Fy(-), was durch

Fy:t—{ecR | ()| <1} (4.5)
beschrieben wird. In Abbildung 4.1 ist diese Menge (der Trichter) als graue Flédche
dargestellt. Die vertikale Distanz

dy(t) = OFy(t) — le(t)] (4.6)

zwischen Regelfehler und Trichterrand bildet die Grundlage fiir die Einstellung der
aktuellen Reglerverstirkung k(¢), die aus

1 1 1 »(t)

do(t) ~ OF, (1) = [e®)] 5 —le(] 1= (B)]e(®)]

berechnet wird. Um einen (nichtlinearen) Prozess mit unbekannten Parametern zu
regeln, wird auf dieser Basis ein zeitvariantes, proportionales Regelgesetz

u(t) = —k(t) e(t) (4.8)

k(t) = (4.7)

festgelegt. In [41] ist gezeigt, dass ein solcher Regler alle Prozesse aus der in Definiti-
on 4.3 notierten Systemklasse P stabil regeln kann. Die in [41] vorgestellten Beweise
sind in den Abschnitten 4.3 und 4.4 wiedergegeben.



4.1. Regelstrategie 97
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—0Fy(t)

Abbildung 4.1: Trichter und Fehlersignal iiber der Zeit. Der Trichterrand wird gebildet
von den Funktionen £0F,(-).

Der Hintergrund dieser Festlegung fiir die Reglerverstarkung ist folgendes Wunsch-
verhalten: nur wenn erforderlich, soll die Verstarkung ansteigen, um den Regelkreis
zu stabilisieren oder zu beschleunigen. Bei Erreichen des Regelzieles dagegen ist ei-
ne niedrige Verstarkung vorzuziehen, die Verstarkung soll demnach wieder fallen, den
Regelkreis beruhigen und damit robuster einstellen gegeniiber Storeinfliilssen wie z.B.
Messrauschen. Aufgrund der Vorgabe der Reglerverstirkung in Gleichung (4.7) wird
das Wunschverhalten erreicht: genau dann, wenn sich der Regelfehler dem Trichter-
rand nihert, erfahrt die Reglerverstiarkung wegen der reduzierten Distanz d,(t) eine
Erhohung und vergroflert folglich das Stellsignal. Das, zusammen mit dem in Ab-
schnitt 4.3 dargelegten Charakteristikum der Regelstrecke, hindert das Fehlersignal
am Verlassen des Trichters. Bei einem Kontakt des Fehlers mit dem Trichterrand re-
duziert sich der Abstand auf 0 und generiert eine unendlich grofle Verstarkung. Diese
potentielle Singularitét in der rechten Seite der Differentialgleichung des Regelkrei-
ses bedarf einer intensiven mathematischen Untersuchung. Es lésst sich jedoch zeigen,
dass fiir die vorgegebene Klasse von Regelstrecken dieser Fall ausgeschlossen ist. Die
Reglerverstirkung bleibt stets beschréinkt, der Fehlerverlauf ist vom Trichterrand weg-
beschrinkt und kann daher den Trichter zu keiner Zeit verlassen.

Falls dagegen der Fehler abnimmt (bzw. zutreffender, wenn die vertikale Distanz zu-
nimmt), verringert sich die Verstirkung wunschgem#fl. Damit entsteht eine weniger
aggressive Regelung, sobald die momentane Situation dies zuldsst. Der hauptséichliche
Nachteil der in Kapitel 3 diskutierten Regler, ndmlich die monotone Zunahme der
Verstarkung, ist damit eliminiert.

Wie Definition 4.1 verlangt, muss die Funktion 1 (-) € F beschrénkt bleiben. Dadurch
ist deren Kehrwert strikt positiv, ein Absinken der Trichterrdnder auf den Wert 0 wird
verhindert und es gilt 0F,(t) > 0 fiir alle ¢ > 0. Es ist von besonderer Bedeutung,
dass sich der Trichter nicht auf eine verschwindende Breite verschmaélert, da ansonsten
die vertikale Distanz gegen 0 konvergiert und damit die Verstdrkung unendlich stark
anwéachst. Allerdings darf sich der Trichter theoretisch auf beliebig kleine, aber po-
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sitive Werte verengen. Dies fiihrt dazu, dass der stationdre Regelfehler beliebig klein
gehalten werden kann. Es kann jedoch nicht erwartet werden, dass der Regelfehler
vollstéindig verschwindet, eine (kleine) Abweichung muss stets zugelassen werden. Die-
ser verbleibende Regelfehler ist kein spezifisches Merkmal von Funnel-Control, sondern
ist vielmehr typisch fiir alle proportionalen Regler. Diesbeziiglich ldsst sich bekanntlich
eine Verbesserung erzielen, wenn ein integraler Anteil in das Regelgesetz eingebracht
wird, ohne dabei die Stabilitdt des Regelkreises zu gefdhrden. Diesem Aspekt widmet
sich Abschnitt 4.7.

4.2 Regelbare Systemklasse

Analog zur adaptiven hochverstirkungsbasierten Regelung beziehen sich die wesentli-
chen Eigenschaften der regelbaren Systemklasse auf Relativgrad, instantane Verstér-
kung und Nulldynamik. Um letztere zu beschreiben, wird zunéchst eine Operatorklas-
se Z mit allen erforderlichen Attributen definiert. Weil die Ordnung der Nulldynamik in
diesem Zusammenhang keine Bedeutung besitzt, erweisen sich E/A-basierte Systembe-
schreibungen als vorteilhaft. Daher wird zur Spezifikation der benétigten Eigenschaften
eine Darstellung als (nicht-)linearer Operator herangezogen.

Definition 4.2 (Operatorklasse 2Z)
Die Operatorklasse Z fasst simtliche Operatoren Z : C([0, oo];R) — L£5.([0, oo];R)
zusammen, die durch folgende Figenschaften charakterisiert werden:

(i) Zu jeder beliebigen Schranke § > O existiert eine zugehirige Schranke A > 0, so
dass alle beschrinkten Eingangssignale ((-) € C([0, oo];R) durch Z gemdfs

sup|C(H)]| <0 = [(ZO)(7)| <A fir fast alle T > 0 (4.9)

>0
in ein beschrinktes Ausgangssignal abgebildet werden.

(11) Fiir alle beliebigen Signale ((-),&(-) € C([0, oo[;R) und fir alle Zeitpunkte T > 0
qgilt:

CH =€) Vte |0, T] = (ZO)(r) = (Z&)(r) fir fast alle T € [0, T
(4.10)

(111) Fir alle Zeitpunkte T > 0 und zu jeder stetigen Funktion ((-) € C([0, T[;R)
existieren passende Konstante 7 > 0, 6 > 0 und ¢ > 0, so dass fir alle Signale
C(+),&(-) € C([0, oo[;R) mit den beiden Figenschaften

C(t) = B(t) = &(t) Vtelo, T]

und
((s),&(s) € [B(T) =6, B(T)+96] Vse[l, T+r]
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die Ungleichung
ess-sup [(Z¢)(s) — (Z€)(s)| < ¢ - sup  |((s) = &(s)] (4.11)

s€T, T+T7] s€[T, T+7]

erfillt ist.

Anmerkung

(i) Der Operator Z € Z bildet eine stetige Funktion in den Raum der (Lebesgue-)
messbaren, lokal essentiell beschrinkten Funktionen ab.

(ii) Der Operator Z € Z beschreibt ein E/A-stabiles dynamisches Ubertragungs-
system, weil ein Eingangssignal mit beschrinkter Norm ein Ausgangssignal mit
ebenfalls beschrankter Norm generiert.

(iii) Der Operator Z € Z besitzt kausales Verhalten, da der Ausgang ausschlieBlich
von vergangenen und aktuellen Werten des Eingangs abhéngt, nicht jedoch vom
zukiinftigen Verlauf des Eingangssignales. Sind zwei verschiedene Eingangssigna-
le im Intervall [0, T identisch, ergeben sie innerhalb dieses Zeitraumes die selben
Ausgangssignale, unbeeinflusst von einem spéteren, moglicherweise unterschiedli-
chen Verlauf beider Eingéinge. Nachdem kein reales System in die Zukunft blicken
kann, ist diese Bedingung keine Einschriankung, sondern wird automatisch von
allen praxisrelevanten Regelstrecken eingehalten.

(iv) Der Operator Z € Z erfiillt eine Art lokale Lipschitz-Bedingung. Die maximale
Abweichung zweier Ausgangssignale, die von zwei unterschiedlichen Eingangssi-
gnalen erzeugt werden, ist durch die Abweichung zwischen den Eingangssignalen

beschriankt. Je dhnlicher also die Eingéinge, desto dhnlicher auch die Ausgénge.
O

Mit Hilfe der Operatorklasse Z lésst sich schliellich die zuléssige Systemklasse definie-
ren.

Definition 4.3 (Systemklasse P)
Fine Regelstrecke mit dem Eingangssignal u(-) und dem Ausgangssignal y(-) gehort zur
Systemklasse P, wenn die beschreibende Differentialgleichung

g(t) = f(p(t), (Zy) (1), u(t)),  y(0) =y, €R (4.12)
folgende Voraussetzungen erfiillt:
(i) Die (nicht-)lineare Funktion f :R x R x R — R ist stetig.

(i) Der Operator Z : C([0, oo];R) — L5 (Rso; R) gehort der Operatorklasse Z an.
(i1i) Die (externe) Storung p(-) € L>(R;R) ist essentiell beschrinkt.

(iv) Fiir jede nicht-leere kompakte Menge C' C RxR und fiir jede Folge (u,) C R\{0},
n € N muss gelten:

|up| — 00 wenn n — 00 = (Hg})inC (sign(un) - f(p, ¢, un)) — 00 wenn n — oo
p,C)€e
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Bedingung (iv) in Definition 4.3 fordert eine instantane Verstarkung mit konstantem
Vorzeichen und impliziert dadurch zusammen mit Gleichung (4.12), dass mit einem
entsprechend gewéhlten Stelleingriff die Ableitung des Ausganges zu jedem Zeitpunkt
frei einstellbar ist. Unter der in Definition 4.3 getroffenen Annahme |u,| — oo wenn
n — 00, (u,) C R\{0} und C' C R x R darf (fiir hinreichend grofie n € N) sign(u,,) = 1
gesetzt werden. Daraus resultiert

(ﬂ;gcf(p, C,u) (gﬁ)lgcy(p,g,u) — 00 Wenn u — 00 (4.13)
und zeigt, dass unbeeinflusst vom Verlauf der Nulldynamik und der Einwirkung der
Stérung instantan eine beliebig starke Anderung des Ausgangssignales moglich ist. Da-
mit — unabhéngig von der Rate, mit der sich der vorgegebene Trichter verjiingt — der
Fehler den Trichter nicht verlisst, muss die zeitliche Anderung des Fehlersignales durch
die StellgroBle vorgegeben werden kénnen. Weil das Fehlersignal aus der Differenz von
Ist- und Sollwert gebildet wird, muss notwendigerweise auch die Ableitung des Aus-
ganges beliebig grofie Werte annehmen koénnen, was die Aussage von Gleichung (4.13)
erkldrt. Durch die instantane Verstarkung, die bei Darstellung in BINF durch den
Einkoppelfaktor a(z(t)) gegeben ist (siche Abschnitt A.8), muss daher dauerhaft eine
Eingriffsmoglichkeit gewihrleistet sein. Insofern ist |a(z(t))| > 0 fiir alle z(¢) € R™ eine
notwendige Voraussetzung zu Bedingung (iv).

Da in Gleichung (4.12) der Eingang zu jedem Zeitpunkt unmittelbar die erste Ableitung
des Ausganges beeinflusst, besitzen sdmtliche Prozesse der Systemklasse P strikt einen
Relativgrad von 1. Dadurch wird die Anwendbarkeit von Funnel-Control stark einge-
schrankt, besonders im Bereich der Elektrischen Antriebstechnik und der mechatroni-
schen Systeme. Deshalb werden in Kapitel 5 Abhilfemafinahmen und Losungsméoglich-
keiten fiir dieses Problem vorgestellt.

Eindeutig l&sst sich kein Relativgrad bestimmen, wenn nichtlineare dynamische Syste-
me nicht fiir alle beliebigen Werte der Eingangsgrofie eine direkte Zugriffsmoglichkeit
auf die Ableitung des Ausganges bieten. Obwohl solche Strecken nicht in die System-
klasse P fallen, ist dennoch deren Regelung mit Funnel-Control méglich. Die notwen-
digen Erweiterungen sind in [40] dargestellt.

Der nichtlineare Operator (Zy)(-) kann als dynamisches Subsystem beliebiger Ordnung
betrachtet werden und beschreibt die Nulldynamik. Die erforderliche E/A-Stabilitat des
Operators ist gleichbedeutend mit der Stabilitdt der Nulldynamik, die im Spezialfall
linearer Systeme mit der Minimalphasigkeit iibereinstimmt.

Mit dem Signal p(-) ist in der Systemklasse P eine beschriankte Stérung explizit zu-
gelassen. Daraus resultiert ein wesentlicher Vorteil gegeniiber identifizierenden Ver-
fahren, die sich bei Untermodellierung durch solche Storeinwirkungen meist desta-
bilisieren lassen. Rohrs et. al. schreiben in einer renommierten und vielbeachteten

Veroffentlichung [80]:

s [- . | adaptive algorithms as published in the literature are likely to produce
unstable control systems if they are implemented on physical systems directly
as they appear in the literature. “
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Nachdem Stérungen stets prasent sind, miissen identifizierende Regler durch zuséatzliche
Mafinahmen robustifiziert werden. Eine Moglichkeit hierfiir ist der Einsatz von Stérmo-
dellen [20], die allerdings in vielen Anwendungen von geringem Nutzen sind, da keine
beliebigen Verldaufe des Storsignales zugelassen sind. Es werden lediglich Storungen
eliminiert, die als Linearkombination von Sinussignalen unterschiedlicher Frequenzen
dargestellt werden kénnen, wobei die einzelnen Frequenzen im Vorhinein als bekannt
vorausgesetzt sind.

Bei der Uberpriifung, ob ein gegebener Prozess der Systemklasse P angehort, sind vor
allem strukturelle und qualitative, nicht jedoch quantitative Eigenschaften von Inter-
esse. Beispielsweise spielt nicht die instantane Verstdrkung selbst, sondern nur deren
Vorzeichen eine Rolle: relevant ist die Wirkrichtung, also ob bei einer Vergréflerung der
Stellgrofe das Ausgangssignal sinkt oder steigt. Wie stark diese Verdnderung ausfillt,
ist dagegen unerheblich. Aus diesem Grund kénnen die mafigeblichen Eigenschaften der
Systemklasse P oftmals ohne Kenntnis der exakten Streckenparameter gepriift werden.
Ein grobes , Prozessmodell“ mit unsicheren Parametern, bzw. reine Strukturkenntnis
ist dann ausreichend. Der Regler selbst verwendet kein parametrisiertes Modell (nicht-
parameterbasiert), so dass keine Identifikation notwendig ist, um das Strukturmodell
mit korrekten Werten zu versehen.

Bei der Bildung des Strukturmodells, dessen Analyse iiber die Zugehorigkeit der Re-
gelstrecke zur Systemklasse P entscheidet, ist wegen der zuldssigen Storung eine gewis-
se Untermodellierung akzeptabel. Solange die wesentlichen Eigenschaften unveréndert
bleiben (Relativgrad, Stabilitéit der Nulldynamik und Vorzeichen der instantanen Ver-
starkung), sind demzufolge keine Stabilitdtsprobleme zu erwarten, wenn parasitire Ff-
fekte bei der Modellierung unberiicksichtigt bleiben. So darf die Nulldynamik nach
bekannten Regeln im Sinne einer Ordnungsreduktion um stabile Anteile gekiirzt wer-
den. Das Storsignal p(-) dient in diesem Falle dazu, die vernachlissigten inneren Effekte
zu beriicksichtigen. Neben unmodellierter Dynamik kénnen sich im Signal p(-) ebenso
auch externe Einfliisse widerspiegeln. Dadurch lassen sich Stérungen wie Lastmomente,
Reibung, o.4. in das Modell einschlielen.

Die Differentialgleichung (4.12) beschreibt damit ein dynamisches System beliebiger
Ordnung mit E/A-stabiler Nulldynamik und Relativgrad 1. Zusétzlich muss die Wir-
kungsrichtung der Stellgrofle bekannt und konstant sein. Folglich darf der Einkoppel-
faktor a(z(t)) zu keinem Zeitpunkt verschwinden, so dass durch eine entsprechend hohe
Stellgrofle das Ausgangssignal beliebig schnell verstellt werden kann.

4.3 Charakteristische Besonderheit der regelbaren
Systemklasse

Ohne die zugrundeliegende Systemklasse zu spezifizieren, stiitzt sich Abschnitt 3.3 auf
die Annahme, dass eine beschrinkte Losung existiert und zeigt auf dieser Basis, dass
eine hohe, konstante Verstirkung auf einen kleinen Regelfehler fithrt. Diese Aussage
wird hier erneut aufgegriffen, prézisiert und konkret fiir die nichtlineare Systemklasse P
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gezeigt, dass hohe Verstarkungen eine stabilisierende Wirkung besitzen und daher eine
hochverstarkungsbasierte Regelung moglich ist. Dabei ist gegeniiber Abschnitt 3.3 in-
sofern eine Erweiterung enthalten, als nicht nur die Norm des Fehlersignales betrachtet
wird, sondern eine Schranke fiir den Zeitverlauf des Regelfehlers angegeben wird.

Fiir die folgenden Betrachtungen wird nicht der allgemeine Trichterrand ¥ (-) € F
verwendet, sondern zusitzlich monotones Wachstum () > 0 fiir alle ¢ > 0 und
¥(0) > 0 gefordert. Dadurch ist insbesondere ausgeschlossen, dass anfanglich (fur ¢t = 0)
der Trichterrand im Unendlichen liegt. Desweiteren werde die Reglerverstarkung nicht
iiber die vertikale Distanz eingestellt, sondern als konstant angesetzt.

Die kennzeichnende Eigenschaft der Systemklasse P wird durch [41, Prop. 6] verdeut-
licht, die den positiven Effekt hoher Verstirkungen darstellt. Da der zugehorige Beweis
auf [41, Thm. 5] zuriickgreift, ist letzteres hier als Hilfssatz wiedergegeben.

Hilfssatz 4.4 (Existenz einer maximalen Lésung) [41]

Bezeichne N € N eine natiirliche Zahl, D C RY eine nicht-leere, offene Menge, 7Z einen
kausalen Operator der Klasse Z und F : [0, co[xD x R — RY eine Carathéodori-
Funktion. Fine Lésung des Anfangswertproblems

~

#(t) = F(t,2(t), (Za)(t)), 2(0) =1, €D (4.14)

auf dem Intervall [0, T[, T € ]0, o], ist gegeben durch eine absolut stetige Funktion
z(-) : [0, T[— RY, die der Differentialgleichung (4.14) fiir fast alle t € [0, T| geniigt,
wobei der Wertebereich der Losung auf die Menge D beschrinkt ist. Es gilt folglich 1m
gesamten Definitionsbereich der Losung t € [0, T die Aussage x(t) € D. Die Funktion
x(+) heifit mazimal, wenn keine Rechtserweiterung ebenfalls eine Lisung darstellt.

Es existiert eine Lisung x : [0, T[— RY des Anfangswertproblems (4.14) mit der
Figenschaft x([0, T[) C D. Jede Lisung kann zu einer mazimalen Lésung erweitert
werden. Wenn F(-,x(t), (Zz)(t)) im ersten Arqument lokal essentiell beschrinkt ist
und z : [0, T[— RY mit z([0, T[) C D eine mazimale Lisung ist, wobei T < oo, dann
ezistiert fir jede kompakte Menge C' C D eint' € [0, T|, so dass z(t') & C.

Beweis
siche [41, Thm. 5]. [

Theorem 4.5

Unter der Voraussetzung, dass die Funktion ¢ : Rs>g — Ry € F monoton wichst,
gegen einen positiven, beschrinkten Grenzwert limy .., ¥(t) = 1 € Ry konvergiert
und der Funktionswert ¥(0) > 0 die Forderung 1/¢(0) > |y(0) — r(0)| erfillt, existiert
fir alle Sollwerte w(-) € F, fir jede Strecke aus der Systemklasse P und fir jeden
Anfangswert y(0) = y, € R eine untere Schranke k* € R fiir die Verstirkung, so dass
das zeitinvariante, proportionale Regelgesetz

u(t) = —k-[y(t) —w(t)], mithk >k (4.15)
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auf einen Regelkreis fihrt, der durch das Anfangswertproblem

§(8) = F(p(0), (Zy) (1), —Kly(t) = w(®))),  y(0) = yo € R, $(0)lyo—w(0)] <1 (4.16)

beschrieben wird, das eine Losung auf dem Zeitintervall [0, oo[ besitzt und wegen
Y()|yt) —w(t) <1 VE>0 (4.17)

einen Zeitverlauf des Fehlersignales e(-) = y(-) — w(-) hervorruft, das sich stets inner-
halb des durch die Funktion 1/1(-) festgelegten Trichters bewegt.

Beweis
Per Voraussetzung ist der anfingliche Regelfehler vom Trichter umschlossen, weswegen
durch entsprechende Wahl des Funktionswertes 1(0) € R die Bedingung

[e(0)] = [y(0) — w(0)| < 1/4(0) (4.18)

sichergestellt ist. Werden k£ > k* und das Gebiet D in Hilfssatz 4.4 zu D = R festgelegt,
so ist dadurch eine Losung fiir das Anfangswertproblem (4.16) garantiert, wobei jede
Losung eine maximale Fortsetzung besitzt, die sich tiber das Intervall [0, T'[, T" > 0
erstreckt. Zusétzlich sei angenommen, dass die Funktion y : [0, T[— R mit 7" > 0 eine
maximale Losung darstellt.

Im weiteren Verlauf gliedert sich der Beweis in fiinf Teilschritte, von welchen drei
durch Widerspruch bewiesen werden. Die Konstruktion der gesuchten Widerspriiche
verlangt die zeitliche Ableitung der Funktionen |e(-)|* und (¢(-)]e(+)])? bzw. ¥ (-)]e(-)].
Aus diesem Grund wird als vorbereitende Mafinahme zunéchst entlang der Losung
differenziert. Es ergibt sich

St = 2e(0)é(t) = 2e(1) (1) — (1)) =

— 2e(t) [f(p(t), (Zy)(t), —ke(t) —i(H)] Vi€ o, T]

und ist im Folgenden abzuschétzen.

(4.19)

Mit der kompakten Menge C' C R x R und der Menge U := { —1; —i—l} l&sst sich eine
stetige Funktion 7o : R>g — R durch

= i . 4.20
Yo(s) pcmm f(p, ¢, su) (4.20)
definieren. Wird s = kle| und u = —e/|e| gesetzt, kann
e e
kle) = min u- JCklelu) < —— - ,C, —kle|l— Vi(p,¢)el
olblel) = winu f(p.Goblel) < 15 f (bl ) Y00
(4.21)

geschrieben werden, woraus die Ungleichung
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gewonnen wird. Zusammen mit |w(t)] < ess-supep 7y |[W(t)] = |[i(-)||o fiir fast alle
t € [0, T ergibt sich:

d

760" < =20 (kle(®)])]e()] — 2e(t)i(t) <

< —2vc(kle(®)])]e(®)] + 2le(t)i(t)| =
= —2[ve(klet)]) — ()] - |e(t)]

< =2|yc(kle®)]) = ||w()|loo| - |e(®)] fiir fast alle t € [0, T

(4.23)

= ()’

Mit den Abkiirzungen A :=1/1(0) < oo und A := limy_. (1/9(t)) = 1/thse > 0 léisst
sich ein Wertebereich
A:={eeR|N2<|e] <A} (4.24)

fiir den Fehler definieren, in dem |e(+)| beschrinkt und gleichzeitig von 0 wegbeschrankt
ist. Wird in Gleichung (4.20) u = sign(u,) € U und s = |u,| gesetzt, folgt wegen
su = u, und Bedingung (7v) in Definition 4.3 unmittelbar

s—o00 = vol(s) — o00. (4.25)
Dadurch bedingt findet sich eine hinreichend grofie Konstante k* > 0, so dass
Yolklel) =1+ [l ) lo + A2 () e VEk >k, Vee A (4.26)

erfiillt ist. Ein abgeschlossener A-Ball mit Zentrum 0

Ba(0):={seR||s| <A}, A>0 (4.27)
und ein Kompaktum
P CR mit der Eigenschaft p(t) € P fur fast alle t > 0 (4.28)
dienen zur Definition einer Menge C' := P x Ba(0), mit deren Hilfe
I:={tel0, T[| (e(t),p(t), (Zy)(t)) € Ax C} (4.29)

festlegt wird. Aus (4.24) folgt —2|e| < —A fiir alle e € A und aus (4.26) folgt vc(kle]) —
|0()]Joo =14 A2||t(+)||oo > 1 fiir alle e € A und k > k*. Damit lésst sich schlieBlich

&e(t)2 < —[ye(kle(t)]) = ||w(-)]|oo) A < =X fiir fast allet € 1 (4.30)
>1

als Abschiitzung fiir die Steigung von e(-)? schreiben. Die ebenfalls zu berechnende
Ableitung

SOl = 5 (Be()?) = () (%ew . 2%4&2) (431)
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enthilt die Ableitung des quadrierten Fehlers, die sich durch (4.23) substituieren lasst.
Da fiir fast alle ¢ die Beziehung ¢ (t) < ||¢(-)||e gilt, ergibt sich

@ it < omm (T oo a1 o 1Ok Y
S @l)? < 20(0) ([ elHe®]) + i)l + 1 \(t)\)r O

fiir fast alle ¢t € [0, T7.

Bedingt durch das monotone Wachsen der Funktion ¢ (-) ldsst sich die Ungleichung

A:WZW Vi >0 (4.33)

aufstellen. Von Interesse ist das Verhalten der Funktion ¢(-)|e(:)| in 1. Aus (4.24)
und (4.29) lasst sich
le()| <A Vtel (4.34)

ablesen, woraus die Abschitzung

d .
3 WOle®)” < =20(1)? |re(kle(t)) = [[w ()]l - ||¢(‘)Hoo/\2] le(t)] fiir fast alle t €
(4.35)
resultiert, die durch (4.26) in
% (b(t)|e(t))? < —2ub(t)?|e(t)| fiir fast alle t € T (4.36)
tibergeht und wegen t € I = |e(t)| > A/2 durch
%(w(t)]e(t)]f < —w(t)?% = —(t)*\A <0 fiir fast alle t € [ (4.37)

ausgedriickt werden kann.

Schritt 1: |e(t)| < A fiir alle t € [0, T

Annahme: es existieren Zeitpunkte ¢ € [0, T'[, fiir die |e(t)| > A erfiillt ist.

Aufgrund der Annahme, der Stetigkeit von e(-) und der Tatsache, dass sich der
anfiangliche Regelfehler im Trichter befindet (]e(0)] < A), ist der Zeitpunkt

t:=min{t [0, T[||e(t)|=A} >0 (4.38)

wohldefiniert. Dariiberhinaus kann ein zweiter Zeitpunkt § € [0, #[ festgelegt werden,
der die Forderung \/2 < |e(5)| < |e(t)] = A erfiillt. Da ¥(-) einen positiven Werte-
bereich besitzt und monoton wichst, gilt 1 () > 0 und ¥(3) < 9(t), weshalb sich die

Ungleichung X R o
0 <y(t)(le®)] = le(3)]) < ©(D)|e(t)] — »(3)le(s)] (4.39)

aufstellen lisst. Im Zeitintervall [3, ] C I darf die Abschiitzung (4.37) angesetzt wer-
den, aus der sich ¥ (#)|e(f)| < ¥(3)|e(5)| ergibt. Daraus entsteht schlieflich der Wider-
spruch

0 < o(®)le()] - v(3)le(3)] <0, (4.40)
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aus dem |e(t)| < A fiir alle ¢ € [0, T zu folgern ist.

Schritt 2: T'= oo

Nachdem die Funktionen e(-) und w(-) im Intervall [0, T'[ beschrdnkt sind, ist auch
die Summe y(-) = e(-) + w(-) in diesem Intervall beschréankt. Solange die Losung des
Anfangswertproblems (4.16) beschriankt bleibt ist eine stetige Fortsetzung moglich,
woraus Hilfssatz 4.4 die Aussage T' = oo ermittelt.

Dadurch ist zwar sichergestellt, dass eine Losung fiir alle Zeiten existiert. Allerdings
wird wegen D = R ein Verlauf des Fehlersignales auch dann als Losung bezeichnet,
wenn dieses den Trichter verldsst. Im Folgenden bleibt daher zu zeigen, dass Glei-
chung (4.17) Giiltigkeit besitzt und der Fehler im vorgegebenen Trichter verlduft.

Schritt 3: Es existiert ein Zeitpunkt s > 0, so dass |e(s)| < A/2
Annahme: dieser Zeitpunkt existiert nicht, also |e(s)| > A/2 fiir alle s > 0.
Zusammen mit |e(t)] < A fiir alle ¢ € Ry fithrt die Annahme auf e(t) € A fur
alle t € R>o. Daher ist Ry C I und (4.30) ist fur alle ¢ € Ry giiltig, woraus der
Widerspruch

le@®)> < |e(0) =Xt Vt>0 (4.41)
resultiert. Ab dem Zeitpunkt ¢ = |e(0)|?/) ist Gleichung (4.41) nicht erfiillbar, was die
Annahme widerlegt.

Schritt 4: |e(t)| < A fiir alle t > s* € R

Annahme: es existieren Zeitpunkte ¢ > s*, fiir die |e(t)| > A erfiillt ist.

Aufgrund der Annahme, der Stetigkeit von e(-) und der in Schritt 3 bewiesenen Tat-
sache |e(s)| < A/2 ist der Zeitpunkt

s* :==min{s >0 | le(s)| < A/2} (4.42)
wohldefiniert. Werden, wie in Abbildung 4.2 markiert, zwei weitere Zeitpunkte durch

t* := min {t > 5"

le(t)] = A}, t. :=max {t € [s*, t*]

le(t) = A/2}  (4.43)
festgelegt, gilt [t., t*] C I und aus Anwendung von (4.30) resultiert der Widerspruch
A=le(t)] <le(ts)| = A/2. (4.44)

Daraus folgt |e(t)] < A fiir alle ¢ > s*, der Fehler ist ab dem Zeitpunkt s* stets im
Trichter, da (t)|e(t)| < A7 te(t)] < 1 fiir alle t > s*.

Schritt 5: ¥(t)|e(t)| < 1 fiir alle ¢t € [0, s]

Im Falle s* = 0 ist die Beweisfithrung trivial, da per Voraussetzung |e(0)| < 1/1(0)
gilt. Daher sei im Folgenden s* > 0 angenommen. Die Aussagen von Schritt 1 und 2
fithren auf [0, s*| C I, so dass aus (4.37) direkt

P(t)le(t)] < ¢(0)le(0)] <1 Vie[0, s7] (4.45)
folgt. [ ]

Die geregelte Strecke zeigt somit das gewiinschte dynamische Verhalten, das durch den
Trichter bzw. die Funktion v(-) beschrieben wird, wenn eine konstante Verstirkung
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Abbildung 4.2: Skizzierter Verlauf von Fehlersignal und Trichter zur Illustration der
Zeitpunkte s*, t, und t*.

kE > k* € R verwendet wird. Allerdings ist eine Realisierung dieses Reglers nicht
moglich, da die Schranke k* nicht ausschlieBlich von der gegebenen Funktion (),
sondern auch vom Verhalten der ungeregelten Strecke abhéngt und daher fiir Prozesse
mit unbekannten Parametern nicht berechnet werden kann. Aus diesem Grund ist
eine zeitvariante Verstirkung notwendig, die auf geeignete Weise dem momentanen
Systemverhalten angepasst wird.

4.4 Hochverstirkungsbasierte Regelung mit nicht-
monotoner Verstirkung

Die Anpassung der Verstiarkung erfolgt, wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, iiber die verti-
kale Distanz zwischen Fehlersignal und Trichterrand. Die Regelstrategie auf Grundlage
einer solchen Einstellung der Kreisverstiarkung ist erstmals in [41, Thm. 7] angegeben
und bewiesen.

Theorem 4.6
Wird das zeitvariante Regelgesetz

1

ult) = —k(e(t)  mit  k(0) = 7 ey

(4.46)
auf eine beliebige Regelstrecke aus der Systemklasse P angewandt, ergibt sich ein An-
fangswertproblem, welches das Verhalten des geschlossenen Regelkreises durch

y(t) = f(p(t), (Zy)(t), —k(t) -e(t)),  y(0) =y, € R (4.47)

beschreibt. Unter den Voraussetzungen
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(i) die Funktion ¥(-) € F besitzt die Figenschaften (t) > 0 fir alle t > 0 und
liminf, o9 (t) >0

(i1) das Sollsignal w(-) € F stammt aus der selben Klasse wie ()

(11i) der Wert(0) > 0 ist so gewdhlt, dass zusammen mit dem gegebenen Anfangswert
y(0) und dem gegebenen Sollwert w(0) die Bedingung 1 (0)|y(0)—w(0)| < 1 erfullt
ist, d.h der anfingliche Fehler zum Zeitpunkt t = 0 liegt innerhalb des Trichters

besitzt das Anfangswertproblem (4.47) eine Ldsung, wobei jede Losung mazimal er-
weiterbar ist. Mit T > 0 hat jede mazimale Losung y : [0, T[— R die Eigenschaften:

(i) Die Lésung ist fiir alle Zeiten t > 0 definiert, d.h. T = oc.

(ii) Es existiert ein € € 10, 1[, so dass ¥(t)le(t)] < 1 —¢ fir alle t > 0. Der Fehler
bewegt sich nicht nur fir alle Zeiten im Trichter, sondern hdlt einen Abstand
e/(t) zum Trichterrand ein.

(11i) Die Stellgrifie u : R>g — R und die Verstirkung k : Rsg — Rsq sind stetig und
beschrinkt.

Beweis

Der in [41] angegebene Beweis gliedert sich in vier Schritte auf. Zuerst wird gezeigt,
dass eine maximale Losung existiert, wobei der Regelfehler e(-) beschrénkt bleibt. Hin-
tergrund dieser Uberlegung ist die Tatsache, dass die potentielle Singularitit im Re-
gelgesetz (4.46) zu einer Differentialgleichung fiihrt, welche die Lipschitz-Bedingung
nicht erfiillt. Daher kann der bekannte Existenz- und Eindeutigkeitssatz [65, S. 97]
nicht angewendet werden, was zunéchst die Frage aufwirft, ob das zu betrachtende An-
fangswertproblem eine eindeutige Losung besitzt. In einem zweiten Schritt wird bewie-
sen, dass auch die Verstarkung k(-) beschriankt bleibt, woraus auf einen beschriankten
StellgroBenverlauf u(-) geschlossen werden kann. Zuletzt wird das Existenzintervall der
Losung bis unendlich ausgedehnt und der Mindestabstand zum Trichterrand nachge-
wiesen.

Schritt 1:
Zunichst wird die Zustandsgrofle y in Gleichung (4.47) durch den Regelfehler e ersetzt
und die GroBe z(t) :=t eingefiihrt. Daraus ergibt sich die Beschreibung

é(t) = ( (1), (Z(e +w))(t), —k(t) - e(t)) — w(t)
(t)

(4.48)
x(t) = (() 2(t)) € D= {(e,2) e R xR | ¥(2)]e] < 1}
e(0) = 2(0)=0, ¥O)[z(0)] <1,

die fiir (Zz)(t) = (Z(e, 2))(t) = (Z(e + w))(t) strukturell mit dem Anfangswertpro-
blem (4.14) iibereinstimmt, wenn dort N = 2 gesetzt wird. Die lokal essentiell be-
schrinkte Funktion F' : [0, T[xD x R — R? ist durch

(t2,Q) = F(t,2,0) = F(t,(e,2),Q) i= (f(p(1),C, =k(t) - ¢) —w(t), 1) (4.49)

z
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gegeben. Aus Hilfssatz 4.4 folgt, dass eine Losung existiert und jede Losung maximal
erweitert werden kann. Eine solche Losung sei durch (e,z) : [0, T[— R? gegeben,
wobei T € |0, oo] unbekannt und maximal gewéhlt ist. Durch die Definition von D in
Gleichung (4.48) und aus (e(t),z(t)) € D fiir alle t € [0, T folgt ¥(t)|e(t)] < 1 fiir
alle t € |0, T'[, woraus die Stetigkeit des Regelfehlers auf eine beschrinkte Funktion
e(+) fiihrt. Zusammen mit einem beschrankten Sollwert ergibt sich eine beschréinkte
Ausgangsgrofle y.

Schritt 2:

Innerhalb des Zeitintervalles [0, T'[, in dem die Losung der Differentialgleichung (4.47)
definiert ist, wird zunéchst ein beliebiger Zeitpunkt § € ]0, T'[ festgelegt. Nachdem
k : [0, T[— R eine stetige Funktion ist, kann der Schrankensatz (siche Theorem A.2)
angewendet werden, aus dem direkt

k(-) € £2([0, d];R>0) (4.50)

folgt. Per Widerspruch ldsst sich beweisen, dass die Verstiarkung k(-) auch fiir alle
Zeiten t > 0 beschrinkt bleibt. Unter der Annahme einer unbeschrénkt wachsenden
Verstarkung wird dazu die Existenz eines Zeitintervalles nachgewiesen, auf dem die
Funktion k(-) zwar eine strikt negative Ableitung besitzt, gleichzeitig aber anwéchst.
Aus diesen unvereinbaren Charakteristika darf auf eine beschrénkte Funktion k(-) € £
geschlossen werden. Der hier beschriebene Grundgedanke des Beweises wird nachfol-
gend ausfiihrlich dargestellt.

Analog zu Abschnitt 4.3 stiitzt sich der Entwurf des Widerspruches auf die Ableitung
der Funktion ((-)|e(+)|)?, die vorausgehend unter Ausnutzung der dort vorgenomme-
nen Berechnungen differenziert wird, wobei k durch k(t) zu ersetzen ist. Ausgehend
von Gleichung (4.31) ergibt sich durch Einsetzen von (4.23) die Abschitzung:
(v0e0n) < 2007 e @10 ~ 1501~ Y e] - o)
>~ = C - oo T TN '
»(t) (4.51)

fir fast alle t € [0, T

d
dt

Da aus Hilfssatz 4.4 hervorgeht, dass fiir ¢ € [0, T der Fehler im Trichter verlauft und
dessen Rand nicht beriithren kann, lésst sich die Ungleichung ¢ (t)]e(t)| < 1 ansetzen.
Wegen 9(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 darf diese im Intervall |0, T durch 1 (¢)? geteilt werden.

Mit |e(t)]/4(t) < 1/1(t)? und ¥(t) < |¢(t)| ergibt sich

d

—(wt)\e(t)\) < —2u(t)? [wf(t)re@)r) () o

9(0)
y Je(t)

»(t)? (4.52)
fur fast alle t € ]0, T7.

Im Hinblick auf den gewiinschten Widerspruch ist ein Zeitintervall festzulegen, in wel-
chem die Funktion (zp()]e()D2 streng monoton féllt. Hierzu ist das Kriterium

[ (t)]

re(k@)]e)]) > [lo()lleo + 20 (4.53)
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zu erfiillen. Aus diesem Grund ist der Einfluss von [|u(-)||se +|¢(t)] /12(t) abzuschiitzen.
Durch die Voraussetzungen an die Funktion v(-) ist gewéahrleistet, dass eine Konstante

c1 > 1 gefunden werden kann, fiir die
1 1
— <YPt) < — < tels, T 4.54
Cl_qu)()—cl = @/}(t)Q_CI \Vle[, [ (5>

zutrifft. Weil die Ableitung w() essentiell beschrankt ist, kann dariiberhinaus ¢; so
gewahlt werden, dass zusatzlich auch

()] < e fiir fast alle ¢t € [0, T (4.55)

gilt. Da aulerdem der Sollwert w(-) der Funktionsklasse F angehort, ist dessen Signal-
norm ||w(-)|lsc < 00 beschrinkt. Wird ¢y := [|w(")]|e + ¢ < oo definiert, ldsst sich
schlieBlich

(V01O < 20007 Ol ~ 100 = | - )] -
= —2¢(t)? ['yc(k(t)]e(t)]) - cg] -le(t)] fiir fast alle t € [6, T'[
(4.56)
angeben.

Der Formulierung des angestrebten Widerspruches wird die Annahme
k(-) & £([6, T[;R) (4.57)

zugrunde gelegt. Desweiteren werden fiir jedes j € N zwei konstante Zeitpunkte defi-
niert, um damit geeignete Grenzen

7 o= inf{t €8, T[| k(t) = k() +j+1} (4.58)
o; = sup{t e[, 5[ | k(t)=k()+j} (4.59)

fiir das gesuchte Intervall festlegen zu konnen. Bedingt durch (4.57) sind die Gréfen o
und 7; fiir alle j > 0 wohldefiniert. Die durchschnittliche Steigung von k(-) im Intervall
lo;, 7] ist durch
k(1j) — k(o; 1
() — kloy) _ >0 (4.60)

Tj

T

i 95

j — 9

J

gegeben. Offensichtlich ist die Definition des Zeitintervalles [o;, 7;] so gew&hlt, dass
k(-) darin im Durchschnitt anwéchst. Es handelt sich jedoch nicht notwendigerweise um
monotones Wachstum, eine zwischenzeitliche Verringerung ist zuléssig. Abbildung 4.3
enthélt beispielhaft einen moglichen Verlauf der Funktion k(-). Eingetragen sind auch
die Zeitpunkte 7; und o, zu denen k zum ersten Mal nach § den Wert k(J) + j + 1
erreicht, bzw. zum letzten Mal vor dem Zeitpunkt 7; den Wert k() + j annimmt.
Im Intervall [0, 7;] ist k(-) durch die beiden Schranken k(d) + j und k() + j + 1

eingegrenzt, was sich in der Beziehung
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k
/
k(7;)
k(o) '1 \ /
AV

»
»

aj 7j t
Abbildung 4.3: Exemplarischer Verlauf der Verstiarkung.

niederschlagt.

Um die zu (4.60) kontrire Aussage aufzustellen, ist lediglich das Vorzeichen der zeit-
lichen Ableitung von k(-) im Intervall [o;, 7;] relevant. Die Monotonie der Funktion
Y(t)e(t)] — 1/(1 —(t)|e(t)]) = k(t) aus der die Verstiarkung geméB (4.46) berechnet
wird, gestattet hierzu alternativ eine Untersuchung ihres Argumentes, d.h. der Funk-
tion 9 (-)]e(+)] bzw. auch von (¢(-)]e(+)])?. Aus der vorbereitenden Abschiitzung (4.56)
ist zu entnehmen, dass innerhalb sémtlicher Zeitintervalle, in welchen o (k(t)|e(t)])
die Konstante ¢, < oo iibersteigt, eine negative Ableitung vorliegt, weshalb dort die
gewiinschte strenge Monotonie besteht. Daher muss im Folgenden das Verhalten der
Funktion ~¢(-) abhéngig von ihrem Argument k(t)|e(t)| analysiert werden, so dass
daraus ein geeignetes Zeitintervall festgelegt werden kann. Aus (4.25) ist abzulesen,
dass yo(k(t)|e(t)]) > ¢ erzwungen wird, wenn das Produkt k(t)|e(t)| entsprechend
anwéchst. Falls |e(-)| von 0 wegbeschrénkt ist, wird dies durch eine ausreichend hohe
Verstarkung k(t) garantiert.

Unmittelbar kann eine hinreichend grofle Schranke K € N gewéhlt werden, die K +
k(0) > 1 erfiillt und daher fiir jede Zahl j > K den Zusammenhang

k(t) >+ k() >K+k@)>1>0 Vieo, ] (4.62)

B 1
L= p(t)]e(t)]

hervorruft. Umstellen ergibt

1
>1— T .
w(t)le(t)] > 1 TTRO) >0 Vte o, T, (4.63)
woraus mit 1(t) < ¢ fur alle t € [0, T die Beziehung
1 1 1 1
>—(1l—-——)>—1-— | = T 4.64
012> (1= 55) 22 (1) =@ veeln ol o

resultiert. Die gesuchte untere Schranke fiir |e(t)| ist demzufolge durch c¢3 gegeben,
weswegen Annahme (4.57) direkt die Existenz eines Zeitintervalles mit hinreichend
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grofler Verstarkung k(t) bedingt, um die Ungleichung
vo(k(t)le(t)]) > ca Vit € |oj, T4 (4.65)
zu erfiillen. In der Folge entsteht eine negative Ableitung

d 2 2
OO < =200 (eROle)]) = e) (0] < 0 (4.66)

fiir fast alle ¢ € [0, 7],

die ermoglicht, auf eine streng monoton fallende Funktion ¢ (-)|e(-)| zu schliefen. Da
o; < 7; lasst sich daraus ¢(7;)|e(7;)| < ¢(o;)|e(o;)| bzw. die Aussage
1 - 1
L=o(m)le(m)] 1 =(0))le(oy)]

ansetzen, mit der sich schlussendlich der gewiinschte Widerspruch

1 1
T P o [ R R e 2 o

fiir fast alle ¢ € [0, 7]

fir fast alle ¢ € [0, 7] (4.67)

1 =k(r;) — k(o) =

aufstellen ldsst. Aus diesem Grund ist die Annahme unzutreffend und k(-) € £ ist
zu folgern. Zusammen mit e(-) € £ ergibt sich dariiberhinaus auch eine beschrénkte
Stellgrofie u(-) = —k(-)e(-).

Schritt 3:

Ausgehend von der Annahme T < oo zeigt Hilfssatz 4.4, dass ab einem Zeitpunkt
t' € [0, T'[ die Losung z(t') = (e(t'), 2(t')) ¢ C jede kompakte Menge C' C D verlésst.
Wegen e(-) € L gibt es eine Konstante F > 0, die |e(t)| < F fiir alle t € [0, T erfiillt.
Weil sich C' jedoch durch

C:={(e,2) ERxRxq | Y(2)fe|] <1—¢, |e|]<E, z€l0, T]} (4.69)

als kompakte Teilmenge von D mit der Eigenschaft z(¢) = (e, z) € C fiir alle t € [0, T
definieren lisst, widerspricht dies der Aussage von Hilfssatz 4.4 und fithrt daher auf
das Resultat T' = oo.

Schritt 4:

Abschliefend bleibt zu zeigen, dass die Funktion e(-) durch € > 0 vom Trichterrand
wegbeschrankt ist. Einzig im Falle, dass der Regelfehler e(t) den Trichterrand erreicht,
gilt ¥ (t)|e(t)| = 1, woraus sich eine Verstarkung k(t) = oo errechnet. Weil k(-) jedoch
erwiesenermaflen beschréinkt bleibt, muss offenkundig eine Konstante € > 0 existieren,
so dass

Y(t)e(t) <1—e Vte0, oof (4.70)

gilt. Die Aussage k(-) € L£> bedeutet daher nicht nur, dass der Fehler im Trichter
verbleibt, sondern dariiberhinaus einen Mindestabstand zum Trichterrand einhélt. W

Nachdem sich aus der theoretischen Untersuchung ableitet, dass der Regler sémtliche
Strecken aus der Systemklasse P in ihrem transienten und asymptotischen Verhalten
wunschgeméfl beeinflusst, wird die Verwendbarkeit der Regelstrategie in einer Simula-
tionsstudie evaluiert.
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4.5 Anwendung am Einmassensystem

Eine mogliche Anwendung fiir Funnel-Control ist die Regelung von Einmassensyste-
men. Wird die Masse der antreibenden Maschine und die Masse der Last als ide-
al (starr) gekoppelt angenommen, liegt ein Einmassensystem vor, und die einzelnen
Tragheitsmomente von Motor und Last lassen sich zu einem Gesamttragheitsmoment
J > 0 zusammenfassen. Damit resultiert eine Zustandsbeschreibung erster Ordnung

)= ult)— S oplt),  wO)=w R,y =wl) @7
fiir diese Regelstrecke. Der Zustand ist durch die Drehgeschwindigkeit w(t) gegeben, die
gleichzeitig auch den Ausgang y(t) bildet. Der Eingang des Prozesses ist das antreibende
Drehmoment u(t), eine Last wird durch die Stérung p(t) eingebracht. Ein solches Sys-
tem gehort zur Systemklasse P, weil das Vorzeichen der instantanen Verstiarkung 1/.J
aus physikalischen Griinden positiv und damit bekannt ist, der Relativgrad bei 1 liegt,
und da keine Nulldynamik existiert, liegt folglich auch keine instabile Riickkopplung
vor. Fiir ein Gesamttriigheitsmoment J = 0.2 kgm? sind entsprechende Simulationser-
gebnisse in den Abbildungen 4.4 und 4.5 dargestellt.
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Abbildung 4.4: Hochverstiarkungsbasierte Regelung mit nicht-monotoner Verstirkungs-
funktion fiir das Einmassensystem (4.71) fiir die Trichterbreite Ap = 0.2 rad/s.

Die beiden Simulationen unterscheiden sich im gewihlten Trichterrand. Wéhrend sich
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Abbildung 4.5: Hochverstiarkungsbasierte Regelung mit nicht-monotoner Verstérkungs-
funktion fiir das Einmassensystem (4.71) fiir die Trichterbreite Ap = 0.04 rad/s.

in Abbildung 4.4 der Trichter asymptotisch auf eine Breite Ar = 0.2 rad/s verengt, ist
in Abbildung 4.5 eine Endweite von Ap = 0.04 rad/s angesetzt. In beiden Fillen wird
der Trichterverlauf durch die Funktion

OFy :t—ap-¢ ™" +Ap mit Ap>0, ap=55 und Ip=80 (4.72)

beschrieben. Nachdem die Regelstrecke aus der Systemklasse P stammt, kann der be-
schriebene Regler diese erwartungsgeméf regeln. Die Strecke befindet sich in der Ruhe-
lage w = 0 rad/s, wenn zum Zeitpunkt ¢ = 0 s ein Sollwertsprung von 0 auf 5 rad/s er-
folgt. Die Trichterweite 0F,(0) = ap+Ap > 5rad/s ist dem Regelfehler e(0) = 5 rad/s
so angepasst, dass der anfangliche Fehler vom Trichter umschlossen wird. Der Parame-
ter Ar legt die Rate fest, mit der sich der Trichterrand zusammenzieht. Dieser Vorgabe
folgt der Regelfehler, der durch den Trichter begrenzt wird und daher ebenfalls mit
dieser Mindestrate abnimmt. Dadurch kann {iber Az die gewiinschte Mindestbeschleu-
nigung des Systems eingestellt werden. Weil die Regelstrecke global integrales Verhalten
zeigt, kann der proportionale Regler (unabhéngig von dessen Verstarkung) stationér
genaues Verhalten erzielen, der Sollwert wird asymptotisch exakt erreicht, wobei kei-
ne Stellgrofle mehr erforderlich ist. Daher reduziert sich die Stellgrofle von anfénglich
positiven Werten, die fiir die gewiinschte Beschleunigung benétigt werden, auf 0. Zum
Zeitpunkt t = 1.5 s wird ein Lastsprung von 15 Nm aufgeschaltet. Bekanntlich kann
ein proportionaler Regler unter Storgrofleneinwirkung die stationéire Genauigkeit nicht
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beibehalten. Die Stellgrofle steigt auf den Wert der Last, um die Storgrofie zu kompen-
sieren. Dennoch verursacht das Lastmoment einen Drehzahleinbruch, der jedoch durch
den Wert Ar begrenzt werden kann. Trotz Storung verbleibt der Fehler im Trichter, so
dass sich die Drehzahl hochstens auf 4.8 rad/s (fiir Ap = 0.2 rad/s) bzw. auf 4.96 rad/s
(fiir Ap = 0.04 rad/s) reduzieren kann. An dieser Stelle ist ersichtlich, dass iiber eine
hinreichend starke Verengung des Trichters der verbleibende Regelfehler beliebig klein
gehalten werden kann. Der fiir proportionale Regler typische Nachteil eines permanen-
ten Fehlers fallt nicht ins Gewicht, solange ein ausreichend schmaler Trichter angesetzt
werden darf. In der Anwendung allerdings verlangt Messrauschen stets eine Mindest-
breite. Diese fallt meist grofler aus als die maximale Breite, die aus Gesichtspunkten
der Genauigkeit wiinschenswert ist. Diesem Problem widmen sich die Abschnitte 4.6
und 4.7, die den proportionalen Regler um einen internes Modell erweitern.

4.6 Folgeregelung und Storgro3enunterdriickung

Generell teilt sich die Anforderung an eine Regelung in zwei unterschiedliche Aufga-
benstellungen auf. Zum einen wird die Stabilitdt des Regelkreises verlangt, der Regler
muss beschrénkte Zustandsgrofien garantieren. Besonders bei der Anwendung an rea-
len Anlagen darf die Stabilitédt nicht verloren gehen, wenn die Regelstrecke nicht exakt
ihre nominalen Parameter, sondern davon abweichende Werte besitzt (robuste Stabi-
litdt). Andererseits soll der Prozessausgang einem vorgegebenen Sollwert folgen oder
sich diesem asymptotisch anndhern, so dass ein gewiinschtes Regelziel erreicht wird.
Idealerweise sollen beide Vorgaben auch dann eingehalten werden, wenn eine Stérgrofie
einwirkt.

Aus den vorangegangenen Abschnitten wird deutlich, dass Funnel-Control zwar je-
de Regelstrecke aus der Systemklasse P stabilisiert und den Regelfehler dabei durch
den Trichter begrenzt. Die Aufgabe der (robusten) Stabilisierung wird dadurch erfiillt.
Nachdem der Regelfehler aber nicht in jedem Falle asymptotisch gegen 0 strebt (vor
allem nicht unter Storeinwirkung), ist das Ziel der asymptotischen Folgeregelung und
der StorgroBenunterdriickung als verfehlt zu betrachten. Aus diesem Grund miissen
zusétzliche Mafinahmen erfolgen, deren theoretische Grundlagen im Folgenden darge-
legt werden.

Francis und Wonham widmen Mitte der siebziger Jahre eine Reihe prominenter Publi-
kationen [24], [25], [99], [100] der Fragestellung, welche Struktur ein Regler benétigt, da-
mit ein stabiler, linearer Regelkreis asymptotisches Folgeverhalten aufweist und asym-
ptotisch die Wirkung einer Storgrofie unterdriickt. Die Antwort darauf wird von Francis
und Wonham im , Internal Model Principle” zusammengefasst. Sontag erweitert diese
Resultate in [96] auf nichtlineare Systeme. Demnach muss im Regelkreis notwendiger-
weise ein Subsystem — das interne Modell — vorhanden sein, das den Sollwert bzw. das
Storsignal nachbilden kann. In [100, S. 210] stellt Wonham diesen Sachverhalt folgen-
dermaflen dar:

LA requlator is structurally stable only if the controller utilizes feedback
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of the regulated wvariable, and incorporates in the feedback loop a suitably
reduplicated model of the dynamic structure of the exogenous signals which
the regulator is required to process.

In plain terms, every good regqulator must incorporate a model of the outside
world. “

Zur Herleitung dieser fundamentalen Aussage wird eine lineare Regelstrecke

ts(t) = Asxs(t) +bsu(t), x:(0) € R™

ys(t) = csxs(t), A, e Rwxms el e R™ (4.73)
der Ordnung nys € N betrachtet. Zusammen mit dem Regler
.(t) = Ax.(t)+bee(t), x.(0)€R™, n,eN (4.74)
y(t) = co(t) +dre(t), A, e R bl e R d. €R,
dem Sollwertsignal w(-) und den Festlegungen
o) = mt) —w(t)  und  u(t) = () (4.75)

ergibt sich ein Regelkreis, der durch
A +dbses bse,

() _ ws(t) bed, 24(0) .
() = [am  () - () o (26) ==
— zs(t)) _
e(t) = (cs O) <xr(t)> (t)
(4.76)

beschrieben wird. Durch die Festlegung des Regelfehlers e(-) = ys(+) —w(-) als Ausgang
des Regelkreises wird die Aufgabe der asymptotischen Folgeregelung in das Problem
der asymptotischen Stabilisierung iiberfiihrt.

Zum Zwecke der Abkiirzung wird

, b:= (__b‘;ilr> , C= (cs 0) ,x(t) = (ijg;)

(4.77)
festgelegt. Essentiell fiir asymptotisches Ausloschen des Fehlersignales ist die asympto-
tische Stabilitdt des Regelkreises, weshalb in den nachfolgenden Ausfithrungen stets
o0(A) C C_ vorausgesetzt wird. Diese Forderung ist bei der Auswahl eines geeigneten
Reglers zu beriicksichtigen.

A, +dbses bse,
b,c A,

A=

Durch die Koeffizienten ~,...,v-1 € R, [ € N, und v, = 1 wird die Signalklasse

W = {w € C'(Rxg; R) ‘ > () = o} (4.78)

=0
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festgelegt, der das Sollwertsignal w(-) angehére. Mittels Variablensubstitution
mi=w, Mo =11 =W, N3 =1 =W, . mo= o =w™D (4.79)
lasst sich die Differentialgleichung der Ordnung [
0w () + () + -+ o) +wl() =0 (4.80)

in [ verkoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung

m(t) 0 1 m(t) m(0)
7o (t i . t 0
772F ) _ . . 772.( ) , n(0) = 772.( ) cR!
: 0 1 :
m(t) =% e e =Y \m(?) m(0)
=: Ag € R
T
o) = (1o o) (m) me) .. )
=iCcg € R
(4.81)
umwandeln. Wird der Anfangswert
w(0
w(0 z
n(0) =n) = _ eR (4.82)
w(l—l)(())

gewihlt, ist durch das Zustandsmodell (4.81) eine Realisierung der Differentialgleichung
in (4.78) gegeben, die jede Funktion der Klasse W erzeugen kann, weil v(-) = w(-) fiir
alle w € W gilt. Es soll die Voraussetzung gelten, dass [ € N minimal gewéhlt ist
und daher der Generator (Ag, cG) als vollstéandig zustandsbeobachtbar angenommen
werden kann.

Einblicke in den Zusammenhang zwischen der homogenen Eigendynamik des Regelkrei-
ses (4.76) und den Eigenschaften der Signalklasse W eréffnen sich, wenn der Regelkreis
umgeformt wird.

Wird in Gleichung (4.76) der Summand bex(t) — bex(t) = 0 hinzugefiigt und anschlie-
Bend cx(t) = e(t) + w(t) eingesetzt, folgt:

i(t) = [A+bca(t) —be(t), x(0)€ Rt
ys(t) = ca(t) (4.83)
e(t) = ys(t) —w(t)

Dadurch wird offensichtlich, dass sich die beiden in Abbildung 4.6 dargestellten Systeme
ineinander iiberfiihren lassen.
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Ys € w
> S g - >
Ys = T _T I
y, |T= (A+bc)xr — be

Ys = Cx

A

Abbildung 4.6: Regelkreis (4.76) in verschiedener Darstellung.

Das Problem der exakten Nullung des Ausganges wird gelost, wenn fiir alle Zeitpunkte
t > 0 die Gleichung y,(t) = cx(t) = w(t) erfiillt wird. Aus e(t) = y,(t) — w(t) = 0
fiir alle ¢t > 0 folgt, dass in der Differentialgleichung (4.83) das Eingangssignal entféllt.
Deshalb muss das homogene System

i = [A Rn7stnr
x(t) [A+bclz(t), x(0)€ (4.84)
ys(t) = ca(?)
aufgrund seiner Eigendynamik
x(t) = exp{(A + bc)t}z(0) Vt>0 (4.85)

am Ausgang den Sollwert w(-) generieren konnen. Hierzu ist in der Differentialglei-
chung (4.84) ein Subsystem erforderlich, das als internes Modell bezeichnet wird und
im Ahnlichkeitsorbit des Generators (4.81) liegt. Demzufolge ist bei der Wahl des Reg-
lers (4.74) die Forderung

0(Ag) C o(A+be) (4.86)

zu beriicksichtigen. Diese Uberlegungen sind in Theorem 4.8 zusammengefasst, dessen
Beweis auf Hilfssatz 4.7 gestiitzt ist. Jener zeigt, dass fiir ein beobachtbares System
in Jordan’scher Normalform eine Ahnlichkeitstransformation existiert, welche die Jor-
danform fiir die Systemmatrix beibehélt, dem Auskoppelvektor aber eine beliebige
Struktur zuweist.

Hilfssatz 4.7

Sein € N, ¢! € C" und A € C™" eine Matriz in Jordan’scher Normalform. Diese
besitze ein Spektrum mit 1 < n < n verschiedenen Eigenwerten \; € C, 1 =1,2,...,n,
deren Vielfachheiten durch 1 < m; < n bezeichnet werden und Z?:l m; = n erfillen.

Die Indizierung der Eigenwerte und der zugehdérigen Jordan-Blécke

Ji=X\€eC firm;=1 bzw. J; = R e C™>X™i fiirmy; > 1
o
Ai
(4.87)
sei derart vorgenommen, dass A = diag(Jy, Jo, ..., Jn) gelte. Falls das Tuple (A,c)
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die Kalman’sche Beobachtbarkeitsbedingung

c

cA
det | | #0 (4.88)

CAn—l
erfillt, existiert eine Matriz S € Gl,(C), die simultan den beiden Gleichungen
SAS'=A  und  ¢S'= (1 1 1) e RIxn (4.89)

genugt.

Beweis
Fiir jedes i = 1,2,...,7n wird eine Matrix D; und eine Matrix S; € Gl,,,(C) mit Hilfe
der komplexen Zahlen s;1,;2,...,8.m;, € C, s;1 # 0, durch

Si1 Si2 ... oo Simy -0 10
Sin Si2 : 01
S7ti= el und D; := 0 "-. 0| € R™*™ (4.90)
53,2 o1
- 8171 - - O_

festgelegt, um S~' = diag(S;!, S5', ..., S:!) aufzubauen. Weil A in Blockdiagonal-
form gegeben ist, kann SAS™! = diag(S;J1S; ", ..., SaJaS;') geschrieben werden.
Wegen J; = N\ I; + D; gilt SZ-JZ-S;1 = )\iSiSZ-_I + SiDiSi_l. Die Struktur von D, fiihrt
auf SiDiSi_l = D;, woraus sich SiJiS[l = J; und damit SAS~! = A ablesen lisst.
Die Jordan-Blocke J; besetzen auf der Diagonalen von A jeweils die Positionen p; bis
p; +m; — 1, die durch

p=1 und pi = pic1+mi—q firi=23,....n (4.91)
gegeben sind. Mittels Vektor-Matrix-Multiplikation
O(pi—l)Xmi

<cpi Cpit1 - cpﬁmi_l) =c| ILnysxm; |- gG:=n—p;,+1—my (4.92)

Oqi Xmy;

werden aus dem Vektor ¢ diejenigen Elemente selektiert, die dem Jordan-Block J;
entsprechen. Die vorausgesetzte Beobachtbarkeit fordert

0 0
(cpi - Cprmi—1) IS Cpy Ay k... %

1 1
(coi - Cprmim1) ] Cp; A k... %

=det | | : .| #0 (4.93)

det

m;—1 m;—1
(coi - Cpmi—1) i Cpi Ay k... %
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und verlangt dadurch c,, # 0. Deshalb bietet S;” ! die notwendigen Freiheitsgrade, um

St =
Cp; Cpi+1 -+ Cpitm;—1 T
(Cpisv:,l Cp;Si2 T Cp418i1 Cp;Si3 + Cpip18i2 + Cpy2Sin - ) =
(11 . 1) erm (199)

zu erzielen. n

Theorem 4.8 (Exakte Ausléschung des Regelfehlers)

Gegeben sei der Regelkreis (4.76), (4.77), dessen Sollwert durch den Generator (4.81)
mit dem Anfangswert (4.82) erzeugt werde. Zu jedem beliebigen Sollwertsignal w € W
existiert unter der Voraussetzung

0(Ag) C o(A+ be) (4.95)

ein Vektor x € R™"  so dass der Regelkreis (4.76) mit dem Anfangszustand z(0) =
xt auf eine Anregung w(-) mit der Antwort

e(t)=0 Vt>0 (4.96)

reagiert und damit den Regelfehler vollstindig ausloschit.

Beweis

Wie Folgesatz 1 in [55, S. 237 zeigt, lasst sich jede quadratische Matrix mit komplexen
Eintrégen in Jordanform darstellen. Mit Hilfe einer komplexen Matrix S¢ € GL(C)
wird der Signalgenerator (4.81) durch die Abbildung ((t) = Sgn(t) in Jordanform

((t) = ScAcSg'¢(t),  ¢(0) = San(0) € R
u(t) = caSg¢(t)
transformiert. Wegen Hilfssatz 4.7 bestehen bei der Wahl von S ausreichend Frei-

heitsgrade, um neben der Forderung, dass SgAgSg' in Jordanform vorliegt, auch die
Bedingung

(4.97)

caSol = (1 1 1) € RIX! (4.98)
zu erfiillen.

Durch I € N ist die Anzahl der Eigenwerte \; € C, i = 1,2,...,1, gegeben, so dass die
Zustandsmatrix das Spektrum

o(Ag) = 0(ScAcSg") = { A, day. . N} (4.99)

besitzt. Falls zwei natiirliche Zahlen i,j € {1, 2, 0y l} mit ¢ # j existieren, fiir
die \; = ;\j gilt, liegen mehrfache Eigenwerte vor. Sei durch 1 < [ < [ die Anzahl



4.6. Folgeregelung und StorgrofBenunterdriickung 121

der verschiedenen Eigenwerte gegeben. Um fiir jeden verschiedenen Eigenwert einen
Repréasentanten zu erhalten, werden die komplexen Zahlen

fir, i, -, fir € 0(Ag) = {1, Aoy N} (4.100)

so gewahlt, dass fiir alle Tuple (i,j) mit ¢, j € {1, 2,... ,l_} und ¢ # j die Aussage [i; #
fi; gilt. Die Vielfachheiten der Représentanten fi; werden durch m(f;) < I bezeichnet
und erfiillen S>°_ m(ji;) = 1.

Dariiberhinaus wird fiir jede Zahl i = 1,2, ..., ein Jordan-Block durch

Ji=p; €C wenn m(f;) = 1 (4.101)

beziehungsweise durch

J = o e CmE>mE)  wenn m(f;) > 1 (4.102)
Ly

223

eingefiihrt. Die Indizierung fiir fi; und damit gleichzeitig auch fiir J; sei so angesetzt,
dass sich

J1
SqAGS:t = (4.103)
Ji
schreiben ldsst. Dabei besetzen die Jordan-Blocke J~Z auf der Diagonalen von SgA(;S(_;l
jeweils die Positionen p; bis p; + m(ji;) — 1, die durch

]31 =1 und ﬁz = ﬁi—l + m(ﬂi_l) fiir ¢ = 2, 3, ce ,l (4104)

gegeben sind. Dieses Zustandsraummodell ist ein homogener Generator fiir den Sollwert
w(-), wel fiir ((0) = ¢; := S

v(t) = w(t) fur alle t > 0 und w € W (4.105)

gilt und daher jede Funktion aus der Klasse W erzeugt werden kann.

Mit einer geeignet gewihlten Matrix S € Gl 4, (C) und der Transformation £(t) =
Sz(t) wird ebenfalls das System (A + be, —b, ¢) in Jordanform iiberfiihrt:

() = S(A+be)STE(t) — Sbe(t),  £(0) = Sx(0)

() = eSle() (4.106)

Im Spektrum

o(A+be) =0(S(A+bc)S™") = { A, Ao, .., A, } (4.107)



122 KAPITEL 4. FUNNEL-CONTROL

befinden sich 1 < n < ng + n, verschiedene Eigenwerte, fiir die wiederum die Re-
prasentanten
Wiy 2y - -y fii € 0 (A + be) (4.108)

so gewahlt werden, dass fiir alle Tuple (i,j) mit 2,7 € {1,2, . ,ﬁ} und ¢ # j die
Aussage p1; # 1 gilt. Deren Vielfachheiten sind durch m(u;) < ng+n, bezeichnet, mit
S ml) = n, + .

Analog zur Partitionierung der Matrix SGAGSé1 wird ebenso Ay := S(A + bc)S™! in
Jordan-Blocke eingeteilt. Diese sind fiir alle 1 = 1,2,...,n durch

Ji = €C wenn m(p;) = 1 (4.109)
beziehungsweise durch
i1
Ji = o € Cmin)xm(u) wenn m(pu;) > 1 (4.110)
S
i
definiert und besitzen eine Indizierung in geeigneter Reihenfolge, weswegen sich
Ji
Ay =S(A+be)S™ = (4.111)
I

angeben lédsst. Die Jordan-Blocke J; decken sich mit der Diagonalen von A; auf den
Positionen p; bis p; + m(p;) — 1 mit

p=1 und pi = pic1 +m(pi—q) fiiri=2,3,...,n. (4.112)

Unter der geforderten Voraussetzung o(Ag) C o(Ay) gilt fiir alle j =1,2,...,[:
A€ Ay Ak, (4.113)

Nachdem das Spektrum von Ag in demjenigen von A; enthalten ist, finden sich
simtliche Eigenwerte fi; fiir © = 1,2,...,1 in der Menge {,ul, 2y - ,,uﬁ} wieder. Daher

lasst sich festhalten, dass fiir jedes ¢ = 1,2,...,l ein Index 7 = 1,2, ..., n existiert, so
dass fi; = p; mit m(f;) < m(p;). Der Anfangszustand von (4.106) sei durch
3
£0)=¢& = : e Crtnr (4.114)
:Ls+nr
dargestellt. Fiir alle Indizes i = 1,2, ..., werden dessen Elemente durch die Festlegung
&, = G, \
& -G “
ShN oo mit == Sam; (4.115)
G

Epstmifis) -1 Cpytm(fi)—1
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in Ubereinstimmung mit denjenigen des Anfangswertes (* gebracht, wobei die nicht
alloziierten Elemente von £ den Eintrag 0 erhalten. Die bestehende Wahlmoglichkeit
fir S € Gl, 1, (C) soll ausgenutzt werden, damit nicht nur A; = S(A + bc)S™!
Jordanform erhiilt, sondern damit dariiberhinaus auch der Vektor ¢S~! in denjenigen
Elementen mit 1 besetzt ist, fiir deren Positionen p;, p;+1,...,p;+m(f;)—1in (4.115)
eine Zuweisung erfolgt.

Ausgehend von diesem Anfangswert £ erzeugt die Eigendynamik des homogenen Sys-
tems (4.106) eine Zustandstrajektorie £(-), die im Skalarprodukt y(-) = cS7'&(+)
mit v(-) = w(-) tibereinstimmt, weshalb y,(-) = w(-) gilt. Durch Riicktransformation
x¥ = S71E& errechnet sich der Anfangswert, der die Aussage des Theorems erfiillt. ®

In der Praxis ist jedoch die Zielsetzung meist nicht die exakte, sondern vielmehr die
asymptotische Unterdriickung des Regelfehlers. Die Fragestellung, ob ein gewéhlter
Regler den Ausgang einer Regelstrecke mit beliebigem (und méglicherweise unbekann-
tem) Anfangszustand asymptotisch an ein gegebenes Sollwertsignal annéhert, wird
durch Theorem 4.9 gleichgesetzt mit der Frage, ob ein Anfangswert existiert, der eine
exakte Unterdriickung des Regelfehlers ermoglicht. Eine Antwort hierauf bietet Theo-
rem 4.8.

Theorem 4.9 (Asymptotische Ausloschung des Regelfehlers)

Der Regelkreis (4.76), (4.77) sei mit einem beliebigen Anfangswert x(0) € R"*nr
initialisiert und werde durch den Generator (4.81), (4.82) mit einem Sollwertsignal
w € W angeregt. Unter der Voraussetzung

0(Ag) C o(A+ be) (4.116)

konvergiert der Ausgang des Regelkreises asymptotisch gegen 0, es gilt e(t) — 0.

Beweis
Durch Variation der Konstanten lésst sich fiir das Anfangswertproblem (4.76) die
Losung

e(t) = cexp{At}z(0) + c/ot exp{A(t — 7) }bw(r)dT —w(t) ¥Vt >0 (4.117)

ermitteln. Theorem 4.8 garantiert unter den Voraussetzungen o(Ag) C (A + bc) und
w € W die Existenz eines Vektors x € R™ ™" so dass im Sonderfall z(0) = z die
Aussage

t
e(t) = coxp{At}ar + ¢ / exp{A(t — P }buw(r)dr —w(t) =0 VE>0  (4.118)

0
gilt. Mit einem geeigneten Vektor Az, € R"*" kann jeder beliebige Anfangswert

x(0) € R™*" in
z(0) =z, + Az, (4.119)
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zerlegt werden, so dass sich die Losung (4.117) zu

e(t) = cexp{At}z) + C/Ot exp{A(t — 7) }bw(7)dT — w(t) +cexp{ At} Az, =

N

—0 V120
= cexp{At}Az, Vt>0 (4.120)

ergibt. Bedingt durch o(A) C C_ lésst sich cexp{At}Az, — 0 und damit e(t) — 0
entnehmen. ]

Hinsichtlich der Fragestellung, ob die Unterdriickung einer beliebigen Stérung z(-) € W
moglich ist, wird die Strecke

To(t) = Agg(t) +bou(t) +bz(t),  x,0) € R
ys(t) = csxs(t) + dsz(t), Ay € RXms b b, cl € R™, d, € R
(4.121)
betrachtet. Zusammen mit dem Regler (4.74), e(t) = y,(t) und u(t) = y,(t) ergibt sich
der Regelkreis
i(t) = Awx(t)+bz(t), z(0) € Rt

(4.122)
e(t) = cx(t)+dsz(t),
wobei
l’(t) _ xs(t) : A — As + drbscs bscr 7 B _ drdsbs + bs = <CS 0) .
x,.(t) bycs A, dsb,
(4.123)

Fiir weitere Uberlegungen erfolgt eine Fallunterscheidung, abhiéngig vom Relativgrad
der Differentialgleichung (4.122).

Fall1: ds #0=r =0
Auflosen der Auskoppelgleichung in (4.122) nach z(¢) und Einsetzen in die Zustands-
gleichung ergibt:

1- 1-

t(t) = |A——b t —be(t 0 R7s+nr

i) = A= ghe|at+ e, o0 o

e(t) = cx(t) +dsz(t)
Eine exakte Unterdriickung der Stérung schlégt sich in der Forderung e(-) = 0 nieder
und verlangt

cx(+) = —dsz(+). (4.125)

Wegen z(-) € W gilt

z(t):v(t):(l 0 ... 0) Aoty Wi >0, (4.126)

Die Storung wirkt sich deshalb nicht auf y,(-) bzw. e(-) aus, wenn ein geeigneter An-
fangswert x(0) € R™ ™" existiert und [A—bc/d,] eine geeignete Eigendynamik festlegt,
so dass fiir alle ¢ > 0 die Gleichung

P (0) = (~dy 0L 0) ety (4.127)
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erfiillt ist.

Fall 2. d,=0=1r>1
Unter Ausnutzung der Ergebnisse aus Abschnitt A.8 erfolgt eine Transformation des
Regelkreises (4.122), (4.123) in BINF. Deren Struktur lésst sich fiir geeignete Kon-

stanten g, a;, h; € R, n :==ngs+mn,, i =1,...,nund j = 1,...,n — r durch die
Matrizen
[0 1 0 0]
0 0
0 1 '
Al — : : c RTXT, A2 — : c Rrx(nfr) ’
0 0
0O 0 O 1
Qr41 Qnp,
a; ag as Q|
[ h 0 0
A3 — c R(n—r)xr ’ A4 c R(n—r)x(n—r)
hpery O ... O
i hp_r O 0
(4.128)

beschreiben. Die gewéhlte Darstellung in BINF

: O1x(r—1)
) ) (€O
(5@) <5(t>>+ olj L v <5(0)) - (4.129)
B ¢(t)
et) = (10 ... 0) (5@))

teilt den Regelkreis in zwei Subsysteme auf, d.h. der Zustandsvektor (¢(t)” &(t)7)
zerféllt in die beiden Anteile

Al A2
As Ay

T

(W= (e ét) .. D@)ER wnd B ERT. (4130)
Das Problem der Stérgroflenunterdriickung verlangt
e(t)=¢t)=¢ét)=---=eDt)=0 V>0 (4.131)

und ist daher gleichbedeutend mit der Nullung des Ausgangs (siehe Abschnitt A.9).
Damit eine Stérung z(-) € W keine Auswirkung auf y,(-) bzw. e(-) erhélt, muss die
Bedingung

<am an> (1) = —g2(1) (4.132)

fiir alle ¢ > 0 erfiillt werden. Die Trajektorien £(-) ergeben sich als Losung der Diffe-
rentialgleichung

E(t) = AuE(t) + AsC(t), £(0) eR™, (4.133)
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wobei deren Eingangsgrofie ((t) — durch die Forderung (4.131) bedingt — entfallt. Des-
halb muss zur Unterdriickung der Storgrofe ein geeigneter Anfangswert £(0) existieren
und gleichzeitig A, die Gleichung

(arer o an) ) = (=g 0 ... 0)etey; (4.134)

fiir alle t > 0 erfiillen.

Die Vorgehensweise im Beweis von Theorem 4.8 ist auf das Problem der Stérgréfienun-
terdriickung iibertragbar. Daraus lassen sich die Bedingungen o(Ag) C o(A — be/d,)
bzw. 0(Ag) C o(A4) entnehmen, unter welchen die Gleichungen (4.127) bzw. (4.134)
eingehalten werden konnen. Diese Tatsache zeigt, dass ein Modell der Storgréfie im
Regelkreis enthalten sein muss.

Mit Bezug auf Funnel-Control bleibt festzuhalten, dass ein zusétzliches internes Modell
keine signifikante Verbesserung bringt, falls ein schmaler Trichter eingesetzt werden
kann, weil durch diese Mafinahme bereits ein kleiner Regelfehler erzwungen wird. Ein
internes Modell erzielt vorwiegend dann einen positiven Effekt, wenn der Trichter eine
grofle Mindestbreite beibehalten muss. Ein breiter Trichter kann als Regelfall fiir die
praktische Anwendung betrachtet werden.

4.7 Festwertregelung

Aus regelungstechnischer Sicht ist die Festwertregelung ein spezieller Fall der Folgere-
gelung mit konstantem oder zumindest stiickweise konstantem Sollwert. Dennoch soll
die Festwertregelung nicht als unbedeutender Sonderfall missverstanden werden — ein
erheblicher Anteil industriell geregelter Anlagen verlangt nach solchen Reglern. An die-
ser Stelle sind exemplarisch kontinuierliche Fertigungsanlagen zur Papiererzeugung und
Weiterverarbeitung zu nennen. Prozessgrofien wie die Transportgeschwindigkeit oder
die Dehnung der Papierbahn sollen zumeist auf konstanten Werten gehalten werden.
Auch Antriebe in Werkzeugmaschinen stellen einen umfassenden Anwendungsbereich
fiir Festwertregelungen dar. Ebenso treten Festwertregelungen in biologisch /chemischen
Prozessen auf, fiir die haufig konstante SollgroBen fiir Druck, Mischungsverhéltnis oder
Temperatur vorgegeben sind. Die Liste liele sich beliebig fortsetzen bis hin zu mikrome-
chatronischen Systemen wie Computerfestplatten, deren Schreib-/Lesekopf durch eine
Regelung in einem konstanten Abstand zur Magnetplatte gehalten wird. Aufgrund der
Bedeutung von Festwertregelungen ist diesem ,,Spezialfall* hier ein gesonderter Ab-
schnitt gewidmet.

Damit ein Prozess stationdr genau') geregelt werden kann, muss dem Prinzip des in-
ternen Modells zufolge ein integral wirkender Anteil im Regelkreis vorhanden sein. Im
ungestorten Regelkreis besteht kein Unterschied, ob das integrale Verhalten im Regler
oder in der Strecke lokalisiert ist. Reibungsfreie Antriebssysteme sind ein Beispiel fiir

D) Der Begriff ,stationir genau® ist in diesem Zusammenhang gleichbedeutend mit asymptotisch

verschwindendem Regelfehler bei Vorgabe eines konstanten Sollwertes.
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solche I-Strecken. Ein proportionaler Regler ist hier ausreichend, damit der Fehler (bei
konstantem Sollwert) asymptotisch verschwindet. Dagegen ist unter Storeinwirkung
(z.B. Reibung oder Lastmoment) die Position des I-Anteils entscheidend. Ein propor-
tionaler Regler ist nicht in der Lage, eine integrale Strecke unter dem Einfluss einer
konstanten Stérung stationédr genau zu regeln. Um hier einen verschwindenden Regel-
fehler zu erhalten, muss auf einen integralen Regler zuriickgegriffen werden.

Damit bleibt das Endergebnis, dass unabhéngig vom Streckentyp ohne zusétzlichem
Integralanteil im Regler keine stationire Genauigkeit unter Stoéreinwirkung erreicht
werden kann. Bei Verwendung von Funnel-Control (Proportionalregler) bleibt daher
stets ein Fehler. Es muss sich also der Trichter sehr stark verengen, um einen ak-
zeptablen Regelfehler zu erhalten. In der Praxis liegt das Problem dabei weniger in
der Tatsache, dass ein (kleiner) Regelfehler bestehen bleibt. Durch die Verengung des
Trichters wird der Fehler beliebig weit reduziert und darf als tolerierbar gering gelten.
Das Problem liegt vielmehr darin, dass in der Praxis der Trichter nicht beliebig schmal
gewdhlt werden darf, weil Messrauschen nicht vollstdndig unterdriickt werden kann.
Der Trichter muss das Rauschsignal umschliefen und ist somit auf eine Mindestbreite
festgelegt. Das begrenzt die Verengung des Trichters und damit auch die Verkleinerung
des Regelfehlers. Abhéngig von der Amplitude des Rauschens muss also ein grofer
Fehler in Kauf genommen werden. Aus diesem Grund ist der proportionale Regler fiir
die praktische Anwendung nicht ausreichend und muss um einen integralen Anteil er-
weitert werden, wobei die Stabilitdt der Regelung dadurch nicht beeintrichtigt werden
darf. Fiir die Erweiterung des Regelkreises um einen integralen Anteil bestehen zwei un-
terschiedliche Losungsmoglichkeiten. Zum einen kann ein Fiihrungsintegrator vor den
Funnel-Regelkreis gesetzt werden, so dass eine Kaskadenstruktur aus zwei Regelkreisen
entsteht. Diese Vorgehensweise wird standardméflig in der linearen Regelungstechnik
angewandt, vorzugsweise dann, wenn eine zustandsgeregelte Strecke asymptotisch einen
vorgegebenen Betriebspunkt erreichen soll. Zum anderen kann der Integralanteil direkt
in den Funnel-Regelkreis eingebunden werden. Diese Losung ermdoglicht das Zusammen-
fassen von Internem Modell und Regelstrecke zu einem dynamischem Gesamtsystem.
Der erforderliche Stabilitatsbeweis besteht in diesem Falle darin, die Zugehérigkeit des
Gesamtsystems zur Systemklasse P zu zeigen.

In den folgenden Unterabschnitten werden die beiden genannten Varianten zur Ein-
bringung des integralen Anteils ndher diskutiert und verglichen.

4.7.1 Fiihrungsintegrator /Kaskadenstruktur

Eine aus der linearen Regelungstheorie bekannte Abhilfemafinahme gegen einen stati-
ondren Regelfehler ist die Anpassung des Sollwertes durch einen {iberlagerten Regel-
kreis. Jene kann sowohl durch einen Fiihrungsintegrator als auch durch einen PI-Regler
realisiert werden. Damit ergibt sich eine Kaskadenstruktur aus Funnel- und PI-Regler,
die in Abbildung 4.7 dargestellt ist.

Fiir ein Zweimassensystem als Regelstrecke ist diese Variante in [28] betrachtet. Im
Gegensatz zur iiblichen Anwendung der Kaskadenstruktur, bei der das dynamische
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Abbildung 4.7: Zweischleifige Kaskadenstruktur: dem inneren Regelkreis — bestehend
aus Strecke und Funnel-Regler — ist eine duflere Schleife mit PI-Baustein {iberlagert.

Verhalten des inneren Regelkreises als bekannt und meist auch als linear vorausgesetzt
wird, ist im Zusammenhang mit einem zeitvarianten Regelgesetz und einer Strecke mit
unsicheren Parametern diese Annahme unzutreffend. Daraus erwéchst die Frage nach
einer geeigneten Verstdrkung fiir die d&uflere Regelschleife, mit der sich das Gesamtsys-
tem stabil verhélt.

In [28] ist der Versuch unternommen, diese Problemstellung nicht mittels zeitkontinu-
ierlich arbeitendem Adaptionsgesetz, sondern durch eine stiickweise konstante duflere
Kreisverstarkung zu 16sen. Ein solcher Ansatz birgt jedoch den Nachteil, dass eine
sprungformige Anderung der Verstirkung eine unzuléssige sprungformige Verénderung
des Sollwertes fiir den inneren Regelkreis nach sich zieht. Daher ist grundsétzlich die
Moglichkeit gegeben, dass der Regelfehler durch einen Sprung den Trichter verlésst, oh-
ne dass der Regler eingreifen konnte. Dieser unerwiinschte Fall muss durch zusétzliche,
bisher noch nicht entwickelte Mafinahmen verhindert werden, damit ein tragfdhiger Sta-
bilitatsbeweis fiir die Kaskadenstruktur gefithrt werden kann. Desweiteren stiitzt sich
die dort gefithrte Argumentation auf die Kombination aus Stellgréf8enbeschréankung
und stabiler Strecke im inneren Regelkreis, die selbst bei ungiinstiger Einstellung des
Fithrungsintegrators ein unbeschrinktes Anwachsen der Zustandsgrofien ausschlief3t.
Gerét jedoch die Stellgréfle des inneren Regelkreises in Séttigung, besteht prinzipiell
die Gefahr, dass der Fehler den Trichter verlésst.

Ohne diese Herangehensweise eingehend zu diskutieren und deren Schwachstellen zu
beheben, wird diese Methode hier aufgegeben und stattdessen der Integralanteil in den
Rahmen des internen Modells eingebettet.

4.7.2 Integraler Anteil im Funnel-Regelkreis

Die geeignetere von beiden Losungsmoglichkeiten ist, um die Stabilitdt der Regelkreises
nicht zu gefihrden, den integralen Anteil als internes Modell zu betrachten, zur Regel-
strecke hinzuzurechnen und damit direkt in den Funnel-Regelkreis zu implementieren.
Diese Vorgehensweise ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Dadurch bleibt weiterhin der
einschleifige Regelkreis bestehen, es erfolgt eine Reihenschaltung aus internem Modell
und Regler. Nachdem der PI-Baustein

r(t) = o(t), z;(0) e R

u(t) = kpzi(t) + kpo(t) (4.135)
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Abbildung 4.8: Einschleifige Regelung mit Reihenschaltung aus Proportionalregler und
internem Modell.

einen Durchgriff mit dem Faktor kp aufweist, besteht ein Relativer Grad von 0. Solan-
ge die Verstiarkungen k; und kp identisches Vorzeichen besitzen, ist der Realteil der
Nullstelle ¢ = —k;/kp negativ. Daraus folgt die Minimalphasigkeit des PI-Gliedes, die
nach Satz A.30 mit der Stabilitdt der Nulldynamik dquivalent ist. Es ist im Einzelfall
zu {iberpriifen, ob der PI-Baustein zur Strecke hinzugefiigt werden darf, ohne deren
Zugehorigkeit zu S zu beeintrachtigen. Fiir lineare Strecken ist diese Aufgabe trivial.
Es lasst sich zeigen, dass jede lineare Strecke aus & durch (4.135) erweitert werden
kann und dabei die notwendigen strukturellen Eigenschaften beibehélt.
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Abbildung 4.9: Hochverstiarkungsbasierte Regelung mit nicht-monotoner Verstérkungs-
funktion fiir das Einmassensystem (4.71) mit internem Modell (PI-Block, kp = 20,
kr = 50).
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Der Integrator im PI-Baustein fordert v = 0 als Zwangsbedingung, damit der Regelkreis
in seiner Ruhelage verharrt. Das proportionale Verhalten des Reglers gestattet die
Einhaltung dieser Restriktion lediglich fiir e = 0. Aus diesem Grund muss in der
Gleichgewichtslage e = w — y = 0 gelten, es liegt daher stationdre Genauigkeit vor.

Bestitigt werden diese Uberlegungen durch die Simulation in Abbildung 4.9. Hier ist
die Simulation aus Abschnitt 4.5 wiederholt, wobei ein internes Modell gemafl Glei-
chung (4.135) mit den Parametern kp = 20 und k; = 50 eingesetzt ist. Die Trichter-
breite ist fiir ¢ — oo durch Ar = 0.75 rad/s gegeben. Deutlich zu erkennen ist das
asymptotische Verschwinden des Regelfehlers, selbst unter dem Einfluss einer konstan-
ten Laststorung von 15 Nm.

4.8 Zeitvariante Regelung mit internem Modell bei
linearen Prozessen

Der in Abschnitt 4.1 erlauterte, zeitvariante Proportionalregler setzt wegen der Vorgabe
(-) € L™ einen Trichter voraus, dessen Rénder +0F, nicht gegen 0 konvergieren
diirfen. Damit gestattet dieser Regler zwar, einem Sollwert w(-) mit beliebig geringer
Abweichung zu folgen, asymptotisch exaktes Folgeverhalten wird dadurch aber nicht
garantiert.

Die Veroffentlichung [38] bildet die Grundlage fiir asymptotische Folgeregelung mittels
Funnel-Control. Durch die Erweiterung des proportionalen Reglers mit einem internen
Modell wird das asymptotische Verschwinden des Regelfehlers erreicht, wobei sich die
dort erzielten Ergebnisse auf die Kombination von linearen Modellen mit linearen Re-
gelstrecken aus der Systemklasse & beziehen. Es lésst sich zeigen, dass der Regelfehler
verschwindet, weil mit () & £ ein Trichter mit der Endbreite 0 verwendet werden

darf [38].

Den nachfolgenden Betrachtungen liege aus der Systemklasse S die lineare Regelstrecke

©(t) = Ax(t)+bu(t), z(0)==xz,€eR", (Abrc)eS

4.136
y(t) = cx(t), (A, b,cT) € RV x R™ x R” ( )

zugrunde, der vorgegebene Sollwertverlauf w(-) geniige der homogenen Differentialglei-
chung (4.80). Mit Hilfe des Polynoms N : s — Zizo ;5" 1dsst sich die Gesamtheit aller
Sollwertsignale, welchen die Strecke asymptotisch exakt folgen konnen soll, durch die
Menge

W(N) = {w € C®(Rso; R) ‘ N (%) w(-) = o} , NcR[s], N(s) £0V¥seC,

(4.137)
ausdriicken. Unbeschréinkte Sollwertverlaufe w(-) ¢ £ werden ausgeschlossen, da fiir
N(-) keine Wurzel mit positivem Realteil zugelassen ist. Fiir die Realisierung eines
geeigneten Sollwertgenerators ist eine Matrix A € R¥** zu wihlen, deren charakteris-
tisches Polynom mit N(-) iibereinstimmt.



4.8. Zeitvariante Regelung mit internem Modell bei linearen Prozessen 131

Um eine ideale Stellgrofie zu erzeugen, die den Regelfehler e(t) = y(t) — w(t) asympto-
tisch zum Verschwinden bringt, wird das interne Modell

£t) = Agt) +bu(t), €(0)=¢& eRY

u(t) = é(t) +o(t), (A,5,&7) € R™ x R” x R¥ (4.138)

als minimalphasiges System mit Durchgriff (Relativgrad 0) angesetzt und erfiillt daher
die Bedingung

I,—A —b
det [S ~
¢

) #0 Vs e Cmit Re{s} >0. (4.139)

Mit einem proportionalen Regler v(t) = —k(t)e(t) wird der Regelkreis geschlossen, der
sich durch das Anfangswertproblem

x(t) A be| [z(t) b x(0) -
(é(t)) 0 A <£(t)>_k(t) (b) 0 <£<0>>ER+
IR
o = e o) ()
darstellen lasst. Fiir eine abkiirzende Notation werden die Grofien

A be _ _ o [
o Al b= (i))’ ¢ = (c O) und  Z(t) := <§(t)> (4.141)

(4.140)

eingefiihrt.

Theorem 4.10

Wird das Stellsignal u(-) der linearen Regelstrecke (4.136) durch das interne Mo-
dell (4.138) generiert, dessen FEingangsgrifie dem zeitvarianten, proportionalen Re-
gelgesetz

1
1= (¢(0et)?

v(t) = —k(t)e(t) mit k(t) und  e(t) =y(t) — w(t)

(4.142)
entspringt, ergibt sich das Anfangswertproblem (4.140). Dieses besitzt fir jeden An-

fangswert (z(0)7, £(O)T)T € R™ x RY eine eindeutige mazximale Losung = : [0, T[—
R™ mit T € 10, oo, wenn folgende Voraussetzungen gegeben sind:

(i) Die Funktion 1 : Rsg — R ist absolut stetig, monoton wachsend, unbeschrankt
und erfillt 1(t) = 0 < t = 0. Jeder anfingliche Fehler e(0) € R liegt damit
zum Zeitpunkt t = 0 innerhalb des Trichters.

(ii) Es gibt eine Konstante v > 1, fir welche die Funktion 1(-) den Wachstumsbe-
dingungen
vopt/2)  VieR,

v [L+((t)]  fir fast allet € Ry (4.143)

<
<

genugt.
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(iii) Das Sollwertsignal w : R>g — R, w € W ist eine Linearkombination aus Kon-
stanten und sinoidalen Schwingungen und ldsst sich als Ausgang einer homogenen
linearen Differentialgleichung der Ordnung v € N darstellen.

(iv) Das interne Modell ist in geeigneter Weise parametriert und auf den Sollwertver-

lauf abgestimmt, d.h. N erfillt N(d/dt) - w(-) = 0.
Fiir die Losung gelten daber folgende Figenschaften:

(i) Die Lisung ist fir alle Zeiten t > 0 definiert, d.h. T = co.

(ii) Der Fehler e : R>g — R bewegt sich fiir alle Zeiten t > 0 im Trichter, weil eine
Zahl € €10, 1] existiert, die fiir alle t > 0 die Ungleichung ¥(t)le(t)] < 1 —¢
erfillt. Dadurch kann mit den Trichterrindern das transiente Verhalten, d.h. das
gewtinschte Abklingen des Fehlersignales festgelegt werden. Weil dariiberhinaus
(e(t),v(t)) — (0,0) gilt, verschwindet der Fehler asymptotisch.

(iii) Die Verstirkung k(-), die Stellgrifie u(-) und die Zustinde z(-) sind beschrinkte
Funktionen.

Die Wachstumsbedingungen (4.143) schliefen ein exponentielles Abklingen des Trich-
ters aus und verbieten den Trichterrand v : t — exp{at} — 1, a > 0. Es existiert keine
reelle Zahl 7, welche auch fiir t — oo der Forderung exp{at} — 1 < vy(exp{at/2} — 1)
geniigt. Ein zuldssiger Rand ist zum Beispiel die Funktion ¢ — () = t*, a > 1, die
fiir v = 2% < oo die Voraussetzungen erfiillt.

Beweis
Zunéchst wird abhingig vom Sollwertverlauf w(-) € W eine zusammenhéngende, offene
Menge D,, C R, x R"*”

Dy, = {(t,¢) € Ry x R™™ | 4(t) - [e¢ — w(t)| < 1} (4.144)

definiert. Wird (4.140) als Anfangswertproblem in D,, dargestellt, ldsst sich in kom-
pakter Form

B = fE3(1),  #(0) = ("’“’ O>> (4.145)

angeben, wobei f : D,, — R™" durch
1
[L(t)]e¢ — w(t)]]

gegeben ist. Als Losung von (4.145), (4.146), (4.141) wird eine stetig differenzierbare
Funktion Z : [0, T[— R"™ mit 0 < T' < oo und (t,Z(t)) € D, fiir alle t € [0, T
bezeichnet, die (4.145) erfiillt. Weiterhin heifit Z eindeutige maximale Losung, wenn

F(t.0) = AC = — _B[e¢ — w(t)] (4.146)

i:[0, T[— R (4.147)
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eine Losung von (4.145), (4.146), (4.141) ist und daraus

T<T und =i (4.148)

x‘[o, 7
folgt. Da f als rechte Seite von (4.145) in D,, lokal Lipschitz-stetig ist, folgt aus der
Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen, dass fiir jeden Sollwertverlauf w € W
und fiir alle Anfangswerte (z(0), £(0)) € R™ x R” das Anfangswertproblem (4.145),
(4.146), (4.141) eine eindeutige maximale Losung z : [0, T[— R™™ mit 0 < T < oo
besitzt. Falls T" < oo ist, verlésst (t,f(t)) jede kompakte Menge C' C D,,, weswegen
ein Zeitpunkt t* € [0, T existiert, fiir den (t*, :i(t*)) ¢ C gilt [38, Prop. 3.1].

Das Interne Modell ist an den vorgegebenen Sollwertverlauf w(-) angepasst, was fiir
alle w € W die Existenz eines geeigneten Anfangswertes p, € R"™ sichert, fiir den die
homogene Differentialgleichung

p(t),  p(0)=p, € R"™
p(t)

pt) =
w(t) =

N

(4.149)

)

das Referenzsignal w(-) generiert. Die Funktion p : t — exp{At}p, markiert den idealen
Verlauf der Zustandsgréfen in der Serienschaltung aus internem Modell und Strecke.
Bewegt sich der Zustandsvektor Z(t) = (z(t)”, & (t)T)T entlang der durch p(-) vorge-
zeichneten Trajektorie, folgt der Ausgang der Strecke dem Referenzsignal exakt, was
sich in y(-) = w(-) < e(-) = 0 niederschlégt. Ziel ist daher, dass die Zustandsgrofen
im geschlossenen Regelkreis asymptotisch gegen den Verlauf p(-) konvergieren.

Mit e(t) = y(t) — w(t) und z.(t) = z(t) — p(t) lasst sich e(t) = cz.(t) und die Fehler-
differentialgleichung

To(t) = 2(t) — p(t) = (A — k(t)be)ze(t) =Azc(t) — k(t)be(t),

(4.150)
2.(0) = 2(0) = p(0) V€0, T

angeben.

Durch Lemma 3.5 in [38] ist gewéhrleistet, dass die Kombination aus internem Mo-
dell und Strecke — beschrieben durch das Triple (A, b, ¢) — Relativgrad 1, eine positi-
ve instantane Verstdrkung und minimalphasiges Verhalten besitzt. Diese Eigenschaf-
ten erlauben die Anwendung von Lemma 3.4 in [38], womit eine invertierbare Matrix
S € Gl,,.4,(R) berechnet wird, mit deren Hilfe eine lineare Koordinatentransformation

(e(?), z(t)T)T = Sz.(t) erfolgt. Es ergibt sich

(28) = SAS™! (28) — k(t)Sbe(t)  Vtelo, T| (4.151)

mit
Ay

SAS™! = 2
As A,

, wobei A; € R, AT Ay e R™71 A, € RO =Dx(ntv—1)

(4.152)
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und

- b cb
a-(9)-(2) .

Dadurch wird die Aufspaltung in eine zeitvariante Differentialgleichung erster Ord-
nung und in die lineare Nulldynamik erreicht. Daraus resultiert eine Darstellung des
geschlossenen Regelkreises in Byrnes-Isidori-Normalform

é(t) = Ase(t) + Agz(t) — k(t)cbe(t)
Z(t) = Ase(t) + Asz(t)
K(t) = [1 = (¢ (0)e(t)]

von der ausgehend der Verlauf der Nulldynamik im maximalen Existenzintervall mittels
Variation der Konstanten formal angeschrieben wird:

(4.154)

-1

Vtelo, T,

z(t) = exp{A4t}z(0) —l—/o exp{A4(t — 7)}Aze(T)dr Vit e [0, T (4.155)

Nachdem eine Losungstrajektorie z definitionsgeméafl derart verlduft, dass (t,f(t)) €
D, fiir alle t € [0, T gilt, trifft die Ungleichung

v)le®)| <1 Vielo, T] (4.156)

zu, aus der mit ¢ (t) > 0 fir alle t > 0 die Aussage |e(t)| < oo fir alle t € ]0, T[ zu
folgern ist. Zusammen mit |e(0)| < oo ergibt sich daraus e € L£>([0, T[;R). Wegen
e(t) = cx.(t) folgt daraus z. € L>([0, T[; R™""). Bedingt durch die bestehende Mini-
malphasigkeit ist A4 eine Hurwitz-Matrix, so dass e(-) € £> die Aussage z(-) € L™
nach sich zieht.

Werden die Abkiirzungen
qo(t) := Agexp{A4t}z(0) — 0 (4.157)

und
q(t) := AQ/ exp{A4(t — 7)}Aze(r)dr Vit e [0, T| (4.158)

genutzt und in (4.154) eingesetzt, entsteht die Differentialgleichung
é(t) = [Ar — k(t)cble(t) + qo(t) + u(t) Vit [0, TT. (4.159)
Nachdem der Einfluss der Grofie
90O < [4al] - [ exp{Ast}] - [20)]| < exexp{—pt},  e,p>0  (4160)

wegen o(Ay) C C_ exponentiell abklingt, geht die Differentialgleichung (4.159) asym-
ptotisch in ein homogenes System iiber. Weil ¢; kein unabhéngiger Eingang ist, sondern
gemif (4.158) als Ausgang eines dynamischen Systems mit Eingang e berechnet wird,
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liegt an dieser Stelle eine Riickkopplung vor, von der gegebenenfalls eine destabilisieren-
de Wirkung ausgehen kann. Der Schluss k(t) > A;/(cb) = e(-) € L ist daher nicht
zuléssig. Im Folgenden ist zu zeigen, dass trotz Riickkopplung von e iiber das Signal ¢;
die Stabilitdat der Fehlerdifferentialgleichung fiir groffe Verstarkungen gegeben ist. Wie
Theorem A.42 aufzeigt, stellt die nach [38, Lem. 3.5] vorliegende Minimalphasigkeit
fiir das Tuple (14_1, 5) Detektierbarkeit sicher. Detektierbarkeit schliefit aus, dass (fl, é)
ein dynamisches System mit instabilem, unbeobachtbarem Systemanteil beschreibt.
Falls ein nicht beobachtbarer Unterraum des Zustandsraumes existiert, sind darin aus-
schliefllich stabile Moden enthalten. Damit gestattet ein beschrianktes Ausgangssignal
den Schluss auf einen beschrankten Zustandsvektor. Unter der Voraussetzung w € £
lasst sich aus diesem Grund an (4.149) die Aussage p € L ablesen. Wegen z, € L
resultiert unmittelbar z = (z. +p) € L2 und e =y —w = (¢Z —w) € L.

Im Zusammenhang mit der zeitvarianten Einstellung der Verstdrkung ist zu kléren,
ob die Funktion k(-) beschréankt bleibt. Diese Fragestellung wird durch einen Wider-
spruchsbeweis beantwortet, dem die Annahme k(-) = [1— (zﬁ(-)e(-))ﬂ ' ¢ £ zugrun-
de gelegt wird.

Eine streng monoton wachsende Folge (k;) mit (k;) — oo fiir j — oo und ky > 1
definiert analog zum Beweis von Theorem 4.6 fiir jede Zahl j € N zwei Intervallgrenzen:

7 = inf{t €0, T[| k(t) = kjs1} (4.161)
o; = sup{tel0, 7] | k(t) =k; > 1} (4.162)

Aus dieser Festlegung geht die Aussage
k’(Tj) = Kj+1 > kj = ]{J(O'j) V] eN (4163)

hervor, zu der — basierend auf der Annahme k(-) ¢ £ — in drei Teilschritten ein
Widerspruch aufgestellt wird.

Schritt 1: zeitliche Ableitung von k
Die zeitliche Ableitung der Verstéarkung lédsst sich durch

d 1 d
0 = T e 2O g 06 =
= (1)? 20(0)e(t) ($(0)et) + B(1)é(r)) = (4.164)

= k(t)’ [%(t)lb(t)e(t)Z + 2¢(t)26(t)é(t)} vte [0, T]

berechnen. Wird dariiberhinaus Gleichung (4.159) und ¢o(t) := qo(t) + q1(t) + Aze(t)
eingesetzt, ergibt sich

Ck(t) = b(1)? [20(00(06(0)? + 20(0%e(0)a(t) — 200k (ebe(t)?] Ve € [0, T[.

dt
(4.165)
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Die Wachstumsbedingungen (4.143) setzen abhéngig von 1(t) eine obere Grenze fiir
¥ (t) und erlauben mit ¢ (t)|e(t)| < 1 die Ungleichung

YO (e(t)” < Y[l +e@)]e(t)? <AL +vD)]le(t)] <ylle(®)| +1]  (4.166)

anzuschreiben. Wegen e € L gibt es eine reelle Konstante ¢, > 0, die den Term
v[le(t)| + 1] beschrénkt und dadurch

V() h(e(t)? <ec,  Ytelo, T| (4.167)

garantiert. Mit (4.160) und |g2(t)] < [qo(t)] + g1 ()| + |As|le(t)| lasst sich fir den
Ausdruck 9 (t)%e(t)gq(t) durch

(1) 2e()a(t) <Ol (lao()] + lan(B)] + [Aule(®)]) <
<o(Olgo(0)] + (1)1 (1)] + | A1) < (4.168)
<erp(t) expf—put} + $(O)|ar (1) + A1 Ve o, T]

eine obere Grenze finden. Fiir |¢;(¢)| wird ausgehend von Gleichung (4.158) eine Schran-
ke durch die Berechnung

t
()] < ||A2||/O le @ - [ As]| - Je(r)]dr <

< 1l [ e Daral mox 167 +
t (t=7)
+[|A T AT A =
Il | arlaal s, ietr)
I 0] o) _mas (o) +
= —|€e max |e\T
2 U rep, t/2
sl e ) max )
—|€ max |e(7T)| =
) W ez 1
Aall A5l [ (i e "
_ _ <
el S ) sy le(r)l+ (1= <™ max le(r)l] <
Al - ||A
< M{e_“m max |e(7)| + max |e(r)|] Vielo, T[ (4.169)
) T€[0, t/2] TE[t/2, 1]

ermittelt. Eingesetzt in (4.168) ergibt sich mit ¢z := (|| Az|| - || As]|)/© die Ungleichung
BP0 < extlt)e 4 vlt)es o2 s (el + mx [e(r)]| + 14
T€0, t/2] TE[L/2, 1]

Vtelo, T,
(4.170)
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in der ¢(t) als Faktor auftritt. Da die Funktion ¢(-) iiber alle Grenzen wéchst, ist zu
priifen, ob die jeweiligen Produkte fiir alle ¢ € [0, T'[ beschrénkt bleiben.

Aufgrund der Wachstumsbeschrankung (4.143) nimmt t(-) nicht mit exponentieller
Rate zu. Daher sind die Summanden my : t ~— ¥(t)e ™ und my : t — (t)e "2 be-
schrénkt. Fiir ¢(t) max.cp /2, 4 |e(7)| dagegen ist eine weitere Umformung nétig. Fiir die
monoton steigende Funktion ¢(-) gilt min ¢y o, 4 ¥(7) = ¥(t/2). Zusammen mit (4.156)

folgt
1 1

e(t)| < — = max |e(7)| < ——=. 4.171

<) »(t) Aty el »(t/2) )
Daraus erklért sich die Zerlegung des Integrales in (4.169) auf zwei Teilintervalle. Ei-
ne sinnvolle Abschitzung wird nur erreicht, wenn das Maximum iiber einem streng
positiven Intervall gesucht wird, da andernfalls wegen 1(0) = 0 die triviale Aussage
max,co, ¢ |€(7)| < 1/¥(0) = oo resultieren wiirde.

Aus (4.171) lasst sich () max,cp/2, 4 |e(7)] < 9(t)/1(t/2) schreiben, was mit (4.143)
auf
b(t)
V() max IOl < 779

fithrt. Einsetzen der berechneten Abschitzungen in die Ableitung der Verstéirkung lie-
fert den Ausdruck

<5 < o0 (4.172)

ik’(t) < 2k(t)? ey + coma(t) + csma(t) max |e(7)| + c3y + |Ar| — w(t)Qk:(t)cbe(t)Q] :

dt T€[0, t/2]
(4.173)

Die beschrankten Grofien werden durch eine Konstante K; € R mit

K1 > ¢y + cymy(t) + csma(t) Er%at}%] le(T)] + 37 + | Ay Vtelo, T[ (4.174)

zusammengefasst, woraus schliefSlich

%k(t) < 2k(t)? [Kl — cb(¥(t)e(t))

2

k(t)} Vtelo, T] (4.175)

als Abschétzung fiir die Ableitung von k(t) resultiert.

Schritt 2: es gibt eine Konstante n > 0, so dass 1(t)|e(t)| > n > 0 fiir alle t € [0, 7]
Wegen ko > 1 definiert die Wurzel

1
77::’/1_k_>0 (4.176)
0

eine positive Zahl n > 0. Durch Umstellen wird daraus der Zusammenhang ky =
1/(1 — n*) gewonnen. Aufgrund der Monotonie der Folge (k;) gilt fiir alle j > 0 die
Ungleichung k; > ko. Folglich lésst sich im Intervall [0}, 7]

k(t) = 5 > kj > ko=
1= (¢(t)e(t))

1_ 772 Vit e [Uj, Tj] (4177)
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angeben. Daraus ist
S@Ole®) =n>0 Vie o, 7 (4.178)

abzulesen. Diese Ungleichung zeigt, dass die Funktion (1/)()|e()|)2 im Intervall [0}, 7]
von 0 wegbeschrankt ist.

Schritt 3: k() < 0, wenn k(t) hinreichend groB
Um einen Widerspruch zur Annahme aufzustellen, ist die Aussage

3 €N : k(t) <0 VteE o, 7] (4.179)
zu beweisen. Aus Ungleichung (4.175) ist ersichtlich, dass hierzu eine entsprechend
grofle Verstiarkung

K
B(t) 2
(v(t)e(t)) cb
hinreichend ist, weil nach Schritt 3 das Produkt (¢(-)e(-))2 von 0 wegbeschrankt ist.

Daher erreicht der Term (w(t)e(t))Zk(t) beliebig hohe Werte, wenn die Annahme k(-) ¢
L zutrifft.

(4.180)

Wird eine Zahl j* hinreichend grof8 gewihlt, garantiert die Monotonie der Folge (k;),
dass kj» = k(o;+) die Bedingung

K K
k(t) > k(o) > 5= > — Vi€ [0, 7)) (4.181)
nch (w(t)e(t)) cb
erfiillt. Eingesetzt in (4.175) folgt schlieflich
d
ak(t) S 0 \V/t € [O'j*, Tj*] = ]Cj*+1 = ]{?(T]*) S k?(O']*) = k’J* (4182)

und ldsst damit ein Widerspruch zur Aussage (4.163) entstehen. Als Konsequenz re-
sultiert daraus k(-) € L.

Weil k(-) beschriankt bleibt, gibt es eine Zahl ¢ > 0, die fur alle ¢t € [0, T'[ die Unglei-
chung ¢ (t)]e(t)| < 1 — ¢ erfiillt.

Das Regelgesetz v(t) = —k(t)e(t) liefert eine beschriankte Funktion v € £>2([0, T[;R),
da sowohl k(-) als auch e(-) auf dem Intervall [0, T'[ beschriankt sind. Ebenfalls ist
die StellgroBie u € £2°([0, T[;R) beschriankt, was sich aus v € L>*([0, T[;R) und der
Tatsache erschlieft, dass A in (4.138) als Hurwitz-Matrix vorausgesetzt ist.

Um das Existenzintervall der Losung auf die positive reelle Achse auszudehnen, wird
zum Aufbau eines Widerspruches 7' < oo angenommen. Wegen z, € £°([0, T[; R"™)
kann eine Konstante Ky > 0 eingefithrt werden, die ||z.(t)|| < K fiir alle t € [0, T
erfiillt. Wird

C:={(t,¢) €Dy | ¥(t) -l —w(t)]| <1—¢, [[¢| < Ky, €0, T[}  (4.183)

definiert, stellt C' eine kompakte Untermenge von D,, mit der Eigenschaft (¢, z(t)) € C
fir alle t € [0, T[ dar und widerspricht damit [38, Prop. 3.1], die unter der Annahme
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T < oo die Existenz eines Zeitpunktes t* € [0, T'[ mit (¢*,Z(t*)) ¢ C fordert. Folglich
gilt T' = oo.

Unter der Voraussetzung einer unbeschrénkten, monoton wachsenden Funktion ()
ergibt sich

le(t)] < 1/9(t) — 0 wenn t — 00 (4.184)
und zeigt, dass asymptotisch exaktes Folgeverhalten erreicht wird. Zusammen mit k& €
L ist unmittelbar die Aussage v(t) = —k(t)e(t) — 0 fiir ¢ — oo zu entnehmen. [

1.2} — L — 40F,
—y c
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-1 ‘ : ‘ ' -05 ‘ ‘ ‘ :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
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Abbildung 4.10: Hochverstarkungsbasierte Regelung mit internem Modell und asym-
ptotisch verschwindendem Trichter.

Um die Wirksamkeit eines internen Modells zu demonstrieren, sei exemplarisch die
Regelstrecke?

352+ 25+ 1
F(s)= ———F+— 4.1
() = S (1.155)
betrachtet, die dem Sollwertverlauf
2
‘s 1+ cos(t) L, L N s _ s + 0.5 | (4.186)
2 2s  2(s24+1)  s(s+4)(s—1J)

folgen soll. Im Sollwert enthalten ist ein konstanter Anteil mit der Frequenz 0 und eine
Kosinusschwingung mit der Frequenz 1 rad/s. Der Nenner des Laplace-transformierten

2) Die Darstellung der Regelstrecke als Ubertragungsfunktion setzt implizit den Anfangszustand 0
voraus.
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Sollsignales driickt dies durch die Polstellen bei s = 0 und s = £j aus und legt dadurch
das Polynom N € R[s] zu N : s — s + s fest. Wegen
1

w®(t) = —w(t) = 5 sin(®) (4.187)

ist fiir den vorliegenden Sollwert N (<) w(-) = 0 erfiillt, so dass w(-) € W(N) zutrifft.
Durch N(-) ist das Nennerpolynom des internen Modells bereits vorgegeben, da dessen
Eigendynamik das Signal w(-) reproduzieren muss. Um Forderung (4.139) zu erfiillen,
muss als Zéhler ein Hurwitzpolynom dritter Ordnung gewéhlt werden. ZweckméBig ist
beispielsweise ein Modell mit der Ubertragungsfunktion

(s +1)(s+0.75)(s + 0.5)
s(s+7)(s = J)

Fru(s) = (4.188)

Der asymptotisch gegen 0 konvergierende Trichterrand ist Einschrankung (4.143) un-
terworfen, die von der absolut stetigen Funktion

bt (4.189)

jedoch fiir die Konstante v = 4 eingehalten wird. In Abbildung 4.10 ist ersichtlich,
dass asymptotisch der Regelfehler abklingt. Folglich verschwindet auch der Ausgang
v des Proportionalreglers, der gleichzeitig die Eingangsgrofie fiir das interne Modell
darstellt. Angeregt durch das Signal v(-) bewegt sich die Eigendynamik des Modells in
einer Weise, dass trotz v — 0 die Stellgrofle u(t) gegen ihren Idealverlauf strebt und
diesem dauerhaft folgt. Indem ein Signal u(-) generiert wird, das e(t) — 0 erreicht,
iibernimmt das interne Modell asymptotisch die Steuerung der Strecke und setzt fiir
t — oo den Regler aufler Kraft.



Kapitel 5

Einfluss hoher Relativgrade

5.1 Die Problematik hoher Relativgrade

Die beiden Kapitel 3 und 4 befassen sich mit diversen Varianten der hochverstarkungs-
basierten Regelung und beschréanken sich dabei auf Regelstrecken mit Relativgrad 1.
Um die bei hoheren Relativgraden entstehende Problematik anschaulich darzustel-
len, sei zunéchst eine lineare Regelstrecke betrachtet. Fiir nichtlineare Strecken gilt
Ahnliches, auch wenn die verwendete Argumentationsweise mittels Wurzelortskurven
in diesen Féllen nicht greift.

Gehort die Regelstrecke der Systemklasse S an, geht von hohen Riickfiithrverstarkungen
im Regelkreis keine destabilisierende Wirkung aus und die in Abschnitt 3.1 aufgezéhlten
Eigenschaften liegen vor. Im Allgemeinen kann jedoch nicht erwartet werden, dass grofie
Verstarkungen grundsétzlich ohne nachteilige Folgen bleiben. Besonders bei Strecken
mit hoheren Relativgraden werden bei zu grofien Kreisverstarkungen Stabilitdtspro-
bleme verursacht, wie anhand von Wurzelortskurven gezeigt werden kann. Wegen der
Verwendung linearer Analysemethoden erhalten die gewonnenen Aussagen iiber die
Position der Polstellen ausschlielich fiir konstante Verstdrkungen Bedeutung, da nur
dann ein linearer, zeitinvarianter Regelkreis vorliegt. Die Betrachtung einer konstanten
Verstarkung ist allerdings nicht realitdtsfern und wird durch Theorem 3.7 legitimiert,
weil im Falle einer monotonen Adaption asymptotisch ein konstanter, endlicher Grenz-
wert limy_, o, k(t) = ko < 00 erreicht wird. Somit nimmt der Regelkreis (nachdem die
Strecke hier linear ist) asymptotisch lineares Verhalten an. Aussagen iiber das transi-
ente Verhalten miissen dagegen auf andere Weise getroffen werden.

Um den Einfluss hoher Relativgrade auf die Stabilitdt des Regelkreises zu veranschau-
lichen, wird eine minimalphasige Strecke in Linearfaktor-Form

C_
Cys)  Z(s)  (s—aq)(s—q) (5 —qm) G-y qm € C_,
FS(S)_U(S)_N<S)_g(s—pl)(s—pQ)...(S_pn>’ z;l;b.,pne(c, (5.1)

zugrunde gelegt, die sich aus den m € N Nullstellen ¢y, ..., ¢, und den n € N Polen
D1, - - -, Pn zusammensetzt. Sowohl das Zahlerpolynom Z € R[s| als auch das Nennerpo-

141
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-
&
A

Abbildung 5.1: Regelkreis zur Gewinnung der Wurzelortskurve.

lynom N € R[s| der Strecke sei auf reelle Koeffizienten beschrankt, weshalb komplexe
Nullstellen und Pole ausschliefilich konjugiert komplex auftreten kénnen. Der Begriff
,Relativgrad“ bezeichnet den Poliiberschuss, so dass bei den nachfolgenden Betrachtun-
gen Strecken mit n > m im Fokus stehen. Durch negative Riickkopplung des Ausgangs
y einer solchen Strecke geméfi Abbildung 5.1 mit einem proportionalen Regler

-Jﬂgzﬁgz—h keR (5.2)

entsteht ein Regelkreis mit der charakteristischen Gleichung 1 + kFgs(s) = 0. Wird
die Verstarkung k£ von 0 bis oo variiert, zeichnen die n Wurzeln der charakteristi-
schen Gleichung Trajektorien in der komplexen s-Ebene, die in ihrer Gesamtheit die
Wurzelortskurve (WOK) bilden. Deren Bedeutung fiir die Regelungstechnik leitet sich
daraus ab, dass die Wurzelortskurve den geometrischen Ort der Pole des geschlossenen
Regelkreises angibt. Ohne im Detail auf die Eigenschaften von Wurzelortskurven ein-
zugehen — ausfiihrliche Herleitungen und Beweise finden sich z.B. in [59, S. 415ff], [79,
S. 157f] und [23, S. 200ff] — sei hier lediglich die Symmetrie zur reellen Achse genannt
und der prinzipielle Verlauf skizziert.

Fiir die Verstarkung £ = 0 ist der Regler auler Kraft gesetzt, der Riickfiihrzweig
entfillt. Der Regelkreis besteht damit aus der ungeregelten Strecke und zeigt das durch
Fs(s) vorgegebene Verhalten. Aus diesem Grund entspringen die n Aste der WOK in
den n Polstellen pq, ..., p, der Regelstrecke.

Wie in Abschnitt 3.2 ausgefiihrt, zieht fiir & — oo jede Ubertragungsnullstelle gemif
ihrer Vielfachheit eine entsprechende Anzahl von Polstellen des geschlossenen Regel-
kreises an. Deshalb miinden genau m Aste der WOK in die vorhandenen m Nullstellen
q1, - .., qm der Regelstrecke. Die restlichen = n—m Aste streben mit steigender Kreis-
verstarkung ins Unendliche und konvergieren asymptotisch gegen Geraden, die sich im
Wurzelschwerpunkt

Z;‘L:I D= ity i

n—m

W= (5.3)

auf der reellen Achse schneiden. Die Winkel der Asymptoten zur positiven reellen Achse

sind durch 5 ]
¢V:u, v=12...,r, r=n-—m (5.4)
r

gegeben.
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Fiir Strecken mit Relativgrad 1 (d.h. » = n —m = 1) ergibt sich ein Asymptotenwin-
kel ¢ = m, die Bahnkurve der iiberzéhligen Polstelle verlauft entlang der negativen
reellen Achse. Dadurch besitzen sédmtliche Pole einer minimalphasigen Strecke aus der
Klasse S negative Realteile, wenn die konstante Kreisverstiarkung einen Mindestwert
iiberschreitet. Eine weitere Vergroflerung der Verstarkung wird die negativen Realteile
der Polstellen beibehalten, es kann aus diesem Grund keine Destabilisierung durch eine
zu hohe Verstarkung auftreten. Abbildung 5.2 enthélt die Wurzelortskurven fiir zwei
Beispielsysteme mit Relativgrad 1 und stellt den beschriebenen Sachverhalt graphisch
dar.
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1 -
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— (O]
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g, « 5 0 o %0
@ :
_E —

-0.5
-1 L s " N H _5 L L L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 -15 -10 -5 0
Realteil Realteil
(a) Wurzelortskurve fiir Fy,(s). (b) Wurzelortskurve fiir Fip(s).

Abbildung 5.2: Wurzelortskurven fiir die beiden Beispielsysteme Fi,(s) = 1/(s — 1)
und Fip(s) = (s + 55+ 1) /(s> + 25% + 3s + 4).

Fiir Regelstrecken mit Relativgrad 2 kann es durchaus zu einem instabilen Kreis kom-
men, wenn die Verstirkung zu grofl gewéhlt wird. Aus Gleichung (5.4) errechnen sich
die beiden Asymptotenwinkel ¢; = 7/2 und ¢o = 37/2. Das entsprechende konjugiert
komplexe Polpaar wird demnach parallel zur imaginéren Achse gegen unendlich stre-
ben, eine Verschlechterung der Dampfung ist die Folge. Der Realteil dieser beiden Pole
nahert sich den senkrechten Asymptoten und konvergiert gegen den Wurzelschwer-
punkt. Dessen Vorzeichen, das von den (unbekannten) Prozessparametern abhéngt,
bestimmt daher fiir £ — oo die Stabilitdt des Regelkreises. Zum Beispiel fiir das Zwei-
massensystem mit den Parametern aus Tabelle 2.2 liegt der Wurzelschwerpunkt in der
rechten Halbebene. Obwohl die Asymptoten parallel zur imagindren Achse verlaufen
und dadurch nicht in die instabile Halbebene weisen, darf dennoch die Kreisverstarkung
nicht beliebig ansteigen. Allein aus der Richtung der Asymptoten kann nicht auf Sta-
bilitdt geschlossen werden. Eine exemplarische Wurzelortskurve fiir ein solches Zwei-
massensystem mit positivem Wurzelschwerpunkt bei s = 1 ist in Abbildung 5.3(a)
aufgetragen. Das konjugiert komplexe Polpaar wird in die instabile Halbebene verscho-
ben, sobald die Verstdarkung den kritischen Wert bei k ~ 204 iibersteigt. Gleichzeitig
zeigt Abbildung 5.3(b) den Fall fiir einen Wurzelschwerpunkt mit negativem Vorzeichen
bei s = —1. Hier bleibt der Regelkreis auch fiir £ — oo stabil.
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(a) Wurzelortskurve fiir Fp,(s). (b) Wurzelortskurve fiir Fa(s).

Abbildung 5.3: Wurzelortskurven fiir die beiden Beispielsysteme
Fou(s) = (s +11)/(s(s + 4.5 + 5j)(s + 4.5 — 5j)) mit Wurzelschwerpunkt bei s = +1
und Fop(s) = (s+7)/(s(s+4.5+575)(s+4.5—57)) mit Wurzelschwerpunkt bei s = —1.

Bei Systemen, deren Relativgrad den Wert 2 iibersteigt, spielt die Lage des Wurzel-
schwerpunktes keine Rolle mehr, da der Winkel zwischen positiver reeller Achse und
mindestens einer der Asymptoten kleiner als 7/2 ist. Aus Symmetriegriinden weisen
deshalb mindestens zwei Asymptoten in die instabile rechte Halbebene. Es tritt demzu-
folge stets instabiles Verhalten fiir zu hohe Verstéarkungen auf. Auch aus Abbildung 5.4
ist zu entnehmen, dass im Fall » > 2 die Kreisverstarkung nicht beliebig ansteigen darf.
Wegen der gewdhlten Relativgrade » = 3 bzw. r = 4 besitzen die strichliert eingetra-
genen Asymptoten Winkel von +7/3 und 7 bzw. +7/4 und +37/4 zur reellen Achse.
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(a) Wurzelortskurve fiir F3(s). (b) Wurzelortskurve fiir Fy(s).

Abbildung 5.4: Wurzelortskurven fiir die beiden Beispielsysteme
F3(s) = 1/(s(s+4.54+55)(s+4.5—=5j)) und Fy(s) = 1/(s(s+4.5+575)(s+4.5—57)(s+12)).
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Der Verlauf der Wurzelortskurven begriindet anschaulich, warum Regelstrecken mit
hohem Relativgrad nicht mit hochverstirkungsbasierten Proportionalreglern zu be-
herrschen sind. Bei hinreichend grofler Riickfiithrverstarkung befindet sich ein Teil der
Polstellen in der instabilen rechten Halbebene. Daher werden in den folgenden Ab-
schnitten geeignete Moglichkeiten zur Beeinflussung der Wurzelortskurven untersucht,
so dass die Polstellen auch fiir grofie Riickfiihrverstarkungen einen negativen Realteil
besitzen.

5.2 Losungsansitze im Falle hoher Relativgrade

Das Stabilitatsproblem bei hohen Relativgraden wird beseitigt, indem r — 1 zusétzliche
Ubertragungsnullstellen in der linken Halbebene plaziert werden. Die Ordnung des
Zéahlerpolynomes wichst durch diese Mainahme auf n — 1, weshalb sich der Relativ-
grad auf 1 reduziert. Allerdings bleibt zu kléren, wie die Nullstellen in den Regelkreis
einzufiigen sind, da Realisierbarkeit kausale Systeme fordert: demzufolge kann ein rea-
lisierbares dynamisches System hochstens so viele Nullstellen wie Polstellen enthalten,
ein Nullstelleniiberschuss ist nicht erreichbar.

5.2.1 Dynamischer Kompensator

In Veroffentlichungen mit theoretischem Schwerpunkt wird zur Relativgradreduzierung
meist ein Differenzierer

Fre(s) = 2x)

y(s) (s=q)(s =) (s=G1) =8+ G as" 2+ -+ G5+,

Q-5 Gr-1€Coy oy G2 ERY (5.5)

der Ordnung r — 1 eingesetzt und als ,,dynamisches Feedback® oder ,, Kompensator®
bezeichnet. In Serienschaltung mit der Strecke (5.1) bestimmt der Kompensator (5.5)
die ersten » — 1 Ableitungen des Streckenausganges y und errechnet daraus die Line-
arkombination

Je) =y " V@) + Gy ) + -+ @yt) + Qoylt) - (5.6)

In diesem Zusammenhang ist unter dem Begriff ,, Kompensator® ein (nicht realisier-
bares) System mit iiberzdhligen Nullstellen zu verstehen. Durch die r — 1 zusétzlich
eingebrachten Nullstellen entsteht der gewiinschte Relativgrad von r = 1 fiir die er-
weiterte Regelstrecke (bestehend aus Prozess und Kompensator). Nachdem wegen der
erforderlichen Minimalphasigkeit sédmtliche Nullstellen in der linken Halbebene liegen
miissen, wird Re{q;} < 0 gefordert. Hierfiir miissen die Koeffizienten g; zwangsweise
positiv sein und sind so zu wihlen, dass F| x(+) ein Hurwitzpolynom wird. Es ist sofort
offensichtlich, dass die Strecke (5.1) mit Relativgrad r = n —m > 1 in Verbindung mit
dem Kompensator (5.5) ein Gesamtsystem Fg(s)- Fi(s) ergibt, das der Systemklasse S
angehort.
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Allerdings birgt ein solches Vorgehen grundsétzliche Schwierigkeiten. Zum einen er-
weist sich unter dem Einfluss von Messrauschen jegliche Art des Differenzierens als
nachteilig, weil hochfrequente Rauschanteile eine iiberaus hohe Verstirkung erfahren
und dadurch den Nutzanteil des Messsignales vollstandig {iberlagern konnen. Zum an-
deren verletzen differenzierende Systeme mit einem Zahlerpolynom von héherem Grad
als das Nennerpolynom die Bedingung der Kausalitét.

Die Reduktion des Relativgrades mittels dynamischem Kompensator scheitert daher an
der Realisierung der Ubertragungsfunktion (5.5). Das Realisierbarkeitsproblem besteht
bei allen differenzierenden Systemen und wird in der Regelungstechnik iiblicherweise
durch Tiefpassfilterung mit hoher Eckfrequenz umgangen. Unter Anwendung dieser
Methode geht der nicht realisierbare Kompensator (5.5) in den realisierbaren Kompen-
sator der Form

Cyk(s) = q@)s—q) (s —Gr1)
Fi(s) = = ~ = ~

y(s) (s =pu)(s —p2) -~ (s = Pr1)
tiber. Allerdings bringt der kausale Kompensator (5.7) nicht nur r — 1 Nullstellen, son-
dern auch ebensoviele Polstellen ein, so dass der hohe Relativgrad unveréndert bestehen
bleibt. Isidori zeigt in [47, S. 189ff] unter Anwendung der Theorie singuldrer Perturba-
tionen, dass die Regelstrecke zusammen mit dem realisierbaren Kompensator dennoch
hochverstiarkungsbasiert regelbar ist. Eine néherungsweise (und damit realisierbare)

Differentiation des Ausgangssignales ist ausreichend, um durch ein Regelgesetz

u(t) = —kyk(t), kE>Fk" >0 (5.8)

) ﬁl? s 7]57‘—1 S R_ (57)

lokal asymptotische Stabilitit der Ruhelage gewéhrleisten zu kénnen. Unter der Be-
dingung
pr=pe=--+=p—1 <0 und |p;| hinreichend grof} (5.9)

erhalten die Pole p; nur marginalen Einfluss und F (s) approximiert den nicht-kausalen
Kompensator F K (s), wobei sich die unumgéngliche Tiefpassfilterung durch das Nen-
nerpolynom in (5.7) nicht stérend auswirkt. Die Vernachldssigung der parasitiren
Dynamik ist jedoch nicht fiir beliebig grofie Verstirkungen k zuldssig. Solange die
Verstarkung eine Grenze nicht iiberschreitet, gilt yx(-) &~ gk (-) und die Dynamik des
Regelkreises bleibt langsam im Vergleich zur Dynamik der zusétzlich eingebrachten
Pole p;. Die Stellgrofie verlauft in guter Naherung derartig, als ob das Nennerpolynom
mit den Polstellen p; nicht existent wére. Fiir zu grofle Verstarkungen liegt dagegen
die Dynamik des geregelten Prozesses im Bereich der Pole p;, so dass diese nun nicht
mehr vernachléssigt werden diirfen und die Filterung instabiles Verhalten verursacht.

Proposition 4.7.3 in [47, S. 194] fasst diesen Sachverhalt zusammen und schlieft in die
Betrachtungen auch nichtlineare Regelstrecken vom Typ

w(t) = f(z(t) + g(x(t) -ut),  x(0) ==z, eR"
y(t) = h(z(1)) (5.10)
wobei f,g € C°(R™;R"), h e C’R™R)

ein, wobei ein wohldefinierter Relativgrad und eine stabile Nulldynamik vorausgesetzt
werden.
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Theorem 5.1 [47, S. 194]

Sofern die Regelstrecke (5.10) an der Stelle x, € R™ den Relativgrad r < n aufweist
und dort in erster Ndherung eine asymptotisch stabile Nulldynamik besitzt, kann ein
hochverstirkungsbasierter Regler gefunden werden. Werden die Koeffizienten des Poly-
noms

Z:s— 8T 4+ Gas P+ s+ (o Qo> qr—2 € Ry (5.11)

derart festgelegt, dass Z(-) ein Hurwitzpolynom ist und daher ausschlieflich Wurzeln
mit negativen Realteilen besitzt, stabilisiert der kausale Regler

_uls) Z(s) i keR, T>0,
Fr(s) = y(s) k(l + sT)r—1 ! sign(k) = sign(Ly L} "h(0)) (5.12)

die Strecke (5.10), falls die konstante Verstirkung k hinreichend grof$ und Zeitkonstante
T hinreichend klein gewdhlt werden.

Die Tatsache, dass beim Einsatz des Kompensators (5.7) weiterhin eine kritische Ober-

grenze fiir die Verstarkung besteht, ab der ein Teil der Pole des geschlossenen Regel-

kreises in der rechten Halbebene zu liegen kommt, wird anhand von Wurzelortskurven

deutlich. Abbildung 5.5 enthélt die Wurzelortskurve fiir das Beispielsystem Fj(s) mit

dem Kompensator

(s 420+ 107)(s + 20 — 10j)
(s + 500)2 '

Zwei der drei Asymptoten weisen im Winkel /3 zur reellen Achse in die rechte Halb-
ebene. Fiir die Verstirkung k ~ 2 - 10® iiberschreitet das zugehorige Polpaar bei 4460
die imaginére Achse. Damit ist die grundlegende Idee der hochverstarkungsbasierten
Regelung nicht mehr global giiltig, sondern nur noch lokal. Durch den Kompensator

Fr(s) = (5.13)

600 . 50
400

2001 7~

Imaginarteil
o
4N
X

Imaginarteil
o
%
¥ 3
/
/
/-
/

-200
_400 doppelte
Polstelle
-600 L—— : : 50 . . :
-600 -400 -200 -150 -100 -50 0
Realteil Realteil
(a) Wurzelortskurve fiir F5(s) - Fi(s). (b) VergroBerte Darstellung.

Abbildung 5.5: Wurzelortskurve fiir das Beispielsystem F3(s) = SoTiE +5j§(s 55
(s+204105)(s420-105)

(5+500)2

mit

Kompensator Fi(s) =
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wird das prinzipielle Problem daher nicht gelost, sondern tritt lediglich erst bei grofieren
Verstarkungen in Erscheinung. Im Gegensatz hierzu verlédsst die Wurzelortskurve fiir
F3(s) ohne Kompensator, die in Abbildung 5.4(a) eingetragen ist, die stabile Halbebene
bereits bei k ~ 4 - 10%. Der dynamische Kompensator erhtht die kritische Verstirkung
um einige Zehnerpotenzen und ermoglicht fiir hinreichend schnelle Pole die Anwendung
hochverstarkungsbasierter Regler. Ohne Systemkenntnis kann jedoch nicht garantiert
werden, dass das Kriterium (5.9) von den gewihlten Polstellen erfiillt wird.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass die benotigten Nullstellen theoretisch durch
einen (realisierbaren) Kompensator erzeugt werden kénnen. Allerdings bestehen die
beiden Nachteile, dass lediglich lokale Stabilitéit erreichbar ist, die Verstarkung daher
nicht beliebig erhoht werden darf. Vor Inbetriebnahme der Regelung kann die Forde-
rung (5.9) jedoch nicht iiberpriift werden. Desweiteren wird durch den Kompensator
das Ausgangssignal (ndherungsweise) differenziert, was bei realen Anlagen und Prozes-
sen vermieden werden muss, weil in der Praxis stets Messrauschen zu erwarten ist.

5.2.2 Backstepping

Vom Ansatz abweichend, den Relativgrad der Strecke zu reduzieren, wird in [42] ein
hochverstarkungsbasiertes Regelgesetz entwickelt, das sich im Falle beliebig hoher Re-
lativgrade r € N anwenden lédsst. Der wesentliche Gedanke hierbei ist, die Stellgrofie
aus zwei Komponenten zusammenzusetzen: zum einen generiert der in Abschnitt 4.1
erlauterte Proportionalregler eine Stellgrofle, die das gewiinschte Verhalten einer Stre-
cke mit Relativgrad 1 aufprégt. Diesem Signal wird ein geeigneter Korrekturterm hin-
zuaddiert, der den destabilisierenden Effekt hoher Relativgrade aufhebt und einen sta-
bilen Regelkreis sicherstellt.

Obwohl die Systemklasse in [42] MehrgroBensysteme (MIMO) mit nichtlinearer Stérung
umfasst und ein unbekanntes Vorzeichen der instantanen Verstirkung zulésst, be-
schranken sich die nachfolgenden Ausfithrungen auf lineare SISO-Systeme mit einer
positiven instantanen Verstdrkung. Den Betrachtungen liegt daher weiterhin die Re-
gelstrecke (5.1) der Ordnung n € N zugrunde, deren Zustandsbeschreibung

B(t) = Ax(t)+ bu(t), 2(0) = z, € R

y(t) = ca(t), CATh =g >0 (5.14)

minimal durch A € R™" und b, ¢’ € R" realisiert ist. An dieser Stelle sei zusitzlich
vorausgesetzt, dass die Polynome Z und N in Gleichung (5.1) teilerfremd sind und
¢ # pjfurallei =1,...,mund j = 1,...,n gilt. Daher wird die in (5.1) durch
G-y qm € C_ geforderte Minimalphasigkeit im Zustandsraummodell (5.14) durch

die Bedingung
I,—A —
det [8 " b
c 0

ausgedriickt. Sofern die Strecke den Relativgrad r = 1 besitzt, kann unter Verwendung
der Funktion

#0 Vs e C mit Re{s} >0 (5.15)

7m:RXxR—-R, (k,e) — 7(k,e) = ke (5.16)
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U 1 &1

(s+ 1)t 4 » Strecke +—F+—<»

\

TP-Filter Kompensator r>1

erweiterte Strecke mit Relativgrad 1

Abbildung 5.6: Prinzip der Relativgradreduzierung durch einen dynamischen Kompen-
sator.

und des Sollwertes w(-) € £ direkt das stabilisierende Regelgesetz

u(t) =m(k(t),e(t),  e(t) =w(t) —y(t) (5.17)

angesetzt werden. Ubersteigt der Relativgrad den Wert 1, ist dagegen die StellgréBe
entsprechend anzupassen. Hierzu wird auf der Grundlage der Matrizen

-1 1 0 0
0 S 0 _ _ : _ -
F = GR(T )x(r 1), G ERT 1, HTI ERT 1
1 0
0 0 -1 1 0
(5.18)
und des Zustandsvektors
T
(0 =(a0 .. &a@) er™ (5.19)

zunéchst eine Filterkette der Lange r — 1 festgelegt, die durch die Differentialgleichung

E(t) = FE(t) + Gult),  €(0) =€, e R
&i(t) = HE(t)

beschrieben ist. Die Motivation fiir den Einsatz einer solchen Kette aus Tiefpéssen
erster Ordnung erklért sich aus folgendem Gedankengang: der Vorgehensweise in Ab-
schnitt 5.2.1 folgend, l4sst sich der Relativgrad durch einen Kompensator der Form (5.5)
auf 1 verringern, weshalb die Reihenschaltung aus Kompensator und Strecke in die
Systemklasse S fallt. Um die Realisierbarkeit des Kompensators zu wahren, sind, wie
in Abbildung 5.6 gezeigt, r — 1 Polstellen in Form eines Tiefpassfilters (TP-Filter)
hinzuzufiigen. Gesetzt den Fall, & (t) wire die frei wihlbare StellgroBe, konnte das
Regelgesetz

(5.20)

&i(t) = n(k(t), e(t)) = k(t)e(t) (5.21)

angewendet werden. In der Realitdt ergibt sich das Signal & (-) jedoch als Ausgang
des Tiefpassfilters, der mit der freien Grofle u(-) beaufschlagt wird. Deshalb besteht
die Aufgabe darin, mittels Backstepping die Eingangsgrofie u(-) der Filterkette so zu
bestimmen, dass deren Ausgang () dem in Gleichung (5.21) definierten Sollverlauf
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Vorsteuerung

k’e — Ql
LAY >
Sollwert A Regelfehler

A

u : &1
StellgroBe =& +u Istwert

A

1 Strecke (TP-Filter)
zeitvariante
T Reglerverstarkung

(-)? (e* + k?)k*
i

Abbildung 5.7: Regelkreis fiir den im Falle r = 2 benétigten Korrekturterm.

71 (k(-)e(+)) hinreichend nahe kommt. In anderen Worten, ein Mechanismus ist zu ent-
werfen, der durch Vorgabe eines Signales u(-) die Differenz 6,(t) := & (t) — k(t)e(t)
eliminiert. Ist ein solcher Verlauf fiir u(-) gefunden, kann dieser direkt, d.h. ohne den
Filter oder den Kompensator zu passieren, der Regelstrecke aufgeschaltet werden.

Diese Problemstellung wird in [42] durch einen Regelkreis gelost, der in Abbildung 5.7
exemplarisch fiir den Fall r = 2 dargestellt ist. Der Wert k(t)e(t) ist als Sollvorgabe
fiir die Regelgrofe &;(t) zu betrachten. Der Tiefpassfilter als Regelstrecke ist der Stell-
grofe u(t) unterworfen, die sich aus einer Vorsteuerung mit dem Sollwert k(t)e(t) und
dem Ausgang eines Proportionalreglers mit zeitvarianter Verstirkung zusammensetzt.
Die Vorsteuerung ist mafigebend, damit im Falle 6;(-) = 0 (wenn der proportionale
Regler die StellgroBe 0 generiert) der Ausgang der Filterkette bei & () = k(t)e(t) ge-
halten werden kann. Der Regler nimmt lediglich dann Einfluss, sobald ein Regelfehler
01(t) # 0 auftritt. Lemma 7 in [38] zeigt, dass die von der Ausgangsgrofie abhingige
Reglerverstiarkung (e(t)? + k(t)?)k(t)*(1 + £(¢)?) zu einem stabilen Regelkreis fiihrt
und damit 6; € L garantiert.

Der fiir r = 2 beschriebene Regelkreis wird fiir hohere Relativgrade r > 2 verall-
gemeinert, indem zusétzlich auch die Regelfehler 6;_1(t) 1= &_1(t) — vi—1(k(t),e(t)),

1 =3,...,r beriicksichtigt werden. Die daraus resultierende Gesamtstruktur zeigt Ab-
bildung 5.8.
Auf Basis der Einheitsmatrix I;, i = 1,...,7 — 1, und einer Nullmatrix O;y —1—;) ldsst

sich die Matrix
Vi= [Ii Oz] eRVUTN =1, =1 (5.22)

zusammenstellen, die iiber das Matrix-Vektor-Produkt
v; 1 &= Vi€ (5.23)

die Projektionen v; : R™™! — R definiert. Fiir Strecken mit Relativgrad r = 2 wird
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— £
Funnel > .
w 5 er . - U =x—ALE—l—bu Y,
'Y . Yy = cx
Regler Strecke mit
Relativgrad » € N
£ s -
£ =F{+ Gul=
Tiefpassfilter

Abbildung 5.8: Gesamtstruktur der hochverstarkungsbasierten Regelung fiir Strecken
mit hohen Relativgraden.

in [42] mit vy(§) = V1&(t) = & (t) der Regler

u(t) = 2(k(t), e(t), Vi€(t)) =
= k(). e(t) + [V (k(t), e@) k@) (1 + [IViE)*) (& (t) = 1 (k(t), e(t))) =
= k(t)e(t) + (e(t) + k(t)*)k(t) (1 + &1(1)*)0u(t) (5.24)

angegeben. Durch Rekursion werden die C*°-Funktionen 7; : R x R x R*™! — R fiir
1=23,...,r durch

Vl(ka €, ‘/;_1§) :::Yi—lufv €, ‘/2—25)1“}‘

Vorsteuerung
+ﬂV7i—1(k, €, Vz’—25)”2k4(1 + HVi—lgHzlgfi—l —%i-1(k, e, ‘/i—2€)2
Verst;;kung Regelfeﬁer 0;—1
(5.25)
definiert, die allgemein das fiir Strecken mit Relativgrad » € N anwendbare Regelgesetz
u(t) =y (k(t), e(t), £(1)) (5.26)
festlegen.
Theorem 5.2

Wird das rekursiv definierte, zeitvariante Regelgesetz

u(t) = (k(t), e(t),£(),  K(t) = — (w(;\e(t)\)

5o el) =w(t)—y(t)  (5.27)

mat dem Filter

§(t) = FE@) + Gu(t),  £(0) =& e R™ (5.28)
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auf die Regelstrecke (5.14) mit dem Relativgrad r > 2 und der Figenschaft (5.15) an-
gewandt, ergibt sich ein Anfangswertproblem, welches das Verhalten des geschlossenen
Regelkreises durch

i) = Aw(t) + by(k(t),
1) = FE(t) + Goulk(t),elt
k) = (1- (@@e@))’)

beschreibt. Unter den Voraussetzungen

), a(0) = @, R
LEW),  &0) = & R (5.29)

(1) die Funktion () € F besitzt die Eigenschaften 1 (t) > 0 fir allet > 0, 1(0) =0
und liminf, . 1(t) >0

(ii) das Sollsignal w(-) € F stammt aus der selben Klasse wie (-)

besitzt das Anfangswertproblem (5.29) fiir alle Anfangswerte (z,,&,) € R™ x R™™! eine
Ldsung, wobei jede Losung mazimal erweiterbar ist. Mit T € [0, oo] hat jede mazimale
Léisung (z,€) : [0, T[— R™ x R""! die Eigenschaften:

(i) Die Lisung ist fir alle Zeiten t > 0 definiert, d.h. T = co.

(i1) Es existiert ein ¢ € |0, 1], so dass ¥(t)|e(t)] < 1 — ¢ fir alle t > 0. Der Fehler
bewegt sich nicht nur fir alle Zeiten im Trichter, sondern hdlt einen Mindestab-
stand zum Trichterrand.

(i4i) Die Funktionen u:Rsg — R, k: Rsg — Rsg und (7,€) : Rsg — R™ x R"! sind
beschrdnkt.

Beweis
siche [42, Thm. 2]. [

Der ausschlaggebende Vorteil gegeniiber der Reduktion des Relativgrades mit Hilfe
eines realisierbaren Kompensators ist die Tatsache, dass hier keine Bedingung der
Art (5.9) eingehalten werden muss. Weil im Korrekturkreis die Reglerverstirkung
IVYe_1(k, e, Vio)|IPE*(1 + ||Vi—1£]]?) explizit mit dem Faktor k(t) gewichtet ist, be-
schleunigt sich die Dynamik dieses Regelkreises mit wachsendem k(t). Im Gegensatz
zum realisierbaren Kompensator, dessen Polstellen unabhéngig vom Momentanwert
k(t) fixiert sind, passt sich der Korrekturmechanismus an hohe Verstérkungen an.

Problematisch hingegen sind die Exponenten von k im Regelgesetz. Gleichung (5.24)
zeigt, dass fiir r = 2 bereits die Potenz kS auftritt, bei r = 3 ergibt sich der Faktor k.
Dadurch wird die Regelung in héchstem Mafie empfindlich gegeniiber Verdnderungen
von k(t). Selbst eine nur unwesentliche Zunahme kann durch die hohe Potenz eine
bedeutende VergroBlerung der Reglerverstiarkung und damit auch der Stellgrofie nach
sich ziehen. Insofern konnen beispielsweise Anderungen der Trichterbreite oder auch
geringfiigige Storungen zu Spitzenwerten in der Stellgrofle fithren, die in kaum einer
realen Anwendung tragbar sind. Dariiberhinaus ergeben sich gerade fiir hohere Rela-
tivgrade durch den Backstepping-Ansatz komplexe, uniibersichtliche Regelgesetze [39].
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5.2.3 Zustandsauskopplung

Die beiden vorangegangenen Abschnitte stellen zwei unterschiedliche Losungsméoglich-
keiten fiir das Relativgradproblem vor. Isidori 16st die fehlende Kausalitéit des dynami-
schen Kompensators durch Tiefpassfilterung. I[lchmann et al. nutzen dagegen Backstep-
ping, um Strecken mit hohen Relativgraden hochverstarkungsbasiert zu regeln. In bei-
den Féllen ist das Endergebnis aus Sicht des Anwenders jedoch nicht zufriedenstellend.
Sowohl das Problem der Differentiation des gemessenen Ausgangssignales, als auch
die hohen Potenzen der Verstarkung und die komplexen Regelgesetze wirken fiir die
Anwendung hemmend. Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, wird deshalb zur Re-
lativgradreduzierung eine Zustandsauskopplung eingefiihrt. Diese ist aus technischer
Sicht die geeignetste Moglichkeit fiir die erforderliche Relativgradreduktion, da keine
Differentiation notwendig ist und daher Messrauschen nicht iibersteigert hoch verstéarkt
wird.

Beispiel
Als Beispiel soll mittels hochverstirkungsbasierten Methoden die instabile Strecke

_yls) L Z(s)
u(s) s2—s  N(s)

(5.30)

mit Relativgrad 2 stabilisiert werden. Mit einen Regelgesetz u(t) = —ky(t), das auf
statischer Ausgangsriickfithrung beruht, kann — unabhéngig von der gewéhlten Verstér-
kung k € R — die Strecke nicht stabilisiert werden. Die charakteristische Gleichung

N(s)+k-Z(s)=s"—s+k (5.31)

des geschlossenen Regelkreises besitzt fiir alle k& > 0 zwei und fiir alle £ < 0 eine
Wurzel mit positivem Realteil. Die zugehorige Wurzelortskurve ist in Abbildung 5.9(a)
aufgetragen und zeigt graphisch, dass keine Stabilisierung erreichbar ist.

Als Abhilfemafinahme fiir dieses Problem wird die Regelstrecke (5.30) um einen dyna-
mischen Kompensator erster Ordnung ergénzt, der durch Einfiigen einer minimalpha-
sigen Nullstelle den Relativgrad von 2 auf 1 reduziert. Obwohl der Kompensator

Fk(s) = ) =s+v, v>0 (5.32)

als eigensténdiges System nicht realisierbar ist, bildet die Kombination aus Strecke
und Kompensator ein kausales Gesamtsystem mit einem relativem Grad von 1. Wird
dessen Ausgang iiber das Regelgesetz u(t) = —kijk(t) zuriickgekoppelt, entsteht eine
Kreisstruktur mit der Ubertragungsfunktion

Fy(s)F,
F(s) = —TxBIFsE) sty . (5.33)
1+ kFyg(s)Fs(s) s*+(k—1)s+kv
Fir den Fall v = 1 ist die Wurzelortskurve des erweiterten Prozesses in Abbil-

dung 5.9(b) dargestellt. In deren Verlauf vereinigen sich zunichst die beiden reellen
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(a) Wurzelortskurve fiir Fg(s) = ——. (b) Wurzelortskurve fiir Fi(s) - Fs(s) = =L

Abbildung 5.9: Wurzelortskurve fiir das Beispielsystem (5.30) mit und ohne Kompen-
sator.

Polstellen in der instabilen Halbebene zu einem reellen Doppelpol, bevor sich ein kon-
jugiert komplexes Polpaar mit positivem Realteil bildet. Im Gegensatz zur Wurzelorts-
kurve 5.9(a) nimmt ab dem Verzweigungspunkt der Realteil bestédndig ab, das Polpaar
iiberquert bei k = 1 die imaginére Achse und tritt in die stabile Halbebene ein. Im Ver-
einigungspunkt in der linken Halbebene treffen sich beide Pole wieder und verbleiben
auch fiir hohere Verstarkungen auf der reellen Achse. Einer der beiden Pole konvergiert
gegen die Nullstelle s = —1, wohingegen der zweite ins Unendliche strebt. Fiir keine
Verstarkung k£ > 1 wird die linke Halbebene verlassen. Daran ist ersichtlich, dass es
eine kritische Verstarkung gibt, die fiir einen stabilen Regelkreis iiberschritten werden
muss und hochverstiarkungsbasierte Regelung durch den Kompensator moglich wird.

Wegen fehlender Kausalitat ist die gewiinschte Verdnderung der Wurzelortskurve auf
diese Weise jedoch nicht erreichbar. Allerdings ldsst sich durch Zustandsauskopplung
ebenfalls eine Nullstelle einfiigen, so dass der Kompensator durch eine kausale Struk-
tur ersetzt werden kann. An dieser Stelle wird der Ubergang auf eine zustandsbasierte
Beschreibung der Strecke (5.30) notwendig, fiir die sich beispielsweise die Regelungs-
normalform

a(t)) |0 1| [z(t) 0y 21(0) _ 2
(m(t)) B [0 1] (:Ez(t))+<1> (®) (xQ(O))_OGR

1 (1)
) = (1 0)
(1)
eignet. Der Polverschiebungssatz [95, S. 11, 186] beschreibt die Fahigkeit eines Zu-
standsreglers, jede beliebige Polkonfiguration zu erzwingen. Vor diesem Hintergrund
ist ein Zustandsregler prinzipiell in der Lage, die Pole auf jedem beliebigen Punkt der

Wurzelortskurve zu plazieren, die von der Kombination aus Strecke und Kompensa-
tor definiert wird und damit dem Prozess identisches Verhalten aufzuprigen wie der

(5.34)
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Abbildung 5.10: Regelstrecke (5.34) in Regelungsnormalform mit Kompensator (5.32).

Kompensator. Der Kompensator (5.32) beeinflusst die Strecke in gewiinschter Weise
und legt dadurch gewissermaflen ein Sollverhalten fest, das sich in den Eigenschaften
von (5.33) niederschlidgt. Die Zustandsauskopplung

y(t) = (v 1) : (28) (5.35)

ersetzt den Kompensator (5.32) und fiigt dem Ubertragungsverhalten von u(-) nach
() eine Nullstelle bei s = —v hinzu. Im Pfad zwischen u(-) und y(-) bleiben hingegen
die von der Regelstrecke vorgegebenen Nullstellen unberiihrt. Eine Riickfithrung mittels
Zustandsregler

u(t) = —k - §(t) = —k (v 1) (xl(t) xg(t)>T (5.36)

pragt der Strecke die erforderliche Dynamik auf, damit die Eigenwerte der zustands-
geregelten Strecke fiir alle & € R mit den Wurzeln des Nennerpolynomes in (5.33)
tibereinstimmen. Weil die Wurzelortskurve fiir (5.33) durch die Verdnderung eines ein-
zigen Parameters k entsteht und das zustandsgeregelte System

(m’l(t)> o ] (xl(t)> (x1(0)> C R?
Ig(t) _—k‘U 1—k ,CEQ(t) ’ .172(0)

(@<t>> g 1] (m(t))

y(t) _1 0| \za(t)

das selbe E/A-Verhalten von u(-) nach g(-) wie (5.33) besitzt, geniigt auch beim Zu-
standsregler die Variation eines Parameters, um die Wurzelortskurve zu generieren.

(5.37)

Bei Verwendung des dynamischen Kompensators liegt die Struktur aus Abbildung 5.10
vor. Die dort auftretende Differentiation im Riickfithrzweig muss nicht realisiert wer-
den, wenn die Zustandsgrofle x5 direkt aus der Integratorkette abgegriffen werden kann.
Durch Riickkopplung von x, wird das nicht kausale Ubertragungsglied eliminiert und
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Abbildung 5.11: Regelstrecke (5.34) in Regelungsnormalform mit Zustandsauskopp-
lung (5.36).

es entsteht, wie in Abbildung 5.11 dargestellt, ein Zustandsregler. Demzufolge ist die
nicht realisierbare Kompensatorstruktur dquivalent zu einem realisierbaren Zustands-
regelgesetz. O

Dieser, am konkreten Beispiel aufgezeigte Sachverhalt, wird durch nachfolgende Aus-
fiihrungen verallgemeinert.

Fiir eine Zustandsauskopplung ist der Verlauf der inneren Systemzusténde relevant,
allein die Kenntnis des E/A-Verhaltens ist nicht ausreichend. Deshalb wird neben
der Systembeschreibung durch Ubertragungsfunktionen eine Zustandsdarstellung ein-
gefiihrt. Diese basiert auf den Koordinaten 2z, € R, ¢ = 1,2,...,n und wird durch
die GroSen A € R™™ und b, ¢’ € R charakterisiert. Die reellen Koeffizienten g > 0
und a;, p;,m;p € R, 0 =1,2,...,n, j,p = 1,2,...,m erfiillen die Forderung, dass die
Ubertragungsfunktion der Differentialgleichung

% (t) o 1 0 ... 0 0 ... O 21 (t) 0
: 0 0 1 0 : : :

ZT‘—1<t) — 0 O O .. 1 0 “ e O . ZT’—l(t) + u(t)

2.(t) a; Ay az ... Gy Qpyq ay, 2-(t) g

er(t) pr 0 .. .. 0 M o Mim Zr+1(t) 0

Zn (t) | pm O 0 7m Thmm | Zn (t) 0

A ~~ > V
A b
21 (t) 21(0)
y(t) = (1 0 . o) | = a0, | ern

(5.38)
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mit derjenigen der Strecke (5.1) iibereinstimmt und daher

C(sL,— A) b= Fy(s) = g0 - W= @) s=am) 0 539

( ) S() (S—pl)(S—pQ)"'(S—pn) ( )

gilt. Die Zustandsbeschreibung beinhaltet in der Form (5.38) im Vorwéirtszweig ein

Subsystem in Regelungsnormalform (Integratorkette der Ordnung r) und erlaubt, die
Beziehung

z1(t) y(t)
: = : eR" (5.40)
z (1) yrh(t)
abzulesen. Diese zeigt, dass die Kenntnis der Systemzustédnde im Vorwértszweig der
zugehorigen Byrnes-Isidori-Normalform gleichbedeutend ist mit dem Informationsge-
halt, der vom Kompensator durch r — 1-fache Differentiation des Ausgangssignales y(-)
generiert wird. Deswegen kann das in Gleichung (5.6) definierte Signal §x () auch ohne

explizite Verwendung der Ableitungen ermittelt werden, wenn anstelle des Kompensa-
tors die Zustandsauskopplung

0= (0 o G2 1) (500 o 2al) 20) G4

eingesetzt wird. In diesem Sinne stellt die Zustandsauskopplung aus regelungstheore-
tischer Sicht eine mogliche Realisierung des dynamischen Kompensators Fi (s) dar.

Im Grundsatz ist keine spezielle Struktur des Zustandsraummodelles

©(t) = Ax(t)+bu(t), =x(0)=z,€R", neN

5.42
y(t) = cx(t), AeR™ bl eR” (5.42)

erforderlich, um durch Zustandsauskopplung den Relativgrad auf 1 zu verringern. So-
fern b # 0 lésst sich unter der Voraussetzung der Zustandsmessbarkeit stets ein Aus-
koppelvektor ¢ € R™ definieren, der éb # 0 erfiillt und damit der Strecke

©(t) = Ax(t)+bu(t), x(0)=u2z,€R"

gty = cx(t), e R (5.43)

den Relativgrad 1 zuordnet. Allerdings ist neben der Relativgradbedingung durch die
Wahl der Auskoppelfaktoren gleichzeitig auch Minimalphasigkeit zu garantieren. Diese
Forderung ist problemlos zu erfiillen, wenn die Strecke entweder in Byrnes-Isidori-
Normalform oder in Regelungsnormalform vorliegt.

Ist der Zustandsvektor des Vorwirtspfades einer Byrnes-Isidori-Normalform zugénglich,
lasst sich die Linearkombination (5.41) berechnen und es entsteht dasselbe Verhalten
wie beim Einsatz des dynamischen Kompensators (5.5). Dessen Nullstellen liegen in
der linken Halbebene, wenn FK c s = 8T 4 Gos" 2 4 - + 15 + ¢y durch die
Koeffizienten ¢; > 0 als Hurwitzpolynom festgelegt wird. Daher ist unabhéngig von
den Parametern in (5.38) bei geeigneter Wahl der Konstanten ¢; eine minimalphasige
Auskopplung sichergestellt.
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Ahnliches trifft fiir Prozesse zu, deren Zusténde z(t) = (z1(t), ... ,xn(t))T € R" in
Regelungsnormalform verfiigbar sind. Unter dieser Voraussetzung erhalt die Strecke
durch die Auskopplung

)= (& & o a) (ma) w0 xn(t)>T (5.44)

mit den Faktoren ¢,...,é, € R zwischen Eingang u(-) und Ausgang gz (-) die Uber-
tragungsfunktion
6n8n_1 + -+ 628 + 61

~ Ur(s) -1y —
B sl A , 5.45
F(s) = o(s ) ST+ 1SV -+ ars+oa o4

WEeil es die Zustiande einer Regelungsnormalform sind, die mit den Faktoren ¢4, ..., ¢,
gewichtet werden, héngt das Zahlerpolynom einzig vom frei wahlbaren Auskoppelvek-
tor ¢ = (61, e ,én) € R™ ab, der damit die Nullstellen festgelegt. Die unbekannten Pa-
rameter aq,...,a, € R im Nennerpolynom der Strecke beeinflussen den Zéahler nicht,
sondern wirken sich allein auf die Polstellen aus. Aus diesem Grund kann bei Aus-
kopplung aus einer Regelungsnormalform stets die Einhaltung der Minimalphasigkeit
garantiert werden, indem ¢,s" ! 4 --- 4+ Gos + ¢ als Hurwitzpolynom gewiihlt wird.
Der Hauptvorteil der Regelungsnormalform liegt in der Tatsache, dass keine Kenntnis
der Systemparameter notwendig ist, um die Nullstellen beliebig zu positionieren. Die
Allgemeingiiltigkeit dieser Aussage ist in Abschnitt A.12.2 gezeigt.

In der iiberwiegenden Mehrzahl aller Fille liegt die Strecke jedoch weder in Regelungs-
normalform noch in Byrnes-Isidori-Normalform vor. Entgegen der gewohnten Vorge-
hensweise ist fiir die Strecke die Berechnung einer Ahnlichkeitstransformation in eine
der beiden Normalformen unméglich, da hierzu Eigenwerte und Eigenvektoren bekannt
sein miissen, was der Annahme unbekannter Parameterwerte entgegensteht. So stimmt
zum Beispiel die physikalisch motivierte Zustandsbeschreibung des betrachteten Zwei-
massensystems mit keiner der beiden Normalformen {iberein. Dennoch kann, wie Theo-
rem 6.3 zeigt, auch ohne prézise Kenntnis der Systemparameter eine minimalphasige
Auskopplung gewéhlt werden. Es handelt sich hier zwar um eine Besonderheit der vor-
liegenden Regelstrecke und ist daher nicht allgemeingiiltig. Weil ein Zweimassensystem
jedoch in der Mechatronik als grundlegendes Modell fiir viele mechanische Anordnun-
gen betrachtet wird, ist eine solche Einschrankung an dieser Stelle durchaus akzeptabel.

Fiir andere Anwendungsfille muss in einer Einzelfallpriifung untersucht werden, ob
sich trotz unbekannter Parameter eine Zustandsauskopplung bestimmen lésst, die eine
minimalphasige Regelstrecke ergibt.

Laut Polverschiebungssatz [95, S. 186] gestattet ein Zustandsregler vollstandige Frei-
heit bei der Festlegung der Pole des geschlossenen Regelkreises, wenn n Freiheitsgrade
bei der Wahl der Gewichtungsfaktoren in der Linearkombination der n Systemzustéinde
gegeben sind. Wird eine Adaption mit n Freiheitsgraden zugelassen, kann der Regel-
strecke zwar asymptotisch eine beliebige Dynamik aufgezwungen werden, die Wahl
eines geeigneten Adaptionsgesetzes und die Stabilitdtsanalyse erschweren sich dadurch
erheblich. Wie die Verwendung eines Kompensators mit konstanten Polynomkoeffi-
zienten zeigt, reicht jedoch ein einziger Freiheitsgrad in der Adaption aus, um das
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gewiinschte Verhalten zu erzielen. Deshalb werden konstante Verhéltnisse zwischen
den Riickfithrungen festgelegt und die gesamte Linearkombination mit dem zeitvari-
anten Faktor k(t) gewichtet. Die signifikante Vereinfachung besteht darin, dass eine
Strecke mit einer solchen Auskopplung strukturell die selbe Ubertragungsfunktion wie
die Kombination aus Strecke (5.1) und Kompensator (5.5) annimmt, dadurch der Sys-
temklasse S angehort und mit hochverstarkungsbasierten Reglern beherrscht werden
kann. Es muss demzufolge kein neuer Stabilitdtsbeweis gefithrt werden.

Die Zustandsauskopplungen (5.41) bzw. (5.44) reduzieren den hohen Relativgrad einer
Regelstrecke unter der Nebenbedingung einer stabilen Nulldynamik. Deshalb sind die
hier angestellten Uberlegungen zielfiihrend, um hochverstirkungsbasierte Regler an-
zuwenden. Die Linearkombination der Zustdnde ergibt ein Signal, das eine geeignete
Regelgrofie darstellt. Jene kann als Systemausgang betrachtet werden und ist auf einen
Sollwert zu regeln. Nachdem die Strecke mit Zustandsauskopplung zur Systemklasse &
gehort, fithrt ein hochverstiarkungsbasierter Regler nach Theorem 3.7 auf einen sta-
bilen Regelkreis und stellt damit die essentielle Eigenschaft sicher. Dennoch ist nicht
zwangslaufig gesichert, dass der Zustandsvektor gegen eine Ruhelage konvergiert. Im
Zusammenhang mit der Bestimmung des stationdren Regelfehlers muss daher die Exis-
tenz des Grenzwertes lim; . y(t) = Y € R vorausgesetzt werden diirfen.

NS
\

\

w Ul fr(s) Y, W Ul g F(s)

(a) Regelkreis mit P-Regler im Riickfithrzweig. (b) Regelkreis mit P-Regler im Vorwirtszweig.
Abbildung 5.12: Regelkreise mit unterschiedlicher stationérer Verstéirkung.

Wie das Kapitel 3 fiir adaptive Regler und das Kapitel 4 fiir Funnel-Control zeigt, errei-
chen Proportionalregler nicht notwendigerweise stationdre Genauigkeit. Soll die Linear-
kombination ¢(t) asymptotisch einen konstanten Sollwert @ erreichen, ist laut Prinzip
des internen Modells (siche Abschnitt 4.6) ein Ubertragungsglied mit integralem Ver-
halten im Regelkreis erforderlich. Falls dieses fehlt, ergibt sich in der Gleichgewichtslage
eine Abweichung zwischen Soll- und Istwert. Durch die stationére Verstiarkung V., wird
das Verhéltnis ¢, /Ws beschrieben, das idealerweise den Wert 1 annehmen soll. Fiir
den Regelkreis in Abbildung 5.12(a) mit der Regelstrecke F(s) = Z(s)/N(s) bestimmt
sich die stationére Verstdrkung zu und verkleinert sich mit anwachsender Verstdrkung
k. Je hoher die Verstarkung im Regelkreis, desto geringer fallt der Istwert im Verhéltnis
zum Sollwert aus.
F(0) Z(0)

Vae = Frxc(0) = +— P ~ N+ 570 (5.46)

Besteht die Aufgabe im Stabilisieren der Strecke, wird durch eine verschwindend kleine
stationdre Verstirkung kein Problem verursacht. Weil ein Sollwert w = 0 vorgegeben
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wird, ist stationdre Genauigkeit fiir alle Werte der Verstdarkungen gegeben, selbst im
Grenzfall V,, = 0.

Fiir eine Festwertregelung mit @ # 0 ist V., = 0 jedoch nicht tragbar. Folglich ist der
proportionale Regler in den Vorwértszweig zu verschieben (siehe Abbildung 5.12(b)),
um durch diese Modifikation die stationdre Verstarkung auf

kZ(0)

Voo = "= 5.47
N(0) + kZ(0) (5.47)
zu dndern. Steigt die Verstdarkung k an, ergibt sich wunschgeméfl
Z A
Vo = lim k2(0) _ k2(0) =1. (5.48)

k—o0 N(0) +kZ(0)  kZ(0)

Fiir hohe Verstarkungen, bzw. im Grenzfall £ — oo liegt damit stationéire Genauigkeit
vor, was mit der Aussage von Abschnitt 3.5.2 iibereinstimmt.

Fiir endliche Werte der Verstiarkung k£ € R hingt das stationére Verhéltnis zwischen Ist-
und Sollwert von den Eigenschaften der Regelstrecke ab. Sind die Polynome Z, N € R|s]
mit den Koeffizienten ag,...,a,_1 € Rund ¢, ..., ¢, € R durch

Z(8) = cps™+ -t cast+eis+cg und  N(s) = 8"+ +as® +ays+ag (5.49)

festgelegt, resultiert aus Gleichung (5.47) eine stationdre Verstirkung des Regelkreises
von

I{?CO
ag + kco
Offensichtlich arbeitet der Regler stationdr genau, wenn eine der drei Bedingungen
zutrifft:

(5.50)

OO:

(i) ap = 0. Das ist die charakteristische Eigenschaft einer Regelstrecke mit global
integralem Verhalten. Durch den integralen Anteil verschwindet der Regelfehler,
so dass die Adaption bereits bei endlichen Werten konvergiert. Es gilt V, = 1
fiir alle k € R. Dieser Fall trifft z.B. beim Zweimassensystem zu, oder auch dann,
wenn ein internes Modell (Integrator) eingesetzt wird.

(ii) Sollwertvorverstirkung mit dem Faktor V! = (ag+kooo)/(ksoco). Weil der End-
wert ko, vorab nicht bekannt ist, muss dieser durch die momentane Verstirkung
k(t) substituiert werden. Das Produkt k(t)co im Nenner fordert, dass ein Anfangs-
wert k(0) > 0 festgesetzt wird. Nachteilig wirkt sich aus, dass zur Berechnung der
Vorverstirkung der Koeffizient ay bekannt sein muss, was im Allgemeinen nicht
zutrifft.

(i) k& = oo. Dieser Grenzfall bedeutet zwar das Verschwinden des Regelfehlers, ist
jedoch fiir praktische Anwendungen belanglos und wird iiberdies durch Zusatz-
mafinahmen unterbunden. Beispielsweise durch die Einfiihrung eines A-Bandes
verhindert das Adaptionsgesetz

ko) = { (§(t) —@(r)?  fur

U > A
0 fir g(t) —w(t) < A (5:51)
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mit A > 0 das unbeschrinkte Anwachsen der Verstdrkung. Nur wenn der Regel-
fehler die Konstante A iiberschreitet, erhoht sich die Verstirkung. Solange der
Fehler im A-Band verlduft, bleibt die Reglerverstirkung dagegen unverédndert.
Dadurch wird zwar die Verstarkung beschrankt gehalten, allerdings mit der Fol-
ge, dass ein (beliebig kleiner) Regelfehler in Kauf genommen werden muss.

Wie bei Zustandsreglern allgemein iiblich, ist neben dem betrachteten Zusammenhang
zwischen Sollwert w und Istwert ¢ zusétzlich auch die Beziehung zwischen Regelgréfie y
und dem technologisch relevanten Prozessausgang y von Interesse. Dieses Verhéltnis ist
wesentlich, um aus dem gegebenen Sollwert w fiir den urspriinglichen Ausgang y eine
passende Vorgabe w fiir die Regelgroe ¢ zu ermitteln. Ziel ist, dass der Prozessfehler
e(t) = w(t) — y(t) gegen 0 konvergiert und damit der physikalische Prozessausgang y
mit dem gewiinschten Sollwert w iibereinstimmt, wenn der Regelfehler é(t) = w(t) —
y(t) ausgeregelt ist. Dies fithrt auf die Frage, wie sich die Fehlersignale e(-) und é(-)
zueinander verhalten und wie aus w(+) das Signal @(-) zu berechnen ist. In Anlehnung
an die bewéhrte Vorgehensweise [23, S. 467] soll ein Vorfilter eingesetzt werden, der
die Umrechnung durch einen geeigneten Faktor vornimmt. Ein frei wihlbarer Vektor
¢’ € R, n € N, gewichtet die Zustinde der Regelstrecke

B(t) = Az(t)+bult), z(0) =z, €R"

5.52
Gt) = cx(t), AeR™ b € R (5.52)

und definiert auf diese Weise eine Linearkombination g(-), die als Regelgrofie betrachtet
wird und einem vorgegebenen Sollwert w(t) folgen soll. Das Zustandsregelgesetz u(t) =
k-(w(t)—g(t)), k € R fihrt die RegelgroBe g(t) zuriick und legt dadurch den Regelkreis

#(t) = (A—kbO)x(t) +bki(t), 2(0) =z, € R"
y(t) = cx(t)

fest. Auf der Grundlage, dass der gewihlte Auskoppelvektor ¢&' € R" zu einem stabi-
len Regelkreis fiithrt, besitzt die quadratische Matrix (A — kb¢) € R™*™ ausschlieflich
Eigenwerte mit negativen Realteilen und ist daher invertierbar. Wird ein Sollwertver-
lauf vorgegeben, der asymptotisch gegen die Konstante w., konvergiert, stellt sich im
Regelkreis fiir ¢ — oo die Ruhelage 2o, = —(A —kbc) bk, ein. Damit die zugehorige
Ausgangsgrofle limy .o, y(t) = Yoo = o den gewiinschten Wert w., € R annimmt,
muss

(5.53)

1
v Woo T (A — kbd)~1bk (5:54)
gewihlt werden. Die Sollwertverstarkung V', die den Sollwert w(t) fiir den Prozessaus-
gang y(t) in den Sollwert w(t) umrechnet, hingt von den (bekannten) Reglerparame-
tern k und ¢ ab, sowie von den (unbekannten) Streckenparametern A, b, c. Daher ist

die Groe V fiir allgemeine Fiélle nicht berechenbar.

Als vorteilhaft erweist sich an dieser Stelle wiederum die Regelungsnormalform. In
einer Gleichgewichtslage y., # 0 wird der Quotient aus Regel- und Prozessgrofie als
stationdres Verstarkungsverhéltnis V,,

CT oo

_ e e 2y (5.55)

Yoo CToo

Vi -
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definiert. Die Realisierung der Strecke in Regelungsnormalform (=Integratorkette) er-
fordert in der Gleichgewichtslage die Bedingung z; = 0 fiir alle 1 < ¢ < n. Dadurch
kiirzt sich der Zustand lim;_, o #1(t) = 1 « heraus und es entsteht ein von der Ruhelage
unabhéngiges Verhiltnis

~0'-Tl,oo+6l'o+"'+én—l'0 _6_0

v _ ¢
Yo Tt 04 e 0 o

O g Z—Oyoo. (5.56)
0

Als Endergebnis resultiert daraus die gesuchte Umrechnung
Woo = —Weg 5 (5.57)

wobei wy, den Sollwert fiir den physikalischen Ausgang y(t — oo) angibt. Die tech-
nologische Aufgabenstellung wird daher erreicht, wenn die Gréfle y auf den Wert w
geregelt wird.

Die Division durch ¢y ist als unproblematisch zu erachten, da Prozesse mit ¢g = 0
keine konstante Eingangsgrofie u besitzen, die eine Ruhelage mit der Eigenschaft y # 0
hervorruft. Fiir solche Prozesse ist eine Festwertregelung aus physikalischen Griinden
unmoglich. Eine Stabilisierung dagegen bereitet auch im Falle ¢y = 0 keine Probleme,
weil eine Umrechnung des Sollwertes entfallen kann.

Nachdem der Skalierungsfaktor zwischen den beiden Ausgangssignalen im stationédren
Zustand vom unbekannten Streckenparameter ¢y beeinflusst wird, bleibt das urspriing-
liche Problem zwar bestehen, vereinfacht sich jedoch dahingehend, dass lediglich ein
Systemparameter als unbekannte Grofle auftritt. Ein méglicher Losungsansatz hierfiir
ist die Verwendung eines hochverstiarkungsbasierten Beobachters [9], [17], [51]. Ein
solcher besteht aus einer Integratorkette, in die der Beobachterfehler é(t) = y(t) — 9(t)
iiber die Faktoren hg,...,h,_; € R eingekoppelt wird. Die Differentialgleichung ist
durch

git) = @(t)
(5.58)
gegeben, die Kombination aus Strecke und Beobachter ist in Abbildung 5.13 dargestellt.

Durch den Einsatz eines Beobachters ergeben sich zwei Vorteile. Einerseits miissen die
Zustinde der Regelstrecke nicht gemessen werden. Dies ist wesentlich, da die Strecke
im Allgemeinen nicht in RNF vorliegt und daher die bené6tigten Zusténde physikalisch
nicht existieren. Andererseits leistet der Beobachter implizit die notwendige Skalierung
der Zustidnde mit der Unbekannten ¢y. Wenn anstelle der Riickfithrung g(t) = ¢z(t) die
Auskopplung ¢(t) = ¢z(t) angesetzt wird, ergibt sich in der Ruhelage:

o 60'-%1,00—{'61 '£'2,oo+"'+é7“—l'§jr,oo

Yoo = Ol oy (5.59)
Yoo = Tl,00 60'3717oo+cl'0+"'+cr—1'0
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Abbildung 5.13: Strecke in Regelungsnormalform mit hochverstiarkungsbasiertem Be-
obachter.

Unter der Voraussetzung eines korrekt eingestellten Beobachters wird ein stabiler Re-
gelkreis angenommen, d.h. das Erreichen einer Gleichgewichtslage ist unter diesen
Umsténden garantiert. Weil aus (5.58) die Gleichung

d
dt
entnommen werden kann, wird dadurch fiir s,y # 0 in der Ruhelage é(t) = 0 er-
zwungen. Aus diesem Grund wirkt keine Einkopplung auf die Integratorkette, so dass

die Bedingungen z; = 0 fiir alle 1 < ¢ < r erfiillt sind und sich das stationére
Verstéarkungsverhéltnis zu

Bo(t) = hy_y - €(2) (5.60)

Vi = f " P10 (5.61)
Co " T1,00
vereinfacht. Mit der Beziehung
boo =0 = Yoo = C0 * T100 = 1,00 = Joo (5.62)
ergibt sich )
v, = 2 T _ a0 (5.63)
T1,00

Die gesuchte Verstarkung fiir den Sollwert héngt ausschliellich von einem Koeffizienten
der frei wahlbaren Zustandsriickfiihrung ab und ist somit bekannt.

In den Beitrégen [87] und [88] wird ein hochverstirkungsbasierter Beobachter genutzt,
um den Relativgrad des vorliegenden Zweimassensystems unter Beibehaltung der Mi-
nimalphasigkeit zu reduzieren.
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Allerdings wirft ein solcher Beobachter eine zusétzliche Problemstellung auf. Die Ver-
starkungsfaktoren hy, ..., h,_ fiir die Fehlerriickfithrung beeinflussen die Qualitdat der
Zustandsschéatzung und dadurch auch die Stabilitat der Regelkreises. Bei deren Einstel-
lung ist als besondere Schwierigkeit ein Zielkonflikt zu 16sen. Einerseits muss der Beob-
achter hinreichend schnell einschwingen (hierzu sind hohe Verstéarkungen notig), ande-
rerseits darf Messrauschen nicht in stérendem Mafle verstérkt werden (hierzu miissen
niedrige Verstdarkungen gewihlt werden). Falls der Zielkonflikt eine Losung zuldsst,
bleibt die Fragestellung, was quantitativ unter , hinreichend schnell® zu verstehen ist.
Die Antwort darauf héngt mafigeblich von der Dynamik der Regelstrecke ab. Sofern
mittels worst-case-Abschéitzung eine Eingrenzung moglich ist, lassen sich Mindestwer-
te fiir die Fehlerriickfithrungen ermitteln. Andernfalls miissen adaptive Einstellregeln
in Erwédgung gezogen werden, wobei die Wahl eines Adaptionsgesetzes, sowie die zu-
gehorige Stabilitdtsanalyse nicht-triviale Problemstellungen beinhalten.

Die beschriebene Moglichkeit, mit dem Auskoppelvektor ¢ eine beliebige Linearkom-
bination der Zustdnde zu generieren und als neue Ausgangsgrofie zu definieren, er-
laubt eine weitreichende Modifikation der Regelstrecke. Unter der wenig restriktiven
Annahme eines Einkoppelvektors b € R™ mit der Eigenschaft b # 0 existiert ein nicht-
orthogonaler Auskoppelvektor ¢ € R", der zu einem Skalarprodukt éb # 0 fiihrt.
Dadurch lasst sich jeder beliebige Relativgrad r € N auf 1 reduzieren. Gleichzeitig
lasst sich durch ¢ auch Minimalphasigkeit erzwingen.

Die Eigenschaften des physikalischen Systems mit urspriinglichem Auskoppelvektor
¢ und Ausgang y(t) verlieren ihre Bedeutung und werden durch jene Attribute des
modifizierten Systems mit Ausgang ¢(t) = ¢x(t) ersetzt. Weil die erforderliche Mini-
malphasigkeit von ¢ bestimmt wird, kann durch Zustandsauskopplung grundsétzlich
auch ein System geregelt werden, das beziiglich des technologischen Ausgangs y nicht-
minimalphasiges Verhalten zeigt.



Kapitel 6

Hochverstirkungsbasierte Regelung
des Zweimassensystems

Konventionelle Regler fiir das Zweimassensystem, wie sie in Abschnitt 2.3 beschrie-
ben sind, verlangen eine vollstindig bekannte Regelstrecke und sind daher nicht langer
einsetzbar, wenn ein Zweimassensystem mit unbekannten Parametern zu regeln ist.
Soll die Voraussetzung der exakten Systemkenntnis fallen gelassen werden, bieten sich
hochverstarkungsbasierte Regler an. Wie eine Streckenanalyse fiir das Zweimassensys-
tem aufzeigt, ist eine Regelung der Motordrehzahl, sowie eine Zustandsregelung mit
Funnel-Control moglich. Die Lastdrehzahl lasst sich allerdings mit dieser Methode nicht
regeln, da hierfiir ein zu hoher Relativgrad vorliegt.

Es ist hervorzuheben, dass weder die physikalischen Parameter der Regelstrecke, noch
der Verlauf der Reibcharakteristik als bekannt vorausgesetzt werden. Die hier betrach-
teten hochverstiarkungsbasierten Regler verlangen lediglich strukturelle Eigenschaften
der Strecke, wie bekanntes und konstantes Vorzeichen der instantanen Verstidrkung,
stabile Nulldynamik und Relativgrad 1.

Wird als Regelgroie eine der beiden Drehzahlen wy oder wy vorgegeben, bestehen die
in Kapitel 2 dargestellten Nachteile. Diese lassen sich durch den Einsatz einer Zu-
standsregelung vermeiden, fiir die mit §(t) := y(t) = cx(t), ¢!’ € R3, eine Linearkom-
bination aller Zustdnde als Regelgrofie angesetzt wird. Dadurch tritt der Regelfehler
e(t) = g(t) — yrer(t) an die Stelle der aus technologischer Sicht relevanten Abweichung
Wref(t) — wa(t) zwischen ProzessgroBe wq(t) und deren Vorgabe wie(t).

Das Ziel ist der Entwurf eines Reglers, der fiir jeden beliebigen Sollwert
Yref € WLOO(RZO;R) (61)
(beschrénkte Funktion mit essentiell beschrankter Ableitung) und fiir jedes beschrénkte

Stérsignal d € L>*(R>o; R) die folgenden Forderungen garantiert, die in Abbildung 6.1
illustriert sind:

(i) Der Regelfehler e(t) = §(t) — yret(t) verlauft in einem vorgegebenen Trichter.

165
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(ii)) Ab einem festgelegten Zeitpunkt 7 > 0 bleibt der Regelfehler |e(t)| kleiner als
eine vorgegebene Schranke A\, > 0.

(iii) Samtliche ZustandsgroBen des Regelkreises bleiben beschrankt.
(iv) In der Nédhe der Gleichgewichtslage (fiir ,,grofie” t) ist der Regelfehler , klein®.

(v) Stationér, d.h. fiir #(t) = 0, ist die Abweichung ws(t) — wyet(t) proportional zum
Regelfehler e(t).

(vi) Torsionsschwingungen der elastischen Welle werden aktiv beddmpft.

(vii) Sémtliche Stérungen d € £ (Rso; R) werden unterdriickt.

Die Regelziele (i)-(iii) und (vii) werden durch einen hochverstérkungsbasierten, zeit-
varianten Proportionalregler

v(t) = —k(t) e(t) (6.2)
1
O = TR

erreicht, der in Kapitel 4 beschrieben ist. Aufgrund von Theorem 4.6 ist fiir einen
solchen Regler die Einhaltung von Punkt (i) und (iii) garantiert. Wird beispielsweise,
wie in Abbildung 6.1 erfolgt, als Trichterrand die Funktion ¢ : ¢ — min{t/7, 1}/\;
angesetzt, folgt aus (i), dass mit dem Freiheitsgrad A, > 0 ab dem Zeitpunkt 7
ein gewiinschtes Mafl an Genauigkeit eingestellt werden kann und (ii) somit zutrifft.
Durch die Verwendung eines PI-Reglers in Reihe mit dem Proportionalregler (6.2)
wird Ziel (iv) erreicht. Die im Punkt (vi) geforderte Dampfung entsteht durch Gewich-
tung des Torsionswinkels in der Regelgrofie. Um dadurch die stationdre Genauigkeit
in der Prozessgrofie nicht zu beeintriachtigen und (v) zu garantieren, wird der Torsi-
onswinkel einer Hochpassfilterung unterzogen. Durch die Erweiterung des Reglers mit-
tels PI-Regler und Hochpassfilter wird Ziel (iii), die Stabilitdt des Regelkreises, nicht
gefdhrdet.

Der Funktionsweise des Regelungskonzeptes liegt nachfolgend skizziertes Prinzip zu
Grunde, das in den Theoremen 6.5 bis 6.9 fiir nichtlineare Zweimassensysteme formu-
liert und bewiesen ist.

Fiir die dort betrachteten Prozesse lisst sich der Regler (6.2) mit g, € WH™(Rx0; R)
und u(t) = v(t) ansetzen, wobei sich der resultierende Regelkreis in der Form

é(t) = —ak(t)e(t) + ((t), a>0

B 1
1= (t)]e(t)]

C(t) = (Te + yrer) (1) + p(t) = rer (t)

k(1) (6.3)
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Abbildung 6.1: Beispiel eines Trichters F,, der die Regelziele (i)—(iii) garantiert.

darstellen ldasst. Dariiberhinaus lidsst sich zeigen, dass der Operator T der in De-
finition 4.2 angegebenen Operatorklasse Z angehort und dariiberhinaus auch p €
L>(Rxo;R) gilt, so dass zusammen mit yror € WH*(Rx0; R) das essentielle Ergebnis
¢ € L®(R>0;R) festzuhalten ist, wenn an dieser Stelle die (technische) Problematik
einer moglicherweise endlichen Entweichzeit ignoriert wird.

Aus der Darstellung (6.3) ist folgendes Verhalten des Regelkreises abzulesen. Sobald
sich der Regelfehler |e()| hinreichend nahe auf 1/1(t) zubewegt, d.h. der Punkt (¢, e(t))
befindet sich in der Ndhe des Trichterrandes, nimmt ¢ (¢)|e(t)| ndherungsweise den Wert
1 an. Durch die Struktur der Funktion s +— 1/(1 — s) entsteht in dieser Situation eine
ausreichend hohe Verstiarkung k(t), die

é(t) <0 fure(t) >0 und é(t) >0 fure(t) <0 (6.4)

erzwingt und dadurch (¢,e(t)) am Verlassen des Trichters hindert. Die Struktur der
Differentialgleichung (6.3) ist ausschlaggebend, damit durch eine hohe Verstéirkung der
Regelfehler klein gehalten wird. Darin ist jedoch keine Aussage iiber asymptotische
Konvergenz enthalten. Ein beliebig kleiner Regelfehler impliziert nicht, dass der Regel-
kreis eine Gleichgewichtslage erreicht.

6.1 Regelung des linearen Modells

An dieser Stelle wird auf das Ergebnis der Modellbildung in Kapitel 2 zuriickgegriffen
und die dort erarbeitete Zustandsbeschreibung

w(t) = Azx(t)+bu(t)+ by My(t), x(0)=uz,€R?

y(t) = cax(t), 7 ¢ RS (6.5)
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mit der Stellgrofie u(t) € R (Drehmoment der Antriebsmaschine), der stiickweise ste-
tigen Storgrofe My € L, (R>o; R) (Lastmoment) und den Gréfien

—dy)ds  ke)do  du/ T 0 1/,
A= -1 0 1 , b=1 0 und by = 0 (6.6)
Ay —ke)Ji —dy/ ]y 1/, 0

angesetzt. Der Auskoppelvektor ¢!’ € R? ist von der Wahl der Regelgréfie abhingig
und beeinflusst mafigeblich den Relativgrad der Regelstrecke sowie die Stabilitéit der
Nulldynamik.

Obwohl in den Ergebnissen fiir das nichtlineare Zweimassensystem diejenigen fiir das
lineare Zweimassensystem enthalten sind, erfolgt dennoch eine gesonderte Darstellung
des linearen Falles. Vor dem Hintergrund, dass sich am reibungsfreien Zweimassen-
system die Zustandsverlaufe und damit vor allem die Torsionsschwingungen der Welle
explizit berechnen lassen, wird die Wirkungsweise der in Abschnitt 6.2 vorgestellten
Methode zur aktiven Beddmpfung der Torsionsschwingung anhand der linearen Dar-
stellung transparent.

6.1.1 Regelung der Motordrehzahl

Fiir den Fall, dass die Motordrehzahl wy (t) als Regelgrofie definiert wird, ist der Aus-
koppelvektor

c:<00 Q (6.7)

festzulegen.

Theorem 6.1

Das lineare Zweimassensystem (6.5), (6.6) mit dem durch (6.7) gegebenen Auskoppel-
vektor gehort der Systemklasse S an. Demzufolge garantiert das Regelgesetz (6.2), in
dem u(t) = v(t) und y(t) = y(t) zu setzen ist, die Einhaltung der Regelziele (i), (iii)
und (vii).

Beweis
Aus dem Zustandsmodell (6.5), (6.6), (6.7) ergibt sich durch

F(s) =c(sls — A)™'b (6.8)

die zugehorige Ubertragungsfunktion zu

1 .2 dw Koy
F(S) _ wl(s) _ J_18 + J1J28+ J1 Jo (6 9)
u(s) s + dw JJ11+J:;2 52 + kw JJl1+J:;2 s ‘ ‘

Diese bietet sich fiir die Untersuchung an, ob das lineare Modell die strukturel-
len Eigenschaften erfiillt, um der Systemklasse & anzugehtren und damit fiir hoch-
verstarkungsbasierte Regler zuginglich zu sein.
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(i) Instantane Verstarkung:
Aus der Ordnung von Zahler- und Nennerpolynom errechnet sich geméfi Glei-
chung (A.17) die instantane Verstérkung zu

1
Vo= lim s""™MF(s) = — (6.10)

§—00 Jl

und ist wegen J; > 0 positiv.

(ii) Relativgrad:
Abschnitt A.6 stellt den Relativgrad linearer Systeme als Differenz der Ordnun-
gen von Nenner- und Zahlerpolynom dar. Damit ergibt sich der Relativgrad zu
r=n—m=1.

(iii) Minimalphasigkeit:
Minimalphasigkeit liegt nach Definition A.27 genau dann vor, wenn das Zéhler-
polynom der Ubertragungsfunktion ein Hurwitzpolynom ist. Nachdem simtliche
Systemparameter positive Werte annehmen, besteht das Zdhlerpolynom in der
Ubertragungsfunktion (6.9) ausschlieBlich aus positiven Koeffizienten. Dadurch
ist die notwendige und hinreichende Bedingung [29, S. 23] fiir ein Hurwitzpolynom
erfiillt, so dass minimalphasiges Verhalten gegeben ist.

Wegen (6.5) € S und § C P wird durch Anwendung von Theorem 4.6 ersichtlich, dass
die Motordrehzahl des Zweimassensystems (6.5) mit dem Regler (6.2) zu beherrschen
ist. |

Anhand einer Simulation soll das Verhalten des geregelten Zweimassensystems unter-
sucht werden, dessen Parameter in Tabelle 2.2 festgelegt sind. Der Trichterrand ist mit
der Funktion

OF, it 112" £ Ap,  Ape {01, 2} (6.11)

beschrieben. Die Konstante A definiert die Breite des Trichters, die fiir t — oo asym-
ptotisch erreicht wird. Ziel sei eine Festwertregelung auf die Drehzahl wyef = 10 rad/s,
weshalb fiir den Regelkreis als Sollwert eine Sprungfunktion

t
ﬂ%%ﬂﬂz{o V<0 (6.12)

Wref Vi > 0

vorgegeben wird. Das in Abbildung 6.2 aufgetragene Simulationsergebnis lasst vermu-
ten, dass beide Drehzahlen (und damit auch der Regelfehler) gegen konstante Werte
konvergieren. Die Beobachtung, dass der Regelkreis eine Ruhelage erreicht, stiitzt sich
allein auf die Simulation und ist nicht durch theoretische Resultate untermauert. Zwar
garantiert Theorem 4.6, dass der hier verwendete Regler den Fehler e(t) = wy (t) — et ()
durch den Trichter beschrankt, d.h. es gilt |e(t)| < 1/¢(t) fir alle ¢ > 0. Allerdings
ist in Theorem 4.6 keine Aussage iiber die Konvergenz der Zustandsgréfien bzw. des
Regelfehlers enthalten.

Wie Abbildung 6.2 zeigt, treten trotz Sprunganregung wihrend des Einschwingvor-
ganges nur geringfiigige Schwingungen in den Drehzahlen w;(:) und ws(:) auf, das
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Abbildung 6.2: Funnel-Control fiir das Zweimassensystem bei Regelung der Motordreh-
zahl.
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Uberschwingen ist vernachlissigbar klein. Bedingt durch das integrale Verhalten der
Strecke (Zweimassensystem ohne Reibung) erreicht der proportionale Regler stati-
ondre Genauigkeit, solange kein Lastmoment angreift. Der Regelfehler e(t) verschwin-
det asymptotisch, unabhéngig von der Breite des Trichters.

Nachdem der Regelkreis eingeschwungen ist und ndherungsweise die Ruhelage erreicht
hat, wird ab dem Zeitpunkt ¢ = 2 s ein konstantes Lastmoment von 12 Nm zugeschaltet,
das ungefdhr der Hélfte des maximalen Maschinenmomentes entspricht. Das obere
Diagramm in Abbildung 6.2 zeigt, dass sich dadurch fiir Ar = 2 die Drehzahl im
Simulationsbeispiel um fast 20 % reduziert und auch fiir ¢ — oo nicht auf den Sollwert
zuriickkehrt. Solches Verhalten ist typisch fiir proportionale Regler, die ohne Integralteil
den Regelfehler unter Storeinfluss nicht eliminieren kénnen.

Im unteren Diagramm wird der Trichter weiter verengt (Ar = 0.1) und dadurch der
Regelfehler bei Belastung verringert. Die Trichterbreite entspricht fiir ¢ — oo genau
1 % vom Sollwert. Dadurch schligt sich das Lastmoment nur in einer geringfiigigen
Verlangsamung der Regelgrofie wq(t) nieder, eine Verinderung ist innerhalb der Zei-
chengenauigkeit nicht wahrnehmbar. Obwohl sich durch einen engeren Trichter der
Regelfehler beliebig verbessern lasst, verschlechtert der enge Trichter das transiente
Verhalten der Prozessgrofie ws(t) nach dem Lastschlag deutlich. Weil der Abstand zum
Trichterrand abnimmt und dadurch die Verstarkung steigt, wenn der Trichter schméler
gewahlt wird, resultiert eine hohere Stellgrofie. Auf diesem Wege regt die Regelung die
Eigenschwingung der Welle und damit Oszillationen in ws(+) umso ausgepréigter an, je
enger sich der Trichter zusammenzieht. In der Ruhelage gilt w; (t) = wa(t), so dass stati-
onér auch das Verhalten der Prozessgrofie durch einen kleinen Wert von A g verbessert
wird.

Bei der Beurteilung der Regelgiite ist das Verhalten der Regelgrofie wq(t) bzw. des
Regelfehlers e(t) = wi(t) — yret(t) zu bewerten, nicht der Verlauf der Prozessgrofie
wa(t). Auf dieser Grundlage ist festzustellen, dass alle Regelziele auBer (vi) durch die
Regelung erfiillt werden.

Dennoch ist das Ergebnis, dass die Prozessgrofie entweder schlecht geddmpfte Schwin-
gungen ausfiithrt (d.h. (vi) ist nicht erfiillt) oder eine zu grofie stationire Abweichung
unter Last zeigt, zur Regelung eines Antriebes unbrauchbar.

6.1.2 Regelung der Lastdrehzahl

Wird die Lastdrehzahl wq(t) als Regelgrofe festgelegt, ist der Auskoppelvektor

c=(10 o) (6.13)

anzusetzen.

Theorem 6.2
Das lineare Zweimassensystem (6.5), (6.6) mit dem durch (6.13) gegebenen Auskop-
pelvektor gehért nicht der Systemklasse S an.
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Beweis
Aus dem Zustandsmodell (6.5), (6.6), (6.13) ergibt sich durch

F(s)=c(sls— A)~'b (6.14)
die zugehorige Ubertragungsfunktion zu
d k
wa(s) R
F(s) = = 2 2 . 6.15
(5) u(s) 8+ dp s+ kDR (6.15)

Eine Analyse aller notwendigen Eigenschaften fiir die Zugehorigkeit zu S ergibt folgen-
des Bild:

(i) Instantane Verstdrkung:
Die instantane Verstarkung errechnet sich zu Vjy = d,,/(J1.J2) und ist daher posi-
tiv.

(ii) Relativgrad:
Nachdem das Zahlerpolynom erster Ordnung ist, das Nennerpolynom aber dritter
Ordnung, ergibt sich ein Relativgrad von r =3 — 1 = 2.

(iii) Minimalphasigkeit:
Das Zahlerpolynom besitzt genau eine Nullstelle bei s = —k,/d,, < 0. Deren
Realteil ist negativ, die Regelstrecke ist somit minimalphasig.

Bedingt durch den Relativgrad erfiillt diese Regelstrecke nicht die notwendigen Vor-
aussetzungen, um sich mit hochverstarkungsbasierten Reglern beherrschen zu lassen,
ohne dass dabei auf die zeitliche Ableitung von ws(t) zuriickgegriffen wird.

6.1.3 Zustandsregelung

Nicht alle der genannten Regelziele werden eingehalten, wenn lediglich ein Zustand als
RegelgroBe festgesetzt wird. Vor allem im Hinblick auf die Prozessgrofie ist von der
Regelung eines einzigen Zustandes Abstand zu nehmen und stattdessen eine Linear-
kombination der Systemzusténde als Regelgréfie zu definieren. Hierfiir ist der Auskop-
pelvektor

C = <Cl Co C3> c RIXS (616)

zu wahlen, der eine Linearkombination aus beiden”Drehzahlen und dem Torsionswinkel
festlegt. Gleichung (2.28) gibt die entsprechende Ubertragungsfunktion durch

g2 4 (02J2+(C1+63)dw)3 + (c1+c3)kw

— J1 J1J2 J1Jo
F(s) = 3 g Nthg2 o St (6.17)
§7 4 o578 + RS

vor, deren Ziahlerpolynom sich mit den drei Freiheitsgraden c;, co, c3 € R beliebig
einstellen lisst. Insofern ist eine Relativgradreduktion, sowie eine beliebige Plazierung
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der Nullstellen durch die Zustandsriickfithrung mdéglich, und es ist daher zu erwarten,
dass bei entsprechender Wahl der Auskopplung die Strecke in die Systemklasse S fillt.
Allerdings wird die Lage der Nullstellen (und damit die erforderliche Minimalphasigkeit
der Regelstrecke) nicht nur von den Koeffizienten der Auskopplung ¢!’ € R? beeinflusst,
sondern héngt ebenso auch von den unbekannten Parametern der Strecke ab.

Im Sonderfall einer Realisierung der Strecke in Regelungsnormalform (RNF) héingt das
Zihlerpolynom der Ubertragungsfunktion ausschlieflich vom frei wihlbaren Riickfiihr-
vektor ¢! € R? ab. Weil die unbekannten Systemparameter keinen Einfluss auf das
Zéhlerpolynom erhalten, konnen dessen Wurzeln beliebig plaziert werden, die Gewéhr-
leistung der Minimalphasigkeit bereitet somit keine Schwierigkeit.

Die Realisierung des Zweimassensystems, welche auf physikalischen Zustandsgréfien ba-
siert, stimmt jedoch nicht mit der Regelungsnormalform iiberein. In Gleichung (6.17)
schlégt sich dies darin nieder, dass die unbekannten Systemparameter J;, Js, k, und
d,, in den Koeffizienten des Zahlerpolynoms vertreten sind. Dadurch geht die Kenntnis
iiber die Positionen der Nullstellen zwar verloren, die erforderliche Minimalphasigkeit
lésst sich dennoch garantieren. Allein die in (2.10) festgestellte Tatsache, dass sdmtliche
Parameter positive Vorzeichen besitzen, ist als Voraussetzung notwendig, um im Zahler
ein Hurwitzpolynom zu erhalten und dadurch die Nullstellen unabhéngig von den un-
bekannten Betrigen der Parameter in der stabilen linken Halbebene zu plazieren.

Theorem 6.3
Die Bedingungen
c3 > 0, c1 > —cCs, cp >0 (618)

stellen ein hinreichendes Kriterium dar, damit das lineare Zweimassensystem (6.5),
(6.6) mit dem durch (6.16) gegebenen Auskoppelvektor der Systemklasse S angehort
und demzufolge das Regelgesetz (6.2), in dem v(t) = u(t), y(t) = y(t) und yees(t) =
(c1+c3)wret(t) zu setzen ist, die Einhaltung der Regelziele (i), (iii) und (vii) garantiert.

Beweis
Aus der Ubertragungsfunktion (6.17) lassen sich folgende Eigenschaften ablesen:

(i) Instantane Verstarkung:
Unter der Bedingung c3 # 0 errechnet sich die instantane Verstdrkung zu
Vo = ¢3/J;. Weil physikalisch bedingt das Massentragheitsmoment J; positiv
ist, besitzt die instantane Verstarkung das positive Vorzeichen von c;.

(ii) Relativgrad:
Unter der Bedingung c3 # 0 ergibt sich ein Relativgrad von r =3 —2 = 1.

(iii) Minimalphasigkeit:
Minimalphasigkeit erfordert ein Zahlerpolynom mit Wurzeln, die ausschlieflich
negative Realteile aufweisen. Als Kriterium hierfiir eignet sich beispielsweise der
Hurwitz-Test [29, S. 23|. Daraus lassen sich zusammen mit Ungleichung (2.10)
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen

du
c3 > 0, c1 > —cCs, Coy > —7(01 + 63) (619)
2
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fiir die Auskoppelkoeffizienten ableiten. Die Koeffizienten des Zihlerpolynoms
sind von den unbekannten Systemparametern abhéngig, weshalb diese auch in
Ungleichung (6.19) auftreten. Im Falle von ¢ ist die untere Schranke daher nicht
als Zahlenwert explizit bestimmbar. Allerdings folgt aus (2.10) und ¢; + ¢3 > 0,
dass ¢y einen unbekannten, aber negativen Wert iibersteigen muss. Damit sind
die Bedingungen (6.19) auch erfiillt, wenn stattdessen die restriktiveren, aber pa-
rameterunabhéngigen Ungleichungen (6.18) angesetzt werden. Deren Einhaltung
garantiert ebenfalls eine minimalphasige Ubertragungsfunktion.

Theorem 6.3 zufolge ist es moglich, durch Zustandsauskopplung den Relativgrad zu
reduzieren und dabei die Nebenbedingung der Minimalphasigkeit einzuhalten, obwohl
weder die Systemparameter bekannt sind, noch das Zweimassensystem in Regelungs-
normalform vorliegt. Durch die vorgeschlagene Zustandsauskopplung ist das Zweimas-
sensystem der Systemklasse S zuzuordnen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass Bedingung (6.18) keine vollstindige Zustands-
riickfithrung fordert, die Parametrierung ¢; = 0 bzw. ¢y = 0 ist eine zuléssige Wahl.
Sowohl die Lastdrehzahl, als auch der Verdrehwinkel kénnen damit unberiicksichtigt
bleiben, wenn allein die Stabilitdt des Regelkreises mafigebend ist. Daran zeigt sich,
dass sich die Regelung der Motordrehzahl als Sonderfall der Zustandsregelung auffassen
léasst.

Insbesondere muss wegen co > 0 der Verdrehwinkel nicht notwendigerweise gemessen
werden, um ein stabiles Gesamtsystem zu erhalten. Auf einen entsprechenden Sensor
kann aus Sicht der Stabilitdt verzichtet werden. Dennoch kann die Gewichtung des
Verdrehwinkels mit einem Faktor c; > 0 sinnvoll sein, speziell wenn, wie im Fall des
vorliegenden Zweimassensystems, kein zusétzlicher Messaufwand entsteht. Durch das
Einbeziehen des Verdrehwinkels in die Linearkombination erhélt der Regler Information
iiber Schwingungen der elastischen Welle und kann deshalb dédmpfend einwirken.

Die Freiheitsgrade, die durch (6.18) gegeben sind, werfen die Frage nach einer geeig-
neten Wahl des Auskoppelvektors ¢!’ € R? auf. Im relevanten Falle, dass Minimal-
phasigkeit vorliegt und die Auskoppelfaktoren den Ungleichungen (6.19) geniigen, tritt
eine Pol-Nullstellen-Kiirzung und damit der Verlust der vollstandigen Beobachtbarkeit
ausschlieflich fiir die Konstellation

co=0 und ¢ = 03é (6.20)
Ji

ein. Daher ist ¢y # 0, also die Gewichtung des Torsionswinkels in der Riickfiihrung, hin-
reichend fiir den Erhalt der vollstéandigen Zustandsbeobachtbarkeit. Dennoch besteht
auch ohne Verdrehwinkel Beobachtbarkeit, solange ¢; # Jo/J; - ¢3 gesetzt wird. Wenn
beide Auskoppelkoeffizienten unterschiedliches Vorzeichen aufweisen (sign(c;) < 1,
sign(cz) = 1) liegt Beobachtbarkeit vor, unabhéngig von ¢,. In diesem Falle kann ohne
Bedenken der Torsionswinkel unberiicksichtigt bleiben.

Falls ein Wertebereich fiir das Verhiltnis J/J; abgeschitzt werden kann, darf die
Verstarkung der Lastdrehzahl ein positives Vorzeichen besitzen (sign(c;) = 1). Ohne
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eine solche Abschétzung kann Beobachtbarkeit nicht garantiert werden, oder es muss
der Verdrehwinkel gewichtet werden (co # 0).

Damit ist gezeigt, dass lediglich fiir den Fall ¢; = 0 Beobachtbarkeit verloren gehen
kann, fiir ¢5 # 0 ist dagegen stets vollstdndige Beobachtbarkeit gegeben.

Allerdings ist durch vorhandene Beobachtbarkeit nicht notwendigerweise die Bedamp-
fung von Schwingungen in der Welle zufriedenstellend gut. Beobachtbarkeit ist lediglich
eine notwendige Voraussetzung dafiir, dass dem Regler Information iiber vorhandene
Schwingungen zur Verfiigung steht und dieser die Moglichkeit zu deren Beddmpfung
erhilt. Inwiefern eine Bedampfung tatsichlich geschieht, hdngt nicht allein von der
Beobachtbarkeit ab.

Obwohl unbeobachtbare Vorgénge im System definitionsgeméfl nicht am Ausgang sicht-
bar sind und daher im Ubertragungsverhalten auch keinen storenden Einfluss besitzen,
ist Beobachtbarkeit dennoch aus zwei Griinden zu befiirworten:

(i) Bei der Auslegung eines Reglers darf in der Praxis das Interesse nicht nur dem
Systemausgang gelten, sondern muss sich auf das Verhalten des Gesamtsystems
beziehen. Unnotige Schwingungen sind stets zu vermeiden, auch wenn diese in
der Regelgrofle selbst nicht auftreten, um das System nicht einer iiberfliissigen
Belastung auszusetzen.

(ii) Im untersuchten Fall tritt der Verlust der Beobachtbarkeit lediglich aus der Sicht
der Riickfithrung y(t) = cz(t) ein. Nur in diesem Signal sind die Eigenschwin-
gungen der Welle unter den genannten Umstédnden nicht zu erkennen, weswegen
der Regler diese nicht unterdriicken kann. Am physikalischen Ausgang ws(t) sind
Schwingungen jedoch beobachtbar. Die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix lau-

tet
1 0 0
_ _dw kw dw
Q= A A = (6.21)
_—di]y{-kw J2 Jl—d%)JQ _dw kw (J14J2) —di,Jl-i-kw Jo Jl—d%}JQ
J22J1 J22J1 J22J1

woraus sich die Determinante

det(Q) = ];—3; £0 (6.22)

ergibt. Es kann aus technischen Griinden stets k,, > 0 und J; < oo vorausge-
setzt werden: k,, = 0 beschreibt ein System ohne Kopplung der beiden Massen,
also das Fehlen einer Welle; Jo = oo ist der Grenzfall einer unendlich groflen
Tréagheit, so dass keine Drehzahldnderungen moglich sind. In beiden Féllen ist ei-
ne Drehzahlregelung fiir die Lastmasse hinfillig. Damit darf die Regelstrecke aus
Sicht der Prozessgrofie wo(t) stets als vollstandig beobachtbar betrachtet werden,
also dann, wenn die physikalisch gegebene Auskopplung wy(t) = (1, 0, O)x(t)
betrachtet wird.
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Dies zeigt, dass die Eigenschwingungen beim Verlust der Beobachtbarkeit die Regelgiite
verschlechtern, was vom Regler nicht verhindert werden kann.

Desweiteren ist fiir eine Anwendung des Regelgesetzes (6.2) zu bedenken, dass pro-
portionale Regler prinzipbedingt kein internes Modell fiir konstante Anregungssignale
enthalten und daher nicht fiir die Beseitigung stationédrer Regelfehler ausgelegt sind.
Aus diesem Grund ist (6.2) um einen integralen Anteil zu erweitern, wenn asymptotisch
ein konstanter Sollwert erreicht werden soll. Diese Vorgehensweise ist in Abschnitt 4.6
erlautert und wird hier angewendet.

Um den Relativgrad des Zweimassensystems nicht zu erhohen, ist ein internes Modell
mit Durchgriff einzufiigen, das als zusétzlicher PI-Regler agiert und in Reihe mit dem
zeitvarianten Proportionalregler (6.2) anzuordnen ist. Ein solcher PI-Regler weist die
Ubertragungsfunktion

u(s) . ]{JpS + k}]

Fri(s) = v(s) s ’

kp, kr >0 (623)

auf. Die Einschriankung von kp und k; auf positive Werte legt die Nullstelle der Uber-
tragungsfunktion auf s = —k;/kp < 0, bedingt dadurch minimalphasiges Verhalten
und fithrt zusétzlich auf eine positive instantane Verstdrkung.

Es lasst sich auf direktem Wege zeigen, dass die erforderlichen Eigenschaften der Re-
gelstrecke auch bei Verwendung eines zusétzlichen integralen Anteils erhalten bleiben.
Die strukturellen Eigenschaften fiir den Einsatz hochverstéarkungsbasierter Regler sind
daher erfiillt.

Der Auskoppelvektor in Gleichung (6.16) definiert das Ausgangssignal
y() = cwa(+) + 200 () + cwn () (6.24)

als Linearkombination aller Zusténde, das die Regelgrofie bildet. Um im stationdren Zu-
stand eine Verstdarkung von 1 fiir das zustandsgeregelte Zweimassensystem zu erhalten,
muss (wie bei Zustandsreglern iiblich und fiir den allgemeinen Fall in Abschnitt 5.2.3
beschrieben) eine Skalierung des Sollwertes vorgenommen werden. Falls der Torsions-
winkel in der Riickfithrung gewichtet wird, héngt der benétigte Vorfaktor von dieser
Zustandsgrofle ab, die ihrerseits eine Funktion des unbekannten Lastmomentes und
der unbekannten Steifigkeit der Welle ist. Daher kann unter Einwirkung eines Last-
momentes die passende Sollwertverstarkung nicht berechnet werden. Falls dagegen der
Verdrehwinkel nicht gewichtet wird, verliert der Vorfaktor seine Abhéngigkeit von den
unbekannten Groflen. Unbeeinflusst von moglicherweise wirkenden Lastmomenten kann
der Faktor

V = c1+csg > 0 (625)

zur notwendigen Skalierung des Sollwertes aus bekannten Gréflen einfach errechnet
werden. Wird fiir wo(t) die Drehzahl wy.¢(t) gewiinscht, ist dem Regelkreis der Sollwert
Yref(t) = Ve (t) vorzugeben.

Im Folgenden wird die beschriebene Regelstrategie auf ein reibungsfreies Zweimassen-
system angewendet. Den Simulationen liegen die Parameter aus Tabelle 2.2 zugrunde,
der Vorfilter ist gemaf Gleichung (6.25) gegeben.
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Abbildung 6.3: Funnel-Control fiir das Zweimassensystem mit Zustandsriickfithrung
y(t) = (1, c2, 2) z(t).
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Abbildung 6.3 zeigt das Simulationsergebnis fiir die Riickfithrung ¢ = (1, Co, 2), wobei
der Koeffizient ¢y zwischen den drei Werten ¢, € {O, 20, 150} variiert. Der Trichterrand
ist durch die Funktion

OF, :t—15-¢% + A, Ape {001, 0.5} (6.26)

gegeben, deren Parameter Ar im oberen Diagramm auf den Wert 0.5 gesetzt ist, im un-
teren Diagramm auf 0.01. Als Vorgabe fiir die Prozessgrofie sei wyef = 1 rad/s gewihlt,
woraus sich mit V = ¢; + ¢3 = 3 fiir den Sollwert

0 vVt <0
t= Yt (t) = {Vw V>0 (6.27)

ergibt. Ist der Torsionswinkel in der Linearkombination (6.24) z. B. durch ¢y = 150
ausreichend hoch gewichtet, dampft der Regler die Eigenschwingung im erwiinschten
Mafl. Durch den Sprung werden daher weder storende Oszillationen angeregt, noch
entsteht Uberschwingen. Je schwiicher ¢, (#) jedoch verstirkt wird, desto weniger greift
der Regler ddmpfend ein, so dass vermehrt Schwingungen entstehen.

Die Zustandsriickfithrung &ndert nichts am integralen Verhalten der Strecke, so dass
der proportionale Regler im eingeschwungenen Zustand den Fehler 0 erreicht. Ab dem
Zeitpunkt ¢ = 2 s greift ein konstantes Lastmoment von 5 Nm an. Auch hier zeigt sich
die Dampfung abhéngig von der Verstarkung des Verdrehwinkels. Eine zu geringe Ge-
wichtung bedingt einen Informationsverlust, der in der Folge die notwendige Reaktion
auf die Figenschwingung hemmt. Fiir ¢, = 150 kann dagegen die Eigenschwingung der
Welle stark beddmpft werden, so dass der Lastschlag keine Schwingung anregt.

Allerdings entsteht eine erhebliche Abweichung zwischen Prozessgrofie wq(t) und wyer,
wenn auf der Lastseite des Antriebsstranges ein externes Widerstandsmoment bremst.
Der proportionale Regler allein ist im Grundsatz nicht in der Lage, die Abweichung
zwischen Prozessgrofie wo(t) und deren Sollwert wyer zu beseitigen.

Wie ein Vergleich des oberen Diagrammes mit dem unteren in Abbildung 6.3 darlegt,
nimmt trotz Verengung des Trichters im Falle ¢o = 150 die Differenz wq(t) — wyer fiir
t — oo nicht in zufriedenstellendem MaBle ab. Mit Ar = 0.01 erreicht der Trichter
asymptotisch ein fiinfzigstel der Breite, die sich fiir Ar = 0.5 einstellt. Dennoch redu-
ziert sich die stationdre Abweichung nicht im selben Mafistab, sondern sinkt von 75 %
lediglich auf 61 % ab.

Der Grund hierfiir liegt darin, dass ein Zustandsregler auf das Verhalten einer Li-
nearkombination aller Zusténde reagiert, nicht auf einen einzelnen Zustandsverlauf
wy(+), der in Abbildung 6.3 eingetragen ist. Im konkreten Falle des Zweimassensystems
wird anstelle der relevanten Prozessgrofie wo(t) die gesamte Linearkombination (6.24)
zuriickgefithrt. Daher wird an der Vergleichsstelle ein Regelfehler

e(t) = y<t> - yref(t) = y<t) - wref(cl + 03) =
= c1(wa(t) — wre(t)) + c3(W1(t) — wret(t)) + capu(t)

gebildet, aus dem der Regler die Stellgréfie ermittelt. Implizit ist die relevante Differenz
wa(t) — wrer(t) zwar im Regelfehler e(t) enthalten, eine explizite Minimierung dieser

(6.28)
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Regelfehler e(t) [rad/s]

Differenz wiet(t) — wo(t) [rad/s]
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Abbildung 6.4: Funnel-Control fiir das Zweimassensystem mit Zustandsriickfithrung
y(t) = (1, ¢, 2) z(t) fiir Ap = 0.5.

Differenz erfolgt durch die Zustandsregelung jedoch nicht. Der Unterschied zwischen
den Signalen wy(+) — wret(+) und e(-) wird aus Abbildung 6.4 ersichtlich.

Damit erklart sich das in der Simulation zu beobachtende Verhalten. Im stationdren
Zustand sind die Drehzahlen w; (t) und ws(t) gleich, so dass durch Umstellen von Glei-
chung (6.28) die Bezichung
e(t) + copy, (T e(t c
nlt) ~wnalt) = DT Pl ) _erp (6.20)

c1+c¢3

resultiert. Nur fiir den Sonderfall ¢o = 0 sind die Grofien e(t) und wa(t) — wyet(t) tiber
einen proportionalen Zusammenhang verkniipft, so dass aus e(t) — 0 auch w(t) —
wret(t) — 0 folgt. Falls co # 0 gesetzt ist, fithrt eine Verengung des Trichters unter
Umsténden zwar zu einer Verminderung des Regelfehlers e(t). Doch selbst bei idealer
Regelung (e(-) = 0) bleibt eine Abweichung in der Prozessgrofie bestehen, die durch
den Term ¢y, (t)/V in Gleichung (6.29) verursacht wird. Unter Einwirkung eines Last-
momentes M; entsteht stationdr eine Wellenverdrehung ¢, = M, /k,,, so dass die Ge-
wichtung des Torsionswinkels damit die stationdre Genauigkeit beeintrichtigt.

Im Hinblick auf stationidre Genauigkeit stellt die Wahl ¢5 = 0 eine Losungsmoglichkeit
dar, die, konform zur Nebenbedingung (6.18), dariiberhinaus auf einen zusétzlichen
Sensor fiir den Verdrehwinkel verzichtet. Als Resultat sind Regelfehler und Prozess-
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groflenabweichung miteinander iiber einen proportionalen Zusammenhang mit dem
Faktor V' = ¢; + ¢3 > 0 verkniipft. Die Vorverstarkung V' kann somit unabhéngig
vom Lastmoment und von unbekannten Systemparametern ausgelegt werden. Verklei-
nert der Regler den Fehler e(t), verringert sich gleichzeitig im selben Verhéltnis auch
die relevante Abweichung wo(t) — wret(t). Uber die Reduktion von Ay und die damit
verbundene Verengung des Trichters ist im Falle ¢ = 0 daher eine beliebige Verbes-
serung der stationdren Genauigkeit fiir die Prozessgrofie erreichbar. Dieser Effekt ist
in Abbildung 6.3 fiir den Fall Ar = 0.5 erkennbar. Je geringer der Verdrehwinkel
gewichtet ist, desto kleiner bleibt die stationdre Abweichung in der Prozessgrofie.

Allerdings sind in Abbildung 6.3 schlecht gedampfte Oszillationen zu beobachten, je we-
niger der Torsionswinkel beriicksichtigt wird. Ein schmalerer Trichter fiihrt tendenziell
zu einer hoheren Verstarkung und damit zu mehr Stellgrofle, die das System verstérkt
anregt. Insofern erhchen kleine Werte fiir Ap die Amplitude der Eigenschwingung, das
Verhalten im transienten Vorgang verschlechtert sich. Nur asymptotisch verbessert ein
schmaler Trichter das Regelergebnis.

Urséchlich fiir die unzureichende Beddmpfung der Eigenschwingung ist der poten-
tielle Verlust der Beobachtbarkeit, wenn der Verdrehwinkel nicht gewichtet ist. Die
Ausfithrungen in Abschnitt 2.2.3.1 analysieren, unter welchen Umstédnden die Dyna-
mik der Zustdnde x nur unvollstdndig im Systemausgang y sichtbar ist. Anschaulich
erklart sich dieser Effekt durch eine Betrachtung der homogenen Eigendynamik des
Zweimassensystems.

Wird die Torsionsschwingung der Welle angeregt, treten in den Geschwindigkeits-
verlaufen beider Massen gegenphasige Schwingungen auf. Dieser Sachverhalt zeigt sich
in der Losung der homogenen Differentialgleichung fiir den Anfangswert

T
Lo = (wo Pw,o Wo) € R?. (630)
Mittels Auswertung des Matrixexponentials z(t) = ez, errechnen sich die gesuchten
Drehzahlverldufe ok
w1t w, — J Y e M sin(wot) Yo o 6.31
1 2 Na: (wet)pu, ( )
und
ke i
wo it w,+ Ji e M sin(wet) Yo - (6.32)

VR

Dabei setzt sich die Konstante R € R aus
R:= (J1 + L) + Jo)ds, — 4k J1J5] <0 (6.33)

zusammen und ist fiir schwingungsfihige Systeme negativ, wie aus Ungleichung (2.14)
zu entnehmen ist. Die Abklingzeitkonstante A\ und die Eigenfrequenz w, ergeben sich
zZu

1y + o 11
A== dy > 0 d w=-—V_E>0 6.34
2 JJy (wT U WG wemomm VTS (6:34)

und stimmen folgerichtig mit Real- und Imaginérteil der Polstellen in Gleichung (2.13)
iiberein.
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Ein Vergleich beider Drehzahlverldufe zeigt, dass wi(-) und wq(-) mit identischer Fre-
quenz w, oszillieren. Die unterschiedlichen Vorzeichen vor den Tragheitsmomenten ver-
ursachen jedoch eine Phasenverschiebung von 180° und fithren so zu gegenphasigen
Schwingungen. Daraus ergeben sich folgende Konsequenzen fiir unterschiedliche Aus-
kopplungen:

(a)

cp > 0:

Besitzen beide Auskoppelkoeffizienten ¢; und c3 positives Vorzeichen, werden
bei der Bildung der Linearkombination zwei gegenphasige Schwingungen addiert.
In der Folge reduziert sich die Amplitude der resultierenden Schwingung durch
Interferenz, bis hin zur vollstdndigen Ausloschung, wenn

Ci = C3— (635)

gewihlt wird. In diesem Falle nimmt der Ausgang

J2

y(t) = crws(t) + cawi (t) = c3 (jlwg(t) + wl(t)) =c3

Ji+Jo
Ji

We (6.36)

einen konstanten Wert an, die Oszillationen der Drehzahlverlaufe sind nicht ent-
halten. Gleichung (2.33) stiitzt diese Aussage und zeigt, dass die Konstellati-
on (6.35) zum Verlust der Beobachtbarkeit fiihrt. Dieser Effekt entspricht in der
Ubertragungsfunktion (2.34) der Kiirzung des konjugiert komplexen Polpaares.

Die Eigenschwingung tritt umso schwécher in Erscheinung, je weiter sich die
Auskoppelkoeffizienten an den Grenzfall (6.35) anndhern. Durch die nicht sicht-
bare Eigenschwingung in der Riickkopplung bleibt die Dynamik des Zweimas-
sensystems verborgen — dem Regler wird lediglich das Verhalten des Einmas-
sensystems vorgespiegelt. Gleichung (6.36) ist zu entnehmen, dass ausschliefflich
die Geschwindigkeit w, am Arbeitspunkt bewertet wird. Folglich entspricht die
Festsetzung (6.35) dem Wunsch nach einem kleinen stationdren Regelfehler, die
Torsionsschwingungen der Welle bleiben dagegen vom Regler unberiicksichtigt.

c < 0:

Eine Gewichtung beider Geschwindigkeiten mit unterschiedlichem Vorzeichen
(¢ < 0 und c3 > 0) belédsst selbst ohne Auskopplung des Verdrehwinkels im
Ausgangssignal die erforderlichen Informationen iiber Schwingungen in der Wel-
le. Das negative Vorzeichen von ¢; spiegelt die Funktion |c;|ws(+) an der Zeitachse
und bewirkt damit eine Phasenverschiebung um 180°. Dadurch sind die zu sum-
mierenden Drehzahlen phasengleich, so dass die Uberlagerung beider Signale eine
Erhoéhung der Amplitude im Riickfiihrsignal bewirkt. Demzufolge bleibt die Ei-
genschwingung am Ausgang stets beobachtbar.

Andererseits verliert die Geschwindigkeit am Arbeitspunkt w, in der Linearkom-
bination an Bedeutung. Im Grenzfall

C1 = —Cs (637)
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bleibt der Ausgang

y(t) = ClcUQ(t) -+ C3W1(t> = C3 (-Wg(t) + wp (t)) =
2k,
V—R

ginzlich unabhéngig von der Drehzahl w,. Wie auch das Fehlen des integralen
Anteils im Nenner der Ubertragungsfunktion (2.34) andeutet, ist w, nicht beob-
achtbar. Der Regler ist damit ausgelegt auf die Beddmpfung der Eigenschwingung
und lésst die Drehzahl im Arbeitspunkt vollig unbeachtet — die Geschwindigkeit
im stationdren Zustand spielt fiir den Regler keine Rolle. Dadurch sind grofle
Regelfehler zu erwarten, besonders wenn Last auftritt. Zusétzlich wird die Anre-
gelzeit erhoht, diese Gewichtung bedingt einen langsamen Regelkreis.

= —c3(J1 + Jo) e Msin(wet)pw, (6.38)

Liegen die Auskoppelkoeffizienten nahe am Grenzfall (6.37), erreicht die Regelung zwar
eine Ddmpfung der Torsionsschwingung, die Drehzahl am Arbeitspunkt wird aber nicht
berticksichtigt. Werden die Koeffizienten an den Fall (6.35) verschoben, tritt die Re-
duzierung des stationdren Regelfehlers umso mehr in den Vordergrund, allerdings auf
Kosten der Beddmpfung. Damit kann durch die Wahl von ¢; und c3 ein gleitender
Ubergang zwischen diesen beiden konkurrierenden Zielen erfolgen. Ohne Gewichtung
des Verdrehwinkels kann der Zustandsregler aus seinem potenziellen Vorteil gegeniiber
der Kaskadenregelung keinen Nutzen ziehen.

Wie Abbildung 6.3 zeigt, ldsst sich durch die Gewichtung des Torsionswinkels mit co # 0
zwar die Dampfung erhohen, gleichzeitig wéchst aber auch die stationédre Differenz
wa(t) — wrer(t) an. Der Parameter ¢y dient lediglich als zusétzlicher Freiheitsgrad, um
den Kompromiss zwischen Dampfung und stationdrer Genauigkeit auszubalancieren.

Allein durch geeignete Wahl das Auskoppelvektors lassen sich beide Zielsetzungen nicht
simultan in befriedigender Weise erreichen. Es besteht ein Zielkonflikt zwischen transi-
entem und stationdrem Verhalten der Regelung. Um diesen zu beheben, sind zusétzliche
Mafinahmen erforderlich.

6.2 Behebung des Zielkonfliktes durch dynamische
Zustandsriickfiihrung

Die statische Zustandsriickfithrung y(t) = (01, ca, 03) x(t) mit einem konstanten Fak-
tor co € R verlangt eine Abwigung zwischen stationdrer Genauigkeit und aktiver
Déampfung von mechanischen Schwingungen in der Antriebswelle. Dieser Zielkonflikt
legt die Verwendung einer geeigneten Funktion ¢y : t +— co(t) nahe, die den Torsions-
winkel ¢,,(t) abhéingig vom Betriebszustand gewichtet und dadurch anstelle von (6.24)
die Riickkopplung

y(-) = crwa(’) + ca(-)pw () + cawi(v) (6.39)
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verwirklicht. Treten Schwingungen auf, muss die Funktion cy(-) groBe Werte anneh-
men, hat sich das System beruhigt, soll cy(-) auf 0 abklingen, um einen bleibenden
Regelfehler zu vermeiden. Im Folgenden wird eine Realisierungsmoglichkeit fiir die si-
tuationsabhéngige Gewichtung des Verdrehwinkels diskutiert.

Wird die Funktion ¢y : t +— c3(t) bereits vor Inbetriebnahme der Regelung festgelegt,
fehlt die notwendige Flexibilitdat, um auch auf unvorhersehbare Stéranregungen durch
M,(t) mit einer Erhthung von ¢y(t) zu reagieren. Géngige Anwendungsfille verlangen
daher, den Faktor c,(t) abhingig vom momentanen Systemverhalten einzustellen.

Diese Aufgabe kann von einem geeigneten Adaptionsgesetz iibernommen werden, wo-
bei weiterhin stabiles Betriebsverhalten gewéhrleistet werden muss. Der Entwurf einer
passenden Adaption, sowie die zugehorige Beweisfithrung fiir Stabilitét sind allerdings
aufwandig.

Aus diesem Grund ist eine abweichende Herangehensweise vorzuziehen. Die Aufga-
benstellung verlangt, den Torsionswinkel ausschlieSlich dann zu beriicksichtigen, wenn
Ostzillationen auftreten. Daher besteht die Schliisselidee zur Losung des Zielkonfliktes
darin, weiterhin eine konstante Riickfiihrverstiarkung ¢y > 0 zu verwenden, dafiir aber
die Zustandsgrofie ¢, (t) mittels DT;-Baustein (Hochpassfilter, HPF)

qt) = —Tplap(t) +pu(t), Tr>0
zu filtern und fiir das Zweimassensystem ein Ausgangssignal
1
yr(-) = aws(’) + c2q() + cswi () = crwa () + 20w () + cswn () — CzT—IF(') =
. " (6.41)
=y() — CzT—FmF(')

zu definieren. In der Gleichgewichtslage
fithrt der Filter zum gewiinschten Effekt, indem die Regelgrifie

yr(+) = crwa () + cawq(+) fir xp(t) = Trpw(t) (6.43)

im stationdren Zustand wunschgeméf nicht vom Verdrehwinkel abhéngt. Dadurch wird
der selbe Effekt erzielt, wie durch eine Reduktion von cy(t) auf 0 in Gleichung (6.39).
Folglich kann die stationdre Abweichung, die von einem Lastmoment verursacht wird,
durch einen schmalen Trichter beliebig klein gehalten werden.

Wird fiir ¢ > 0 der Eingang des Filters (6.40) durch
uw(t) = Asin(wt), A, w>0 (6.44)

festgelegt, errechnet sich der Zustandsverlauf zu

ATp

) = T

[sin(wt) — Trw cos(wt) + pre_t/TF] . (6.45)
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Fiir hohe Anregungsfrequenzen w > 1/T dominiert der Summand T2w? > 1, so dass
fiir den Zustand néherungsweise

A A A
rp(t) ~ To? sin(wt) — 5 cos(wt) + 5 e T 0 (6.46)

gilt. Die Ausgangsgleichung in (6.40) fithrt folglich fir hohe Frequenzen auf ¢(t) ~
©w(t), worin sich die Hochpasscharakteristik der Filterung &duflert. Deshalb werden
hochfrequente Oszillationen im Verdrehwinkel vom Filter iibertragen und treten da-
mit im Signal ¢(-) und folglich auch in der Linearkombination (6.41) auf. Vorhan-
dene Schwingungen werden vom Filter dynamisch mit ¢, gewichtet, was analog zur
Verstarkung des Verdrehwinkels mit dem Faktor ¢y zur gewiinschten Dampfung fiihrt.

Daraus ist ersichtlich, dass die Hochpassfilterung die Aufgabenstellung erfiillt, Schwin-
gungen des Verdrehwinkels ¢, (+) zu detektieren und daher einer geeigneten Adaption
des Verstarkungsfaktors ¢y entspricht. Die Verwendung des Filters besitzt den ent-
scheidenden Vorteil, dass kein Adaptionsgesetz entwickelt und aufwéndig auf stabiles
Verhalten hin untersucht werden muss und stellt daher den deutlich einfacheren Weg
dar. Der sich ergebende Signalflussplan ist in Abbildung 6.5 gezeigt.

Um nachweisen zu konnen, dass die dynamische Zustandsriickfiihrung in Form des
DT,-Filters in den Regelkreis eingebracht werden darf, ohne dadurch die Stabilitét
zu gefihrden, muss die Kombination aus Zweimassensystem (6.5), (6.6), (6.16) und
Hochpassfilter (6.40), die durch

CZ)Q (t) —dw/JQ k?w/JQ dw/JQ 0 )] (t)
an| _ | 0 0 e ],
wl(t) dw/Jl —kw/Jl —dw/Jl 0 wl(t)
JJF(t) 0 1 0 —1/TF SL’F(t)
0 —1/J;
0 0
+ t) + My(t
P ORI U
0 0
T
yr(t) = <01 G2 € —Cs /TF) (wg(t) oult) wi(t) mp(t)>
(6.47)
beschrieben wird, auf Zugehorigkeit zur Systemklasse S gepriift werden.
Theorem 6.4
Die Bedingungen
C3 > O, c1 > —cCs, cp > 0 (648)
und
Tr >0 (6.49)

stellen ein hinreichendes Kriterium dar, damit (6.47) der Systemklasse S angehdrt und
demzufolge das Regelgesetz (6.2), in dem v(t) = u(t), y(t) = yp(t) und yret(t) = (c1 +
c3)wret(t) zu setzen ist, die Finhaltung der Regelziele (i), (iii), (v) und (vii) garantiert.
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Abbildung 6.5: Signalflussplan fiir das Gesamtsystem, bestehend aus Zweimassensys-
tem und DT;-Filter.

Beweis
Im Laplace-Bereich lisst sich das Ubertragungsverhalten der Regelstrecke (6.47) durch

u(s)
CgJQTFS3 + [(01 + Cg)dwTF + CQTFJQ + 63J2]82 + (C1 + Cg)(]{?wTF + dw)S + (Cl + Cg)k‘w
S[J1J282 + dw(Jl + JQ)S + kw(Jl + Jg)](TFS + ]_)

F(s) = yr(s) _

(6.50)

beschreiben.

(i) Instantane Verstarkung:
Die instantane Verstiarkung bleibt mit Vj = c¢3/J; unverdndert bestehen, der
Hochpassfilter nimmt hier keinen Einfluss. Wegen J; > 0 wird das Vorzeichen
von Vj einzig von c3 bestimmt.

(ii) Relativgrad:
Unter der Bedingung c3 # 0 ist das Zahlerpolynom dritter Ordnung, weshalb sich
ein Relativgrad r = 1 ergibt.

(iii) Minimalphasigkeit:
Der Aufwand fiir die Uberpriifung der Minimalphasigkeit steigt durch die Verwen-
dung des Filters. Weil das Zahlerpolynom die Ordnung 2 iiberschreitet, miissen
nach Hurwitz nicht nur positive Polynomkoeffizienten

3T >0 = ¢3>0

(Cl -+ Cg)dwTF + CQTFJQ + C3J2 >0 = Coy > —[(Cl + Cg)dwTF + C3J2]/(TFJ2>
(61 + Cg)(k‘wTF + dw) >0 = c1 > —Cj3
(1 +e3)ky >0 = ¢ >—c3

(6.51)
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vorliegen, sondern zusétzlich auch die Bedingung
(Cl+03)<kwTF+dw)'[(Cl+Cg)dwTF+CQTFJ2+63JQ]—(Cl+03)]€w'63JQTF >0 (652)

zutreffen. Ausmultiplizieren fiithrt auf

(Cl + C3)[kwTF[(Cl + Cg)dwTF + CQTFJQ] + dw[(cl + C3)dwTF + CQTFJQ + C3JQH
+ (Cl + C3)]€w03J2TF — (Cl -+ Cg)kw03JQTF >0 (653)

und zeigt, dass sich der Summand mit negativem Vorzeichen heraushebt. Unter
der Maf3gabe
C3 > O, c1 > —cCs, cp >0 (654)

die mit (6.18) iibereinstimmt, verbleiben ausschlieflich positive Terme, die
Hurwitz-Bedingungen sind daher erfiillt.
|

Durch den Hochpassfilter wird die Zugehorigkeit zur Systemklasse S nicht beein-
trachtigt.

Um unnoétige Wiederholungen zu vermeiden, wird die Verwendung des integralen An-
teils und das Zusammenspiel von PI-Regler und HPF beim linearen Zweimassensystem
nicht weiter vertieft. Die Tatsache, dass der PI-Regler die Stabilitdt des Regelkreises
nicht beeintrachtigt, sowie dessen Effekt auf die stationédre Genauigkeit lédsst sich aus
den Theoremen, Simulationen und Messergebnissen fiir das reibungsbehaftete Zwei-
massensystem entnehmen.

6.3 Regelung des nichtlinearen Modells

Die beschriebenen Regler fiir das lineare Zweimassensystem sind prinzipiell auch am
nichtlinearen Zweimassensystem einsetzbar.

Wie in Kapitel 2 ausgefiihrt, wird die nichtlineare Reibkennlinie in einen linearen und
einen nichtlinearen Anteil getrennt, wobei letzterer durch den in Gleichung (2.95) de-
finierten Operator beschrieben wird. Fiir den linearen Anteil wird die Steigung 1, > 0
angesetzt. Die Ausgliederung des linear steigenden Terms aus dem Operator N ist not-
wendig, damit die Forderung (2.96) erfiillt wird und N demzufolge global beschrankt
ist. Im Ergebnis lésst sich das nichtlineare Zustandsraummodell

i(t) = Az(t) + by [(Nwy)(t) + My(t)] + blu(t) + d(t)], z(0) e R? (6.55)
y(t) = cx(t), c e RX3 '
mit M € £, (R>0; R) und den Matrizen
—(dw‘{'ﬂg)/Jz k’w/JQ dw/JQ 0 —1/J2
A= -1 0 1 , b= 0 und by, = 0
dw/J1 —ky/J1 —dy/ N1 1/.4 0

(6.56)
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anschreiben, das den nachfolgenden Betrachtungen zu Grunde liegt.

Als Losung des Anfangswertproblems (6.55) auf dem Intervall [0, T'[ mit 0 < T < oo,
wird eine absolut stetige Funktion z € AC([0, T[;R?) bezeichnet, welche die Differen-
tialgleichung (6.55) fiir fast alle Zeitpunkte ¢ € [0, T erfiillt. Theorem 4.2 in [43] zeigt,
dass das Anfangswertproblem (6.55) fiir alle Anfangswerte z(0) € R® eine eindeuti-
ge Losung besitzt, die im Intervall [0, T'[ maximal erweiterbar ist. Falls x € £ gilt
T = oo.

Analog zur Darstellungsweise des linearen Systems wird auch fiir die Untersuchung des
nichtlinearen Systems eine Fallunterscheidung anhand der ausgekoppelten Regelgrofie
vorgenomimen.

6.3.1 Regelung der Motordrehzahl

Die Regelung der Motordrehzahl mit hochverstarkungsbasierten Verfahren erfordert
eine Untersuchung der Differentialgleichung (6.55) mit dem Ausgang

y(t) = (o 0 1) z(t). (6.57)

Theorem 6.5
Das nichtlineare Zweimassensystem (6.55), (6.56) mit

y(t) = (0 0 1) x(t) (6.58)

st in einer einzigen Zustandsvariablen durch die Differentialgleichung
. 1
y(t) = (Ty)(t) + p(t) + 7 u(t), y(0) = wi(0) (6.59)

darstellbar, in der T € Z und p € L*(R>o;R) gilt. Als solches gehort das nichtlineare
Zweimassensystem der Systemklasse P an. Folglich garantiert das Regelgesetz (6.2),
in dem u(t) = v(t), g(t) = y(t) und yres(t) = wret(t) zu setzen ist, die Finhaltung der
Regelziele (i), (iii), (v) und (vii).

Beweis
Theorem 6.5 ergibt sich als Spezialfall aus Theorem 6.6 fiir ¢; = ¢ = 0 und ¢35 = 1.
|

6.3.2 Zustandsregelung

Durch die Zustandsauskopplung

y(t) = (Cl C2 C3> x(t), €1, ¢z, 3 €R (6.60)

wird die notwendige Relativgradreduzierung ermdoglicht, wobei der Wahl der Riickkop-
pelkoeffizienten besondere Beachtung zukommt, da diese der Regelstrecke eine stabile
Nulldynamik zuweisen miissen.
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Theorem 6.6
Das nichtlineare Zweimassensystem (6.55), (6.56) mit einem Auskoppelvektor

c= <01 Ca C3> e R wobei ¢3>0, >0, ¢ >—cs, (6.61)

st in einer einzigen Zustandsvariablen durch die Differentialgleichung

. ¢ T

i(t) = (D)) +p(0) + Fu®), 90)=c ((0) 2u(0) @) (662
darstellbar, in der T € Z und p € L®(R>0; R) gilt. Als solches gehort das nichtlineare
Zweimassensystem der Systemklasse P an. Folglich garantiert das Regelgesetz (6.2), in
dem v(t) = u(t), g(t) = y(t) und yrer(t) = (c1 + c3)wret(t) 2u setzen ist, die Einhaltung
der Regelziele (i), (iit), (v) und (vii).

Beweis
Differenzieren des Ausganges fithrt auf die Gleichung

§(t) = cAx(t) — L [(Nwn)(t) + My(t)] + j—j d(t) + j—j u(t), (6.63)
in der die Stellgrofie w(t) mit c3/J; gewichtet ist. Definitionsgeméf besitzt ein dynami-
sches System den Relativgrad 1, wenn die Stellgrofie — unabhéngig vom Zustandsvektor
z(t) € R? — direkten Eingriff auf die erste Ableitung von y(¢) erhélt. Gleichung (6.63)
ist zu entnehmen, dass hierfiir eine instantane Verstarkung c3/J; # 0 erforderlich ist.
Folglich garantiert c3 # 0 einen global definierten Relativgrad » = 1. Die in (6.61)
geforderte Bedingung c3 > 0 fiihrt dariiberhinaus auf ein positives Vorzeichen fiir die
instantane Verstarkung. Daher ermoglicht ein globaler Diffeomorphismus eine global
giiltige Transformation in Byrnes-Isidori-Normalform (BINF).

Bedingt durch c3 # 0 ist die Matrix

Ci1 Cy C3
S=11 0 0 € GL;(R) (6.64)
0 1 0
regulér mit der Inversen
0 C3 0
s1-L. 0 0 3 (6.65)
C3

1 —C1 —Co

und eignet sich daher fiir eine global giiltige, lineare Koordinatentransformation. Aus
der Abbildungsvorschrift z(t) := Sx(t) ergibt sich der Zustandsvektor der BINF zu

c1 Cy C3 wo(t) y(t)
2Zt):= 1 0 0| |wu(®)| =] walt) |- (6.66)
0 1 0 wi (t) O (t)

~+
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Durch Einsetzen der inversen Abbildungsvorschrift z(t) = S™'z(¢) in das Zustands-
raummodell (6.55), (6.61) ergibt sich eine dquivalente Beschreibung in z-Koordinaten,
die in zwei Differentialgleichungen partitioniert ist:

~

i) = pu(t) +9 (:((?)) — L[N 0) + My(0)] + SH1dl0) + ult)] (6670

wat) ) wy(t) Cz—’j2 B Jiz .
(m(ﬂ) - (ww@)) ! ( i > () <O> [(Newz) (1) + Ma(t)] (6.67h)

) (c1 — c3Ja/J1)dw + caJa (6.68)
CgJQ

dw(c1c3+c?) + dw(cit+es) cy — €2 _ Clhg

B c3J2 J1 2 c3 Jo
5 = (6.69)
c1czkw—cicady—2c2Jo + codyw—c3ky + é
c3J2 J1 c3
_d_w<1+0_1>_/ﬁ kw _ duca
Jo c3 Jo Jo Jo c3
A = (6.70)

-(1+2) -2
Durch (6.67b) wird die Nulldynamik des Zweimassensystems beschrieben. Weil in
Gleichung (2.96) ein global beschriankter Operator gefordert wird, bleibt die Funk-
tion (Nwsq)(-) unabhéngig vom Verlauf wy(-) stets beschrankt. Weil gleichzeitig auch
M, € L% gilt, darf [(Nws)(-) + Ma(+)] als beschranktes Eingangssignal aufgefasst wer-
den, das auf eine lineare Differentialgleichung mit der Systemmatrix A einwirkt.

Falls A negative Eigenwertrealteile aufweist und N = 0 gilt, ist die lineare Differential-
gleichung (6.67b) und damit die Nulldynamik des linearen Zweimassensystems asym-
ptotisch stabil. Durch die Einwirkung eines nichtlinearen Stérterms N # 0, My # 0
geht moglicherweise die asymptotische Stabilitét verloren. Da [(Nws)(+) + Ma(+)] € £
bleibt aber die notwendige Stabilitdt erhalten, die Zustandstrajektorien ws(-) und ¢, (+)
werden unter der Annahme y(-) € £ durch beschrinkte Funktionen beschrieben.
Deshalb ist die Nulldynamik des nichtlinearen Zweimassensystem unter der Vorausset-
zung (2.96) stabil.

Aus dem Ansatz det(sl; — A) = 0 errechnet sich die charakteristische Gleichung der
Systemmatrix A zu

J. dy Ew
I 2Cy + (Cl + 63) -+ M903)\ I HgCo -+ (Cl + Cg)

)\2
C3:]2 CSJ2

=0. (6.71)
Nach Hurwitz besitzen die Wurzeln des charakteristischen Polynoms und damit die
Eigenwerte der Systemmatrix A negative Realteile, wenn die Ungleichungen

JQCQ + dw(Cl -+ Cg) + ,LLgCg -0 und ,ug02 + kw(Cl —+ Cg)
C3Jo c3Ja

>0 (6.72)
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erfiillt sind. Wegen (2.10) und s, > 0 sind hierfiir die in (6.61) aufgestellten, parame-
terunabhéngigen Bedingungen

c3 >0, c >0, 1 > —C3 = U(A) cC_ (673)

hinreichend. Allein durch die physikalisch bedingte Tatsache, dass samtliche Parameter
positiv sind, kann auch fiir nichtlineare Zweimassensysteme allgemein eine Auskopp-
lung bestimmt werden, welche die erforderliche Stabilitdt der Nulldynamik garantiert.

Aus r = 1 resultiert als wesentliche Konsequenz die Moglichkeit, das System in einer
Variablen (Zustandsgrofe y) darzustellen.

Mittels Variation der Konstanten ergibt sich als Losung fiir die lineare Differentialglei-
chung (6.67b) mit den beiden Eingangssignalen y(-) und [(Nws)() + My ()]:

walt) ) _ et ws(0) teA(th) Lu N
’ (%(0) ’ (%(o)> +5/0 ( it ) y(7)dr+

C3

+6 /0 eht=") (%) [(Nws)(7) + My(r)]dr  (6.74)

Einsetzen in (6.67a) fiihrt zusammen mit den Definitionen

Ty LY RepR?) — L (Rx; R?), () = [erT¢(r)dr,

s [ w2(0) % w .
p(-) = de <90w(0>> +9 <T1 (O [(Nws) + Mz]) (1)+

(Ty)(-) = py()+d (Tl (f?) y) ()

auf Gleichung (6.62). Bedingt durch (2.96),

M, € L2Rs0;R)  und  de L%Rsp;R)  und  o(A)cC_  (6.76)

folgt T1 € Z, p € L2(R5p;R) und T € Z (siche [41, S. 476f]). Der lineare Operator
T beschreibt in der Darstellung (6.62) den linearen Anteil der Nulldynamik des Zwei-
massensystems, der wegen T € Z ein beschrinktes Eingangssignal in ein beschrénktes
Ausgangssignal abbildet. Die nichtlinearen Effekte sind im Storterm p(-) enthalten und
besitzen wegen p € L°(R>o; R) nur beschrinkten Einfluss. Daher erfiillt das reibungs-
behaftete Zweimassensystem die erforderlichen Voraussetzungen, um den in Kapitel 4
beschriebenen Regler anwenden zu kénnen. [ ]

In Abbildung 6.6 ist das Simulationsergebnis fiir das Zweimassensystem (6.55) mit
nichtlinearer Reibkennlinie

N:wy(:) — % -arctan(10 wo(-)) (6.77)
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Abbildung 6.6: Regelung des Zweimassensystems ohne Beriicksichtigung des Verdreh-
winkels mittels Zustandsauskopplung ¢ = (1, 0, 1).

dargestellt. Damit durch Verengung des Trichters die Differenz |ws(t) — wie(t)| aus
Sollwert wyes = 1 rad/s und Lastdrehzahl wy(t) beliebig weit reduziert werden kann,
wird der Verdrehwinkel in der Zustandsauskopplung

y® = (1 0 1) 2() (6.78)

nicht gewichtet. Als Trichterrand wird dem Regler (6.2) mit u(t) = v(t), 9(t) = y(¢)
und e () = (€1 + ¢3)wyret(t) die Funktion

Vit (3¢ £ AR, Ap=0.01 (6.79)

vorgegeben, die fiir ¢ — oo den Betrag des Regelfehlers durch die Schranke Apr = 0.01
begrenzt.

Gleichung (6.29) ergibt daraus in der Gleichgewichtslage eine Abweichung

t A 01
et _ _Ar 00

Wo(t) — wret(t)] =
‘2(> f< )l Cl+63 Cl+03 2

= 0.005, (6.80)

die maximal 0.5% vom Sollwert betriagt und sich wegen ¢, = 0 proportional zum Regel-
fehler e(t) verhélt. Dies erdffnet die Moglichkeit, durch Verringerung der Trichterbreite
Ap den Wert |wa(t) — wet(t)| beliebig zu verkleinern.

Allerdings resultiert aus ¢ = 0 ein Informationsverlust, die Torsionsschwingung ist im
Regelfehler e(-) nicht enthalten. Deshalb kann der Regler nicht aktiv eingreifen, so dass
die Schwingung nur aufgrund der Eigendémpfung d,, > 0 der Welle abklingt.
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Abbildung 6.7: Regelung des Zweimassensystems mit Beriicksichtigung des Verdreh-
winkels mittels Zustandsauskopplung ¢ = (1, 50, 1).

Um die unerwiinschten mechanischen Schwingungen der Antriebswelle zu eliminieren,
wird der Verdrehwinkel in der Linearkombination

y(t) = (1 50 1> x(t) (6.81)

mit co = 50 gewichtet, so dass die erforderliche Information in das Fehlersignal e(-) ein-
gebracht wird. Abbildung 6.7 bestétigt, dass diese Mafinahme eine aktive Bedampfung
durch den Regler ermoglicht, der Regelfehler e(-) zeigt keine Schwingungen mehr.

Aufgrund des Zusammenhangs zwischen e(t) und ws(t) — wyer(t) aus Gleichung (6.29)
16st co # 0 die proportionale Beziehung zwischen diesen beiden Gréfien auf. Es verbleibt
daher — abhéngig vom Lastmoment — eine deutliche Differenz. Diese Abweichung be-
steht selbst im Falle e(¢) = 0. Eine Verschmélerung des Trichters durch den Parameter
A kann daher den Wert |wo(t) — wrer(t)| nicht beliebig verkleinern.

6.3.3 Zustandsregelung mit Hochpassfilter und I-Anteil

Der am linearen Zweimassensystem diskutierte Zielkonflikt besteht prinzipiell auch im
Falle von Reibung. Deshalb wird der Hochpassfilter (6.40) in das Zustandsraummodell
des nichtlinearen Zweimassensystems eingefiigt, indem die Beschreibung des Zweimas-
sensystems um die ZustandsgroBe xp(t) des Filters ergénzt wird. Daraus resultiert die
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Darstellung:
wWo(t) —(dw+pg)/ 2 kw/Jo  dy/Jo 0 wo(t)
2ul®) | _ -1 o1 0 | |an]|,
wl(t) dw/Jl _kw/Jl —dw/Jl 0 wl(t)
—1/J5 0
| e )+ | )| )+ de)
0 2 ? 1/,
0 0
wa(t)
SOw(t> c2
wrlt) = (o e e —a/Te) | 70 =00 = o)
zp(t)
(6.82)
Theorem 6.7
Unter den Voraussetzungen
c3>0, >0, ¢ >—c3 (683)
und
Tr >0 (6.84)

ist die in Gleichung (6.82) angegebene Kombination aus Hochpassfilter und nichtlinea-
rem Zweimassensystem in einer einzigen Zustandsvariablen durch die Differentialglei-
chung

ie(t) = (Teur) () + pe(®) + ult), yr(0) =c (w3(0) @ul0) () (659

darstellbar, in der Tp € Z und pr € L®(Rso;R) gilt. Als solches gehort (6.82) der
Systemklasse P an. Folglich garantiert das Regelgesetz (6.2), in dem u(t) = v(t),
g(t) = yp(t) und yet(t) = (1 + c3)wret(t) zu setzen ist, die Einhaltung der Regel-

ziele (i), (iii), (v) und (vii).

Beweis

Im Filter (6.40) besteht zwischen Eingang ¢, (-) und Ausgangssignal ¢(-) ein Durch-
griff, weshalb der Relativgrad 0 vorliegt. Daher kann der Filter den Relativgrad des
Zweimassensystems nicht erhohen. Es gilt fiir das Gesamtsystem (6.82)

ir(t) = §(t) — ;—;¢F<t> = cAx(t)

C1

7 (Neo)(0) + Mae)] + T d(t)

Ji

#Sut) + 22 (an(t) = ul0) © (656)
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wobei die Bedingung c¢3 > 0 auf r = 1 fiihrt. Dariiberhinaus garantiert c3 > 0 eine
regulére Matrix

1 C C3 —C2/TF

1 0 0 0

S = . SeGLR), 6.87
01 o 0 4(R) (6.87)
00 0 1

mit deren Hilfe iiber die Abbildungsvorschrift zp(t) := Sz p(t) ein Wechsel von zp- in
zp-Koordinaten vollzogen wird. Die lineare Abbildung ist so angesetzt, dass lediglich
eine Umbenennung der einzelnen Koordinaten erfolgt, eine physikalische Interpretation
der zp-Koordinaten

Ci C2 C3 —Cz/TF w2 <t> yF(t>
{100 o pult) | | walt)

wW=10 1 o 0 @) | | eul® (6.88)
0 0 0 1 zp(t) rr(t)

bleibt daher méglich. Gleichung (6.88) erlaubt, das Argument der Reibung — den Dreh-
zahlverlauf wy(-) — durch die zweite Komponente des Zustandsvektors zp(-) zu substi-
tuieren. Der nichtlineare Operator IN bleibt dagegen von der Transformation vollig
unberiihrt. Die Zustandsbeschreibung in BINF ist somit durch

wa(t)
. c
gr(t) = pryr(t) +0r | eu(t) | = Z[(Nwa)(t) + Ma(t)] +
2
zp(t)
+j—3 d#) + u(®)]  (6.89)
1
wa(t) wa(t) L %
ou(t) | = Ar|wu®) | +| & [yr(®) — | 0 [ [(Nws)(®) + Ma(t)] (6.89b)
gegeben, wobei
(ClJl - C3J2>dw Co
_ =2 6.90
PF C3J1J2 + 037 ( )
_(CIC3+C%)dw __ cacztcica + (c1+c3)dw _ Cikg T
czJ2 c3 J1 I3
op = | @lsoelle | allioh)  aod. 9 (6.91)
c1c2dw 3

_ c2dwy 4 e
CgJQTF C3TF JlTF TI%‘
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und
_d_w(1+0_1>_/ﬁ by _ duc du 1 e
Jo c3 Jo Ja Ja c3 Jo Tk c3
Ar = ~(1+2) —a Ao (6.92)
0 1 — 7

gilt. Gleichung (6.89b) beschreibt hierbei die Nulldynamik, die aus den drei Zustéinden
wa(t), @u(t) und xp(t) besteht.

Eine direkte Berechnung und Untersuchung der Eigenwertrealteile von A erfordert
hohen Aufwand, weswegen fiir die Matrix c3TrJoApr die charakteristische Gleichung

det()\l3 — CgTFJQ AF> = )\3 + [CgJQ + (Cl + Cg)dwTF + Cg,U,gTF —+ CQTFJQ] >\2+

+ [CgJQTF<Cl + Cg)(dw + k’wTF) + CgﬂgJQTF(CQTF + 63)] A + Cgk’wJQQTgv(Cl + Cg) (693)

bestimmt und einem Hurwitz-Test unterzogen wird. Die Skalierung einer Matrix mit
einem positiven Faktor beeinflusst zwar die Lage ihrer Eigenwerte, dndert aber das
Vorzeichen von Realteil und Imaginérteil nicht. Daher ist Ar genau dann eine Hurwitz-
Matrix, wenn auch c3TrJoAr eine Hurwitz-Matrix ist. Weil sdmtliche Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms wegen (2.10) positiv sind und deswegen gleichzeitig auch
die Bedingung
[CgJQ + (C1 + Cg)dwTF + Cg,LLgTF + CQTFJ2] .
- [esaTp(er + ¢3)(dw + ko Tr) + cspg 2T (2T + ¢3)] — ko J3Th(c1 + ¢3) =
= [CgJQ + (Cl -+ Cg)dwTF + 03,ung + CQTFJQ] . [CgJQTF(Cl + Cg)kwTF] +
+ [Cng + (01 + Cg)dwTF + CgugTF + CQTFJQ] .
. [CngTF(Cl + Cg)dw + c;:,,ungTF(cQTF + 03)] — C%]{?ngTI%(Cl -+ 63) =
= [(Cl + C3)dwTF + CgugTF + CQTFJQ] : [03J2TF(CI + Cg)/{?wTF] +
+ [esda + (e1 + ¢3)dTrF + cspgTr + coTpJy] -
. [CgJQTF<Cl + Cg)dw + CS,U/gJQTF(CQTF + 03)] +
+ Gk J3Tr(cr + ¢3) — Bk J3Ta(c1 +c3) > 0 (6.94)

erfiillt ist, erhalten nach Hurwitz sédmtliche Wurzeln negative Realteile. Der lineare Teil
der Nulldynamik wird von einer Systemmatrix mit der Eigenschaft

o(Ap) C C_ (6.95)

festgelegt und ist deshalb exponentiell stabil. Der restliche Verlauf der Beweisfithrung
folgt exakt dem Fortgang des Beweises von Theorem 6.6, um das System in einer
einzigen Zustandsvariablen yp(t) darzustellen. [ |
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Abbildung 6.8: Auflésung des Zielkonfliktes: Ausgeprigte Beddmpfung des schwin-
gungsfihigen Systems und beliebig kleine Abweichung ws(t) — wyer(t) durch den Einsatz
des DT -Filters.

Mittels Simulation wird bestétigt, dass der Zielkonflikt zwischen ausgepragter Damp-
fung und geringer Abweichung ws(t) — wrer(t) im stationdren Zustand durch den be-
schriebenen DT;-Filter (6.40) mit 77 = 0.5 aufgelost wird. Es ist durch den Filter
gewdhrleistet, dass im stationdren Zustand der proportionale Zusammenhang aus Glei-
chung (6.29) Giiltigkeit besitzt. Daher kann durch einen entsprechend schmal ausgeleg-
ten Trichter die Prozessgrofie wy(t) beliebig nahe am Sollwert wyef(t) gehalten werden.
Dennoch werden wéihrend der transienten Phase Torsionsschwingungen unterdriickt, in
Abbildung 6.8 sind keine Schwingungen erkennbar.

Ein Proportionalregler besitzt kein internes Modell fiir konstante Anregungen und
kann daher die Regeldifferenz stationdr nicht beseitigen, sobald ein Lastmoment an-
greift. Zwar wird durch Verschmilern des Trichters der Regelfehler e(t) und durch
den gewihlten Ansatz mit dem Hochpassfilter damit in der Folge auch wy(t) — wyer(t)
beliebig reduziert. Allerdings basiert dies auf der unerfiillbaren Voraussetzung, dass
eine rauschfreie Messung der Regelgrofie realisierbar ist. Unter wirklichkeitsnahen Be-
dingungen muss dagegen sichergestellt sein, dass der Trichter eine ausreichende Min-
destbreite beibehilt, um das rauschbehaftete Fehlersignal e(-) fur alle Zeitpunkte zu
umschliefen. Als Folge eines weiten Trichters ergibt sich ein moglicherweise grofler
Regelfehler und, dadurch bedingt, eine ebenfalls grofie Abweichung ws(t) — wyet(t) im
stationdren Zustand.

Weil der Simulation in Abbildung 6.9 der Wert Ap = 0.75 zugrundegelegt ist, verjiingt
sich der Trichter nicht in ausreichendem Mafle und toleriert vor allem bei Lasteinwir-
kung einen betrichtlichen Regelfehler.
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Abbildung 6.9: Die Verwendung eines breiten Trichters fithrt unter Last auf einen
grofien Regelfehler und damit auf eine betréchtliche Abweichung wo(t) — wret(t) in der
Ruhelage.

Aufgrund dieser Tatsache ist der proportionale Regler nur von theoretischem Interesse.
Fiir die Anwendung von Funnel-Control in der Praxis muss ein integraler Anteil im
Sinne eines internen Modells in den Regelkreis eingebracht werden, ohne dabei die
Stabilitdt des Gesamtsystems zu gefdhrden. Hierzu wird dem Proportionalregler (6.2)
cin PI-Regler!)

zr(t) = o(t), zr(0) =0

U(t) = ky $[<t) +kp 'U(t) , kl, kp >0 (696)

nachgeschaltet und zum nichtlinearen Zweimassensystem mit dynamischer Zustands-
auskopplung hinzugerechnet. Im stationiren Zustand, der durch #;(t) = 0 gekennzeich-
net ist, erzwingt der Integralanteil in (6.96) die Gleichung v(t) = 0. Daher fiihrt der
Proportionalregler v(t) = —k(t)e(t) unter der Voraussetzung limsup, . k(t) > 0 in
der Ruhelage auf das gewiinschte Ergebnis e(t) = 0.

U Das Zustandsraummodell (6.96) stellt die Realisierung der Ubertragungsfunktion (6.23) dar und
gestattet, den integralen Anteil mit dem nichtlinearen Zweimassensystem zusammenzufassen. Wie
auch im Falle des linearen Zweimassensystems stellen die Einschrankungen k; > 0 und kp > 0
in Gleichung (6.96) sicher, dass trotz zusétzlichem PI-Regler die BIBO-Stabilitét der nichtlinearen
Nulldynamik bzw. die asymptotische Stabilitét des linearen Anteils der Nulldynamik erhalten bleibt.
Die frei wahlbaren Reglerparameter ky,kp > 0 bieten damit Freiheitsgrade zur Verbesserung der
Regelgiite, ohne dabei die Stabilitéit des Regelkreises zu beeintréchtigen.
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Die daraus resultierende Struktur der Regelung kann durch

Ws(t) [ —(dy + 1)/ T2 ku/To  dy/Js 0 0 wa(t)
Gu(t) ~1 0 1 0 0 Pu(t)
wi (1) = dyw/Jh —ky/J1 —dy/) 0 kr/Ji| | wi(t) | +
ip(t) 0 1 0 —1Tp 0 wp(t)
dr(t) I 0 0 0 0 0 | \as(t)
0 0 1/,
0 0 0
+ | kp/a | v@)+ [ 1/ [ dit) = | 0 | [(Nwa)(t) + My(t)]
0 0 0
1 0 0
wo(t)
Pu(t)
yrr(t) = (cl o 3 —cof/Tr 0) wi(t) | =yr(?)
rr(t)
z(t)
(6.97)

beschrieben werden und ist in Abbildung 6.10 als Signalflussplan dargestellt.

Nachfolgendes Theorem zeigt, dass die Kombination von nichtlinearem Zweimassen-
system mit DT;-Filter und PI-Block durch Funnel-Control stabil beherrscht werden
kann.

Theorem 6.8
Unter den Voraussetzungen

c3>0, >0, c>—c3 (698)

und
TF>0, k’[>0, kp >0 (699)

ist die in Gleichung (6.97) angegebene Kombination aus Hochpassfilter, PI-Regler und
nichtlinearem Zweimassensystem in einer einzigen Zustandsvariablen durch die Diffe-
rentialgleichung

T
Do), per0) = ((0) () @)
1
(6.100)
darstellbar, in der Tpr € Z und ppr € L2(R>o;R) gilt. Als solches gehirt (6.97) der
Systemklasse P an. Folglich garantiert das Regelgesetz (6.2) mit (6.96), in welchem
9(t) = yrr(t) und yees(t) = (€1 + c3)wret(t) 2u setzen ist, die Finhaltung der Regelzie-

le (i), (113)-(v) und (vii).

Urr(t) = (Teryrr)(t) + pri(t) +
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Abbildung 6.10: Signalflussplan der Gesamtstruktur der Regelung. Obwohl die mit HPF
gekennzeichnete Differentialgleichung einen Tiefpass beschreibt, wird die Bezeichnung
,Hochpass“ gewihlt, weil das Ubertragungsverhalten von (,,(-) nach yz(-) den Durch-
griff iiber ¢y beinhaltet und somit im Gesamten Hochpassverhalten (DT;-Verhalten)
besteht.

Beweis
Differenzieren von (6.97) ergibt

rr(t) = gp(t) = c Az(t) — 3—12 [(Nws)(t) + Ma(t)] + j—j d(t) + 2 u(t)+

wobei die Bedingung c¢3 > 0 auf r = 1 fithrt. Dariiberhinaus garantiert c3 > 0 eine
regulére Matrix

¢ ¢ ¢z —c)Tr 0
0 O 0 0

S=lo 1 0 o0 0 |, SeGR), (6.102)
0 0 O 1 0

Ci Cy C3 —CQ/TF —C3]€p/J1_



200 KAPITEL 6. HOCHVERSTARKUNGSBASIERTE REGELUNG DES ZMS

um das Anfangswertproblem (6.97) durch eine globale Transformation

(srr(t) w2 2ul) () €0) =5 () @ult) w(®) zrlt) (1)
(6.103)
in BINF zu iiberfiihren:
u}g(t>
Jei(t) = prryri(t) + e w((g — S [(Nwa)(0) + My(0)] +
10
+? kpo(t) +d(t)]  (6.104a)
wo(t) wy(t) Jilgg Jiz
Pu(t) _ Pu(t) é . 0 w
e I Yo e ) N ITOR Bl N SIORS VARG
£(t) £(t) pFI a

(6.104b)

SR o o o

Dabei gelten die Abkiirzungen:

cdy e dy kg
RS 6.105
PEI C3 J2 C3 J1 k P ( )

_Cldw o __ cico + (Cl+63)dw . Cfdw _ CiHg T
Jo c3 J1 c3J2 J2
clkw _ c3kw _ 2 cicady é + cody
Jo J1 Tr c3J2 c3 J1
Spr = (6.106)
c1cadyw Cg _ cadw + €2
c3J2 TR c3Tr I TFr T2
_kr
kp
[ dw ) _ K ko _ dweo dp 1 ¢ i
Ja (1 + Cg) Ja Ja J2 ¢3 J2 Tp c3 0
—(1+ C_l) c2 1 ca 0
§ Tr c-
Apr = ( s E e (6.107)
—1
0 1 = 0
i Or1 ]
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Wegen o(Apr) = o(Ar) U {—k;/kp} C C_ ist durch den Beweis von Theorem 6.6
der weitere Verlauf vorgezeichnet, um das System in einer einzigen Zustandsvariablen
yri(t) darzustellen. [

Auch ohne Hochpassfilter erfiillt die Kombination aus Zweimassensystem und PI-Regler
die notwendigen Voraussetzungen. Wird in Gleichung (6.97) der Zustand x g gestrichen,
entsteht die Beschreibung;:

wa(t) —(dw +pg)/J2 ku/J2 dw/J2 0 wa(t)
sult) | 1 0 1 0 | [eu]
wl(t) do/di  —ku/dy —dw/ B ki/ Tt | wn(t)
(%) 0 0 0 0 xr(t)
0 0 1/
0 0 A 0
+ kp /s v(t) + 0 d(t) — 0 [(Nw2)(t) + Ma(t)]
1 0 0

T
w(®) = (o e e 0) (@) wul® w@® @) =
(6.108)
Obwohl eine Regelungsstrategie ohne Hochpassfilter am beschriebenen Zielkonflikt lei-
det, sei aus Griinden der Vollstandigkeit diese Moglichkeit erfasst.

Theorem 6.9
Unter den Voraussetzungen
c3>0, >0, c>—c3 (6109)
und
kr >O, kp >0 (6110)

ist die in Gleichung (6.108) angegebene Kombination aus PI-Regler und nichtlinearem
Zweimassensystem in einer einzigen Zustandsvariablen durch die Differentialgleichung

. csk T

inlt) = (Tayn)(0)+ 1) + 200, 310 = ((0) 0u(0) (@) G111
darstellbar, in der Ty € Z und pr € L>®(Rxo; R) gilt. Als solches gehort (6.108) der Sys-
temklasse P an. Folglich garantiert das Regelgesetz (6.2) mit (6.96), in dem §(t) = y;(t)
und Yrer(t) = (€1 + ¢3)wret(t) 2zu setzen ist, die Einhaltung der Regelziele (i), (iii), (iv)
und (vit).

Beweis
Weil (6.63) die zeitliche Ableitung von y(t) angibt, und c¢3 > 0 gilt, liegt im Sys-
tem (6.108) der Relativgrad r = 1 vor. Wird auf (6.108) die Transformation

yr(t) c1 Ca C3 0 wa(t)
w®) | |1 0 0 0 oult)
eo®) ] |0 1 0 0 w1 (t) (6.112)

(
f(t) Ci1 Cy C3 —Cgk?p/Jl l‘[(t)
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angewendet, entsteht analog zu (6.104a), (6.104b) die BINF, wobei wiederum der Zu-
stand zp entféllt. Mit den Abkiirzungen pp; aus Gleichung (6.105) und

dw C M kw dw C
iﬂ”é)‘fi BT ha 0
Ar= _ (1 n _3) —a 0 (6.113)
k
* * —ﬁ

lautet die Differentialgleichung der Nulldynamik:

Wo(t) wo(t) T % 0\
Pult) [ = A1 | pu(t) | + = Jur@®) =1 0 [ [(Nw)(®) + Ma(t)] + | 0 | d(?)
£(t) £(t) PFI A A

(6.114)

Deren Zustandsmatrix A besitzt ein Spektrum, das sich wegen
dw a) _ He kw _ dwer
A <1+c§> Ta B T s

~(1+2) -z
(6.115)

aus dem Spektrum der in Gleichung (6.70) definierten Hurwitzmatrix A und aus
—kr/kp < 0 zusammensetzt. Weil folglich A; ebenfalls ein stabiles Spektrum besitzt,
ist der Rest des Beweises in identischer Weise wie in Theorem 6.6 zu fithren. [ |

O'(A[) =0 U{—k}[/kp} :0'<A)U{—]{Z[//{Zp}

Die in den Theoremen 6.6 bis 6.9 betrachteten, unterschiedlichen Kombinationsmog-
lichkeiten von Regler (6.2), Hochpassfilter (6.40) und integralem Anteil (6.96) werden
im nachfolgenden Theorem auf ihre Auswirkung beziiglich der eingangs des Kapitels
festgelegten Regelziele untersucht.

Theorem 6.10
Aus dem in Definition 4.1 festgelegten Funktionsraum F sei mit ) € F eine beschrdinkte
und stetige Funktion 1 : Rsg — Rso mit der Eigenschaft

Vi>0:(t) >0 (6.116)

vorgegeben, die durch thren Kehrwert

1
OF,(t) .= ——=>0 Vt>0 6.117
einen Trichterrand beschreibt. Sofern das Zweimassensystem (6.55), (6.56) die Bedin-
gung
c3>0, >0, c>—csg, (6118)

erfillt, fihrt jeder der folgenden Regler
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(FC):  Proportionalregler (6.2) mit §(t) = y(t), yret(t) = (c1 + c3)wrer(t),
v(t) = u(t)

(HPF-FC):  Proportionalregler (6.2) und HPF (6.40) mit §(t) = yr(t), yret(t) =
(Cl + C3)Wref(t); U(t) - U(t)

(PI-F'C):  Proportionalregler (6.2) und PI-Regler (6.96) mit y(t) = y(t),
yref(t) - (Cl + 03)wref(t>

(HPF-PI-FC):  Proportionalregler (6.2), HPF (6.40) und PI-Regler (6.96) mit
9(t) = yrr(t), Yret(t) = (c1 + c3)wrer(t)
auf einen geschlossenen Regelkreis, der fiir alle Sollwertverliufe ymet € W1 (Rx0; R)
und fiir alle beliebigen Anfangswerte z(0) = (w2(0), ¢(0), wl(O))T € R? cine Lisung
besitzt, die auf dem Intervall [0, oo mazimal erweiterbar ist, wobei die Funktionen
wa(+), pw(-) und wi(-) auf dem Intervall [0, oo| beschrinkt sind. Desweiteren gilt:

(i) es existiert eine Zahl € € 10, 1] mit der Figenschaft t > 0: |e(t)| < 1/4(t) — ¢;

(i) falls der PI-Regler involviert ist, d.h. im Falle (PI-F'C) oder (HPF-PI-FC), gilt
fir alle t > 0 die Aussage |e(t)| < |Z/(t)].

Durch (i) ist gewéhrleistet, dass der Regelfehler innerhalb des Trichters verlduft und
dabei vom Rand wegbeschrinkt bleibt. Theorem 4.6 beinhaltet die Aussage, dass der
Fehler einen Mindestabstand zum Trichterrand einhélt. Aussage (i) beschrankt den
Betrag des Regelfehlers durch die zeitliche Ableitung der Zustandsvariablen z;(t) des
PI-Reglers. Daran wird offensichtlich, dass der Regelfehler verschwindet, falls der Re-
gelkreis gegen eine Ruhelage konvergiert.

Beweis

(FC): Mit Anwendung von Theorem 6.6 lisst sich die Strecke (6.55), (6.56) in der
Form (6.62) darstellen. Letztere geniigt den in Theorem 4.6 geforderten Voraussetzun-
gen, so dass der Regler (FC) anwendbar ist und, mit Ausnahme von (i), die Behaup-
tungen von Theorem 6.10 erfiillt.

(HPF-FC): Es gilt mit Verwendung von Theorem 6.7 anstelle von 6.6 dieselbe Argu-
mentation wie im Falle (FC).

(PI-FC): Es gilt mit Verwendung von Theorem 6.9 anstelle von 6.6 dieselbe Argumen-
tation wie im Falle (FC).

(HPF-PI-FC): Es gilt mit Verwendung von Theorem 6.8 anstelle von 6.6 dieselbe Ar-
gumentation wie im Falle (FC).

Aussage (i), die lediglich in den Fillen (PI-FC) und (HPF-PI-FC) Giiltigkeit besitzt,
ergibt sich direkt aus @;(t) = v(t) = —k(t)e(t) und k(t) > 1. [

Fundamental und einschrénkend fiir die Anwendung von Funnel-Control ist die Bedin-
gung an den Relativgrad der Strecke. Weil sich fiir y(t) = wo(t) ein Relativgrad von 2
ergibt, kann die relevante Lastdrehzahl ws(t) nicht als Regelgrofie angesetzt werden.
Wird eine Zustandsauskopplung zur Relativgradreduktion verwendet, verliert die Last-
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drehzahl regelungstechnisch ihre Bedeutung, weil sich der Regler auf die Linearkombi-
nation aller Zustédnde fokussiert. Weiterhin bleibt aber aus Sicht der Antriebstechnik
das Interesse am Verlauf von wy(-) bestehen. Insofern ist der Zusammenhang zwischen
Regelgrofie y(t) bzw. Regelfehler e(t) = §(t) — yret(t), den ZustandsgroBen und der
ProzessgroBe wo(t) bzaw. wq(t) — wret(t) zu kléren.

Theorem 6.11 Sei wyet € WH(Rs0; R) der gewiinschte Verlauf fiir die Lastdrehzahl
wa(+). Wird daraus tber

Yret (+) == (€1 + 3)wret(+) (6.119)
eine Sollwertvorgabe fiir den Regelkreis ermittelt, so ergibt unter den in Theorem 6.10
getroffenen Voraussetzungen die Anwendung der Regler (FC), (HPF-FC), (PI-FC)
bzw. (HPF-PI-FC) auf ein System (6.55), (6.56) fiir jeden beliebigen Anfangszustand
2(0) = (w2(0), ¢u(0), wl(O))T € R® einen geschlossenen Kreis, der die in Theo-
rem 6.10 genannten Figenschaften besitzt. Dariberhinaus gelten fiir alle Zeitpunkte
t > 0 die Zusammenhdnge:

(FC): wa(t) = wret(t) = i [e(t) — capu(t) — espu(t))]
(HPF-FC): - ws(t) = wiet(t) = 35 [e(t) = capu(t) — cspu () + Frwr (1))
(PIFC): wa(t) — wiet(t) = iy [=h(0) 7 1(t) — capu(t) — cspu(t)]
(HPF-PI-FC):  wy(t) —wret(t) = o [=h(8) 7" 1(t) — copu(t) — c3pu(t) + 722 p (1))

Im Bezug auf stationédre Genauigkeit ist herauszuheben, dass in der Gleichgewichtslage
Ou(t) =0, 27(t) = 0 und xp(t) = Tre,(t) gilt.

Beweis
(FC): Aus y(t) = crwa(t) + capw(t) + cswi(t) und (6.119) ergibt sich

Y(t) = Yret (1) = (1 + €3) (w2(t) — wret(t)) + €2 0w (t) + 3 (wi(t) —wa(t)),  (6.120)

was zusammen mit ¢, (t) = wi(t) — we(t) und e(t) = y(t) — yrer(t) auf die Behauptung
fithrt.

(HPF-FC): Aus yr(t) = y(t) — co/Tpxp(t) und (6.119) ergibt sich
yr(t) = Yret (t) = (c1 + ¢3) (Wa(t) = wrer (1)) + C2 pu (1) + 3 (Wi (1) —wa(t)) = ;—2$F(t) :
F
(6.121)
was zusammen mit ¢, (t) = w(t) —wq(t) und e(t) = yp(t) — yret (t) auf die Behauptung
fithrt.

(PI-FC): Aus Gleichung (6.96) und (6.2) ergibt sich e(t) = —z;(t)/k(t). Einsetzen in
die Aussage fiir (FC) fithrt auf die Behauptung.

(HPF-PI-FC): Aus Gleichung (6.96) und (6.2) ergibt sich e(t) = —;(t)/k(t). Einsetzen
in die Aussage fiir (HPF-FC) fiithrt auf die Behauptung. [ |

Theorem 6.11 stellt eine Entscheidungshilfe zur Verfiigung, um zu einem vorgegebenen
Regelziel den geeigneten Regler zu wéhlen.
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Zwar ldsst sich der Regelfehler e(t) theoretisch durch einen schmalen Trichter beliebig
klein halten. Aus unterschiedlichen Griinden ist jedoch bei praktischen Anwendun-
gen ein breiter Trichterrand vorzuziehen, der als unerwiinschte Nebenwirkung einen
erh6hten Regelfehler gestattet. Hier ist der Integralanteil gewinnbringend, der e(t)
durch —2,(t)/k(t) ersetzt und somit in der Ruhelage e(t) = 0 garantiert, unabhéngig
von der Breite des Trichters.

Theorem 6.11 ist zu entnehmen, dass der Regler (FC) im Hinblick auf die prozesstech-
nische Aufgabenstellung kein zufriedenstellendes Ergebnis bringt. Selbst wenn e(t) als
vernachlassigbar klein betrachtet werden kann, muss der Verdrehwinkel der Differenti-

algleichung

. Co 1
Ou(t) = —= pu(t) + — e(t) (6.122)
&) C3
geniigen, um den Idealfall wy(+) — wyer(+) = 0 zu erreichen. Diese Forderung an das Ver-
halten des Torsionswinkels ist jedoch nicht notwendig stimmig mit der Eigendynamik
des mechanischen Systems, die ¢, (t) = fg (w1 (7T) — wo(7)]dT + ¢, (0) vorschreibt.

Weil im Allgemeinen ¢,,(-) die Differentialgleichung (6.122) nicht erfiillt, treten hoch-
frequente Vibrationen der Welle mit der inhérenten Eigenschaft ||¢y,(+)]|oo > 0 unmit-
telbar in der Differenz wy(t) — wye(t) storend in Erscheinung.

Selbst in der Ruhelage (¢, (t) = 0) bleibt eine Abweichung bestehen, die durch den
Verdrehwinkel ¢,,(t) # 0 verursacht ist. Die lineare Federcharakteristik der Welle fiihrt
auf einen Torsionswinkel, der proportional mit dem iibertragenen Antriebsmoment
anwéchst. Deshalb ist nicht zu erwarten, dass wy(t) gegen den gewiinschten Sollwert
wrer(t) = const. konvergiert. Um diesen Effekt zu unterbinden, wird der Hochpass-
filter eingesetzt, dessen Aufgabe die Ausloschung des Terms cap,,(t) im stationdren
Zustand umfasst. Gleichung (6.41) zeigt, dass der Filter dem Ausgang y(t) den Term
—coxp(t)/TE hinzufiigt, der, ausgewertet in der Ruhelage 2r(t) = 0, auf
C2

Copu(t) — T—FxF(t) =0 (6.123)

fiihrt. Nachdem in der Ruhelage gleichzeitig auch ¢, (t) = 0 gilt, ist die Abweichung
wa(t) — wre(t) proportional zu e(t) und daher beliebig klein einstellbar.

6.4 Messergebnisse

Der in Kapitel 2 vorgestellte Priifstand des Lehrstuhls bietet die Moglichkeit, die in
Theorem 6.11 beschriebenen Regelungsmethoden zu validieren.

Fiir alle Messungen ist der Trichterrand durch die Funktion ¢ — 1(t) = (150 - e 2" +
80)~! festgelegt, das Sollwertsignal ¢ +— wyer(t) = 30 - (1 — e7/%3) rad/s konvergiert
asymptotisch gegen einen konstanten Arbeitspunkt. Um das Stoérverhalten zu ermit-
teln, wird ab dem Zeitpunkt ¢ = 10 s ein konstantes Lastmoment M, = 10 Nm zu-
geschaltet. Ein Storsignal cZ() wird am Eingang nicht explizit aufgebracht, ist jedoch
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implizit wirksam aufgrund unvermeidbarer Unterschiede zwischen idealem und realem
Betriebsverhalten des Umrichters.

Die durchgefiihrten Simulationen sowie Experimente legen nahe, dass der Verdrehwin-
kel eine wesentliche Rolle spielt, um die vorgegebenen Regelziele zu erreichen. Deshalb
findet der Verdrehwinkel in der Linearkombination

y(t):(o.1 80 0.5) (wQ(t) Pull) wl(t)>T (6.124)

Beriicksichtigung, wobei dessen nachteiliger Einfluss auf das stationére Verhalten der
Regelung durch einen Hochpassfilter eliminiert wird.

Die Auswirkungen des DT;-Filters und des PI-Reglers sind in den Abbildungen 6.11
bis 6.16 erkennbar. Das Diagramm in Abbildung 6.11 zeigt die ProzessgroBe ws(+),
sowie den zugehorigen Referenzwert wef(-). Diagramm 6.12 enthélt die Linearkombi-

nation g(-) mit Referenzwert y,.¢(-). Abbildung 6.13 stellt die prozesstechnisch relevante
Abweichung wa(+) — wrer(+) dar, Abbildung 6.14 den Regelfehler e(-).

Wegen der hohen Gewichtung des Verdrehwinkels mit ¢, = 80 werden séamtliche Schwin-
gungen im Regelfehler sowie in der Prozessgréfie von allen Reglern unterdriickt. Ohne
Integralteil bleibt jedoch, verursacht durch Reib- und Lastmoment, stets ein stationérer
Regelfehler bestehen, der sich in einer unerwiinschten Abweichung der Prozessgrofie nie-
derschlégt. Die Variante (FC) fiihrt unter dem Einfluss der Reibung auf eine Drehzahl
wy & 26.7 rad/s, eine zusitzliche Last von M; = 10 Nm bremst die Drehzahl auf
wy & 13.2 rad/s ab, die einem inakzeptablen Regelfehler von ca. 56% entspricht.

Wie sich aus Abbildung 6.14 ablesen ldsst, konvergiert e(t) auch unter Lasteinfluss
gegen 0, wenn ein I-Anteil in den Regelkreis eingebracht wird. Es ist allerdings aus
den Abbildungen 6.13 und 6.14 ersichtlich, dass sich selbst fiir e(¢) = 0 unter Last
eine Differenz wy(t) — wret(t) # 0 einstellt, sofern kein Hochpassfilter eingesetzt wird.
Diese Beobachtung deckt sich mit Theorem 6.11, das fiir ¢, # 0 die Abweichung
der Prozessgrofie quantifiziert. Hinsichtlich einer Drehzahlregelung, die sich auf ws(t)
fokussiert, ist daher die alleinige Erweiterung von (FC) mit einem PI-Baustein nicht
zielfithrend.

Daher ist die Aufgabe des Hochpassfilters, den Term ¢y, der im Falle von (PI-FC)
auftritt, zu streichen, dabei jedoch keine Information iiber etwaige Schwingungen aus
dem Signal §(-) zu entfernen. Durch diese Erweiterung bleibt die gewiinschte Dadmpfung
erhalten, in der Ruhelage wird dagegen der negative Einfluss des Verdrehwinkels unter-
driickt. Dadurch wird von ¢,, # 0 stationdr keine Abweichung in der Prozessgrofie ver-
ursacht. Es ist festzuhalten, dass (FC-HPF) mit ¢, # 0 die selbe stationédre Abweichung
ergibt, wie (FC) mit ¢y = 0, jedoch mit dem Vorteil einer verbesserten Dampfung.

SchlieBlich werden die Regelziele durch den Einsatz von (HPF-PI-FC) erreicht. Der
integrale Anteil erzwingt e(¢) = 0 in der Ruhelage, so dass, selbst bei Lasteinwirkung,
die Prozessgrofle asymptotisch gegen den Referenzwert konvergiert.

Die Diagramme 6.15 und 6.16 zeigen den Verlauf der Reglerverstiarkung und der Stell-
grofe. Deutlich zu erkennen ist das nicht-monotone Verhalten der Verstirkung sowie
deren Konvergenz; selbst fiir e(t) # 0 tritt kein unbeschrénktes Driften auf.
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Abbildung 6.11: Messergebnis fiir (FC), (PI-FC), (HPF-FC) und (HPF-PI-FC) am
Priifstand Zweimassensystem.
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Abbildung 6.12: Messergebnis fiir (FC), (PI-FC), (HPF-FC) und (HPF-PI-FC) am
Priifstand Zweimassensystem.
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Abbildung 6.13: Messergebnis fiir (FC), (PI-FC), (HPF-FC) und (HPF-PI-FC) am
Priifstand Zweimassensystem.
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Abbildung 6.14: Messergebnis fiir (FC), (PI-FC), (HPF-FC) und (HPF-PI-FC) am

Priifstand Zweimassensystem.
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Abbildung 6.15: Messergebnis fiir (FC), (PI-FC), (HPF-FC) und (HPF-PI-FC) am

Priifstand Zweimassensystem.
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Abbildung 6.16: Messergebnis fur (FC), (PI-FC), (HPF-FC) und (HPF-PI-FC) am

Priifstand Zweimassensystem.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit setzt den Schwerpunkt auf nicht-parameterbasierte Strategien
zur Regelung nichtlinearer Antriebssysteme, die sich mit geringem Aufwand implemen-
tieren lassen, weil aus ingenieurtechnischer Perspektive letztendlich die Anwendbarkeit
an realen Problemstellungen in den Vordergrund riickt und das entscheidende Krite-
rium fiir die Akzeptanz eines technologischen Systems darstellt. Der in Kapitel 3.4
beschriebene Ansatz mit monotonem Adaptionsgesetz weist nicht das geforderte Maf3
an Robustheit gegeniiber Storeinfliissen und Sollwertéinderungen auf, so dass beim Ein-
satz an realen Anlagen ein unbeschréanktes Anwachsen der Verstarkung zu erwarten ist.
Durch Einfithrung eines A-Bandes [35, Kap. 5.2] kann das Driften der Verstiarkung ver-
hindert und die notige Robustheit erreicht werden. Es ist zwar sichergestellt, dass der
Regelfehler fiir t — oo gegen das vorgegebene A\-Band, d.h. gegen das Intervall [—\, )],
A > 0 konvergiert. Eine Aussage iiber das transiente Verhalten ist jedoch nicht impli-
ziert. An dieser Stelle hat die in Kapitel 4 dargestellte Regelungsstrategie ihre Vorteile.
Zum einen l&sst sich das transiente Verhalten vor Inbetriebnahme der Regelung beliebig
vorgeben, zum anderen ist die Monotonie der Verstarkung aufgehoben.

Im Sinne einer realitdtsnahen Reglersynthese werden in der Struktur des Streckenmo-
dells folgende Eigenschaften beriicksichtigt:

elastische Ankopplung der Arbeitsmaschine (Zweimassensystem)

Parameter mit unbekannten Werten

nichtlineare Effekte (drehzahlabhéngige Reibung an der Lastmasse mit unbekann-
ter Charakteristik)

Storgrofen (Lastmomente, Messrauschen, Verfilschung der Stellgroie durch den
Aktor)

Die gewihlte Methode zur Regelung solcher Prozesse nutzt das Modell einzig zur Ana-
lyse struktureller Eigenschaften, ohne sich dabei auf die expliziten Werte der Parameter
zu stiitzen. Deshalb kann auf eine storempfindliche und aufwéndige Schétzung der Pa-
rameterwerte verzichtet werden.

209
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Fiir die Anwendung an Zweimassensystemen wird ein hochverstarkungsbasierter Dreh-
zahlregler entworfen. Nachdem solche Strecken einen relativen Grad von 2 besitzen,
wird mittels Zustandsauskopplung eine Relativgradreduzierung realisiert, wobei trotz
unbekannter Streckenparameter die erforderliche Stabilitat der Nulldynamik erhalten

bleibt.

Zur Verbesserung des Regelergebnisses wird der hochverstarkungsbasierte Proportio-
nalregler zu einem PI-Regler erweitert. Hierdurch zeigt sich vor allem unter Lasteinwir-
kung ein positiver Effekt, da in der Gleichgewichtslage stationdre Genauigkeit erreicht
wird.

Zuséatzlich wird eine Hochpassfilterung des Torsionswinkels eingefiihrt, um den Ziel-
konflikt zwischen aktiver Beddmpfung von mechanischen Schwingungen und kleinem
Regelfehler in der Ruhelage aufzulésen.

Dariiberhinaus ist der Nachweis auf mathematischem Wege erbracht, dass sowohl PI-
Regler, als auch Hochpassfilter in den Regelkreis eingebracht werden diirfen, ohne
dessen Stabilitdtseigenschaften zu beeintriachtigen. Die Kombination aus hochverstér-
kungsbasiertem Proportionalregler mit zeitvarianter Verstarkung, PI-Regler und Hoch-
passfilter garantiert die Einhaltung einer vorgegebenen Fehlergrenze, gewéhrleistet ak-
tive Dampfung, sowie stationdre Genauigkeit und toleriert Stérungen und Messrau-
schen. Damit ist der Weg fiir eine Umsetzung des entworfenen Konzeptes an der realen
Anlage geebnet.

Die experimentelle Erprobung der entwickelten Regelungsstrategie bestétigt am Labor-
priifstand die theoretischen Resultate und Simulationen. Trotz der bestechend einfa-
chen Reglerstruktur sind die Messergebnisse vielversprechend hinsichtlich industrieller
Einsatzfiahigkeit.

Ein interessantes Feld fiir zukiinftige Forschungsaktivitiaten ist in der Erweiterung und
Anwendung des Regelungskonzeptes auf Mehrmassensysteme und flexible Roboterarme
gegeben. Solche Prozesse sind in wesentlichem Umfang in der Antriebstechnik vertreten
und weisen ein verschéarftes Relativgradproblem auf. Neben diesen praktisch orientieren
Themen ist die Fragestellung nach dem tatséchlichen Erreichen einer Ruhelage offen.
Die theoretische Analyse des Regelkreisverhaltens fithrt lediglich zu der Feststellung,
dass der Regelfehler innerhalb eines wéhlbaren Toleranzbandes verbleibt. Damit ist
jedoch keine Aussage iiber asymptotische Konvergenz verbunden. Die Ergebnisse der
vorgenommenen Simulationen und Messungen zeigen zwar, dass in allen Fillen eine
Gleichgewichtslage asymptotisch erreicht wird, ein theoretisches Fundament hierfiir ist
allerdings noch nicht geschaffen.



Anhang A

Grundlagen und Definitionen

Ausgewdhlte Definitionen sowie Grundlagen, die im Hinblick auf nichtlineare dyna-
mische Systeme von Bedeutung sind, werden im Folgenden néher beschrieben. Wei-
terfithrende Literatur zur Systemtheorie findet sich beispielsweise in den Lehrbiichern
von Desoer et al. [18], Follinger [23], Hinrichsen et al. [31], Ioannou et al. [46], Isido-
ri [47], Kailath [48], Khalil [50], Reinschke [79], Sastry [82], Schwarz [93], Slotine et
al. [94] oder Sontag [95]. Die ausschlielich mathematischen Themengebiete sind unter
anderem in den Biichern von Amann et al. [2], [3], [4], Konigsberger [53], Lancaster et
al. [55] und Meyberg et al. [64], [65] behandelt.

Die Intention dieses Anhangs ist einerseits Schreibweisen festzulegen und Definitio-
nen einzufiihren, die in der vorliegenden Arbeit verwendet werden. Andererseits soll
die gewéhlte Darstellungsweise systemtheoretische Grundlagen von einem technisch-
physikalischen Standpunkt aus beleuchten.

A.1 Abkiirzungen und Schreibweisen

ARMA Auto-Regressive-Moving-Average Modell

HWP Hurwitzpolynom, d.h. ein Polynom mit Wurzeln, die ausschliellich
negative Realteile besitzen.

BNF Beobachtungsnormalform

RNF Regelungsnormalform

BINF Byrnes-Isidori-Normalform

LTI Zeitinvariantes lineares System (Linear Time-Invariant)

LTV Zeitvariantes lineares System (Linear Time-Variant)

SISO Eingrofensystem (Single-Input Single-Output)

MIMO MehrgroBensystem (Multi-Input Multi-Output)

BIBO Eingangs-/ Ausgangsstabil (Bounded-Input Bounded-Output)

WOK Wurzelortskurve

211
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SO Symmetrisches Optimum
BO Betragsoptimum
DO Dampfungsoptimum
EMS Einmassensystem
ZMS Zweimassensystem
PI PI-Block (Parallelschaltung aus proportionalem und integralem Baustein)
HPF Hochpassfilter
E/A-Verh. FEingangs-/Ausgangsverhalten
R>g := 1[0, oo[ (Intervall der nicht-negativen reellen Zahlen)
LP(D;R) Raum der (Lebesgue-)messbaren Funktionen x : D — R
L. (D;R)  Raum der (Lebesgue-)messbaren, lokal essentiell beschrénkten
Funktionen z : D — R
L}, (D;R)  Raum der (Lebesgue-)messbaren, lokal integrierbaren
Funktionen z : D — R
C°(D;R) Raum der stetigen Funktionen = : D — R, synonym auch C(D;R)
C!(D;R) Raum der [-fach differenzierbaren Funktionen z: D — R, 1 € NU {00}
AC(D;R) Raum der absolut stetigen Funktionen x: D — R
ACior(D; R)  Raum der lokal absolut stetigen Funktionen z: D — R
Whe(D;R) Raum der absolut stetigen und beschrinkten Funktionen z : D — R
mit essentiell beschrankter Ableitung
Bj(x) die offene Umgebung eines Punktes = € R™ mit dem
Radius R > 0, d.h: Bj(z) = {y € R" | |z —yl| <R}, R>0
B (x) die abgeschlossene Umgebung eines Punktes x € R™ mit dem
Radius R >0, d.h: Bji(z) = {y e R" | |z —y|| < R}, R>0
o(A) Spektrum der Matrix A € C™*"
dh. o(A) := {X € C| det(A], — A) =0}
Gl,(C Menge der invertierbaren n x n Matrizen {iber dem Koérper C
Gl,(R) Menge der invertierbaren n x n Matrizen iiber dem Korper R
(1 0 ... 0
I, = 0 ‘ ' 0 € R™"  Einheitsmatrix der Dimension n X n
0 ... 0 1
i 0
Onsxm = ... | € R™™ Nullmatrix der Dimension n x m
0 ... 0
er Einheitsvektor im R"™, d.h. die i-te Spalte der Einheitsmatrix I,

=L
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A.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Wenn bei Differentialgleichungen nach der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
gefragt wird, spielt Stetigkeit eine zentrale Rolle. So sichert nach dem Existenzsatz von
Peano [65, S. 50] eine stetige rechte Seite in einem Anfangswertproblem der Form

i(t) = f(t,z(t), x(0)=z,cR" (A.1)

die Existenz wenigstens einer Losungskurve. Stetigkeit ist jedoch nicht ausreichend,
um Eindeutigkeit zu garantieren. In der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen
erlangt die Lipschitz-Stetigkeit Bedeutung, da diese Bedingung fiir die rechte Seite nach
dem Satz von Picard-Lindelof [65, S. 53] zusétzlich zur Existenz auch die Eindeutigkeit
der Losung sicherstellt.

Der Begrift der Stetigkeit ist in der hier angegebenen Form auf Bernard Bolzano
zuriickzufithren und wurde von Karl Weierstrafl als Epsilon-Delta-Kriterium formu-
liert [53, S. 92].

Definition A.1 (stetige Funktion)

FEine auf D C R", n € N, definierte reellwertige Funktion f : D — R™, m € N, ist
nach dem Epsilon-Delta-Kriterium genau dann stetig im Punkt x, € D, wenn zu jeder
beliebigen Zahl € > 0 eine Zahl 6 > 0 gefunden werden kann, so dass fir alle v € D
mit ||z — x,|| < § die Ungleichung

1f () = flzo)l <& (A.2)

gilt. Die Funktion f heifst stetig in D, wenn sie an jeder Stelle ihres Definitionsberei-
ches stetig ist.

Eine dquivalente Definition ist durch das Folgenkriterium gegeben. Demnach ist eine
reellwertige Funktion f : D — R im Punkt x, € D genau dann stetig, wenn fiir den
Grenziibergang lim, .., f(z) = f(z,) gilt.

Die Auswirkung der Stetigkeit besteht darin, dass die Anderung im Bildbereich (Funkti-
onswert) durch e beschréinkt ist, wenn die Anderung im Definitionsbereich (Argument)
kleiner als der Wert § bleibt. Folglich diirfen keine Spriinge im Funktionsgraphen ent-
halten sein.

Stetige Funktionen f : D — R sind auf jedem Kompaktum beschrinkt, das zum
Definitionsbereich der Funktion f gehort. Diese Aussage schlégt sich im Schrankensatz
nieder:

Theorem A.2 (Schrankensatz) [64, S. 108]
Fiir jede auf einem abgeschlossenem Intervall a < x < b € R stetige Funktion f :
[a, b] — R gibt es eine Schranke K € R mit |f(x)| < K fir alle x € [a, b].

Die Klasse der stetigen Funktionen f : D — Y wird mit C(D;Y), teils auch mit
C%(D;Y) gekennzeichnet.
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Definition A.3 (gleichmiBig stetige Funktion)

Eine auf D C R™ definierte reellwertige Funktion f : D — R™ heifit genau dann
gleichméBig stetig in D, wenn zu jeder beliebigen Zahl € > 0 eine Zahl 6 > 0 gefunden
werden kann, so dass fir alle x,x, € D mit ||z — z,|| < § die Ungleichung

1 (z) = flzo)ll < e (A.3)

gilt. Im Unterschied zur Stetigkeit fordert die gleichmdfSige Stetigkeit, dass § ausschliefs-
lich von € abhdngt, nicht aber von der Stelle z,.

Ein Beispiel fiir eine zwar stetige, nicht aber gleichméfig stetige Funktion ist die Nor-
malparabel f: R — R, z — 2% An jeder Stelle z, € R kann nach dem Epsilon-Delta-
Kriterium ein € > 0 vorgegeben und ein dazu passendes ¢ > 0 bestimmt werden. Des-
halb ist f stetig. Da fiir gleichméflige Stetigkeit die Zahl 6 nicht vom Ort x, abhéngen
darf, muss das Kriterium fiir alle x, € R mit dem ermittelten ¢ erfiillt werden kénnen.
Unabhéngig davon, wie klein § gewéhlt ist, wird Ungleichung (A.3) fiir hinreichend
grofle z, stets verletzt. Allerdings ist jede Einschrinkung von f auf ein kompaktes
Intervall gleichméflig stetig. Diese Aussage lasst sich auf alle stetigen Funktionen ver-
allgemeinern: nach dem Satz von Heine [53, S. 92] ist auf einem Kompaktum K C R
jede stetige Funktion f: K — R gleichméfig stetig.

Aus gleichméBig stetig folgt allerdings nicht, dass sich die Funktion nur mit endlicher
Steigung verdindert. Offensichtlich ist fiir alle positiven Zahlen § < % das Epsilon-
Delta-Kriterium fiir f : Ry — R, z — y/x unabhingig vom Ort z, erfiillt. Die
Ableitung f'(z) = (2¢/7)7! der gleichmiBig stetigen Funktion f wichst jedoch fiir
x — 0 unbeschrankt an.

Die Eigenschaft der (gleichméfigen) Stetigkeit bedingt nicht notwendigerweise Diffe-
renzierbarkeit. Die Betragsfunktion f : x — |z| als Beispiel ist an jedem Punkt z € R
und insbesondere bei z = 0 (gleichméfig) stetig, dort aber nicht differenzierbar.

Definition A.4 (absolut stetige Funktion)

Eine reellwertige Funktion f : D — R, die auf einem Intervall D C R erklirt ist,
ist genau dann absolut stetig iiber D, wenn fiir jedes beliebige € > 0 eine Konstante
0 > 0 gefunden werden kann, so dass fiir jedes n € N jede Folge paarweise disjunkter
Teilintervalle

[1171, yl]a [-772’ 92]7 ) [an, yn] g D, (A4)
die der Bedingung
>l —wx| <0 (A.5)
k=1

geniigt, gleichzeitig auch die Forderung

D 1) = flaw)] < e (A.6)

erfillt.
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Definition A.5 (lokal absolut stetige Funktion)
Eine reellwertige Funktion f : D — R, die auf einem Intervall D C R erkldrt ist, heifit
lokal absolut stetig auf K, wenn sie auf jedem Kompaktum K C D absolut stetig ist.

Die Menge aller absolut stetigen Funktionen f : D — Y wird mit AC(D;Y") bezeichnet,
die der lokal absolut stetigen Funktionen mit AC;.,(D;Y).

Eine Funktion f : K — R, die auf einem Kompaktum K = [a, b] definiert ist, ist
genau dann absolut stetig, wenn es eine integrierbare Funktion ¢ gibt, die

£(t) = f(a) + / g(r)dr (A7)

fir alle t € K erfiillt [95, S. 471]. Absolut stetige Funktionen sind stetig und gleichzeitig
fast iiberall differenzierbar, weil

f(t) = g(t) (A-8)
fur fast alle ¢ gilt [95, S. 471].

Definition A.6 (Lipschitz-Bedingung)

Sei I CR und D C R", n € N. Fine auf I x D definierte Funktion f : I x D — R"
erfillt die Lipschitz-Bedingung auf D, wenn eine Zahl L > 0 gefunden werden kann,
so dass fiir alle (t, xl), (t, Iz) € [ x D die Ungleichung

(8 21) = f(E )|l < L [lay — 2] (A.9)

gilt. Daber wird L als Lipschitz-Konstante bezeichnet.

Definition A.7 (lokal Lipschitz-stetige Funktion)

Sei I CR und D CR", n € N. Fine auf I x D definierte Funktion f : I x D — R"
heifst lokal Lipschitz-stetig in x, wenn es fiir alle x, € D eine Zahl e > 0 und eine lokal
integrierbare Funktion L : I — Rsg gibt, so dass der Ball BX(x,) C D in D enthalten
ist und f der Lipschitz-Bedingung

|f(t,x1) — f(t,za)|| < L(E) - ||z1 — 22|, Vay,x9 € Bl(z,), Vel (A.10)
genugt.
Definition A.8 (global Lipschitz-stetige Funktion)

Eine auf D C R™, n € N, definierte Funktion f : D — R™ heifit global Lipschitz-stetig
auf D, wenn fir alle x1,x9 € D die Lipschitz- Bedingung

[ f (1) = flz2)|| < L-[lwg — 22, Vi, xg €D (A.11)

mit einer einzigen Konstanten L > 0 erfillt werden kann. Die Lipschitz-Konstante L
darf hierbei nicht vom Ort abhdingen.
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Wird in Definition A.8 n = 1 gesetzt, lasst sich die Bedeutung der Lipschitz-Stetigkeit
pragnant illustrieren. Nachdem Forderung (A.11) fiir alle x1,29 € D zutreffen muss,
kann das Steigungsdreieck

[f(z1) — fla2)| _ Ay
T SRl ST (A.12)

auch infinitesimal klein angesetzt und der Grenziibergang xs — x; betrachtet wer-
den. Daran zeigt sich, dass an keinem Punkt die Steigung der Funktion f den Wert L
iiberschreiten kann. Die Steigung einer Lipschitz-stetigen Funktion ist deshalb im In-
tervall [x1, 5] C D durch die Lipschitz-Konstante L > 0 begrenzt. Aus diesem Grund
ist eine differenzierbare Funktion f : R™ — R"™ genau dann Lipschitz-stetig, wenn ihre
erste Ableitung beschrankt ist.

Zwischen der Lipschitz-Stetigkeit und der gleichméfiigen Stetigkeit besteht eine Ver-
bindung, weil das Epsilon-Delta-Kriterium in Definition A.3 erfiillt ist, wenn 6 = ¢/L
(fiir L # 0 bzw. § = 1 fir L = 0) gesetzt wird. Daraus wird offenkundig, dass jede
Lipschitz-stetige Funktion gleichzeitig auch gleichméfig stetig ist. Dariiberhinaus folgt
aus dem Satz von Rademacher [12], [77], dass Lipschitz-stetige Funktionen fast iiberall
differenzierbar sind. Die gleiche Aussage ist auch in [95, S. 471] enthalten, da eine
Funktion genau dann Lipschitz-stetig ist, wenn sie absolut stetig ist und eine essentiell
beschriankte Ableitung aufweist.

Zusammenhinge zwischen den Typen der Stetigkeit im Fall reeller Funk-
tionen:
e f ist Lipschitz-stetig = f ist lokal Lipschitz-stetig = f ist stetig
e f ist Lipschitz-stetig = f ist absolut stetig = f ist gleichméBig stetig = f ist
stetig

Einfache Gegenbeispiele demonstrieren, dass die Folgerungen nicht generell umkehrbar
sind:

o f: R — R,z +— 2% ist stetig und lokal Lipschitz-stetig, aber weder Lipschitz-
stetig noch gleichméfig stetig

o f:[-1, 1] —» R,z — Yz ist stetig, aber nicht lokal Lipschitz-stetig im Null-
punkt.

Theorem A.9 (Existenz und Eindeutigkeit der Lésung) [95, S. 476/

Durch I C R werde ein Zeitintervall und durch D C R™ eine offene Teilmenge des R"
dargestellt. Es sei angenommen, dass die rechte Seite f : I x D — R™ im Anfangswert-
problem (A.1) die folgenden Figenschaften erfillt:

f( x) : I — R" ist fiir jedes feste x € D stiickweise stetig (A.13)
f(t,-) : D — R" ist fiir jedes feste t € I stetig (A.14)
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Sofern f den Voraussetzungen (A.13) und (A.14) geniigt und dariberhinaus im Argu-
ment x lokal Lipschitz-stetig ist, sowie im Argument t fiir jedes konstante x lokal inte-
grierbar ist, zeigt Theorem 54 in [95, S. 476], dass fir das Anfangswertproblem (A.1)
m (to7 xo) € I x D eine maximale und eindeutige Lésung existiert.

A.3 Instantane Verstiarkung

Bevor eine Generalisierung fiir nichtlineare Systeme erfolgt, sollen zunéchst lineare
Systeme betrachtet werden.

A.3.1 Instantane Verstirkung linearer Systeme

Den folgenden Ausfithrungen sei ein Zustandsraummodell

©(t) = Azx(t)+bu(t), x(0)eR" neN (A1)

y(t) = cx(t), AeRY™™ b T eR” '
zugrunde gelegt, dessen E/A-Verhalten fiir den Anfangswert 2(0) = 0 durch die Uber-
tragungsfunktion

bo,...,bm €R, by #£0,
by 8™ + bpy_1 8™ - 4 by 0 7

Fls)= R A.16
(5) ApS™ 4 Ap_18" L+ Fag ag, - .. a, € R, a, #0, ( )
m €N

beschrieben werden kann.

Definition A.10 (Instantane Verstirkung linearer Systeme) [69, S. /05]
Das LTI-System (A.16) besitzt die instantane Verstarkung V), die durch

b+ b 15~ & -+ o™ b
Vp = lim 8™ . F(s) = lim 2ntom=18 T 008 - Om (A.17)

§—00 §—00 Uy + Ap_15 L+ +aps ™  ay

gegeben ist.

Die instantane Verstarkung héngt somit ausschlieflich von denjenigen Koeffizienten
der Ubertragungsfunktion ab, die als Faktoren die jeweils héchste Potenz s™ bzw. s”
gewichten. Falls die Ubertragungsfunktion

Z(s)
N(s)’

F(s)=g g#0 (A.18)
durch monische Polynome Z, N € R[s| dargestellt ist, muss zur Erhaltung der Allge-
meingiiltigkeit ein konstanter Vorfaktor g € R zugelassen werden. Dieser stimmt im
Falle monischer Polynome mit der instantanen Verstidrkung Vj iiberein [69, S. 183].
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Um die physikalische Bedeutung der instantanen Verstéarkung zu verdeutlichen, wird
bei einem System (A.16) mit Relativgrad r = n —m das Verhalten der r-ten Ableitung
des Ausganges betrachtet. Durch Erweiterung von (A.16) mit einer Kette aus r Diffe-
rentiatoren entsteht ein System mit der Ubertragungsfunktion F.(s) := s"F(s). Wird
fiir dieses System der Anfangswertsatz der Laplace-Transformation

y(t =0%) = lim s- F(s) - U(s) (A.19)

§—00

fiir Sprunganregung (U(s) = 1/s) ausgewertet, ergibt sich

1
y(t =07) = lim sF.(s)— = lim s"F(s) =V} . (A.20)
$§—00 S 8§—00
Wegen y,(t) = y™(t) gilt Vo = y(t = 07), die instantane Verstirkung entspricht
daher allgemein dem Wert der r-ten Ableitung des Ausganges unmittelbar nach einer
Sprunganregung. Weil sich das Eingangssignal durch u(t = 0%) = 1 auszeichnet, gilt
instantan y™ (¢ = 07) = V; - u(t = 0%), woran die Namensgebung erklirbar wird.

Definition A.10 bezieht die instantane Verstirkung eines linearen Systems auf dessen
Ubertragungsfunktion. Alternativ zur Berechnung aus der Ubertragungsfunktion kann
die instantane Verstarkung ebenso aus der Zustandsdarstellung (A.15) direkt berechnet
werden.

Theorem A.11
Die instantane Verstirkung des LTI-Systems (A.15) errechnet sich zu

b
‘/E] = CAT_lb = (A21)

an

wobei 1 < r < n den Relativgrad beschreibt.

Beweis
Wird die Zustandsbeschreibung (A.15) einer Laplace-Transformation unterzogen, er-
gibt sich die Ubertragungsfunktion

2
F(s) =c(sl, — A)7'b = cb - cdb + cA’d + ... (A.22)

s 52 s3
in Reihendarstellung. Weil fiir Systeme mit Relativgrad r» € N die Aussage
cAlb=0 firj=0,1,...,r —2 (A.23)

zutrifft, gilt

=AY SR e 1
Vo = lim s Z —— = lim Z S = AT (A.24)
j=r j=r
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann eine Realisierung in RNF angenommen
werden, so dass die Vektor-Matrix-Multiplikation cA"~! eine Verschiebung der Eintriige

von ¢ um r — 1 Elemente nach rechts verursacht. Es gilt daher cA™™! = (*, ey Ky bm).
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Desweiteren impliziert die RNF einen Einkoppelvektor b7 = (0, ooy 0, 1) und einen
Koeffizienten a,, = 1 fiir das charakteristische Polynom der Systemmatrix. Aus die-
sem Grund gilt Vy = cA""'b = b,,/a,, daher ist Definition A.10 mit Theorem A.11
kompatibel. [ |

Anmerkung
Die Realisierung (A.15), die in jeder beliebigen Form vorliegen kann, ldsst sich mit
einer geeigneten, reguldren Matrix S € GL,(C) durch die Ahnlichkeitstransformation

£(t) = Sa(t) (A.25)

in RNF tiberfiithren. Dadurch wird das Modell (A.15) durch den Zustandsvektor £(t) €
R™ und die Gréfien

A=SAS™t,  b=Sb, E=cS! (A.26)
beschrieben. Weil sich das Produkt S~1S = I,, jeweils heraushebt, gilt
CAT D = ¢STHSASTY TISh = cATT D = V. (A.27)

Deshalb ist die Annahme der RNF keine Einschrankung, sondern behélt die Allge-
meingiiltigkeit bei. 0

A.3.2 Instantane Verstidrkung nichtlinearer Systeme

Obwohl die instantane Verstiarkung bei nichtlinearen Systemen nicht durch die Be-
stimmung des Grenziiberganges einer Ubertragungsfunktion ermittelt werden kann,
lasst sich dennoch eine geeignete Verallgemeinerung dieses Begriffes finden. Aus der
Betrachtung des linearen Falles resultiert, dass die instantane Verstirkung als Faktor
zwischen Eingang und r-ter Ableitung des Ausganges auftritt, wenn sich das System
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in der Ruhelage z = 0 befindet. Anhand einer Darstellung in
BINF (siehe Abschnitt A.8) lasst sich die instantane Verstarkung direkt ablesen. Die-
se Normalform zeichnet sich dadurch aus, dass im Vorwértszweig eine Integratorkette
mit den Zustinden z(t) = y(t) bis z,.(t) = y"~V(t) enthalten ist, deren Eingang fiir
geeignete Funktionen «, § : R®” — R durch die Gleichung

y (1) = 4(t) = B=(1) + al=(t) -u(t),  =2() R (A.28)
gegeben ist und exakt die r-te Ableitung des Ausganges bildet.
Definition A.12 (Instantane Verstirkung nichtlinearer Systeme)

Die instantane Verstarkung eines Systems, das in BINF vorliegt, wird durch den Faktor
a(-) angegeben, der das Eingangsignal in Gleichung (A.28) gewichtet.

Wird ein LTI-System mittels Polynomdivision in die in Abschnitt A.8.2 beschriebene
Form gebracht, so kann die Ubereinstimmung zwischen a(z) und V; leicht verifiziert
werden.
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A.4 Stationire/Statische Verstirkung

Im Gegensatz zur instantanen Verstarkung, die als Verstarkungsfaktor zwischen Ein-
gang und r-ter Ableitung vom Ausgang unmittelbar nach einer Sprunganregung be-
schreibt, handelt es sich bei der stationfiren Verstirkung um einen Faktor zwischen
Eingang und Ausgang, wenn die Sprunganregung bereits unendlich weit zuriickliegt,
also im eingeschwungenen Zustand. Diese Aussage bezieht sich auf stabile Systeme.
Allgemein stellt die stationédre Verstirkung das Verhéltnis von Eingangs- und Aus-
gangsgrofle in der (moglicherweise instabilen) Gleichgewichtslage dar.

Mit den Funktionen f, g € C°(R™;R") und h, d : R — R sei die Zustandsbeschreibung
w(t) = flz(t) +g(z(t)-u),  2(0) R (A.29)
y(t) = h(z(t)) +d(z(t)) - u(t) (A.30)

eines dynamischen Systems festgelegt. Die Definition der stationdren Verstdrkung ba-
siert auf der Existenz einer Ruhelage, weshalb die Annahme

3 (ToosUss) ER" xR mit f(Zoo) + 9(T00) - U =0 (A.31)
zu treffen ist.
Definition A.13 (Gleichgewichtslage, Ruhelage)

Als Gleichgewichtslage oder Ruhelage von (A.29) wird ein Punkt xo, € R™ bezeichnet,
wenn fir us,, € R

0= f(Zo) + 9(Too)  Uno (A.32)
qgilt.

Wird der Zustand z.,, € R™ in (A.29) eingesetzt, ergibt sich in der Gleichgewichtslage
die Ausgangsgrofie Yoo = h(Zoo) + d(Too) * Uno-

Fiir die Bestimmung des Gleichgewichtspunktes x ist in (A.29) & = 0 zu setzen und
diese Gleichung nach dem Zustandsvektor aufzulosen. Nicht in allen Féllen lasst sich
dafiir eine explizite Losung z, finden.

Unter der Voraussetzung e, # 0 und
9(1) =0 = d(zs)#0
d(T) =0 =  g(rs) #0

lasst sich die stationédre Verstdrkung definieren.

(A.33)

Definition A.14 (Stationére/Statische Verstidrkung)
Das dynamische System (A.29) besitzt in der Ruhelage xo, € R™ die stationédre Verstér-
kung V., die durch

_ Y _ h(Zoo) + d(Zoo) * Uso (A34)

Uoo Uoso

Ve :

gegeben ist.
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Gleichung (A.34) offenbart, dass im Allgemeinen die stationére Verstdrkung sowohl
vom Zustandsvektor in der Ruhelage als auch vom Eingangssignal abhéngt. Der Grund
hierfiir liegt in der Tatsache, dass im Falle nichtlinearer Systeme unterschiedliche Ruhe-
lagen moglich sind, die jeweils verschiedene stationére Verstdrkungen aufweisen konnen.

Lineare zeitinvariante Systeme (LTI) zeigen dagegen die Besonderheit, dass die sta-
tiondre Verstdarkung weder vom Zustandsvektor in der Gleichgewichtslage, noch vom
Eingangssignal abhéngt, sondern sich ausschliefilich durch die Systemparameter aus-
driicken lasst:

Definition A.15 (Stationdre Verstérkung (LTT))
Ein LTI-System mit der Ubertragungsfunktion

b m+b L1+ b 6()7167'716}].%7
E mS m— S DR + 0
(S) 1 d7 a07 N ,an e R, (A35)
a’nsn an—lsn _l_ cee + a/“
a e R, Qo 7§ 0

besitzt die stationédre Verstdrkung

Voo = lim F(s) = b—o +d. (A.36)

s—0 a’O

Theorem A.16
Falls (A.35) die Ubertragungsfunktion der Zustandsdarstellung

x(t) = Ax(t)+bu(t), x(0)eR”

(A.37)
y(t) = cx(t) + du(t), neN, AcGL(R), b FeR* deR

angibt, ist die stationdre Verstirkung in Gleichung (A.36) mit dem Ausdruck

Voo = —cA™'b+d (A.38)
identisch.
Beweis
Anhand einer Darstellung von (A.37) in RNF ldsst sich leicht verifizieren, dass der
Ausdruck (A.38) mit Gleichung (A.36) iibereinstimmt. [

Wird das LTI-System (A.37) mit einem konstanten Eingangssignal u(-) = us beauf-
schlagt und in der Ruhelage i (t) = 0 ausgewertet, ergibt sich — Az, = bus,. Auflosen
nach z(t) und Einsetzen in (A.37) fiihrt auf yo = (—cA™'0 + d)too = Vio + Uso. Darin
spiegelt sich die Bedeutung der stationédren Verstiarkung wider: in der Gleichgewichts-
lage stimmt V., mit dem Verstarkungsfaktor zwischen Eingang und Ausgang iiberein.

Fiir Systeme mit ap = 0 bzw. A € GI,(R) lasst sich keine stationére Verstirkung
definieren. Die Systemmatrix A eines solchen Systems ist nicht invertierbar und besitzt
daher den Eigenwert A = 0. Unter der Annahme einer minimalen Realisierung ist das
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Spektrum der Systemmatrix identisch zur Menge der Polstellen der Ubertragungs-
funktion. Folglich ist s = 0 eine Polstelle von (A.35), woraus direkt ap = 0 resultiert.
Dies zeigt, dass ag # 0 und A € Gl,(R) gleichbedeutende Forderungen sind.

Ein dynamisches System mit einer Polstelle bei s = 0 enthélt notwendigerweise im
Nennerpolynom den Koeffizienten ay = 0. Wie die Berechnung der Sprungantwort fiir
ein solches System zeigt, wird bei Erregung mit einem konstanten Eingangssignal keine
Ruhelage eingenommen, der Ausgang strebt gegen unendlich. In der Folge ldsst sich
keine stationdre Verstdarkung definieren.

A.5 Lie-Ableitung

Die Lie-Ableitung differenziert ein Skalarfeld entlang einer beliebigen Richtung. Im
Gegensatz zur partiellen Ableitung, deren Differentiationsrichtung entlang der jewei-
ligen Koordinatenachsen des Definitionsbereiches verlduft, wird bei der Lie-Ableitung
die Richtung der Differentiation durch ein Vektorfeld beliebig vorgegeben. Daher lasst
sich die Lie-Ableitung auch als Richtungsableitung eines Skalarfeldes bezeichnen. Im
Zusammenhang mit der Berechnung von Lie-Ableitungen werden sowohl das Skalarfeld
als auch das Vektorfeld zweckméfBigerweise als hinreichend oft differenzierbar, voraus-
gesetzt.

Definition A.17 (Skalarfeld)
Eine Funktion h : D CR™ — R, n € N, die ein vektorielles Argument in einen skalaren
Funktionswert abbildet, heiffit Skalarfeld.

Definition A.18 (Vektorfeld)
Eine Funktion f: D CR" — R", n € N, die vektoriellen Argumenten als Funktions-
wert einen Vektor zuordnet, heifst Vektorfeld.

Analog zur partiellen Differentiation, die sich aus einer Linearkombination des Gradi-
enten’) und eines Einheitsvektors? errechnet, ergibt sich die Lie-Ableitung ebenfalls
als Linearkombination von Gradient und Differentiationsrichtung,.

Definition A.19 (Lie-Ableitung)
Als Lie-Ableitung wird die Richtungsableitung eines Skalarfeldes h € C/(R™;R) entlang
eines Vektorfeldes f: D C R"™ — R"™ bezeichnet und berechnet sich durch

0

Lih(x) := %h(x) - f(x) = Vh(x) - f(z), VeeD (A.39)

aus dem Skalarprodukt von Gradient und Differentiationsrichtung.

D Der Gradient ist der Vektor der partiellen Ableitungen.

2) Die Differentiationsrichtung verlduft in diesem Fall entlang einer der Koordinatenachsen, also
parallel zum entsprechenden Einheitsvektor. Damit kann die partielle Differentiation als Sonderfall
der Lie-Ableitung aufgefasst werden.
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Wird durch hinreichend groBe Zahlen l¢, I, € N und f € C(R™;R"), h € C'*(R™;R)
Differenzierbarkeit garantiert, so kann die Lie-Ableitung wiederholt ausgefiihrt werden.
In gleicher Weise wie f bezeichne auch g : D C R™ — R" ein Vektorfeld gemé&fl Defini-
tion A.18. Es ergeben sich folgende Rechenregeln fiir mehrfache Richtungsableitungen:

LSh(z) = h(z) (A.40)
Lih(z) = Lfoh(:p):%th(m)-f(x) (A.41)
Lin(z) = LfL’}‘lh(m):%L’}‘lh(x)-f(x) (A.42)
LyLsh(z) = %th(x)- g(x) (A.43)

Besonders in der Systemtheorie erhélt die Lie-Ableitung Bedeutung, wenn von einem
dynamischen System

0 - fla®) +g(x®) -u(t),  x(0) =z, R (A.44)

mit f, g € C{(R™;R"), h € CY(R™;R) und I € N die zeitliche Ableitung des Ausgangs-
signales y(-) berechnet werden soll. Weil die Funktion A (ein Skalarfeld) als Argument
den zeitabhéngigen Zustandsvektor x(t) besitzt, ldsst sich die zeitliche Ableitung des
Ausganges mit Hilfe der Kettenregel der Differentiation durch

i(t) = S hia(t) = h(e(e) - () (A4
ermitteln. Der zeitlichen Differentiation des Ausgangssignales liegt eine Differentiati-
on einer verketteten Funktion nach dem Argument der inneren Funktion zu Grunde.
Ein Vergleich mit der Definition der Lie-Ableitung (A.39) offenbart, dass diese Ope-
ration formal mit einer Richtungsableitung ibereinstimmt. Folglich kann g(¢) durch
Lie-Ableitungen

y(t) = Vh(x(t)) - i(t) = Lah(x(t)) = Leh(x(t)) + Leh(x(t)) - u(t) (A.46)
ausgedriickt werden.

Geometrisch betrachtet ist der Differentialquotient 0h/0z der Gradient der Funktion
h(-) und zeigt somit die Richtung des steilsten Anstieges an. Jener ist in Abbildung A.1
als griiner Vektorpfeil eingetragen und mit Vh beschriftet. Der zeitlich verdnderliche
Zustandsvektor z(t) zeichnet geméf der vorliegenden Systemdynamik in der Phase-
nebene eine Trajektorie, die in Abbildung A.1 exemplarisch als Spirale in der Ebene
x3 = 0 eingezeichnet ist. Die zeitliche Ableitung & () ergibt den zugehorigen Geschwin-
digkeitsvektor und liegt stets tangential zur Bahnkurve orientiert, wodurch gleichzeitig
auch die momentane Bewegungsrichtung beschrieben wird. Die Lénge des Geschwin-
digkeitsvektors stellt ein Maf} fiir die aktuelle Geschwindigkeit der Bewegung des Zu-
standsvektors entlang der Bahnkurve dar.
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Ausgangsfunktion v | I Ausgang y(t)

12
10

NO N B OO

Abbildung A.1: Beispielhafte Trajektorie des Zustandsvektors z(t) in der Phasenebene
mit Projektion auf die Ausgangsfunktion h.

Durch das Skalarfeld A(-) wird die Trajektorie des Zustandsvektors x(t) von der Pha-
senebene in ihren Wertebereich abgebildet, also auf die von h(-) festgelegte Fliche
projiziert. Dadurch entsteht der Systemausgang y(t) = h(z(t)), der in Abbildung A.1
als schwarze Kurve erkennbar ist. Fiir die zeitliche Verdnderung des Ausgangssigna-
les ist sowohl die Steigung des Skalarfeldes h(-) verantwortlich, als auch die relati-
ve Bewegungsrichtung und deren Geschwindigkeit zwischen der Trajektorie und dem
Gradienten Vh. Daher ergibt sich die zeitliche Anderung von y(t) = h(x(t)) aus der
geometrischen Anschauung heraus als das Skalarprodukt von Gradient und Bahnge-
schwindigkeit und fithrt somit zum identischen Ergebnis wie die Berechnung nach der
Kettenregel.

A.6 Relativgrad

In der Literatur finden sich unterschiedliche Definitionen des Relativgrades » € N, der
vor allem in deutschsprachigen Veroffentlichungen auch , Differenzengrad® [93, S. 297]
oder , Differenzordnung® [23, S. 489], [58, S. 102, 299] genannt wird. Eine prézise De-
finition des Relativgrades wird zunéchst zuriickgestellt und einleitend der Einfluss des
Relativgrades auf das Ein-/Ausgangs-Verhalten dynamischer Systeme diskutiert.
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Der Relativgrad r € N eines Zustandsraummodells

(A.47)

wobei f, g € C{R™;R"), h € C(R™;R), [ € N, gibt, grob formuliert? , die Anzahl von
Integratoren an, die sich auf dem kiirzest moglichen Pfad zwischen Systemeingang und
Systemausgang befinden. Demzufolge miissen auf dem Weg durch das System mindes-
tens r Integratoren {iberwunden werden. In gewisser Weise beschreibt der Relativgrad
die ,, Verzdgerung®, die ein Signal beim Durchlaufen eines dynamischen Systems erfahrt
und stellt damit ein Maf fiir dessen Tragheit dar.

Wenn ein System den relativen Grad r besitzt, trennen r Integratoren den Ausgang
vom Eingang (siehe Normalform in Abbildung A.4). Jede Differentiation iiberwindet
einen Integrator, folglich muss in der r—ten Ableitung y die EingangsgroBe u ex-
plizit enthalten sein, nicht jedoch in niedrigeren Ableitungen. Um den Relativgrad zu
berechnen, wird das Ausgangssignal y(-) daher so oft nach der Zeit differenziert, bis
darin der Systemeingang u explizit als Faktor in Erscheinung tritt.

Im Folgenden werden fiir ein nichtlineares System der Form (A.47) die zeitlichen Ablei-
tungen schrittweise bis zur Ordnung 7 € N bestimmt. In jedem Schritt wird der Einfluss
der Stellgrée u auf die entsprechende Ableitung iiberpriift. Falls der zugehorige Ein-
koppelfaktor von 0 verschieden ist, stimmt der Relativgrad mit der Ordnung der Ab-
leitung iiberein und die Prozedur wird abgebrochen. Andernfalls wird die ndchsthohere
Ableitung berechnet, solange bis die Stellgréfie erscheint:

. dh d 0 . 0
o= = Eth(x) = %th(x)x = Lyh(z) + LyLih(z) - u

falls LyLSh(z) #0 VreR" = r=1
LgL(}h(x) -0 VzeR" = r>1
i -5 D 1 heyi — Orh(@)
Y g L) = 5-Lih(z)s o
= L3h(z) + LyLsh(z) -u

fx) +

g | Lolih(@) #0 Vo eR" = r=2
Lgth(J?):O VreR" = r>2

3) Falls im System parallele Zweige enthalten sind, wie beispielsweise bei der Modalform oder Jor-

danform, ist eine solche Aussage nicht giiltig.



226 ANHANG A. GRUNDLAGEN UND DEFINITIONEN

d
y® = TL() = Ljh(z) + LyLh(x) - u

falls LgLfch(x) #0 Ve eR* = r=3
LgL?h(x) =0 VzeR* = r>3

Y = L?h(m) + L9L§_1h(x) ‘U

Lot R" =
falls g f,lh(x) #0 Vze = r j
Lyl h(z) =0 Y eR" = r>j

Nachdem bei Systemen mit Relativgrad r in der r—ten Ableitung ") das Eingangssi-
gnal u explizit enthalten ist, nicht jedoch in niedrigeren Ableitungen, lasst sich allge-
mein

Yy (t) = Lih(z(t)) + LgL;_lh(x(t)) -u(t) (A.48)

angeben. Aus dieser Darstellung folgt direkt eine formale Definition des Relativgrades:

Definition A.20 (Relativgrad am Punkt z,) [20/, [47, S. 137], [82, S. 386]
Das nichtlineare SISO-System (A.47) hat an der Stelle x, € R"™ den Relativgrad r,
wenn ein € > 0 existiert, so dass die Bedingungen

LyLih(z) =0 Yje{0,1, ..., r—2}, Vo € B(z,) (A.49)

und

Lo L h(x,) # 0 (A.50)
erfillt sind.

Anmerkung

(i) Bei linearen Systemen héngen die Faktoren z +— Lngch(x) fir0 < g <r-—1
nicht vom Zustandsvektor x € R™ ab. Auswerten dieser Ausdriicke ergibt

LyL}h(x) = cAb firalle j <r—1 (A.51)

und zeigt, dass das Argument x keinen Einfluss besitzt und die Lie-Ableitungen
damit konstante Werte annehmen. Aus diesem Grund weisen LTI-Systeme stets
einen konstanten Relativgrad auf, der im gesamtem Zustandsraum R™ global
definiert ist.

(ii) Fiir nichtlineare Systeme dagegen kann durchaus eine Abhéngigkeit vom Zu-
standsvektor bestehen, weswegen der Relativgrad prinzipiell variieren kann. Un-
ter der Annahme, dass in der Folge

LoLSh(x), LyLih(z), LeL3h(x), ..., Lyl}h(z), ...
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(i)

der Ausdruck LgL;_lh(az) das erste Element ist, das nicht identisch 0 ist, gibt
es Bereiche im Zustandsraum, in welchen der Relativgrad » € N vorliegt. Falls
jedoch an einer Stelle z, € R™ der Term LgL’]}_lh(xo) verschwindet, wird dort die
r-te Ableitung nicht mehr durch u beeinflusst. Folglich dndert sich der Relativ-
grad am Punkt z,. In der Literatur [26] wird hierfir der Ausdruck ,schwacher
Relativgrad“ gebraucht.

Der Relativgrad muss nicht notwendigerweise im gesamten Zustandsraum de-
finiert sein. Falls der Systemausgang in G C R" vom Eingangssignal génzlich
unbeeinflusst bleibt, tritt fiir x € G in keiner Ableitung u explizit auf. Weil in
einem solchen Fall unendlich viele Ableitungen unabhéingig vom Eingang sind,
sprechen einige Autoren [70, S. 247] von ,unendlichem Relativgrad“ r = oo,
andere [47, S. 137], [94, S. 244] alternativ auch von ,undefiniertem Relativgrad®.

Sofern ein Relativgrad r € N vorliegt, gilt stets » < n [94, S. 218]. Bei dy-
namischen Systemen, deren Ausgang in irgend einer Weise vom Eingangssignal
abhéngt, nimmt die Stellgrofle moglicherweise bereits auf niedrigere, spétestens
jedoch auf die n-te Ableitung von y(t) Einfluss. Andernfalls, d.h. wenn wu(-) auf
Ableitungen von hoherer Ordnung als n einwirkt, iiberschreitet die Ordnung des
Systems den Wert n, oder der Eingang besitzt keinerlei Auswirkung auf den
Ausgang. Abgesehen von diesem Fall, der durch » = oo, bzw. r nicht definiert

zu beschreiben ist, wird der Relativgrad durch die Systemordnung n daher nach
oben hin beschrankt [82, S. 390].

0

Beispiel (inverses Pendel [95, S. 91f])

Ein aufrecht stehender, masseloser Stab der Lange [ > 0 soll balanciert werden. Der
Stab ist drehbar auf einem Schlitten gelagert und trigt an seinem oberen Ende die
Punktmasse m > 0, die zusammen mit der Erdbeschleunigung g ~ 9.81 m/s? eine
zur Fahrbahnebene senkrechte Gewichtskraft mg > 0 ergibt. Als Steuergrofie wird die
Kraft F' € £}, (R>0;R) auf den Schlitten eingeprigt (sieche Abbildung A.2). Mit Hilfe

Abbildung A.2: Invertiertes Pendel.

des Drallsatzes kann die Momentenbilanz aus Drehbeschleunigungsmoment, Gravitati-
onsmoment und Steuermoment aufgestellt werden, woraus sich unter Vernachléssigung
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der Kreiselmomente die Differentialgleichung
mi*a(t) = mglsin(a(t)) — I cos(a(t)) F(t) (A.52)

ergibt. Wird die Steuergrofie F'(-) als Eingang festgelegt und der Winkel a(-) als Syste-
mausgang betrachtet, so folgt nach Einfiihren der Zustandsgrofien x; := o und z5 := &
die Beschreibung:

iy = Isin(z1) — 5 cos(z1) - u, x2(0) €R (A.53)
y = =

Mit x = (xl, Q:Q)T € R? und durch Festlegung der Funktionen

) 0
: , : , h : A.54
frae (% Sin(x1)> g (—% COS(:L’1>> e ( )

wird eine Systembeschreibung gemifi Gleichung (A.47) erreicht. Um den Relativgrad
zu ermitteln, sind die Lie-Ableitungen

LLgh(x) = Lyh(x)= (1 0)- (0 —Lcos(ar)) =0 (A.55)
Lih(zx) = (A.56)
LyLih(z) = (o 1>.<0 —%cos(xﬂ)T:—%cos(xl) (A.57)

zu untersuchen. Die Kosinusfunktion besitzt Nullstellen bei 27 = (2j—1)7/2 mit j € N.
Bedingt durch die 27-Periodizitdt kann das Argument auf den Bereich Z; € [0, 27
reduziert werden, wenn durch die Modulo-Division #; := (z; mod 27) gesetzt wird.
Dadurch ergibt sich

T 3’

LyLSh(z) =0 VzeR® und  LyLih(z) #0 Vi, ¢ {5, 7} (A.58)

woraus sich der Relativgrad fast {iberall zu r = 2 errechnet. Nimmt der Zustand x;
(bzw. der Winkel «) ein ungeradzahliges Vielfaches von /2 an, erreicht der Kosinus
in Gleichung (A.57) einen Nulldurchgang. Weil der Systemausgang von der gewéhlten
Steuergrofle aus in dieser Konfiguration nicht beeinflusst werden kann, ist dort der
Relativgrad nicht definiert. Es handelt sich um diejenigen Winkel, fiir die sich das
Pendel in horizontaler Lage befindet. Die Kraftwirkung der Steuergrofie F(+) verlauft
entlang der Verbindungslinie zwischen Lagerpunkt und Masse, so dass kein wirksamer
Hebelarm auftritt. Folglich kann in diesem Zustand durch die Stellgrofie F'(+) kein Dreh-
moment aufgebracht werden, so dass keine Einflussmoglichkeit auf das Pendel besteht
und somit die Steuerbarkeit verloren geht. Dies geht einher mit einer Erhohung des
Relativgrades auf r = oo (sieche Abbildung A.3) und resultiert aus der Tatsache, dass
in der Differentialgleichung (A.52) die Stellgréfe mit einer vom Winkel « abhéngigen
Kosinusfunktion gewichtet wird. 0
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X2

1+

Abbildung A.3: Gebiete mit unterschiedlichem Relativgrad in der Phasenebene fiir ein
invertiertes Pendel.

Am Beispiel des inversen Pendels zeigt sich, dass nichtlineare Systeme einen variablen
Relativgrad aufweisen konnen. Diese Tatsache motiviert prazisere Definitionen des Re-
lativgrades, deren Namensgebung in der Literatur allerdings nicht einheitlich ausfillt.
Gleichzeitig verstehen verschiedene Autoren unter der selben Bezeichnung unterschied-
liche Definitionen. Daher soll an dieser Stelle ein zusammenfassender Uberblick gegeben
werden.

Definition A.21 (gleichférmiger Relativgrad im Gebiet G) [15]
Das nichtlineare SISO-System (A.47) hat einen gleichformigen Relativgrad r im Ge-
biet G C R", wenn die Bedingungen

LyLih(z) =0 Vje{0, 1, ..., r—2}  und  L,L} 'h(z)#0 (A.59)
fiir alle Zustinde x € G erfillt sind.

Wird durch die Festlegung G = R™ das Gebiet G auf den gesamten R™ erweitert,
resultiert die in [26] verwendete Definition:

Definition A.22 (starker Relativgrad) [26]
Das nichtlineare SISO-System (A.47) hat einen starken Relativgrad r, wenn die Be-
dingungen

LyLih(z) =0 Vje{0, 1, ..., r—2}  und  L,L} 'h(z)#0 (A.60)

fiir alle Zustinde x € R™ erfillt sind.

An dieser Stelle besteht in der Literatur eine mehrdeutige Namensgebung. Die Eigen-
schaft, die Saberi und Lin in [81] als starken Relativgrad bezeichnen, sei hier im Sinne
einer eindeutigen Benennung als strenger Relativgrad wiedergegeben.

Definition A.23 (strenger Relativgrad) [81/
Das nichtlineare SISO-System (A.47) hat einen strengen Relativgrad r, wenn fir alle
x € R™ die Bedingungen

LyLih(z)=0  Vje{0, 1, ..., r—2} (A.61)
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erfillt sind und zusdtzlich eine Konstante m > 0 existiert, die der Ungleichung
|LgL§flh(:z:)| >m VeeR" (A.62)

gendigt.

Nachdem die instantane Verstdrkung Lg[/]}’lh(q:) in der Gleichung fiir ") einen Ver-
stiarkungsfaktor fiir die Stellgrofie u darstellt, ist durch die Schranke m > 0 eine Min-
desteingriffsmoglichkeit auf das System durch die Stellgrole sichergestellt. Wohingegen
Definition A.22 im gesamten Zustandsraum lediglich |L9L}_1h(1’)| > 0 verlangt, wird
in [81] die instantane Verstarkung durch die Bedingung |L9L7}’1h(x)| > m mit m >0
von 0 wegbeschréinkt. Aus diesem Grund ist der strenge Relativgrad eine restriktivere
Eigenschaft als der starke Relativgrad.

Definition A.24 (schwacher Relativgrad) [26/

Sei mit B (x,), € > 0, eine Umgebung um einen Punkt x, € R™ im Zustandsraum gege-
ben. Das nichtlineare SISO-System (A.47) hat an der Stelle x, den schwachen Relativ-
grad r, wenn fir alle Zustinde x € Bl'(x,) die Bedingungen

LyLih(z) =0 Vje{0, 1, ..., r—2},
(A.63)
LgLi 'h(z,) =0 und Lyl 'h(z) #0 V€ Bl (x,) \ {,}

erfillt sind.

Ein Systemverhalten, das nach [26] mit dem Begriff ,,schwachem® Relativgrad beschrie-
ben wird, bezeichnen die Autoren in [47, S. 137] und [94, S. 244] als ,,undefinierten®
Relativgrad.

Bezugnehmend auf das Beispiel bleibt festzuhalten, dass ein inverses Pendel keinen
starken oder strengen Relativgrad nach [26] bzw. [81] besitzt, da in der horizontalen
Lage die entsprechende Lie-Ableitung verschwindet. Ein gleichférmiger Relativgrad
existiert in allen Gebieten G,

Go CG:=R*\ {(z1,22)" € R* | &, = (2j — 1)7/2,j € N, 35 € R}, (A.64)

welche die horizontale Position des Pendels ausschlielen. In dieser Lage, in der durch
die Stellgroie kein Drehmoment aufgebracht werden kann, liegt laut [26] ein schwacher
Relativgrad von r = 2 vor.

Anmerkung (Spezialfall LTT)

Der Relativgrad linearer zeitinvarianter Systeme (LTT) ist in Lehrbiichern [23, S. 489],
[50, S. 537], [58, S. 102f], [58, S. 299] gewohnlich als Differenz zwischen dem Grad des
Nennerpolynomes und dem Grad des Zéhlerpolynomes der Ubertragungsfunktion de-
finiert, woraus sich die Namensgebung® urspriinglich ableitet. Um die Kompatibilitit

4) Teils sind in der Literatur auch die Bezeichnungen Differenzengrad oder Differenzordnung ge-

braucht.
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der verallgemeinerten Definitionen des Relativgrades mit der Definition als Differenz-
grad der Polynome in der Ubertragungsfunktion zu zeigen, wird ein lineares System

z(t) = Ax(t)+bu(t), x(0)eR (A.65)
y(t) = cx(t), necN

mit A € R b, ¢I' € R® und Relativgrad r € N zugrunde gelegt. Fiir eine formale

Ubereinstimmung mit (A.47) wird f : 2 +— Az, g : 2+ bund h : x — cx gesetzt, so

dass die oben beschriebene Vorgehensweise zur Bestimmung des Relativgrades nichtli-

nearer Systeme ohne Abwandlung verwendbar ist. Diese ergibt fiir ein lineares System

mit Relativgrad r die Aussagen

Lngch(x) =cAlb=0 firalle j<r—1 und LgL;_lh(x) =cA"™'h#0, (A.66)

die zu

y () = cA"x(t) + cA"'b - u(t) (A.67)

fithren. Mittels Laplace-Transformation der Zustandsbeschreibung errechnet sich die
Ubertragungsfunktion zu

B 1, cb  cAb cA?b B = cAIT1D
F(s) =c¢(sI, — A) b—;—l—?—k 5 _|_..._j:1 5 (A.68)
die wegen (A.66) durch
. AT
Fls) =Y = (A.69)

sJ
j=r

dargestellt werden kann. Daran zeigt sich, dass r exakt der Differenz der Grade von
Nenner- und Zahlerpolynom der Ubertragungsfunktion entspricht, die Definition des
Relativgrades fiir LTI-Systeme ist daher mit Definition A.20 konsistent. O

A.7 Basiswechsel mit diffeomorphen Abbildungen

Der Begrift | Diffeomorphismus® bezeichnet eine bijektive und stetig differenzierbare
Abbildung mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. Diese Eigenschaften sind fiir
eine Koordinatentransformation bei dynamischen Systemen, d.h. fiir einen Basiswech-
sel, notwendig. Linearitdt wird dabei nicht gefordert. Insofern ermoglichen nichtlineare,
diffeomorphe Abbildungen eine Verallgemeinerung von Ahnlichkeitstransformationen,
die im Falle linearer Systeme oft Anwendung finden.

Definition A.25 (Diffeomorphismus) /3, S. 224/, [94, S. 229]
Die in D C R"™ erkldrte Funktion ® : D — Y, Y CR", heifst Diffeomorphismus, wenn

(1) ihre Inverse ' :Y — D emistiert und
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(ii) wenn ® € C®(D;Y) und ®~' € C*(Y; D), so dass stetige partielle Ableitungen
vorliegen.

Wenn sowohl ®, als auch ®~' im gesamten Raum R™ definiert sind, spricht man von
globalem Diffeomorphismus, andernfalls von lokalem Diffeomorphismus.

Liegt — wie z.B. in der Zustandsbeschreibung (A.70) — die Differentialgleichung in
z-Koordinaten vor, kann ein Basiswechsel im Grundsatz mit jedem beliebigen Diffeo-
morphismus ¢ : R" — R"™ durch das Transformationsgesetz z = ®(x) erfolgen. Die
Verwendung einer zufillig gewéhlten Abbildungsvorschrift ® bringt im Allgemeinen
jedoch keinen Vorteil, da vorrangiges Ziel der Transformation sein wird, das System
in vorgegebener Struktur darzustellen. Um diese zu erreichen, ist eine auf das Sys-
tem angepasste Transformation notwendig, die teils schwer zu finden ist. Vor allem
mit steigender Komplexitéit des zu transformierenden Systems erschwert sich die Kon-
struktion eines geeigneten globalen Diffeomorphismus. Um den Aufwand zu begrenzen,
beschrénkt sich die Praxis in solchen Féllen gezwungenermaflen auf lokale Diffeomor-
phismen und untersucht das nichtlineare System in einer begrenzten, aber hinreichend
groffen Umgebung um einen gegebenen Arbeitspunkt z, € R”. Dariiberhinaus kann
die Verwendung eines lokalen Diffeomorphismus im System selbst begriindet sein: falls
kein global definierter Relativgrad vorliegt, existiert zum Beispiel keine global giiltige
Abbildung, die das System in Byrnes-Isidori-Normalform transformiert. Ob eine vor-
liegende Funktion ® einen lokalen Diffeomorphismus an einer relevanten Stelle z, € R”
darstellt und damit fiir eine lokal giiltige Koordinatentransformation verwendet werden
kann, lasst sich durch folgenden Satz iiberpriifen:

Theorem A.26 /94, S. 229]

Die in D C R"™ erklirte Funktion ® : D — R™, ® € C®(D;R"), stellt einen lokalen
Diffeomorphismus dar, wenn die Jacobi-Matriz von ®(x) an der Stelle v = z, € D
requldr ist, d.h. wenn det ‘3—3’% # 0 gilt.

Beweis
Theorem A.26 ist eine direkte Folgerung [94, S. 229] aus dem Theorem iiber implizite
Funktionen [50, S. 62|, [6, S. 146ff]. [

Um die allgemeine Vorgehensweise der Transformation zu erldutern, wird beispielhaft
das in z-Koordinaten gegebene System

w(t) = [flx(®) +g(x(t)-ult),  x(0) =z, €R"

(A.70)
y(t) = h(x(t))
durch die invertierbare Transformationsvorschrift
b:2eR"— zeR” (A.71)

in z-Koordinaten tiberfiihrt. Aus der Transformation (A.71) ergibt sich durch Differen-
zieren und Einsetzen der Differentialgleichung (A.70):
0P(x) 00 (x)

i= =g = (fl2) +g(@) - u) (A.72)
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Wird darin im Argument x = ®~!(z) substituiert, folgt:

- OP(d71(2)) . -1, “10,)) - u
s = S (@ () + (@7 (2) )
y = h(@7\(2))
Zusammen mit den Funktionen
from 20 ) peai)), oo 2Oy iz ne(2)
(A.74)
resultiert daraus die Zustandsbeschreibung in z-Koordinaten:
) = @) +a=0) ut),  2(0) = D) (A.75)

y(t) = h(z(1)

Analog zur bekannten Ahnlichkeitstransformation im Falle linearer Systeme kann durch
diffeomorphe Funktionen ein nichtlineares dynamisches System in strukturell verschie-
dene Zustandsbeschreibungen gewandelt werden, wobei das charakteristische E/A-
Verhalten des Systems unveréindert bleibt.

A.8 Byrnes-Isidori-Normalform

Der folgende Abschnitt beschreibt eine Normalform, die in der Literatur unter der
Bezeichnung Byrnes-Isidori-Normalform (BINF) geldufig ist und ein dynamisches Sys-
tem in zwei verkoppelte Subsysteme aufteilt. Vorteilhaft ist diese Normalform vor al-
lem dann, wenn Eigenschaften wie der Relativgrad eines Systems oder das Verhal-
ten der Nulldynamik untersucht werden miissen, was im Zusammenhang mit hoch-
verstarkungsbasierten Reglern der Fall ist. Liegt ein dynamisches System in dieser
Zustandsbeschreibung vor, so kann der Relativgrad anhand der Ordnung der Integra-
torkette im Vorwirtszweig direkt abgelesen werden. Die Nulldynamik® ist dagegen
durch das riickkoppelnde Teilsystem bestimmt.

Bevor die Normalform selbst beschrieben wird, soll zuerst die Konstruktion einer Trans-
formationsvorschrift betrachtet werden, die ein gegebenes dynamisches System durch
einen Basiswechsel in BINF bringt. Um die folgenden Ausfithrungen allgemein zu hal-
ten, wird an keiner Stelle die Existenz eines global giiltigen Abbildungsgesetzes ge-
fordert, so dass auch Systeme mit zustandsabhéngigem Relativgrad eingeschlossen
sind. Kann lediglich ein lokaler Diffeomorphismus angegeben werden, wird demnach
die Koordinatentransformation in der Néhe eines gegebenen Arbeitspunktes durch-
gefiihrt, wodurch die erhaltene Normalform nur dort Giiltigkeit besitzt. Wenn dagegen
— wie in der vorliegenden Arbeit — die Regelstrecke einen strikten Relativgrad auf-
weist und gleichzeitig ein globaler Diffeomorphismus gefunden werden kann, lasst sich
der Giiltigkeitsbereich der ermittelten Normalform auf den gesamten Zustandsraum
ausdehnen.

5) Entgegen der in der Literatur giingigen Bezeichnung ist der Begriff ,,Nulldynamik“ in der vorlie-

genden Arbeit in erweiterter Form verwendet, siehe hierzu die Anmerkung auf Seite 248.
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A.8.1 Transformation nichtlinearer Systeme

Eine ausfiihrliche Abhandlung iiber die Transformation nichtlinearer Systeme in BINF
findet sich in [47, Kap. 4.1]. Daran angelehnt wird hier fiir die Strecke (A.70) mit der
Ordnung n € N exemplarisch eine Koordinatentransformation durchgefiihrt. Unter der
Bedingung eines kausalen, steuer- und beobachtbaren Systems kann (zumindest) in
einem e-Ball B?(z,), € > 0, um einen geeigneten Arbeitspunkt x, € R im Zustands-
raum der Relativgrad r < n angenommen werden. Folglich darf geméafi Abschnitt A.6
die Giiltigkeit der Bedingung

LgLich(x) =0 Vj<r—1 und LgL}_lh(I) #0 Ve Bl(z,) (A.76)

vorausgesetzt werden. Die BINF wird mit der bijektiven Abbildungsvorschrift

@ B (x,) — Y = O(B ) (A.77)
durch die Transformation
¢1(x)
2= B(x) = ¢2:(x) . 6 BMz)—>YCR, i=1....n (A.78)
.(0)

erreicht, wobei die ersten r Elemente von ®(x) durch die Lie-Ableitungen der Ordnung 0
bis r — 1
2 = ¢i(x) = L?h(a:) = h(x)

22 : 02() := Lyh(z) fir x € B (z,) (A.79)

zr = ¢p(x) = L;‘lh(x)

festgelegt werden. Es ldsst sich nachweisen, dass bei einer solchen Wahl die  Gradienten
der Funktionen ¢ () bis ¢,(-) linear unabhéngig sind [47, S. 140f], [82, S. 389f], was
beziiglich der geforderten Regularitdt® der Jacobi-Matrix von ® bedeutsam ist.

Falls das zu transformierende System eine Nulldynamik enthélt, gilt die strikte Un-
gleichung 7 < n. In diesem Fall werden die Funktionen ¢,41(+), ..., ¢,(+) nicht durch
Lie-Ableitungen vorgegeben, sondern konnen frei gewéhlt werden. Lediglich der Re-
gularitdt der Jacobi-Matrix von ¢ ist die Gestaltung der verbleibenden n — r Ele-
mente ¢,41(+), ..., ¢n(-) unterworfen, so dass grofle Freiheiten erhalten bleiben. Isidori
zeigt [47, S. 142], dass es insbesondere sogar moglich ist, diese Funktionen derart zu
wihlen, dass die Forderung

Lypi(z) =0 Vr+1<j<n, VzeBXz,) (A.80)

6) Nachdem es sich bei der Abbildung z = ®(z) um einen Diffeomorphismus handeln muss, damit
eine Koordinatentransformation in einer Nachbarschaft um den Punkt z, € R™ moglich ist, muss die
Jacobi-Matrix von ®(x) an der Stelle x, vollen Rang besitzen.
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erfiillt ist. Daraus resultiert eine besonders vorteilhafte Struktur der Normalform, der
Systemeingang wirkt nicht auf die Nulldynamik im Riickwartszweig ein. Falls die Ne-
benbedingung (A.80) nicht eingehalten wird, ist eine Transformation zwar dennoch
moglich. Wie sich spéter zeigt, wird dann jedoch die Nulldynamik unerwiinschterweise
vom Systemeingang u beeinflusst.

Wird die Abbildung ® : = — 2z in der oben beschriebenen Weise gewéhlt, besitzt
diese eine reguldre Jacobi-Matrix und beschreibt daher eine ein-eindeutige Abbildung,
was eine notwendige Voraussetzung fiir die Eignung als Koordinatentransformation
darstellt. Dabei kénnen die Funktionswerte ¢, 1(x,), ..., ¢n(x,) an der Stelle x, € R"
beliebig festgelegt werden.

Die Systembeschreibung in z-Koordinaten errechnet sich analog zur Vorgehensweise in
Abschnitt A.7 aus der zeitlichen Ableitung der Abbildung ® : x — z. Fiir die ersten r
Funktionen ¢;(z) mit 1 < j < r ergibt das komponentenweise Differenzieren nach der
Zeit:

0¢1(x) dr  Oh(z) dx

T Tor At or At Lyh(z) + Lyh(z) -u = ¢a(z) = 2
=0
. 0¢ea(x) dz (LY h(x) dx _
e TRy ra LA A

4 = Ljh(z)+ Lyl 'h(z) - u

In der letzten Gleichung muss der urspriingliche Zustandsvektor  durch den neuen
Zustandsvektor z ausgedriickt werden, d.h. z ist durch ®~1(2) zu ersetzen. Zusammen
mit den Abkiirzungen

. r—1 -
a(z) = LyL} 7h(<1> (2)) VzeY (A.81)
B(z) = L}h(®7'(2)) VzeY
folgt schlieflich fiir die Ableitung des r-ten Zustandes:
Z = PB(z) +a(z) - u (A.82)

Prinzipiell erhélt der Eingang u(t) Einfluss auf die zeitliche Verédnderung des Zustandes
z-(t), solange die instantane Verstarkung a(z(t)) # 0 erfiillt. Wird in Gleichung (A.81)
die Riicktransformation z, = ®7!(z,) als Argument von h eingesetzt und mit Glei-
chung (A.76) verglichen, so folgt direkt

a(z) #0 VzeY. (A.83)

Wegen der Festlegung (A.77) gibt Y den Giiltigkeitsbereich der Transformation an, in
dem sichergestellt ist, dass der Eingang u stets auf Z, einwirkt. Fiir die Differentiation
der restlichen Zustédnde z; mit » + 1 < j < n gilt generell:

9¢;(x)

G =5, (F@) +g(@)-u) = Lydj(w) + Ly¢;() - u (A.84)
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Daran ist zu erkennen, dass diese Zustdnde im Allgemeinen vom Eingangssignal u(-)
direkt abhé&ngen koénnen. Sofern die Abbildung ¢ derart gewéhlt ist, dass Bedin-
gung (A.80) erfiillt wird, entféllt die Abhéngigkeit vom Systemeingang und es verbleibt

2, = Lip;(x) firr+1<j<n. (A.85)

Der Eingang wirkt unter der Voraussetzung (A.80) nicht auf dasjenige Teilsystem ein,
das durch die Zustandsgrofen z,,1 bis 2z, charakterisiert wird. Auch in der Beschreibung
dieses Systemteils wird der Zustandsvektor x durch z substituiert und die Abkiirzungen

qj(z) = Lf¢j(q)71(2)) firr+1<j5<n (A.86)

eingefithrt. Damit lautet schliefllich die Zustandsbeschreibung des dynamischen Sys-
tems in lokal giiltiger Normalform:

Zl(t) = 22<t)
Zg(t) = Zg(t)

P -
S0) = A=) + al=(0) -ult)
Za(t) = qra(z(1))

(A.87)

(t) = au(2(1))

Der Systemausgang berechnet sich zu:

y(t) = h(x(t) = ¢1(a(t)) = (27 (2(1))) = 2 (1) (A.88)

In dieser Normalform setzt sich ein dynamisches System aus zwei verkoppelten Sub-
systemen zusammen, wie Abbildung A.4 zeigt. Eines der beiden Teilsysteme bildet
eine Integratorkette mit den Zustdnden z; bis z, und liegt im Vorwértszweig. Die An-
zahl der Integratoren stimmt daher stets mit dem Relativgrad r des Gesamtsystems
iiberein. Der Ausgang dieses Subsystems stellt gleichzeitig auch den Ausgang y des Ge-
samtsystems dar. Das zweite der beiden Teilsysteme wird als Nulldynamik bezeichnet

22:21

—»a(z) “r i cr L 2Z2E T ~1 Yy

 J

p(z)

zj = qj(2)
r+1<j53<n |«

Abbildung A.4: Darstellung des nichtlinearen Systems (A.70) in Byrnes-Isidori-
Normalform (BINF).



A.8. Byrnes-Isidori-Normalform 237

und befindet sich im Riickfithrzweig. Nachdem bereits r Integratoren im Vorwartspfad
enthalten sind, verbleiben fiir die Nulldynamik m = n — r Integratoren, wenn n die
Ordnung des Gesamtsystems beschreibt. Die Nulldynamik wird mit dem Ausgangssi-
gnal y(-) und mit den Zustdnden der Integratorkette beaufschlagt. Weil der Ausgang
der Nulldynamik — additiv mit dem Eingang u des Gesamtsystems — in die Integrator-
kette eingespeist wird, besteht dadurch iiber die Nulldynamik eine Riickkopplung der
im Vorwértszweig enthaltenen Zusténde.

Als Besonderheit linearer Systeme ist anzufithren, dass bei der Festlegung der Trans-
formation (A.78) stets hinreichend viele Freiheitsgrade bestehen, um eine Normal-
form (A.87) mit der Eigenschaft

94,

P =0 firallei=2,...,rund fir alle j =r+1,...,n (A.89)
Zj

zu erreichen. Die einzige Eingangsgréfie des Teilsystems im Riickwértspfad ist daher
der Zustand y = z;.

A.8.2 Transformation linearer Systeme

Im speziellen Falle linearer, zeitinvarianter Systeme (LTI) geben Morse [67, 68] bzw.
Khalil [50, S. 537f] eine Vorgehensweise an, um die BINF auf einfachem Wege zu
erhalten, d.h. ohne einen Diffeomorphismus ®(-) und damit die Funktionen ¢, (-) bis
¢n () explizit bestimmen zu miissen. Dabei wird das zu transformierende System in
einer Beschreibung mittels Ubertragungsfunktion

Z(s)

F(S)ZQ-MS),

g#0 mit deg(Z) =m < deg(N)=n (A.90)

angesetzt, wobei der Nennergrad n € N den Zéhlergrad m € N aus Griinden der Rea-
lisierbarkeit iibersteigt. Desweiteren werden Zahler- und Nennerpolynom Z(-), N(:) €
R[s] als monisch und teilerfremd angenommen. Letztere Eigenschaft verhindert die
Méglichkeit einer Pol-Nullstellen-Kiirzung. Aus der Ordnung von Z(-) und N(-) ergibt
sich der Relativgrad r zu

r=n—m2>1. (A.91)

Der Verstarkungsfaktor g € R beschreibt die instantane Verstérkung und stellt den
notwendigen Freiheitsgrad bereit, damit die Verwendung monischer Polynome keine
Einschréankung bedeutet. Die Zerlegung in Nulldynamik und Integratorkette errechnet
sich aus einer Polynomdivision

R(s)
Z(s)’
durch die ein Quotientenpolynom (-) und ein Restpolynom R(-) entstehen. Mit den

berechneten Polynomen Q(-) und R(-) kann, zusammen mit dem urspriinglichen Zéhler-
polynom Z(-), die Ubertragungsfunktion F(-) durch die in Abbildung A.5 gezeigte

=Q(s) + (A.92)
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U 1 Y
—» g > 06 |
R(s)
Z6) [

Abbildung A.5: Byrnes-Isidori-Normalform (BINF) fiir LTI-Systeme.

Struktur dargestellt werden. Auch hier ist eine Aufspaltung in zwei gekoppelte Subsys-
teme erfolgt. Die Aquivalenz beider Darstellungsweisen lédsst sich durch Bestimmung
der Ubertragungsfunktion leicht nachvollziehen:

Q! 1 Z(s)

9 TiQ Rz Y Qyrzt Y
1
NZ—

= F(s) (A.93)

Gleichung (A.93) zeigt die Ubereinstimmung der Systemdarstellung aus Abbildung A.5
mit der urspriinglichen Ubertragungsfunktion F(-). Die durch Q" festgelegte Vorwirts-
dynamik lésst sich als lineare Regelungsnormalform (Integratorkette mit Riickkopplung
der Zustinde auf den Eingang der Kette) realisieren. Der Systemteil RZ ™! fithrt den
Systemausgang y auf den Vorwértszweig zuriick und stimmt deshalb mit dem als Null-
dynamik bezeichneten Subsystem der BINF iiberein. Nachdem das Polynom Z(-) dort
als Nenner auftritt, zeigt sich hier die in der Regelungstechnik bekannte Tatsache, dass
die Ubertragungsnullstellen alternativ als Pole des Riickfithrzweiges betrachtet werden
konnen.

Wird der Divisionsalgorithmus explizit ausgefiihrt, so zeigt sich, dass im ersten Schritt
ein Polynom der Ordnung n durch ein Polynom der Ordnung m geteilt wird. Folglich
entsteht ein Quotient der Ordnung n — m = r. Bei jedem weiteren Divisionsschritt
reduziert sich die Ordnung des Dividenden um mindestens 1, bis schliellich ein Polynom
vom Grad m durch Z(-) zu teilen ist. Nach diesem letzten Divisionsschritt verbleibt
ein Restpolynom R(-), das hochstens die Ordnung m — 1 erreichen kann. Je nach
Konstellation der Polynomkoeffizienten kann auch deg(R) < m—1 auftreten. Allgemein
lassen sich fiir die Ordnungen der Polynome Q(-) und R(-) die Aussagen

deg(Q)=n—m=r und deg(R) <m —1 (A.94)

treffen. Ein Beispiel, bei dem ein Restpolynom reduzierter Ordnung auftritt, ist das
System ,
s°+s+15

Fls) = 53 4+ 8s% + 225 + 20
mit Nullstellen und Polen, die einen negativen Realteil aufweisen. Aus der Polynom-
division errechnet sich ein Quotient Q(s) = s + 7, der erwartungsgemifl die Ord-
nung n —m = 3 — 2 = 1 besitzt. Fiir das Restpolynom gilt R(s) = —85, also
deg(R) = 0 < m —1 = 1. Allein die Tatsache, dass Z(-) und N(-) teilerfremde Hur-
witzpolynome sind, schiitzt nicht vor einer Reduktion der Ordnung des Restpolynoms.

(A.95)
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A.9 Nulldynamik, Minimalphasigkeit

Die Begriffe , Nulldynamik“ und ,Minimalphasigkeit* sind eng miteinander verwandt
und werden deshalb in einem gemeinsamen Abschnitt erldutert. Bei linearen Syste-
men ist die Nulldynamik genau dann stabil, wenn Minimalphasigkeit vorliegt. Nach-
dem sich das Adjektiv ,minimalphasig” allerdings auf bestimmte Eigenschaften der
Ubertragungsnullstellen bezieht, und dadurch die Existenz einer Ubertragungsfunktion
voraussetzt, ist die Anwendung dieses Begriffs strenggenommen auf lineare Systeme be-
grenzt. Die Stabilitdt der Nulldynamik dagegen kann sowohl fiir lineare als auch fiir
nichtlineare Systeme untersucht werden. Insofern lasst sich die Stabilitdt der Nulldyna-
mik als Verallgemeinerung der Minimalphasigkeit ansehen. Mit dieser Begriindung wer-
den in der Literatur teils auch nichtlineare Systeme mit stabiler Nulldynamik abkiirzend
als ,minimalphasig® bezeichnet.

Definition A.27 (Minimalphasigkeit) [19, S. 135/
Das lineare dynamische System

©(t) = Ax(t)+bu(t), x(0)eR", neN

y(t) = cx(t) + du(t), AeR™™ b ' eR", deR (A.96)
heifit genau dann minimalphasig, wenn
det [SInC_ A _db #0 VseC mitRe{s} >0. (A.97)
gilt.
Anmerkung

Fiir die Realisierung (A.96) berechnet sich die zugehorige Ubertragungsfunktion aus
der Schur-Formel zu:

sl,— A —b

det [
Z(s) c d

FO) =86 = aepn—a 9

(s—q)(s—q2) - (s — qm)
(s =p)(s—p2)---(s—pn)’

(A.98)

mit ¢g#0, m<n, ¢e€C,i=1,....m, p;jeC,j7=1,...,n

Die Konsequenz der Minimalphasigkeit besteht offensichtlich darin, dass (A.98) im
Z#hler ein Hurwitzpolynom enthélt. Folglich besitzt bei einem minimalphasigen System
keine der Nullstellen ¢;, i = 1,...,m einen positiven Realteil, d.h. es gilt Re{q;} < 0
fir alle? = 1, ..., m. Die Realteile der Polstellen p; € C, j = 1,...,n beeinflussen nach
Definition A.27 die Eigenschaft der Minimalphasigkeit nicht. 0

In diesem Punkt weicht Definition A.27 von der Festlegung ab, die in der linearen
Regelungstechnik gebrauchlich ist. In [11, S. 249], [22, S. 147], [59, S. 283] oder [73,
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S. 88] wird eine restriktivere Form angegeben, die nicht nur fiir die Nullstellen, sondern
ebenfalls fiir die Polstellen positive Realteile ausschlieit. Dort heifit das System (A.98)
minimalphasig, wenn F'(-) eine asymptotisch stabile Ubertragungsfunktion beschreibt,
d.h. wenn

Re{p;} <0 furi=1,...,n (A.99)

gilt und gleichzeitig
Re{¢;} <0 firi=1,...,m (A.100)

erfiillt ist. Folglich sind nach der Definition in [11, S. 249], [22, S. 147], [59, S. 283]
bzw. [73, S. 88] fiir minimalphasige Systeme Pole in der rechten Halbebene ausge-
schlossen.

Dagegen kann nach Definition A.27 die Eigenschaft der Minimalphasigkeit auch fiir
instabile Prozesse zutreffend sein. Besonders im Hinblick auf Regelkreise mit hohen
Kreisverstarkungen ist eine solche Definition vorteilhaft. Fiir hochverstarkungsbasierte
Regler ist die Stabilitdt der Nulldynamik ein wesentliches Kriterium fiir die Regelbar-
keit einer Strecke, die Stabilitéit der Strecke selbst spielt hingegen keine Rolle.

Begriinden lésst sich die Forderung nach Stabilitéit bei der Definition von Minimalpha-
sigkeit in [22], [59] durch den in [79, S. 240] angefiihrten Sachverhalt. Beschreibt die
rationale Ubertragungsfunktion F'(-) in (A.98) ein stabiles System, so ist diese in der
abgeschlossenen rechten Halbebene C, holomorph und beschrinkt. Demnach sind die
Funktionswerte F(s) fir alle s € Cy durch den Verlauf von F(-) iiber der imaginéren
Achse eindeutig bestimmt, d.h. fiir den Funktionswert F'(s,) mit s, = o, + jw,, 0, > 0,
w, € R gilt:
1 [t~ To
Flso) = / F(jw) dw (A.101)

o 02 + (w— wy)?

Bekanntermaflen zeichnen sich stabile, nichtminimalphasige Systeme durch die Beson-
derheit aus, dass deren Ubertragungsfunktion in eine Komponente mit minimalphasi-
gem Verhalten und in einen Allpass-Anteil zerlegt werden kann [79, S. 242]. Hierbei ist
unter dem Begriff Allpass ein System mit der folgenden Eigenschaft zu verstehen:

Definition A.28 (Allpass)
Ein stabiles Ubertragungssystem der Form (A.98) heifit Allpass, wenn ein konstanter
Amplitudengang

|F(jw)|=1 VweR (A.102)

vorliegt.

Es ist leicht nachzuweisen [59], dass Allpésse eine symmetrische Pol-Nullstellen-Vertei-
lung besitzen. Zu jeder Polstelle muss spiegelbildlich zur Imaginérachse eine Nullstelle
existieren. Daher bedingt jeder Pol mit negativem Realteil eine Nullstelle mit positivem
Realteil. Folglich sind Allpésse nichtminimalphasige Ubertragungsglieder.

Die Definition des Allpasses verlangt, dass jede sinoidale Anregung unabhéngig von
ihrer Frequenz mit dem Faktor 1 verstédrkt wird. Dagegen ist keine Aussage iiber die
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Signallaufzeit getroffen, deren Frequenzabhéngigkeit zu einem nicht konstanten Pha-
sengang fiihrt.

Am Beispiel des Allpass-Systems
§—0,— JW,

Farls) = S+ 0, — jwo

mit 0, >0, w, € R (A.103)

wird der Frequenzgang analysiert. Es ergibt sich

_Oo+j(w_wo)
+0—o+j(w_wo)’

Fap(jw) = (A.104)
woraus sich unmittelbar die Allpass-Bedingung | F4p(jw)| = 1 fiir allew € R entnehmen
lasst. Der Betragsgang zeigt somit einen konstanten Verlauf und unterscheidet sich
nicht von demjenigen einer Verstarkung mit dem Faktor 1.

Der Phasenwinkel arg(F4p(jw)) errechnet sich aus der Differenz zwischen den Phasen-
winkeln von Zéahler und Nenner, die auf

arg(Fap(jw)) = arg(—0, + j(w — wp)) — arg(0, + j(w — wp)) = 7 — 2arctan (w ;o%)

(A.105)
fithrt. Sowohl die lineare Funktion w — (w —w,)/0, mit der positiven Steigung 1/, >
0, als auch die Arkustangensfunktion, wachsen monoton. Daher fillt der Phasengang
monoton iiber der w-Achse. Fiir w — 400 lauten die Grenzwerte:

lim arg(Fap(jw)) = 27, hrf arg(Fap(jw)) =0 (A.106)
Daran ist ersichtlich, dass der Allpass Fap(s) iiber der w-Achse eine globale Phasen-

absenkung um —27 bewirkt. Im Gegensatz zum Allpass behélt eine Verstiarkung mit
dem Faktor 1 den Phasenwinkel 0 bei.

Allpésse hoherer Ordnung mit n € N stabilen Polen und demzufolge n Nullstellen in der
rechten Halbebene lassen sich aus dem Grundbaustein F4p(-) mit den entsprechenden
Werten fiir o, und w, zusammensetzen. Aus diesem Grund kénnen die oben angestellten
Uberlegungen auf Allpésse beliebiger Ordnung iibertragen werden, die folglich eine
globale Phasendrehung von —27n verursachen.

Wird einem stabilen, minimalphasigen System ein Allpass in Serie hinzugefiigt, bleibt
dessen Betragsgang unverdndert erhalten, der Einfluss des Allpasses ist ausschlieflich
auf die Phase beschriankt. Als Konsequenz hieraus geht die Eigenschaft verloren, dass
aus dem gegebenen Betragsverlauf der zugehorige Phasengang konstruiert werden kann.
Dem Betragsgang sind die Kenngrofien o, und w, des Allpasses nicht zu entnehmen,
so dass die Funktion

W — Wo

W T — 2 arctan < ) = arg(Fap(jw)) (A.107)

o
unbekannte Parameter enthélt und daher nicht ausgewertet werden kann. Einzig die
globale Phasendrehung lésst sich angeben, wenn die Ordnung eines vorhandenen All-
passes bekannt ist.
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Aus diesem Grund lassen allpasshaltige und daher nichtminimalphasige Systeme keinen
eindeutigen Schluss vom Betragsgang auf den Phasengang zu.

Stabile, minimalphasige Ubertragungsglieder, die sich aus einer multiplikativen Kom-
bination der Grundbausteine

Fy(s)=s4+0,— jw,, mit o, >0, w, €R (A.108)

und |

FN(S) :m:Fz_l(S) (A]_Og)
zusammensetzen, erlauben dagegen einen eindeutigen Schluss vom Betragsgang auf
den Phasenverlauf. Weil Betrag und Phase einer holomorphen Funktion voneinander
nicht unabhéngig sind [22, S. 171], kann mit Ausnahme einer Konstanten g > 0 immer
eineindeutig vom Phasen- auf den Amplitudenverlauf der Frequenzgangfunktion F'(jw)

geschlossen werden.

Fiir die Amplitudengénge gilt

1
Fr(jw)|=vVo2+ (w—w)? = ——, A.110
die Phasengénge ergeben sich zu:
arg(Fyz(jw)) = arctan (w — wo) = —arg(Fy(jw)) (A.111)
Oo

Aus den Grenziibergéingen w — +oo folgt fiir Fz(s) die globale Phasendrehung von
7/2 — (—=7/2) = 7m und von —7/2 — w/2 = —x fiir Fy(s). Daher entscheidet der
Relativgrad des Systems iiber die globale Phasendrehung bei stabilen, minimalphasigen
Systemen.

Das eigentiimliche Verhalten nichtminimalphasiger Systeme lésst sich anhand von Mo-
dellen fiir technisch relevante Prozesse herausstellen. In diesem Zusammenhang sind
unter anderem Wasserkraftwerke [59, S. 285f], [83, S. 118f], Dampferzeuger [59, S. 286]
und Flugzeuge [13], [73, S. 201f] zu nennen. Beispielhaft sei unter diesem Aspekt das
Verhalten von Flugzeugen auf Verdnderung des Hohenruders herausgegriffen.

Beispiel (Reaktion von Flugzeugen auf Hohenruderdnderungen)

In Tabelle A.3 und in Abbildung A.6 sind die physikalischen Gréflen und Koordina-
tensysteme festgelegt, die zur Darstellung des nichtminimalphasigen Verhaltens eines
Flugzeuges bendétigt werden.

Da Windstromungen die prinzipielle Reaktion des Flugzeugs auf eine Verstellung des
Hohenruders nicht beeinflussen, darf die Bewegungsgeschwindigkeit der Luft in diesem
Beispiel zur Vereinfachung unberiicksichtigt bleiben,” weshalb

Vi = VA (A.112)

) Wenn die Windgeschwindigkeit zu 0 angenommen wird, liegt ein Flug in unbewegter Luft vor. Da-
durch stimmt die Bahngeschwindigkeit vx mit der Fluggeschwindigkeit v4 iiberein, und die Richtung
der anstromenden Luft wird durch den Vektor vy beschrieben. Deshalb gleicht der Winkel zwischen
xp und vk demjenigen zwischen xp und der anstromenden Luft, der als Anstellwinkel a bezeichnet
wird.
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T, 2zr | x-Achse bzw. z-Achse eines erdfesten Koordinatensystems

rr, zp | x-Achse bzw. z-Achse eines flugzeugfesten Koordinatensystems

vk € R3 | Bahngeschwindigkeit (Relativbewegung zwischen Flugzeug und Erde)
va € R? | Fluggeschwindigkeit (Relativbewegung zwischen Flugzeug und Luft)
© € R | Nickwinkel (Langsneigung)

aeR Anstellwinkel

veR Bahnneigungswinkel

© € R | Drehgeschwindigkeit um yp-Achse (Nickgeschwindigkeit)

neR Ruderwinkel am Hohenleitwerk

m > 0 Flugzeugmasse

J>0 Massentragheitsmoment um die yg-Achse

Tabelle A.3: Definition von physikalischen Groflen und Koordinatensystemen fiir das
Beispielsystem Flugzeug.

Abbildung A.6: Flugzeug als Beispiel fiir nichtminimalphasiges Verhalten mit zu-
gehorigen Koordinatensystemen.

gilt. Ein geméafl Abbildung A.6 positiver Ausschlag 1 des Hohenruders vergroflert die
Profilwélbung und steigert damit den aerodynamisch erzeugten Auftriebseffekt am
Hohenleitwerk. Diese zusitzliche Auftriebskraft Fiy € R? fiithrt zunichst zu einer merk-
lichen Beschleunigung des Flugzeuges in Richtung der negativen zp-Achse, hebt das
Flugzeug also an. Nachdem F jedoch nicht im Schwerpunkt angreift, sondern im Heck-
bereich, bewirkt die Auftriebserhohung gleichzeitig auch ein negatives Nickmoment. Es
tritt daher eine Nickbeschleunigung © < 0 ein. Dadurch wird eine Rotation entgegen
der durch © gekennzeichneten Richtung um die yp-Achse verursacht (das Flugzeug
nickt vorne ab, © verringert sich), in deren Folge iiber den Zusammenhang

a=0—v (A.113)

auch der Anstellwinkel o verringert wird. Weil der am Fliigel erzeugte Auftrieb pro-
portional vom Anstellwinkel v abhéngt, wird durch die eintretende Rotation der Ge-
samtauftrieb® abnehmen, wodurch die Flugbahn in der Folge nach unten abgeéndert

8) Fiir kleine Anstellwinkel o < 15° gilt niherungsweise ein linearer Zusammenhang zwischen An-

stellwinkel und Fliigelauftrieb, siehe [13, S. 9].
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wird.

Flughdhe

Hoéhenruder

Zeit

Abbildung A.7: Qualitative Sprungantwort eines Flugzeugs bei Verstellung des Hohen-
ruders.

Ein qualitativer Verlauf der Flughohe ist in Abbildung A.7 aufgezeichnet, wenn
der Hohenruderwinkel n sprunghaft verstellt wird. Bemerkenswert ist vor allem die
anfingliche Richtungsumkehr: zunéchst tritt ein Anstieg der Flughohe ein, bevor das
Flugzeug zu sinken beginnt. Der Grund fiir die anfingliche Richtungsumkehr liegt in
der Tatsache verankert, dass zwei gegensétzliche Wirkungswege mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit im System vorhanden sind. Der schnelle Wirkungsweg ist das soforti-
ge Auftreten einer Auftriebserhchung F im Heckbereich, d.h. einer beschleunigenden
Kraft entlang der negativen zp-Achse. Daraus entsteht nach zweifacher Integration

aE:& = UE(t>=/OaE(T)dT = ZE(t):/OUE(T)dT (A.114)

m
ein Zuwachs der Flughthe zp. Gleichzeitig bewirkt die Kraft Fy, die im Abstand
[ > 0 vom Schwerpunkt entfernt angreift, ein Drehmoment My = Fpy - [, das zu einer
Nickbewegung fiithrt. Auch hier ist eine zweifache Integration vorzunehmen, um daraus
den Nickwinkel © zu erhalten:

Fff]’l = @(t):/té(T)dT = @(t):/té)(f)dT (A.115)

Nachdem allerdings der Nickwinkel © bzw. der Anstellwinkel « fiir die Auftriebskraft
am Fliigel verantwortlich ist, resultiert aus dem Abnicken des Flugzeuges iiber den Zu-
sammenhang (A.113) ein Verlust des Fliigelauftriebes, der eine Beschleunigung entlang
der positiven zg-Achse bewirkt, weil der reduzierte Auftrieb die Gewichtskraft nicht
mehr vollstdndig kompensiert. Ab hier tritt der langsamere Wirkungsweg zu Tage. Die
resultierende Kraftdifferenz, die sich aus der zweifachen Integration von Fg ergibt, be-
sitzt zwar ein gegenteiliges Vorzeichen wie Fy, muss aber analog zu Gleichung (A.114)
noch zwei mal integriert werden, um den Hohenverlust zu ermitteln.

é:
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Daraus zeigt sich, dass der Hohengewinn aus einer zweifachen Integration der Heck-
auftriebskraft Fy entsteht und daher schneller eintritt als der Hohenverlust, der aus
einer vierfachen Integration von Fy resultiert. Es existieren somit zwei parallele Wir-
kungswege mit unterschiedlichem Vorzeichen aber auch unterschiedlicher Wirkungsge-
schwindigkeit. Diese Eigenheit ist typisch fiir nicht-minimalphasige Systeme und stellt
letztendlich den Grund fiir die anféngliche Richtungsumkehr dar. O

Beispiel

Ein weiteres Beispiel (ohne direkten technischen Bezug) soll den Einfluss des Auskop-
pelvektors auf die Systemeigenschaft Minimalphasigkeit demonstrieren. Das in Rege-
lungsnormalform gegebene LTI-System

1 (t) 0 1 0] [n) 0 21(0
io(t) | = 0 0 - |a@®) | +|0] u®), 75(0) | € R®
5 (1) 125 —225 —2| \as(t) 1 23(0

u) = c(n(®) ) o) . ceR (A.116)

hat eine Eigendynamik, welche durch die Pole bei p = {—1; —0.5 £ j} bestimmt wird.
Die Sprungantwort fiir dieses System besitzt abhéngig vom Auskoppelvektor ¢ unter-
schiedliches Verhalten. Wird

c=c = (% 2 1) (A.117)
gesetzt, liegen die Nullstellen bei ¢ = {—2; —5/8} und weisen negative Realteile auf. Das
System ist folglich minimalphasig und zeigt die Sprungantwort, die in Abbildung A.8
skizziert ist. Abdndern des Auskoppelvektors auf

1.5
1
>
a0
c  05¢
T
oo
(%]
]
< 0
- - —=Cc=0C
vy 7.
-0.51 \:</ ‘ ‘ -—.-—-c‘:ci»,
0 2 4 6 8 10 12
Zeit t [s]

Abbildung A.8: Sprungantworten bei unterschiedlicher Auskopplung.

c=ci= (3 -2 -1) (A.118)
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verlegt eine der beiden Nullstellen ¢ ~ {—10.96;0.46} in die rechte Halbebene. Das
System wird nichtminimalphasig und antwortet anfdnglich mit einer Richtungsum-
kehr. Die in Abbildung A.8 mit ¢ = ¢y beschriftete Kurve entfernt sich zunéchst vom
positiven Endwert und lauft in negative Wertebereiche. Erst ab etwa 2.5 s verhélt sich
die Sprungantwort fiir ¢ = ¢y qualitativ dhnlich wie jene fiir ¢ = ¢;.

Eine Mischung beider Antworten wird durch eine Auskopplung mit

c=cyi= (i _2 é) (A.119)

4 8 4

erreicht. Hier liegen beide Nullstellen ¢ = {2;1/2} in der rechte Halbebene. Zwar
strebt die Sprungantwort von Beginn an in Richtung Endwert. Dennoch stellt sich
zwischenzeitlich die fiir nichtminimalphasige Systeme typische Richtungsumkehr ein,
bevor auch fiir ¢ = ¢35 der positive Endwert asymptotisch erreicht wird. 0

Abschlieflend sei angemerkt, dass eine Richtungsumkehr zwar charakteristisch fiir nicht-
minimalphasige Systeme ist, jedoch nicht in allen Fillen notwendigerweise eintreten
muss. Bei Sprunganregung entfernt sich anfanglich ein lineares, asymptotisch stabiles
System mit Relativgrad » > 1 genau dann vom Endwert, wenn eine ungerade An-
zahl von Nullstellen mit positivem Realteil vorliegt [33]. Aus der Abwesenheit einer
Richtungsumkehr in der Sprungantwort folgt daher nicht zwingend Minimalphasigkeit.

Fiir eine Verallgemeinerung der Minimalphasigkeit auf nichtlineare Systeme
w(t) = fle®) +g(x@) - ult),  2(0) =z, € R
y(t) = h(z(t))

mit den Funktionen f, g € C'(R";R"), h € C'(R™;R) und [ € N muss die Betrachtung
der Ubertragungsnullstellen aufgegeben und stattdessen die Nulldynamik analysiert
werden.

(A.120)

Gemaéf der in Abschnitt A.8 vorgestellten Normalform l&sst sich ein dynamisches Sys-
tem in zwei Subsysteme zerlegen. Dasjenige im Riickfiithrzweig ist einem dynamischen
Verhalten unterworfen, das Isidori als ,,zero dynamics“ bezeichnet [47, Kap. 4.3], was
in der deutschsprachigen Literatur gemeinhin als ,Nulldynamik® iibersetzt wird. So-
wohl die systemtheoretische Bedeutung der Nulldynamik als auch die Namensgebung
erklidren sich aus folgender Definition.

Definition A.29 (Nulldynamik) [97/

Die Nulldynamik beschreibt den Verlauf der Zustinde von (A.120) fir den Fall, dass
die Ausgangsgrifse y(t) fir ein geeignetes Eingangssignal u(-) und gegebene Anfangsbe-
dingungen z(0) € R™ identisch 0 ist. Die Gesamtheit aller Trajektorien x(-) unter der
Restriktion y(-) = 0 heifst Nulldynamik.

Die Nulldynamik ist damit die Bewegungsmoglichkeit des Systems, unter der Neben-
bedingung y(t) = 0 fir alle ¢ > 0. Deren Berechnung erfordert die Bestimmung eines
geeigneten Eingangssignales, so dass die Forderung

yt)=yt) =g§t)=---=0, Vt>0 (A.121)
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erfiillt ist. Die Losbarkeit dieser Aufgabe® hingt in erheblichem MaBe von den gege-
benen Anfangswerten ab. Anhand einer Systembeschreibung in BINF tritt auf verein-
fachte Weise zu Tage, fiir welche Anfangszustinde x(0) eine Ausgangsnullung moglich
ist.

Unter der Annahme eines Relativgrades r € N geht aus Abschnitt A.6 hervor, dass die
Forderung y(t) = 0 fiir alle t > 0 bzw. die daraus resultierende Gleichung (A.121) mit

h(z(t)) = Lyh(x(t)) = Lih(x(t) = --- = L} 'h(xz(t)) = 0 (A.122)

{ibereinstimmt. Nachdem die Ableitung 3™ durch den Systemeingang u direkt beein-
flussbar ist, und damit durch eine geeignete Stellgréfle stets bei 0 gehalten werden
kann, miissen hohere Ableitung nicht weiter beachtet werden. Die Transformationsvor-
schrift (A.79) enthélt die Aussage, dass die Lie-Ableitungen LSh(x) bis L}~ h(x) mit
den ZustandsgroBen z; bis z,. iibereinstimmen und daher in Gleichung (A.122) sub-
stituiert werden konnen. Daher erweist sich eine Aufspaltung des Zustandsvektors z
als hilfreich, die der Aufteilung zwischen Dynamik im Vorwértszweig und Dynamik im
Riickfithrpfad entspricht. Wird der Zustandsvektor der Systembeschreibung (A.87) in

Z1 Zr41
E=|:|eR und ¢ = : e R"™" (A.123)
2 Zn
partitioniert, so ist Gleichung (A.122) zur Aussage
E(t)=0 Vt>0 (A.124)

aquivalent. Daran ist erkennbar, dass sich die Aufgabenstellung fiir alle Anfangswerte
£(0) # 0 unlosbar gestaltet. Ist hingegen Forderung (A.124) erfiillt, entféllt die Dyna-
mik im Vorwartszweig und es kann fiir die verkiirzte Systemdynamik

£t) = 0 (A.125)

() = B0,¢() +a(0,¢(1)) - ut) =0 (A.126)

| @i (0.€(0)

() = ; , ¢(0) € R™ (A.127)
4.(0,¢(1))

geschrieben werden. Folglich muss das Eingangssignal
u(r) = ————== (A.128)

gewihlt werden, das allein von den Zustédnden des Subsystems im Riickfiithrzweig
abhéngt. Der Verlauf der Zustandsgrofien im System wird in diesem Falle ausschlief3-
lich durch die Differentialgleichung (A.127) festgelegt. Offensichtlich ist nur fiir die

9)

Ublicherweise wird diese Aufgabe als ,,zeroing the output® bezeichnet. In der deutschsprachigen
Literatur ist die Ubersetzung ,, Ausgangsnullung® zu finden.
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Zusténde ¢ im Teilsystem des Riickfithrpfades eine Bewegung zuléssig, die wegen der
Nebenbedingung y = 0 als ,Nulldynamik®“ bezeichnet wird.

Anmerkung

Nachdem bei Beachtung des Kontextes keine Verwechslungsmoglichkeit besteht, wird
in dieser Arbeit mit einer geringfiigigen Erweiterung des Begriffes nicht nur der Zu-
standsverlauf (+), sondern das gesamte Teilsystem, welches diese Zusténde enthélt, als
Nulldynamik bezeichnet. 0

Die Systemdarstellung nach Abschnitt A.8.2 schafft fiir lineare Systeme eine Verbin-
dung zwischen der Stabilitdt der Nulldynamik und der Figenschaft der Minimalpha-
sigkeit. In Abbildung A.5 fallt auf, dass die Nulldynamik als Nennerpolynom das ur-
spriingliche Zahlerpolynom Z(-) erhélt. Die Stabilitdt der Nulldynamik linearer Sys-
teme wird daher vom Zihlerpolynom der Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems
bestimmt, was sich in folgendem Satz niederschlagt:

Hilfssatz A.30

Die Nulldynamik des linearen Systems F(s) = Z(s)/N(s) mit Z, N € R]s], N(-) # 0,
deg(Z) < deg(N), ist genau dann asymptotisch stabil, wenn Z(-) ein Hurwitz-Polynom
18t.

Nach der Anmerkung auf Seite 239 handelt es sich bei einem linearen System mit
Hurwitzpolynom im Zé&hler um ein minimalphasiges System.

Minimalphasige Systeme besitzen somit eine stabile Nulldynamik, nichtminimalphasige
Systeme eine instabile Nulldynamik. Dadurch wird die Aquivalenz von Minimalphasig-
keit und stabiler Nulldynamik bzw. Nichtminimalphasigkeit und instabiler Nulldyna-
mik offensichtlich.

Da fiir nichtlineare Differentialgleichungen die Laplace-Transformation nicht angewen-
det werden kann, existiert keine Ubertragungsfunktion und damit auch kein Zahlerpoly-
nom. Ubertragungsnullstellen, wie im Falle linearer Systeme, bestehen daher nicht.
Dennoch lésst sich die Nomenklatur analog zu Satz A.30 auf nichtlineare Systeme er-
weiltern:

Hilfssatz A.31
FEin nichtlineares dynamisches System der Form (A.120) heifst minimalphasig, wenn

y=0 = (z,u) =0 (A.129)

gilt. Andernfalls liegt ein nichtminimalphasiges System vor.

Um die systemtheoretische Bedeutung der Nulldynamik hervorzuheben, wird vorzugs-
weise die Systemdarstellung in BINF betrachtet. In der Darstellung (A.87) beinhaltet
das als Nulldynamik bezeichnete Subsystem die Zusténde z,.,.; bis z, und generiert
das Signal ((z(-)). Dieses wird mit a(z(-)) - u(-) summiert und bestimmt die zeitli-
che Anderung der ZustandsgréBe z,.(t). Unter der Voraussetzung eines starken Rela-
tivgrades (d.h. a(z) # 0 fiir alle z € R™) besteht prinzipiell die Moglichkeit, durch



A.10. Essentielles Supremum 249

die Stellgrofie u(t) = —p(2(t))/a(z(t)) den Einfluss von ((z(t)) zu eliminieren. Bei
minimalphasigen Systemen mit stabiler Nulldynamik ist hierzu ein beschranktes Ein-
gangssignal u(-) = —03(z(:))/a(z(-)) € L> ausreichend, solange fiir ein beschrénktes
Ausgangssignal y € L*° Sorge getragen wird.

Nichtminimalphasige Systeme mit ihrer instabilen Nulldynamik erfordern dagegen im
Allgemeinen ein unbeschrianktes Eingangssignal um deren Einfluss zu unterdriicken,
selbst wenn der Systemausgang y beschréinkt gehalten wird. Nichtminimalphasige Sys-
teme besitzen daher die Besonderheit, dass ein unbeschrinkt anwachsendes Eingangs-
signal im System ,,verschwinden* kann, d.h. zu einem nicht unbeschréankt wachsendem
Ausgangssignal fiihrt.

Aus diesem Grund sind nichtminimalphasige Regelstrecken von hochverstarkungsba-
sierten Reglern nicht zu beherrschen. Solchen Reglern liegt stets die Annahme zu Grun-
de, dass die zeitliche Anderung des Streckenausganges ¢ durch geeignete Erhohung der
Stellgrofie u frei beeinflussbar ist. Wenn jedoch ein beliebig grofles Eingangssignal kei-
ne Verdnderung des Ausganges bewirkt, ist die Annahme verletzt, was in der Folge
Stabilitatsprobleme verursacht.

A.10 Essentielles Supremum

Das essentielle Supremum'®) einer Funktion wird hier aufgegriffen, da es fiir die De-
finition der oo-Norm fiir Signale bené6tigt wird. Im Gegensatz zum Supremum, das
im gesamten Definitionsbereich einer Funktion gesucht wird, schlieft die Suche nach
dem essentiellen Supremum Teile des Definitionsbereiches mit Mafl Null aus. Fiir die
Charakterisierung solcher Teilbereiche ist das Lebesgue-Maf8'!) i : R — Rx ein grund-
legendes Hilfsmittel.

Definition A.32 (Menge mit Maf3 Null) /95, S. 467]
FEine Menge M C R™ besitzt das MaB Null, d.h. u(M) = 0, wenn fir jede beliebige

Zahl € > 0 eine abzdhlbare Vereinigungsmenge von Bdllen By, By, ... C R" existiert,
so dass .
> wB) <e (A.130)
i=1

und gleichzeitig auch
M C U2, B; (A.131)

erfillt ist.

Werden Funktionen f : R — R mit eindimensionalem Definitionsbereich betrachtet,
kann als Maf i einem Intervall [a, 0], a < b € R, dessen Linge zugeordnet werden und

19 In der deutschsprachigen Literatur wird das essentielle Supremum teils auch als wesentliches
Supremum bezeichnet.
1) Benannt nach dem franzosischem Mathematiker Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941).
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es gilt u([a, b]) = b—a. Ein einzelner Punkt des Definitionsbereiches (d.h. ein Intervall
I, := [a, a]) besitzt offensichtlich das Lebesgue-Maf3 p(1,) = 0. Mit diesem Mafl kann
nun die Definition der essentiellen Beschranktheit erfolgen.

Definition A.33 (essentiell beschrinkte Funktion, essentielle Schranke)
FEine stiickweise stetige Funktion f: D — Y, DY C R, heifit essentiell beschrénkt,
wenn es eine Schranke M € R gibt, so dass:

p({zeD||fx))>M})=0 (A.132)

Eine solche Schranke M heifit essentielle Schranke.

Es ist festzustellen, dass eine essentiell beschrinkte Funktion nicht zwangslaufig be-
schrankt ist. So ist zum Beispiel die Funktion

|sin(z)| VzeR\{0,£m, £27,...}

fromf@) = {x2 Ve {O, +m, 27, ... } (A.133)

mit M = 1 essentiell beschrankt, aber nicht beschrankt. Die Festlegung einer essen-
tiellen Schranke ignoriert Teilintervalle mit Mafi Null (in diesem Beispiel alle z €
{0, +m, £27w, ... }), so dass eine essentiell beschrankte Funktion ihre essentielle Schran-
ke tiberschreiten kann. Auf Intervallen mit einem Mafl © > 0, wie z.B. [a, b] mit a < b,
muss dagegen die durch eine essentielle Schranke vorgegebene Grenze eingehalten wer-
den.

Definition A.34 (essentielles Supremum)
Das essentielle Supremum wird durch die kleinstmégliche essentielle Schranke M € R
fir die Funktion f(-) festgelegt:

ess-sup f = inf {M >0 ‘ M st essentielle Schranke von f} (A.134)

Bedingt durch die Eigenschaften des essentiellen Supremums gilt allgemein

sup f(x) > ess-sup f(x). (A.135)

€D €D
Unter der Einschrankung auf stetige Funktionen werden einzelne ,, Ausreiflerwerte”, die
iiber einer essentiellen Schranke liegen, ausgeschlossen. Stetige Funktionen iiberschrei-
ten eine gegebene Schranke entweder auf Intervallen mit einem Mafl 4 > 0 oder die
Funktion liegt vollstandig unterhalb der Schranke. Daher kann es keine Teilintervalle im
Definitionsbereich mit Mafl Null geben, auf welchen die essentielle Schranke iiberstiegen
wird. Somit stimmen im speziellen Falle stetiger Funktionen das Supremum und das
essentielle Supremum {iiberein. In Gleichung (A.135) ist daher das Gleichheitszeichen
anzusetzen, wenn f(-) € C°(D;R) eine stetige Funktion darstellt.

Desweiteren ist fiir stetige Funktionen f(-) € C°(D;R), D C R, die Aussage

|f(x)| < ess-sup|f(x)| =sup|f(x)| Ve D (A.136)
zeD xeD
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zutreffend. Bei unstetigen Funktionen hingegen kann diese Ungleichung auf Inter-
vallen mit Mafl Null verletzt werden. Daher ist eine Einschrinkung beziiglich des
Giiltigkeitsbereiches erforderlich:

|f(z)|] <ess-sup|f(x)| fir fast alle z € D (A.137)

zeD

Dadurch sind Intervalle mit Mafl Null ausgeschlossen, weil der Ausdruck ,,fiir fast alle®
der Aussage ,,iiberall, auer auf Intervallen mit Mafi Null“ gleicht.

A.11 Norm

Im Folgenden werden Normen fiir Vektoren, Matrizen und Funktionen betrachtet, die
vertieft in [18, Kap. II] diskutiert sind.

A.11.1 Norm fiir Vektoren

Allgemein stellt die Norm eine Abbildung

dar, die jedem Element z € R", n € N, eines Vektorraumes eine nichtnegative reelle
Zahl zuordnet und dabei drei wesentliche Eigenschaften erfiillt:

(i) positive Definitheit:
lz|| > 0 fiir alle z € R™, wobei ||z|]| =0< =0

(ii) Homogenitét:
llaz|| = |a| - ||z|| fir jede skalare Konstante @ € R und fur alle x € R”

(iii) Dreiecksungleichung:

[z +yll < [l + [ly[l, fir alle z, y € R”

Definition A.35 (p-Norm eines Vektors x € R")
Einem Vektor x € R™ wird die p-Norm

[un

P

]l := <Z\xi|”> ,  p>1 (A.139)
=1

zugewiesen, die den geometrischen Begriff der Linge eines Vektors verallgemeinert.
Fiir p = oo wird
[2]loo := max |z;[,  i=1,...,n (A.140)

definiert.
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Durch diese Definition erfiillt die Norm o.g. Eigenschaften und stellt in gewisser Weise
ein Maf fiir die Lange des Vektors dar. Es geschieht eine Summation sdmtlicher Ele-
mente in der p-ten Potenz mit anschlieBender Wurzelbildung. Fiir den Sonderfall p = 2
gibt die Norm direkt die geometrische Lénge des Vektors x an.

Handelt es sich anstelle eines Vektors um eine skalare Grofle x € R, so heben sich
die Umkehrfunktionen Potenzierung und Wurzelbildung auf und die Norm entspricht
exakt der Betragsbildung, unabhéngig vom Wert p.

Theorem A.36 (Aquivalenz der Vektornorm) [50, S. 59]
Zu jedem gegebenen p € [1, oo| und (mdglicherweise davon abweichendem) q € [1, oo
existieren zwei Konstante my,mqe > 0, so dass die Ungleichung

ma[zllg < lzllp < mallxlg (A.141)
fiir alle x € R™ zutrifft.
Eine Erweiterung fiir komplexe Vektoren findet sich in [18, S. 14]. Dort ist gezeigt, dass
sdmtliche p-Normen fiir p € [1, oo] in C" dquivalent sind.

Vor allem die drei Normen

lz|li = iz Manhattan-Norm/ Betragssummennorm
|zlls = /Zi|7]? = VaTz Euklidische Norm (A.142)
|2l = max; |z Tschebyschew-Norm/ Maximum-Norm

finden in der praktischen Anwendung ihre Verwendung.

A.11.2 Norm fiir Matrizen

Weil eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix A € R™*" eine lineare Abbil-
dung vom n-dimensionalen Raum R” in den m-dimensionalen Raum R™ darstellt, kann
aus der Norm fiir Vektoren eine Norm fiir Matrizen abgeleitet (induziert) werden. Aus
einer gegebenen Vektornorm ||z, ergibt sich die induzierte Matrixnorm durch:

Definition A.37 (induzierte Matrixnorm)
Fiirp € {q ‘ q> 1} U {oo} ist die induzierte Matriznorm fir eine Matrix A € R™*"
durch

A
|All, := supw: sup [|Az|, = sup [Az|, (A.143)
20 lls jellp<a el =1

gegeben.

Die induzierte Matrixnorm stellt damit ein Maf fiir die maximal mogliche Langenénde-
rung eines Vektors z € R" dar, wenn dieser geméaf3

y = Ax (A.144)
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in den Vektor y € R™ abgebildet wird. Die induzierte Matrix-Norm besitzt einerseits
die auf Seite 251 genannten Eigenschaften der zugrunde liegenden Vektornorm als auch
die folgenden Eigenschaften:

D) [Azll, < [Allp- [l«ll, Vo eR

(i) [[ABl, < [|All, - || Bl

Héaufige Anwendung erfahren wie bei der Vektor-Norm besonders die drei Normen fiir
p=1, 2, oc:

|AllL = max;¥;|a;;|] maximale Spaltensumme
|Alle = +/Am(ATA) Spektralnorm (A.145)
|Alloc = max; ¥j|a;;| maximale Zeilensumme

Durch A, (AT A) wird in der Spektralnorm der maximale Eigenwert der Matrix AT A
symbolisiert.

Auch im Falle der Matrizen-Norm besteht eine Aquivalenz der p-Norm. Es gilt fiir alle
Matrizen A € R™™ [71, S. 267]:

24l < (Al < vV l|All
m73 Al < AL < v llAlL (A.146)

nTHAL < [l Alle < m AL

Neben der induzierten Norm existieren weitere Definitionen fiir die Norm von Matrizen.
Eine bekannte Norm ist beispielsweise

1A[} = max|ay] . (A.147)

Hier ist die Norm als der gréfite Betrag der einzelnen Matrixelemente definiert. Haufig
ist auch die Frobeniusnorm zu finden, die fiir Matrizen mit reellen Elementen

A == [ lay]?> = /Spur(AT A) (A.148)
.3

lautet. Obwohl beide Normen die erforderlichen Eigenschaften fiir eine Norm erfiillen,
handelt es sich hierbei nicht um induzierte Normen, da keine zugehdrige Vektornorm
existiert, von welcher sich diese Normen ableiten liefen.

Diese Tatsache wird fiir die Frobeniusnorm am Beispiel der Einheitsmatrix I, offen-
sichtlich. Die Frobeniusnorm lautet ||I,,|| = v/n, wohingegen Gleichung (A.143) fiir alle

I Znzllp

p > 1 die p-Norm |[|1,[|, = sup,_ ot = 1 ergibt. Weil fiir n > 1 eine Diskrepanz
zwischen der Frobeniusnorm und jeder p-Norm besteht, ist obige Aussage bestétigt.
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Ebenso ist die in Gleichung (A.147) definierte Norm keine induzierte Norm, wie sich
am Beispiel der Matrix
0 2
A=
01

zeigen lédsst. Zur Bestimmung der p-Norm wird in Gleichung (A.143) einer der beiden
Vektoren 27 = (0, +1) eingesetzt. Daraus errechnet sich [|Al|, = ¥/2P +17 > 2 und
ist damit fiir alle p > 1 strikt groBer als die Norm || A|| = max;; |a;;| = 2.

(A.149)

A.11.3 Norm fiir Funktionen

Analog zur Vektornorm kann auch bei Signalen eine p-Norm eingefithrt werden. Da
Vektoren eine beschrankte Anzahl n € N von Einzelelementen besitzen, eine Funktion
dagegen iiber einer nicht abzéhlbaren Menge von Punkten (Kontinuum) definiert ist,
muss anstelle der Summation eine Integration durchgefiihrt werden. Ahnlich wie bei
Vektoren sind durch Variation des Parameters p > 1 unterschiedliche Definitionen fiir
die Norm moglich, wobei fiir p = oo wiederum eine gesonderte Definition benotigt wird.

Definition A.38 (p-Norm fiir Funktionen) /31, S. 739]
Sei D C R ein Intervall und (X, | - ||x) ein Banach-Raum. Fir p € [1, oo| wird einer
stiickweise stetigen Funktion x : D — X die p-Norm

1
ol = ( [ letolrat) (A.150)
zugewiesen, bzw. fiir p = oo die Norm

|2 ()|loo := ess-sup ||z(t)]| . (A.151)

teD

Falls z : D — R eine skalare Funktion beschreibt, stimmt ||z(¢)|| im Integranden mit
dem Absolutbetrag |z(t)| iiberein. Wenn dagegen x : D — R"™ mit n > 1 eine vektor-
wertige Funktion symbolisiert, bedeutet ||(¢)|| im Integranden nicht den Absolutbetrag
einer skalaren Grofle, sondern stellt eine beliebige Vektornorm (z.B. p-Norm) dar.

Es ist zu beachten, dass die Menge aller stiickweise stetigen Funktionen xz : D — X
mit endlicher p-Norm zwar einen linearen, jedoch keinen normierten linearen Raum
bildet [31, S. 739]. Der Grund hierfiir ist, dass die in Definition A.38 angegebene Ab-
bildung die erforderliche Eigenschaft der positiven Definitheit nicht erfiillt und daher
lediglich eine Halbnorm darstellt. Aus ||z(-)||, = 0 folgt nicht x(t) = 0 fir alle t € D,
sondern nur z(t) = 0 fiir fast alle t € D. Daher existieren unendlich viele verschiedene
Funktionen x; : D — X, ¢ € N, mit ||z;(-)||, = 0.

Um einen normierten Raum zu erhalten, werden deshalb Aquivalenzklassen von Funk-
tionen eingefithrt und durch das Symbol [z(-)] gekennzeichnet. In [z(-)] sind sdmtliche
Funktionen zusammengefasst, die dem Repréasentanten x(-) fast iiberall gleichen. Falls
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y(-) der Aquivalenzklasse [z(-)] angehort, gilt z(t) = y(t) fiir fast alle t € D, d.h.
die Menge {t € D | z(t) # y(t)} hat das Ma$ Null. Folglich stimmen die p-Normen

lz()llp = lly()ll, tberein.

Benannt nach Lebesgue werden Funktionenrdume L£? definiert, deren Elemente nicht
die Funktionen selbst, sondern Aquivalenzklassen von Funktionen sind. Die Aquivalenz-
klassen bilden einen linearen Raum, fir den ||[z(-)]||, = ||z(-)||, eine Norm definiert.
Die Zugehorigkeit einer Funktion (oder im Sinne der Regelungstechnik eines Signales)
zum Lebesgue-Raum £P wird von der Existenz bzw. Beschranktheit der p-Norm des
Signales bestimmt.

Definition A.39 (Lebesgue-Raum L?)
Der lineare Raum LP beinhaltet alle Lebesque-messbaren Funktionen x : D — 'Y mit
endlicher p-Norm

LP = {x() ‘ lz()], < oo}, p€E[l, o9 (A.152)

und heifit Lebesgue-Raum.

Dadurch werden diese Rdume iiber das Lebesgue-Integral definiert und erhalten durch
die p-Norm eine Metrik. Allgemein umfasst der jeweilige Funktionenraum L7 fiir p <
oo alle in p-ter Potenz absolut integrierbaren Funktionen. Es handelt sich dabei um
Funktionen, deren Betrédge in der p-ten Potenz eine Fldche mit beschrinktem Inhalt
umschlieflen. Der Raum £°° dagegen beinhaltet alle essentiell beschrinkten Funktionen.

Die p-Norm eines Signales berechnet sich aus der Integration iiber dessen gesamten
Definitionsbereich. Haufig ist in der Literatur mit vorwiegend regelungstechnischem
Hintergrund die Annahme gebréuchlich, dass bis zum Zeitpunkt ¢t = 0 das vorliegende
System im Nullpunkt verharrt und daher z(¢) = 0 fiir alle ¢ < 0 gilt. In diesem Son-
derfall ergibt die Integration iiber negative Zeitpunkte keinen Beitrag. Daher wird fiir
das zu betrachtende Signal der Definitionsbereich D = R, angesetzt. Konsequenter-
weise wird deshalb z.B. in [46, S. 69] oder [50, S. 262] eine geringfiigig abgewandelte
Definition der Signalnorm angegeben, die untere Integrationsgrenze beginnt in diesem
Fall bei ¢t = 0. Dort wird die Norm durch

o= ([ |x<t>|pdt)’l’, pell, oof (A153)

bzw. fiir p = oo durch
[2( Moo := sup [z()] (A.154)
teR>o
dargestellt. Ebenfalls weicht [50, S. 262] von der hier angegebenen Definition bei der oo-
Norm ab, indem dort das Supremum, anstelle des essentiellen Supremums, verwendet
wird. Im Falle stetiger Signale besteht dabei jedoch kein Unterschied.

Eine Unterscheidung, ob sich die untere Integrationsgrenze bei ¢ = —oco oder bei t =0
befindet, wird im Weiteren nicht getroffen und ist kontextabhéngig zu verstehen. In
beiden Féllen wird vereinfachend stets das Symbol ||z(-)||, geschrieben.
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Die p-Norm fiir Signale besitzt die fiir Normen erforderlichen Eigenschaften. Die Drei-
ecksungleichung ist auch hier giiltig, wird jedoch im Falle von Signal-Normen als
»Minkowski-Ungleichung® bezeichnet.

Besonders die drei Normen

lz( ) = f7 |x(t)|dt Betragsfliche
lz()]l2 = \/fooo |z (t)|2dt quadratische Fliche (A.155)
[2()lc = ess-supep., [2(t)| essentielles Supremum

sind héufig gebréduchlich, da diesen eine herausgehobene physikalische bzw. systemtheo-
retische Bedeutung zufallt.

Die Aquivalenz der Norm, die bei der p-Norm fiir Vektoren und Matrizen gilt, ist nicht
ohne Einschrankungen auf die p-Norm fiir Signale iibertragbar, wie das Beispiel der
Sinusfunktion x : t — sin(t) zeigt. Wegen

/ | sin(7)|dT = 00 und \// | sin(7)]2dT = o0 (A.156)
ist die Sinusfunktion weder integrierbar, noch quadratisch integrierbar. Daher existieren
die Normen ||z(+)||; und ||z(-)||2 nicht. Dennoch ist die Sinusfunktion beschrinkt, die
oo-Norm

|z()|lcc = ess-sup |sin(t)| =1 (A.157)

teR

lasst sich im Gegensatz zur 1- bzw. 2-Norm angeben. Obwohl eine generelle Gleichwer-
tigkeit der Normen nicht besteht, kann fiir reellwertige, skalare Funktionen dennoch
eine Beziehung zwischen verschiedenen p-Normen hergestellt werden.

Hilfssatz A.40 [18, S. 17]
Sofern die reellwertige Funktion z(-) : R — R sowohl integrierbar, als auch beschrinkt
ist und daher x € LY N L% erfiillt, gilt:

re Ll Vpell, x] (A.158)

Beweis
Sei I C R eine (nicht notwendigerweise zusammenhéngende, moglicherweise auch leere)
Teilmenge der reellen Achse mit der Eigenschaft

[:={teR||z(t) >1}. (A.159)

Bedingt durch die Voraussetzung x € L' ist sichergestellt, dass |z(-)| iiber der reellen
Achse eine Fliache mit endlichem Inhalt umschlieft und daher das Lebesgue-Mafl des
Intervalles I endlich ist. Gleichzeitig ist x(-) eine beschrénkte Funktion, so dass auch
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|z(-)[P fiir alle reellen'?) p > 1 beschrinkt ist. Sowohl Integrationsintervall, als auch
Integrand in

Fr = /|m(t)|pdt < 00 (A.160)

sind beschrankte Groflen, weshalb F; < oo eine endliche Flache bezeichnet. Die Defi-
nition von [ in Gleichung (A.159) stellt sicher, dass |z(t)] < 1 fiir alle t € R\ I gilt.
Folglich lésst sich die Ungleichung

1 = / |z(t)|Pdt < / |z(t)|dt < / |z(t)|dt < oo (A.161)
R\I R\I —o0
angeben. Wegen [ |z(t)[Pdt = F; + Fry < 0o gilt 2 € L fiir alle p € ]1, ool. [

Im Falle absolut stetiger Funktionen x € AC([0, oo[;R") ist folgender Zusammenhang
gegeben:

Hilfssatz A.41
Sei () : [0, oo| — R™ eine absolut stetige Funktion, die firp € [1, oo| die Vorausset-
zung

z(+) € LP(]0, oo[;R") (A.162)

erfillt. Falls ihre Ableitung fir q € [1, oo| der Bedingung

z(-) € £Y]0, oo[;R") (A.163)
gentigt, gelten die Aussagen:
z(-) € L]0, oo[;R™) Vi€ [p, o] und tlim z(t) =0. (A.164)
Beweis
Siehe Beweis von Lemma 2.1.7 in [35, S. 17]. [

A.12 Grundlegende Theoreme und Hilfssétze

A.12.1 Zusammenhang zwischen Minimalphasigkeit, Stabili-
sierbarkeit und Detektierbarkeit

Das LTI-System

©(t) = Ax(t)+bu(t), x(0)eR"

A.165
y(t) — Cx(t) , n e N’ A c Rnwz’ b7 CT c Rn ( )

12) Die Fille p = 1 und p = oo miissen nicht bewiesen werden, sondern sind per Voraussetzung erfiillt.
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heifit nach Definition A.27 minimalphasig, wenn die Aussage

sl,— A —b
c 0

det #0 VseCmit Re{s} >0 (A.166)

zutrifft. Proposition 2.1.2 in [35, S. 10] stellt einen Zusammenhang zwischen Minimal-
phasigkeit und Stabilisierbarkeit bzw. Detektierbarkeit her.

Theorem A.42
Fiir das LTI-System (A.165) ist Minimalphasigkeit gleichbedeutend mit den Eigenschaf-
ten

(i) Stabilisierbarkeit

rang [s[n —A b} =n Vse&C mitRe{s} >0 (A.167)
(ii) Detektierbarkeit

=n VseC mitRe{s} >0 (A.168)

lsfn —A
rang
c

(i4i) Die Ubertragungsfunktion hat keine Nullstelle mit positivem Realteil.

Beweis
Siehe [35, S. 10]. [

A.12.2 Berechnung der Ubertragungsfunktion aus der RNF

Theorem A.43
Bei einem Zustandsraummodell

©(t) = Ax(t)+bu(t), x(0)eR"

A.169
y(t) = cx(t), neN, ( )
das in RNF vorliegt und deshalb durch die Grofien
T
0 1 0 Co

A= , b= und c¢=

0 1 0 Cn—2 (A.170)
—ag —a1 ... —0Ap_—1 1 Cn—1
Qj, Cje]R V]ZO,,TL—]_

beschrieben wird, bestimmen ausschlieflich die Elemente des Auskoppelve/?tors cl' e R"
die Koeffizienten des Zihlerpolynoms Z(-) € Rls| in der zugehdrigen Ubertragungs-
funktion.
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Beweis
Weil die Ubertragungsfunktion durch

sl —A —b
det 0
Z(s) ¢
F(s) = = A171
(s) N(s) det(sI — A) ( )
errechnet werden kann, ist fiir das Zahlerpolynom
[ s —1 0 ]
I—A —b ' ' ]
Z(s) = det |” — det s -1 |o (A.172)
c
a a3 ... S+ ap_1 -1
| Co ¢1 ... Cn—1 0 |
zu entnehmen. Die Koeffizienten aq, ..., a,_1 entfallen, wenn die Determinante entlang
der letzten Spalte entwickelt wird, woraus
s —1
Z(s) = det R ) = Co+C18+Cas ot Cn98" Py 18" (ALLT3)
S —
G (G Cn—1
resultiert. ]

A.12.3 Gronwall-Bellman Ungleichung

Die Gronwall-Bellman Ungleichung wird bevorzugt bei einer Abschitzung der Wachs-
tumsrate fiir den Ausgang oder die Norm des Zustandsvektors dynamischer Systeme
herangezogen und ist zentraler Bestandteil bei der Betrachtung von Eindeutigkeit der
Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen.

Theorem A.44 (Gronwall-Bellman Ungleichung) [50, S. 65f]

Durch die Konstanten a < b, a,b € R sei ein Kompaktum D = |a, b] C R vorgegeben,
auf welchem die stetigen Funktioneny : D — R, A: D — R und p: D — Rxq defintert
sind. Sofern in D die Ungleichung

y(t) < A(t) + /t,u(T)y(T)dT VteD (A.174)

erfullt ist, gilt die Aussage

y(t) < A1) + / exp { / t u(s)ds} MPu(r)dr  VteD. (A.175)
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Falls A eine Konstante ist, ldsst sich die Abschditzung

t
y(t) < Nexp {/ ,u(T)dT} (A.176)
angeben. Ist zusdtzlich p eine Konstante, ergibt sich daraus durch Integration direkt

y(t) < Xet=9  VteD. (A.177)

Beweis
Siche [50, S. 63f]. [

A.12.4 Gersgorin-Theorem

Theorem A.45 (Gersgorin) [55, S. 371ff]
Set eine quadratische Matriv A € C**", n € N, gegeben durch die Elemente aj, € C
mit 5,k =1,2,...,n. Bezeichne

n

pi= Y lagl (A.178)

k=1, kj

den Gersgorin-Radius, der sich aus der Zeilensumme der Betrdge berechnet, reduziert
um das jeweilige Diagonalelement a;j. Dann liegt jeder Eigenwert der Matriz A in
mindestens einer der Kreisscheiben (Gersgorin-Scheiben)

B,,(a;;) = {s € C| |aj; — s| < p;}, j=12....n (A.179)

in der komplexen s-Ebene. Fine Menge von m Kreisscheiben, die disjunkt zu den ver-
bleibenden n — m Scheiben ist, enthdlt genau m FEigenwerte der Matriz A.

Beweis
Siehe [55, S. 371ff]. [ |

Anmerkung

Aus dem Gersgorin-Theorem folgt nicht notwendigerweise, dass in jeder Scheibe ein
Eigenwert liegen muss. AusschlieSlich Scheiben, die zu allen restlichen Scheiben dis-
junkt sind, enthalten genau einen Eigenwert. Bei einer Uberlappung kann ggf. eine
Gersgorin-Scheibe ein Gebiet beschreiben, in welchem sich kein Eigenwert befindet,
wie folgendes Beispiel illustriert. Fiir die Matrix

4.5 1
A= [3 4] =  o(A)={25, 6.0} (A.180)
errechnen sich die Radien p; = |aja| = 1 und py = |ag;| = 3, die Mittelpunkte sind

durch My = ay; = 4.5 und My = ass = 4 gegeben. Wie die Abbildung A.9 zeigt, liegt
keiner der beiden Eigenwerte in der Scheibe B, (a11). O
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Imaginarteil
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Abbildung A.9: Gershgorin-Scheiben und Eigenwerte fiir die Matrix A in der komplexen
Ebene.
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