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Zusammenfassung.

Bei einer konvektionsdominierten Diffusionsgleichung ist der Einfluss der Diffusion auf
die Losung nur in einer schmalen Grenzschicht bemerkbar. Heterogene Gebietszerlegungs-
verfahren niitzen diese Eigenschaft, um das Konvektions-Diffusions-Modell aulerhalb der
Grenzschicht auf ein einfaches Transportmodell zu reduzieren. Elliptisches und hyperbo-
lisches Modell werden anschliefend durch Bedingungen auf dem gemeinsamen Teil ihrer
Gebietsrander, dem sog. Interface, gekoppelt. Da die Lage des Interfaces und somit die
Grofle der Teilgebiete bisher in der Regel aufgrund von Erfahrungswerten bestimmt wur-
den, werden verschiedene Ansitze zu einer automatischen Positionierung des Interfaces
in einer bzw. in zwei Raumdimensionen untersucht. Anschliefend wird die Effizienz der
entwickelten heterogenen Losungsverfahren in Vergleich zur Loésung des urspriinglichen
Modells gestellt.
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Einleitung.

Ein mathematisches Modell, das zur Beschreibung naturwissenschaftlicher Phédnomene
dienen soll, versucht, die physikalischen oder chemischen Vorgéinge so getreu wie mog-
lich wiederzugeben. Wirkung und Zusammenspiel aller bekannten Einflussgrofien werden
in Form von Gleichungen und Ungleichungen erfasst. Dabei entstehen komplexe mathe-
matische Systeme, deren numerische Losung mit hohem Aufwand verbunden ist. Oftmals
beinhaltet das mathematische Modell jedoch Terme, deren Einfluss auf die L&sung nur in
einem kleinen Teil des Rechengebietes, der sog. Grenzschicht, zu bemerken sind. In der
Stromungsmechanik treten innere oder am Rand gelegene Grenzschichten im Fall eines
konvektionsdominierten viskosen Flusses auf. In aerodynamischen Simulationen fiihrt die
Vernachlassigung des viskosen Effekts auflerhalb von scharf begrenzten Grenzschichten zur
Kopplung von Euler- und Navier-Stokes-Gleichung.

Die Beibehaltung eines Terms von lokalem Einfluss im gesamten Rechengebiet ist unsinnig,
sobald der durch sein Streichen entstehende Fehler unter dem Diskretisierungsfehler liegt.
Hier ist es von Vorteil, das Rechengebiet geméfl dem heterogenen Charakter des Modells
zu unterteilen. Wéahrend im Bereich der Grenzschicht weiterhin das vollstédndige Modell
gelost wird, werden die Gleichungen im iibrigen Rechengebiet um diesen Term reduziert.
Zur Losung des reduzierten Modells kénnen nun kostengiinstigere und seinem Charakter
entsprechende Verfahren angewandt werden.

Die Kopplung der disjunkten Teilgebiete erfolgt durch Bedingungen entlang ihres gemein-
samen Randes, dem sog. Interface. Die Interface-Bedingungen stammen aus einem Grenz-
wertprozess, bei dem das heterogene Modell aus einer Folge von globalen Variationspro-
blemen gewonnen wird. In der Praxis der heterogenen Rechnung bestimmt bisher der
Anwender aufgrund seiner Erfahrung die Lage des Interfaces und damit Grofie und Form
der Teilgebiete. Die vorliegende Arbeit stellt Techniken vor, mit deren Hilfe das Interface
im Zuge der Losung automatisch positioniert wird.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Gegenstand der numerischen Untersuchungen sind am
Rand gelegene Grenzschichten der stationédren konvektionsdominierten Konvektions-Dif-
fusions-Gleichung. Die entsprechenden homogenen und heterogenen Modelle in einer bzw.
in zwei Raumdimensionen werden in Teil I vorgestellt. Abschnitt 1.6 skizziert den Grenz-
prozess zum Auffinden der Interface-Bedingungen (nach einer Arbeit von F. Gastaldi und
A. Quarteroni, [14]) in einer Raumdimension. In zwei Raumdimensionen wird der entspre-
chende Beweis aus [15] auf inhomogene Randbedingungen erweitert (Abschn. 2.5).

Teil IT enthélt die numerischen Untersuchungen in einer Raumdimension. Zunéchst gibt
Abschnitt 4 einen Uberblick iiber drei unterschiedliche Anstze zur automatischen Positio-
nierung der Interface-Stelle. IThnen gemein ist die Betrachtung des Modellfehlers, also der
Differenz von homogener zu heterogener Losung in der Energienorm, als Indikator einer
geeigneten Interface-Stelle. Neben dem Modellfehler entsteht bei der numerischen Lésung
ein Diskretisierungsfehler, fiir welchen in Abschn. 5 ein a posteriori Schéitzer entwickelt
wird.

In Ansatz 1 wird der Verlauf des Modellfehlers in Abhéngigkeit der Interface-Stelle durch
eine a posteriori Schatzung nach oben beschrénkt (Abschn. 6.2). Die Modellfehlerschét-
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zung an einer Interface-Stelle ¢ bendétigt die zu ¢ gehorende heterogene Losung, nicht
jedoch eine Losung des homogenen Modells und somit keine Diskretisierung des gesamten
Gebietes. Mit Hilfe des Newton-Relaxations-Verfahrens wird der Schnittpunkt des Modell-
fehlerverlaufs mit einer horizontalen Geraden ermittelt und als Interface-Stelle markiert.
Die Gerade entspricht einem vorgegebenen Anteil xjrr des Modellfehlers am Gesamtfeh-
ler und beeinflusst die Effizienz des Verfahrens. Wird dieser Anteil klein gew#hlt, so fallt
auch das Teilgebiet der reduzierten Gleichung und damit die Ersparnis gegeniiber der
homogenen Rechnung klein aus. Wird er zu grofl gewéhlt, so muss im Bereich der Grenz-
schicht sehr fein diskretisiert werden, um den Diskretisierungsfehler unter die Resttoleranz
zu zwingen. Bei konstanten Daten zeigt eine a priori Untersuchung in Abschn. 6.5, dass
der optimale Anteil unabhéngig vom Diffusionskoeffizienten ist, was sich auch in den an-
schlieBenden Testldufen bestétigt (Abschn. 6.6). Da der Graph der Modellfehlerschéitzung
aufgetragen iiber den Wert der Interface-Stelle nicht monoton ist und somit mehrere Fix-
punkte der Newton-Iteration existieren konnen, ist ein weiterer entscheidender Faktor fiir
die Rentabilitéit von Ansatz 1 eine geeignete Wahl des Startwertes in der Newton-Iteration.

In Ansatz 2 (Abschn. 7) wird der Verlauf des Modellfehlers nicht geschétzt, sondern an
ausgewihlten Interface-Stellen approximiert. Dazu 16st man das homogene und das hete-
rogene Modell (zu ausgew#hlten Interface-Positionen) auf einem groben Gitter. Bei einer
Diskretisierung mit zentralen Differenzen gibt die Péclet-Bedingung eine untere Grenze fiir
die Anzahl an Grobgitterpunkten vor (Abschn. 7.2). Da ein Upwind-Verfahren die Kon-
vergenz der Approximation gegen den tatsichlichen Modellfehler jedoch starker verzogert,
wiéhlen wir zentrale Differenzen im anschliefenden Vergleich des Ansatzes mit der Losung
des homogenen Modells auf uniform verfeinerten Gittern (Abschn. 7.3). Der Schnittpunkt
der Modellfehlerapproximation mit dem fiir den Modellfehler vorgesehenen Anteil an der
Toleranz wird diesmal mit Hilfe des Bisektionsverfahrens ermittelt. Die Frage nach einer
optimalen Wahl von ks, also des Verhéltnisses von Modellfehler zu Gesamttoleranz, ist
weiterhin ungeklart.

Ansatz 3 enthilt eine erste Antwort. Die Beobachtung eines nahezu konstanten Verhéltnis-
ses der Modellfehleranteile auf elliptischem und hyperbolischem Teilgebiet (Abschn. 8.1)
erlaubt die Bestimmung eines optimalen Anteils von Modellfehler an Gesamttoleranz und
somit einer aufwandsminimierenden Interface-Stelle in Abschnitt 8.2. Fiir grofie Quellter-
me trifft die Annahme eines konstanten Verhéltnisses allerdings nicht mehr zu (Abschn.
8.3), was sich auch auf die numerischen Testldufe in Abschnitt 8.4 auswirkt.

Im Aufwandsvergleich (Abschn. 9) der Verfahren auf uniform verfeinerten Gittern schnei-
den alle drei Ansétze besser ab als die homogene Rechnung. Testsieger ist Ansatz 1, wobei
im Test die Kenntnis eines geeigneten Startpunktes fiir die Newton-Iteration vorausgesetzt
wurde. Ist diese Kenntnis nicht gewéhrleistet, so konvergiert die Newton-Iteration nicht
oder aber gegen eine Interface-Stelle, die mit einem sehr viel hoheren Aufwand verbunden
ist. In zwei Raumdimensionen wird deswegen der Ansatz einer Approximation des Modell-
fehlers weiterverfolgt. Die Optimierung in Ansatz 3 zeigt keinen groflien Vorteil gegeniiber
der Approximation bei freier Wahl von «;p aus Ansatz 2.

Eine Erweiterung der heterogenen Losungsidee auf innere Grenzschichten erweist sich in
vielen Féllen als unproblematisch (Abschn. 10).

In Teil III, der numerischen Untersuchung in zwei Raumdimensionen, besteht das Interface
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aus einem Polygonzug von Dreieckskanten, entlang derer sich die Richtung der Konvektion
und somit des Informationsflusses dndern kann. Deswegen muss die heterogene Losung
iterativ durch Abgleich der Losungen auf den gekoppelten Teilgebieten gewonnen werden
(Abschn. 11.1). Bei Abbruch der Iteration entsteht ein zusétzlicher Fehler (Abschn. 11.2).
Das reduzierte Modell wird mit einem Charakteristiken-Verfahren gel6st (Abschn. 11.3).
Zur Losung der elliptischen Gleichung wird eine verénderte Version des Softwarepaketes
PLTMG von R. E. Bank verwendet (Abschn. 11.4).

Zum Aufspiiren der Grenzschichten wurden verschiedene Indikatoren an Testbeispielen
untersucht (Abschn. 12.1). Dabei wurde in Abschnitt 12.1.3 auch ein Bezug zur x-Formu-
lierung hergestellt, einer Alternative zur direkten Kopplung von Gleichungstypen unter-
schiedlichen Charakters. Als zuverléssiger Indikator erwies sich der hyperbolische Modell-
fehleranteil pro Dreieck, der unter Beriicksichtigung der adaptiven Verfeinerung durch die
Grofle des Dreiecks geteilt wird. Fiir eine zuverléssige Approximation des (hyperbolischen)
Modellfehlers sollte der maximale Durchmesser der Dreiecke einer adaptiv verfeinerten Tri-
angulierung beschriankt werden (Abschn. 11.4.4).

Da die Frage nach einem geeigneten Anteil des Modellfehlers an der Gesamttoleranz in
der eindimensionalen Untersuchung nicht abschlieend geklédrt werden konnte, wird als
Alternative zur toleranzbezogenen Positionierung des Interfaces ein plétzlicher Anstieg im
hyperbolischen Modellfehler pro Dreieck zur Festsetzung von hyperbolischem und ellipti-
schem Teilgebiet herangezogen (Abschn. 12.2). Alle Dreiecke, die einen erhéhten Beitrag
zum hyperbolischen Modellfehler liefern wiirden, werden als zum elliptischen Rechengebiet
gehorig markiert.

Die markierten Dreiecke kénnen in mehrere Zusammenhangskomponenten zerfallen, welche
jeweils einen gesonderten Aufruf von PLTMG erfordern. Thre Anzahl stellt der Algorith-
mus in Abschnitt 12.4.1 fest. Da die Markierung von Zusammenhangskomponenten ohne
Verbindung zum Rand auf Ungenauigkeiten in der groben Lésung beruhen, werden diese
entfernt. Sofern eine Iteration zwischen den Teilgebieten vermieden werden soll, werden
die einzelnen Randstiicke des resultierenden Interfaces auf ihre Orientierung zum Wind
iiberpriift und das elliptische Rechengebiet u. U. erweitert (Abschn. 12.4.2). Eine abschlie-
Bende Routine in Abschnitt 12.4.3 glittet das Interface. Die entwickelten Algorithmen
sind unabhéngig von dem Vorgehen in der vorangegangenen Markierung und lassen sich
mit kleinen angegebenen Verdnderungen auch auf interne Grenzschichten anwenden. Die
Verwendung der letzten beiden Routinen ist unabhéngig voneinander.

In zwei Raumdimensionen werden Aufwand und Rechenzeit fiir das heterogene Verfahren
in Vergleich zu einer adaptiven homogenen Losung gestellt (Testbeispiel 1 aus Abschnitt
13.2 und Testbeispiel 2 aus Abschnitt 13.4). Das heterogene Losungsverfahren schneidet
besser ab als ein adaptives Losen des homogenen Modells, wenn die Gitterverfeinerung der
homogenen Lésung nicht nur lokal im Bereich der Grenzschicht stattfindet. Eine kostenin-
tensive Positionierung des Interfaces, wie beispielsweise im Zuge eines Bisektionsverfahrens
in einer Raumdimension, lasst die Konkurrenz mit einem adaptiven Léser nicht mehr zu.
Wendet man den Blick auf zeitabhéingige Konvektions-Diffusions-Gleichungen mit weiter-
hin stationdren Grenzschichten, so kann die Korrektur des Interfaceverlaufs hier auf meh-
rere Zeitschritte verteilt werden (Abschn. 13.5). Bei weiterhin stationérer Interface-Lage,
wie sie im Falle von am Rand gelegenen Grenzschichten anzunehmen ist, wird hier nach an-



10 Einleitung

fanglicher Interface-Positionierung der Vorteil einer Gebietszerlegung in jedem Zeitschritt
genutzt.

Teil IV enthélt ein Verzeichnis der wichtigsten verwendeten Symbole und die Ergebnisse
der numerischen Rechnung in tabellarischer Form.
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1 Das eindimensionale Konvektions-Diffusions-Modell.

Wir untersuchen das Zusammenspiel von Interface-Stelle und Modellfehler am Beispiel der
konvektionsdominierten Diffusionsgleichung. Hierbei ist die Konvektion sehr viel grofier als
die Diffusion, deren Einfluss nur im Bereich schmaler Grenzschichten eine bestimmende
Rolle spielt. Da wir uns zunéchst auf am Rand gelegene Grenzschichten konzentrieren,
wéahlen wir Dirichlet-Rénder und halten das Vorzeichen der Konvektion konstant.

1.1 Das homogene Modell.

Die Konvektions-Diffusions-Gleichung hat die Gestalt

—ev" + b +av = finQ=(01), (1.1a)
v(0) = 0, (1.1b)
v(l) = k. (1.1c)

Hierin sei die Diffusionskonstante ¢ > 0 und k£ € R der Wert der Losung v (beispielsweise
einer Konzentration) am Ausflussrand. Die Konvektion b € H'(Q2), die Quelle a, € L*()
und die rechte Seite f € L2(f2) seien skalare reellwertige Funktionen mit

1
—55’ +a,>0in Q. (1.2)

Wir setzen ein positives Vorzeichen der Konvektion voraus, b(t) > 0 fiir alle ¢ € Q, der
Informationsfluss verlaufe also von links nach rechts.

Fiir die numerische Untersuchung in einer Raumdimension sei b(¢) = 1 und wir unterschei-

den Modell A ohne Quellterm (a, = 0) von Modell B (a, # 0).

1.2 Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen L6sung des homogenen
Modells.

Ohne Einschriankung sei k = 0. Die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung des
homogenen Modells folgt aus dem Satz von Lax-Milgram, denn die zugehorige Bilinearform

F:H} Q) x HY} Q) — R, (1.3)
(v,w) — F(v,w) ::s/v'w'+/bv'w+/aqvw
Q Q Q

ist stetig. Unter der Voraussetzung (1.2) ist F' auch koerziv auf H¢(Q).

1.3 Der ambivalente Charakter des konvektionsdominierten Modells.

Die nachfolgenden Untersuchungen gelten fiir 0 < € < 1, d.h. in den Modellgleichungen
ist die Konvektion die beherrschende Grofle. Bei den zugehorigen Losungen tritt in bei-
den Féllen, Modell A und B, eine sog. Grenzschicht (Layer) auf, d.h. ein in Abbildung
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1 am rechten Rand gelegenes Teilgebiet, in welchem die Lsung vom Diffusionsterm be-
einflusst wird, wihrend sie auflerhalb dieses Bereichs mafigeblich vom Konvektionsterm
bestimmt wird. Durch Taylor-Entwicklung der Lésungen sieht man, dass die Breite dieser
Grenzschicht von der Ordnung O(|eIn(e)|) ist.

Modell A: Homogene Loesung (v) und Loesung des reduzierten Problems (u,) Modell B: Homogene Loesung (v) und Loesung des reduzierten Problems (u,)

£=0.03
f=0.5

041

k=0

T
—u,
— v

3

o
=

Abbildung 1: Die Losungen von homogenem und reduziertem Modell liegen in einem grofien
Teil des Gebietes dicht beieinander.

Dieses Verhalten motiviert den Versuch, die urspriingliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung auflerhalb der Grenzschicht durch eine Differentialgleichung erster Ordnung, die
sog. reduzierte Gleichung ohne Diffusionsterm zu ersetzen. Fiir das so geschaffene kiinstli-
che Interface ¢ mit 0 < ¢ < 1 muss dann eine neue Randbedingung fiir die Differentialglei-
chung zweiter Ordnung formuliert werden. In [14] haben F. Gastaldi und A. Quarteroni
gezeigt, dass bei der Wahl der Interface-Bedingung zwei Mo6glichkeiten bestehen: entweder
wird die Stetigkeit des Flusses am Interface erhalten, oder aber die Stetigkeit der Losung
selbst.

1.4 Das heterogene Modell.

Entsprechend den Beobachtungen in 1.3 wird das Rechengebiet 2 = (0,1) unterteilt in
das konvektionsdominierte Teilgebiet Q2 := (0, c) und das diffusionsdominierte Teilgebiet
Qe := (¢, 1). Nach Streichen des Diffusionsterms in €2}, lautet das heterogene Modell

bup, +aqup, = f in Qp, (1.4a)

—eul) +bul, +aque =f inQe, (1.4b)
un(0) =0, (1.4c)

ue(l) =k. (1.4d)

Am Interface ¢ = ¢ fehlt nun eine Randbedingung fiir die elliptische Differentialgleichung.
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Als neue Interface-Bedingung kann die Stetigkeit des Flusses

—eul, + bue = buy, in t = ¢, (1.4e)
oder aber die Stetigkeit der Losung selbst gewihlt werden,

ue(c) = up(c). (1.4f)

Die Wahl zwischen den beiden Interface-Bedingungen folgt der Préferenzsetzung des An-
wenders.

1.5 Der Modellfehler.

Beim Losen des heterogenen Modells anstelle des urspriinglichen homogenen entsteht ein
Modellfehler M F'. Der Begriff Modellfehler meint iiblicherweise die Abweichung des ma-
thematischen Modells von der Realitéit, in dieser Arbeit wird er jedoch fiir die Energienorm
der Differenz der Losungen von heterogenem und homogenem Modell verwendet. Fiir b = 1
betrachten wir zunéchst die Differenz selbst,

v—up in|0,c)
EMF = .
v—u inlc1]

Bei Modell A und konstanter rechter Seite f nimmt die Fehlerfunktion ep;p im Fall der
Interface-Bedingung (1.4f) ein eindeutiges Maximum an der Interface-Stelle ¢t = ¢ an,

e/t — 1
I?G%X\eMF! = lemr(c)| = |f - k’M'

Insbesondere erkennt man, dass die Differenz fiir f = k verschwindet, anstelle der homo-
genen Differentialgleichung kann also im gesamten Gebiet das reduzierte Problem gelGst
werden.

Modell A: Homogene (v) und heterogene (u) Loesung
T T T T T

T T T T . .
M lel
u +_Interface

04+ Interface B 0.009

Modell A: Betrag der Fehlerfunktion
T T T T T

£=0.03
0.008 f=0.5
K=t

o
w
&

=0.03
=0.5
=0

=

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

L L L L L L L L L o L L L L L L . L L
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1 0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1
t t

Abbildung 2: Homogene und heterogene Lésung von Modell A im Vergleich (links). Der
Graph der Fehlerfunktion hat ein Maximum an der Interface-Stelle (rechts).
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Im Modell B verschwindet die Differenz fiir den trivialen Fall f = k£ = 0.
Modell B: Homogene (v) und heterogene (u) Loesung Betrag der Fehlerfunktion
035 T T T T T 0012 T T T T T T T T T
—V lel
-_u + Interface
+ Interface
0.3F —
0011 =003
£=0.03 aq:l
ag=1 =05
L q 4
0.25 =05 k=0
k=0 0.008
0.2~ b
0.006 [ 1
0.15- 1
0.004 - 5
0.1
005 0.0021
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 3: Homogene und heterogene Losung von Modell B im Vergleich (links). Der
Graph der Fehlerfunktion hat ein Maximum an der Interface-Stelle.

Allerdings muss in diesem Fall das Maximum von e nicht an der Interface-Stelle ange-
nommen werden, bei groen Werten von a, iiberwiegt die Abweichung im hyperbolischen
Gebiet.

Modell B: Homogene (v) und heterogene (u) Loesung 5% 10 Betrag der Fehlerfunktion
0.1 - : . ; : . . . . T T T T T T T T T
lel
+ _Interface
009 1 451
£20.03
a5

0.08F — 4 ar =05 7

— k=0

+ _Interface

007 4 351 4

£=0.03

a=5

r a B 3+ 4

008 =0.5

k=0
005 4 251 4
004 2F 4
003 150 4
002 1k ]
0011 05 i

. . . . . . . . . 0 I . . . . . . . .
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1

Abbildung 4: Das Maximum an
lokales Maximum.

der Interface-Stelle ist in Modell B in der Regel nur ein

Die heterogene Losung u ist im Falle der Interface-Bedingung (1.4f) am Interface ¢ nicht
stetig differenzierbar, im Falle der Stetigkeit des Flusses (1.4e) weist die heterogene Lsung
u i.a. am Interface sogar einen Sprung auf.
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Modell A: Homogene (v) und heterogene (u) Loesung Modell A: Betrag der Fehlerfunktion
T T T T T T T T T T

T T T 0015 T T
- x lel
-_ + Interface
0.4r + Interface -

£=0.03
0351 =05
k=0

0151 1 0.005

L L L L L L L L L o L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t t

Abbildung 5: Bei Flusserhalt am Interface ist die heterogene Losung i. a. nicht stetig.

1.6 Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung des heterogenen
Modells.

O.E. sei £ = 0. Man erhélt das heterogene Modell, indem man zunéchst das homogene
Modell getrennt fiir beide Teilgebiete ansetzt. Die Diffusionskonstante € auf €2, wird dabei
umbenannt in €. Aus dem Abgleich mit der schwachen Formulierung des urspriinglichen
Modells und unter Beriicksichtigung von ¢ = ¢ ergibt sich die Forderung (1.5e) nach der
Stetigkeit der Losung am kiinstlichen Rand ¢. Ebenso ergibt sich die Forderung nach der
Stetigkeit des Flusses, welche entweder direkt (1.5f) oder nach Abdivision der Diffusions-
konstanten ¢ = £ formuliert werden kann (1.5g). Die Losung dieses aufgespaltenen Systems

u:{ up, in [0, ¢)

ue in [c, 1]

erhilt den Index & zur Kennzeichnung der Zugehorigkeit zur entsprechenden Diffusions-
konstanten auf €2,. Fiir € = ¢ stimmt uz mit v, der Losung des Ausgangssystems, iiberein.

—Euj & + bujp £ + agup g = f auf 2y, (1.5a)
—eug s+ bug s + aques = f auf (U, (1.5b)
upz(0) 0, (1.5¢)
ues(l) = 0, (1.5d)
upg(c) = ues(c), (1.5¢)
upe(c) = euy (o), (1.5f)
bzw.
upe(c) = ugs(c) (1.5g)

Das System (1.5a) — (1.5e) mit (1.5f) besitzt die geschlossene Variationsformulierung

1 1 1 1
/ azuzw' +/ buzw +/ Aqusw = / fw Yw e Hy(9Q),
0 0 0 0
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mit

S € in Qp

7l ein Q.
da sich die Randterme der partiellen Integration bei ¢ = ¢ auftheben. Sobald ¢ # £ gilt
dies nicht mehr fiir das System mit Interface-Bedingung (1.5g), es gibt in diesem Fall also
keine globale schwache Formulierung.
Unter den Voraussetzungen (1.2), b € H(2), a, € L*(Q) und f € L*(Q) besitzt das
System (1.5a) — (1.5e) mit (1.5f) bzw. (1.5g) fiir jedes € > 0 eindeutige Losungen uj s €
H(Qp) und ue e € H(Qe). Das folgende Lemma aus [14] untersucht das Verhalten dieser
Losungen bei verschwindendem Diffusionskoeffizienten & auf €2y,.

Satz 1.1 (F. Gastaldi, A. Qarteroni in [14]) Firé — 0 gilt

N . L?(2,)  bei Formulierung (1.5f),
Bhe = Un 0 H'Y(Q.) bei Formulierung (1.5g),

Ue s — ue in HY().

Die Grenzfunktionen up und u. erfillen die Gleichungen (1.4a) — (1.4d) und zusdtzlich
die Interface-Bedingung (1.4e) bei Formulierung (1.5f) oder aber (1.4f) bei Formulierung
(1.5g). Dabei geht allerdings im Fall (1.5a) — (1.5e) mit (1.5g) die Stetigkeit des Flusses bei
t = ¢ verloren, im Fall (1.5a) — (1.5e) mit (1.5f) die Stetigkeit der Lisung u am Interface
selbst.

Beweisskizze. In beiden Féllen, (1.4e) wie (1.4f), kann zunéchst die Existenz einer Kon-
stanten C' > 0 gezeigt werden mit

uellrz@) < C, (1.6a)
e cllmr) <C, (1.6b)
IVeu), £l r20,) < C- (1.6¢)

Nun erhélt man im Fall (1.5f) aus der globalen Variationsformulierung die Losung us €
H'(Q). Da folglich die rechte Seite der zugehorigen Gleichung

—azuf = f — bul — aqus

aus L?(€) ist, ist azu’ selbst in H1(£2), ebenso ®z := azu’—buz. Aus den oberen Schranken
(1.6a) — (1.6¢) folgt die Beschrinktheit des Flusses im Approximationsproblem,

[Pzl 1) < C.

Man erhélt (evtl. nach Auslosen einer Teilfolge, welche hier keine neue Bezeichnung trégt)
die Konvergenz von

upe —up in L2(Qy), (1.7a)

Uz — ue in HY(Q), (1.7b)
d: —d in HYQ), (1.7¢)
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gufp - — 0 in L*(Qy). (1.7d)

)

Wegen (1.7a) — (1.7¢) kann man in der Variationsformulierung € — 0 gehen lassen, woraus
die Gleichungen (1.4a) — (1.4b) auf den Teilgebieten folgen. Als Grenzfunktion fiir den
Fluss ergibt sich

o —buy, auf €,
| eul —bue auf Q.

woraus die Interface-Bedingung folgt. Die Konvergenz von uy, ¢ gegen uy, gilt nur in L2(2,).
Dennoch existiert der Wert u;,(0) in Gleichung (1.4c) und stimmt mit up, #(0) iiberein, da
die L?>-Norm der Ableitung u), - in einer rechten Umgebung von 0 beschrénkt ist.

Im Fall (1.5f) kénnen zusétzlich zu (1.6a) — (1.6¢) die Schranken

une(c)] < C, (1.8a)
ug ()] <C, (1.8b)
luncllar, < C. (1.8¢)

nachgewiesen werden. Die beiden Teillssungen konvergieren also schwach in der H'-Norm
auf den Teilgebieten, die Konvergenz am Rand gilt punktweise. Somit kann in (1.5a) —
(1.5e) und (1.5g) der Grenziibergang vollzogen werden.

Bemerkung zur Lage des hyperbolischen Gebietes. Ist das Vorzeichen der Konvek-
tion negativ, so tritt die Grenzschicht am linken Rand auf und das hyperbolische Rechen-
gebiet muss nun rechts vom elliptischen liegen.

In [14] wurde zwar gezeigt, dass unter etwas stirkeren Voraussetzungen an die Daten ei-
ne Konvergenz in der H'-Norm bestehen bleibt, wenn die Rolle von hyperbolischem und
elliptischem Gebiet vertauscht wird, also, im Bereich der Grenzschicht die hyperbolische
Gleichung und auflerhalb die elliptische Gleichung gel6st wird. Dazu muss im Approxima-
tionsproblem fiir die hyperbolische Lésung am Rand die Dirichlet- durch eine homogene
Neumann-Bedingung ersetzt werden. Am Interface selbst kann neben der Stetigkeit der
Losung entweder die Stetigkeit des Flusses oder der ersten Ableitung gefordert werden.

In beiden Fallen ist die heterogene Grenzfunktion stetig am Interface, wodurch das hyper-
bolische Anfangswertproblem schon eindeutig bestimmt ist. Am linken Rand ¢ = 0 darf
also keine weitere Dirichlet-Bedingung vorgeschrieben werden, weshalb die heterogene L 6-
sung hier i. a. erheblich von der homogenen Lésung abweicht. Dieser Ansatz schadet somit
nicht nur der numerischen Effizienz, sondern auch dem optischen Ergebnis der Losungs-
approximation.



1.6 Existenz und Eindeutigkeit einer

schwachen Losung des heterogenen Modells.

Homogene (v) und heterogene (u) Loesung
T T T T T

Homogene (v) und heterogene (u) Loesung
T T T T T

0.5 T T T T 05 T T T T
0451 045
04l 04
£=0.03 £=0.03
b=1 b=-1
035 a,=0 4 035 3,0 4
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Abbildung 6: Bei Vertauschung von elliptischem und hyperbolischem Gebiet weicht die
heterogene Losung erheblich von der homogenen Loésung ab. Im linken Bild wurde im
Approximationsproblem zusitzlich zur CY-Stetigkeit am Interface auch die C'-Stetigkeit
gefordert, im rechten Bild die Stetigkeit des Flusses.
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2 Das zweidimensionale Konvektions-Diffusions-Modell.

2.1 Das homogene Modell.

Sei Q ein beschrianktes Gebiet im R? mit Lipschitz-Rand 92 und &uferer Einheitsnor-
male n (s. Abbildung in Abschnitt 3). Die Teilmengen I'y und I'p von 92 bilden eine
Partition des Randes. Sei ¢ > 0 die Diffusionskonstante und f € L?(Q2), ¢p € H%(I‘D)

und oy € H _%(FN) seien gegebene Funktionen der rechten Seiten. Das Konvektions-
Diffusions-Modell

—cAv+div(bv) +agv=f inQ, (2.1a)
v= ¢p aufp, (2.1b)

0
58_7: = oy aufl'y, (2.1c)

besitzt eine eindeutige Losung v € H'(£2) unter den Voraussetzungen

ag € L°(Q) und b = (by,by)" € (WL(Q))°, (2.2)
1

§div(b(:z:)) + aq(z) > po > 0 fiir fast alle x € Q und (2.3)
b(x) -n(x) > 0 fir fast alle z € T'y. (2.4)

2.2 Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen L6sung des homogenen
Modells.

Zunéchst fithren wir die dem obigen Problem entsprechende Bilinearform F ein,
F:HY(Q) x H(Q) — R, (2.5)
(v,w) +— Fv,w) = / eVoVw +/ div(bv)w + / agvw.

Q

Q Q

Der Raum HA(Q) := {w € HY(Q),w|r, = ¢p} ist ein abgeschlossener Teilraum von
H1(Q) und somit selbst ein Hilbert-Raum.

Gesucht ist nun ein v € H}(£2), so dass

Yw € HLH(Q): .7-"(11,1)—71}):/Qf(fu—w)+/F on (v —w).

Die Bilinearform F ist stetig, denn fiir alle v,w € H'(Q) gibt es ein C' > 0, so dass

Flow) < e / Vo[Vl + [div(e)] e / wlfwl + 3 10l o / Vol
Q @ i=1,2 @
Hlagl e /Q o]
< Clllgrollwll g )
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wobei

v
V| == 91 .
P

Aus der Stetigkeit des Spuroperators folgt die Stetigkeit der rechten Seite der Variations-
formulierung, denn fiir alle w € H'(£) ist

/wa—i-/FNﬂPNw

IN

[f 2@ llwllz2 @) + HWNHH*%(FN)HU}”H%(FN)

IN

C (I lze + lenll -3 o) ol -

AuBerdem ist F koerziv auf der (algebraischen) Differenz H} — H}, denn

Fo—w,v—w) = a/SZV(v—w)~V(v—w)—|—/ﬂb-((v—w)V(v—w))
+/Qdiv(b)(v—w)2+/gaq(v—w)2

1 . 9
= E/QV(v—w)~V(v—w)—|—/Q(§dlv(b)+aq)(v—w)
1

+—/ (v—w)?b-n
2 Jry

elv —wlip ) + pollv — w72

v

> min{e, po}|[v — w”%{l(g)-

Nach dem Satz von Lax-Milgram folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Losung u €
HE(Q).

Bemerkung zur Koerzivitdtsbedingung. Das unterschiedliche Vorzeichen der Kon-
vektion in der Koerzivitdtsbedingung im ein- bzw. zweidimensionalen Fall resultiert aus
der unterschiedlichen Formulierung der Konvektion im Modell. Im zweidimensionalen Mo-
dell steht der Konvektionsterm b selbst mit in der Ableitung, weshalb zum Erhalt einer
schwachen Formulierung partiell integriert wird.

In einer Raumdimension kann im Koerzivitdtsnachweis wegen der Dirichlet-Randdaten die
H'-Norm durch die H'-Seminorm abgeschiitzt werden. In zwei Raumdimensionen muss
zum Nachweis der Koerzivitdt durch die Konstante pg ein echter Abstand zur 0 geschaffen
werden.

Im einer Dimension gilt die stetige Einbettung von H'(Q2) c C°(Q). Die Funktion v €
H1(Q) nimmt auf dem Kompaktum © einen Maximalwert an, weshalb sich die auftretenden
Produkte in F'(v,v) durch Herausziehen der Supremumsnorm iiber 2 nach oben abschétzen
lassen. Fiir die Integrierbarkeit dieser Produkte in zwei Raumdimensionen muss explizit
vorausgesetzt werden, dass a, und die auftretenden Ableitungen von b in L*°(Q) sind.
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2.3 Der ambivalente Charakter des konvektionsdominierten Modells.
Fiir ¢ < [|b]| (@) dominiert der Einfluss der Konvektion auf die homogene Losung. Der

Diffusionsterm macht sich wiederum nur in einem Teilgebiet Q. C €2, der Grenzschicht,
bemerkbar. Im Beispiel wurde auf Q = [1,2] x [1,2] das homogene Modell

—0.01-Av+ﬁ—|—v: 5 in €,

83:1
v= 20 firz e dQ und z1 =1,
v= 40 firxz €9, r1 =2 und x5 > 1.5,
v= 15 firxz € 9Q, 1 =2 und x5 < 1.5,
0
ea_v = 0, firaxedundxzs =1 oder x9 =2,
n

gelost. Man erkennt deutlich die am rechten Rand gelegene Grenzschicht, welche aufgrund
der abschnittsweise definierten Funktion der Dirichlet-Bedingung jedoch unterschiedlich
stark ausgeprégt ist. Das rechte Bild zeigt im Vergleich dazu die Losung der reduzierten
Gleichung

au@—l—ue: 5 in €,
8901
ue = 20 firz € 9Q und z1 =1,
0
6aue: 0 firx e dQ und z9 =1 oder a5 = 2,
n

welche iiber weite Teile des Gebietes mit der homogenen Lsung iibereinstimmt.

20
19
18
17
16
15
14
13
12
1

16 17 18 19 2

Abbildung 7: Die Losungen von homogenem (links) und reduziertem (rechts) Modell stim-
men in einem groflen Teil des Gebietes iiberein.
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2.4 Das heterogene Modell.

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit duBlerer Einheitsnormale n. Wir partitionieren
in die offenen Teilmengen Q;, und Q. mit Q; N Q. = O und Q2 U Q. = Q. Die zugehdrigen
Randstiicke

I =00NnoQ,;, firi=h,e
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seien Lipschitz-stetig und stiickweise O, das Interface

Ty =00, \T) =00 \T, €O

Fiir die Teilmenge I';, p von I', gelte

Inp={xel}y: (b -n)(z) <0} (2.6)

Seien I'. p und I'c n Teilmeng_en von I';, offen bzgl. der Relativtopologie auf I'c, mit I'c p N
Fey=0und T, p UL,y =T.. Weiterhin sei fiir i = h,e

YiD =®D und

I'ip

Yi,N = ‘~PN|F1,7N-

Im heterogenen Modell wird nun auf € die um den Diffusionsterm reduzierte Gleichung
angesetzt, welche dadurch hyperbolischen Charakter erhélt, wihrend auf €2, die urspriing-
liche Gleichung gel6st wird.

div(bup) + agup, = f  in Qp, (2.7a)
—eAu + div(bue) + ague = f in Q, (2.7b)
up = @npp auf 'y p, (2.7¢)
Ue = @ep auflep, (2.7d)
Oue
€ 82; = @en aufl'en. (2.7¢)

Zur Kopplung von hyperbolischem und elliptischem Problem fehlen noch Bedingungen am
Interface. Dieses wird durch die Einheitsnormale n* auf I'y in Richtung €2 unterteilt in

I‘éc” = {xely: (b-n")(z) >0},
F‘]’c”t = {zely: (b-n")(z) <0} und
0 ._ Tin | | Tout
ry = 1\ (TP uTy).

Die Interface-Bedingungen riihren wiederum aus einem Grenzprozess her, bei der die Dif-
fusionskonstante auf €, gegen 0 geht. Daraus erhélt man

b-n*up = —63%2 +b-n*u, auf I'y, (2.71)

up = Ue auf F;Ut. (2.7g)

Aquivalent kann man auch formulieren

b-n*up = —63%2 +b-n*u. auf I’jc" uTo, (2.7h)
0= —agxi auf T, (2.71)

up, = Ue auf I“}”t. (2.75)
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2.5 Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung des heterogenen
Modells.

Folgende Voraussetzungen werden an die gegebenen Daten gestellt,

e > 0 sei konstant, (2.8)
q € LOO(Q)vf < LQ(Q)7 (29>
be (WL(9)? mit (2.10)
b(z) - n(x) > 0 fiir fast alle x € T'e vy und x € T'p, n (2.11)
1
gdiv(b(:z:)) + aq(z) > po > 0 fiir fast alle x € €, (2.12)
1 . 1
¢p € H™2(082), wobei ¢pl|r, , € H2 ([ p) und ¢plr, , € Li(Th.p), (2.13)
1
YN € Hﬁé(ﬁﬂ), wobei @N‘F_ v € Hio (T w) fur i = h,e. (2.14)

Die aus [15] stammende Existenzaussage lautet iibertragen auf inhomogene Neumann-
Randdaten:

Satz 2.1 Unter den Voraussetzungen (2.8) — (2.14) besitzt das heterogene Modell eine
etndeutige Lisung

_f un € LA()
T ue € HY(Q)

welche

(a) die Gleichung (2.7a) auf Qy, in distributionellem Sinn erfillt,
(b) die Gleichung (2.7b) auf Q. in distributionellem Sinn erfiillt,
(c¢) die Randbedingung (2.7c) auf I'y p fast sicher erfiillt,
(

(d) die Randbedingung (2.7d) erfillt in H%(I’&D),

1 /
(e) die Randbedingung (2.7e) erfillt in [HOQO(I},N)} ,

1 ) /
(f) die Interface-Bedingung (2.7h) erfullt in [HOQO(I’?” U I’(})] ,

1 /
(g) die Interface-Bedingung (2.71) erfiillt in |:H020(F?Ut):| ’

h) die Interface-Bedingung (2.7j) auf T'9“ fast sicher erfiillt.
f

Beweisskizze. Die Existenz einer Losung des heterogenen Modells erh&lt man &dhnlich
zum eindimensionalen Fall durch Einfithren der Diffusion

~_J gauf
€= ¢ auf Q.

)
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und dem anschlieBenden Grenziibergang € — 0 auf €2, wobei im Approximationsproblem
auf dem Interface sowohl der Fluss als die Losung selbst stetig seien. Im Unterschied zum
eindimensionalen Fall wird zusétzlich der Quellterm durch eine approximierende Folge
agz € C®(Q) mit a,z—a, in L®(Q) geglittet. Man erhilt wiederum obere Schranken

luellz2) < C,
IVEVun £l 120,
Vel 220

fiir eine Konstante C' > 0, woraus die schwache Konvergenz des Flusses

buy, auf €,

.19
—eVue + bue auf €, in Ly ()

(I)g - = {
und der Losungen

Up, g —  Uup in LQ(Qh),
Uez — U in Hl(Qe),

)

EVup: — 0in L3(Qy),

folgt. Die Grenzfunktionen erfiillen die Gleichungen (2.7a) — (2.7f). Zum Nachweis von
Gleichung (2.7g) muss zusétzlich die hohere Regularitét der auftretenden Terme nachge-
wiesen werden (azVuz € H L'im Inneren von ). Weiterhin die schwache Konvergenz

buhf — buh in Lgiv(Ql),

wobei Q' eine offene Teilmenge von €, ist mit Q' N (I', U I’_zc”) = (). Damit erhélt man
zunéchst

1 /
b-n*up =b-n*ue in [HOQO(F‘}M)] ,

woraus Bedingung (2.7g) folgt.

Anpassen des Beweises aus [15]. Der Beweis von Satz 2.1 fiir homogene Neumann-
Randdaten stammt von F. Gastaldi, A. Quarteroni und G. Sacchi Landriani aus dem Jahr
1990. Tabelle 1 erklért den Zusammenhang zwischen den verwendeten Variablen.

Im Unterschied zu [15] ist keine Funktionenfolge zur Glattung des Diffusionskoeffizienten
notwendig, da der Diffusionskoeffizient auf €2, konstant, also von vornherein glatt ist. Wir
setzen

ae — & auf Qp,
| eauf Q.
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Bezeichnung hier | Bezeichnung in [15]

€ v

Qg b(]
T T
Thn T UTY
Ten riye
Tep ry
szn Fout
1“(} Ty
Fc])cut Tin
D ¢

Up u

Ue w

3 3

Tabelle 1: Liste sich entsprechender Bezeichnungen hier und in [15].

Aufgrund der inhomogenen Neumann-Randdaten miissen folgende geringe Anderungen
am Beweis aus [15] vorgenommen werden:

(a) Gleichung (5.6) aus [15] wird erweitert,

/Q(CLgVUg - bug)-V(u5—v)+/

A agzus(us — v) + / b n|usz(uz —v)

IV,

= /Qf(ug—v)—/Fth'mPD,é(Ué—U)+/FE’N90N(“5_U)'

(b) In Lemma 5.1 aus [15] muss Gleichung (5.13) abgeéndert werden in

1

/
—& an’ = YN n |:H020(F67N):| .

Dies hat keine Anderungen am Beweis von Lemma 5.1 zur Folge.

(c) Im Beweis von Theorem 5.3 aus [15] folgt die Stetigkeit der rechten Seite aus

/fw—/ b-ntpD,gw—/ ONW
Q Fh,D Fe,N

< fllez@llwlirz@) + llepellza, pyllwlze, ») + ||90N||H_%(F6N)||w||

1
H2(Te n)
< (W12 + lenllgrnon + lowll 4., ) Il

<0l ey < Cllwllen .
e,N

H3(00)
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(d) Im Beweis von Lemma 5.5 aus [15] zwischen (5.21) und (5.22) wird die linke Seite
der Gleichung um + [}, NUT v e, N (us — vz) ergénzt.

Bei Gleichung (5.22) erweitert man den Ausdruck auf der rechten Seite um die Terme

1 2 2 2
+ EHSD&NHLQ(F@N) + 25”u675||L2(Fe,N) + 25”1}‘;”[/2([16’]\[)

1 2 2 2
+ EHS%NHLQ(U,N) + 25||“h,5”L2(1‘h,N) + 25”U€HL2(rh,N)

Die Abschétzungen des Lemmas 5.5 ergeben sich aus

[vell z2r, ) < l[vellz2an) < oz ) < Cllvell i) < CM.

HE (59

(zur zweiten Ungleichung siehe [17], S.240) und
e lZaqe, vy < Clluzls oy = € (IlueliZaqay + 1Vun 2oV + ueelaqa,y)

Diese Ausdriicke werden mit den Termen auf der linken Seite verarbeitet. Aquivalente
Vorgehensweise fiir I';, x und uy, z.

(e) Beweis von Proposition 5.9: Im Unterschied zum Modell aus [15] ist dpas = 0 und
hierfiir ist keine Gldttung notwendig.
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3 Tabellarischer Vergleich der heterogenen Modelle ...

1d: Q= (0,1) c R! 2d: Q C R? beschriinktes Gebiet mit
Lipschitz-stetigem Rand 0Q € C1:!
\ oy
Mo rn
—=
Qh nt T Qe
-
-
Qh rf Qe % [‘fout
| | |
| [ | Mo Mep
Stetige Losung Stetiger Fluss Stetiger Fluss, stetige Losung auf T'3*
buy, + agur, = f inQ div(bup) + aqup, = f in Qp
—eul +bu, +ague =[f inQ, —eAu, + div(bue) + ague = f in Q.
un(0) =0 up = ¢np aufl'yp
ue(1) =k Ue = @ep auflep
Oue
ele = we,n auf'en
on
ue(c) = un(c) —eul, + bue = buy, b-n*up, = —EgZi +b-n*u. auf 'y
beit =c¢ up, = Ue auf F?c“t
b e HYQ) b e Wi
a, € L*Q) ag € L™(Q)
foe L*Q) foe L*Q)
op € H™7(09) mit
¢plr., € H?(Tep)und ¢plr, , € L(Th p)
1
oy € H™2(00) mit gy|. € HE ()
1, ) 1. .
—§b +aq>01in Q §dlv(b)+aq2,uo>01nﬂ
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... und ihrer Approximationsmodelle.

Approximation durch Diffusionskonstante € > 0 auf Q:

~ I i
*5uha+buhe+aquh5:f

—eul) ~—|—bueE + Qqlez

auf Qh
auf Q.

—EAup s + diV(buh_’g) +agzupe = fin Qp
div(—eVue s + bue g) + agstie s = f in Q.
_Oup &

on
_Oup = . 1 !
1> ane = @h,N 1N [HOO(thN):|
Ue,g = Pe,p,e auf I'e p

3ue : 1 !
Ut i [0

1 ’
+b- NUpe = b- NYh,D,E in {H()Q()(Fh,D)}

mit

gz € C™(Q),aq:a in L=(Q)

1 1
§div(b(x)) + agz(x) > SHo fiir alle x €

¢p, € CF(09), ¢peln | — wep in H?(T.p)

¢pelr, , = #np in Li(Thp)

am Interface t = c:

am Interface I'f:

SIS
o= 0
my oy

Uh,e

Oup, £
g

b-
On* + n* Up, g

Konvergenz fiir € — 0:

Up,e — Up in Hl(Qh

R Up,z

Ues — Ue In H (Qe ue in HY(
€

~ —\
Ue,s

d: ~din H

— up in LQ(Q}L)

Q)
1(Q

)

Uh,& —  Up n LQ(Q}L)
- w in HY(Q.)
— ®in L3, (D)

Ue, g

E
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3 Tabellarischer Vergleich der heterogenen Modelle.




Teil 11

Numerik in einer Raumdimension.
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4 TUberblick iiber die drei verschiedenen Ansitze.

Bei der numerischen Betrachtung beschrénken wir uns auf den Fall b(¢) = 1 und folglich
aq > 0. Entsprechend ist fiir ein Teilgebiet A von Q die Energienorm || - || g definiert durch

%
lellz(a) = <e/(e')2 +/ (Zq62> fiir e € H'(A).
A A

Fiir e € Hj(A) gilt [, e =0, weshalb

2
||€||E(A) = F‘H&(A)XHé(A)(ea e).

Bei Betrachtung diskreter Losungen auf dem Gitter 7, einer Partition von A in Intervalle
T, verwenden wir die Norm

1
2
I ey (a) == (Z - ||J2E(T)> :

TeT

Ist A =, so schreiben wir auch kiirzer || - [|p) = || - [| &, bzw. || - £, ) = || - | B

Vorgegeben ist eine vom Benutzer definierte Gesamttoleranz T'O L, mit welcher die exakte
Losung v des homogenen Problems approximiert werden soll. Der Algorithmus gibt als
Naherung fiir die homogene Losung v eine diskrete Losung w4, des heterogenen Problems
zuriick, wobei n die Anzahl der zur Approximation der heterogenen Losung verwendeten
Gitterpunkte bezeichnet. Die zu priifende Forderung ist also

HU - anHET < TOLG'. (4.1)

Die Differenz zwischen v und 4, beinhaltet den Modellfehler M F und den Diskretisie-
rungsfehler DF', wobei sich der Modellfehler wiederum aus hyperbolischem und ellipti-
schem Anteil zusammensetzt. Der hyperbolische Anteil M F}, entsteht durch Streichen des
Diffusionsterms auf €2, der elliptische Anteil M F, durch den in den Gleichungen fiir wu,
verfélschten linken Randwert uy,(c) anstelle von v(c).

Wir ersetzen (4.1) durch

lo—inlZ, = o= unldg, + 0 = denlZ,

IN

~ 2
v — UhH%E(Qh) + ([lv = well pa) + lue = tenl By 0))
MEF}? + (MF? + DF?) < TOLg, (4.2)

oder aber strenger durch

[v = tnlle; < flv=ule+llv—dnler

= lo—unld g,y + o = el + e = il

— /MF2+ MF?+ DF <TOLg, (4.3)
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wobei

{ uy, auf €,
u =

ue auf €,

die exakte Losung des heterogenen Problems ist. Da weder diese, noch die exakte Losung v
des homogenen Problems bekannt ist, werden die Terme in (4.3) bzw. (4.2) entweder durch
a posteriori Fehlerschitzer nach oben beschriankt (so z.B. DF durch DF n und M F' durch
MF N in Ansatz 1 mit N < n Anzahl der Grobgitterpunkte), oder aber durch entspre-
chende Ausdriicke diskreter Losungen approximiert (z.B. M F; durch MF N flir i = e h
in Ansatz 2). Voraussetzung fiir die Ersetzung des Modellfehlers durch eine Approxima-
tion auf einem groben Gitter ist, dass der Modellfehler auf dem Grobgitter zumindest in
fiihrender Ordnung wiedergegeben wird. Dies ist gleichbedeutend mit der Konvergenz von
Impy_ oo ]\ﬁN = MF, die fir N > Npgcer gegeben ist (s. 7.2).

Wir nehmen an, dass der heterogene Losungsanteil uy, auf £, als analytischer Ausdruck ge-
geben ist, sodass hier kein Diskretisierungsfehler anfillt. Die vom Algorithmus iiberpriifte
Forderung orientiert sich an (4.3) und lautet

— 9 — 9 —
\/MFh,N + MFe,N + DFe,n < TOLg, (4.4)

wobei die Subskripte N < n einen Hinweis auf die Anzahl der Diskretisierungspunkte und
somit auf die Giite der Naherungen an die wirklichen Fehler geben sollen.

Ziel von Ansatz 1 und Ansatz 2 ist es, die zu einer vorgegebenen Toleranz TOL yrr ge-
horende Interface-Stelle épsp mit ]\ﬁN(éMp) = TOLpr zu bestimmen. Das Ziel von
Ansatz 3 ist ehrgeiziger. Hier wird versucht, die kostengiinstigste Interface-Position zu be-
stimmen, also diejenige Interface-Position ¢, bei der am wenigsten Gitterpunkte notwendig
sind, damit der Diskretisierungsfehler die Resttoleranz TOLg — MF ~(c) unterschreitet.

1

—— DF fuer N, Gitterpunkie
DF fuer N, Gitterpunkte

0.9F —

MF,

- MF
TOLG

+ Grenzschichtbeginn
ausgewaehltes Interface

08

0.7k

0.6

05

absolute Fehler

04

03

0.2F

Resttoleranz
01p

! L L L L L )
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Position des Interfaces

Abbildung 8: Verlauf der Fehlerschétzer fiir Modellfehler und Diskretisierungsfehler auf
Qe = (¢, 1) in Abhéngigkeit von der Interface-Position c. Zusétzlich ist fiir eine ausgewihlte
Interface-Stelle die Resttoleranz eingetragen. Um die einzelnen Fehleranteile gut erkennen
zu kénnen, wurde ¢ in Modell A sehr grofl gewahlt (¢ = 0.5).
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Zur Unterscheidung der einzelnen heterogenen Lésungen wird fiir diese im Folgenden das
zusétzliche Subskript ¢ zur Kennzeichnung der zugehorigen Interface-Stelle eingefiihrt: w,.
ist die exakte Losung des heterogenen Systems mit Interface-Stelle 0 < ¢ < 1.

In allen drei Ansétzen wird 2 = (0,1) zunéichst mit einem groben Diskretisierungsgitter
iiberzogen. Die Verteilung der N + 1 Grobgitterpunkte {¢¢,...,tx} ist hierbei dquidistant,
da wir keine Kenntnis tiber den qualitativen Losungsverlauf voraussetzen. Die Wahl der
zur Diskretisierung verwendeten Formfunktionen bestimmt die Ordnung des resultierenden
Diskretisierungsfehlers.

Ansatz 1.

Mit Hilfe des Newton-Relaxations-Verfahrens wird ¢/ als Néherung an den Schnittpunkt
¢y von M F y(c) mit dem benutzerdefinierten Anteil TOLy;p an der Gesamttoleranz er-
mittelt. Dabei ist MF ~n(c) fiir 0 < ¢ < 1 eine a posteriori Schétzung des Modellfehlers,
die an den Stiitzstellen der Newton-Iteration ausgewertet wird. Fiir jede Auswertung an
einer Stiitzstelle ¢; muss zuvor die diskrete heterogene Losung e n., auf Q. = (cx, 1)
berechnet werden, weshalb die Kosten der (k + 1)-ten Newton-Iteration von der Ord-
nung O((1 — ¢x)(N + 1)) sind. Nach Abbruch der Newton-Iteration und Festsetzen des in
der letzten Iteration ermittelten c-Wertes als engiiltige Interface-Position ¢, wird das
Grobgitter im elliptischen Rechengebiet solange weiter verfeinert, bis der dortige Diskre-
tisierungsfehler die Resttoleranz unterschreitet, also DF <TOLg — MFn(¢ymF).

Vorteile:

en;CMF

— Im Unterschied zu Ansatz 2 und 3 ist eine Diskretisierung nur auf dem Teilgebiet 2,
notwendig und nicht auf ganz Q.

— Der tatséchliche Modellfehler M F' liegt unter der Schétzung MF , die vom Benutzer
definierte Toleranz T OL j;r wird also — bei hinreichend kleiner Toleranz der Newton-
Iteration — nicht iiberschritten.

Nachteile:

— Die Uberschiitzung des tatséchlichen Modellfehlers M F(c) durch den Fehlerschétzer
MF ~(c) verschiebt die Position des Interfaces zu weit in das Teilgebiet mit hyperbo-
lischem Charakter. Dadurch wird die Rentabilitéit der heterogenen Gebietszerlegung
beeintrichtigt.

— Den Anteil von TOLyrp an TOLg legt der Benutzer fest. Bei seiner Wahl von
0 < kpyrp < 1 mit TOLyp = kT OLg darf er weder zu vorsichtig sein, da das
elliptische Rechengebiet sonst sehr grofl wird, noch darf er zu forsch sein und durch
eine zu geringe Resttoleranz den Loser zu einer starken Verfeinerung auf dem ellip-
tischen Gebiet zwingen (vgl. auch das in Abbildung 8 dargestellte Zusammenspiel
der Fehleranteile!). A priori Uberlegungen kénnen in einfachen Fillen einen Hinweis
auf die optimale, also aufwandsminimierende Aufteilung der Gesamttoleranz liefern,
i.a. ist das optimale Verhéltnis von TOL s zu TOLg allerdings nicht bekannt.
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Ansatz 2.

Auf dem Grobgitter wird 0y, die numerische Lésung des homogenen Systems, berechnet
(Kosten O(N + 1)). Ohne Berechnung einer heterogenen Loésung @ .. ist der Wert des
Modellfehlers bereits an zwei Interface-Stellen bekannt:

MF(0) = o,
MF(1) = oo,

wobei in Ansatz 2 der Wert M F(1) durch MF (1) = ||on —up||E, < oo ersetzt wird. Eine
Naherung ¢psr an die Schnittstelle ¢y p von MF ~n(¢) mit TOLpp wird durch Bisektion
ermittelt, ausgehend vom Startintervall [Lg, Rg] = [0, 1]. Da zu jedem Intervallmittelpunkt
¢; der Wert der Modellfehlerapproximation und deswegen die heterogene Losung e n.c;
zum Interface ¢; berechnet werden muss, sind die Kosten in jeder Bisektionsschleife von
der Ordnung O ((1 — ¢;)(IN 4+ 1)). (Wahlweise kann T'OL ysr feiner unterteilt und die be-
schriebene Bisektion sukzessive fiir jeden Anteil durchgefiihrt werden.) AnschlieBend wird

das Gitter auf . so lange weiter verfeinert, bis Forderung (4.4) erfiillt ist.

Vorteile:

— Der approximative Verlauf von MF N Uber ¢ stimmt mit dem tatséchlichen Verlauf
des Modellfehlers besser iiberein als die a posteriori Schétzung aus Ansatz 1. Somit
wird auch der Schnittpunkt cj;p des Modellfehlers mit TOL s besser approximiert.

Nachteile:

— Da MF N nur eine Approximation an M F ist, kann nicht sichergestellt werden, dass
der tatséchliche Modellfehler den approximativen Wert nicht iiberschreitet. In diesem
Fall wire auch die Gesamttoleranz iiberschritten.

— Der Anteil von TOL j;rp an TOLg wird vom Benutzer definiert, s. Ansatz 1.

Ansatz 3.

Auf diesem Grobgitter berechnet man zunéchst v (Kosten O(N +1)), sowie @, fiir ein
Startinterface co (Kosten O((1—co)(N +1))). Der Diskretisierungsfehler auf €2, ist propor-
tional zu der den Formfunktionen entsprechenden Potenz der groben Gitterweite Ty = %
Dies gilt bei fester Interface-Position auch fiir die a posteriori Schétzung DF e,N- Verfiigt
man also fiir die Interface-Stelle ¢g iiber eine Schitzung l/)f\fje,N;CO > |tese — Te,Niell B (920)5
so kann dieses Ergebnis auf jede andere Schrittweite T),, = 1ch0 in Q¢ = (cp, 1) iibertragen
werden. Da der a posteriori Schétzer DF die Losung ue.. beinhaltet, gilt die direkte Pro-
portionalitit fiir ¢ # c¢g nur noch anndhernd. Sie erlaubt aber eine ungefihre Voraussage
von DF en:c fiir beliebige Interface-Position c.

Bei Kenntnis von uj;, hat man schon eine Approximation an den hyperbolischen Modell-
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fehler fiir jedes Interface ¢, das mit einem Grobgitterpunkt ¢; zusammenfallt,

J—1
/\2 ko .o .
MFh7N(t_]) = Z ||UN - uh‘|2E((tiyti+1)) fur 0 S ] S N
=0

Sofern T'O L nicht unsachgeméf grofl gewéhlt wurde, kann hieraus cp,y, bestimmt werden
als derjenige Grobgitterpunkt, bei dem der hyperbolische Modellfehler die Gesamttoleranz
erstmals iiberschreitet,

Chyp = min{c|c € {t;}1<i<n und MEy(c) > TOLg}.

Angenommen, M Fj, und M F, stehen in einem Zusammenhang, der a priori bekannt ist
und auch fiir die Approximationen gilt, so kann man von M F'j, 5 auf M F y riickschlieen

und kennt auch den Verlauf von MF ~. Ubrig bleibt ein Optimierungsproblem:

Finde ¢ = copt € (0, cpyp), welches unter Einhalten der Bedingung

— 2 — 2 —
\/(MFh,N(Copt)) + <MF6,N(Copt)> + DFe,n;copt <TOLg

den Diskretisierungsaufwand n fiir {2, minimiert.

Vorteile:

— Im Unterschied zu Ansatz 1 und 2 wird diesmal aus einer Startposition cg direkt die
kostengiinstigste Position des Interfaces ermittelt. Ein Iterationsprozess zum Auffin-
den dieser Interface-Stelle entfallt.

Nachteile:

— Voraussetzung fiir Ansatz 3 ist die Kenntnis des qualitativen Verlaufs des Verhilt-
nisses M F}, zu M F, iiber c. Dies gelang fiir Modell A, fiir Modell B konnten keine
allgemeingiiltigen Aussagen getroffen werden.

— Der Modellfehler wird approximiert und nicht nach oben abgeschétzt. Dadurch und
durch eine falsche Annahme iiber den Zusammenhang von M Fj, und MF, (sofern
dieser Wert an der ermittelten optimalen Stelle nicht noch einmal extra approximiert
wird), kann es zu einer Unterschétzung des tatséchlichen Modellfehlers kommen, s.
Ansatz 2.
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5 A posteriori Schitzung des Diskretisierungsfehlers.

Sei u, € H'(€2,) die elliptische Teillosung des heterogenen Modells fiir festes Interface c,

—eup +u, +ague = fin Q.= (¢ 1),
ue(c) = up(c),
ue(l) = k,

wobei a; = 0 (Modell A) oder a; > 0 (Modell B) beliebig. Sie kann zunéchst aufgespalten
werden in v, = U, + g mit dem linearen Bestandteil g € H'(£,),
t—1 c—1
e
c—1 c—1’

9(t) = un(c)

welcher die inhomogenen Randbedingungen erfiillt, und U, € H&(Qe), das die Variations-
formulierung

1 1 1 1
8/ Uéw'—i—/ Uéw—i—/ aqer:/ fw (5.1)

fiir alle w € H}(Q) 16st, wobei f € L*(Q.) definiert ist durch

~ dg
f:f_a_aqg-

Auf Q. liege ein Gitter 7 = {¢; }o<i<n vor mit ¢ = tg < t; < ... < t, = 1, den Schrittweiten
T; == t; —t;—1 und der maximalen Schrittweite T}, := maxj<;<,{T;}. Sei S! der von den
linearen Formfunktionen ¢; aufgespannte Vektorraum mit ¢ =1,...,n — 1 und

%i(t — tifl) fir t € [tifl,ti]
pi(t): = gt — 1) fir ¢ € [t ]

0 sonst

Anstelle von U, wird (7@ € S! berechnet, wobei Ue die Losung des endlichdimensionalen
Problems

1 1 1 1
8/ Uéw/—i—/ Uéw+/ aqer:/ fw
(& (& (& (&

fiir alle w € S sei. Dabei entsteht der Diskretisierungsfehler
|ue — ﬂeH?ET(Qe) = ||Ue — UeHJQET(Qe) = Fe(Ue — Uea Ue — Ue)

mit F, := F| HY(Q0)x HE(2.)- Unter Beriicksichtigung der Galerkin-Orthogonalitét folgt

[ue = tellpr@) < sup  Fe(Ue —Ue,w) =  sup  Fe(Ue — Ue,w — Tw),
wEHé(Qe) wEHé(Qe)
vl g(oe)=1t vl g(oe)=1t
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wobei Jw € S! das Bild von w unter dem Interpolationsoperator

I:H}(Q) — S,
n—1

W Iw:Zw(ti)cpi,

i=1
sei. Nun gilt

A~

1 1 1
Fo(Ue —Ugyw — Tw) = /6Ué(w—lw)/+/ Ué(w—lw)—i—/ aqUe(w — Tw)

3 [ (€Ot~ w4 0l — Fw) + 0yt — 1)
=1 i

ti—1
1 N n t; . . .
— / flw— Tw) — Z/ (U + U! + a,U.) (w — Tw)
¢ i=1 Yti-1
=Y UL (w - Tw)];_,
i=1

— /cl Flw — Iw) —é/%i (U + agUe)(w — Tw)

ti—1

< Y N = UL = agUellzzqy oy llw = Twll 2y 00y
-1
1 1
n _ R R 2 n 2
< (Z If = Ue— aqUe”%Q((ti_l,ti))> <Z lw — IwH%Q((ti_hti)))
i=1 =1

1
n 2
= (Z If — g — aq@e||%2((t“,ti))> [w = Tw| £2((c,1))-
=1

Bei der Abschitzung von ||w —Twl|z2((,_, 1)) setzen wir zur Vereinfachung w := w—Iw. Es
gilt w € HE((ti—1,t;)). Da HY((ti—1,t;)) der Abschluss von C§°((t;—1,t;)) in der H'-Norm
ist, existiert eine Folge {wy}n, C C§°([ti—1,t:]) mit wy(ti—1) = wp(t;) = 0 fiir alle n und
lw —wnll g — 0. Fiir t € (¢;-1,t;) folgt

ol = | el

. 1/2
It —t; 1|2 </t (wg(s))2d3>

1—1

" 1/2
[t —tia|'/? </t (WZ(S))ZdS> :

7—1

IN

IN
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und daraus

ti t; ti 1
| nppars [ - ( / ,1<w;<s>>2ds) dt = 300 = 102Nl By

Beim Grenziibergang n — oo erhilt man

1
wllz2(tior b)) < ﬁTi\\w/\\L2((ti_1,ti))7

und damit
1 /
||w — Iw”LQ((ti,l,ti)) < %Tzn(w - Iw) ||L2((ti71,t¢))
1
< Eﬂllwlllm((tifl,ti))
1
S -

TZ . ) -
NGE lwll Bt 1)

Die mittlere Ungleichung ergab sich aus der Uberlegung
b "2 fwlt) —w(tion)

[ wenp = [ - )

ti—1 ti—1 Tl

e (w(t) —w(ti))?
= / (w')? — T !

ti—1

/ t_"1<w'>2.

IN

Fir Q. folgt nun
N 1/2
lw = Twllpz ey = (Z I~ fw”iw—htwo
=1

. 1/2
<2—€ ZTiQIIUf”%((t,-_l,ti))>
i=1

T, T,
< max max

= \/% ||w||E(Qe) = \/% :

Das Zusammenfassen der Ergebnisse liefert die a posteriori Schitzung

IN

2

i T - i A
Hue - U’EHET S \;;i; (Z Hf - u,e - a’queH%Q((ti_hti)))
=1
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Qualitative Untersuchung des Fehlerschétzers fiir Modell A.

Im numerischen Experiment sieht man, dass der Diskretisierungsfehler durch die a po-

steriori Schiitzung iiberschiitzt wird. Die Uberschitzung des Fehlers ist unabhingig von

der rechten Seite f der Differentialgleichung, aber abhingig von dem Verhéltnis Tya. /€.

Dem Ergebnis der Untersuchung entsprechend wird der Fehlerschétzer mit dem Faktor
1

skalpp = 57 skaliert.

Modell A,f=1 Modell A,f=e"
T T

T T T T
— zu wirklichem D i ] — 2u wirklichem Di

Abbildung 9: Der Fehlerschétzer iiberschétzt den tatséchlichen Diskretisierungsfehler.

Beachte: Die Uberschitzung spielt im Vergleich von homogener zu heterogener Rechnung
keine Rolle, da jeweils der gleiche Schitzer verwendet wird.
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6 Ansatz 1: A posteriori Fehlerschitzung und Newton-Ver-
fahren.

Fiir die Entwicklung eines geeigneten Schiétzers des Modellfehlers untersuchen wir zunéchst
die Regularitét der Losungen.

6.1 Regularisierung der schwachen Lésungen.

Wir definieren ¢ € C°°(2) durch ¢(t) := kt. Dann erfiillt die homogene Losung v € H'(£2)
mit

—ev" + v +a = fauf Q= (0,1)
die Randbedingung

v = ¢ auf 0.

Da e konstant ist, folgt aus

—ev’ = f—v' —a € LA(Q)

sofort v € H?(€)). GemiiB den Einbettungssiitzen von Sobolev (s. beispielsweise [2]) kann
v eindeutig mit einer Funktion aus C1(€) identifiziert werden. Die Stetigkeit des Einbet-
tungsoperators H?(2) — C1(Q) und die aus der Regularitiitstheorie bekannten Resultate
(s. beispielsweise [16])

C (I ez + llellmr@y) »
C (ol 2 + £ l2@) + el m2@)) »

[Vl <
vl g2 <

ergeben die Abschitzung

lolleray < C(Ifll2@ + lellm@) -

Es sei u die Lésung des heterogenen Modells und H}' () := {w € H'(Q4): w(0) = 0}.
Aus uf = f — aqup, € L*(Q,) und uy,(0) = 0 folgt uy, € HE Q).
Definiere H} () := {w € H' () : w(c) = up(c),w(1) = 0} als Losungsraum des ellipti-
schen Anteils der heterogenen Losung u.. Fiir ¢ € C*°(Q,) mit

t-1) . (-0
D" p*

p(t) =

erhilt man analog zur Vorgehensweise beim homogenen Modell u, € H2(Q.) C C1(€).

Fordern wir im heterogenen Modell Stetigkeit der Lésung am Interface ¢, so ist u € C9(Q).
Insgesamt gilt also fiir die heterogene Losung u bei Stetigkeit am Interface v € H'(Q) N
C1(€.). Bei Flusserhalt am Interface hat die Losung u in der Regel einen Sprung am
Interface und wir erhalten u € H} (Q5) N C(,).
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6.2 A posteriori Schitzung des Modellfehlers.

Wir beschrinken die Fehlerschitzung auf den Fall (1.4f) der Stetigkeit am Interface. Fiir
die Fehlerfunktion

. | emrn=v—uy auf [0,c)
ME = eMre =0 — ue auf [c, 1]

gilt nach Abschnitt 6.1 somit ey p € HE(Q).

Der Modellfehler setzt sich zusammen aus hyperbolischem und elliptischem Anteil, also
aus der Energienorm der Fehlerfunktion ejrpy auf €, und epp e auf €.,

c c 1 1
learr|l% = € /O (hrmn)? + /0 P P / (chrme)® + / auCirre.

c c

Wegen

c 1 1 c 1 1 c
/ / 2 2 /
/ 6J\JF,heMFJH'/ EMFeCMFe = |:56MF,h:| + |:56MF,e:| —/ EMFREMF,h
0 c 0 c 0

1
/ —
—/ CMF,eCMFe = 0
C

kann dieser Ausdruck zum Quadrat des Modellfehlers addiert werden,

c 1

leatelly = leasrlfs + [ empertrn+ [ ehapoenre
0 c

und es folgt

HeMFH?E = F(emr,emr).

Sofern |learr|lg # 0, ist

F(emr,emr)
levrle

:F(eMF,eMiF) < sup F(eyp,w). (6.1)
lerrlle weHY(Q)(2)
[lwllg=1

levrlle =

Die einzelnen Variationsformulierungen fiir die homogene Lésung v und die heterogenen
Teillosungen uy, und u. ergeben zusammengefasst

c 1 1 1
/ / / / /
F(GMF,U)) = 5/ eMF,hwh+€/ BMF,ewe+/ eMFw+/ CLquF’U)
0 c 0 0

1 1 1 c 1 c
= e/ v’ —|—/ v'w —i—/ aqvw — 5/ u%w;1 - 6/ ué é—/ u;lwh
0 0 0 0 c 0

1 c 1
- / uLwe — / aqupwy, — / aquewe + eul(c)we(c) — eul,(c)we(c)
c 0 c

- /01 fu— /Olfw—a/ocuzwmau;(c)we(c)

— (- /0 (- agun)w, + ul(cwe(c).
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Hierbei steht ul(c) fiir den rechtsseitigen Grenzwert der auf €2, stetigen Ableitung,

uL(c) = 1;{161 ul(t).

Aus

|€/Oc(f—aquh)w§1| < Vellf = aqunll 2, VEllwhllLe @, < VeI — aqunll L2, lwnll 2@y)s
und

1
|eue (c)we(c)] = !€U'e(0)/ we| < Velue(©)V1 = cllwell pe.),

[

wie auch

leue (c)we ()] = [eug (c)wn(c)| = Iwé(C)/0 wh| < Velue(e) Vellwnll py),
folgt

Flenr,w) < Ve(llf — aqunllrz(,) + min{ve, V1 — cHug (o)) wlle.

Andererseits kann man auch die Differenz beibehalten,
Flemr,w) < Velug(e) = f+ aquhHLQ(Qh)HwhHE(Qh)-
Insgesamt folgt also mit (6.1)

(If = aqunllr2(q,) +min{yv/e, V1 = c}Hue(c)]),

6.2
() = f + agunll2ay)- (6:2)

learrlle < MF(c) == \/Emin{

6.3 Qualitative Diskussion der Fehlerschranken fiir Modell A mit kon-
stanter rechter Seite.

Zur Abkiirzung setzen wir —% < z:= %1 < 0. Bei konstanter rechter Seite f und k£ = 0
betrigt der Modellfehler

1
e? (e_E — ez>

lemrlle = |f] 01— e ( : )

e e —1
Das Verhéltnis zu der oberen Schranke

Ve (Ifllz2(0,) +min{v/e, V1 — ctlug(c)]) =
|flve <\/5z + 14+ min{vez +1,vV—ez}|1 + L|> (6.3)

g(er — 1)
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bzw.

o 1
Vallui(e) = Fllizn) = 1fl——y/=+ (6.4)

demonstriert die nachfolgende Grafik.

Modell A, e=1e-2, =1 Modell A, & =1e-2, f=t+1

0.1
1k

0.05-
05f H

0 bmemmm—— T T L . T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 (] 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 10: Beide Versionen des Fehlerschiitzers zeigen eine deutliche Uberschiitzung
des tatsdchlichen Modellfehlers fiir f = 1 (links). Im rechten Bild ist der entsprechende
Verlauf fiir f = ¢4 1 dargestellt.

Uber einen groBen Teil von € ist (6.4) die schirfere Abschitzung. Erst im Bereich der
Grenzschicht ist (6.3) effizienter.

Geht die Lage des Interfaces ¢ gegen 0, so wird das heterogene Modell wieder zum ur-
spriinglichen homogenen: Qj = (), Q. = Q und v — v. Damit gilt fiir die Fehlerfunktion

eMF(t) = eMF,e(t) =0,

und folglich verschwindet auch der Modellfehler fiir ¢ — 0 (Beachte: €}, (t) bleibt fiir
¢ — 0 beschrénkt, somit gilt ||eyrrpl|E — 0).

Dies trifft fiir ¢ — 0 auch fiir die oberen Schranken (6.3) und (6.4) zu, wobei (6.3) dieses
Grenzverhalten jedoch erst im letzten Moment zeigt und dann sehr steil auf 0 abféllt.
Betrachtet man das Verhéltnis der oberen Schranken zum tatséchlichen Fehler, so sieht
man, dass in diesem Bereich (6.4) die effizientere Fehlerschranke ist. Im Spezialfall der
konstanten rechten Seite sieht man direkt

(6.4)

e? (z + %) <67§ — 1)
lim — ) = lim :
clo lemrlle =121\ (1—e2) (e‘E _ ez)

=1.
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X107 Modell A, e=1e-2, f=1

Modell A, e=1e-2, f=1
T

T T
[ Verhaeltnis Schaetzer (6.4) /

Schaetzer (6.4) || 10151
— Schaetzer (6.3)
2r 1011
ir 7 1005
0 L L L L 1 L L L L
0 0.2 0.4 06 08 1 ) 02 0.4 06 08 1
) 2 =
Interfaceposition x 10 Interfaceposition x10

Abbildung 11: Das Verhalten der Fehlerschitzer fiir ¢ — 0. Das rechte Bild zeigt das
Verhéltnis von (6.4) zu |eyr| g fir ¢ — 0.

Der Grenzfall fiir ¢ — 1 ist das hyperbolische Transportmodell. Hierbei geht der Modell-
fehler ||easrr||E gegen unendlich, was auch auf beide Schétzer zutrifft. Im Spezialfall der

konstanten rechten Seite verhilt sich die Differenz zwischen den beiden Schétzern, (6.4) —
(c—1)/e

e(ecfl)/eil ’

ist (6.3) bei hoheren Toleranzen vorzuziehen. Es 1d8t sich direkt nachrechnen:

(6.3), fiir c — 1 asymptotisch wie € — geht also ebenfalls gegen unendlich. Somit

63  VE(VETTHvEE (14 ) ) Vs ey 1 - e

lim = =1.
Il |lenmrllE -1
e“le ¢ —e*
Modell A, e=1e-2, f=1 Modell A, e=1e-2, =1
100 T T T T T T T T T 15 T T T T |
Schaetzer (6.4) [[— Verhaeltnis Schaetzer (6.3) /

90
80t
701
601
50
a0
30t

20

0 L 0 L L L L L L L L L
095 0955 096 0965 097 0975 098 0985 099 0995 1 095 0955 096 0965 097 0975 098 0985 099 0995 1

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 12: Das Verhalten der Fehlerschitzer fiir ¢ — 1. Das rechte Bild zeigt das
Verhéltnis von (6.3) zu |eyr| g fir ¢ — 1.
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Bei Auswahl des jeweils besseren Schiétzers ergibt sich folgendes Verhiltnis zum tatséch-
lichen Modellfehler:

Modell A, e=1e-2, f=1

Modell A, f=1

T T T T T T T T T
[— Verhaeltnis Schaetzer zu ] 18

— maximale Fehlerueberschaetzung

. . . . . . . . . . . . .
[¢] 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.005 0.01 0.015 0.02
Interfaceposition

L
0.025 0.03
€

Abbildung 13: Das Verhiltnis von Schétzer zu Fehler bei Auswahl des jeweils kleineren

Schitzers (links). Der maximale Wert der Uberschiitzung steigt mit sinkendem Wert von
e (rechts).

Man erkennt ein Maximum der Fehleriiberschéitzung beim Wechsel von (6.4) zu (6.3), des-
sen Grofe leider von e abhiingt, der Fehlerschétzer ist also nicht robust. Die Uberschiitzung
ist allerdings unabéngig von der rechten Seite f.

Denselben qualitativen Verlauf der Fehleriiberschétzung erhélt man bei Modell B fiir kon-
stante rechte Seite.

Modell B, e=1e-2, a=1, f=1 Modell B, e=1e-2, a,=1, f=1

: T T T
— MF [[— Verhaeltnis Schaetzer zu ]
Schaetzer (6.4)
09F | — Schaetzer (6.3)
+_Beginn der Grenzschicht

08

0.7

0.6

05f

04f

0.3

02t H

01f j— 2r
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 0 01 02 03 04
Interfaceposition

1 . . . .
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Interfaceposition

Abbildung 14: Modellfehler und Fehlerschiitzer in Modell B fiir f(¢t) = 1 (links) und das
Verhiltnis von Schéitzer zu Fehler bei Auswahl des jeweils kleineren Schétzers (rechts).
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Modell B, a;=1, f=1

—— maximale

L L L L L
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
€

Abbildung 15: Auch in Modell B steigt der maximale Wert der Uberschétzung mit sin-

kendem Wert von €.
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6.4 Auffinden der Interface-Stelle.

Gesucht ist ein Punkt
éyr € Qmit MF(¢pp) = TOLyp. (6.5)

Der Gleichung (6.5) geniigen die Nullstellen der Funktion

N:(0,1) — R
¢ = N(o)= (MF(c))? ~TOL%p

Dabei wird der Ausdruck u,(c) in der a posteriori Abschétzung (6.2) durch !, y..(c), eine
Naherung an die Ableitung der diskreten Losung, ersetzt, wobei der Index N ‘die Anzahl
der Punkte auf dem zugehérigen Grobgitter wiedergibt und der Index ¢ die Lage des
Interfaces. Folglich ist jede Auswertung von N teuer, da jeweils die diskrete heterogene
Loésung e, n.c(t) berechnet werden muss. Dies ist mit einem Aufwand von der Ordnung
O((1 — ¢)(N 4 1)) verbunden, da nur ein Teil der insgesamt N + 1 auf Q &dquidistanten
Gitterpunkte in €2, liegt. Das Ziel ist also, die Nullstelle ¢ moglichst genau mit moglichst
wenigen Auswertungen von N zu bestimmen, weshalb sich das Bisektionsverfahren als
ungeeignet erwies. Die Wahl fiel auf das

Newton-Relaxations-Verfahren.

Der Graph von ]\ﬁ(c) zeigt einen Knick beim Wechsel von (6.4) zu (6.3), also eine Un-
stetigkeit der ersten Ableitung, die dem Newton-Verfahren Schwierigkeiten bereitet. In 6.3
haben wir fiir konstante rechte Seite f gesehen, dass (6.3) nur in Néhe der Grenzschicht
die schérfere Schéatzung liefert. Da jedoch innerhalb der Grenzschicht die Schnittpunkte
der Schétzer mit einer zur Abszisse parallelen Geraden dicht beieinander liegen, liegt es
nahe, sich bei der Nullstellensuche auf den Zweig des Fehlerschitzers zu beschrinken, der
zu Ausdruck (6.4) fithrte. Dies gilt sinngeméfl auch fiir beliebige rechte Seiten, wie die
folgenden Bilder zeigen.

Modell A, € =1e-2, f=e' Modell A, € =1e-2, f=t*
T T T T T T T

05F H 05F
04 g 04l

0.3 1 0.3

0.2 \ 1 0.2

0.1 1 0.1 \ H

0 . . . 0
0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [ 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 16: Die Knickstelle im Graph des Fehlerschétzers liegt im Bereich der Grenz-
schicht. (Bezeichnungen (6.4) und (6.3) sind sinngem#f zu verstehen).
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Somit ist

¢ = N©)i== [ (F(0) = (agun)t) ()Pt ~ TOLE
0

und das Newton-Relaxations-Verfahren lautet:

Setze k = 0 und wéhle einen Startwert co € (0,1).

ON
Lose a—(Ck)ACk = —N(cx),
c
und setze Cri1 = Ck — ApAck.
Falls |cg+1 — ck| < TOLNewton, setze Cprp = Cra-

Sonst setze k =k + 1 und

wiederhole ab zweiter Zeile.

Hierbei ist Ay € {1, %, i, -+ oy Amin} €in Dampfungsfaktor, welcher so gew#hlt wird, dass

der natiirliche Monotonietest fiir 1 — /2 erfiillt ist (s. [13], S. 98).

Trotz der Einschrinkung auf (6.4) ist eine globale Konvergenz des Verfahrens auf €2 nicht
gewihrleistet. Im Gegensatz zum streng monoton steigenden exakten Modellfehler M F(c),
zeigen die Bilder, dass MF (c) fiir allgemeine rechte Seite auBerhalb der Grenzschicht ein
lokales Maximum, gefolgt von einem lokalen Minimum, besitzt. Fiir den Erfolg des Newton-
Verfahrens muss der Startwert cg also bereits in Abhéngigkeit von der Lage der Nullstelle
¢y gewdhlt werden. Mit zunehmender Gréfle der Toleranz gibt es

— genau einen Schnittpunkt é;;p von MF (¢) mit TOLpp und zwar links der lokalen
Extrema. Dieser kann vom Newton-Verfahren ausgehend vom Startwert c¢g = 0 er-

mittelt werden. In der Praxis hat sich ¢q = \/EOJ}OO505 als kostensparender Startpunkt

fiir diesen Fall bewahrt.

— drei Schnittpunkte, wobei éjrr1 < lok. Maximum < éjrp2 < lok. Minimum < éprp3
gilt. Das Interesse gilt hierbei natiirlich ¢y/r3, der Startwert cq ist also rechts des
lokalen Maximums zu wihlen, beispielsweise ¢ = 1 + €1In(e).

— genau einen Schnittpunkt ésp rechts der lokalen Extrema. Ein geeigneter Startwert
ist wiederum ¢p = 1 + eln(e).

Ist die ungefdhre Lage des Schnittpunktes nicht bekannt, so sollte zuerst ein Startwert
in N&dhe der Grenzschicht ausprobiert werden und nur bei Divergenz oder Stagnation des
Newton-Verfahrens nach links ausgewichen werden.

Voraussetzung fiir den Erfolg des Newton-Verfahrens ist N'(c) € C'1(U) fiir eine Umgebung
U von épsp. Dies trifft zumindest beim Ersetzen der in N auftretenden Funktionen durch
entsprechende Diskretisierungen zu, vorausgesetzt, dass die Anzahl der Diskretisierungs-
intervalle konstant gehalten wird.
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Unter Voraussetzung der notwendigen Regularitdt berechnen wir

ON (e)
dc

= (/o) - <aquh>< ©) — o (0))?
+ 25 (1l0) (tee = [ 10~ (a0 ).

Die einzelnen Teile der Iterationsvorschrift wurden im Programm folgendermaflen umge-
setzt:

— Das Integral itber f. Ist die Stammfunktion von f nicht bekannt, so wird das Integral
fo ) dt mit Hilfe der numerischen Quadratur approximiert.

— Die Ableitung u..(c). Man beobachtet, dass aN( ) empfindlich von dem Wert u.,..(c)
abhéngt. Die Approximation des rechtsseitigen Grenzwerteb ug,..(c) durch den rechts—
seitigen Differenzenquotienten der diskreten Losung e, n;c

ﬂe,N;C(C + l) - @67]\/;0(0)
u,e;c(c) ~ NL

N

erwies sich im numerischen Experiment als ungeeignet und wurde ersetzt durch den
auf die Stelle ¢ extrapolierten Wert aller auf den einzelnen Gitterabschnitten auftre-
tenden Differenzenquotienten. Die jeweilige Auswirkung auf die Fehlerschitzer ist
abhéngig von der Anzahl der Diskretisierungspunkte.

¢ Modell A, e=le-2, f=t%, N=90, N =30
Modell A, e=1e-2, f=e’, N=60, NM‘HZZU min

T T T T T T
(Schaetzer _—dikrefisierter Schaetzer _)/Schaetzer
min min min

(Schaetzer, Schaetzer
min min

4)

—0.02 L L L L L L L L L -0.14k . . . . : . . . .
o o1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 0 01 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 17: Relative Abweichung des diskreten vom analytischen Fehlerschétzer
fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = e' (links) und f(t) = t? (rechts). Dabei
bezeichne Schaetzery,, die a posteriori Schéztung (6.2) und Schaetzer(6.4) der
Auswertung ihres im Fall f =1 der Formel (6.4) entsprechenden Zweiges.

— Die Ableitung von u,..(c) nach dem Parameter c. Hierbei muss beriicksichtigt werden,
dass in u,(t) die Variable ¢ schon durch Festlegung der Interface-Stelle als Parameter
vorhanden ist, u,(t) = ue,(t). Daraus folgt

5o (00 = w2 (0)+ (o)
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!/

wobei ’ wie gewohnt die Ableitung nach der Laufvariablen ¢ bezeichnet. Fiir eine

klassische Losung von (1.4b) kann die zweite Ableitung u;..(c) ersetzt werden durch

ul(0) = Ug,o(c) + (aq:e)(c) - f(c).

Sobald die diskrete heterogene Losung e n.. zu verschiedenen Interface-Positionen
¢ berechnet wurde, also ab der zweiten Newton-Iteration, ersetzt man die Ableitung
von uy,.(c) nach dem Parameter ¢ durch

< 0 , (t)) ~ u/e,N;calt(C) - u/e,N;c(C) .
t=c

—ul. R~
Oc ©° Calt — C

Der Wert uy, . (c) mufl dabei ebenfalls durch Interpolation ermittelt werden. Dieser

Beitrag zu uy,.(c) wird nur beriicksichtigt, falls die Anderung in ¢ nicht zu grof8 war.

Der Genauigkeitsanspruch TOL yewton an das Newton-Verfahren sollte sich an der Grofle
der Grenzschicht und somit an der Grofle von € orientieren. Hier wurde als absolute Tole-
ranz TOL Newton = % gesetzt, was fiir die Zahl der Grobgitterpunkte N +1 die Forderung
N > Npin = TOT o impliziert. Erfahrungsgeméf reichen bei geeignetem Startwert
drei Iterationen zum Erlangen der geforderten Genauigkeit aus. Eine Ausnahme bildet
der Fall der konstanten rechten Seite, in welchem mitunter mehr Iterationen nétig sind.
Das liegt an dem Verlauf der Funktion N (c), deren Graph in diesem Fall zunéchst nahezu
konstant ist, bevor er sehr steil nach oben abknickt. Hier sollte die Funktion A zuerst
einer Transformation unterworfen bzw. ¢ umskaliert werden.

Modell A=0.03, f=e', TOL _=0.05, k=0.9 Modell A0.03, f=', TOL _=0.05, k=0.9

*

T
TOL,,-
Modellfehlerschaet:
Modellfehlerschaetzer Slgn?meerl Cersc aetzer
Startwert ¢, s 3

Iterationen ¢, 1 5r + “we

TOL,-

*

Cur

0. 7 0. 7
Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 18: Der Verlauf der Newton-Iteration in ausgew#hlten Beispielen mit Startwert
co links bzw. rechts vom Knick. Weitere Bildbeispiele finden sich im Anhang.
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6.5 Voriiberlegungen zur aufwandminimierenden Position des Interfa-
ces.

Wir untersuchen Modell A mit konstanter rechter Seite f. Sei T' die Gitterweite des Dis-
kretisierungsgitters auf 2. und z := %1 Zur Berechnung des Diskretisierungsfehlers wird
diesmal ein a priori Schitzer verwendet,

. — T|f] z 1+e?
lue = el oy 0, = DF(2) < DF(2) == 5= (1 ~ E)\/ T (6.6)

Die Uberschiitzung des Fehlers %8 steigt linear mit —z, also bei wachsender Gréfie des
Diskretisierungsgebietes oder kleiner werdendem e. Nach einer Skalierung mit einem linear
von z abhingenden Faktor p(z)~! gibt DF den wirklichen Diskretisierungsfehler im Fall
der konstanten rechten Seite f sehr genau wieder.

Modell A e =1e-2,f=1
70

Modell A =le-2,f=1
T T

T T T T T
—_ tnis a priori Schaetzer zu wirklichem D ] 1.015

T T
rhaeltnis nach Skalierung

60

50

a0

30F

1.005
20

L L L L L L L L L L L
0 01 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Gitterweite Gitterweite

Abbildung 19: Verhéltnis von a priori Schéitzer zum Diskretisierungsfehler vor (links) und
nach (rechts) der Skalierung.

Zur Einhaltung der Forderung
MF(z) + DF(z) < TOLg (6.7)
sind zwei Groflen wihlbar: die Variable z (genauer die Interface-Stelle ¢) und 7', die Feinheit

der Diskretisierung. Mit

eZ

1—e?’

ergibt die Kombination von (6.6) und (6.7) aufgelost nach T°

B TOL¢ [ 1 & V21—
T-T(z)ﬁQe(T— Z+gl—ez>\/§_z 1+ezp(z).

Die Anzahl der notwendigen Diskretisierungspunkte in 2.,

MF(z) =|f| z—i—é

Q] —ez
A =10 = 10y

soll durch die heterogene Lésungsberechnung moéglichst klein ausfallen.
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Die Minimierungsaufgabe A(z) — min ist fiir 7'(z) > 0 gleichbedeutend mit der Nullstel-
T'(2)

lensuche von Ny(z) :==1— 2z 75y - Der Vorzeichenwechsel in

0A —eT + 2T

&(2) T2

von — zu + garantiert die Existenz eines Minimums.

Modell A, e=1e-2, =1, TOL, ,=0.02 Modell A, e=1e-2, f=1, TOL =0.02

T T T T
— Ableitung von A(z) nach z

300

T T T T
— sign(Ableitung von A(z))
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100+
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-100-

-200{
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Abbildung 20: Der Vorzeichenwechsel in der Ableitung des Aufwands nach z innerhalb von
) garantiert die Existenz einer optimalen Interface-Position.

Die Nullstelle von

No(z) =12 <(U_)/ L1 € . p(Z)’)

W) " V2-z 1-e® " p(2)

mit

TOLG 1 ¢
U= —\/zZ+ -
Ve

wird durch Bisektion genéhert. Die Bisektion verlduft hierbei tiber das Intervall [—1/e, 7],

wobei r, das grofite z ist, fiir das MF (z) < TOL¢ gilt und somit (v), also auch T'(z)
grofer 0 ist. Das Ergebnis in Abh#ngigkeit von € demonstrieren folgende Bilder.
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Modell A, f=1, TOLrel=0.02 Modell A, =1, TOLrel=0.02
T

T T T T
— Optimale Interfaceposition

-8.2 T T T T T T T T T o i i i i
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o8l Nullstelle ]

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 0.02 0 0.002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002
e B

Abbildung 21: Die Nullstelle von N (links) und die optimale Interface-Position (rechts) in
Abhé#ngigkeit von e.

Modell A, f=1, TOLrel=0.02 Modell A, f=1, TOLrel=0.02
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Abbildung 22: Die notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten bei optimaler Interface-
Lage (links) und der zugehorige Anteil des Modellfehlers an der Gesamttoleranz (rechts)
in Abhéngigkeit von e.

Fazit:

— Die Nullstelle von Ny dndert ihre Lage nur wenig mit . Das bedeutet nahezu linea-
re Abhéngigkeit der optimalen Interface-Position und der zugehdrigen Schrittweite
von &. Damit ist auch der Anteil xp/p von MF an der Gesamttoleranz T'O L fast
konstant.

— Die optimale Interface-Lage ist abhéingig vom Wert der rechten Seite f, das Verhélt-
nis M F'/TOL¢ jedoch nicht.

Fiir allgemeine rechte Seite f oder bei Ersetzen des a priori durch den a posteriori Schétzer
des Diskretisierungsfehlers werden die Gleichungen zu komplex, um auf ein optimales k j;p
schlieflen zu kénnen. In den Versuchen wurden jeweils verschiedene s ausprobiert.
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6.6 Numerische Ergebnisse.

Die Ergebnisse fiir Testbeispiele mit verschiedenen e-Werten und rechten Seiten von Modell
A und B finden sich im Anhang (Tabellen 9 — 12 und Abbildungen 84 — 87). Hierin wurde
Nhom = Nhom(T'OLye) — die notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten in Abhéngig-
keit der geforderten Genauigkeit bei homogener Rechnung und uniformer Verfeinerung —
in Vergleich gestellt zu count, der Summe aus count; und n, der Anzahl der Gitterpunkte
auf (2, zum Erreichen der Resttoleranz, ebenfalls bei uniformer Verfeinerung. In count;
wurden alle Anteile an Grobgitterpunkten addiert, die bei jeder heterogenen Losungsbe-
rechnung in der Newton-Iteration verwendet wurden.

Es ist wichtig, dem heterogenen Verfahren beide Groflen, N und T},4., vorzugeben. Die An-
zahl an Grobgitterpunkten N bestimmt die Genauigkeit der Approximation von ) N (0);
die maximale Schrittweite T}, garantiert, dass im Newton-Verfahren noch sinnvolle Wahl-
moglichkeiten bestehen. (Hier wurde TOL Newton = % und Trez = 0.5 % TOL Newton
gesetzt.) Die stérkere der beiden Forderungen bestimmt den Aufwand der Grobgitterdis-
kretisierung.

Der Modellfehlerschétzer hat in Abhéngigkeit von xp;p und TOLg ein bis drei Schnitt-
punkte mit TOLpsr, von denen jeweils einer in Abhéngigkeit von der Lage des Startpunk-
tes ¢o aufgefunden wird. Die Anzahl der Newton-Iterationen ist abhéngig vom Startwert.

Bei rechter Seite f(t) = 1 (s. Tabelle 9) wird das minimale n, also die minimale Anzahl
von Gitterpunkten bei der Nachverfeinerung auf €., fiir ein- und denselben Wert von ks p
angenommen. Die Unabhéngigkeit von e fiir diesen Fall entspricht den Ergebnissen der
a priori Uberlegungen in 6.5. Allerdings bleibt dieser Wert ohne Auswirkungen, da das
Gebiet €2, im Zuge der Interface-Suche schon feiner diskretisiert wurde, als zur Erreichung
der Gesamttoleranz notwendig gewesen wire.

Fazit:

— Das heterogene Verfahren lohnt sich erst fiir kleine Werte der Diffusion, ¢ < 0.01,
da ansonsten der Aufwand zur Interface-Positionierung iiberwiegt. Die geforderte
Toleranz wird sehr gut eingehalten.

— Gibt es mehrere Schnittpunkte des Modellfehlerschétzers MF mit TOL MFE, SO ist
es wichtig, dass das Newton-Verfahren durch Wahl eines geeigneten Startwertes den
Schnittpunkt in Ndhe der Grenzschicht findet. Ansonsten ist das heterogene Verfah-
ren unrentabel.

— Wird das Interface in Ndhe zur Grenzschicht positioniert, so ist die Effizienz des
Verfahrens weiterhin abhéngig von kjprp, sie iibertrifft jedoch fiir jede Wahl von
Kk die uniforme homogene Rechnung.
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7 Ansatz 2: Approximation auf Grobgitter, Bisektion.

Das Verfahren zur Approximation der geeigneten Interface-Stelle ¢ in Ansatz 1 litt an
der Uberschitzung des Modellfehlers M F(c) und der Abhingigkeit von der Wahl des
Startwertes im Newton-Verfahren. Bei einer falschen Startwertwahl musste das Newton-
Verfahren nicht konvergieren, oder aber die Interfacestelle wurde zu weit links gesetzt,
wodurch die Rentabilitdt der heterogenen Rechnung nicht zum Tragen kam.

Im neuen Ansatz wird der Modellfehler in Abhéngigkeit von der Interface-Position ¢ nicht
nach oben abgeschétzt, sondern durch Diskretisierung der Funktionen v und u zu aus-
gewahlten Interface-Positionen angenéhert. Die Diskretisierung erfolgt hierbei aus Kos-
tengriinden nur auf einem groben Gitter.

7.1 Genaue Beschreibung des neuen Algorithmus.

Bei der a posteriori Fehlerschétzung (6.2) liegt der tatsdchliche Modellfehler garantiert
unter dem geschétzten Wert. Dies muss nicht bei Approximation des Modellfehlers gelten.
Um eine gewisse Sicherheit bei der Einhaltung der Toleranz zu gewéhrleisten (s. 7.1.2),
wird der Modellfehler aufgespalten in

v —ucllp < |[v—teyullE + ey, — velle < TOLNw + (TOLyF — TOLNw),

wobel TOL Ny = ENuiTOLjyr mit 0 < Ky < 1 der Anteil an der Toleranz fiir eine
nullte Approximation cp,; an die Interface-Stelle ist, mit MF (cnwit) = TOLNyy. Die
endgiiltige Approximation ¢épsp an die Interface-Stelle ¢ ergibt sich dann als ¢y + Ac.
Der Fall kyyy = 1 ist zuldssig, hier wird der Schnittpunkt ¢psp von MF mit TOLy g
gleich in der nullten Approximation genahert: Cyrp = Cnuil-

7.1.1 Die nullte Approximation.

Auf [0,1] wird ein &quidistantes Grobgitter {t;}o<;<y mit N + 1 Punkten generiert fiir
die nullte Approximation. Auf diesem Grobgitter wird mit Hilfe eines Differenzen- oder
Finite-Elemente-Verfahrens 0 berechnet und damit M F (1) = ||ony — up|| £, -

Zur Bestimmung des Schnittpunktes von MF ~ mit T'O Ly erfolgt nun eine Bisektion des
Ausgangsintervalls [Lg, Ry := [0, 1], solange, bis die Intervallbreite des Bisektionsintervalls
die Gitterweite des Grobgitters unterschreitet. Die Anzahl der Grobgitterpunkte begrenzt

die Anzahl der Bisektionsschritte in der nullten Approximation auf Anzpg; := Llnl(rjl\([;r)l)J.

Fir 1 <¢ < Anzp; wird im i—ten Bisektionsschritt

1) ¢; bestimmt als Mittelpunkt von [L;, R;],

)

2) das Gebiet Q = [0,1] unterteilt in Q5 = [0,¢;) und Q¢ = [¢;, 1],

3) eine Aufteilung des Grobgitters entsprechend den beiden Teilgebieten unternommen,
)

(
(
(
(4) die heterogene Teillosung e n.., ermittelt durch Diskretisierung auf der rechten
Grobgitterhélfte und anschlieend mit wj, zusammengesetzt,



7.1 Genaue Beschreibung des neuen Algorithmus. 57

(5) MF ~(ci) berechnet als Energienorm der Differenz von vy und dp.,,

(6) die Bisektion abgebrochen mit cyq = ¢;, falls ]\ﬁN(ci) = TOLpyy;. Ansonsten
wird das neue Bisektionsintervall [L; 1, R;+1] bestimmt durch

Li+1 = ¢y, Ri—f—l = R;, falls ]/W\FN(CZ‘) < TOL Ny,
Liti =L, Riy1=c¢;, sonst.

Steht ¢y nach Beendigung der Bisektionsschleife noch nicht fest, so ist ey die Abszisse
des Schnittpunktes von TOL s/ mit der Geraden zwischen (L apz,,, M F N(Lanzp,)) und
(Ranzp,; MF N(RAnzg;)). Anstelle dieser linearen Interpolation wurde auch die Interpola-
tion mit quadratischen Splines und exponentiellen Splines (s. [24]) verwendet, welche aber
bei hoherem Aufwand keine besseren Ergebnisse lieferten.

zu (1): Ein anderer Ansatz, als neue Intervallgrenze ¢; nicht den Mittelpunkt des Inter-
valls zu wéhlen, sondern den Schnittpunkt der Geraden durch (LZ-, MF N(Ll-)) und

(Ri, MFE N(Ri)) mit TOLysr, erwies sich aufgrund des steilen Abfalls des Modell-

fehlers am Rand als ungiinstig.

Das Ausgangsintervall kann eingeschrinkt werden auf [0, Ry] mit
Ry :=min{t € {t;,1 <i < N} und [0y — unl|gos > TOLmF}-

Diese Version ist nicht unbedingt kostengiinstiger, da der Mittelpunkt dieses Inter-
valls weiter links liegt und somit bei der ersten heterogenen Rechnung mehr Punkte
in €, liegen.

zu (3): Ist ¢; mit einem Grobgitterpunkt identisch, so ist dieser der Randpunkt des Dis-
kretisierungsgebietes €).. Hier werden die Interface-Bedingungen als Randbedingun-
gen fiir die Diskretisierung angesetzt. Ist ¢; kein Grobgitterpunkt, so wird ¢y
zuséitzlich als neuer Randpunkt zur Diskretisierung der Grobgitterhélfte 2. hinzu-
genommen.

zu (4): Enthélt das Grobgitter auf Q. zu wenig Punkte fiir eine sinnvolle Diskretisierung
(1 = ¢)(N +1) < (Npin + 1)), so wird eine neue Unterteilung des Intervalls [c;, 1]
mit Npip + 1 Punkten vorgenommen. Auf diesem neuen Gitter wird e n,,,,.c; be-
rechnet. Daraus wird anschlieBend e n.., durch Interpolation an den urspriinglichen
Grobgitterpunkten ermittelt.

Fehlerquellen. Fehler in der Wahl von ¢, ergeben sich bei der Interpolation durch eine
Gerade im letzten Bisektionsintervall, bzw. schon durch eine vorherige falsche Auswahl
eines Bisektionsintervalls durch Diskretisierungsfehler in M F'x;, da sowohl v als auch ue,.
nur auf einem groben Gitter approximiert wurden.
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7.1.2 Die Approximation auf verfeinerten Gittern.

Da die Berechnung der homogenen Lésung die Diskretisierung des gesamten Intervalls
bedeutet und folglich teuer ist, darf v nur auf dem ersten Grobgitter berechnet werden.
Verfeinerung bedeutet also nicht, dass die Approximation von v und somit die Wahl von
cnun verbessert wird. Vielmehr wird nur die Differenz in der Energienorm zwischen .,
und einer weiteren heterogenen Losung ., mit ¢; > ¢y auf einem verfeinerten Gitter
ermittelt. Das ist nicht allzu kostenaufwéndig, da der konvektionsdominante Charakter der
Gleichung ¢y in der Regel an den Gebietsrand gelegt hat, die Teilgebiete der weiteren
Diskretisierungen also sehr klein sind.

Ein Fehler, der bei der Wahl von ¢, aufgetreten ist, wird dadurch jedoch nicht verbessert.
Zwei Argumente sprechen dennoch fiir eine Aufteilung von TOLpsp:

— Zuniéchst scheint die Aufteilung der Interface-Suche in zwei oder mehr Schritte die
Fehlersituation zu verschlechtern, denn statt eines Fehlers in nur einer Approxima-
tion werden zusétzlich in jedem weiteren Approximationsschritt Fehler gemacht und
diese zu einem Gesamtfehler bei der Suche von éjsp aufaddiert. Allerdings erfolgt
bei einer Iteration des Verfahrens die Ann#herung an T'OLj;r und somit an die
Grenzschichten auf zunehmend feineren Gittern und somit sicherer.

— Andererseits ldsst der Vergleich von MF ~N(cnw) mit M Fyy(éprr) Riickschliisse zu,
ob man bei der Wahl von ¢y vielleicht etwas zu forsch war oder aber sich noch auf
der sicheren Seite bewegt, was zum unten beschriebenen Fehlerindikator fiihrt.

Die Anzahl der verfeinerten Approximationssschritte Anzye,r wird vom Benutzer be-
stimmt. Die verbleibende Toleranzspanne TOLyp — TOL Ny = (1 — £nuy) TO Ly p wird
entsprechend in Anzy, s Teile ATOL unterteilt. Die zur i-ten Iteration gehorige Toleranz
ergibt sich dann zu TOL ny; +i- ATOL. Im Versuch hat sich eine Nachiteration als ausrei-
chend erwiesen, also TOL1 = TOL j;r und fiir diesen Fall wird nun auch die Verfeinerung
beschrieben.

— Zunéchst wird auf [0,1] ein Gitter erzeugt, dessen Anzahl an Gitterpunkten NN
im Vergleich zum entsprechenden Abschnitt des ersten Grobgitters um 10% hdoher
ist und eine gegebene Mindestanzahl an Grobgitterpunkten im Verfeinerungsgebiet
nicht unterschreitet: NN = [max{1.1- N, {2min_}],

? 1—ceNunl

— Auf diesem verfeinerten Gitter wird nun 4wy, die Losung des heterogenen Sys-
tems berechnet.

— Zur Initialisierung der Bisektion in der Verfeinerung setze

Ly = cnu,
Ry = 1,
AMFyn(Ly) = 0,

AMFyN(Ro) = |lanNenwn — Gnnaller-
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— Die Anzahl der Bisektionsschritte in der Verfeinerung ist wie zuvor begrenzt durch
die Gitterweite ﬁ, andererseits aber auch durch eine fest vorgegebene Grenze
AnZBi,max-

— Solange das Bisektionsintervall noch einen Gitterpunkt enthélt und die maximale
Anzahl an Bisektionsschritten noch nicht erreicht ist,

(1) bestimme ¢; als Mittelpunkt von [L;, R;],

(2) unterteile Q = [0,1] in Q5 = [0, ¢;) und Q. = [¢;, 1],

(3) teile das verfeinerte Gitter entsprechend den beiden Teilgebieten 2, und 2. auf
(4) berechne die heterogene Teilldsung ey, durch Diskretisierung auf €. und

setze sie anschliefend mit u;, zusammen,
(5) berechne AMFNN(Ci) = HﬂNN;CNuu - aNN?QHET’

(6) und bestimme das neue Bisektionsintervall je nach Grofie von AMFy ~N(ci).

— Nach Verlassen der Bisektionsschleife wird ¢y, durch lineare Interpolation im letzten
Bisektionsintervall ermittelt.

— Fehlerindikator. An dieser Stelle wird die zuvor erfolgte Bestimmung von ¢y
iiberpriift. Der Quotient #ﬁ\y\’”
die Punkte (CNull,mNN(cNull)) und (CMF,WNN(CMF)). Da die Punkte ¢y

und cp/p im Normalfall eng beieinander liegen, ist er auch ein Mafistab fiir die
AMFyy
CMF—CNull
der Schnittpunkt mit TOL y; schon in unmittelbarer Nihe zur oder direkt in der

Grenzschicht. Hier hat aber ein kleiner Fehler in der Positionierung von cp,; eine
grofle Abweichung in M F vom gewiinschten Toleranzwert T'OL p,; zur Folge. In
diesem Fall wird das auf dem Grobgitter ermittelte ¢y, um einen Betrag Acyuu
verringert. Anschliefend wird die Verfeinerung wiederholt mit der Eingangsgrofie

ist der Tangens der Steigung der Geraden durch

Steigung von MF ~NN- Ist diese sehr grof3 ;| also

‘ > Qynaz, S0 befindet sich

L; = ey — Acnui-

7.1.3 Abschlieflende Verfeinerung der Diskretisierung auf 2..

Bei jeder bisher erfolgten Diskretisierung zur Berechnung von ¢ oder einem der ., auf dem
Grobgitter oder einer Verfeinerung dieses, wurde die Anzahl der dabei verwendeten Diskre-
tisierungspunkte in der Zéhlvariablen count; aufsummiert. AbschlieBend ermittelt man die
minimale Anzahl n an Diskretisierungspunkten, die DF¢ .c,,, < TOLg — MF NN (¢pmF)
garantiert. Fiir einen Vergleich der Effizienz gegeniiber der rein homogenen Rechnung wird
n zu count gezihlt.

Abbildung 26 zeigt ein Beispiel der nullten Approximation und der Approximation auf
verfeinertem Gitter.
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7.2 Die Rolle der Péclet-Zahl bei der Wahl der Anzahl an Grobgitter-
punkten zur Approximation des Modellfehlers.

Bei der Diskretisierung von Konvektions-Diffusions-Gleichungen ist die Péclet-Zahl die
bestimmende Grofle fiir die Wahl der Gitterweite. Folgendes Beispiel dient in zahlreichen
Publikationen (s. z. B. [22]) zur Erlduterung ihrer Bedeutung,

—ev” +9 =0 auf (0,1), (7.1a)
v(0) =0, (7.1b)
v(l) =1 (7.1c)
Das Intervall (0,1) wird zunéchst mit einem &quidistanten Gitter {t;}x—o,. n mit t; = %

iberzogen. Bei Berechnung einer Losung von (7.1a) — (7.1c) mit Hilfe zentraler finiter
Differenzen erhélt man an den Gitterstellen die Ndherungswerte

1-¢* _ 2en+1
1— qn mit q= QCentral(n) = 2en — 1 .

o(ty) =

Firn < % ist ¢ < —1, die Funktionswerte an den Gitterstellen also abwechselnd positiv
und negativ. Um die Oszillation der Losung zu vermeiden muss die Anzahl der Stiitz-
stellen grofler gewéhlt werden, so dass fiir die Gitterweite T' = % gilt: T' < 2e. Dies ist
gleichbedeutend mit der Péclet-Bedingung n > Npgcet = %

Eine Alternative zu der geringen Gitterweite bietet das Upwind-Verfahren. Bei der Ap-
proximation der ersten Ableitung beschrénkt man sich hierbei auf Information aus dem
Teilintervall, das gegen Windrichtung gelegen ist. Im Beispiel ist der Wind b = 1, man
achtet also nur auf Information aus Diskretisierungspunkten, die links vom aktuellen Dis-
kretisierungspunkt liegen. Als Konsequenz erhélt man einen verénderten Ausdruck fiir

ne +1

q= QUpwind(n) = ne

Die Ordnung der Approximation ist allerdings im Gegensatz zum zentralen Differenzen-
verfahren nicht mehr quadratisch, sondern nur noch linear.

Im Ansatz 2 zur Auffindung der Interface-Position ist man auf eine hinreichend gute
Approximation des Modellfehlers angewiesen. Auf ganz 2 wurde ein Grobgitter eingefiihrt
zur Diskretisierung der homogenen Losung. Die Untersuchung des obigen Modellproblems
(7.1a) — (7.1c) zeigt, dass auch hierbei die Péclet-Zahl von Bedeutung ist. Das zugehorige
heterogene Modell lautet

up, =0 auf (0,c¢),
un(0) :
—eul + ul, =0 auf (c, 1),
ue(c) = un(c),
ue(1) =

Wie zuvor wird das Intervall (0,1) bei der Diskretisierung in ein dquidistantes Gitter

{tk} k=0, n mit ¢, = % unterteilt. Fallt die Interface-Stelle ¢ mit einer Stiitzstelle zusam-
men, so sei ¢ der zugehorige Index: = = c.
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Zum heterogenen System gehort die diskretisierte Losung

ﬁh(tk) =0 fiirk::O,...,E—l,

Ue(ty) =1 :Z; firk=¢...,n.

Fiir das Quadrat der Energienorm der diskreten Losungsdifferenz folgt
2en(q —1)(¢° — 1)
(¢+D(g" = 1)(g"¢=-1)

Dabei ist ¢ wiederum je nach verwendetem Diskretisierungsverfahren definiert und nimmt
auch diesmal Einfluss auf die Giite der Approximation:

— 2 R R
MF, = [0 —alf, =

2en(g—1) _
(¢+1) —

— Im Falle zentraler Differenzen mit ¢ = qcentrar(n) ist 1, der obige Ausdruck

reduziert sich also zu ~
(¢°—1)

(" =D =1)

Allerdings ist qeentrai(n) fiir n = 2_15 nicht definiert und erst nach Uberschreiten der

— 2
MF, =

zur Péclet-Zahl gehtrenden Anzahl an Stiitzstellen konvergiert ]\ﬁi von unten gegen
das Quadrat des exakten Modellfehlers M F?2. Die Anzahl N der Grobgitterpunkte
darf also die durch die Péclet-Zahl vorgeschriebene Anzahl an Stiitzstellen nicht
unterschreiten.

Approximation mit zentralen Differenzen
T T T T T

1
« Peclet-zahl
05 | —_ exakty

1075

10

0 2‘0 A‘D 6‘0 8‘0 1[‘)0 1;0 14‘10 1‘60 1("30 200
Anzahl Gitterpunkte
Abbildung 23: Die Approximation mit zentralen Differenzen konvergiert gegen den

exakten Modellfehler, sobald die Anzahl der Gitterpunkte die Péclet-Zahl iiberschrei-
tet.

—2
— Beim Upwind Verfahren konvergiert M F, ungeachtet der Péclet-Zahl gegen M F?2,
die Geschwindigkeit der Konvergenz ist allerdings ungleich langsamer als beim zen-
tralen Differenzenverfahren.
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Approximtion mit Upwind-Verfahren

T
1

T
— (Modellfehler approximiert /Modellfehler exakt*
* _Peclet-Zahl

. . . . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Anzahl Gitterpunkte

Abbildung 24: Die Approximation des Upwind-Verfahrens konvergiert nur langsam
gegen den exakten Modellfehler.

Vergleicht man die beiden Verfahren hinsichtlich der Anzahl an Gitterpunkten, die not-
wendig sind um den Modellfehler mit einer Toleranz von 20% zu approximieren, so erweist
sich das Upwind-Verfahren als das teurere.

x10° Anzahl fuer 20% der
T T

. T
— Upwind
— Central

Abbildung 25: Vergleich der Anzahl notwendiger Diskretisierungspunkte bei Zentralen
Differenzen und Upwind-Verfahren fiir die Approximation des Modellfehlers mit einer Ge-
nauigkeit von 20%.

Mit Hilfe der Greenschen Funktion kénnen dieselben Uberlegungen auch fiir inhomogene
rechte Seiten angestellt werden (s. [20]).

Fiir die Modellfehlerapproximation wurde den Ergebnissen zufolge ein zentrales Differen-

zenverfahren gewahlt mit N = [ N; 6—‘ und 0 < Np, < 2. Je kleiner die Konstante N,

gewihlt wird, desto besser sind die Approximationen MF ~n(c) und @.(c) in Ansatz 2, de-
sto besser sind die Approximationen MF 1,8 (co) und Kn(cp) in Ansatz 3, desto grofer ist
die Auswahl im Optimierungsprozess in Ansatz 3, aber desto hoher ist der Aufwand zur
Auffindung der Interface-Position.
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7.3 Numerische Ergebnisse.

Die Ergebnisse fiir Testbeispiele mit verschiedenen e-Werten und rechten Seiten von Mo-
dell A und B finden sich im Anhang (Tabellen 13 — 30). Die Variable count; enthilt die
Anzahl aller Diskretisierungspunkte, die zur Berechnung von o und 4y, fiir alle Stiitz-
werte ¢ der Grobgitterapproximation verwendet wurden. Fiir einen Vergleich der Effizienz
gegeniiber der uniformen homogenen Rechnung dient der Wert von count. Darin wurde
zu county noch n, die Anzahl der Punkte der abschliefenden Verfeinerung auf Q2. gezdhlt.
Zur Uberpriifung der Giite des beschriebenen Verfahrens wird der Abstand von &5 zum
exakten Schnittpunkt cpyrp mit M F(cprp) = TOLjyp ermittelt.

Fazit:

— Das beschriebene Verfahren zum Auffinden der Interface-Stelle beinhaltet keine Ga-
rantie fiir die Richtigkeit der Wahl. Insbesondere besteht die Gefahr, dass die Inter-
face-Stelle irrtiimlich zu weit rechts positioniert wird, was aufgrund des exponentiel-
len Verlaufs des Modellfehlers eine Uberschreitung der geforderten Toleranz um ein
Vielfaches zur Folge haben kann. Die Uberpriifung der Genauigkeit der Ergebnisse
der heterogenen Rechnung zeigt jedoch, dass die Toleranz sehr gut eingehalten wird.

— Beim Vergleich der heterogenen mit der homogenen Rechnung wird deutlich, dass die
heterogene Rechnung erst im konvektionsdominanten Fall, also fiir kleine e-Werte,
effizienter ist.

=0.05.,,.=0.6,K,y 0.6, Anz, o <L £=1e-2,N=30,TOL =0.05K,,.=0.6,K, =0.6, Anz,, =1

E:lE—Z,N=30.TOLre ‘Null Verf

—NF
— MF o6k TOLye
oL, X oL,

02l TOL,

Null

Null
Grobygitterapproximation — Approx. auf verfeinertem Gitter
+ % osl + Sur

04
0.3

02

/ 01

L L L ! ! L ! L L
0.65 0.7 0.75 08 0.85 0.9 0.95 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 26: Die nullte Approximation auf dem Grobgitter (links, mit kyp = Ky =
0.6) und die Approximation auf einer ersten Verfeinerung (rechts) im Beispiel Modell A
mit € = 0.01 und rechter Seite f = e.
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8 Amnsatz 3: Aufwandsoptimale Interface-Positionierung.

Die Idee zu einer Optimierung der Interface-Lage beruht auf einer Beobachtung des nahe-
zu konstanten Verhéltnisses von hyperbolischem zu elliptischem Modellfehler bei Modell
A im Fall der konstanten rechten Seite. Setzt man das Verhéltnis als allgemein giiltig vor-
aus, so ist das fehlende Puzzle-Stiick zum Auffinden einer Interface-Stelle mit minimalem
Diskretisierungsaufwand gefunden.

8.1 Qualitativer Zusammenhang von hyperbolischem und elliptischem
Modellfehleranteil in Modell A.

Die hyperbolische Losung beeinflusst den elliptischen Losungsteil durch ihren Wert am
Interface. Die Abhéngigkeit einer klassischen elliptischen Losung von diesem Wert ist ste-
tig, ebenso die Abhingigkeit von der Position des linken Randes. Wir kénnen also im
klassischen Fall einen stetigen Zusammenhang von hyperbolischem und elliptischem Mo-
dellfehleranteil erwarten. Den Hinweis auf einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen
MFy, und MF, und damit auf den Verlauf von x?(c): = MF?(c)/MF2(c) lieferte eine
Untersuchung von x? fiir Modell A mit konstanter rechter Seite f. In diesem Fall ist

-1 —c c—1
2 1—65 +€E—65
K- =

—c c—1

l—es —e= +e <

unabhiingig von der Konstanten f und dem Randwert k. Der Graph von x? ist streng
monoton fallend mit lim.|o x%(c) = oo und lim.j; k%(c) = 0. Fiir kleine Werte von € néhert
sich der Graph von 2 im Gebietsinneren der konstanten Funktion 1,

lim k%(c) =1 fiir 0 < ¢ < 1.

e—0

T T T T T T T T T T T
K2 KZ
+ Grenzschichtbeginn + Grenzschichtbeginn

80
60 -

40+

20

" " " " " " " " JE— 0 L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Position des Interfaces Position des Interfaces

Abbildung 27: Der Verlauf von x? in Abhingigkeit von der Interface-Position 0 < ¢ < 1
fiir e = 0.1. Das rechte Bild zeigt den Ausschnitt 0.1 < ¢ < 1.



8.1 Qualitativer Zusammenhang von hyperbolischem und elliptischem Modellfehler. 65

£=0,0001
2 T T T T T T T T T
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Abbildung 28: Der Verlauf von x? in Abhingigkeit von der Interface-Position 0 < ¢ < 1
fiir e = 0.0001. Das rechte Bild zeigt den Ausschnitt 0.1 < ¢ < 1.

Diese Eigenschaften weist auch die diskrete Version von k2 auf. Hierbei muss allerdings
bei zentralen Differenzen die notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten eingehalten

werden, um Oszillationen zu vermeiden (vgl. 7.2).

Anzahl der Diskretisierungspunkte > Pecletzahl
160 T T T T T T T T T

2

— «? diskretisiert mit zentralen Differenzen
+

120

100

80
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40
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0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
Position des Interfaces

Abbildung 29: Approximation von k

Anzahl der Diskretisierungspunkte > Pecletzahl
T

T T T T T T T
pa
— « diskretisiert mit zentralen Differenzen
+

0.8

0.6

0.4

0.2

L L
0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Position des Interfaces

mit zentralen Differenzen unter Einhaltung der

Péclet-Bedingung. Das rechte Bild zeigt den Ausschnitt 0.1 < ¢ < 1.
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Anzahl der Diskretisierungspunkte = 2/3* Pecletzah! Anzahl der Diskretisierungspunkte = 2/3* Pecletzahl
160 T T T T T T T T T 15 T T T T T T T T
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—— «? diskretisiert mit zentralen Differenzen
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Position des Interfaces Position des Interfaces

Abbildung 30: Approximation von 2 mit zentralen Differenzen bei Verletzung der Péclet-
Bedingung. Das rechte Bild zeigt Oszillationen im Ausschnitt 0.1 < ¢ < 1.

Beim Upwind-Verfahren werden die scharfen Abfille der Funktion an den Gebietsréindern
abgerundet.

Anzahl Diskretisierungspunkte = 1/2* Pecletzahl

14 T T T T T T T T 14 T T

K2 K2

— «? diskretisiert mit Upwind-Verfahren — «? diskretisiert mit Upwind-Verfahren
+

Anzahl Diskretisierungspunkte = 1/2* Pecletzahl
T T T T

0.8} 0.8
06 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
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0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7
Position des Interfaces Position des Interfaces

Abbildung 31: Approximation von 2 durch Upwind-Verfahren. Das rechte Bild zeigt das
Verschmieren der Ubergéinge im Ausschnitt 0.1 < ¢ < 1.

8.2 Der Algorithmus.

Aufgrund des nahezu konstanten Charakters von x? wurde versuchsweise auch fiir allge-

meine rechte Seite ein konstantes Verhiéltnis von M F}, zu M F, angesetzt. Die in Abschnitt
4 entwickelte Idee zur Optimierung wurde in folgendem Verfahren implementiert:

(a) Erzeugung eines dquidistanten Grobgitters auf 2 mit N+1 Punktent¢; (i = 0,..., N).

(b) Berechnung der diskreten homogenen Losung vx (Aufwand O(N + 1)) und der hy-
perbolischen Losung uy auf dem Grobgitter.
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(¢) Berechnung von
MFyn(ti) = [[on — unllgr(0))

fiir alle Gitterpunkte ¢; (i = 0,...,N). Falls Z\ﬁh,N(tN) < TOLg, so ist entweder
die Toleranz unsachgeméf grofl gewihlt, oder aber die Grobgitterapproximation des
Modellfehlers zu schlecht, also NV zu klein gewéhlt.

(d) Suche von
Chyp = min{c|c € {t;,0 <i < N} und z\/ﬂ?h,N(C) >TOLg}.

(e) Wahl von cg mit 0 < cg < cpyy als erstes Interface. Anhaltspunkt fiir die Wahl von
co ist ein hoher Steigungsgradient des Graphen von vy. Beispielsweise berechnet
man den Mittelwert der Steigungen % = % Z@]\L L Oy (ti1t0) und bestimmt den

von der Grenzschicht am weitest entfernt liegenden Grobgi‘éterpunkt, an dem ein

benutzerdefinierter Anteil (part) dieses Wertes iiberschritten wird.

(f) Berechnung von U n.c, (Aufwand O((1—c¢o)(IN +1))), dem zugehdrigen Diskretisie-
rungsfehler DF y.., und dem Modellierungsfehler M F'n(co).

(g) Berechnung der Konstanten kpp (Konstante der ndherungsweisen Proportionalitéit
des Diskretisierungsfehlerschiitzers zur Gitterweite) aus

1

ﬁN;CO = kDFN-

(h) Berechnung von

mh,N(CO)Q
MFN(C())2 — MFhJ\[(CQ)Q

RN;co =

Zwischen den beiden Modellfehleranteilen wird nun das Verhéltnis M E n(c) = EnNcq MF e(0)
konstant gesetzt.

(i) Suche von cpypey: = max{t;|0 <i < N und ]\ﬁN(chype”) <TOLg}.

(j) Suche der optimalen Interface-Stelle copr € [0, cpypen]- Diese Interface-Stelle soll
minimale Gitterpunktanzahl n,, der feinen Diskretisierung auf dem zugehdorigen
elliptischen Gebiet sichern, also

Copt: =arg min n(c),
ce [007chypell}

wobei

) = (hor o)

und TOLRest(c): =TOLg — | MF), y(c) {1+ =— |.

N;cq
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(k) Berechnung von e n,,:c,,, zur Kontrolle des mit Ky, und MFj n(co) vorausge-

sagten Wertes von MF nopt (Copt)- (Der anfallende Aufwand von O(ngp) wird nicht
miteingerechnet, da dieser Punkt nur Kontrollzwecken dient.)

(1) Gegebenenfalls Weiterverfeinerung des Gitters auf Q. = (copt, 1), bis fiir n > ngp

MF,,,(copt) + DFe,pn < TOLg.

£=1e-2, =, TOL =0.01 e =le-2, f=f%, TOL_=0.01

T T T
[— verlauf vonk an
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. ! . . . . . . . . . . . . . .
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/ ‘)r,
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c
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Abbildung 32: Eine dumme Konstellation: Der Algorithmus ermittelt die Startposition ¢
aus der Steigung der homogenen Grobgitterlosung (oben links). Aus dem Verlauf von &
(oben rechts) schlieft der Algorithmus auf die Lage von cpypey, dem maximalen Gitter-
punkt, an welchem der Modellfehler die Toleranz noch nicht iiberschreitet. Dieser liegt im
Bild (unten) korrekt kurz vor dem Schnittpunkt der Toleranz mit M F. Die Suche nach
dem optimalen Interface ¢,y erfolgt anschlieBend iiber das Intervall [0, cpypen] und der
Aufwand liegt mit count = 2108 nur unwesentlich unter dem Aufwand einer homogenen
Rechnung mit npem = 2845. Der Algorithmus ist blind gegeniiber dem Abknicken des
Modellfehlers und den erneuten Schnittpunkten mit der Toleranz. Im Intervall zwischen
diesen Schnittpunkten wire ein c,,; mit geringerem n,,; moglich.
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8.3 Schwierigkeiten bei Modell B.

Wihrend sich die Ansédtze 1 und 2 ohne Probleme auf Modell B {ibertragen lielen, gilt
dies nicht fiir Ansatz 3, denn der in Abschn. 8.1 gefundene qualitative Zusammenhang von

MFj, und MF, gilt fiir groe Quellen a4 nicht. Eine positive Ausnahme bildet noch der
Fall f =0.

e=le-5,2,=100,{=0 0 e=le-2,a,=20,f=0
1200 : . . . T ! T T T T
X
+ _Grenzschichtbeginn
1000 N 500 -
p
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200 4 100~

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 33: Der bekannte x2-Verlauf in Modell B fiir rechte Seite f = 0 und beliebigem
Wert von ay.

Fiir andere Funktionen f ist der Verlauf von x? mit wachsender Quelle a, zunehmend von
exponentiellem Charakter.
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Abbildung 34: Exponentieller x2-Verlauf in Modell B fiir die rechte Seite f = 1 und aqg = 9.
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x 102 e=le-2, aq:SO. =1, k=0
T T

£=le-2, aq:SD‘ =1, k=0
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Abbildung 35: Fiir hthere Werte von a, (hier a, = 50) ist der exponentielle Charakter von
k2 noch ausgepriigter. Das rechte Bild verdeutlicht den exponentiellen Verlauf in einem

Ausschnitt.

8.4 Numerische Ergebnisse.

Die Ergebnisse fiir Testbeispiele mit verschiedenen e-Werten und rechten Seiten von Mo-
dell A und B finden sich im Anhang (Tabellen 31 — 45 und Abbildungen 89 — 90). Die
Variable count; enthélt die Summe der Diskretisierungspunkte aller Berechnungen bis zur
Festlegung von cgpe. In count sind zusétzlich die Anzahl n der Punkte der abschlieenden
Diskretisierung auf (copt, 1) enthalten.

Fazit:

— Der Verlauf von 2 nihert sich fiir kleine Werte von ¢ einer Geraden, deswegen
kann man dann an Grobgitterpunkten sparen, also einen grofleren Koeffizienten Nko
wéhlen (vgl. Tabelle 41 und 42). Auch fiir allgemeine rechte Seite f scheint sich also
zumindest ein linearer Zusammenhang zwischen M F}, und M F, zu bestétigen. Hier
konnte noch einmal nachgebessert werden, indem man den Verlauf von x als linear
ansetzt und aus zwei Startwerten, ¢y und c1, bestimmt.

— Im Unterschied zu Modell A ist bei Modell B der Verlauf von x? tendenziell steigend,
deswegen wird hier die vorgegebene Toleranz nicht mehr eingehalten.

— Im Fall der konstanten rechten Seite ist Ansatz 3 wesentlich effizienter als Ansatz 2.
Ansonsten ist der Effizienzgewinn gegeniiber Ansatz 2 nur marginal.



71

9 Vergleich der drei Ansitze mit homogener Rechnung.

Die drei vorgestellten Anséitze wurden vergleichsweise gerechnet fiir Modell A mit rechten
Seiten f(t) = 1, f(t) = e® und f(t) = t2, wie auch fiir Modell B mit rechter Seite f(t) =1
und Quellterm a,4(t) = 3. Die Ergebnisse der Rechnung bei einer relativen Toleranz von
0.02 sind durchgezogen, bei einer relativen Toleranz von T'OL,.; = 0.05 gestrichelt einge-
zeichnet. Ist das Ergebnis in der Grafik mit einem magentafarbenen Stern gekennzeichnet,
so wurde die vorgeschriebene relative Toleranz iiberschritten, verursacht beispielsweise
durch eine falsche Annahme iiber &.

Modell A, f=1, TOL =0.02 (TOL,_ =0.05 gestrichelt Modell A, f=e', To}, =0.02 (TOL _;=0.05 gestrichelt)
o o
10 T T T T T T T 10

T T
— homogene Rechnung

— homogene Rechnung .

— Ansatzl -7 e -7

— Ansatz2 Pid nsatz: i

Ansatz3 e

Ansatz3

Anzahl notwendiger Diskretisierungspunkte
Anzahl notwendiger Diskretisierungspunkte

10!
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Exponent x mit £ =10 Exponent x mit £ =10

Abbildung 36: Semilogarithmische Darstellung der notwendigen Gitterpunkte fiir
TOLy; = 0.02 bzw. TOL; = 0.05 im Modell A mit rechter Seite f(t) = 1 (links)
und f(t) = e (rechts).

Modell A, =%, Tol,,

,=0.02 (TOL _=0.05 gestrichelt)
T T

Modell B, a,=3, f=1, k=2, TOL, ,=0.02 (TOL _,=0.05 gestrichelt)
.
10 T T

T T
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— homogene Rechnung
— Ansatzl
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10°0 Ansatz3

Anzahl notwendiger Diskretisierungspunkie
Anzahl notwendiger Diskretisierungspunkte

Exponent x mit £ =10* Exponent x mit £ =10"*

Abbildung 37: Semilogarithmische Darstellung der notwendigen Gitterpunkte fiir
TOL,o = 0.02 bzw. TOL,,; = 0.05 im Modell A mit rechter Seite f(t) = t? (links)
und im Modell B mit rechter Seite f(t) =1 und a4(t) = 3 (rechts).

Ansatz 2 zeigt fiir kleine Diffusionswerte eine Reduktion der Variablen count um den Fak-
tor 8 fiir TOL,. = 0.05 bzw. um den Faktor 19 fiir TOL,.; = 0.02. Der Vergleich mit
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Ansatz 1 ist unfair. Um einen einheitlichen Verlauf des Aufwands zu erreichen, wurden
Tests mit verschiedenen Werten von kpsp durchgefithrt und jeweils das beste Ergebnis
fir die Grafik ausgewéhlt. Der Startwert der Newton-Iteration wurde so gewé&hlt, dass
bei mehreren Schnittpunkten immer der der Grenzschicht nahest gelegene gefunden wird.
Ohne diese Maflnahmen kann, sofern die Newton-Iteration iiberhaupt konvergiert, der
Aufwand bis zu hundertfach hoher liegen und sogar den Aufwand der homogenen Losung
iibertreffen. Da die Modellfehlerschéitzung ebenso wie die anschlieBende Nullstellensuche
eine hohere Regularitit der Losungen erforderte und das Verfahren insgesamt sehr emp-
findlich von den Eingaben des Benutzers abhéngt, ist die Modellfehlerapproximation von
Ansatz 2 und 3 die bessere Wahl.

Da die Optimierung in Ansatz 3 den Aufwand gegeniiber Ansatz 2 nicht erheblich senkt
und zudem die a priori Kenntnis iiber einen qualitativen Verlauf von ksp nicht immer
gegeben ist, fiel die Wahl bei der Umsetzung des Verfahrens in zwei Raumdimensionen auf
eine modifizierte Version von Ansatz 2.
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10 Ausblick auf innere Grenzschichten.

Eine allgemeinere Form von Modell B ist

—ev"+ b0 +av = finQ=(0,1),
0,
k,

S <
—~~
_ O
S—
o

wobei keine Voraussetzungen mehr an das Vorzeichen der Konvektion b: 2 — R gestellt
werden. Insbesondere konnen Wendepunkte, sog. Turning Points auftreten, also Elemente
trp € Q) mit b(tTp) =0.

Im Fall ¥'(t7p) < 0 spricht man von Converging Flow oder Compression Turning Point.
In der Praxis der Stromungsmechanik eines nicht viskosen Flusses entspricht dieser einem
Schock, wir kénnen also mit dem Auftreten einer inneren Grenzschicht rechnen. In aus-
reichendem Abstand von dieser stimmt die hyperbolische Losung uy, in vielen Féllen (s.
u.) sehr gut mit der homogenen Losung v iiberein. Da die horizontale Ausrichtung der
Grenzschicht allerdings nicht symmetrisch zu einer vertikalen Achse durch tpp sein muss,
muss das Auffinden der Interface-Positionen auf beiden Teilgebieten links und rechts der
Grenzschicht einzeln vorgenommen werden.

Im Unterschied dazu liegt im Fall b/(¢t) > 0 ein Diverging Flow oder Expansion Tur-
ning Point vor. Dieser tritt im obigen Beispiel ein, wenn das Vorzeichen der Konvektion
umgedreht wird. Man beobachtet in Konsequenz das Auftreten von Grenzschichten am
linken und rechten Rand. Eine weitere innere Grenzschicht von allerdings parabolischem
Charakter liegt hierbei um den Turning Point selbst.

In [21] wurden die auftretenden Phidnomene anhand folgender Gleichung fiir v(t)

—ev” = 2atv' + afv = 0in (-1,1),
U(_l) = _1a
v(l) = 2,

demonstriert. Abhéngig von den Parametern o und 3 ergeben sich folgende heterogene
Losungsstrategien:

— Fall 1 mit o > 0,08 # —2,—4,—6, ... : Compression-Turning-Point bei ¢ = 0. Nach
Wahl zweier Interface-Stellen ¢; < 0 < ¢o 16st man parallel die beiden reduzierten
Probleme
—20ztu’h’l +afup; = 0in (—1,¢1),

up(=1) = -1,
bzw.
—20ztu§w +afup, = 0in (c,1),

upr(1) = 2,
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und nur auf dem Mittelstiick (c1,c2) die elliptische Gleichung

—eull — 2atul, + afBu, 0, in (c1,c2),

v(er) =

v(ca)

up(c1),

up(c2).

Fall 1:a >0, B ungleich -2,-4,...

2r 2 T T T —
15} 150
1t s
051 051 a=1, =0
a=1p=0
— homogene Loesung
or or — heterogene Loesung
— hyperbolische Loesung Interfacestellen
hyperbolische Loesung + _Turning-Point
— homogene Loesung
-0 -0}
o . . . . . . . ) 1 . . . . . . .
-1 -08 06 04 02 0 02 04 06 038 1 -1 -08 06 04 02 0 02 04 06 038

Fall 1:a >0, B ungleich -2,-4,...
T T T

Abbildung 38: Das Bild auf der linken Seite zeigt die beiden Aste der reduzierten
Losung im Vergleich zur homogenen fiir &« = 1 und § = 0. Das Bild auf der rechten
Seite zeigt die homogene Losung im Vergleich zur zusammengesetzten heterogenen.

Fall 1:a >0, B ungleich -2,-4,...

Fall 1:a >0, B ungleich -2,-4,...
T T

2r 2 T T T T T T T
15F 15¢
1+ 1k
05f 051
of o
a=1, p=2
-05- -05F — homogene Loesung
— hyperbolische Loesung — heterogene Loesung
hyperbolische Loesung Interfacestellen
— homogene Loesung + _Turning-Point
4 . . . . . . . . . ) 4 . . . . . . . . .
-1 08 06 04 02 0 02 04 06 038 1 -1 08 06 04 02 0 02 04 06 038

Abbildung 39: Entsprechende Bilder fiir « = 1 und g = 2.
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Fall 1:a >0, B ungleich ~2,-4, Fall 1:a >0, B ungleich ~2,-4,...
T T T

50 T T T T T T
— hyperbolische Loesung
hyperbolische Loesung
ol — homogene Loesung Al 1
a=1.p=-1
30
sk ]
201
2t ~—
10f
s ]
ok
ok ]
10 a=1,p=-1
» —— homogene Loesung |
—20} D — heterogene Loesung
Interfacestellen
+ _Turning-Point
_ap . . . . . . . . . ) = . . . . . . . . .
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1

Abbildung 40: Entsprechende Bilder fiir « =1 und g = —1.

Fall 2 mit a < 0,6 # 0,2,4,... : Expansion-Turning-Point bei ¢ = 0. Die L&sung
auf dem Mittelteil konvergiert fiir ¢ — 0 gegen 0. Man erhilt die heterogene Losung
also aus

up(t) =0, fir e <t < ey,

und 16st anschlieflend parallel die beiden elliptischen Probleme

—eug; — 20tu,; + afue; = 0in (=1,¢1),
uevl(—l) = —1,
Uei(c1) = 0,
und
—eug . — 20tuy, , + afue, = 0in (c2,2),
ue,r(CQ) - 07

Uey = 2.
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Fall 2:a <0, B ungleich 0,2,4,.. Fall 2:a >0, B ungleich 0,2,4,..
T T T T

151 151

05f 05f

a=-1,p=1
a=-1,p=1

— Grenzfunktion fuer € gegen 0

05 — homogene Loesung -05 — homogene Loesung

— heterogene Loesung
Interfacestellen
+_Tuming-Point
.

Abbildung 41: Das Bild auf der linken Seite zeigt die homogene Losung fiir « = —1
und 8 = 1. Das Bild auf der rechten Seite zeigt homogene und heterogene Losung
im Vergleich.

Fall 3 mit a« < 0,8 = 0,2,4,... : Expansion-Turning-Point bei ¢ = 0. Der Informa-
tionsfluss lauft hier vom Turning-Point aus zu den Réndern. Die Losung auf dem
Mittelteil konvergiert fiir ¢ — 0 gegen das Mittel der beiden reduzierten Probleme

—2atu§1’l +aBup; = 0firt> -1,
up(—=1) = -1,
bzw.
—2atuy, , + afup, = 0firt <1,
upr(1) = 2.

Man erhélt die heterogene Losung also aus
uh(t) = 0.5(uh7l(t) + uh7r(t)), fire; <t< co,

und 16st anschlieflend parallel die beiden elliptischen Probleme

—eug; — 20tu,; + afue; = 0in (=1,¢1),
uey(—=1) = -1,
Uei(c1) = up(ca),
und
—eug . — 20tuy, , + afue, = 0in (c,2),
uer(c2) = un(cz),

Uey = 2.
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Fall 3:a <0, B gleich 0,2.4,... Fall 3:a <0, B gleich 0,2,4,...
2r 2 T T T T T T
— Summe der hyperbolischen Loesungsaeste
— homogene Loesung
151 a=-1,p=0 151
1F 1F H
05 051
— homogene Loesung
of o — heterogene Loesung 1
Interfacestellen
+ _Turning-Point
-05 -05 g
a=-1,p=0
1 I I I I . . . . . ) 4 . . . . . . . . .
-1 -08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 -1 -08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Abbildung 42: Das Bild auf der linken Seite zeigt die Summe der hyperbolischen
Losungséste im Vergleich zur homogenen Losung fiir « = —1 und 6 = 0. Das Bild
auf der rechten Seite zeigt homogene und heterogene Losung im Vergleich.

— Fall 4 mit « > 0,8 = —2,—4,—6,... : Compression-Turning-Point bei ¢ = 0. In
diesem Fall steigt die homogene Losung auf dem Gebietsinneren fiir € — 0 exponen-
tiell an. Selbst wenn der hyperbolische Teil der heterogenen Losung auf ein ineffizient
kleines Teilgebiet beschriankt wird, stellt die heterogene Losung keine Approximation
mehr an die homogene Lésung dar.

x10° Fall 4:0>0, B gleich -2,-4,... x10° Fall 4:0>0, B gleich -2,-4,...
25 T T T T T T T T 25 T T T T T T T T
2F g 2F g
— homogene Loesung — homogene Loesung
—— heterogene Loesung —— heterogene Loesung
Interfacestellen Interfacestellen
151 + _Turning-Point 1 151 +_Turning-Point 1
a=1,p=-2 a=1,p=-2
1F b 1F b
051 g 051 g
O fp— —_ op— -
05 . . . . I . . . . 05 . . . . . . . . .
=1 -08 06 -04  -02 0 0.2 0.4 06 08 1 1 -08 06 -04 -02 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Abbildung 43: Die Bilder zeigen homogene und heterogene Losung fiir « = 1 und
[ = —2 fiir unterschiedliche Interface-Positionen.

Sofern der Wind b(t) in der Umgebung des Turning-Points linearisierbar ist, lassen sich
die obigen Ergebnisse sinngemifl auf ein allgemeines Turning-Point-Problem iibertragen.
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11

Numerische Losung des gekoppelten heterogenen Pro-
blems.

Fiir die numerische Untersuchung stellen wir stédrkere Voraussertzungen an die Daten
in den Modellen (2.1a) — (2.1c) und (2.7a) — (2.7g): I'j, p und F‘}“t seien regulire C'-
Rinder und es gelte b € (CY(Qp))?, a, € CH(Qy) sowie f € CHQy) fiir 2, C Q und
Yh.D € Cl(Fh,D).

11.1 Grobe Struktur des Programmablaufs.

Folgender Programmablauf wurde ebenso wie die in den Abschnitten 11.3 und 12.4 vor-
gestellten Routinen zu Testzwecken in MATLAB implementiert:

(a)

Der Idee von Ansatz 2 aus der eindimensionalen Untersuchung folgend wird € zu-
néichst mit einem groben Gitter iiberzogen. Dies geschieht im Zuge der Losung des
homogenen Gleichungssystems (2.1a) auf € bis zu einer groben Toleranz TOL ¢ grob
(zur Wahl von T'O L. grop und damit von der Feinheit des Grobgitters, s. Abschnitt
12.3). Um Kosten zu sparen und einen ersten Hinweis auf die Lage der Grenzschicht
zu bekommen, soll der Loser dabei adaptiv verfeinern.

An den Gitterpunkten des Grobgitters wird der Wert der hyperbolischen L&sung
up, ermittelt, entweder durch Auswerten eines analytischen Losungsausdrucks oder
durch Anwendung des Verfahrens aus Abschnitt 11.3.

Anhand der Differenz der Grobgitterlésungen 0 und 4y, y wird ein erster Interface-
verlauf ermittelt. (Einzelheiten s. Abschnitt 12.2).

Fir I’?“t = () findet kein Fluss von €. nach €, statt. Die hyperbolische Losung
up kann unabhéngig von der elliptischen Lésung w, berechnet werden und bildet
die Eingabe fiir deren anschliefende Berechnung. Falls F?“t # 0, sind die beiden
Teilgebiete iiber die Gleichungen (2.7f) — (2.7g) miteinander gekoppelt. Bei Vorgabe
einer Startfunktion 4% auf dem Interface I'%* erlaubt folgende sequentielle Iteration
ein weiterhin unabhéngiges Losen auf den Teilgebieten:

Fir k > 0 16se zunéchst

div(buerl) + ULquzJrl =f in Qp, (11.1a)
ub™ =4k auf D9 (11.1b)
ut =gpp  auf T p. (11.1¢)

Anschlieflend 16se
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—eAuFT 4 div(buf ) + gl = in Q, (11.1d)
s )
—€ 86 — +b-n ettt =benfup Tt auf Iy ury, (11.1e)
n
Ouk+1
e ge* =0 auf T, (11.1f)
n
ult! = Qe.D auf I'c p, (11.1g)
ouk+1
€ Zgn = Qe,N auf I'c n, (11.1h)
und setze

AL = @y

Tout + (]- - @)’Yk mit © > 0.
f
Wir wéhlen die Startfunktion v € L? (F(}“t) und betrachten die Abbildung

- { L(T9) — L3I

v +— Tvy:=0Ou, rou +(1-0)y

Fiir © nahe der 1 wurde in [15] gezeigt, dass T' eine Kontraktion ist und dass sowohl
das iterative Schema wie auch seine diskrete Version gegen die Losung des heteroge-
nen Problems konvergiert, wobei die Konvergenzrate K von den Groéfien e, pg und
b abh#ngt. Bei der numerischen Losung wird die Anzahl der Iterationsschritte ent-
weder durch Vorgabe einer zu erreichenden Genauigkeit TOL pr (s. Abschnitt 13)
oder durch die Gesamttoleranz TOLq (s. Abschnitt 11.2) beschrénkt.

Der Iterationsprozess kann nach einigen Schritten unterbrochen werden, um das
elliptische Rechengebiet (2. aufgrund der neu gewonnenen Information iiber wer,
nochmals zu verkleinern.

11.2 Die einzelnen Fehleranteile der numerischen Lésung.

Séamtliche Fehler werden in der Energienorm || - ||z gemessen. Fiir A, Teilgebiet von € und
e € H'(A) ist diese definiert durch

1
lell pay == <5/ Ve-Ve+/(§div(b) +aq)62>
A A

1
2

Fiir e € H}(A) gilt

2
||€||E(A) = HH(%(A)XH(}(A)(& €).

Fiir eine Triangulierung 7 auf A sei

1
2
I Nz a) = (Z I HQE(T)> :

TeT

Ist A = €, so schreiben wir auch kiirzer || - [|g) = || - &, bzw. || - |gr@) = I - [|£7-
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Bemerkung. Die oben gestellten stidrkeren Voraussetzungen an die Daten garantieren die
Existenz einer Losung uy, € H'(€2},). Ohne diese Vereinbarungen kann aus

div(buy) = f — aqup € L*(Q)

nicht auf u;, € H'(£2,) geschlossen werden. (Dasselbe Problem stellt sich im eindimensio-
nalen Fall fiir b # 1.) In diesem Fall darf die Energienorm nicht die H '-Seminorm iiber
Qp, enthalten. Das Streichen dieses Terms aus der Norm entspricht dem Grenzprozess fiir
€ — 0, aus welchem das heterogene Modell gewonnen wurde.

Die numerische Losung @ des heterogenen Problems unterscheidet sich von der analyti-
schen Losung v des homogenen Problems durch

den Modellfehler (MF): \/Hv — unllq,) + 10— tellq,.
den Diskretisierungsfehler (DF):  |u — u||g,,
den Tterationsabbruchsfehler (IF): ||a — 4| g, .

Der vom Benutzer erhobene Genauigkeitsanspruch
lv = @*|le; <TOLg

wird zunéchst durch die schérfere Forderung

(I wll ) + 1~ ¥l 7 0) +
(o = vl + 1u = @llr @) + 18— ¥lpr @) < (TOLG)?
oder die noch strengere Fassung
MF+DF +1F <TOLg (11.2)

ersetzt.

Bei der Uberpriifung dieser Forderungen werden die einzelnen Fehleranteile durch einfache
Approximationen genéhert.

— Der Modellfehler M F' berechnet sich durch Approximation der Differenz auf dem
. /\2 A~ A~ A~ ~
Grobgitter (Index Ng = N), MF" = ||iy, — uh7N0||2ET(Qh) + [|on, — Ue’NOHQET(Qe)’
wobei 4y, durch Interpolation der Losung ﬁ?vk vom aktuellen auf das grobe Gitter
entsteht.

— Die Lipschitz-Konstante K der Kontraktion T ist zugleich die Konvergenzrate der
Iteration. Wir bestimmen K aus

1a* — a'||p, < Klla' - a°||g, .
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Damit kann der Iterationsabbruchsfehler IF (oder sein hyperbolischer oder ellipti-
scher Anteil) abgeschitzt werden durch

k

i~ @) < Tl — ey

— Wiederum gelte DF' = DF,, d. h. ein evtl. Diskretisierungsfehler auf dem hyperbo-
lischen Gebiet wird nicht beriicksichtigt, um die Untersuchung unabhingig von dem
dort gewihlten Losungsverfahren zu machen. Fiir den Diskretisierungsfehler der el-
liptischen Teillésung wird die vom Finite-Element-Loser gelieferte Approximation
DF verwendet (s. [8] und [4]).

Bei der Gitterverwaltung sind in jedem Iterationsschritt drei Gitter zu merken: das Grob-
gitter, das Gitter der aktuellen Iteration und das der vorangegangenen. Da die heterogene
Losung auf dem Interface i.a. nicht stetig ist, muss die Berechnung von MF und IF auf-
geteilt werden in hyperbolischen und elliptischen Anteil unter Beriicksichtigung der Werte
des jeweiligen heterogenen Losungsanteils (4, oder 4.) auf dem Interface.

Approximation des Modellfehlers bei Korrektur der Interface-Position.

Analog zur eindimensionalen Vorgehensweise kann die Interface-Position zunéchst vorsich-
tig gewihlt werden; d. h. sie wird zunéchst unter Ausnutzen nur eines Anteils der Toleranz
ermittelt und anschlieend unter Einbezug der Information aus einer ersten heterogenen
Losung néher zur Grenzschicht verschoben. Diese Nachbesserung kann beliebig oft vorge-
nommen werden, allerdings ist zu beachten, dass fiir jedes neue Interface das resultierende
elliptische Gebiet zeit- und kostenaufwiindig fiir die Ubergabe an PLTMG vorbereitet wer-
den muss. Entsprechend der Interface-Positionen I'f; fiir i = 1,..., M und der Anzahl der
Gitterpunkte NN; auf der zugehorigen Triangulierung 7 = 7y, des elliptischen Gebietes
Q¢(T';) spaltet sich die Modellfehlerapproximation in

MF = |on, — UNo,Ty1 ||ET(Q) + ||UN1,Ff,1 — UNy,Lfo ||ET(QG(Ff’1))
+...+ HUNM—th,MA — UNpy—1,T g M HET(QE(FA/I—I))’
wobei ur s.Ni_y aus Interpolation der heterogenen Losung ur 1isNi auf das (i — 1)-te Gitter

entsteht. Der wesentliche Schwachpunkt dieser Approximation ist, dass Anteile des Mo-
dellfehlers mehrfach eingerechnet werden. Eine Approximation des Modellfehlers durch

~ ~ 2 ~ ~ 2 ~ ~ 2
198 — UNuLpov B = [0, — U’h,N]Mva,MHET(Qh(Ff’N)) + o, — Ue,Nog L g | Ex (Qe(T s n))

vermeidet eine mehrfache Einrechnung, ist jedoch problematisch, da sich der Interface-
Verlauf nicht mehr an den Dreieckskanten des Grobgitters orientieren muss. Das Gitter
wurde in den Iterationen der Interface-Positionierung verfeinert und gegléttet, so dass
zunéchst der Verlauf von I'y s im Grobgitter und die Anteile der Grobgitterdreiecke an
Qn(Cyar) bzw. Qe(Ly ps) ermittelt werden miissten.
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11.3 Numerische Losung der reduzierten Gleichung.
Die reduzierte Gleichung auf Qj,,
div(bup) + aqup, = bVuyp, + (div(b) + ag)up, = f,

ist eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung von hyperbolischem Charak-
ter. Die losende Integralfliche uy(x) fiir x = (z1,22) € Qp, ist die Vereinigung charakteri-
stischer Kurven, die der Parameterisierung

Oz b

& '

| = b (z(t))
aaith [ — (div(b) + aq)up,

geniigen. Da b-n # 0 auf I', p U F‘}”t, ist das Anfangswertproblem

bVup + (div(b) + ag)up, = f  in Qy,
up, =¢pp auf 'y p,
up =7 auf 94t

nichtcharakteristisch und somit eindeutig losbar.

Fiir die numerische Berechnung des Funktionswertes up(z*) fir z* € ), verfolgt man die
Projektion der durch z* verlaufenden Charakteristik auf 2, (characteristic ground curve)

(£)-(2)
(%)o=

entlang der negativen ¢-Richtung, bis diese nach dem Intervall At* = | — ¢*| entweder den
Rand I'y, p oder den Interface-Teil F‘}”t im Punkt 25 € I'y, p U I"}”t schneidet. Mit

up(z) = SthD(‘TS) fir xj € |5
PREOTT () fir  af € T3

erhilt man den Wert 4y, (2*) dann durch Losen des Anfangswertproblems

2 )
Ozy - b

S o

Sk [ — (div(b) + aq)up,
l‘l xs’l

z2 | (0) = 958,2

up, un(x4)

iiber das Zeitintervall [0, At*]. Geeignete Verfahren finden sich beispielsweise in [9].
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11.4 Numerische Losung der elliptischen Gleichung.

Zur Losung des elliptischen Gleichungssystems verwenden wir den linearen Finite-Element-
Loser PLTMG, der als Fortan-Mexfile in MATLAB eingebunden wird.

11.4.1 Bereitstellung des Normalenvektors in PLTMG.

Sei Q C R? beschriinkt und n die duBere Einheitsnormale auf T' = 9. In [5] nennt
Randolph E. Bank PLTMG als Loser folgender Problemklasse,

—Va(r1, 22,4, Vu, ) + f(@1,22,u, Vi, A) = 0, in Q.
= g2(x1,22,)), auflp,

u
a-n g1(z1,22,u,), aufy,

wobei in unserem Fall eine Abh#ngigkeit von A, dem skalaren Fortsetzungsparameter, nicht
gegeben ist. Fiir die Ubertragung auf das Gleichungssystem (11.1d) — (11.1h) mit n als
duflerer Einheitsnormalen auf €2, ergeben sich zwei Moglichkeiten.

— Entweder setzt man a := eVu,. Dann folgt fiir die Definition von g1 = g1 (21, T2, te)

b-n(ue — up) auf I‘éc” U F(}
g1(x1,29,ue) =a-n=¢eVue -n= Oaufl“‘}“t
e, auf I'e n

— Oder man definiert a := eVu, — bu.. Daraus folgt

—upb - n auf I’éc” U F(}
91(x1,x2,ue) = eVUue - n —ucb-n = —ueb - n auf I“]’c”t
Yo, N — Ueb - n auf I'e n

In beiden Alternativen beinhaltet die rechte Seite der Gleichung die duflere Einheitsnor-
male n, welche folglich den Integrationsroutinen von PLTMG zur punktweisen Auswer-
tung zur Verfiigung gestellt werden muss. Dazu wird zunéchst die Subroutine gxy.f aus
PLTMG erweitert, welche die Randfunktion an einem bestimmten Punkt x = (z1, z2) aus-
wertet. Als zusétzliche Eingabeparameter erhélt gxy.f die &ulere Normale auf den Rand
im Punkt x und den Wert der hyperbolischen Lésung uy, in diesem Punkt.

Der Aufruf von gxy.f erfolgt aus insgesamt drei Subroutinen von PLTMG:
— uinit.f
— eledbc.f

— elenbc.f

uinit.f und eledbc.f erledigen die Vorbelegung bzw. Auswertung der Dirichlet-Bedin-
gung go. Die neuen Eingabevariablen spielen hierbei also keine Rolle und koénnen mit
beliebigen Werten belegt werden.



86 11 Numerische Losung des gekoppelten heterogenen Problems.

In elenbc.f wird der Beitrag der Neumann-Rénder zur Steifigkeitsmatrix berechnet. Die
Berechnung des Normalenvektors in einem Punkt des Randes erfolgt unterschiedlich je
nach Art des zugehorigen Randstiicks.

— Ist der Rand das gerade Streckenstiick [z,y] zwischen den Punkten x = (z1,z2)
und y = (y1,%2) € R? mit Linge ||z — y|2, so ist die Normale konstant auf dem
Randstiick,

TL| — 1 Y2 — X2
T e =yl N =)

— Ist der Rand ein Kreisbogen mit Anfangspunkt z, Endpunkt y und zugehorigem
Kreismittelpunkt m € R?, so verschiebt man den Ursprung des Koordinatensystems
in den Kreismittelpunkt und misst den Winkel ©, den ein Punkt P des Kreisbogens
mit der horizontalen Achse einschliefit. Die Normale in P ergibt sich zunéchst zu

cos(0)
( sin(O)

je nachdem in welchem Quadranten des verschobenen Koordinatensystems P liegt.

) ; das Vorzeichen der Normale muss anschlielend noch angepasst werden,

Andere Randstiicke sind in PLTMG nicht vorgesehen.

11.4.2 Anderung der Abbruchbedingung in PLTMG.

Die Anzahl der Losungsiterationen auf adaptiv verfeinerten Gittern wird in PLTMG durch
den Parameter nvtrgt begrenzt, der die vom Benutzer vorgegebene maximale Anzahl an
Gitterpunkten enthélt. Fiir diese Arbeit zweckméBig ist jedoch ein kontrollierter Abbruch
hinsichtlich der erreichten Genauigkeit anstelle der Kosten. Daher wird die Abbruchbe-
dingung folgendermaflen abgewandelt: solange der Diskretisierungsfehler, gemessen in der
Energienorm, unter einer vom Benutzer vorgegebenen Toleranz liegt, wird das Gitter durch
Hinzufiigen von 10% der schon vorhandenen Punkte verfeinert, anschliefend wird erneut
gelost.

11.4.3 Anderung der Verfeinerungsstrategie in PLTMG.

Alle Anderungen dieses Abschnitts beziehen sich auf die Subroutine refine.f und damit
auch auf die aufrufende Routine trigen.f.

Die Auswahl der zu verfeinernden Dreiecke geschieht in PLTMG in Hinblick auf eine
Abschétzung von DFrp, dem aktuellen lokalen Diskretisierungsfehler auf dem Dreieck T'.
Um die Verfeinerung noch lokaler zu gestalten, machen wir einer Idee aus [3] folgend
nicht den aktuellen, sondern den nach einer Verfeinerung des Dreiecks zu erwartenden
lokalen Diskretisierungsfehler zum Auswahlkriterium. Zu dessen Voraussage setzt man ein
zu einer Potenz der Gitterkenngréfle hp proportionales Verhalten von DFrp fiir hy — 0
voraus. Hieraus folgt die Beziehung

ﬁnew ——current
T’ILE’LU DFT

——current ——old ’

T FT
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wobei DFj‘lld den lokalen Diskretisierungsfehler vor der letzten Verfeinerung des Dreiecks T’
bezeichnet und T, fiir jedes aus der Verfeinerung von 7" hervorgegangene Dreieck steht.
Fiir eine Verfeinerung markiert werden dann alle Dreiecke mit

——=current

—_——=new
DF > PBabuska max DF+  mit 0 < pBapuska < 1 frei wahlbar.
€

Die anschlielende Verfeinerung erfolgt Dreieck fiir Dreieck, wobei darauf geachtet wird,
dass ein markiertes Dreieck, das infolge einer Verfeinerung eines anderen markierten Drei-
ecks schon verfeinert wurde (griine Verfeinerung), nicht mehr weiter verfeinert wird.

11.4.4 Stabilisierung der Finite-Element-Methode bei Konvektionsdominanz.

In Abschnitt 7.2 der numerischen Untersuchung in einer Raumdimension haben wir gese-
hen, dass die Art der Diskretisierung Auswirkung auf die Approximation des Modellfehlers
hat, weswegen wir einen kurzen Blick auf das in PLTMG implementierte Vorgehen werfen.
Im Folgenden sei 7 eine Partition von € in Dreiecke 7" mit Durchmesser hp = diam(7)
und Flicheninhalt 7.

Fiir eine Anzahl an Gitterpunkten N < Npgclet = g—gHbH Leo(q) zeigt die Galerkin-Finite-
Element-Approximation an die Losung einer konvektionsdominierten Diffusionsgleichung
auch in zwei Dimensionen Oszillationen. Abhilfe schafft wiederum das Einfiihren einer
kiinstlichen Diffusion von der Ordnung hp, was auf T € 7 dem Losen der Gleichung

-V - (e(I + htR)Vu — bu) + aqu = f,

mit einer 2 x 2-Matrix R = R(e, b) entspricht. Die kiinstliche Diffusion senkt die gesamte
Approximationsordnung auf O(hy). Allerdings geniigt es, die kiinstliche Diffusion allein in
Richtung des Windes zuzufiigen. Dieses Verfahren, die sog. Streamline Upwind Methode,
vermeidet den unschonen Effekt einer kiinstlichen Diffusion senkrecht zur Windrichtung
(Crosswind Diffusion). Beide Methoden fiihren auf eine symmetrische, positiv definite
Rang-1 Matrix R der kiinstlichen Diffusion.

Eine weitere, sehr stabile Technik des Upwindings ist die auf finiten Volumen basierende
Box Method. Auf jeder zu einem Gitterpunkt v; konstruierten Voronoi-Zelle V; liefert die
Integralformel von Gauf}

/ V- (eVue —bu,) = / (eVue — bue) - ny;,
Vi ov;

wobei ny; die d&uflere Einheitsnormale auf den Rand der Voronoi-Zelle V; ist.

Dieser Ausdruck wird approximiert durch
3 <g (M) sij— (b- n%)ae(vm)sﬁ> (11.3)
v; €E(v;) K
mit
{z’, falls b - ny, <0,
m =

7,  sonst.
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Dreieck T aus T ' .
@ aus der Voron0|—ZeIIe\/i
Y,
3
\Y

i j

Hierin bezeichnet E(v;) die Menge aller Gitterpunkte v;, die iiber eine Dreiecksseite mit v;
verbunden sind, /;; die Lange der Kante zwischen v; und v; und s;; die Lénge der Voronoi-
Zellen-Seite, welche senkrecht auf der Kante [v;,v;] steht. Diese Form des Upwindings
entspricht dem Hinzufiigen einer kiinstlichen Diffusion von der Grofe %lmb - n;j| zu jeder
Ecke eines Dreiecks.

Da jedes Dreieck T aus Teilstiicken der drei zu seinen Eckpunkten gehérenden Voronoi-
Boxen zusammengesetzt ist, ldsst sich (11.3) riickrechnen in eine dem Dreieck entspre-
chende Steifigkeitsmatrix, s. [6]. Auf diese Weise sieht man, dass die aus der Box Method
resultierende kiinstliche Diffusion auf dem Dreieck T aus vier Summanden zusammen-
gesetzt ist. Drei Summanden kommen vom Upwind entlang jeweils einer einzelnen der
drei Kanten. Sie sind symmetrisch und positiv semidefinit. Der vierte, i.a. nichtsymmetri-
sche Term kommt aus der zum Galerkin-Verfahren unterschiedlichen Approximation der
Konvektion; anstelle einer Approximation auf dem gesamten Dreieck wie im Galerkin-
Verfahren erfolgt die Approximation der Konvektion bei den Box Methoden nur entlang
der Kanten.

Die in PLTMG implementierte Stabilisierung, die Scharfetter-Gummel Methode (s. [7]), ist
ein Spezialfall der Box Methoden. Bei diesem exponentiellen Upwind-Verfahren verwendet
man die Voraussetzung b = Vi zur Umformung von

—(eVue — bue) -n = —e¥V (e_¢€ue> .

Nun wird direkt dieser Ausdruck entlang des Randes der Voronoi-Zelle approximiert. Die
resultierende kiinstliche Diffusion ist formal von der Ordnung O(h%|b?) fiir hyb — 0,
wéhrend sie bei der klassischen Box Methode von Ordnung O(hr|b|) ist. Die Scharfetter-
Gummel Methode wird die Konvergenz der Approximation an den wirklichen Modellfehler
also nicht so stark verzogern wie ein einfaches Upwind-Verfahren.
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12 Auffinden des Interfaces.

12.1 Merkmale Finiter Elemente im Bereich der Grenzschicht.

Die hier angestellten Uberlegungen dienen dazu, im Grobgitter eine Startpositionierung
fiir das Interface des ersten heterogenen Modells festzulegen. Dieses sollte in der Form dem
Grenzschichtrand bereits angepasst sein, aber in einem hinreichenden Sicherheitsabstand
von der Grenzschicht liegen.

12.1.1 Auswahl anhand des Gradienten einer homogenen Grobgitterlésung.

Im Bereich der Grenzschicht erméglicht die Diffusion der homogenen Losung die am Aus-
flussrand vorgeschriebenen Werte anzunehmen. Dieses erzwungene Abweichen vom kon-
vektiven Fluss der Losung hat einen groflen Wert des Gradienten zur Folge. Schon im
eindimensionalen Modell diente der Anstieg der ersten Ableitung zur Ermittlung eines
geeigneten Startpunktes (s. Abschnitt 8.2). Entsprechend einer Idee aus [18] und [19] be-
rechnen wir die Steigung entlang einer einzelnen Dreiecksseite € = [z;, z;],

und ermitteln das Maximum Mg,.q der auftretenden Steigungen iiber alle Dreieckssei-
ten. Im Versuch markieren wir diejenigen Dreiecke, die eine Kante mit Steigung grofler
als pgrad - Mgraa besitzen, wobei 0 < pgrq¢ < 1 frei wihlbar ist (Abbildung 45, links).
In einem weiteren Test werden alle Dreiecke markiert, die einen Gradienten gréfler als
Pgrad - maxreT ||VO|7||2 besitzen (Abbildung 45, rechts). Dieser Ansatz passt zur Verfei-
nerungsstrategie von PLTMG, da dort der lokale Diskretisierungsfehler in H '-Seminorm
als Kriterium der Verfeinerung herangezogen wird.

Wir beobachten das Verhalten dieser Markierungen an folgendem Testbeispiel, das eine
Grenzschicht am oberen Rand aufweist,

—eAv + div (( o >v> =5 auf [1,2]x[1,2], (12.1a)
v N
— =0 fir z€0Qundz; =1, (12.1b)
on
dv N
e 0 fir z€0Qundz; =2, (12.1c)
n
v=20 fir z€dQundazy =1, (12.1d)
v="T75 fir z€0dQundaxy=2. (12.1e)

Das Testbeispiel ist konstruiert um die Markierung auszutricksen: einerseits liegt der
Dirichlet-Wert der homogenen Losung an der oberen Kante sehr nahe an dem Wert, den
die Losung auch ohne Einfluss der Diffusion annehmen wiirde. Andererseits fillt die Losung
im konvektionsdominierten Gebiet oberhalb des unteren Randes sehr stark ab.
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Richtung der Konvektion

Homogene Loesung ouf Grobgitter
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Abbildung 44: Richtung der Konvektion im Testbeispiel und homogene Lésung mit Grenz-
schicht am oberen Rand.

Wihrend die Markierung bzgl. der Steigung entlang einer Dreieckskante empfindlich auf
die Steigung im konvektionsdominierten Gebiet reagiert (Abbildung 45, links), entdeckt
die Markierung bzgl. des Gradienten zuverléssig die Lage der Grenzschicht (Abbildung 45,
rechts).

Dreiecke mit hohem Gradient, p _ =003

SO 0

[ nicht markierte Dreiecke
I markierte Dreiecke

A
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Abbildung 45: Markierung der Dreiecke bzgl. der Steigung entlang von Dreiecksseiten bzw.
bzgl. des Gradienten.

12.1.2 Auswahl anhand der Differenz von homogener und hyperbolischer L&-
sung auf dem Grobgitter.

Eine Alternative bietet die Berechnung der Differenz zwischen homogener Losung und der
Losung von

div(bup) + agup, = f  in Q, (12.2)
up = @p auf 'Y = {z € 8Q|(b-n)(z) < 0},

auf dem Grobgitter. Allerdings hat die Untersuchung von Modell B im eindimensionalen
Fall gezeigt, dass die maximale Abweichung von homogener und hyperbolischer Lésung
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nicht immer im Bereich der Grenzschicht auftreten muss. Weiterhin ist die Markierung der
Dreiecke, auf denen die Differenz der Losungen grofler ist als pgiss - maxrer |0 — tnll ger),
sehr stark abhéngig von der Wahl des Parameters 0 < pgirr < 1 (Abbildung 46).

Differenz zw. homogener u. hyperbolischer Loesung,p,,=0.5 Differenz zw. homogener u. hyperbolischer Loesung,p,,=0.1

[ nicht markierte Dreiecke § [ nicht markierte Dreiecke
B markierte Dreiecke [ markierte Dreiecke

Abbildung 46: Markierung der Dreiecke bzgl. der absoluten Differenz zwischen homogener
und reduzierter Losung mit pg;¢r = 0.5 (links) bzw. pg;r¢ = 0.1 (rechts).

Das in dieser Arbeit schliefilich gewéhlte Vorgehen vereint die beiden obigen Ideen, indem
pro Dreieck T die Differenz zwischen homogener Losung und der Losung von (12.2) in der
Energienorm betrachtet wird. Markiert werden im Versuch alle Dreiecke Tj mit

1o = @ Ny > Penergy - max[|on — dnn|lr-
Beispiel: Anstelle von (12.1b) und (12.1e) setzen wir

v=20 fiir z€dQundz =1, (12.3a)
v=20—125(x; — 1) fiir z €9 und zy =2, (12.3b)

wodurch wir Grenzschichten am linken und oberen Rand des Gebietes erhalten. Diese sind
jedoch in der rechten bzw. unteren Hélfte nur schwach ausgeprigt, da hier der Dirichlet-
Wert annihernd mit dem Wert der hyperbolischen Losung tibereinstimmt. Fiir die Auswahl
erweist es sich als sinnvoll, die Energienorm pro Dreieck noch durch dessen Fléche zu teilen.

Differenz

ogen auf Groesse des Dreiecks.p, o <0.05

icht marki
[ markierte Dreiecke

nicht markierte Dreiecke
[ markierte Dreiecke

Abbildung 47: Markierung der Dreiecke bzgl. der absoluten Differenz in Energienorm
(links) bzw. der Energienorm pro Fliche (rechts).



92 12 Auffinden des Interfaces.

12.1.3 Auswahl anhand der zweiten Ableitung einer homogenen Grobgitter-
16sung.

Einen zu [15] unterschiedlichen Ansatz der heterogenen Gebietszerlegung stellt die x-For-
mulierung dar (s. [10] und [12]). Das homogene Problem

—eAv+div(bv) +av=f inQ, (12.4a)
v= ¢p aufl'=0Q, (12.4b)

wird ersetzt durch die y-Formulierung

—ex(Au) +div(bu) +aqu=f inQ, (12.5a)
u= ¢p aufl, (12.5b)

deren heterogener Charakter Konsequenz der Funktion y : R — R,

0 fir0<s<d§—o,
x(s) = S(s=06)+0 fird—o<s<é,
s fiir s > 9,
x(s) = —x(—s) fir s <0,

mit 0 < o < § ist.

Ausschnitt aus Graph der x-Funktion Fur 52, 0=0.5

— X

Abbildung 48: Graph der y-Funktion in [—4,4] mit § = 2 und o = 0.5.

Das Losen der y-Formulierung auf dem ganzen Gebiet 2 ist allerdings noch teurer als
die Losung der homogenen Gleichung. Effizient wird der Ansatz durch Abkoppeln des

Problems auf der Nullmenge von x. Seien hierzu Z := {z € Q : x(Au)(xz) =0}, Qn C Z
eine offene Teilmenge im nichtleeren Inneren von Z und Qg = Q\ Q. Entsprechend wird
der Rand unterteilt in I'; p = 9Q; N I'p fiir i = E, H und es sei F%}D ={x e Typlb-
n)(x) < 0}. Zusétzlich erhdlt man das Interface I'r = 0Q g N OQy. Unter vergleichsweise
starkeren Voraussetzungen an die Daten ( b € (C’l’l(ﬁ))2 und div(b) +a, € C(Q)) zeigen
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C. Canuto und A. Russo in [11] die Aquivalenz der y-Formulierung mit den Problemen

div(bug) + aquyg = f in Qg, (12.6a)
ug = eup auf I p, (12.6b)
ug = wup  auf I, (12.6¢)
und
—ex(Aug) + div(bug) + aqup = f in Qp, (12.6d)
up = ¢pp aufl'gp, (12.6e)
up = wuy auf Dp\IP, (12.6f)
div(bug) + aqup = f auf I'?%, (12.6g)

welche bei gegebener Initialisierung 7% auf I'?? := {z € I'p|(b- n)(z) < 0} ebenfalls in
einem Iterationsprozess gelost werden. Die y-Funktion auf €0, verhindert, dass wie in der
direkten heterogenen Gebietszerlegung Gleichungen verschiedenen Typs gekoppelt werden
miissen. Die y-Formulierung muss nicht unbedingt die zweite Ableitung beriicksichtigen,
s. [1] fiir weitere Abschneidefunktionen.

Die Menge Z wird in [11] als a priori bekannt vorausgesetzt und ein automatisches Auffin-
den auch in spéteren Arbeiten der Autoren nicht weiter verfolgt. Auch hier konnte die Lo-
sung des homogenen Modells 0y auf dem Grobgitter einen Anhaltspunkt liefern. Mit deren
Hilfe wird eine Approximation an die Menge Z bestimmt als Z := Urer x(Adn|7)(x) =0,
wobei hier natiirlich mit Finiten Elementen héherer Ordnung gearbeitet werden muss.

12.2 Positionierung des Interfaces.

Die Dreiecke werden aufsteigend nach [0 — up, || g(r)/|T| geordnet, wobei up n die Lo-
sung von (12.2) auf dem Grobgitter sei. Ist F?“t = () (wie im folgenden Testbeispiel), so
entspricht dieser Ausdruck dem hyperbolischen Modellfehler pro Dreieck geteilt durch die
Dreiecksfléche. Fiir I“}“t # () wird sich der Wert der hyperbolischen Lésung im Zuge der
Iteration (11.1d)-(11.1h) noch #ndern, somit auch der Wert des hyperbolischen Modell-
fehlers. Die Skalierung mit der Dreiecksflache beriicksichtigt die adaptive Verfeinerung auf
dem Grobgitter und begiinstigt die Griofle des Fliachenanteils von y,.

Ist vom Benutzer eine anzustrebende Gesamttoleranz TOLg vorgegeben, so werden —
beginnend beim ersten Dreieck — Dreiecke in das hyperbolische Gebiet (blau) genommen,
solange

Z H@N — uthHE(T) < K:MFhTOLG mit 0 < KME, < 1.
TeEQy

Die iibrigen Dreiecke werden fiir das elliptische Rechengebiet magentafarben markiert.
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Das Testbeispiel

0
—eAv + D 5 auf Q,
o0x1
0
ov fiir 9 = 1 oder z9 = 2,
on

v =20 firzedQund z; =1,
v =40 firz e 00,21 =2 und zo > 1.5,
v =25 firze d,xz1 =2 und z < 1.5,

zeigt eine Grenzschicht in der oberen Hélfte des rechten Randes (s. Abbildung 49).

Homogene Loesung auf Grobagitter

40,0
38.2
36.4
345
32.7
30,9
291
27.3
255
23.6
218
200

Abbildung 49: Homogene Losung des Testbeispiels auf dem Grobgitter.

Abbildung 50 zeigt fiir verschiedene /5, -Werte die Markierung auf dem Grobgitter bzw.
auf dem elliptischen Gebiet einer ersten heterogenen Lo&sung, bei der zudem verfeinert
wurde. Man erkennt, dass zumindest auf 2 die Auswahl recht unempfindlich gegeniiber
dem Wert von ks p, ist.

0.te Verfeinerung Lte Verfeinerung

B k=10
[ «=0.05
L9 ] k=0.08
[ «=0

17 17F

16 16

15 15+

14 14

1
15 16 17 18 19 2 165 17 175 18 1.85 19 195 2

1 11 12 13 14
Markierte Dreiecke nach Differenz in Energienorm < k *MFhyp Markierte Dreiecke nach Differenz in Energienorm <  *MFhyp

Abbildung 50: Toleranzbezogene Markierung der Dreiecke auf dem Grobgitter und auf der
ersten Verfeinerung fiir verschiedene s r, -Werte.
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Eingabe an PLTMG (0.Verfeinerung)

Eingabe an PLTMG (1 Verfeinerung)
T T T T

Abbildung 51: Resultierendes elliptisches Rechengebiet fiir xyrr, = 0.03.

Diese Robustheit der Markierung gegeniiber xjsr, beruht auf einem stufenférmigen An-
stieg des hyperbolischen Modellfehlers pro Dreieck, aufgetragen iiber die oben beschriebene
Anordnung der Dreiecke (Abbildung 52, links). Dieser Anstieg ist auf weiteren Verfeine-
rungen schwécher ausgepriigt, aber immer noch erkennbar (Abbildung 53, links). In der
Untersuchung des eindimensionalen Modells haben wir gesehen, dass der optimale Wert
von K, also der optimale Anteil des Modellfehlers am Gesamtfehler, und somit auch der
Wert von kyp, schwierig zu bestimmen ist. Deswegen ist eine Markierung der Dreiecke
durch Beriicksichtigung des sprunghaften Anstiegs die natiirliche Alternative zur toleranz-
bezogenen Markierung.

Zur sprungbezogenen Markierung wird der Graph der Energienorm durch Mittelung von
jeweils 5% oder 10% aller Werte gegléttet. AnschlieBend werden alle Dreiecke rechts des
Anstiegs im geglitteten Graphen als elliptisches Rechengebiet markiert.

0.te Verfeinerung

0.te Verfeinerung
T

T T T
[ markiert fuer 5 %
: S [ markiert fuer 10 %
— llv-ully 19| 5 unmarkiert

14

12t

08f

o6l ,

04r

02f

. . .
50 100 150 200 250 E E 13 14 15 16 17 18 19 2
Drei geordnet nach pro D Markierte Dreiecke nach Sprung

o

Abbildung 52: Sprungbezogene Markierung der Dreiecke auf dem Grobgitter fiir verschie-
dene Glattungen.
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1te Verfeinerung
T

T
+ 10%

+ 5%
L= iv=ul

f . . . . " . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 195 196 197 198 1.99 2 201
Dreiecksnummern geordnet nach proD Markierte Dreiecke nach Sprung

Abbildung 53: Sprungbezogene Markierung der Dreiecke auf der ersten Verfeinerung von
Q. fiir verschiedene Glattungen.

12.3 Giite der Modellfehlerapproximation.
Die Qualitiat der Approximation des Modellfehlers durch seine Ndherung auf dem Grob-

gitter wird an einem einfachen Beispiel iiberpriift, fiir welches der Modellfehler auch exakt
berechnet werden kann,

—eAv+§—;1 =5 inQ=(1,2)x(1,2),
ov .
— = fiir x € 9Q und 29 = 1 oder x5 = 2,
on

v =20 firzedund z; =1,
v =40 fir x € 0Q und z1 = 2.

Im Versuch wird der annéhernd vertikale Verlauf des Interfaces sukzessive nach rechts in
Richtung zur Grenzschicht hin verschoben. Fiir die einzelnen Interface-Lagen wird jeweils
der exakte und der approximierte Modellfehler ermittelt. Die Untersuchung zeigt, dass
der approximierte Modellfehler bei Lage des Interfaces aulerhalb des Grenzschichtbereichs
deutlich iiber dem tatséchlichen Wert des Modellfehlers liegt. Dies gilt insbesondere fiir den
hyperbolischen Anteil des Modellfehlers, welcher im spéteren Algorithmus das Kriterium
zur Wahl des Interface-Verlaufs bildet. Verlduft das Interface in Abstand zur Grenzschicht,
so darf die Modellfehlerapproximation mit einem Faktor skalj;r = 0.2 skaliert werden.
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0.7
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Sukzessive Verschiebung des Interfaces nach rechts
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T
— MF exakt
— MF approximiert
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T
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— MF,,app
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Lage des Interface
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—— MFapprox/MFexakt

~ - MFapprox/5*MFexakt
1
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Lage des Interface Lage des Interface

Abbildung 54: Sukzessives Verschieben des Interfaces nach rechts im Testbeispiel fiir
¢ = 0.01 und Ermittlung von hyperbolischem Modellfehler und seiner Approximation
(oben rechts) bzw. von Modellfehler und Approximation (unten links). Das Bild unten
rechts zeigt das Verhéltnis von Approximation zu Modellfehler (durchgezogene Linie) und
von skalierter Approximation zu Modellfehler (gestrichelte Linie) in semilogarithmischer
Darstellung.

Die Qualitdt der Approximation des hyperbolischen Modellfehleranteils kann verbessert
werden durch Vorgabe eines kleineren maximalen Dreiecksdurchmesser der Triangulierung
7. Wihrend in Abbildung 54 noch maxyper{hr} = 0.5 verwendet wurde, zeigt Abbildung
55 die Ergebnisse fiir maxper{hr} = 0.1.
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0.25 T T T T T T T T T

— MF_exakt
— MF,, approximiert
+ Beginn der Grenzschicht
0.2 q
0151 4
0.1 q
0.05 4
. . . . . . . . "
11 12 13 14 15 16 1.7 18 19 15 155 16 1.65 17 175 18 1.85 19 1.95 2
Sukzessive Verschiebung des Interfaces nach rechts Lage des Interface
035 T T T T T T T T T 107 T T T T T T T T T
—— MF exakt —— In(MFapprox/MFexakt)
—— MF approximiert = = In(MFapprox/5*MFexakt)
+_Beginn der Grenzschicht 1
03- 4 0 + _Beginn der Grenzschicht
10 b
0.25[ q
107 q
0.2 q
10°F B
015 4
10° - B
01t 4
10° B
0.051- 4
. . . . . . . . " 10° . . I . I . I . I
15 155 16 165 17 175 18 1.85 19 1.95 2 15 155 16 165 17 175 18 1.85 19 1.95 2
Lage des Interface Lage des Interface

Abbildung 55: Sukzessives Verschieben des Interfaces nach rechts im Testbeispiel fiir
e = 0.01, wobei der maximale Durchmesser eines Dreiecks auf maxpe7{hr} = 0.1 be-
schrinkt wurde. Das Bild unten rechts zeigt das Verhéltnis von Approximation zu Mo-
dellfehler (durchgezogene Linie) und von skalierter Approximation zu Modellfehler (gestri-
chelte Linie) in semilogarithmischer Darstellung.

Je kleiner der Wert der Diffusionskonstante ist, um so ausgeprigter ist die Uberschétzung
des Modellfehlers durch die Approximation.
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2151

0 L L L
11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 1.98 1.985 1.99 1.995 2

Sukzessive Verschiebung des Interfaces nach rechts Lage des Interface

T
MFapprox/MFexakt

T T T
N MFapprox/5*MFexakt
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— MF exakt 0

— MF approximiert
+_Beginn der Grenzschicht
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Abbildung 56: Sukzessives Verschieben des Interfaces nach rechts im Testbeispiel fiir
¢ = 0.001 und Ermittlung von hyperbolischem Modellfehler und seiner Approximation
(oben rechts) bzw. von Modellfehler und Approximation (unten links). Das Bild unten
rechts zeigt das Verhiltnis von Approximation zu Modellfehler (durchgezogene Linie) und
von skalierter Approximation zu Modellfehler (gestrichelte Linie) in semilogarithmischer
Darstellung.

Fazit:

— Die Wahl von T'OL,¢ grop, also von der Giite der Grobgitterapproximation sollte

in Abhéngigkeit von der Diffusionskonstanten getroffen werden: je kleiner &, desto
schmaler die Grenzschicht, deren Lage aber schon im Grobgitter erkennbar werden
muss. Ebenso muss die Steigung der homogenen Losung im Grenzschichtbereich
schon sichtbar sein fiir die Markierung per Energienorm. Um Kosten zu sparen,
sollte bereits das Grobgitter in adaptiver Verfeinerung gewonnen werden. Um auch
auflerhalb der Grenzschicht zuverlidssige Aussagen iiber den Modellfehlerverlauf zu
bekommen, sollte der maximale Durchmesser der Dreiecke dabei jedoch beschréankt
werden.

Die Uberschiitzung des hyperbolischen Modellfehleranteils bei der Wahl von €2, und
Q. positioniert das Interface in sicherem Abstand von der Grenzschicht. Das Plus an
Sicherheit hat allerdings negative Auswirkung fiir die Effizienz des Verfahrens. Eine
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Skalierung des approximierten Modellfehlerwertes ergibt eine realistischere Abschét-
zung.

12.4 Details der Implementierung.

Die Bearbeitung der Liste aller zur elliptischen Rechnung markierten Dreiecke erfolgt in
drei Subroutinen. In einem ersten Schritt wird festgestellt, welche der Dreiecke zusammen-
héngende Gebiete bilden, da fiir jede Zusammenhangskomponente ein getrennter Aufruf
von PLTMG erfolgen muss. Von jeder Zusammenhangskomponente werden die zugeho-
rigen Rand- und Interface-Kanten bestimmt (CCRIES.m). Da PLTMG keine einzelnen
Dreiecke als Eingabe einer zuléssigen Triangulierung anerkennt, werden solche entarteten
Zusammenhangskomponenten durch Markierung der jeweiligen Nachbardreiecke erweitert.
Nachdem das Augenmerk dieser Arbeit auf am Rand gelegene Grenzschichten liegt, wer-
den Zusammenhangskomponenten, die kein Randdreieck beinhalten, aus der Liste der
markierten Dreiecke entfernt. Eine Markierung solcher innerer Grenzschichten kann auf
Ungenauigkeiten in der Berechnung der hyperbolischen oder homogenen Lésung auf dem
Grobgitter beruhen. (Soll das Verfahren auf innere Grenzschichten angewandt werden,
so miissen die entsprechenden Programmzeilen in CCRIES.m gestrichen werden.) Falls
I"}”t = () gelten soll, werden in einem zweiten Schritt die Kanten des erhaltenen Interfaces
auf ihre Orientierung zum Wind untersucht. Verletzt eine Kante die Bedingung b-n > 0 an
einem der Stiitzwerte der Quadratur, so wird das angrenzende Dreieck markiert (COLm).
In einer dritten Prozedur wird das Interface gegldttet, indem unmarkierte Dreiecke, die
eine einspringende Kante in das markierte Gebiet bilden, markiert werden (SI.m). Die
Schnittmenge verschiedener Zusammenhangskomponenten kann nur aus einzelnen Gitter-
punkten bestehen. Der Wert der heterogenen Losung an solchen Schnittpunkten ergibt
sich nach Losung des heterogenen Problems auf allen Zusammenhangskomponenten durch
Mittelung.

12.4.1 CCRIES.m (Collect Components, Remove Inner Layers, Expand Singles)

Eingabe: eine ungeordnete Liste £ markierter Dreiecke.

Funktion:

— Es wird tiberpriift, welche Dreiecke aus £ zusammenhéngen.

— Markierte Zusammenhangskomponenten, die keine Verbindung zum Rand haben (in-
nere Zirkel), werden aus £ entfernt.

— Bei Zusammenhangskomponenten, die aus einem einzelnen Dreieck bestehen, werden
bis zu zwei Nachbardreiecke zu £ hinzugefiigt.

Ausgabe: Zusammenhangskomponenten mit entsprechenden Dreiecken, Randkanten, und
Interface-Kanten.

Algorithmus: Rekursiver Aufruf iiber alle Kanten der markierten Dreiecke. Die maximale
Rekursionstiefe ist die Anzahl an Dreiecken, die markiert und durch eine gemeinsame
Kante miteinander verbunden sind.
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Moeglicher Verlauf der Abfrage in CCRIES.m ueber Kanten markierter Dreiecke

2
19
18

17 ® Starfpunkt

15
14
13
12

11

Abbildung 57: Beispiel eines Rekursionsverlaufs innerhalb einer Zusammenhangskompo-
nente. Vom Startpunkt ausgehend werden jeweils alle Seiten des aktuellen Dreiecks be-
sucht. Ist eine Seite weder Rand- noch Interface-Kante, so wird das angrenzende Dreieck
zum aktuellen. Die Riickkehr erfolgt erst, nachdem in diesem alle Kanten besucht wurden.

Pseudocode:
SOLANGE L unbesuchte Dreiecke enthélt,

erhohe die Anzahl der Zusammenhangskomponenten um 1;
wihle aus £ ein unbesuchtes Dreieck als Startdreieck Tj;
FUR i =1,2,3:

untersuche Kante E; von Tj;
FALLS E; Teil des Gebietsrandes ist,
so ist die aktuelle Zusammenhangskomponente kein innerer Zirkel;
SONST,
bestimme Nachbardreieck T; von Ty an Ej;
FALLS T; ¢ L:
merke Kante F; als Interface-Kante;

SONST, FALLS T; € £ noch nicht besucht:

so gehort T; zur aktuellen Zusammenhangskomponente, und diese ist
kein einzelnes Dreieck;

untersuche alle Kanten ungleich F; von T;.

Entferne die Dreiecke, die Teil eines inneren Zirkels sind, aus L.

Sammle alle Zusammenhangskomponenten, die aus nur einem Dreieck bestehen, in der
Liste S.
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% Behandlung der Einzeldreiecke:

SOLANGE S einzelne Dreiecke enthélt,

entferne Dreieck T aus S;
FUR i = 1,..., Anzahl der Nichtrandkanten von 7 und F; Kante von T:

markiere das an F; grenzende Nachbardreieck T;
streiche Kante F; aus dem Interface;
untersuche die zwei Kanten ungleich E; von T;:
FALLS diese Randkanten sind, so fiige sie zum Rand hinzu;
SONST, FALLS das angrenzende Dreieck nicht in £,
fiige sie zum Interface;
SONST,
wachsen Zusammenhangskomponenten zusammen;

War die benachbarte Zusammenhangskomponente ein einzelnes Drei-
eck, so streiche sie aus S;

Abbruch der Schleife iiber 3.

Bei wiederholtem Auslosen auf verfeinerten Gittern ist darauf zu achten, dass alte In-
terface-Kanten bei Rechnung auf 2, Randkanten darstellen, bei erneuter Markierung des
angrenzenden Dreiecks im Algorithmus aber nicht wie Rand-, sondern wiederum wie neue
Interface-Kanten behandelt werden miissen.

12.4.2 COI.m (Check Orientation of Interface)

Eingabe: Liste Z aller Interface-Kanten.
Funktion:

— Es wird iiberpriift, ob die Interface-Kanten gegen den Wind orientiert sind.

— Zur Berechnung der Randintegrale verwendet PLTMG (drei) auf der Kante gelegene
Stiitzwerte. Verletzt ein Stiitzwert der Kante die Bedingung b -n > 0, so wird das
angrenzende Dreieck markiert.

Ausgabe: Zusammenhangskomponenten mit entsprechenden Dreiecken, Randkanten, und
Interface-Kanten.

Algorithmus: Sequentielle Uberpriifung der Interface-Kanten.
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Pseudocode:
SOLANGE T ungepriifte Kanten enthélt,

wihle aus 7 eine ungepriifte Kante F; und priife die Orientierung der Kante zum Wind
an allen Stiitzwerten der Integration;

FALLS die Bedingung b - n > 0 an mindestens einem Stiitzwert verletzt ist,

markiere das an F; angrenzende unmarkierte Dreieck T7;
FUR j =1,2,3 und E; Kante von Tj:
FALLS E; € I,
so streiche die Interface-Kante E; aus Z;

FALLS das an E; grenzende (markierte) Dreieck T}, # T} zu einer ande-
ren Zusammenhangskomponente gehort als T,

so wachsen Zusammenhangskomponenten zusammen;

SONST, FALLS E; keine Randkante ist,
erginze I; in 7.

12.4.3 SI.m (Smooth Interface)

Eingabe: Liste U aller unmarkierten Dreiecke mit zwei Interface-Kanten.

Funktion: Hinzunahme der unmarkierten Dreiecke mit zwei Interfacekanten zu £ und
entsprechender Zusammenhangskomponente, sofern die Nicht-Interface-Kante des unmar-
kierten Dreiecks gegen den Wind orientiert ist (bei konstantem b automatisch erfiillt).

Ausgabe: Zusammenhangskomponenten mit entsprechenden Dreiecken, Randkanten, und
Interface-Kanten.

Algorithmus: Sequentielle Bearbeitung aller unmarkierten Dreiecke mit (mindestens)
zwei Interface-Kanten.

Pseudocode:
SOLANGE U Dreiecke enthiilt,

entferne Dreieck T aus U;

FALLS die Bedingung b - n > 0 an keinem Stiitzwert der Nicht-Interface-Kante von T
verletzt ist,

erginze T in L;

streiche die beiden urspriinglichen Interface-Kanten aus Z und merke Zusammen-
hangskomponente des angrenzenden Dreiecks;

sind die zwei gemerkten Zusammenhangskomponenten verschieden, so wachsen
Zusammenhangskomponenten zusammen;

untersuche die urspriingliche Nicht-Interface-Kante FE von T



104

12 Auffinden des Interfaces.

FALLS E Randkante,
so fiige £ zum Rand;
SONST

erginze F in 7.

Konstruierte Eingabe an CCRIES.m fuer b=(1,0)"

[ nicht markierte Dreiecke
[ markierte Dreiecke

14 15 16

Ergebnis von COL.m fuer b=(1,0)"

Ergebnis von CCRIES.m fuer b=(1,0)"

[ nicht markierte Dreiecke
[ markierte Dreiecke

14 15 16

Ergebnis von SI.m fuer b=(1,0)"

[ nicht markierte Dreiecke
18 [ markierte Dreiecke

17

[ nicht markierte Dreiecke
[ markierte Dreiecke

16
15
14
13
12

11

1
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Abbildung 58: Ergebnis der Anwendung von CCRIES.m, COL.Lm und SI.m auf ein kon-
struiertes Eingabebeispiel. Nach Bearbeitung der konstruierten Eingabe (oben links) in
CCRIES.m ist der markierte Bereich im Gebietsinneren verschwunden (oben rechts).
COLm passt das Interface der horizontalen Windrichtung an (unten links) und SL.m ent-
fernt den Einschnitt im elliptischen Rechengebiet (unten rechts).

12.4.4 Anderungen fiir I‘;’c“t £ .

Die Forderung F‘}“t # () entkoppelt die Gebiete Q5 und €, und es bedarf somit keiner
Iteration (11.1a) — (11.1h) zwischen den Gebieten. Trotzdem ist es nicht immer sinnvoll
an dieser Forderung festzuhalten, denn dadurch wird das elliptische Gebiet oft ineffizient
aufgeblasen.
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Auswahl bei Stufenproblem f'ur Modell B:E:O.Ol.b:(l,O)T, aq:l Auswahl bei Stufenproblem f'ur Modell B:E:O.Ol.b:(l,O)T, aq:l

markierte Dreiecke
ierte Dreiecke

[ nicht markierte Dreiecke
[ markierte Dreiecke

Abbildung 59: Die Bedingung F‘}“t = () kann das elliptische Rechengebiet ineffizient erwei-
tern wie hier im Beispiel einer horizontalen Stréomung iiber zwei Stufen.

Wenn im heterogenen Modell also b - n* < 0 auf dem Interface zugelassen ist, kommt Al-
gorithmus COI.m nicht zur Anwendung. Dadurch werden allerdings auch Locher in mar-
kierten Zusammenhangskomponenten, bei denen i. a. zumindest eine Kante die Bedingung
b-n* > 0 verletzt, nicht mehr aufgefiillt. Vor Anwendung des Algorithmus CCRIES.m
auf die markierten Dreiecke muss dieser nun auf die unmarkierten Dreiecke angewandt
werden. Die Locher im markierten Gebiet sind dabei dann innere Zirkel und kénnen nach
ihrem Auffinden in CCRIES.m markiert werden.

Auswahl bei Stufenproblem f'ur Modell B:z:o.oLb:(l.O)T, aq=1 Auswahl bei Stufenproblem f'ur Modell B:z:o.oLb:(l.O)T, aq=1

icht markierte Dreiecke
arkierte Dreiecke

icht markierte Dreiecke
@ markierte Dreiecke

L L L L L L L L L
165 17 175 18 18 19 195 2 205 21 215

Abbildung 60: Locher in 2, werden durch Anwendung von CCRIES.m auf die unmarkier-
ten Dreiecke entdeckt.

Ein dhnliches Problem ergibt sich bei der Gléttung des Interfaces. Zunichst muss in Algo-
rithmus SI.m ebenfalls auf die Uberpriifung b-n > 0 fiir die neue Interface-Kante verzichtet
werden. Nach einmaliger Anwendung von SI.m kann es immer noch einspringende Ecken
geben, da ihre urspriingliche Gestalt nun nicht mehr nur aus einem Dreieck bestehen muss
(s. Abbildung 60). Wir wiederholen also die Anwendung von SI.m solange, bis kein neues
Dreieck mehr markiert wird.
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Auswahl bei Stufenproblem f'ur Modell B:E:D.Ol.b:(l,O)T, aq:l Auswahl bei Stufenproblem f'ur Modell B:E:D.Ol.b:(l,O)T, aq:l

markierte Dreiecke
ierte Dreiecke

markierte Dreiecke
ierte Dreiecke

Abbildung 61: Bei der Ausgangssiuation von Abbildung 60 (rechts) fiihrt erst die zweima-
lige Anwendung von SI.m zum gewiinschten Ergebnis.
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13 Awufwandsvergleich zur adaptiven Rechnung.

In den numerischen Versuchen wurde der Abbruch der Iteration durch die Bedingung
[F’+2.DF -IF.+ DF <TOLpp

mit 0 < TOLpr < TOL¢g gesteuert, was die Forderungen (11.2) und (11.2) aufweicht,
sodass der Gesamtfehler die Toleranz T'O L iiberschreiten kann. Der Vergleich mit einem
adaptiven Losen des homogenen Problems wird dann hinsichtlich der erreichten Genauig-
keit gezogen.

13.1 Testbeispiel 1: Modell und Versuchsbeschreibung.

Testbeispiel 1:

—aAH;—”H —5 inQ=(1,2)x (1,2),

= (x1,1) € 90 oder = = (z1,2) € 99,
1,x9) € 09,
2,x9) € 02 mit x9 < 1.5,
2,z9) € 02 mit x9 > 1.5.

Homogene Loesung

40.0
37.4
34.8
32.2
29.6
27.0
24.4
21.8
19.1
16.5
13.9
1.3

Abbildung 62: Homogene Losung von Testbeispiel 1 fiir TOL,¢; = 0.15.

Die homogene Losung hat eine Grenzschicht entlang des rechten Randes. Diese ist in der
oberen Halfte stirker ausgeprigt, da der Dirichlet-Wert im unteren Teil ndher am Wert
der hyperbolischen Losung liegt (up,(2,22) = 5 + 15¢=2 ~ 10.5182). Der adaptive Loser
verfeinert erst fiir sehr kleine Toleranzen auch an der unteren Hélfte des rechten Randes.
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Grobgitter Erste Verfeinerung
T

0.7 T T T T T T T T 04 . : : :
+ Auswahl Sprungbezogen + Auswahl Sprungbezogen
+ ﬁ\\fn‘mm Toleranzbezogen + Auswahl Toleranzbezogen
vl —_ Wl | 035 — vyl

03

0.5 q

0.2
0.3 q

0.2 q

01F

0.1f q

! 1 I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Dreiecksnummer (geordnet nach hyp. Modellfehler pro Flaeche)

’ . . .
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Dreiecksnummer (geordnet nach hyp. Modellfehler pro Flaeche)

Abbildung 63: Auf der horizontalen Achse sind die Dreiecke des Grobgitters (links) bzw. ei-
ner ersten Verfeinerung auf €. (rechts) angeordnet, aufsteigend gem#f ihrem Beitrag zum
hyperbolischen Modellfehler skaliert durch ihre Fldche. Der Graph zeigt den jeweils zum
einzelnen Dreieck gehorenden hyperbolischen Modellfehler. Auf der horizontalen Achse
sind die Markierungen der toleranzbezogenen (mit kg, = 0.5) und der sprungbezoge-
nen Auswahl eingezeichnet. Alle Dreiecke mit grofierer Dreiecksnummer werden fiir die
elliptische Rechnung markiert.

Nullte Approximation auf Grobgitter

[ Toleranzbezogene Markierung : [ Toleranzbezogene Markierun
18 I Sprungbezogene Markierung

1.7

16

15

1.4 4

L
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 1.988 1.99 1.992 1.994 1.996 1.998 2 2.002

Abbildung 64: Geméafl obiger Auswahl sind auf dem Grobgitter die markierten Dreiecke
rosa (toleranzbezogen) bzw. magentafarben (sprungbezogen) eingeférbt. Das rechte Bild
zeigt einen vergrofierten Ausschnitt.

Aufgrund der starken Verfeinerung ist die Markierung der Dreiecke in der gedruckten
Version dieser Arbeit teilweise schlecht zu erkennen. Beliebige Ausschnitte der betreffenden
Bilder kénnen jedoch in der Online-Veroffentlichung entsprechend vergroflert werden. Sie
ist zu finden unter

http://tumbl.biblio.tu-muenchen.de/publ/diss/
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Erste Approximation auf Verfeinerung
T

T T T T T T
[ Toleranzbezogene Markierung
[ Sprungbezogene Markierung
19+
181
17t

161

151

141

131

12 L L L L L L L
191 192 193 1.94 1.95 1.96 197 1.98 1

L
99

T T
[ Toleranzbezogene Markierung
I Sprungbezogene Markierung

1.993 1.994 1.995 1.996 1.997 1.998 1.999 2

Abbildung 65: Farbige Kennzeichnung der Dreiecke auf dem verfeinerten elliptischen Re-
chengebiet im Zuge einer Korrektur des Interfaces (Auswahl von €. zuvor toleranzbezo-
gen). Das rechte Bild zeigt einen vergrofierten Ausschnitt.

Nullte Approximation auf Grobgitter (Toleranzbezogen)

19
18
17
1.6
15
1.4
- Dreiecke in (lE
13

12

11

19

Erste Approximation auf Verfeinerung (Toleranzbezogen)
T

19r-

181

1.7

161

151

141

131

T T
- Dreiecke in Q

2
191

L L L L L L L L
192 193 1.94 1.95 1.96 197 1.98 1.99 2

Abbildung 66: Eingabe Q. an PLTMG auf dem Grobgitter und auf einer ersten Verfeine-

rung bei toleranzbezogener Auswahl.
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Nullte Approximation auf Grobgitter (Sprungbezogen)

2
19 195 1
19 b

18
1.85 T

17
18 1

1.6
L75 b

15
17 b

14
- Dreiecke in QE 1.65 - Dreiecke in QE B

13
1.6 1
12 155 b
11 15 4

1 145 | .
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 1.985 1.99 1.995 2 2.005
Erste Approximation auf Verfeinerung (Sprungbezogen)
2

191

181

171

161

151

- Dreiecke in Qe
14 L L L L L L L L
1.996 1.9965 1.997 1.9975 1.998 1.9985 1.999 1.9995 2 2.00

Abbildung 67: Eingabe Q. an PLTMG auf dem Grobgitter (vergroBerter Ausschnitt rechts)
und auf einer ersten Verfeinerung bei sprungbezogener Auswahl.

Erste Verfeinerung

Erste Approximation auf Verfeinerung

07 T : T T T T
+ Auswahl Sprungbezogen 2
+ Auswahl Toleranzbezogen
JRy tvacti 1o
06F g -
[ Toleranzbezogene Markierung
18| |EE Sprungbezogene Markierung
05t g
17
04 B 16
15
03t g
14
02t g
13
12
01 g
11
o | . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 N
Dreiecksnummer (geordnet nach hyp. Modellfehler pro Flaeche) 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Abbildung 68: Wihrend die Verfeinerung die Grenzschicht an der unteren Hélfte des rech-
ten Randes nicht entdeckt hat, reagiert die toleranzbezogene Auswahl fiir einen kleineren
kar,-Wert (hier Ky p, = 0.4).
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13.2 Numerische Ergebnisse von Testbeispiel 1.

Im Unterschied zum eindimensionalen Fall vergleichen wir nicht nur die notwendige An-
zahl n an Gitterpunkten auf der endgiiltigen Verfeinerung (von 2 im homogenen, von
Qe im heterogenen Fall) nach der Positionierung des Interfaces, sondern die Summe aller
Gitterpunkte, die im Zuge einer zehnprozentigen Erhhung der Punktanzahl pro Verfei-
nerungsschritt der homogenen Rechnung entsteht mit der Summe aller Gitterpunkte einer
heterogenen Rechnung. Der so definierte Aufwand beinhaltet bei der heterogenen Rech-
nung sowohl die Punkte aller Verfeinerungen zur Erstellung des Grobgitters, als auch die
Punkte der anschliefenden Verfeinerungen auf 2., wobei das Gitter auf €. nach dem
Abspalten von €2 nur um 10% der darin enthaltenen Punkte erhoht wird.

Die Ergebnisse der Rechnungen fiir € = 0.001 und unterschiedliche Werte von T'0l,¢; grob,
TOLg und kK, (toleranzbezogene Auswahl) finden sich in den Tabellen 50 — 52. Bei der
sprungbezogenen Auswahl wurden jeweils 10% bzw. 5% der Dreiecke zur Gliattung zusam-
mengefasst und der weiter links gelegene der resultierenden Markierungen genommen.

Unabhiéingig von der Einstellung der Parameter konnte der Aufwand bei homogener Rech-
nung in keinem Versuch unterboten werden. Auch eine Skalierung des Modellfehlers wie
in Abschnitt 12.3 vorgeschlagen, macht die heterogene Lésung nicht zur ersten Wahl.

10 - - - - - T T - 10’ T T
e Rechnung — homogene Rechnung

(Sprung) — heterogene Rechnung skaliert (Sprung)
(Toleranz) heterogene Rechnung skaliert (Toleranz)
(Toleranz, ) Rechnung skaliert (Toleranz, )

\,

10°F q 10°F \\ |
10! 10°

. . . . . . . . . . . . . . . .
0.06 0.08 01 012 014 0.16 018 02 022 024 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012 014 016 018 0.2
erreichte relative Genauigkeit erreichte relative Genauigkeit

Aufwand
Aufwand

Abbildung 69: Der Aufwand der homogenen Rechnung liegt deutlich unter dem Aufwand
der heterogenen Rechnung, unabhingig vom gewé#hlten Verfahren (links). Ein erneutes
Auslosen bei toleranzbezogener Auswahl hat ebenso wie die sprungbezogene Auswahl einen
hohen Modellfehler zur Folge, welcher den Vergleich zur homogenen Rechnung weiter ver-
schlechtert. Auch eine Skalierung des Modellfehlers veréindert die Situation nicht wesentlich
(rechts).

Die Griinde fiir das schlechte Abschneiden des heterogenen Algorithmus liegen in

— der sehr guten Approximierbarkeit der homogenen Lsung durch lineare Finite Ele-
mente im Gebietsinneren (vgl. Abbildung 70), wodurch auflerhalb der Grenzschicht
keine starke Verfeinerung erforderlich wird. Das Endgitter der homogenen Rechnung
stimmt auf einem Grofiteil von 2 noch mit dem Grobgitter iiberein, das ja auch in
die Aufwandsberechnung des heterogenen Verfahrens mit eingeht.
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Querschnitt durch homogene Loesung fuer x,=1.75 Querschnitt durch homogene Loesung fuer x,=1.25
40 T T T T T T T T T 40 T T T T T T T

T T
V125

351 1 351 B
251 25+ 4
20 20 1

151 151

10 L L L L L L L L L 10 L L L L L L L L L
1 11 12 13 1.4 15 16 17 18 19 2 1 11 12 13 1.4 15 16 17 18 19 2

Abbildung 70: Horizontale Querschnitte durch die Lésung des homogenen Modells
fiir o = 1.75 (links) und z9 = 1.25 (rechts) und € = 0.001.

der adaptiven Verfeinerung von PLTMG. Diese basiert auf der Longest-Edge-Bi-
sektion, ein Verfahren, welches typischerweise auch bei der Nachverfeinerung zum
Wiedererhalt einer konformen Triangulierung sehr lokal bleibt.

dem exponentiellem Zusammenhang von Aufwand (bzw. Anzahl an Gitterpunkten
Nhom) und Toleranz.

14 T T T T T T

12000 T T T

T T T
— Anzahl an Diskretisierungspunkten

10000

8000 -

6000 -

4000 -

2000

.
0 . . .
0.35 04 0.05 01 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4

Abbildung 71: Schon ein kleines Anwachsen des Fehlers, verursacht durch den zu-
sitzlichen Modellfehler im heterogenen Modell, 1dsst den zum Vergleich herangezo-
genen Wert von npep, (links; ebenso den Wert des Aufwands, rechts) des homogenen
Modells stark sinken.
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13.3 Testbeispiel 2: Modell und Versuchsbeschreibung.

Das Rechengebiet 2 hat in diesem Beispiel zwei stufenférmige Einkerbungen, an denen
sich Grenzschichten ausbilden. Testbeispiel 2 lautet

—eAv + (;970 +v = in Q=((1,7) x (1,7)) \ (([2,2.5] x [1,1.2]) U ([4.5,5] x [1,1.2]))
1
v =20 firaz=(1,22) € 09,
v =0 firz=(25z9) €09,
v =0 firz= (522 €09,
ov

- = fiir x € 90F) sonst.
on

Homogene Loesung

20.0

Abbildung 72: Die homogene Losung hat Grenzschichten auf den Windschattenseiten hin-
ter den Stufen. Im Unterschied zu Testbeispiel 1 ist die Losung am linken Rand gekriimmt,
weshalb der lineare Finite-Element-Loser auch hier, also auflerhalb der Grenzschichten
stark verfeinert.

Im Normalfall wird der Algorithmus zwei durch das hyperbolische Rechengebiet getrennte
elliptische Gebiete auf der Riickseite jeder Stufe markieren, deren Interfaces aus mehreren
Ein- wie Ausflussrandstiicken bestehen. Die Iteration (11.1a) — (11.1h) zwischen den drei
gekoppelten Teilgebieten von 2 kann mit etwas Vorwissen und unter Beriicksichtigung
von b = ((1]) vermieden werden: nach Anwendung von CCRIES.m auf die markierten
Dreiecke bestimmen wir von jeder Zusammenhangskomponente die konvexe Hiille ihrer
Gitterpunkte. Die Rénder der jeweiligen Schnittmenge der konvexen Hiillen mit €2 bilden
die Eingaben fiir die elliptische Rechnung. Die so erhaltenen elliptischen Gebiete miissen
zwar neu trianguliert werden, ihr Interface besteht aber nur aus jeweils einem Ein- und
Ausflussteil. Damit ergibt sich fiir den Programmablauf folgende verkiirzte Iteration ohne
Abbruchfehler:
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— Lose die reduzierte Gleichung auf €2y,.

Lose die elliptische Gleichung auf 2. 1, dem linksgelegenen Teilgebiet von ., mit
DFq,, <0.5-TOLg.

— Lose die reduzierte Gleichung auf dem Teil von €2, der rechts des Ausflussinterfaces
I“}“t von €2, 1 liegt.

— Lose die elliptische Gleichung auf dem rechten Teilgebiet (2.2 von {2, mit 1/)?198’2 <
0.5-TOL¢.

Lose die reduzierte Gleichung auf dem Teil von €y, der rechts des Ausflussinterfaces
I“}“t von €2, o liegt.

Markierte Dreiecke Markierte Dreiecke
0.7
+ 10%
+ 5%
+ ﬁeweahlt
06| — VUl 4
0.5 q
04r 4
0.3r —
0.2 B
0.1 B
0 n bl et bl ity L
[ 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 2 3 4 5 6 7

Dreiecksnummer (geordnet nach hyp. Modellfehler) Markierte Dreiecke nach Sprung in Energienorm pro Flaeche

Abbildung 73: Markierung zweier elliptischer Gebiete bei sprungbezogener Auswahl.
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elliptisches Teilgebiet links
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Abbildung 74: Schnittmenge der konvexen Hiille des linken elliptischen Teilgebiets mit (2
und die heterogene Teillosung . auf diesem Gebiet.
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Abbildung 75: Die Losung auf den blau gekennzeichneten Gitterpunkten wird nach der Lo-
sung auf (2. 1 aktualisiert, die Losung der griin gekennzeichneten Punkte nach der Losung
auf .

17

elliptisches Teilgebiet rechts

16

Loesung auf elliptischem Teilgebiet
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Abbildung 76: Schnittmenge der konvexen Hiille des rechten elliptischen Teilgebietes mit
Q und die heterogene Teillosung u. auf diesem Gebiet.
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Heterogene Loesung Differenz zw. homogener u. heterogener Loesung

1 _ 1 _
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 77: Die heterogene Losung (riickinterpoliert auf das Grobgitter) und die Diffe-
renz von homogener Grobgitterlosung und heterogener Losung.

Natiirlich kann auch die Iteration (11.1a) — (11.1h) zur Losung des gekoppelten Problems
verwendet werden. Beide Moglichkeiten sind im anschlieSenden Vergleich (Abschnitt 13.4)
beriicksichtigt.

Loesung interpoliert auf Grobgitter Differenz zw. homogener u. heterogener Loesung

1 _ 1 _
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 78: Die heterogene Losung (riickinterpoliert auf das Grobgitter) und die Diffe-
renz von homogener Grobgitterlosung und heterogener Losung bei echter Iteration.

Beide Losungsverfahren konnen mit einer Interface-Korrektur verbunden werden. Es kann
vorkommen, dass sich hierbei das elliptische Teilgebiet 2. erst nach einem erneuten Aus-
16sen in zwei einzelne Gebiete trennt.
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Abbildung 79: Bei Markierung fiir ¢ = 0.001 und T'OL;¢j grop = 0.018 erhélt man ein
zusammenhéngendes elliptisches Rechengebiet.
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13.4 Numerische Ergebnisse von Testbeispiel 2.

Im Unterschied zu Testbeispiel 1 wurde diesmal nicht nur der Aufwand der Verfahren
erfasst, sondern auch die Dauer der Rechenzeiten. In diese gehen im heterogenen Algorith-
mus auch die Zeiten fiir das Auffinden der Interface-Position ein (insbesondere die Dauer
der Algorithmen CCRIES.m und SI.m), sowie die Berechnung der hyperbolischen Lésung.

Die Ergebnisse der numerischen Rechnung finden sich in den Tabellen 53 — 55. Der Ver-
gleich mit der homogenen Loésung wurde zuerst bei der unskalierten Modellfehlerappro-
ximation und anschlieend bei einer Skalierung der Approximation mit dem Faktor 0.2
gezogen.

10° T T T T T 10°

— homogene Recl

hnung
chnung (lteration)
chnung

Re
— heterogene Re:
heterogene Rex

chnung
— heterogene Rechnung (lteration)
heterogene Rechnung

o
% £
T 10
s
< =

3 1
10 L L L L L L L L L L
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

erreichte relative Genauigkeit erreichte relative Genauigkeit

Abbildung 80: Der Vergleich des Aufwands (links) und der Dauer (rechts) der Berechnung
von homogener (schwarz) und heterogener Rechnung (hellblau, mit Iteration blau) fiir
e = 0.01 zeigt eine Reduktion des Aufwands um den Faktor 3 und eine Reduktion der
Rechenzeit um den Faktor 2. Die heterogene Rechnung in fiinf Schritten erfordert eine
neue Initialisierung der Triangulierung auf den beiden elliptischen Teilgebieten und ist
daher nicht giinstiger als der Iterationsprozess.

(iteration)

&
33

(iteration)

&
33

Aufwar
ser Time

10° I . 1 . 1 10° I . 1 .
0.005 0.01 0015 002 0025 003 0035 0.005 0.01 0015 002 0025 003 0035
erreichte relative Genauigkeit erreichte relative Genauigkeit

Abbildung 81: Der Vergleich des Aufwands (links) und der Dauer (rechts) der Berechnung
von homogener (schwarz) und heterogener Rechnung (hellblau, mit Iteration blau) fiir
€ = 0.01 bei Skalierung der Modellfehlerschéitzung zeigt eine Reduktion des Aufwands um
den Faktor 18 und eine Reduktion der Rechenzeit um den Faktor 14.



13.5 Ausblick auf zeitabhéngige Geichungen. 119

T
— homogene Rechnung
— heterogene Rechnung (lteration)
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erreichte rel. Genauigkeit erreichte rel. Genauigkeit

Abbildung 82: Der Vergleich des Aufwands (links) und der Dauer (rechts) der Berechnung
von homogener (schwarz) und heterogener Rechnung mit Iteration (blau) fiir ¢ = 0.001
zeigt fiir kleine Toleranzen eine Reduktion des Aufwands um den Faktor 4 und eine Re-
duktion der Rechenzeit um den Faktor 3.

T T
— homogene Rechnung — homogene Rechnung
- - heterogene Rechnung skaliert (iteration) - - heterogene Rechnung skaliert iteration)

Aufw
er Time

10° L L L L L 10° L L L L
0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022

rreichte rel. Genauigkeit erreichte rel. Genauigkeit

Abbildung 83: Der Vergleich des Aufwands (links) und der Dauer (rechts) der Berechnung
von homogener (schwarz) und heterogener Rechnung mit Iteration (blau) fiir ¢ = 0.001 bei
Skalierung der Modellfehlerschitzung zeigt eine Reduktion des Aufwands um den Faktor
15 und eine Reduktion der Rechenzeit um den Faktor 11.

13.5 Ausblick auf zeitabhingige Geichungen.

Ein adaptiver Loser reagiert auf Probleme mit heterogenem Charakter in der Regel mit
lokal eng begrenzter Verfeinerung im Bereich der Grenzschicht. Diese positive Eigenschaft
ldsst dem heterogenen Verfahren nur wenig Spielraum, um trotz der Kosten der Interface-
Positionierung noch mit der adaptiven homogenen Rechnung zu konkurrieren. Eine Kor-
rektur der anfanglichen Interface-Lage wie im eindimensionalen Fall bei uniformer Verfei-
nerung ist in der Regel zu teuer. Dieser Sachverhalt kann sich beim Betrachten zeitabhén-
giger Gleichungen dndern, sofern die Lage und Grofle der Grenzschicht selbst unabhéngig



120 13 Aufwandsvergleich zur adaptiven Rechnung.

von der Zeit ist. Das zeitabhéingige Konvektions-Diffusions-Modell,

0
3_: +div(bv) =eAv inQx(0,7),

v =ep auf 92 x (0,7),
v(z,0) =wvp(r) in

mit e > 0, b = b(z) € (WL(Q)? und pp = pp(z) € H%(OQ) ist von parabolischem,
fiir kleine € jedoch zunehmend hyperbolischem Charakter. Das entsprechende heterogene
Modell (s. [23]) lautet

0
% + div(buy,) =0 in Q x (0,7),
Oue . .
ey + div(bue) = cAu, in Q¢ x (0,7),
up, = ¢p auf I'p, p x (0,7),
Ue =D auf I'. x (0,7),
mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = vp(x) fiir x € Q
und den Interface-Bedingungen
b-n*u, = —ag;;i +b-n*u, auf 'y x (0,7),
up, = Ue auf F?“t x (0,T).

Die Zeitableitung kann durch ein explizites oder implizites Verfahren diskretisiert wer-
den. Im letzten Fall sind das parabolische und das hyperbolische Teilproblem miteinan-
der gekoppelt und die heterogene Lésung muss in jedem Zeitschritt durch eine Iteration
(entsprechend (11.1d) — (11.1h)) gewonnen werden. Mit den Abkiirzungen u = u(z,t),
uat = u(z,t + At), der Anfangsbedingung u(z,0) = vo(x) auf Q und v}, = u lautet die
Iteration im einfachen Fall des impliziten Euler-Verfahrens:

Fir k& > 0 lose

u];:_Alt = —At- div(bulfl:zlt) + up, auf Qp,, (13.1)
“ﬁﬁt = uf py auf D9 (13.2)
“ﬁﬁt =¢D auf I'y p, (13.3)

und anschliefend
uszlt = —At (—eAuszlt + div(bulz’zlt)) +ue auf Q, (13.4)

auk—l—l
£ a;ft =0 auf Fout’ (135)
auk+1 A

E—azft —b- n*u];zlt =} n*uf:_Alt auf szn U FO, (136)

ugzlt =¢p auf I'. (13.7)
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Die Kopplung wird in einem expliziten Verfahren vermieden. Man erhélt es, indem man
uj A+ auf den rechten Seiten der Gleichungen (13.1) und (13.4) durch u; ersetzt fiir i =
e, h. Die Iteration iiber k entféllt, wenn diese Ersetzung auch noch in Gleichung (13.2)
vorgenommen wird.

Auch der Modellfehler ist nun zeitabhéngig MF = MF(t,I's). Zum Zeitpunkt t = 0
ist v(z,0) = u(x,0) = vo(z) gegeben und der Modellfehler betridgt 0 unabhéngig von
der Interface-Wahl. Ein anfiénglicher Interface-Verlauf fiir den Zeitpunkt ¢t; = At kann
gewonnen werden durch Berechnen von 9, auf dem Grobgitter in einem expliziten Schritt

vy, = At(eAvg — div(bvg)) +v9  auf Q,
Uty =YD auf 0,

und der reduzierten Gleichung

Upy, = —At-div(bvg) +vg auf Q,
Uhty =p auf I'" = {z € 99Q|(b - n)(x) < 0}.

Bei der Wahl des zugehorigen Zeitschritts At ist zu beachten, dass dieser durch die Stabi-
litdtsbedingung an die Grobgitterweite gekoppelt ist (s. [25]). Mit Hilfe der beiden Grob-
gitterlosungen und den Methoden in Abschnitt 12.1 wird ein erstes Interface I'f = I'f (1)
zur (expliziten oder impliziten) Berechnung von u,, festgelegt.

Setzen wir eine stationére Lage der Grenzschicht voraus, so kann das Interface aufgrund der
neugewonnenen Information iiber M F(t1,T"#(¢1)) noch einmal fiir den Zeitschritt ¢; + At
korrigiert und dann endgiiltig festgesetzt werden. Die Ersparnis gegeniiber der homogenen
Rechnung kommt nun in jedem weiteren Zeitschritt zum Tragen ohne neue Kosten einer
Interface-Suche.
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14 Symbolverzeichnis.

Das Symbolverzeichnis enthilt alle Bezeichnungen, die nicht nur lokal in einem Abschnitt
verwendet wurden. In den Erkldrungen sei A ein offenes beschrinktes Gebiet im R™ mit
n =1 oder n = 2. Fiir n = 2 sei 0A der Lipschitz-stetige Rand von A mit &uflerer
Einheitsnormale n4 und X sei eine offene Teilmenge von 0A. Sind die Erkldrungen am
FEnde mit einem * versehen, so miissen bei der zugehétrigen Variablen nicht immer alle
Indices vorhanden sein.

Part I:

aq Quellterm

b Konvektion, Wind

c Interface des eindimensionalen Modells

bt 00 € C1!, Randfunktion ist C1!-Diffeomorphismus

eMF Differenz von heterogener zu homogener Lésung

€ Diffusionskonstante

f rechte Seite der Differentialgleichung

F F: H} Q) x HE () — R, Bilinearform des eindimensionalen Modells mit
[v]|% = F(v,v) fiir alle v € H ()

F F: HY(Q) x H(Q) — R, Bilinearform des zweidimensionalen Modells mit
|lv]|% = F(v,0) fiir alle v € H ()

HF* Hilbert-Raum H*(A) = W¥(A), speziell

|| i) = (f, Vo- Vv)%, Seminorm auf H'(Q)

(o)

Hk Hilbert-Raum H}(A) = W} (A)
H> Hz(DA) C L2(dA), Bildraum des Spuroperators angewandt auf H'(A)
1 1 1 £
2 P _ 20y . & 1 L) vaun
Hg, Hi(E)={ve L*(X):v € H2(0A), wobei 0 = { 0 auf 9A\ % und
1 HUHH(%(Z) = ||U||H%(3A),
H™2 H~2(dA), Dualraum von Hz (DA)
k Randwert im eindimensionalen Modell
Lp Lebesgue-Raum LP(A) aller messbaren Funktionen v : A — R mit

1

[vllLecay = (4 v[F)? < oo fiir 1 <p < oo
L™ Lebesgue-Raum L*°(A) aller messbaren Funktionen v : A — R,
die fast tiberall beschrénkt sind,

[0l Lo a) = esssup,eq [v(2)]

L} LX) ={v:X — R: \/|b-nalv € L*(X)} Banach-Raum bzgl.
HUHLg(z) = (fz: b ”A|v2)§ :
L%, L2 (A) = {w € (L*(A))?|div(w) € L?(A)} Hilbert-Raum bzgl.
1
. 3
lollzz,,ca = (1012 00) + Niv(©)]2204) )
n duflere Einheitsnormale auf 02
n* Einheitsnormale auf I'; in Richtung von 2, weisend
Ue elliptischer Losungsteil des heterogenen Modells
Up hyperbolischer Losungsteil des heterogenen Modells

v Losung des homogenen Modells
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W; Sobolev-Raum W} (A) aller Funktionen v € LP(A) fiir 1 < p < co mit
verallgemeinerten Ableitungen 0%v € LP(A) bis zur Ordnung |a| < k,
lollwg ) = (Cjajen [41070F) " fir p < o0 und
[ollwe (a) = 22 a) <k €85 SUPze 4 |07V ()]

o o

Wy WE(A) ist Abschluss von C§¢(A) in Wk (A)

I'p Dirichlet-Rand

Iy Interface des zweidimensionalen Modells

e 7 ={zely: (b-n*)(z) > 0}

P;’c”t rgt ={zely: (b-n*)(zr) <0}

I T\ (T uT7)

Tep Dirichlet-Rand des elliptischen Gebiets €2,

Fen Neumann-Rand des elliptischen Gebiets €2,

I'np Dirichlet-Rand des hyperbolischen Gebiets €2,

'y Neumann-Rand

1o untere Schranke der Koerzivitdtsbedingung

©D rechte Seite der Dirichlet-Bedingung

©N rechte Seite der Neumann-Bedingung

Pe,N rechte Seite der Neumann-Bedingung auf I'c n

©h,D rechte Seite der Dirichlet-Bedingung auf I'y, p

pne, N rechte Seite der Dirichlet-Bedingung auf I’ p

d Fluss

Q beschréanktes zusammenhéngendes Gebiet

o) Rand von

Q. elliptisches Teilgebiet

Q, hyperbolisches Teilgebiet

Part II:

Anzp; Anzahl der Bisektionsschritte (Ansatz 2)

ANzBi maa max. Anzahl der Bisektionsschritte in Verfeinerung (Ansatz 2)

Anzyers Anzahl verfeinerter Approximationsschritte

co Startwert der Newton-Iteration (Ansatzl) oder
anfingliche Interface-Position (Ansatz 3)

Chyp obere Schranke fiir ¢

Chyp,ell obere Schranke fiir c,p

CMF Interface-Stelle mit M F(cyp) = TOLyp

CMF Interface-Stelle mit ]\ﬁ(éMp) =TOLyr

CMF numerische Néherung an ¢ F'

CNull erste Interface-Position (Ansatz 2)

Copt Néherung an aufwandsoptimale Interface-Stelle (Ansatz 3)

count count; +n

count Anzahl Diskretisierungspunkte zur Auffindung von ¢y p

DF = DF, Diskretisierungsfehler auf €2,
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DF enic Schitzung des Diskretisierungsfehlers auf Q. = (0, ¢) mit
n Diskretisierungspunkten *

L; linke Grenze des Bisektionsintervalls im i-ten Bisektionsschritt (Ansatz 3)

A Dampfungsfaktor im Newton-Verfahren (Ansatz 1)

MF Modellfehler

MF e,N:c Approximation des Modellfehlers auf Q. = (¢, 1) fiir N Diskretisierungspunkte

MF h,Nic Approximation des Modellfehlers auf Q, = (0, ¢) fiir N Diskretisierungspunkte

Nhom, Nhom + 1 ist Anzahl an Gitterpunkten bei homogener Rechnung

Nopt Nopt + 1 ist vorhergesagte Anzahl an Gitterpunkten auf (cop, 1)

N Anzahl der Punkte des Grobgitters auf Q ist N + 1

#NI Anzahl der Newton-Iterationen (Ansatz 1)

Nko Gitterkonstante mit N = { N;ios—‘

Npin Mindestanzahl an Gitterpunkten auf Q. (Ansatz 2)

NN Anzahl der Punkte einer ersten Verfeinerung des Grobgitters ist NN + 1

(Ansatz 2)

Npéclet Mindestanzahl an Gitterpunkten aus Péclet-Bedingung

part Parameter zur Auffindung des Startwerts cq als kleinstem Gitterpunkt,
bei dem Oy die Marke part - ¥y, iiberschreitet (Ansatz 3)

R; rechte Grenze des Bisektionsintervalls im i-ten Bisektionsschritt (Ansatz 2)

p Skalierung des a priori Schétzers fiir DF

skalpp Skalierung des a posteriori Schétzers fiir DF

T; Gitterweite des ¢-ten Diskretisierungsintervalls

TN Gitterweite bei N + 1 Diskretisierungspunkten

Traz max. Gitterweite auf dem Grobgitter

TOLq benutzerdefinierte Gesamttoleranz

TOL;s erzielte relative Genauigkeit TOL;s; = ”UlHE (MF(&MF) + ﬁgyn;CMF)

TOLyF Toleranz fiir Modellfehler

TOLNewton, Toleranz des Newton-Verfahrens

TOL N Toleranz fiir erste Interface-Position (Ansatz 2)

TOL,¢ relative Toleranz TOL,.; = TOLg/||v|| &

TOLRest Resttoleranz in (Ansatz 3)

Ue e diskrete elliptische Losung des heterogenen Modells mit Interface ¢
und n Diskretisierungspunkten

Uh,nse diskrete hyperbolische Losung des heterogenen Modells mit Interface ¢
und n Diskretisierungspunkten

U diskrete Losung des homogenen Modells mit n Diskretisierungspunkten

Omax max. Steigungsquotient im Fehlerindikator (Ansatz 2)

KNull Anteil an TOL s fiir erste Interface-Approximation (Ansatz 2)

KMFEF Anteil von TOL s r an Gesamttoleranz

K Verhiltnis von M Fy, zu M F, (Ansatz 3)

KN:co Verhiiltniss von Z\ﬁhw(co) zu ]\/477671\/(00) (Ansatz 3)
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Part I1I:
Aufwand
Aufwandpom
Aufwandy
Fehler,
Fehlerrel,hom
Fehlerrel,sk:al

hr

IF
#Iterationen
n

N hom

N

No
skalyp
T

T
TOLpr

TOLrel,grob
~k
ue,n;Ff

~k
uh,Ff

UserTime
UserTimepnom

UserTimepaTLAB
UserTimeprryva

,YO

KME),
S

#Qe

Summe der Diskretisierungspunkte bei heterogener Rechnung

Summe der Diskretisierungspunkte bei homogener Rechnung

Summe der Diskretisierungspunkte bei der Grobgittergenerierung
Schétzung des relativen Gesamtfehlers der heterogenen Rechnung
Schétzung des relativen Diskretisierungsfehlers der homogenen Rechnung
Schétzung des relativen Gesamtfehlers der heterogenen Rechnung bei
Skalierung der Modellfehlerschitzung

Durchmesser des Dreiecks

Iterationsabbruchsfehler

Anzahl notwendiger Losungsiterationen zum Erreichen von TOLpr
Anzahl der Gitterpunkte auf letzter Verfeinerung von .

Anzahl der Gitterpunkte bei homogener Rechnung

Anzahl der Punkte auf dem Grobgitter

Anzahl der Diskretisierungspunkte bei der ersten Interface-Suche, Ny = N
Skalierungsfaktor der Modellfehlerschiatzung

Dreieck der Triangulierung auf 2

Triangulierung von 2

Toleranz fiir Diskretisierungs- und Iterationsabbruchsfehler

relative Toleranz fiir Grobgitterlosungen

diskrete elliptische Losung des heterogenen Modells mit Interface I'y und

n Diskretisierungspunkten im k-ten Iterationsschritt
diskrete hyperbolische Losung des heterogenen Modells mit Interface I'¢

im k-ten Iterationsschritt
systemunabhéngige Rechenzeit in Sekunden
User Time der homogenen Rechnung

User Time der MATLAB-Routinen

User Time der Routine PLTMG

Startfunktion auf F;’c“t der Losungsiteration

Anteil des hyperbolischen Modellfehlers an T'O L auf Grobgitter
Akzelerationsparameter der Iteration

Anzahl elliptischer Rechengebiete
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15 Tabellen der numerischen Ergebnisse in einer Raumdi-
mension.

15.1 Tabellen zur homogenen Rechnung.

Tabelle 5: Notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten npey,, bei homogener Rechnung
fiir Modell A mit f(t) = 1.

TOLy;; =01 =001 £=0.001 e=0.0001 &=0.00001

0.01 325 2928 29009 289827

0.02 163 1464 14505 144914

0.03 109 976 9669 96609

0.04 81 732 7253 72457

0.05 65 586 5802 57966 579602
0.06 54 488 4835 48305 483002
0.07 47 419 4145 41404 414002
0.08 41 366 3627 36229 362251
0.09 36 326 3224 32203 322001
0.10 33 293 2901 28983 289801
0.11 29 267 2638 26348 263456
0.12 27 244 2418 24153 241501
0.13 25 226 2232 22295 222924
0.14 24 209 2073 20702 207001
0.15 22 196 1934 19322 193201

Tabelle 6: Notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten 7., bei homogener Rechnung
fiir Modell A mit f(t) = e’.

TOLy;; €=01 =001 £=0.001 e=0.0001 &=0.00001

0.01 352 2959 29041 289859

0.02 176 1479 14521 144929

0.03 118 987 9681 96619

0.04 88 739 7261 72465

0.05 71 592 5809 57972 579608
0.06 59 494 4841 48309 483007
0.07 51 423 4149 41409 414006
0.08 44 369 3631 36233 362209
0.09 39 329 3227 32207 322005
0.10 36 296 2905 28986 289804
0.11 32 269 2641 26351 263409
0.12 29 247 2421 24155 241504
0.13 28 228 2234 22297 222909
0.14 26 212 2075 20705 207003

0.15 24 198 1937 19324 193203
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Tabelle 7: Notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten np,;, bei homogener Rechnung
fiir Modell A mit f(t) = t2.

TOL; =01 =001 £=0.001 e=0.0001 &=0.00001

0.01 233 2845 28928 289746

0.02 117 1423 14464 144873

0.03 78 949 9643 96582

0.04 59 712 7232 72437

0.05 47 569 5786 57949 579586
0.06 39 475 4822 48291 482988
0.07 34 407 4133 41393 413989
0.08 29 356 3616 36219 362241
0.09 26 317 3215 32194 321992
0.10 24 285 2893 28975 289793
0.11 22 259 2629 26341 263448
0.12 19 238 2411 24146 241494
0.13 18 219 2226 22289 222918
0.14 17 204 2067 20697 206995
0.15 16 189 1929 19317 193196

Tabelle 8: Notwendige Anzahl an Diskretisierungspunkten n e, bei homogener Rechnung
fiir Modell B mit a4(t) =3, f(t) =1,k = 2.

TOL,q =01 £=001 £=0.001 ¢=0.0001

0.01 303 2759 27344 273207
0.02 152 1379 13673 136604
0.03 102 921 9116 91069
0.04 7 691 6837 68303
0.05 62 953 5469 54643
0.06 52 461 4559 45536
0.07 44 395 3908 39031
0.08 39 346 3419 34152
0.09 35 308 3039 30358
0.10 32 277 2736 27322
0.11 29 252 2487 24838
0.12 27 231 2279 22769
0.13 25 214 2105 21017
0.14 23 198 1954 19516

0.15 22 185 1824 18215
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15.2 Tabellen zu Ansatz 1.

Ansatz 1 fiir Modell A mit konstanter rechter Seite f(t) = 1.

Modell A, e=1e-2, f=1, TOL =002, N=60, N =20 Modell A, e=3e-3, f=1, TOL =0.05, N=100, N =30

in’

0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 1 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 08 0.85 0.9 0.95 1
Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 84: Der Modellfehlerschéitzer hat jeweils genau einen Schnittpunkt mit der
Toleranz TOL .

Tabelle 9: Ansatz 1 fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = 1.

€ 0.01 0.003

TOL, 0.02 0.05

N 40 150

o 1+ ¢eln(e) 1+¢eln(e)/2

kpmp = || TOList | #n1 | county | n | count || TOL;s | #N1 | count: | n | count
0.9 0.0088 6 821 227 | 821 0.0216 9 992 86 | 992
0.8 0.0119 6 827 168 | 827 0.0295 9 999 64 | 999
0.7 0.0143 7 971 142 | 971 0.0349 9 1004 | 55 | 1004
0.6 0.0159 7 979 130 | 979 0.0393 10 1146 | 50 | 1146
0.5 0.0172 7 988 123 | 988 0.0429 10 1156 | 47 | 1156
0.4 0.0182 8 1146 120 | 1146 0.0453 11 1308 46 | 1308
0.3 0.0190 8 1162 119 | 1162 0.0470 11 1324 46 | 1324
0.2 0.0195 9 1341 122 | 1341 0.0485 12 1498 47 | 1498
0.1 0.0199 10 1545 | 130 | 1545 0.0496 13 1696 | 50 | 1696
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Ansatz 1 fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = ¢'.

Der Fehlerschéitzer hat in Abhéngigkeit von k7 ein bis drei Schnittpunkte mit TOL js,
von denen jeweils einer in Abhéngigkeit von der Lage des Startpunktes ¢y aufgefunden
wird. Die Anzahl der Newton-Iterationen ist abhéngig vom Startpunkt.

Modell A, e=le-3, f=e', TOL=0.05, K, =0.2,N=150 Modell A, e=le-3, f=e', TOL,,=0.02, k =0.9,N=150

L L L L L L L L L L L L L L
05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 85: Im Bild sind TOL, und kpp gerade so gewéhlt, dass jeweils nur ein
Schnittpunkt links entsteht.

Tabelle 10: Ansatz 1 fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = e’.

€ 0.001 0.001

TOL, ¢ 0.05 0.02

N 150 150

o 1+¢eln(e)/2 1+¢eln(e)/2
Schnittpunkt rechts

kpmp = || TOLijst | #n1 | county | n | count || TOL;s | #n1 | county n count

0.9 0.0216 3 520 87 | 520 0.0086 2 422 238 422

0.8 0.0298 3 529 64 | 529 0.00117 2 424 177 424

0.7 0.0351 3 536 55 | 536 0.00142 3 571 148 571

0.6 0.0391 2 408 50 | 408

0.5 0.0432 1 276 47 | 276

0.4 0.0450 1 279 45 | 279

0.3 0.0473 2 425 44 425

co 0.005/(y/€ 4+ 0.005)

KMF = Schnittpunkt links

0.9 0.0087 5 26688 | 6782 | 26688

0.8 0.0120 4 26382 | 6018 | 26382

0.7 0.0143 4 31093 | 6049 | 31093

0.6 0.0160 3 28744 | 6369 | 28744

0.5 0.0173 3 32333 | 6874 | 32333

0.4 0.0183 4 45514 | 7549 | 45514

0.3 0.0191 5 61818 | 8421 | 61818
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Ansatz 1 fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = t2.

- =12 - = =
- Modell Ag=1e-4, f=t", TOL=0.02, k=09, cy=L+e Ine)/2 . Modell A g=1e-4, f=x%, TOL, ;=0.02, k=0.9, x,=L+¢ In(€)
x10 <10 e o
12

T T
TOL, - TOL,-

= Modellfehler — Modellfehler

8r Modellfehlerschaetzer 7 Modellfehlerschaetzer

4 Startwertc 10- | Stanwertc,

L L L L L L L L L
0.9975 0.998 0.9985 0.999 0.9995 0.9975 0.998 0.9985 0.999 0.9995

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 86: Die blauen Geraden dokumentieren den Ablauf des Newton-Verfahrens zum
Auffinden des rechten (Bild links) bzw. mittleren (Bild rechts) Schnittpunkts.

Tabelle 11: Ansatz 1 fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = t2.

€ 0.0001
TOL, 0.02
N 200
o 1+eln(e)

mittlerer Schnittpunkt
kpr = || TOL;st | #n1 | county n count
0.9 0.0087 1 368 304 368
co 1+¢eln(e)/2
KMF = Schnittpunkt rechts
0.9 0.0083 10 1486 284 1486
0.8 0.0114 10 1490 208 1490
0.7 0.0142 11 1660 170 1660
Co 0.005/(+/€ + 0.005)
KMF = Schnittpunkt links
0.9 0.0087 3 150080 | 64867 | 150080
0.8 0.0120 5 263651 | 56068 | 263651
0.7 0.0143 4 246089 | 55208 | 246089
0.7 0.0160 6 402235 | 57165 | 402235
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Ansatz 1 fiir Modell B mit a,(t) =3, f({) =1 und k = 2.

Der Fehlerschitzer hat fiir € = 0.01 drei Schnittpunkte mit TOLg. Mehr als ein Schnitt-
punkt mit TOL j;r entsteht allerdings nur fiir kj;p nahe der 1. Fiir € = 0.001 liegt der
Schnittpunkt fiir fast alle xy;p— Werte am rechten Rand.

Modell B.e=1e-2, aq:3‘ f=1, k=2, TOL =0.02 Modell B,g=1e-3, aq:3, =1, k=2, TOL =0.02

451 1 181

35F 4 14

25F 4 1+

15

1F 1 04f 1
05F B 02f J B

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.9 091 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1

Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 87: Verlauf von exaktem Modellfehler und Fehlerschétzer fiir e = 0.01 (links)
und € = 0.001 (rechts).

Tabelle 12: Ansatz 1 fiir Modell B mit a4(t) = 3, f(t) =1 und k = 2.

€ 0.01 0.001

TOL, 0.02 0.02

N 40 200

co 0.005/(y/€ 4+ 0.005) 1+eln(e)/2
Schnittpunkt links Schnittpunkt rechts

kpmp = || TOLiss | #n1 | county | n | count || TOL;g | # N1 | county | n | count

0.9 0.0093 3 3609 5416 || 0.0086 3 433 673

0.8 0.0124 3 3844 5288 || 0.0118 3 435 612

0.7 0.0141 2 4055 4055 0.0137 4 744 749

0.6 0.0140 2 4243 4243 0.0138 4 749 749

0.4 0.0140 3 3844 3844 || 0.0137 5 927 927

o 1+ ¢eln(e)

KMF = Schnittpunkt rechts

0.95 0.0067 | 6 | 656 | | 962 \ \ | ]
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15.3 Tabellen zu Ansatz 2.

Ansatz 2 fiir Modell A mit konstanter rechter Seite f(t) = 1.

Tabelle 13: Ansatz 2 fir Modell A und f(t) =1,e = 0.1,kpmF = 0.6, kN = 1, Anzyerp =
0, N =10, Npin = 20, atpae = 1.8.

TOL, cmr—émr MF(@Emr) MF@Eumrp)+DF(EpmF)

county count

CMF TOLmF vl
0.0100 -0.1372 -0.8446 0.0151 25 430
0.0200 -0.0691 -0.4277 0.0251 25 211
0.0300 -0.0697 -0.4743 0.0385 25 138
0.0400 -0.0801 -0.6004 0.0543 25 103
0.0500 -0.0576 -0.4212 0.0624 25 86
0.0600 -0.0435 -0.3148 0.0713 25 74
0.0700 -0.0347 -0.2513 0.0805 25 66
0.0800 -0.0296 -0.2159 0.0902 25 60
0.0900 -0.0271 -0.2004 0.0998 25 96
0.1000 -0.0266 -0.2003 0.1110 25 52
0.1100 -0.0277 -0.2126 0.1227 25 49
0.1200 -0.0299 -0.2356 0.1363 25 46
0.1300 -0.0331 -0.2682 0.1497 25 44
0.1400 -0.0372 -0.3100 0.1650 25 42
0.1500 -0.0419 -0.3606 0.1791 25 41

Tabelle 14: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = 1,6 = 0.01,kpr = 0.6, kyuy = 1, Anzyerp =
0, N = 60, Nypin = 20, Qo = 1.6.

—G MF(é MF(E DF (&
TOL,. CMF—CMF (CmrF) (emp)+DF(EmF) count; count

CMF TOLmF vl
0.0100 0.0065 0.4613 0.0072 125 972
0.0200 0.0120 0.6829 0.0118 125 343
0.0300 0.0145 0.7512 0.0164 125 267
0.0400 0.0157 0.7803 0.0213 125 228
0.0500 0.0163 0.7931 0.0265 125 204
0.0600 0.0165 0.7970 0.0312 125 190
0.0700 0.0163 0.7951 0.0365 125 179
0.0800 0.0160 0.7889 0.0419 125 171
0.0900 0.0155 0.7790 0.0482 125 164
0.1000 0.0148 0.7658 0.0531 125 160
0.1100 0.0141 0.7492 0.0592 125 156
0.1200 0.0133 0.7291 0.0668 125 152
0.1300 0.0124 0.7054 0.0743 125 149
0.1400 0.0114 0.6775 0.0810 125 147

0.1500 0.0105 0.6452 0.0920 125 144
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Tabelle 15: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = 1l,e = 0.001,kyr = 0.6, KNu; =
1, Anzyers = 0, N = 1000, Nynin = 20, Amaz = 1.6.
ToL,, s Yoo MRSGS oo
0.0100 -0.0001 -0.0570 0.0104 2013 2402
0.0200 -0.0001 -0.0704 0.0208 2013 2186
0.0300 -0.0004 -0.4489 0.0394 2013 2102
0.0400 -0.0003 -0.2906 0.0468 2010 2082
0.0500 -0.0001 -0.1251 0.0536 2010 2066
0.0600 -0.0000 -0.0217 0.0605 2010 2056
0.0700 0.0000 0.0456 0.0675 2010 2049
0.0800 0.0001 0.0897 0.0753 2010 2043
0.0900 0.0001 0.1180 0.0829 2010 2039
0.1000 0.0001 0.1345 0.0919 2010 2035
0.1100 0.0002 0.1421 0.0991 2010 2033
0.1200 0.0002 0.1424 0.1120 2010 2029
0.1300 0.0001 0.1365 0.1192 2010 2028
0.1400 0.0001 0.1253 0.1270 2010 2027
0.1500 0.0001 0.1091 0.1394 2010 2025
Tabelle 16: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = 1,e = 0.0001,xpr = 0.6,KNu; =
1, Anzyer = 0, N = 9000, Nypin = 20, gz = 1.6.
TOL, % % 10000 J\é‘g(Lé% - ) MECwm JT‘ZJJ'TEF@M £ count; count
0.01 -0.6072 -0.8379 0.0150 18020 18375
0.02 -0.3471 -0.4173 0.0250 18020 18183
0.03 -0.3749 -0.4589 0.0395 18020 18109
0.04 -0.4469 -0.5707 0.0536 18020 18088
0.05 -0.3314 -0.3986 0.0618 18020 18073
0.06 -0.2568 -0.2976 0.0706 18020 18063
0.07 -0.2104 -0.2384 0.0797 18020 18056
0.08 -0.1846 -0.2069 0.0892 18020 18051
0.09 -0.1746 -0.1951 0.0994 18020 18047
0.10 -0.1770 -0.1986 0.1117 18020 18043
0.11 -0.1894 -0.2145 0.1224 18020 18041
0.12 -0.2102 -0.2414 0.1372 18020 18038
0.13 -0.2379 -0.2782 0.1487 18020 18037
0.14 -0.2716 -0.3246 0.1650 18020 18035
0.15 -0.3103 -0.3803 0.1800 18020 18034
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Ansatz 2 fiir Modell A und rechter Seite f(t) = ¢'.

Tabelle 17: Ansatz 2 fir Modell A und f(t) = el,e = 0.1,kpyr = 0.6,kNwy =
0.6, Anzyers = 1, N = 3, Nypin = 20, Gz = 1.6.

—G MF (&) MF(& DF(é
TOL,, SME—CME (emF) (émr)+DF(EmF) count; count

CMF TOLmFE [vle
0.01 0.3095 0.1891 0.0089 72 933
0.02 0.5427 0.3959 0.0152 72 493
0.03 0.6055 0.4824 0.0213 72 347
0.04 0.6317 0.5311 0.0272 72 274
0.05 0.6459 0.5625 0.0330 72 230
0.06 0.6516 0.5800 0.0391 72 200
0.07 0.6479 0.5804 0.0456 72 178
0.08 0.7474 0.5808 0.0523 72 161
0.09 0.7141 0.5811 0.0585 72 149
0.10 0.6805 0.5813 0.0649 68 135
0.11 0.6468 0.5813 0.0711 68 127
0.12 0.6132 0.5814 0.0775 68 120
0.13 0.5798 0.5818 0.0841 68 114
0.14 0.5453 0.5816 0.0904 68 109
0.15 0.5048 0.5779 0.0904 68 104

Tabelle 18: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = et,e = 0.0l,kpyr = 0.6,knu =
0.6,AnzVerf = 1,N = 307Nmin = 20704maa: =1.6.

TOL,y cyp—éyr  MF@mp)  MF@Eymp)+DF(Emr)

county count

CMF TOLmFE lle
0.01 0.0437 0.0590 0.0097 168 2657
0.02 0.0121 0.4402 0.0147 108 315
0.03 0.0109 0.6255 0.0187 110 237
0.04 0.0120 0.7465 0.0238 110 199
0.05 0.0127 0.7465 0.0275 110 183
0.06 0.0130 0.7682 0.0323 110 183
0.07 0.0132 0.7789 0.0375 110 159
0.08 0.0133 0.7829 0.0419 110 153
0.09 0.0133 0.7827 0.0475 110 147
0.10 0.0132 0.7798 0.0525 110 143
0.11 0.0130 0.7752 0.0586 110 139
0.12 0.0129 0.7694 0.0644 110 136
0.13 0.0127 0.7628 0.0693 110 134
0.14 0.0125 0.7557 0.0748 110 132

0.15 0.0123 0.7483 0.0844 110 129
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Tabelle 19: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = el,e = 0.001,kpp = 0.6, KNuy =
0.6, Anzyers = 1, N = 300, Nypin = 20, naq = 1.6.

TOL,. eyp—¢yrp MF@ur) MF@Emrp)+DF(@Emr)

county count

CMF TOLmF vl
0.01 0.0009 0.6299 0.0062 658 1111
0.02 0.0010 0.6544 0.0121 658 866
0.03 0.0010 0.6427 0.0184 658 787
0.04 0.0010 0.6351 0.0252 658 747
0.05 0.0010 0.6319 0.0308 658 729
0.06 0.0010 0.6298 0.0371 658 715
0.07 0.0010 0.6257 0.0436 658 705
0.08 0.0009 0.6175 0.0509 658 697
0.09 0.0009 0.6033 0.0565 658 693
0.10 0.0009 0.5950 0.0655 657 686
0.11 0.0009 0.6028 0.0697 657 684
0.12 0.0009 0.6083 0.0744 657 682
0.13 0.0009 0.6121 0.0819 657 676
0.14 0.0009 0.6146 0.0912 657 676
0.15 0.0009 0.6160 0.0925 657 676

Tabelle 20: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = e',e = 0.0001,kpp = 0.6, knuy =
O.G,AnZVerf = 1,N = 3000,Nmm = 207amax = 1.6.

TOL,y curp—Curp MF(@Eyr) MF(@Eyp)+DF(CEymF)

county count

CMF TOLmF lle
0.01 0.0001 0.5106 0.0069 6061 6508
0.02 0.0001 0.5443 0.0135 6061 6263
0.03 0.0001 0.5517 0.0200 6061 6187
0.04 0.0004 0.9770 0.0165 6287 6428
0.05 0.0004 0.9770 0.0207 6304 6413
0.06 0.0004 0.9796 0.0251 6315 6404
0.07 0.0004 0.9809 0.0287 6317 6394
0.08 0.0004 0.9809 0.0325 6318 6385
0.09 0.0004 0.9834 0.0367 6318 6377
0.10 0.0004 0.9897 0.0402 6322 6378
0.11 0.0004 0.9898 0.0454 6323 6372
0.12 0.0005 0.9904 0.0482 6323 6369
0.13 0.0005 0.9903 0.0522 6325 6367
0.14 0.0005 0.9902 0.0556 6326 6365

0.15 0.0005 0.9901 0.0597 6329 6365
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Tabelle 21: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = el,e = 0.00001,kpp = 0.6, inuy =
0.6, Anzyers = 1, N = 30000, Nypir = 20, gz = 1.55.

TOL, . eyrp—¢yrp MF@Eumr) MFE@Eur)+DF(@EMmF)

count; count

CMF TOLmF vl
0.01 -0.000009 0.5674 0.0066 60067 60525
0.02 0.0006 0.9992 0.0080 61805 64118
0.03 0.0006 0.9994 0.0120 61816 63358
0.04 0.0006 0.9996 0.0160 61827 62984
0.05 0.0005 0.9997 0.0206 61837 62726
0.06 0.0005 0.9997 0.0240 61846 62611
0.07 0.0005 0.9998 0.0280 61858 62514
0.08 0.0005 0.9998 0.0320 61867 62436
0.09 0.0005 0.9998 0.0360 61879 62385
0.10 0.0005 0.9998 0.0400 61890 62345
0.11 0.0005 0.9998 0.0440 61902 62315
0.12 0.0005 0.9999 0.0479 61912 62288
0.13 0.0005 0.9999 0.0519 61924 62271
0.14 0.0005 0.9999 0.0559 61935 62257

0.15 0.0005 0.9999 0.0622 61947 62236
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Ansatz 2 fiir Modell A und rechter Seite f(t) = t2.

Tabelle 22: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = t2,¢ = 0.1,kpmr = 0.6,knyuy =
0.6, Anzyers = 1, N = 3, Nypin = 20, tpag = 1.4.

TOL,, ME—tur MF@ymr) MF(Epmp)+DF(EpmF) count; count

CMF TOLMF lvle
0.01 0.9365 0.8787 0.0047 72 1322
0.02 0.9384 0.8887 0.0093 72 692
0.03 0.9354 0.9011 0.0135 72 492
0.04 0.9318 0.9098 0.0180 72 382
0.05 0.9282 0.9160 0.0220 72 322
0.06 0.9248 0.9206 0.0260 72 282
0.07 0.9216 0.9242 0.0301 72 252
0.08 0.9186 0.9270 0.0336 72 232
0.09 0.9158 0.9293 0.0381 72 212
0.10 0.9132 0.9311 0.0439 72 192
0.11 0.9108 0.9326 0.0477 72 182
0.12 0.9086 0.9339 0.0574 72 162
0.13 0.9067 0.9350 0.0575 72 162
0.14 0.9050 0.9359 0.0575 72 162
0.15 0.9038 0.9367 0.0641 72 152

Die nullte Approximation ist schlecht, da die Anzahl der Grobgitterpunkte zu gering ist.
In der Verfeinerung wird N = 3 durch N,,;, = 20 ersetzt. Fiir kleine Toleranzen lohnt sich
die heterogene Aufteilung nicht, da éprp am linken Rand liegt, das heterogene Gebiet also
beinahe mit dem Ausgangsgebiet iibereinstimmt.
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Tabelle 23: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = t?,¢ = 0.0l,kyr = 0.6,kNu =
0.6, Anzyers = 1, N = 30, Nypin = 20, 0tnag = 14,

TOL, cymp—éyp  MF(@up)  MF(Eyp)+DF(évr)

county count

CMF TOLmF vl
0.01 0.2389 0.4079 0.0075 181 5861
0.02 0.2399 0.4131 0.0150 172 2362
0.03 0.2332 0.4047 0.0226 146 1266
0.04 0.2298 0.3993 0.0302 143 773
0.05 0.2057 0.4080 0.0375 132 502
0.06 0.1299 0.4090 0.0444 132 342
0.07 0.0974 0.4547 0.0500 129 269
0.08 0.0969 0.5217 0.0543 129 249
0.09 0.0964 0.5738 0.0569 129 239
0.10 0.0964 0.6154 0.0641 129 219
0.11 0.0953 0.6495 0.0637 129 219
0.12 0.0947 0.6779 0.0684 129 209
0.13 0.0940 0.7020 0.0744 129 199
0.14 0.0933 0.7226 0.0740 129 199
0.15 0.0926 0.7405 0.0819 129 189

Tabelle 24: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = t2,e = 0.001,kyr = 0.6, kiyuy =
0.6, Anzyers = 1, N = 300, Nypin, = 20, Qg = 1.4.

TOL,y cmrp—Céyr MF(@Eymr) MF(@Emp)+DF(CMmF)

county count

CMF TOLmF vl
0.01 0.0103 0.5156 0.0069 677 1767
0.02 0.0068 0.7572 0.0107 677 1087
0.03 0.0063 0.8392 0.0147 677 927
0.04 0.0053 0.8832 0.0180 677 847
0.05 0.0041 0.9196 0.0224 673 783
0.06 0.0031 0.9647 0.0245 673 753
0.07 0.0031 0.9894 0.0282 673 733
0.08 0.0022 0.9491 0.0330 673 723
0.09 0.0020 0.9162 0.0405 673 713
0.10 0.0019 0.8940 0.0408 672 712
0.11 0.0018 0.8745 0.0414 672 712
0.12 0.0017 0.8546 0.0530 672 702
0.13 0.0016 0.8341 0.0539 672 702
0.14 0.0015 0.8134 0.0552 657 687

0.15 0.0015 0.8103 0.0754 657 677
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Tabelle 25: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = t2,¢ = 0.0001,kyr = 0.6, knu =

0.6, Anzyerp = 1, N = 3000, Npin = 20, Qmaz = 1.4.

TOL,., curp—émr MF@Emrp) MF@Emp)+DF(@EymF)

Y TOL B count; count
0.01 0.0002 0.9329 0.0044 6061 6591
0.02 0.0001 0.7719 0.0104 6061 6281
0.03 0.0001 0.7253 0.0167 6061 6191
0.04 0.0001 0.7347 0.0226 6061 6151
0.05 0.0001 0.7476 0.0253 6061 6141
0.06 0.0004 0.9931 0.0245 6315 6405
0.07 0.0004 0.9930 0.0272 6317 6397
0.08 0.0004 0.9929 0.0308 6318 6388
0.09 0.0004 0.9934 0.0358 6318 6378
0.10 0.0004 0.9972 0.0373 6322 6382
0.11 0.0004 0.9969 0.0369 6323 6383
0.12 0.0004 0.9970 0.0441 6323 6373
0.13 0.0004 0.9966 0.0437 6325 6375
0.14 0.0004 0.9963 0.0540 6326 6366
0.15 0.0004 0.9960 0.0535 6329 6369

Tabelle 26: Ansatz 2 fiir Modell A und f(t) = t?,¢ = 0.00001,kyr = 0.6, Kiyuy =

0.6, Anzy ey = 1, N = 30000, Nppin = 20, Qypae = 1.4.

TOL,y cmrp—Céyr MF(@Eymr) MF(@Emp)+DF(CMF)

Y TOLy B count; count
0.01 0.0003 0.9950 0.0040 61616 66266
0.02 0.0003 0.9975 0.0080 61805 64125
0.03 0.0003 0.9983 0.0120 61816 63366
0.04 0.0003 0.9988 0.0160 61827 62987
0.05 0.0003 0.9990 0.0207 61837 62727
0.06 0.0003 0.9992 0.0239 61846 62616
0.07 0.0003 0.9993 0.0279 61858 62518
0.08 0.0003 0.9994 0.0320 61867 62437
0.09 0.0003 0.9994 0.0358 61879 62389
0.10 0.0003 0.9995 0.0396 61890 62350
0.11 0.0003 0.9995 0.0434 61902 62322
0.12 0.0003 0.9996 0.0475 61912 62292
0.13 0.0003 0.9996 0.0515 61924 62274
0.14 0.0003 0.9996 0.0546 61935 62265
0.15 0.0003 0.9997 0.0581 61947 62257
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Ansatz 2 fiir Modell B mit a,4(t) =3, f({) =1 und k = 2.

Tabelle 27: Ansatz 2 fiir Modell B und a4(t) = 3, f(t) = 1, = 0.01, kpyp = 0.6, Kyuy =
0.6,AnzVerf = 1, N = 60, Nmin = 20,ama$ =1.7.

¢ MF(& MF(& DF(&
TOL,, SME—CMFE (Cmr) (Cmr)+DF(CumF) count; count

CMF TOLmF vl
0.01 -0.0062 -0.7296 0.0143 119 449
0.02 0.0077 0.5025 0.0137 110 300
0.03 0.0101 0.6221 0.0187 110 230
0.04 0.0114 0.6760 0.0232 110 200
0.05 0.0121 0.7036 0.0282 110 180
0.06 0.0125 0.7181 0.0322 110 170
0.07 0.0127 0.7251 0.0374 110 160
0.08 0.0127 0.7274 0.0447 110 150
0.09 0.0127 0.7267 0.0456 110 150
0.10 0.0125 0.7239 0.0466 110 150
0.11 0.0123 0.7196 0.0580 110 140
0.12 0.0121 0.7143 0.0591 110 140
0.13 0.0119 0.7082 0.0605 110 140
0.14 0.0117 0.7015 0.0620 110 140
0.15 0.0114 0.6945 0.0826 110 130

Tabelle 28: Ansatz 2 fiir Modell B und a4(t) = 3, f(t) = 1,6 = 0.001, kpsp = 0.6, Ky =
6,A7”LZVerf = 1, N = 3007Nmin = 20704maa: = 1.7.

TOL,e cmp—énp  MF@np)  MF(@Eyp)+DF(Emp)

county count

CMF TOLmFE lle
0.01 0.0009 0.5848 0.0065 658 1088
0.02 0.0009 0.6107 0.0128 658 848
0.03 0.0009 0.6122 0.0181 658 788
0.04 0.0009 0.6123 0.0246 658 748
0.05 0.0009 0.6140 0.0305 658 728
0.06 0.0009 0.6147 0.0352 658 718
0.07 0.0009 0.6118 0.0411 658 708
0.08 0.0009 0.6032 0.0492 658 698
0.09 0.0009 0.5871 0.0514 658 698
0.10 0.0009 0.5937 0.0627 657 687
0.11 0.0009 0.6008 0.0640 657 687
0.12 0.0009 0.6057 0.0654 657 687
0.13 0.0009 0.6090 0.0669 657 687
0.14 0.0009 0.6109 0.0873 657 677

0.15 0.0009 0.6119 0.0886 657 677
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Tabelle 29: Ansatz 2 fiir Modell B und a4(t) =3, f(t) =1, = 0.0001, kprp = 0.6, Ky =
0.6,AnzVerf = 1,N = 3000,Nmm = 20, Umaxr = 1.7.

MF(E]V[F)

MF (épp)+DF@Enr)

TOLye SME—SME - St ol count;  count
0.01 -0.0011 0.4883 0.0070 6061 6481
0.02 -0.0011 0.5445 0.0134 6061 6251
0.03 -0.0012 0.5456 0.0199 6061 6181
0.04 -0.0012 0.5629 0.0255 6061 6151
0.05 -0.0012 0.6054 0.0307 6061 6131
0.06 -0.0012 0.6086 0.0354 6059 6119
0.07 -0.0012 0.5991 0.0415 6059 6109
0.08 -0.0012 0.5849 0.0498 6059 6099
0.09 -0.0013 0.5673 0.0522 6059 6099
0.10 -0.0013 0.5776 0.0635 6059 6089
0.11 -0.0013 0.5939 0.0644 6059 6089
0.12 -0.0013 0.6069 0.0654 6059 6089
0.13 -0.0013 0.6174 0.0665 6059 6089
0.14 -0.0013 0.6260 0.0867 6059 6079
0.15 -0.0013 0.6330 0.0877 6059 6079

Tabelle 30: Ansatz 2 fiir Modell B und a4(t) = 3, f(t)
0.6, Anzyepp = 1, N = 30000, Nypi = 20, Gtppag = 1.7

TOL, stgctur Mflpm) MPGGEDROS) iy _coun
0.01 -0.0016 0.5817 0.0064 60067 60507
0.02 -0.0016 0.5891 0.0131 60064 60254
0.03 -0.0016 0.5335 0.0201 60064 60184
0.04 -0.0016 0.6042 0.0248 60064 60154
0.05 -0.0016 0.6436 0.0300 60064 60134
0.06 -0.0016 0.6674 0.0340 60064 60124
0.07 -0.0016 0.6822 0.0393 60064 60114
0.08 -0.0016 0.6915 0.0467 60064 60104
0.09 -0.0016 0.6970 0.0476 60064 60104
0.10 -0.0016 0.7000 0.0486 60064 60104
0.11 -0.0016 0.7012 0.0601 60064 60094
0.12 -0.0016 0.7010 0.0611 60064 60094
0.13 -0.0016 0.6998 0.0622 60064 60094
0.14 -0.0016 0.6979 0.0635 60064 60094
0.15 -0.0016 0.6954 0.0845 60064 60084

=1,e =0.00001, kprr = 0.6, Kyuyy =
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15.4 Tabellen zu Ansatz 3.

Ansatz 3 fiir Modell A mit konstanter rechter Seite f(t) = 1.

Tabelle 31: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = 1,6 = 0.01, Nko = 1.0, ¢o = 0.9394.

TOLye;  Copt K(Copt) m(copt)+ MPF (copt)+ MF(CO”ﬁLﬁ}?F(CO‘”) count
DF(COpt) DF(COpt)

0.0100  0.9495 1.0000 0.0070 0.0070 0.0100 482
0.0200  0.9495 1.0000 0.0140 0.0140 0.0200 190
0.0300  0.9596 1.0000 0.0209 0.0209 0.0299 181
0.0400  0.9596 1.0000 0.0280 0.0280 0.0399 144
0.0500  0.9596 1.0000 0.0349 0.0349 0.0499 133
0.0600  0.9596 1.0000 0.0407 0.0407 0.0581 128
0.0700  0.9596 1.0000 0.0478 0.0478 0.0682 124
0.0800  0.9697 1.0000 0.0560 0.0560 0.0799 129
0.0900  0.9697 1.0000 0.0626 0.0626 0.0894 121
0.1000  0.9697 1.0000 0.0679 0.0679 0.0971 118
0.1100  0.9697 1.0000 0.0735 0.0735 0.1049 116
0.1200  0.9697 1.0000 0.0818 0.0818 0.1168 114
0.1300  0.9697 1.0000 0.0876 0.0876 0.1252 113
0.1400  0.9697 1.0000 0.0952 0.0952 0.1360 112

0.1500  0.9697 1.0000 0.0952 0.0952 0.1360 112
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Tabelle 32: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = 1, = 0.001, Nko = 1.0, ¢o = 0.9910.

TOL,q Copt  K(Copt) MF (Copt)+ MF(copt)+ MF(cop ﬁi}ﬁfF(c"pt) count
DF (copt) DF (copt)
0.0100  0.9940 1.0000 0.0070 0.0070 0.0100 1194
0.0200  0.9950 1.0000 0.0140 0.0140 0.0198 1090
0.0300  0.9960 1.0000 0.0212 0.0212 0.0300 1085
0.0400  0.9960 1.0000 0.0282 0.0282 0.0400 1044
0.0500  0.9960 1.0000 0.0351 0.0351 0.0496 1033
0.0600  0.9960 1.0000 0.0422 0.0422 0.0597 1027
0.0700  0.9960 1.0000 0.0477 0.0477 0.0675 1024
0.0800  0.9970 1.0000 0.0563 0.0563 0.0797 1031
0.0900  0.9970 1.0000 0.0635 0.0635 0.0900 1021
0.1000  0.9970 1.0000 0.0687 0.0687 0.0973 1018
0.1100  0.9970 1.0000 0.0741 0.0741 0.1049 1016
0.1200  0.9970 1.0000 0.0822 0.0822 0.1164 1014
0.1300  0.9970 1.0000 0.0880 0.0880 0.1245 1013
0.1400  0.9970 1.0000 0.0954 0.0954 0.1350 1012
0.1500  0.9970 1.0000 0.1052 0.1052 0.1490 1011

Tabelle 33: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = 1, = 0.0001, Nko = 1.0, ¢y = 0.9988.

TOLrel Copt E(Copt) m(copt)+ MF(Copt)+ MF(COpﬁLJlLfF(COpt) count
DF(copt) DF(copt)
0.0100  0.9994 1.0000 0.0070 0.0070 0.0100 10194
0.0200  0.9995 1.0000 0.0140 0.0140 0.0198 10090
0.0300  0.9996 1.0000 0.0212 0.0212 0.0299 10086
0.0400  0.9996 1.0000 0.0283 0.0283 0.0400 10044
0.0500  0.9996 1.0000 0.0351 0.0351 0.0496 10033
0.0600  0.9996 1.0000 0.0422 0.0422 0.0597 10027
0.0700  0.9996 1.0000 0.0477 0.0477 0.0674 10024
0.0800  0.9997 1.0000 0.0564 0.0564 0.0798 10031
0.0900  0.9997 1.0000 0.0624 0.0624 0.0883 10022
0.1000  0.9997 1.0000 0.0688 0.0688 0.0973 10018
0.1100  0.9997 1.0000 0.0742 0.0742 0.1049 10016
0.1200  0.9997 1.0000 0.0823 0.0823 0.1164 10014
0.1300  0.9997 1.0000 0.0880 0.0880 0.1245 10013
0.1400  0.9997 1.0000 0.0954 0.0954 0.1349 10012
0.1500  0.9997 1.0000 0.1052 0.1052 0.1489 10011
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Ansatz 3 fiir Modell A mit rechter Seite f(t) = ¢'.
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Abbildung 88: Auffinden von ¢y an homogener Grobgitterlosung (oben links), k-Verlauf
(oben rechts) und optimale Internet-Stelle ¢, (unten).
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Tabelle 34: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = e,e = 0.01, Nko = 1.7, part = 0.8.

TOL, Copt K(Copt) MFE (Copt)+  MF(copt)+ MF(C"”ﬁzfleF(C"pt) count
DF (copt) DF(copt)
0.01 0.9483 0.2107 0.0120 0.0095 0.0079 431
0.02 0.9483 0.2107 0.0239 0.0228 0.0190 150
0.03 0.9483 0.2107 0.0357 0.0349 0.0290 118
0.04 0.9483 0.2107 0.0471 0.0465 0.0387 104
0.05 0.9655 0.1387 0.0576 0.0745 0.0620 86
0.06 0.9655 0.1387 0.0701 0.0845 0.0703 82
0.07 0.9655 0.1387 0.0839 0.0963 0.0801 79
0.08 0.9655 0.1387 0.0899 0.1015 0.0845 78
0.09 0.9655 0.1387 0.1047 0.1149 0.0956 76
0.10 0.9655 0.1387 0.1141 0.1235 0.1028 75
0.11 0.9655 0.1387 0.1255 0.1341 0.1115 74
0.12 0.9655 0.1387 0.1393 0.1471 0.1224 73
0.13 0.9655 0.1387 0.1593 0.1471 0.1224 73
0.14 0.9655 0.1387 0.1566 0.1635 0.1361 72
0.15 0.9655 0.1387 0.1787 0.1849 0.1538 71
Tabelle 35: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = e',e = 0.001, Nko = 1.7, part = 0.8.
TOLyer  Copt K(Copt) MF (Copt)+ MF (copt)+ MF(cop ﬁzjﬁfF(c"p ) count
DF (copt) DF(copt)
0.01 0.9949 0.0665 0.0121 0.0155 0.0127 746
0.02 0.9966 0.1399 0.0241 0.0614 0.0506 753
0.03 0.9966 0.1399 0.0359 0.0669 0.0551 632
0.04 0.9966 0.1399 0.0470 0.0735 0.0605 623
0.05 0.9966 0.1399 0.0599 0.0823 0.0678 617
0.06 0.9966 0.1399 0.0696 0.0896 0.0738 614
0.07 0.9966 0.1399 0.0832 0.1005 0.0828 611
0.08 0.9966 0.1399 0.0958 0.1112 0.0916 609
0.09 0.9966 0.1399 0.1036 0.1280 0.0927 608
0.10 0.9966 0.1399 0.1129 0.1263 0.1040 607
0.11 0.9966 0.1399 0.1241 0.1363 0.1123 606
0.12 0.9966 0.1399 0.1377 0.1489 0.1227 605
0.13 0.9966 0.1399 0.1548 0.1648 0.1358 604
0.14 0.9966 0.1399 0.1548 0.1648 0.1358 604
0.15 0.9966 0.1399 0.1767 0.1855 0.1528s 603
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Tabelle 36: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = ef,e = 0.0001, Nko = 1.7, part = 0.8.

TOLye;  Copt  K(Copt) m(copt)+ MF (copt)+ MF(CO”ﬁlﬁgF(CO‘”) count
DF(COpt) DF(Copt)

0.01 0.9993 0.0287 0.0121 0.0122 0.0101 6090
0.02 0.9993 0.0287 0.0242 0.0243 0.0200 0991
0.03 0.9993 0.0287 0.0363 0.0364 0.0299 9958
0.04 0.9993 0.0287 0.0479 0.0480 0.0395 0942
0.05 0.9993 0.0287 0.0599 0.0600 0.0494 9932
0.06 0.9995 0.0622 0.0723 0.0730 0.0601 5917
0.07 0.9995 0.0622 0.0821 0.0828 0.0681 0914
0.08 0.9995 0.0622 0.0951 0.0956 0.0787 9911
0.09 0.9995 0.0622 0.1063 0.1068 0.0879 5909
0.10 0.9995 0.0622 0.1204 0.1209 0.0995 5907
0.11 0.9995 0.0622 0.1290 0.1294 0.1065 2906
0.12 0.9995 0.0622 0.1389 0.1393 0.1147 9905
0.13 0.9995 0.0622 0.1505 0.1508 0.1242 5904
0.14 0.9995 0.0622 0.1642 0.1645 0.1354 5903
0.15 0.9995 0.0622 0.1805 0.1808 0.1489 5902

Tabelle 37: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = e',e = 0.00001, Nko = 1.7, part = 0.8.

TOL, Copt K(Copt) W(Copt)‘{' MF (copt)+ MF(COPGLHEF(COM) count
DF(COpt) DF(COpt)

0.01 0.999915 0.0125 0.0121 0.0121 0.0100 59082
0.02 0.999932  0.0276 0.0242 0.0243 0.0200 08934
0.03 0.999932  0.0276 0.0363 0.0364 0.0299 58901
0.04 0.999932  0.0276 0.0479 0.0480 0.0395 28885
0.05 0.999932  0.0276 0.0599 0.0600 0.0493 58875
0.06 0.999932  0.0276 0.0726 0.0727 0.0598 28868
0.07 0.999932  0.0276 0.0827 0.0827 0.0680 58864
0.08 0.999932  0.0276 0.0959 0.0959 0.0789 58860
0.09 0.999932  0.0276 0.1089 0.1090 0.0897 58857
0.10 0.999932  0.0276 0.1198 0.1199 0.0986 28855
0.11 0.999932  0.0276 0.1332 0.1332 0.1096 58853
0.12 0.999932  0.0276 0.1410 0.1410 0.1160 08852
0.13 0.999932  0.0276 0.1498 0.1498 0.1233 28851
0.14 0.999932  0.0276 0.1598 0.1598 0.1315 58850

0.15 0.999932  0.0276 0.1712 0.1712 0.1409 08849
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Ansatz 3 fiir Modell A mit konstanter
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Tabelle 38: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = t2,¢ = 0.01, Nko = 1.65, part = 0.9.

TOLyep  Copt K(Copt) m(copt)+ MF (copt)+ MF(cop ﬁlﬁgﬂc"m) count
DF(copt) DF (copt)
0.01 0.3000 0.2935 0.0025 0.0025 0.0100 2142
0.02 0.6667 0.1985 0.0049 0.0049 0.0200 698
0.03 0.9500 0.2147 0.0074 0.0062 0.0252 163
0.04 0.9500 0.2147 0.0099 0.0090 0.0365 115
0.05 0.9500 0.2147 0.0123 0.0116 0.0469 102
0.06 0.9500 0.2147 0.0147 0.0142 0.0573 95
0.07 0.9667 2.0628 0.0166 0.0159 0.0643 84
0.08 0.9667 2.0628 0.0189 0.0183 0.0740 82
0.09 0.9667 2.0628 0.0221 0.0216 0.0872 80
0.10 0.9667 2.0628 0.0241 0.0237 0.0958 79
0.11 0.9667 2.0628 0.0267 0.0263 0.1064 78
0.12 0.9667 2.0628 0.0267 0.0263 0.1064 78
0.13 0.9667 2.0628 0.0299 0.0295 0.1195 7
0.14 0.9667 2.0628 0.0340 0.0337 0.1364 76
0.15 0.9667 2.0628 0.0340 0.0337 0.1364 76

Tabelle 39: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = t?,e = 0.001, Nko = 1.65, part = 0.9.

TOLi o Rcop) MF(cop)t MPleo)+ MHembDIeo) oyt
DF(copt) DF (copt)
0.0100  0.0024 0.1057 0.0024 0.0023 0.0097 869
0.0200  0.0047 0.1057 0.0047 0.0047 0.0197 766
0.0300  0.0071 0.2178 0.0070 0.0070 0.0296 718
0.0400  0.0095 0.2178 0.0092 0.0093 0.0391 706
0.0500  0.0118 0.2178 0.0118 0.0118 0.0498 698
0.0600 0.0142 0.2178 0.0142 0.0142 0.0600 693
0.0700  0.0166 0.2178 0.0162 0.0162 0.0686 690
0.0800  0.0189 0.2178 0.0189 0.0189 0.0800 687
0.0900  0.0213 0.2178 0.0213 0.0213 0.0899 685
0.1000 0.0237 0.2178 0.0227 0.0227 0.0959 684
0.1100  0.0261 0.2178 0.0243 0.0243 0.1028 683
0.1200  0.0284 0.2178 0.0284 0.0284 0.1198 681
0.1300  0.0308 0.2178 0.0284 0.0284 0.1198 681
0.1400  0.0332 0.2178 0.0309 0.0310 0.1307 680

0.1500  0.0355 0.2178 0.0340 0.0340 0.1437 679



15.4 Tabellen zu Ansatz 3.

151

Tabelle 40: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = t2,¢ = 0.0001, Nko = 1.65, part = 0.9.

TOLye  Copt K(Copt) MF (Copt)+  MF(copt)+ MF(C"”ﬁzfleF(C"pt) count
DF (copt) DF (copt)
0.01 0.9993 0.0798 0.0024 0.0024 0.0100 6861
0.02 0.9993 0.0798 0.0047 0.0047 0.0200 6765
0.03 0.9993 0.0798 0.0071 0.0071 0.0299 6733
0.04 0.9993 0.0798 0.0094 0.0094 0.0399 6717
0.05 0.9993 0.0798 0.0116 0.0116 0.0491 6708
0.06 0.9993 0.0798 0.0141 0.0141 0.0598 6701
0.07 0.9993 0.0798 0.0161 0.0161 0.0684 6697
0.08 0.9995 0.1300 0.0179 0.0180 0.0763 6688
0.09 0.9995 0.1300 0.0200 0.0201 0.0852 6686
0.10 0.9995 0.1300 0.0227 0.0228 0.0965 6684
0.11 0.9995 0.1300 0.0243 0.0244 0.1033 6683
0.12 0.9995 0.1300 0.0262 0.0262 0.1112 6682
0.13 0.9995 0.1300 0.0284 0.0284 0.1205 6681
0.14 0.9995 0.1300 0.0309 0.0310 0.1314 6680
0.15 0.9995 0.1300 0.0340 0.0341 0.1445 6679

Tabelle 41: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = t2,¢ = 0.00001, Nko = 1.65, part = 0.9.

TOL, Copt K(Copt) MF (Copt)+ MF(copt)+ MF(cop ﬁlﬁfp(c"pt) count
DF(copt) DF (copt)
0.01 0.999917 0.0351 0.0023 0.0023 0.0100 66909
0.02 0.999917 0.0351 0.0047 0.0047 0.0199 66789
0.03 0.999934 0.0636 0.0071 0.0071 0.0300 66733
0.04 0.999934 0.0636 0.0094 0.0094 0.0399 66717
0.05 0.999934 0.0636 0.0116 0.0116 0.0491 66708
0.06 0.999934 0.0636 0.0141 0.0141 0.0599 66701
0.07 0.999934 0.0636 0.0161 0.0161 0.0684 66697
0.08 0.999934 0.0636 0.0188 0.0188 0.0798 66693
0.09 0.999934 0.0636 0.0205 0.0205 0.0871 66691
0.10 0.999934 0.0636 0.0226 0.0226 0.0958 66689
0.11 0.999934 0.0636 0.0251 0.0251 0.1064 66687
0.12 0.999934 0.0636 0.0282 0.0282 0.1197 66685
0.13 0.999934 0.0636 0.0301 0.0301 0.1277 66684
0.14 0.999934 0.0636 0.0322 0.0322 0.1368 66683
0.15 0.999934 0.0636 0.0347 0.0347 0.1473 66682
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Tabelle 42: Ansatz 3 fiir Modell A und f(t) = t?,e = 0.00001, Nko = 1.9, part = 0.9.

TOL, Copt K(Copt) Z\ﬁ(copt)—i— MF (copt)+ MF(C"”F‘E}J'TSF(C"“) count
DF(COpt) DF(COpt)

0.01 0.999943  0.0054 0.0025 0.0105 0.0445 58063
0.02 0.999943  0.0054 0.0048 0.0202 0.0856 97980
0.03 0.999943  0.0054 0.0070 0.0298 0.1263 57953
0.04 0.999943  0.0054 0.0093 0.0396 0.1678 97939
0.05 0.999943  0.0054 0.0115 0.0489 0.2072 27931
0.06 0.999943  0.0054 0.0140 0.0593 0.2513 57925
0.07 0.999943  0.0054 0.0163 0.0691 0.2928 27921
0.08 0.999943  0.0054 0.0186 0.0790 0.3347 57918
0.09 0.999943  0.0054 0.0206 0.0873 0.3699 27916
0.10 0.999943  0.0054 0.0230 0.0975 0.4131 57914
0.11 0.999943 0.0054 0.0244 0.1036 0.4390 27913
0.12 0.999943  0.0054 0.0279 0.1184 0.5017 57911
0.13 0.999943 0.0054 0.0300 0.1275 0.5403 97910
0.14 0.999943  0.0054 0.0326 0.1381 0.5852 57909

0.15 0.999943  0.0054 0.0326 0.1381 0.5852 27909
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Ansatz 3 fiir Modell B mit a,(t) =3 und f(t) = 1.

r r £=1e-2,a,=3, f=1, k=2, TOL =005
— K =MFhyp/MFell
hier k imaginaer

— MF
02f __ MF, disk
oL,

abs

. . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 08 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98
Interfaceposition Interfaceposition

Abbildung 90: Der Verlauf von % (links) und die optimale Interface-Stelle (rechts).

Tabelle 43: Ansatz 3 fiir Modell B und a4(t) = 3, f(t) = 1,e = 0.01, Nko = 1.2, part = 0.8.

TOL, Copt  R(Copt) m(cgpt)—i— MF (copt)+ MF(C"”ﬁzjﬁfF(C""t) count
DF(COpt) DF(COpt)

0.01 0.9518 0.3735 0.0131 0.0162 0.0124 245
0.02 0.9518 0.3735 0.0258 0.0275 0.0210 160
0.03 0.9518 0.3735 0.0385 0.0397 0.0304 136
0.04 0.9518 0.3735 0.0518 0.0526 0.0403 124
0.05 0.9639 0.2077 0.0646 0.0728 0.0557 112
0.06 0.9639 0.2077 0.0773 0.0843 0.0645 108
0.07 0.9639 0.2077 0.0915 0.0975 0.0746 105
0.08 0.9639 0.2077 0.0976 0.1033 0.0790 104
0.09 0.9639 0.2077 0.1131 0.1180 0.0902 102
0.10 0.9639 0.2077 0.1229 0.1274 0.0975 101
0.11 0.9639 0.2077 0.1348 0.1389 0.1063 100
0.12 0.9639 0.2077 0.1493 0.1531 0.1171 99
0.13 0.9639 0.2077 0.1675 0.1709 0.1307 98
0.14 0.9639 0.2077 0.1675 0.1709 0.1307 98

0.15 0.9759 0.2798 0.1844 0.2140 0.1637 96
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Tabelle 44: Ansatz 3 fiir Modell B und a4(t) = 3, f(t) = 1, = 0.001, Nko = 1.7, part =
0.8.

TOL,q Copt K(copt) ]\ﬁ(copt)—k MF(copt)+ MF(C"”ﬁlJﬁfF(C"pt) count
DF(COpt) DF(Copt)

0.0100  0.9940 0.1045 0.0127 0.0132 0.0104 1008
0.0200  0.9952 0.1286 0.0251 0.0278 0.0220 911
0.0300  0.9952 0.1286 0.0378 0.0397 0.0313 887
0.0400  0.9952 0.1286 0.0497 0.0512 0.0404 876
0.0500  0.9964 0.1896 0.0615 0.0722 0.0570 865
0.0600  0.9964 0.1896 0.0758 0.0847 0.0669 860
0.0700  0.9964 0.1896 0.0842 0.0923 0.0728 858
0.0800  0.9964 0.1896 0.0951 0.1024 0.0808 856
0.0900 0.9964 0.1896 0.1099 0.1162 0.0917 854
0.1000  0.9964 0.1896 0.1193 0.1251 0.0988 853
0.1100  0.9964 0.1896 0.1306 0.1360 0.1073 852
0.1200  0.9964 0.1896 0.1446 0.1495 0.1179 851
0.1300  0.9964 0.1896 0.1620 0.1664 0.1313 850
0.1400  0.9964 0.1896 0.1620 0.1664 0.1313 850
0.1500  0.9964 0.1896 0.1845 0.1884 0.1486 849

Tabelle 45: Ansatz 3 fiir Modell B und a4(t) = 3, f(t) = 1, = 0.0001, Nko = 1.0, part =
0.9.

TOLye  Copt  K(Copt) m(copt)+ MF (copt)+ MF(COPF‘EL?F(COW) count
DF(COpt) DF(COpt)

0.0100  0.9940 0.1045 0.0127 0.0132 0.0104 10179
0.0200  0.9952 0.1286 0.0251 0.0278 0.0220 10083
0.0300  0.9952 0.1286 0.0378 0.0397 0.0313 10058
0.0400  0.9952 0.1286 0.0497 0.0512 0.0404 10046
0.0500  0.9964 0.1896 0.0615 0.0722 0.0570 10039
0.0600  0.9964 0.1896 0.0758 0.0847 0.0669 10031
0.0700  0.9964 0.1896 0.0842 0.0923 0.0728 10028
0.0800  0.9964 0.1896 0.0951 0.1024 0.0808 10026
0.0900  0.9964 0.1896 0.1099 0.1162 0.0917 10024
0.1000  0.9964 0.1896 0.1193 0.1251 0.0988 10023
0.1100  0.9964 0.1896 0.1306 0.1360 0.1073 10022
0.1200  0.9964 0.1896 0.1446 0.1495 0.1179 10021
0.1300  0.9964 0.1896 0.1620 0.1664 0.1313 10019
0.1400  0.9964 0.1896 0.1620 0.1664 0.1313 10018

0.1500  0.9964 0.1896 0.1845 0.1884 0.1486 10018
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15.5 Tabellen zum Vergleich der drei Ansitze.
Tabelle 46: Vergleich fiir Modell A mit f(t) = 1.
Ansatz  TOLyg e=10"! =102 =107 e=10"" =10
homogen 0.02 Nhom 163 1464 14505 144914
0.05 Nhom 65 586 5802 57966 579602
1 0.02 count 667 1161 752 543 2008
TOL;st 0.0074 0.0019 0.0005 0.0002 0.0087
0.05 count 438 865 277 741 1569
TOLjst 0.0170 0.0046 0.0014 0.0005 0.0217
2 0.02 count 211 343 2186 18183
TOL;g 0.0385 0.0118 0.0208 0.0250
0.05 count 86 204 2066 18073
TOL;g 0.0713 0.0265 0.0536 0.0536
3 0.02 count 217 190 1090 10090
TOLjst 0.02 0.0200 0.0198 0.0198
0.05 count 47 133 1033 10033
TOLjst 0.0492 0.0499 0.0496 0.0496
Tabelle 47: Vergleich fiir Modell A mit f(t) = €.
Ansatz  TOLyg e=10"! =102 =107 e=10"" =107
homogen 0.02 Nhom 176 1479 14521 144929
0.05 Nhom 71 592 5809 57972 579608
1 0.02 count 529 1258 422 691 2229
TOLj;st 0.0113 0.0160 0.0086 0.0003 0.0003
0.05 count 619 60 520 1509 1796
TOLjst 0.0174 0.0102 0.0216 0.0005 0.0003
2 0.02 count 493 315 866 6263 64118
TOLjg 0.0152 0.0147 0.0121 0.0135 0.0080
0.05 count 230 183 729 6413 62726
TOL;g 0.0330 0.0275 0.0308 0.0207 0.0206
3 0.02 count 150 753 5991 58934
TOLjst 0.0190 0.0506 0.0200 0.0200
0.05 count 86 617 5932 58875
TOLj;st 0.0620 0.0678 0.0494 0.0493
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Tabelle 48: Vergleich fiir Modell A mit f(t) = 2.

Ansatz  TOL, e=10"1 =102 =103 e=10"% ¢=10"°
homogen 0.02 Nhom 117 1423 14464 144873
0.05 Nhom 47 569 5786 57949 579586
1 0.02 count 727 411 269 1490 1779
TOL;s 0.0154 0.0062 0.0087 0.0001 0.0001
0.05 count 345 68 395 1147 1555
TOL;s 0.0030 0.0227 0.0012 0.0002 0.0001
2 0.02 count 692 2362 1087 6281 64125
TOL;s 0.0093 0.0150 0.0147 0.0104 0.0080
0.05 count 322 502 783 6141 62727
TOL;s 0.0220 0.0375 0.0224 0.0253 0.0207
3 0.02 count 698 766 6765 66789
TOL;s 0.0200 0.0197 0.0200 0.0199
0.05 count 102 698 6768 66708
TOL;s 0.0469 0.0498 0.0491 0.0491
Tabelle 49: Vergleich fiir Modell B mit f(t) = 1,a4(t) =3,k = 2.
Ansatz  TOL, e=10"1 =102 =103 e=10"* ¢=10"°
homogen 0.02 Nhom 152 1379 13673 136604 1365917
0.05 Nhom 62 553 5469 54643 546368
1 0.02 count 550 4055 612 369 979
TOL;s 0.0179 0.0141 0.0118 0.0137 0.0137
0.05 count 290 400 406 726 1565
TOL;s 0.0236 0.0152 0.0139 0.0137 0.0137
2 0.02 count 501 300 848 6251 60254
TOL;s 0.0193 0.0137 0.0128 0.0134 0.0131
0.05 count 188 180 728 6131 60134
TOL;s 0.0364 0.0282 0.0305 0.0307 0.0300
3 0.02 count 160 911 10083
TOL;s 0.0210 0.0220 0.0220
0.05 count 112 865 10039

TOL;s 0.0557 0.0570 0.0570
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16 Tabellen der numerischen Ergebnisse in zwei Raumdi-

mensionen.

16.1 Tabellen zu Testbeispiel 1.

Tabelle 50: Testbeispiel 1 bei sprungbezogener Auswahl fiir ¢ = 0.001 und Skalierungsfak-

tor skalyrr = 0.02.

TOL, 0.1 0.07 0.07 0.05 0.05 0.05 0.02
TOLyet grob 0.2 0.21 0.175 0.175 0.2 0.15 0.3
Aufwandy 22780 20842 29642 29642 22780 43252 11946
Aufwand 63788 134380 81970 169692 250593 180270 1603200
n 4258 10094 5328 12486 19324 12672
l/)Fn/HvHE 0.0967 0.0664 0.0687 0.0473 0.0492 0.0490
WN/HUHE 0.2076 0.1889 0.3259 0.3248 0.2076 0.3087 0.0835
shalyeMEN. 00415 0.0378  0.0652  0.0650  0.0415  0.0617  0.0167
Fehler,q 0.2312 0.2020 0.3342 0.3290 0.2146 0.3133 0.0871
Fehlerye skar 0.1099  0.0809  0.0986 0.0836  0.0682  0.0816 0.0299
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.;:

Fehleryei hom 0.2296  0.1961  0.3245 0.3245 0.2061  0.3010 0.0833
Aufwandpe, 17408 22780 8856 8856 20842 10828 181749
Nhom 1528 3305 876 876 1783 1026 14633
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,e; skai:

Fehlerye hom,  0.1089  0.0776  0.0776  0.0833  0.0681 0.0776
Aufwandpy, 99865 214847 214847 181749 326938 214847 3001900
Nhom 8447 31809 31809 14633 26007 17250
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Tabelle 51: Testbeispiel 1 bei toleranzbezogener Auswahl fiir € = 0.001 und Skalierungs-

faktor skalpp = 0.02.

TOL,y 0.15 0.1 0.1 0.1 0.1 0.07 0.07 0.07
TOLrel,gmb 0.3 0.2 0.3 0.2 0.3 0.28 0.28 0.21
KMF, 0.5 0.9 0.8 0.8 0.5 0.5 0.8 0.8
Aufwandy 11946 22780 11946 22780 11946 13158 13158 20842
Aufwand 539596 83141 81536 84385 102765 264064 196270 201664
n 2978 6076 6432 6209 8693 22457 15873 15974
DF,/|v|s  0.1465 0.0977 0.0977 0.0982 0.0976 0.0685  0.0681  0.0679
WN/HUHE 0.0792 0.0920 0.0831 0.0832 0.0547 0.0480 0.0630 0.0614
W 0.0158 0.0184 0.0166 0.0166 0.0109 0.0096  0.0126  0.0123
Fehler, 0.1817 0.1386 0.1366 0.1373 0.1313 0.1089 0.1081 0.1054
Fehlerye skar  0.1526  0.1046  0.1042  0.1047 0.1033  0.0760 0.0749 0.0740
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.;:

Fehleryeipom 01778 0.1343  0.1343  0.1343  0.1303  0.1089 0.1039 0.1039
Aufwandpom 27149 52534 52534 52534 5777 99865 109006 109006
Nhom 2261 4850 4850 4850 5265 8447 9141 9141
homogene Gegenrechnung fiir F'ehler, e skal:

Fehleryey pom  0.1475  0.1039  0.1039  0.1039  0.1016  0.0729 0.0729 0.0729
Aufwandpom 43252 109006 109006 109006 118895 254273 254273 254273
Nhom 4003 9141 9141 9141 9889 20590 20590 20590
TOL,y 0.07 0.07 0.05 0.05 0.05 0.05 0.02 0.02
TOLyelgrob 0.21 0.28 0.25 0.25 0.3 0.3 0.3 0.3
KMF, 0.9 0.9 0.8 0.9 0.9 0.8 0.9 0.95
Aufwandy 20842 13158 15880 15880 11946 11946 11946 11946
Aufwand 193539 188192 539590 568740 568370 527800 3183600 4002400
n 15186 15113

DF,/|v|le  0.0679  0.0680

WN/UEHE 0.0682 0.0696 0.0489 0.0473 0.0455 0.0472 0.0507 0.0507
% 0.0136  0.0139  0.0098 0.0095 0.0091 0.0094  0.0101  0.0101
Fehler, 0.1067 0.1094 0.0885 0.0879 0.0858 0.0864 0.0688 0.0688
Fehlerye skar 0.0742  0.0750  0.0565 0.0564 0.0559  0.0560 0.0298 0.0298
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.:

Fehlerye; pom  0.1039  0.1089  0.0878  0.0878  0.0833  0.0833 0.0682 0.0682
Aufwandy,,, 109006 99865 167116 167116 181749 181749 300931 300931
Nhom 9141 8447 13487 13487 14633 14633 24317 24317
homogene Gegenrechnung fiir Fehler, e skal:

Fehleryep hom — 0.0729  0.0729

Aufwandpe, 254273 254273 383620 383620 390390 390390 2578000 2578000

Nhom 20590 20590
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Tabelle 52: Testbeispiel 1 bei toleranzbezogener Auswahl mit Interface-Korrektur fiir € =

0.001 und Skalierungsfaktor skaly;r = 0.02.

TOL,¢ 0.07 0.07 0.05 0.1 0.02
TOLyet,grob 0.28 0.28 0.3 0.3 0.3
KMF, 0.6 0.8 0.6 0.8 0.9
Aufwandy 13158 13158 11946 11946 11946
Aufwand 283976 208469 568410 81223 4815000
n 22730 16405 6032
ﬁn/HvHE 0.0692 0.0673 0.0998
MFy/|lv]z 0.0603 0.0721 0.0527 0.0931  0.0507
shalye-MEN 00121 00144 0.0105 0.0186  0.0101
Fehler, 0.1134 0.1139 0.0967 0.1430 0.0688
Fehlerye skar 0.0773  0.0758  0.0590  0.1073 0.0298
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.;:

Fehlerre hom  0.1133  0.1133  0.0965 0.1415 0.0682
Aufwandpe, 91418 91418 129567 47684 300931
Nhom 7820 7820 10672 4432 24317
homogene Gegenrechnung fiir Fehlerye; skai:

Fehlerre hom  0.0770  0.0729 0.1039
Aufwandpe, 233683 254273 400870 109006 3001900
Nhom 18836 20590 9141
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16.2 Tabellen zu Testbeispiel 2.

Testbeispiel 2 mit Iteration.

Tabelle 53: Testbeispiel 2 mit Iteration fiir e = 0.01 und Skalierungsfaktor skaly;r = 0.02.

TOLpp 0.005  0.010  0.015  0.020  0.030  0.040
TOL et grob 0.025  0.030  0.045  0.060  0.090  0.120
N 6322 3558 667 459 409 373
Aufwandy 55149 29611 3660 1889 1430 1021
Aufwand 97101 34004 7397 3101 1778 1284
DF,/|lv|g 0.0049  0.0099 0.0136 0.0189  0.0258  0.0281
MFy/|lvlle 0.0102  0.0133  0.0240 0.0286  0.0389  0.0468
% 0.0020  0.0027  0.0048  0.0057  0.0078  0.0094
Fehlere, 0.0133  0.0203 0.0334  0.0412  0.0546  0.0638
Fehlerye) skal 0.0075  0.0103  0.0167  0.0222  0.0292  0.0304

UserTimepyarrap  1.6400  0.8200 0.3100  0.1400  0.1000  0.1800
UserTimeprrma 104.164 25.0222  7.9238  2.9899  1.5266  1.1819

UserTime 105.804 25.8422  8.2338  3.1299  1.6266  1.3619
#l1terationen 8 3 6 4 2 2
#Q, 3 2 3 2 2 2
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.;:

Fehlerye; hom 0.0128  0.0198  0.0326  0.0402  0.0504  0.0566
Aufwandpom 273803 99759 20046 7351 1889 1021
Nhom 28317 10982 2506 1099 459 373
UserTimenom 229.366 68.9532 12.9355 4.6580  1.3005  0.7222
#Iterationen 41 32 19 12 5 3
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,e; skai:

Fehlerye hom 0.0100  0.0164 0.0216  0.0286  0.0298
Aufwandpom 467856 157487 78932 33619 29611
Nhom 46990 16815 8823 4008 3558
UserTimenom 437.875 120447 53.4803 21.8419 19.1933

#Iterationen 46 36 30 23 22
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Tabelle 54: Testbeispiel 2 mit Iteration fiir e = 0.001 und Skalierungsfaktor skaly;r = 0.02.

TOLpr 0.009 0.0095 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
TOLyet,grob 0.018 0.019 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
N 3997 2725 1849 467 423 379 337
Aufwandy 30479 19830 12610 1917 1450 1027 648
Aufwand 60761 41962 27444 5472 1803 1349 920
l/?Fn/HvHE 0.0088 0.0094 0.0098  0.0141  0.0150 0.0151 0.0154
WN/HUHE 0.0093 0.0112 0.0132  0.0283  0.0329 0.0431 0.0601
W 0.0019  0.0022  0.0026  0.0057  0.0066  0.0086 0.0120
Fehler, 0.0138 0.0158 0.0177  0.0333  0.0382  0.0470 0.0633
Fehlerye) skal 0.0102 0.0112 0.0118 0.0175 0.0183 0.0190 0.021
UserTimenATLAB 2.1500 1.5300 1.0400 0.2400  0.1000  0.1000 0.0800
UserTimeprrma 65.0768 44.0476 29.2077  6.0509  1.5475  1.2151 0.9272
UserTime 67.2268 45.5776  30.2477  6.2909  1.6475  1.3151 1.0072
#Iterationen 58 58 7 7 2 2 2
#Q, 2 2 2 2 2 2 2
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.;:

Fehlerye hom 0.0136 0.0158 0.0176  0.0288  0.0348  0.0408 0.0524
Aufwandpom 494516 114408 35037 1917 1450 1027 648
Nhom 55174 13687 4558 467 423 379 337
UserTimenom 445.178  77.6672 22.3968  1.3301  0.9998  0.7035 0.4628
#1terationen 43 31 22 5 4 3 2
homogene Gegenrechnung fiir F'ehler,e skal:

Fehlerye hom 0.0102 0.0112 0.0117  0.0173  0.0182  0.0189 0.0205
Aufwandpom 2456869 1568732 1250178 40186 26482 19830 10761
Nhom 250271 167952 134926 5149 3543 2725 1606
UserTimepnom 4244.6 2161.4 1550.7 25.6520 17.0815 12.8303 6.8424
#1terationen 57 53 51 23 20 18 14
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Testbeispiel 2 mit Lésung in fiinf Schritten.

Tabelle 55: Testbeispiel 2 mit Losung in fiinf Schritten fiir e = 0.01 und Skalierungsfaktor
skalpp = 0.02.

TOL,e 0.005 0.0l  0.015 0.02 0.03 0.04
TOLyel.grob 0.0250  0.030 0045 0060 0090  0.120
N 6322 3558 667 459 423 373
Aufwandy 55149 29611 3660 1889 1450 1021
Aufwand 219631 38051 5858 2739 2077 1583
DF,/|lv|e 0.0035 0.0095 0.0141 0.0171  0.0094  0.0192
MFy/|v||e 0.0093  0.0121  0.0242 0.0274 0.0331  1.9437
skely p MEN 0.0031  0.0024 0.0048 0.0055 0.0110  0.0160
Fehlerye 0.0113  0.0192 0.0338 0.0368 0.0367 0.0571
Fehleryel skal 0.0056  0.0111 0.0171  0.0196 0.0162  0.0287

UserTimeyarrap  1.1600  0.6300  0.3000  0.1100  0.1200  0.1100
UserTimeprrma 164.122 248394  4.1148  1.9460 1.4918  1.2308

UserTime 165.282  25.4694 4.4148 2.0560 1.6118 1.3408
40, 1 2 2 2 2 2
homogene Gegenrechnung fiir Fehler,.;:

Fehler,ei hom 0.0111  0.0189 0.0326  0.0368 0.0358  0.0566
Aufwandpom 378369 111979 20046 11547 13323 1021
Nhom 38424 12220 2506 1568 1776 373
UserTimenom 333.389 79.9421 12.8999  7.3892  8.6340 0.7224
#Iterationen 44 33 19 15 16 3
homogene Gegenrechnung fiir Fehlerye; skai:

Fehleryei hom 0.0105 0.0164 0.0189 0.0156  0.0286
Aufwandpom 420866 157487 111979 176154 33619
Nhom 42497 16815 12220 18667 4008
UserTimenom 379.127 118.107 78.7457 135.521 21.6301

#Iterationen 45 36 33 37 23
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