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(Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = 0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6.4 Ortserwartungswert der Tuningmode ν2
(Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = ηt = η). . . . . . . . . . . . . . . . 94

6.5 Ortserwartungswert der Tuningmode ν2
(Ethen-Kation, ν4ν2, ηt = 0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.6 Ortserwartungswert der Tuningmode ν2
(Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = 0). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.7 Dichteverteilung der Kopplungsmode ν4 mit und ohne Dämp-
fung (Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = ηt = η). . . . . . . . . . . . . . 97

6.8 Dichteverteilung der Tuningmode ν2 mit und ohne Dämpfung
(Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = ηt = η). . . . . . . . . . . . . . . . 98



Abbildungsverzeichnis XV

6.9 Populationswahrscheinlichkeit des Ã-Zustandes
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I

Einleitung

Ultraschnelle Zerfallsprozesse optisch angeregter Moleküle spielen eine zen-
trale Rolle in photobiologischen und photochemischen Systemen. Mit der
modernen Laserspektroskopie ist es möglich geworden, Lebenszeiten elek-
tronischer Zustände direkt zu messen, sowie Reaktions-, Dissoziations-
und Isomerisierungsprozesse auf einer Femtosekundenzeitskala zu verfol-
gen.

Als einige wenige Beispiele für die Bandbreite der spektroskopisch
zugänglichen Systeme und für die Bedeutung ultraschneller Prozesse sei-
en genannt: die Lebenszeiten angeregter elektronischer Zustände in ein-
fachen Polyenen [132] oder Stickstoff-Heterozyklen wie Pyrazin [117], die
cis-trans Photoisomerisierung von Rhodopsin [65, 138], die Dissoziations-
dynamik zwei- und dreiatomiger Moleküle [20, 103], die Entdeckung von
„quantum-beats“ in „pump-probe“-Spektren als wichtiger Kohärenzeffekt
in der Schwingungsdynamik von Farbstoffen in Lösung [104] und von Reak-
tionszentren der Photosynthese [137], sowie in diesen Reaktionszentren ab-
laufende ultraschnelle intramolekulare Elektronentransferprozesse [29, 90].
Für eine umfassendere Übersicht sei auf [5, 83] verwiesen.

Theoretische Analysen zeigten, daß diese experimentellen Ergebnisse
nicht im Rahmen der Born-Oppenheimer-Näherung [9, 10] beschreibbar sind.
Vielmehr dominieren starke nicht-adiabatische Kopplungen die Dynamik. Mit
Hilfe des Konzepts der konischen Durchschneidung [48, 94] war es dann mög-
lich, diese ultraschnellen nicht-Born-Oppenheimer-Prozesse zu simulieren
und zu verstehen. Die konische Durchschneidung stellt dabei einen aus-
gesprochen effizienten Trichter dar, der vom elektronisch angeregten zum
elektronischen Grundzustand führt und für die beobachteten ultraschnellen
Prozesse verantwortlich ist [6, 64].

Konische Durchschneidungen sind bereits seit den 30er Jahren bekannt,
erlebten aber erst in den 60er Jahren und schließlich in Anfang der 90er Jahre
eine Renaissance, als die notwendige Rechenleistung zur Verfügung stand,
um die Dynamik an konischen Durchschneidungen numerisch behandeln
zu können [40]. Zur Zeit stellt die experimentelle und theoretische Unter-
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suchung der Dynamik an konischen Durchschneidungen ein aktuelles und
weitverzweigtes Forschungsgebiet dar. Aktuelle Arbeiten aus diesem Be-
reich, z. B. über die Dynamik photochemischer Ringöffnungsreaktionen, die
Photodynamik von Ethen oder die quantenmechanische Charakterisierung
der konischen Durchschneidungen von Malonaldehyd, Pyrrol und Chlor-
benzen finden sich in [40].

Durch die Weiterentwicklung der ab-initio Elektronenstrukturmethoden
gelang es, in einer Vielzahl von kleineren und mittleren Molekülen konische
Durchschneidungen zu identifizieren und quantitativ zu erfassen [6, 148].
Auf der Basis dieser Rechnung wurde es möglich, mit Quanten-Wellenpaket-
Methoden die Dynamik dieser Systeme und den Einfluß der konischen
Durchschneidung zu untersuchen [26, 68, 69].

Dabei zeigte sich, daß in vielatomigen Molekülen konische Durch-
schneidungen eher die Regel sind, als eine Ausnahme darstellen. Neben ei-
ner Vielzahl kleinerer bereits gut untersuchter Systeme, wie z. B. Ozon [123],
Benzen-Kation [24] oder Pyrazin [120, 121] können auch große Biosyste-
me mit dem Modell der konischen Durchschneidung behandelt werden.
So ist es gelungen, die Photoisomerisierung in Rhodopsin mit Hilfe eines
Mehrmoden-Ansatzes zu beschreiben [41]. Auch dynamische Aspekte der
Photodissoziation des Myoglobin-Stickoxid-Komplexes sind theoretisch zu-
gänglich geworden [56].

Das Grundmodell der konischen Durchschneidung [94, 128] umfaßt
mindestens zwei Schwingungsfreiheitsgrade. Die Modelle wurden aber bald
anhand diverser chemischer Systeme bis auf sieben Freiheitsgrade, z. B. im
Fall des Pyrazins [122], erweitert. Da der numerische Aufwand exponentiell
mit der Zahl der Moden steigt, zeigt sich hier eine prinzipielle Schwierigkeit.
Durch die Einschränkung auf eine begrenzte Zahl von Moden, können unter
Umständen wesentliche Aspekte der Dynamik nicht erfaßt werden. So konn-
te z. B. die Strukturlosigkeit der S1- oder S2-Bande im Absorptionsspektrum,
die für viele Aromaten oder Heteroaromaten typisch ist [54], nicht hinrei-
chend simuliert werden. Die Suche nach neuen Methoden, mit einem ande-
ren Skalierungsverhalten des numerischen Aufwandes, ist damit ein wichti-
ges Ziel.

Methoden dieser Art lassen sich prinzipiell in folgende Kategorien un-
terteilen: zeitabhängige SCF-Näherung, Pfadintegral-Methoden, semiklassi-
sche Näherungen und Beschreibungen mit Hilfe der reduzierten Dichtematrix.
Bei der zeitabhängigen SCF-Näherung wird die verwendete Basis zur Be-
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schreibung der Dynamik nach jedem Zeitschritt angepaßt und somit auf ein
Minimum optimiert. Mit einem solchen Ansatz ist es möglich, eine volle 24-
Moden-Rechnung am Pyrazin [100] durchzuführen. Pfadintegral-Methoden
wurden erstmals von Feynman [31, 33] eingeführt, um die zeitabhängigen
Korrelationsfunktionen und damit die Dynamik eines Quantensystems mit
vielen Freiheitsgraden zu beschreiben. Die Pfadintegral-Methode fand z. B.
am Beispiel des Pyrazins [71] eine erfolgreiche Anwendung. Schließlich kön-
nen mit klassischen [118] oder semiklassischen [119] Methoden Probleme
mit einer großen Zahl von Freiheitsgraden behandelt werden.

Die vorliegende Arbeit basiert auf dem Ansatz der reduzierten Dich-
tematrix. Grundlegender Gedanke ist die Trennung des Systems, dessen
Dynamik studiert werden soll, von allen restlichen Freiheitsgraden, die
im folgenden als Umgebung oder Bad bezeichnet werden. Reduzierte
Dichtematrix-Theorie ist ein weitverbreitetes Instrument in der Physik
und Chemie, z. B. in der magnetischen Kernresonanz und der optischen
Spektroskopie. Dabei handelt es sich in der Kernresonanz-Spektroskopie
in der Regel um Systeme mit wenigen Niveaus, welche an ein thermisches
Bad (Kristallgitter oder Lösungsmittel) gekoppelt sind [101, 115, 139]. In
der optischen Spektroskopie beschreiben die optischen Bloch-Gleichungen
die zeitliche Entwicklung eines Mehr-Niveau-Systems bei Wechselwirkung
mit dem elektromagnetischen Feld sowie mit einer dissipativen Umge-
bung [1, 113]. Die Bewegungsgleichungen der reduzierten Dichtematrix
für den gedämpften harmonischen Oszillator wurden bereits vielfach zur
Beschreibung dissipativer Effekte in der Quantenoptik [17, 37] und der Mo-
leküldynamik [38, 126, 127, 147] herangezogen.

In dieser Arbeit soll die Dynamik von konischen Durchschneidungen
in großen Molekülen bzw. Chromophoren in Lösung mit den Methoden
der reduzierten Dichtematrix-Theorie behandelt werden. Ausgehend vom
zweidimensionalen Grundmodell der konischen Durchschneidung, sollen
ultraschnelle Relaxationsprozesse zwischen elektronischen Zuständen in
Kombination mit der dissipativen Wechselwirkung eines umgebenen Bades
quantenmechanisch beschrieben werden. Man beschränkt sich dazu absicht-
lich auf ein kleines Teilsystem von zwei oder drei Moden in einem größeren
Molekül und geht von der Näherung aus, daß auf einer kurzen Zeitskala von
wenigen Femtosekunden die Dynamik dieses Teilsystems von diesen weni-
gen Moden dominiert wird. In bisherigen Modellierungen der Dynamik von
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konischen Durchschneidungen wurde die durch den Zerfall des angereg-
ten elektronischen Zustandes resultierende hohe Überschußenergie auf die
wenigen aktiven Schwingungsfreiheitsgraden der konischen Durchschnei-
dung verteilt. Die intramolekularen Wechselwirkungen, in Form von zusätz-
lichen Schwingungsfreiheitsgrade, sowie die inter-molekularen Wechselwir-
kungen, z. B. durch Stöße des betrachteten Systems mit der Umgebung, sol-
len in diesem neuen Ansatz durch ein, das System umgebende, thermisches
Bad simuliert werden.

Dieser Ansatz führt auf die sogenannten Redfield-Gleichungen [8, 101]
zur Beschreibung der dissipativen Dynamik an konischen Durchschneidun-
gen. Mit den Redfield-Gleichungen eröffnete sich eine etablierte Methode
zur Beschreibung dissipativer Phänomene [95, 101]. Dabei dienten sie haupt-
sächlich zur Simulation von Kernresonanz-Experimenten und Systemen mit
nur einem Schwingungsfreiheitsgrad. Nicht zuletzt wegen des numeri-
schen Aufwandes, haben die Redfield-Gleichungen nur wenig Anwendung
zur Berechnung der Dynamik dissipativer Multimoden-Systeme gefun-
den [56, 95, 98].

Ziel dieser Arbeit ist es, das Modell der Dynamik an konischen Durch-
schneidungen mit Kopplung an eine dissipative Umgebung zu einem mög-
lichst universell einsetzbaren Werkzeug zu entwickeln. Am Beispiel von
Pyrazin mit zwei und drei Schwingungsfreiheitsgraden und am Beispiel
des Ethen-Kations mit zwei Schwingungsfreiheitsgraden wird die Anwend-
barkeit demonstriert. Die dazu benötigten Programme wurden im Rahmen
dieser Arbeit in C++ auf Linux/Unix-Systemen entwickelt.

Im folgenden wird zunächst allgemein auf den Modell-Hamilton-
Operator für die konische Durchschneidung eingegangen. Am Beispiel von
Pyrazin und Ethen-Kation werden die Modelle konkretisiert. Danach wer-
den die Redfield-Gleichungen hergeleitet und die vielfach verwendete sä-
kulare Näherung diskutiert. Nach dem Kapitel über die relevanten Obser-
vablen des Systems folgt die Vorstellung und Diskussion der Ergebnisse für
Pyrazin und Ethen-Kation. Im letzten Kapitel werden die Ergebnisse kurz
zusammengefaßt und ein Ausblick auf mögliche weitere Entwicklungen ge-
geben.



II

Modell-Hamilton-Operator für konische
Durchschneidungen

Für die Beschreibung ultraschneller Prozesse an quantenmechanischen Sys-
temen muß zuerst ein geeigneter Hamilton-Operator gefunden werden, der
sowohl eine Betrachtung der ultraschnellen Prozesse zuläßt, als auch einer
numerischen Berechnung zugänglich ist.

Die speziell zur Beschreibung von Molekülschwingungen häufig ver-
wendete Born-Oppenheimer-Näherung [9, 10] ist für die ultraschnelle Pro-
zesse an konischen Durchschneidungen nicht gültig. Die dieser Näherung
zu Grunde liegende Separation der Kernbewegung von der Elektronenbewe-
gung ist nur bei energetisch wohlseparierten elektronischen Zuständen gül-
tig, nicht jedoch bei konischen Durchschneidungen. Es soll nun im folgen-
den ein allgemeiner Ansatz für Hamilton-Operatoren vorgestellt werden,
der schon häufig Anwendung zur Beschreibung von nicht-adiabatischen Ef-
fekten wie Jahn-Teller- oder Renner-Teller-Effekten fand [26, 69]. Weiterhin wer-
den kurz die verwendeten Näherungen dargestellt, sowie das Versagen der
Born-Oppenheimer-Näherung diskutiert. Die in dieser Arbeit verwendeten
Modell-Hamilton-Operatoren werden zum Schluß des Kapitels explizit auf-
gestellt und diskutiert.

2.1 Hamilton-Operator für vibronisch gekoppelte Systeme

Zur Beschreibung eines molekularen Systems gehen wir von folgendem
Hamilton-Operator aus:

H = Te + TN + U(r,Q) . (2-1)

Dabei sind Te und TN die Operatoren der kinetischen Energie der Elektronen
und der Kerne. U(r,Q) ist der Operator für die gesamte potentielle Energie,
die von den Elektronkoordinaten r und von den Kernkoordinaten Q abhän-
gig ist. Möchte man die elektronische Wellenfunktion im Feld fixer Kerne
betrachten, setzt man TN = 0. Die Lösung der Schrödinger-Gleichung für
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die Elektronen liefert einen orthonormalen Satz von elektronischen Wellen-
funktionen Φn(r,Q) und zugehörigen Eigenwerten Vn(Q), welche von der
Kerngeometrie abhängen:{

Te + U(r,Q)−Vn(Q)
}

Φn(r,Q) = 0 . (2-2)

Die exakten Wellenfunktionen können dann durch die Entwicklung

Ψ(r,Q) = ∑
n

χn(Q)Φn(r,Q) (2-3)

dargestellt werden [69]. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Schrödinger-
Gleichung:

{H − E}Ψ(r,Q) = 0 , (2-4)

erhält man folgenden Satz von gekoppelten Differentialgleichungen für die
Entwicklungskoeffizienten χn(Q) aus Gleichung (2-3) [9, 10]:{

TN + Vn(Q)− E
}

χn(Q) = ∑
m

Λnmχm(Q) (2-5)

Λnm = −
∫

dr Φ∗n[TN , Φm] . (2-6)

Geht man davon aus, daß der kinetische Energie-Operator der Kerne TN nur
eine kleine Störung für die Elektronenbewegung darstellt, so kann der nicht-
adiabatische Operator Λ in Gleichung (2-5) vernachlässigt werden. Dies wird
dann als adiabatische Born-Oppenheimer-Näherung [4] bezeichnet. Sie be-
deutet letztlich, daß die Kernbewegung keinerlei Einfluß auf die Elektro-
nenbewegung ausübt. Für eine ausführliche Beschreibung der verschiede-
nen adiabatischen Näherungen und Bezeichnungen sei auf [4] oder [34] ver-
wiesen. Für die Beschreibung Nicht-Born-Oppenheimer-Effekte mit einem
harmonischen Multimoden-Ansatz gibt [69] eine gute Übersicht.

Die Born-Oppenheimer-Näherung funktioniert nur dann, wenn energe-
tisch hinreichend separierte elektronische Zustände betrachtet werden. So-
bald sich jedoch die Zustände zu sehr nähern, wird ihre vibronische Kopp-
lung zu stark und die Matrixelemente des Operators Λ können nicht mehr
vernachlässigt werden. In der Praxis untersucht man üblicherweise nicht al-
le elektronischen Niveaus samt ihrer vibronischen Kopplungen mit einem
Ansatz, sondern wählt ein Zwei- bis Drei-Zustandssystem aus. Diese Zu-
stände beinhalten dann zum einen die wichtigen spektralen Übergänge und
sind zum anderen von weiteren Zuständen des Systems wohlsepariert. Man
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setzt voraus, daß sich alle wesentlichen dynamischen Prozesse in diesem
herausgegriffenen System abspielen und alle anderen vibronischen Kopp-
lungen im Sinne der Born-Oppenheimer-Näherung vernachlässigt werden
können [69].

Betrachten wir also im folgenden nur zwei vibronisch gekoppelte elek-
tronische Zustände, so kann Gleichung (2-5) wie folgt formal geschrieben
werden:

{H − E}χ = 0 (2-7)

H =

(
TN 0
0 TN

)
+

(
V1(Q)− Λ11 −Λ12

−Λ21 V2(Q)−Λ22

)
. (2-8)

Die Schwierigkeit bei der Lösung der Gleichung (2-7) liegt in der Komplexi-
tät des nicht-adiabatischen Operators Λ begründet. Diese resultiert aus einer
starken Abhängigkeit der adiabatischen elektronischen Zustände von den
Kernkoordinaten in der Umgebung einer vermiedenen Kreuzung oder koni-
schen Durchschneidung [128]. Das Problem kann numerisch gelöst werden, in-
dem die Basis, in der der Hamilton-Operator dargestellt wird, entsprechend
groß gewählt wird. Dies kann jedoch im Fall von konischen Durchschnei-
dungen ausgesprochen ineffizient sein.

Ein möglicher Ausweg ist die Suche nach Basisfunktion, deren Abhän-
gigkeit von den Kernkoordinaten deutlich geringer ist und womit die Sin-
gularität der nicht-adiabatischen Kopplung an der konischen Durchschnei-
dung vermieden wird. Es ist möglich (quasi-)diabatische Zustände zu de-
finieren, die nur schwach von der Kerngeometrie abhängen. Während in
der adiabatischen Darstellung die Potentialmatrix V eine Diagonalform und
die kinetische Energiematrix der Kerne TN eine Nicht-Diagonalform be-
sitzt, liegt im (quasi-)diabatischen Bild V nichtdiagonal vor und TN wird
weitestgehend diagonal. Für eine weitergehende Diskussion wird auf die
Übersichtsartikel [96] und [114] verwiesen. Verfahren zur Konstruktion der
(quasi-)diabatischen Zustände werden unter anderem in [144] diskutiert. Die
Verwendung der diabatischen Basis zur Beschreibung der Dynamik an koni-
schen Durchschneidungen ist bereits lange etabliert [26, 69]. Dennoch ist die
Entwicklung dieser Methoden noch lange nicht abgeschlossen [105].
Die diabatischen elektronischen Zustände für ein Zwei-Zustandssystem er-
hält man mit folgender orthogonalen Transformation [69]:(

Φd
1(r,Q)

Φd
2(r,Q)

)
=

(
cos{α(Q)} − sin{α(Q)}
sin{α(Q)} cos{α(Q)}

)(
Φ1(r,Q)
Φ2(r,Q)

)
. (2-9)
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Dabei ist α(Q) der sogenannte Mischungswinkel, der die diabatischen Zustän-
de eindeutig definiert. In der diabatischen Darstellung nimmt der Hamilton-
Operator (2-8) folgende Gestalt an [69]:

H = TN1 + W(Q) ; 1 =

(
1 0
0 1

)
. (2-10)

W(Q) ist die nichtdiagonale Potential-Matrix in der diabatischen Darstel-
lung. Im Gegensatz zu den adiabatischen Potentialenergien V1(Q),V2(Q)
können sich die Diagonalelemente W11(Q),W22(Q) von W(Q) als Funkti-
on der Kerngeometrie kreuzen. Die Elemente von W(Q) sind daher glattere
Funktionen der Kernkoordinaten als die adiabatischen Potentiale.

Wir entwickeln W(Q) um eine Referenzgeometrie Q0 der Kerne, wobei
es zweckmäßig ist, die Potentiale als Grundzustandspotential V0(Q) plus
Anregungsenergie darzustellen. Die Taylor-Entwicklung der Anregungs-
energie wird in der einfachsten Näherung nach dem linearen Term abge-
brochen:

H = {TN + V0(Q)}1 +

 E1 + ∑j κ
(1)
j Qj W(12)

0 + ∑j λ
(12)
j Qj

W(21)
0 + ∑j λ

(21)
j Qj E2 + ∑j κ

(2)
j Qj

 .

(2-11)
Die Konstanten E1 und E2 entstammen dem Term nullter Ordnung aus der
Potentialentwicklung auf der Diagonalen von W(Q) und bezeichnen die ver-
tikale Energiedifferenz an der Stelle Q0 zwischen dem Grundzustandspo-
tential und dem jeweiligen angeregten elektronischen Zustand. Die Kon-
stanten W(12)

0 und W(21)
0 aus der Potentialentwicklung nullter Ordnung der

Außerdiagonalen von W(Q) ergeben sich zu null, wenn die beteiligten Zu-
stände eine verschiedene Symmetrie haben (siehe Abschnitt 2.2). Die Ko-
effizienten κ in der Diagonalen des Hamilton-Operators werden nach [69]
vibronische „intrastate“-Kopplungselemente genannt. Sie sind ein Maß für
die Kopplung einzelner Schwingungsmoden innerhalb eines elektronischen
Zustandes. Dagegen bezeichnet man die Koeffizienten λ in der Außerdia-
gonalen des Hamilton-Operators als „interstate“-Kopplungselemente, da die
entsprechenden Schwingungsmoden die beiden betrachteten elektronischen
Zustände miteinander koppeln.

V0(Q), E1, E2 und die Koeffizienten κ und λ können mit quantenchemi-
schen Rechenmethoden [70, 141] erhalten werden. Sie sind in dieser Arbeit
als gegeben vorausgesetzt.
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Für die oben eingeführte Referenzgeometrie Q0 wird in der Regel die
Gleichgewichtsgeometrie des Moleküls im Grundzustand gewählt. Man ent-
wickelt also den Potentialanteil des Hamilton-Operators im Bereich der so-
genannten Franck-Condon-Zone. Damit wird der Bereich der Kernkoordina-
ten bezeichnet, der von den Nullpunktsschwingungen überstrichen wird
[3].

Es hat sich gezeigt [12, 23], daß insbesondere die Grobstruktur des Ab-
sorptionsspektrums durch die Eigenschaften der Potentialflächen der End-
zustände innerhalb des Franck-Condon-Bereichs bestimmt ist. Liegen die für
die Dynamik wesentlichen Punkte der Potentialfläche, wie z. B. die konische
Durchschneidung, nicht zu weit von der Franck-Condon-Zone entfernt, wird
das System durch den Hamilton-Operator in Gleichung (2-11) ausreichend
beschrieben. V0(Q) kann innerhalb der Franck-Condon-Zone als harmonisch
angesehen werden, und es ist effizient für die Kernkoordinaten des Systems
Normalkoordinaten nach [58] einzuführen.

Man erhält damit für den Hamilton-Operator folgende allgemeine Form
(mit λ

(12)
j = λ

(21)
j = λj):

H =
(
− 1

2 ∑
j

ωj
∂2

∂Q2
j

+
1
2 ∑

j
ωjQ

2
j

)
1 +

 E1 + ∑j κ
(1)
j Qj W(12)

0 + ∑j λjQj

W(21)
0 + ∑j λjQj E2 + ∑j κ

(2)
j Qj

 .

(2-12)
Der Summationsindex j läuft hierbei über die Anzahl der betrachteten Nor-
malkoordinaten.

Die geeignete Auswahl der Schwingungskoordinaten ist eines der zen-
tralen Probleme in der Simulation dynamischer Prozesse.

Im Rahmen der hier diskutierten Näherungen wird die Relevanz von
Schwingungsmoden für das dynamische Problem durch die Kopplungs-
parameter κ1,2

j und λj bestimmt. Diese können entweder mit quantenche-
mischen ab-initio-Rechenmethoden bestimmt werden, oder auf empirische
Weise durch die Analyse experimenteller Spektren, z. B. Absorptions- oder
Resonanz-Raman-Spektren gewonnen werden [122].

Im folgenden soll mittels Symmetrieüberlegungen der Hamilton-
Operator in Gleichung (2-12) genauer spezifiziert und verschiedene Typen
von Schwingungsmoden vorgestellt werden.
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2.2 Symmetrieüberlegungen

Mit Hilfe der Gruppentheorie ist es möglich, anhand der Symmetrie zu ent-
scheiden, ob eine Wechselwirkung zwischen zwei Zuständen prinzipiell er-
laubt ist. Man bildet dazu das direkte Produkt der irreduziblen Darstellun-
gen aller involvierten Komponenten. Ist die totalsymmetrische Darstellung
in dem direkten Produkt enthalten, so ist der Übergang symmetrieerlaubt
[19, 42]. Dieses Verfahren liefert allerdings keine Aussage über die Stärke der
Wechselwirkung.

Betrachten wir nun als einfachen Fall ein nichtentartetes elektronisches
Zwei-Zustands-System. Weiterhin sei angenommen, daß die beiden elektro-
nischen Zustände Φd

g und Φd
u verschiedene Symmetrien besitzen, die mit den

Indizes g und u gekennzeichnet sind. Der konstante Anteil des Außerdiago-
nalelements lautet demnach:

W(gu)
0 = 〈Φd

g(0)|H(0)|Φd
u(0)〉 = 0 , (2-13)

da der Hamilton-Operator sich immer totalsymmetrisch transformiert. Für
den linearen Anteil des Außerdiagonalelements ergibt sich nach der Taylor-
Entwicklung die bereits eingeführte „interstate“-Kopplung λj,

λj = 〈Φd
g|

∂H
∂Qj

|Φd
u〉 . (2-14)

Der Quotient ∂H/∂Qj transformiert sich wie die Normalkoordinate Qj. Auf-
grund der Symmetrie-Auswahlregel ist λj nur dann ungleich null, wenn es
sich bei Qj um eine nicht-totalsymmetrische Normalkoordinate handelt.
Dagegen ergibt sich für die „intrastate“-Kopplung κj wegen

κ
(g)
j = 〈Φd

g|
∂H
∂Qj

|Φd
g〉 , κ

(u)
j = 〈Φd

u|
∂H
∂Qj

|Φd
u〉 (2-15)

nur dann ein von null verschiedener Wert, wenn sich die Normalkoordinate
Qj totalsymmetrisch transformiert.

Mit Hilfe dieser Symmetriebetrachtung kann also einfach gezeigt wer-
den, daß im Hamilton-Operator in Gleichung (2-12) auf der Außerdiago-
nalen nur Moden mit nicht-totalsymmetrischer Symmetrie stehen können.
Aufgrund ihrer Eigenschaft, zwei Zustände miteinander zu koppeln, wer-
den diese Schwingungsmoden auch Kopplungsmoden genannt. Auf der Dia-
gonalen können im Hamilton-Operator dagegen nur totalsymmetrische Mo-
den stehen. Sie modulieren abhängig von der Schwingungsauslenkung den
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Energieabstand zwischen den beiden elektronischen Zuständen. Man nennt
sie daher auch Tuningmoden [69].

2.3 Matrixrepräsentation

Zur Bestimmung der Matrixelemente des Hamiltonoperators (2-12) schrei-
ben wir diesen in der zweiten Quantisierung mit Aufsteige-Operatoren a†

und Absteige-Operatoren a für den harmonischen Oszillator [18]. Diese Ope-
ratoren haben die Eigenschaft

a†|φn〉 =
√

n + 1|φn+1〉 (2-16)

a|φn〉 =
√

n|φn−1〉 , (2-17)

wobei |φn〉 eine harmonische Oszillatorfunktion bezeichnet. Für die Matrix-
repräsentation wird sinnvollerweise die Basis des harmonischen Oszillators
gewählt. Da bis zu drei Moden betrachtet werden, müssen Matrixelemen-
te der Operatoren in der direkten Produktbasis bestimmt werden. So ergibt
sich aus Gleichung (2-16) für z. B. die Kopplungsmode wie sie im folgenden
Abschnitt benötigt wird:

〈φvk
|〈φv1

|〈φv2
| a†

k |φv′2 〉|φv′1 〉|φv′k
〉 =

√
n + 1 δvk ,v′k+1 δv1 ,v′1

δv2 ,v′2
(2-18)

und aus Gleichung (2-17):

〈φvk
|〈φv1

|〈φv2
| ak |φv′2 〉|φv′1 〉|φv′k

〉 =
√

n δvk+1,v′k
δv1 ,v′1

δv2 ,v′2
. (2-19)

Dabei sind die harmonischen Oszillatorfunktionen φ mit den Indizes vk die
Basis der Kopplungsmode. Funktionen mit den Indizes v1 und v2 stellen ent-
sprechend die Basis der jeweiligen Tuningmode dar. Es ergibt sich somit eine
relativ dünn besetzte Matrixdarstellung für den Gesamthamilton-Operator,
die bei zwei elektronischen Zuständen die Dimension 2 · nvk · nv1 · nv2 be-
sitzt, wobei nx die Anzahl der harmonischen Oszillatorfunktionen für die
entsprechende Schwingungsmode bezeichnet.

2.4 Modell-Hamilton-Operator für Pyrazin

Die vibronische Kopplung der angeregten Zustände S1(nπ∗) mit 1B3u-
Symmetrie und S2(ππ∗) mit 1B2u-Symmetrie von Pyrazin über die nicht
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totalsymmetrische Mode ν10a mit B1g-Symmetrie ist ein etabliertes und in-
tensiv untersuchtes Modell für vibronische Kopplung in aromatischen Mo-
lekülen. Pyrazin gehört zu der Klasse der biologisch relevanten Diazine [15]
und stellt mit seinem photophysikalisch und photochemisch interessantem
Verhalten einen Prototyp für größere Moleküle dar. Es zeigt sowohl in der
Gasphase als auch in kondensierter Materie Fluoreszenz und Phosphores-
zenz und ermöglicht dadurch eine Untersuchung mit einer Vielzahl spektro-
skopischer Methoden.

Pyrazin gehört zu der Punktgruppe D2h und aus in Abschnitt 2.2 auf
Seite 10 beschriebenen Gründen ist die nichtplanare Deformationsmode ν10a
als einzige Normalmode in der Lage ist die elektronischen Zustände S1
und S2 linear zu koppeln. Neben dieser Kopplungsmode besitzt Pyrazin
fünf weitere Normalmoden (ν1 , ν2 , ν6a , ν8a , ν9a) die sich totalsymmetrisch
transformieren und somit als Tuningmoden auftreten können.

Bereits früh zeigte sich die vibronische Aktivität der ν10a-Mode in
Absorptions-, Fluoreszenz- und Resonanz-Raman-Spektren [52, 59, 85, 92,
134, 149]. Die starke Anregung dieser Mode im Absorptionsspektrum und
die starke Verringerung ihrer Frequenz im elektronischen S1-Zustand ver-
glichen mit dem S0-Zustand konnten mit dem Standardmodell der vi-
bronischen Kopplung, welches beide angeregten Zustände S1(nπ∗) und
S2(ππ∗) sowie die Kopplungsmode ν10a beinhaltet, quantitativ erklärt wer-
den [11, 14, 46, 61, 62, 135].

Heider und Fischer [43] waren dann die ersten, die in ihren theore-
tischen Betrachtungen die totalsymmetrische Mode ν6a miteinbezogen. Sie
konnten damit die in den Spektren [85, 92, 134, 149] beobachtete anharmoni-
sche Kopplung zwischen ν10a und ν6a, sowie die starke Anregung von ν10a
durch einen sogenannten intensity borrowing-Mechanismus [47, 49] deuten.
Im Resonanz-Raman-Spektrum des S2-Zustandes von Pyrazin [125] fand
man nur die Fundamentalen, die Obertöne und Kombinationen der beiden
totalsymmetrischen Moden ν1 und ν6a. Auf der Basis dieser spektroskopi-
schen Daten wurde semi-empirisch eine tiefliegende konische Durchschnei-
dung der S1 und S2-Potentialenergieflächen identifiziert [107].

Mit einem Modell aus zwei Zuständen (S1,S2) und drei Moden (Kopp-
lungsmode ν10a und die Tuningmoden ν1, ν6a) konnte die Dynamik dieses
Systems und das Absorptionsspektrum berechnet werden. Es lies sich teil-
weise die nahezu vollständige Strukturlosigkeit der S2-Absorptionsbande
erklären, sowie der ultraschnelle elektronische Zerfall des S2-Zustandes in
den S1-Zustand. Letzterer liefert ein anschauliches Beispiel für die Kasha-
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Regel [63], die für isolierte größere Moleküle das Nichtvorhandensein einer
Fluoreszenz aus den elektronischen Zuständen Sn, Tn für n ≥ 2 postuliert.
Damit wird impliziert, daß der elektronische Zerfall schneller vonstatten ge-
hen muß als typische Fluoreszenz-Lebenszeiten. Die nur teilweise Erklärung
des Absorptionsspektrums lag an der Notwendigkeit, das berechnete Spek-
trum mit einer zusätzlichen phänomenologischen Zerfallszeit von 88 fs zu
falten, um die experimentellen Daten [125] reproduzieren zu können.

Weitere theoretische Betrachtungen an diesem Modell lieferten Einbli-
cke in die „pump-probe“-Spektroskopie [121] und in zeitaufgelöste Ionisa-
tionsspektroskopie [110] von ultraschnellen Prozessen. In [108] wurde erst-
mals zur Interpretation der Phänomene neben der numerisch einfacheren
Wellenfunktionspropagation [26] ein Dichtematrix-Formalismus (siehe Ab-
schnitt 3.2 auf Seite 23) diskutiert. Für ein besseres Verständnis der Dyna-
mik wurde in [81] die Kopplungsstärke der Kopplungsmode ν10a variiert.
Man erkannte, daß nach dem schnellen elektronischen Zerfall aus dem S2-
Zustand die Schwingungsdynamik näherungsweise durch die Dynamik im
adiabatischen Grundzustand bestimmt ist. Mit quantenchemischen ab-initio
Rechnungen [112, 145] wurde die Genauigkeit des Modells verbessert. Wei-
terhin wurde die Mode ν9a als dritte Tuningmode hinzu genommen. Die bei-
den weiteren totalsymmetrischen Tuningmoden ν2 und ν8a erwiesen sich als
spektroskopisch inaktiv. Trotz des erweiterten Modells blieb das Problem der
notwendigen phänomenologischen Zerfallszeit T2 in den Absorptionsspek-
tren [112, 120] von etwa 30 bis 35 fs bestehen. Auch die Betrachtung aller
sechs totalsymmetrischen Tuningmoden sowie die Anwendung der Pfad-
Integral-Methode auf ein 24-Moden-Modell des Pyrazins [71] konnte dieses
Problem nicht lösen.

Genauere ab-initio Untersuchungen [116] ergaben, daß bei entsprechen-
der Auslenkung der beteiligten Schwingungsmoden eine Wechselwirkung
des S2-Zustandes mit dem elektronischen Grundzustand S0 nicht vernach-
lässigt werden darf. Eine konische Durchschneidung von S2 mit S0 könnte
ein wesentlicher Grund für die starke Verbreiterung des Absorptionsspek-
trums sein.

Die Verwendung der MCTDH-Methode zur Propagation eines Wellen-
paketes, bei der die verwendete Basis nach jedem Propagationsschritt an-
gepaßt wird [100], erlaubte es alle 24 Schwingungsfreiheitsgrade des Pyra-
zins zu behandeln. Mit den Ergebnissen dieser Methode ist zur Berechnung
der Absorptionsspektren nur noch eine zusätzliche phänomenologische Zer-
fallszeit von 150 fs nötig [100].
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Neben den vorgestellten quantenmechanischen Methoden zur Be-
rechnung der Dynamik von Pyrazin-Modellen, gibt es auch einige semi-
klassische Ansätze [91, 99, 130] mit vergleichbaren Ergebnissen, deren nume-
rischer Aufwand deutlich geringer ist.

In Abbildung 2.1 sind die Schnitte durch die Potentialenergieflächen für
die totalsymmetrischen Tuningmoden Q1 und Q6a sowie für die Kopplungs-
mode Q10a dargestellt. Zusätzlich wurden die Schwingungsauslenkungen
der Normalmoden skizziert. In Tabelle 2.1 sind alle für das Pyrazin-Modell
relevanten Parameter zusammengefaßt.

Tabelle 2.1: Vertikale elektronische Anregungsenergie, intrastate (κ), interstate
(λ) Kopplungskonstanten und Schwingungsfrequenzen (ω) für das Pyrazin-
Modell. Alle Werte sind in Elektronenvolt angegeben [108].

S1[1B3u(nπ∗)] S2[1B2u(ππ∗)]
κ

(1)
j λ κ

(2)
j ω

E 3.94 4.84
ν1(Ag) 0.037 -0.254 0.126
ν6a(Ag) -0.105 0.149 0.074
ν10a(B1g) 0.262 0.118

Für die hier untersuchten dissipativen Effekte an konischen Durch-
schneidungen werden wir uns auf ein Zwei-Moden-Modell bzw. auf das
Drei-Moden-Modell nach [107, 108] beschränken. Damit leitet sich aus Glei-
chung (2-12) auf Seite 9 der System-Hamilton-Operator für Pyrazin mit einer
Kopplungs- und maximal zwei Tuningmoden wie folgt ab:

H =

{
− 1

2
ωk

∂2

∂Q2
k

+
1
2

ωkQ2
k + ∑

j=1,2

(
− 1

2
ωj

∂2

∂Q2
j

+
1
2

ωjQ
2
j

)}
1

+ ∑
j=1,2

E1 + κ
(1)
j Qj λQk

λQk E2 + κ
(2)
j Qj

 .

(2-20)
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In der zweiten Quantisierung ergibt sich daraus (siehe Abschnitt 2.3):

H =
{

ωk(a†
k ak +

1
2
) + ∑

j=1,2
ωj(a†

j aj +
1
2
)
}

1

+ ∑
j=1,2

E1 +
κ

(1)
j√
2
(a†

j + aj) λ√
2
(a†

k + ak)

λ√
2
(a†

k + ak) E2 +
κ

(2)
j√
2
(a†

j + aj)

 .

(2-21)

Der Index k kennzeichnet die Kopplungsmode und der Index j die Tuning-
moden.

2.5 Modell-Hamilton-Operator für das Ethen-Kation

Neben Pyrazin wird in dieser Arbeit die Dynamik des Ethen-Kations un-
tersucht. Größter Unterschied zum Pyrazin ist die mit 1.9 eV mehr als dop-
pelt so große Energielücke der beiden betrachteten elektronischen Zustände.
Lange Zeit nahm man an [35, 36, 75, 124], daß nicht-adiabatische Effekte nur
dann einen ausgeprägten Charakter haben, wenn die Energielücke der wech-
selwirkenden Zustände nicht größer, als etwa die doppelte Schwingungsfre-
quenz ist. Dies trifft für das Ethen-Kation definitiv nicht zu. Dennoch wies
die zweite Bande des Photoelektronenspektrums von Ethen [88, 133], ähn-
lich dem Absorptionsspektrum des S2-Zustandes von Pyrazin eine starke
Verbreiterung auf. Gibt man jedoch das Ein-Moden-Modell zur Simulation
der Dynamik auf, so erkennt man wie beim Pyrazin eine dramatische Ver-
stärkung nicht-adiabatischer Effekte, die auch bei größeren Energielücken
eine bestimmende Rolle spielen [13, 25].
Ethen gehört zu der Punktgruppe D2h. Ähnlich wie beim Pyrazin kann der
Grundzustand X̃ des Ethen-Kations mit 2B2u-Symmetrie1 mit dem ersten
angeregten Zustand Ã von 2B2g-Symmetrie nur über genau eine Normal-
mode linear koppeln. Hierbei handelt es sich um die Torsionsmode ν4 mit
Au-Symmetrie. Weiterhin besitzt Ethen drei Normalmoden ν1 , ν2 , ν3, die sich
totalsymmetrisch transformieren und somit Tuningmoden darstellen kön-
nen.

In Abbildung 2.2 sind die Schnitte durch die Potentialenergieflächen
für die totalsymmetrischen Tuningmoden Q1 und Q2 sowie für die Kopp-

1Das Ethen-Kation besitzt ein ungepaartes Elektron. Dies führt zu einer Spinmultiplizität von zwei
und wird durch den hochgestellten Index 2 des Symmetrierassensymbols angezeigt.
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lungsmode Q4. Zusätzlich wurden die Schwingungsauslenkungen der Nor-
malmoden skizziert. Die für das Ethen-Kation-Modell verwendeten Parame-
ter sind in Tabelle 2.2 zusammengefaßt.

Tabelle 2.2: Vertikale elektronische Anregungsenergie, intrastate (κ) und inter-
state (λ) Kopplungskonstanten und die Schwingungsfrequenzen (ω) für das
Ethen-Kation-Modell. Alle Werte sind in Elektronenvolt angegeben [108].

X̃(2B2u) Ã(2B2g)

κ
(1)
j λ κ

(2)
j ω

E 10.75 12.65
ν1(Ag) 0.024 -0.362 0.360
ν2(Ag) -0.236 0.330 0.205
ν4(Au) 0.402 0.110

Da für die Tuningmode ν3 keine Anzeichen ihrer Beteiligung an der
Spektroskopie vorlagen, wurde in [67] ein Modell bestehend aus drei Moden
(ν1,ν2 und ν4) und zwei Zuständen zur Berechnung des Photoelektronen-
spektrums mit Erfolg vorgeschlagen. Die beim Pyrazin so kritische zusätz-
liche Zerfallszeit zur Simulation der Absorptionsspektren liegt beim Ethen-
Kation für das Photoelektronenspektrum mit etwa 100 fs deutlich höher und
spielt daher nur eine untergeordnete Rolle.

Untermauert wurde dieses Modell durch vollständige ab-initio Rech-
nungen sowohl für die benötigten Kopplungsparameter als auch für die Dy-
namik des Systems [66]. Es wurde deutlich, daß die am Ethen-Kation unter-
suchte konische Durchschneidung einen Prototypen für Systeme mit offenen
Valenzschalen darstellt und damit für Dissoziationsreaktion eine große Rele-
vanz besitzt. Als weiteres Beispiel sei hier auf die starken nicht-adiabatischen
Effekten des NO2 verwiesen [53], welches ebenfalls eine offene Valenzschale
besitzt.

Eine weitergehende Untersuchung der Dynamik durch die Einbezie-
hung der Schwingungskohärenzen [108] und die Transformation in die adia-
batische Basis [82], ergaben tiefere Einblicke in den Einfluß der konischen
Durchschneidung auf dieses System.

Das Ethen-Kation dient in dieser Arbeit als zweites Modell, um die
am Pyrazin diskutierten Effekte zu verifizieren. Wir beschränken uns daher
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lediglich auf ein Modell mit zwei involvierten Moden, der Kopplungsmode
ν4 und der Tuningmode ν2. Bei der Mode ν1 (siehe Abbildung 2.2) liegt
die konische Durchschneidung energetisch so weit oben, daß sie für die
Dynamik nur eine untergeordnete Rolle spielt, auch wenn ihr in [67] ein
großer aber indirekter Einfluß zugesprochen wird. Der Hamilton-Operator
für das Ethen-Kation ergibt sich also wie folgt:

H =
{
− 1

2
ωk

∂2

∂Q2
k

+
1
2

ωkQ2
k +− 1

2
ω1

∂2

∂Q2
1

+
1
2

ω1Q2
1

}
1

+

(
E1 + κ

(1)
1 Q1 λQk

λQk E2 + κ
(2)
1 Q1

)
.

(2-22)

Der Ansatz der Produktbasis und die Matrixrepräsentation ergibt sich ana-
log zum vorangegangenem Abschnitt.



18 2. Modell-Hamilton-Operator für konische Durchschneidungen

-6 -4 -2 0 2 4 6

Q(10a)

0

2

4

6

8

10

Po
te

nt
ie

lle
 E

ne
rg

ie
 / 

eV

-6 -4 -2 0 2 4 6

Q(6a)

0

2

4

6

8

10

Po
te

nt
ie

lle
 E

ne
rg

ie
 / 

eV

-6 -4 -2 0 2 4 6

Q(1)

0

2

4

6

8

10

Po
te

nt
ie

lle
 E

ne
rg

ie
 / 

eV

Abbildung 2.1: Schnitte durch die Potentialflächen S0, S1 und S2 des Pyrazins
entlang der Normalkoordinaten Q1, Q6a und Q10a (von oben nach unten).
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Abbildung 2.2: Schnitte durch die Potentialflächen X̃ und Ã des Ethen-
Kations entlang der Normalkoordinaten Q1, Q2 und Q4 (von oben nach un-
ten).





III

Modell zur Beschreibung dissipativer
Dynamik

Nachdem im vorherigen Kapitel der benötigte Hamilton-Operator abgeleitet
wurde, soll nun die zeitliche Entwicklung quantenmechanischer Systeme
unter Berücksichtigung dissipativer Effekte betrachtet werden.

Hierzu wird als mathematisches Hilfsmittel ein Dichtematrix-
Formalismus benutzt, der, unter Verwendung bestimmter Näherungen, zu
den sogenannten Redfield-Gleichungen führt [8, 79, 80, 101]. Die Redfield-
Gleichungen bilden die Grundlage für die in den folgenden Kapiteln vor-
gestellten Berechnungen. Weiterhin wird beschrieben, wie mit Hilfe der
säkularen Näherung einfachere Ratengleichungen gefunden werden können,
die zum einen den numerischen Aufwand der Dynamiksimulation deut-
lich reduzieren, zum anderen die Parallele zu den bereits gut bekannten
Master-Gleichungen [51], im speziellen der Pauli-Master-Gleichung, herstel-
len. Schließlich wird auf die spezielle Darstellung des System-Hamilton-
Operators und der Kopplung ans umgebene Bad eingegangen, sowie alle
nötigen Gleichungen zur numerischen Berechnung der Dynamik aufge-
stellt.

Die hier vorgestellten theoretischen Ableitungen beruhen zumeist auf
den Lehrbüchern von K. Blum [8] und W. H. Louisell [80], sowie den Artikeln
von A. G. Redfield [101] und W. H. Louisell [79].

3.1 Zeitliche Entwicklung quantenmechanischer Systeme

Die zeitliche Entwicklung quantenmechanischer Zustände ist durch die
Schrödinger-Gleichung bestimmt [86]:

ih̄
∂|ψ(t)〉

∂t
= H|ψ(t)〉 (3-1)

Dabei ist der Hamilton-Operator H in Gleichung (3-1) in der Regel zeitun-
abhängig. Möchte man jedoch z. B. den Einfluß eines Strahlungsfeldes auf
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das zu untersuchende System betrachten, so kann H einen zeitabhängigen
Wechselwirkungsterm V(t) beinhalten.

Nehmen wir zunächst an, das zu untersuchende System sei durch den
zeitunabhängigen Hamilton-Operator H vollständig beschrieben und |µn〉
sei eine Eigenfunktion mit dem Energie-Eigenwert En:

H|µn〉 = En|µn〉 (3-2)

Wenn die Eigenfunktion |µn〉 das System zu der Zeit t = 0 beschreibt, so
befindet sich das System zu einer beliebigen Zeit t im Zustand:

|µn(t)〉 = e−(i/h̄)Ent|µn〉 (3-3)

Allgemein kann jede Lösung der Schrödinger-Gleichung (3-1) bzw. jeder
Zustand des Systems durch eine Linearkombination von Eigenzuständen
|µn〉 beschrieben werden:

|ψ(t)〉 = ∑
n

Cn|µn(t)〉

= ∑
n

Cne−(i/h̄)Ent|µn〉 , (3-4)

wobei die Koeffizienten Cn zeitunabhängig sind.
Mit Hilfe der Definition der Exponential-Operator-Funktion

e−(i/h̄)Ht = 1 − i
h̄

Ht − 1

2h̄2 H2t2 + . . . (3-5)

und ihrer Anwendung auf die Eigenzustände |µn〉, sowie der Berücksichti-
gung von Gleichung (3-3) für jeden Term, erhält man:

e−(i/h̄)Ht|µn〉 = e−(i/h̄)Ent|µn〉 . (3-6)

Durch Einsetzen der Gleichung (3-6) in Gleichung (3-4) und unter Berück-
sichtigung eines Anfangszustandes (Zeitpunkt t = 0)

|ψ(0)〉 = ∑
n

Cn|µn〉 (3-7)

erhält man

|ψ(t)〉 = e−(i/h̄)Ht ∑
n

Cn|µn〉

= e−(i/h̄)Ht|ψ(0)〉 . (3-8)
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Gleichung (3-8) macht deutlich, daß der Operator e−(i/h̄)Ht alle Informatio-
nen für die zeitliche Entwicklung jedes Zustandes |ψ(t)〉 des Systems bein-
haltet. Zur expliziten Berechnung von |ψ(t)〉 nach Gleichung (3-4) sind die
Eigenzustände und Eigenwerte des Hamilton-Operators H notwendig.

Ist der Hamilton-Operator explizit zeitabhängig, lautet die Schrödinger-
Gleichung:

ih̄
∂|ψ(t)〉

∂t
= H(t)|ψ(t)〉 , (3-9)

sie besitzt nun keine so einfache Lösung mehr wie Gleichung (3-8).
Durch die Einführung eines sogenannten Zeitentwicklungsoperators U(t):

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉 (3-10)
erhält man nach Einsetzen in Gleichung (3-9)

ih̄
∂|U(t)〉

∂t
= H(t)U(t) . (3-11)

Für den Fall, daß der Hamilton-Operator H zeitunabhängig ist, ergibt sich:

U(t) = e−(i/h̄)Ht . (3-12)
Mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators U(t) werden die folgenden Ablei-
tungen kompakter. In einer leicht modifizierten Form findet er auch bei der
Einführung des Wechselwirkungsbildes Verwendung.

3.2 Dichteoperator ρ

Ein allgemeiner Zustand eines Systems, bestehend aus einer Mischung meh-
rerer Zustände |ψn〉 mit unterschiedlichen statistischen Wichtungen Wn, soll
beschrieben werden. Dieser kann mit Hilfe eines sogenannten Dichte-, oder
auch statistischen Operators [32], definiert werden:

ρ = ∑
n

Wn|ψn〉〈ψn| (3-13)

Wählt man für die Darstellung der Zustände |ψn〉 eine Basis, sinnvollerweise
eine Orthonormalbasis, wie z. B. die des harmonischen Oszillators, so erhält
man mit

|ψn〉 = ∑
m′

a(n)
m′ |φm′ 〉

〈ψn| = ∑
m

a(n)∗
m 〈φm| (3-14)
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die Matrixrepräsentation des Dichteoperators, die in fetter Schrift dargestell-
te Dichtmatrix

ρ = ∑
nm′m

Wna(n)
m′ a(n)∗

m |φm′ 〉〈φm| . (3-15)

Die Matrixelemente von ρ berechnen sich zu:

ρm′m = 〈φm′ |ρ|φm〉 = ∑
n

Wna(n)
m′ a(n)∗

m . (3-16)

Die Diagonalelemente der Dichtematrix ρmm geben die Wahrscheinlichkeit
an, mit der ein System im Zustand |φm〉 zu finden ist.

ρmm = ∑
n

Wn|a
(n)
m |2 . (3-17)

Aufgrund der vorausgesetzten Orthonormalität der Basisfunktionen muß
die Summe aller Diagonalelemente, auch die Spur der Matrix genannt, eins
ergeben:

Sp(ρ) = ∑
m

ρmm = 1 (3-18)

Die Spurbildung in Gleichung (3-18) entspricht einer Integration über sämt-
liche Freiheitsgrade des betrachteten Systems. Daraus wird deutlich, daß die
Spur einer Dichtematrix eine Konstante ihrer Repräsentation ist. Sie ist also
von der zu ihrer Darstellung verwendeten Basis unabhängig.

Außerdem ist es interessant zu wissen, ob sich ein System in einem
reinen oder gemischten Zustand befindet. Ein harmonischer Oszillator ohne
jegliche Wechselwirkung mit der Umgebung kann bei null Kelvin mit nur
einem Zustandsvektor beschrieben werden, nämlich mit dem Vektor für den
Schwingungsgrundzustand. Dieses System befindet sich also in einem reinen
Zustand. In diesem Fall gilt

Sp(ρ2) =
(
Sp(ρ)

)2 . (3-19)

Erhöht man die Temperatur des Oszillators, so ist der Zustand gemäß der
Boltzmann-Verteilung durch ein Gemisch von mehreren Eigenzuständen
beschrieben. Man spricht dann von einem gemischten Zustand und es gilt:

Sp(ρ2) <
(
Sp(ρ)

)2 . (3-20)

Der Erwartungswert eines beliebigen Operators O ist gegeben durch die
Spur des Produktes aus ρ und O in einer gegebenen Basis:

〈O〉 = Sp(ρO) (3-21)
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Jede Information über ein quantenmechanisches System kann mit Hilfe sinn-
voll gewählter Operatoren und der Berechnung ihrer Erwartungswerte er-
halten werden. Da dies mit Gleichung (3-21) für jeden Operator uneinge-
schränkt möglich ist, muß umgekehrt die Dichtematrix alle physikalisch re-
levanten Information über das System in sich vereinen.

Neben den bereits erwähnten Diagonalelementen der Dichtematrix
bezeichnet man im allgemeinen die Außerdiagonalelemente als Kohä-
renzen [1]. In der Spektroskopie bekannte Interferenzphänomene, wie
z. B.„quantum-beats“ können mit Hilfe des Dichtematrix-Formalismus, im
speziellen durch die Außerdiagonalelemente, beschrieben werden. Allge-
mein läßt sich eine Beziehung aufstellen zwischen Interferenzeffekten die-
ser Art und den Kohärenzen der entsprechenden Dichtematrix. Man spricht
in diesem Zusammenhang auch von einer kohärenten Superposition von Ba-
siszuständen, wenn die Außerdiagonalelemente der Dichtematrix von null
verschieden sind, und von einer inkohärenten Superposition, wenn die Dichte-
matrix Diagonalgestalt annimmt [16].

Mit Hilfe der Dichtematrix ist ein adäquates mathematisches Instru-
ment gefunden, mit dem die statistischen Eigenschaften gedämpfter Syste-
me beschrieben werden können. Für eine weiterführende Diskussion der Ei-
genschaften von Dichteoperatoren sei auf das Lehrbuch von Karl Blum [8]
verwiesen.

3.3 Liouville-Gleichung

Mit Hilfe der Definitionen in Abschnitt 3.1 und Abschnitt 3.2 ist man in der
Lage, sich die zeitliche Entwicklung quantenmechanischer Systeme, welche
durch die Dichtematrix repräsentiert werden, näher zu betrachten.
Zum Zeitpunkt t = 0 soll gelten, daß das zu betrachtende System durch den
Dichteoperator

ρ(0) = ∑
n

Wn|ψn(0)〉〈ψn(0)| (3-22)

beschrieben ist. Analog zu Gleichung (3-10) auf Seite 23 variieren die Zustän-
de |ψn〉 mit der Zeit und der Dichteoperator kann wie folgt als Funktion der
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Zeit geschrieben werden:

ρ(t) = ∑
n

Wn|ψn(t)〉〈ψn(t)|

= ∑
n

WnU(t)|ψn(0)〉〈ψn(0)|U†(t)

= U(t)ρ̂(0)U†(t) . (3-23)

Differenziert man Gleichung (3-23), benutzt Gleichung (3-8) und setzt diesen
Zwischenschritt in Gleichung (3-23) ein, so erhält man:

ih̄
∂ρ(t)

∂t
= [H(t), ρ(t)] . (3-24)

Diese Differentialgleichung wird in der Literatur [8, 80] als Liouville-von
Neumann- oder nur als Liouville-Gleichung bezeichnet, in Anlehnung an Be-
wegungsgleichungen in der klassischen Mechanik [136]. Durch die Lösung
dieser Gleichung und Benutzung von Gleichung (3-21) ist es möglich, zeitab-
hängige Observablen und damit die Dynamik des zu untersuchenden Sys-
tems zu studieren. Diese Gleichungen bilden daher die Grundlage aller fol-
genden Ableitungen. Zu ihrer expliziten Lösung bedarf es jedoch noch ei-
niger Annahmen und Näherungen, da die Matrixrepräsentation des Dichte-
operators ρ für chemisch relevante Systeme eine viel zu hohe Dimension be-
sitzt, als daß die Bewegungsgleichungen technisch lösbar wären. Diese Nä-
herungen sollen nun in den folgenden Abschnitten beschrieben und disku-
tiert werden.

3.4 Wechselwirkungsbild

Die bis zu diesem Zeitpunkt betrachteten Operatoren O sind im wesentli-
chen zeitunabhängig, während der Dichteoperator zeitabhängig ist. Man be-
zeichnet diese Betrachtungsweise als Schrödinger-Bild. Das dynamische Ver-
halten eines reinen Zustandes als Funktion der Zeit wird durch einen Zu-
standsvektor |ψ(t)〉, der sich kontinuierlich in der Zeit von einem Initialzu-
stand |ψ(0)〉 zur Zeit t = 0 zu einem Endzustand |ψ(t)〉 zur Zeit t bewegt,
wie in Gleichung (3-10) auf Seite 23 beschrieben [80].
Nehmen wir nun an, daß sich der Hamilton-Operator in einen zeitunabhän-
gigen Teil H0 und in einen zeitabhängigen Teil V(t) zerlegen läßt.

H(t) = H0 + V(t) (3-25)
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V(t) beschreibt die Wechselwirkung des Systems mit einem externen zeitab-
hängigen Feld, welches Übergänge zwischen den Eigenzustände |µ(0)

n 〉 von
H0 induziert. Analog zu Gleichung (3-8) auf Seite 22 erhält man für die zeit-
liche Entwicklung eines Zustandes:

|ψ(t)〉 = ∑
n

C(t)n|µ(t)(0)
n 〉

= ∑
n

C(t)ne−(i/h̄)E(0)
n t|µ(0)

n 〉 (3-26)

Aus Gleichung (3-26) ist zu ersehen, daß ein Großteil der Zeitabhängigkeit
von Zustandsvektoren |ψ(t)〉 aus dem schnell oszillierendem Exponential-
term resultiert, der durch H0 verursacht wird. In Anlehnung an den bereits
vorgestellten Zeitentwicklungsoperator kann durch Einführung der Trans-
formationsoperatoren

U(t)†
0 = e+(i/h̄)H0t

U(t)0 = e−(i/h̄)H0t (3-27)

diese Abhängigkeit explizit entfernt werden. Dazu definieren wir:

|ψ(t)I〉 = e+(i/h̄)H0t|ψ(t)〉 (3-28)

O(t)I = e+(i/h̄)H0tOe−(i/h̄)H0t . (3-29)

Setzt man Gleichung (3-28) in Gleichung (3-9) auf Seite 23 unter Berücksich-
tigung der Definition des Hamilton-Operators in Gleichung (3-25) ein, so er-
hält man:

ih̄
∂|ψ(t)I〉

∂t
= V(t)I |ψ(t)I〉 . (3-30)

Die Zeitabhängigkeit von |ψ(t)I〉 ist damit vollständig durch das externe Po-
tential V(t) bestimmt. Häufig handelt es sich bei diesem Term nur um eine
kleine Störung. |ψ(t)I〉 oszilliert dadurch nur langsam mit der Zeit, und ist in
der Praxis einfacher zu approximieren. Gleichung (3-30) kann dann mit Me-
thoden der zeitabhängigen Störungstheorie gelöst werden. Der Hauptvorteil
liegt also in der Abseparation der von H0 verursachten schnell oszillierenden
Terme und in der damit einhergehenden Eröffnung eines störungstheoreti-
schen Zuganges. Die Betrachtung der zeitlichen Entwicklung eines Systems
in Zuständen der Form |ψ(t)I〉 und Operatoren Q(t)I nennt man Wechselwir-
kungsbild. Es wird in dieser Arbeit durch den Index I1 angezeigt.

1Den Begriff des Wechselwirkungsbildes findet man in der (englischsprachigen) Literatur meist
unter „interaction picture“. Daher stammt die Wahl des Indexes I.
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Überführt man mit Hilfe von Gleichung (3-27) den Dichteoperator ρ(t)
in das Wechselwirkungsbild, so erhält man

ρ(t)I = e+(i/h̄)H0tρ(t)e−(i/h̄)H0t (3-31)

und für die Transformation aus dem Wechselwirkungsbild ins Schrödinger-
bild

ρ(t) = e−(i/h̄)H0tρ(t)Ie+(i/h̄)H0t . (3-32)

Anzumerken sei noch, daß zum Zeitpunkt t = 0 die Darstellung im
Schrödinger- und Wechselwirkungsbild identisch ist. Einsetzen von Glei-
chung (3-32) in die Liouville-Gleichung (3-24) auf Seite 26 führt zu

ih̄
∂ρ(t)I

∂t
= [V(t)I , ρ(t)I ] . (3-33)

Um eine erste genäherte Lösung zu erhalten, wird Gleichung (3-32) formal
integriert. Mit der Anfangsbedingung ρ̂(0)I ergibt sich

ρ(t)I = ρ(0)I −
i
h̄

t∫
0

[V(t′)I , ρ(t′)I ]dt′ (3-34)

Diese Integralgleichung kann nun iterativ gelöst werden. Dabei wurde ange-
nommen, daß für alle Zeiten t ≤ 0 die Störung V(t)I = 0 sei. Ist weiterhin die
Störung V(t)I für alle Zeiten t > 0 klein, dann wird sich ρ(t)I nicht wesent-
lich von ρ(0)I unterschieden und man erhält für Gleichung (3-34) in erster
Ordnung Störungstheorie

ρ(t)I = ρ(0)I −
i
h̄

t∫
0

[V(t′)I , ρ(0)I ]dt′ . (3-35)

Für eine genauere Lösung der Liouville-Gleichung (3-33) im Wechselwir-
kungsbild wird in Abschnitt 3.5 eine Störungstheorie höherer Ordnung be-
trachtet. Man erhält diese, indem man Gleichung (3-34) in Gleichung (3-33)
einsetzt.



3.5 Offene Systeme, Markoff-Näherung 29

3.5 Offene Systeme, Markoff-Näherung

Wie schon in der Einleitung erwähnt, liegt das Hauptaugenmerk dieser Ar-
beit auf quantenmechanischen Systemen, die eine Kopplung an die Umge-
bung besitzen. Das bedeutet, daß das System mit der Umgebung Energie,
Polarisation, usw. austauschen kann. Diese Eigenschaft führt zu der Bezeich-
nung „offenes System“.

Regt man so ein System z. B. elektronisch an, bringt es also aus seiner
Gleichgewichtslage, so wird sich erst nach einer gewissen Zeit wieder ein
Gleichgewicht einstellen, das von den Eigenschaften der Umgebung, wie der
Temperatur, mitbestimmt ist. Diese kontinuierliche Entwicklung zu einem
Gleichgewichtszustand nennt man Relaxation [8].

Relaxationsphänomene sind irreversible Prozesse, da z. B. Schwin-
gungsenergie in Form von Wärme an die Umgebung abgegeben wird. Je-
doch beschreiben Schrödinger- und Liouville-Gleichung, als die grundlegen-
den Bewegungsgleichungen in der Quantenmechanik, reversible Prozesse.
Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie dennoch irreversible Phänome-
ne betrachtet werden können, obwohl sich jedes mikroskopische Teilchen
strikt reversibel verhält. Für eine deutlich ausführlichere Behandlung die-
ses Themas sei auf die Lehrbücher der statistischen Physik verwiesen (z. B.
[102]).

Betrachten wir allgemein ein System S, das mit einem weiteren System
B, im folgenden auch Bad oder Reservoir genannt, in Wechselwirkung steht.
Durch den Hamilton-Operator H mit

H = HS + HB + V (3-36)

sei das Gesamtsystem vollständig beschrieben. HS und HB seien dabei die
Hamilton-Operatoren für die ungekoppelten Systeme und V beschreibt de-
ren Wechselwirkung.

Diese Art der Aufteilung des Gesamtproblems ist Grundlage vieler Un-
tersuchungen quantenmechanischer Prozesse mit Dissipation [8, 101, 140].
Dieser Ansatz ermöglicht die getrennte Betrachtung der zeitlichen Entwick-
lung von System und Bad. Wird das Bad (näherungsweise) aus Gleichung
(3-36) eliminiert, reduziert sich die Gesamtdimension des Problems. Man er-
hält ein deutlich kleineres quantenmechanisches System, welches mit nume-
rischen Methoden einfacher zu behandeln ist.

Wechselt man nun unter Berücksichtigung von Gleichung (3-36) für die
Definition des Hamilton-Operators in das Wechselwirkungsbild, so ist die
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zeitliche Entwicklung von ρ(t) durch Gleichung (3-33) gegeben. Einsetzen
der Gleichung (3-34) in Gleichung (3-33) führt zu

ρ̇(t)I = − i
h̄
[V(t)I , ρ(0)I ]−

i
h̄2

t∫
0

dt′
[
V(t)I , [V(t′)I , ρ(t′)I ]

]
. (3-37)

Bei der Wahl des Integrationsbereiches von t′ = 0 bis t′ = t wurde ange-
nommen, daß die Wechselwirkung V erst zum Zeitpunkt t′ = 0 existiert und
davor System und Bad unkorreliert vorliegen:

ρ(0)I = ρ(0)Sρ(0)B = ρ(0) . (3-38)

Integriert man nun über die Freiheitsgrade des Reservoirs (dies entspricht
im Dichtematrix-Formalismus einer Spurbildung), so erhält man einen auf
die Systemfreiheitsgrade reduzierten Dichteoperator ρ(t)SI im Wechselwir-
kungsbild:

ρ(t)SI = SpB(ρ(t)I) (3-39)

Damit lautet die Bewegungsgleichung für das System wie folgt:

ρ̇(t)SI =− i
h̄

SpB
(
[V(t)I , ρ(0)I ]

)
− i

h̄2

t∫
0

dt′ SpB
([

V(t)I , [V(t′)I , ρ(t′)I ]
])

. (3-40)

Die Kopplung zweier Quanten-Systeme und der damit verbundene Energie-
austausch ist, wie eingangs erwähnt, streng reversibel. Damit dennoch irre-
versible Prozesse beschrieben werden können, muß für das Reservoir fol-
gende erste wichtige Annahme gemacht werden. Es wird vorrausgesetzt,
daß das Bad B eine so große Anzahl von Freiheitsgraden besitzt, daß egal
wie groß die von S abgegebene Energiemenge auch sein mag, B niemals aus
seinem thermischen Gleichgewicht gebracht wird. Das bedeutet als Konse-
quenz, daß keinerlei Rückreaktion stattfindet, wenn Energie oder Polarisati-
on aus dem System S in das Reservoir geflossen ist und daß das Reservoir
zu allen Zeiten t′ durch ρ(0)B beschrieben ist [30].

Dadurch können alle Korrelationen zwischen S und B die durch die
Wechselwirkung V verursacht werden ebenfalls vernachlässigt werden, so
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daß man für den Dichteoperator im Wechselwirkungsbild einen einfacheren
Ausdruck erhält:

ρ(t)I → ρ(t)I = ρ(t)SIρ(0)B + ∆ρ . (3-41)

Der Fehler, der bei dieser Näherung gemacht wurde sei durch ∆ρ in Glei-
chung (3-41) gekennzeichnet. Für eine kleine Wechselwirkung V ist auch der
verursachte Fehler ∆ρ gering, so daß man sich mit einer störungstheoreti-
schen Behandlung einer Lösung nähern kann. Setzt man Gleichung (3-41) in
Gleichung (3-40) ein und betrachtet ausschließlich Wechselwirkungsterme
der Ordnung V2 so erhält man die Bewegungsgleichungen für das System
in zweiter Ordnung der Wechselwirkung:

ρ̇(t)SI =− i
h̄

SpB
(
[V(t)I , ρ(0)Sρ(0)B]

)
− i

h̄2

t∫
0

dt′ SpB
([

V(t)I , [V(t′)I , ρ(t′)SIρ(0)B]
])

. (3-42)

Wie man an Gleichung (3-42) sehen kann hängt der System-Dichteoperator
im Integral von t′ ab. Das Verhalten des Systems hängt somit von seiner Ver-
gangenheit ab und muß gemäß Gleichung (3-42) berechnet werden. Die Be-
wegung des Systems wird allerdings durch die Kopplung an eine Umge-
bung gedämpft. Dämpfung zerstört die „Erinnerung“ des Systems an seine
Vergangenheit [8]. Somit wird als zweite wichtige Näherung eingeführt, daß
die zeitliche Entwicklung ρ̇(t) nur von ρ(t) abhängt, also ihrem gegenwärti-
gem Wert:

ρ(t′)SI → ρ(t)SI . (3-43)

Der „Erinnerungsverlust“ des Systems über seine Vergangenheit wird in
der Literatur als Markoff-Näherung [51, 60] bezeichnet. Mit Gleichung (3-43)
erhält man folgende Bewegungsgleichung:

ρ̇(t)SI =− i
h̄

SpB
(
[V(t)I , ρ(0)Sρ(0)B]

)
− i

h̄2

t∫
0

dt′ SpB
([

V(t)I , [V(t′)I , ρ(t)SIρ(0)B]
])

. (3-44)

Um es noch einmal zu betonen: die in den Gleichungen (3-41) und (3-43)
gemachten Näherungen sind die Grundlage der Beschreibung irreversibler
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Prozesse. Auf die Güte dieser Näherung wird weiter unten in diesem Ab-
schnitt eingegangen.

Als nächsten Schritt gilt es die Kopplung V(t)I näher zu untersuchen,
um eine in der Praxis verwendbare Form der Gleichung (3-44) zu erhalten.
Nehmen wir an, der Wechselwirkungsoperator V sei als Summe von Pro-
dukten zweier Operatoren schreibbar

V = ∑
i

OiPi , (3-45)

wobei der Operator Oi ausschließlich auf Variablen des Systems wirkt und
der Operator Pi nur auf Variablen wirkt, die dem Bad entstammen. Mit
den Definitionen in Gleichung (3-27) und der Definition des Hamilton-
Operators in Gleichung (3-36) erhält man für die Wechselwirkung V(t)I im
Wechselwirkungsbild

V(t)I = e
i
h̄ (HS+HB)tVe−

i
h̄ (HS+HB)t

= ∑
i

O(t)iP(t)i (3-46)

mit

O(t)i = e
i
h̄ HStOie

− i
h̄ HSt (3-47)

P(t)i = e
i
h̄ HBtPie

− i
h̄ HBt . (3-48)

Durch den Ansatz (3-45) kann eine klare Gliederung der Bewegungsglei-
chungen erfolgen, die eine vom System getrennte Behandlung der Badfrei-
heitsgrade ermöglicht. Die Opertoren Oi und Pi kommutieren, da sie nur auf
ihren eigenen Teilraum des Gesamtproblems wirken. Setzt man nun Glei-
chung (3-46) in (3-44) ein und schreibt die Kommutatoren aus, erhält man
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als Bewegungsgleichung:

ρ̇(t)SI =− i
h̄

SpB

(
∑

i

{
O(t)iP(t)i · ρ(0)Sρ(0)B − ρ(0)Sρ(0)B ·O(t)iP(t)i

})

− 1

h̄2

t∫
0

dt′SpB

(
∑

i
O(t)iP(t)i ∑

j
O(t′)jP(t′)j · ρ(t)SIρ(0)B

−∑
i

O(t)iP(t)i · ρ(t)SIρ(0)B ·∑
j

O(t′)jP(t′)j

−∑
j

O(t′)jP(t′)j · ρ(t)SIρ(0)B ·∑
i

O(t)iP(t)i

+ρ(t)SIρ(0)B ·∑
j

O(t′)jP(t′)j ∑
i

O(t)iP(t)i

)
.

(3-49)

Die hierbei eingeführten Summen mit dem Index i beziehen sich auf Terme
mit der festen Zeit t und die Summen mit dem Index j beziehen sich auf Ter-
me, die von der Integrationsvariablen t′ abhängig sind. Da die Spurbildung
in Gleichung (3-49) nur auf Badterme wirkt, lassen sich die Operatoren unter
Ausnutzung ihrer zyklischen Vertauschbarkeit bei Spurbildung umsortieren
und man erhält:

ρ̇(t)SI =− i
h̄ ∑

i

{
O(t)iρ(0)S · SpB

(
P(t)iρ(0)B

)
− ρ(0)SO(t)i · SpB

(
ρ(0)BP(t)i

)}
− 1

h̄2 ∑
ij

t∫
0

dt′
{ (

O(t)iO(t′)jρ(t)SI −O(t′)jρ(t)SIO(t)i

)
· SpB

(
P(t)iP(t′)jρ(0)B

)
−
(

O(t)iρ(t)SIO(t′)j − ρ(t)SIO(t′)jO(t)i

)

· SpB

(
P(t′)jP(t)iρ(0)B

)}
.

(3-50)
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Die ersten beiden Terme in Gleichung (3-50) enthalten den Erwartungswert
der Badoperatoren P(t)i. Für seine explizite Berechnung wird eine Darstel-
lung in der Eigenzustandsbasis |N〉 des Bades gewählt:

〈P(t)i〉 =SpB
(

P(t)iρ(0)B
)

= ∑
N
〈N|P(t)i|N〉〈N|ρ(0)B|N〉 . (3-51)

In dieser Darstellung besitzt ρ(0)B nur Diagonalelemente und P(t)i enthält
als Wechselwirkungsoperator per Konstruktion nur Außerdiagonalelemen-
te. Somit ergibt sich der Erwartungswert von P(t)i zu null:

〈P(t)i〉 = 0 . (3-52)

Dies entspricht der Annahme, daß die Wechselwirkung zwischen System
und Bad keine gemittelte Frequenzverschiebung erzeugt. Die ersten beiden
Terme in Gleichung (3-50) fallen damit weg.

Bei den beiden Erwartungswerten im Integranden in Gleichung (3-50)
handelt es sich um das Produkt der Badoperatoren P zu verschieden Zeiten.
Diese Erwartungswerte beschreiben die gemittelte Korrelation zwischen ih-
ren Wirkungen zum Zeitpunkt t und t′. Man spricht daher auch von einer
Korrelations- oder Zeitkorrelationsfunktionen [21]:

〈P(t)iP(t′)j〉 = SpB
(

P(t)iP(t′)jρ(0)B
)

. (3-53)

Wie eingangs des Abschnittes vorrausgesetzt, ist das umgebene Bad
hinreichend groß, so daß die Effekte, die das System auf das Bad ausübt,
schnell nivelliert werden. Neben dem System verliert auch das Bad schnell
die „Erinnerung“ an diese Wechselwirkung. Somit ist der Erwartungswert
in Gleichung (3-53) nur für das Zeitintervall t− t′ / τ von Null verschieden.
Die sogenannte Korrelationszeit τ hängt vom zu beschreibenden Bad ab. So
ist z. B. die Korrelationszeit bei Gasen durch die mittlere Zeit zwischen zwei
Kollisionen oder entsprechend durch die mittlere freie Weglänge bestimmt.
Bei Flüssigkeiten wird die mittlere Zeit in der zwei Kerne benachbart sind,
bevor sie sich durch Diffusion wieder voneinander entfernen, als Maß für
Korrelationszeit benutzt [8]. Anhand dieser Überlegung besitzt die Korrela-
tion an der Stelle t = t′ ein Maximum, nimmt für t − t′ > τ stark ab und für
t − t′ � τ besteht keine Korrelation mehr:

〈P(t)iP(t′)j〉 ≈ 〈P(t)〉〈P(t′)j〉 ≈ 0 für t − t′ � τ . (3-54)
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Dies bedeutet für Gleichung (3-50), daß für Zeitdifferenzen t − t′ > τ der
Einfluß von ρ(t′)SI zur Zeit t′ auf ρ̇(t) zur Zeit t mehr und mehr schwindet,
und für Zeitdifferenzen t − t′ � τ praktisch nicht existiert. Betrachtet man
nun Effekte des Systems wie zum Beispiel Zerfalls- oder Dämpfungsprozes-
se, die nicht in der Größenordung der Korrelationszeit τ liegen, so ist damit
die Markoff-Näherung erfüllt und es gilt:

ρ(t′)SI ≈ ρ(t)SI . (3-55)

Schwierigkeiten ergeben sich jedoch, wenn ein zu starker Einfluß des Bades
auf das System vorliegt [78]. In diesem Fall ist die Korrelationszeit τ nicht
mehr klein gegenüber der betrachteten Zeitskala und die Näherung (3-
55) wird zunehmend schlechter. In Abschnitt 3.8 auf Seite 40 wird diese
Problematik erneut aufgegriffen.

Weiterhin ist die Zeitkorrelationsfunktion in Gleichung (3-53) abhängig
von der Zeitdifferenz t − t′, nicht jedoch von der Integrationsvariablen t′

selber und deshalb stationär. Dies kann durch einfache Umformungen unter
der Berücksichtigung der zyklischen Vertauschbarkeit bei Spurbildung und
der Eigenschaft, daß ρ(0)B mit dem Badanteil des Hamilton-Operators HB
kommutiert, gezeigt werden. Man erhält somit:

〈P(t)iP(t′)j〉 = 〈P(t − t′)iPj〉 . (3-56)

Durch Einsetzen von Gleichung (3-55) und Gleichung (3-56) in Gleichung (3-
50), sowie Einführung einer neuen Integrationsvariablen t′′ = t − t′, erhält
man im Rahmen der Markoff-Näherung folgende Gleichung für die zeitliche
Entwicklung von ρSI :

ρ̇(t)SI =− 1

h̄2 ∑
ij

∞∫
0

dt′′
{

[O(t)i , O(t − t′′)jρ(t)SI ]〈P(t′′)iPj〉

− [O(t)i , ρ(t)SIO(t − t′′)j]〈PjP(t′′)i〉
}

. (3-57)

Die obere Integrationsgrenze wurde in das Unendliche verschoben, da, wie
bereits diskutiert, die Korrelationsfunktion für t′′ � τ praktisch Null ist. Der
damit einhergehende Fehler ist also vernachlässigbar klein.

Mit Gleichung (3-57) ist erreicht worden, daß nur noch die System- und
Badoperatoren von der Integrationsvariablen t′′ abhängen, nicht jedoch die
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Dichtematrix. Im folgenden Abschnitt wird durch eine geeignete Basiswahl
die Bewegungsgleichung (3-57) in ihre Matrixrepräsentation überführt. Die
Korrelationsfunktionen, die sämtliche Information über das angekoppelte
Bad enthalten, werden in Abschnitt 3.8 auf Seite 40 näher betrachtet.

3.6 Redfield-Gleichungen

Benutzt man für die Darstellung der System-Operatoren O(t) die Eigenzu-
standsbasis von HS mit

HS|n〉 = En|n〉 (3-58)

und transformiert diese Operatoren nach Gleichung (3-47) zurück in das
Schrödinger-Bild, so erhält man nach einigen algebraischen Umformungen
die in der Literatur als Redfield-Gleichung bekannte Bewegungsgleichung für
die reduzierte Dichtematrix ρSI in der Markoff-Näherung:

〈m′|ρ̇(t)SI |m〉 = −∑
n′n
〈n′|ρ(t)SI |n〉 · Rm′mn′n · e

i
h̄ (En−Em+Em′−En′ )t . (3-59)

Darin wird Rm′mn′n als Redfield-Tensor [101] bezeichnet und hat folgende
Gestalt:

Rm′mn′n = −∑
k

δmnΓ+
m′kkn′ + Γ+

nmm′n′ + Γ−nmm′n′ −∑
k

δm′n′Γ−nkkm (3-60)

mit

Γ+
nmm′n′ =

1

h̄2 ∑
ij
〈n|Oi|m〉〈m′|Oj|n′〉

∞∫
0

dt′′e−
i
h̄ (Em′−En′ )t′′ · 〈P(t′′)iPj〉 , (3-61)

Γ−nmm′n′ =
1

h̄2 ∑
ij
〈n|Oj|m〉〈m′|Oi|n′〉

∞∫
0

dt′′e−
i
h̄ (En−Em)t′′ · 〈PjP(t′′)i〉 . (3-62)

Nach der Transformation zurück in das Schrödingerbild ergibt sich:

〈m′|ρ̇(t)S|m〉 = − i
h̄
〈m′|[HS , ρ(t)S]|m〉+ ∑

n′n
〈n′|ρ(t)S|n〉 · Rm′mn′n (3-63)

Die vollständige Herleitung der Redfield-Gleichung wird in Anhang
A.1 gegeben.
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Betrachtet man Gleichung (3-59) etwas genauer, so wird deutlich,
daß die Zeitentwicklung der Diagonalelemente oder Populationen der
reduzierten Dichtematrix 〈m|ρ(t)SI |m〉, durch „Population-Population“-
Übergangsterme Rmmnn und „Kohärenz-Population“-Übergangsterme
Rmmn′n beeinflußt werden. Die Zeitentwicklung der Populationen wird
also sowohl von anderen Populationen als auch von Kohärenzen der
Dichtematrix verändert. Ein ähnliches Bild ergibt sich für die Zeit-
entwicklung der Außerdiagonalelemente der Dichtematrix. Sie sind
von „Population-Kohärenz“-Übergangstermen Rm′mnn und „Kohärenz-
Kohärenz“-Übergangstermen Rm′mn′n abhängig.

Zur genaueren Untersuchung der Redfield-Gleichungen soll im folgen-
den Abschnitt eine weitere Näherung diskutiert werden. Durch Verwendung
der sogenannten Säkular-Näherung ist es möglich, Gleichung (3-59) in die in
der Physik schon lange bekannte allgemeine Master-Gleichung [51] zu über-
führen. Mit Hilfe dieser Betrachtung sollen auch die jeweiligen Übergangs-
terme etwas näher beschrieben werden.

3.7 Säkulare Näherung

Zur Einführung der säkularen Näherung beachten wir, daß die folgende Be-
dingung zum Verschwinden des zeitabhängigen Exponentialterms in Glei-
chung (3-59) führt:

Em′ − Em − En′ − En = 0 . (3-64)

Gehen wir weiterhin davon aus, daß es keine Regelmäßigkeiten im Eigen-
wertspektrum des Hamilton-Operators gibt, so ist Gleichung (3-64) für die
folgenden drei Fälle erfüllt:

1. Fall: m = n′ , m = n, m‘ 6= m

2. Fall: m′ = m, n‘ = n, m′ 6= n′

3. Fall: m′ = m = n′ = n .

Betrachtet man nur diese drei Fälle, so bleiben von Gleichung (3-59) nur
die sogenannten Säkular-Terme übrig. Man erhält nach einigen Umformun-
gen [80] die Redfield-Gleichungen in säkularer Näherung im Wechselwir-
kungsbild:

〈m′|ρ̇(t)SI |m〉 = δm′m ∑
n 6=m

〈n|ρ(t)SI |n〉 ·Wmn − γm′m〈m′|ρ(t)SI |m〉 , (3-65)
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wobei für m 6= n gilt:
Wmn = Γ+

nmmn + Γ−nmmn (3-66)

und
γm′m = ∑

k
(Γ+

m′kkm′ + Γ−mkkm)− Γ+
mmm′m′ − Γ−mmm′m′ . (3-67)

Wechselt man nun noch mit Hilfe von Gleichung (3-47) zurück ins
Schrödinger-Bild und beachtet Gleichung (3-6) auf Seite 22, so erhält
man letztendlich die Bewegungsgleichung der reduzierten Dichtematrix im
Schrödinger-Bild, die allgemeine Master-Gleichung genannt wird. Dabei be-
schreibt der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung die Zeitent-
wicklung des ungestörten Systems, während der zweite und dritte Term
die Relaxationsdynamik durch die Kopplung an die Umgebung beschreiben:

〈m′|ρ̇(t)S|m〉 =− i
h̄
〈m′|[HS , ρ(t)S]|m〉

+ δm′m ∑
n 6=m

〈n|ρ(t)S|n〉 ·Wmn − γm′m〈m′|ρ(t)S|m〉 .
(3-68)

Die Master-Gleichungen wurden von Pauli eingeführt [97] und waren ur-
sprünglich als Ratengleichungen für die Diagonalelemente von ρ(t)S ge-
dacht. Für eine ausführliche Beschreibung sei auf [39] verwiesen.

Um im Hinblick auf spätere Anwendungen die Eigenschaften und
Grenzen der säkularen Näherung herauszustellen, ist es instruktiv, die Ter-
me in Gleichung (3-65) etwas näher zu beleuchten. Betrachten wir zunächst
nur die Diagonalelemente. Gleichung (3-65) reduziert sich dann zu der
Pauli-Master-Gleichung. Die Darstellungen im Wechselwirkungsbild und im
Schrödinger-Bild sind in diesem Fall identisch:

〈m|ρ̇(t)
′

SI |m〉 = ∑
n 6=m

〈n|ρ(t)SI |n〉 ·Wmn − 〈m|ρ(t)SI |m〉 ∑
k 6=m

(Γ+
mkkm + Γ−mkkm) .

(3-69)
Durch Ändern des Summationsindexes im zweiten Term von k nach n ergibt
sich folgende Form:

〈m|ρ̇(t)
′

SI |m〉 = ∑
n 6=m

〈n|ρ(t)SI |n〉 ·Wmn − 〈m|ρ(t)SI |m〉 ∑
k 6=m

Wnm . (3-70)

Gleichung (3-70) gibt die zeitliche Entwicklung der Population eines jeden
Zustandes |m〉 an. Die Rate, mit der sich die Population in jedem Zustand
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ändert, ist zum einen gegeben durch den Zugewinn, den dieser Zustand
|m〉 aus allen anderen Zuständen |n〉 erhält. Die Übergangsrate Wmn aus
Gleichung (3-70) kann somit als Maß angesehen werden, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit pro Zeit ein Übergang der Form |n〉 → |m〉 bei Wechselwir-
kung mit dem Bad stattfindet. Umgekehrt beschreibt die Übergangsrate Wnm
den Zerfall des Zustandes |m〉 und somit die Übergänge |m〉 → |n〉. Man
kann zeigen [8], daß sich für t → ∞ eine Boltzmann-Verteilung einstellt:

Wnm

Wmn
= e−

En−Em
kb T . (3-71)

Man spricht in der Literatur auch vom „detailed-balance“-Prinzip [72]. Da also
die Übergangsraten Wmn und Wnm die Populationen der Systemzustände
ändern, ändert sich auch damit die Energie des Systems. Mit der Pauli-
Master-Gleichung wird also eine Energie-Relaxation beschrieben.

Betrachten wir nun die Außerdiagonalelemente von Gleichung (3-65),
so bleiben folgende Terme übrig (m′ 6= m):

〈m′|ρ̇(t)
′′

SI |m〉 = −γmn〈m′|ρ(t)SI |m〉 (3-72)

= −
(
∑
k

(Γ+
m′kkm′ + Γ−mkkm)

− Γ+
mmm′m′ − Γ−mmm′m′

)
〈m′|ρ(t)SI |m〉 . (3-73)

Anhand von Gleichung (3-72) ist zu erkennen, daß die zeitliche Entwicklung
der Außerdiagonalelemente nur von Außerdiagonalelementen und dem Pa-
rameter γmn abhängig ist. Man spricht in diesem Fall von einer Phasenre-
laxation [1, 8, 89]. Ihr können zwei verschiedene Prozesse zugrunde liegen.
Zum einen kann es sich um inelastische Prozesse handeln, die die Kohärenz
des Systems, damit ist die Phasenbeziehung der schwingenden Teilchen ge-
meint, stören. Der reelle Anteil der beiden ersten Γ-Terme in Gleichung (3-
73) kann auf Übergangsraten der Form Wmn zurückgeführt werden [8]. Die-
se Terme beschrieben die erwähnten inelastischen Prozesse, die mit einem
Energieverlust des Systems einhergehen. Zum anderen können auch elasti-
sche Prozesse auftreten, die zu einem Phasensprung und damit zu einer irre-
versiblen Zerstörung der Kohärenz führen und hauptsächlich auf die beiden
letzten Γ-Terme zurückzuführen sind. Für eine weiterführende Diskussion,
des, in diesem Zusammenhang benutzten, Begriffes des „reinen Dephasing“,
sei auf [56] verwiesen.
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Die Gleichungen (3-73), (3-68) und (3-70) spielen eine zentrale Rolle in
der physikalischen Kinetik. Sie leiten sich zwar alle aus der Schrödinger-
bzw. Liouville-Gleichung ab, beschreiben aber im Gegensatz zu ihnen das ir-
reversible Verhalten quantenmechanischer Systeme. Um dies zu erreichen,
ist die beständige thermische Gleichgewichtslage des Bades eine zentra-
le Annahme. Sämtliche Einflüsse des Systems auf das Bad werden hinrei-
chend schnell abgeleitet. Ein weiterer notwendiger Schritt ist die Einführung
der Markoff-Näherung. Man erhält letztlich damit Gleichung (3-73), die als
Grundlage für fast alle Berechnungen dieser Arbeit dient.

Die Berechnung der Dynamik nach dieser Gleichung skaliert prinzipi-
ell mit N4 aufgrund der hohen Dimensionalität des Redfield-Tensors. Da-
bei ist N die Dimension des Hilbertraums des Systems. Tatsächlich braucht
der Redfield-Tensor nicht vollständig aufgestellt werden. Die Bewegungs-
gleichungen können auf einfache Matrix-Matrix-Multiplikationen zurückge-
führt werden (siehe Abschnitt A.3 auf Seite 120), so daß nur noch eine Skalie-
rung mit N3 besteht. Benutzt man jedoch die Säkular-Näherung, was einer
Vernachlässigung der „Kohärenz-Kohärenz“-, „Kohärenz-Population“- bzw.
„Population-Kohärenz“-Übergangsterme, entspricht, so skaliert der Rechen-
aufwand mit N2. Bei näherer Betrachtung der Diagonalterme von ρ(t)S I
in Gleichung (3-70) und der Außerdiagonalterme in Gleichung (3-72) wird
deutlich, daß nur die Diagonalelemente propagiert werden müssen, die Au-
ßerdiagonalelemente können, ausgehend von einem Startwert, zu jedem
Zeitpunkt t analytisch berechnet werden. Die Propagation der Dichtematrix
in der Zeit wird in Abschnitt 3.10 auf Seite 46 beschrieben. Somit skaliert
die Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Dichtematrix in der Säkular-
Näherung mit N statt mit N3 wie es bei der Rechnung mit vollem Redfield-
Tensor der Fall ist.

Zur expliziten Berechnung der Dynamik ist es nun noch notwendig die
verschiedenen Formen des Wechselwirkungsoperators V in Gleichung (3-
45) auf Seite 32 vorzustellen und zu diskutieren, sowie die explizite Form
der Operatoren Oi und Pi, wie sie zur Konstruktion des Redfield-Tensors
notwendig ist, herzuleiten.

3.8 Kopplung ans Bad

In Gleichung (3-45) auf Seite 32 wurde die System-Bad-Kopplung V als Sum-
me von Produkten zweier Operatoren definiert. Das Bad wird durch ein un-
endliches Ensemble harmonischer Oszillatoren angenähert. Im Fall schwa-
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cher System-Bad-Kopplungen werden für die Wechselwirkung häufig nur
resonante Terme berücksichtigt. Das heißt, für jedes Energiequant, das im
System vernichtet wird, wird im Bad ein Energiequant erzeugt und umge-
kehrt. Man nennt diese Näherung „Rotating Wave Approximation“ (RWA) [17].
Wir wollen ein vibronisch gekoppeltes Zwei-Zustands-System, wie es in
Gleichung (2-12) auf Seite 9 definiert ist, an ein Bad koppeln. Beschreiben in
der zweiten Quantisierung die Aufsteige- und Absteige-Operatoren a† und a
eine einzelne Systemmode und b† und b die Badoszillatoren, so wird in ein-
fachster Nährung folgende System-Bad-Kopplung für eine Mode angesetzt:

Modell I: V =
{
∑

j
gj(a†bj + ab†

j )
}(1 0

0 1

)
. (3-74)

In der RWA werden Terme der Form ab und a†b† vernachlässigt, die in
der Systemdynamik zu schnell oszillierenden Beiträgen (∼ e2iωt) führen
würden. Solange die Kopplungsstärke ans Bad deutlich kleiner ist als die
Frequenz ω der Schwingungsmoden, ist der durch die RWA gemachte Fehler
vernachlässigbar klein.

Die in Gleichung (3-74) beschriebene System-Bad-Kopplung soll nun
in erster Näherung für alle Schwingungsmoden im System gleichermaßen
angenommen werden. Damit ergibt sich nach einigen Umformungen aus
Gleichung (3-61) und Gleichung (3-62):

Γ+
nmm′n′ =

 1
2 (a†)nm(a)m′n′ · J(ωn′m′ ) · (1 + n(ωn′m′ )) falls En′ > Em′

1
2 (a)nm(a†)m′n′ · J(ωn′m′ ) · n(ωn′m′ ) falls En′ < Em′

(3-75)

Γ−nmm′n′ =

 1
2 (a†)nm(a)m′n′ · J(ωnm) · (1 + n(ωnm)) falls En > Em
1
2 (a)nm(a†)m′n′ · J(ωnm) · n(ωnm) falls En < Em

,

(3-76)

wobei gilt:

n(ωnm) =
1

e
ωnm

kT − 1
; ωnm = (En − Em)/h̄ (3-77)

J(ωnm) = ∑
j

(
gj
)2

δ(ω −ωj) = ηωnme−
ωnm
ωc (3-78)
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Die Matrixrepräsentationen der von a† und a sind in den Gleichungen (3-
86) und (3-87) definiert. Die Herleitung von Gleichung (3-75) und Gleichung
(3-76) befindet sich in Abschnitt A.2 auf Seite 117 des mathematischen An-
hangs. Gleichung (3-77) repräsentiert die Bose-Einstein-Statistik der Beset-
zungen der Oszillatoriveaus. J(ωnm) wird als spektrale Dichte oder Spektral-
funktion bezeichnet. Sie beschreibt die Wechselwirkung zwischen dem Sys-
temoszillator und den Badoszillatoren. Als Beispiel betrachten wir in dieser
Arbeit ein Ohmsches Bad mit exponentiellem „cutoff“ [76, 140]:

J(ωnm) = ηωnme−
ωnm
ωc . (3-79)

Der dimensionslose Parameter η gibt die Kopplung der Systemmode an
das Bad wieder. Die Funktion hat bei ωc ein Maximum, entspricht damit
der größtmöglichen Wechselwirkung zwischen System und Bad. Sowohl
für größere als auch für kleinere Frequenzen ω geht diese Wechselwirkung
gegen null, das heißt der Einfluß des Bades verschwindet. Für den Vergleich
mit (vibronisch) ungekoppelten Systemen definieren wir die Dämpfungsrate
γ zu:

γ = 2π J(ω0) . (3-80)

Bereits bei Einführung der Markoff-Näherung wurde darauf hingewiesen,
daß eine zu starke Kopplung ans Bad die Gültigkeit dieser Näherung in Fra-
ge stellt. In [129] wurden für den harmonischen Oszillator Beispiele mit und
ohne Markoff- und RWA-Näherung berechnet und diskutiert. Ein Verhältnis
der Dämpfungsrate γ zu der Modenfrequenz ω von γ/ω = 0.1 zeigte bei der
Verwendung der gemachten Näherungen nur Abweichungen von der exak-
ten Lösung, die im vertretbaren Rahmen lagen. In Abschnitt 5.3 auf Seite 76
soll ebenfalls anhand von Beispielrechnungen eine Abschätzung der maxi-
mal möglichen Dämpfung diskutiert werden. Nach Gleichung (3-79) und (3-
80) ist γ von der Energiedifferenz zweier benachbarter Niveaus abhängig.
Beim eindimensionalen harmonischen Oszillator sind diese äquidistant und
γ somit konstant. Dies ist jedoch für ein gekoppeltes Mehr-Zustandsproblem
nicht mehr gültig und darum wird die Abschätzung mit Hilfe des dimensi-
onslosen Kopplungsparameters η erfolgen.

Betrachtet man Gleichung (3-74), so wird deutlich, daß sich diese Art der
Kopplung wie eine Tuningmode totalsymmetrisch transformiert. Für eine
Tuningmode ist diese Gleichung also eine adäquate Beschreibung der Kopp-
lung ans Bad. Wie jedoch bereits erläutert, transformiert sich die Kopplungs-
mode nicht totalsymmetrisch. Besitzen die Hamilton-Operatoren HS und HB
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eine Symmetrie, wie es z. B. für das isolierte Pyrazin der Fall ist, so ist Glei-
chung (3-74) nicht gültig. Ist jedoch die Symmetrie, z. B. durch Substituenten,
aufgehoben, erlangt Gleichung (3-74) seine Gültigkeit wieder. Ersteres ist mit
einer Aufhebung der Symmetrieauswahlregel in der Kopplungsmode ver-
bunden. Aus diesem Grund werden noch weitere Badkopplungen speziell
für die Kopplungsmode betrachtet:

Modell II: V =
{
∑

j
gj(a†

k bj + akb†
j )
}(0 1

1 0

)
(3-81)

Modell III: V =
{
∑

j
gj(a†

k a†
k bj + akakb†

j )
}(1 0

0 1

)
. (3-82)

In der ersten Gleichung wird die Kopplungsmode elektronisch außerdiago-
nal an das Bad gekoppelt. In der zweiten Gleichung wird für zwei erzeug-
te Systemquanten nur ein Badquantum vernichtet und entsprechend umge-
kehrt. Daraus ergibt sich für die Darstellung der Badfunktionen keine Ände-
rung, lediglich bei der Aufstellung der Matrixelemente der Aufsteige- und
Absteige-Operatoren a† und a in der Eigenzustandsbasis haben die Defini-
tionen in Gleichung (3-81) und Gleichung (3-82) Einfluß.

3.9 Eigenzustandsdarstellung

Zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung der Dichtematrix nach Glei-
chung (3-63) ist es in der Redfield-Theorie nötig, den System-Hamilton-
Operator zu diagonalisieren und Matrixelemente aller notwendigen Ope-
ratoren in der Eigenzustandsbasis zu berechnen. Somit wird diese Metho-
de durch den für die Diagonalisierung zur Verfügung stehenden Speicher
des Rechners begrenzt. Bei modernen Rechnern mit acht Gigabyte Haupt-
speicher kann für die Diagonalisierung eine Matrixdimension von 18500 als
obere Grenze angesehen werden. Dennoch birgt die Eigenzustandsdarstel-
lung einen Vorteil, der in der universellen Anwendbarkeit dieses Verfahrens
liegt. Wenn der Hamilton-Operator auf ein anderes physikalisches System
angepaßt werden muß (mehr oder andere Zustände, weitere oder andere
Normalmoden), so sind die der Diagonalisierung folgenden Rechenschrit-
te davon weitestgehend unabhängig. Damit können flexibel und übersicht-
lich diverse physikalische Probleme behandelt werden. Dies äußert sich auch
in kürzeren Entwicklungszeiten der, für die Berechnung notwendigen, Pro-
gramme. Zum Zweiten bedarf es in der Eigenzustandsdarstellung einer viel
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kleineren Basis zur konvergenten Darstellung der reduzierten Dichtematrix.
Typische Erfahrungswerte liegen bei etwa einem Zehntel der ursprüngli-
chen Anzahl an Basisfunktionen für vibronisch gekoppelte Mehr-Moden-
Probleme. Um Verwechslungen mit der reduzierten Dichtematrix ρS, bei der
die Badfreiheitsgrade absepariert wurden, zu vermeiden, soll die wiederum
verkleinerte Basis in der Eigenzustandsdarstellung im folgenden als abge-
schnittene Basis bezeichnet werden.

Ein Nachteil liegt auf den ersten Blick in der Darstellung der Auf- und
Absteige-Operatoren, die in der harmonischen Oszillatorbasis eine einfa-
che Monodiagonalgestalt hatten, in der Eigenzustandsbasis jedoch durch
vollbesetzte Matrizen repräsentiert werden. Allerdings müssen diese Ope-
ratoren nicht in der vollen, sondern nur in der abgeschnittenen Eigenzu-
standsbasis aufgestellt werden, wodurch der Speicherbedarf und die Re-
chenzeit drastisch reduziert werden. Außerdem lassen sich Matrix-Matrix-
Multiplikationen mit vollen Matrizen ausgesprochen effizient implemen-
tieren. Obwohl im Gegensatz zu dünn besetzten Matrizen ein Vielfaches
mehr an Multiplikationen durchgeführt werden muß, ist der Geschwin-
digkeitsunterschied nicht einfach abschätzbar. Dies liegt an hochoptimier-
ten Assembler-Routinen, die nahezu für jede Computerplattform erhältlich
sind und als Grundlage für weitverbreitete Programm-Bibliotheken wie z. B.
BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) [27, 28, 74] und LAPACK (Linear
Algebra PACKage) [2] dienen.

Schließlich begrenzt auch die zur Verfügung stehende Rechenzeit die
Wahl der zu betrachtenden Systeme. Selbst bei einer vollen Redfield-
Rechnung, also ohne säkularer Näherung, benötigt nach der Diagonalisie-
rung die Berechnung der Dynamik etwa 50 Prozent der Rechenzeit. In den
restlichen 50 Prozent werden, in sinnvoll gewählten Zeitschritten, die Erwar-
tungswerte der interessierenden Observablen berechnet. Dazu ist es notwen-
dig, aus der abgeschnittenen Eigenzustands-Darstellung in die komplette
diabatische oder abiabatische Darstellung zurück zu transformieren.

Betrachten wir zunächst den Anfangszustand der reduzierten Dichte-
matrix ρ(0)S zum Zeitpunkt t = 0. Der Einfachheit halber sei angenommen,
daß dieser Nicht-Gleichgewichtszustand durch einen idealen Delta-Puls er-
zeugt wurde und somit im diabatischen Bild nur das Schwingungsgrund-
niveau |0〉 des elektronischen Grundzustandes, in den elektronisch angereg-
ten Zustand |Φd

1〉 transferiert wird. Damit ergibt sich z. B. für ein Problem mit
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drei Schwingungsmoden:

ρ(0)S = |Φd
1〉|0〉|0〉|0〉〈0|〈0|〈0|〈Φ

d
1| . (3-83)

Die Eigenzustandsdarstellung erhält man durch eine gewöhnliche Basi-
stransformation mit den Eigenvektoren des Hamilton-Operators. Als gutes
Kriterium, ab welcher Funktion die Basis für die Propagation von ρ abge-
schnitten werden kann, hat sich ein Schwellenwert von 0.001 für die Beset-
zungswahrscheinlichkeit des n-ten Eigenzustandniveaus erwiesen. Es wird
also der Bereich der reduzierten Dichtematrix abgeschnitten, bei dem sämtli-
che Diagonalelemente unter diesem Schwellenwert liegen. Der dadurch ge-
machte Fehler bezüglich der Spur der Dichtematrix kann im Bereich von et-
wa zwei Prozent liegen. Deshalb wird die Spur der abgeschnittenen Dich-
tematrix anschließend auf eins renormiert. Der in der Dynamik-Simulation
durch diese Näherung gemachte Fehler ist vernachlässigbar klein, so daß die
Rechnung als ausreichend konvergiert angesehen werden kann.

Neben der Dichtematrix müssen auch die Aufsteige- und Absteige-
Operatoren in der (abgeschnittenen) Eigenzustandsbasis dargestellt werden.
Dies soll exemplarisch für Modell I der drei betrachteten Badkopplungen in
Gleichung (3-74) diskutiert werden. Zu diesem Zweck stellen wir die Ma-
trixelemente von a† und a in der Eigenzustandsbasis eines Zwei-Zustands-
Problems mit 3 Schwingungsmoden auf, wobei sich die Kopplung ans Bad
nur auf die Kopplungsmode bezieht. Für die anderen Schwingungsmoden
verfährt man analog.
Der Eigenzustand |m〉 wird dargestellt durch:

|m〉 = ∑
j,vk ,v1 ,v2

c(m)
j,vk ,v1 ,v2

|Φj〉|vk〉|v1〉|v2〉 . (3-84)

Die Koeffizienten c(m) erhält man aus den Eigenvektoren |m〉 des Hamilton-
Operators gemäß:

c(m)
j,vk ,v1 ,v2

= 〈v2|〈v1|〈vk|〈Φj|m〉 . (3-85)

Nach trivialen Umformungen ergibt sich für die Matrixelemente der
Aufsteige- und Absteige-Operatoren bezüglich der Kopplungsmode:

(a†
k )mm′ = 〈m|a†

k |m
′〉 = c(m)

j,vk+1,v1 ,v2
· c(m′)

j,vk ,v1 ,v2
·
√

vk + 1 (3-86)

(ak)mm′ = 〈m|ak|m′〉 = c(m)
j,vk ,v1 ,v2

· c(m′)
j,vk+1,v1 ,v2

·
√

vk + 1 . (3-87)
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Daraus ist auch direkt:

〈m|a†
k |m

′〉 = 〈m′|ak|m〉 (3-88)

ersichtlich. Die Berücksichtigung der Verteilungsfunktion n und der Spek-
tralfunktion J(ω) aus Gleichung (3-77) und Gleichung (3-79) besteht ledig-
lich aus der Multiplikation des Matrixelementes mit einem entsprechenden
Faktor. Damit erhält man die Repräsentation der dem Redfield-Tensor an-
gehörenden Operatoren Γ+ und Γ− aus Gleichung (3-75) und Gleichung (3-
76).

Alle für die Propagation notwendigen Matrixelemente sind hiermit
explizit berechnet worden. Abschließend werden wir uns noch kurz mit der
eigentlichen Propagation der reduzierten Dichtematrix beschäftigen.

3.10 Propagation der reduzierten Dichtematrix

Wie an Gleichung (3-63) zu erkennen ist, wird die Dynamik durch einen ko-
härenten Term und einen Dämpfungsterm bestimmt. Da die Eigenzustände
bekannt sind, ist die Dynamik des isolierten Systems trivial:

〈m|ρ(t)S|m′〉 = 〈m|ρ(0)S|m′〉e−i/h̄(Em−Em′ )t . (3-89)

Es wird deutlich, daß die Dynamik des isolierten Systems durch den An-
fangszustand und die Energien der Eigenzustände vollständig bestimmt ist.
Kommt jedoch die Kopplung ans Bad hinzu, kann die Zeitentwicklung von
ρ(t)S nicht mehr einfach analytisch beschrieben werden, sondern erfordert
die numerische Lösung der Redfield-Gleichungen. Es handelt sich dann um
gekoppelte Differentialgleichungen erster Ordnung. Dies ist ein Standard-
problem der numerischen Analysis. Es hat sich gezeigt, daß mit Hilfe eines
gewöhnlichen Runge-Kutta-Verfahrens in vierter oder fünfter Ordnung, mit
festem oder variablen Zeitschritt, die Dynamik der reduzierten Dichtematrix
effizient berechnet werden kann [26, 111]. In dieser Arbeit wird ausschließ-
lich ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung mit festen Zeitschritt ver-
wendet [106]. Ein variabler Zeitschritt würde keinen Vorteil erbringen, wie
gleich noch erläutert wird.

Betrachtet man das Konvergenzverhalten bezüglich der Variation der
Zeitschrittweiten für die Dynamik des isolierten Systems und des Dämp-
fungsanteils, wäre aufgrund des schnell oszillierenden Exponentialterms in
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Gleichung (3-89) ein viel kürzerer Zeitschritt notwendig als es für den Dämp-
fungsanteil der Fall wäre. Da die Dynamik des isolierten Systems durch Glei-
chung (3-89) bestimmt ist, braucht nur der Dämpfungsanteil numerisch be-
handelt werden. Als Schrittweite hat sich eine Femtosekunde als gutes Maß
erwiesen. Kürzere Zeitschritte sind nicht nötig, da die Konvergenz bereits
gegeben ist. Längere Zeitschritte sind zwar möglich, je nach Wahl des phy-
sikalischen Problems. Sie sind aber nicht sinnvoll, da dann die Observablen
auf einem zu groben Zeit-Raster bestimmt werden.

Um die Genauigkeit bei der Trennung von isoliertem System und
Dämpfung zu erhöhen, findet zusätzlich eine „Split-Operator-Technik“ An-
wendung [84]. Allgemein soll eine Bewegungsgleichung der Form:

ρ̇ = −i[H0 , ρ] + Rρ (3-90)

gelöst werden, wobei die Dynamik des isolierten Systems analytisch gege-
ben ist. Durch Einführung des Liouville-Operators L0:

L0ρ =̂ − i[H0 , ρ] , (3-91)

läßt sich Gleichung (3-90) umschreiben zu:

ρ̇ = (L0 + R)ρ , (3-92)

und damit:
ρ(t) = e(L0+R)tρ(0) . (3-93)

Für die zeitliche Entwicklung ergibt sich dann nach Anwendung einer
Trotter-Faktorisierung [131]:

e(L0+R)∆t = eL0∆t/2 · eR∆t · eL0∆t/2 + O(∆t3) (3-94)

Der jetzt resultierende Fehler ist nur noch von dritter Ordnung.





IV

Die Observablen des Systems

Wurde die zeitabhängige reduzierte Dichtematrix mit Hilfe der entsprechen-
den Programme bestimmt, müssen die erhaltenen umfangreichen Daten be-
arbeitet werden, damit sie in einer interpretierbaren Form vorliegen. Neben
den unmittelbar ersichtlichen Observablen, die die zeitliche Entwicklung der
Population eines elektronischen Zustandes oder eines Schwingungszustan-
des liefern, können Orts- und Impulserwartungswert einer Schwingungs-
mode, sowie sogenannte ein- und zweidimensionale „Ortsprojektionen“
wichtige Informationen bei der Interpretation ultraschneller Zerfallsprozes-
se liefern. Für den direkten Vergleich mit Experimenten ist die Auswertung
von stationären bzw. transienten Spektren von besonderem Interesse. Im
Rahmen dieser Arbeit werden wir uns auf die Berechnung des linearen Ab-
sorptionsspektrums beschränken, weisen aber darauf hin, daß mit Hilfe der
reduzierten Dichtematrix auch nichtlineare und transiente Spektren effizient
berechnet werden können [26, 55, 143]. Im folgenden sollen nun diese Obser-
vablen und die Methoden ihrer Berechnung kurz erläutert werden.

4.1 Population von Eigenzuständen

Der Redfield-Formalismus liefert die reduzierte Dichtematrix in der Eigen-
zustandsdarstellung des Systems. Besonders interessant ist hieran die Mög-
lichkeit, die Populationen einzelner Schwingungsniveaus in ihrem zeitlichen
Verlauf zu beobachten. Dazu ist es lediglich nötig das Diagonalelement der
Dichtematrix gegen die Zeit aufzutragen, dessen entsprechender Eigenvek-
tor und Energieeigenwert näherungsweise der gesuchten Schwingung ent-
spricht (vergleiche Abschnitt 3.2 auf Seite 23). Durch die Diagonalisierung
von HS stehen alle Energieeigenwerte zur Verfügung, die mit Hilfe der Ei-
genvektoren den entsprechenden Schwingungsniveaus zugeordnet werden
können [18]. Dies ist zumindest für die unteren Eigenzustände der gekoppel-
ten Systeme einfach möglich. Die Beobachtung der zeitlichen Entwicklung
der Populationen einzelner Schwingungszustände ist direkt experimentell
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zugänglich geworden [50], wodurch die Relevanz dieser Betrachtungen un-
terstrichen wird.

Trotz der jüngsten experimentellen Erfolge bleibt die gezielte spektro-
skopische Untersuchung der Populationsdynamik einzelner Schwingungs-
zustände in stark gekoppelten nicht-Born-Oppenheimer-Systemen ausge-
sprochen schwierig. Dagegen kann die Populationswahrscheinlichkeit ei-
nes elektronischen Zustandes in diabatischer oder adiabatischer Darstellung
mit optischer Kurzpuls-Spektroskopie gemessen werden, wie frühere theo-
retische Analysen gezeigt haben [24, 26, 121]. Eine interessante Observable
ist daher die Populationswahrscheinlichkeit eines elektronischen Zustandes.
Man erhält damit ein adäquates Konzept für die Interpretation zeitaufgelös-
ter Spektren.

4.2 Diabatische und adiabatische Populationen

Ist man an den Populationswahrscheinlichkeiten der elektronischen Zustän-
de interessiert, so muß die reduzierte Dichtematrix aus der Eigenzustands-
basis in die diabatische oder adiabatische Basis transformiert werden. Da der
Hamilton-Operator, wie in Abschnitt 2.1 dargelegt, in der diabatischen Basis
aufgestellt wird, ist die Transformation trivial, wenn auch rechenzeitinten-
siv. Eine einfache Basistransformation mit den Eigenvektoren des Hamilton-
Operators als Transformationsmatrix führt hier zum Ziel. Zur Auswertung
der elektronischen Population in der adiabatischen Basis bedarf es einer wei-
teren, etwas komplexeren Basistransformation. Beide Basistransformationen
können jedoch zu einem Schritt zusammengefaßt werden, um mit Hilfe von
zwei statt vier Matrix-Matrix-Multiplikationen aus der Darstellung der Ei-
genzustandsbasis die Darstellung der adiabatischen Basis zu erhalten.

An Gleichung (2-9) auf Seite 7 haben wir bereits gesehen, daß die
diabatischen und adiabatischen Zustände über eine Drehmatrix miteinander
in Verbindung stehen. Der Dreh-, bzw. Mischungswinkel α lautet für ein
Drei-Moden-Problem vom Typ (2-20) wie folgt [82]:

α(Qk ,Q1 ,Q2) =
1
2

arctan
2λQk

E2 − E1 + (κ
(2)
1 − κ

(1)
1 )Q1 + (κ

(2)
2 − κ

(1)
2 )Q2

.

(4-1)
Dabei stellen Qk, Q1 und Q2 die Ortskoordinaten für die Kopplungsmode,
erste und zweite Tuningmode dar. Ist der Mischungswinkel bekannt, so kön-
nen analog zu Gleichung (2-9) auf Seite 7 die adiabatischen Wellenfunktio-
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nen mit der orthogonalen Transformation S erhalten werden:(
Φ1(r,Q)
Φ2(r,Q)

)
= S†

(
Φd

1(r,Q)
Φd

2(r,Q)

)
, S =

(
cos{a(Q)} − sin{a(Q)}
sin{a(Q)} cos{a(Q)}

)
. (4-2)

Da sowohl die diabatische als auch die adiabatische Repräsentation der
Dichtematrix in der Produktbasis mit harmonischen Oszillatorfunktionen
dargestellt sind, wird auch S(α(Q)) in dieser Darstellung benötigt. S(α(Q))
besitzt eine nichtlineare Abhängigkeit von der Ortskoordinate Q und die
Matrixelemente sind damit nicht mehr einfach analytisch bestimmbar. Man
bedient sich daher der sogenannten Kollokationsmethode [77] zur Transfor-
mation von der Ortsdarstellung in die harmonische Oszillatorbasis. Für ei-
ne weitergehende Diskussion dieser Methode sei auf Lehrbücher der ange-
wandten Mathematik oder des Ingenieurwesens unter dem Stichwort Kollo-
kationsmethode verwiesen. Damit stellt sich S(α(Q)) mit i,j als Indizes für
den elektronischen Zustand schematisch wie folgt dar:

Sij(α(Q)) = ∑
vv′

∑
χ
|v〉〈v|χ〉〈χ| Sij(α(Q)) |χ〉〈χ|v′〉〈v′| , (4-3)

wobei |v〉 die Produktbasis des harmonischen Oszillators und |χ〉 die Pro-
duktbasis der gewählten Gitterdarstellung symbolisiert. Die |χ〉 seien ortho-
normiert. Durch die Gitterdarstellung wird eine Diskretisierung der Orts-
koordinate in Sij(α(Q)) erreicht. Der Mischungswinkel α und somit auch
Sij(α(Q)) sind nach Gleichung (4-1) und Gleichung (4-2) einfach berechen-
bar. Das Überlappintegral 〈v|χ〉 berechnet sich aus den Eigenvektoren des
Ortsoperators Q:

Q =
1√
2
(a† + a) . (4-4)

Man beachte, daß |χ〉 eine Produktbasis darstellt, und somit alle Ortskoor-
dinaten Qk, Q1 und Q2 des zu transformierenden Raums betrachtet werden
müssen.

Eine Schwierigkeit gilt es noch zu lösen, die von der Problematik her-
rührt, daß die arctan-Funktion nur bis auf ein Vielfaches von π eindeutig
bestimmt ist. Dies führt zu potentiellen Unstetigkeiten des Mischungswin-
kels in Abhängigkeit der Ortskoordinaten Qk, Q1 und Q2. Mit Hilfe einer
Fallunterscheidung beim Vorzeichenwechsel des Bruches in Gleichung (4-1)
kann die Unstetigkeit in der Funktion α(Q) im Koordinatenraum, der durch
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Qk, Q1 und Q2 aufgespannt wird, so gelegt werden, daß sie weitgehend au-
ßerhalb des für die Dynamik wichtigen Bereichs der Franck-Condon-Zone
liegt [26].

Verwendet man einen Projektionsoperator für die adiabatische Projekti-
on, wie in Referenz [82] vorgeschlagen, so kann das Problem der Unstetigkeit
elegant umgangen werden. Jedoch wurde diese Methode, die ebenfalls ei-
ne Gitterdarstellung verwendet, aus programmstrukturellen Gründen1 nicht
weiter verfolgt. Zu erwähnen sei noch, daß beide Methoden eine relativ
schlechte Konvergenz besitzen, so daß unter Umständen für die Gitterdar-
stellung eine größere Basis verwendet werden muß, als es der Hamilton-
Operator bzw. die reduzierte Dichtematrix erfordern.

Die Matrix T enthalte nun die Eigenvektoren des Hamilton-Operators,
und die Darstellung der Transformationsmatrix S sei vollständig aufgestellt.
Damit ergeben sich folgende Basistransformationen:

ρd
S = T ρEZB

S T† (4-5)

ρa
S = (ST) ρEZB

S (T†S†) . (4-6)

Der Index d steht für die diabatische und a für die adiabatische Darstellung.
EZB bedeutet Eigenzustandsbasis. Hat man die diabatische oder adiabati-
sche Repräsentation der reduzierten Dichtematrix erhalten, so zerfällt diese
in vier elektronische Blöcke gemäß der Definition des Hamilton-Operators
in Gleichung (2-12) auf Seite 9.

ρS =

(
ρ11

S ρ12
S

ρ21
S ρ22

S

)
. (4-7)

Soll die zeitliche Entwicklung der Population des elektronischen Zustandes
|Φd

1〉 bzw. |Φa
1〉 betrachtet werden, so muß zur Bestimmung der Population in

diesem Zustand die Spur von ρ11
S über die Schwingungszustände für jeden

Zeitschritt t gebildet werden. Die Gesamtspur der Dichtematrix ist, wie in
Gleichung (3-18) auf Seite 24 gefordert, zu allen Zeiten eins.

Die reduzierte Dichtematrix ist, wie schon häufig erwähnt, in einer Pro-
duktbasis von Schwingungszuständen dargestellt. Häufig ist es jedoch wün-
schenswert, die Information über eine einzelne Schwingungsmode heraus
zu präparieren. Zu diesem Zweck muß über die restlichen Freiheitsgrade in-
tegriert werden. Im Dichtematrix-Formalismus wird das über die Bildung

1Dies sind insbesondere Geschwindigkeitsnachteile und ein schwierigeres Speichermanagement.
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der Spur bezüglich der restlichen Schwingungen realisiert. Betrachten wir
dazu z. B. die Reduktion von ρ11

S bezüglich der Tuningmoden Q1 ,Q2:

ρ11
vkvk′

= ∑
v1v2

ρ11
v1v2vk , v1v2vk′

(4-8)

4.3 Orts- und Impulserwartungswert

Da die reduzierte Dichtematrix vollständig bekannt ist, kann jeder Erwar-
tungswert bezüglich eines Operators O der das System betrifft, mit

〈O〉 = Sp(ρO) (4-9)

berechnet werden.
Für die Charakterisierung kohärenter Schwingungsdynamik sind im

besonderen die Erwartungswerte der Opertoren Q für den Ort und P für
den Impuls von Interesse. In der zweiten Quantisierung sind die Operatoren
wie folgt definiert [109]:

Q =
1√
2
(a† + a) (4-10)

P =
i√
2
(a† − a) . (4-11)

Im allgemeinen betrachten wir einen Gesamterwartungswert für Ort und
Impuls d.h., es wird über die beiden elektronischen Zustände summiert. Dies
ist für stark gekoppelte System durchaus sinnvoll, da der Sprung zwischen
den elektronischen Zuständen schneller vonstatten gehen kann als die ei-
gentliche Schwingungsdynamik [108]. Die getrennte Betrachtung der Pro-
jektionen von Q und P auf die elektronischen Zustände ergibt somit keine
weiteren interessanten Einblicke in die Dynamik. Sind Q und P Matrixre-
präsentationen von Q und P in der gleichen Basis wie die reduzierte Dichte-
matrix ρ, so gilt schließlich:

〈Q〉 = Spv(ρ11
S Q) + Spv(ρ22

S Q) (4-12)

〈P〉 = Spv(ρ11
S P) + Spv(ρ22

S P) . (4-13)

wobei Spv die Spur über die Schwingungszustände bezeichnet.
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4.4 Eindimensionale Dichteverteilung im Ortsraum

Außer der Eigenzustandsbasis für die Propagation der reduzierten Dichte-
matrix wird zur Darstellung der Normalmoden und ihrer Operatoren die
Basis des harmonischen Oszillators verwendet. Die analytische Form der Ei-
genfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators ist gegeben
durch [18]:

φn(Q) =
4

√
β2

π

1√
2n n!

e−
1
2 x2

Hn(x) , x = βQ , β =
√

mω

h̄
(4-14)

mit den Hermite-Polynomen Hn:

Hn(x) = (−1)n ex2 ∂n

∂xn e−x2
. (4-15)

Bildet man eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen gewichtet mit
den entsprechenden Koeffizienten aus der reduzierten Dichtematrix ρS(t),
so erhält man das Ortsbild eines Wellenpaketes für jeden Zeitpunkt t.

Ausgehend von der auf einen Schwingungsfreiheitsgrad reduzierten
Darstellung der Dichtematrix in Gleichung (4-8), stellt sich die Dichtematrix
ρ in der Eigenzustandsbasis wie folgt dar:

ρ = ∑
nn′
|n〉〈n|ρ|n′〉〈n′| = ∑

nn′
|n〉ρnn′ 〈n′| . (4-16)

Führt man nun eine Basistransformation in die Ortsdarstellung durch

ρ =
∫

dQ
∫

dQ′|Q〉〈Q|ρ|Q′〉〈Q′| =
∫

dQ
∫

dQ′|Q〉ρ(Q,Q′)〈Q′| , (4-17)

so sind die Matrixelemente von ρ in der Ortsdarstellung gegeben durch:

ρ(Q,Q′) = ∑
nn′

〈Q|n〉︸ ︷︷ ︸
φn(Q)

ρnn′ 〈n′|Q′〉︸ ︷︷ ︸
φ∗n′ (Q′)

. (4-18)

4.5 Absorptionsspektrum

Durch die Propagation der Dichtematrix in Eigenzuständen stehen auto-
matisch die Eigenwerte und Eigenvektoren des System-Hamilton-Operators
zur Verfügung. Damit eröffnet sich ein einfacher Weg zur Berechnung des
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Absorptionsspektrums. Besonderes Interesse besteht an den Absorptionss-
pektren der untersuchten Systeme Pyrazin und Ethen-Kation, da die Diffu-
sität dieser Spektren in Modellen mit wenigen Moden nicht erklärt werden
konnte.

Für den Absorptionsquerschnitt σ(ω) gilt im Dichtematrix-
Formalismus identisch zur Heller-Formel [44, 45] aus dem Wellenfunktions-
Formalismus:

σ(ω) ∼ ω|µ20|2
∫

dt ∑
v

ei(ω+E(0)
v )t pv〈v|〈Φ2|eiHt|Φ0〉|v〉 (4-19)

mit µ20 als Übergangsdipolmoment zwischen dem S0- und S2-Zustand,
E(0)

v als Grundzustandsenergie und pv als Besetzungswahrscheinlichkeit des
Schwingungszustandes |v〉 im elektronischen Grundzustand |Φ0〉. Für die
Eigenzustandsbasis ergibt sich aus Gleichung (4-19):

σ(ω) ∼ ω|µ20|2 ∑
v

pv ∑
ν
|C(ν)

2v |
2 γν,0v

(ω − Eν + E(0)
v )2 + γ2

ν,0v

(4-20)

Dabei bezeichnen die C(ν)
2v die Elemente der Eigenvektoren mit Eν als dazu-

gehörenden Eigenwert. Die γν,0v kennzeichnen die Dephasingraten der ein-
zelnen optischen Übergänge.

Es soll nur das Absorptionsspektrum bei T = 0K betrachtet werden. Die
dann benötigte Zerfallsrate γν,00 setzt sich aus den Zerfallsraten des S2- und
S0-Zustandes zusammen, es gilt:

γν,00 =
1
2
(
Γ2ν + Γ00

)
=

1
2

Γ2ν , (4-21)

da die Lebenszeit des elektronischen Grundzustandes als unendlich lang
angenommen wird und somit Γ00 null ist. Der Wert für Γ2ν ergibt sich
zwanglos aus den Zerfallsraten γm′m der Pauli-Master-Gleichung (3-68) auf
Seite 38, (vergleiche auch [93]):

Γ2ν = ∑
m′<m

γm′m . (4-22)

Damit vereinfacht sich Gleichung (4-20) zu

σ(ω) ∼ ω|µ20|2 ∑
ν
|C(ν)

20 |
2 1/2Γ2ν

(ω − Eν + E(0)
v )2 + 1/4Γ2

2ν

. (4-23)
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Zwei-Moden-Modell: Pyrazin

5.1 Diskussion der Tuningmoden ν1 und ν6a

Zunächst wollen wir uns mit dem Einfluß der Dissipation auf die Tuning-
moden ν1 und ν6a und auf die Kopplungsmode ν10a befassen. Ziel der Dis-
kussion ist es, mit dem in dieser Arbeit eingeführten einfachen Modell die
wesentlichen Effekte der Dämpfung auf die Dynamik zu beleuchten. Da-
zu werden wir uns auf Modell I, das einfachste Badkopplungsmodell, be-
schränken (vergleiche Gleichung (3-74) auf Seite 41) und es werden in die-
sem Abschnitt ausschließlich volle Redfield-Rechnungen (ohne säkulare Nä-
herung) durchgeführt. Weiterhin wird auf eine Variation der Badtemperatur
und Bad-„cutoff“-Frequenz verzichtet. Diese Effekte werden in nachfolgen-
den Abschnitten diskutiert. Schließlich wird die Präparation des Initialzu-
standes, wie in Gleichung (3-83) auf Seite 45 definiert, beibehalten.

Betrachten wir also im folgenden die zwei relevanten Tuningmoden des
Pyrazins, jeweils getrennt im Zusammenspiel mit der Kopplungsmode und
dem Badkopplungsparameter η.

5.1.1 TUNINGMODE ν6a

In Abbildung 5.1 sind die (a) diabatischen und (b) adiabatischen Populatio-
nen des elektronischen S2-Zustandes von Pyrazin für verschiedene Dämp-
fungen gezeigt. Die Kopplung ans Bad in dieser Abbildung ist für beide Mo-
den gleich und liegt mit η = 0.01 und η = 0.03 im Gültigkeitsbereich1 für
die RWA- und Markoff-Näherung.

Betrachten wir zunächst die diabatische Population. Es fällt auf, daß
die Dynamik von einem schnellen elektronischen Zerfall bis auf 20% der ur-
sprünglichen Population auf einer Zeitskala von 40 fs eingeleitet wird. Dies
ist die Dynamik des isolierten Systems, unabhängig von der Kopplung ans
Bad. Nach etwa 70 fs setzen die ersten Rekurrenzen ein, die um einen Wert

1Eine genauere Diskussion des Gültigkeitsbereiches für die Kopplungsstärke η findet sich in
Abschnitt 5.3 auf Seite 76
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Abbildung 5.1: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen S2-
Zustandes und (b) adiabatischen S2-Zustandes von Pyrazin (ν10aν6a, ηk = ηt =
η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01 (gepunktete Li-
nie) und η = 0.03 (gestrichelte Linie).

von 0.4 pendeln. Der schnelle elektronische Zerfall zu Beginn der Dynamik
läßt sich mit dem ersten Durchgang des Wellenpaketes durch die konische
Durchschneidung erklären. Es ist der schlagenste Beweis dafür, daß unter
Berücksichtigung einer starken Kopplung von elektronischen Zuständen, ul-
traschnelle Zerfallsprozesse simuliert werden können, die auf einer Zeitska-
la kleiner der Schwingungsfrequenz der beteiligten Moden liegen. Das Ver-
sagen der Born-Oppenheimer-Näherung wird hierdurch unmittelbar deut-
lich.

Im adiabatischen Bild läßt sich der primäre elektronische Zerfall auf ei-
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ner Zeitskala von 20 fs beobachten, wobei 90% der Population in den unteren
Zustand gedrückt werden. Die ab etwa 70 fs einsetzenden Rekurrenzen pen-
deln um einen Wert von 0.2.

Der etwas höher liegende Langzeitwert für die diabatische Population
läßt sich einfach erklären. Ein Wellenpaket, daß in den adiabatischen Grund-
zustand relaxiert ist, setzt sich im diabatischen Bild aus Teilen des ener-
getisch höheren und niedrigeren elektronischen Zustandes zusammen [87].
Dieser Umstand erklärt den grundsätzlich höher liegenden asymptotischen
Wert für die diabatische Population im Vergleich mit der adiabatischen Po-
pulation. Weiterhin verhindert der auf zwei Moden eingeschränkte Phasen-
raum im ungedämpften Fall, daß die adiabatische S2-Population vollständig
auf null absinkt.

Solange noch keinerlei Dämpfung der beiden Systemmoden betrachtet
wurde, decken sich diese Ergebnisse mit denen deutlich rechenzeitsparen-
den Wellenfunktion-Propagationen in der Literatur. Referenz [26] bietet da-
zu eine umfassende Übersicht.

Wird die Dämpfung mit in Betracht gezogen, so gilt für beide gezeigten
Populationen, daß in den ersten 50 fs praktisch kein Unterschied zu erken-
nen ist. Der primäre elektronische Zerfall ist also völlig unabhängig von ei-
ner Ankopplung ans Bad. Dies bestätigt die schon früh erkannte dominante
Rolle der konischen Durchschneidung [69, 107], da erst nach ihrem Passieren
der dämpfende Einfluß der Umgebung zum Tragen kommt.

Mit Dämpfung werden die Rekurrenzen im adiabatischen Bild effizient
unterdrückt, so daß der S2-Zustand bereits nach 500 fs bei η = 0.03 entvöl-
kert ist. Daher erscheint es sinnvoll für die Diskussion der Dynamik in die-
sem Abschnitt nur die ersten 500 fs in Betracht zu ziehen. Die Unterdrückung
der Rekurrenzen stellt den zweiten Teil des bimodalen Zerfalls dar und un-
terscheidet sich mit einer Zeitkonstante in der Größenordung von wenigen
100 fs deutlich von dem ersten Teil.

Hauptaugenmerk soll nun auf die diabatischen Populationen (a) gerich-
tet werden. Durch Erhöhung der Dämpfung wird zwar ebenfalls der diabati-
sche S2-Zustand mehr und mehr entvölkert, jedoch zeigt sich in den Rekur-
renzen die sehr deutliche Zunahme an Oszillationen harmonischen Charak-
ters. Die Amplituden der Oszillationen nehmen entgegen der ersten Erwar-
tung für eine stärkere Dämpfung η = 0.03 gegenüber η = 0.01 zu statt ab. Sie
haben eine Periodendauer von etwa 60 fs, was dem rechnerischen Wert von
56 fs für die Periode der Tuningmode entspricht. Diese Oszillationen sind in
der adiabatischen Population nicht zu erkennen.
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Der Grund dieser Oszillationen läßt sich recht einfach mit der Betrach-
tung der Potentialkurven erläutern (siehe Abbildung 2.1 auf Seite 18). Ein
Fehlen dieser Oszillationen in der adiabatischen elektronischen Population
bedeutet offensichtlich, daß sich das Wellenpaket auf der unteren adiabati-
schen Fläche bewegt. Aufgrund des Gradienten der zu Anfang präparierten
S2-Fläche wird das Wellenpaket eine Schwingungsbewegung, mit der Peri-
ode von etwa 60 fs in diesem Fall, ausführen. Da sich die adiabatischen Zu-
stände aber über einen Mischungswinkel aus den beiden diabatischen Zu-
ständen zusammensetzen, muß man zwangsläufig eine Oszillation der Po-
pulation in der diabatischen Darstellung beobachten. Dies steht im Einklang
mit den tatsächlichen energetischen Verhältnissen, die durch das adiabati-
sche Bild klarer und damit besser wiedergegeben werden [26].

Dennoch ist damit der Grund für größer werdenden Amplituden dieser
Oszillationen bei steigender Dämpfung nicht geklärt. Betrachten wir dazu
erneut das Zwei-Moden-Pyrazin-System, variieren jedoch die Kopplung ans
Bad für beide Moden unabhängig voneinander. In Abbildung 5.2 sind die
(a) diabatischen und (b) adiabatischen Populationswahrscheinlichkeiten ge-
zeigt, wobei nur die Kopplungsmode mit η = 0.01 bzw. η = 0.03 ans Bad
gekoppelt wird, während die Tuningmode ungedämpft bleibt.

Beim direkten Vergleich der Abbildung 5.1 und Abbildung 5.2 fällt so-
fort auf, daß es kaum einen nennenswerten Unterschied gibt. Eine signifi-
kante Änderung kann man erst bei der Rekurrenz um etwa 150 fs in der dia-
batischen Darstellung erkennen, die sich in einer größeren Amplitude mani-
festiert. Durch den bei 500 fs in der adiabatischen Darstellung noch von null
verschiedenen S2-Population für η = 0.03 in Abbildung 5.2 erkennt man,
daß sich der Hauptunterschied in diesen Abbildungen praktisch nur aus ei-
ner unwesentlich schwächeren Gesamtdämpfung in 5.2 ergibt. An dem prin-
zipiellen Verlauf der Dynamik ändert sich nichts. Dies läßt den Schluß zu,
daß in diesem Zwei-Moden-Beispiel besonders die Kopplungsmode sensi-
bel auf Dissipation reagiert, der Einfluß der Dämpfung auf die Tuningmode
jedoch nur eine untergeordnete Rolle spielt.

Unterstützt wird diese Argumentation von Abbildung 5.3, in der aus-
schließlich die Tuningmode mit η = 0.01 bzw. η = 0.03 gedämpft wird.
Sowohl in der (a) diabatischen als auch in der (b) adiabatischen Darstellung
wird ein wesentlich geringerer Effekt der Dämpfung deutlich, als es für
die Kopplungsmode der Fall war. Selbst nach 500 fs befinden sich immer
noch 10% der adiabatischen Population im angeregten Zustand, während
dagegen bei der offensichtlich effizienteren Dämpfung der Kopplungsmode
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Abbildung 5.2: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen S2-
Zustandes und (b) adiabatischen S2-Zustandes von Pyrazin (ν10aν6a, ηt = 0).
Kopplungsstärke ηk = 0 (durchgezogene Linie), ηk = 0.01 (gepunktete Linie)
und ηk = 0.03 (gestrichelte Linie).

dieser Wert bereits nach 150 fs dauerhaft unterschritten wird. Außerdem
fällt auf, daß die sehr harmonische Oszillation der Population zwischen den
beiden diabatischen Zuständen nicht mehr zu erkennen ist, wenngleich eine
schwache nicht sehr harmonisch ausgeprägte Oszillation immer noch auf-
tritt. Dieser herausragende Unterschied zwischen der alleinigen Dämpfung
der Kopplungsmode und der alleinigen Dämpfung der Tuningmode führt
zu der These, daß die Dynamik dieses Beispiels durch zwei gegenläufige
Effekte beeinflußt wird. Auf der einen Seite verursacht speziell die Dämp-
fung der Kopplungsmode eine effiziente Relaxation aus dem angeregten
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Abbildung 5.3: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen S2-
Zustandes und (b) adiabatischen S2-Zustandes von Pyrazin (ν10aν6a, ηk = 0).
Kopplungsstärke ηt = 0 (durchgezogene Linie), ηt = 0.01 (gepunktete Linie)
und ηt = 0.03 (gestrichelte Linie).

S2-Zustand in den S1-Zustand. Auf der anderen Seite ist die Dämpfung der
Kopplungsmode Ursache für die ausgeprägten Oszillationen der Tuning-
mode in der diabatischen Darstellung.

Um dieser These weiteres Gewicht zu verleihen betrachten wir im fol-
genden die Ortserwartungswerte für die Tuningmode2, wie in Abschnitt 4.3

2Durch die explizite Spiegelsymmetrie in der Potentialkurvendarstellung für die Kopplungsmode
ergeben sich diese Ortserwartungswerte zu null.
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auf Seite 53 beschrieben. In Abbildung 5.4 ist der Ortserwartungswert von
ν6a mit der gleichen Dämpfung η = 0, η = 0.01 und η = 0.03 für ν6a und ν10a
aufgetragen. Zusätzlich ist in Abbildung 5.5 der Ortserwartungswert der Tu-
ningmode bei ausschließlicher Dämpfung der Kopplungsmode und in Ab-
bildung 5.6 bei ausschließlicher Dämpfung der Tuningmode dargestellt.

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

<
Q

>

Zeit/fs

Abbildung 5.4: Ortserwartungswert der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν6a,
ηk = ηt = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01
(gepunktete Linie) und η = 0.03 (gestrichelte Linie).

Für die ungedämpfte Dynamik ist aus den Abbildungen ersichtlich, daß
die Schwingungsbewegung der Tuningmode auf einer Zeitskala von etwa
300 fs zerfällt. Übrig bleibt dennoch ein gewisser Rest an kohärenter Schwin-
gungsbewegung, was mit dem auf zwei Moden limitierten Phasenraum, in
dem sich die Energie verteilen kann, begründet werden kann. Durch eine
Vergrößerung des Phasenraums, z. B. durch Ankopplung eines Bades, hät-
te man einen weiteren Zerfall der kohärenten Bewegung erwarten können.
Doch wie soeben diskutiert, stellt sich ein gegenteiliger Effekt ein. Betrach-
ten wir zunächst die ersten 50 fs der drei Abbildungen, so kann wie schon
bei den elektronischen Populationen auch hier kein Einfluß der Dämpfung
festgestellt werden. Betrachtet man dann den weiteren Verlauf in Abbildung
5.4, stellt sich mit steigender Dämpfung eine sehr ausgeprägte kohärente
Bewegung des Wellenpaketes ein, deren Zerfall nun auf der Pikosekunden-
Zeitskala liegt. Vergleicht man die gemeinsame Dämpfung von Tuning- und
Kopplungsmode in Abbildung 5.4 mit der ausschließlichen Dämpfung der
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Abbildung 5.5: Ortserwartungswert der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν6a,
ηt = 0). Kopplungsstärke ηk = 0 (durchgezogene Linie), ηk = 0.01 (gepunkte-
te Linie) und ηk = 0.03 (gestrichelte Linie).

Kopplungsmode in Abbildung 5.5, läßt sich kaum ein Unterschied feststel-
len. Weiterhin hat die alleinige Dämpfung der Tuningmode, wie in Abbil-
dung 5.6 dargestellt, nahezu keinen Effekt auf die Amplitude der Schwin-
gungsbewegung. Sie gleicht dem ungedämpften Fall mit einer leichten Pha-
senverschiebung. Beide Beobachtungen sind Belege dafür, daß die auffällige
kohärente Bewegung in der Tuningmode durch die Dämpfung der Kopp-
lungsmode verursacht wird. Dies kann wie folgt erklärt werden: Die Tuning-
mode erfährt an der konischen Durchschneidung eine starke Dämpfung,
da konstruktionsbedingt eine starke Modenkopplung an der Durchschnei-
dung vorliegt. Wird nun die Kopplungsmode gedämpft, so reduziert sich
dieser Effekt, was in einer effektiven „Entdämpfung“ der Tuningmode re-
sultiert.

Der hier nicht gezeigte Langzeitlimes des Erwartungswertes der Ko-
ordinate Q6a liegt bei etwa eins, was nach einer Betrachtung der Potential-
kurven (siehe Abbildung 2.1 auf Seite 18) für die Tuningmode und der Lage
ihrer Minima zu erwarten ist.

Kommen wir abschließend zu der Diskussion der eindimensionalen
Dichteverteilungen, die in den Abbildungen 5.7 für Q10a und 5.8 für Q6a
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Abbildung 5.6: Ortserwartungswert der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν6a,
ηk = 0). Kopplungsstärke ηt = 0 (durchgezogene Linie), ηt = 0.01 (gepunkte-
te Linie) und ηt = 0.03 (gestrichelte Linie).

zu sehen sind3. Wie in Abschnitt 4.4 auf Seite 54 beschrieben handelt es
sich hierbei um eine Basistransformation der reduzierten Dichtematrix in die
Ortsdarstellung mit Hilfe der Basisfunktionen für den harmonischen Oszil-
lator. Dabei wird das adiabatische Bild verwendet, denn dadurch wird die
tatsächliche energetische Lage des Wellenpaketes auf den involvierten elek-
tronischen Zuständen beschrieben. Eine Beschreibung in der diabatischen
Darstellung würde in einer Mischung der Dynamik der oberen und unteren
Potentialfläche resultieren und das Bild unnötig verkomplizieren.

Es wurden jeweils für die Kopplungsmode ν10a und die Tuningmode
ν6a die Dichteverteilung in beiden adiabatischen Zustände mit und ohne
Dämpfung dargestellt. Die Populationswahrscheinlichkeit ist für alle diese
Abbildungen auf eins normiert. Die Ortskoordinate läuft von -7 bis 7, und
es wird der Zeitraum von 0 bis 200 fs betrachtet. In den Abbildungen 5.7,
5.8, 5.13 und 5.14 sind die Intensitäten zum besseren Vergleich auf denselben
Wert normiert.

Die ersten 50 fs sind für alle beteiligten Moden wie schon bei den bis-
her betrachteten Erwartungswerten von der Dämpfung weitestgehend un-
beeinflußt. Nach etwa 5 bis 10 fs, die das Wellenpaket benötigt um die koni-

3Die Abbildungen wurden mit Hilfe des Programmpaketes POV-Ray aus den berechneten Daten
erstellt (siehe http://www.povray.org für weitere Informationen).
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Abbildung 5.7: Dichteverteilung der Kopplungsmode ν10a mit und ohne
Dämpfung (Pyrazin, ν10aν6a, ηk = ηt = η). η = 0 (links) und η = 0.03 (rechts).
Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten). Ortsko-
ordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

sche Durchschneidung zu erreichen, wird der elektronische Zerfall des S2-
Zustandes augenfällig. Während dieser Zeit wandert das Wellenpaket aus-
gehend vom Initialzustand in der Tuningmode zu negativer Auslenkung.
In der Kopplungsmode wird das Wellenpaket etwas komprimiert. Beides
steht im Einklang mit den entsprechenden Potentialbildern in Abbildung 2.1
auf Seite 18. Ist die konische Durchschneidung erreicht, so geht ein Großteil
der elektronischen Population auf die untere Fläche über und setzt dort ihre
Schwingungsbewegung fort. Entsprechend der Auswahlregel für die vibro-
nische Kopplung werden in der Kopplungsmode ausschließlich ungerade
Oszillatorfunktionen auf der unteren adiabatischen Fläche angeregt, da von
der geraden Grundzustandfunktion ausgegangen wurde. Die Tuningmode
koppelt innerhalb eines elektronischen Zustandes und unterliegt nicht die-
ser Auswahlregel.
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Abbildung 5.8: Dichteverteilung der Tuningmode ν6a mit und ohne Dämp-
fung (Pyrazin, ν10aν6a, ηk = ηt = η). η = 0 (links) und η = 0.03 (rechts).
Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten). Ortsko-
ordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

Die beim Passieren der konischen Durchschneidung freiwerdende Ener-
gie findet sich in der Schwingungsanregung sowohl der Tuningmode als
auch der Kopplungsmode wieder. Abbildung 5.7 zeigt deutlich die hohe
Schwingungsanregung in der Kopplungsmode nach dem Durchgang des
Wellenpaketes durch die konische Durchschneidung. Die ebenfalls hohe
Schwingungsanregung in der Tuningmode äußert sich in kohärenter Dy-
namik mit großer Amplitude. Das zu Anfang sehr kompakte Wellenpaket
der Tuningmode verteilt sich nach etwa 100 fs deutlich sichtbar über vie-
le Schwingungsniveaus des harmonischen Oszillators, d. h. es verliert seine
Kohärenz. Dagegen findet der Kohärenzzerfall in der Kopplungsmode we-
sentlich eher statt. Nach etwa 10 bis 20 fs, also noch vor dem Vollenden einer
kompletten Schwingungsbewegung, verliert das Wellenpaket auf der unte-
ren adiabatischen Fläche seine kompakte Form. Besonders instruktiv ist dies
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an der ausgeprägten Knotenzahl in der Dichteverteilung (Abbildung 5.7) zu
erkennen. Dadurch wird der prinzipielle Unterschied zwischen Tuning- und
Kopplungsmode sehr anschaulich wiedergegeben.

Die Berücksichtigung von Dämpfung führt zu einer deutlichen Redukti-
on der Restpopulation, die im oberen adiabatischen Zustand verbleibt. Man
erkennt dies sowohl an der Dichteverteilung der Kopplungsmode (Abbil-
dung 5.7) als auch der Tuningmode (Abbildung 5.8). Man erkennt weiter-
hin die, durch die Dämpfung des Modells I verursachte, Aufhebung der
Symmetrieauswahlregel in der Kopplungsmode. Neben ungeraden werden
nun auch gerade Oszillatorfunktionen angeregt. Dies wird in Abschnitt 5.3
auf Seite 76 erneut aufgegriffen. Die Amplitude der Schwingungsbewegung
wird jedoch nur geringfügig verringert. Im adiabatischen S1-Zustand tritt
die ausgeprägte kohärente Schwingungsbewegung der Tuningmode hervor,
die sich auf der gezeigten Zeitskala nahezu ohne ersichtliche Abschwächung
durch die Dämpfung fortsetzt.

Im folgenden wird nun die zweite wichtige Tuningmode ν1 des Pyra-
zins diskutiert, um dann anschließend einen Vergleich beider Moden vorzu-
stellen.

5.1.2 TUNINGMODE ν1

In Abbildung 5.9 sind die (a) diabatischen und (b) adiabatischen Populati-
onswahrscheinlichkeiten für ein Zwei-Moden-Modell von Pyrazin mit ν10a
und ν1 und mit den Dämpfungsparametern η = 0, η = 0.01 und η = 0.03
dargestellt. Erneut zeigt sich hier der bimodale Zerfall der elektronischen
Population. In der diabatischen Darstellung liegt die Zerfallszeit der elektro-
nischen Population bei etwa 25 fs.

Die ersten Rekurrenzen setzen nach etwa 40 fs ein, und die Unterschie-
de bezüglich der Dämpfung werden erst nach 70 fs sichtbar. Man erkennt
sehr starke Rekurrenzen, bei denen über 60% der ursprünglichen Populati-
on in den oberen elektronischen Zustand zurückkehren. Zu langen Zeiten
pendeln sich diese jedoch um einen Wert von 0.4 ein. Mit Einschalten der
Dämpfung erhält man wieder das Bild der Oszillationen in den diabatischen
Populationen, die diesmal mit zunehmender Dämpfung ihre Amplitude ver-
ringern. Die Schwingungsdauer liegt bei etwa 38 fs und stimmt damit mit
der erwarteten Schwingungsdauer von ν1 von 32 fs überein. Zusätzlich wer-
den die Rekurrenzen effizient unterdrückt, so daß sich ein Langzeitwert der
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diabatischen Population von etwa 0.2 bei einer Dämpfung von η = 0.03 ein-
stellt.

Im adiabatischen Bild liegt die Zeitkonstante des primären Zerfalls et-
wa bei 12 fs und ist damit halb so groß wie diejenige in der diabatischen
Darstellung. Die elektronische Population sinkt bis etwa 70 fs auf nahe null
ab, dann setzen auch hier die starken Rekurrenzen ein, die mit über 50% der
Ausgangspopulation den S2-Zustand kurzzeitig bevölkern. Im ungedämpf-
ten Fall oszilliert die Population um einen Wert von 0.2. Im gedämpften Fall
(η = 0.03) ist die Population nach 500 fs quantitativ aus dem S2-Zustand
entfernt.

Werden Tuning- und Kopplungsmode getrennt voneinander gedämpft,
so ergibt sich ein recht ähnliches Bild, wie es bereits bei der Tuningmode
ν6a zu sehen war. Die Dämpfung der Kopplungsmode erweist sich als ef-
fizienter und erzeugt in den diabatischen Populationen die harmonische
Schwingung. Bei ausschließlicher Dämpfung der Kopplungsmode liegt die
adiabatische Population nach 500 fs für η = 0.03 bei etwa 2%. Bei aus-
schließlicher Dämpfung der Tuningmode läßt sich nur eine signifikante
Unterdrückung der Rekurrenzen feststellen. Insgesamt ist aufgrund der
schwächeren Gesamtdämpfung ein etwas kleinerer Dämpfungseffekt zu
erkennen, der jedoch der schon diskutierten Normalmode ν6a sehr ähnlich
ist und deshalb hier nicht in weiteren Abbildungen gezeigt wird.

Betrachten wir die Ortserwartungswerte für die Tuningmode ν1 mit
gleicher Dämpfung der beiden Moden in Abbildung 5.10 und jeweils ge-
trennten Dämpfungen für Kopplungsmode (Abbildung 5.11) und Tuning-
mode (Abbildung 5.12), so zeigt sich ein neues Bild.

Wie aus Abbildung 5.10 ersichtlich, liegt der Ortserwartungswert für
die Tuningmode ν1 immer zwischen 3 und -2. Die kohärente Schwingung
zerfällt im ungedämpften Fall auf einer Zeitskala von mehreren 100 fs. Wird
die Dämpfung eingeschaltet, so tritt ihr Einfluß auf die Schwingungsbewe-
gung erst nach etwa 50 fs in Erscheinung. Die Zerfallszeit der Kohärenz liegt
dann etwa bei 300 fs für η = 0.01 und η = 0.03. Wird ausschließlich die
Kopplungsmode gedämpft (Abbildung 5.11), so hat dies einen etwas gerin-
geren Gesamtdämpfungseffekt zur Folge und man kann eine sehr schwache
Zunahme der Amplitude von ν1 bei steigender Dämpfung erkennen. Trotz
dieser geringen Zunahme bleibt das Bild für diese Tuningmode recht einheit-
lich. Durch Hinzunahme der Dämpfung wird die Schwingungsbewegung
nach und nach unterdrückt.
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Abbildung 5.9: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen S2-
Zustandes und (b) adiabatischen S2-Zustandes von Pyrazin (ν10aν1, ηk = ηt =
η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01 (gepunktete Li-
nie) und η = 0.03 (gestrichelte Linie).

Bei alleiniger Betrachtung der Dämpfung der Tuningmode in Abbil-
dung 5.12 wird direkt die sehr effiziente Unterdrückung der Oszillation
deutlich. Interessanterweise gibt es hier bei den verschieden starken Dämp-
fungen keine Änderung der Phase der Ortserwartungswerte. Wahrschein-
lich kommt hier ein Kompensationseffekt zum Tragen. Die Dämpfung der
Kopplungsmode vergrößert die Amplitude von Tuningmode, während
durch die Dämpfung der Tuningmode ihre Amplitude wieder verringert
wird. Dämpft man beide Moden gleichzeitig, dann heben sich diese Effek-
te zum Teil gegenseitig auf. Der Langzeitlimes entspricht dem erwarteten
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Abbildung 5.10: Ortserwartungswert der Tuningmode ν1 (Pyrazin, ν10aν1,
ηk = ηt = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01
(gepunktete Linie) und η = 0.03 (gestrichelte Linie).

Wert des Potentialminimums von etwa 0.5 für den S1-Zustand (siehe Abbil-
dung 2.1 auf Seite 18).

Als letzten Punkt betrachten wir die eindimensionalen Dichteverteilun-
gen der Kopplungsmode ν10a (Abbildung 5.13) und der Tuningmode ν1 (Ab-
bildung 5.14) für diesen Zwei-Moden-Fall. Entsprechend der Potentialkur-
ven für diese Tuningmode (siehe Abbildung 2.1 auf Seite 18) beginnt das
Wellenpaket sich von Q = 0 in Richtung positiver Auslenkung der Tuning-
mode zu bewegen. Nach etwa 5 bis 10 fs erreicht es die konische Durch-
schneidung und verläßt bis 75 fs nach Propagationsbeginn die obere elektro-
nische Fläche quantitativ. Dies resultiert in einer hohen kohärenten Schwin-
gungsanregung in der Tuningmode, sichtbar an der starken Auslenkung in
Abbildung 5.14 für den unteren Zustand. Eine ähnlich starke Schwingungs-
anregung findet man für die Kopplungsmode. Auch hier wird wieder der
sehr schnelle Kohärenzzerfall der Kopplungsmode in den ersten 10 bis 20 fs
sichtbar. Zusätzlich erkennt man in Abbildung 5.13 eine recht hohe Aufent-
haltswahrscheinlichkeit in der Nähe der Gleichgewichtslage.

Weiteres herausstechendes Merkmal der Dynamik dieses Zwei-Moden-
Beispiels ist die sehr markante Rekurrenz bei etwa 100 fs. Die Schwingungs-
bewegung in beiden Moden treffen zu diesem Zeitpunkt zufällig so günstig
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Abbildung 5.11: Ortserwartungswert der Tuningmode ν1 (Pyrazin, ν10aν1,
ηt = 0). Kopplungsstärke ηk = 0 (durchgezogene Linie), ηk = 0.01 (gepunkte-
te Linie) und ηk = 0.03 (gestrichelte Linie).

aufeinander, daß das Wellenpaket zu 60% in den oberen Zustand zurückkeh-
ren kann, wenn auch nur für kurze Zeit. Durch Einschalten der Dämpfung
werden diese Rekurrenzen unterdrückt.

Außerdem läßt sich bereits nach 200 fs schon eine Dämpfung der
Schwingungsamplitude in der Tuningmode erkennen. Die Amplitude in
der Kopplungsmode wird dagegen kaum beeinflußt. Hierfür findet man
den Grund im Potentialbild, da an der Gleichgewichtsgeometrie ein klei-
nes aber sehr flaches Doppelminimum in der Kopplungsmode vorhanden
ist. Durch die Dämpfung wird in der Kopplungsmode eine Gleichvertei-
lung über sämtliche energetisch erreichbare Schwingungsniveaus erzielt. Im
hier nicht gezeigt Langzeitlimes wird sich dann das Wellenpaket im Schwin-
gungsgrundniveau wiederfinden. Das Doppelminimum ist zu flach, als daß
es das Wellenpaket aufspalten könnte.

5.1.3 VERGLEICH DER BEIDEN TUNINGMODEN

Auf den vorangegangenen Seiten wurden ausführlich die Erwartungswer-
te für die elektronischen Populationen und die Schwingungskoordinaten,
sowie die eindimensionalen Dichteverteilungen für beide Tuningmoden ν6a
und ν1 dargestellt und diskutiert.
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Abbildung 5.12: Ortserwartungswert der Tuningmode ν1 (Pyrazin, ν10aν1,
ηk = 0). Kopplungsstärke ηt = 0 (durchgezogene Linie), ηt = 0.01 (gepunkte-
te Linie) und ηt = 0.03 (gestrichelte Linie).

Auffälligster Unterschied ist sicherlich die ausgeprägte kohärente
Schwingung im Ortserwartungswert, die für die Tuningmode ν6a mit stei-
gender Dämpfung der Kopplungsmode zunimmt. Dieses Verhalten ist auf
den ersten Blick unerwartet, da mit stärkerer Kopplung ans Bad auch eine
effizientere Dämpfung der Schwingungsbewegung einhergehen sollte. Nun
wurde gezeigt, daß der Einfluß des Bades auf die Kopplungsmode größer
ist als auf die Tuningmoden. Dies gilt für beide Tuningmoden im wesentli-
chen in gleicher Weise und kann nicht Grund für den beschriebenen Effekt
sein. Auch die Anfangsbedingungen der Propagation, insbesondere das Er-
reichen der konischen Durchschneidung sind für beide Moden im wesent-
lichen gleich. Jedoch unterscheiden sich die Tuningmoden sowohl in ihrer
Frequenz als auch in der Lage des Potentialminimums im S1-Zustand rela-
tiv zur konischen Durchschneidung.

Die Tuningmode ν1 besitzt eine beinahe doppelt so große Frequenz (Pe-
riodendauer 32 fs) wie die Tuningmode ν6a (Periodendauer 56 fs). Die da-
mit einhergehende steilere Potentialkurve ist in erster Linie der Grund für
die kleinere Auslenkung des Wellenpaketes in dieser Schwingungskoordi-
nate (vergleiche Abbildung 5.14 und Abbildung 5.8). Außerdem ist die Tu-
ningmode ν1 aufgrund ihrer höheren Schwingungsfrequenz in der Lage,
mehr von der Überschußenergie aufzunehmen, die beim ersten Passieren



74 5. Zwei-Moden-Modell: Pyrazin

Abbildung 5.13: Dichteverteilung der Kopplungsmode ν10a mit und ohne
Dämpfung (Pyrazin, ν10aν1, ηk = ηt = η). η = 0 (links) und η = 0.03
(rechts). Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten).
Ortskoordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

der konischen Durchschneidung frei wird. Ein Beleg hierfür ist der langsa-
mere Phasenzerfall in der Dichteverteilung der Tuningmode ν1, der erst nach
mehr Schwingungsperioden einsetzt, als es bei der Tuningmode ν6a der Fall
ist.

Der zweite Unterschied, die relative Lage des Potentialminimums in
den Tuningmoden, kann die Unterschiede im Verhalten der beiden Modelle
(ν10a,ν6a) bzw. (ν10a,ν1) teilweise erklären. Das Minimum des S1-Zustandes
befindet sich bei der Tuningmode ν6a weiter von der konischen Durchschnei-
dung entfernt als bei der Tuningmode ν1 (vergleiche Abbildung 2.1 auf Sei-
te 18). Hinzu kommt der etwas flachere Potentialtopf, so daß postuliert wer-
den kann, daß sich das Wellenpaket in der Tuningmode ν6a ungestörter von
der konischen Durchschneidung auf der unteren Fläche bewegen kann. Ver-
mindert man zusätzlich den Einfluß der Kopplungsmode auf das Gesamt-
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Abbildung 5.14: Dichteverteilung der Tuningmode ν1 mit und ohne Dämp-
fung (Pyrazin, ν10aν1, ηk = ηt = η). η = 0 (links) und η = 0.03 (rechts).
Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten). Ortsko-
ordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

system, indem man diese dämpft, so verliert die konische Durchschneidung
mehr und mehr an Bedeutung für die Schwingungsbewegung dieser Tu-
ningmode. Dies kann die auffällig starke harmonische Schwingung der Mo-
de bei steigender Dämpfung erklären. Entsprechend gilt diese Argumentati-
on für die Tuningmode ν1, da ihr Minimum des S1-Zustandes sich näher an
der konischen Durchschneidung befindet und somit stärker von ihr beein-
flußt wird.

Diese rein qualitative Interpretation läßt Voraussagen für das dynami-
sche Verhalten anderer chemischer Systeme zu. Im folgenden Kapitel über
das Ethen-Kation werden aufgrund der am Pyrazin-Modell gewonnenen
Einsichten Voraussagen getroffen, die dann anhand der simulierten Dyna-
mik überprüft werden können.
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5.2 Absorptionsspektrum

In Abbildung 5.15 ist das mit Gleichung (4-23) auf Seite 55 berechnete S2-
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Abbildung 5.15: Berechnetes S2-Absorptionsspektrum (Pyrazin, ν10aν6a, ηk =
ηt = 0.05).

Absorptionsspektrum für Pyrazin mit zwei Moden (ν10a und ν6a) dargestellt.
Die Badkopplung η wurde bei beiden Moden gleich zu 0.05 gewählt.

Trotz des auf zwei Moden limitierten Phasenraums erkennt man bereits
eine recht breite Bandenstruktur, die typisch für die S2-Bande von Aromaten
ist. Dieses Spektrum soll ein Beispiel darstellen, daß das Modell einer koni-
schen Durchschneidung mit zwei Moden unter Berücksichtigung von Dissi-
pation im Prinzip ausreicht, um die typischen stark verbreiterten Spektren
höherer Singulett-Zustände von Aromaten zu beschrieben. Eine ausführli-
chere Diskussion wird anhand des Drei-Moden-Absorptionsspektrums von
Pyrazin (siehe Abbildung 7.7) folgen.

5.3 Einfluß der Badparameter auf die Dynamik

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt der Einfluß der verschiedenen
Moden im Zusammenspiel mit dem Badkopplungsparameter η diskutiert
wurde, sollen im folgenden ein paar Rahmenbedingen für die Betrachtung
der ultraschnellen Dynamik an konischen Durchschneidungen beleuchtet
werden.
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In Abschnitt 3.8 auf Seite 40 wurde erläutert, daß für die Ankopplung
der einzelnen Moden an das umgebene Bad unterschiedliche Situationen
hinsichtlich der Symmetrie zu betrachten sind. Neben den verschiedenen
Möglichkeiten für die Definition der System-Bad-Kopplung haben auch die
Parameter des Bades wie Temperatur und die „cutoff“-Frequenz (vergleiche
Gleichung (3-79) auf Seite 42) Einfluß auf die Dynamik des Systems.

Betrachten wir zunächst die Effekte, die eine Temperaturerhöhung des
Bades zur Folge hat. In Abbildung 5.16 ist stellvertretend für alle anderen
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Abbildung 5.16: Temperatureinfluß des Bades bei schwacher Dämpfung. Ge-
zeigt sind die adiabatischen Populationen der Tuningmode ν6a von Pyrazin
(ν10aν6a) bei einer Dämpfung von ηk = ηt = 0.003 und Badtemperaturen von
0 K (durchgezogene Linie), 300 K (gepunktete Linie) und 1000 K (gestrichelte
Linie).

Observablen die adiabatische Population des S2-Zustandes von Pyrazin bei
einer schwachen Dämpfung von η = 0.003 für beide Moden und Tempera-
turen von 0 K, 300 K und 1000 K gezeigt. Für die diabatischen Populationen,
die Ortserwartungswerte, usw. ergibt sich ein ähnliches Bild. Wie bei den
Populationen für verschiedene Dämpfungen (z. B. Abbildung 5.1 (b)) sind
die Populationen in den ersten 100 fs für alle Temperaturen praktisch iden-
tisch. Erst danach wird ein Effekt bei 1000 K sichtbar. Die Kurven für 0 K
und 300 K liegen fast aufeinander. Dieses Verhalten ist einfach zu verstehen.
Durch die hohe Überschußenergie des Systems, aufgrund der elektronischen
Anregung, treten thermische Effekte erst bei sehr hohen Temperaturen in
Erscheinung. Die ersten 100 fs sind davon sowieso unberührt, da, wie bereits
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beschrieben, die ultraschnelle Anfangsdynamik nicht von der Dämpfung
beeinflußt wird. Der Einfluß hoher Temperaturen äußert sich ich einer Ver-
stärkung des Dämpfungseffektes. Derselbe Effekt hätte auch durch einen
größeren Wert für den Kopplungsparameter η erreicht werden können.
Dieser Effekt kann durch eine temperaturbedingte höhere Stoßzahl zwi-
schen System und Umgebung erklärt werden, wobei das System jedesmal
etwas Energie abgibt. Beispiele für Prozesse dieser Art finden sich in der
Physik sehr häufig. So sei z. B. auf die stoßinduzierte Linienverbreiterung
in Spektren, oder auf stoßinduziertes Quenchen von optischen Übergängen
hingewiesen [7, 22]. Da sich nichts Grundlegendes an dem dynamischen
Verhalten des Systems durch die Betrachtung der Badtemperatur ändert,
wurde und wird für alle folgenden Rechnungen T = 0 K gewählt. Bei Sys-
temen mit einem geringeren Energieabstand zwischen den betrachteten
elektronischen Zuständen oder bei Elektron-Transfer-Systemen, bei denen
keine so hohe Überschußenergie vorliegt, kann die Badtemperatur durchaus
einen stärkeren Effekt besitzen.

Bei Variation der „cutoff“-Frequenz sollte beachtet werden, daß über die
Beziehung in Gleichung (3-80) auf Seite 42 die Dämpfungsrate γ der unge-
koppelten Oszillatoren ebenfalls variiert wird. Um dennoch einen objektiven
Vergleich zu ermöglichen, muß der Kopplungsparameter η angepaßt wer-
den. Auch hier hat sich gezeigt, daß durch Änderung der „cutoff“-Frequenz
keine nennenswerten neuen Aspekte der Dynamik beobachtet werden kön-
nen. Die „cutoff“-Frequenz nimmt somit für alle Rechnungen den jeweiligen
Wert der Systemmode an. Dies ist phänomenologisch einsichtig, jedoch
keineswegs eine Notwendigkeit. Diese Betrachtung zeigt deutlich, daß für
die untersuchten Systeme der Kopplungsparameter η die charakteristische
Größe für die Beschreibung der Dissipation darstellt.

Um den im Rahmen der Markoff- und RWA-Näherung erlaubten ma-
ximalen Wert für η abzuschätzen, ist in Abbildung 5.17 ein Beispiel für
sehr starke Dämpfung gezeigt. Zur Hervorhebung des Effektes wurde die
Zeitskala auf 200 fs begrenzt. Auffällig bei zunehmender Dämpfung ist
ein Auseinanderdriften der Populationskurven schon in den ersten 50 fs.
Betrachtet man zusätzlich, wie auf Seite 42 vorgeschlagen, das Verhältnis
von Dämpfungsrate zur Modenfrequenz ((γ/ωS) von 0.069 (η = 0.03), 0.23
(η = 0.1) und 0.69 (η = 0.3)), so liegt der Schluß nahe, daß die Dämp-
fung zu stark gewählt wurde und der Gültigkeitsbereich der Markoff- und
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Abbildung 5.17: Populationswahrscheinlichkeit des adiabatischen S2-
Zustandes von Pyrazin (ν10aν6a) bei starker Dämpfung mit ηk = ηt = η = 0
(durchgezogene Linie), η = 0.03 (gepunktete Linie), η = 0.1 (gestrichelte
Linie) und η = 0.3 (langgestrichelte Linie).

RWA-Näherung überschritten wurde. Dies kann sicherlich nicht als Beweis
angesehen werden, ist aber immerhin ein Indiz für das Versagen der jeweili-
gen Näherungen. Damit begrenzen wir uns auf einen sinnvollen Wert für η

von maximal 0.03 bzw. 0.05 bei den Drei-Moden-Rechnungen.

Kommen wir nun zu den in Abschnitt 3.8 definierten Badkopplungen.
Ein Vergleich der drei Modelle ist in Abbildung 5.18 dargestellt. Es sei noch-
mals erwähnt, daß nur die Badkopplung für die Kopplungsmode von den
drei Modellen betroffen ist. Die Badkopplung für die Tuningmode(n) bleibt
in allen Fällen gleich. Modell I wurde in allen bisher gezeigten Ergebnissen
zugrunde gelegt und soll hier als Referenz dienen. Um die Unterschiede di-
rekt der Kopplungsart zuordnen zu können, wird auch der Zahlenwert für η

bei allen drei Modellen konstant gehalten. Bei Modell II ist die Kopplung in
elektronischer Hinsicht außerdiagonal. Man erkennt, daß der Dämpfungsef-
fekt deutlich kleiner ist als bei Modell I. Die Strukturen in P(t) bleiben un-
verändert. Bei Modell III ist dagegen der Dämpfungseffekt deutlich größer.
Dies ist auf die Tatsache zurückzuführen, daß das System in diesem Fall di-
rekt mit zwei Quanten an der Kopplung zum Bad beteiligt ist, statt nur mit
einem Quantum.

Außerdem wurde in Abschnitt 3.8 bereits auf die Aufhebung der Sym-
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Abbildung 5.18: Einfluß der verschiedenen System-Bad-Kopplungen auf die
adiabatische Populationswahrscheinlichkeit der Tuningmode ν6a (Pyrazin,
ν10aν6a, ηk = etat = 0.015). Modell I (durchgezogene Linie), Modell II (ge-
punktete Linie) und Modell III (gestrichelte Linie).

metrieauswahlregeln hingewiesen. In Abbildung 5.19 ist dies anhand von
Dichteverteilungen der Kopplungsmode veranschaulicht. Der Dämpfungs-
parameter η ist in beiden Abbildungen 0.015. Neben einem deutlich stär-
keren Dämpfungsverhalten für das Modell III fällt vor allem die Anregung
gerader Schwingungszustände im Modell I auf, was zum Verschwinden der
Knotenlinie entlang Qk = 0 führt. In Modell III sind dagegen ausschließlich
ungerade Oszillatorniveaus auf der unteren adiabatischen Fläche angeregt.
Die Knotenlinie bei Q = 0 bleibt daher in Modell III auch mit Dämpfung
erhalten. Letzteres schreibt die Auswahlregel des harmonischen Oszillators
(δν = ±1) vor. Dennoch tauchen auch im Modell III keine wesentlichen Un-
terschiede in der Dynamik hinsichtlich der Erwartungswerte und Dichte-
verteilungen auf. Es läßt sich vielmehr nur der Effekt einer unterschiedlich
starken Dämpfung feststellen, die durch Variation des Parameters η ausrei-
chend gut wiedergegeben werden kann. Wir beschränken uns daher auf das
Kopplungsmodell I für alle Rechnungen.

5.4 Untersuchung der säkularen Näherung

Als letzten Aspekt technischer Art soll der Einfluß der säkularen Nähe-
rung auf die Dynamik an der konischen Durchschneidung studiert wer-
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Abbildung 5.19: Aufhebung der Symmetrieauswahlregel in der Kopplungs-
mode. Dichteverteilung der Kopplungsmode ν10a mit Dämpfung (Pyrazin,
ν10aν6a, ηk = ηt = 0.03). Linke Abbildung entspricht Modell I, rechte Abbil-
dung entspricht Modell III. Ortskoordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate
(y-Achse): 0 . . . 200 fs

den. Wie aus der statistischen Mechanik bekannt ist und in Abschnitt 3.7
bereits diskutiert wurde, ist es wichtig zwischen Energietransfer-Prozessen
und Dephasing-Prozessen zu unterschieden. Erstere werden durch Ände-
rungen der Diagonalelemente, letztere durch den Zerfall der Kohärenzen der
Dichtematrix beschrieben. In der Herleitung für die säkulare Näherung wur-
de gezeigt, daß im wesentlichen die Wechselwirkungsterme in den Kohären-
zen der reduzierten Dichtematrix vernachlässigt wurden. Sollte durch diese
Näherung ein anderes dynamisches Verhalten des Systems hervorgerufen
werden, dann wird sich dies unmittelbar in den Observablen manifestieren,
deren Erwartungswerte durch die Außerdiagonalelemente bestimmt sind,
wie z. B. die Orts- und Impulserwartungswerte und besonders instruktiv die
Dichteverteilung einzelner Moden. Auf indirekte Weise können auch Obser-
vablen betroffen sein, die primär durch die Diagonalelemente der Dichtema-
trix bestimmt sind. Hier sei insbesondere die Population eines elektronischen
Zustandes genannt.

Als Beispiel wollen wir die Normalmoden ν10a und ν6a von Pyrazin her-
anziehen. Die notwendigen Parameter sind in Tabelle 2.1 auf Seite 14 angege-
ben. Der System-Hamilton-Operator ist durch Gleichung (2-20) auf Seite 14
definiert, wobei zunächst nur eine Tuningmode (ν6a) betrachtet wird. Für die
Kopplung ans Bad wird mit Gleichung (3-74) auf Seite 41 die einfachste Va-
riante (Modell I) herausgegriffen. Die Kopplungsstärke ans Bad wird durch
die dimensionslose Konstante η beschrieben, wobei für beide Moden der-
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selbe Wert angenommen wird. Für die Präparation des Anfangszustandes
(t = 0) wird die elektronische Anregung mit einem ideal kurzen Laserpuls
aus dem Schwingungsgrundzustand des elektronischen Grundzustands in
den S2-Zustand angenommen, siehe Gleichung (3-83). Dies soll auch für die
weiteren Dynamiksimulationen angenommen werden.
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Abbildung 5.20: Diabatische Populationswahrscheinlichkeit des S2-
Zustandes (Pyrazin, ν10aν6a, ηk = ηt = η) (a) mit säkularer Näherung
und (b) ohne säkularer Näherung. Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene
Linie), η = 0.003 (gepunktete Linie) und η = 0.015 (gestrichelte Linie).

In Abbildung 5.20 ist die Population des diabatischen Zustandes S2 (a)
mit und (b) ohne säkularer Näherung für verschiedene Kopplungen ans Bad
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gezeigt4.
Wie anhand der Abbildung 5.1 bereits beschrieben zeigt sich auch hier

der bimodale Zerfall der elektronischen Population im S2-Zustand. Für den
ungedämpften Fall wird die Anfangsdynamik durch eine Zerfallskonstante
von etwa 40 fs bestimmt. Die Rekurrenzen setzen nach etwa 70 fs ein und
pendeln um einen Wert von 0.4. Für den weiteren Verlauf verursacht die
Dämpfung eine effektive Unterdrückung der Rekurrenzen. Jedoch stellt sich
im Vergleich zur Rechnung ohne säkularer Näherung ein ganz anderes Bild
dar. Bei einer schwachen Dämpfung von η = 0.003 sind die Unterschiede
schon deutlich sichtbar, und bei stärker werdenden Dämpfung werden die
Rekurrenzen effizient gedämpft. Der asymptotische Endwert liegt bei etwa
0.1. Die harmonischen Oszillationen zwischen den beiden diabatischen Zu-
ständen (Abbildung 5.20 (b)) für die volle Redfield-Rechnung fehlt bei der
Rechnung mit säkularer Näherung vollständig. Dadurch wird eine völlig
andere Dynamik wiedergegeben. Die in Abschnitt 5.1 diskutierten Oszilla-
tionen aus Abbildung 5.20 (b) werden offensichtlich durch die säkulare Nä-
herung unterdrückt.

Im adiabatischen Bild in Abbildung 5.21 läßt sich, wie bei Abbildung
5.1 diskutiert, der primäre Zerfall auf einer Zeitskala von 20 fs beobachten,
der 90% der Population in den unteren Zustand drückt. Wie im diabatischen
Bild setzen nach etwa 70 fs ähnliche Rekurrenzen ein, die um einen Wert von
0.2 pendeln. Auch bei der säkularen Näherung verursacht die Dämpfung im
weiteren Verlauf eine effektive Unterdrückung der Rekurrenzen. Durch die
mit der Dämpfung einhergehende Vergrößerung des Phasenraums wird nun
die adiabatische Population aus dem S2-Zustand quantitativ eliminiert. Die
Unterschiede zwischen den Ergebnissen mit und ohne säkularer Näherung
sind bei der adiabatischen Darstellung zwar signifikant, speziell bei η =
0.015 und t = 150 fs, jedoch nicht übermäßig stark ausgeprägt.

Es ist bereits jetzt schon deutlich geworden, daß die säkulare Näherung
die Dynamik konischer Durchschneidungen nur verfälscht wiedergibt. Be-
trachten wir nun also die eindimensionale Dichteverteilung der Tuningmo-
de ν6a bei der, wie eingangs erwähnt, eine stärkere Abhängigkeit von der
säkularen Näherung erwartet wird.

In Abbildung 5.22 sind die adiabatischen Dichteverteilungen der ener-
getisch (a) oberen und (b) unteren Potentialfläche der Tuningmode ν6a von
Pyrazin dargestellt. Die Ortskoordinate ist auf das Intervall [−7 . . . + 7] be-

4Die Ergebnisse mit säkularer Näherung wurden bereits in [73] veröffentlicht.
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Abbildung 5.21: Adiabatische Populationswahrscheinlichkeit des S2-
Zustandes (Pyrazin, ν10aν6a, ηk = ηt = η) (a) mit säkularer Näherung und (b)
ohne säkularer Näherung. Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie),
η = 0.003 (gepunktete Linie) und η = 0.015 (gestrichelte Linie).

schränkt Es wird der Zeitraum von 0 . . . 200 fs betrachtet. Die Dichtevertei-
lung in den Abbildungen ist auf eins normiert. Zum Zeitpunkt t = 0 befin-
det sich das gaußförmige Wellenpaket in der Gleichgewichtsgeometrie der
Tuningmode auf der oberen Fläche (a). Wie schon bei den adiabatischen Po-
pulationen befindet sich ein kleiner Teil der Dichte schon zu Beginn im adia-
batischen S1-Zustand. Dies rührt daher, daß der Anfangszustand nach Glei-
chung (3-83) auf Seite 45 im diabatischen Bild definiert ist, und der diabati-
sche S2-Zustand in beide adiabatischen Zuständen hineinmischt. Das Wel-
lenpaket bewegt sich zuerst zu negativen Ortswerten hin und entspricht da-
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Abbildung 5.22: Dichteverteilung der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν6a, ηk =
ηt = 0) ohne Dämpfung. Es sind der adiabatische S2-Zustand (oben) und
der adiabatische S1-Zustand (unten) dargestellt. Ortskoordinate (x-Achse):
−7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

mit einer Stauchung des Moleküls. Salopp formuliert, läuft das Wellenpa-
ket den Potentialwall „hinunter“ in Richtung Potentialminimum des adia-
batischen S2-Zustandes, bis es auf die konische Durchschneidung trifft und
fast quantitativ auf die untere Potentialfläche übergeht. Das Wellenpaket
erhält damit eine hohe Überschußenergie, sie sich in der hohen Schwin-
gungsanregung und damit verbundenen starken Auslenkung der Tuning-
mode im unteren adiabatischen Zustand äußert. Die Tuningmode ν6a hat
mit ωt = 0.074 eV eine Periodendauer von rechnerisch 56 fs. Nach jeweils
einer vollen Schwingungsperiode auf der unteren adiabatischen Potential-
fläche erreicht das Wellenpaket bei etwa 100 fs zum ersten Mal und bei etwa
150 fs zum zweiten Mal die konische Durchschneidung. Dort bevölkert es
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zum Teil wieder den angeregten S2-Zustand. Die Rekurrenzen stimmen mit
der rechnerisch ermittelten Periodendauer genau überein. Im unteren elek-
tronischen Zustand zerfällt das zu Beginn sehr kompakte Wellenpaket ab et-
wa 100 fs und verteilt sich über die angeregten Schwingungszustände.

In Abbildung 5.23 ist nun die Dynamik der Tuningmode mit Dämpfung

Abbildung 5.23: Dichteverteilung der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν6a, ηk =
ηt = 0.015) mit säkularer Näherung. Es sind der adiabatische S2-Zustand
(oben) und der adiabatische S1-Zustand (unten) dargestellt. Ortskoordinate
(x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

und säkularer Näherung und in Abbildung 5.24 ohne säkularer Näherung
dargestellt. Bereits nach den ersten 50 bis 60 fs fallen schon die Unterschiede
in der unteren adiabatischen Fläche auf. Die Höhe des Wellenpaketes an den
Umkehrpunkten der Schwingungsbewegung ist bei der Rechnung mit sä-
kularer Näherung signifikant geringer als bei der vollen Redfield-Rechnung.
Besonders an den Stellen 100 fs und 150 fs, bei denen auch mit Dämpfung Po-
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pulation in den S2-Zustand zurückfließt, tritt dies in Erscheinung. Sehr auf-
fällig ist weiterhin die Dynamik mit säkularer Näherung bei Zeiten größer
100 fs. Das Wellepaket wirkt im Vergleich zu den Ergebnissen ohne Nähe-
rung regelrecht „zerhackt“. Es hat seine ursprünglich kompakte Form prak-
tisch vollständig verloren. Die eigentliche Schwingungsbewegung ist nach
150 fs kaum noch zu erkennen. In der unteren Fläche von Abbildung 5.24
behält dagegen das Wellenpaket weitestgehend seine kompakte Form. Man

Abbildung 5.24: Dichteverteilung der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν6a, ηk =
etat = 0.015) ohne säkulare Näherung. Es sind der adiabatische S2-Zustand
(oben) und der adiabatische S1-Zustand (unten) dargestellt. Ortskoordinate
(x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

kann sogar sagen, daß sich die Amplitude der Schwingungsbewegung ge-
genüber dem ungedämpften Fall ein wenig vergrößert. Weiterhin weist die-
se Abbildung weniger Knoten auf, was mit einer höheren Kohärenz des Wel-
lenpaketes einhergeht.
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Für den adiabatischen S2-Zustand sind die Unterschiede nicht so aus-
geprägt. Dies dürfte an der insgesamt geringeren Schwingungsanregung
im oberen elektronischen Zustand liegen. Durch die geringere Anzahl an
bevölkerten Schwingungsniveaus, ist der Einfluß der Dämpfung und somit
auch der, durch die säkulare Näherung gemachte Fehler, auf die Dynamik
geringer.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daß die säkulare Näherung das
Wellenpaket, speziell seine Kohärenz, unphysikalisch „zerhackt“. Dies wird
besonders bei der Betrachtung der eindimensionalen Dichteverteilung deut-
lich. Die säkulare Näherung unterdrückt offensichtlich für die Dynamik re-
levante Prozesse, wie z. B. die starke Oszillation der Tuningmode bei größer
werdender Dämpfungen. Auch der in Abschnitt 3.8 auf Seite 40 angespro-
chene Symmetriebruch bezüglich der Kopplungsmode und seiner Ankopp-
lung ans Bad ist in der säkularen Näherung nicht zu sehen (hier als Abbil-
dung nicht gezeigt). Damit ist diese Näherung für die Beschreibung der dis-
sipativen Dynamik an konischen Durchschneidungen völlig ungeeignet. An
Modellsystemen mit einer Schwingungsmode und einem bzw. zwei elektro-
nischen Zuständen wurde im Hinblick auf kohärente Effekte in photobiolo-
gischen Prozessen der Einfluß der säkularen Näherung untersucht [57]. Die
dabei erhaltenen Ergebnisse decken sich vollständig mit den hier vorgestell-
ten. Somit kann die säkulare Näherung als zu grob bezeichnet werden. Sie
wird daher nicht verwendet.



VI

Zwei-Moden-Modell: Ethen-Kation

Als weiteres Zwei-Moden-Modell wird nun das Ethen-Kation betrachtet.
Speziell die Kombination aus Kopplungsmode ν4 und Tuningmode ν2 ist
hier von Interesse. Die Tuningmode ν1 spielt, wie anhand der adiabatischen
Populationsdynamik gezeigt wird, nur eine sekundäre Rolle, da bei ihr die
konische Durchschneidung energetisch sehr hoch liegt (vergleiche Abbil-
dung 2.2 auf Seite 19). Bei der Diskussion der Ergebnisse für das Pyrazin-
Modell wurden bereits Eigenschaften des Modells mit Ergebnissen der Dy-
namik kombiniert. Anhand des Ethen-Kation-Modells soll nun versucht
werden, Vorhersagen für den Verlauf der Dynamik zu treffen, und diese im
Vergleich zum Pyrazin zu diskutieren.

Markanter Unterschied zum Pyrazin ist die mit 1.9 eV mehr als doppelt
so große Energielücke des Ethen-Kations. Die Kopplungsmoden beider Mo-
delle haben eine vergleichbare Frequenz, während die Tuningmoden beim
Ethen-Kation wesentlich hochfrequenter sind. Schließlich fällt beim Betrach-
ten der Potentialkurven auf, daß das Minimum des unteren elektronischen
Zustands beim Ethen-Kation relativ weit von konischen Durchschneidung
entfernt liegt. Man sollte daher eine ähnliche Dynamik für die Tuningmode
ν2 des Ethen-Kations erwarten, wie es für die Tuningmode ν6a im Pyrazin
der Fall war. Aufgrund der beim Passieren der konischen Durchschneidung
frei werdenden höheren Überschußenergie und der wesentlich höheren Fre-
quenz der Tuningmode ν2 des Ethen-Kations, kann weiterhin eine Energie-
verteilung zwischen Kopplungs- und Tuningmode erwartet werden, wie es
bei der Kombination (ν10a ,ν1) im Pyrazin der Fall war.

6.1 Tuningmode ν2

Betrachten wir zuerst das Modell mit der Kopplungsmode ν4 und der Tu-
ningmode ν2 ausführlich. In Abbildung 6.1 sind (a) die diabatischen und
(b) die adiabatischen Populationswahrscheinlichkeiten mit und ohne Dämp-
fung (gleiche Dämpfung für beide Moden) gezeigt. Für die Dämpfungsstär-
ke η wurden die gleichen Werte gewählt wie für das Pyrazin.
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Abbildung 6.1: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen Ã-
Zustandes und (b) adiabatischen Ã-Zustandes des Ethen-Kations (ν4ν2, ηk =
ηt = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01 (gepunktete
Linie) und η = 0.03 (gestrichelte Linie).

Der initiale elektronische Zerfall ist beim Ethen-Kation nicht so stark
ausgeprägt wie beim Pyrazin. Nach etwa 50 fs sind im diabatischen Bild
deutlich mehr als 20% und im adiabatischen Bild noch etwa 15% der ur-
sprünglichen Population im angeregten elektronischen Zustand. Die Zer-
fallszeiten liegen jedoch mit 35 fs (diabatisch) und 25 fs (adiabatisch) im glei-
chen Bereich wie beim Pyrazin. Danach folgen ausgeprägte Rekurrenzen,
die im ungedämpften Fall um 0.5 (diabatisch) bzw 0.3 (adiabatisch) schwan-
ken. Wird die Dämpfung hinzugenommen, so erkennt man eine effiziente
Dämpfung der Rekurrenzen in der adiabatischen Population. Der Endwert



6.1 Tuningmode ν2 91

für die adiabatische Population liegt bei null (η = 0.03) während in der dia-
batischen Darstellung wieder langlebige harmonischen Oszillationen auftre-
ten. Mit etwa 20 fs Periodendauer entsprechen diese Oszillationen genau der
Schwingungsperiode der involvierten Tuningmode. Es sei darauf hingewie-
sen, daß in der diabatischen Darstellung sich diese Oszillationen nahtlos an
den elektronischen Zerfall anschließen. Diese Beobachtung wird der bei der
Diskussion des Ortserwartungswertes noch einmal aufgegriffen.

Für eine genauere Untersuchung des Einflusses der Dämpfung auf die
beiden Moden werden nun wieder Kopplungsmode und Tuningmode ge-
trennt voneinander gedämpft. In Abbildung 6.2 ist ausschließlich die Kopp-
lungsstärke ηk der Kopplungsmode, in Abbildung 6.3 die Kopplungsstärke
ηt der Tuningmode von null verschieden.

Im wesentlichen gibt es in diesen Populationskurven keine Unterschie-
de, auch wenn sich die Amplituden der Oszillationen in der diabatischen
Darstellung ein wenig unterscheiden. Der Endwert für die adiabatische Po-
pulation bei reiner Dämpfung der Kopplungsmode liegt im Vergleich zur
Dämpfung der Tuningmode etwas höher. Offensichtlich reagieren beide Mo-
den gleich empfindlich auf den Einfluß des Bades, ganz im Gegensatz zum
Pyrazin-Modell, in dem die Kopplungsmode die wichtigere Rolle gespielt
hat. Allerdings wurde dort auch schon gezeigt, daß die höher frequente Tu-
ningmode ν1 deutlich mehr Einfluß auf die Dämpfung des Gesamtsystems
hätte. Damit liegt es nahe, die hohe Eigenfrequenz der Tuningmode ν2 für
diese Beobachtung verantwortlich zu machen.

Betrachten wir im nächsten Schritt die Ortserwartungswerte der Tu-
ningmode, die uns Auskunft über das kohärente Schwingungsverhalten des
Wellenpaketes geben. Abbildung 6.4 zeigt die Ortserwartungswerte bei glei-
cher Dämpfung für Kopplungs- und Tuningmode. In den Abbildungen 6.5
und 6.6 wurden dann wieder Kopplungsmode und Tuningmode getrennt
gedämpft.

Das Maximum der positiven Auslenkung entlang der Ortskoordinate
wird erst mit der zweiten Schwingungsperiode erreicht. Dies folgt aus den
Potentialkurven für ν2 (siehe Abbildung 2.2 auf Seite 19). Bereits in den Orts-
erwartungswerten der höher frequenten Tuningmode ν1 des Pyrazins zeich-
nete sich eine derartige Dynamik ab. Je kürzer die Schwingungsperiode der
betrachteten Tuningmode ist, desto stärker scheint sie den initialen elektro-
nischen Zerfall zu beeinflussen. Dies ist eindrucksvoll an den sehr früh ein-
setzenden Oszillationen in der diabatischen Populationswahrscheinlichkeit
zu sehen (vergleiche Abbildung 5.9 auf Seite 70 und Abbildung 6.1). Die Dy-



92 6. Zwei-Moden-Modell: Ethen-Kation

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Po
pu

la
tio

n

a)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Po
pu

la
tio

n

Zeit/fs

b)

Abbildung 6.2: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen Ã-
Zustandes und (b) adiabatischen Ã-Zustandes des Ethen-Kations (ν4ν2, ηt =
0). Kopplungsstärke ηk = 0 (durchgezogene Linie), ηk = 0.01 (gepunktete
Linie) und ηk = 0.03 (gestrichelte Linie).

namik wird dadurch komplizierter, und von einem bimodalen Dephasing
der Schwingung, wie es bei der Tuningmode ν6a im Pyrazin der Fall war,
kann nicht mehr gesprochen werden. Nach 70 fs setzt sich dann der Einfluß
der Dämpfung durch, und es kann eine Zeitkonstante für den Zerfall der
Schwingungsbewegung von mehreren 100 fs bestimmt werden. Alle Abbil-
dungen zeigen eine Zunahme der Schwingungsamplitude von ν2 bei stärker
werdender Dämpfung. Bei ausschließlicher Dämpfung der Kopplungsmode
(Abbildung 6.5) scheint die Schwingungsbewegung von ν2 geringfügig aus-
geprägter, als es bei der reinen Dämpfung der Tuningmode zu sehen ist (Ab-
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Abbildung 6.3: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen Ã-
Zustandes und (b) adiabatischen Ã-Zustandes des Ethen-Kations (ν4ν2, ηk =
0). Kopplungsstärke ηt = 0 (durchgezogene Linie), ηt = 0.01 (gepunktete Li-
nie) und ηt = 0.03 (gestrichelte Linie).

bildung 6.6). Dies steht im Einklang mit dem Verhalten der Tuningmode ν6a
im Pyrazin-Beispiel. Auch wenn zuletzt genannter Effekt nur sehr schwach
ausgeprägt ist, bestätigt die kohärente Bewegung des Wellenpaketes die ein-
gangs gemachte Voraussage. Offensichtlich kann das Wellenpaket, wenn es
sich auf der unteren Fläche weit genug von der konischen Durchschneidung
entfernen kann und die Rekurrenzen auf der oberen elektronischen Poten-
tialfläche durch Dämpfung effizient unterdrückt werden, fast ungestört im
unteren adiabatischen Zustand oszillieren.

Zum Schluß sollen noch die eindimensionalen Dichteverteilungen für
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Abbildung 6.4: Ortserwartungswert der Tuningmode ν2 (Ethen-Kation, ν4ν2,
ηk = ηt = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01
(gepunktete Linie) und η = 0.03 (gestrichelte Linie).

die Kopplungsmode ν4 (Abbildung 6.7) und die Tuningmode ν2 (Abbildung
6.8) mit und ohne Dämpfung diskutiert werden. Aufgrund der sehr flachen
Potentialkurve der Kopplungsmode mußte der Ausschnitt für die Ortskoor-
dinate zwischen -10 und 10 gewählt werden. Der betrachtete Zeitraum liegt
auch hier zwischen 0 und 200 fs. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit, aufge-
tragen längs die z-Achse, ist in beiden Abbildungen auf eins normiert.

Bevor das Wellenpaket die obere adiabatische Fläche verläßt, wird es in
Richtung der Kopplungsmode stark zusammengepreßt, dem oberen Poten-
tialtopf in Abbildung 2.2 auf Seite 19 entsprechend. Die Dichteverteilung des
oberen Zustandes zeigt weiterhin recht eindrucksvoll, daß die Rekurrenzen
effizient unterdrückt werden. Für den unteren adiabatischen Zustand ergibt
sich für die Kopplungsmode ein ähnliches Bild wie beim Pyrazin (ν10aν6a).
Nach etwas weniger als einer Schwingungsperiode geht die Kohärenz des
Wellenpaketes in der Kopplungsmode verloren. Nach etwa 50 bis 75 fs findet
praktisch eine gleichmäßige unspezifische Verteilung der Schwingungsener-
gie (Dekohärenz) statt.

Bei der Dichteverteilung der Tuningmode wird die ebenfalls effiziente
Unterdrückung der Rekurrenzen deutlich. Man erkennt zusätzlich den rapi-
den elektronischen Zerfall zu Anfang der Dynamik, der nach etwa zwei bis
drei Schwingungsperioden abgeschlossen ist. Zu erkennen ist dies auch an
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Abbildung 6.5: Ortserwartungswert der Tuningmode ν2 (Ethen-Kation, ν4ν2,
ηt = 0). Kopplungsstärke ηk = 0 (durchgezogene Linie), ηk = 0.01 (gepunkte-
te Linie) und ηk = 0.03 (gestrichelte Linie).

der anfänglichen Zunahme der Schwingungsamplitude, wie es schon beim
Ortserwartungswert diskutiert wurde. Danach verteilt sich das Wellenpaket
über die Schwingungsniveaus innerhalb der Tuningmode und verliert seine
zu Anfang sehr kompakte Form. Dies entspricht dem Verlust der Phasenko-
härenz, der jedoch bei der Tuningmode wiederum etwas später einsetzt als
bei der Kopplungsmode. Wird die Dämpfung hinzugenommen, so bleibt die
kompakte Form erhalten und die gedämpfte harmonische Bewegung eines
Wellenpaketes wird sichtbar.

Offensichtlich wird die Form des Wellenpaketes besser erhalten, wenn
es sich aufgrund der Dämpfung dem Einflußbereich der konischen Durch-
schneidung entzieht. Diese Ergebnisse unterstreichen die besondere Rol-
le von konischen Durchschneidungen in der Relaxationsdynamik. Die Dy-
namik ist anders als bei gewöhnlicher Dissipation, deren Effekte teilweise
durch die konische Durchschneidung unterdrückt werden können.

6.2 Tuningmode ν1

Abbildung 6.9 soll den sehr geringen Anteil der Tuningmode ν1 an der Ge-
samtdynamik des Zwei-Moden-Beispiels demonstrieren. Man erkennt prak-
tisch keinen elektronischen Zerfall, statt dessen Fluktuationen der adiabati-
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Abbildung 6.6: Ortserwartungswert der Tuningmode ν2 (Ethen-Kation, ν4ν2,
ηk = 0). Kopplungsstärke ηt = 0 (durchgezogene Linie), ηt = 0.01 (gepunkte-
te Linie) und ηt = 0.03 (gestrichelte Linie).

schen Populationswahrscheinlichkeit um einen Wert von 0.9. Dies liegt an
der energetisch sehr ungünstigen Lage der konischen Durchschneidung in
der Mode ν1. Das Wellenpaket, welches ebenfalls durch einen Deltapuls auf
die obere elektronische Fläche an die Stelle Q1 = 0 gebracht wird, besitzt
nicht genügend Energie, um die Durchschneidung im nennenswerten Ma-
ße, außer durch Tunneleffekte, zu erreichen.

6.3 Absorptionsspektrum

In Abbildung 6.10 ist das berechnete Ã-Absorptionsspektrum für das Ethen-
Kation mit zwei Moden (ν2 und ν4) dargestellt. Die Badkopplung η wurde
bei beiden Moden gleich zu 0.05 gewählt. Auch hier wird, wie beim Zwei-
Moden-Fall für das Pyrazin, das Absorptionsspektrum im Vergleich mit
dem Experiment nur unvollständig wiedergegeben (vergleiche [69]). Prin-
zipiell ist eine gewisse Breite des Absorptionsspektrums zu erkennen, al-
lerdings fehlen eindeutig die Absorptionslinien mindestens einer weiteren
Mode.
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Abbildung 6.7: Dichteverteilung der Kopplungsmode ν4 mit und ohne Dämp-
fung (Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = ηt = η). η = 0 (links) und η = 0.03 (rechts).
Dargestellt sind die adiabatischen Zustände Ã (oben) und X̃ (unten). Ortsko-
ordinate (x-Achse): −10 . . . 10, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs
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Abbildung 6.8: Dichteverteilung der Tuningmode ν2 mit und ohne Dämpfung
(Ethen-Kation, ν4ν2, ηk = ηt = η). η = 0 (links) und η = 0.03 (rechts). Darge-
stellt sind die adiabatischen Zustände Ã (oben) und X̃ (unten). Ortskoordinate
(x-Achse): −10 . . . 10, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs
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Abbildung 6.9: Populationswahrscheinlichkeit des adiabatischen Ã-
Zustandes des Ethen-Kations (ν4ν1, ηk = ηt = η). Kopplungsstärke
η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01 (gepunktete Linie) und η = 0.03
(gestrichelte Linie).
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Abbildung 6.10: Berechnetes Ã-Absorptionsspektrum (Ethen-Kation, ν4ν2,
ηk = ηt = 0.05).





VII

Drei-Moden-Modell: Pyrazin

Zur abschließenden Demonstration der Möglichkeiten der hier vorgestellten
Methodik zur Berechnung dissipativer Effekte an konischen Durchschnei-
dung soll Pyrazin als dreidimensionales Problem behandelt werden. Sämt-
liche bis jetzt betrachteten zweidimensionalen Probleme stellen numerisch
kaum eine Herausforderung an die verwendete Computerhardware dar. In
Abschnitt 3.9 auf Seite 43 wurde auf die technischen Aspekte der nume-
rischen Methoden kurz eingegangen. Für das Drei-Moden-Problem wurde
eine diabatische Produktbasis von 12800 Basisfunktionen verwendet. Der
Speicherbedarf liegt damit bei etwa 4 GB und die Rechenzeit betrug etwa 5
Tage für 500 Propagationsschritte auf einem Compaq Alpha Vier-Prozessor-
System (8 GB shared memory, ev6, 667MHz). Damit kann ein Drei-Moden-
Modell als ein mit begrenztem Aufwand rechenbares Problem gelten.

7.1 Diskussion der Dynamik

Die Dynamik des Drei-Moden-Modells ergibt sich nicht einfach aus der Dy-
namik der bisher betrachteten Zwei-Moden-Modelle. Dies liegt einerseits an
der Absenkung des Minimums der Durchschneidungsfläche durch jede wei-
tere Tuningmode [26], andererseits an der Vergrößerung des Phasenraums.
Dennoch sollten sich die beiden Tuningmoden in ihrer einzelnen Dynamik
immer noch unterscheiden und auch in den eindimensionalen Dichtever-
teilungen sollte man die zuvor diskutierten Effekte wiederfinden. Der Ein-
fachheit halber beschränken wir uns hier auf eine für alle beteiligten Moden
gleich starke Kopplung an das Bad, mit den Dämpfungsstärken η = 0.01
und η = 0.05.

Abbildung 7.1 zeigt die (a) diabatischen und (b) adiabatischen Popu-
lationen für den oberen Zustand. Wie erwartet sind die ersten 50 bis 70 fs
der Dynamik unbeeinflußt von der Dämpfung. Aufgrund des größeren Pha-
senraums zeigt sich eine Geschwindigkeitszunahme im Zerfall der elektroni-
schen Population sowohl im adiabatischen als auch im diabatischen Bild. Die
besonders starke Rekurrenz aus der Kombination ν10a und ν1 bei 100 fs ist



102 7. Drei-Moden-Modell: Pyrazin

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Po
pu

la
tio

n

a)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Po
pu

la
tio

n

Zeit/fs

b)

Abbildung 7.1: Populationswahrscheinlichkeit des (a) diabatischen S2-
Zustandes und (b) adiabatischen S2-Zustandes von Pyrazin (ν10aν1ν6a, ηk =
η1 = η2 = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01 (ge-
punktete Linie) und η = 0.05 (gestrichelte Linie).

zumindest im diabatischen Bild erhalten geblieben. Auch eine Zunahme der
Oszillation zwischen den diabatischen Zuständen mit zunehmender Dämp-
fung ist zu erkennen. Die adiabatische Population zeichnet sich durch eine
noch effizientere Relaxation in den S1-Zustand aus, als es für zwei Moden
der Fall war. Bereits nach 40 fs ist der obere Zustand quantitativ entvölkert.
Die danach auftretenden Rekurrenzen werden schließlich ab 200 fs quantita-
tiv durch Dämpfung unterdrückt.

Betrachtet man in Abbildung 7.2 und Abbildung 7.3 die Ortserwar-
tungswerte für die Tuningmoden ν6a und ν1, so fällt neben ihren verschie-
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Abbildung 7.2: Ortserwartungswert der Tuningmode ν6a (Pyrazin, ν10aν1ν6a,
ηk = η1 = η2 = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01
(gepunktete Linie) und η = 0.05 (gestrichelte Linie).

denen Frequenzen direkt ihr prinzipiell andersartiges Verhalten hinsichtlich
der Dämpfung auf. Für die Tuningmode ν6a ergibt sich nach einem anfäng-
lichem Verlust der Schwingungskohärenz in den ersten 200 fs eine Zunahme
der Schwingungsamplitude mit steigender Dämpfung. Für die höher fre-
quente Mode ν1 liegt der Phasenzerfall auf einer Zeitskala von etwa 300 fs
und wird durch Hinzunahme der Dämpfung sogar noch verstärkt.

Schließlich sind in den Abbildungen 7.4, 7.5 und 7.6 die eindimensio-
nalen Dichteverteilungen der drei Moden für beide Zustände mit und ohne
Dämpfung dargestellt. Für die Ortskoordinaten wurden hier, wie bei den
Zwei-Moden-Beispielen von Pyrazin, der Bereich [−7 . . . 7] gewählt. Der be-
trachte Zeitraum reicht von 0 bis 200 fs, und die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit ist für alle Abbildungen auf eins normiert.

Allen Abbildungen gemeinsam ist das quantitative Verlassen der obe-
ren adiabatischen Fläche, sobald das Wellenpaket die konische Durchschnei-
dung nach einer wenige Femtosekunden dauernden Bewegung trifft. Die
im ungedämpften Fall bei 100 und 180 fs noch sichtbaren Rekurrenzen ver-
schwinden bei Berücksichtigung der Dämpfung fast völlig. Die Bewegung
des Wellenpaketes in den Tuningmoden auf der unteren adiabatischen Flä-
che entspricht der in den Zwei-Moden-Fällen, mit der Einschränkung, daß
wie schon bei den Ortserwartungswerten, die Amplitude der Bewegung
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Abbildung 7.3: Ortserwartungswert der Tuningmode ν1 (Pyrazin, ν10aν1ν6a,
ηk = η1 = η2 = η). Kopplungsstärke η = 0 (durchgezogene Linie), η = 0.01
(gepunktete Linie) und η = 0.05 (gestrichelte Linie).

deutlich abgenommen hat. Dies ist leicht einsichtig, wenn man sich klar
macht, daß die elektronische Überschußenergie nun auf drei Moden, statt
auf zwei verteilt werden kann. Dies bedingt weiterhin, daß das Wellenpa-
ket besser im unteren Zustand gehalten werden kann, da es in den einzelnen
Moden nicht mehr genügend Schwingungsenergie besitzt, um die konischen
Durchschneidung zu erreichen und damit die obere adiabatische Fläche wie-
der zu bevölkern.

Auch anhand der Darstellung der Kopplungsmode wird eine geringere
Anregung deutlich, da sich um die Gleichgewichtsgeometrie eine hohe Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit erkennbar ist. Insgesamt erscheinen die Dichte-
verteilungen der Tuningmoden im gedämpften Fall auch zu längeren Zeiten
kompakter, ihre Amplituden variieren nicht so stark. Dies läßt, nachdem das
Wellenpaket die Durchschneidung passiert hat, auf eine kohärente harmoni-
sche Schwingung schließen.

7.2 Absorptionsspektrum

In Abbildung 7.7 sind das experimentelle und das mit dem Drei-Moden-
Modell berechnete S2-Absorptionsspektrum von Pyrazin dargestellt. Die
Badkopplung η wurde für alle Moden zu 0.05 gewählt. Das in Abbildung 7.7
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Abbildung 7.4: Dichteverteilung der Kopplungsmode ν10a mit und ohne
Dämpfung (Pyrazin, ν10aν1ν6a, ηk = η1 = η2 = η). η = 0 (links) und η = 0.03
(rechts). Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten).
Ortskoordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

unten gezeigte theoretische Spektrum wurde ohne die Annahme zusätzli-
cher Verbreiterungsmechanismen (reines optisches Dephasing [112, 120]) er-
halten.

Man erkennt eine wenig strukturierte breite Absorptionsbande, die dem
experimentellen Spektrum bereits sehr nahe kommt. Prinzipiell repräsen-
tiert die Breite des Absorptionsspektrums die ultraschnellen Zerfallsprozes-
se im Bereich von wenigen Femtosekunden. Die zum einen diffuse Struktur
des Spektrums und zum anderen die unregelmäßigen Abstände der noch
sichtbaren Banden zeigen auf das Deutlichste, daß dieses Spektrum nicht in
der Näherung harmonischer Oszillatoren hätte berechnet werden können.
Hier wird erneut die wichtige Rolle starker nicht-adiabatischer Effekte deut-
lich.

Der Vergleich mit dem experimentellen Spektrum dient als guter An-
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Abbildung 7.5: Dichteverteilung der Tuningmode ν6a mit und ohne Dämp-
fung (Pyrazin, ν10aν1ν6a, ηk = η1 = η2 = η). η = 0 (links) und η = 0.03
(rechts). Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten).
Ortskoordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs

haltspunkt, für die Wahl der Badkopplungsparameter η. Der Wert η = 0.05
entspricht einer System-Bad-Kopplung, die hinreichend schwach ist, um die
Gültigkeit von Störungstheorie und Markoff-Näherung zu gewährleisten.
Zumindest für das Beispiel des Pyrazin-Modells können wir schließen, daß
die in dieser Arbeit betrachteten System-Bad-Kopplungen in etwa der Reali-
tät entsprechen.
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Abbildung 7.6: Dichteverteilung der Tuningmode ν1 mit und ohne Dämpfung
(Pyrazin, ν10aν1ν6a, ηk = η1 = η2 = η). η = 0 (links) und η = 0.03
(rechts). Dargestellt sind die adiabatischen Zustände S2 (oben) und S1 (unten).
Ortskoordinate (x-Achse): −7 . . . 7, Zeitkoordinate (y-Achse): 0 . . . 200 fs
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Abbildung 7.7: S2-Absorptionsspektrum (Pyrazin, ν10aν1ν6a, ηk = η1 =
η2 = 0.05). Oben experimentelles Spektrum [146] und unten das berechnete
Spektrum.



VIII

Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein Modell zur Beschreibung der ultraschnellen Dynamik an
konischen Durchschneidungen unter Berücksichtigung der Kopplung an
eine dissipative Umgebung vorgestellt und seine Möglichkeiten an den
Beispielen Pyrazin und Ethen-Kation demonstriert. Die vollen Redfield-
Gleichungen ohne Einführung der säkularen Näherung wurden für Systeme
mit bis zu drei stark gekoppelten Schwingungsfreiheitsgraden implemen-
tiert und gelöst. Durch Abschneiden der Eigenzustandsbasis des System-
Hamilton-Operators konnte die Dimension des Problems verringert werden.
Der Rechenaufwand für die numerische Lösung der Redfield-Gleichungen
blieb damit in einem vertretbaren Rahmen. Damit steht nun ein universell
einsetzbares Werkzeug zur Verfügung, das auf viele chemische Systeme an-
wendbar ist. Es wurde dabei gezeigt, daß die säkulare Näherung zur Be-
schreibung dieser ultraschnellen Zerfallsprozesse ungeeignet ist.

Dieses Verfahren gibt die Möglichkeit, sowohl die Definition des an-
gekoppelten Bades durch diverse Badfunktionen und Badparameter wie
„cutoff“-Frequenz, Temperatur oder die Badkopplung zu variieren. Speziell
bei den hier untersuchten chemischen Systemen Pyrazin und Ethen-Kation
zeigte sich, daß Badtemperatur und „cutoff“-Frequenz der Badoszillatoren
nur eine untergeordnete Rolle spielen. Daher wurde lediglich der Einfluß
der Stärke der Badkopplung systematisch untersucht.

Prinzipiell konnte durch die Einführung der Dissipation eine quanti-
tative Entleerung des angeregten S2-Zustandes beim Pyrazin, bzw. des Ã-
Zustandes beim Ethen-Kation, auf einer Femtosekunden-Zeitskala demons-
triert werden. Die Betrachtung der Ortserwartungswerte und der eindimen-
sionalen Dichteverteilungen im Ortsraum lieferten tiefere Einblicke in die
Bewegung des Wellenpaketes im Einflußbereich der konischen Durchschnei-
dung. Dabei zeigte sich am Beispiel von Pyrazin, daß sich die beiden Tu-
ningmoden ν1 und ν6a in ihrer Dynamik deutlich unterscheiden. Als Grund
konnte hierfür die besondere Lage der konischen Durchschneidung in bezug
auf die Minima in den Potentialkurven der beiden Tuningmoden identifi-
ziert werden. Für die Tuningmode ν6a liegt dieses Minimum weiter von der
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konischen Durchschneidung entfernt als für die Tuningmode ν1. Je weiter
das Wellenpaket sich von der konischen Durchschneidung entfernen kann,
und je stärker die Kopplungsmode durch das Bad gedämpft wird, desto un-
gestörter kann sich das Wellenpaket bewegen. Eine entsprechende Voraussa-
ge für die Dynamik am Ethen-Kation-Modell konnte bestätigt werden.

Als Demonstration der technischen Machbarkeit wurde eine Rechnung
für das Pyrazin-Modell mit drei gedämpften Moden durchgeführt. Bei die-
sem Modell zeigen die beiden Tuningmoden ebenfalls das erwähnte unter-
schiedliche Verhalten. Das Modell zeigt zusätzlich eine quantitative Relaxa-
tion des angeregten S2-Zustand in den S1-Zustand und eine effiziente Un-
terdrückung der im ungedämpften Fall auftretenden Rekurrenzen. Beides
zusammengenommen führt in den berechneten Absorptionsspektren zu der
für den S2-Zustand von Pyrazin charakteristischen breiten und unstruktu-
rierten Bandenform. Dies war bis jetzt nur mit einer zusätzlichen phänome-
nologischen Zerfallskonstante oder mit einer vollen 24-Moden-Rechnung er-
reicht worden.

Die hier gewonnenen Ergebnisse hinsichtlich der Unterschiede im dy-
namischen Verhalten einzelner Schwingungsmoden unterstreichen die be-
sondere Rolle der konischen Durchschneidung in der Relaxationsdynamik.
Man erkennt ein Wechselspiel aus vibronischer Kopplung und Dissipati-
on, die einen gleichgerichteten Einfluß auf die Dämpfung des Systems ha-
ben können, aber nicht müssen. Diese Effekte sind mit herkömmlichen ge-
dämpften harmonischen Oszillatoren ohne vibronische Kopplung nicht zu
beschreiben.

Das vorgestellte Modell ist prinzipiell, aufgrund seiner möglichst allge-
mein gehaltenen Definition, auf zahlreiche photochemische Problemstellun-
gen anwendbar. Speziell für die Simulation von Photoisomerisierung und
Photodissoziation, die z. B. bei der Photodynamik von Doppelbindungen ei-
ne große Rolle spielen, kann der Hamilton-Operator entsprechend erweitert
werden [111]. Bei der Photodissoziation wird es nötig, den Redfield-Operator
in die Ortsdarstellung zu transformieren, da für dissoziative Systeme die Ei-
genzustandsbasis des gebundenen Moleküls keine passende Darstellung ist.
Weiterhin ist es möglich, z. B. mit einem Modell der konstanten Kopplung
zwischen diabatischen Zuständen, ultraschnelle Elektrontransfer-Prozesse
zu studieren [142]. Auch die Anfangsbedingungen für die Dynamik des Wel-
lenpaketes lassen sich variieren. So kann man das initiale Wellenpaket mit
einem zusätzlichen Impuls versehen, um es gezielt zu der konischen Durch-
schneidung hin oder von ihr weg zu führen. Damit sollten sich interessante
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Einblicke in die Reaktionsdynamik spezieller Systeme gewinnen lassen, wie
es bereits für Elektronentransferprozesse in [56] untersucht wurde.

Neben der Absorptionsspektroskopie können mit den vorliegenden
numerischen Methoden auch nichtlineare und transiente Spektren si-
muliert werden [26, 55, 143]. Im speziellen sind dabei zu nennen: die
Femtosekunden-„pump-probe“-Spektroskopie, die zeitaufgelöste Fluores-
zenz und die Femtosekunden-Photoelektronen-Spektroskopie. Diese spek-
troskopischen Methoden stellen ein allgemeines Werkzeug zur Analyse der
Relaxationsdynamik angeregter Zustände in Molekülen dar. Durch den Ver-
gleich der theoretisch erhaltenen Spektren mit den experimentellen Signalen
wird sich ein tieferer Einblick in die ultraschnellen Zerfallsprozesse großer
Moleküle ergeben.





A

Mathematischer Anhang

A.1 Die Redfield-Gleichungen

Im folgenden sollen die Redfield-Gleichungen abgeleitet werden. Aus-
gangspunkt ist die Bewegungsgleichung für ρSI einschließlich der Markoff-
Näherung (Gleichung (3-57) auf Seite 35):

ρ̇(t)SI = − 1

h̄2 ∑
ij

∞∫
0

dt′′
{

[O(t)i , O(t − t′′)jρ(t)SI ]〈P(t′′)iPj〉

−[O(t)i , ρ(t)SIO(t − t′′)j]〈PjP(t′′)i〉
}

.

(A-1)

Durch Einführung der Eigenzustände |k〉,|l〉,|m〉 und |n〉 des System-
Hamiltons HS, die die Vollständigkeitsrelation erfüllen,

∑
k
|k〉〈k| = 1 , (A-2)

und Ausschreiben der Kommutatoren, erhält man folgende Gleichung:

ρ̇(t)SI = ∑
klmn

{
− 1

h̄2 ∑
ij

∞∫
0

dt′′
{
|m〉〈m|O(t)i|k〉〈k|l〉〈l|O(t − t′′)j|n〉〈n|ρ(t)SI

− |l〉〈l|O(t − t′′)j|n〉〈n|ρ(t)SI |m〉〈m|O(t)i|k〉〈k|
}
〈P(t′′)iPj〉

+
1

h̄2 ∑
ij

∞∫
0

dt′′
{
|m〉〈m|O(t)i|k〉〈k|ρ(t)SI |l〉〈l|O(t − t′′)j|n〉〈n|

− ρ(t)SI |l〉〈l|O(t − t′′)j|n〉〈n|m〉〈m|O(t)i|k〉〈k|
}
〈PjP(t′′)i〉

}
.

(A-3)

Da Eigenzustände des System-Hamilton-Operators betrachtet werden, kann
mit Gleichung (3-6) auf Seite 22 und Gleichung (3-47) auf Seite 32 jeder
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System-Operator O(t) wieder in das Schrödinger-Bild überführt werden,
z. B.:

〈m|O(t)i|k〉 = 〈m|e
i
h̄ HSt Oi e−

i
h̄ HSt|k〉

= 〈m|e
i
h̄ Emt Oi e−

i
h̄ Ekt|k〉

= 〈m|Oi|k〉 · e
i
h̄ (Em−Ek)t ,

(A-4)

so daß man zeitunabhängige Matrixelemente 〈m|Oi|k〉, die aus dem Integral-
kern in Gleichung (A-3) herausgezogen werden können und einen zeitab-
hängigen Exponentialterm, der im Integralkern verbleibt, erhält.

ρ̇(t)SI =− ∑
klmn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈m|Oi|k〉〈l|Oj|n〉

∞∫
0

dt′′
{
|m〉e

i
h̄ (Em−Ek)t〈k|

|l〉e
i
h̄ (El−En)(t−t′′)〈n|ρ(t)SI〈P(t′′)iPj〉

}}

+ ∑
klmn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈l|Oj|n〉〈m|Oi|k〉

∞∫
0

dt′′
{
|l〉e

i
h̄ (El−En)(t−t′′)〈n|

ρ(t)SI |m〉e
i
h̄ (Em−Ek)t〈k|〈P(t′′)iPj〉

}}

+ ∑
klmn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈m|Oi|k〉〈l|Oj|n〉

∞∫
0

dt′′
{
|m〉e

i
h̄ (Em−Ek)t〈k|

ρ(t)SI |l〉e
i
h̄ (El−En)(t−t′′)〈n|〈PjP(t′′)i〉

}}

− ∑
klmn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈l|Oj|n〉〈m|Oi|k〉

∞∫
0

dt′′
{

ρ(t)SI |l〉e
i
h̄ (El−En)(t−t′′)〈n|

|m〉e
i
h̄ (Em−Ek)t〈k|〈PjP(t′′)i〉

}}
.

(A-5)

Im ersten und letzten der vier Summanden fällt je eine Summation aufgrund
der Orthogonalität der Eigenzustände weg. Beim ersten Summanden ergibt
sich ein δkl (Kronecker-Symbol) und beim vierten Summanden ergibt sich ein
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δnm. Faßt man nun noch alle Exponentialterme weitestgehend zusammen
und zieht alle Faktoren, die nicht von der Integrationsvariablen t′′ abhängig
sind, vor das Integral, so ergibt sich:

ρ̇(t)SI =− ∑
k mn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈m|Oi|k〉〈k|Oj|n〉|m〉〈n|ρ(t)SIe

i
h̄ (Em−Ek+Ek−En)t

·
∞∫

0

dt′′
{

e−
i
h̄ (Ek−En)t′′ 〈P(t′′)iPj〉

}}

+ ∑
klmn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈l|Oj|n〉〈m|Oi|k〉|l〉〈n|ρ(t)SI |m〉〈k|e

i
h̄ (Em−Ek+El−En)t

·
∞∫

0

dt′′
{

e−
i
h̄ (El−En)t′′ 〈P(t′′)iPj〉

}}

+ ∑
klmn

{
1

h̄2 ∑
ij
〈m|Oi|k〉〈l|Oj|n〉|m〉〈k|ρ(t)SI |l〉〈n|e

i
h̄ (Em−Ek+El−En)t

·
∞∫

0

dt′′
{

e−
i
h̄ (El−En)t′′ 〈PjP(t′′)i〉

}}

− ∑
klm

{
1

h̄2 ∑
ij
〈l|Oj|m〉〈m|Oi|k〉ρ(t)SI |l〉〈k|e

i
h̄ (El−Em+Em−Ek)t

·
∞∫

0

dt′′
{

e−
i
h̄ (El−En)t′′ 〈PjP(t′′)i〉

}}
.

(A-6)

In Gleichung (A-6) sind die vier Summen voneinander unabhängig, was
bedeutet, daß die Summationsindizes beliebig austauschbar sind. Weiter-
hin handelt es sich bei allen Termen in Gleichung (A-6) außer ρ̇(t)SI und
ρ(t)SI um Matrixelemente, also Zahlen, so daß sie mit den „Bras“ und
„Kets“ vertauscht werden können. Durch Wechsel der Indizes in den vier
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Summen:

1. Summe: m → m′ , n → n′

2. Summe: k → m, l → m′ , m → n, n → n′

3. Summe: k → n′ , l → n, m → m′ , n → m

4. Summe: k → m, l → m′ , m → k ,

sowie der Multiplikation der gesamten Gleichung mit |m〉 von rechts und
〈m′| von links, ergibt sich:

〈m′|ρ̇(t)SI |m〉 =−∑
n′n

〈n′|ρ(t)SI |n〉∑
k

δmn Γ+
m′kkn′ e−

i
h̄ (Em′−Ek+Ek−E′

n)t

+ ∑
n′n

〈n′|ρ(t)SI |n〉 Γ+
nmm′n′ e−

i
h̄ (Em′−En′+Em−En)t

+ ∑
n′n

〈n′|ρ(t)SI |n〉 Γ−nmm′n′ e−
i
h̄ (Em′−En′+Em−En)t

−∑
n′n

〈n′|ρ(t)SI |n〉∑
k

δm′n′ Γ−nkkm e−
i
h̄ (En−Ek+Ek−Em)t

(A-7)

mit

Γ+
nmm′n′ =

1

h̄2 ∑
ij
〈n|Oi|m〉〈m′|Oj|n′〉

∞∫
0

dt′′e−
i
h̄ (Em′−En′ )t′′ 〈P(t′′)iPj〉 (A-8)

Γ−nmm′n′ =
1

h̄2 ∑
ij
〈n|Oj|m〉〈m′|Oi|n′〉

∞∫
0

dt′′e−
i
h̄ (En−Em)t′′ 〈PjP(t′′)i〉 . (A-9)

Durch Einführen des sogenannten Redfield-Tensors Rm′mn′n:

Rm′mn′n = −∑
k

δmnΓ+
m′kkn′ + Γ+

nmm′n′ + Γ−nmm′n′ −∑
k

δm′n′Γ−nkkm (A-10)

erhält man schließlich die Redfield-Gleichung:

〈m′|ρ̇(t)SI |m〉 = ∑
n′n

〈n′|ρ(t)SI |n〉 · Rm′mn′n · e
i
h̄ (En−Em+Em′−En′ )t . (A-11)

Erneutes Anwenden der Gleichung (3-47) auf Seite 32 und Gleichung (3-6)
auf Seite 22 transformiert ρ̇(t)SI und ρ(t)SI zurück ins Schrödinger-Bild:

∂

∂t

(
e

i
h̄ Em′ t〈m′|ρ̇(t)S|m〉 e−

i
h̄ Emt

)
= ∑

n′n
e

i
h̄ En′ t〈n′|ρ(t)SI |n〉e−

i
h̄ Ent

· Rm′mn′n · e
i
h̄ (En−Em+Em′−En′ )t .

(A-12)
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Durch Bildung der Ableitung und kleinerer Umformungen fallen alle Expo-
nentialterme weg und man erhält:

〈m′|ρ̇(t)S|m〉 = − i
h̄
(Em′ − Em)〈m′|ρ(t)S|m〉+ ∑

n′n
〈n′|ρ(t)S|n〉 · Rm′mn′n .

(A-13)
Mit Gleichung (3-6) auf Seite 22 kann Gleichung (A-13) verallgemeinert
werden und es ergibt sich die in der Literatur übliche Form für die Redfield-
Gleichungen im Schrödinger-Bild [8]:

〈m′|ρ̇(t)S|m〉 = − i
h̄
〈m′|[HS , ρ(t)S]|m〉+ ∑

n′n
〈n′|ρ(t)S|n〉 · Rm′mn′n . (A-14)

A.2 Berechnung der Redfield-Tensor-Elemente

Für die explizite Darstellung der Kopplung ans Bad mit der Definition der
Wechselwirkung aus Abschnitt 3.8 auf Seite 40:

V =
{
∑

j
gj(a†bj + ab†

j )
}(1 0

0 1

)
(A-15)

müssen die Integrale in Gleichung (A-8) und Gleichung (A-9) berechnet
werden. Durch einfaches Einsetzen kann gezeigt werden, daß folgendes gilt:

(Γ+
nmm′n′ )

∗ = Γ−n′m′mn . (A-16)

Wir führen eine vereinfachte Schreibweise für Operatoren ein, die in der
Eigenzustandsbasis dargestellt werden:

〈m|O|m′〉 = (O)mm′ (A-17)

Damit können Gleichung (A-8) und Gleichung (A-9) folgendermaßen zu-
sammengefaßt werden:

Γnmm′n′ =

∞∫
−∞

dt′′e−
i
h̄ (Em′−En′ )t′′ 〈P(t′′)P〉 (A-18)
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mit

P = (a†)nm ∑
j

gjbj + (a)m′n′ ∑
j

gjb
†
j (A-19)

P(t′′) = e
i
h̄ HBt′′

(
(a†)nm ∑

j
gjbj + (a)m′n′ ∑

j
gjb

†
j

)
e−

i
h̄ HBt′′ . (A-20)

Gleichung (A-20) entspricht einer Darstellung im Wechselwirkungsbild.
Der Erwartungswert im Integral wird über die Badfreiheitsgrade gebildet.
Mit

e
i
h̄ HBt′′bje

− i
h̄ HBt′′ = bje

− i
h̄ Ejt′′ (A-21)

e
i
h̄ HBt′′b†

j e−
i
h̄ HBt′′ = b†

j e+ i
h̄ Ejt′′ (A-22)

folgt

Γnmm′n′ =

∞∫
−∞

dt′′e−
i
h̄ (Em′−En′ )t′′

〈{
(a†)nm ∑

j
gjbje

− i
h̄ Ejt′′ + (a)m′n′ ∑

j
gjb

†
j e+ i

h̄ Ejt′′
}

·
{

(a†)nm ∑
j

gjbj + (a)m′n′ ∑
j

gjb
†
j

}〉
.

(A-23)

Durch einfache Operator-Algebra kann gezeigt werden, daß folgendes
gilt:

〈bjbj′ 〉 = 0 (A-24)

〈b†
j b†

j′ 〉 = 0 (A-25)

〈b†
j bj′ 〉 = δjj′nj , (A-26)

wobei nj die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion für die Badoszillatoren im ther-
mischen Gleichgewicht ist:

nj =
1

e
hωj
kT − 1

. (A-27)

Mit
〈bjb

†
j′ 〉 = 1 + 〈b†

j bj′ 〉 = 1 + nj (A-28)
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wird aus Gleichung (A-23)

Γnmm′n′ = (a†)nm(a)m′n′ ∑
j

g2
j (1 + nj)

∞∫
−∞

dt′′e−
i
h̄ (Em′−En′+Ej)t′′

+ (a)nm(a)†
m′n′ ∑

j
g2

j nj

∞∫
−∞

dt′′e−
i
h̄ (Em′−En′−Ej)t′′ (A-29)

Ausführung der Integrale liefert δ-Funktionen und damit die Spektralfunk-
tion:

J(ωm′n′ ) = ∑
j

g2
j δ(ωm′n′ − Ej) , ωm′n′ = Em′ − En′ . (A-30)

Dies führt zu

Γnmm′n′ = (a†)nm(a)m′n′ (1 + nj)

∞∫
−∞

dt′′ J(−ωnm) + (a)nm(a)†
m′n′nj J(ωnm) .

(A-31)
Schließlich unterscheidet man anhand der Eigenzustandsenergien insgesamt
vier Fälle:

Γ+
nmm′n′ =

 1
2 (a†)nm(a)m′n′ · J(ωn′m′ ) · (1 + n(ωn′m′ )) falls En′ > Em′

1
2 (a)nm(a†)m′n′ · J(ωn′m′ ) · n(ωn′m′ ) falls En′ < Em′

(A-32)

Γ−nmm′n′ =

 1
2 (a†)nm(a)m′n′ · J(ωnm) · (1 + n(ωnm)) falls En > Em
1
2 (a)nm(a†)m′n′ · J(ωnm) · n(ωnm) falls En < Em

.

(A-33)
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A.3 Numerische Implementierung

Für die numerische Berechung der Redfield-Gleichung (A-14) ist es nicht nö-
tig den vierfach indizierten Redfield-Tensor Rm′mn′n explizit aufzustellen.
Ausgehend von Gleichung (A-3) und der Definition in (A-17) kann Glei-
chung (A-14) wie folgt geschrieben werde:

〈m′|ρ̇(t)S|m〉 =− i
h̄
〈m′|[HS , ρ(t)S]|m〉+

∑
ij

∑
n′n

(
−∑

k
δmn(Oi)m′k(Oj)kn′ (ρ(t)S)n′n

+ (Oj)m′n′ (ρ(t)S)n′n(Oi)nm

+ (Oi)m′n′ (ρ(t)S)n′n(Oj)nm

−∑
k

δm′n′ (ρ(t)S)n′n(Oj)nk(Oi)km

)
.

(A-34)

Alle Operatoren dieser Gleichung haben die Dimension N2, mit N als Di-
mension des Hilbertraums. Die Operatoren Oi ergeben sich je nach gewähl-
ter Badkopplung (vergleiche Abschnitt 3.8 auf Seite 40). Für die Berechnung
ihrer Matrixelemente müssen die Aufsteige- und Absteige-Operatoren a†

k
und ak für jeden ans Bad gekoppelten Schwingungsfreiheitsgrad k in der
Eigenzustandsbasis dargestellt werden. Der Eigenzustand |m〉 ist wie folgt
definiert:

|m〉 = ∑
j,vk ,v1 ,v2

c(m)
j,vk ,v1 ,v2

|Φj〉|vk〉|v1〉|v2〉 . (A-35)

Die Koeffizienten c(m) erhält man aus den Eigenvektoren |m〉 des Hamilton-
Operators gemäß:

c(m)
j,vk ,v1 ,v2

= 〈v2|〈v1|〈vk|〈Φj|m〉 . (A-36)

Nach trivialen Umformungen ergibt sich für die Matrixelemente:

(a†
k )mm′ = 〈m|a†

k |m
′〉 = c(m)

j,vk+1,v1 ,v2
· c(m′)

j,vk ,v1 ,v2
·
√

vk + 1 (A-37)

(ak)mm′ = 〈m|ak|m′〉 = c(m)
j,vk ,v1 ,v2

· c(m′)
j,vk+1,v1 ,v2

·
√

vk + 1 . (A-38)
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Mit Hilfe der Gleichungen (A-32) und (A-33) ergibt sich gemäß der Fallun-
terscheidung z. B. für den zweiten Summanden in Gleichung (A-34):

(Oj)m′n′ (ρ)n′n(Oi)nm =
1
2
(ak)m′n′ (ρ(t)S)n′n(a†

k )nm · J(ωnm) · (1 + n(ωnm))︸ ︷︷ ︸
falls En > Em

= +
1
2
(a†

k )m′n′ (ρ(t)S)n′n(ak)nm · J(ωnm) · n(ωnm)︸ ︷︷ ︸
falls En < Em

.

(A-39)
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