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O Einfihrung

0.1 Wozu Mathematik?

Angewandte Mathematik dient als Hilfswissenschaft zur Beschreibung, Vorhersage
und Beeinflussung der (technischen, wirtschaftlichen, ...) Wirklichkeit.

Reine Mathematik untersucht abstrakte Strukturen und deren allgemeine Gesetzmé-
bigkeiten.

Kenntnis und Verstédndnis solcher Denkkonzepte ermdglichen es erst, reale Gegebenhei-
ten in einer mathematischen Sprache zu formulieren.

Die lineare Algebra, und damit untrennbar verbunden die Matrizenrechnung, ist
zusammen mit der Analysis ein wesentlicher Grundbestandteil auf dem fast alle moder-
nen mathematischen Bereiche aufbauen.

0.2 Was macht (man mit) Mathematik?
e Ausrechnen: § — 3 =7 ().

e Gleichungen 16sen (Algorithmen, Formeln).
Gleichung: ax?® + bx + ¢ = 0, Losung: x, = —eEvi-—dac V;j_‘mc, aber nur falls a # 0.
Im Fall a = 0: Lineare Gleichung bx + ¢ = 0.
1. Fall b # 0: Losung z = —¥.
2. Fall b = 0, ¢ # 0: keine Losung.

3. Fall b = 0, ¢ = 0: z ist beliebig, unendlich viele Lésungen.

e Klassifikation von méglichen Losungsmengen. (z.B. Diskriminante D einer quadra-
tischen Gleichung: fir D > 0 gibt es zwei, fiir D = 0 eine und fiir D < 0 keine
reelle Losung.)

e Unterschiedliche Standardformen von Gleichungen

2 _ b \2 b2
ar —H)x—l—c—?(:t—i—%) +c—4—%—g(x—x1)(x—x2)
' NV
Scheitelform Produktform

Normalform

e Allgemeine Aussagen beweisen:
Fiir jedes quadratische Polynom p 2 + gz + ¢ gibt es eindeutige (komplexe) Zahlen
T, Ty mit pr? +qr +c= (v — x1) (T — 29)
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0.3 Beispiele fiir lineare Probleme

Beispiel. Wie weit ist das Gewitter entfernt?
Zwischen Blitz und Donner liegen 3s. Die Schallgeschwindigkeit ist etwa 333,322 (bei
3°C). Der Blitz schlug also in 3s - 333,32 2 ~ 1km Entfernung ein.

Beispiel. Wie weit ist das Ufer entfernt?
Der waagerechte Daumen (2 cm) am ausgestreckten Arm (60 cm) iiberdeckt gerade den
Kirchturm am Ufer mit geschitzter Hohe von 30m. Das Ufer ist also ca. 30m - 82<m —

2cm
900 m entfernt.

Beispiel. Thomas Mann, Joseph und seine Briider (adaptiert):

Kaufe ich einen Hektar Land hinzu, habe ich dreimal so viel Land wie mein Nachbar.
Kauft hingegen er einen Hektar Land hinzu, habe ich nur doppelt soviel Land wie er.
Wieviel Hektar Land haben wir? Durch Raten findet man leicht, dass ich 8 und der
Nachbar 3 Hektar Land besitzen. Man zeige: es gibt keine weitere Moglichkeit. — [HA]

Beispiel. Eine Parabel wird durch drei Punkte bestimmt.
Man bestimme die Koeffizienten der Parabel y = az? + bz + ¢, die durch die Punkte
(x1,11), (22,92), (z3,y3) verlauft. Dabei sei zur Vereinfachung xe — 1 = x5 — xo.

Lésung. Wir erhalten drei Gleichungen mit den drei Unbekannten a, b, c.

vy = ax®+br +c, (0.1)
Yo = axs+bry+c, (0.2)
ys = axj+brs+c (0.3)
Wir eliminieren geschickt c:
Y2 — 1 = a(x — o) + b(as — x1) (2) = (1) = (1)
ys — Y2 = a(a3 — x3) + b(as — x2) (3)—(2)=(2)

Schlieflich erhélt man wegen xo — 1 = 13 — X9
ys — 2ya + y1 = a(a3 — 223 + x7), (2) - (1) =(1")
woraus man a ablesen kann. b ergibt sich dann aus (1’) und ¢ aus (1). [HA]

Beispiel. Widerstandsnetzwerke
Ersatzwiderstand einer Reihenschaltung von Widerstdnden: R = R; + R».
1

Ersatzwiderstand einer Parallelschaltung von Widerstanden: # = R% + RLQ.

Wie lautet der Ersatzwiderstand des Widerstandsnetzwerkes in Abb. 0.17
Fiir Ry = oo ist der Ersatzwiderstand

+ |~
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Abbildung 0.1: Eine Widerstandsbriicke

Fiir Ry = 0 ist der Ersatzwiderstand

1 1
R=——++
TR

R
Fiir beliebiges Ry ist R gegeben durch RI = RI1 + R3l3.

Sei I vorgegeben. Gesucht sind dann [y, I, I5, I3, 14.

Kirchhoffsche Gesetze:

1. Knotengleichungen: I = ]1 + 127 Il = [0 + 137 12 + ]0 = ]4, ]3 + [4 =1.

2. Maschengleichungen: Ri1; + Roly — Rols = 0, R3l3 — Ryly — Roly = 0.

Losung durch sukzessives Eliminieren von Iy, I1, I3, I3, I4. [HA]

Beispiel. Lineare Regression (Methode der kleinsten Quadrate)

Durch zwei verschiedene Punkte (z1,y1), (x2,y2) der Zeichenebene gibt es genau eine
Gerade. Ist z1 # x5, so kann sie durch die Geradengleichung y = mx + t beschrieben
werden, wobei m = 2= und t = y; — max; ist.

Hat man mehr als zwe{ﬁunkte, (x1,91), (TN, yn), die nur ungefihr auf einer Gerade

liegen, sucht man diejenige ,,optimale” Gerade, y = max+1t, die, dadurch definiert ist, das
N

die Summe der vertikalen Abstandsquadrate > (ma;+t—y;)* minimal ist. Als Ergebnis
j=1

erhilt man m = === und t =y — m7.

Java applet: MatheVital von Jiirgen Richter-Gebert.
www-ml10.ma.tum.de/bin/view/Lehrstuhl/Regression

Anwendung: Regressionsgerade fiir den Zusammenhang zwischen Hausaufgabenpunkten
und Klausurnote.

Fazit: Hausaufgaben bearbeiten und korrigieren lassen!

Beispiel. Die Google-Matrix: PageRank

wurde von Larry Page und Sergey Brin fiir die Stanford University patentiert (2001).
Relevanz einer Web-Seite i: p(i), wobei p(i) > 0,7 =1,..., N, N Anzahl der Webseiten.
Jeder Link von Seite j auf Seite i tragt zur Relevanz von Seite 7 bei, und zwar gewichtet
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mit der Relevanz von j dividiert durch die Anzahl n(j) der Links auf Seite j. Um
Probleme mit Sackgassen und zyklischen Links zu vermeiden multipliziert man noch
mit einem Dampfungsfaktor d ~ 0.85 und addiert pauschal 1 —d zu p(i) dazu. Zeigt von

den Seiten jq, ..., Ji jeweils ein Link auf die Seite ¢, so berechnet sich der PageRank von
7 als
d d
1) = ——=p(j1) + - ——plr) +1—d
p(i) n(h)p(ﬁ) n(]k>p(Jk)

Man erhélt ein System von NN linearen Gleichungen mit N Unbekannten, p(1),...,p(NV),
wobei die Anzahl der Webseiten N z.B. schon 2004 in etwa 4 Milliarden war.

Beispiel. Fiir die 3D-Grafik von Google Earth muss fiir jeden Bildaufbau anhand der
Position von darzustellenden Punkten im Raum (z.B. Eckpunkte eines Gebdudes) die
zugehorige Position auf dem Computerbildschirm berechnet werden.

Einfaches Problem: Drehen eines Rechtecks mit den Ecken O = (0,0), A = (2,0),
B =(0,1) und C' = (2,1) in der Zeichenebene mit Winkel o« um den Ursprung. Dann
haben die gedrehten Punkte die Koordinaten O' = O, A’ = (2cosa,2sina), B’ =
(— sin o, cos «v) und schlieflich

C'=A+B =2 cosa—1-sine,2-sina+1-cosa).

Fiir einen beliebigen Punkt D = (z,y), z,y € R lautet der gedrehte Punkt mit der
gleichen Uberlegung

D' = (cosa -z —sina-y,sina-x+cosa-y).

Schreibweise als Spaltenvektoren: O = (8), A= ((2)), B = ((1)>, C= (i), D = (g)

Definition 1 (Anwenden einer Matrix auf einen Spaltenvektor).
a b\ (z\  [az+by
c d)\y) = \ex+dy

n— cosa —Ssin«
sinae cosa /'’

so gilt D' = RD und entsprechend O’ = RO, A’ = RA, B' = RB, C' = RC.

Setzt man

Definition 2 (Matrixmultiplikation).
a b T1 Xo - Iy  faxi+ by axs+bys - ax, + by,
c d)\yi v o y) T \emitdy cratdys ooy +dy,
Die Koordinaten des um a = 45° gedrehten Rechtecks OAC' B berechnet man so:

(022 0y _ (% —F) (0220 (0 1414 0707 —0.707
001 1) (¥ ~2/l0011/7\0 1414 2121 0.707 )

2
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0.4 Lineare Gleichungssysteme

System von m linearen Gleichungen mit n Variablen: x4,...,z,
Anxy + Apzs + -+ Apz, = b
Agll’l + Aggxg + .. + Agnl’n = bz ( )
- - *
Amlxl + Am2x2 + -+ Amnxn - bm
wobei A1, ..., Amn, b1, ..., b, feste reelle Zahlen sind.

Losungsmenge: L = {(x1,...,2,) | x1,...,z, reelle Zahlen, fiir die (x) gilt}

Definition 3. Fiir die Menge der reellen Zahlen R definiert man
o R":={(1,...,2,) : z1,...,2, € R}, die Menge der reellen N-Tupel.

aip - Qi
o R ::{ 3@11,---,amn€R},

m1 - Gmp
die Menge der reellen m x n-Matrizen.

Schreibweise: © € R" bedeutet x = (z1,...,z,) mit z1,...,z, € R,
Das Tupel (z1,...,x,) schreibt man auch in senkrechter Anordnung
xy
= (21, .., xy)
‘/‘En

und nennt x einen Spaltenvektor.
Ay o A
A € R™" bhedeutet A = : : mit Ayq,..., Apn €R
Ay o A
Gleichheit:
Fir xz,y € R" ist x = y gleichbedeutend mit x1 = y1,..., 2, = yn.
Fiir A, B € R™" ist A = B gleichbedeutend mit A;; = Biy,..., Apmn = Bon-

Definition 4 (Anwenden einer Matrix auf einen Spaltenvektor). Fiir A € R™*™,
x € R" ist

Anzy + Ay + - + A1y,
Ax = : e R"

Amlxl + Am2x2 +- 4+ Amn-rn
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Damit lautet das Gleichungssystem (x) kurz

All e Aln ‘7{1 bl
Az =b, bzw, : : =1 :
Ty

mit A € R™" b e R™. A heifit die Koeffizientenmatrix von (x).

All e Aln bl
(Alp) :== e Rmx(n+1)

heifst die erweiterte Koeflizientenmatrix von (*) und
L(A\b) = {CL’ e R" | Ar = b}
ist die Losungsmenge von (x).

Beispiel. m=1,n=2:4x -2y =1
Losungsmenge L = {(z,y) € R? |4z — 2y = 1}
Auflssen nach y: y = 2z — 3 (Geradengleichung)
Parametrisierung der Losungsmenge: Zu jedem ¢ € R gibt es genau eine Losung, namlich
(t,2t — 3) € R?, d.h.
L={(t2t—-1) :teR} (0.4)

y

[Ei

o
o

D
x

o
@

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten = Gerade im R?

Beispiel. m =1, n=3: 20y — 209 — 23 =2

Losungsmenge L = {z € R?| 2z — 229 — 23 = 2}

Aufldsen nach y: 1 = x5 + $x3 + 1 (Ebenengleichung)

Parametrisierung der Losungsmenge: Zu jedem s,t € R gibt es genau eine Lisung,
ndmlich (s + 3t 4+ 1,s,t) € R?, d.h.

L={(s+3t+1,s1) :stecR} (0.5)
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Eine lineare Gleichung mit drei Unbekannten = Ebene im R?

Beispiel. m =2, n=2: 401 — 229 =1, 221 + 229 = 5

Auflésen nach x»,
1 5
$2:2$1—§, I’QZ—ZL’1+§

ergibt zwei Geradengleichungen. Die Lésung ist der Schnittpunkt der beiden Geraden.

2

N/
1A
/ X

—lv( 1

1

/

Beispiel. m = 2, n = 3. Jede der zwei Gleichungen mit drei Unbekannten definiert eine
Ebene im R3.

Die Losungsmenge des Gleichungssystems entspricht der Schnittmenge der beiden Ebe-
nen (i. Allg. eine Gerade).

yd

Beispiel. m =3, n =2 [HA]

0.5 Gaulisches Eliminationsverfahren

Definition 5. R,, := R'*" ist die Menge der reellen Zeilenvektoren.
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Achtung: a € R,, bedeutet a = (a1 an), dies ist kein n-Tupel von Zahlen,
ai
(a1 an)#(al,...,an): e R"™.
Qn

Fiir a € R,, heifst der von links aus erste von 0 verschiedene Koeflizient der fiihrende
Koeffizient, oder Pivot.
(0 O) heifit Nullzeile.

Definition 6 (Zeilen-Stufen-Form).

o A € R™™ heifit in Zeilen-Stufen-Form, falls gilt
(i) Alle Nullzeilen von A stehen unten in der Matrix.

(ii) Alle von Null verschiedenen Zeilen von A haben als fiihrende Koeffizienten
eine 1.

(iii) In jeder Zeile mit einer fithrenden Eins steht diese rechts von den dariiber-
liegenden fiihrenden Einsen.

e A heifst in reduzierter Zeilen-Stufen-Form, wenn jede Spalte von A, die
eine fithrende Eins enthélt, keine weiteren von Null verschiedenen Eintrige hat.

Bemerkung. Ist (A[b) € R™ ("1 in reduzierter Zeilen-Stufen-Form mit & fiihrenden
Einsen, so kann man eine Parametrisierung von L) durch n — k Parameter direkt
ablesen. Jeder Variablen, deren Zugehorige Spalte in A keine fiithrende Eins enthélt,
wird einem Parameter gleichgesetzt. Die restlichen Variablen sind dann durch die Zeilen
mit fiihrender Eins eindeutig bestimmt.

1 3 ry + 2'1’2 + 0'1‘3 + 1'1’4 = 3
2 2], loas + 224 = 2.
00 0 =0
Ein Parameter fiir die 2. Spalte, xo = s; und einer fiir die 4. Spalte, x4 = s5. Somit ist

1
Beispiel. (Alb) = |0
0

S O N
o = O

Liapy = {(3 — 251 — 52,51,2 — 252, 89) : 51,52 € R}

Bemerkung. Ist (A|b) nur in Zeilen-Stufen-Form, so kann man eine Parametrisierung
von L4 durch sukzessives Einsetzen leicht bestimmen.

10
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.. 1 21 T + 2x9 = 1 Ty = 3,
Belsplel. (A|b): (0 1 3)7 ' xz = 3 },also { l’i 1_2I2:—5

Definition 7 (Elementare Zeilenumformungen). Seien A, B € R™*™.

e B heilst elementare Zeilenumformung von A, wenn B aus A hervorgeht
durch
(i) Vertauschen zweier Zeilen,
(ii) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl X # 0,
(iii) Addition des A-fachen von Zeile i zu Zeile j, i # j.

e Geht B aus A durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenumformungen

hervor, so schreibt man
A~ B

und sagt: ,, A ist dquivalent zu B*.

29.10.09

Satz 1. Aus (A|b) ~ (A,‘b,) fOlgt L(A\b) = L(Ar|br).
Beweis. Es geniigt Lap) = Leary) zu zeigen, wenn (A'[D) eine elementare Zeilenumfor-
mung von (A|b) ist:

Typ (i) Vertauschen von zwei Gleichungen &ndert nichts an der Losungsmenge.

Typ (ii) a1y + -+ + apx, = b gilt genau dann, wenn Aayzy + - -+ + A, = Ab,

falls \ # 0.
Typ (iii) Gilt ayjzq + -+ + a2z, = b, so ist fiir beliebiges A € R

ary+ -+, = d

gleichbedeutend mit

(c1 +Aay)xy + -+ (cp + Aap)x, = d+ b

=(c1z1++enzn)+A(a1z1++anzn)
O

Satz 2 (Gauk-Elimination). Jede Matriz ist dquivalent zu einer Matriz in Zeilen-Stufen-

Form.

Beweis. Sei A € R™*". Rekursiver Algorithmus:

11
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Fall (i) Ist A;; # 0, so multipliziert man die erste Zeile mit ALH (Typ (ii)) und
addiert dann zu Zeile j das (—A;j;)-fache der neuen Zeile 1 hinzu (Typ

(iii)), wobei j = 2,..., m. Entweder die so erhaltene Matrix A’ ist schon
in Zeilen-Stufen-Form, oder man streicht die erste Zeile und erste Spalte
Al22 o A/2n
und erhilt B = : : . Von B bestimmt man eine Zeilen-
Ay o A
Stufen-Form B’. Dann ist
1 A/12 o Alln
!/ !/
A" — 0 By o Bl(nfl)
/ /
0 B(m—l)l B(m—l)(n—l)

eine Zeilen-Stufen-Form von A.

Fall (ii) Ist A;; = 0 und es gibt ein j mit A;; # 0, so vertauscht man Zeile j mit
Zeile 1 und bestimmt von der so erhaltenen Matrix eine Zeilen-Stufen-
Form geméh Fall (i).

A -0 A
Fall (iii) Ist die ganze erste Spalte Null, so bringt man : : €
Aml e Amn

R™*(=1) auf Zeilen-Stufen-Form. Die Zeilen-Stufen-Form von A erhilt

man durch Wiederhinzufiigen der ersten Spalte mit lauter Nullen.
[

Satz 3. Jede Matriz in Zeilen-Stufen-Form ist dquivalent zu einer Matrix in reduzierter
Zeilen-Stufen-Form.

Beweis. (Skizze) Durch Umnummerieren der Variablen z1, ..., z, (entsprecht dem Ver-
tauschen von Spalten in der Koeffizientenmatrix) kann man erreichen, dass die fithrenden
Einsen soweit links wie moglich in der Koeffizientenmatrix stehen.

Dann gilt (exemplarisch fiir m =4, n = 5)

1 = 1 *
1 1

— % ¥
¥ ¥ ¥
R
—_— o O
¥ ¥ ¥
* % X
—_ o O
¥ ¥ ¥
¥ ¥ ¥

Hierbei bedeutet ein leerer Eintrag immer eine 0, * bedeutet jeweils eine Zahl, deren
Wert bestimmt fiir den Beweis aber nicht relevant ist.

Man addiert also geeignete Vielfache der letzten Zeile mit einer fiihrenden Eins zu den
vorhergehenden Zeilen, so dass die Koeffizienten iiber dieser Eins zu Null werden. Dies
wiederholt man fiir die vorletzte, vorvorletzte, ...Zeile mit fiihrender Fins und erhélt
schlieflich eine reduzierte Zeilen-Stufen-Form von der urspriinglichen Matrix. O]

12



Beispiel.
r+y+2z =9
2v+4y—3z = 1
3r+6y—5z = 0
Eliminieren von x:
r+y+2z = 9
20 —Tz = —17
3y — 11z = =27
Normieren der 2. Zeile:
r+y+2z =9
y—37 = %
Jy— 11z = =27
Eliminieren von x:
r+y+2z =9
y=3z = =3
L=
Normieren der 3. Zeile:
r+y+2z = 9
y=32 = -3
z = 3

Riicksubstitution von

r+y

Y
z

X

z

z
3
2
3

Riicksubstitution von y:
1
2
3

0 Einfiihrung

w

[eo]o] =]
[\

e}

[eo]x2]
|

w N

[=]=]

[
[1]

[e]
|
w
[1o]

o O =

2

|
N |—=

)

[ro] =]
|

+
TN

]

[=]
|
[2]
—

o

0

e~

0
1
0

|
—_
—

ISIEECIEN

o O

0
0
1

\)

9
1
0
9
—17
—27
9
T _ 17
2
—27
9
_ 17
2
_3
2
9
— % Zeilen-Stufen-Form
3
3
2
3
1
2 red. Zeilen-Stufen-Form
3

Korollar 1 (Gauk-Jordan-Elimination). Jede Matriz kann durch elementare Zeilenum-
formungen auf reduzierte Zeilen-Stufen-Form gebracht werden.

Satz 4. Die reduzierte Zeilen-Stufen-Form einer Matriz ist eindeutig.

Beweis. in Kapitel

1.

]

Definition 8 (Zeilenrang). Der Zeilenrang einer Matrix A, rg(A) ist die Anzahl der
fithrenden Einsen in der (reduzierten) Zeilen-Stufen-Form von A.

Bemerkung. Die Anzahl der fiihrenden Einsen #ndert sich nicht beim Ubergang von
Zeilen-Stufen-Form auf die reduzierte Zeilen-Stufen-Form.

Satz 5. Set A € R™*", b e R™.

o Ist rg(A) < rg(Alb), so besitzt Ax = b keine Lisung.

13
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o Ist rg(A) = rg(A|b), so besitzt Ax = b (mindestens) eine Liosung.
o Ist rg(A) = n, so besitzt Ax = b hdchstens eine Lisung.

Beweis. (Skizze) Wir kénnen annehmen dass (A|b) und damit auch A bereits in redu-
zierter Zeilen-Stufen-Form vorliegen. Ohne Einschriankung seien die fiihrenden Einsen
links in der Matrix, d.h. sie liegen auf der Diagonalen, also (exemplarisch)

by
by
bs
by

10
1

_ o O
* K K
L

(Alb) =

o rg(A) < rg(Alb) bedeutet by = 1. D.h. die 4. Zeile entspricht der Gleichung 0 = 1.
Das Gleichungssystem besitzt also keine Losung.

o rg(A) =rg(A|b) bedeutet by = 0. Dann ist x1 = by, x9 = by, x3 = b3 eine Losung
e rg(A) = n. Dann muss m > n sein. Exemplarisch fir m = 5n = 4:

1 b1

1 bg

(Alb) = 1 b
1 by

bs

Ist b5 = 1, so gibt es keine Ldsung, ist b5 = 0, so ist die einzige Losung z; = by,
To = by, w3 = b3, x4 = by. Es gibt also hochstens eine Losung.

[]

Zusammenfassung: Jedes lineare Gleichungssystem kann durch elementare Zeilenum-
formungen auf reduzierte Zeilen-Stufen-Form gebracht werden, woraus eine Parametri-
sierung der Losungsmenge einfach abzulesen ist.

0.6 Rechnen mit Vektoren des R"

Definition 9 (Addition und Skalarmultiplikation von Vektoren). Sei z,y € R,
A € R. Dann ist

1+ W% ATy
THY = : e R", AT = : e R"
l‘n + yn )\x'rl

14
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Satz 6. Firx,y,z € R", \,u € R gilt

r+y=y+ux, (x+y)+z=a+(y+2),
Mz +y) = Ar + Ny, A+ p)x = Az + px,
AMpz) = (Ap)z, lx = z.
Beweis. Durch Einsetzen der Definition. O
0
Schreibweisen: 0 := | : | heift Nullvektor, —z := (—=1)z, z — y := z + (—y).
’

Definition 10 (Skalarprodukt). Fiir z,y € R"™ ist

Ty =Ty Ty €R
Satz 7. Fiir x,y,z € R", A € R gilt
(i) z-y=y-x

(ii)) (x+y)- z=z-24y-z,x-(y+2)=x-y+a-z
(i) (Ax) -y = Az -y) =z (Ay),
(iv) z-x >0, und aus -z =0 folgt x = 0.

Beweis. (i), (ii), (iii) durch Einsetzen der Definition,
(iv)iz-z=2?+--+22>0. Aus z?+---+22 >0 folgt x1,...,2, =0,alsoz =0. [

Definition 11 (Léinge eines Vektors). Fiir z € R" ist

lz| :=vz-2>0

Satz 8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir z,y € R™ ist —|z| - |y| < |z -y| < |z| - |y|.

Beweis. Zu zeigen ist (z-y)?> < (z-2)(y - y).
1. Fall: y = 0 ist ok.
2. Fall: y # 0. Dann gilt fiir beliebiges A € R, wegen Satz 7, (i) bis (iv):

—
[
<

~

(ii), (iif)
(=My)-(x—Ay) = x-(x—XAy) =My (v~ \y)

zox =Nz -y) =My -z) +X(y-y)
(y- YN =2 YA +x- o

Scheitelform, y -y > 0 -y ? ((L‘ 'y)2
= -y | A— -
y-y y-y

0

VA

—
[
=

Ny

—
—
=
=

=

[
Nad

+z-x

Insbesondere gilt fiir A = %

(- y)?
Y-y

0<— +z-x, bzw. (z-y)* < (z-2)(y-y).
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Definition 12 (Winkel zwischen zwei Vektoren). Fiir x,y € R™, z,y # 0 setzt man

Y

€ [0, 7]
2]y
——

e[-1,1]

J(x,y) := arccos

Bemerkung.

e Fiir x-y = 0 schreibt man auch = L y (,,x steht senkrecht auf y*, ,x ist orthogonal
zu ). Dann ist némlich, falls 2,y # 0, (x,y) = § = 90°

e Esgilt -y = |z| - |y| cos 4(z,y) nach obiger Definition.

Im R? kann man ein Produkt mit Werten in R® definieren:

Definition 13 (Vektorprodukt). Fiir z,y € R? setzt man

T2Y3 — T3Y2
XY= |2T3yy1 — T1Y3
T1Y2 — T2l

Satz 9. Fir z,y,z € R}, A € R gilt

rxXy = —(yxux), insbesondere x xx =0,

T X (y+2)
(z+y) Xz TX2+YXz

Mz xy) = (\r)xy=xx(\y)

T Xy+axXz,

Beweis. Einsetzen der Definition. O
Satz 10. Fiir x,y € R3 gilt

(i) xxyla, xxyly

(ii) o x y| = [z[|y[sin (z,y)
Beweis. [HA| O

0.7 Rechnen mit Matrizen

Definition 14 (Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen). Seien A, B €
R™™ X\ € R. Dann ist

A+B & Rmxn) (A—i-B)ZJ:AU—f—BU, izl,...,m,jzl,...,n
VIS Rmxn, ()\A)w Z:)\Aij, izl,...,m,jzl,...,n

16
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Satz 11. Fir A, B,C € R™", A\, u € R gilt

A+ B=B+ A, (A+B)+C=A+(B+0),
AMA+ B)=)MA+ \B, A+ p)A = A+ A,
ApA) = (M)A, 1A = A.
Beweis. Durch Einsetzen der Definition. O
0 --- 0
Schreibweisen: 0 := | : i | € R™*"™ heifft Nullmatrix,
0 --- 0

—A:=(-1)A, A— B:= A+ (—B).

Definition 15 (Matrix-Multiplikation). Fiir A € R™*", B € R™" ist

ABGRmxn, (AB)U = Alelj—i-—'—A“«BT], izl,...,m,jzl,...,n

1

4 4 3
Beispiel.A:(; 2 g),B: 0 -1 3 1},
2 7 5 2

1

4 4 3
1 2 4 1227 30 13
5=y 5 o) (0 13 1] =( )
2 6 0 9 7 5 9 A 8§ —4 26 12

~~
2x3 ~"~
3x4

J/

2x4

Satz 12 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation). Fir a,B € R™", C;D € R™",
FeR™, AcR gilt

(i) (A+ B)C = AC + BC, A(C + D) = AC + BC,
(ii) (AA)C = A(AC) = A(\O),
(iii) (AC)F = A(CF).

Beweis. Durch Einsetzen der Definition. Wir fithren den Beweis fiir (iii) aus.
Man vergleicht die einzelnen Eintrédge der Matrix auf der linken und rechten Seite der
Gleichung: Fiiri=1,...,m, j=1,...,s ist

(AC)F)y; = (AC)y Frj+ -+ (AC);, Fy
(AinCi1 + -+ A Ciy) Fy;

+(Ai1C1n + -+ Aircrn)Fnj

17
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und

(A(CF))ij = Aa(CF)j+ -+ Au(CF),;
= Ap(CiuFyj+ -+ CiFyj)
+ N _|_
+ A (Coi Frj 4 - + CrnFyj).

Nach Ausmultiplizieren sieht man, dass beide Ausdriicke als Summanden genau die rn
Terme A;,CyiFy;, k=1,...,7,1=1,...,n haben und somit gleich sind. O

Beispiel.

e A e R™" e R™(=R"), b € R™*!. Dann kann im linearen Gleichungssystem
Ar = b der Term Ax als Matrixprodukt einer m X n mit einer n x 1-Matrix
aufgefasst werden.

e Sei A’ elementare Zeilenumformung von A € R**5

(i) durch Vertauschen von Zeile 1 und 3, dann ist

A= A

o = O O
o O = O
o OO
_— o O O

(ii) durch Multiplikation von Zeile 1 mit A # 0, dann ist

A,

o O = O
o= O O
_— o O O

(iii) durch Addition von A mal Zeile 1 zu Zeile 2, dann ist

A=

O O > =
o O = O
o= O O
_ o O O

Definition 16 (Transponierte einer Matrix). Sei A € R™*". Dann heifst

ATGRnxm, (AT)U ::Aﬂ,izl,...,n,jzl,...,m,

die Transponierte von A.

18
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Beispiel.

(123 L
456) ~

o 7,y € R*(ZER™!), dann ist z -y = 27y, wenn man R'*! mit R identifiziert.

W N =

4
5
6

Satz 13. Fir A,B € R™", C ¢ R™*, A€ R
(i) (AT = A, (i) (A+B)T = AT + BT,  (iii) (A\A)T = \AT,
(iv) (AC)T = CTAT.
Beweis. [HA] O

Quadratische Matrizen 05.11.09

Bemerkung. Die Matrixmultiplikation hat {iberraschende Eigenschaften:
11
1 1)

Es gibt A, B € R™ " mit
1 1\ /1 0 2 0\ /1 0\ /1 1
» AB # B4, z.b. (0 0) (1 0) - (0 0)’ (1 0) (0 0>
01 01 0 0
e AB =0, aber A# 0 und B # 0, z.B. (0 0) (0 O)Z(O 0)'
Fir A € R™" heikt (Aiq,..., An,) die (Haupt-)Diagonale von A.

1 0 0

En:: O - - : GRTLX’R
N {
0 - 0 1

heift n x n-Einheitsmatrix. Sie hat lauter Einsen auf der Diagonalen und sonst nur
Nulleintrage. Fiir beliebiges B € R™*" gilt

E.B=B=BE,.
Wenn klar ist welche Einheitsmatrix gemeint ist, schreibt man auch nur E statt E,.
. . 1 0 ay; a2 aj; Q12 ay;p a2 10
Beispiel. = =
p (0 1) (a21 Cl22) <a21 6@2) (a21 a22) (0 1)
Satz 14. Gilt fir A € R™", dass rg(A) = n, so ist die reduzierte Zeilen-Stufen-Form
von A gleich E,,.
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Beweis. (Skizze) Sei A’ reduzierte Zeilen-Stufen-Form von A. A’ hat n fithrende Einsen,
in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine. Da A’ in Zeilen-Stufen-Form ist, miissen
alle fiihrenden Einsen auf der Hauptdiagonalen liegen. Da A’ dariiber hinaus auch in

reduzierter Zeilen-Stufen-Form ist, gibt es sonst keine von Null verschiedenen Eintréige,
also A’ = E,. O

Definition 17 (Inverse einer Matrix). Sei A € R™". Gibt es ein B € R™*" mit
BA = AB = FE, so heiftt A invertierbar und B heifst Inverse von A.

Satz 15.
o Gibt es zu A€ R™" ein B mit BA=FE, so gilt auch AB = E, und umgekehrt.
e Fs gibt hochstens ein B € R™"™ mit AB = FE = BA.
Beweis. spéter, folgt aus Gruppeneigenschaft. n
Schreibweise: Ist A € R™*" invertierbar, so schreibt man A~! fiir die Inverse von A.
Bemerkung. Ist A € R™*" invertierbar, so besitzt das lineare Gleichungssystem
Ax =10

genau eine Losung, nimlich A~1b, denn
A(A™1D) = (AA™Y)b = Eb=b, d.h., A7'b ist eine Losung (Existenz), und aus
Ax = bfolgt A~ (Ax) = A~'b, daraus (A1 A)x = A~'b, bzw. x = A~'b (Eindeutigkeit).

Beispiel. Ist A = (i Z) mit ad — bc # 0, dann ist

1 d —-b
-1 _
A _ad—bc(—c CL)'

Satz 16. Sind A, B € R™" invertierbar, so gilt:

(i) (AB)™ = B1A™Y,
(ii) falls AB = BA, dann ist A=' + B~ = (AB)"\(A + B).
Beweis.
(i) (B'A"Y)(AB) = (B"'"A"Y)A)B = (B"Y(A'A))B = (B"'E)B = B'B = E.
(ii) (AB)"((A+B) = (AB)'A+(BA)"'B = (B'A A+ (A'B")B=DB"14+A".
O
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1.1 Logik

Eine Aussage ist ein Ausdruck der wahr oder falsch ist.

Beispiel. ,3 ist eine Primzahl“ist wahr, ,,4 ist Teiler von 7“ist falsch, ,,2 ist Losung von
2?2 — 3z +2 = 04 ,{1,2} ist die Losungsmenge von 2% — 3z + 2 = 0“sind beide wahre
Aussagen.

Zwei Aussagen A und B kann man zu neuen Aussagen verkniipfen:

AV B ist die Aussage , A oder B,
AANB ist die Aussage ,,A und B“,
-A ist die Aussage ,nicht A“ bzw. ,A ist falsch*
A= B ist die Aussage ,Aus A folgt B“, bzw., , A ist hinreichend fiir B*
B« A ist die Aussage ,,B ermoglicht A%, bzw., ,,B ist notwendig fiir A“
A& B ist die Aussage A ist dquivalent zu B

Bemerkung. A = B ist gleichbedeutend mit B < A ist gleichbedeutend mit —A V B.
A & B ist gleichbedeutend mit (A = B) A (B = A).

Ein Pridikat (Aussageform) ist ein Ausdruck, der Variablen enthélt und fiir jede Fest-
legung der Variablen den Aussagewert wahr oder falsch besitzt.
Ein Pradikat wird zu einer Aussage, wenn

(i) allen Variablen ein Wert zugewiesen wird,
(Bsp.: Ist A, := .+ 2 =4“ dann ist A3 = ,3 + 2 = 4“ falsch, aber A, ist wahr.
Ist B,, := ,,n ist Primzahl®“, dann ist B; = ,,1 ist Primzahl“ falsch, aber Bs ist wahr.

(ii) alle Variablen durch Quantoren gebunden werden:

Vo : A,  bedeutet fiir alle z ist A, wahr* (Allquantor)
dx: A, bedeutet es gibt ein x fiir das A, wahr ist“ (Existenzquantor)

Beispiel. Fast immer schrinkt man die Quantoren auf eine ,yerniinftige“ Menge ein:

o A, = x+2=4% dann ist Vz€R : A, falsch, und dz€R : A, wahr.
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o A, =,r+y=4" dann ist

VexeRVyeR : A, , falsch,
JreR3yeR : A,, wabhr,
VeeRIyeR : A,, wahr,
JreRVyeR : A, , falsch.

1.2 Mengen und Abbildungen

Eine endliche Menge kann durch Angabe ihrer Elemente bestimmt werden, z.B.

{1,2,4}, {2,3,5,2,2,3}.

x € M bedeutet ,z ist ist in der Menge M enthalten®, , x ist Element von M*
x & M bedeutet —(x € M)

M'C M bedeutet Vz:x€ M =z € M (M ist Teilmenge von M)

M'= M bedeutet (M'C M)A (M c M)
0:={} istdie leere Menge, es gilt Vo : z & 0.

Bemerkung. Somit ist z.B. {1,1,2,1,2,2} = {1,2} = {2, 1}.
Folgende Zahlenmengen werden wir haufig benutzen:

N = {1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen, 0 ¢ N,

Ny = {0,1,2,3,...}

Z = {..,—2,—-1,0,1,2,...} ist die Menge der ganzen Zahlen,

Q = {g :p€Z,q €N}, wobei £ = £, falls ps = rq (z.B. %z%:g),
R™ = Menge der positiven reellen Zahlen,

R = Menge der reellen Zahlen,

C = Menge der komplexen Zahlen.
Es gilt
DCNCNyCZCQcRfcRcC
Durch ein Priadikat A, kann man neue Mengen definieren:
{z| A} enthilt als Elemente alle x, die die Eigenschaft A, haben.

Beispiel. {n € N|n ist gerade} := {n|n € N A n ist gerade} C N,
P(M):={N|N C M} ist die Menge aller Teilmengen von M (Potenzmenge).
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Verkniipfung von Mengen: Seien M, N beliebige Mengen. Dann ist

MUN = {z|(xe M)V (xre N)} Vereinigungsmenge

MNON = {z|(x € M)A (z € N)} Schnittmenge, Durchschnitt
M\N = {z|(xre M)A (z ¢ N)} Differenzmenge

MxN = {p|lp=(r,yyANz € M ANy € N} Kkartesisches Produkt

Ist I eine beliebige Menge und fiir jedes ¢ € [ ist M; eine Menge. Man nennt dann
(M;);es eine (indizierte) Familie von Mengen und I die zugehorige Indexmenge.

UM, = {z|3iel:zec M}
i€l
ﬂMi = {z|Viel iz € M;}
i€l

Ist I ={1,...,n}, so schreibt man auch |J M;, bzw., (| M;

i=1 i=1

Abbildungen

Das Konzept der Abbildung einer Menge auf eine andere ist das wohl wichtigste der
gesamten Mathematik. Mengen und kompliziertere Strukturen sind tote Objekte. Erst
die Moglichkeit diese Objekte abzubilden haucht ihnen Leben ein.

Seien M, N beliebige Mengen. Eine Abbildung (oder Funktion) f von M nach N ist
eine Vorschrift, die jedem z € M genau ein f(z) € N zuordnet. Dafiir schreibt man

f:M— N, z— f(x)
Zwei Abbildungen f: M — N, g: M — N, heiflen gleich, f = g, wenn gilt
VeeM : f(z) = g(x)
Beispiel. e Funktionen mit einer Variablen

sqr : R—=R, z— 22
Voo Ry — R, x> diejenige nichtnegative Zahl, deren Quadrat gleich = ist,

exp : R—R,
log : Rt =R,
sin : R—=R,

cos : R—R.

e Funktionen mit zwei Variablen

+ : RxR—=R, (z,y)— +(z,y) = (x +y), die Summe von = und y.
RxR—=R, (z,y)+ (z,y) = (zy), das Produkt von = und y
pow : RT xR =R, (z,9)~ pow(z,y)= (2Y), die y-te Potenz von .
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e Eine Familie von reellen Zahlen (r;);cs ist eine Funktion 7 : I — R mit r; := ().

e Ein n-Tupel reeller Zahlen, x € R™ ist eine Familie mit Indexmenge {1,...,n},
somit ist R™ die Menge aller Funktionen von {1,...,n} nach R.

e Eine Familie mit Indexmenge N nennt man Folge.

e Eine reelle m x n-Matrix A ist eine Abbildung A : {1,...,m} x {1,...,n} - R,

mit der Schreibweise A;; = A(1, 7).
Fiir die Menge aller Abbildungen von M nach N schreibt man

NM ={f|f: M — N}

Sei f: M — N, X C M,Y C N. Dann heifst
fX)={f(x):zeX}={yeN|TxreX:y=f(z)}]CN

das Bild von X (unter der Abbildung f) und definiert eine Abbildung von P(M) nach
P(N).

YY) ={zeM|f(zx)eY}C M

heift das Urbild von Y (unter der Abbildung f). f~! ist keine Abbildung von N nach
M, sondern von P(N) nach P(M).

flx : X = N, x— f(z)
heift die Einschrinkung von f auf X. Ist f(M) C Y, so ist die Abbildung
f:M =Y, x— f(z)

verschieden von f, wird aber, wenn keine Missverstandnisse zu befiirchten sind, auch
mit f bezeichnet.
Die Menge G := {(x, f(z)) : 2 € M} C M x N heifst der Graph von f.

Beispiel. Definiert man fiir A € R™" die Abbildung f : R" > z — Ax € R™, so
kann die Losungsmenge von Ax = b, b € R™, geschrieben werden als das Urbild von b,
Loapy = [7H{b}). Ist z.B. Liap) = {2 @ +5120 45,03 1 s € R?} mit 20, 20 2@ € R,
so ist Liap) = g(R?) das Bild des R? unter der Abbildung

g:R* - R", s 20 4 5120 4 52,
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Definition 18. Die Abbildung f : M — N heift
e injektiv, wenn Vz, 2’ € M : f(x) = f(2') = =2/,

e surjektiv, wenn Yy € N3z € M : y = f(z),

e bijektiv, wenn sie zugleich injektiv und surjektiv ist.

Ist f: M — N bijektiv, so definiert man die Umkehrabbildung
71N = M, y +— dasjenige x € M, fiir das f(z) = y ist.

Ein solches x gibt es fiir jedes y € N, da f surjektiv ist (Existenz). Die Vorschrift ist
eindeutig, denn fiir ein weiteres 2’ € M mit f(z') =y, folgt wegen der Injektivitdt aus
f(z) = f(2) sofort x = 2’ (Eindeutigkeit).

Bemerkung. Ist f : M — N nicht bijektiv, so ist f~! : N — M nicht definiert, die
Urbildfunktion f~!:P(N) — P(M) hingegen schon. Ist f bijektiv, so gilt

Vye N: T ({yh) ={f"v)}
Beispiele.

e exp : R — R ist injektiv, aber nicht surjektiv. exp : R — R ist bijektiv mit
Umkehrabbildung log : Rt — R.

exp(x)

e sqr : R — R ist weder injektiv noch surjektiv, sqr|RO+ — R{ ist bijektiv mit
Umkehrfunktion Vv
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e cos : R — [—1,1] ist nicht injektiv aber surjektiv. cos | ist bijektiv, mit Um-
kehrabbildung arccos : [-1,1] — [0, 7

arccos(x)

cos(X)

N

Definition 19 (Méchtigkeit von Mengen). Zwei Mengen M, N heifen gleich méch-
tig, |[M| = |N|, wenn es eine Bijektion von M nach N gibt.

Eine Menge M heift endlich (|M| < o0), wenn es ein n € N und eine Bijektion von
{1,...,n} nach M gibt. In diesem Fall sagt man M enthilt n Elemente, |M| = n.
Andernfalls heift M unendlich, |M| = occ.

In diesem Fall heifst M abzdhlbar unendlich, wenn es eine Bijektion von N nach
M gibt.

Ist M weder endlich noch abzihlbar unendlich, so heifit M iiberabzahlbar.

Man beachte, dass aus |M| = oo, |N| = oo nicht |M| = |N| folgt.
Z.B. ist |N x N| = |N], aber Q]  [R], |N| # [{0, 1}"]). HA]

Satz 17. Sei f: M — N. Dann gilt
(i) f injektiv & vy € Y |f~ ({y})] < 1,
(ii) f surjektive Yy eY |~ ({y})| > 1,
(iii) £ bijektiv & Vy €Y : |F ({y})] = 1,
Beweis.

(i) “<” Seien z,2/ € M mit f(z) = f(2') = x,2" € f'{f(x)}) = =z = 2/, da
If7Y{f(2)})| < 1. Also ist f injektiv.
“=" Widerspruchsbeweis: Sei f injektiv.
Annahme: Es gibt y € M mit |f~'({y})| > 2 = Es gibt z,2/ € f~'({y}) mit
x # ', aber f(x) =y = f(z'), im Widerspruch zu f injektiv. Es gibt also kein v,
fir das [f~'({y})| > 2, damit folgt die Behauptung.

(i) Seiy € N beliebig. 3z € M : f(x) =y < f1{y}) #0 = | ({y})] > 1.
(iii) Klar.
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Definition 20 (Komposition von Abbildungen). Sind f : M — N, g : N — P
Abbildungen, so heiftt die Abbildung

gof:M— P,z (gof)(z):=g(f(z))

Komposition von ¢ mit f.

Ist g: N' — P, soist g o f schon definiert, wenn f(M) C N'.
Falls definiert, ist o assoziativ, ho (go f) = (h o g) o f, aber im allgemeinen nicht

kommutativ, go f # f o g, z.B. fiir f =sqr, g = cos.
Zur Menge M definiert man die identische Abbildung

idy M — M, x> x.

Fir f: M — N gilt

1 N © f = f = f e} ldM .
~— =~ 7 N =
NN N«M N+M N«M M+—M
———— N————
N+—M N«M

Aquivalenzrelationen
Eine Relation ~ setzt jeweils zwei Elemente x,y einer Menge X in Beziehung, = ~ y,

oder nicht, =(z ~ y).

Beispiel.
e 1 < y ist eine Relation auf R.
e Fiir f: X — X sei yfr wahr, genau dann, wenn y = f(z) (Relation auf X).
e m|n (m teilt n ohne Rest) ist eine Relation auf N.

e Sei n € N fest gewdhlt. Fiir k,l € Z sei k =1 (modn) genau dann, wenn n|(k — 1)
(Relation auf Z).

Eine Relation ~ auf X ist eindeutig bestimmt durch ihren Graphen
R={(z,y) e X x X |z~y} C X xY.

Umgekehrt definiert jede Teilmenge R von X x X eine Relation auf X durch die Setzung:
x ~ y gilt genau dann, wenn (z,y) € R.

27



1 Algebraische Grundbegriffe

Definition 21 (Aquivalenzrelation). Eine Relation ~ auf X heikt Aquivalenzre-
lation, wenn fiir alle z,y, z € X gilt

(A1) z ~ =z, (Reflexivitét)
(A2) s~y =yn~u, (Symmetrie)
(A3) s~yAy~2z=1a~ 2. (Transitivitét)

In diesem Fall heifst fiir z € X
T=z], ={yeX|y~a}CX
die Aquivalenzklasse von = (bzgl. ~), und
X/ =Alz]_:z e X} CPX)

heift Quotient von X (bzgl. ~).
Fiir eine Aquivalenzklasse A C X/ heifst jedes Element x € A auch Représentant
von A.

Definition 22. Eine Familie (X;);c; von nichtleeren Teilmengen von X heift Zer-
legung von X, wenn |J X; =X und X;NX; =0 fir i+#j.

icl

Bemerkung. Jede Zerlegung (X;);c; von X definiert eine Aquivalenzrelation ~ auf X
vermoge

r~y & diel:zeX;NyelX;
mit dem Quotienten X/ ={X;:i € I}.

Satz 18. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf X, so sind alle Aquivalenzklassen nichtleere
Mengen und jedes x gehért genau einer Aquivalenzklasse an. Insbesondere gilt fiir zwei
Aquivalenzklassen A, B, dass entweder A = B oder AN B = ().

Beweis. Ist A eine Aquivalenzklasse, so gibt es nach Definition ein ¢ € X mit A = [a] _,
also A # (). Fiir jedes a € X gilt a € [a]. = {z € X |z ~ a}, da a ~ a. Gehort a einer
weiteren Aquivalenzklasse B = [b]_, b € X an, so ist zu zeigen, dass [a] = B.

“C” Aus z € [a]_ folgt © ~ a, aus a € B folgt a ~ b. Wegen der Transitivitit ist also
x ~ bund somit x € B.

“D” Aus x € B folgt © ~ b, aus a € B folgt a ~ b, bzw., b ~ a. Insgesamt ist also x ~ a
und damit z € [a] _

Seien nun A, B € X/.. Dann gibt es a,b € X mit A = [a]. und B = [b]~.

1. Fall: @ ~ b. Dann ist a € B, und somit A = [a| = B.

2. Fall: =(a ~ b). Annahme: Es gibt 2 € AN B. Dann ist # ~ a und = ~ b und somit
a ~ b, Widerspruch, also ist AN B die leere Menge. O
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Bemerkung. Ist [ eine Menge und A : I — X/. eine Bijektion, so ist die Familie
(A;)icr eine Zerlegung von X. Da man immer [ = X/ und A = idx,_ wéhlen kann,
gilt:

Eine Aquivalenzrelation auf X definiert eine Zerlegung von X in Aquivalenzklassen

Anwendung. A ~ B ist eine Aquivalenzrelation auf R™*", denn A ~ A (A1),

B ~ A heikt, es gibt invertierbare Matrizen Ef, ..., E} (elementare Zeilenumformungen),
so dass B = Ej - E{A. Dann ist A = (E{)~"--- (E})"'B, wobei die (E})~" wieder
elementare Zeilenumformungen sind (Ubungsblatt 3, Aufgabe 4). Somit ist A ~ B (A2).
Das aus C' ~ Bund B ~ A auch C' ~ A folgt ist klar (A3). Wir werden spiiter sehen, dass
sich in jeder der Aquivalenzklasse genau eine Matrix in reduzierter Zeilen-Stufen-Form
befindet.

1.3 Gruppen
Eine Verkniipfung % auf einer Menge G ist eine Abbildung
x:GxG— G, (a,b) — x(a,b) =:axb
x heilst assoziativ, wenn
Va,b,c € G:(axb)xc=ax(bxc)
x heifst kommutativ, wenn
Va,be G:a*xb=>bx*a.

Beispiele. +,-: G x G — G, G =N, Z,Q, R sind assoziativ und kommutativ.
pow : G X G — G, (z,y) = z"y, G =N, R" ist weder assoziativ noch kommutativ.
o: MM x MM — MM (f g)— fog (Komposition),

R x R — R (A, B) — AB (Matrixmultiplikation)

sind beide assoziativ, aber nicht kommutativ.

Definition 23. Eine Menge G mit Verkniipfung *, kurz (G, %) heit Gruppe, wenn
gilt

(G1) = ist assoziativ,

(G2) JeeGVaeG :exa=a (Existenz eines neutralen Elements)

(G3) Ist e wie in (G2), so gilt: VaeGI'€G : ' xa = e. (Existenz des Inversen)

G heifit abelsche (oder kommutative) Gruppe, wenn * kommutativ ist.

Satz 19. Sei (G, *) eine Gruppe.
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(i) G besitzt genau ein neutrales Element, fir das gilt:

VoeG:axe=exa=a (%)

(11) Jedes a € G besitzt genau ein Inverses, bezeichnet mit a™, fiir das gilt:

axa t=alxa=c¢ (**)

(111) Fir a,b € G hat die Gleichung a x x = b immer genau eine Lisung.
Beweis. Fiir a * b schreiben wir auch einfach kurz ab.
(a), (b) Zuerst (x*): Sei e ein neutrales Element von G. Zu a € G sei d’ invers, a’'a = e
und &” invers zu o/, a”a’ = e (G3). Dann ist
aa’ & e(aa’) = (a"a’)(aa") (@) a’(d'a)d = d"(ed) "="d"d = e.
Daraus folgt auch (x), ndmlich

ae = a(d'a) (@) (aa")a ® e & g

Eindeutigkeit von e: Sei € auch neutrales Element von G, insbesondere ist ee = e.
Wegen (x) gilt auch ée = €, somit ist € = e.
Eindeutigkeit de Inversen: Sei a’ auch invers zu a, dann ist

—

*

a =de

~

!/ / /

(ﬁ)w . -
= aaa =ea =a

(c) Existenz: x = a~'b ist Losung von az = b, denn a(a™'b) = eb = b.
Eindeutigkeit: Sei x’ eine weitere Losung, es gilt also ax’ = b. dann folgt auch
a t(ax") = a7, bzw., ' = a7 0.

[]

Bemerkung. Ist GG eine abelsche Gruppe, benutzt man auch die additive Schreibweise
a + b fiir die Verkniipfung, 0 (Null) fiir das neutrale Element und —a (das Negative von
a) fiir das Inverse von a.

Beispiele.

o (Z,+), (Q,+), (R,+), (R™,+), (R™™ +) sind abelsche Gruppen.
(N, +), (R, +) sind keine Gruppen, wegen des fehlenden neutralen Elements, bzw.,
der fehlenden Negativen.

hd (Q \ {0}7 ')7 (R+7 ')7 (]R \ {0}7 ) sind Gruppen'
(Z,-), (Q,-), (R,-) sind keine Gruppen, da die 0 kein Inverses besitzt.
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o (MM o) ist keine Gruppe, aber S(M) := {f : M — M| f ist bijektiv} ¢ MM
ist mit der Komposition eine Gruppe, neutrales Element ist id;; und die Inversen
sind die jeweiligen Umkehrabbildungen. S, := S({1,...,n} mit o heift Permu-
tationsgruppe.

o (R™™ ) mit der Matrixmultiplikation ist keine Gruppe, aber
GL,(R) :={A e R""|rg(A) =n}

ist mit - eine Gruppe. Neutrales Element ist die Einheitsmatrix F, das Inverse von
A ist die durch Gauf-Jordan-Elimination bestimmte Losung der Matrixgleichung
AX = E. Nach Satz 19 gibt es genau eine solche Matrix, fiir die auch XA = F
gilt. Sie wird als das Matrixinverse A~ von A bezeichnet. Dies liefert den Beweis
von Satz 15.

Definition 24. Sei (G,-) eine Gruppe. G’ C G heift Untergruppe von G, wenn
G’ # () und
Va,be G :a-be G Nat e

Ist (H,®) eine weitere Gruppe, so heifst eine Abbildung ¢ : G — H mit
Va,b € G : p(a-b) = ¢(a) ® ¢(b)

ein (Gruppen-)Homomorphismus. Ein bijektiver Homomorphismus heifst Isomor-
phismus.

Bemerkung.

e Eine Untergruppe G’ von (G, -) ist mit der Verkniipfung - |g/xe : G' X G' — G’
wieder eine Gruppe.
Beweis: Die Einschriankung der Verkniipfung bleibt assoziativ (G1). Da mit a € G’
auch a=! € G’ (G3) folgt auch a~ta = e € G’ (G2). O

e Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H gilt p(e) = e, p(a™t) = ¢(a)™?,
wobei die neutralen Elemente von GG und H beide mit e bezeichnet werden.
Beweis: Aus ¢(e) = p(e-e) = ¢(e) ® ¢(e) folgt durch Multiplikation mit p(e)~?,
dass H 5 e = ¢(e). AuRerdem ist p(a™)p(a) = p(a™'a) = p(e) = e. O

e Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus, so auch o= : H — G.
Beweis: ¢! ist bijektiv und fiir ¢,d € H mit ¢ = ¢(a), d = ¢(b), a,b € G ist
e Hcod) =9 pla) @) =9 (pla-b) =a-b=¢"(c) ¢
Beispiele. In den ersten drei Beispielen ist n € N fest gewihlt.
e Fiir n € Nist nZ := {nk : k € Z} eine Untergruppe von (Z,+).
e FirneN, Z,:=0,...,n—1, ist (Z,,+,) eine abelsche Gruppe, wobei

{a+b, falls a + b < n,
a+,b:=
a+b—n sonst.
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Fiir die Assoziativitat erhalt man

a+b+c, fallsa+b+c <n,
(a4+,b)+nc=a+, (b+nc)=<a+b+c—n, fallsn<a-+b+c<2n,
a+b+c—2n, fallsa+b+c>2n.

0 ist neutrales Element und n — a € 7Z,, ist invers zu a € Z,,.

o AufZ definiert k ~ | :< k—1 € nZ eine Aquivalenzrelation mit Aquivalenzklassen
k =k+nZ = {k+nj:j € Z}. k+1 := k + | definiert eine assoziative Verkniipfung
auf Z/nZ := 7/, mit der (Z/nZ,+) eine Gruppe ist.

Beweis der Wohldefiniertheit von +: Sind k, k" € k, Ll e 1, dann ist nach Definition
einerseits k'+1' = k&’ + I, andererseits ist &'+’ = k+1 := k + [. Damit die Vorschrift
wohldefiniert ist, muss &’ + I’ = k + | gezeigt werden.

Dies gilt aber, da aus ¥ — k € nZ und I' — [ € nZ auch (' +1U') — (k+1) =
(k' — k) + (I' = 1) € nZ, da nZ Untergruppe von Z ist.

® 7, — Z/nZ, a — a + nZ ist ein Gruppenisomorphismus von (Z,,+,,) nach
(@2, +).

o Z v+ Z/nZ, k — k ist surjektiver Homomorphismus von (Z, +) nach (Z/nZ, +).

e Die bijektive Abbildung exp : R — R* ist ein Isomorphismus von (R,4+) nach
(RT, ), denn exp(z +y) = exp(z) exp(y).

e Die Abbildung R : R — R>*2, R(p) = Z?s jﬁ _Cilsngf)

ist ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (GL,(R), ) [HA]

1.4 Ringe, Korper, Polynome

Definition 25. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen

+ : RXR— R, (a,b)—a+bd,
RxR— R, (a,b)—a-b,

kurz (R, +,-), heifst Ring, wenn gilt
(R1) (R,+) ist (additiv geschriebene) abelsche Gruppe,

(R2) - ist assoziativ,

(R3) Va,b,ce R:a-(b+c)=a-b+a-c A (a+b)-c = a-c+b-c (Distributivgesetze).

Ein Ring R heilt kommutativ, wenn Ya,b € R:a-b=1b-a.
Gibt es ein Element 1 € R, flir dass Va € R:1-a =a-1 = a, so heilst R Ring mit Eins.
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Das neutrale Element von (R, +) wird als 0 bezeichnet und es gilt Va € R : 0-a = a-0 = 0,
denn 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.
Beispiele.
e (Z,+,-), (Q,+,"), (R,+,) sind kommutative Ringe mit 1.

e (Zy,+n,n) mit a-, b := mod(ab,n) := (ganzzahliger Rest bei der Division von ab
durch n), ist ein kommutativer Ring mit 1.

o (R™™ + ) mit der Matrixmultiplikation ist ein nichtkommutativer Ring mit Eins.

'''''

in R, so definiert man rekursiv

n n—1
4 >
Zai . (;Ch)"‘a/na n>1 gt ta,

i=1 0, n =
n n—1
[]ai)a, n>1
H a; = i=1 =. a1 - Qp,
i=1 1, n=20

In einem Ring mit Eins besitzen die Elemente im Allgemeinen kein multiplikativ Inverses.

Die 0 kann nie ein Inverses haben, da ja a-0 =0 # 1.

Gibt es a,b € R\ {0} mit a - b = 0, so kann weder a noch b ein Inverses besitzen, sonst

wire zB. b=a"1-a-b=a"!-0=0im Widerspruch zu b # 0. Analog miisste a = 0

sein, wenn b ein Inverses besifse.

Beispiel: In Zg ist 263 = 0. In (R?, 4+, ) ist (7 ,) (0 o) = 0.
Definition 26. Eine Menge K mit zwei assoziativen Verkniipfungen

+ : KxK—=K, (ab)—a+bd,
KxK—=K, (a,b)—a-b,

kurz (K, +,-), heist Kérper, wenn gilt
(K1) (K,+) ist abelsche Gruppe,

(K2) (K\ {0},-) ist abelsche Gruppe (mit 1 als neutralem Element),

(K3) Va,b,c € K:a-(b+c) =a-b+a-c AN (a+b)-c =a-c+b-c (Distributivgesetze).

Bemerkung. In einem Koérper K gelten die Rechenregeln

(i) 1#0,
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(ii

(iii

—(ab) = a(=b), (=a)(=b) = ab,

(v) a#0und z-a =y -a= x =y (Kiirzungsregel)

)
)
(iv)
)
Beweis. (i) gilt, da 1 € K\ {0}, jeder Korper enthélt also mindestens zwei Elemente.
(ii) gilt, da K ein Ring ist und (iii) gilt, da fiir a # 0 aus a - b = 0 folgt dass a 'ab =
a0 = 0 ist, bzw., b = 0. (iv) folgt aus

ab+ (—a)b=(a+ (—a))b=0-b=0und (—a)(=b) = —((—a)b) = —(—(ab)) = ab.
(v) folgt aus (K2) durch beidseitige Multiplikation mit a~'. O

Beispiele.

e (Q,+,-) (Bruchrechnen) und (R, +,-) (Rechnen mit Grenzwerten) bilden jeweils
einen Korper.

® (Zy,+p,-p) ist ein Kérper, wenn p eine Primzahl ist.
In der diskreten Mathematik lernt man, dass es zu zwei teilerfremden ganzen Zah-
len p,q € Z immer r,s € N gibt, so dass ¢gr = ps + 1 (erweiterter Euklidischer
Algorithmus). ¢ € Z,, ist teilerfremd zur Primzahl p. Es gibt sogar ein r € Z,, mit
qgr=ps+1,dh. ¢gp,r=1maW, ¢t =r.

e Die komplexen Zahlen

C:={(x+1y) : z,y € R} mit der Addition (z +iy)+ (u+iv) ;= (x+u) +i(y +v)
und der Multiplikation (x + iy)(u + ) := (xu — yv) + i(xv + yu) ist ein Korper,
der Korper der komplexen Zahlen..

Beweis: (Skizze) Dass (C,+) abelsche Gruppe ist, folgt genauso wie fiir (R?, +).
0 + 0 ist das neutrale Element und —(z + iy) = (—z) + i(—y) = —x — iy das
Negative von x+iy. Assoziativitit von - und Distributivgesetze durch Nachrechnen,
neutrales Element der Multiplikation ist 1 + ¢ - 0, Inverse:

N oy
(I+Zy) —$2+y2_2$2+y27
denn
(‘T—f—iy) (aﬂLer? _Z%er?> - (‘Tﬁ _yxhry > +Z( 332+y2 +yzziy2> =1+47¢-0.

O
Fiir  + ¢ - 0 schreibt man einfach z, somit ist R C C, fiir 0 4 4y schreibt man 2y,
fiir  + i(—y) schreibt man = — dy.
Die Abbildung R? 3 (z,y) — z + iy € C ist ein Gruppenisomorphismus beziiglich
der Addition.
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Fir z = z + iy € C heifst Re(z) := z der Realteil von z, Im(z) := y heifit der
Imagindrteil von z und
z=x—iyeC

heikt (komplex) konjugierte von z. Fiir w, z € C gilt offenbar

W+zZ = wTz,
W-Z = Wz,
z=2 & zeR

Firz=x+1yeC, z,y € R, gilt
2Z = (z+iy)(x —iy) = 2° —i*y* =2 +9* > 0.
Der Betrag von z ist definiert als
|z| = V2z = a2 +y? = ‘(x) ‘ )
Y
Achtung: Auf C(= R?) gibt es keine Ordnung wie auf R!
Es gilt weder ¢« < 1 noch ¢ > 1.

cosg ol -1 _ 2 _ 1> L1 3-4i  _ 3-4i
Beispiel: - =27 = Z = REZ: Konkret: == = (3+4l.)(31_42.) = 2
Geometrische Beschreibung (Polarform)
ey
A
Z=x+iy
17 arg(z)
0 T » Re(2)
1

Die Argumentfunktion arg: C\ {0} —] — m, 7] ist definiert durch

argz := { q((g)’ ((1)))7 falls y > 0,
T A (), falsy <0

Ist der Betrag r > 0 und der Winkel ¢ €] — 7, 7] gegeben, dann ist

r(cosp +isinp) =rcosp + irsing € C
—— ——

—- ¥
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Bemerkung. Fiir z # 0 gilt

= ‘Z|eiarg(w)

Beweis. (Skizze) Fiir z = x + iy gilt

(z)((l))) T Rez
cos | arccos ~Z~— =z ., Imz>0
cos(arg(2)) = ( Q) ) = Ve

L= Rez Imz < O

E

Im 2
|2

Ahnlich erhélt man sin(arg z) = ™2, Somit ist

iarg(z

|z|e ) = |z| cos(arg(2)) + i|z| sin(arg(z)) = Re z 4 i Imz = z.

Beispiele: 1 =1-¢"0 i =1-¢'3, 1 —i=+/2e"1.
Fiir z € C heifit z = z + iy, x,y € R die Normalform von z und
z=re%, r>0,¢¢€]|-n, x| die Polarform von z.

Multiplikation: Seien z = re', w = se’¥ in Polarform gegeben. Dann ist
Z-w r(cos p +isinp) - s(cos ) + isin))
= rs(cospcosty — sinpsiny) + irs(sin ¢ cos 1 + cos @ sin )

Add.th. rs(cos(p + ) + irssin(p + 1)

= stV

Das Produkt zweier komplexen Zahlen ist gegeben durch das Produkt der Betréige,
die Winkel zur reellen positiven Achse addieren sich. Bemerkung: Daraus ergibt
sich direkt die Assoziativitdt der Multiplikation von komplexen Zahlen.
Insbesondere gilt

') = e fiir alle ¢, 1) € R.

Addition Multiplikation
Im(z) Im(z)
A A zw
1
1_ I/II W
II// Z
: I » Re(z)
0 1
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Wozu komplexe Zahlen? Nullstellen von Polynomen.

22 = —1 hat keine reellen Losungen. In C sind 4 die Losungen. Anders ausge-
driickt: 22 +1 = (z —i)(z +1).

22 = re' hat die zwei Losungen +/re's.

22 — 2244 =0 hat die Losungen 1 =1 —4=1+i/3
Polynome
Sei K ein Korper, ag, aq,...,a, € K. Dann heifst

p:anX”+---+a1X+a0:Zaka
k=0

Polynom (iiber K) in der Unbestimmten X. K[X] ist die Menge aller Polynome in X.
Der Grad von p € K[X] ist

—00, falls p = 0,
degp :=
max{k € Ny |a; # 0}, sonst.

Zwei Polynome p = a, X" +---+a1 X +ap und ¢ = b,, X" + - - - + b1 X + by heifen gleich,
p = ¢, wenn degp = degq und a; = b; fiir j = 0,...,degp.
Jedes Polynom p = 4, X" + - - - + a1 X + ag definiert die zugehdrige Polynomfunktion

p:K—K, T = a, "+ -+ a1+ ag

Beispiel: K =Zy = {0,1}. p= X2+ X. p(0) = 0+0=0,5(1) =1-1+1=1+1=0.
D.h., p = 0, die Nullfunktion, obwohl p # 0.

Bemerkung. Fiir K = Q, R, C folgt aus p = ¢ schon p = ¢, d.h. die Abbildung
T K[X] — KK, p s p, ist injektiv.

Addition und Multiplikation von Polynomen
Seien p, ¢ € K[X] wie oben, p = a, X"+ -+ a1 X +ag, ¢ = b, X" + - - - + b1 X + by mit
m < n, dann ist

p+q = (an+0b,) X"+ 4 (a1 +b1)X + (ag + bg), wobei by11,...,b,:=0,
k
P q = Comn X"+t X 4y, mit = aibr_i,
i=0

wobei a; := 0 fiir 7 > n und b; := 0 fiir j > m.

Es ist Co — aobo, C1 = aobl + albo, Cy = CLQbQ + Cllbl + a2b07 veey Cnpm = CLnbm.
Beispiel:( X2 +1)+(2X —2) = X2 +2X — 1, (X2 +1)(2X —2) = 2X3 - 2X2 42X — 2.

Bemerkung. (K[X],+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins und

deg(p - q) = degp + degq fiir p,q € K[X]\ {0}.
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Satz 20 (Polynomdivision). Sind f,g € K[X], g # 0, so gibt es eindeutig bestimmte
q,r € K[X] mit

f=q-g+7r und degr <degg.
Man schreibt auch f + g ist gleich q Rest r.

Beweis.

Eindeutigkeit:

Sei f=q-g+r=4¢-g+7, mit degr,degr’ < degg. Somit ist auch deg(r’' —r) < degg.
Esfolgt 0=(q—¢)-g+ (r—7r"),bzw., (¢—¢)-g=1"—1.

Annahme: ¢ — ¢’ # 0. Dann ist deg('—r) = deg(q — ¢') + deg g > deg g, im Widerspruch
zu deg(r — ') < degg.

Also folgt ¢ = ¢’ und damit auch r — ' = (¢ —¢') - g =0, d.h., r =1/,

Ezistenz:

Seien f =a, X"+ -+ a1 X +ag, g =0, X"+ -+ b X + by mit a,, # 0, b,, # 0.

Ist n<m,soist g=0und r=f,denn f=0-g+r und degr =n < m = degg.

Fiir n > m setzt man p, := 3= X", f; := f—p1-9. Somit ist deg fi; < deg f. Deswegen
konnen wir annehmen, dass der Satz fiir f; schon bewiesen ist.

Sei also f1 = q1 - g + 1 mit degr; < degg. Dann ist ¢ := p; + ¢; und r := r{, denn

qg+r:plg+q1g+7'1:plg+f1:f und degr<degg

Fiir die Polynomdivision von f; durch g wendet man das gleiche Verfahren an. Da
deg f1 < deg f kommt die Rekursion nach n — m + 1 Schritten zum Ende. n

Beispiel. f =2X3+3X +1, g= X? - 2X.

p1 q1
A= AN
frg = (@X°+0X*+3X+1)+(X?—2X)=2X +"4 Rest 11X +1
—(2X3 — 4X?) “ r
i = 4X* +3X +1
—(4X? - 8X)
r=r = 11X +1

alsoist f=¢q-g+r, bzw., 2X3 +3X +1 = (2X +4)(X? — 2X) + (11X + 1)

Definition 27. Ist K ein Kérper, f € K[X]. A € K heift Nullstelle von f, wenn
f(A) =0.

Beispiele. e Jedes Polynom vom Grad 1 hat genau eine Nullstelle. Beweis: f =
a1 X + ap mit a; # 0. Dann besitzt die Gleichung f(\) = 0, d.i. a1\ + ap = 0 die
eindeutige Lésung A = —2¢.
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e X?—2hat in Z;, Q keine, in Z7, R jeweils 2 Nullstellen, namlich 3,4, bzw., £v/2.

e X2+ 1 hat in Z3, Q, R keine, in Z, eine, 1, und in Zs, C jeweils zwei Nullstellen,
namlich 2,3, bzw., +1.

Lemma 1. Ist A € K eine Nullstelle von f € K[X], dann gibt es genau ein q € K[X]
mit f =q(X — \) und degq = deg f — 1.

Beweis. Polynomdivision ergibt f = ¢ - (X — \) + r mit eindeutigen ¢ und r. Wegen
deg(X — \) = 1ist degr <0, d.h., r = ¢X° mit ¢ € K. Nun ist

0=F(\) = aAN) A = A) +7(X) =F(N).
Somit ist ¢ = 0 und damit » = 0. Aufserdem gilt offenbar deg f = degq + 1 O]

Satz 21. Sei K beliebiger Korper. Ein Polynom f € K[X]\ {0} besitzt hochstens deg f
Nullstellen.

Beweis. Induktion iiber den Grad von f:

deg f = 0: Dann ist f = ¢X° mit ¢ € K\ {0}. f hat also keine Nullstellen. deg f = k+1:
1. Fall: f besitzt keine Nullstellen. Dann ist nichts zu zeigen.

2. Fall: f besitzt eine Nullstelle A. Dann gibt es ¢ mit g(X — A = f und degg = k. Nach
Induktionsvoraussetzung besitzt g hochstens k& Nullstellen, somit besitzt f hochstens
k + 1 Nullstellen. O

Korollar 2. Ist |K| = oo, so ist die Abbildung
KX - KX fes f
injektiv.
Beweis. Seien fi, f» € K[X] mit f = fo, L., fi—faN) = fi(\) — fo(A) = O fiir alle

A € K. fi — f5 besitzt also unendlich viele Nullstellen, somit ist f; — fo = 0, bzw.
fi= e L

Da Q, R, C unendlich viele Elemente enthalten, beweist dies die Bemerkung im An-
schluss an die Definition der Polynome.

Satz 22 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom f € C[X]| mit deg f > 0
hat mindestens eine Nullstelle.

ohne Beweis. Der Beweis kann z.B. im Rahmen der Funktionentheorie gefiihrt werden.
Er iibersteigt den Rahmen dieser Vorlesung.

[01.12.09)]

Satz 23. Jedes Polynom f € C[X|\{0} zerfdllt in Linearfaktoren. D.h., es gibt a, Ay, ..., A\, €

C, wobei n = deg f, so dass

f=alX =) (X =X)
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Beweis. Ist f vom Grad 0, so ist f = a mit a € C\ {0}.

Sei die Aussage fiir Polynome vom Grad n bewiesen. Ist f vom Grad n + 1, so besitzt
f eine Nullstelle \,1. Es ist also f = (X — A\,41)g und der Grad von g ist n. Die
Behauptung fiir f folgt somit aus der Induktionsvoraussetzung. O]

Bemerkung. e Ist f € C[X] mit reellen Koeffizienten, so ist mit A € C auch \ eine
Nullstelle von f.

e Ein reelles Polynom f € R[X] aufgefasst als f € C[X] mit reellen Koeffizienten
zerfillt in komplexe Linearfaktoren, die soweit nicht schon reell (reelle Nullstel-

len) paarweise zu reellen quadratischen Faktoren zusammengefasst werden kénnen,
denn (X —A)(X —A)=X? - (A+N)X + 2\ = X2 —-2Re A X + |\? € R[X]

1.5 Vektorraume

Definition 28 (Vektorraum). Sei K ein Korper. Eine Menge V' mit zwei Abbildungen

+ VXV =V, (vyw)—ov+w, (Vektor-) Addition
KxV =V, (A\v)—= Ao, Skalarmultiplikation

kurz (V, 4+, ), heifst Vektorraum, wenn gilt
(V1) (V,+) ist abelsche Gruppe,

(V2) Die Skalarmultiplikation hat folgende Vertriglichkeitseigenschaften: fiir alle
A e K v,weV ogilt:

i) 1-v=w, (i) A+p)-v=Xv+pu-v,

(i) M) -v=X-(u-v), (iv) \-(v+w) =X v+ X w.
Beispiel. (R? +, ) ist ein R-Vektorraum mit (i;) - (:‘y’;) = (i;ig;) und - (2) = (:\\2)
Schreibweisen

e Das neutrale Element der Gruppe (V, +) heifst Nullvektor. Er wird durch 0, 0 oder
0 bezeichnet.

e Das additiv Inverse von v € V wird mit —v bezeichnet. Man schreibt kurz v — w
fir v + (—w).

e Fiir A\ - v schreibt man auch Av und gelegentlich, wenn keine Missverstidndnisse zu
befiirchten sind v\.

e Wenn aus dem Kontext klar ist, welche Addition und Skalarmultiplikation gemeint
ist, spricht man von dem K-Vektorraum V. Ist auch der Kérper (R oder C) aus
dem Kontext ersichtlich, spricht man von dem Vektorraum V.

Bemerkung. In jedem K-Vektorraum V gilt fiir alle A\ e K, v € V
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(i) 0-v =0, (iii) A-v=0=> A =0 oder v = 0.
(i) A-0=0. (iv) (1) v = —v.
Beweis
(i) 0-v=(0+0)-v =0-v+0-v. Subtraktion von 0 - v auf beiden Seiten ergibt
0=0-v

(i) , (iii), (iv) [HA]
O

Definition 29. Sei K ein Korper. U C V' heiftt Untervektorraum von V', wenn gilt
(Ul) U #0,
(U2) Yo,we U :v+weU,

(U3) VAeKVveU: welU

Man sagt, ein Untervektorraum ist abgeschlossen beziiglich Addition und Skalarmulti-
plikation.

Bemerkung.
e Ist U Untervektorraum von V, so ist U eine Untergruppe von (V,+).

e U C V ist Untervektorraum von V' genau dann, wenn 0 € U und mit A € K,
v,w €V auch \v +w € U.

Beweis. [HA| O

Beispiele. U; = {0}, U, = {x € R*| x; + z3 = 0} sind Untervektorrdume von RZ.
Us = {x € R?|z; + x3 = 1} ist kein Untervektorraum, da 0 ¢ Us.

Satz 24. Ein Untervektorraum U des Vektorraums V' ist mit der auf U eingeschrinkten
Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum dber dem gleichen Kdrper.

Beweis. +|yxy : U X U — V und ‘|gkxy : K x U — V haben ihre Bilder wieder in U
wegen (U2),(U3). (V2) bleibt fiir die Einschrinkung giiltig.
Auferdem ist (U,+) eine Untergruppe von (V,+), also ist auch (V1) erfiillt. O

Beispiele.

o (R", +,.) ist R-Vektorraum. Fiir A € R™ " ist L) = {z € R"| Az = 0} ein
Untervektorraum von R”.

o (R™™ 4+ .)ist ein R-Vektorraum.
{A e R | AT = A} ist ein Unterraum von R™*".
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o (RI +,.) ist ein R-Vektorraum, wobei fiir f,g: I - R, A€ R
(f+9)(@) = flz)+g(),
(A- ) = Af(=).

Die Menge der Lipschitzstetigen (stetigen, differenzierbaren) reellwertigen Funk-
tionen, definiert auf R, ist ein Unterraum von RE.

e Die Menge der konvergenten Folgen ist ein Unterraum der Menge aller reellen
Zahlenfolgen, RY.

e {0} C R3, die Geraden und Ebenen durch den Nullpunkt und R? selbst sind
Untervektorrdume des R3.

Definition 30. Sei V ein K-Vektorraum, vy,...,v, € V, A1,..., A\, € K. Dann heift
AU+ Ao, = Z AUk
k=1

eine Linearkombination der v, kK =1,...,n.
Sei X C V. Dann ist

spang X = {Z)\kvk:nENo, AL, A €K vl,...,vneX}

k=1

der Spann (oder die lineare Hiille) von X.

Bemerkung.

(i) spangX ist Unterraum von V.

(ii) Ist U unterraum von V mit X C U, so ist spang X C U.
Bewezs.

(i) 0 € spangX, Sind v, w jeweils (endliche Linearkombinationen in X, so auch Av,
v+ w.

(ii) Der Unterraum U enthélt mit den Elementen von X auch jede Linearkombination
von (endlich vielen) Vektoren in X, also spang X C U.

]

Beispiele. o V =R?, v, v, € R3.
Ist vy # 0, so ist spang(v;) die Gerade durch den Ursprung des R?, in Richtung
V1.
Ist vy # spang(v1), so ist spang (vy, vy) die Ebene durch den Ursprung, die v; und
vy enthélt.
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o V = K[X] ist K-Vektorraum mit der Addition von Polynomen und der Skalar-
multiplikation A(a, X™ + -+ a1 X + ag) = Aa, X™ + -+ Aa; X + Aag. Setzt man
v, = X* k € Ny, so ist span(vy, ..., v,) der Raum der Polynome vom Grad < n
und span(vg) ger, = K[X].

Man sagt die v;, ¢ € I, spannen den Unterraum span(v;);c; auf.

Eine Linearkombination ist immer eine gewichtete Summe endlich vieler Vektoren. “Un-
endliche Summen” werden in der Analysis definiert (Konvergenz von Reihen).

Lineare Unabhingigkeit

Definition 31. Sei V ein K-Vektorraum. Das endliche Tupel (vy,...,v,) von Vektoren
in V heift linear unabhéingig, wenn aus

/\1U1+"'+)\nvn:0
schon
M=0 A=0, ..., \,=0

folgt.

Eine beliebige Familie von Vektoren (v;);c; heift linear unabhéngig, wenn jede endli-
che Teilfamilie linear unabhéngig ist.

Sie heifst linear abhéngig, wenn sie nicht linear unabhéingig ist. In diesem Fall gibt es
Uiy, 0, und Ay, ... A, € K die nicht alle Null sind mit

)\1@1+"'+>\nvn:0

(mit anderen Worten: Es gibt eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors).

Lemma 2. Genau dann ist (v;);e; linear unabhdngig, wenn sich jedes v € span(v;)er
eindeutig als Linearkombination in (v;);e; schreiben ldsst.

Beweis. “<": Statt A < B zeigt man -A = —B.

- A ist die Aussage, es gibt v;,,...,v;, und Ay,..., A, € K\{0} mit \yv;, +- - -+A,v;, = 0.
Auferdem ist Ov;, + - - - + Ov;, = 0. Der Nullvektor lasst sich also auf mehr als eine Art
als Linearkombination darstellen., das ist aber = B.

“=70Sel v = > Nv; = Y v € span(vy)ier mit Jy, Jo C I, |Ji], |Je] < oo. Dann ist
i€y i€Jo

auch J := J; U Jy endlich und

0= )\7,— i ) Ui, WObGl)\lz()fUI'ZEJ JQ, 7,:0fllI'Z€J J1.
1 f

icJ

Wegen der linearen Unabhéangigkeit folgt A\; = p; fiir alle ¢ € J, d.h., beide Linearkom-
binationen sind identisch. O

Beispiele.
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T

In dem K-Vektorraum K" = { N I S TR K} mit komponentenweiser
T,

Addition und Skalarmultiplikation,

1 Y1 T1+Y1 1 ATy
+1: 1= : ; Al ] = : ;
T Yn Tn+Yn Ty, ATy
0
definiert man die Einheitsvektoren e; := | 1 | mit der 1 in der i-ten Zeile. Dann
0
ist mit 7 = {1,...,n}
span(e;);er = span(eq, ..., e,) = K",
denn
. 1 0 0
! 0 1 :
reK" s z=|: | o=z . |+x|. |+ +z, O € span(e;)ie;-
n 0 0 1

Auferdem ist (e;);er linear unabhéngig, denn

1 0 0 M
0 1 : A2
0 0 1 An
Analog gilt fir K, = {(z1 -+ ) : 21,...,2, € K}, dass K,, = span(e] );e;

und (el);c; ist linear unabhiingig.

In einer Matrix in Zeilenstufenform sind die von Null verschiedenen Zeilen linear |08.12.09
unabhéngig.

N W

Beispiel. Die Matrix ist in Zeilen-Stufen-Form.

— W
O N = Ot
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Aus A (1 2 3 4 5)+x(0 123 4)+X(0 001 2)=0 folgt

)\11"‘)\204—)\30:0 also )\1:0
AM 24+ X1+ X3-0=0 also =0

)\14+)\22+)\31:O also )\3:0

e In K[X] sind die Monome (X"),en, linear unabhéngig:

Bemerkung.

(i) Verkleinert man eine linear unabhéngige Familie von Vektoren, so bleibt sie linear
unabhéngig.

(ii) Vergrokert man eine linear abhéngige Familie von Vektoren, so bleibt sie linear
abhingig.

(iii) (vy) ist linear abhéngig, genau dann, wenn v; = 0.

(iv) Fiir n > 2 sind vy, ..., v, genau dann linear abhéngig, wenn einer dieser Vektoren
als Linearkombination der anderen dargestellt werden kann.

Beweis. (i) und (ii) sind klar wegen der Definition.

(iii) “=": (v1) linear abhingig heikt, es gibt ein A\; € K\ {0} mit \jv; = 0, also ist
V1 = 0.
““muvyy=0=1-v,=0.

(iv) “=": vy,..., v, linear abhingig heikt, es gibt \; mit \jv; + - - - + A\,v, = 0 und fiir
ein i € {1,...,n} ist \; # 0. Somit ist
A1 Ai-1 Ait1 An
fUi:__/U_...__fUi___/Ui _...__fUn7
A oo A
das ist eine Linearkombination der anderen Vektoren.
“<TSel vy = v+ - 11+ i 1Vipr + 00+ vy, Dann st

,ulv1+---+uivi+---+unvn:0

mit p; = —1 eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors.
O

Warnung: (iv) bedeutet, dass (vy, ..., v,) linear unabhéngig sind, wenn keiner der Vek-
toren als Linearkombination der anderen geschrieben werden kann.

Dies ist eine sehr anschauliche Eigenschaft der linearen Unabhingigkeit. Allerdings ist
sie fiir n > 3 meist vollig unpraktikabel zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit.
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1.6 Basis und Dimension

Definition 32. Eine Familie (b;);c; von Vektoren eines Vektorraums V heift Erzeu-
gendensystem, wenn V' = span B.

Der Vektorraum V heifft endlich erzeugt, falls er ein endliches Erzeugendensystem
besitzt, d.h., es gibt B = (by,...,b,) mit V = span B.

B heifst Basis von V', wenn B ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem ist.

|B| := |{b; : i €} heikt die Lénge der Basis.

Beispiele.
0
e Die Matrizen F;; = |0 --- 1 --- 0] mit genau einer 1 in der i-ten Zeile und
0
j-ten Spalte bilden eine Basis des K™*" mit Lange mn.
o (X X' X2 ...)ist eine Basis von K[X] mit Linge oo.
e (1,47) ist Basis von C als R-Vektorraum.

Satz 25. Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V', so ist die Abbildung
K" > (/\1’-"7/\71) ’—>A1b1+—|—)\nbn eV
bijektiv.

Beweis. B ist Erzeugendensystem, also ist die Abbildung surjektiv.
Die Darstellung als Linearkombination ist auch eindeutig, da B linear unabhéngig ist
(Lemma 2). Daraus folgt die Injektivitét. O

Die Umkehrabbildung

A
gV > K", ve>pgv=| |, sodassv=Ab+- -+ \by,
An

definiert den Koordinatenvektor zv € K" von v € V beziiglich der Basis B.

Beispiele. Fiir £ = (e;)i=1,.. n, die Standardbasis des K" gilt pv =v € K".

Fiir den Unterraum U = span(1, X, ..., X?) von K[X]| mit der Basis (1,X,..., X5) ist
der Koordinatenvektor, z.B. von 2X?® — X + 7 € V gleich (7,-1,0,2,0,0).

Satz 26. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V und X = (x1,...,2,) in V.
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(i) Ist m > n, so ist X linear abhdingig.
(ii) Ist m < n, so ist X kein Erzeugendensystem.
(ii1) Ist X eine Basis von V', so ist m = n.
Beweis. (i) Sei m > n. Da B Basis ist sind alle z; Linearkombinationen der b;, d.h.,

r1 = anb+---+ab,

Tm = amlbl + -+ amnbn
Das lineare Gleichungssystem

an)\l + "'+Gm1)\m = 0

afln)\l + - +amn)‘m =0

besitzt nichttriviale Losungen 5\1, .oy Am, da es wegen m > n aus weniger Glei-
chungen als Unbekannten besteht. Somit ist

5\1&71 + -4 5\m$m = (5\1@11 + -+ S\maml)bl
+(5\1a1n + -+ 5\mamn)bn = 07

eine nichttriviale Linearkombination der 0. X ist also linear abhéingig.

(ii) Sei m < n. Annahme: X ist ein Erzeugendensystem, d.h., es gibt Koeffizienten
Qg5 € K mit

by = anxi+ -+ amiz,

bn = A1pT1+ -+ QT
Das lineare Gleichungssystem

CL11)\1 + - +a1n/\n =0

@ml)\l 4 _'_amn)\n =0

besitzt nichttriviale Lésungen Mooy A, daes wegen m < n aus weniger Glei-
chungen als Unbekannten besteht. Somit ist

5\1[)1 + o+ S\an = <0J115\1 + -+ alnj\n)xl
+(am1)\1 + -+ amnAn)xm = 07

eine nichttriviale Linearkombination der 0. B ist also linear abhédngig im Wider-
spruch dazu, das B eine Basis ist. Somit ist X kein Erzeugendensystem.
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(iii) X ist linear unabhingig 9 < n.

X ist Erzeugendensystem %) m > n.
O

Bemerkung. Fiir A € K™*" m < n, besitzt Az = 0 immer eine nichttriviale Losung
x € K"\ {0}, denn in der reduzierten Zeilen-Stufen-Form von A gibt es mindestens eine
Spalte ohne fiihrende Eins.

Definition 33. Besitzt der K-Vektorraum V eine endliche Basis (b1, ..., b,), so heift

dimgV :=n e Ny

die Dimension von V', andernfalls setzt man dimgV := oo.

Beispiele. dimgK" = n, dimgK™*" = mn, dimgK[X] = oo,
dimgC = 2, da (1,7) eine Basis des R-Vektorraums C ist. Andererseits gilt natiirlich

Satz 27. Ist V endlich erzeugl, so kann man
(i) aus jedem endlichen Erzeugendensystem eine Basis auswdihlen,
(ii) linear unabhdingige Vektoren zu einer Basis erganzen.

Beweisskizze. (i) Ist das Erzeugendensystem nicht linear unabhéngig, so ist minde-
stens ein Vektor enthalten, der Linearkombination der anderen ist. Durch sein
Weglassen bleiben die Restlichen ein Erzeugendensystem. Auf diese Art entfernt
man nacheinander einzelne Vektoren bis der Rest nach endlich vielen Schritten
linear unabhéngig und damit eine Basis ist.

(ii) Bilden die Vektoren kein Erzeugendensystem, dann gibt es einen Vektor, der nicht
in ihrem Spann enthalten ist. Zusammen mit diesem bleiben sie linear unabhingig.
Auf diese Art fiigt man die lineare Unabhéngigkeit erhaltend Vektoren hinzu, bis
man nach endlich vielen Schritten ein Erzeugendensystem und damit eine Basis
erhélt.

O

Korollar 3.
e Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.
o [iir jeden Unterraum U von V' gilt dimgU < dimgV'.
Satz 28. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.
e Fin Erzeugendensystem mit n Vektoren ist schon eine Basis.

o n linear unabhdngige Vektoren bilden schon eine Basis.
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Beweis. e sonst gidbe es eine Basis der Linge m < n.

e sonst gibe es eine Basis der Linge m > n.

O
Anwendung auf Matrizen und lineare Gleichungssysteme
Definition 34. Sei A € K™*" und B eine Zeilen-Stufen-Form von A. Weiter sei
Alj
A, = : € K™ der j-te Spaltenvektor und A;, := (Aﬂ Am) e K,, der i-te
A
Zeilenvektor von A. Dann ist
SR (A) := span(A.,...,A,) C K™ Spaltenraum,
ZR(A) := span(An”,... A7) C K" Zeilenraum,
NR(A4) = {ze€eK"|Az =0} C K" Nullraum

von A.

Satz 29. Sei A € K™*" B Zeilen-Stufen-Form von A.
(i) NR(A) =NR(B), ZR(A) = ZR (B).
(ii) Die Zeilen von B mit fihrender Eins bilden eine Basis von ZR (A).

(iit) Ist B in reduzierter Zeilen-Stufen-Form, so liest man direkt eine Basis von NR (A)
ab.

(iv) Diejenigen Spalten von A, in denen B eine fihrende Eins enthdlt, bilden eine Basis
von SR (A).

Beweisskizze.

(i) NR(A) = NR (B): Elementare Zeilenumformungen erhalten den Lésungsraum von
Az = 0 (=Nullraum), Abschnitt 0.5, Satz 1.
ZR (A) = ZR (B): Elementare Zeilenumformungen erhalten den Zeilenraum von A.

(ii) Die Zeilen von B mit fithrender Eins sind linear unabhéngig und spannen ZR (B) =
ZR (A) auf, bilden also eine Basis.

(iii) Zu jeder Spalte ohne fithrende Eins erhilt man einen Losungsvektor von Bz = 0.
Sie spannen den Nullraum von B und damit auch A auf und sind offenbar linear
unabhéangig, also eine Basis.

(iv) Spaltenvektoren von A sind genau dann linear unabhéngig, wenn die entsprechen-
den Spaltenvektoren von B linear unabhingig sind. Dies gilt, wenn B elementa-

re Zeilenumformung von A ist, und damit auch, wenn A ~ B. Insbesondere ist
dim SR (A) = dim SR (B).
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Beispiel. Fiir die Matrix

1 -2 0 0 3 1 -2 0 0 3 1 00 -2 3

A 2 =5 -3 -2 6 B 0 1 3 20 010 -1 0

- 0 5 15 10 0 - 0 0110 0 01 10

2 6 18 8 6 0 0 00O 0 00 00
Zeilen—Sttlrfen—Form reduzierte Zeﬂ‘ern—Stufen—Form

1st

N
=
—
N
SN—
I
wn
o]
S
=
VN
—
woo[lgra
\—/
[
N O Ot
S oot o
—_
0 5 o
N——
I
)]
o]
©
=
VN
cooo[g»—
N W = O
O~ = O O
N——

Basis

1
wn
o)
)
=
N
— —
ODOO[lDH
;_/ \_/
ol oo
—_
o= = o o
\/

1 ) 0
1 0 0 1 2
NR(A) = span( —11,1 0 ), SR (B) = Span< ol 1ol 11 >
1 0 0 0 0
0 1
B;gis
1 —9 0 0 3
9 _5 —3 —9 6
SR(4) = Span( ol s |15 |10] 0 )
9 6 18 8 6
1 —9 0
B 2 _5 —3
=spat ool 5 [0 ] 15
9 6 18

Bemerkung.
(i) dimZR (A) = dim SR (A) = rg A (Zeilenrang gleich Spaltenrang)
(ii) dim SR (A) 4+ dim NR (A) = n, die Spaltenzahl von A.
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Beuweisskizze. (i) folgt daraus, dass die Anzahl der Zeilen mit fiihrender Eins gleich
der Anzahl der Spalten mit fiihrender Eins ist.

~—
Spaltenzahl von A

(ii) dim SR (A) + dim NR (A) = n
————

Anzahl der Spalten mit fiihrender Eins  Anzahl der Spalten ohne fiihrende Eins

Zusammenfassung von Kapitel 1

e Mathematische Strukturen (Gruppen, Ringe, Kérper) erlauben das Rechnen und
das Losen von Gleichungen mit Objekten, wie wir es mit Zahlen gewohnt sind.

e Polynome iiber C besitzen immer Nullstellen und kénnen daher vollstindig in
Linearfaktoren zerlegt werden.

e In einem Vektorraum ergeben Linearkombinationen von Vektoren wieder Vektoren.
Um alle Vektoren eindeutig als Linearkombination einiger weniger darzustellen,
braucht man eine Basis.

e In jedem n-dimensionalen Vektorraum gibt es Basen, die alle die Lange n haben.

e Gauk-Elimination bei linearen Gleichungssystemen liefert explizit Basen von Un-
tervektorrdumen.

o1



2 Lineare Abbildungen

2.1 Definition und Beispiele

Definition 35. Eine Abbildung F': V — W zwischen zwei K-Vektorrdumen V' und
W heifst linear (genauer K-linear), wenn gilt:

(L1) Yo,w e V: Flv+w) = F(v) + F(w),

(1.2) VA € KYo € V : F(\) = AF(v).

Sprechweise:
e Zu “F linear” sagt man auch F ist ein Homomorphismus (von K-Vektorrdumen)

e Eine lineare Abbildung F': V — W heifit
— Isomorphismus, wenn F' bijektiv ist,
— Endomorphismus, wenn V' =W

— Automorphismus, wenn F' bijektiv ist und V = W.
Bemerkung. Ist F': V — W linear, dann gilt
(i) £(0) =0,

(i) F (é mi) _ i AF(v;)

=1

(iii) Sind V' C V und W’ C W Unterrdume, so auch F(V') C W und F~*(W') C V,
(iv) Ist F ein Isomorphismus, so auch F~1,
Beweis. (i) F(0)=F(0-0)=0-F(0)=0,

(ii) Induktion iiber n,

(iii) Wegen (i) ist 0 € F(V'), also nichtleer. Sei A € K, w,w" € F(V') mit w = F(v),
w' = F(V'), v,v" € V'. Dann ist Aw +w' = AF(v) + F(v') = F(Av +') € F(V').
——
eV’
Somit ist F'(V’) ein Untervektorraum.
Wegen (i) ist 0 € F~1(1¥’), also nichtleer. Seien A\ € K, v,v" € F~}(W’). Dann ist

FA+v)=AF(v)+ F(') € W’ also ist A\v +v € F~1{(W’).
w w
cew’ cew’
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2 Lineare Abbildungen

(iv) Wie bei den Gruppenhomomorphismen.

O
Bemerkung. Sei F': V — W linear. Dann gilt

(i) v1,...,v, € V linear abhéngig = F(vy),..., F(v,) € W linear abhingig,

(ii) F(v1),...,F(v,) € W linear unabhéingig = vy,...,v, € V linear unabhingig.
Beweis. [HA| O
Bemerkung. Sind F/': U -V, G:V — W linear, so auch Go F : U — W.

Beweis. Elementar. ]

Beispiele. o Fiir A e K™™ist f: K" x K™, f(x) = Ax linear.

e Die Nullabbildung 0: V — W, 0(v) = 0, ist linear.

Die identische Abbildung id : V' — V ist linear.

Fir A e Kist F': V =V, F(v) = Av, linear.

L KIX] = KX, an X"+ -+ ae X2+ a1 X 4+ ag = nan X" 4+ 200X + g
ist linear (Ableitung von Polynomen).

e Die Verschiebung um v € R?\ {0}, R? 5> z + x + v € R? ist nicht linear.

cosp —sing

e Die Rotation um den Winkel ¢, R? > z < .
sinp  cosg

) x € R? ist linear.

Definition 36. Sei F': V' — W linear, dann heifst
Im F:= F(V) das Bild von F,

rg F':= dimIm F', der Rang von F',

Ker F := F~({0}) der Kern von F.

Bemerkung. (a) Im /" C W und Ker F' C V sind Untervektorraume.
(b) F surjektiv < Im F = W,
(¢c) F injektiv < Ker F' = {0}.

Bewers. Alles klar, bis auf
(c) “<" Sei Ker F' = {0}, z,y € V mit F(x) = F(y). Dann ist F(x —y) = 0, also
x —y € Ker F' und damit z —y =0, bzw., x = y. [
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2 Lineare Abbildungen

Definition 37. Seien V, W K-Vektorrdume. Dann ist

Hom(V,W) :={f:V — W | f ist linear}

die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W.

Bemerkung. Hom(V, W) ist mit der Addition (f + g)(v) := f(v) + g(v) und der Ska-
larmultiplikation (Af)(v) := Af(v) ein K-Vektorraum.

2.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Satz 30. Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume, (vy,...,v,) eine Basis von V,
wy, ..., w, € W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F : V — W mit F(v;) = w;,
i=1,...,n, und es gilt Im F' = span(wy, ..., w,).

Ist (w1, ..., w,) linear unabhdingig, so ist F injektiv.

Beweis. Sei v € V mit v = \jvy + -+ - + A\ v,. Definiere F(v) = A\jw; + - - - + \w,,. Fiir
das so definierte F' gilt F'(v;) = w; und F ist linear, denn seien A € K, v,v" € V mit
v=MANvy+ -+ A, V= Nvg + - + N v,. Dann ist

Fhaw+v) = F(AM+X)vr+ -4+ (A, + X)vy)
= A+ XD)wr+ -+ A\ + X)w, = AF(v) + F(v).

Zu zeigen: Im F' = span(wy, . .., w,)
“C” Seiw € Im F', d.h. es gibt ein v € V mit F(v) = w. Ist v = A\jvy + - - - + A\, 0, SO ist
w = Awy + -+ + AWy, also w € span(wy, ..., wy,).
“O" Sel w = \jwy + -+ + A\ywy, somit ist w = F(Aoy 4+ - + \,) € Im F.

ev
Ist (wy, ..., w,) linear unabhéngig, so folgt aus F'(v) = 0 mit v = A\jvy + - - - + A\, v, dass
AMwy + -+ Aw, = 01ist, also A\ = --- = A, = 0. Somit ist v = 0. O

Satz 31. Seien V., W endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann ist dimV = dim W
genau dann, wenn es einen Isomorphismus f 'V — W gibt.

Beweis. “=":Sei (vy,...,v,) Basis von V und (wy, ..., w,) Basis von W. Dann definiert
f(v;) := w; einen Isomorphismus, denn f ist als lineare Abbildung eindeutig bestimmt,
Im f = span(wy, . ..,w,) = W und Ker F' = 0, da die wy, . .., w, linear unabhéngig sind.
“&” Sei f 1V — W Isomorphismus und (vy, ..., v,) Basis von V. Dann ist (wy, ..., w,)
mit w; := f(v;) eine Basis von W. span(wy,...,w,) = W gilt, da f surjektiv ist. Ande-
rerseits folgt aus Ajw; + -+ + \yw, = 0, dass f(Av; + -+ + \v,) = 0, also wegen f

injektiv \jv; + - - - + A\yv, = 0 und damit A\ = --- = X\, = 0. D.h. (wy,...,w,) ist linear
unabhangig und damit Basis, dim W =n = dim V. O]
Bemerkung.
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2 Lineare Abbildungen

e Man sagt, die Vektorraume V' und W sind isomorph, V ~ W, wenn es einen
Isomorphismus f : V' — W gibt. Sind V, W endlichdimensional, so ist also V ~ W
genau dann, wenn dim V' = dim W.

e [somorphie von Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation.

VeV, VW = WV, UV ANV = U~xW)

e Ist V n-dimensional mit Basis B = (by,...,b,), so ist V 2 v +— v € K" ein
Isomorphismus zwischen V und K”.

e Jeder n-dimensionale K-Vektorraum ist isomorph zum K”.

Bemerkung. Seien V, W K-Vektorrdume mit Basen b = (by,...,b,) von V und ¢ =
(c1y...,Cm) von W.
Fiir A € K"™*" sei die lineare Abbildung F': V — W definiert durch

F(bj)Z:Ale1+"'+Aijj, ]:17,71
Dann ist fiir beliebiges v € V mit v = A1by + - - - \,b,
F(U) = Z )‘j ZAijCi = Z ( AZJAJ> C;.
J=1 i=1 i=1 \j=1
Wegen ,v = A € K" gilt also .(F(v)) = A(pv).

Satz 32. Seien V, W K-Vektorrdume mit Basenb = (by,...,b,) vonV undc = (c1,...,¢n)
von W. Zu jeder linearen Abbildung F :'V — W gqibt es genau eine Matriz A € K"™*"
mit

F(bj) = Ajjer + -+ Apjem = ZciAij’ 7=1,...,n.
i=1
Die Abbildung
Hom(V,W) > F — .F, .= A € K™"

ist ein Vektorraumisomorphismus. .F, heifit darstellende Matriz von F beziiglich der
Basen b und c.

Beweis. Da (c1,...,¢y) eine Basis von W ist und F'(b;) € W, sind die 4;;,i=1,...,m
jeweils fiir j = 1,...,n eindeutig bestimmt. Die Abbildung Hom(V,W) > F + .F} :=
A € K™™ ist also injektiv. Wegen der vorherigen Bemerkung ist sie auch surjektiv.
Seiein nun F, G € Hom(V,W). Dann ist .(F + G), = Fp + Gy, da

(F+G)(bj) = F(b) + G(bj) = > ciAy+ Y ciA; =) ¢ (Ay+ A})
i=1 i=1 ! i=1 —_—

Koeff. von (F + G)y

Dass .(AF), = A(.Fp) sieht man analog. F' +— .Fy ist also ein injektiver, surjektiver
Homomorphismus, d.h., ein Isomorphismus. O
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2 Lineare Abbildungen

Bemerkung.

(i) dimHom(V, W) =dimK"™*" =m -n

(i) Firid:V — V,id(v) = v ist 4id, = E,, = , da
0 1

(iii) Fiir £ : V — W linear, v € Vist (F(v)) = Fp, v .
o =~

GKm G]Km Xn EK"

Satz 33. Ist F : V — W linear mit rg F = r (= dimIm F'), so kénnen die Basen b und
c so gewdhlt werden, dass

1
0
1 ) . .
Iy = 0 mit r Finsen ist.
0
0
Beweisskizze. Sei s = dimKer F. Man wahlt b,,1_,...,b, als Basis von Ker F' und
erginzt zu einer Basis (by,...,b,) von V. Nun setzt man ¢; :== F(b;) firi=1,...,n—s

und ergénzt zu einer Basis (C1,...,¢,) von W. Zu zeigen bleibt, dass die c¢1,..., ¢, ¢
linear unabhéngig sind: Sei 0 = Aje; + -+ N_sCns = F(Mb1 4+ -+ N_sbp—s)), d.h,,
vi=Abi+ -+ Nsby_s € Ker F'y also gibt es A1, ..., Ay mit —v = XA\ 1 sbpi1s+
-+ A\yb,, da diese Vektoren eine Basis des Kerns bilden. Insgesamt erh&lt man A\1b; +
<o+ + A\yb, = 0 und damit Ay = --- = X\, = 0. Somit bilden die ¢y, ..., c,_s eine Basis
von Im F'. ]

Satz 34. Seien F : U — V, G : V. — W linear mit Basen b = (by,...,b,) von U,
c=(c1,...,cm) von V, d=(dy,...,d;) von W. Dann ist

d(G o F)b = 4G, Iy,

d.h., die Komposition linearer Abbildungen entspricht der Matrizmultiplikation der dar-
stellenden Matrizen.

Beweis. Nach Definition gilt

l

G(cj) = Zdi<dGC)ija j=1....,m

i=1
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2 Lineare Abbildungen

und
bk :ZCJ Fbjk7 :1,...,71.
7j=1
Also ist
m m l
GoF(by) = G(F(b)) =G (Z Cj(ch)jk> => (Z dz‘(dGc)m') () ji
j=1 i=1 \i=1
=G(cy)
l
= Zd (Z dG ’Lj)( )jk’)
j=1 |
= (d(G o F)y)ik
und somit (4(G o F)p)ix = (aGe Fp)ik- O

Korollar 4. Ist F : U — V bijektiv, so ist dimU = dimV (=n). .F, € K™*" ist dann
invertierbar mit (.Fy) ™' =, (F71)..

Beweis.
b(F_l)c ch = b(F_l o F)b = bidb == En und ch b(F_l)c = C(F o F_1>c = cidc = En [

Bemerkung. Die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation folgt genauso aus der Asso-
ziativitdt der Komposition von linearen Abbildungen.

2.3 Koordinatentransformationen

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis b = (by,...,b,). Der Isomorphismus
(I)bIKn—>V, (I)b(>\177)\n):>\161++>\nbn

heift Parametrisierung von V (beziiglich b). ®;, bildet die kanonische Basis von K™ auf
die Basis b ab,
(I)b<€i>:bi7 izl,...,n

Ihr Inverses liefert den Koordinatenvektor von v € V,

®, M (v) = v, bzw., ®() =0

Satz 35. Ist ' = (b},... V) eine weitere Basis von V', so gilt fir alle A € K"

O, o Dy () = pidy A
(&, v, )(A) = pidy A
KreV V<«K» Knxn K”

pidy heifit Transformationsmatriz des Basiswechsels von b’ nach b.
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Beweis. (I)b_l e} @b/(ej) = (I)b_l(b;) = b(b;), und (bidb/)ej = (bidb/) b/(b;) = b(ld(b;)) = b(b;)

fiir j = 1,...,n. Die beiden linearen Abbildungen stimmen also auf einer Basis des K"
und damit auf ganz K" iiberein. O]
Bemerkung.

(1) Filirv e Vst yv = (bidbr)(b/v).
Bewezs. (bidb/)(b/v) = b(ld(v)) = pU.

(ii) Fir f : V — V linear gilt fiir die darstellenden Matrizen beziiglich verschiedener
Basen
b fo = vidy v fy widy, wobei yidy = (yidy) ™"

Beweis. Zunachst ist bidb’ b/idb = b/(id e} id)b/ = b’idb’ = F.
Auflerdem gllt bidb/ (b’fb/ b’idb) = bidb’ b’fb = bfb-

(ili) Bs gilt pidy = (o0 -+ b)) € K™
Beweis. yb; = ,(id(8))) = pidy pb; = pidy €; = (pidy )i, (i-te Spalte), i =1,... n.
Anwendung: Im R"™ mit der kanonischen Basis e = (ey,...,e,) sei b = (by,...,b,) eine
weitere Basis. Dann ist
eidb - (bl T bn) (: (ebl te ebn))-

Satz 36. Sei F' : V. — W linear, b = (by,...,b,) Basis von V, ¢ = (c1,...,¢,) Basis
von W. Dann ist

(i) Im F = ®.(SR (.F})),
(ii) Ker F = O,(NR (.F})).
Bewess.

(i) Im F' = span(F(by), ..., F(b,)),

SR (Fy) = span((cFp)aas - - (¢Fp)s1), wobel (cFp)w = (Fp)ei = (Fp)obi = F(bi).

Also ist

.(SR(F)) = Du(span(F(by),. . o F(b))
= span(P.(.F'(b1)),..., Pe(F(by))) =Im F

(i) “CmveKer F = (.F) v =.F(v) =.0=0¢€K™, also ist v € NR (.Fp).

“DMmwo e (I)b(NR (CF[,)) = ,v € NR (ch) = (ch) 0 =0= F(U) =0=veKerkF.

~——
=cF(v)
O

Satz 37 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Sei F' : V. — W linear, V,W
endlichdimensional. Dann gilt

dimKer F +dimIm F = dimV
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2 Lineare Abbildungen
Beweis. Seien b = (by,...,b,) Basis von V, ¢ = (¢1,...,¢,) Basis von W. A := _F, €
K™*™ Laut der letzten Bemerkung im Abschnitt 1.6 gilt
dimNR (A4) + dim SR (4) =n =dim V.

Da ®,, @, Isomorphismen sind, liefert der vorhergehende Satz dim Ker F' = dim NR (A)
und dim Im /' = dim SR (A). O

Definition 38. Zwei Matrizen A, B € K™ heifsen dhnlich, wenn es ein S € GL,,(K)
gibt mit

B=S"1AS.

Bemerkung.

(i) Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. [HA]

(i) Zwei Matrizen A, B € K™*" sind genau dann &hnlich, wenn es eine lineare Abbil-
dung F': V — V und zwei Basen a,b von V gibt, so dass A = ,F, und B =, F,.

Beweis.

“emTIst A= F, und B =, so ist B = id, oF, 4id, mit 4id, = (4idy) L.

“=" Setze V = K", F(v) := Av fiir v € V, dh. A = _F, mit der kanonischen
Basis e = (e1,...,€,). Sei B = S7'AS mit S € GL,(K). Setze b; := Se;, dann
ist b = (by,...,b,) Basis des K" da S ein Isomorphismus ist. Wegen b; = .b; =
oidy pb; = idy e; fir i =1,...,n ist S = .idy. Somit ist

B =S"1AS = (idy) ' o F, (idy = 4id, o F, cidy = F}.

(ili) Somit sind zwei Matrizen genau dann &hnlich, wenn sie die selbe lineare Abbildung
in verschiedenen Basen darstellen.

Schreibweise: Ist f: K" — K", mit f(z) = Az, A € K™ und b eine Basis des K", so
schreibt man fiir , f, auch ,A,. Somit ist A = (A, (vergleiche: fir x € K" ist z = .2).
A 0
Schreibweise: diag(A1, ..., \,) == € K™ heifst Diagonalmatrix.
0 An
Definition 39. A € K™ heift diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diago-
nalmatrix ist.

Bemerkung. A diagonalisierbar heifst, es gibt eine Basis b des K", so dass A, diagonal
ist. Dh, bAb = diag()\l,. . ,)\n) mit )\1,. . .,)\n S K, dh, b(Abl) = )\iei = )\2 bbi und
somit

Ab; = Ay,

man sagt b; ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \,.

29
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Daumenregel:

LFast alle Matrizen (iiber C) sind diagonalisierbar.*
,Alle Matrizen sind fast diagonalisierbar.”

Ausblick: Warum diagonalisieren?
Sei A € R™", Was ist A7 Ist A diagonal, so ist die Antwort einfach:

A0\ /a0 g
(0 AQ) B ( 0 >\§00>
Aus der Analysis: e = i Lo Es gilt "% = 94 fiir 5,t € R, a € R.
Analog, das Matrixexpo?lz?ltial:
Sei A € R™": et = i £ A™ ist absolut konvergent fiir t € R und e'te™t = e(t+9)4,

n=0
Berechnung des Matrixexponentials: Einfach, falls A diagonal ist:

. _ )\1 O . tA €t>\1 O
Fir A= (0 /\2> ist e = ( 0 ethe )
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3

Determinanten

3.1 Beispiele und Definition

(i)

(iii)

Fir A € RQXQ ist det A := AHAQQ — A12A21.

A —A
. 1 1 29 12
Ist det A 7& O; so ist A T detA (—A21 All

) Fiir die Losung von Ax = b gilt

dann

xr =

d (bl A12)
et A
_1b _ 1 A22b1 — A12b2 _ 1 b2 22
det A \ —A21b1 + Aj1by det A A by
det
A by
Das ist die ,Cramersche Regel“ fiir n = 2.

Fliche eines Parallelogramms: Sei v,w € R% Dann ist die Fliche des von v und w
aufgespannten Parallelogramms

F=1v|-|w|-|sin $(v,w).

U1 w1
Setzt man 0 = | vy | ,0 = [ wy |, s0ist |0 = |v|, |@| = |w| und ¥(v, W) =<(v, w).
0 0
Dann gilt
Gl wy 0
F = |9 |@0]|sin €0,0) = v xw|=||ve | X |we]||= 0
0 0 V1Wy — VW1

= |U1w2 - U2w1| =

det U1
Vg W2 '
Fiir A € R3*3 ist

det A = Ay AxpAss + A1pAsz Az + Ai3Ag Az
—A13A90 A3 — A1 AzpAgg — A1p Aoy Ass.
Fiir u,v,w € R? ergibt der Betrag des Spatprodukts u - (v x w) das Volumen des
von u,v,w aufgespannten Spates {\ju + Av + A3w : A, A, A3 € [0,1]} C R3. Es
gilt
Uy V1 Wy
u-(vxw):det(u v w) =det [ us v9 wo
Uus V3 W3
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3 Determinanten

Definition 40. Sei A € K™*". Bezeichne A@) ¢ K~1x(=1) die Matrix, die ent-
steht, wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte aus A streicht. Dann heifst

Alla falls n = 1a
det A := SO (=D Ay det AR falls n > 1,
k=1

die Determinante von A (Entwicklung nach der ersten Zeile).

Beispiele.

(i) det (CCL Z) = ad — bc.

123
(i) det (2 3 1| =1-det (3 1)—2-det (2 1)+3-<2 3):1-5—2-1+3-(—7):
5 1 9 12 3 2 31
~18.

Satz 38. det : K" — K st

(D1) in jeder Spalte linear, d.h., fir ay,...,a, € K", j € {1,...,n}, a; = a} + Adj,
AeK

det (a1 -+ (a;+Aa)) -+ an)
= det(ap -+ d) - a,)+Adet(ar -+ a - ay)

(D2) alternierend, d.h. fir 1 <i<j<mn ist

det (al e a; e aj e an) —_ det (al . aj e a; e an)

(D3) normiert, d.h., detE, = 1.
(D1-8) bestimmen die Funktion det : K" — K eindeutig.

Beweis von (D1-3). Durch Induktion iiber n. Induktionsanfang n = 1 ist klar. Indukti-
onsschritt exemplarisch von n — 1 nach n fiir n = 3: Zu (D1):

)\CLl bl C1

det Aa,g b2 Co = )\al . det (22 22> _ bl - det (;ZQ 22) + cp - (iz@ 22)
Aag b3 c3 8 €3 3 C3 3 b3
WD gy det (P22) < by det (922) e, - (%2 22
bs c3 as s as  bs

aq b1 C1

= Adet as b2 Co

as bg C3
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3 Determinanten

Additivitat analog.

Zu (D2):
b1 a; C
. a9 Co . ) b2 Co ) bg Q9
det | by a2 ¢ = by - det <a3 63) ap - det (b3 Cg)+01 <b3 a3>
b3 a3 Cjz
LV.(n=2) by ¢ az ¢\ (a2 b
= ay det (bg C3>+b1 det (ag 03) C1 (a3 bg)
aq bl C1
= —det a9 b2 Co
as b3 C3
Zu (D3):

1 00
det |0 1 0] =1-det L0 —0-det 00 +0- 01 =1
00 1 0 1 01 00

Fiir die Eindeutigkeitsaussage werden die folgenden Lemmata bendtigt, in denen nur die
Eigenschaften (D1-3) der Determinante benutzt werden.

Lemma 3. Sei ay,...,a, € K*. Dann gilt:
(i) Sind zwei der Vektoren gleich, so ist det (a1 -+ a,) =0.
(i1) Sind die a;, i = 1,...,n, linear abhdingig, so ist det (a1 an) =0.

Beweis. (i) Sei a; = aj, i < j. Dann ist

det(... a; e aj ) (DZQ) —det( aj e a; ...)

Aus z = —z folgt z = 0.
(ii) Sei ohne Einschrankung a,, = A\ja; + -+ + \,_1a,_1. Dann ist
det (a1 e an)
b Mdet (a1 -+ ano1 ar) 4o+ Agdet(ar co0 a1 ap1) =0.
O

Lemma 4. Sei A € K"*". Dann ist dquivalent:

(i) A ist invertierbar,

(i) rg(A) = n,
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3 Determinanten

(11i) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen (elementaren Zeilenumformungen).

Beweis. Ringschluss: rg A = n (ii) = die redzuierte Zeilen-Stufen-Form von A ist E,

= A entsteht aus F,, durch elementare Zeilenumformungen = A ist Produkt von den
Elementarmatrizen (iii)

1
1
0 1
1
Py =
1
1 0
1
| |
-te j-te
1
1
1 . .
Six = \ s — . .)\ —i-te
1 , ’
1
|
| 1 j-te
1-te

Elementarmatrizen sind invertierbar = A ist invertierbar (i) = Az = b hat fiir alle
b € K" die eindeutige Losung = A~'0 = rg A = n (ii). O

Lemma 5. Sei A € K" beliebig. Dann gilt fir die Elementarmatrizen
(a) det P;; = —1, det AP;; = det Adet P,

(b) det S;» = A, det AS; \ = det Adet S »,

(¢) detTi;\ =1, det AT} \ = det Adet T} .

Beweis. Sei A = (a1 an), ai,...,a, € K"

(a) detAHj:det(-~~ a; - q ~~'):—detA. Fir A = E, folgt det P;; = —1,
| |

1-te  J-te
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3 Determinanten

(b) det AS; » = det ( o day - ) = Adet A, fiir A= E, also det S; , = \.

(c) det AT} = det (a1 e (ag+ Aay) - an) = det (a1 an) = det A, fur
|
i-te
A=EFE,alsodetT;;y =1

O
Beweis der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion. .
Sei det : K™ — K eine Funtion die (D1-3) erfiillt. Zu zeigen ist det = det.
Sei A e KM A = (al an).
1. Fall. A ist nicht invertierbar = rg A < n = die ay,...,a, sind linear abhingig =

detA =0, det A =0.
2. Fall. A ist invertierbar = es gibt Elemntarmatrizen Ef,..., E, mit A = E}--- EJ.
Somit ist

det A = det F] - det E},
detA = detE, - det E|

Satz 39 (Rechenregeln). Seien A, B € K™*", X\ € K. Dann gilt

(a) det(AA) = A" det A,

(b) det A # 0 < A ist invertierbar,

(c) det(AB) = det A - det B,

(d) det A~ = =, falls A invertierbar,

(e) det AT = det A.

Beweis. Sei A = (a1 an), ai,...,a, € K.

zu (a) det(AA) =det (Aa; -+ Aa,) = A"det (a1 -+ a,) = A" det A.

zu (b) ,=“ A nicht invertierbar = rgA < n = ay,...,a, sind linear abhingig =
det A = 0.
»,<=" A invertierbar = A ist Produkt von Elementarmatrizen Ej,..., E; =
det A =det E] - - - det B, # 0.
~—— ——

£0 £0
zu (¢) GL,(K) ist Gruppe. Also gilt

AB invertierbar < A invertierbar und B invertierbar.

65



3 Determinanten

1. Fall: AB nicht invertierbar, also det AB = 0. Dann ist A oder B nicht inver-
tierbar, und somit deta - det B = 0.
2. Fall: A, B invertierbar, sind beide das Produkt von Elementarmatrizen, A =
E{---FE,, B=F---F, und somit
det(AB) = det(E;---E Fy---F)=det(E]---E})det F; - - - det F,
= det(E]---E)det(Fy - F}) =det A-det B

zu (d) Ist A invertierbar, so ist 1 = det E,, = det(AA™!) = det A - det A~

zu (e) 1. Fall: det A=0 & rgA <n & rg Al <n < det AT = 0.
2. Fall: det A # 0, A ist Produkt von Elementarmatrizen, A = E} --- E}. Dann ist
AT = BT ... E". det A = det AT folgt nun aus det B = det E'", wann immer
E' eine Elementarmatrix ist.

]

Bezeichnung: A € K™ heifit obere Dreiecksmatriz, wenn A;; = 0 fiir ¢ > j.
A € K™ heift untere Dreiecksmatriz, wenn A;; = 0 fiir ¢ < 7.

Satz 40. Ist € K™*" eine Dreiecksmatriz, so ist det A = A1 A+ Apn.

Beweis. Ist A untere Dreiecksmatrix, so erhdlt man die Aussage durch sukkzesive Ent-
wicklung nach der ersten Zeile.

Ist A obere Dreiecksmatrix, so ist A7 untere Dreiecksmatrix mit den gleichen Eintrigen
auf der Diagonalen. O]

Bemerkung (Berechnung von Determinanten). e Entwicklung von A nach der 2.
Zeile: Sei A" = PjpA (1. und 2. Zeile vertauscht), dann ist

det A=—detA = — Z(_l)jﬂAIIj det A'09)
j=1

= ) (—1)7" Ay det AP

j=1

e Entwicklung von A nach der i-ten Zeile ergibt analog:

det A =) (=1)" A;; det A
j=1

e Entwicklung nach der j-ten Spalte von A entspricht der Entwicklung nach der
j-ten Zeile von AT,
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3 Determinanten

e Transformation auf unnormierte Zeilen-Stufen-Form andert nicht die Determinan-
te. Seien ay,...,a, € K" i # j. Dann ist

a1

det [ a; + Aa; | = det (alT Doa; 4+ Aa) aT>

n

Qnp,
= det (a,{ e a}—‘ PN ag) _I_ )\det (a,{ e aZT [ a/;p oo az;)
-0
451
= det | :
G,
Beispiel.
1 11 1 11 1 11 11 1
det [1 3 4| 7= o 3|22 g 9 3| 222y 9 3
1 56 1 56 0 4 5 00 —1
= 1.-2-(-1)=-2

e Vertauschen von zwei Zeilen (oder Spalten) &ndert das Vorzeichen der Determi-
nante.

3.2 Cramersche Regel

Definition 41. Sei A € K™, Dann heift A € K™ mit

Aij = (—1)i+j det A(]Z)

die Komplementirmatrix von A.

Satz 41. Sei A € K™". Dann ist

AA =det A- E,.
Gilt det A # 0, so ist A7 = < A.
Beweis. Entwicklung nach der i-ten Zeile, 1 = 1, ..., n, ergibt

det A = ) (=1)""7 A det AW

=1

= ZAijAvji = (Ag)u
j=1
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3 Determinanten

Fiir k # ¢ bildet man die Matrix A’ in dem man in A die k-te Zeile durch eine Kopie der
i-ten Zeile von A ersetzt. Dann gilt

D AyAy =) (1) Ay det A®D =3 " (—1)" Ap det A = det A’ = 0.
=1

j=1 j=1

Insgesamt also AA = det A - E,,. Ist nun det A # 0 so ist A (Tora tAA) E,. O
A1

Satz 42 (Cramersche Regel). Sei A € K™*" invertierbar, b € K". Dann ist die (eindeu-

tige) Losung von Ax = b gegeben durch x € K" mit

det (CLl e A b (07 an)
det A

, wobez’A:(al an).

T; =

Beweis. Die Losung ist gegeben durch x = A7 = deiA

~ det A’

g = Aiib, = —— —1)tp, AUD = HJA’ U9
v det A = 7T det A ; J det A det A
wobei A’ = (a1 ceeaiy b oaiy e an), fiir deren Determinante beim letzten
Gleichheitszeichen die Entwicklung nach der i-ten Spalte benutzt wurde. O]

3.3 Determinante eines Endomorphismus

Satz 43. Sind A, B € K™*" dhnlich, so gilt det A = det B.
Beweis. Ist B = S"1AS, soist det B = det(S™'AS) =det S~ -det A-det S =det A O

Definition 42. Sei f : V — V linear, b = (by,...,b,) Basis von V. Dann ist

det f = det bfb

die Determinante von f.

Bemerkung.

e Die Definition ist unabhéngig von der Basis von V.
Denn wenn c¢ eine weitere Basis von V ist, dann ist .f. dhnlich zu ,f, und somit

det cfc = det bfb-
o [iir f,g:V — V linear gilt offenbar det(f o g) = det f - det g

e f heifit orientierungstreu, wenn det f > 0.
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4 Eigenwerte und Eigenvektoren

4.1 Definition und Beispiele

Definition 43. Sei f : V — V linear. v € V' \ {0} heifst Eigenvektor von f, falls

f(v) € span(v).
A € K heifit Eigenwert von f, wenn es einen Eigenvektor v von f gibt mit

f(v) = .

v ist dann ein Eigenvektor von f zum Eigenwert .

Bemerkung.
e Ist v € Ker f \ {0}, so ist v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert 0.
o Ist A e K™, dann ist x € K"\ {0} ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A, falls

Axr = Az

Beispiel. Diagonalmatrizen.

FiirA:(_(lj g)undf:]Rzﬁ]RQ,f(x):Axgilt
1 —1 1 . . .

A <O) = ( 0 ) =(-1)- (0) , d.h.; ey ist Eigenvektor von A zum Eigenwert —1,
0 0 0 . . .

A ) = (3)=311) d.h., ey ist Eigenvektor von A zum Eigenwert 3,

Satz 44. Sei f : V — V linear, b= (by,...,b,) eine Basis von V. Dann gilt
b ist Basis aus Eigenvektoren von f < fy st Diagonalmatriz.

Beweis. Firi=1,...,n gilt:
b; ist Eigenvektor von f zum Eigenwert \; < f(b;) = \ib; < o f(b;) = | A
Somit ist o fy = (of(b1) -+ of(bn)) = diag(Ar,- -+ An). =
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Beispiele.

. 0 1
(i) A= (1 0)'
((1) (1)) G) = <i> , b= G) ist Eigenvektor zum Figenwert 1,
(? é) (_11) = <_11> , by= (_11> ist Eigenvektor zum Eigenwert —1.

Somit ist bAb = <(1) _01) .

(i) A = G 1) rigA =1 b = (_11) € NR(A) ist Eigenvektor zum Eigenwert 0.

1Y . : . 1 1)\ /1 2 1
by = <1> ist Bigenvektor zum Eigenwert 2, da (1 1) <1> = (2) =2 (1)

Somit ist bAb = <8 g .

(iii) A= ( 0 1) beschreibt eine Rotation um den Ursprung des im R? mit Winkel 90°

-1 0
gegen den Uhrzeigersinn. Es ist Ae; = ey, Aes = —e;. Betrachtet man A € C?*2,
so gilt fiir
b1 =e1 + i@Q : Abl = €9 — iel = —i(el + Zfz) = —’ibl,
bg =e1 — ieg : Abg = ey + 7;61 = i(@l — ieg) = ZbQ

by ist also (komplexer) Eigenvektor von A zum Eigenwert —i,
by ist (komplexer) Eigenvektor von A zum Eigenwert i.
Die Vektoren b, und b, sind linear unabhiingig und bilden daher eine Basis des C2.

Somit ist bAb = (BZ (3) .

4.2 Das charakteristische Polynom
Satz 45. Sei f : V — V linear, A € K"*" eine darstellende Matriz von f. Dann gilt
(i) v ist Eigenvektor von [ zum Figenwert A < v € Ker(f — Aid) \ {0},

(i1) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) X ist Eigenwert von f, (3) det(A— AE) =0,
(2) Ker(f — Aid) # {0}, (4) det(f — Aid) = 0.
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Beweis.
(i) f)=x <& flo)—Aw=0< (f —Aid)(v) =0

(ii) A Eigenwert von f < Jv #0: f(v) = A < Ker(f — Aid) # {0}
& f — Aid ist nicht bijektiv
< A — A\E ist nicht invertierbar
< det(A—AE) =0
< det(f — Aid) = 0,
da A — A\E darstellende Matrix von f — \id ist.

Definition 44. Sei A € K™"*". Dann heift
4 K=K, xa(A)=det(A—\E)

das charakteristische Polynom von A. Ist A darstellende Matrix der linearen Abbil-
dung f:V — V, so heift

X K=K, x¢(\)=det(f — Aid)

das charakteristische Polynom von f.

. b - b
Beispiele. o A = (CCL d)’ Xa(A) = det(A — AE) = det (a d—)\>’ also

c
xa(A) =(a=N)(d=X) —bc =N —(a+d)A+ad —bc = (—A\)* + trA(—)\) + det A
110 1-A 1 0
e A=[0 1 1], xa(A)=det 0 1—-X 1 |, also
1 00 1 0 0—-2A
Xa(A) = (1=X)((1=2)(=A)=0) = (0-(=A)=1) = —=(1=A)*A+1 = A34+2X2 = A+1
Satz 46. Fir A € K™ ist x4(A\) ein Polynom vom Grad n.

Beweisskizze. Induktion Uber n:
n=1A= (A1), xa(A) = Aj; — A ist ein Polynom vom Grad 1.

All_)\ A12 * *
x AQQ—)\
n—1— n:det : * —
: * .
* A — A
* X
A22_>\ ¥ * Agg—)\ *
= (AH —/\) det —Alg det R . +-..
¥ A""_/\, * * App — A
Grad n —1 Gradn— 2
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Bemerkung. Fiir A € K™ ist
xa(A) = (=N +tr A(=N)" - Hdet A
Beweisskizze. Iteriert man die Formel im vorhergehenden Beweis, so erhdlt man

xa(A) = (A —=A) - (Apn — A) +p(N)
= (=N)"+ A+ + Ap) (=)

wobei degp =n — 2.

AuRerdem ist der Koeffizient von \° gegeben durch y4(0) = det(A—0-F) =det A. [
Bemerkung. xa(\) =0 JECN det(A—AE)=0 2%\ ist Eigenwert von A,

d.h. die Nullstellen von y 4(A) sind genau die Eigenwerte von A.

Lemma 6. Seien \i,...,\ry € K paarweise verschiedene Figenwerte von f :V — V
(d.h., i # j = N # X;) und seien by,..., b, zugehorige Eigenvektoren von f, also
f(b) = Nbs, i =1,...,k, dann sind die by, ..., by linear unabhdngig.

Beweis. Induktion nach k: k = 1: by # 0, also ist (by) linear unabhéngig.
k—1— k:Sei ayby + -+ + agby, = 0, dann ist auch

0= flaiby + -+ apbp) = ar f(br) + -+ + arf(bp) = ar by + - - + e\
Zieht man hiervon das Ai-fache der ersten Gleichung ab, erhélt man

ar( A — Ap)br + -+ apm1(Agm1 — )b =0
—— —

#£0 #0
Nach Induktionsvoraussetzung sind die by, ..., by_1 linear unabhéngig, somit ist a; =’
-+ = ap_1 = 0 und damit auch «y. O

Satz 47. Fir A € K™" gilt: Besitzt xa(\) n verschiedene Nullstellen, so ist A dhnlich
zu einer Diagonalmatriz.

Beweis. Seien Ay, ..., \, € K die paarweise verschiedenen Nullstellen von x 4(A). Dann
gibt es zu jedem Eigenwert \; einen Eigenvektor b; von A, ¢ = 1,...,n. Da die )\;
paarweise verschieden sind, sind die b; linear unabhéngig, bilden also eine Basis b =
(b1, ...,b,) des K. Somit ist

bAb = (bAbl tee bAbn) = diag(/\l, ey )\n)
Bemerkung. In diesem Fall zerfillt x4 in Linearfaktoren

Xa(A) = (A= A) - (A = A),

jede der Nullstellen ist einfach.
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Problem: Hat x4 mehrfache Nullstellen, so kann es passieren, dass es keine Basis aus
Eigenvektoren gibt. A ist dann nicht dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

1

Beispiel. A = (0 0), xa(A) = (0 — \)? = A2 (doppelte Nullstelle bei 0).

0

by = ey ist Eigenvektor zum Eigenwert 0, denn (8 (1)> (é) = (8)

Sei nun by beliebig gewihlt, so dass b = (b1, by) eine Basis des K? ist. Dann ist by =
ey + fes mit § # 0 und

Aby = (8 é) ((1)) = (g) = fe;— € span(by),

also kann b, kein Eigenvektor sein. A ist nicht diagonalisierbar.

Im folgenden sei V' immer ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K = R
oder K =C.

Satz 48. Sei f: V — V linear.

Xy zerfdllt in Linearfaktoren <= f kann durch eine obere Dreiecksmatriz dargestellt
werden.

Beweis. ,=*: Sei die obere Dreiecksmatrix A € K"*™ eine darstellende Matrix von f.
Dann ist

AH - A *
Xr(A) = xa(\) = det = (A1 = A) - (Aun = N).
0 A — A

L= Sel xp(A) = (A= A) - (A — A), Ap, oo\, € Ko A = )y st Nullstelle von y ¢ und
somit ein Eigenwert von f. Es gibt also einen Eigenvektor b; von f zum Figenwert ;.

Induktion iiber n = dim V:

n =1: b= (by) ist Basis von V, ,f, = (A1) € K'*! ist obere Dreiecksmatrix.

n — 1 — n: Man ergénzt b; zu einer Basis b = (by,...,b,) von V. Dann ist
VP
0
bfb = i B = B mit B’ c K(n—l)x(n—l)'
0

Dann ist x¢(A) = x5(A) = (A1 — A)xp/(A) (Entwicklung nach der ersten Spalte). Somit
ist xpr(A) = (A2 =A) -+ (Ay = A). Seinun 0" = (b, ..., b,), V' =spand und f: V' — V'
die lineare Abbildung, fiir die  fy = B’ gilt. Da X in Linearfaktoren zerfillt, gibt es
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

nach Induktionsvoraussetzung eine Basis ¢ = (¢y,...,¢,—1) von V', so dass .f. =: C eine
obere Dreiecksmatrix ist und es gilt

C']?c == cidb/ b/ﬁ,/ b/idc, bzw.
C = pP*' B P mit P := id,.
Nun ist a := (b1, c1,...,¢,—1) eine Basis von V und es gilt

afa = aidb bfb bida
100\ /A *--x\ /1 00

0 0 0

I A ; B .| P
0 0 0
Al ok e % A ko %
0 0

— | e | c ||
0 0

d.h. . f, ist obere Dreiecksmatrix. O

Bemerkung.

(i) Ist K = C, so zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren (Fundamentalsatz der Alge-
bra), also kann jede lineare Abbildung f : V' — V durch eine obere Dreiecksmatrix
dargestellt werden.

(i) Ist xr(A) = (A1 — A) -+ - (A, — A), so gibt es eine Basis b von V' mit

)\1 *

bfo = :
0 An

Dies folgt aus dem Beweis des vorherigen Satzes.

4.3 Polynome von Matrizen und linearen
Abbildungen

Ist p € K[z], also p = a, X" 4+ - - - + a1 X + ag mit ao, ..., a, € K, so gilt
firz € K, dass p(z) =a, 2"+ -+ ar+a €K
fir A e K" dass p(A) = a, 4 A+ apE € KM
fir f € Hom(V,V), dass  p(f) = an cof+---+aif+ apid € Hom(V, V)

n mal

Fragestellungen:
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

(i) Welche Nullstellen hat p(A) fir A € K" "?

B . /M 0N (N0 Ao 0
Ist p = (X — A\)(X — Ag), soist z.B. A = (O )\2>, (0 )\1> oder(0 )\2>

jeweils eine Nullstelle von p(A).

(ii) Gibt es zu gegebenem A € K™*" ein p € K[X] mit p(4) =0 € K**"?
Gesucht: ag, ...,a, €K, a; # 0, so dass apA* + -+ a1 A+ agFE = 0.
ﬁ,A,Az, . ,A”Q*I,Ani € K™ sind linear abhiingig, da dimK™*" = n?. Es gibt
n;jrl
also eine nichttriviale Linearkombination der 0 € K™*™. Somit gibt es ein Polynom
p # 0 mit degp < n?.

Gibt es weitere Polynome p, fiir die p(4) = 0 € K"*" gilt?

Eine Antwort gibt der

Satz 49 (Cayley-Hamilton). Sei f : V' — V linear. Zerfillt x s in Linearfaktoren, so gilt
xs(f) = 0.

Beweis. Sei xr(A) = (A — A) -+ (A, — A). Somit gibt es eine Basis b = (by,...,b,) von
V', so dass

0 A
Somit ist

(—1)"xa(A) = (A= ME)(A— ME)(A— AE) -+ (A= \E) =

0 x A — Ay % * *
0 A 0 0 * *
= 0 0 As— X * (A= X3E)--- (A= \,E)
00 An 0 0 0 An — Ao
0 0 *
00 *
— |0 0 =% [ (A= XE)--- (A= ME)0--- =
0 00 *
0 0 = * * %
0 --- 0 = 0 * %
0 0 = 0 0 0
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Bemerkung.
e K = C: Der Satz gilt fiir alle A € C"*" wegen des Fundamentalsatzes der Algebra.
e K = R: Der Satz gilt fiir alle A € R™*" da R™"™ C C™*" und ps € R[X]| C C[X].

e Die n x n-Matrizen E, A, ..., A" sind linear abhéngig.

4.4 Die Jordan-Normalform einer linearen Abbildung

Definition 45. Sei f : V — V linear. Ein Unterraum U von V heift f-invariant,
wenn fly: U — U (d.h., Yo e U: f(v) € U).

Beispiele.
e Ist v Eigenvektor von f zum Eigenwert A, so ist span(v) f-invariant.

e Sind vy, ..., v, Eigenvektoren von f zum Eigenwert A, so ist span(vy, ..., vx)
f-invariant.

Satz 50. Ist p € K[X], so ist Ker(p(f)) f-invariant.

Beweis. Sei v € Ker(p(f)). Z.z. ist f(v) € Ker(p(f)).

Bemerkung.

e Sind Uy, Us Unterrdume von V mit Uy N Uy = {0}, so heikt der Unterraum U =
span (Uy, Uy) = {uy + ug : uy € Uy, uy € Uy} direkte Summe von Uy und Us. Man
schreibt dann

U=U,®U,.

o Ist b = (by,...,b;) Basis von Uy, ¢ = (c1,...,¢) Basis von U,, so ist a =
(b1y...,bk,c1,...,¢) Basis von U; & Us.
Beweis: anby + -+ + agby + ey + - + fiog = 0 € UiNUs. Also ist anby+- - +-auby,

E‘&l grljg
auch in U, enthalten und damit gleich dem Nullvektor. Da b als Basis von U; linear
unabhéngig ist, folgt a; = -+ = a5 = 0. Analog folgt, dass ficq + -+ + Ficg = 0,
da auch in U; enthalten und damit g, =--- = 5, = 0. ]
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

e Sind Uy, U, invariante Unterrdume von f:V — V und V = U; @ Us,, so ist

«] 0 }k—Zeilen
0 | = }l—Zeilen

afa:

mit zwei von Null verschiedenen Blécken der Dimension k X k, bzw. [ x [.
Bezeichnungen: Sei A Eigenwert von f : V — V. Dann heifst
(i) Ex(f) :=Ker (f — Aid) der Eigenraum von A\,
(ii) dim E)(f) die geometrische Vielfachheit von A,

(ili) vy € N, so dass x¢(p) = (v — A)™q(p) mit g(A) # 0, die algebraische Vielfach-
heit von A (die Vielfachheit der Nullstelle von y),

(iv) H)(f) := Ker (f — Aid)"» der Hauptraum von \.
Bemerkung.
(i) Ex(f), Hx(f) sind f-invariante Unterrdume von V,
(ii) EX(f) € HA(f),

(iii) die geometrische Vielfachheit von \ ist immer kleiner gleich der algebraischen Viel-
fachheit.

Beweis.
(i) Klar, da (f — Aid)/, j € N, ein Polynom von f ist.
(i) v e Ex(f) = (f — Nd)(w) = 0 = (f — Xid) (v) = 0 = v € Hy(f).
(iii) folgt aus (ii).
L]

Satz 51. Sei \ ein Eigenwert von f :V — V mit algebraischer Vielfachheit v. Dann
gilt

1. dim H)(f) = v,

2. Ist u # X ein weiterer Eigenwert von f, so ist

Hy\(f) N Hu(f) = {0}

Der Beweis wird hier nicht gefiihrt. Der Beweis verwendet den Satz von Cayley-Hamilton
und Teilerfremdheit von Polynomen, siehe z.B. [Fischer, Lineare Algebra| O
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Korollar 5. Sei f : V. — V linear mit xs(A) = (A — A" - (Mg — A%, Ap, oo, A
paarweise verschieden und vy + --- + v, =n =dimV, so gilt

(1) V= Hy\(f) & & Hy(f)

(ii) Es gibt eine Basis von V., b= (by,--- by, ,...,bp—pq1,-- ,bn), S0 dass
———— ~ ~ ~
Basis von Hj, Basis von H,\k
* 0 v -Zeilen
* vy-Zeilen
bfo =
0 * }i/k—Zeilen

Beweis. (i) ,,D klar. ,C* dim (H),(f)®--- @ H\(f)) =1+ + v =dimV.

(i) Man wihle zu jedem H,, (f) eine Basis (cgi), e ,c,(,?) und fiige sie durch Aneinan-
derreihung zu einer Basis von V' zusammen.
O
Definition 46.
A1 0
e Die Matrix J,,(A\) = R heift Jordanblock.
S
0 A

e Eine Matrix J € K™ heiltt Jordanmatrix, wenn es Jordanblocke
Ty (A1), oy Iy (N1) gibt, so dass

Iy (A1) 0

0 Ty (A1)
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4 Figenwerte und Eigenvektoren

Satz 52. Jede Matriz A € C™™™ st dhnlich zu einer Jordanmatriz.

Beweisidee. Fiir jeden Hauptraum H,(A) bestimmt man eine Basis wie folgt:
Sei (by, ..., b;) eine Basis von E)(A) = NR (A — AE). Man erginze, falls notig,
zu (by,...,bi,c1...,¢;), einer Basis von NR (A — AF)%

Man ergénze, falls notig,
zu (by, ... by, -+ ,dy ..., dg), einer Basis von NR (A — AE)™ = H)(A), wobei m < v,.
Nun setzt man d) := (A— \E)d, fir l =0,...,m—1,s =1,...,k Dann kann man
zeigen, dass die m - k Vektoren dgo), e ,dgm_l), s = 1,...,k, linear unabhingig sind.
Bilden diese Vektoren noch keine Basis des Hauptraums H,(A), so erginzt man sie
durch (b),...,b)) zu einer solchen und wiederholt den gesamten Schritt fiir H{(A) =
span (b),...,b.) an Stelle von H)(A). Dies wird solange iteriert, bis man eine Basis des
Hauptraums Hy(A), bestehend aus Vektorhierarchien d§°>, o dgms*l), erhalten hat. Jede
dieser Vektorhierarchien bildet nun einen Jordanblock der Dimension m = m,, denn es
ilt
° AdD = (A= AE)dD + \dD = " 4 A,

Die darstellende Matrix beziiglich dieser Vektoren lautet also, da d™ =0 ist

Al 0
0 A

: 0 1
: A
SN 1

dgm—l) dgm—Q) ng)
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5 Euklidische VVektorraume

5.1 Definitionen und Beispiele

Definition 47. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung s : V x V — R heift
Bilinearform, wenn fiir alle u,v € V, A € R gilt:

(B1) s(u+ w,v) = s(u,v) + s(w,v), s(Au,v) = As(u,v),

(B2) s(u,v+w) = s(u,v) + s(v,w), s(u, \v) = As(u, v).

Eine Bilinearform s heifft symmetrisch, wenn fiir alle u,v € V'
(S) s(u,v) = s(v,u).

Eine symmetrische Bilinearform s heifst positiv definit, wenn
(P) s(v,v) > 0 fiir alle v € V '\ {0}.

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform s heifst Skalarprodukt auf V', man
schreibt (u,v) := s(u,v).

Beispiele.
o V=R" s(v,w) =v-w=vTw) fir v,w € R ist ein Skalarprodukt auf dem R™.
o V=R" AR sy(v,w):=v-Aw(= v Aw) ist eine Bilinearform auf dem R".

o Ist AT = A, so ist 54 symmetrisch.
Beweis. sa(v,w) = v Aw =v- Aw = Aw - v = (Aw)Tv = wT ATv = sx(w,v). O

e Fiir welche symmetrischen A € R"*" ist s, positiv definit?

Definition 48. Ein reeller Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt (-, )
heift euklidischer Vektorraum.

Definition 49. In einem euklidischen Vektorraum V heifit fiir v € V

[o]] = v/ (v, v)

die (durch (-,-) induzierte) Norm von V.
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5 FEuklidische Vektorraume

Satz 53. In einem euklidischen Vektorraum V gilt fir v,w € V, X € R
(i) Joll =0 <= v =0,

(i) [[Avll = [A] - [lo],

(117) [(v,w)| < ||v] - ||wl]| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung),
() [Jv+wl| < ||| + [Jw]| (Dreiecks- Ungleichung)
Beweis.

(i) Joll # 0 < (v,0) #£0 & v £0.
(i) M0l = /T, 3o} = /22w, 0) = A - ]

(iii) Beweis wie in Abschnitt 0.6: Man berechne den positiven Wert des Minimums von
v + awl? fiir a € R.

(iv) |lv +w||2 = (v +w, v+ w) = (v,v) + 2{(v, w) + (w, w)
S [v]12 4 2[[o]| - fJlw]| + [[w]]? = (o]l + [lw])?.

Bezeichnung.

e ||v]| heift die Ldnge des Vektors v € V,

e J(v,w) := arccos Hiﬁjw € [0, [ heift der Winkel zwischen v und w.

Definition 50. Sei V ein euklidischer Vektorraum.
(a) v,w € V heiken orthogonal (v L w), wenn (v, w) =0,

(b) Zwei Unterrdume von V', Uy, Uy, heifsen orthogonal (U; L Us,), wenn
Yve Up,weU: v Lw,

(¢) Zum Unterraum U von V definiert man das orthogonale Komplement

t={weV|VuelU:ulv}

(d) (vi,...,v,) heift Orthogonalsystem, wenn v; # 0, v; L v;, fiiri,j=1,...,n
Ein Orthogonalsystem mit ||v;|| = 1 heift Orthonormalsystem (ONS). Bilden
die v; sogar eine Basis von V, so heift (vy,...,v,) Orthonormalbasis (ONB)
von V.
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5 FEuklidische Vektorraume

Bemerkung.

e Fiir ein Orthonormalsystem (vy, ..., v;) gilt

(vi, v5) = 0y

1 firi—
mit dem Kronecker-Symbol 6;; := tlr Z j,’
0 firi#j.
e Ist (v, -+ ,vg) ein Orthonormalsystem, so sind die v; linear unabhéngig.
Beweis. ajv; + -+ + apvy = 0 = 0 = (v1,0) = ag{vy,v1) + -+ + ag(vy, vg) = ag.
a; = 0 folgt analog aus 0 = (v;,0). O

e Ist (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von V|, so gilt fiir v € V

U:/\1b1+"'+/\nbn mit >\2: <bi,U>.

<b1’ U>

Mit anderen Worten: Der Koordinatenvektor von v ist yv = : . Beweis.
(bn, v)

Sei v = A\by + -+ + A\,v,. Dann ist

(bi; v) = Ar(bi, b1) + -+ 4 An{bi, bn) = NiCbi, bi) = A;. O

Satz 54 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung). Jeder endlichdimensionale euklidische
Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine beliebige Basis des euklidischen Vektorraums V. Man setzt
~ b
bl = U, bl = ~—1,
164
~ by
b2 = U2 — <b1,U2>b1, b2 ==,
12

N k—1 7
be = ve— Y (b ue)by, byi= ——

j=1 ||bk:||

fir k =1,...,n. Zu iiberpriifen ist, dass (by,...,b,) wohldefiniert und eine ONB ist.
Zungichst ist by # 0, by ist also wohldefiniert und offenbar ist span (b;) = span (v;).

Sei nun by, ..., by definiert, mit span (by,...,bx_1) = span (vy, ..., vg_1).

Dann ist vy, & span (by,...,b,—1) und damit auch Ek & span (by, ..., bg_1), also Ek #£0. by,
ist also wohldefiniert. Auferdem gilt firv=1,... k —1

N

(b = (b vw) — S by v (b by) = (b o) — (b0 (b i) = 0

J=1
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5 FEuklidische Vektorraume

by steht also senkrecht auf by, ..., by_; und wegen by € span (by, ..., bg_1,v) ist

span (by, ..., by) = span (vq,...,vg). Die so definierten by, ..., b, bilden also eine Ortho-

normalbasis von V. ]
Beispiele.

e Bestimmung von Orthonormalbasen von Untervektorrdumen des R™ [HA].

e Basiswechsel. (ey,...,e,) ist eine Orthonormalbasis des R™ mit dem Standards- |04.02.10
kalarprodukt (z,y) =z -y = 2Ty.
Ist b= (by,...,b,) eine weitere ONB des R", so ist

B:=.idy = (by -+ cby)=(by -+ b,) ERV”"

Die Inverse B~ = ,id, ist in diesem Fall ganz einfach zu bestimmen.
Es ist B~' = BT, denn

b" R 1 0
BTB: oo (bl P bn): : : — :En
T : :
bn b.Tb, - b,7b, 0 1
e Allgemeiner gilt: Ist B = (b1 bn) € R™™ wobei (by,...,b,) eine Basis paar-
weise orthogonaler (unnormierter) Vektoren ist, so ist
1 3 T
TPt
B! =
1 3 T
[[on 2 bn
Bemerkung. Sei V' euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis b = (b1, ..., b,) und

v,w € V. Dann ist
(v,w) = v - pw = 07 pw

n n

Beweis. (v,w) = 3 {(v,0:)bi, (w, b;)b; = > (v, bi)(w, by) (b, by)
i,j=1 i,j=1 \?gJ_/
n <U,b1> <w7 b1>
- Z<U7 bi><w7 bz> = : . : = U pW. [l

=1 w.bs) ]\ (w, b)

5.2 Orthogonale Transformationen

Definition 51. Sei V' ein euklidischer Vektorraum, dimV < co und F' : V — V
linear. Dann heifst F' orthogonal, wenn

(F(v), F(w)) = (v,w) fiir alle v,w € V.
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5 FEuklidische Vektorraume

Bemerkung.

(i) ||F(v)]| = ||v|| fiir alle v,w € V.

(i) v Lw= F(v) L F(w).

(iii) F ist Isomorphismus und F~! ist orthogonal.
(iv) Ist A ein Eigenwert von F', so ist || = 1.
Beweis. (i) und (ii) klar

(iii) F ist injektiv, da aus F'(v) # 0 mit (i) auch v # 0 folgt. Somit ist F' sogar bijektiv
und v = ||F(F~Y(v))| = [|F~1(v)| fiir alle v € V.

(iv) Ist v ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert A\, dann gilt
[oll = IF )] = lAv]l = [Al[[o]l, also [A] = 1.

O
Bemerkung. Eine orthogonale Abbildung ist Winkel erhaltend.
Definition 52. Eine Matrix A € GL,(R) heikt orthogonal, wenn A~! = AT,
Bemerkung. Ist A eine orthogonale Matrix, so ist det A = £1, denn
l=det E =det A"A =det A" - det A = (det A)*.
Bemerkung. Die Mengen
O(n) = {AecGL,(R)|A™ = A"}, (orthogonale Gruppe)
SO(n) = {A€O(n)|detA=1} (spezielle orthogonale Gruppe)
sind Untergruppen der GL,(R).
Beweis. A,B € O(n) = (AB)"(AB) = BPATAB = B"B=FE, = AB € O(n),
A~ = ATO(n), da (AT)TAT = AAT = AA™' = E,,, d.h., O(n) ist Untergruppe.
A, B € SO(n) = det(AB) = det A - det B = 1, also auch AB € SO(n).
AuRerdem ist det A=! = det AT = det A = 1, also AT € SO(n). O
Bemerkung.
A € R™" orthogonal <= die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis des R".
i
Beweis. Sei A= (by -+ b,). Dannist AT = | : | und somit
bT
b 1
b 1
Dies bedeutet (b;,b;) = d;;, bzw., b ist ONB. ]
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5 FEuklidische Vektorraume

Satz 55. Sei V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis b= (by, . ..

set F':V — V linear. Dann gilt
F ist orthogonal <= Fy ist orthogonal.

Beweis.

(F(v), F(w)) = (v, w)
)

& Vi, 5 (F(b), F(bs) = (bi, bj) = 0y

< (F(by),...,F(b,)) ist ONB von V

< (bF(by),. ..,bF( ) ist ONB von R”

& o= (bF(b1) -+ F(by)) € R™ ist Orthogonalmatrix.

Beispiele. Orthogonale Transformationen des R"

e n=1. F: R — R orthogonal = |F(z)| = |z| = F(z) = +x,
d.h. F =idg oder F = —idgr (Spiegelung am Ursprung)

e n = 2. Betrachte orthogonale 2 x 2 Matrizen.

Lemma 7. Ist A € O(2), so gibt es a € | — w, 7|, so dass
. (C?SOJ — sin a) oder (cgsa sin o ) it
sina cosa sina —cosa

b

Beweis. Sei A = (a
c d

) € 0(2). Aus ATA = E, folgt

ad+ct=1, VP*+d*=1, ab+cd=0.
Mit o := arg(a + ic) €]—n, 7], B := arg(d + ib) €]—m, 7] gilt
a=-cosa, c=sina, d=cosff, b=sinpf
Die letzte Gleichung lautet dann
0 = cosassin f + sin acos B = sin(a + 3).

1. Fall: o+ 8 € {0,27}. Dann ist sin § = —sin «, cos f = cos a.
cosa —sina

Somit A= | .

sina cosa
2. Fall: a + f = m. Dann ist sin 8 = sin«, cos § = — cos a.
Somit A — (C?SO‘ sina )

sina —cos«
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5 FEuklidische Vektorraume

Diagonalisierung von A € O(2)?7

1. Fall: A = (CF)SO( — o a). Xa(A) = (cosa — A)? +sina? = A\? — 2\ cosa + 1.
sinaw  cosa

Die Nullstellen A\; 3 = cosa L isina =e

Keine reellen Eigenvektoren.

A ist Drehung um Winkel a, det A =1, d.h., A € SO(2).

cosa  sina
sinaw —cosa
(A —=1)(A+1). Es gibt also eine Basis aus Eigenvektoren by zu den Eigenwerten
+1, die senkrecht aufeinander stehen (by -b_ = Ab, - Ab_ = —by -b_).
A ist eine Spiegelung an der von b, aufgespannten Achse, det A = —1.

+ia gind die komplexen Eigenwerte von A.

2. Fall A = ) xa(A) = (cosa—A)(—cosa—A) —sin?a = N2 —1 =

n = 3.

Beispiel (Rotation im R* um eine Achse durch den Ursprung).

Seia € R3 |la]] =1, @ € R. Zu z € R3 bestimme man den Vektor z/, der entsteht,
wenn man x um die durch a bestimmte Achse mit dem Winkel o dreht.

Man definiert x| := (a - z)a, v, ==z — .

Offenbar ist oy L z;,daa-2, =a-2— (a-z)(a-a) = 0. Zusammen mit dem
Vektor x, X a, der senkrecht auf z;; und x; und der die gleiche Lange wie x, hat,
ergibt sich anschaulich

' =z +cosax, +sina(z; xa).
Die Rotation wird also durch die Abbildung F : R3 — R3,
F(z)=(a-z)a+cosa(r — (a-x)a) +sina(xr x a),

modelliert. F' ist linear und orthogonal, wie man {iberpriifen kann. a ist Eigenvektor
zum Eigenwert 1, da offenbar F'(a) = a ist. Wegen (a - z)a = aa’x ist

F(z) = ((1 —cosa)aa’ + cosa By + sinaA) x

(& J/

TV
€R3><3
0 as —as
mit A=\ —-as 0 a1 |, sodass Ar = x X a.
(45} —ay 0

Klassifikation orthogonaler Abbildungen auf dem R3.

Sei F': R?® — R3 orthogonal, A = .F,. x4(\) ist ein reelles Polynom vom Grad
3 und hat daher eine reelle Nullstelle (Begriindung: z.B. Zwischenwertsatz). Da
F orthogonal ist besitzt sie also einen Eigenwert \; = £1. Sei b; ein zugehdriger
Eigenvektor mit ||b|| = 1. Man ergénzt nun zu einer Orthonormalbasis (by, by, b3).
Dann ist U = span (bg, b3) F-invariant, denn

vel = (b)=0 = (F),FB)) =0 = £(F@),b)=0 = Fl)eU
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Insbesondere ist F'(by), F'(b3) € U. Somit ist

A 00

. , [a b
B—be— 8 A s mit A_(C d)

Wegen BTB = Fs ist ATA" = E,; also A € O(2). Bei geeigneter Wahl von by, bs
erhilt man die vier Félle

iy

iy

be

be

1

1 Spiegelung an der b1-by-Ebene

—1

1

cosa —sina Drehung um die b;-Achse mit Winkel «

sina  cosa
-1 | Spiegelung an der bo-Achse, bzw.

1 Drehung um die by-Achse mit Winkel 7
—1 . .
cosa —sina Drehspiegelung: Drehung um die by-Achse,

sino cosa Spiegelung an der b;-bo-Ebene

Fiir beliebige Dimension gilt der

Satz 56. Ist F' : V. — V orthogonal, dann gibt es eine Orthonormalbasis b von V, so

dass

mit Ay, ..., Ay € SO(2).

Ay

Ay,

Beweis. siehe z.B. |Fischer, Lineare Algebra]

5.3 Symmetrische lineare Abbildungen

Definition 53. Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Die lineare Abbildung F' : V — V
heiftt symmetrisch, wenn

(F(v),w) = (v, F(w)) fiir alle v,w € V.
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Satz 57. Ist ' : V — V linear und b eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt
F ist symmetrisch <= F, = W

Beweis. Fir v,w € V, z := v,y :=yw € R" ist (v,w) = 27y. Sei A =,F,.
<: Aus AT = A folgt (F(v),w) = (Az)Ty = 2T ATy = 2T Ay = (v, F(w)).
=:Firv=>0,w=20;17=1,...,nist 2 = ¢; und y = ¢;. Somit folgt

(AT)yy = ef ATej = (Aey)e; = (F(bi),by) = (bi, F (b)) = e Aej = Ay

]

Satz 58. Ist A € R™" symmetrisch, d.h. AT = A, so sind alle Figenwerte von A reell.

Beweis. Sei A € C Eigenwert von A € R"*" C C"*" mit Eigenvektor w € C", w = u+iv,
u,v € R™ Dann ist auch A ein Eigenwert von A mit Eigenvektor w = u — iv, denn
Alu —iv) = Au +iv) = Mu + w) = AN(u — v).
Somit gilt

A(wTu+0Tv) = AMu—iv)T(u+iv) = (u—iv)  Alu+iv) = (u — )T AT (u 4 iv)

—_—
>0

= (A(u-— iv))T(u +iv) = (u — )T (u + )\ = Mu'u + v'v).
Also ist A=A\, d.h., A € R. O

Satz 59. Ist A € R™" symmetrisch, dann ¢ibt es eine Orthonormalbasis aus Figenvek-
toren.

Beweis. Sei F': R" — R™ mit F(z) = Az, d.h., F ist symmetrisch.

Wegen A € R™™ C C™" hat das charakteristische Polynom von A eine komplexe
Nullstelle. A besitzt also einen Eigenwert \; € C. Da A symmetrisch ist, ist A; reell
und damit gibt es zu \; einen Eigenvektor by € R™ mit ||b;|| = 1. Man ergénzt zu einer
Orthonormalbasis ¢ = (by, ca, . .., ¢,). Dann ist fiir j > 2

(F(c;), br) = (¢, F(br)) = (¢, Mbr) =0,
d.h. F(cj) € span (ca,...,c,) = U fiir j > 2. U ist also F-invariant und damit

M O - 0
0 : / (n—1)x(n—1)
L. = : W mit A’ € R )

0
Die Einschrankung F'|y : U — U ist symmetrisch mit darstellender Matrix A’ beziiglich
der Basis (ca,...,¢,) von U. Somit besitzt auch sie einen reellen Eigenwert Ay € R mit
zugehorigem Eigenvektor by € U, ||bs|| = 1, der senkrecht auf b; steht. ..
Féhrt man so fort, so erhilt man schlieflich eine Orthonormalbasis (bq,...,b,) des R",
die aus Eigenvektoren von F', bzw., A besteht. n

Bemerkung. Eine symmetrische Matrix ist immer diagonalisierbar, und zwar sogar
durch eine orthogonale Transformation des Koordinatensystems (eine Transformation
von der kanonischen auf eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren).
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