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1 Schur-Form und Singulidrwertzerlegung

Die Matrizen eines Kontrollsystems (A, B,C') sind in der Regel unsymmetrisch. Fiir die
numerische Behandlung spielen daher orthogonale Transformationen eine entscheidende
Rolle (sie verdndern die Kondition nicht).

Satz 1.1 (Schur-Form, komplexe Version)
Sei A e €™ . Dann gibt es Q, R € €™ mit

A=QRQ", (1.1)
wobei () hermitesch und R obere Dreiecksmatriz ist.

Beweis: Lineare Algebra oder in den Ubungen. O

Satz 1.2 (Schur-Form, reelle Version)
Sei A € R™ . Dann gibt es Q, R € R™™ mit

A=QRQ", (1.2)

wobei Q) orthogonal und R eine sogenannte quasi-obere Dreiecksmatrix ist, d.h. R hat
die Form

Rll R12 le
0 Ry --- Rop

rR=| . 7 el (1.3)
0 --- 0 Rym

Fiir jedes R;;, 1 <i<m, qibt es zwei Méglichkeiten:
1. R; e RWY = IR, oder
2. R; € R®? mit konjugiert komplexen Figenwerten.

In jedem Fuall gilt
spec (A) = |J spec(Ry). (1.4)

1<i<m

(spec (A) bezeichnet das Spektrum von A.)
Beweis: Lineare Algebra oder in den Ubungen. O

Definition 1.3 (Reelle Singuldrwertzerlegung, SVD)
Sei A € RPD | Eine (reelle) Singulirwertzerlegung von A hat die Form

AzUEVTz(U1U2)<§ 8)(&;) (1.5)

wobei U € RPP) |V e R orthogonale Matrizen sind (d.h. U™ = UT ), und S =
diag (01, ...,0,) Diagonalmatriz ist mit 0 < r < min{p,q} und oy > 09 > -+ >0, > 0.
Man setzt o = 0 fiir k > r und bezeichnet den kleinsten Singuldrwert owingpq auch
mit Omin(A) .



Satz 1.4 (Existenz der SVD)
Jede Matriz A € RP9 hat eine Singulirwertzerlegung.

Beweis: Sei A # 0. Wir wéhlen z € IR? mit ||z||, =1 und | Az, = || 4|, . Sei

Ax
- i 1.6
Y= Taal, o)
Falls ¢ > 1, so ergénzen wir x zu einer orthogonalen Matrix V' = (z V) € R, falls
p > 1, ergéinzen wir y zu einer orthogonalen Matrix U = (y U) € R®? . Fiir
T T AT A
= UTAV = ( 14, w ) e A AT (1.7)
0 = 1Al
gilt dann
2 2
Z( 4, ) . ( JAIE + ol ) | (19)
w *
also

< Il 1Al + llwll3 - (1.9)
2

2 2
[A[l + [lwllz <

E( 141, >

Aus ||X]|, = ||A]|, folgt nun w = 0. Die Behauptung folgt mit einem Induktionsschlufl
(iiber den rechten unteren Teil von 3. Falls p =1 oder ¢ =1, so ist man bereits fertig).
O

Satz 1.5 (Elementare Eigenschaften der SVD)
Sei A = UXVT Singulirwertzerlequng wie in Definition 1.3, seien u;, v; die Spalten
von U bzw. V. Dann gilt

(i) X ist eindeutig bestimmt (i.a. aber nicht U und V).
(ii) rang(A)= rang(X)=r.

(iii) Av; = ou; und ATu; = o, fir alle i .

(iv) [[All, =01, [AlF =007

(v) A=Y, ol .

Beweis: ¥ ist eindeutig bestimmt, da X7% die Diagonalisierung von AT A darstellt.
Die anderen Behauptungen folgen aus der Definition durch spaltenweises Betrachten der
Gleichungen

AV =Ux, ATU=VY, (1.10)

sowie daraus, dafl orthogonale Matrizen ldngentreu abbilden. O

Satz 1.6
Fir A,E € R®?9 und alle k gilt

k(A + E) — ox(A)] < 01(E) = [|E,- (1.11)



Beweis: Folgt aus der Storungstheorie fiir Eigenwerte. (Siehe Buch von Golub/van Loan
bzw. Wilkinson.) O

Satz 1.6 bedeutet, dafl die Berechnung der singuldren Werte ein gut konditioniertes
Problem ist.

Satz 1.7
Sei A€ RPD | k< r= rang(A). Dann gilt
sen= min 4= Bl = |4 A, (112
wobet i
Ay => owmv},  rang (Ag) = k. (1.13)
i=1

Beweis: Es ist rang (4;) =k, da UTALV = diag(oy,...,0%,0,...,0). Ferner ist

IA = Aglly = [UT(A = AV, = || diag (0,...,0,00 11,00, 0,...,0)]ly = Ohi1 -

(1.14)
Sei nun B € R®? mit rang (B) < k. Dann gilt
dim(H) >0, H :=ker(B)N span (vi,..., V1)) - (1.15)
Sei z € H, ||z]|, = 1. Dann gilt
k+1 r k+1
2= (v 2, Az=> ocun]z=> o]z, (1.16)
i=1 i=1 i=1
, ) , kil . kL
2 2y 2 2_ 2
1A= Blly > (A= B)zlly = [Azlly = >_ 07 (vi 2)° 2 0y D_(vi 2)° =0y . (117)
=1 i=1
(|

Bemerkung 1.8 (Rangberechnung)
Satz 1.7 zeigt, dafl die Singularwertzerlegung den Abstand einer gegebenen Matrix A zur
Menge der Matrizen vom Rang k liefert. Man kann also den numerischen Rang von A
definieren als

F=max{k:op >0} +1. (1.18)

Hierbei ist 0 > 0 eine vorgegebene (kleine) Grofe, die in Abhéngigkeit von Maschinenge-
nauigkeit und Datenfehler in A gewéhlt werden mufl. Probleme ergeben sich, falls einer
oder mehrere singuldre Werte in der Gréflenordnung von ¢ liegen.

Bemerkung 1.9 (Zu A gehdrende Unterriume)
Sei A € R®9 mit der Singulirwertzerlegung

A:Uszz(U1U2><§ 8)(2;) (1.19)

Dann gilt
imA= imU;, (imA)*=(imU)" = imUs, (1.20)
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ker A =ker V" = (imVj)r = imVy, (ker )t = (imV})* = im V], (1.21)

und die zugehorigen Orthogonalprojektionen sind gegeben durch
DLUT, U3, VaVyh, ViV (1.22)

Es ist z.B.

UnU e = wul z = (u, x)u; . (1.23)

=1 =1



2 Householdertransformation und Givensrotation

Bemerkung 2.1 (Householdertransformation)
Sei w e R", w# 0. Dann wird durch

’LUU}T

Q=1-2

(2.1)

wTw

eine orthogonale Matrix Q € R™™ definiert. Q reprisentiert die Spiegelung an der
auf w orthogonalen Hyperebene und heiflt elementare Householdertransformation. Ist
x € IR" mit x # 0 gegeben, und setzt man

w=zz|af,er, (2.2)

so ergibt sich
Qr = F||z|,e1 . (2.3)

Ist Ae R™™ gegeben und withlt man fiir = die erste Spalte von A, so erhilt man

0 * --- x%
QA=| . . . (2.4)
0 % -+

mit einem Aufwand von O(nm) Operationen. Ist A € R(™™ gegeben und wihlt man
fiir x die erste Zeile von A, so erhélt man

* 0 0
AQT = . . . (2.5)
kook *

mit einem Aufwand von O(nm) Operationen. Durch geeignete Einschriankung auf nieder-
dimensionale Unterrdume kann man auch Teile von Zeilen oder Spalten zu Null machen.
Sei etwa A € RMVM)

A= ( ﬁﬂ ﬁ”’ ) . Ay e RWM=m) g0 e ROV (2.6)
21 A2
Wahlt man fiir x die erste Spalte von Ay und setzt
~ I 0
SO ist
Ay A
~ * %
QA = 0 =x (2.8)
QA . :
0 = *




Bei der Transformation (2.8) bleiben alle Nullen von A;; und A;5 sowie alle Nullspalten
von As; erhalten. Auf analoge Weise kann man erreichen, dafl

Ay ApQ"
- 0O --- 0
AQ" = o % (2.9)
A21

Hierbei bleiben alle Nullen in A;; und As; sowie Nullzeilen in A;5 erhalten.

Bemerkung 2.2 (Givens-Rotation)
Die Matrix

—S C

(5 0) emante) s=sinte), (2.10)

reprisentiert im IR? die Drehung um den Winkel . Entsprechend reprisentiert die
orthogonale Matrix () € R )

1

: (2.11)

1

wobei die Elemente ¢ und +s in der i-ten und k-ten Spalte bzw. Zeile auftreten, die
Drehung des zweidimensionalen Unterraums span {e;, ex} im IR"™ um den Winkel ¢. Ist
x € IR" mit x # 0 gegeben und setzen wir

X Tk

P (2.12)
Ja? + a? N
so wird
(Qr),=0, (Qu);==z; fir j#ik. (2.13)

Fiir eine Matrix A € R™™ bedeutet dies, daB wir einzelne Elemente zu Null machen
konnen. Wahlen wir fiir x die l-te Spalte von A und setzen wir

(%] Qpl

c=—t g= M (2.14)
\ agy + az \/ ag + ag,
so wird
(@A) =0, (2.15)
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die Zeilen i und k é&ndern sich (sie werden Linearkombinationen der alten Zeilen i
und k), alle anderen Zeilen bleiben unverdndert. Es bleiben also alle Nullen auflerhalb
der Zeilen i und k und alle gemeinsamen (d.h. in derselben Spalte liegenden) Nullen

der Zeilen i und k erhalten. Der Aufwand der Givens-Rotation ist O(m) Operationen.
Entsprechendes gilt fiir 4 € R™™ und AQT .

Algorithmus 2.3 (QR-Zerlegung)

Durch eine geeignete Folge von elementaren Householdertransformationen @1,...,Q%,
k = min{m, n}, erhilt man aus A € R™™ die QR-Zerlegung
A=QR, Q" =QiQx1...Q1, (2.16)
wobei R € R™™ eine obere Dreiecksmatrix ist:
*
. 0
. . . . O 0
A= mea=| 0 T m A=

(2.17)
Der Aufwand betriagt O(knm) Operationen. Die QR-Zerlegung ist bis auf Vorzeichenénde-
rung der Zeilen von R eindeutig bestimmt. Durch Anwenden der elementare Househol-
dertransformationen von rechts auf die Zeilen erhélt man analog

A=LQ", (2.18)
mit einer unteren Dreiecksmatrix L und einer orthogonalen Matrix ().

Algorithmus 2.4 (Ahnlichkeitstransformation auf Hessenberg-Form)
Eine Matrix 4 € R™™ mit a;; =0 fiir j+1 <4 heifit obere Hessenbergmatrix:

* PR P PR *
* . :

A=|g oo (2.19)
0 -~ 0 % =

Jede Matrix A € R™™ 148t sich durch eine orthogonale Ahnlichkeitstransformation in
eine obere Hessenberg-Matrix transformieren, d.h.

A=QHQT, (2.20)
mit () orthogonal, H obere Hessenberg-Matrix. Und zwar:
* *
*
* % *
%k .. PR %
A= ' = QA= 0 =x * (2.21)
¥ * 0 = *



* *
* * 0 = *
— QlAQ{ = * = QleAQ{ = L0 o«
0 =« « D : :
0 0 ¥ .. %

(2.22)
und so weiter. Der Aufwand betrigt §n3 Operationen, falls die @); einzeln gespeichert
werden, bzw. %n‘g Operationen, falls deren Produkt () berechnet wird. Zur numerischen

Realisierung vgl. Golub/van Loan.

Algorithmus 2.5 (QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix)

Ist H € R™™ eine obere Hessenberg-Matrix, so brauchen zur Berechnung der QR-
Zerlegung von H keine Spiegelungen vorgenommen zu werden, sondern es geniigen Gi-
vens-Rotationen:

* % : 0 *x =«
0 0 x =x 0 0 x x
LS X *
0 *x = :
= Q=0 0 « : (2.24)
e
0 -~ 0 % x
und so weiter. Der Aufwand ist O(n?) Operationen.
Algorithmus 2.6 (Berechnung der I"Jbertragungsfunlftion)
Sei (A,B,C) € S, ein Kontrollsystem. Wir wollen die Ubertragungsfunktion
G(s)=C(sI—A)'B, se, (2.25)

fiir viele verschiedene Werte von s berechnen (z.B. um gewisse Charakteristika der Ubert-
ragungsfunktion zu plotten). Wir machen uns dabei zunutze, da8 sich die Ubertragungs-
funktion nicht &ndert, wenn wir eine Ahnlichkeitstransformation des Kontrollsystems
durchfithren. Verfahren also:

1. Transformiere (A, B,C) orthogonal auf
(A,B,C) = (QT4Q,Q"B.CQ), (2.26)
so daB A eine obere Hessenberg-Matrix ist. Es ist dann

G(s)=C(sI — A)7'B. (2.27)



2. Fiir gegebenes s € € berechne die QR-Zerlegung
sI —A=Q(s)R(s), (2.28)
Q € ©™" hermitesch, R € €™™ obere Dreiecksmatrix. Berechne
X(s)=(sI—A)™'B (2.29)

R(s)X(s) = Q" (s)B (2.30)

spaltenweise durch Riickwértseinsetzen, setze dann

G(s) = CX(s). (2.31)

Schritt 1 benstigt O(n?®) Operationen, muf aber nur einmal durchgefiihrt werden. Schritt
2 muB fiir jeden Wert von s durchgefiihrt werden, benétigt aber nur O(n?m) Operatio-
nen.



3 Numerische Berechnung der SVD

Bemerkung 3.1 (SVD und Schur-Form)
Theoretisch kann man die Berechnung der SVD auf die Berechnung der Schur-Form
zuriickfithren, da die Singuldrwertzerlegung von A

A=UxVT (3.1)
sich aus der Schur-Form von ATA bzw. AAT,
ATA=v(ETo)vT, AA” =UuExhUuT, (3.2)

ergibt. Aus der Sicht der Numerik ist dieses Vorgehen problematisch, da der Ubergang
von A zu AT A die Kondition quadriert. Es ist besser, direkt auf A zu arbeiten. Das all-
gemein akzeptierte Verfahren zur Berechnung der SVD stammt von Golub/Kahan (1965)
bzw. Golub/Reinsch (1970). Die zugrundeliegende Idee ist, anhand des Zusammenhangs
von (3.1) und (3.2) das QR-Verfahren (welches die Schur-Form einer Matrix berechnet)
geeignet zu modifizieren.

Bemerkung 3.2 (Allgemeine Struktur des Verfahrens)
Sei A € R™™ . Das QR-Verfahren zur Berechnung der Schur-Form von A zerfillt in
zwei Schritte:

1. Orthogonale Transformation auf obere Hessenbergform,
A= QuHQT. (3.3

2. Berechnung der Schur-Form von H .

Ist A symmetrisch, so ist H ebenfalls symmetrisch, also Tridiagonalmatrix. Die Ubert-
ragung von Schritt 1 auf die SVD sieht folgendermaBen aus: Sei A € RM™™ mit m > n.
Wir bringen A durch elementare Householdertransformationen (von links und von rechts)
auf obere Bidiagonalform

* PR P * * * e * *
0 0 * *
* * 0 x* * 0 = *
*
0 =*
00
. T B
— : = - PTAQ = (3.5)
0
0 0 = *
0 0 = *
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dl f2 O --- 0
0 dy f3 .

B — . SN 0 c R(n,n)
0 0 d,

Es ist dann
ATA = QuB"BQJ ,
d.h. B ist der Cholesky-Faktor der Tridiagonalmatrix

T =B'B,

(3.6)

(3.7)

(3.8)

welche durch orthogonale Ahnlichkeitstransformation von A”A (statt A in (3.3)) ent-

steht.

Bemerkung 3.3 (Schur-Form einer Tridiagonalmatrix: QR-~Verfahren)
Gegeben ist die symmetrische Tridiagonalmatrix 7€ R™™ |

ap by 0 -+ 0
by ay by

T=1 0 b 0
) S
0 0 b, ay,

Gesucht ist die Schur-Form von T,

T =QDQ", @ orthogonal , D diagonal .

Der grundlegende Iterationsschritt des QR-Verfahrens sieht folgendermafien aus:

1. Wiéhle Shift-Parameter 1 € R.

2. Berechne eine QR-Zerlegung
T - IU/I - Q+R+ .

3. Setze
Ty = RiQy +pl.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Die Matrix 7', ist wieder eine symmetrische Tridiagonalmatrix (Ubung). Der Ubergang

von T nach T ist eine orthogonale Ahnlichkeitstransformation, da

QT QL =QuRy +pl =T, T,=Q\TQ,.

(3.13)

Der Shift-Parameter p wird so gewihlt, dafl das Element b, von T klein wird (Ziel:
bi, =0,dadann a,, ein Eigenwert von T, ist). Eine iibliche Variante ist der Wilkinson-

Shift: p ist derjenige Eigenwert von

Ap—1 bn
b @y )’

11
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welcher dichter bei a,, liegt. Formel:

f = ay + d — sign (d) \/d2 + b2, d:@. (3.15)

In der numerischen Realisierung wird der Shift implizit behandelt (und dabei der Iterati-
onsschritt etwas modifiziert). Wir gewinnen ), als Produkt

QZ =Qn-1-- (3.16)

von Givens-Rotationen ;. ()1 ist die Givens-Rotation mit

ap — K *
bo 0
@ 0 = 0. (3.17)
0 0
Ahnlichkeitstransformation mit @, fithrt auf
a by 0 --- 0 x x % 0 -0
by ay by . x * % 0 :
=10 b . . 0 = QT =10 x % * .. (3.18)
0 0 b, a,
* ok 0 0
x % *x 0 :
= QTQ] = x ok x| (3.19)
0 - :

Die beiden Elemente storen die Tridiagonalgestalt, also wird eine Givens-Rotation
Q> auf die 2. und 3. Zeile angewendet, welche das linke untere der beiden Elemente
zu Null macht. Bei anschlieender Rechtsmultiplikation mit Qs verschwindet wegen der
Symmetrie auch das andere storende Element, dafiir entstehen zwei neue in der zweiten
Zeile bzw. Spalte:

x k% 0 : x k% 0 :
QleTQf: 0 x % % . '—>Q2Q1TQ1TQT: 0 *x % *x -
0 . S . 0 .

*
(e

(3.20)
Das Verfahren wird analog fortgesetzt, bis am SchluB sich eine Tridiagonalmatrix T,
ergibt. Man kann nun beweisen: Ist T unreduziert, d.h. sind alle b; # 0, so stimmt 7. i
bis auf das Vorzeichen der Auflendiagonalelemente b;; mit der iiber die QR-Zerlegung
definierten Matrix 7', iiberein.

12



Algorithmus 3.4 (Iterationsschritt des QR-Verfahrens)
Gegeben ist die symmetrische Tridiagonalmatrix 7' e R™™ |

ap by 0 -+ 0
by as by :
T=1 0 b . 0| (3.21)
S . b,
0O -+ 0 b, an

Sind anfangs bzw. wihrend der Iteration gewisse Auflendiagonalelemente Null, so zerfillt
T in eine Blockdiagonalmatrix, deren Blécke tridiagonal und unreduziert sind. Der eben
beschriebene QR~Schritt wird dann auf einen einzelnen Block angewandt. Fiir die nume-
rische Realisierung ist zu beachten, dafl sehr kleine Auflendiagonalelemente ebenfalls als
Null zu behandeln sind. Es ergibt sich die folgende Formulierung fiir den Iterationsschritt:
Sei € = ¢ eps mit ¢ > 1, aber nicht sehr grof8, gegeben. Definiere 7" durch

;o 0, falls |bz| S €(|CLZ‘_1| + |6Li|),
bi = { b;, andernfalls |, (3.22)
Zerlege
7 0 0
"=\ 0 Ty 0 , (3.24)
0 0 T3

so daf§ T3 Diagonalmatrix und 73 unreduzierte Tridiagonalmatrix maximaler Gréfle sind.
Wende dann auf 7 den in 3.3 beschriebenen Iterationsschritt an. Das Verfahren bricht ab,
wenn alle Auflendiagonalelemente Null geworden sind. Das Verfahren konvergiert immer
und schnell. Zur Konvergenztheorie siehe Parlett und Golub/van Loan.

Bemerkung 3.5 (SVD-Verfahren fiir Bidiagonalmatrizen)
Ausgangspunkt ist die Bidiagonalmatrix B € IR(™™ |

di fo 0 -+ 0
B=1| : - - o |- (3.25)
0 -+ - 0 d,

Die Idee des Verfahrens von Golub/Kahan ist, einen SVD-Schritt
B, =U!BV,, U,,V, orthogonal , (3.26)
so zu konstruieren, dafl der Ubergang von T nach T, ,

T,=B.B,=V!B'"BV,, T=B"B, (3.27)

13



ein QR~Schritt ist. Es ist

d? difs 0 0
difo &3+ f3 :
B'B=| o 0 . (3.28)
T . T dn—lfn
0 0 dpifn d*>+ f?

Als erstes wird der Shift p festgelegt, etwa als Wilkinson-Shift fiir

dy s+ fay dnoif
( d;_lj{; b +1J}Q> (3.29)

Die erste Givens-Rotation ); wird analog zu (3.17) festgelegt durch

d? — *
dlf2 0

Q1 0 =1 0. (3.30)
0 0

Wie dort wird das unerwiinschte Element entlang der Diagonalen gejagt:

x + 00 --- 0 *x x 00 --- 0
B— 0 = % 0 "-. s BQT = x % 0 . (3.31)
00 %« % "~ : 0 0 *x % ° :
* % 0O --- 0 *x x 00 --- 0
— U,BQT — 0 « x 0 . — U,BQTV] — 0 = % 0 . o
00 * % "+ 0 « % .. -
(3.32)
bis wir wieder die Bidiagonalform
B, =U"BV = (Upr-- U)B(QTVy - VL)) (3.33)
erreichen. Es ist dann o o .
B=UB, V' B'B=V'B'BV. (3.34)

Wieder 148t sich zeigen, falls T = BT B unreduziert ist (d.h. falls alle d;, f; # 0), daB}
(modulo Vorzeichenstruktur) die Matrizen B, und B, iibereinstimmen. Ist 7' nicht
unreduziert, so muf} es eine Null auf der Auflendiagonale von T geben, d.h. d;,_f; =0
fiir ein 7. Ist f; =0, so zerfdllt B in die Form

B= < % gz > (3.35)

14



mit Bidiagonalmatrizen B; und Bs. Ist d;_; = 0, so lat sich durch Givens-Rotationen
eine Nullzeile herstellen:

* % * % ¥ %
* % ¥ % * %
0 « 0 0 0 0 % O 0 0 0 =
**0'—> >l<>|<0'_> x % 0 (3-36)
0 *x =* 0 *x =% 0 * =
0 0 = 0 0 = 0 0 =
* %
* %
00 00
— « % 0 (3.37)
0 x =
0 0 =

Hier werden Givens-Rotationen nacheinander auf die Zeilenpaare (3,4), (3,5), (3,6)
angewendet.

Algorithmus 3.6 (Iterationsschritt des SVD-Verfahrens)
Gegeben ist die Bidiagonalmatrix B € R™™ |

di f» 0 - 0
0 do fs :

B = . .. 0 , (3.38)
0 0 d,

sowie ein € = c eps, ¢ > 1. Setze

r 07 falls |fz| §5<|di—1|+|di|)7
fi= { fi, sonst . (3.39)
Zerlege die entstehende Bidiagonalmatrix B’ in Blocke
By 0 0
B'=| 0 By 0 , (3.40)
0 0 Bj

so daf§ B} Diagonalmatrix und Bj Bidiagonalmatrix (mit Auflendiagonalelementen un-

gleich Null) maximaler Grofle sind. Bearbeite nun Bj und setze
<

v { 0, flls ] < <(1). -

sonst .
fi= 1 (3.42)

Hierbei ist By die Startmatrix aus dem ersten Iterationsschritt des SVD-Verfahrens. Sind
alle Diagonalelemente der resultierenden Matrix B! ungleich Null, so fithre den in 3.5
beschriebenen SVD-Schritt durch. Andernfalls wihle eine Zeile ¢ mit d] = 0 und zerlege
Bl in zwei Blocke wie ebenfalls in 3.5 beschrieben.

15



Bemerkung 3.7 (Konvergenz des SVD-Verfahrens)

Die Konvergenz des SVD-Verfahrens wird auf die Konvergenz des QR-Verfahrens zuriick-
gefiihrt. Solange keine weitere Zerlegung vorgenommen wird, iteriert das Verfahren auf
einem festen Block Bj. Da in (B5)T B, mindestens ein AuBendiagonalelement gegen
Null konvergiert (wegen der Konvergenz des QR-Verfahrens), muf§ irgendwann ein f/
oder ein d; die Abbruchschranke unterschreiten. Da das nur endlich oft passieren kann,
ist irgendwann B’ = B} diagonal und damit die SVD-Zerlegung der urspriinglichen Bi-
diagonalmatrix hergestellt.
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4 Polvorgabe

Wir betrachten das Kontrollsystem
i=Ar+Bu, AeR™ BeRM™. (4.1)

Das Problem der Polvorgabe besteht darin, zu n gegebenen komplexen Zahlen A{,..., \,
eine Matrix F € R"™™ zu finden, so daB die Systemmatrix A+ BF des riickgekoppelten
Systems diese Zahlen als Eigenwerte hat. Der Polverschiebungssatz besagt: Ist (A, B)
steuerbar, so gibt es zu jedem Polynom

pl)=2"-> 2", g eR, (4.2)
k=1

eine Riickkopplungsmatrix F € R™™ mit
XA+BF =D (4.3)
Wir behandeln zunéchst skalare Kontrollen, d.h. m =1.

Bemerkung 4.1 (Anderung eines einzelnen Eigenwerts)
Sei (A,b) steuerbar, sei A € R™™ in reeller Schur-Form mit einem Eigenwert a € R
rechts unten, d.h.

A:<§ 2) b:(Z), Ae RO D 0 4 BeR. (4.4)

Da (A,b) steuerbar ist, mufl 8 # 0 sein. Wir setzen

0
: A —«
_ 7 — 4.5
f 0 7 5 (4.5)
n
Dann ist )
T A *
A+bf _<O A>, (4.6)

d.h. der Eigenwert « ist zu A abgedndert, aber alle anderen Eigenwerte sind unveréndert,
und die Schur-Form bleibt erhalten.

Bemerkung 4.2 (Anderung eines Eigenwertpaares)
Sei (A,b) steuerbar, sei A € R™™ in reeller Schur-Form. Wir partitionieren

A * * A
A=| o an G |, b=| & |, Ac R(—2n=2) (4.7)
d21 6522 62

Ziel ist, rechts unten die Eigenwerte Ao = r £ s zu bekommen. Sei () eine Givens-

Rotation im IR? mit ~
o(3)-(2)



sel . 3
a1 Q12 Q11 2 T
= - - . 4.9
<0421 0422> Q<Oé21 0é22>Q (4.9)
Wir setzen
0
f= 0 , (4.10)
T( ™
o ()
wobei 1y, ny so definiert werden sollen, dal die Matrix

(4.11)

o« 15}
M—(ai a;z>+<0><m 772)

die Eigenwerte A\ = r £i4s hat. Es ist dann némlich

A ) (4.12)

A+bfh = ( 0 OTM

dh. A+ bfT ist wieder in reeller Schur-Form, und nur die zu dem rechten unteren
2 x 2-Block gehorenden Eigenwerte sind in der gewiinschten Form abgeédndert worden.

Die Formeln fiir 7; und 7y sind
Q2 109y — gy — 172 — 87 ‘ (4.13)

. 2r — 11 — (g2 Q22 +

" p P Q21 n Q913
Bemerkung 4.3 (Vertauschen von Eigenwerten entlang der Diagonalen)
(Siehe Stewart: Algorithm 506, ACM Trans. Math. Software 2 (1976), 275 — 280.)

Sei A € R®?,
AN a2 AL # A (4.14)
- 0 /\2 ) 1 2 - .
Der zu Ay gehorende Eigenvektor ist
= ( A;LEAI ) . (4.15)
Sei () Givens-Rotation mit
QTr = ( ;; ) : (4.16)
Dann gilt
(QTAQ)el = QT(A(Qel)) = Q" \Qer = Aseq (4.17)
also
T Ay aig .
Q AQ = ( 0 )\1 > y 19 = :l:alz, (418)
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da QTAQ dieselben Eigenwerte und dieselbe Frobenius-Norm wie A hat. Ist nun A €
R (™) :

* * *
A=| o @k Gk (4.19)
0 Gry1k41
0 0 *
so wahlen wir @ als Givens-Rotation auf span{eg,er1} und erhalten
* * *
QTAQ = | o ke Fdkee (4.20)
0 agk
0 0 *

Hier wird die Givens-Rotation also zum Vertauschen zweier Diagonalelemente benutzt
(nicht zum Erzeugen einer 0).
Die Behandlung von 2 x 2-Blécken stellen wir hier nicht dar.

Algorithmus 4.4 (Polverschiebung in der Schur-Form)

Dieses Verfahren stammt von Varga (IEEE Trans. Automatic Control 26 (1981), 517 -
519). Wir stellen hier nur den Fall m = 1 (skalare Kontrolle) dar. Sei ein steuerbares
Kontrollsystem (A, b) gegeben.

Schritt 0: Wir transformieren A orthogonaldhnlich auf obere reelle Schur-Form Ag
(z.B. mit dem QR-Verfahren),

Ao = QuAQS, by = Qob, (4.21)

und initialisieren
fo=0, R=1I. (4.22)

Schritt k: Wir wahlen eine orthogonale Transformation @)y so, daf} ein zu verdndernder
1 x 1- oder 2 x 2-Block auf der Diagonale von Aj;_; in die rechte untere Ecke
wandert (mehrfaches Anwenden von Bemerkung 4.3) und setzen

Ap = QrAaQf b= Qibrr, Pr= QrbPi1. (4.23)

Dann wihlen wir f; so, da 3 )
Ap = A+ b fy) (4.24)

rechts unten den gewiinschten geéinderten Eigenwert bzw. 2 x 2-Block hat und die
anderen Eigenwerte von Aj nicht verdndert werden (wie in den Bemerkungen 4.1
und 4.2 beschrieben). Wir akkumulieren die Riickkopplungsvektoren fiir Ay mit

fe = fro1 + PLfi. (4.25)
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Wir horen auf, wenn alle Eigenwerte von A, die gewiinschte Gréfle haben. Da wir im
folgenden Lemma zeigen, dafl

Ao+ bofl = PLALP:, (4.26)
haben wir erreicht, dal Ag + bof) die gewiinschten Eigenwerte hat.
Lemma 4.5 Fir die in Algorithmus 4.4 definierten Grifen gilt

Ao+ bofl = PLALP, . (4.27)

Beweis: Mit Induktion iiber k. Klar fiir £ = 0. Wir fihren den Induktionsschritt von
k —1 nach k durch. Es gilt

PIAP, = PE(Ap+bfi)D

= PlQrAw1Qf P+ PLbpf Py

= P Ay 1P+ bO(fkT - flcT—1) ) da by = Pybo ,
Ao + bo f,;{l + bo fkT — by f,;{l . nach Induktionsvoraussetzung
Ao+ bo fr - (4.28)

O

Wir betrachten nun den Fall einer vektorwertigen Kontrolle, d.h. m > 1. Die Riick-
kopplungsmatrix F' hat nm Elemente. Schreibt man die Eigenwerte von A + BF vor,
so sind dies n Bedingungen. Die verbleibenden Freiheitsgrade in F' kann man nutzen,
um weitere wiinschenswerte Eigenschaften des riickgekoppelten Systems herzustellen. Eine
Moglichkeit ist es, die Sensitivitéit der Eigenwerte hinsichtlich Verédnderungen der System-
matrix moglichst klein zu machen ("robuste Polvorgabe*).

Bemerkung 4.6 (Sensitivitit von Eigenwerten, motivierende Rechnung)
Sei A€ €™ sei A € € ein einfacher Eigenwert von A, sei

Ar =Xz, ze€C", z#0. (4.29)

Wir betrachten die Eigenwertgleichung fiir die gestorte Matrix A+eH , wobei H € ™™
mit [[H]|, =1 sein soll, also

(A+eH)a(e) = Me)z(e), (0) =z, A(0) = A. (4.30)

Man kann mit dem Satz tiber implizite Funktionen beweisen, daf§ die Funktion € +— A(¢)
differenzierbar ist (ebenso x(e), falls man auf 1 normiert). Differenzieren ergibt

(A+ceH)2'(e) + Hx(e) = N(e)z(e) + A(e)'(e) , (4.31)

also
Ax'(0) + Hx = XN(0)z + A\2'(0) . (4.32)

Sei y Linkseigenvektor von A, also y?A = My , dann gilt
y? Az’ (0) + y" Hz = y" N (0)x 4+ 4 A2/ (0) (4.33)
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also

THa| _ ly"[l,ll=| 1
(o)) = Al il . 4.34
YOI=yma = el feos 2y, 2) 3y
Definieren wir L]
U IPLEIP
s(A) = F—2—= 4.35
)= oE (4.3)
als die Sensitivitdt des Eigenwerts A, so gilt also (fiir einfache Eigenwerte)
IA(e) — A <es(A) +o(e). (4.36)
Beispiel 4.7 (Sensitivitit eines doppelten Eigenwerts)
Sei
1 a 00
a=(). = (00) (4.37)
Es ist
Xaren(N) = (1 =X —ca, Male) =1+ Vea, (4.38)
also

A(e) = Al = O(Ve). (4.39)

Der folgende Satz zeigt, dafl die Situation (4.39) nur bei nichtdiagonalisierbaren Ma-
trizen auftreten kann.

Satz 4.8 (Sensitivitit der Eigenwerte diagonalisierbarer Matrizen)
Sei A e €™ diagonalisierbar,

A=XDX', D diagonal . (4.40)

Dann gilt fiir jeden Eigenwert \(e) von A+eH , wobei H € €™ mat |H|, =1,

L pipin |A(e) — p| <€ condo(X), (4.41)

wobes
cond »(X) = | X[, X7, (4.42)
Beweis: Siehe etwa Golub/van Loan, S. 200. O

Bemerkung 4.9 (Konsequenzen fiir robuste Polvorgabe)

Wegen Satz 4.8 ist es offenbar sinnvoll, die Riickkopplungsmatrix F' so zu wéhlen, dafl
A+ BF diagonalisierbar ist (das ist allerdings nicht immer méglich, siehe unten). Dariiber
hinaus ist es giinstig, die Transformationsmatrix X mit

(A+BF)X = XD, D= diag(A,...,\), (4.43)

so zu wéhlen, dafl cond o(X) moglichst klein wird (optimal wire condo(X) =1, d.h.
X orthogonal, das ist aber nur moglich, wenn A + BF' normal ist). Man beachte, daf in
der i-ten Spalte von X der Eigenvektor von A + BF zum Eigenwert )\; steht.
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Satz 4.10 Sei (A, B) ein Kontrollsystem mit A € R™™ | B € R™™ wund m < n,

vang (B) = m . Sei
p=o( 4 )=(@ a)(q) (4.44)

eine reelle QR-Zerlequng von B . Seien X, D € ©™™ | X invertierbar. Dann gibt es eine
Lisung F e €™ von
(A+ BF)X = XD (4.45)

genau dann, wenn

QT(AX - XD)=0. (4.46)
In diesem Fall ist F' gegeben durch
F=R'Q}(XDX—A). (4.47)
Ist XDX™ ' reell, so ist auch F reell.
Beweis: R™! existiert, da rang (B) = m. Es gilt

(A+BF)X=XD & BF=XDX'-A & Q'BF =Q"(XDX'—A)
RF = QI(XDX' - A)
) 0=QT(XDX' — A)
F=R'QI(XDX™! - A)
& {OleT(XZOD—AX) (4.48)
O

Satz 4.11 Sei (A, B) ein Kontrollsystem, welches die Voraussetzungen von 4.10 erfiillt,
sei D = diag (A,..., ), sei

S(\;) =ker Q7 (A — \I). (4.49)

Dann ist .
dimS(\) =m+k;, kj=dimker( B A=N\I) (4.50)
Sei {x1,...,x,} eine Basis von C", sei X die Matriz mit den Spalten x; . Dann existiert

eine Losung F € ™™ von (4.45) existiert genau dann, wenn z; € S(N\;) fir alle j.

Beweis: Wegen (4.46) ist nur (4.50) zu zeigen. Nach Definition von k; gilt

rang (B A= M1 ) =n—k (4.51)
und es ist
o (5 a-nr)= (5 BTN ) (452
also
rang (Q (A — \;1)) =n—k; —m, (4.53)
dim S()\;) = n — rang (Q] (A — \;1)) =m +k; . (4.54)
(]
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Bemerkung 4.12

Durch Satz 4.11 wird die Berechnung von F' auf die Berechnung einer Basis {z1,...,%,}
mit x; € S(\;) zuriickgefiihrt, welche nun eine moglichst kleine Kondition haben soll.
Wir untersuchen nicht im Detail, wann eine solche Basis existiert. Ist (A, B) steuerbar,
so ist nach dem Hautus-Kriterium k; = 0 fiir alle j, also dim S(\;) = m. Jeder Wert
A; darf also hochstens m mal in D auftreten.

Der folgende Satz liefert einen weiteren Grund, weshalb es giinstig ist, die Kondition
von X zu minimieren.

Satz 4.13 Sei (A, B) ein Kontrollsystem, welches die Voraussetzungen in Satz 4.10
erfillt, sei F eine Riickkopplungsmatriz, so daff A + BF diagonalisierbar ist. Dann
qilt

1
1], < m(\\flllz + condy(X) max{|\}), (4.55)
und fiir jede Losung des rickgekoppelten Systems gilt
t=Ar+Bu, u=Fz, z(0)=ux, (4.56)
die Abschdtzung
lz(@)ll, < cond5(X) - max{|eX"[} - o], (4.57)
wobei Ai,..., N\, die Figenwerte von A+ BF sind und X die Transformationsmatriz

18t.
Beweis: Aus (4.47) folgt
1F1, < IR (AT, + IX Ll DI IX )

1
< am(B)(HAH2 + cond 5(X) max{|;]}). (4.58)
Auflerdem gilt
x(t) = e B ) = XePI X gy . (4.59)
(I

Algorithmus 4.14 (Verfahren zur robusten Polvorgabe)

Dieses Verfahren stammt aus der Arbeit von Kautsky, Nichols, van Dooren (Int. J. Con-
trol 41 (1985), 1129 - 1155). Gegeben sind das Kontrollsystem (A, B) und gewiinschte
Eigenwerte A, ..., \, fiir das riickgekoppelte System.

1. Wir berechnen eine QR-Zerlegung

p-o(f)=(a a)(7). (1.60)

etwa mit dem Householder-Verfahren.
2. Wir berechnen eine ON-Basis fiir
S(\) =ker QT(A—\I), 1<j<n, (4.61)

etwa durch Singuldrwertzerlegung.
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3. Wir berechnen z; € S(A;) mit |jz;]|, =1, so da8
X=(m - ) (4.62)

eine moglichst kleine Kondition hat. (Siehe unten.)

4. Wir berechnen M = XDX ! D= diag(Ay,...,\,), durch Lésen der n linearen
Gleichungssysteme
XTmT = DX, (4.63)

(Kein Problem, wenn X gut konditioniert ist.)

5. Wir berechnen die Riickkopplungsmatrix F' als Losung der m linearen Gleichungs-
systeme

RF = Qg (M — A). (4.64)
Sind die A; alle reell, so konnen wir vollsténdig im Reellen rechnen.

Algorithmus 4.15 (Realisierung von Schritt 3 in Algorithmus 4.14)

Wir beschreiben ein einfaches Verfahren, was allerdings nicht immer funktioniert. Wir
nehmen an, daf es eine Basis {29,...,2)} mit 2% € S();) gibt. Dann gibt es auch eine
solche, deren Elemente aus den in Schritt 2 berechneten ON-Basen stammen. Sei X (©)
die daraus gebildete Matrix. Wir fithren eine zyklische Iteration iiber die Spalten durch.
Sei X mit den Spalten x1,...,x, die aktuelle Matrix und sei die Spalte j an der Reihe.
Sei X die Matrix, die aus X durch Streichen der Spalte j entsteht. Wir bestimmen die
neue Spalte 7; so, dal z; € S();) und der Winkel zwischen Z; und dem Unterraum

U;= imX; = span{z1,...,Tj_1,Tj+1,...,Tn} (4.65)

maximiert wird. Hierzu bestimmen wir einen Vektor y mit |yl|, = 1 und yLU;. Wir
erhalten y als letzte Spalte von ) in der QR-Zerlegung von X;,

Xj—Q<§> : (4.66)

Der gesuchte Vektor #; ist nun die Projektion von y auf S(J);). (Die Projektion mini-
miert den Winkel zu y.) Sie wird berechnet aus der Formel

i;=2;2]y, (4.67)

wobei die Spalten von Z; aus der ON-Basis von S(};) gebildet werden (Ubung).
Zuverlissigere (aber kompliziertere) Verfahren finden sich in der oben zitierten Origi-
nalarbeit.
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5 Sylvester-Gleichung, Ljapunov-Gleichung

Problem 5.1 (Sylvester-Gleichung und Ljapunov-Gleichung)
Die Sylvester-Gleichung hat die Form

AX+XB=C, (5.1)
wobei A € R™ | Be R™™ | ¢ e R™™ gegeben und X € R™™ gesucht sind. Im
Spezialfall B = AT | also n =m und

AX + XAT =C, (5.2)
sprechen wir von der Ljapunov-Gleichung.
Satz 5.2 Seien A € IK"™ | B € IK™™ gegeben, IK = R oder IK = €. Dann sind
dquivalent:

(i) Die Sylvester-Gleichung
AX —XB=C, (5.3)

hat fiir jedes C € IK™™ eine eindeutige Lisung X € IK™™)
(ii) A und B haben keinen gemeinsamen Eigenwert.
Beweis: Die Aussage (i) gilt genau dann, wenn die homogene Matrixgleichung
AX -XB=0, (5.4)

nur die Losung X = 0 hat. Sei zunédchst A € € ein gemeinsamer Eigenwert von A und
B . Dann gibt es x € €" und y € €™ mit

Av=Xv, y'B=MN", x#0, y#0. (5.5)

Esist dann X = ay? # 0 eine Losung von (5.4). Falls IK = IR, so sind Re X und Im X
Losungen von (5.4), und mindestens eine der beiden Matrizen ist von Null verschieden.
Damit ist ”(i)=-(ii)” bewiesen. Wir nehmen nun an, da A und B keinen gemeinsamen
Eigenwert haben. Die charakteristischen Polynome x4 und xp sind dann teilerfremd.
Aus einem Satz der Algebra folgt, dafi es Polynome ¢ und v gibt mit

1= pxa+9xs. (5.6)
Setzen wir als Argument die Matrix A ein, so ergibt sich
I'=p(A)xa(A) +(A)xs(A) = v(A)xs(4), (5.7)
da x4(A) = 0 nach Hamilton-Cayley. Sei nun X eine Losung von (5.4). Es gilt dann
AFX = XB*, kelN, (5.8)
was man per Induktion mit dem Induktionsschlufl
ARX = A(AMIX) = A(XBF 1) = X B* (5.9)
beweist. Damit gilt
p(A)X = Xp(B) (5.10)
fiir jedes Polynom p. Aus (5.7) folgt nun
X =¢(A)xs(A)X = ¢(A)Xxs(B) =0, (5.11)
wieder nach Hamilton-Cayley. O

25



Bemerkung 5.3 (Orthogonale Transformation der Sylvester-Gleichung)
Seien A € R™, B e R™™, C e R™™ gegeben. Seien U € R™™ , V e RM™™)
orthogonal. Wir setzen

A=UTAUu, B=Vv'BV, C=U"CV. (5.12)
Die Sylvester-Gleichung
AX+XB=C (5.13)
ist dann dquivalent zu
(UTAUYUTXV) + (UTXVY(VIBV)=U"CV, (5.14)
also zu S
AX+XB=C, (5.15)

d.h. X ist Losung von (5.13) genau dann, wenn
X=U'XV (5.16)
Losung von (5.15) ist.

Algorithmus 5.4 (Hessenberg-Schur-Verfahren fiir die Sylvester-Gleichung)
Dieses Verfahren stammt von Golub, Nash, van Loan (IEEE Trans. Automatic Control
24 (1979), 909 - 913). Es stellt eine Verbesserung des Verfahrens von Bartels und Stewart
(Comm. ACM 15 (1972), 820 - 826) dar. Die Idee besteht in beiden Féllen darin, durch
orthogonale Ahnlichkeitstransformation die Matrizen A und B auf einfachere Gestalt zu
bringen. Das Verfahren zur Losung von

AX+XB=C, AeR™ BeRM™ CecRM™, (5.17)
sieht folgendermaflen aus:
1. Bringe A auf obere Hessenberg-Form H ,
H=UTAU, U orthogonal , (5.18)
etwa mit Householder-Transformationen.
2. Bringe BT auf obere reelle Schur-Form S,
S=VBTVT V orthogonal , (5.19)
etwa mit dem QR-Verfahren.
3. Lose die Sylvester-Gleichung in Hessenberg-Schur-Form

HY +YST=F, F=U'CV, (5.20)

4. Berechne
X=U0yv"t, (5.21)
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Die Losung Y € R™™ von Gleichung (5.20) wird spaltenweise von hinten nach vorn be-
rechnet. Seien die Spalten Y,,,..., Y, 1 bereits berechnet. Man unterscheidet zwei Félle:

1. Esist sgx—1 = 0. Die k-te Spalte von (5.20) hat die Form

HY,+YS[ =F,, YS[ =Y suY;, (5.22)
i=k
also ist Y Losung von
(H + Skkf)yk =F, — Z SkiYi . (523)
i=k+1

2. Esist spx—1 #0.Dannist sx_;,-2 =0, da S in reeller Schur-Form ist. Die beiden
Spalten Y, und Y;_; werden gemeinsam berechnet aus

HY, +YS[ =F,, HY, 1 +YSl_ =F_, (5.24)
also als Losung des Gleichungssystems im IR?"
(H + sir] )Yy + Skp-1Yio1 = Fio — > siYi, (5.25)
i=k+1
Sk—16Ye + (H 4 sp—1 o1 D) Y1 = Feor — Y sim1,4Y5 (5.26)
i=k-+1
Numeriert man die Unbekannten in der Reihenfolge yix,y1 -1, Y2k, Y2,6-1,... und

permutiert man die Gleichungen ebenso, so hat die Matrix des Gleichungssystems
(5.25), (5.26) die Form

hi1 4 Sk Skk—1 *
Sp—1k  hi1 4 Sk—1k-1 *
ho1 0 haa + Sk
0 ha Sk—1k ’ (5.27)
0 0 hsa

d.h. unterhalb der Diagonale kénnen nur die ersten beiden Nebendiagonalen von
Null verschieden sein.

In beiden Féllen sind pro Spalte nur O(n?) Operationen erforderlich. Schétzt man den
Aufwand des QR-Verfahrens zur Berechnung der Schur-Form S als 10m?, so betrigt der
Gesamtaufwand (nur Terme der hochsten Ordnung)

5 5
-n® + 5n*m + 5m?n +10m?. (5.28)

3
Falls m > n, ist es daher giinstiger, die Sylvester-Gleichung in der transponierten Form
BTXT  XTAT =C7T (5.29)

zu 16sen, d.h. man bringt immer die kleinere der beiden Matrizen A und B auf Schur-
Form und die gréfere auf Hessenberg-Form. Das urspriingliche Verfahren von Bartels-
Stewart transformiert sowohl A als auch B auf Schur-Form und ist insgesamt aufwen-
diger.
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Bemerkung 5.5
Die einfache Anwendung eines Standardverfahrens zur Losung linearer Gleichungssysteme
auf

AX+XB=C (5.30)

ist in der Regel aufwendiger als das Verfahren 5.4, da die Matrix des resultierenden Glei-
chungssystems nm(n + m) zu beriicksichtigende Elemente aufweist.

Satz 5.6 Seien A, B € R"™" Stabilititsmatrizen. Dann hat die Sylvester-Gleichung
AX+XB=C (5.31)
fiir jedes C € R™™ die eindeutige Lisung

X =- /Oo e dt . (5.32)
0

Beweis: Die eindeutige Losbarkeit folgt aus Satz 5.2, da die Eigenwerte von A negativen
und die von —B positiven Realteil haben. Es gilt

d
T (etAC’etB) = A Ce'P 0P B, (5.33)
t
/ AettCeP et Ce’PBds = e Ce'? — C. (5.34)
0

Wegen

le]l < e, JleB|| < e P, (5.35)

fiir geeignete «, 5 > 0 ist der Grenziibergang ¢ — oo in (5.34) moglich, und
A/ e*ACe*B ds +/ e ACe*Pds B = —C, (5.36)
0 0

woraus die Behauptung folgt. O

Die Ljapunov-Gleichung hingt zusammen mit dem Begriff der Ljapunov-Funktion.
Letztere geht auf Ljapunov zuriick und erlaubt es, Stabilitdt und asymptotische Stabilitét
des nichtlinearen Systems

= f(x), f:IR"—=R" (5.37)

zu charakterisieren.

Definition 5.7 (Ljapunov-Funktion)
Sei =z, € R", U Umgebung von z,, f : U — R" mit f(z,) = 0. Eine Funktion
V .U — IR heifit Ljapunov-Funktion fiir f, wenn gilt:

(i) V ist stetig in U und stetig differenzierbar in U \ {z.},
(i) V(z.) =0, V(z)>0 fur alle x € U\ {z.},

(iii) (grad V(z))T f(x) <0 fiir alle z € U\ {x.}.

V' heiit strikte Ljapunov-Funktion fiiv f wenn statt (iii) gilt
(iii’) (grad V(z))Tf(x) < 0 fiir alle z € U \ {z.}.
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Bemerkung 5.8

Der Sinn der Definition von V' in 5.7 besteht darin, dafl entlang von Trajektorien von
= f(x) gilt

d

TV (@®) = (grad V(z(1)" f(x(t)) < (<) 0. (5.38)

Satz 5.9 (Ljapunov-Funktionen und Stabilitét)
Sei z, € R", U Umgebung von z., f:U — IR™ lokal Lipschitz-stetig mit f(z,) =0.
Ser V' Ljapunov-Funktion fir f. Dann ist x, stabiler Gleichgewichtspunkt von

r = f(z). (5.39)

Dariiber hinaus ist x, asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt genau dann, wenn es
eine Umgebung U, von x, gibt, so daf gilt: Die einzige Lisung von (5.39) mit Anfangs-
wert in U, , entlang derer V' konstant ist, ist die Funktion x(t) = x, . Insbesondere ist
T, asymptotisch stabil, falls V strikte Ljapunov-Funktion ist.

Beweis: Sei € > 0 beliebig, aber so klein, daf3

B.={z:|lz—az.,<e}CU, (5.40)

sel
a=min{V(x) : ||z — x|, =€}, also a >0, (5.41)
Uy ={2:V(z) <a}nint (B.). (5.42)

Sei g € U, beliebig, sei z : I — IR" die Losung von (5.39) zum Anfangswert z(0) = x
mit maximalem Definitionsintervall I C R, . Fiir ¢t € I gilt

0< V(a(t) < Vi) < a, (5.43)

also ist ||z(t) — x|, = ¢ fiir kein ¢ € I, also gilt |[z(t) — x|, < € fir alle t € I. Es
folgen I = IR, und die Stabilitdt von x,. Sei nun z, asymptotisch stabil, sei U, der
Einzugsbereich von z, . Fiir jede Losung von (5.39) mit Anfangswert in U, gilt

Jim Vi(x(t)) = V(tlggo z(t)) = V(z.) =0. (5.44)
Ist V' konstant entlang x, so ist diese Konstante also 0 und damit z(¢) = x, fiir alle ¢.
Sei umgekehrt z(t) = z. die einzige Losung von (5.39) mit Anfangswert in U, , entlang
derer V' konstant ist. Durch Ubergang von U zu UNU, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
daB U, = U gilt. Wir wollen zeigen, dafl U, zum Einzugsbereich von z, gehort. Sei

dazu zy € U, und z : IR, — IR" die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems. Wir
zeigen, dafl die Annahme

es gibt eine Folge ¢, mit ¢, — oo und z(t,) 4 . (5.45)
zum Widerspruch fithrt. Wegen der Kompaktheit von B, konnen wir weiter annehmen,

daB z(t,) = Zw # x, gilt. Es ist dann lim V(x(¢,)) = V(24). Sei & : Ry — R" die
Losung von (5.39) zum Anfangswert #(0) = x... Nach Voraussetzung gibt es ein t > 0
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mit V(Z(t)) < V(2.). Da die Losung von (5.39) stetig vom Anfangswert abhingt und
(5.39) autonom ist, folgt aus z(t,) — .., daB

tliglo x(t, +1) = 2(t), (5.46)

also auch der Widerspruch
lim V(a(t, +1)) = V(2(1) < V(w.) < V(a(7)), firalle 720. (5.47)
(I

Notation 5.10
Sei A e R™™ . Wir schreiben 4 > 0 bzw. A > 0, falls A positiv definit bzw. positiv
semidefinit ist, und A <0 bzw. A <0, falls —A >0 bzw. —A > 0.

Satz 5.11 (Ljapunov-Gleichung und Ljapunov-Stabilitit)
Sei A € R™™ . Dann sind dquivalent:

(i) A ist Stabilitdtsmatriz.
(ii) Fir jedes C € R™™  hat die Ljapunov-Gleichung
AX +XAT = ¢ (5.48)

eine eindeutige Losung X € R™™  Ist C > 0 bzw. C symmetrisch, so ist auch
X >0 bzw. X symmetrisch.

(iii) Es gibt ein X € R™™ mit X >0 und

AX + XAT <0. (5.49)

(iv) FEs gibt ein X € R™™ mit X >0, so daf8
V() =a" Xz (5.50)
eine strikte Liapunov-Funktion fir @ = ATz ist.
Beweis:
”(i)= (ii)”: Folgt aus Satz 5.6.
?(ii)= (iii)”: Wahle C' =1 in (ii).

?(iii)= (iv)”: Ist X gemiB (iii) gewiihlt, und ist x : IR, — IR™ Losung von & = ATz,

so gilt
(grad (V(z(t)))T2(t) = jtV(x(t)) = 2(t)" X2 (t) + 2(t)" Xi(t)
= 2()TAX2(t) +2(t)T XA 2(t) <0, (5.51)

falls z(t) # 0. Da @(t) = ATz(t) und da durch jedes & € IR" eine Trajektorie des
Systems (5.39) verlduft, folgt die Behauptung.
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”(iv)= (i)”: Folgt aus Satz 5.9.

O
Bemerkung 5.12 (Numerische Losung der Ljapunov-Gleichung)
Zur Losung der Ljapunov-Gleichung
AX + XAT=—-C, A,CeR™, (5.52)

kann man natiirlich das Verfahren 5.4 (bzw. das urspriingliche Verfahren von Bartels und
Stewart) verwenden. Liegt C' bereits als Quadrat vor, d.h.

C =BBT, BeRM™, (5.53)

so kann man das Verfahren 5.4 so modifizieren, dafl es direkt auf dem Faktor B arbeitet,
sieche S.J. Hammarling, IMA J. Numer. Anal. 2 (1982), 303 - 323. Eine Alternative stellt
das folgende Verfahren dar.

Algorithmus 5.13 (Losung der Ljapunov-Gleichung: SVD-Schur-Verfahren)
Gesucht ist eine Losung X € R™™ von

AX +XA"=-BB", AeR"™, Be R"™, (5.54)
wobei A Stabilitdtsmatrix ist. Wir wollen X berechnen, ohne BBT auszurechnen. Sei
B=Uxv" (5.55)

eine Singulérwertzerlegung von B, dann ist X Losung von (5.55) genau dann, wenn
X =UTXU Losung ist von

AX + XAT = —xxT, A=UTAU. (5.56)
Es ergibt sich das folgende Verfahren.
1. Berechne die Singuldrwertzerlegung
B=UxvV", (5.57)
setze A=UTAU .
2. Bringe A auf obere reelle Schur-Form

S=QTAQ, @ orthogonal . (5.58)

3. Lose
SY + Y ST = -Q"(2x")Q (5.59)

mit Algorithmus 5.4 bzw. dem Verfahren von Bartels und Stewart. Hierfiir wird in
(5.59) die rechte Seite ausmultipliziert, und zwar die innere Klammer zuerst.

4. Berechne

X =U0QYyQ'ur. (5.60)
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6 Balancierte Realisierungen

Das Kontrollsystem (A, B,C') mit A € R™  BeR™ und C € R®™ |

t=Ax+ Bu, y=Cxz, (6.1)

hat die Ubertragungsfunktion
G(s)=C(sI — A)'B (6.2)

und die Impulsantwortmatrix
K(t,s)=Cel=94B. (6.3)

Umgekehrt kénnen wir G bzw. K auf verschiedene Weise durch ein Kontrollsystem
(A, B,C) realisieren. Aus einem fritheren Satz wissen wir, daf} eine solche Realisierung
minimale Zustandsraumdimension hat genau dann, wenn (A, B) steuerbar und (A, C)
beobachtbar ist.

Definition 6.1 (Mc-Millan-Grad)
Sei G eine Ubertragungsfunktion. Die Zustandsraumdimension n einer minimalen Rea-
lisierung von G heifit der Mc-Millan-Grad von G .

Die minimale Realisierung (A, B,C) einer Ubertragungsfunktion G ist nicht eindeutig
bestimmt, z.B. ist jedes zu (A, B,C) &dhnliche Kontrollsystem ebenfalls eine minima-
le Realisierung von G'. Nicht alle minimalen Realisierungen eignen sich fiir praktische
Zwecke.

Beispiel 6.2 )
Wir betrachten die Ubertragungsfunktion
25+ 3

G(s):m. (6.4)
Sowohl
A= 10 B—(1 c=(11) (6.5)
0 -2/ 1) ’
als auch
A=A, B:(lloo_Gﬁ), C=(10"° 10° ), (6.6)

sind minimale Realisierungen von G. Wihrend es nun gegen (A, B,C) zunichst nichts
einzuwenden gibt, liegt (A, B) ziemlich nahe an einem nicht steuerbaren und (A, C')
ziemlich nahe an einem nicht beobachtbaren System (man mufl nur 107% durch 0 erset-
zen).

Der Unterschied zwischen (A, B) und (A, B) in Beispiel 6.2 kommt zum Vorschein, wenn
man die Erreichbarkeitsmenge von (A, B)

Ri(t) = {p(t,0,0,u) : u € L*(0,t), , ||ull, < 1}, (6.7)

von (A, B) unter der Kontrolleinschréinkung ||ul|, < 1 betrachtet. Fiir (A, B) ist R, (t)
eine sehr flache Ellipse. Zur Berechnung von R;(t) kann man die Gramsche Matrix

t t
W, = / SABBTeAT s = / (=94 B BT (=947 (6.8)
0 0

heranziehen.
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Satz 6.3 (Charakterisierung von R;(t))
Ri(t) = {Wiz:z€R", "W,z <1}. (6.9)

Beweis: Zunéichst bemerken wir, daf fiir alle z € IR" gilt: Definieren wir eine Steuerung
u:(0,t) — IR™ durch

u(s) = BTel=4" 5 (6.10)
so gilt
¢ ¢
Wiz = / et=IABBT =94 g » — / e D4 Bu(s) ds = ¢(t,0,0,u) (6.11)
0 0
und . .
W,z = / ZTet=94BBTet=94" 5 4s — / u(s)u(s) ds = ||ul|3 . (6.12)
0 0

Hieraus folgt bereits die Inklusion ” D" . Sei umgekehrt & € Ry(¢), also
i = (t,0,0,a), |all,<1,aeL*0,t). (6.13)

Da im W, der erreichbare Unterraum von (A, B) (ohne Kontrolleinschrankung) ist, gibt
es ein z € R" mit

i=We. (6.14)
Wir definieren u gemé$ (6.10). Dann gilt
llly = llulls + 1@ — ully +2(@ — u,u), (6.15)
und
t t
(u, @ —u)y = / u(s —u(s))ds = zT/ 1B (u(s) — u(s)) ds
0 0
= T(gp(t 0,0 u) ©(t,0,0,u)) =0. (6.16)
Es folgt
dWer = uld < Jal; <1, &=Wz. (6.17)
Damit ist auch ” C” bewiesen. O

Bemerkung 6.4 (Minimum-Norm-Kontrolle)

Wie der Beweis von Satz 6.3 zeigt, hat eine gemé$ (6.14) und (6.10) konstruierte Steuerung
v minimale L2-Norm im Vergleich zu allen anderen Steuerungen, die dasselbe Z zur Zeit
t erreichen.

Folgerung 6.5 (Charakterisierung von R,(t) iiber die Schur-Form von W;)
Sei
W, =vvT, (6.18)

eine Schur-Form von Wy, d.h. V st orthogonal und ¥ = diag(oy,...,0,). (Wir neh-
men 0.B.d.A. o; >0 fir alle i an.) Dann gilt

Ri(t) = VE(B)), (6.19)

wobei By die Einheitskugel im IR"™ bezeichnet.
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Beweis: Aus Satz 6.3 folgt
Ri(t) = {Wiz:zeR", "W,z <1}
(VVTz 2z e RY, 2TVE2VT2 <1}
= {V¥z:2cR", 272 <1}. (6.20)

Bemerkung 6.6 (Zusammenhang zur Kondition von W)
Die Flachheit des Ellipsoids R;(t) wird also durch die Kondition von W; beziiglich der

Spektralnorm,
2

cond (W;) = cond (X?) = 7 (6.21)

2
On

beschrieben. Analoge (bzw. duale) Uberlegungen hinsichtlich Beobachtbarkeit lassen sich
fiir die Matrix

t T
Y, :/ et CTCett ds (6.22)
0

anstellen. Die Idee von B. Moore (IEEE Trans. Automatic Control 26 (1981), 17-32) be-
stand nun darin, die Schur-Form der Gramschen Matrix heranzuziehen zur Konstruktion
einer minimalen Realisierung, welche die Kondition von W, und von Y; gegeneinander
ausbalanciert.

Lemma 6.7 Seien die Kontrollsysteme (A, B,C) und (A, B,C) dhnlich, d.h. sei
A=T7'AT, B=T"'B, C=CT, (6.23)
fiir ein invertierbares T € R™™ . Fiir die zugeordneten Gramschen Matrizen gilt dann
W, =T"‘w,r~", Y,=T"Y,T. (6.24)
Beweis: Einsetzen von (6.23) in die Definitionen. O

Definition 6.8 (Balancierte Realisierung)
Eine minimale Realisierung (A, B,C) € S, einer gegebenen Ubertragungsfunktion
heifit balanciert (zum Zeitpunkt ¢ > 0), wenn es eine Diagonalmatrix D gibt mit

W,=Y,=D, (6.25)

wobel

¢ ¢
W, = / ABB e ds, Y, = / AT CTCe ds . (6.26)
0 0

Satz 6.9 (Existenz balancierter Realisierungen)
Jede Ubertragungsfunktion, welche eine Realisierung hat, hat auch eine (von t > 0
abhingige) balancierte Realisierung.

Beweis: Sei (A, B,C) eine minimale Realisierung der Ubertragungsfunktion G. Wir
betrachten die Schur-Form der Gramschen Matrix W, ,

W, =V, 22V, (6.27)
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Da die Realisierung minimal ist, sind W, und Y; invertierbar. Setzen wir T = V,,3,, , so
gilt

W, =T"‘w,arTt=1I, (6.28)

und )
Y, =T"Y,T. (6.29)

Sei )
Y, =V,5V] (6.30)

die Schur-Form von Y/t Da mit Y; auch f/t invertierbar ist, ist ¥ ebenfalls invertierbar.
Wir wenden auf das mit 7' transformierte System eine weitere Ahnlichkeitstransformation
an, und zwar

T=Vx"t. (6.31)
Es ergibt sich .
We=T"'"W,T " =2V VTS =%2, (6.32)
Y, =TV, T =57V V2V, s =52, (6.33)
(]

Satz 6.10 (Ahnlichkeit minimaler Realisierungen) )
Zwei minimale Realisierungen (A, B,C), (A, B,C) € S, m derselben Ubertragungsfunk-
tion sind dhnlich.

Beweis: Sei

C C
CA . CA
0= . , 0= . : (6.34)
C A" ! C«Anfl
R=(B AB -+ A"'B), R=(B AB .- A"'B ). (6.35)
Aus der Gleichheit der Hankel-Matrizen beider Kontrollsysteme folgt
OR=H,=H,=O0R. (6.36)

Da OAR aus H,,, durch Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte entsteht, gilt
weiter

OAR = OAR. (6.37)
Da beide Kontrollsysteme steuerbar und beobachtbar sind, folgt
rang (O) = rang (O) = rang (R) = rang (R) = n, (6.38)
also gibt es eine Linksinverse O# und eine Rechtsinverse R#* mit
O*O=1, RR*=1, (OYO)RR*)=1I. (6.39)
Die gesuchte Ahnlichkeitstransformation ist

T = RR* = (0*0)7!, (6.40)
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da aus (6.37) und (6.36) folgt
A=T'AT, T7'R=R, OT =0, (6.41)
und damit auch T7'B = B sowie CT = C.. O

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Frage, in welchem Sinne eine balancierte Realisie-
rung "minimale Kondition” hat.

Lemma 6.11 Wir definieren
H(A) = cond (ATA) = [ ATA|,[[(ATA) ], Ae€R™. (6.42)
Dann gelten
u(AB) < u(A)p(B),  p(A) = p(A"), (6.43)
fiir alle A, B € R™" .
Beweis: Ist A =UX,VT die Singuldrwertzerlegung von A, so gilt
ATA=Vv23vT AAT =UY3UT, (6.44)
also
p(A) = cond (ATA) = cond (X%) = cond (AAT) = u(AT). (6.45)

Zieht man auflerdem die Singuldrwertzerlegung B = PYX QT von B heran, so folgt durch
Einsetzen und Dreiecksungleichung

IAB)T(AB)ly < IIZsl,IBalalI=s ], = IZ41,I551,

= [[ATA]L|IB" B, (6.46)

Kombiniert man (6.46) mit der analogen Formel fiir die Inverse (AB)™! anstelle von AB,
so ergibt sich die Ungleichung in (6.43). O

Satz 6.12 (Minimaleigenschaft einer balancierten Realisierung)
Sei (A, B,C) € Spmi eine balancierte Realisierung einer Ubertragungsfunktion G- mit

Wy,=Y, =D, D= diag(dy,...,d,). (6.47)
Dann gilt fiir jede andere minimale Realisierung (1217 B, é’) von G
cond (D)% < cond (W;) cond (V). (6.48)
Fualls die Diagonalelemente von D der Gréfie nach geordnet sind, ist
2 _ i
cond (D)* = R (6.49)
Beweis: Da (A, B,C') und (A,B,C’) ahnlich sind, gibt es eine Transformation 7" mit
A=T7'AT, T'B=B, CT=C. (6.50)
Sei ¥ Diagonalmatrix mit D = ¥?. Es gilt dann wegen Lemma 6.11
cond (D)? = cond(D?) = u(D) = u(STT'Y) < w(ST)p(T1Y)
= pu(ET)u(ET™T) = cond (TTX*T) cond (T'2*T7)
= cond (V) cond (W,). (6.51)
O
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Algorithmus 6.13 (Numerische Berechnung einer balancierten Realisierung)
Sei (A,B,C) € S, cin steuerbares und beobachtbares Kontrollsystem, sei A Sta-
bilitdtsmatrix. Wir suchen eine balancierte Realisierung fiir ¢ = oo derselben Ubertra-
gungsfunktion, d.h. eine Transformation 71" des Zustandsraums, so daf fiir

(A,B,C) = (T"YAT,T7'B,CT) (6.52)

gilt . )
Weo=Yo=D, (6.53)

wobei D eine (ebenfalls zu bestimmende) Diagonalmatrix ist und
We = / ABB A ds, Yo, = / AT CTCe ds . (6.54)
0 0

Das Verfahren sieht folgendermaflen aus:
1. Berechne W, und Y, als Losung der Ljapunov-Gleichungen
AWy + W AT = —BBT (6.55)
ATV + Y A=-C"C, (6.56)
etwa mit dem Verfahren von Bartels und Stewart.
2. Berechne eine obere Dreiecksmatrix R mit
Wy =R'R, (6.57)
etwa mit dem Cholesky-Verfahren.

3. Berechne die Schur-Form
RYR" =VD*VT, (6.58)

von RY, R, etwa mit dem QR-Verfahren.

4. Setze .
T=R'VDz. (6.59)

Dann sind 7" und D die gesuchten Matrizen, da

Yoo =TTV, T = D2V RY,,R'VD 2 = D (6.60)
TDTT = R"VD :DD 2V R=R'R=W,, (6.61)

also )
We=T"'"W,T"=D. (6.62)
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7 Die algebraische Matrix-Riccati-Gleichung

Problem 7.1
Wir suchen eine Losung X € R™™ mit
ATX + XA—-XMX+R=0, (7.1)

wobei A, M, R € R™™ gegeben sind. Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, dafi M
und R symmetrisch sind.

Bemerkung 7.2 (Zusammenhang zum LQ-Problem)
Wir betrachten das LQ-Problem: Minimiere

44%u@):/mx@FRaw+u@meﬁ, (7.2)
0
wobei
&= Ax+ Bu, z(0)=¢, (7.3)
und A, R e R™™, B e RM™™ . Wir setzen
M = BBT . (7.4)

Wir haben u.a. gezeigt: Ist (A, B) steuerbar und R > 0, so gibt es eine symmetrische
Losung X >0 von (7.1), mit
X = lim P(t), (7.5)

wobei P(t) die Losung der Anfangswertalj;go;be
X=ATX+XA-XMX+R, X(0)=0, (7.6)
ist. Ist dariiber hinaus R > 0, so ist auch X > 0 und A — M X Stabilitadtsmatrix.
Lemma 7.3 Seien X, X, € R Lésungen von
X=ATX+XA-XMX+R. (7.7)
Dann gilt: Ist X1(0) > X5(0), so ist auch X;i(t) > Xo(t) fir alle t > 0.
Beweis: : Ubung. O

Lemma 7.4 Seien X, X € R™"™ symmetrisch, sei X Lésung von

ATX + XA-XMX +R=0. (7.8)
Dann st )
Y=X-X (7.9)
eine Lésung von ) ) )
ATY 4+ YA-YMY +R=0, (7.10)
wobet . .
A=A-MX, (7.11)
R=ATX + XA - XMX +R, (7.12)
d.h. R ist der Defekt von X , eingesetzt in (7.8). Insbesondere gilt
ATY 4+ YA-YMY =0, (7.13)

falls X ebenfalls Lésung von (7.8) ist.
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Beweis: Einsetzen ergibt

ATY + YA—-YMY +R=-ATX — XA - XMX +XMX +XMX
= —(ATX 4+ XA-XMX)+YMX 4+ XMY | (7.14)

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 7.5 (Eindeutigkeit)

Sei R >0 und M > 0. Dann hat (7.1) eine Losung X > 0, welche eindeutig ist in der
Menge aller symmetrischer positiv semidefiniter Matrizen, und A — M X st Stabilitdts-
matrix.

Beweis: Wir zerlegen M = BBT mit B € R™" . B ist nichtsingulir, also ist (A, B)
steuerbar. Wegen Bemerkung 7.2 bleibt nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei X >0
eine symmetrische Losung von (7.1). Aus Lemma 7.3, angewendet auf X;(0) = X und
X,(0) = 0, folgt X < X . Die Differenz ¥ = X — X ist nach Lemma 7.4 eine Losung
der Ljapunov-Gleichung

(A-MX)'Y +Y(A-MX)=-C, C=-YMY <0. (7.15)
Da A — M X Stabilitdtsmatrix ist, folgt Y <0, also auch Y =0. O

Bemerkung 7.6
Die Voraussetzungen an R und M lassen sich abschwéchen. Sind

M =BB", R=C'C, (7.16)

und sind (A, B) stabilisierbar und (A4, C) entdeckbar, so gibt es eine symmetrische
Losung X > 0 von (7.1), welche eindeutig ist in der Menge aller symmetrischer posi-
tiv semidefiniter Matrizen. (Siche etwa Knobloch/Kwakernaak.)

Algorithmus 7.7 (Newton-Verfahren)
Sei X eine Néherungslosung der algebraischen Matrix-Riccati-Gleichung (7.1). Die New-
tonkorrektur H in X ergibt sich durch Linearisieren von

ATX+H)+ (X +HA-(X+HMX+H)+R=0, (7.17)
also als Losung von 3 o
ATH+ HA+R=0, (7.18)
wobei 3 3 . . . o
A=A-MX, R=ATX+XA-XMX+R. (7.19)

Die neue Niherung X mit X — X = H 1ést dann
ATX + XA+ R+ XMX =0. (7.20)
Das Newton-Verfahren hat also folgende Form:

1. Wahle eine symmetrische Startndherung X, > 0, so dal A — M X, Stabilitédtsma-
trix ist.
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2. Berechne
Aj :A—MXjfl, Rj :R—FXj,lMXj,l, (721)

und X; als Losung der Ljapunov-Gleichung
ATX;+ X;A;+R; =0, (7.22)
etwa mit dem Verfahren von Bartels und Stewart.

Satz 7.8 (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Seien A, M, R wie in Problem 7.1 gegeben, sei zusdtzlich R >0 und M >0, sei Xq >0
symmetrisch und A — M Xy Stabilitatsmatriz. Dann ist das Newtonverfahren 7.7 wohlde-
finiert und gegen eine Lisung X won (7.1) konvergent. Die Konvergenz ist (vom zweiten
Iterationsschritt an) monoton, d.h.

0<X<..<X;<...<X;. (7.23)

Es gilt X > 0 genau dann, wenn A — MX Stabilititsmatriz ist; in diesem Fall ist die
Konvergenz quadratisch, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit

1X = X, < ellX — X2, 1. (7.24)

Beweis: Wohldefiniertheit: Sei X;_; > 0 symmetrisch und A—MX;_; Stabilitdtsmatrix.
Dann hat die Ljapunov-Gleichung

(A-=MX; )" X;+ X;(A-MX; 1) =-R—X; {MX;_, (7.25)
eine eindeutig bestimmte symmetrische Losung X; > 0. Es gilt weiter
(A-MX;)"X;+ X;(A-MX;) = —R—-X;MX;— (X;— X; 1 )M(X;—X; 1) <0, (7.26)

also ist A—MX; ebenfalls Stabilitdtsmatrix. Zur Monotonie: Subtraktion von (7.26) (fiir
j — 1 statt j) und (7.25) ergibt, falls j > 2,

(A= MX; )" (X0 — Xj) + (Xjo1 — X;) (A= MX; )
= —(Xjo1 = Xj2)M(Xjo1 — X;5) <0, (7.27)

also ist X;_ 1 — X; > 0. Zur Konvergenz: Fiir jedes y € IR" ist die Folge
cj = yTijv J=1, (728)

monoton fallend (wegen X; — X;_; < 0) und nach unten beschrénkt (ndmlich durch 0),
also konvergent. Wegen

1
X = e} Xjer, = 5((ei +en) Xl +er) —ef Xje; — erjek) (7.29)
existiert also
X = lim X (7.30)
j—00

und ist symmetrisch und positiv semidefinit. Grenziibergang in (7.25) ergibt

(A-MX)"X+X(A-MX)=-R—-XMX <0, (7.31)
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also ist X Losung von (7.1) und X > 0 genau dann, wenn A—M X Stabilitdtsmatrix ist.
Es bleibt fiir diesen Fall die quadratische Konvergenz zu zeigen. Aus (7.31) folgt zunéchst

(A-MX)"X+X(A-MX;)=—-R—XMX+ (X - X;,)MX + XM(X - X;), (7.32)
und durch Subtraktion von (7.26)
(A= MX;)"(X - X)) + (X —Xj)(A MX;) =
= (X - X)M(X = X)) + (X, - X, )M(X; - X;10), (733)

und schlie3lich

(A-MX)"(X - X))+ (X - Xj)(A-—MX) =
—(X = X)M(X — Xj) + (X; — X, ) M(X; — X;0). (7.34)

Die Losungsdarstellung der Ljapunov-Gleichung liefert
X,—X = / MO (X = XM (X = X;)+ (X = X)) M(X; = X;j0) [ efAM N e,
0

(7.35)
also
0<X,—X< / h eAMXT (X X )M(X; — Xj_)ef A MX) gp | (7.36)
0
und weiter
16 = X[l, < | [T (00 — X )M — X )e A gy
0 2
<G = Xl Il [ [eranar0 H et ar
< dIX = X3, (7.37)
da
0<X, 1 —X;<X;,-X. (7.38)
(I

Bemerkung 7.9

Die Hauptschwierigkeit liegt (wie meistens beim Newton-Verfahren) in der Beschaffung
der Startndherung X . Sogar wenn man ein X, gefunden hat, welches die Voraussetzun-
gen des Konvergenzsatzes 7.8 erfiillt, kann die néchste Naherung X; sehr schlecht sein.
Dieses Verhalten tritt schon im Skalaren (n = 1) auf, etwa bei der Losung von

—2*4+1=0 (7.39)

mit der Startndherung xy = €. Das Newton-Verfahren wird daher meistens in Kombina-
tion mit einem anderen Verfahren eingesetzt.

Lemma 7.10 Sei J € R®™* definiert durch

J:(_OI é) (7.40)

wobei I = I,, die Einheitsmatriz im IR" ist. Dann gilt

JE=J1t=—-J, JP=-1,. (7.41)
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Beweis: Klar. O

Definition 7.11 (Hamiltonsche Matrix)
Eine Matrix H € R®"*" heiBt hamiltonsch, wenn

(JH)' = JH . (7.42)

Lemma 7.12 Summen, skalare Vielfache und Inverse von hamiltonschen Matrizen sind
wieder hamiltonsch. Ist H hamiltonsch und A\ ein Eigenwert von H , so ist auch —\
ewn Figenwert von H .

Beweis: Fiir die Inverse: Sei H hamiltonsch und invertierbar. Dann gilt
JHNY =HTJ]'=-HT]=-HTJHH '= -H TH'"J"H ' =JH'. (7.43)
Sei A € spec (H), = ein zugehoriger Eigenvektor. Dann gilt
Mo =JHr = (JH)'2=H"J'2 = -H"Jz, (7.44)
also ist A € spec (—H') = spec (—H). O

Lemma 7.13 Seien A, M,R € R™"™ und M, R symmetrisch. Ein symmetrisches X €
R™™ st Lisung von

ATX 4+ XA-XMX+R=0 (7.45)

genau dann, wenn

A M I 0\ I 0 A—MX M (7.46)
R —AT -X 1) \ =X I 0 —(A-MX)T )~ '
Die Matriz H ,

A M
ne (4. e

ist hamiltonsch. Ist A — M X Stabilitdtsmatriz, so hat H keine rein imagindren Eigen-
werte.

Beweis: Man multipliziert (7.47) aus und betrachtet die entstehenden 4 Matrixgleichun-
gen einzeln. Links unten steht (7.46). Die anderen drei sind identisch erfiillt. Die anderen
Behauptungen sind klar. O

Bemerkung 7.14

Das im folgenden dargestellte Verfahren von Byers (1987) zur Losung der algebraischen
Riccati-Gleichung (7.45) beruht auf der Verwendung der Matrixsignumfunktion, und zwar
wird zunéchst sign (H) (fir H aus (7.47)) und daraus X berechnet. Es stellt sich die
Frage, wie man aus einer Funktion f : IR — IR bzw. f : € — C eine Funktion
f:R™ 5 RO bzw. f: €™ — @™ erhilt. Hat f eine Potenzreihenentwicklung

f(z) = Iijckzk : (7.48)
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so konnen wir im Innern des Konvergenzkreises f durch
fA) =>" e A" (7.49)
k=0

definieren (Beispiel: Matrixexponentialfunktion). Eine allgemeinere Methode beruht auf
der Integralformel von Cauchy

£(z) = ;mﬁ gf(_oz dc . (7.50)

Hier ist I' eine geschlossene Kurve, welche den Punkt z einmal im mathematisch positiven
Sinn umlauft, und f analytisch in dem von I' umschlossenen Gebiet.

Definition 7.15 (Matrixfunktionen)
Sei G C € offen und einfach zusammenhéngend, f : G — @ analytisch. Wir definieren
f: @ — @™ durch

1 _
FUH) = 5= AT = H) ™ dc. (7.51)
i Jr
wobei I' C G eine geschlossene Kurve ist, welche die Menge
spec (H)NG (7.52)
einmal im mathematisch positiven Sinn umléuft.

Lemma 7.16 Die Definition von f in (7.51) hdngt nicht von der Wahl von T ab (so-
lange die in Definition 7.15 formulierten Bedingungen erfillt sind). Fir jede invertierbare
Matriz T € @™ gilt

f(T'HT) =T"'f(H)T, (7.53)
und
HT =TH = f(H)T=Tf(H). (7.54)
Weiter gilt
H = diag (Hy,...,Hy,) = f(H)= diag(f(Hi),...,f(Hy)). (7.55)

Beweis: Sei I' fest gewiihlt. Die Gleichungen (7.53) und (7.55) folgen aus der Definition,
(7.54) aus (7.53) mit der Rechnung

FH)T =TT ' f(H)T = Tf(T"'HT) = Tf(T"'TH) = Tf(H). (7.56)

Da wir jede Matrix auf Jordansche Normalform transformieren kénnen, ohne daf§ sich das

Spektrum &ndert, konnen wir annehmen, dal H in Jordanscher Normalform vorliegt,
d.h. H = diag(Hy,..., Hy), wobei jeder einzelne Block H; die Form hat

01 0 --- 0
H=M+E, E=]|: o0 | e X espec(H). (7.57)
: 1
0 -+ oo - 0
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Wir berechnen f(H). Fiir ¢ # A gilt, da EP =0,

-1 o1 E N\
(CI=H)" = (¢=NI~E) —H(I—H)
Ek

- kz::o (C — AR+ (7.58)
also
f(ﬁ)z;mjgf(@((f—ﬁ)1dC:lg271m7§(<f(§\)>kHd¢E’“. (7.59)

Falls A ¢ G, so sind alle Kurvenintegrale in (7.59) Null, also

FH)=0. (7.60)
Falls A € G, so liegt A im Innern von I', und
fPN 1 f(©)
S SN AS. Y. 61
0 =k = n % (7.61)
also NN
F) ') e e f(pil)(!)
i 0 f) (N :
f(H) = : : . (7.62)
: R 0N
0 o e FON)
In beiden Fillen ist also f(H) unabhingig von der Wahl von T. O

Bemerkung 7.17 (Signumfunktion auf €)
Wir setzen € = €, U Cy U C_, wobei

C,={z:Re(z) >0}, C_={z:Re(z) <0}, Cy={z:Re(z)=0}, (7.63)
und definieren sign™, sign : ¢, U ¢_ — IR durch

] 1, ze €,
31gn+(z):{0 ZE(EJ_r : (7.64)

1, ZG(D+,

sign (z) = 2signt(2) — 1 = { 1 oseq (7.65)

Definition 7.18 (Matrixsignumfunktion)
Sei H € €™™ mit spec(H) C ¢y UC_, dh. H hat keinen rein imaginiren Eigenwert.

Wir definieren sign " (H) gemifl 7.15 mit G = €, und f =1, also
1
sign " (H) = — jf (CI— H)™\dc, (7.66)
r

T om

wobei I' ein Weg in € ist, welcher alle Figenwerte von H mit positivem Realteil einmal
im mathematisch positiven Sinne umlauft, und setzen

sign (H) = 2sign " (H) — I. (7.67)
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Lemma 7.19 (Elementare Eigenschaften der Matrixsignumfunktion) Sei H €
¢ | H habe keinen rein imaginiren Eigenwert.

(i) Hat H die Form eines Jordan-Kdistchens H = A\ + E wie in (7.57), so gilt

. (I, Re(\)>o0,

&gn(H)-{ T, Re(\) <0, (7.68)

(i) Ist H = diag(A1,...,\n), so gilt
sign (H) = diag (sign (A1), ...,sign(\,)). (7.69)

(iii)

sign(H)=1, falls spec(H) C €, (7.70)
sign (H) = —1I, falls spec(H)C C_, (7.71)
sign(H)? = 1. (7.72)

Beweis: Folgt aus Betrachtung der Jordanschen Normalform und Formel (7.62), da f =1
in €, . O

Bemerkung 7.20

Hat H keinen rein imagindren Eigenwert, so ist sign analytisch in einer Umgebung von
H . Hat H mindestens einen rein imagindren Eigenwert, so ist sign i.a. unstetig in H
(egal wie man sign (H) definiert).

Satz 7.21 Seien A, M,R € R™" wund M,R symmetrisch, sei X € R™" symmetri-
sche Lésung von

ATX + XA—XMX+R=0, (7.73)
sei A — MX Stabilitatsmatriz. Dann ist X eine Losung des (tiberbestimmten) Glei-
chungssystems

W12 1 + Wll
X = 74

[ty ) ¥=("a) &

wobei
Wi Wi\ . (A M
( Wi Wa ) =sign(H), H= ( Ro_AT ) : (7.75)

Beweis: Aus Lemma 7.13 wissen wir, dafl

H(—IX ?>:<—]X ?)(A_OMX _(A_MMX)T>, (7.76)

also gilt auch

sign (H) ( _IX ? ) = ( —{X ? )sign ( A_OMX (A _JWM)QT ) : (7.77)

Sei Z die eindeutig bestimmte symmetrische Losung von

(A-MX)Z+Z(A-MX)' =-M. (7.78)
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Dann gilt (Ausmultiplizieren, rechts oben steht (7.78), sonst eine Identitét)

(o 7)™ )

:<A_0MX —(A—OMX)T><é _IZ>, (7.79)
also auch | . .
s1gn ( 0 —(A_MX)T )
I —-z\ X 0 .
=1 o )
( I ) 81gn< 0 (A—-MX) ><() ])
Y —I 0 I —Z
= ( 0 I )( 0 [)(0 I )
- ( o 2]Z> (7.80)

Wi Wi I o\ (1 o\(-I 2z (7.81)
War Wa -X 1) \-X1I o I /) '
Indem wir (7.81) ausmultiplizieren, erhalten wir (7.74) als die erste Spalte des Produkts.

O

Algorithmus 7.22 (Lésung der Riccati-Gleichung, Matrixsignumfunktion)
Aus Satz 7.21 ergibt sich folgender Algorithmus zur Losung der Matrix-Riccati-Gleichung
(7.73):

1. Berechne

W11 W12 . o A M
( War Was ) =sign(H), H= ( Ro_T ) : (7.82)
2. Berechne X als Losung des linearen Ausgleichsproblems
- Wha I+ W
min ( Was + 1 )X - ( War >H : (7.83)

Bemerkung 7.23 (Berechnung der Matrixsignumfunktion)
In € gilt: Losen wir die Gleichung

#—-1=0 (7.84)
mit dem Newton-Verfahren
ma=ga), 92 =5 (s+2)., (7.85)
so gilt fiir 2z € €, U TC_
lim 2z, = sign (2) - (7.86)
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Die Konvergenz ist zwar quadratisch, aber global langsam, da fiir grole |z,| gilt, dafl
2| ~ ;\Zn\ | (7.87)
Durch reelle Skalierung 148t sich das Konvergenzverhalten verbessern, da
sign (azp) = sign (z0),  falls a > 0. (7.88)
Beide Uberlegungen lassen sich auf Matrizen {ibertragen.

Satz 7.24 (Newton-Verfahren zur Berechnung von sign(H))
Sei H € €™ | H habe keinen rein imaginiren Eigenwert. Dann ist die Newton-Iteration

1
L1 = §(Zk +7Z;Y), Zo=H, (7.89)
wohldefiniert, und es gilt
klim Zy, = sign (H). (7.90)
—00

Beweis: Zusammen mit Z; betrachten wir

Wir zeigen mit vollstandiger Induktion (7.92)-(7.98),

ZH = HZy, (7.92)

Zy, +sign (H) ist invertierbar, (7.93)
F,=F},, (7.94)

p(Fy) <1, (p= Spektralradius) , (7.95)
Zr = (I — Fy)'(I + Fy)sign (H), (7.96)
Zj, ist invertierbar (7.97)
Z'H=HZ". (7.98)

Wir verwenden dabei die Rechenregeln aus 7.16 und 7.19.
Induktionsanfang & = 0: (7.92), (7.97) und (7.98) sind trivial, (7.94) entfallt. Es gilt
(Beweis: Ubung)

spec (H £ sign (H)) = {\ £sign(A) : A € spec(H)}, (7.99)

spec ((H —sign (H))(H + sign (H))il) - {i\\:zm

Hieraus folgen (7.93) und (7.95). Zum Beweis von (7.96): Aus (7.91) fiir k£ =0 folgt

: A € spec (H)} . (7.100)

Fy(Zo + sign (H)) = Zo — sign (H), (7.101)

also
(I + Fy)sign (H) = (I — Fy)sign (H), (7.102)
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also, da p(Fp) <1,
Zy = (I — Fy) Y(I + Fy)sign (H). (7.103)

Induktionsschritt & — k + 1: (7.92) folgt aus
1 1
Zp  H = §<Z’“ +Z;YH = §H(Zk +Z; Y = HZpy (7.104)

(7.93) folgt aus

Zpi1 +sign (H) = ;(Zk + Z7Y) + sign (H) = ;Z,;l |2} + I +2Zsign (H))
_ ;Z‘l (2, + sign ()] (7.105)
Eine analoge Rechnung liefert
Zisr — sign (H) = ;Z,;l (2, — sign ()] (7.106)

Hieruas ergeben sich (7.94) und (7.95) wegen

Fii = (Zysr —sign (H))(Zys1 +sign (H)) ™
= (Zpy1 — sign (H))*(Zy41 +sign (H)) % = F¢. (7.107)

(7.96) folgt genauso wie fiir k=0 (Index 0 durch k+1 ersetzen). (7.97) folgt aus (7.96),
(7.98) aus (7.104). Damit ist die Induktion vollsténdig.

Da alle Zj, invertierbar sind, ist die Newton-Iteration wohldefiniert. Aus (7.94) und (7.95)
folgt

lim F, =0, (7.108)
k—ro0
und hieraus folgt wegen (7.96) die Behauptung (7.90). O
Bemerkung 7.25 (Skalierung in der Newtoniteration)
Anstatt )
1 = §(Zk +Z:Y, Zo=H (7.109)
setzen wir
Zr =Wy, ap >0 geeignet |, (7.110)
1
Wi = 5(Z+ Z7Y, Wy=HeR®*™M, (7.111)

Der Skalierungsparameter o soll erreichen, dafl die Eigenwerte von Z; betragsméfig
moglichst nahe bei 1 sind. Eine Mo6glichkeit ist es, aj als Losung des Minimierungspro-

blems
2n

mip J(@) = 3 (InfaX])?, (7.112)
zu wihlen, wobei ); die Eigenwerte von W) bezeichnet. Differenzieren und Nullsetzen
ergibt

2 InlaN| 2
O — J/(a) — 2 d e

(07 (0%

In (ﬁa\)\io , (7.113)

also
1

o= (ﬁ w) " = [des(my)

i=1

™ (7.114)
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Bemerkung 7.26 (Ausnutzen der Symmetrie)
Wenn wir die Riccati-Gleichung 16sen wollen, ist die Startmatrix Z; = H hamiltonsch.
Wegen Lemma 7.12 sind dann alle Iterierten W, Z; hamiltonsch, und es gilt mit J aus
(7.40)

Wt = (W), (7.115)

wobei JW) symmetrisch ist, sowie
| det(JWy)| = |det J||det Wy| = 1. (7.116)

Algorithmus 7.27 (Berechnung der Matrixsignumfunktion)
Sei H € R®"? hamiltonsch, H habe keine rein imaginiren Eigenwerte.

1. Setze Wy = H .

2. Iteriere iiber k: Setze

L 1
Wz =W (7.117)

By = \det(JWk) A

Berechne Y, = (JW},)~!J als Losung von
(JWe)Y, = J, (7.118)
etwa mit dem Cholesky-Verfahren. Setze
Wi = ;(Zk + B Yr) . (7.119)
Breche die Iteration ab, falls ||[Wy,1 — Zx|| klein ist.
Bemerkung 7.28
Das vorgestellte Verfahren (Losung der Matrix-Riccati-Gleichung tiber die Matrixsignum-

funktion von H ) kann schlecht konditioniert sein, wenn H Eigenwerte nahe der ima-
gindren Achse hat.
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8 Identifizierung: Adaptive dynamische Beobachter

Problem 8.1 (Identifizierungsproblem)
Wir betrachten das Kontrollsystem

i=Ar+Bu, y=Cz, AecR™ BeR"™ CeRF. (8.1)

Gesucht sind die Ubertragungsfunktion G bzw. die Impulsantwortmatrix K . Nicht be-
kannt sind die Matrizen A, B,C', wir nehmen aber an, daf§ n,m,k bekannt sind. Zur
Verfligung stehen gewisse Informationen iiber das Input-Output-Verhalten (etwa ein zu-
sammengehoriges Paar (u,y) : Ry — R™ x IR*). Wir werden uns beschrinken auf
single-input-single-output-(SISO-)Systeme, dh. m =k =1.

Bemerkung 8.2 (Approximationsproblem im Zeitbereich)
Wir betrachten das Beispiel

t=—ar+bu, y=z, a>0,belR. (8.2)

Es ist .
pr— pr— _at . .
G(s) st a’ K(t) = be (8.3)

Ist etwa x(0) =0 und u = 1, so hat der zugehorige Output (die sogenannte Sprungant-
wort) die Form

y(t) = —(1—e ™). (8.4)

Messung von y zu N verschiedenen (sinnvollerweise N > 2) Zeitpunkten ergibt ein
iiberbestimmtes Gleichungssystem, aus dem die Parameter a und b durch Losung eines
Ausgleichsproblems (z.B. least squares) bestimmt werden. Fiir n > 1 ergibt sich das
Problem, aus gegebenen Funktionswerten y; = y(t;), 1 < i < N, die Parameter a;, b,

im Ansatz
n

y(t) =D b (8.5)
i=1
zu bestimmen. Die Bestimmung der b; ist unproblematisch, falls die a; (d.h. die Eigen-
werte des Systems) bekannt sind; die Bestimmung der a; fiihrt allerdings auf schlecht
konditionierte nichtlineare Approximationsprobleme.

Bemerkung 8.3 (Approximationsproblem im Frequenzbereich)
Man kann auch ausnutzen, da§ Inputs wu(t) = sinwt vermittels der Beziehung
tllm (y(t) — rsin(wt +¢)) =0, G(iw) =re?, (8.6)
o0
die Bestimmung einzelner Funktionswerte von G ermoglicht. (Pro Funktionswert ist ein

Input-Output-Paar erforderlich.) Es ergibt sich das Problem, die Koeffizienten einer ra-
tionalen Funktion zu bestimmen.

Den beiden in 8.2 und 8.3 beschriebenen Ansétzen ist gemeinsam, dafl die gesuchten Sy-
stemparameter mit einem numerischen Verfahren separat bestimmt werden. Im Gegensatz
dazu ist es das Ziel des im folgenden dargestellten Ansatzes, das dynamische System so zu
erweitern, dafl gewisse hinzugefiigte Zustandskomponenten gegen die Werte der gesuchten
Parameter konvergieren.
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Beispiel 8.4 (Konstruktion eines adaptiven Beobachters, n =1)
Wir betrachten wieder

t=—ar+bu, y=z, abelR, (8.7)

mit der Ubertragungsfunktion
b

G(s) = 8.8
(5) = ——, (33)
wobei a und b unbekannt sind. Wir nehmen an, dafl zum Zeitpunkt ¢ die Werte u(t)
und y(t) zur Verfiigung stehen. Wir wihlen ein A > 0 und definieren einen Beobachter

mit dem Zustand w = (wy,wy) und dem Output y; durch

Wy = —Aw +u, (8.9)
"Li)g = —>\’LU2 +v, (810)
yr = bhw + 6wy, 01,0, € R. (8.11)
Es gilt
Ji(s) = Ouin(5) + Ootia(s) = —is) + —2i(s)
= (s =
Yyrls 1W1 2W2 ST s+ )\y
01 0o b .
= : ) 12
<s+)\+s+/\ s+a>“(5) (8.12)
Falls
91:b, 92:)\—(1, (813)
so gilt fiir die Ubertragungsfunktion G; des Beobachters
Gr(s) = bo_ G(s) (8.14)
M sqra ' '

Da die richtigen Parameter aus (8.13) unbekannt sind, setzen wir 6y, 6, als zeitabhingige
Funktionen an und suchen nach einer Adaptionsregel

éi - gl(t7 u,w,y, yI) ; (815>

so daf3
lim 6,(t) = b, tlim O:(t) =X —a. (8.16)

t—o00

Wir betrachten e: R* x R, — IR,
e(0,1) = 01w (t) + Oawa(t) — y(t) . (8.17)

Es ist
e(0(t),t) = yr(t) — y(t) . (8.18)

Eine Idee ist nun, die Adaptionsregel zu definieren in Analogie zum Gradientenverfahren,
angewendet auf J: R? = R,

J(0) = ;e(e,t)z. (8.19)
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Es ergibt sich der Ansatz

0 = —yVJ(B) = —ve(d, t)g;(é’, t)y, ~v>0, (8.20)
also )
0i(t) \ _ B wy (t)
(G ) = vt - weon (160 ) 821)

Bemerkung 8.5

Die Konvergenz des Verfahrens ist nicht offensichtlich und auch nicht immer zu erwarten,
z.B. nicht fir v = 0. Die Gleichungen (8.9) - (8.11) stellen bei Parameterwahl gemifl
(8.13) eine Realisierung der Ubertragungsfunktion dar, bei der die zu bestimmenden Pa-
rameter in den Vektor ¢ verlagert sind. Der konstruierte Beobachter ist stabil.

Durch die zweite Gleichung y = x in (8.7) ist die minimale Realisierung von (8.8) be-
reits eindeutig festgelegt. Ist der Mc-Millan-Grad n der Ubertragungsfunktion gréBer als
1, so gibt es eine groBe Vielfalt minimaler Realisierungen (die durch Ahnlichkeitstrans-
formationen auseinander gewonnen werden). Ein adaptiver Beobachter kann natiirlich
zwischen verschiedenen minimalen Realisierungen nicht unterscheiden. Er identifiziert die
Parameter einer Normalform, die wir uns entweder als Koeffizienten des Zihler- und des
Nennerpolynoms der Ubertragungsfunktion oder als Parameter der (hier: skalaren) Rege-
lungsnormalform vorstellen konnen. Wir betrachten ein SISO-System

y(t) = /Ot Kt —71)u(r)dr, y(s)=G(s)u(s), G=K. (8.22)

G ist unbekannt, aber zum Zeitpunkt ¢ stehen die Werte u(t) und y(t) zur Verfiigung.

Voraussetzung 8.6
Das zu identifizierende System sei ein SISO-Kontrollsystem vom Mc-Millan-Grad n mit
der Ubertragungsfunktion

G(s) = p(s) (8.23)

wobei p und ¢ teilerfremde Polynome der Form

n—1 n—1
p(S) = Z /Bk—i-lsk ) Q(S) =s"+ Z ak—i—lsk ) (824>
k=0 k=0

sind.
Bemerkung 8.7 (Konstruktion eines adaptiven Beobachters)
Wir wéhlen ein Stabilitidtspolynom (d.h. alle Nullstellen haben negativen Realteil)

n—1

qr(s) = s" + Z 0‘£+13ka (8.25)
k=0

und definieren einen Beobachter mit dem Zustand (wy,ws) € IR™ x R™ und dem skalaren
Output y; durch

u')l = A1w1+b1u, (826)
wy = Ajwy+bry, (8.27)
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yr = 0"w = 07wy + 05w, (8.28)

wobei
0 1 o --- 0 0 01
o0 1 e : Oia
0 o -+ 0 1 0 :
—a{ —ag cee e _%IL 1 Oin

Ist @ konstant, so wird das Input-Output-Verhalten der beiden Teilsysteme beschrieben
durch (siehe den Satz iiber die Realisierung skalarer Ubertragungsfunktionen)

rw(s) = Gi(s)i(s), Gy =22, (8.30)
qr
fyws(s) = Gals)il(s). @zf, (8.31)
1
wobei B
pi(s) = Oipirs®, i=1,2. (8.32)
k=0

Sei G; die Ubertragungsfunktion des Beobachters, d.h.
Ur(s) = Gr(s)u(s) . (8.33)

Es gilt dann (6 ist immer noch konstant)

G mCit Gy =Pl P2 P _Patop (3.34)
qr qr g qr g
also ist
G -G, (8.35)
falls
P=p. P2=ar—q. (8.36)

Um die Identifizierung durchzufiihren, setzen wir wieder 6;,60y als zeitabhéngige Funk-
tionen an und suchen nach einer Adaptionsregel

éi = gz(ta u,w,y, yI) ; (837)

so dafl die nun mit ¢ parametrisierten Polynome p; und p; im Limes ¢t — oo die
Gleichung (8.36) erfiillen, also

51 ol — o
Imo) =6~ : |, Imeo-6-| : | (8.35)
ﬂn CY,{I — Oy

Da die ol aus der Konstruktion des Beobachters bekannt sind, liefert der Limesvektor
0* = (07,0;) alle Parameter der gesuchten Ubertragungsfunktion G, falls (8.38) gilt.
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Lemma 8.8 Sei v € LS (IR ;IR™), sei y: Ry — IR der zugehorige Output des Kon-

loc
trollsystems
t=Ax+bu, x(0)=0, y=cu, (8.39)

sei der Beobachter (8.26) - (8.28) gemaf$ 8.6 und 8.7 konstruiert mit 0 = 0* aus (8.38).
Dann gilt fir den Output y; des Beobachters zum Anfangswert w(0) =0

yi(t) = 0T w(t) = y(t). (8.40)

Beweis: Sei K die Impulsantwort von (8.39), sei K; die Impulsantwort des Gesamtsy-
stems (8.39), (8.26) - (8.28) fiir 6 = 0*, also

t t
y(O) = [ Kt =nurydr, yit)= [ Kilt=ru(r)dr. (8.41)
0 0
Nach Konstruktion gilt ) R
Kj=G;=G=K, (8.42)
also auch K7 = K. O

Definition 8.9
Seien y,z : IRy — IR. Wir sagen, dal z exponentiell gegen y konvergiert, wenn es
Konstante ¢y, co > 0 gibt mit

|2(t) —y(t)] < cre”,  fiiralle t > 0. (8.43)

Bemerkung 8.10

Falls in Lemma 8.8 die Anfangswerte nicht Null sind, so gilt statt (8.40), dal y} expo-
nentiell gegen y konvergiert. (Fiir w(0) # 0 folgt dies aus der Stabilitét des Beobachters,
fir (0) #0 aus ...).

Definition 8.11
Sei (u,y) ein Input-Output-Paar, sei 6 : IR — IR*". Wir definieren den Parameterfehler
¢ : IR — IR* und den Beobachterfehler e : Ry — IR als

p(t) =0(t) =07, e(t)=uyr(t) —y(t). (8.44)
Die Adaptionsregel
= (8.45)
T kwTw’ '

mit den Konstanten v > 0 und s > 0 heiit Gradientenregel fiir x = 0 und normalisierte
Gradientenregel fiir kK > 0.

Lemma 8.12 Sei w Ldsung von (8.26) - (8.27), sei 6 Ldsung von (8.45). Der Beob-
achterfehler hat die Form

e(t) = w(t) p(t) +et), t=0, (8.46)
wobei e exponentiell gegen 0 konvergiert. Der Parameterfehler ist eine Ldésung von

wwlp w
— e .
1+ rwTw 1+ rwTw

== (8.47)
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Beweis: Folgt aus den Definitionen, Lemma 8.8 und Bemerkung 8.10. O

Bemerkung 8.13
Fiir die normalisierte Gradientenregel ist die rechte Seite von (8.47) global Lipschitz-stetig

n .

Satz 8.14 Sei w : R, — IRY mefbar und beschrinkt auf kompakten Intervallen, sei
e : IRy — IR exponentiell gegen 0 konvergent. Dann hat (8.47) zu jedem Anfangswert
©(0) eine eindeutige Losung o € L®°(IRy;RY) . Fiir das Gradientenverfahren gilt dariiber

hinaus
e€ L*(R,), (8.48)

und fiir das normalisierte Gradientenverfahren

T

e ol w 9 -
, , € L“(IR,)NL>®(R,), 8.49
2 \/TTF75577; 1'+‘hU”ta3 ( +) ( +) ( )
wobes
[w]lt00 = sup [w(r)]|. (8.50)
0<r<t
Beweis: Wir definieren V : IR x RY durch
1 v e(1)?
Vit o) = oo+ 1 / dr . 8.51
(t.¢) 2¢ vt 4t 14 kw(T)Tw(T) T ( )

Aus den Voraussetzungen an w und ¢ folgt, dafl jede Losung ¢ von (8.47) sich auf IR,
fortsetzen 1at. Fiir
v(t) =V(te(t), teRy, (8.52)

gilt dann
. T i e(t)”
v(t) = (1) ‘P(t)_11_|_,iw(7- Tw(T)
— (B e )

1+ rkwTw 1+ rkwTw 41+ rwTw)

2
w' £

_ n , 8.53

K (\/1 + rwlTw  2v/1+ /inw> (8.53)

also
o(t) >0, o(t) <0, (8.54)

also ist v und damit auch ¢ beschrankt. Da v monoton fallt, existiert

v(o00) = lim v(t), (8.55)

t—o00

und es folgt weiter

o(t) (1) S VRN
o</ (www )w<t)+2\/1+/£w(t)Tw(t)> dt = = (v(00) = v(0)) < ~v(0).

Hieraus folgen alle Aussagen, da ¢ € L2 N L™ . O
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Lemma 8.15 Sei z € LP(IR,) fiir ein p € [1,00), sei 2 € L>®(IRy). Dann gilt

lim z(t) = 0. (8.57)

t—o00

Beweis: Sei p = 1. Fiir jedes t > 0 gilt

JEGIE (0 (8.58)

2|zl

o0

Da 2 € L'(IR,), konvergiert die linke Seite gegen 0 fiir ¢ — oo. Fiir p > 1 geniigt es,
das eben Bewiesene auf die Funktion ¢ +— |z(¢)|P anzuwenden. O

Satz 8.16 (Stabilitit des Identifizierers)
Sei das Input-Output-Paar (u,y) beschrankt auf R, , sei als Adaptionsregel die Gradien-
tenregel oder die normalisierte Gradientenregel gewdhlt. Dann gilt fiir den Beobachterfehler

e € L*(Ry)NL¥(R4),  lim e(t) =0, (8.59)
und fir den Parameterfehler
p € L*(Ry;R™), ¢ € (R R*) N L¥(R4; R™), - lim ¢(t) = 0. (8.60)

Beweis: Da der Beobachter stabil ist, folgt aus der Beschréanktheit von « und y auch
die Beschrianktheit von w und w. Aus Satz 8.14 folgt, daB ¢ und ¢ beschrankt sind,
also auch e und é. Wegen Lemma 8.15 gilt fir ¢ — oo auch e(t) — 0, also auch
w(t)Tp(t) — 0 und damit auch ¢(t) — 0. O

Bemerkung 8.17
Ist das zu identifizierende System stabil, so geniigt es, die Beschréinktheit von u anzu-
nehmen, da dann y ebenfalls beschrénkt ist.

Definition 8.18

Eine Funktion w € L2 (IRy; R™) heiBt ”persistently exciting”, falls es ¢;,cy,d > 0 gibt,
so daf3

t+4
ol < / w(T)w(r)! dr < col (8.61)
¢

fir alle t > 0.

Lemma 8.19 Sei t fest. Dann gilt (8.61) genau dann, wenn
t+6
o < / (@Tw(r)2dr < ¢ (8.62)
t

gilt fiir alle x € RN mit ||z|l, =1.

Beweis: Multipliziere (8.61) von rechts und links mit x . O
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Lemma 8.20
Seien cy,cy,7,6 >0, t >0, seien w, ¢ : [t,t + 8] — RN mit

¢ = —yww?’ @ (8.63)
auf [t,t + 0], und es gelte

t+5
ol < / w(T)w(T)" dr < col . (8.64)
t

Dann gilt
C1

m”ﬂﬂ” : (8.65)

t+6
[ ) ) dr =
t
Beweis: Wir definieren
o(r), TEett+9]. (8.66)

Es gilt dann

. T Z(U) wl\o ZUO'T o o2 2
< ([ w AT o) o) olo) do

<5 [t ao- [ (w20 wotae. sen

t t

Mit Lemma 8.19 folgt weiter

2

[ (w6 otr) o0 =

< /t+6(w(0)Tgo(U))2 do - /t+6 /T (w(T)T z(0)

)2 (o) dor dr

<7 [ o el an - [ ol /< >T|\2EZ;H>2M“

< /j”(w(a) plo)do [ (o) do . (5.68)
Aus (8.61) folgt

o) o(t) < /Hé ) dr, (8.69)
also
vateol = ([ (wm%(t))sz)%
< ([ werew - ar) + ([ worstonrar)
< (/f‘S(w(a)Tso(a))zda)% 1+7(c2 /f”nw(awzdaﬂ (3.70)




also

/tt+6(w(0)T90(U))2 do > ale@I nNZ (8.71)
(14 e (1 (o) 2 do)

Es gilt auflerdem (e; = i-ter Einheitsvektor)

/t " () |2 do = /t e > (o) er)do = 3 /t (o) e do < Ney.  (8.72)

Setzt man die beiden letzten Ungleichungen zusammen, so folgt die Behauptung. O

Satz 8.21 Wir betrachten den in 8.7 konstruierten Beobachter mit der Adaptionsregel
(8.45), d.h. mit der Gradientenregel oder der normalisierten Gradientenregel. Sei (u,y)
ein auf IRy beschrinktes Input-Output-Paar des zu identifizierenden Systems und w :
R, — IR*" der zugehirige Zustand des Beobachters. Alle Anfangswerte seien Null. Sei
w persistently exciting. Dann konvergiert der Parameterfehler ¢ exponentiell gegen 0.

Beweis: Wir setzen

- w(t)
w(t) = : 8.73
g 1+ sw(t)Tw(t) &7
Dann ist
G(t) = —yiw(t)w(t)T . (8.74)

Da (u,y) beschriankt ist, ist wegen der Stabilitdt von A; auch w auf IR, beschriankt,
und es gibt 9, ¢y, ¢ > 0 mit

o 1 e 2y < o .
¢ < 1+KJ||QU||OO/t (x7w(r))*dr < /t (z"w(r))*dr
t+5
< / (zTw(r))? dr < &, (8.75)
¢

fiir alle # € IR mit ||z||, = 1. Also ist auch @ persistently exciting, und aus Satz 8.20
folgt fiir alle ¢ > 0

[ @ ey ar > TEwtrvend 0] (3.76)
Wir setzen )
v(t) = () e (0). (8.77)
Es ist dann
o(t) = p(t) p(t) = =1 (w(t) ¢(t))* <0, (8.78)
also
ot+0) () <~ +i22m)2v(t), (8.79)
also
2¢,

e e (8.80)
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falls ¢ < 1 (andernfalls ist v(t+6) =0, da v > 0). Es folgt also fir t =nd+7, n € IN,
0<7<t,

v(t) < e "u(r) = e 5T sup |u(s)]. (8.81)
0<s<8
Also konvergiert v und damit auch ¢ exponentiell gegen 0. O

Es erhebt sich die Frage, welche Inputs u zu einem Beobachterzustand w mit der
gewiinschten Eigenschaft ”persistently exciting” fiihren.

Lemma 8.22 (Stationires Signal) Sei z € L®(IR;IRY)). Euistiert
1 to+T
lim — / ()2t + 1)l dr (8.82)
to

fiir ein ty € R, so existiert er fir alle ty € R und ist unabhingig von to. (Wir setzen
2z =0 auf R_.) Ist dieser Limes dariiber hinaus gleichmdfig in to, so heifit z stationdr,
und die Funktion R, : R — RMV,

R(t) = lim = [ ()2t + 1) d 8.83
()= Jim - [ e+ ) ar, (3.83)
heifst Autokovarianz von z .
Beweis: Fiir ¢,T,ty,t; € R gilt

1 t1+T t0+T

= 2(T)z(t +7) dT——/ 2t +7)"dr

T to

_ ( [+ /ﬁ) (b 4 1) dr (5.84)

und die rechte Seite ist beschrankt durch

1
w21t = tolllz 15 (8.85)
O

Definition 8.23 Sei z € L®(IR;RY) stationdr, sei p = (ujr)i<jr<n eine Matriz
beschrinkter Mafle auf IR . Falls

Ra(t) = ;ﬂ |7 (), (8.86)

gilt, heifst p Spektralmafl von z .

Bemerkung 8.24
Formel (8.86) besagt, dafi das Spektralma$l ;1 die inverse Fouriertransformierte der Au-
tokovarianz R, und damit R, die Fouriertransformierte von g ist. Die Autokovarianz
R, ist stetig, und es gilt

R.(—t) = R.(t)T. (8.87)

Ein auf Bochner zuriickgehender Satz besagt, dafl jede stationdre Funktion ein Spektral-
maf} besitzt.
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Beispiel 8.25
Sei N =1, z(t) = sinwt. Dann gilt

1 to+T 1 to+T
T 2(T)z(t+ 1) dr = T sin(7) sin(t + 7) d1
to to
1 o471 1
= 7l 3 cos(wt) — 5 cos(w(t +271)) dr

1 1
= 3 cos(wt) — T sin(w(t + 27))

to+T

, (8.88)

to

also ist z stationar und hat die Autokovarianz
1
R.(t) = B cos(wt), (8.89)

und das Spektralmaf
T
n= E(dw +0-0) (8.90)

wobei 4, das Dirac-Mafl im Punkt w bezeichnet. Allgemeiner gilt: Sind w;, 1 <7< J,
paarweise verschiedene nichtnegative Zahlen, so ist die Funktion

J
2(t) =) aysin(wit), ao; € R, (8.91)
j=1

stationdr mit der Autokovarianz

J
1
R.(t) =) 504? cos(wjt), (8.92)
j=1
und dem Spektralmafl
J
™
= Zl §a§(5wj +0,) (8.93)
J:

(Beweis: Ubung.)

Satz 8.26
Sei (u,y) ein Input-Output-Paar zur Impulsantwortmatriz K : IRy — R*®™ | d.h.

y(t) = /OtK(T)u(t—T) dr. t>0. (8.94)

Ist u € L®(IRy;IR™) stationdr und K integrierbar, so ist auch y € L°(Ry;IR") stati-
ondr und hat die Autokovarianz

Ry(t) = /000 /OOO K(m)Ry(t + 71 — 1)K (m)" dry dry . (8.95)

Beweis: Wir vereinbaren K (t) = u(t) = y(t) = 0 fir ¢ < 0. Dann gilt (8.94) fiir alle
t € IR, und weiter fiir alle ty,T

1 to+T

7 v dr =
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1 to+T
T to

— /Ooo /OOO K(n) [j{ /t:ﬁTu(T —Tm)u(t+7— TQ)T dT] K(TQ)T dro dry .

/Oo K(m)u(t — 1) dm - /OO u(t + 1 — 1) K ()" dry dr
0 0

0—T71

= /OOO /OOO K(r) [7{ /ttOTlJrT u(o)u(t + o471 — )" da} K ()" drydry . (8.96)

=:f(T,m1,72)

Da der Ausdruck in eckigen Klammern wegen
1T 71, )| < lull% (8.97)

gleichméfig beschriankt ist, konnen wir nach dem Satz von Lebesgue den Grenziibergang
T — oo mit den Integralen vertauschen und erhalten die Behauptung. O

Bemerkung 8.27
Ist K die Impulsantwortmatrix eines Kontrollsystems (A, B, C) und ist A Stabilitdtsma-
trix, so ist K integrierbar, d.h. Satz 8.26 148t sich auf stabile Kontrollsysteme anwenden.

Satz 8.28 Fs liege die Situation von Satz 8.26 vor mit m = 1 (skalare Kontrolle), sei
i Spektralmaf von w. Dann gilt

1 co ~
Ry(t) = / TN G i) du(w), G =K. (8.98)
T J—00
Beweis: Einsetzen von | oo
Ru(t) = 5 / e dp(w) | (8.99)
mJ—c0

in (8.95) ergibt

1 o] o] oo
R = L[ [ KO [ e K
2w Jo Jo —o0
= o [ ([T e Ky an) ([T e K m) dn) du()
21 J -0 0 0
1 e i
- = / ¢ R (—iw) K (iw)T dp(w) . (8.100)
T J—00
Da K reell ist, ist
G(—iw) = / G (1) dt = Gliw) . (8.101)
0
O

Definition 8.29 Sei u € L*(IR,) stationdr, u habe das Spektralmafs 1. Wir sagen,
dafs u den Spektralwert w € IR enthdlt, falls es ein A > 0 gibt mit

> S, (8.102)

Bemerkung 8.30 )
Mit (8.102) ist gemeint, daB p — A\, ein (nichtnegatives) Maf definiert. Aquivalent dazu
ist, daf}

| 1@ du@) = Af(w) (8.103)
fiir jede stetige beschrankte Funktion f > 0 gilt.
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Lemma 8.31 Wir betrachten die Ubertragungsfunktion G, des Beobachterzustandes,

Go(s) = ( (s [(5_[ 211)4_13;21(8) ) c Q™. (8.104)

Es gilt: Sind wn,...,we, € IR paarweise verschieden, so sind die Vektoren G, (iw;),
1 < j < 2n, linear unabhingig im C*".

Beweis: Andernfalls gibt es ein § € €*" mit 6 # 0 und
TG, (iw)) =0, 1<j<2n. (8.105)
Wir betrachten den zu diesem 6 gehérenden Beobachteroutput
yr = 0Tw. (8.106)
Nach Konstruktion des Beobachters gilt (siehe (8.34)

Gr=0"Gy =G +Gy-G=P1 2.0 _ DAt (8.107)

g 4r g qrq
Der Zahler hat nach (8.105) 2n Nullstellen, aber hochstens den Grad 2n — 1. Es folgt

p1g+pp2 =0. (8.108)

Nach Voraussetzung sind p und ¢ teilerfremd. Es gilt also: ¢ teilt py . Dies aber ist nicht
moglich, da ¢ den Grad n und ps einen Grad kleiner als n hat. O

Satz 8.32 Sei u € L*(IR,) ein stationdrer Input mit Spektralmafs u, welcher minde-
stens 2n verschiedene Spektralwerte enthilt, sei w : Ry — IR*" der zugehirige Zustand
des Beobachters. Dann ist die Matriz R,,(0) positiv definit.

Beweis: Sei 6§ € IR*, 0§ # 0. Aus Satz 8.28 folgt

67 Ry (0)0 = ;ﬂeT [ )G lie) dp() 67 = ;ﬂ |G ) dn(w) . (5109)

Nach Voraussetzung gibt es Zahlen w; € R, A\; >0, 1 <j <2n, mit u > A\;d,, , also

2n

21 Z (8.110)

wobei die w; paarweise verschieden sind. Aus (8.109) folgt dann

1 1 2n
0T R, ( 77 MIOT G (iw))]? du(w) > 0, (8.111)
da nach Lemma 8.31 die Vektoren G, (iw;) linear unabhéngig sind. O

Satz 8.33 Sei u € L*(IRy) ein stationdrer Input mit Spektralmaf 1, welcher minde-
stens 2n verschiedene Spektralwerte enthdlt. Dann ist der zugehérige Zustand w : R, —
IR?*" des Beobachters "persistently exciting”.
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Beweis: Wir wéhlen € mit 0 < & < Apin, wobel Ay, der kleinste Eigenwert von R, (0)
ist (moglich wegen Lemma 8.32). Wir wihlen § > 0 so, daf§

t+6
Hg/t w(r)w(r)" dr = Ry(0)]| <&,  firalle t>0. (8.112)

Es gilt dann fiir alle € IR*" mit ||z||, = 1 und alle ¢ >0

1 t+o
5/ (zTw(r))?dr > 2" Ry(0)z — & < Apin — € > 0. (8.113)
t
Andererseits gilt
t+5
/ (aTw(r)? dr < 2n8|w]>. . (8.114)
t
O

Zusammenfassend gilt also

Satz 8.34 Fir den in 8.7 konstruierten Beobachter mit der (normalisierten) Gradien-
tenregel als Adaptionsregel und Anfangswerten 0 gilt: Ist (u,y) ein auf Ry beschrinktes
Input-Output-Paar des zu identifizierenden Systems, und enthdlt w mindestens 2n Spek-
tralwerte, so konvergiert der Parameterfehler exponentiell gegen 0.

Beweis: Folgt aus Satz 8.21 und Satz 8.33. O

Bemerkung 8.35
In Beispiel 8.25 haben wir gesehen, dafl

u(t) =Y a;sin(w;t) (8.115)
=1
das Spektralmaf
Ly
= Z 505 (0, +0-0) (8.116)
hat, falls wy,...,w, > 0 paarweise verschieden sind. Es geniigen also n verschiedene

Frequenzen im Input, um 2n verschiedene Spektralwerte zu erhalten.
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9 Adaptive Regelung: Tracking Problem

(Dieser Abschnitt ist unvollstindig.)

Problem 9.1 (Tracking Problem)

Gegeben sind ein unbekanntes System P, etwa ein SISO-Kontrollsystem mit Ubertra-
gungsfunktion G, und ein Referenzsystem M, beschrieben durch eine bekannte Ubert-
ragungsfunktion G, . Gesucht ist ein Regler, der aus einem Referenzsignal r : R, — IR
einen Input v : IRy — IR erzeugt, so dal der Output y von P fiir ¢ — co gegen den
Output yy, von M konvergiert. Der Regler darf auler r auch y und y,, als Eingangs-
groflen verwenden.

Das Referenzsystem M beschreibt das gewiinschte Verhalten. P kann etwa das Ergebnis
einer Implementation von M sein.

Beispiel 9.2 (Skalarer Zustand)
Sei M beschrieben durch

yM:—aMyM+bM7“, (IM>0, bME]R, (91)

und P beschrieben durch
y=—ay+bu. (9.2)

Die Koeffizienten a,b € IR sind unbekannt, aber wir nehmen an, dafl wir wissen, dafl
b > 0 ist. Wir setzen eine adaptive Regelung an mit

u(t) = co(t)r(t) + do(t)y(t) (9.3)

wobei die Funktionen ¢y und dy durch eine Adaptionsregel definiert werden sollen. Wéren
a,b bekannt, so konnten wir setzen

b a—a
colt) = ¢ = TM do(t) = dj = — M (9.4)
Mit (9.4) ergibt sich ndmlich
y = —ay+b(cyr+ dyy) = —(a — bdy)y + beyr
= —any + byr. (9.5)

Es ist also y(t) = yp(t) fiir alle ¢, falls die Anfangsbedingungen tibereinstimmen, bzw.
y konvergiert exponentiell gegen y, andernfalls. Sind a und b unbekannt, so betrachten
wir den Outputfehler

ey(t) = y(t) — yn(?) (9.6)

und die Adaptionsregel
¢o = —yey(t)r(t), (9.7)
dy = =y, ()y(t), (9-8)

wobei 7 > 0 ein Parameter ist. Das Gesamtsystem wird also beschrieben durch (9.1) -
(9.3) und (9.6) - (9.8). Um seine Stabilitdt und Konvergenz zu untersuchen, betrachten
wir die Differentialgleichungen fiir den Outputfehler e, und den Parameterfehler

w0=( 70 )= (a0~ ). 09
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Sie lauten

éy = —anrey + b(er + waey + Qaynm) » (9.10)
Do = —yeyT, (9.11)
Pa = —V€s — Veyyu - (9.12)
Wir definieren die Ljapunow-Funktion
% LS NN 9.13
(€9 0es00) = 565+ 5 (62 + 2. (9.13)
Fiir
u(t) = Vey(t), ge(t), pa(t)) (9.14)
gilt dann
b .
V= €yéy + 5((,0000 + gOddo) = —CLMGZZI < 0. (915)

Da der Grenzwert v(oo) = limy, v(t) existiert, folgt wieder e, € L*(IR;) N L*(R;)
und aus (9.10) auch é, € L*(IR;). Aus Lemma ... folgt
lim e, (t) =0, (9.16)

t—o00

daf heifit, der Ansatz (9.3) in Verbindung mit der Adaptionsregel (9.7) - (9.8) lost das
Tracking Problem.

Voraussetzung 9.3
Sowohl das Referenzsystem M als auch das unbekannte System P seien SISO-Kontroll-
systeme vom Mc-Millan-Grad n mit den Ubertragungsfunktionen

G(s) = p(s) Gls) = zgg , (9.17)

wobei p € P,, und ¢ € P, teilerfremde Polynome der Form

m n—1
p(s) =D Brias®, qls) =s"+ Y arns”, (9.18)
k=0 k=0

sind. Es gelte m < n, B,11 > 0, und p sei Stabilitdtspolynom. Fiir M gelte analog,
dal pys € P, und qy € P, teilerfremde Polynome der Form

m n—1
pa(s) =D Bitis™ . aqu(s) ="+ > aptys®, (9.19)
k=0 k=0

sind, daf§ sM +1 >0 und py, gy Stabilitdtspolynome sind.

Bemerkung 9.4 (Struktur des adaptiven Reglers)
Sei g € P,_1 ein Stabilitdtspolynom der Form

n—2
qp(s) ="'+ > ap s (9.20)
k=0

65



Wir definieren einen Beobachter mit dem Zustand (w,w;) € R"™* x R®™! durch

w1 = AB w1 +bBU, (921)
u';2 = AB w9 +b3y, (922)
wobei
0 1 0o - 0 0
: 0 1 . : :
Ap=| =+ g | =] (9.23)
0 o -~ 0 1 0
—aP —af o 0 —aB 1
Wir definieren den Regler durch
u = cor + c'wy + doy + d"wy, (9.24)

wobei cg,dp € R und ¢,d € R™™! die Parameter des Reglers darstellen. Durch (9.21) -
(9.24) zusammen mit

§(s) = G(s)ils) (9.25)
wird die Ubertragungsfunktion G des Gesamtsystems mit Input r und Output y,
y(s) = Gr(s)7(s), (9.26)

festgelegt (sie wird im néchsten Lemma berechnet). Ziel ist es, durch eine geeignete Ad-
aptionsregel die Parameter (co, ¢, do,d) so einzustellen, daf§

Gr=Gy (9.27)
gilt.

Lemma 9.5 (Ubertragungsfunktion des Reglers)
Wir definieren p.,pq € P,_o durch

n—2 n—2
pe(s) =D crras™, pa(s) =D disrs®. (9.28)
k=0 k=0
Dann gilt
G
Gr Co CoP 4B (9.29)

T 1-G.— GG q(qp — ) — (dogs +pa)p

Beweis: Das Teilsystem u — ¢’w; hat die Ubertragungsfunktion

Ge(s) = Pe(s) : (9.30)

. (9.31)
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Aus (9.24) folgt

u(s) = cor(s) + Ge(s)u(s) + Ga(s)y(s),  y(s) = G(s)u(s), (9.32)
also o
N Co . L Co .
u_l—Gc—GdGr’ y_l—Gc—GdGr' (9.33)
Einsetzen von (9.30), (9.31) und (9.17) liefert die Behauptung. O

Lemma 9.6
Seien p,q,py, qu, g n der Form (9.18), (9.19) und (9.20) gegeben, es gelte py | qp und
Bmats n]‘fﬂ > 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte c,dy € IR und pk,p; € P,_2, so daf$

Gr=Guy (9.34)
gilt.
Beweis: Sei q
B
go=—">, 4B ={qoPM - (9.35)
Pm

Wegen (9.29) gilt Gr = G); genau dann, wenn

copgoqu = 4(qB — pe) — (do g + pa)p (9.36)
gilt. Zur Existenz: Das Polynom ¢y hat den Grad n —m — 1. Wir zerlegen
Qoqdm = 9gq—+r, gGPn_m_l,TEPn_l. (937)

Aus (9.36) wird dann

copgq+copr=qlgs —pe) — (doqs + pa)p - (9.38)

Wir betrachten die beiden Gleichungen

Pe=¢qB —Copg, CorT=—doqp— Pd- (939)

Da g den Grad n —m — 1 hat, kénnen wir ¢ so wahlen, dafl p. € P,_o gilt. Dieses p,.
wéhlen wir als p’. Wir wéhlen weiter dj so, dafl —d;; gleich dem héchsten Koeffizienten
von c¢ir ist, und definieren pj; durch die zweite Gleichung in (9.39). Es sind dann beide
Gleichungen in (9.39) und damit auch (9.36) erfiillt.

Zur Eindeutigkeit: Sei (¢, pe, do, pa) die Differenz zweier Losungen von (9.36). Dann gilt

Gop o qu = —qPe — (doqp + Pa)p (9.40)

Die rechte Seite von (9.41) liegt in Py, o, wihrend pqyqy den Grad n —m — 1 hat.
Also ist ¢y = 0. Es folgt

qpe = —(do g + Pa)p (9.41)
Da p und ¢ teilerfremd sind, muf8 p. = 0 sein (andernfalls wiirde ¢ € P, das Polynom
doqp + Ppa € Pn—1 teilen). Aus (9.41) folgt weiter, dal auch dy = p; =0. O
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Bemerkung 9.7

Lemma 9.6 zeigt, daf§ die Konstruktion aus Bemerkung 9.4 sinnvoll sein kann. Ob sie es
tatséchlich ist, stellt sich heraus, wenn man eine Adaptionsregel fiir die Parameter angeben
kann, so dal das gestellte Ziel (y(t) — yar(t) — 0) erreicht wird. Als Adaptionsregel kann
man wieder die Gradientenregel (oder eine Variante) nehmen. Es stellt sich allerdings
heraus, dafl es giinstiger ist, nicht am Output-Fehler e, = y — y); anzusetzen (siche
Sastry /Bodson fiir eine Diskussion), sondern am Input-Fehler

er(t) =rp(t) —r(t), (9.42)

wobei rp diejenige Funktion ist, die als Input fiir M verwendet den Output y erzeugt,

also
1

9(s) = Gu(s)rp(s), 7p(s) = Gnr(s) CR (9.43)

Die Funktion rp kann man aber nicht stabil aus y gewinnen. Ein solches Vorgehen
entspriache n—m Differentiationen. Man geht daher zu einer Funktion iiber, die einem n—
m-fachen Integrieren des Input-Fehlers (in geeigneter Kombination mit dem Beobachter-
Output) entspricht.

Bemerkung 9.8 (Modifizierter Inputfehler, Konstruktion des Identifizierers)
Sei qr Stabilitdtspolynom vom Grad n — m. Der Identifizierer fiir den modifizierten
Inputfehler wird konstruiert als Kontrollsystem mit Input (y, ws, wq, 1), Zustand v, v, €
R?*" x R und Output e, € R,

en(t) = 0T v(t) — v (t), (9.44)

wobei (v, 1) komponentenweise geméfl den Ubertragungsfunktionen

1 1 1 1 1
ﬁz( g,wl,g,@), Vy=—1, (9.45)
qe Gum 4E 4E qE
aus (y,wr,ws, u) gewonnen werden. Der erste Term in (9.45) entspricht dem aufintegrier-
ten Input rp. Die zugehorige Ubertragungsfunktion
1 qm qm

= =a+ , a€R, gyeP,_1, (9.46)
qeGyv qeEDPM qE PM

148t sich durch ein stabiles Kontrollsystem realisieren (p,; ist nach Voraussetzung 9.3
Stabilitdtspolynom).

Bemerkung 9.9 (Adaptionsregel)
Standardbeispiel fiir eine Adaptionsregel ist wieder die normalisierte Gradientenregel,
gewonnen aus dem Gradienten von

J(6) = ;el,(t; 0)2, (9.47)

also
e, 0

1+ xkvTy’

0=—v v, k>0. (9.48)

68



Um die Konvergenz des adaptiven Reglers zu garantieren, mufl man die erste Kompontente
co von 6 von 0 weg beschréinken, d.h.

co(t) > Cmin > 0 (9.49)
garantieren. Dies erreicht man, indem man die erste Komponente in (9.48) ersetzt durch
éo(t) =0, (9.50)

falls ¢o(t) = cmin und e,(t) > 0 (diese Variante heifit projizierte Gradientenregel).

Lemma 9.10
Wir betrachten das SISO-System w — e, , bestehend aus dem System P, den Beobach-
tergleichungen

w1 = ABw1+bBu, (951)
we = Apws+bpy, (952)

und dem Identifizierer (9.44), (9.45). Wir bezeichnen die zugehirige Ubertragungsfunktion
mit Gg, also

e (s) = Gg(s)u(s). (9.53)
Werden die Parameter 6 € R*™ gemdfl Lemma 9.6 so gewdhlt, dafi Gr = Gy gilt, so ist

Gp=0. (9.54)

Beweis: Fiir beliebige Reglerparameter 6 gilt

1
é, = QT,;_pu:<C(’g+cTw1+dog+dTw2—ﬂ)
qe \Gu
1 /¢gG 1 1 1
- = +GC+GG—1>ﬁ:cG<—)a, 9.55
CIE(GM I QEO Gu Gr ( )
also G =0 falls Gr = Gy, O

Lemma 9.11 (Darstellung des modifizierten Input-Fehlers) Sei 6 : R, — R*"
beliebig, sei uw € L®(IR,) ein beliebiger Input des SISO-Systems aus Lemma 9.10, seien
alle Anfangswerte 0. Fiir

ev(t) = 0(t)" v(t) — vu(t) (9.56)

gilt dann
eu(t) = (0(t) = 0°)"w(t) = (1) v(t), (9.57)

wobei p(t) = 0(t) — 0 wieder den Parameterfehler bezeichnet.

Beweis: Aus Lemma 9.10 folgt, dafl

OTv(t) — v, (t)=0, t>0. (9.58)
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Bemerkung 9.12
Man beachte, daf§ die Darstellung (9.57) weder von der Adaptionsregel ( 6 ist eine beliebige
Funktion von ¢) noch von der gewihlten Reglergleichung (u ist ebenfalls eine beliebige
Funktion von t) abhéngt.

Sind die Anfangswerte nicht 0, so gilt statt (9.57)

eu(t) = o) v(t) + (1), (9.59)
wobei € exponentiell gegen 0 konvergiert (siehe Sastry/Bodson).

Bemerkung 9.13 (Gesamtsystem)

Um die Stabilitdt und Konvergenz des adaptiven Reglers zu untersuchen, mufl man das
Gesamtsystem betrachten. Sei (Ap,bp,cg) eine minimale Realisierung von G, d.h. des
unbekannten Systems P . Das Gesamtsystem hat die Form

i=Ax+bu, y=cu, (9.60)
w1 = ABU)1 + bBu, (961)
wg = ABUJQ + bBy, (962)

,
u=6" U; = cor + c'wy + doy + d"wy (9.63)

w2
e,=0"v—v,=p"v, ©o=0-0", (9.64)

: e,V vl

f=p=—y— = T 9.65
7 Tty ity (9.65)

und v sowie v, ergeben sich geméB (9.45) als Output eines stabilen Kontrollsystems mit
Input (wq,y,ws) bzw. u. Wir setzen hier und im folgenden voraus, daf§ der Referenzinput
r global beschrénkt ist,

re L®(R,), (9.66)

und daf} alle Anfangswerte Null sind.

Lemma 9.14 Das Gesamtsystem hat eine auf ganz IR, definierte eindeutige Ldsung,
und es gilt

¥, AS LOO(]R+) ) Soaﬁ S L2(R+> n LOO(IR+) ) (967)
wobei .
w'v
= 9.68
=T s (568)

Beweis: Wir betrachten eine Losung auf einem beschriankten Intervall I = (0,7") . Erset-
zen wir in Lemma ... und Satz ... ,die Funktion w durch v, so schlieBen wir, daf} (9.67)
auf I gilt. Damit ist die Losung sowie deren Ableitung auf (0,7") beschriankt und 14t
sich tiber T' hinaus fortsetzen. Das maximale Existenzintervall ist daher IR, , und (9.67)
gilt auf IR, nach dem zitierten Satz. O
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Notation 9.15 Wir schreiben
w= (r,w) = (r,w,y,wy), 0= co,0), (9.69)
und bezeichnen mit G, G5, G}, die zu 0° gehdrenden Ubertragungsfunktionen.

Lemma 9.16 FEs gelten

u=0"w=p"w+0Tw=pw+cr+0Tw, (9.70)
R A 1 —
¢y =9—9u=_Gup'w, (9.71)
0
d.h. verwenden wir 1
—p w (9.72)
Co

als Input von M, so erhalten wir e, =y — yar als Output.

Beweis: Gleichung (9.70) folgt unmittelbar aus den Definitionen. Es gilt weiter

—

oTw = 0—cyt—0Tw=1a—cp— (G +GG)i
1
= (1-G} - GG)u—cyf = =-cgGu — ¢yr
Gr
(G
= CO <GMU — T) 5 (973)
woraus die Behauptung folgt . O

Lemma 9.17 FEs gibt eine Konstante k >0 mait
)| < klle"wl, o +k, >0, (9.74)

Gt < klle"wlly oo + K, =0, (9.75)

Beweis: Folgt aus Lemma 9.16, da M stabil ist und r, also auch yy; und 7,,, be-
schréankt sind. O

Lemma 9.18 FEs gibt eine Konstante k, so daf$ gilt
IFON < Ele"@ll, o +k, t>0, (9.76)
fiir jede der Funktionen wi,ws,y,u, s, Ws,y an der Stelle von f .
Beweis: Wir schreiben die Differentialgleichung fiir w; um zu
iy = Agwy + bp(0w + " w). (9.77)

Mit
Wy = Agwy + bpy, (9.78)

ergibt sich aus der Schranke fiir y in (9.74) und der Stabilitdt von Ap dieselbe Schranke
(mit einer anderen Konstanten) fiir wq,wy und deren Ableitungen. Da die Differenz

oTw — @"w = (cy — c)r (9.79)

beschréinkt ist, folgt die Behauptung. O
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