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1 Dimensionsanalyse, Skalierung

In einem mathematischen Modell einer realen (oder vorgestellten) Situation werden Gro-
Ben und Beziehungen zwischen ihnen auf mathematische Groflen und Operationen iiber-
tragen.

Ziel der Dimensionanalyse im Zusammenhang mit Skalierung ist es, die Anzahl der Gréflen
(Parameter und Variablen) eines Modells zu verringern und zur Vereinfachung des Modells
beizutragen, indem kleine (und damit moglicherweise vernachléssighare) Groen identifi-
ziert werden.

Dimensionsanalyse. Mathematische Modelle stellen formale mathematische Zusam-
menhénge zwischen Gréflen her. Beispiele:

1. Ein Gegenstand, der sich wéhrend einer Zeitdauer ¢ mit konstanter Geschwindigkeit
v bewegt, legt den Weg s = vt zuriick.

2. Der aktuelle Gesamtwert W eines Wertpapierdepots, bestehend aus I verschiedenen
Sorten, ergibt sich als
I
W = Z n;w; ,
i=1

wobei w; der Kurswert eines einzelnen Papiers der i-ten Sorte und n; die Stiickzahl
der im Depot befindlichen Papiere der jeweiligen Sorte darstellt.

Es wird unterstellt, dass jede auftretende Grofle eine Dimension hat, und dass Grofien
gleicher Dimension sich als Vielfaches einer ausgezeichneten Grofle dieser Dimension, einer
sogenannten Einheit, darstellen lassen. Beispiele oben:

1. Der Weg s hat die Dimension £ einer Linge, mogliche Einheiten sind Meter (m),
Zentimeter (cm). Die Zeitdauer ¢ hat die Dimension T einer Zeit, mogliche Einheiten
sind Sekunde (s), Stunde (h). Die Geschwindigkeit v hat die zusammengesetzte
Dimension £7 ~!, die Einheit entsteht durch entsprechende Kombination, z.B. m/s,
km /h.

2. Der Gesamtwert W hat die Dimension G von Geld, die Stiickzahlen n; haben die
Dimension der Sorte W;, die einzelnen Kurswerte w; haben die Dimension QW{I.

Durch eine Messung bestimmt man den Zahlenwert einer Grofie als Vielfaches der Ein-
heit. Durch Wechsel zu einer anderen Einheit &ndern sich die Zahlenwerte. Es wird weiter
unterstellt, dass sich die Quotienten der Zahlenwerte zweier Gréflen nicht dndern, wenn
die zugehorige Einheit gedndert wird. (Dass ein Depot doppelt so viel wert ist wie ein
anderes, ist unabhéngig davon, ob man in Euro oder Kiloeuro misst.) Das setzt aller-
dings voraus, dass die beiden Einheiten “linear ineinander iibergehen” und insbesondere
denselben Nullpunkt haben - es stimmt also z.B. nicht, wenn man Celsius in Fahrenheit
umrechnet.

Nur GréBen gleicher Dimension kénnen addiert, subtrahiert oder verglichen werden. Bei
vielen Einheiten geht das problemlos: 3 Stdbe der Liange 1m, nebeneinandergelegt, erge-
ben eine Gesamtlinge von 1m + 1m + Im = 3m. Aber misst man die “Schallstérke”



zweier Schallquellen in Dezibel, so ist die Gesamtschallstirke nicht gleich der Summe der
einzelnen Schallstiarken in Dezibel, da die Dezibelskala logarithmisch ist.

Bei Multiplikation und Division werden die Dimensionen entsprechend multipliziert bzw.
dividiert. Beispiel: Im Hookeschen Gesetz F' = —kz fiir eine ausgelenkte elastische Feder
(F Kraft, x Auslenkung, k& Federkonstante) haben beide Seiten die Dimension einer Kraft,
k hat die Dimension Kraft geteilt durch Lénge.

Dieselbe reale Situation kann auf unterschiedliche mathematische Weise modelliert wer-
den. Man erwartet, dass relevante Aussagen iiber die Situation nicht davon abhéngen, wie
die Einheiten der jeweiligen Dimensionen gewéhlt werden (modulo entsprechender Trans-
formation von Zahlenwerten). Es ist daher naheliegend zu versuchen, das mathematische
Modell auf eine dimensionslose Form zu bringen. Dieser Vorgang heiffit Entdimensiona-
lisierung.

Beispiel 1.1 Ein Korper konstanter Masse m steigt antriebslos von der Erdoberfliche
mit einer Anfangsgeschwindigkeit V' senkrecht nach oben. Zum Zeitpunkt ¢* hat er die
Hohe z*(t*) tiber der Erdoberfliche. Auf ihn wirkt die Schwerkraft

m-mg

F=—y—F—F—,
'@ @)+ RY
mit der Gravitationskonstante v und dem Erdradius R. Mit der Erdbeschleunigung g =
(ymg)/R? erhalten wir aus dem Newtonschen Gesetz F' = mi* (zweite Ableitung nach
t*)

. gr’
= 1.1
o (x* + R)?’ (1.1)
mit den Anfangsbedingungen
z*(0)=0, z*(0)=V. (1.2)

Der Luftwiderstand wird in diesem Modell nicht beriicksichtigt. Gesucht wird der Zeit-
punkt ¢3,, zu dem der Korper die maximale Hohe erreicht. Da das Anfangswertproblem
zu gegebenen Parameterwerten V) g, R eindeutig losbar ist (Theorie gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen), ergibt sich

ty = f"(V.g, R) (1.3)
mit einer zunéchst unbekannten Funktion f*.
Zur Entdimensionalisierung der Variablen x* und ¢* betrachten wir intrinsische Refe-

renzgréflen, namlich eine Referenzlinge L fiir * (Dimension £) und eine Referenzzeit
T fir t* (Dimension 7 ), und definieren die neuen dimensionslosen Variablen

x* t*
=—, =— 1.4
T T (1.4)
damit ist gemeint
1

x(t) = Zx*(Tt). (1.5)

Aus der Kettenregel folgt

T T2

x(t) = Ej:*(Tt) . Z(t) = fjv'*(Tt) : (1.6)



Einsetzen von (1.1) fiihrt auf

. T2 gR2
E(t) = AT OEYOE (1.7)

20)=0, #(0) = =i*(0) = %

~ (1.8)

Je nach Wahl von L und 7T erhalten wir unterschiedliche Formen des entdimensionalisier-
ten Modells.
Variante 1: Wir wahlen R
L=R, T=—. 1.9
’ V ( )
Es ergibt sich

R? gR? gR 1
P= — = 0)=0 c(0)=1. 1.10

Dieses Modell enthélt nur noch einen einzigen freien Parameter,

V2

= — 1.11
= q (111)
der zudem dimensionslos ist, seine Dimension errechnet sich als
(LT H2(LT2L) " =L£°T°.
Das Anfangswertproblem zur Parameterwahl (1.9) lautet nun
. 1 :

Seine Losung ist eine Funktion “z = x(t,¢)”, an ihren Eigenschaften lassen sich nach
Riicktransformation gem#f (1.5) alle Eigenschaften von x* ablesen. Insbesondere kann
die Zeit tps, zu der die Maximalhohe erreicht wird, nur von € abhéngen, also

ta = f(e), (1.13)

mit einer geeigneten (zunéichst unbekannnten) Funktion f. Es ergibt sich fiir das urspriing-
liche Modell

B = Tty = gf(g) _ gf (gV—R) | (1.14)

Die Entdimensionalisierung hat also dazu gefiihrt, die Komplexitit der Abhéngigkeit

thy = f*(V.g,R) aus (1.3) auf die Form (1.14) zu reduzieren, f héngt nur noch vom
dimensionslosen Parameter ¢ ab.

Variante 2: Wir wihlen (g hat Dimension £7 ~?2)

(1.15)



Einsetzen in (1.7) und (1.8) fithrt auf das Anfangswertproblem

j:_(xil)Z’ 2(0)=0, &(0) =+, (1.16)

mit dem dimensionslosen Parameter ¢ = V?/gR wie oben. Das qualitative Ergebnis ist
dasselbe: Es folgt t); = h(¢) mit einer geeigneten Funktion h, und

IR (V2
=Tty =~ (=) . 1.17
M M g <9R> (L17)

Ein Vergleich mit (1.14) ergibt

R R R
/= \/;h(é‘) = 7 Veh(e), (1.18)

also f(e) = v/eh(g). Unter dem Gesichtspunkt Dimensionsanalyse sind beide Varianten
also gleichwertig. Unter dem (weiter unten besprochenen) Gesichtspunkt Skalierung trifft
das nicht mehr zu.

Wir stellen jetzt dar, wie man die Varianten des entdimensionalisierten Problems syste-
matisch erhélt. Die Aufgabe ist,

e alle moglichen dimensionslosen Groflen,

e und alle moglichen Referenzgrofien
als Produkte von Potenzen der Problemparameter darzustellen.

1. Festlegung der Grundeinheiten: Lénge £, Masse M, Zeit T.

2. Liste der Variablen und Parameter mit ihren Einheiten:

Variable Dimension

x* L
t* T
Parameter Dimension
\% LT!
g LT2
R L

Die Masse kommt in diesem Beispiel nicht vor.

3. Bestimmung von dimensionslosen Groflen m: Ansatz
m=V*g"?R*. (1.19)
Einsetzen der Dimensionen in die rechte Seite
(LT ) (LT %)L (1.20)

5



Dieser Ausdruck muss dimensionslos sein, die Exponenten aller Grundeinheiten
miissen also Null werden

a1+a2+a3:O (121)
—041—20[2:0 .

also

g

1 1 1

Aa =0, A:(—l 9 O)’ a= o] . (1.22)
Qs

Die Losungsmenge ist gerade der Kern von A, er hat hier die (Vektorraum-)Dimension
1 und die Form

2
a=c|—-1], c¢#0. (1.23)
-1
Einsetzen in (1.19) mit ¢ = 1 ergibt
=V 'R (1.24)

Das ist gerade der dimensionslose Parameter ¢ aus (1.11). Alle anderen dimensions-
losen Parameter haben die Form 7¢.

. Referenzgrofen: Ansatz fiir die Referenzlidnge
L=V*g*2 R . (1.25)

Gleichheit der Dimensionen auf beiden Systemen fiihrt auf das Gleichungssystem

Aa=1b, b= ((1]) (1.26)

mit der allgemeinen Losung

2 0
a=c|-1]+10]. (1.27)
-1 1
und damit
L=R(V*¢ 'R 1) = Re". (1.28)
Fiir ¢ = 0 ergibt sich L = R (wie in den Varianten 1 und 2), fiir ¢ # 0 erhalten wir
2 2
L= V—ec’l , also L= v falls ¢ = 1. (1.29)
Y g

Analog werden Referenzzeiten bestimmt aus

Aa=b, b= ((1’) (1.30)

a—cl-1)+[-1], =Y (1.31)



Es ergeben sich die Referenzzeiten in Variante 1 und 2

1
ng, c=-—1, und Tz”?, c=—3. (1.32)

Mit ¢ = 0 erhalten wir zuséatzlich

v

T=—. (1.33)
g

Es erhebt sich die Frage, ob sich alle “relevanten Gleichungen” fiir solche Modelle als di-

mensionslose Gleichungen schreiben lassen. Das II-Theorem von Buckingham besagt,

dass das der Fall ist. Wir behandeln es hier nicht.

Als Konsequenz ergibt sich aus dem vorgestellten Verfahren, dass sich die dimensionslosen
Parameter und die Referenzgrofien eines Modells bereits aus der Liste der Parameter
und Variablen bestimmen lassen. Es ist daher nicht nur nicht notwendig, die Modellglei-
chungen zu 16sen (wie wir in den Varianten 1 und 2 oben bereits gesehen haben), sondern
es ist nicht einmal notwendig, die Modellgleichungen zu kennen! Es geniigt die Kenntnis
der Parameter und Variablen (mitsamt ihrer Dimensionen). Zugrunde liegt dabei die Mo-
dellannahme, dass die interessierenden Variablen nur von den in der Liste enthaltenen
Parametern abhidngen.

Skalierung der Referenzgrofien. Durch die richtige Wahl der Skalierung will man
erreichen, dass die entdimensionalisierten Variablen (im Beispiel z, ¢), und nach Moglich-
keit auch ihre Ableitungen, in der GroBenordnung von 1 liegen. Die Information iiber die
GroBenordnung der urspriinglichen Variablen (im Beispiel z*, ¢*) ist dann in den Refe-
renzgroffen (im Beispiel L, T') enthalten. Diese Zusatzinformation will man sich spéter
zunutze machen, wenn man Terme identifizieren will, die man vernachlassigen kann, ohne
die Losung stark zu verdndern.

Die Wahl der richtigen Skalierung wird i.a. von der Gréfenordnung der Parameter im
Ausgangsproblem abhingen. Im Beispiel ist das der Parameter V', wenn man die Erde
als fix gegeben annimmt. Die Groflenordnung von V' legt die relative Grofle von z* im
Verhéltnis zum Erdradius R fest.

Wir wollen nun beispielsweise die Situation modellieren, in der der Korper sich relativ
zum Erdradius nur wenig von der Erdoberfliche entfernt. Es wird also z* klein sein gegen
R, und die Wahl der Skalierung L = R in den Varianten 1 und 2 oben ist nicht passend,
da dann x < 1 zu erwarten ist. In dieser Situation kann man die zu erwartende Groéfien-
ordnung einfach abschétzen. Die Geschwindigkeit wird von der Anfangsgeschwindigkeit
V abnehmen auf 0 bei Maximalhohe. Die Anderung der Geschwindigkeit erfolgt néhe-
rungsweise linear (da die Schwerkraft und damit die Beschleunigung sich in der Ndhe der
Erdoberfliche nur wenig éndert). Die gesuchte Zeit ¢}, liegt daher in der Groenordnung
von V/g, und die Variable z* hat die Gréfienordnung V-V /g = V2/g. Als geeignete Wahl
der Parameter erscheint daher

%6 Vv
L=-—, T=-—, (1.34)
g g
Als Variante 3 erhalten wir die zugehorige dimensionslose Gleichung
T2  gR? 1 %6
YT T T @xtrR? T (mzr12 °T 4R’ (1.35)



mit den Anfangsbedingungen

2(0) =0, #(0) =

1. (1.36)
Bei kleinen Anfangsgeschwindigkeiten V' ist der Parameter € klein. Man stellt nun die
Frage, ob das Weglassen des Terms mit € (oder dquivalent: ¢ = 0) zu einer sinnvollen
Néherung fiihrt. Fiir das Anfangswertproblem (1.35) und (1.36) ist das der Fall, fiir e = 0
erhalten wir £ = —1 und damit

w(t) =1t — Lp T*(t*) = Lx(ﬁ) — v — L(7)? (1.37)

27 T 2 ’ ‘

das ist gerade die Wurfparabel unter der Annahme konstanter Schwerkraft. Im Kontrast
dazu betrachten wir die anderen beiden Varianten. Nullsetzen von ¢ in Variante 1,

. 1 :
ex = TG z(0)=0, (0)=1, (1.38)

fiihrt auf die nicht lsbare Gleichung 0 = —1/(z + 1)%. Nullsetzen von ¢ in Variante 2,

el 0) =0, #(0) = V&, (1.39)

(x4 1)27
ergibt 0 = x(0) = #(0), £(0) = —1, sowie Z(t) < 0 fiir z(¢) > —1, und fithrt damit auf eine
negative Naherungslosung, die fiir die betrachtete Modellsituation sinnlos ist (Trajektorie
unterhalb der Erdoberfliche). In diesem Fall erkennt man bereits aus der Mathematik,
dass Varianten 1 und 2 fiir ¢ < 1 problematisch sind; darauf kann man sich allerdings im
Allgemeinen nicht verlassen.



2 Asymptotische Entwicklung

Hintergrund dieses Kapitels ist ein Problem (P.), welches von einem als klein angenomme-
nen Parameter € > 0 abhéngt. Ob das Problem fiir ¢ = 0 Sinn macht oder von Interesse
ist, hangt vom Kontext ab; wir setzen es nicht voraus. Wir interessieren uns fiir die Fra-
ge, was passieren kann, wenn wir (P.) durch ein vereinfachtes approximierendes Problem
ersetzen.

Als einleitendes Beispiel betrachten wir die quadratische Gleichung
v+ 22 —-1=0. (2.1)

Die Nullstellen fiir ¢ = 0 sind xy = +1. Fiir kleines £ > 0 suchen wir Néherungen z,(¢)
fir die Nullstellen z(e) der Form

za(e) = Y are®. (2.2)

Zur Berechnung der Koeffizienten verwenden wir den Potenzreihenansatz
(0.9}
z(e) = Zaka‘k. (2.3)
k=0

Einsetzen in (2.1) ergibt

o0 2 o0
(Zak8k> —|—252ak8k—120.
k=0

k=0 =
Gliedweises Multiplizieren fithrt auf
(ad + 2apa1€ + (2apay + a3)e* + ... ) + (2ape + 2a16* +...) =1 =0. (2.4)

Liegt ¢ im Konvergenzintervall von (2.3), so auch von (2.4), und nach dem Identitétssatz
fiir Potenzreihen sind die Koeffizienten aller € in (2.4) gleich Null. Die daraus resultie-
rende Methode Koeffizientenvergleich liefert

ag =1 = ay==+1, (2.5)
2ap0a1 + 2a9 = 0 = a=-1, (26)
1 1
2apay + aj + 2a; =0 = @=g5— =5 (2.7)
0

Die erhaltenen N&herungen sind also
1
rog=ap==x1, z1(e)==%x1—¢, $2(€):i1—5i582. (2.8)

Die Niherung x5(e) ist fiir € = 1072 bereits auf 7 Stellen genau. Die Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen liefert die exakte Losung x(e) = —e & v/e2 + 1.

Bei der Verwendung asymptotischer Entwicklungen geht es um das Verhalten der Nahe-
rung fiir € — 0 bei festem, in der Regel kleinem n. Fehlerabschitzungen (z.B. fiir das
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Restglied der Taylorentwicklung) sind dafiir relevant. Das Verhalten fiir n — oo bei fe-
stem ¢ (also das Konvergenzverhalten der Potenzreihe) spielt eine Nebenrolle und dient
hier nur zur Begriindung der Methode des Koeffizientenvergleichs.

Asymptotische Approximation. Wir erinnern an die in der Analysis behandelte “Grof3-
O”- und “Klein-O”-Notation.

Definition 2.1 Seien g, : (0,60) — R gegeben. Wir sagen, dass g = O(p) fir e — 0,
falls es C' > 0 gibt mit

lg(e)| < Clp(e)|, fir alle e > 0 hinreichend nahe an 0. (2.9)

Wir sagen, dass g = o(yp) fir e — 0, falls

gl _

o [o(e)|

(2.10)

Hinreichend fiir g = O(yp) ist, dass
oo
=0 |p(e)]

existiert und endlich ist.

Beispiele:

1
g(e) = exp (——> ., ple)=¢c", g=o(p) firallenecN.

Wir wollen Funktionen in der Nihe von 0 approximieren. Ist etwa f(g) = &2 + 2%, so
liefert ¢(g) = €2 die Differenz (f — ¢)(e) = 2&*, diese geht vergleichsweise schneller gegen
5.2

0, wir sehen ¢ als eine gute Naherung an. Andererseits liefert ¢(e) = 2¢” eine erheblich

schlechtere Niherung, da (f — ¢)(e) = 2e® + 2¢* bei 0 nur dieselbe Ordnung wie ¢ hat.

Definition 2.2 (Asymptotische Niherung)
Seien f, ¢ : (0,e0) = X, X normierter Raum. Die Funktion ¢ heifit asymptotische Ndihe-
rung von f, falls

1F =l = olllell) - (2.11)
(Mit ||f — || ist die Funktion e — ||f(e) — ¢(g)|| gemeint, analog ||¢l|.) Wir schreiben

frop. (2.12)
O

Im Fall X =R ist (2.11) dquivalent zu
f=p+o0(p). (2.13)

10



Beispiel: Fiir X = R betrachten wir f(¢) = sine. Jede der Funktionen

1

ist wegen f(g) =& — $e® + O(”) eine asymptotische Néherung von f.

Oft sucht man asymptotische Ndherungen an eine mit ¢ parametrisierte Familie von Funk-
tionen (z.B. Losungen von Differentialgleichungen, die von £ abhéingen). Beispiel:

t
us(t) =t +exp (—g> , 0<t<1. (2.14)

Betrachtet man ein einzelnes ¢ € [0, 1], so befindet man sich in der Situation X = R mit
f(e) = uc(t). Eine asymptotische Naherung fiir t > 0 ist die (beziiglich ) Konstante ¢,
fiir t = 0 die Konstante 1.

Generell ist es wiinschenswert, wenn eine asymptotische Ndherung auf dem gesamten
Intervall [0, 1] gut ist. Dem entspricht etwa die Wahl X = C[0, 1] mit der Supremumsnorm.
Im Beispiel (2.14) allerdings liefert die (wieder von £ unabhéngige) Funktion ¢(t) = ¢ keine
asymptotische Naherung, da

[ue = @l = u=(0) =(0) =1, lell, =1

Die Nédherung ist aber nur dicht bei 0 schlecht. Fiir X = L*(0,1) mit der Integralnorm
gilt
L _t]|! 1
Ife=wly= [ ecdi=—ee=| <e, ol =3,
0 0 2
also ist ¢ eine asymptotische Ndherung von f im Sinne der Integralnorm, welche geringere
Anforderungen an die Qualitdt der Naherung stellt.

Asymptotische Entwicklung. Der Begriff der asymptotischen Entwicklung verallge-
meinert die Darstellung als Taylorpolynom plus Restglied,

A
Kl

fle)=ap+a1e+ -+ ane" + Rpya(e), ag (2.15)
Die folgende Definition geht auf Poincaré zuriick (1886).

Definition 2.3 (Asymptotische Entwicklung)

FEine (endliche oder unendliche) Folge von Funktionen @1, s, ... mit ¢ : (0,60) — R
heifst asymptotische Folge, falls pr1 = o(px) fir e — 0, fir alle k. Eine Funktion

f :10,e0) = X, X normierter Raum, besitzt eine asymptotische Entwicklung der
Ordnung n beziiglich dieser Folge, falls es Koeffizienten a, € X gibt mit

fle) = Zm: arpr(e) + o(em),  fir alle m <n, (2.16)
k=0

fiire — 0. O

11



Asymptotische Entwicklungen werden hauptséchlich bei Problemen eingesetzt, die sich in
der allgemeinen Form

F(ue,e) =0 (2.17)

schreiben lassen. Hier ist F' : X X [0,69) — Y eine mit € parametrisierte Abbildung
zwischen normierten Rdumen X und Y. Wir nehmen an, dass es Losungen u. € X gibt
und dass f(¢) = u. eine asymptotische Entwicklung hat, also

Ue = Uy + 0(P),  Ueym = Z arpr(e), 0<m<n. (2.18)
k=0

Nebenbemerkung: Wir behandeln jetzt nicht die Frage, ob und warum Losungen w. und
asymptotische Entwicklungen von u. existieren.

Liefert der Ansatz ¢(¢) = ¥ eine asymptotische Entwicklung, so heifit das Problem

regulir gestort, und der Ansatz

m

Us = Uep +0(€™),  Uey = Zakek, 0<m<n, (2.19)
k=0

heifit regulére Storung von (2.17). Wir nehmen nun eine geeignete Lipschitzstetigkeit
von F' an, und zwar gebe es L > 0 mit

|F(u,e) — F(v,e)|| < Llju —v||, furalleu,v € X, e €0,e). (2.20)
Lemma 2.4 FEs gelte (2.20). Dann gilt fir die Ndherungen u. ., aus (2.18)

1 (uems €) |l = o([[emll), 0 <m <n. (2.21)

Beweis: Es gilt || F(uem, €)|| = [|F(tem, ) — F(ue, €)|| < Lijtuem — uc|| = o(||ml])- 0
Ist {¢m} beschrinkt, wie etwa bei regulir gestérten Problemen, so folgt aus (2.21)

lim F(uem,e) =0. (2.22)

e—0

N#herungen u. ,, mit der Eigenschaft (2.22) heifien konsistent mit Problem (2.17).

Lemma 2.4 dient dazu, die unbekannten Koeffizienten a; zu berechnen. Betrachten wir
nochmals die quadratische Gleichung

F(r,e) =2° + 22 —1=0 (2.23)

mit dem Ansatz .
Te =Tem +0(E™), Tom = Z ae® . (2.24)

k=0

Es gilt fiir m =0

wole) =1, x.0=ao,
o(1) = F(z.9,¢) = ag +2eag — 1,
= ap = :l:l,

12



und fir m =1

pi(e) =¢, a1 =ap+ ac,
o(e) = F(x.1,¢) = (ag + a18)?* + 2e(ap + a18) — 1 = (2apa; + 2ao)e + o(e)
= 2a0a1 + 2a90 =0, a3 =-—1.
Das ist gerade die Methode des Koeffizientenvergleichs. Durch Lemma 2.4 wird also deren

Anwendung gerechtfertigt fiir asymptotische Ndherungen, unabhéngig von der Existenz
einer fiir n — oo konvergenten Reihenentwicklung.

Wir betrachten nun die quadratische Gleichung

F(z,e) =ex®* +2x—1=0. (2.25)
Die exakte Losung ist
1 +/1
IR A (2.26)
£ £
Es gilt
1
lima! = =, lima? = —cc. (2.27)

e—0 e—0

Fiir ¢ = 0 hat (2.25) eine einzige Losung, o = 1/2. Der Ansatz (2.19), also die Behandlung
als reguldr gestortes Problem, fithrt auf asymptotische Néherungen z. ,, fir ! (Ubung).
Die unbeschriinkte Losungsschar {22} kann auf diese Weise nicht erhalten werden. Das
Problem (2.25) heifit singuléir gestort, der Term ex? singuléire Stérung des Problems
2e —1=0.

Wir machen den Ansatz
Temn = (ap + are + age® + -+ a,e™), 7<0. (2.28)

Falls dadurch eine asymptotische Naherung von z. dargestellt wird, muss F(z.,,c) =
o(pm) gemifB Lemma 2.4 gelten. Daraus berechnen wir die Koeffizienten. Es ist ¢g(g) = &7
und .o = ageps”. Einsetzen in (2.25) ergibt die Forderung

0(e7) = F(z.0,¢) = e ad + 279 — 1, (2.29)

oder adquivalent
e ad +2a9 — 77 = o(1). (2.30)
Fiir ap = 0 (und v < 0) gilt (2.30), aber dann kénnen wir im Ansatz (2.28) einen Faktor
e vor die Klammer ziehen und nochmal anfangen. Ist ag # 0, so muss v = —1 sein, um

den Term 2aq zu balancieren, und es muss gelten
ag+2ap=0, ayg=—2. (2.31)
Fiir m = 1 haben wir ¢1(¢) = 1, und fiir z.; = ape™' + a; muss gelten
0(1) = F(w.1,€) = e aj + 2apa;, + aie +2(e rag +a;) — 1. (2.32)

Das ist nur moglich, wenn
1 1

2 20 — 1 =0 1 == —— 2.33
apay + 2aq , also aq N 1) 5 ( )
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Die ersten beiden asymptotischen Ndherungen im Ansatz (2.28) (wenn sie existieren) fur

z2 haben also die Form

2 21 (234)
Teo = c ) Te1 = c 9 . .

Wir behandeln nun die asymptotische Entwicklung fiir das Beispielproblem aus Kapitel
1 in der entdimensionalisierten Form, Variante 3,

1
") = ———— 0)=0 "0)=1. 2.35
0=~ M0 =0, ) (23
Wir setzen die zugehorige Losung u. (Existenz und Eindeutigkeit nach Picard-Lindelof)
an als reguldre Storung

ue(t) = ug(t) 4+ eup (t) + 2u(t) + . .. (2.36)

Dem entspricht in Definition 2.3 die Wahl f(g) = u,., ox(¢) = €, ar = ug, X ein geeigneter
Raum von Funktionen auf [0, 7], z.B. X = C?0,T].

Wir koénnen die Funktionen u; mit Koeffizientenvergleich berechnen. Dazu verwenden wir

die Entwicklung
1

(1+2)2

die sich aus der Taylorreihe von g(w) = w™* um w = 1 ergibt. Fiir 2 = cu, erhalten wir

aus (2.35) — (2.37)

=1-22+322—-42+..., (2.37)

up(t) +eul(t) + e2uy(t) + - = — 14 2e(up(t) + eur(t) + 2ua(t) +...) (2.39)
— 362(U0(t) + Eul(t) -+ EQUQ(t) —+ ... )2 ‘
sowie
o(0) + euy (0) 4+ e2uz(0) +--- =0, (2.39)
up(0) + e (0) + e*uh(0) +--- =1 ‘
Die Terme zu €° liefern
ug=—1, wu(0)=0, «(0)=1,
also )
t
up(t) = ucp(t) =1t — 7 (2.40)
nach zweimal Aufintegrieren. Die Terme zu ¢ liefern
uf =2uy, w(0)=0, uj(0)=0, (2.41)
mit der Losung
1 1
1) = =3 — —¢*. 2.42
wit) =56 - = (2.42)
Die Terme zu &2 liefern
uy = 2uy — 3uy, ux(0) =0, uy(0)=0, (2.43)



mit der Losung

1, 11. 11 4
__1 _ e 2.44
uo(t) 4t + 60t 360t ( )

Eine zweite Methode ist der Ansatz u(t,e) = u(t),
1
u(t,e) = u(t,0) + ed-u(t,0) + Eezﬁagu(t, 0)+... (2.45)

In der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen wird bewiesen, dass die Ableitungen
der Losung nach dem Parameter ¢ existieren und eine asymptotische Entwicklung liefern,
und es wird gezeigt, wie sich diese Ableitungen berechnen lassen. Wir erhalten (2.36) mit

wo(t) = u(t,0), w(t) = dut,0), wus(t) = %a%u(t, 0).

Dadurch ist auch der Ansatz (2.36) gerechtfertigt (Existenz der asymptotischen Entwick-
lung).

Eine dritte Methode ergibt sich durch Anwendung von Lemma 2.4. Dabei wird u;, oder
dquivalent u.; = up + cu;, berechnet aus

F(uye,e) =o(e).
Die Abbildung F' hat die Form F : C?[0,1] x [0,g9) = Y = C[0,1] x R x R,

" 1
ur (eu+1)2

F(u,e) = u(0) : (2.46)
uw'(0) —1

Setzt man fiir den Bruch die Reihenentwicklung (2.37) ein, so wird man wieder auf den
Koeffizientenvergleich gefiihrt.

Schliefllich kann man auch die Gleichung
F(u.,e) =0

nach ¢ differenzieren. Aus der Kettenregel (fiir die Ableitung in normierten Radumen, in
Verallgemeinerung der Ableitung im R™) ergibt sich

d
0 = d_gF(uaE) = auF(uE7€)a€u€ + 8€F(u57€) :

Im Punkt & = 0 erhalten wir, da (0.u.)(t) = O-u(t,e) = uy(t) gilt fiir ¢ € [0, 1],
0= 0uF(u0, O)Ul + agF(Uo, O) s

eine lineare Gleichung fiir v; im Funktionenraum.

Wir suchen nun eine Néherung fiir die dimensionslose Maximalhthe h. in Abhéngigkeit
von €. Sie bestimmt sich aus den Gleichungen

he = u.(t.), ul(t.)=0, (2.47)



wobei t. die dimensionslose Zeit ist, zu der die Maximalhche erreicht wird. Die Entwick-
lung fiir u. fithrt auf

0 =ul(t.) = up(t.) + eu)(t.) + e2ub(t.) + . .. (2.48)
Wir setzen nun auch fiir ¢. eine asymptotische Entwicklung als regulére Stérung an,
te =ty +et; +eta+.... (2.49)

Wir entwickeln die Terme in (2.48) nach ¢, indem wir die Kettenregel anwenden. Fiir den
ersten Term betrachten wir

analog fiir die hoheren Terme. Einsetzen in (2.48) ergibt
0 = ug(to) + (frug(to) + ui(to))e + O(e?) (2.50)

und Koeffizientenvergleich fithrt auf

Ozug(to)zl—tozo, t():l, (251)
1 1 2
0 = tyug(to) + ) (t) = —t; +t5 — gtg, t=1tp — gtg =3 (2.52)
also 5
t.=to+et; +O(E%) =1+ 3¢+ O(g?). (2.53)

Mit Taylorentwicklung erhalten wir die gesuchte Néherung fiir die Maximalhohe

hE = us(t5> = Uo(to) + (tlu{)(to) + Uy (to))c’f + 0(62)
1 1 2.54
:§+Z€+O(€2). ( )

Um diese Ndherung zu erhalten, war es nicht erforderlich, die Differentialgleichung zu

16sen. Erforderlich war lediglich, die Differentialgleichung zu kennen, deren rechte Seite in
eine Taylorreihe zu entwickeln, die Kettenregel anzuwenden und Polynome zu integrieren.
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3 Mehrere Skalen

Wir betrachten Probleme, in denen mehrere Skalen gleichzeitig auftreten. Ist dabei u.
eine unbekannte Funktion, welche die parametrisierte Gleichung

F(ue,e) =0 (3.1)
16sen soll, so kann man dann nicht mehr erwarten, dass der Ansatz
ue (1) = up(x) + euy (x) + 2ug(z) + . .. (3.2)

zum Ziel fiihrt.

Grenzschichten. Wir betrachten als Beispiel das Randwertproblem

eu +2u +2u =0, (3.3)
u(0) =0, wu(l)=1.

Gesucht ist eine Funktion u. : [0,1] — R, welche eu!(x) + 2u.(z) + 2u.(z) = 0 fiir alle
x € (0,1) sowie die Randbedingungen (3.4) erfiillt. Vermittels

eu 4+ 2u' + 2u
F(u,e) = u(0) , F:X x[0,e0) =Y, (3.5)
u(l) —1

wird (3.3), (3.4) unter (3.1) subsumiert.

Der Ansatz als regulire Stérung gemif (3.2) fithrt nach Koeffizientenvergleich der £°-
Terme auf

Die allgemeine Losung von (3.6) ist
up(z) =ce™, ceR, (3.8)

und es ist fiir kein ¢ € R mdoglich, beide Randbedingungen (3.7) zu erfiillen. Da ug eine
Losung von (3.6), (3.7) ist genau dann, wenn F'(ug,0) = 0, ist letztere Gleichung nicht
16sbar.

Um zu verstehen, was hier vor sich geht, betrachten wir das Problem vom Standpunkt
der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen. Der Losungsansatz

u.(r) = e, X\ Konstante,

fithrt auf die Gleichung
(X +2X +2)e* = 0.

Deren beide Losungen

AMog=——F —— 3.9
=2 (39



liefern die allgemeine Losung
U () = 1M + cpe?® (3.10)

von (3.3), und die beiden Konstanten sind so zu bestimmen, dass die Randbedingungen
(3.4) erfiillt sind. Asymptotische Entwicklung der Nullstellen \; 5 ergibt

M(E) = —14+0(), Mole) = —Z +o(1). (3.11)

Kandidat fiir eine Naherung fiir u. wére also eine Funktion der Form
cre" + cpe s (3.12)

Deren beide Anteile variieren auf zwei verschiedenen Skalen, O(1) und O(g). Fiir e — 0
spielt der zweite Anteil nur in der Nihe des linken Randpunkts z = 0 von [0, 1] eine Rolle
(insbesondere wegen seiner grofen ersten Ableitung), wihrend iiberall sonst der erste
Anteil dominiert. Man spricht von einer Grenzschicht, die sich in diesem Beispiel in der
Néhe des linken Randes befindet, und von einem Grenzschichtverhalten der Losung
Ue.

Wir vergessen nun wieder die explizite Losung (3.10), welche in komplizierteren Problemen
auch nicht zur Verfiigung steht, und beschéftigen uns mit asymptotischen Naherungen von
Grenzschichtverhalten. Zur Betrachtung einer moglichen Grenzschicht bei x = 0 fithren
wir eine neue Skala ein, die um den Faktor ¢* vergroflert,

e=2 p=cof, (3.13)

wobei a > 0 geeignet zu bestimmen ist. Wir wollen nun u. in der £-Skala approximieren

und setzen .

Uc(€) = uc (%), wu(x) = UE(E_O‘) : (3.14)
Es gilt
UL(§) = e"ul(e7¢),  UL(6) = e™ul(e¢).

Einsetzen in die Differentialgleichung (3.3) fiir u. ergibt

0 = (eu 4 2ul + 2u.)(e*¢)

= SU(E) + 2 ULE) + 2UL(E). 1)
Wir machen einen Potenzreihenansatz fiir U,
Us(&) = Up(§) + Ui (&) + ... (3.16)
Einsetzen in (3.15) fithrt auf
0=c"%U +eUl +...) + 2 (U, +eUy +...) +2(Up+eU +...). (3.17)

Wir wollen zwei der drei Summanden gegeneinander balancieren.

e Erster und dritter Summand: 1 — 2o = 0, a = 1/2, aber dann hat der zweite Term
die Ordnung £71/2, was auf U} = 0 fithrt und uns nicht weiterbringt.
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e Zweiter und dritter Summand: —a = 0, aber dann ist & = z, wir haben also keine
zweite Skala.

e Erster und zweiter Summand: 1 — 2o = —q, also a = 1, beide Terme sind O(g!),
der dritte Term ist O(1). Das fithrt zum Erfolg.

Mit o = 1 wird (3.17) zu
0=c " (UJ+eU +...)+2e (Uj+eUj+...) +2Us + Uy +...). (3.18)
Koeffizientenvergleich in der niedrigsten Ordnung (das ist hier e7!) fithrt auf
Ul +20;=0. (3.19)

Da wir eine Approximation in der Grenzschicht nahe x = 0 suchen, nehmen wir die linke
Randbedingung hinzu,
Up(0) =0. (3.20)

Die allgemeine Losung von (3.19), (3.20) ist
Up(€) = b(1 — e %), (3.21)

sie enthélt noch einen freien Parameter. Analog kann man eine mogliche Grenzschicht
nahe x = 1 untersuchen. Der Ansatz

11—z
C = ca ) %(C) = U‘E(l - 8aC) )
fiithrt schliefllich auf
Vo =2V =0.
Verwendet man die Randbedingung V5(0) = 1, so ergibt sich als Losung
b, o
V()(C):l—i-§(e —-1), beR. (3.22)

Transformiert man nun V; in die z-Skala, so erhélt man

11—z b/ 20-0
vg(x)::VO< . ):1-1-5(6 E —1>.

Fir z < 1 folgt v§(x) — £oo fiir € — 0, was zu keiner sinnvollen Néherung fiithrt (oder es
ist b = 0 und v, konstant). Falls eine Grenzschicht nahe x = 1 existieren sollte (was in
diesem Beispiel nicht der Fall ist), konnte man sie jedenfalls mit dem vorgefiithrten Ansatz
nicht bestimmen.

Wir verfiigen nunmehr iiber zwei Ndherungen,
up(x) = ce™™,  Up(€) = b(1 — e %). (3.23)

Die zweite ist speziell fiir eine Grenzschicht nahe x = 0 konstruiert worden und hat die
Eigenschaft, dass fiir festes x > 0

lim U, (f) —b. (3.24)

e—0 g
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Wir nehmen nun an, dass die erste Naherung auflerhalb der Grenzschicht brauchbar ist.
Verlangen wir, dass die Randbedingung u,(1) = 1 erfiillt ist, so erhalten wir

c=c¢e', wylx)=e"". (3.25)

Wir wollen nun die beiden Néherungen zu einer einzigen zusammensetzen. Diese Prozedur
heifit Matching. Sei nun ¢ sehr klein und z > 0 so gewéhlt, dass ¢ < * < 1, also x
ebenfalls dicht bei 0. Da uy(0) = ¢, ist es wegen (3.24) naheliegend, fiir das Matching zu
verlangen, dass

b=c. (3.26)
Wir setzen nun als Nidherung an

_ 2z

U o(z) = up(x) + Uy (g) —b=e"" —el" . (3.27)

Wir stellen uns die Grenzschicht als ein Intervall [0, ke] vor, wobei k eine kleine natiirliche
Zahl ist. Mit dem Ansatz (3.27) erreichen wir: Innerhalb der Grenzschicht ist ug(z) — b =
uo(x) — up(0) klein und Uy dominiert, aulerhalb der Grenzschicht ist Uy(x/e) — b wegen
(3.24) klein und uy dominiert. Da ug bzw. Uy als Naherungen auBerhalb bzw. innerhalb
der Grenzschicht konstruiert worden sind, ist die Naherung (3.27) insgesamt sinnvoll. Fir
die Randbedingungen gilt

1
ueo(0) =0, ucp(l)—1="U, (E) —b—0, fire— 0. (3.28)

Gedampfte Schwingung. Wir betrachten als Beispiel das Anfangswertproblem

v +eu +u=0, (3.29)
u(0) =0, u'(0)=1. (3.30)

Es beschreibt einen geddmpften Oszillator. Die exakte Losung ist

1 et 2
u(t) = ————¢" 7 sin (z&m - 5—) . (3.31)
1-< 4

4

Fiir kleines € > 0 handelt es sich um eine Schwingung mit Frequenz auf einer Skala von
O(1) und exponentiell fallender Amplitude mit Abklingrate auf einer Skala von O(e™1).
Die Losung fiir € = 0 ist

up(t) = sint. (3.32)

Fiir festes ¢ ist ug nur im Bereich te < 1 eine gute Approximation von u,, fiir t — oo ist
die Approximation unbrauchbar, egal wie klein ¢ ist. Der Ansatz

mit anschliefendem Koeffizientenvergleich fiithrt auf die O(1)-Néherung aus (3.32) und
das O(e)-Problem

uf +ug+u; =0, u(0)=1uj(0)=0, (3.33)
mit der Losung

uy(t) = —3 sint
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und der Naherung
t
<1 - 5§> sint (3.34)

fiir u.. Fiir et < 1 erhalten wir eine auf der richtigen Zeitskala fallende Amplitude, aber
fiir t — oo ist die Approximation noch schlechter als mit uy. Um eine bessere Néherung
zu erhalten, machen wir einen Zwei-Skalen-Ansatz fiir das Problem

w” 4+ ew’ +w
F(u.,e)=0, F(w,e)= w(0) ) (3.35)
w'(1) =1

indem wir Funktionen w der Form
w(t) = 2(t,e"), "z==z(s)", (3.36)

betrachten. Fiir o > 0 ist die zweite Zeitskala s = %t ”langsamer” als die ¢t-Skala. Die
Ableitungen von w sind

w'(t) = (0pz + €%0,2)(t, %), (3.37)
w”(t) = (Opz + 26%0psz + 20452 (t, £°1) . (3.38)

Einsetzen in den Operator F' fiihrt auf
w’(t) 4 ew'(t) + w(t) = [0z + 2605z + €2 0ysz + (042 + £%0s2) + z] (t,e%t), (3.39)
w(0) = 2(0,0), w'(0)—1=0;2(0,0) 4+ &“9,2(0,0) — 1. (3.40)
Wir suchen Naherungen fiir u. der Form

ueo(t) = up(t, %), (3.41)
U€71(t> = UO(t, €at) + cuy (t, 8at) . (342)

Wir wollen wuy so bestimmen, dass fiir z = g in (3.39) und (3.40) die O(1)-Terme ver-
schwinden. Dalfiir ist hinreichend

(Opuo + ug)(t,s) =0, fir alle ¢, s, (3.43)
up(0,0) =0, Bup(0,0) = 1. (3.44)

Da in der Gleichung (3.43) keine Ableitungen nach s auftreten, konnen wir sie als gewhn-
liche Differentialgleichung in ¢ auffassen, mit s als Parameter. Thre allgemeine Losung ist

up(t, s) = c1(s)sint + ca(s) cost. (3.45)
Aus den Randbedingungen (3.44) ergibt sich
= Uo(o, 0) = CQ(O) s 1= @uO(O, 0) = 01(0) . (346)

Wir sind noch frei in der Wahl von ¢;(s) und c(s). Das werden wir bei den O(e)-Termen
ausnutzen. Zunédchst setzen wir z(t,s) = (ug + cuy)(t, s) in (3.39) ein und erhalten (Ar-
gumente auf der rechten Seite sind (¢,e%t))

w"(t) + ew'(t) + w(t)
= Outtg + ug + £(Opuy + Oyug + uy) + 260psug + O(%Y) + O(e11) . (3.47)
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Nullsetzen des Terms 0y uq + Oyug + uy wiirde eine fiir ¢ — oo unbeschriankte Naherung
uc 1 erzeugen, analog zu (3.34). Wir nutzen nun die zweite Skala aus und wéhlen a = 1.
Nullsetzen des O(e)-Terms in (3.47) fithrt dann auf

(attul + Uq)(t, S) = —((9tu0 + 28tsu0)(t, S)

= —(c1(8) + 2¢1(8)) cost + (ca(s) + 2¢5(s)) sint. (3.48)

Wie in (3.43) kénnen wir s als Parameter in einer gewohnlichen Differentialgleichung in ¢
auffassen. Damit deren Losung fiir beliebige ¢t beschréankt bleibt, verlangen wir, dass die
rechte Seite verschwindet, also

c1(s) +2¢1(s) =0,  ca(s) +2c¢,(s) =0. (3.49)

Beriicksichtigen wir die Randbedingungen (3.46), so ergibt sich

[NV

ca(s) =0, ci(s)=e (3.50)

Insgesamt erhalten wir nun
Ue0(t) = up(t,et) = ¢y (et) sint = e~ 7 sint, (3.51)

also eine erheblich bessere Ndherung an die exakte Losung

1 c 2
us(t) = —26_% sin (t 1— %)
1-—¢
4

als die Ndherungen sint oder (1 —et/2)sint aus dem Ein-Skalen-Ansatz. Man kann nach-
rechnen, z.B. mit Taylorentwicklung, dass

sup |ue(t) — ueo(t)] = O(e) (3.52)

0<t<T/e

gilt fiir jedes feste T' > 0.

Homogenisierung. Wir betrachten als Beispiel das Randwertproblem

(af(z2)u') = f(z), z€(0,1), (3.53)
w(0) =0, u(l)=0. (3.54)
Gegeben ist die rechte Seite f : (0,1) — R sowie der Koeffizient a° : (0,1) — R. Gesucht
ist eine Funktion u. : [0,1] — R, welche die Randbedingungen (3.54) erfiillt, und fiir die
gilt
f@) = (a® - u)'(z) = (o) (2)ul(z) + o (z)ul(z), = €(0,1).
Die Koeffizientenfunktion hat die Form
x

a‘(z) =a (—) ) (3.55)

€

wobei a : R — R eine gegebene periodische Funktion mit der Periode ¢ > 0 ist,

aly+0) =a(y), firalleyeR, (3.56)
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auflerdem soll @ > 0 gelten. Das Randwertproblem beschreibt eine eindimensionale Gleich-
gewichtssituation, wie sie in unterschiedlichen Anwendungen auftreten kann, z.B. in der
Mechanik als Kraftegleichgewicht. Wir stellen uns vor, dass die Funktionen f und a in
der Skala O(1) “verniinftig skaliert” sind. Gemé&$ (3.55) variiert der Koeffizient a® dann
auf der Skala O(e). Falls ¢ klein ist, oszilliert a® stark im Intervall (0, 1). Dadurch wird
die Losung von (3.53) schwierig bzw. aufwendig. Es kann sein, dass man eher an einem
gemittelten Verhalten der Losung interessiert ist als an der genauen Form der einzelnen
Oszillationen. Man wiirde dann gerne das Problem (3.53) durch ein Problem mit wenig
oder iiberhaupt nicht oszillierenden Koeffizienten ersetzen, dessen Losung eine Néherung
an die Losung von (3.53) ist.

Wir machen wieder einen Zwei-Skalen-Ansatz und betrachten Funktionen der Form
w(z) = 2(z, 2. (3.57)
€
Fiir die auftretenden Ableitungen gilt

w'(z) = (8pz + £719,2) (, §> ,
() () = 7' (D),

€
w//(l’) = (ax:rz + 257133:742 + EiQayyz) (x’ g) .

Wir setzen eine solche Funktion in die linke Seite von (3.53) ein und erhalten

(a-w)(z) =e'a - (Opz +7'0,2) + @+ (Oppz + 26 '0pyz +€720,,2)
= 2(d'0yz + adyyz) + e H(a'0pz + 200,y 2) + a0y 2,
hier bei haben die Funktionen auf der rechten Seite die Argumente x bzw. (x,z/¢). Zur

Konstruktion von Naherungen u. betrachten wir zunéchst diese Argumente unabhéngig
voneinander und definieren den Differentialoperator

Lz=¢e2Loz+e 'Lz + Loz (3.58)
mit
(Loz)(7,y) = a'(y)9yz(2,y) + a(y)Oyy2(z, y)
— (9,(ad,2))(z.y) (359
und
(L12)(2,y) = ' (y)0ez(2,y) + 2a(y)Ouyz(2, )
— (0,(00.2)) @, y) + (4)Ouy2(2,), (3.60)
(L22) (2, y) = a(y)Osz2(z, y) - (3.61)
Fiir Funktionen w(z) = z(x, x/¢e) gilt dann
(@ ') (z) = (L2)(x, §> . (3.62)



Um eine Nédherung fiir die Losung u. von (3.53) zu gewinnen, setzen wir nun an
2(x,y) = uo(w,y) + ew (2, y) + *uz(w, y) (3.63)

und leiten Bedingungen fiir ug, uy, us her durch Vergleich der e-Koeffizienten in der Glei-
chung

(Lz)(z,y) = f(x). (3.64)
Wir verlangen dabei, dass ug, 11, us und damit auch z periodisch sind in y mit Periode ¢,
ug(x,y +0) = u(z,y), furalle k,x,y. (3.65)

Wir setzen (3.63) in (3.64) ein und sortieren nach Potenzen von e,
e ?Loug + ¢ M (Louy + Lyug) + (Loug + Liug + Loug) +e(...) +2(...) = f. (3.66)

Die Terme mit ¢ und 2 sind fiir die Bestimmung von v irrelevant, wir werden sie im
Folgenden ignorieren. Nullsetzen des Koeffizienten von £2 fiihrt auf

(0y(adyuo))(x,y) = 0. (3.67)

Es handelt sich um eine gewohnliche Differentialgleichung in y, mit x als Parameter. Deren
allgemeine Losung hat fiir jedes feste x zwei freie Parameter ¢, dy und ist gegeben durch

uo(z,y) = co(x) + do(x) /Oy % ds. (3.68)

Die Forderung (3.65) nach Periodizitét von ug ergibt

¢
1
0 =wuo(x,l) — up(z,0) = dg(x)/ —
o a(s)
und wegen a > 0 muss dy = 0 gelten. Die Funktion uy héngt also nicht von y ab, so dass
wir den Ansatz (3.63) vereinfachen kénnen zu

ds,

2(x,y) = uo(z) + eur(x,y) + *ug(, y) . (3.69)
Nullsetzen des Koeffizienten von e~ in (3.66) fithrt auf (beachte d,uo = 0)
(0y(adyu))(z, y) = (Lowa)(w,y) = —(Lauo)(z,y) = —a'(y)uo() - (3.70)

Die allgemeine Losung von (3.70) ist

ur(x,y) = cr(x) + di(x) /Oy ﬁ ds — yug(z) . (3.71)

Die Forderung (3.65) nach Periodizitét von u; ergibt

0 = wi(z, £) — ur(x,0) = dl(a:)/ s~ ().

o a(s)

Auflosen nach wy liefert



also
aotth(2) = dy(z), ag = (% /0 Zﬁds)_ | (3.72)

Nullsetzen des Koeffizienten von £° in (3.66) fiihrt auf

L0u2 = —L1u1 - LQUO + f . (373)
Aus (3.71) folgt
1 /
ayul(x7y) - dl(‘r) ) @ - ’LLO(.CE)7

und weiter
Liuy = 9y(adyur) + a(y)Opyur = 0y(adyur) + di(z) — aly)ug(x) ,

also
(Lous)(x,y) = f(x) — di(x) — Oy(adyuy) . (3.74)
Die Periodizitdtsbedingung liefert

¢
/0 Oy(a(y)Oyur(z,y)) dy = a(0)Oyus(x, €) — a(0)0,uy (z,0) =0,

/Oe(Louz)(x, y)dy = /Oe Oy (a(y)dyuz(w,y)) dy =0,
also folgt, wenn wir (3.74) {iber y (von 0 bis ¢) integrieren,
di(z) = f(z), fir alle . (3.75)
Fiir die Funktion ug gilt nun wegen (3.72) und (3.75)
(aoup)'(x) = agug(x) = dy(z) = f(x). (3.76)

Wir interpretieren v als Ndherung fiir die Losung u. von (3.53) und fordern entsprechend
die Randbedingungen
up(0) = up(1) =0, (3.77)

Wir haben also Problem (3.53) approximiert durch ein Randwertproblem mit dem kon-
stanten Koeffizienten ag, ndmlich (3.76), (3.77). Dieser Koeflizient ay wird gewonnen als
das sogenannte harmonische Mittel

do — (% /Ogﬁds) - (3.78)

Eine naive Mittelwertbildung (1/¢) foe a(s) ds hitte zu einem falschen Ergebnis gefiihrt.

Die Frage, wie gut auf solche Weise gewonnene N#herungen die Losung u. von (3.53)
approximieren, wird in der Theorie der Homogenisierung behandelt.
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4 Modelle im Kontinuum

Kontinuierliche Zeit. Wir betrachten eine zeitabhingige GroBe (t) € R? fiir t > t,
zu diskreten Zeiten ty < t; < ... und setzen ¢ = @(fx). Sei t > ty. Die diskrete
Bilanzgleichung

T

o(t) —o(to) = > (ors1 —r), fallst=tg, (4.1)
0

b
Il

besagt, dass die Gesamténderung gleich der Summe der einzelnen Anderungen ist. Die
kontinuierliche Bilanzgleichung

t

o(t) = olto) = [ #(5)ds (42)
to

besagt, dass die Gesamténderung gleich dem (zeitlichen) Integral iiber die Anderungsrate

1st.

Beispiel 4.1 (Verzinsung)

Sei p(t) das Kapital zum Zeitpunkt ¢, z der Jahreszinssatz, a = z/100. Die jéhrliche
Verzinsung bei festem Zinssatz z wird modelliert durch ¢, = k, pry1 = (1 4 a)py, also ist
das Kapital nach ¢t Jahren, t € N, angewachsen auf

p(t) = (1+a)e.

Bei einer Verzinsung in Zeitintervallen der Lénge 1/n ist tx = k/n und der Gesamtbetrag
nach ¢ Jahren gleich

a nt
p"(t) = (1 + —) %0 -
n
Im Grenzwert n — oo (“kontinuierliche Verzinsung”) gilt
n a %at at
o't = (1+2)" o e =t pn(t). (4.3)
Die Funktion ¢, 16st das Anfangswertproblem

/

¢ =ap, ¢(0)=¢0, (4.4)
oder in Integralform
¢
on®) = (0) = [ apls)ds.
0

Der Grenziibergang n — oo kann als Modellvereinfachung angesehen werden. Aulerdem
werden, im Gegensatz zur Realitét, beliebige reelle Zahlen als Werte von () zugelassen.
Die diskrete Bilanzgleichung gibt die einzelnen Verzinsungsschritte wieder, die kontinu-
ierliche Gleichung ersetzt sie durch eine kontinuierliche Verzinsung.

Beispiel 4.2 (Populationswachstum)
Sei p(t) die GroBle (= Anzahl der Individuen) einer Population zum Zeitpunkt ¢. Sie hat
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zunéchst diskrete Werte ¢(t) € N, die sich zu diskreten Zeiten t; durch Geburt bzw. Tod
dandern. Dieser Vorgang kann stochastisch modelliert werden, was wir hier nicht tun. Eine
Modellierung als Anfangswertproblem fiihrt auf (¢ = 0 gesetzt)

o' =f(te), »(0)=¢0o. (4.5)
Das urspriingliche Modell stammt von Malthus (1798),
"=ap, also (t) = e, (4.6)

mit einer Konstanten a > 0. Dieses Modell sagt exponentielles Wachstum voraus. Ein
weiteres Modell stammt von Verhulst (1838, 1845),

¢ =ap- (1 - %) : (4.7)

mit einem weiteren Parameter b > 0. Dieses hat die Losung

pobe™ ©ob
t) = = 4.
(1) b+ @o(e® —1)  be=9 + po(1 — e~) (4.8)

mit der Eigenschaft ¢(t) — b fiir t — co. Auch hier stellt der Ubergang zur kontinuierli-
chen Gleichung einen nichttrivialen Modellierungsschritt dar.

Beispiel 4.3 (Bewegung)
Sei p(t) € R? die Position eines Teilches zum Zeitpunkt ¢. Mit ¢, = @(t), t = tx gilt

wieder
K-1

t

o0 = olte) = Y (e — ) = [ ¢(5)ds. (4.9
k=0 to

In Situationen aus den Natur- und Ingenieurwissenschaften ist die Vorstellung der Be-

wegung als kontinuierlich in der Zeit meistens die natiirlichere. Der Vektor ¢'(¢) (Ande-

rungsrate des Orts) ist die Geschwindigkeit des Teilchens.

Kontinuierlicher Ort. Als Beispiel betrachten wir ein pordses Material, also einen
Festkorper mit Hohlrdumen (auch Poren genannt), etwa Sand, Geroll, zelluldres Gewebe.
Ob die Hohlrdume leer oder mit einem Gas (z.B. Luft) oder mit Fliissigkeit gefiillt sind,
spielt jetzt keine Rolle. Sei G C RY der betrachtete Bereich, P C G der Hohlraum. Je
nach Dimension des Modells ist d = 1, 2,3 moglich. Sei x € G ein Ortspunkt,

Wi(z) ={z:]z — 2|, < g} (4.10)

ein ganz in G liegender Wiirfel mit Mittelpunkt x und Seitenldnge h. Wir definieren

_ volg(P N Wy(x))
volg(Wh(x))

on(x) = h™%olg(P N Wy (z)). (4.11)

Die Grundannahme fiir die Modellierung einer solchen (oder auch anders definierten)
Variablen ¢, als ortskontinuierlich lautet:
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Es gibt einen Bereich von Werten fiir A, in dem ¢y (z) als Funktion von h
ndherungsweise konstant ist.

Die Grundannahme besagt, dass in diesem Bereich eine Mittelung gem#f (4.11) eine
sinnvolle Naherung an die tatsdchlichen Verhéltnisse darstellt. Die Werte von h aus diesem
Bereich sind typischerweise grofl im Vergleich zur Feinstruktur des porésen Materials. Man
verlangt auflerdem, dass dieser Bereich auch Werte von h umfasst, die klein sind gegeniiber
der Grofle von G. Dadurch wird es sinnvoll, eine Abhéngigkeit von x zu betrachten. Man
modelliert nun die Porenstruktur mit einer Funktion ¢ : G — R, die in etwa dem Wert
aus (4.11) entsprechen soll. Diese Funktion heifit die Porositéit des Materials.

Wir schreiben (4.11) dquivalent um zu
volg(P N Wi (x)) = pn(x) - h* = o (z)volg(Wi(x)) . (4.12)

Im Kontinuumsmodell bedeutet das, dass

/U o(x)dx (4.13)

eine sinnvolle Néherung fiir das tatséchliche Hohlraumvolumen voly(P N U) darstellt.
Anders ausgedriickt ist die Funktion ¢ Dichtefunktion eines Mafles, welches das durch
das tatsdchliche Hohlraumvolumen definierte Ma8l v(U) = vol,(P N U) approximiert.

Ein anderes Beispiel einer ortskontinuierlichen Variablen ist die Massendichte. Wir be-
trachten einen materiellen Kérper als Bereich G C RY. Der Wiirfel Wy, (x) geméi8 (4.10)
habe die Masse m(W(z)). Ihr gemittelter Wert ist

m(Wh(x))

—Vold(Wh(a:)) . (4.14)

pn(T) =

In gleicher Weise wie oben fithrt man die kontinuierliche Massendichte p : G — R ein.
Die Masse eines Teilbereiches U C @ ist in diesem Modell

m(U) = / p(z)dx. (4.15)

U
Zeit und Ort kontinuierlich. In diesem Fall ist die Dichtefunktion zeitabhéngig, also
“o = (t,x)”. Sei dadurch eine Grofle der Dimension G beschrieben. Die Dichtefunktion

¢ hat die Dimension G£~¢ mit der Raumdimension d. Die in einem Bereich U C RY
befindliche Gesamtmenge der Grofie zum Zeitpunkt ¢ ist

/ @(t,z)dxr, mit der Dimension G. (4.16)
U

Ziel der folgenden Uberlegungen ist, eine allgemeine Bilanzgleichung herzuleiten fiir d = 1,
also in einem Intervall U = (a,b). Wir nehmen an, dass die Gesamtmenge der Grofe, die
einen gegebenen Ortspunkt z in einem Zeitintervall [¢, 7] passiert, gegeben ist durch

/tT q(s,x)ds. (4.17)
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Die Funktion ¢ heifit Fluss, sie ist ebenfalls eine Dichtefunktion. Sie stellt die zeitliche
Rate dar, mit der die GroBle den Punkt x in positive z-Richtung passiert, und hat die
Dimension G7 ~!. Die Bilanzgleichung lautet

/abSD(T, ) dr — /absﬁ(t,m) dr = —/tT q(s,b) ds + /th(s,a) ds. (4.18)

Sie bedeutet, dass die Anderung der Gesamtmenge der GréBe im Intervall (a,b) vom
Zeitpunkt t bis zum Zeitpunkt 7 gegeben ist durch die Gesamtmenge, die im Zeitintervall
[t, 7] durch die Randpunkte fliesst.

Wir nehmen an, dass die Bilanzgleichung (4.18) fiir jedes Ortsintervall (a,b) und jedes
Zeitintervall [¢, 7] gilt. Division durch 7 — ¢ ergibt

/b plre) —pltw) , 1 / —q(s,b) + q(s,a)ds. (4.19)

T—1 T—1

Grenziibergang 7 — t ergibt

b
/ Op(t, x)dx = —q(t,b) + q(t,a). (4.20)
Entsprechend fiihrt Division durch b — a und Grenziibergang b — a auf

Op(t,a) = —0.q(t,a).

Da die Gleichung (4.18) fiir alle interessierenden Intervalle (a, b) und [¢, 7] gelten soll, folgt
insgesamt
Ovp(t,x) + 0pq(t,z) =0, fiir alle ¢, z. (4.21)

Es handelt sich hier um eine partielle Differentialgleichung fiir die beiden Funktionen ¢
und ¢. Da diese Gleichung beliebige Bilanzen beschreiben soll, iiberrascht es nicht, dass
durch sie die Funktionen ¢ und ¢ noch nicht festgelegt sind. Um den konkreten Vorgang
zu charakterisieren, braucht man eine weitere Modellannahme, etwa eine Gleichung der
Form

q=Q(p), dasheifit, q(t,z)=Q(p(t, z)), (4.22)

mit einer gegebenen Funktion Q. (Auch andere Formen wéren moglich, z.B. ¢ = Q(V).)
Eine solche Gleichung heifit konstitutive Gleichung. Setzt man (4.22) in (4.21) ein, so
erhilt man

Orp(t, ) + Q'(e(t, 7)) 0ap(t, 7) = 0. (4.23)

Als Beispiel betrachten wir ein Modell fiir den Verkehrsfluss. Das Intervall (a, b) entspricht
einem Straflenstiick. Die modellierte Grofle ist die Anzahl der Autos, so dass also ¢ die
zeitabhéngige Ortsdichte der Anzahl der Autos darstellt. Wir interpretieren

b
/ o(t,z)der = Anzahl der Autos im Abschnitt (a,b) zum Zeitpunkt ¢,

/tT q(s,x)ds
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als die Anzahl der Autos, die den Punkt x im Zeitintervall [t, 7] passieren, so dass ¢(z,t)
die Rate (Anzahl pro Zeiteinheit) zum Zeitpunkt ¢ darstellt.

Kinematik. Die sogenannte Kinematik beschéftigt sich mit der zeitlichen Verénderung
kontinuierlich modellierter Groflen. Zugrunde liegt die Vorstellung, dass die Groflen an
materielle Punkte (“Teilchen”) gekoppelt sind, die sich im Raum bewegen. Man geht
aus von einer Referenzkonfiguration 2 C R? Ein materieller Punkt befinde sich zum
Zeitpunkt ty im Ortspunkt X € €). Seine Position zum Zeitpunkt ¢ wird beschrieben
durch eine Funktion

t—x(t, X).

Generell wird iiber diese Funktion Folgendes vorausgesetzt, jeweils fiir alle X € 2 und
alle interessierenden Zeiten t.

z(tg, X) = X. (4.24)

(t, X) — z(t, X) ist stetig differenzierbar. (4.25)

X — x(t, X) ist bijektiv von Q nach x(t, <), fiir festes ¢. (4.26)
J(t, X) =detoxz(t, X) > 0. (4.27)

Dabei ist dxx(t, X) € R4 die Funktionalmatrix beziiglich der Ableitung nach X,
(axl'(t, X))]k = an{L'j(t, X) .

Die Werte einer GroBe konnen angegeben werden sowohl als (¢, z) als auch als ®(t, X),
namlich

e o(t,z) fiir den materiellen Punkt, der sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort z befindet
(sogenannte Euler-Koordinaten),

e O(¢, X) fiir den materiellen Punkt, der urspriinglich (in der Referenzkonfiguration)
am Punkt X war, zum Zeitpunkt ¢ (sogenannte Lagrange-Koordinaten).

Da mit ¢ und ® dieselbe Gréfle beschrieben werden soll, muss gelten
o(t,z(t, X)) = o(t, X) . (4.28)
Aus der Kettenregel folgt
0@(t, X) = Owp(t, x(t, X)) + Vao(t, x(t, X)) - Op(t, X) . (4.29)

Dieser Ausdruck beschreibt die Anderung der Grofe in einem (durch seinen Ausgangs-
punkt X charakterisierten) sich bewegenden materiellen Punkt zum Zeitpunkt ¢.

Die Geschwindigkeit des materiellen Punktes X zum Zeitpunkt ¢ ist in Lagrange-Koordi-
naten

V(t, X) = da(t, X), (4.30)

der Tangentenvektor an die Kurve t — z(¢, X'). In Euler-Koordinaten wird er zu

o(t,z) = V(t, X(t ), vlt.a(t, X)) =Vt X). (4.31)

30



Die Abbildung ¢ — X (t,z) gibt an, von welchem Punkt der Referenzkonfiguration der
materielle Punkt “gestartet” ist, der sich zum Zeitpunkt ¢ am Ortspunkt x befindet. Es
gilt

X =X(t,z(t, X)), fiiralle X € Q.

Driicken wir (4.29) in Euler-Koordinaten aus, so erhalten wir die sogenannte materielle
Ableitung
Dip(t, ) == Owp(t, x) + Vap(t, z) - v(t, ) . (4.32)

Sie beschreibt ebenfalls die Anderung der Grofe in einem sich bewegenden materiellen
Punkt, ndmlich demjenigen, der sich zum Zeitpunkt ¢ im Ort x befindet.

Wir setzen
Qt) =2(t,Q) ={z(t,X): X € Q}. (4.33)

Geméf der Substitutionsformel fiir die mehrdimensionale Integration gilt
volg(€2(t)) = / ldx = / J(t, X)dX. (4.34)
Q) Q

Sei nun ¢(t, -) die Volumendichte einer Grofie. Deren Gesamtmenge im Volumen €2(¢) ist
gegeben durch

/ ot 7) dr = / ot ot X))J(t X) dX = / B(t, X)J(t, X) dX (4.35)
Q(t) Q QO

Um die zeitliche Anderung dieser Gesamtmenge im sich ebenfalls &indernden Volumen €(t)
zu berechnen, benotigen wir die zeitliche Ableitung 0;J(t, X)) der Funktionaldeterminante.

Lemma 4.4 Sei I offenes Intervall, A : I — R stetig differenzierbar, sowie A(t)
invertierbar fir alle t € I. Dann gilt

% det A(t) = spur (A(t) " A(1)) det A(t). (4.36)

Beweis: Wir berechnen zunichst die Ableitung von det : R(44) — R fiir eine feste Matrix
A. Aus der Linearen Algebra kennen wir die Identitat

(det A)J=A-A, A= (detA)A™", (4.37)
wobei A die Adjunkte von A ist mit den Elementen
ai; = (—1)" det AUD | (4.38)

wobei AUY aus A durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte entsteht. Aus (4.37)
folgt fiir die Diagonalelemente von AA

d
det A=) apdy;, 1<i<d. (4.39)

k=1

Wegen (4.38) sind die Elemente ay; von allen Elementen a;; der i-ten Zeile von A un-
abhéngig. Es folgt
8a-j (det A) = djz' s 1< Z,j < d, (440)



und weiter

(DADANH) = S 8oy (et Ay = 3 iy = 33 (441)

3,0=1 i,7=1 7j=1 =1
= spur (AH), fiir alle H € R@%,
Aus der Kettenregel folgt nun
d / A /
I det A(t) = (D det)(A(t)))A'(t) = spur (A(t)A'(t)) (4.42)
= spur (A() 7" A'(t)) det A(t).

Satz 4.5 (Eulersche Entwicklungsformel)
Es gelte (4.24) — (4.27), sei auferdem (t, X) — Owx(t, X) stetig differenzierbar. Dann gilt

0y J(t, X) = (divo)(t, z(t, X)) J(t, X) . (4.43)
Beweis: Wir wenden Lemma 4.4 an auf
A(t) = Oxa(t, X).
Fiir die Elemente von A(t) gilt

aw( ) 8158)( .Tz(t X) anatZL'i(t,X) = anV;'(t,X) = anUZ'(t,JI(t,X>>

- i Opvi(t, o(t, X))Ox,z(t, X) . (4.44)
Es folgt -
spur (A(t) ' A'(t)) = iji_l(Al(t))jia;j(t) = .ki jil(Al(t))jiakvi(t7 w(t, X))ag (t)
- ‘ki OpiOvi(t, x(t, X)) = (divo)(t, z(t, X)), (4.45)
und weiter :

O J(t, X) = %det A(t) = spur (A(t) " A'(t)) det A(t) = (divo)(t, z(t, X)) J(t, X) .

O
Folgerung 4.6 (Volumenénderung)
Fiir die Anderung des Volumens von Q(t) gilt
d :
—volQ(t) = / divo(t,z)dz . (4.46)
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Beweis: Wir verwenden die Substitutionsformel der mehrdimensionalen Integration. Es
gilt

Vol Q(t) = / J(t, X) dX |
also
%Volﬂ(t): /Q (divo) (£, 2(t, X)) J(t, X) dX = /Q Aol dr
O

Wir kénnen nun die zeitliche Anderung der Gesamtmenge einer Gréfle ¢ in einem zeitab-
héngigen Volumen €2() berechnen.

Satz 4.7 (Transporttheorem von Reynolds)
Es gelte (4.24) — (4.27), seien auferdem (t, X) — Oyx(t, X) sowie (t,z) — p(t,x) stetig
differenzierbar. Dann gilt

— o(t,x)dx = Oyp(t, ) + (div (pv))(t, x) dx . (4.47)
dt Jag )

Beweis: Aus Satz 4.5 folgt unter Verwendung der Kettenregel und der Substitutionsregel

d

d
— got,xdx:—/got,xt,X J(t, X)dX
i, et = g [ otat )10 x)
d

-/ [atgp(t,x(t,xn+zak¢<t,x<t7X>>vk<t,X>

k=1

+ o(t, z(t, X)) (divo)(t, z(t, X))] J(t, X)dX

_ /  2uplts) (@ (@)t ) da

O

Als Beispiel fiir die Anwendung des Transporttheorems betrachten wir die Bilanzgleichung
fiir die Masse. In diesem Fall ist ¢ = p die Massendichte, sie hat die Dimension M™%
Wir nehmen an, dass das Gesetz der Massenerhaltung gilt, das heifit, dass die in Q(t)
sich befindende Gesamtmasse konstant ist als Funktion von ¢,

— plt,z)dr =0. 4.48
i, ot (4.48)

Aus dem Transporttheorem folgt
/ Op(t, z) + (div (pv))(t,z)dx = 0. (4.49)
Q(t)

Sei nun U C Q(t) offen, wir setzen

Qv = X(t,U) = {X : a(t, X) € U}.
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Wenden wir das Transporttheorem fiir 2y anstelle von 2 an, so erhalten wir

/U@tp(t, x) + (div (pv))(t,z)dx = 0. (4.50)

Da U C €Q(t) eine beliebige offene Menge ist, folgt (etwa dann, wenn 9;p und div (pv)
stetig sind)
Op +div (pv) =0 (4.51)

in Q(t). Diese Gleichung heifit Kontinuitétsgleichung.

Erhaltungsgesetze, Bilanzgleichungen. Betrachten wir statt der Massendichte andere
Groflen ¢, so spielen in der Regel noch weitere Mechanismen eine Rolle. Die Ausbreitung
von Wérme erfolgt nicht nur durch Transport von materiellen Teilchen, sondern auch
durch Diffusion. Weiterhin entsteht Wérme oft durch Umwandlung aus anderen Ener-
gieformen (z.B. aus mechanischer oder elektromagnetischer Energie). Analoges gilt fiir
mechanische Groflen wie Impuls oder Kraft. Das hat zur Folge, dass wir den Fluss solcher
GroBen durch eine vorgegebene (d—1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R¢ betrachten
miissen.

Wir kléren zunéchst, wie man sich den Fluss einer Griéfle vorzustellen hat. Nehmen wir
an, eine Grofe “stromt” im R? in eine feste Richtung mit in Ort und Zeit konstanter
Intensitét. Der zugehorige Fluss wird beschrieben durch einen Vektor ¢ € R?. Dessen
Richtung

q
T q| = [lq =

gibt die Richtung des Flusses an, dessen Linge |g| die Menge (gemessen in der Dimension G
der GroBe), welche pro Zeiteinheit durch einen senkrecht auf der Flussrichtung stehenden
(d — 1)-dimensionalen Einheitswiirfel (Quadrat fiir d = 3, Intervall fir d = 2) strémt. Die
Dimension eines Flusses ist also G7 ~'£'~?, es handelt sich um die Dichte einer zeitlichen
Rate, die sogenannte Flussdichte.

Wir betrachten nun einen Fluss konstanter Intensitét, beschrieben durch den Vektor ¢ €
R?, welcher durch einen auf ihn senkrecht stehenden Einheitswiirfel £ € R stromt.
Wir denken uns einen zweiten Wiirfel W, welcher im Winkel « schriag zu E steht, aber
so, dass durch E und W die gleichen “Teilchen” des Flusses strémen. Es ist dann

1 =voly_1(E) = volg_1(W) - cos ax.

Der Gesamtfluss pro Zeiteinheit durch F und W ist gegeben durch |g|. Die Flussdichten
unterscheiden sich aber, sie betragen jeweils

lq|

ol () = |g|cos .

g
volg_1(F) ’

Ist n € R? die Einheitsnormale auf W in Flussrichtung, so ist der Winkel zwischen ¢ und
n gleich o, und
(¢;n) = lg|cosax (4.52)

gibt die Flussdichte auf W an.
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Wir kehren zuriick zur allgemeinen Situation, ein Fluss durch eine vorgegebene (d — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit M im RY. Im Falle d = 3 ist M ein (offenes oder geschlosse-
nes) Flachenstiick mit Einheitsnormale n(£) im Punkt £ € M. Der Fluss wird beschrieben
durch eine Funktion ¢ : R xR3 — R3. Im Sinne der Erlduterungen oben stellt die Funktion

§ = {q(t, §),n(§)) (4.53)

die zeitabhingige Flussdichte auf M dar, sie hat die Dimension G7 ~'£'~%. Das Integral
(es handelt sich um ein Oberflachenintegral)

| tatt.g.n(e) asce (45)

stellt den Gesamtfluss der betrachteten Grofie durch M als zeitliche Rate dar und hat die
Dimension G7 ~!. Die Gesamtmenge der Grofe, die in einem Zeitintervall [¢y, 5] durch M
flieft, ist gleich

[ 2 /M ((t.€).n(€)) dS(€) dt. (4.55)

Sei nun U C R? offen und M = OU der Rand von U, eine zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit. Mit n(£) bezeichnen wir die &uflere Einheitsnormale, also den Normalenvektor an
OU im Punkt &, der nach aulen zeigt. Durch

G et —- /8 RUCCRIGRED (4.56)

kann nun ein Erhaltungsgesetz formuliert werden. Es bedeutet, dass sich der Gesamtinhalt
einer Grofle im Gebiet U nur dadurch dndert, dass diese iiber den Rand zu- oder abfliesst.
Das Minuszeichen kommt daher, dass das Skalarprodukt (g, n) fiir Zufliisse negativ und
fiir Abfliisse positiv ist. Man nennt (4.56) auch die Integralform des Erhaltungsgesetzes.
Der GauBlsche Satz (Divergenzsatz) besagt, dass

/ (a(t,£).n(€)) dS(€) = / div g(t, z) dx (4.57)
oUu U

gilt, also folgt fiir alle ¢
/ Op(t,x) +divg(t,z)de =0. (4.58)
U

Gilt das Erhaltungsgesetz (4.56) fiir “beliebige Gebiete” U, so erhalten wir seine soge-
nannte differentielle Form,

Ovp(t,x) +divg(t,z) =0, fur alle z,t. (4.59)
Fiir den eindimensionalen Fall (d = 1) hatten wir diese Gleichung bereits in (4.21) erhal-
ten.

Beim Fluss einer Grofle unterscheidet man zwischen dem konvektiven und nichtkon-
vektiven Anteil. Der konvektive Anteil bezieht sich auf die im Unterabschnitt Kinematik
behandelte Situation, dass die Grofle ¢ an sich mit Geschwindigkeit v bewegende Teil-
chen gekoppelt ist. Aus dem Transporttheorem hatten wir in (4.50) hergeleitet (dort war

¢ = p), dass
/U(atSO + div ((PU))(t, x) dr — 0
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gilt fiir alle U. Der konvektive Anteil g des Flusses ist also gegeben (Vergleich mit (4.58))
durch

g = V. (4.60)

Ein Beispiel fiir den nichtkonvektiven Anteil gy liefert die Diffusion. Im einfachsten Fall
gilt

gvg = —AVy, A>0. (4.61)

Diese Form hat etwa das Fouriersche Gesetz (fiir den Warmefluss) oder das Ficksche

Gesetz (fiir eine Substanz, die in einer anderen gelost ist). Wir betrachten dazu eine
Situation, in der keine Konvektion auftritt, also v = 0. Aus (4.59) erhalten wir

Ist A eine Konstante, so konnen wir A vor die Divergenz ziehen und erhalten wegen
div (V) = Agp die Gleichung

e = NAp. (4.62)
Diese Gleichung stellt den einfachsten Fall einer sogenannten parabolischen partiellen

Differentialgleichung dar und heifit wegen ihrer Herkunft auch Diffusionsgleichung oder
Wirmeleitungsgleichung.

Aufler durch Fluss iiber den Rand kann sich der Gesamtinhalt einer Groflie auch durch
eine Zu- oder Abfuhr im Innern &ndern. Beispiele sind Schwerkraft, chemische Reaktionen
oder Strahlung. Wird deren Rate durch eine zeitabhédngige Dichtefunktion z beschrieben,
so ist die Anderungsrate im Volumen U gleich

/ z(t,x) dx . (4.63)

Beriicksichtigen wir alle diese Terme, so erhalten wir eine allgemeine Bilanzgleichung
in Integralform,

4 gpdm:—/ (pv,n) dS—/ (gnk,m) dS—I—/zdx, (4.64)
dt Ju ou ou U

wobei die auftretenden Funktionen die Argumente ¢, x bzw. £ haben. Mit dem Gauf3schen
Satz erhalten wir wieder

/atgod:v: —/div(gpv+qNK) d$+/ zdx, (4.65)
U U

U

und daraus ergibt sich wie gehabt die differentielle Form
Oyp + div (pv + qnk) = 2. (4.66)

In (4.64) — (4.66) ist der konvektive Anteil des Flusses bereits “fest eingebaut”. In vielen
Anwendungen spricht man einfach vom Fluss, wenn man dessen nichtkonvektiven Anteil
meint (oder wenn es keinen konvektiven Anteil gibt), und schreibt ¢ statt gy -

Bislang hatte die Grofle ¢ den (unausgesprochenen) Charakter einer Volumendichte mit
Dimension GL£~%. Thr Gesamtinhalt in einem Volumen U ist gleich

/Ugo(t, x)dz. (4.67)
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Oft ist es zweckméfBiger, mit massebezogenen Groflien zu arbeiten, diese haben die Di-
mension GM ™!, Eine massebezogene Grofie ¢ hingt mit der volumenbezogenen Grofie ¢
desselben Typs zusammen geméf

o =p, (4.68)

wobei p die Massendichte mit Dimension ML~% ist. Die allgemeine Bilanzgleichung (4.64)
wird zu

d
T Upwda::—/aU (pyhv, n) dS—/BU (gnk,m) dS—l—/Up(d:v, (4.69)

in der Integralform, wobei wir auch die Rate der inneren Zufuhr in der Form z = p(
schreiben, oder zu

I (p) 4 div (pyw + qnk) = pC (4.70)
in der differentiellen Form.

Eine massenbezogene Dichte heifit auch spezifische Dichte.

Wir konkretisieren die allgemeine Bilanzgleichung fiir eine Reihe unterschiedlicher Situa-
tionen. Bereits betrachtet haben wir die Massenbilanz. Hier sind ¥ = 1 bzw. ¢ = p, ¢ =0
und ¢ = 0. Als néchstes betrachten wir ein sogenanntes Mehrkomponentensystem. Es
liegen J unterschiedliche Substanzen vor (z.B. chemische Verbindungen). Im kontinuierli-
chen Modell werden sie charakterisiert durch ihre massebezogenenen Konzentrationen
oder Séttigungen ¢; : Rx R? — R, 1 < j < J, mit Werten in [0, 1]. Die Funktion ¢; gibt
an den relativen Anteil der j-ten Komponente als Funktion von (¢, x), die Gesamtmenge
der j-ten Komponente im Volumen U ist dann gleich

/U(chj)(tal’) dx .

Fiir jede Komponente erhalten wir eine Bilanzgleichung, es ist ¢ = ¢; und daher in der
differentiellen Form

Oh(pjc;) +div(picv +q5) = piG;, 1<j<J. (4.71)
Auflerdem muss gelten
J
> e=1. (4.72)
j=1

Falls die Komponenten interagieren, etwa durch chemische Reaktionen, tauchen entspre-
chende weitere Terme in der rechten Seite von (4.71) auf.

Impulsbilanz. Hier ist ¢ = pv, 1) = v, also eine vektorwertige Grofle. Der Ausdruck

d

- d 4.73

a ), P (4.73)
entspricht der Anderung des Gesamtimpulses im Volumen U. Die allgemeine Bilanzglei-
chung (4.64) stellt daher ein Gleichungssystem fiir 3 skalare Grofilen dar, mit ¢; = v,
i =1,2,3. Die Schwerkraft bewirkt eine Impulszufuhr ins Innere, also (auf der Erde)

0
c=lo], g= 9.8067% , (4.74)
—g
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wobei die ersten beiden Ortskoordinaten eine horizontale Ebene und die dritte die Verti-
kale représentieren. Der nichtkonvektive Impulsfluss durch den Rand wird bewirkt durch
Kraftiibertragung in Form von Spannungskréften oder (im Spezialfall) Druckkriften. Die
Spannungskraft wird beschrieben durch den Spannungstensor o(t,z) € RG3) und zwar
stellt die Funktion

3
x—o(t,x)n(z), (on);= Z aiing,
j=1

die Flachendichte des Kraftvektors auf einer Fliache mit der Normalen n dar. Der nicht-
konvektive Fluss ist also

dNK,i = —0j,

wobei o; die i-te Zeile des Spannungstensors o bezeichnet. Der Fall einer reinen Druckkraft
entspricht
o=—pl, o0y =—pd, (4.75)

wobei p(t, x) eine skalare Grofle (der Druck) ist. Die Bilanzgleichung fiir den Impuls hat
insgesamt die Form

d

— [ pvidx = —/ (pvjv, M) dS+/ (o;,m) dS—l—/dex, 1<i<3. (4.76)
dt Jy oU oU U

Die differentielle Form lautet

O(pv;) +div (pvjv — ;) = p¢;, 1<i <3, (4.77)
oder im Fall einer reinen Druckkraft

O (pv;) + div (pvv) + Oip = pG;, 1 <i<3. (4.78)

Die Bilanzgleichung fiir den Drehimpuls behandeln wir nicht, sie liefert die Symmetrie des
Spannungstensors (o;; = o; fiir alle 4, 7).

Beispiel zur Impulsbilanz. Wir betrachten eine Stromung (z.B. Wasser durch ein
Rohr). Wir nehmen an, sie ist

e inkompressibel, das heifit, p ist konstant,
e stationér, das heiflt, v und p hdngen nur von x ab, aber nicht von t,
e reibungsfrei, das heift, es liegt der Fall (4.75) der reinen Druckkraft vor,
e und als duflere Kraft wirkt nur die Schwerkraft gemafl (4.74).
Die Massenbilanz 0;p + div (pv) = 0 wird also zu
dive =0. (4.79)
Die Impulsbilanz (4.78) wird dann zu

pdiv(vv)+0p—pG =0, 1<i<3. (4.80)
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Aus der Produktregel folgt

3
div (v;v) = v; div (v) + (Vv v) = (Vo v) = Zvjﬁjvi.

j=1
Wir multiplizieren nun die einzelnen Gleichungen von (4.80) jeweils mit v; und summieren,
3 3
0= Z pvivjﬁjvi + Z (vﬁ,p - pvlg) . (481)
ij=1 i=1

Wir betrachten die skalare Grofie

pl2) = 30 (0(@), o(@) + pl2) + pgs. (182)
Es gilt
Oip(x) = p(v(x), dv(x)) + 0ip(x) + pgdis - (Kronecker-Delta) (4.83)

Wegen (;(z) = —gd;3 folgt aus (4.81)

3

(v(2), Vo(z)) = Y vil2)drp(z) = 0. (4.84)

=1

Der Ausdruck (v(z), Vo(x)) ist gerade die materielle Ableitung von ¢ (beachte, dass ¢
nicht von ¢ abhéngt). Es ergibt sich, dass

1
§p||v(:v)||2 + p(z) + g3 = const (4.85)
entlang von Stromlinien (die Linien, auf denen sich die materiellen Teilchen bewegen).

Diese Aussage, oder dquivalent Gleichung (4.84), heifit die Bernoulli-Gleichung. Sie
besagt, dass der Druck dort klein ist, wo die Geschwindigkeit grof§ ist.

Energiebilanz. Die Energiebilanz ist wieder eine skalare Gleichung. Hier ist ¢ die spezi-
fische (d.h. massenbezogene) Energiedichte

1
w:u+§|v|2, (4.86)

wobei u fiir die spezifische Dichte der inneren Energie steht und |v|? die spezifische Dichte
der kinetischen Energie reprisentiert. Die Anderung der Gesamtenergie im Volumen U ist

d 1, 5

— — dz . 4.87

3 o (w 3lo) o (487
Die innere Energie enthélt etwa

e die kinetische Energie der ungeordneten Bewegung der Atome (makroskopisch ge-
messen als Temperatur),

e die potentielle Energie zwischen Atomen oder Molekiilen, abhéngig von deren gegen-
seitigem Abstand (etwa die elastische Energie bei der Verformung von Festkorpern),
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e die chemische Bindungsenergie zwischen Molekiilen,

e die Nuklearenergie.

Der nichtkonvektive Energiefluss besteht aus der mechanischen Arbeitsleistung und dem
Wairmefluss,
qNK = —0U + qw , (4.88)

die Energiezufuhr ins Innere aus der Leistung der Schwerkraft und der absorbierten spe-
zifischen Wérmestrahlung (y,

¢ =—gvs+Cw. (4.89)

Die Energiebilanz ergibt sich zu

d 1, 1,
- il = — Z 4.
< Up<u+2|v])da: /(9Up(u+2]v|)<v,n> ds (4.90)

+/8U<av,n> dS—/aUWW,m dS+/Up<d$'

Sie heifit auch der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Nach diversen Umformun-
gen erhélt man die partielle Differentialgleichung

Oi(pu) + div (puv + qw) = o : Dv+ p(, (4.91)

wobel

3
o:Dv= g gi; 0;v; .

1,7=1

Beispiel zur Energiebilanz. Wir betrachten eine stationire Stromung durch eine Diise,
die in x;-Richtung orientiert ist und deren Querschnitt senkrecht zur x;-Richtung durch
ein Fléchenstiick A(z) gegeben ist. Sei U ein Testvolumen, welches links und rechts durch
die Flachenstiicke A(z_) und A(zy) und fir v_ < x; < x; durch den Mantel der Diise
begrenzt wird. Wir betrachten zunéchst die Massenbilanz, sie wird fiir die Energiebilanz
von Nutzen sein. Sie lautet (mit Argumenten geschrieben)

0= % Up@’f) dz = —/aU p(&,t) (v(&,t),n()) dS(€)
- _/A( )«p“)(fat)m@» dS(§) —/ ((pv)(§,1),n(€)) dS(E),

Alzy)
da (v,n) = 0 auf der Mantelfliche gilt. Gleichung (4.92) bedeutet, dass die konvektiven
Massenfliisse durch die Querschnitte A(zy) tibereinstimmen. Die Flachenstiicke Ay sind
eben, das Oberflichenintegral wird daher zum (zweidimensionalen) Volumenintegral. Der
Normalenvektor auf A(xy) ist gegeben durch n = (£1,0,0), also wird (4.92) zu

(4.92)

/ (pv1)(z,t) deg drg = / (pv1)(z,t) dxe dxg
Alzy)

A(z_)

Wir nehmen nun ndherungsweise an, dass p und v nur von x; abhingen, also auf Quer-
schnitten konstant sind. Es ist dann

(por|A]) (1) = (poa|A]) (),
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wobei |A| den Fliacheninhalt des Fliachenstiicks A bezeichnet. Da die Querschnitte beliebig
gewihlt werden konnen, folgt fiir den konvektiven Massenfluss durch den Querschnitt A

pui|A| = const (4.93)

in Abhéngigkeit von z. Ist dariiber hinaus die Strémung inkompressibel (p konstant), so
ist die Geschwindigkeit v; umgekehrt proportional zur Querschnittsfliche |A|.

Wir kommen nun zur Energiebilanz (4.90). Wir setzen gy = 0, ¢ = 0, das heifit, wir
vernachlissigen den nichtkonvektiven Warmefluss und die durch die Schwerkraft geleistete
Arbeit. Weiterhin gelte 0 = —pI (reine Druckkraft). Wir betrachten dasselbe Testvolumen
U wie oben bei der Massenbilanz. Die Energiebilanz (4.90) wird zu

1 1
0= 4 p (u + —|v|2) dx = —/ p(u+ =|v*) (v,n) dS —/ p(v,n) dS. (4.94)
dt Jy 2 ou 2 ou

Wie oben ist (v,n) = 0 auf der Mantelfliche und (v,n) = £v; auf A(zy). Wir erhalten
also

1 1
/ pU1 (u +L4 §|v|2> dxydry = / pU1 (u +2y §|v|2) drodrs.  (4.95)
Azy) p Alz_) p

Wir nehmen nun nidherungsweise an, dass p, p,u,v nur von x; abhéngen, also auf Quer-
schnitten konstant sind. Es folgt dann

1 1
Al (w424 510P ) = 4G (w24 G) . (a00)

Die Argumente der Funktionen in (4.96) sind z, auf der linken und x_ auf der rech-
ten Seite. Da die Querschnitte beliebig gewihlt sind, folgt unter Beriicksichtigung der
Massenbilanz (4.93)

1
ut 24 §\v|2 = const . (4.97)
p

Die Grofle

h=u+ ‘g (4.98)

gibt den spezifischen Wiarmeinhalt an und heifit Enthalpie. Damit wird (4.97) zu
Lo
h + §|v| = const . (4.99)

Diese Gleichung gibt den Austausch zwischen Warmeenergie und kinetischer Energie ent-
lang der Diise wieder.

Bilanzgleichungen iiber Unstetigkeitsflichen hinweg. Bislang sind wir explizit oder
stillschweigend davon ausgegangen, dass alle betrachteten Grofien stetig bzw. differenzier-
bar sind, so dass der Ubergang von der Integralform zur differentiellen Form ohne weiteres
machbar ist. Wir betrachten nun die Situation, dass Unstetigkeiten in den Gréfen auftre-
ten, beispielsweise an der Grenzfldche unterschiedlicher Substanzen, oder der gleichen Sub-
stanz in unterschiedlichen Aggregatzustidnden. Sei A etwa ein gekriimmtes Flachenstiick
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im R?, welches einen Gebiet U = Uy C R? in zwei Teilgebiete Ut und U~ trennt. (Allge-
mein wére A eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit im R".) Sei Uy, eine Folge solcher
Gebiete mit Upy1 C U und NgU, = A. Der Rand von Uy zerfalle in

OUpy=AFUA,, AF=0U,NUE.

Sei eine Funktion f: U — R"™ gegeben, so dass die beiden Restriktionen f |U,;t stetig und
jede fiir sich stetig fortsetzbar auf A sind, sei fiir x € A

fH@) = lim f(y), [ (2)=lim f(y). (4.100)

y*}l‘ y*}fl?
+ -
ZIEUk yeUk

Wir betrachten
/ (f, ) dS_/ () dS+/ (fini) dS, (4.101)
AUy, Af Af

wobei ny, die duflere Normale an QU ist und n; = n|A;. Unter geeigneten Voraussetzun-
gen an die Gebiete Uy gilt

lim/ font dS:/ fr,nt) ds, lim/ fin, dS:/ f-,n")dsS,

i [ oy as= [ gryas, g [y as= [ o)
(4.102)

wobei n™ und n~ Normalenvektoren auf A sind, die in entgegengesetzte Richtungen zeigen.

Wir wenden diese Uberlegungen an auf die allgemeine Bilanzgleichung auf dem Gebiet

Uk>

d

— god:c:—/ (pv+qni, ) dS—l—/ zdx. (4.103)
Wir nehmen an, dass ¢|U* und v|U* beschriinkt und stetig differenzierbar sowie stetig
auf A fortsetzbar sind. Da vol (Uy) — 0 gilt, folgt

lim Opdr =0= klim Oppdx,

k—o00 U,j —00 U;
also auch q q q
b g [ ot =i [ oo i [ wds =0
und ebenso
lim zdr =0.
k—oo Uk

Aus (4.101) und (4.102) folgt

lim (v + qyg,n) dS :/ (o0 + qf,n™) dS +/ (o~ v +qyg,n) dS.
k=0 Jou, A A

+ =

Grenziibergang k — oo in der Bilanzgleichung (4.103) ergibt nun, wenn wir n = n —n~
fiir den Normalenvektor auf A festsetzen,
/ (ot vt + gl n) dS :/ (o0 + qyg,n) dS. (4.104)
A A
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Das ist die allgemeine Form der Bilanzgleichung auf einer Unstetigkeitsfliche. Da wir statt
A auch beliebige Teilflichen B C A betrachten kénnen, erhalten wir auch die punktweise
Form

(ptvt + ql,n) (@) = (v + qyg,n) (z), fiir alle z € A. (4.105)

Als Beispiel betrachten wir den Phaseniibergang der Verdampfung. A ist ein waagerechtes
Fléachenstiick, entlang dessen eine von unten einstrémende Fliissigkeit verdampft. Die
Massenbilanz (¢ = p, gvk = 0) ergibt

/ (p*vT,n) dS :/ (p~v™,n) dS,
A A
also
(p*vT,n)(x) = (p v ,n)(z), firallezc A (4.106)

Das bedeutet, dass die Normalkomponente (pv,n) der Grofle pv stetig ist, hinweg iiber
die Unstetigkeitsfliche A von p und v.

Wir betrachten die Energiebilanz. Es ist

1
@:P(U‘FQ\UF), Nk = —0ov+qw, o=-—pl.

Wir erhalten auf A

<,o+(uJr + %|v+|2) —|—p+> (vt n)+ (g, n) = (p(u + %|v|2) +p) (v™,n)+{gy.n) .
(4.107)

| gegen u vernachliissigt werden kann. Da auflerdem n = e3 gilt,

Wir nehmen an, dass |v
wird (4.107) zu

+ —
p S _
/)JFU;;r (qu + p—+) + qﬁ,,?) =p U5 (u + p—_> + Qs - (4.108)
Mit der Enthalpie h = u + p/p ergibt sich, da laut Massenbilanz (pv3)* = (pvs)~,

Qs — G
A (4.109)
prus

Die Differenz im Wirmeinhalt vor und nach dem Phaseniibergang ist also gleich dem
Ausdruck auf der rechten Seite von (4.109), er heifit die spezifische Verdampfungswérme.

Aus der Impulsbilanz, die wir hier nicht betrachten, folgt p* = p~.
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5 Verkehrsflussmodelle

Hydrodynamische Modelle. Wir kommen auf das im vorigen Kapitel angesproche-
ne Modell fiir den Verkehrsfluss zuriick. Nochmals: Das Intervall (a,b) entspricht einem
StraBenstiick. Die Funktion “p(t,-)” stellt die zeitabhingige Ortsdichte der Anzahl der in
positiver z-Richtung sich bewegenden Fahrzeuge dar, das heifit

b
/ p(t,x)der = Anzahl der Fahrzeuge im Abschnitt (a,b) zum Zeitpunkt ¢.

Die Flussfunktion “q(-,z)” stellt die ortsabhéngige Rate dar, das heifit,

/tT q(s,x)ds

ist die Anzahl der Fahrzeuge, die den Punkt x im Zeitintervall [¢, 7] passieren. Wir hatten
gesehen, dass die Differentialgleichung

Oip(t,x) + 0xq(t,x) =0, fiir alle ¢, z, (5.1)

wiedergibt, dass in jedem Streckenabschnitt I C [a, b] die Gesamtzahl der Fahrzeuge in I
sich nur durch den Fluss iiber die beiden Randpunkte von I dndert, es also in [a, b] weder
Zu- noch Abfahrten gibt.

Ist “v = v(z,t)” die Geschwindigkeit im Ort x und zur Zeit ¢, so entspricht das der
Massenerhaltung in der allgemeinen Bilanzgleichung, es gilt also die Kontinuitétsgleichung
im Eindimensionalen,

Op + 0z (pv) =0, (5.2)

die Flussfunktion hat die Form
q=pv. (5.3)

Modelle dieser Form werden als hydrodynamische Modelle bezeichnet, da sie den Ver-
kehrsfluss — in Analogie zu einer Stromung vieler kleiner Teilchen — makroskopisch und
kontinuierlich beschreiben.

Die einfachste Situation liegt vor, wenn v = v, konstant ist. Gleichung (5.2) wird zu
Op + v:0.p=0.
Deren Losungen haben die Form
p(t, %) = polz — vet) (5.4)
mit einer beliebigen (differenzierbaren) Funktion py. Wegen
p(t.x +vct) = po(x) = p(z,0) (5.5)

handelt es sich hier um eine Welle, die sich mit konstanter Geschwindigkeit v. in positive
x-Richtung bewegt; anders gesagt, alle Werte pg(z) bewegen sich entlang von parallelen
Geraden = + v.t mit Steigung v..
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Eine allgemeinere Klasse von Modellen (LWR-Modelle, nach Lighthill, Whitham und Ri-
chards) erhélt man mit dem Ansatz

q = Q(p) ,  das heiBt, Q(ta x) = Q(,O(t,&?)) ) (56)
oder
v="V(p), dasheifit, v(t,z)=V(p(t, x)). (5.7)
Vermittels
Qp) =pV(p), Q'p)=V(p)+pV'(p), (5.8)

gehen (5.6) und (5.7) ineinander iiber. Ein solcher Ansatz unterstellt, dass alle Fahrzeuge
sich gleich verhalten.

Die Kontinuitatsgleichung (5.2) wird in diesem Fall zu
dp+ Q' (p)0xp =0,
Oup+ (V(p) +pV'(p))Oup = 0.

Es stellt sich heraus, dass es auch in diesem Fall Losungen gibt, die konstant sind entlang
gewisser Geraden. Sei p. > 0, sei

p(t,x +tQ'(pe)) = pe- (5.10)

(5.9)

Es gilt dann

d
0= &P(ta T+ tQ/(pc» = atp<tu T+ th(lOC)) + a:vp(tv T+ tQ/(pc))Q'(pc) )

das heiit, (5.2) ist erfiillt entlang der Geraden t — z + tQ’'(p.) durch (0,z) mit der
Steigung Q’(p.), welche nun vom Wert p. abhéangt. Ist eine Dichte po(z) = p(0, ) zum
Zeitpunkt 0 gegeben, so lasst sich vermittels (5.10) eine Losung p fiir ¢ > 0 konstruieren
— jedenfalls solange sich die betreffenden Geraden nicht schneiden.

Ist V'(p) # 0, so gilt Q'(p) # V(p) nach (5.8), das heifit, die Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Dichte ist nicht gleich der Geschwindigkeit der Fahrzeuge. Fiir Verkehrsmodelle gilt
V'(p) < 0 und damit Q'(p) < V(p), eine Dichtewelle (entspricht einem Bereich grofierer
Dichte) lduft also riickwérts relativ zu den sich bewegenden Fahrzeugen.

Wir betrachten Beispiele. Es ist Q,V : [0, pmax] — R4. p = 0 entspricht einer leeren
Strafle, p = pmax einer maximal belegten Strafie. Der Graph von () wird als Fundamen-
taldiagramm bezeichnet.

Modell von Greenshields:

V(p) = Umax(l S ) ) Q(p) = Umaxp(l - £ ) : (5‘11)

max Pmax

Modell von Underwood:

V(o) = tmaxexp (= 25-) . Qo) = taspesp (— 5. (5.12)

max pmax

In beiden Modellen entspricht vy, der Geschwindigkeit, die fiir p — 0 gefahren wird. Im
Modell von Greenshields ist V(pmax) = 0, im Modell von Underwood ist V(pmax) > 0.
Fiir beide Modelle gilt auflerdem

Q"(p) <0, fiiralle p € [0, pmax)- (5.13)
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Wir untersuchen nun, ob sich die Geraden ¢ — x + tQ’(p.) fiir ¢ > 0 schneiden. Ist etwa

p(0,21) = p1, p(0,29) = ps mit 1 < 29, p1 < pa, (5.14)

so ist der Schnittpunkt der Geraden gegeben durch

x1 + Q' (p1) = wo + Q' (p2)

also
To — X1
by = — - .
Q' (p1) — Q' (p2)
Gilt Q" < 0, so ist Q' (p1) > Q'(p2) und damit t; > 0 Fiir die Losung von (5.2) miisste
also gelten

(5.15)

p1 = p(x1 +1Q'(p1)) = p(z2 +tQ'(p2)) = p2

ein Widerspruch. Da man beweisen kann, dass stetig differenzierbare Losungen von (5.2)
zu festen Anfangswerten p(0, z) = po(x) eindeutig bestimmt sind, kann es im betrachteten
Beispiel (5.14) keine stetig differenzierbare Losung fir ¢ > ¢ geben.

Es ist aber moglich, weniger glatte Losungen zu finden, indem man auf die Integralform

der Bilanzgleichung
b

a p(t, .CE) dx = Q(tv a) - Q(ta b) (516)

zuriickgeht. Im einfachsten Fall suchen wir nach einer Losung “p = p(t,z)” und einer
Kurve “z = s(t)”, so dass p stetig differenzierbar ist in den Bereichen = < s(t) und
x> s(t), und dass

Jim p(t, @) = p7(t,5(1)), - lim p(t,x) = pt(ts(t)) (5.17)

existieren. Dasselbe moge fiir v (und also auch fiir ¢ = pv) gelten. Es handelt sich hierbei
um einen Spezialfall der am Ende von Kapitel 4 betrachteten Situation, wir fithren ihn
explizit aus. Ziel ist es, aus der Bilanzgleichung (5.16) Aussagen iiber die Funktion s zu
gewinnen. Sei t > 0, sei [« 8] C [a,b] mit a < s(t) < 5. Aus (5.16) folgt

q(t, o) —q(t,8) = %/jp(t’x)dx: %[/a

8
= / Oup(t, ) du + p~ (¢, 5(t))s' () — p* (2, 5(1))s'(2)

s(t) B

plt.)dr+ [

p(t, x) dx]
s(t)
Grenziibergang « 1 s(t) und S | s(t) ergibt

q (£, 5(t)) — q" (8, () = p (£, s(t))s'(t) — p* (L, s(1))s' (1) ,

also

I q _
0= R s0) e s) ol sl ’ (5.18)

oder abgekiirzt

(5.19)



Die Unstetigkeit in @ = s(t) heit Schock oder Schockwelle, deren Geschwindigkeit
ergibt sich geméf (5.19) aus den Differenzen von p und ¢ iiber den Schock hinweg. Die
Bedingung (5.19) heifit Rankine-Hugoniot-Bedingung und wurde zuerst im Kontext
der Dynamik von Gasen entwickelt.

Fiir Gleichungen der Form
Oip + 9:(Q(p)) =0 (5.20)

kann man einen abgeschwéchten Losungsbegriff definieren, welcher auch gewisse Unstetig-
keiten zulésst, und man kann zeigen, dass zu gegebener Anfangsverteilung p(0, ) = po(x)
genau eine solche Losung existiert. Neben Schockwellen treten dabei auch sogenannte
Verdiinnungswellen (oder Expansionsficher) auf. Diese Losungstheorie behandeln
wir hier nicht.

Als Beispiel diskutieren wir die Situation an einer Ampel. Diese steht am Punkt x = 0
und steht auf Griin. Die Fahrzeuge bewegen sich fiir ¢ < 0 mit ortskonstanter Dichte p,.
und Fluss q. = p.v.. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird die Ampel auf Rot geschaltet, das heifit,
q(t,0) = 0 fiir t > 0. Links von der Ampel (z < 0) bildet sich eine Schlange, deren Ende
sich als Schock mit konstanter Geschwindigkeit
I q+ —q _ qc
===
pr—=p Pmax — Pe

nach links bewegt. Rechts von der Ampel (z > 0) bewegt sich das Ende der Kolonne als
Schock mit konstanter Geschwindigkeit

g9 -a
Tt pe

= /UC
nach rechts. Die zugehorige Losung hat fiir ¢ > 0 die Form

Pe s ts', <,

0, 0<z<ts,,

p(t,z) = i
Pmax, ts_ <a <0,
Pe s x <ts .

Stehe nun die Ampel fiir ¢ < 0 auf Rot. Wir nehmen an, es ist

Pmax; <0,
0,z) =
pl0,2) {o, 2>0.

Schaltet die Ampel zum Zeitpunkt ¢t = 0 auf Griin, so setzen sich die Fahrzeuge der Reihe
nach in Bewegung. Die Losungstheorie fiir (5.20) liefert in diesem Fall eine Verdiinnungs-
welle

pmax; x < th<pmax> ?
p(t.7) = 3 (@) (), 1Q (pn) < 7 < 1Q'(0).
0, x> tQ(0).

Im Modell von Greenshields ist Q'(0) = Vmax, @ (Pmax) = —Vmax, S0 dass sich der Stau
an der Ampel mit Geschwindigkeit —uvy,., auflost und die vordersten Fahrzeuge sich mit
Geschwindigkeit v,.x bewegen.
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Schocks sind etwas unrealistisch, da sie mit sprunghaften Geschwindigkeitsénderungen
(also unendlich grofien Beschleunigungen) verbunden sind. Man kann sie durch Modifika-
tion der Flussfunktion eliminieren, z.B. indem man setzt

q=Q(p) —v0up (5.21)

mit einer Konstante v > 0. Einsetzen in (5.1) fiithrt auf

Op + Q' (p)0up = V0uap , (5.22)

eine “semilineare” Diffusionsgleichung. Der Term —~d,p in (5.21) bedeutet, dass Fahrer
ihre Geschwindigkeit nicht nur von der Fahrzeugdichte, sondern auch von Anderungsraten
derselben abhéngig machen. Ein Nachteil dieser Modellierung ist aber, dass der Fluss ¢
negativ werden kann. Ist etwa

Pmax, —1<z<O0,
p(0, z) :{
0, sonst .

was einem Stau vor einer Ampel mit Stauende in x = —1 entspricht, so beginnen fiir ¢ > 0
die Fahrzeuge am Stauende nach links wegzufahren, wenn man die zugehorige Losung von
(5.22) nimmt.

Die bisher betrachteten Modelle haben weiterhin den Nachteil, dass sie keine “Staus aus
dem Nichts” beschreiben, wie sie durch Aufschaukelung ungleichméfligen Fahrverhaltens
entstehen konnen. Will man bei einem deterministischen Modell bleiben, so kann man
solche Instabilitdten erzeugen, indem man eine zweite Gleichung (in Analogie zur Impuls-
bilanz) geeignet hinzunimmt. einfiihrt

Fahrzeugfolgemodelle. Fahrzeugfolgemodelle sind mikroskopische Modelle, im Gegen-
satz zu den hydrodynamischen Modellen, in denen die einzelnen Fahrzeuge zu einem
Kontinuum aggregiert werden. Fiir jedes Fahrzeug wird eine Bewegungsgleichung aufge-
stellt. Das auf Reuschel und Pipes zuriickgehende “Follow-the-leader”-Modell sieht wie
folgt aus. Ist x,(t) die Position des n-ten Fahrzeugs zur Zeit ¢, so setzen wir an

in(t) = %(Inﬂ(t) ot — Ay). (5.23)

Die Geschwindigkeit des n-ten Fahrzeugs richtet sich also nach dem Abstand zum vor-
ausfahrenden (n + 1)-ten Fahrzeug. Der Minimalabstand Ay > 0 darf nur bei Stillstand
eintreten, die Geschwindigkeit wéchst affin linear mit dem Abstand zum vorausfahrenden
Fahrzeug. Differenzieren fiithrt auf

Falt) = L (1) — 2alt)). (5.24)

Diese Gleichung beschreibt das invididuelle Fahrverhalten als Konsequenz von (5.23), die
Beschleunigung (Druck auf Gas- oder Bremspedal) ist proportional zur Geschwindigkeits-
differenz zum vorausfahrenden Fahrzeug. Nicht modelliert wird, dass es Fahrzeuge gibt,
die “auf eigenen Wunsch” langsam fahren. Unrealistisch ist neben anderen Punkten, dass
sehr weit vorausfahrende Fahrzeuge einen Einfluss auf die Geschwindigkeit haben.
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Beriicksichtigt man eine Reaktionszeit tp > 0 der Fahrer, so kann man (5.24) modifizieren
zu

alt 4 t5) = (b (1) — 7). (5.25)

Ein weiter ausgearbeitetes Modell ist das “Intelligent-Driver-Modell” nach Helbing und
Treiber (1999). Es hat die hier etwas vereinfachte Form (v, = &,,)

- o\ 2
b= [1 - <_) - (_> ] (5.26)
Vo Sn
mit den Parametern a (Maximalbeschleunigung), vy (Wunschgeschwindigkeit), ¢ (Be-
schleunigungsexponent) sowie den Funktionen

Sp = Tp+1 — Tp — ln+1
fiir die Liicke zum vorausfahrenden Fahrzeug (I, ist die Fahrzeuglange) und

v AUy,
2v/ab

fiir die Wunschliicke zum vorausfahrenden Fahrzeug. Hier ist sg der Abstand im Stau, T'
ein “zeitlicher” Sicherheitsabstand und b die Wunschbremsverzogerung, Av,, = v,11 — v,
die Geschwindigkeitsdifferenz zum vorausfahrenden Fahrzeug. Der dritte Summand in
(5.27) soll bewirken, dass (nach Einsetzen in (5.26)) die Bremsverzogerung bei zu dichtem
Abstand grofl genug ist, um einen Auffahrunfall zu vermeiden.

s* (U, Avy) = 85+ Tv, + (5.27)

Zellularautomatenmodelle. Wir stellen das Modell von Nagel und Schreckenberg (1992)
vor. Die Strale wird diskretisiert in eine Abfolge von Zellen, deren Lénge dem typischen
Platzbedarf eines Fahrzeugs entspricht. Die moglichen Werte fiir die Geschwindigkeiten
v, sind ebenfalls diskret, etwa die natiirliche Zahlen zwischen 0 und v,,.. Der aktuelle
Zustand zu einem diskreten Zeitpunkt ¢ wird charakterisiert, indem jeder besetzten Zelle
die Geschwindigkeit des darin befindlichen Fahrzeugs zugeordnet wird. Ein Zeitschritt von
t nach t + 1 besteht aus 4 Teilschritten.

1. Beschleunigen: Ist v, < Umax, S0 wird v, um 1 erhoht, v = min{v, + 1, Upax }-
2. Bremsen: v}* = min{v},d,}, wobei d,, die Zahl der leeren Zellen vor Fahrzeug n ist.

3. Trodeln: Ist v* > 0, so wird die Geschwindigkeit zuféllig um eine Einheit vermin-
dert, v = max{v* — 1,0} mit Wahrscheinlichkeit p, andernfalls v** = v}* mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p.

4. Fahren: Fahrzeug n bewegt sich um v}** Zellen weiter nach rechts.
Jeder Teilschritt wird “gleichzeitig” auf alle Fahrzeuge angewendet (parallele Dynamik).

Der dritte Schritt modelliert Schwankungen im Fahrverhalten und bewirkt, dass ein “Stau
aus dem Nichts” auftreten kann.
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