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1 Das Maximumprinzip

Wir wissen bereits: Ist v : €2 — R eine auf einem beschrankten Gebiet €2 definierte
subharmonische Funktion, also

—Au <0 in €, (1.1)

so ist entweder u konstant, oder es gilt
u(r) < maxu(y), fir alle z € Q. (1.2)

yeo2

Dieser Sachverhalt bleibt richtig, wenn man den Laplace-Operator in (1.1) durch einen
allgemeinen elliptischen Operator 2. Ordnung ersetzt, und er 148t sich auch auf zugehorige
parabolische Gleichungen, etwa

Ou—Au=0 (1.3)

iibertragen. Wir betrachten einen Operator L der Form
Lu = Zaw 88u+2b )Oiu + c(x)u, (1.4)
2,7=1

der im Kontrast zu Kapitel 8, Teil 1 nun nicht in Divergenzform geschrieben ist. (Schreibt
man (1.4) in Divergenzform um, so erhélt man

_Zaj(aij(@aiuHZ( +Za% )au+c() )

Voraussetzung 1.1 Sei Q C R™ offen und beschrinkt, seien a;j,b;,c € C(Q) fiir alle
i,j€{l,...,n}. O

Erinnerung: Der Differentialoperator L aus (1.4) heifit gleichmiflig elliptisch, wenn es
ein a, > 0 gibt mit

T A(2)E = &al ;> alé?,  fiir alle £ € R, z € Q. 1.5
j

i,7=1

Eine etwas schwéchere Forderung, die vor allem zur Behandlung der parabolischen Glei-
chung benétigt wird, ist

PA(r)E >0, fiiralleé € R”, x € Q,
es gibt ein & € R™ mit ¢ A(x)¢ > 0 fiir alle x € Q. (1.7)

Hat u € C?(Q) in z € Q ein Maximum, so gilt
Vu(r) =0, D*u(z)<0, (1.8)
das heift, die Hesse-Matrix D?u(z) ist negativ semidefinit. Hieraus folgt sofort
—Au(x) >0, (1.9)

und man kann also schlieen: Gilt —Awu < 0 in §2, so kann u kein Maximum in €2 haben.



Lemma 1.2 Seien B,C € R™™ positiv semidefinit, sei C symmetrisch. Dann gilt

spur (BC) > 0. (1.10)

Beweis: Man betrachtet zuerst den Fall, dass"C eine Diagonalmatrix ist, und fithrt den
allgemeinen Fall darauf zuriick. Details siche Ubung. O

Satz 1.3 (Schwaches Maximumprinzip, elliptischer OperatoL)
Es gelte Voraussetzung (1.1) sowie (1.6), (1.7). Sei u € C*(2) N C(2) mit

Lu<0 in, (1.11)
das heifit, (Lu)(x) <0 fir alle x € Q. Es gelte auflerdem ¢ = 0. Dann gilt

max u = maxu(y) . 1.12
naxu(y) = maxu(y) (1.12)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass Lu < 0 in Q gilt. Wére x € (2 Maximal-
stelle von u, so wéire Vu(z) = 0 und

n

(Lu)(z) = — Z aij(2)0;0;u(x) = —spur (A(z) D*u(zx)) > 0,

1,j=1

nach Lemma 1.2, da —D?u(x) positiv semidefinit und symmetrisch ist. Es folgt (1.12) im
Falle Lu < 0. Sei nun Lu < 0 in €. Fiir € > 0 definieren wir

u(z) = u(z) + eV | (1.13)
wobei ¢ geméaf (1.7) gewéhlt und v > 0 spéter festgelegt wird. Differenzieren liefert

azua(x) = &u(:p) —+ 5’752'67@’6) ’
ajaiua(x) = 8JOZU(IE) + 5725i§j67(z,§> _

Es folgt
(Lue)(x) = (Lu)(x) — ey’ O (3T A()€ — (€, b(x))]. (1.14)
Wir wéhlen v so grof3, dass die eckige Klammer einen Wert > 0 hat fiir alle = € €2; dies

ist moglich nach (1.7), da Q kompakt und A und b stetig sind. Man beachte auBerdem,
dass 7 nicht von ¢ abhéngt. Es folgt

Lu, <0 in €, fiir alle € > 0,
also nach dem ersten Teil des Beweises

max ue(y) = maxue(y).

Da u. gleichméBig gegen u konvergiert, erhalten wir (1.12). O
Ersetzt man in Satz 1.3 die Voraussetzung (1.11) durch

Lu>0 in Q, (1.15)
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so konnen wir den Satz auf —u anwenden und erhalten

i = mj . 1.16
minu(y) = miy u(y) (1.16)

Ist also u eine klassische Losung der elliptischen Gleichung
Lu=20 (1.17)
in 2, so nimmt sie im Falle ¢ = 0 das Maximum und das Minimum auf dem Rand von 2

arll.

Eine Konsequenz des Maximumprinzips ist beispielsweise: Ist u eine Losung von Lu = 0
in 2 und wissen wir, dass u > 0 auf 0f2, so folgt auch v > 0 in €.

Im Falle ¢ # 0 gilt das Maximumprinzip im allgemeinen nicht. Beispiel: 2 = (—1,1) X
(—1,1) C R?,
u(zy, xe) = sin(ma ) sin(mas) (1.18)

erfiillt
—Au—27%u =0

in €, aber u = 0 auf 0¢). Ist aber der Vorfaktor von w nichtnegativ, so ergibt sich das
Maximumprinzip in einer etwas schwéicheren Form. Wir schreiben

u = max{u,0} . (1.19)

Satz 1.4 Es gelte Voraussetzung (1.1) sowie (1.6), (1.7). Sei u € C*(Q) N C(Q) mit
Lu<0 in$. (1.20)
Es gelte aufferdem ¢ > 0. Dann gilt

max u(y) < maxu™(y). (1.21)

yeQ yeo)

Gilt statt (1.20)

Lu=0 in, (1.22)

so folgt
= . 1.23
maxc fu(y)] = maxu(y)| (1.23)

Beweis: Wir definieren
Q' =Qn{z:u(x)>0}.

Ist u <0 in ©, so gilt (1.21) offensichtlich, sei also Q* # ). Es gilt
Lu—c(r)u < Lu<0 in QT
Wir wenden Satz 1.3 an auf L — ¢ und erhalten

0 < max u(y) = max u(y). (1.24)
yeQt yeont



Da u = 0 auf 90+ N Q, folgt O £ 9Q+ \ (9Q+ N IQ) = 9+ N I, und

= < .
I e

Gilt (1.22), so folgt durch Anwendung auf —u mit u~ = (—u)* = — min{u, 0}

minu(y) > —maxu (y), 1.25
min u(y) > — max () (1.25)

und daraus (1.23). O

Satz 1.4 besagt: Hat u ein positives Maximum, so wird dieses auch auf dem Rand an-
genommen. Ist das Maximum negativ, so muss das nicht der Fall sein. Beispiel: 2 =

(=2,2) x (=2,2),
u(wy, mp) = — (" 4+ e " + e e 2) . (1.26)
Das Maximum liegt in (0,0), u(0,0) = —4, aber auf 92 gilt u < —e?. Das Betragsmaxi-
mum von v wird in den vier Ecken von {2 angenommen.
Wir betrachten das Randwertproblem
Lu=f, inQ, (1.27)
u=g, auf 0, (1.28)

wobei wir f und g als stetig voraussetzen.

Folgerung 1.5 Es gelte Voraussetzung (1.1) sowie (1.6), (1.7), sei ¢ > 0. Seien u; €
C*(Q)NC(Q) Lisungen von (1.27), (1.28) mit f = f;, g =g;, i = 1,2. Gilt

fi<fo inQ, g1 <g2 indQ, (1.29)

so folgt
up <upn €. (1.30)
Beweis: Wir wenden Satz 1.4 an auf v = u; — us. O

Hieraus folgt insbesondere die Eindeutigkeit der klassischen Losung des Randwertpro-
blems (1.27), (1.28) fiir einen gleichméBig elliptischen Operator L in einer beliebigen
offenen und beschriankten Menge (2.

Wir behandeln nun das starke Maximumprinzip. Wesentliches Hilfsmittel zu dessen Beweis
ist das Lemma von Hopf, welches sich mit der folgenden Situation befasst. Sei x( eine
strikte Maximalstelle am Rand,

o € 02,  u(xo) > u(z) firalle z € Q, (1.31)
der Rand sei nahe z( in folgendem Sinne regulir,
es gibt ein R > 0 und ein y € Q mit B(y; R) C Q, xo € 0B(y; R). (1.32)
Die duflere Normale in zq ist dann gegeben (bzw. definiert) durch
Lo — Y
7o =yl
Ist u € C*(Q), so folgt aus (1.31) unmittelbar, dass
Oyu(zg) > 0.

(1.33)

v(m) =

Das Lemma von Hopf besagt nun, dass hier sogar die strikte Ungleichung gelten muss.
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Lemma 1.6 (Hopf)

Seien Voraussetzung 1.1 und (1.6) erfillt, es gelte (1.7) mit & = v(xy) sowie (1.32). Sei

u € C?(Q) N CYQ) mit (1.31) und
Lu<0 in€.

Es liege einer der folgenden drei Fille vor:
1. ¢=0,
2. ¢>0, u(xg) >0,
3. u(zg) = 0.

Dann gilt
(9,,u(x0) > 0.

Beweis: Wir definieren
v(z) = e Me—yl? _ —vR?
Es ist
v>0 in B(y;R), v=0 aufdB(y;R),
Ov(x) = —27(x; — y)e v’
Weiter gilt

n

(Lv)(z) = — Z aij () [4v* (i — i) (25 — y;) — 27055 e Ve—yl®

1,7=1

+ Z bi(z)(=2)y(w; — yi)e—le—yIQ + c(z)v(z)

(1.34)

= e 420 — )" Alx)(x — y) — 2yspur (A@)) + 27 (bla).x —y) — ofa)]

— c(z)e

Wir betrachten nun eine Kugel B(zg; p) um zo und wihlen p > 0 so klein, dass

(z—y) T A(z)(x —y) >0, fiir alle € K(x0;p),
das ist moglich wegen (1.33), da v(zo)T A(z)v (o) > 0. Wir definieren
U = B(zo; p) N B(y; R)

und wahlen v > 0 so grof3, dass
Lv<0 inU.

Wir setzen
us(x) = u(x) — u(zg) +ev(z), €>0.

Es gilt dann fiir alle z € U

(Lug)(z) = (Lu)(z) — c(z)u(zo) + e(Lv)(z) < —c(z)u(z) < 0.
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Es gilt weiter
u. <0 auf 0UNIB(y; R), da dort v = 0. (1.44)

Wir wahlen € > 0 so klein, dass
u: <0 auf U N OB(xo; p), (1.45)

das ist moglich, da OU N dB(xo; p) kompakt ist und dort u < u(xg) gilt.

Sei nun ¢ > 0 (Félle 1 und 2 der Behauptung). Wir wenden das schwache Maximumprinzip
(Satz 1.4) auf u. in U an und erhalten

u. <0 inU. (1.46)

Da u.(zg) = 0, folgt
0 < dyuc(wo) = dyu(xg) + £d,v(xg) -

Nun ist
2 2
Byv(wo) = =2y (X0 — y, v(x0)) e 707V = —29yRe ™ <0,

also
Oyu(zg) > —ed,v(x) > 0.

Schliefllich betrachten wir den Fall u(zg) = 0. Es ist dann v < 0 in Q. Wir setzen
d(xz) = min{c(z),0}, dann ist d(z) <0,

(L—d)u=Lu—d(x)u<Lu<0,
sowie c —d = ¢t >0,
(L — d)u = —spur (AD?*u) + (b, Vu) + ctu.

Wir konnen also den bereits bewiesenen Fall 2 anwenden und erhalten die Behauptung.
O

Satz 1.7 Sei Voraussetzung 1.1 erfillt, sei L gleichmdapig elliptisch, sei (2 auflerdem zu-
sammenhdngend. Sei u € C*(Q)NC(Q), es gelte

Lu <0 inQQ. (1.47)

Sei u nicht konstant. Ist ¢ =0, so kann u kein Mazimum in ) haben. Ist ¢ > 0, so kann
u kein nichtnegatives Mazimum in €2 haben.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe ein z € ) mit

u(z) = r;leagu(y) = M, (1.48)

und sei M > 0 falls ¢ # 0. Da u nicht konstant ist, ist
Q" =Qn{u< M} #0.

Wir setzen
QM:Qﬂ{u:M}:Q\Q*.
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QO ist offen. QM ist nicht offen in 2, da andernfalls  disjunkte Vereinigung zweier offener
Mengen und also nicht zusammenhiingend wiire. Sei 7 € QM N 9N, dann gibt es (in der
Néhe von ) ein y € O~ mit

dist (y, QM) < dist (y, 09) .

Sei r > 0 die grofite Zahl mit B(y,r) C Q~, dann gibt es ein xg € 0B(y, r) mit u(zg) = M
und also auch Vu(zg) = 0. Aus dem Lemma von Hopf, angewandt in B(y, ), folgt aber
in beiden Féllen (¢ = 0 oder ¢ > 0, M > 0), dass Vu(zo) # 0 gilt, ein Widerspruch. O

Folgerung 1.8 (Starkes Maximumprinzip, elliptischer Operator)
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.7 gilt

uw(z) < maxu(y), fir allex € Q, (1.49)
yeN

falls ¢ = 0 gilt, oder falls ¢ > 0 gilt und das Mazimum auf der rechten Seite von (1.49)
nichtnegativ ist.

Beweis: Folgt aus dem schwachen Maximumprinzip (Satz 1.3) und aus Satz 1.7. O

Wir bemerken, dass Satz 1.7 auch gilt, wenn € unbeschrénkt ist (die Beschréinktheit wurde
im Beweis nicht verwendet). Allerdings gilt dann i.a. das schwache Maximumprinzip nicht,
so dass eine Abschitzung der Werte von u in ) gegen die Randwerte nicht moglich ist.

Wir betrachten nun einen Operator der Form
O+ L,

angewendet auf Funktionen “u = u(z,t)”, mit

n n

Lu= = ay(z, )00+ ) bi(z,t)0u + c(z, thu, (1.50)

ij=1 i=1
Voraussetzung 1.9 Sei 2 C R™ offen und beschrinkt, sei T' > 0. Wir setzen
Qr =Q x(0,7], (1.51)

und nennen
Y= (00 x[0,T])U(Q x {0}) (1.52)

den parabolischen Rand von Qp. Wir nehmen an, dass a;j,b;,c € C(Q_T) fur alle v,7 €
{1,...,n}. O

Definition 1.10 (Gleichmiflig parabolischer Operator)
Der Operator 0y + L mit L aus (1.50) heifit gleichmdfig parabolisch in Qr, wenn es ein
as > 0 gibt mit

A, 1) =) Gay(z,1)g > alé*,  fiir alle £ €R™, (x,t) € Q. (1.53)

i,j=1
O



Satz 1.11 (Schwaches Maximumprinzip, parabolischer Operator)
Es gelte Voraussetzung 1.9, sei 0y + L gleichmifig parabolisch in Qp. Sei v € C*(Qr) N
C(Qr), sei

Ou~+ Lu <0 in Qp. (1.54)
Im Fall c =0 gilt dann
max u(z,t) = max u(zx,t), (1.55)
(z,t)EQr (z,t)ED
im Fall ¢ > 0 gilt
max_u(x,t) < max u'(z,t). (1.56)
(z,t)€Qr (z,t)ex

Beweis: Sei

M = max u(x,t).
(I,t)GQT

Wir wenden das schwache Maximumprinzip 1.3 bzw. 1.4 auf 9, + L in ©Q x (0,7 an und
erhalten

M= max u(z,t) bzw. M < max u'(z,t). (1.57)
(z,t)edQr (z,t)€dQr

Wir nehmen nun an, es gebe ein x € {2 mit
uw(z, T) =M. (1.58)
Dann gilt
Owu(z, T) >0, Vyu(z,T)=0, D2u(z,T)<0,

sowie nach Lemma 1.2
—spur (A(z, T)D?u(z,T)) > 0.

Insgesamt ergibt sich, falls ¢ = 0, oder falls ¢ > 0 und M > 0,
Owu(z,T) + Lu(x,T) > 0. (1.59)

Im Spezialfall
Ou+ Lu <0 in Qrp, (1.60)

von (1.54) kann es also ein = € 2 mit u(x,T) = M nicht geben, und es folgen (1.55) bzw.
(1.56). Den allgemeinen Fall fithren wir auf (1.60) zuriick, indem wir setzen

us(z,t) = u(z,t) —et, >0.

Es gilt
((0r + L)ue)(x,t) < —e — ete(z, t) <0 in §,

also folgen (1.55) bzw. (1.56) fir u. statt u, und fiir u durch Grenziibergang ¢ — 0. O
Satz 1.12 (Starkes Maximumprinzip, parabolischer Operator)

FEs gelte Voraussetzung 1.9, sei Q zusammenhdngend, sei 0y + L gleichmdjig parabolisch

in Qp. Seiu € C2(Qr) N C(Qr), sei

Ou~+ Lu <0 in Qp. (1.61)
Es gebe ein (zg,t) € Qp mait
u(zg, to) = max u(z,t) = M. (1.62)
(ac,t)EQT

Es liege einer der folgenden drei Fdille vor:



1. ¢=0,
2. ¢>0, u(xg,tg) >0,

3. U(ZL‘(), to) = 0.
Dann ist u konstant in Q.
Wir zerlegen den Beweis in mehrere Lemmata.

Lemma 1.13 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 1.12. Sei By = B((z,t);r) eine
offene Kugel in Qr, es gelte u < M in By. Dann gilt auch v < M auf 0By aufler
maoglicherweise in (x,t + 1) und (x,t —1).

Beweis: In allen anderen Randpunkten (&, 7) von By hat die duflere Normale die Form
v(&,7) = (g, n) € R" xR, v, #0.

Wir nehmen an, dass u(¢,7) = M. Wir wenden das Lemma von Hopf (Lemma 1.6) auf den
Operator 0,+ L in By an. Da L gleichméBig elliptisch ist, sind in (£, 7) die Voraussetzungen
von 1.6 erfiillt, also d,u(&, 7) # 0 im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von (£, 7). O

Lemma 1.14 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 1.12. Sei t € (0,T), es gebe ein
T € Q mitu(z,t) < M. Dann gilt u(x,t) < M fir alle x € Q.

Beweis: Wir nehmen an u(z,t) = M fiir ein z; € Q. Da Q zusammenhéngend ist, konnen
wir 1 und einen weiteren Punkt x5 € Q mit u(zq,t) < M so wéhlen, dass u(z,t) < M
fir alle Punkte = (bis auf x;) auf der Verbindungsstrecke L von z; nach x, gilt, und dass
B(L;d) C  fiir ein 6 > 0. Sei

Lo — T1

z(e) =x1+¢ d(e) = dist (z(g), {u = M}).

|zo — 241 ’

Fiir ¢ < 0 wahlen wir r(¢) so, dass u < M in B. = B((z(¢),t);r(¢)) und u auf 0B, den
Wert M annimmt. Nach Lemma 1.13 kann der Wert M nur in den Punkten (x(g), t+d(¢))
angenommen werden. Fiir 0 < e,¢’ < ¢ folgt dann (Pythagoras)

2< (e —€)+d(e)?
de)* < (e — &) +d(&)?.

Hieraus folgt
(') = d(e)’] < (¢ —€)?,

also
jd(e) —de)| _ (=€)
g —e T dE)+d(e)
Grenziibergang &' — ¢ liefert d'(¢) = 0 fur alle € € (0, d), aber andererseits gilt d > 0 und
d(e) — 0 fiir e — 0, ein Widerspruch. 0



Lemma 1.15 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 1.12. Sei 0 <ty < t; < T, es gelte
u< M in QX (ta,t1). Dann gilt w < M in Q x {t;}.

Beweis: Wir nehmen an, u(x,t;) = M fiir ein z; € . Wir definieren

v(x,t) = e lPmmPralt-t) _q (1.63)

Es gilt
(0, + L)(v) = e =il et —4(z — 2)TA(z)(z — z1) (1.64)
+ 2spur (A(z)) — 2 (b(x),x — 1) + c(x)] — ¢(x). (1.65)

Wir wéhlen o > 0 so grof3, dass
O+ L) <0 inV=DB((xy,t1);p) N{t <t1} (1.66)

fiir hinreichend kleines p > 0. Wir betrachten das Paraboloid

P={(x,t): |zv — 1> < alty —t)}. (1.67)
Wir definieren
us(x,t) = u(z,t) — M + ev(x,t) (1.68)
und
U=VnP.

Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt u. < 0 auf OU, da v = 0 auf 0P und v < M auf OU \OP.
Im Falle ¢ > 0 (Falle 1 und 2 der Behauptung) folgt aus dem schwachen Maximumprinzip
(Satz 1.4), dass

u: <0 inU, (1.69)
und weiter, da u.(zq,t1) = 0,
0 S atug<1]1, t1> = (9tu(:v1,t1) + 68ﬂ)<$1, tl) = atu(xl,tl) — &, (170)
also
0< 8tU(LC1,t1) . (171)

Andererseits gilt im Punkt (xq,¢;) auch
0> (9 + L)u = dyu — spur (AD?u) + (b, V,u) + cu > du + cu > dyu,

ein Widerspruch zu (1.71). Der Fall 3 wird auf diesen Fall zuriickgefiihrt, und zwar auf
analoge Weise wie im Beweis von Lemma 1.6. O

Beweis von Satz 1.12. Wegen Lemma 1.14 gilt fiir jedes t > 0 entweder
u(z,t) < M, fir alle z € ,

oder
u(z,t) =M, firalle z € Q.

Die Menge
I={t:te(0,t), u(x,t) < M}
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ist offen. Ist sie nichtleer, so lésst sie sich darstellen als disjunkte Vereinigung von abzéhl-
bar vielen offenen Intervallen I, = (a,by). Da by ¢ I, muss u(x,by) = M gelten im
Widerspruch zu Lemma 1.15. Also ist [ leer und damit v = M auf €),. O

Aus dem Maximumprinzip folgt die Eindeutigkeit einer klassischen Losung der paraboli-
schen Anfangsrandwertaufgabe

Ou+ Lu=f in Qp, (1.72)
u(z,0) = ug(x) firxz € Q, (1.73)
u(z,t) = g(x,t) firx e dQ, t e (0,7T), (1.74)

indem man das Maximumprinzip auf die Differenzen u; — us und uy — uq zweier Losungen
von (1.72) — (1.74) anwendet.

11



2 Das Bochner-Integral

Unter [a, b] wird im folgenden immer ein kompaktes Intervall im R verstanden. Ist A C
[a, b], so bezeichnet x4 die durch

xalt) = {; o 2.1)

definierte charakteristische Funktion von A.

Definition 2.1 (Einfache Funktion) Sei X Banachraum. Fine Funktion u : [a,b] —
X heif$t einfach, wenn sie die Form

u) =3 xa (B (22)
i=1
hat, wobei n € N, A; C [a,b] mefbar und x; € X firl <i<n.

Lemma 2.2 Sei X Banachraum, u : [a,b] — X einfach. Dann gibt es genau eine Dar-
stellung der Form (2.2) mit

Diese Darstellung heifst kanonische Darstellung.

Beweis: Ubung. O

Definition 2.3 (Bochner-Mef3barkeit)
Sei X Banachraum. Eine Funktion u : [a,b] — X heifst Bochner-mefbar, falls es eine
Folge von einfachen Funktionen u, : [a,b] — X gibt mit

lim u,(t) = u(t) (2.4)
n—oo
fir fast alle t € |a,b].
Definition 2.4 Sei X Banachraum, u : [a,b] — X einfache Funktion mit der Darstellung
u(t) = xa,(t)z; (2.5)
i=1
Wir definieren das Bochner-Integral von u als
b n
/ u(t) dt = Z meas (A;)z; . (2.6)
a i=1
Ist A C [a,b] mefbar, so definieren wir

/A w(t) dt = / walbyut) dt 2.7)
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Die Definition 2.4 ist sinnvoll, da der Wert der rechten Seite von (2.6) nicht von der
gewahlten Darstellung abhéngt. Direkt aus der Definition folgt, daf fiir einfache Funktio-
nen u,v : [a,b] — X und Zahlen «, 5 € R gilt

/b au(t) + Pou(t) dt = a/b u(t) dt + ﬂ/bv(t) dt, (2.8)

) ) dtH < /ab ()| dt (2.9)

sowie

Lemma 2.5 Sei X Banachraum, u, : [a,b] — X eine Folge von einfachen Funktionen
mit u, — u fast iberall. Dann ist fir jedes n € N die durch

f(t) = [lun(t) = u(®)]] (2.10)
definierte Funktion f : [a,b] — R (Lebesgue-)mefbar.

Beweis: Es ist

£ = T fult), ful®) = ualt) — ua (D] (211)
und f,, ist eine einfache Funktion fiir alle m € N. O

Sei nun wu,, : [a,b] — X eine Folge von einfachen Funktionen mit u,, — u punktweise fast
iiberall und

hm/ |lun(t) — u(t)||dt =0. (2.12)

(Nach Lemma 2.5 ist der Integrand meBbar.) Wegen

| [ s [ < 1ot - naion

< / Jun(t) = @)t + [ (t) =t dt (213
wird durch

= / " (6) dt (2.14)

eine Cauchyfolge in X definiert. Ist v, : [a,b] — X eine weitere Folge mit denselben
Eigenschaften wie u,, so gilt
[ 1) o

‘/abvn(t)dt—/abun(t)dtH
< / Jontt) =t dt+ [ unt) — u®) it (2.15)

also hangt der Grenzwert von (y,) nicht von der speziellen Wahl der Folge (u,,) ab.

IN
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Definition 2.6 (Bochner-Integral) Sei u : [a,b] — X. Fulls es eine Folge von einfa-
chen Funktionen u, : [a,b] — X gibt mit u, — u punktweise fast iberall und
b
lim ||wn(t) — u(t)||dt =0, (2.16)

n—o0 a

so heifit u Bochner-integrierbar, und wir definieren das Bochner-Integral von u als

b b
/ u(t)dt = lim [ wu,(t)dt. (2.17)

n—oo a

Lemma 2.7 Sei X Banachraum, seien u,v : [a,b] — X Bochner-integrierbar und o, €
R. Dann ist auch cou + v Bochner-integrierbar, und es gilt

/b au(t) + Pou(t) dt = a/b u(t) dt + ﬁ/bv(t) dt . (2.18)

Beweis: Direkt aus den Definitionen. O

Satz 2.8 Sei X Banachraum. Ein u : [a,b] — X ist Bochner-integrierbar genau dann,
wenn u Bochner-mefbar und die Funktion t — ||u(t)|| integrierbar ist. Es gilt aufSerdem

Beweis: “=": Sei (u,) Folge einfacher Funktionen mit u,, — u punktweise fast iiberall
und

/abu(t) dtH < /ab ()| dt (2.19)

b
/ |lu(t) — un(t)|| dt =0. (2.20)

Da |lun(t)]| — ||Ju(t)| fiir fast alle t € [a,b] gilt, ist die Funktion ¢ — [Ju(t)| meBbar. Es
gilt dann

/Hu(t)”dtg/ Hu(t)—un(t)HdtJr/ lun(t)]| dt < co. (2.21)

“<": Sei (u,) Folge einfacher Funktionen mit w,, — u punktweise fast iiberall. Zu vorge-
gebenem € > 0 definieren wir vy, : [a,b] — X durch

o) {fj”(t)’ s )5 1+ o) 022

vy, ist eine einfache Funktion, da {t : |Ju,(¢)|| < (1 + ¢)||u(t)]|} meBbar ist. Fiir
fa (@) = [lon(t) = u(®)]] (2.23)
gilt f,, — 0 punktweise fast iiberall und

0< fult) < (2+e)[u@)]- (2.24)
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Aus dem Satz von Lebesgue folgt

b b
lim/ ||vn(t)—u(t)|]dt—nli_>nolo/ fu(t)dt =0, (2.25)

n—oo

also ist u Bochner-integrierbar. Mit (2.9) folgt

‘/vn dtH /||vn M dt < (1+¢) / llu(t)|| dt (2.26)

‘ /:““) dtH = || fm, / pxt dtH <(1+9) / o) de. (2.27)

Da e > 0 beliebig war, folgt (2.19). O

und damit auch

In Analogie zum Fall X = R betrachten wir nun Funktionen u : [a, b] — X, fiir die gilt

b
/ lu()[P dt < oo (2.28)
Definition 2.9 Sei X Banachraum, 1 < p < oco. Wir definieren
LP(a,b; X) = {[u]|u : [a,b] — X ist Bochner-mefibar und (2.28) gilt}, (2.29)
wobei [u] die Aquivalenzklasse von u unter der Aquivalenzrelation

u~v & u=v fast iberall (2.30)

bezeichnet.

Nach Satz 2.8 ist L!(a,b; X) gerade der Vektorraum aller Bochner-integrierbaren Funk-
tionen.

Satz 2.10 Sei X Banachraum, 1 < p < oo. Dann ist LP(a,b; X) ein Banachraum mit

der Norm
sy = ([ oear)” 231)

Ist X Hilbertraum, so ist L*(a,b; X) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

b
(u,v) :/ (u(t),v(t)) 5 dt. (2.32)

Beweis: Weggelassen. Geht genauso wie im Fall X = R. Zum Beweis der Bochner-
Mef3barkeit der als Limes einer Cauchyfolge konstruierten Grenzfunktion wird zusétzlich
der Satz von Pettis bendtigt. O

Definition 2.11 Fir u : [a,b] — R definieren wir

esssupu(t) =inf{M : M € R, u(t) < M fir fast alle t € [a,b]}. (2.33)

te(a,b]
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Wir betrachten nun banachraumwertige Funktionen u : [a,b] — X, fiir die gilt

esssup |Ju(t)]|x < oo. (2.34)
te(a,b]

Definition 2.12 Sei X Banachraum. Wir definieren

L>(a,b; X) ={[u]|u: [a,b] = X ist Bochner-meflbar und (2.34) gilt} . (2.35)

Lemma 2.13 Sei X Banachraum. Dann gilt fir alle p € [1, 00)

L®(a,b; X) C LP(a,b; X) (2.36)

Beweis: Fiir u € L®(a,b; X) gilt

b
el ey = / Ju(®) [P dz < (b — a) [l o ) - (2.37)

Satz 2.14 Sei X Banachraum. Dann ist L>(a, b; X) ein Banachraum.
Beweis: Verlduft ebenfalls wie im Fall X = R. O

Definition 2.15 Sei X Banachraum. Wir definieren

C([a,b]; X) ={u|u: [a,b] = X stetig}. (2.38)

Definition 2.16 (Oszillation) Sei X Banachraum, u : [a,b] — X. Wir definieren die
Oszillation von u durch

%zf}:(u; 0) = sup{||u(t) — u(s)| : s,t € [a,b], |t —s| <} (2.39)

Lemma 2.17 Sei X Banachraum, u : [a,b] — X stetig. Dann gilt

lim osc(u;d) = 0. (2.40)

0—0 [a,b]

Beweis: Die Aussage (2.40) ist gleichbedeutend mit der gleichméfligen Stetigkeit von w.
O

Fiir eine stetige Funktion w : [a,b] — X gilt

esssup |lu(t)]| = max [Ju(t)], (2.41)
t€la,b] t€[a,b]

da aus der Stetigkeit folgt, daB [[u(t)|| < esssup,e(, 4 [|u(s)] gilt fiir alle ¢.
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Satz 2.18 Sei X Banachraum. Dann ist C([a,b]; X) ein Banachraum mit der Norm

Julltiro = ma [u(o)] 242
und C([a,b]; X) kann mit einem abgeschlossenen Teilraum von L*(a,b; X) identifiziert
werden.

Beweis: Ist u : [a,b] — X stetig, so ist u auch Bochner-mefibar: Wir definieren eine Folge
von einfachen Funktionen w, : [a,b] — X durch u,(t) = u(ih), falls t € [ih, (i + 1)h),
h = (b—a)/n ist. Dann gilt

_b—a

Jua (6) = u(®)] < osclui ), , (2.43)
a, n

also u, — u gleichméBig (punktweise wiirde schon geniigen). Weiter: Sei (u,) Folge in C'
mit [u,] — [u] in L>°. Wir wihlen eine Nullmenge N in [a, b] mit u,, — u gleichméfig in
M = [a,b] \ N, dann ist u stetig auf M. Ist t € N, so wihlen wir eine Folge (tx)ren in M
mit £, — t, dann ist

[[un(t) = wm ()] < [Jun(t) = wn(t) | + [[un = il oo 0 p:x) + 1m () = um @]

also ist (u,(t))nen Cauchyfolge auch fiir t € N. Definieren wir @(t) als den Limes dieser
Cauchyfolge fiir ¢ € N und setzen wir u(t) = u(t) fir t € M, so ist @ : [a,b] — X stetig
und [a] = [u]. O
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3 Lineare parabolische Gleichungen

Wir erldutern, wie eine parabolische Gleichung aus der allgemeinen Bilanzgleichung fiir
eine zeitabhéngige auf die Masse bezogene Dichte ¥ (x,t) einer Grofle ¥ entsteht (siehe
Teil 1, Kapitel 5). Wir gehen aus von der differentiellen Form der Bilanzgleichung

O (p) + div (pov + @) = pz. (3.1)

Hierbei ist p die Dichte der Masse, v die Geschwindigkeit, ® der nichtkonvektive Flufl und
z die Zufuhr. Ist p konstant, so wird (3.1) zu

Opp + %div@ + (v, Vo) + (divo)y = 2. (3.2)

Der lineare Ansatz .
-d=—-AVy, A Matrix, (3.3)
P

beschreibt Diffusionsvorgénge, der isotrope Fall entspricht A = AI, A > 0. Insgesamt
ergibt sich die sogenannte Konvektions-Diffusions-Gleichung

O — div (AVY) + (v, V) + (dive)y = z. (3.4)

Sind A, v und z gegebene Funktionen von x und ¢, so erhalten wir eine lineare parabolische
Gleichung (wir schreiben wieder w fiir die unbekannte Funktion)

Ou+ Lu=f, (3.5)
wobei L in Divergenzform gegeben ist durch
Lu=—Y"0i(ay(z,t)0u) + > bi(x,t)du + c(z,t)u. (3.6)
ij=1 i=1

Wir betrachten das zugehorige Anfangsrandwertproblem

Ou+ Lu=f inQpr=Q x (0,77, (3.7)
u=0 auf 0Q x (0,7), (3.8)
u(z,0) = ug(x) fir z € Q. (3.9)

Wir gehen iiber zu einer variationellen Formulierung hinsichtlich des Ortsparameters x. Sei
v € C§°(92) eine Testfunktion. Wir multiplizieren beide Seiten von (3.7) mit v, integrieren
iiber €2 und fiihren partielle Integration im Divergenzterm durch. Es ergibt sich

/Q(?tu(x,t)v(x) dm+/ Zaij(x,t)@u(x,t)ﬁjv(x) dx (3.10)

Q

—l—/QZbi(x,t)&u(x,t)v(x) dx—i—/gc(a:,t)u(:c,t)v(x) dr (3.11)

_ /Q Fo () de (3.12)
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Voraussetzung 3.1 Sei () C R" offen und beschrinkt, seien a;;, b;, ¢ messbar und be-
schréinkt fiir alle i, j, sei O; + L gleichmdf$ig parabolisch, seien uy € L*(Q), f € L*(Qr).
(Il

Wir wollen die unbekannte Funktion u auffassen als Funktion u : [0,7] — V', wobei V ein
geeigneter Banachraum von Funktionen auf € ist, also

u(t) : Q@ — R, firalletel0,T]. (3.13)

Der Wert (u(t))(x) entspricht dann w(z,t) in (3.7). Wir formulieren das Anfangsrand-
wertproblem nunmehr als

%(u(t),U)H +a(u(t),v;t) = (F(t),v),, , firallevelV, (3.14)
u(0) = ug. (3.15)
Hierbei ist
H=1L*Q), (w,v)g= /Qw(x)v(x) dx , (3.16)
V=H)Q), F:[0,T]—V*, (3.17)

(F(t),v), bedeutet die Anwendung von F(t) auf v, und
a(w,v;t) = /Q(Vw(a:))TA(x,t)Vv(x) dx + /Q b(z, t)" Vw(z)v(z) dz (3.18)
+ /Qc(x,t)w(x)v(x) dz. (3.19)

Da in (3.14)
v = a(u(t),v;t)

ein Element von V* definiert, kann man zunéchst auch nur dasselbe von

d

- S(u(t). o)

v

erwarten. Dem entspricht, dass fiir eine schwache Losung
u(-t) € HI(Q), te(0,T)

die Zeitableitung Oyu(-,t) in (3.7) die Regularitidt von (Lu)(-,t) hat, das heifit, zweite dis-
tributionelle Ableitung einer Funktion in H () ist, also erste distributionelle Ableitung
einer Funktion in L?(£2). Diesen Raum kann man wieder mit dem Dualraum H~'(£2) von
V = H}(9) identifizieren (sieche Ubung). Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Evo-
lutionstripels den geeigneten abstrakten Rahmen fiir die vorliegende Situation liefert.

Ist v* € V* und v € V, so verwenden wir wie oben die Notation

(v, v)y =" (v). (3.20)
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Satz 3.2 Sei H ein Hilbertraum und V' ein reflexiver Banachraum diber R, sei j : V. — H
linear, stetig und injektiv, sei (V') dicht in H. Dann wird durch

(7" (h),v)y = (h, j(v))m (3.21)

eine lineare, stetige und injektive Abbildung j* : H — V* mit ||7*|| < ||7]| definiert, und
J*(H) ist dicht in V*.

Beweis: Sei h € H. Dann definiert die rechte Seite von (3.21) wegen

(R 3 @) | < Al 5@ < ARl N1 (3.22)

ein Element j*(h) € V* mit

17"l < I 1Al (3.23)
j* ist offensichtlich linear und wegen (3.23) auch stetig mit ||5*|| < [|j]|. Ist j*(h) =0, so
ist
(h,j(v))g =0, firalleveV. (3.24)
Sei (vy,) Folge in V' mit j(v,) — h in H, dann folgt
(h, )i = (b Yimn (v,)) = Tim (b, (0))s = 0. (325)

also ist A = 0 und damit j* injektiv. Es bleibt zu zeigen, dafi j*(H) dicht ist in V*. Sei
v*™* € V** beliebig mit v**(j*(H)) = 0. Es geniigt zu zeigen, daf§ dann v** = 0 sein mufl.
(Ist W =cl(j*(H)) echt in V* enthalten, so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein
v e V** mit o™ (W) = 0, aber v** # 0). Da V reflexiv ist, finden wir ein v € V' mit

(v*,v),, =v™(v"), firallev e V*. (3.26)
Es gilt dann fiir alle h € H
0 =v"(5"(h)) = (5*(h), v}y = (h, j(v))u, (3.27)

also ist j(v) = 0 und wegen der Injektivitdt von j auch v = 0, also auch v*™* = 0. O

Folgerung 3.3 In der Situation von Satz 3.2 gilt aufserdem: Die Abbildung J : V — V*,
J = j* o7, ist linear, stetig und injektiv, J(V') ist dicht in V*, und

(Jv,w),, = (Jw,v),, , fir allev,w e V. (3.28)

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 3.2 und der Identitét
{(Jv,w)yy = ((v), 5(W)r = (G(w),j(0)n = (Jw,v)y . (3.29)
O

Es ergibt sich also
VvLhoLyr (3.30)

mit stetigen und dichten Einbettungen.
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Definition 3.4 (Evolutionstripel, Gelfand-Dreier)
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2 heifit (3.30) ein Evolutionstripel oder ein Gel-
fand-Dreier.

In der vorliegenden Situation ist
V=HQ), H=L*Q)), (3.31)
und
jHi(Q) — L*(Q) (3.32)

die durch j(v)(x) = v(z) definierte kanonische Einbettung. Die Abbildung j* 148t sich wie
folgt interpretieren. Es ist

G (), vy = (hy j (@) = / h(z)ol(z) de. (3.33)

Q

Ordnen wir dem Element j*(h) € V* vermittels des Rieszschen Satzes ein Element w € V/
zu, so gilt

(7*(h),v), = / (Vw(x),Vu(x)) dx . (3.34)

Q
Aus (3.33) und (3.34) folgt, dass w gerade die schwache Losung des elliptischen Rand-
wertproblems

—Aw=h in Q, (3.35)
w=0 auf 0Q (3.36)

ist.
Die Einbettungen j, j*, J eines Evolutionstripels induzieren vermittels
urrjourrJou=j"o0jou (3.37)
Einbettungen der zugehorigen LP-Raume
LP(0,T; V) — LP(0,T; H) — LP(0,T; V*). (3.38)
Definition 3.5 (Schwache Zeitableitung)
Seiuw e LY0,T;V). Einw e L'(0,T;V*) heifit schwache Ableitung von u, wenn gilt
T T
| woewde=- [ s (3.39)
0 0
fir alle p € C§°(0,T). 0
Die Integrale in (3.39) sind Bochner-Integrale.

Wir wollen Gleichungen in V' und V* auf Gleichungen in R zuriickspielen. Dazu brauchen
wir die Rechenregeln

T T
<v*, / u(®) dt> _ / W)y di, v eV ue INO,T;V),  (3.40)
0 1% 0
und

</OT“(t) dt, U> = /OT (u(t),v)y, dt, veV,ueL'(0,T;V*). (3.41)
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Satz 3.6 SeiV Banachraum. Istv* € V* undu € L'(0,T;V), so ist t — (v*,u(t)), inte-
grierbar, und (3.40) gilt. Istv € V undu € L*(0,T;V*), so ist t — (u(t), v),, integrierbar,
und (8.41) gilt.

Beweis: Wir betrachten (3.40). Ist
u= Z X A4;Vi (3.42)
i=1

eine einfache Funktion mit Werten v; € V, so ist auch ¢ — (v*,u(t)), eine einfache
Funktion, und es gilt

<U*’/0Tu(t)dt>v - < Zmeas > Zmeas (v, v}y

= /T (W u(t)), dt, v eVr. (3.43)

Sei nun u € L'(0,T;V) beliebig. Fiir v* € V* ist (v*,u(t)), = (v* o u)(¢), und v* o u ist
messbar, da v* stetig und v Bochner-messbar ist. Weiter gilt

[ 1wt [

Analog gilt
T T
<v*, / u(t) dt> < / u(t) dt
0 v 0
Die linke und die rechte Seite von (3.40) definieren also lineare stetige Funktionale auf

LY(0,T;V), welche auf dem dichten Unterraum der einfachen Funktionen iibereinstimmen
und daher gleich sind. Der Beweis von (3.41) verlduft analog. O

vellu@lly dt < l[o*lly-llull o, rvy - (3.44)

< o]
Vv

v uHLl(o,T;V) : (3.45)

Die folgenden beiden Sétze beschéftigen sich mit der Charakterisierung und Eindeutigkeit
der schwachen Ableitung.

Lemma 3.7 SeiV % H 55 v+ Evolutionstripel, u € L*(0,T;V), w € L*(0,T;V*). Dann
ist w genau dann schwache Ableitung von u, wenn gilt

T T
| Gienaeta = [ o0, e, voeVipecrOT). @310
0 0
Beweis: Wegen (3.41) gilt fiir alle v € V und alle ¢ € C5°(0,T)

/0 Gu(t)), o) () dt = / (@ (1) T (u(t)), v)y di

= </0T J(u(t))'(t)dt, U>V : (3.47)

- /OT (w(t), v, o(t) dt = </0T —w(t)p(t) dt. v>v , (3.48)



also ist (3.46) aquivalent zu
T T
/ T(u() () dt = — / w(t)p(t)dt, fiir alle o € C(0,T).  (3.49)
0 0
a
Folgerung 3.8 Ist w € L?(0,T;V*) schwache Ableitung von u € L*(0,T;V), so ist
fiir jedes v € V die Funktion t — (w(t),v), schwache Ableitung der Funktion t

(J(u()),j(v)m im L*(0,T).
Lemma 3.9 Sei V' separabler Banachraum, w € L*(0,T;V*). Gilt
T
/ SOt dt =0,  fiir alle p € C2(0,T) (3.50)
0
so qult w =0 fast diberall.

Beweis: Im Spezialfall V' = R kennen wir die Aussage bereits aus Teil 1, Kapitel 2. Sei
nun V' wie angegeben. Fiir v € V und ¢ € C§°(0,7T) gilt

0= </0T o(t)w(t) dt, v>v _ /OTgo(t) (w(t), o)y dt (3.51)

Aus der Giiltigkeit der Aussage fiir V' = R folgt: Fiir jedes v € V' gibt es eine Nullmenge
N(v) mit
(w(t),v) =0, furallete (0,7)\ N(v). (3.52)

Sei D eine abzihlbare dichte Teilmenge von V| setze

N=|]JN@). (3.53)
veD
Dann ist N Nullmenge, und
(w(t),vy =0, firallete (0,T)\N,veD, (3.54)
also
(w(t),v)y =0, furallete (0,T)\N,veV, (3.55)
also w(t) = 0 fiir alle t ¢ N. 0

Satz 3.10 Sei V' separabler Banachraum, v € L?(0,T;V). Dann gibt es hiéchstens eine
schwache Ableitung w € L?(0,T;V*) von u. Falls sie existiert, bezeichnen wir sie mit u’.

Beweis: Sind wy, wy € L*(0,T; V*) schwache Ableitungen von u, so folgt fiir w = w; —ws
aus der Definition der schwachen Ableitung

/ Tw(t)gp(t) dt =0 (3.56)
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fir alle ¢ € C§°(0,7"). Aus Lemma 3.9 folgt w = 0. O

Die Aussagen von Lemma 3.9 und Satz 3.10 gelten fiir beliebige Banachrdume X und
w e LY0,T; X).

Wir formulieren nun noch einmal das parabolische Anfangsrandwertproblem als “abstrak-
tes” Anfangswertproblem (die Null-Randwerte stecken im Raum V)

(u'(t),v)y, + a(u(t),v;t) = (F(t),v), , firalleveV, (3.57)
u(0) = ug . (3.58)

Wir suchen eine Losung v im Raum
W ={u:ueL*0,T;V), v € L*0,T;V*)}, (3.59)

fiir welche (3.57) fiir fast alle ¢t € (0,7) gilt.

Satz 3.11 Sei V 5 H L5 v Fvolutionstripel. Dann gilt
W cC(0,T);H). (3.60)

Ferner gilt die Regel der partiellen Integration

(ﬂMmJ@@WH—UW@»J@@»HZ/%Uﬁhﬁﬂw+@ﬂﬂmﬁ»vW (3.61)
fir alle u,v € W und alle s, t € [0,T].

Beweis: Siche z.B. Kapitel IV im Buch von Gajewski, Groger und Zacharias, oder Theo-
rem 5.9.3 im Buch von Evans. O

Die Inklusion (3.60) ist so zu interpretieren: Ist u € W, so enthélt die Aquivalenzklasse
[jou] € L*(0,T; H) von j o u genau eine stetige Funktion. In diesem Sinne ist auch
die linke Seite von (3.61) zu interpretieren. Wegen (3.60) macht die Anfangsbedingung
(3.58) Sinn fiir Funktionen in W. (Fiir beliebige Funktionen in L?(0,7; V) ist (3.58) nicht
definiert.)

Voraussetzung 3.12

i Vv 5 H L v+ st ein FEvolutionstripel, V' ist ein separabler Banachraum mit dim(V') =
+00.

(i) a : V xV x (0,7] — R ist fir jedes t € (0,T] eine Bilinearform, und es gibt
Cay Chy Cqy > 0 mit

a(v,v;t) > col|vl|¥ —enlli)3,  fir allev €V, t € (0,T), (3.62)
la(v, w;t)] < Collv|| ||wl|,  fir alle v,w € V', t € (0,T]. (3.63)

Die Abbildungen t — a(v,w;t) sind messbar fir alle v,w € V.

(iii) uo € H, F € L*0,T;V*).
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O

Theorem 3.13 Unter den Voraussetzungen 3.12 hat das Anfangswertproblem (3.57),
(3.58) eine Lisung u € W.

Der Beweis besteht aus einer Folge von Lemmata, bei denen wir jedesmal annehmen, dafl
Voraussetzung 3.12 erfiillt ist. Die Idee ist, das Anfangswertproblem zunéchst auf endlich-
dimensionalen Teilrdumen V,, von V' zu 16sen und die Losung auf V' durch Grenziibergang
zu erhalten. Die Existenz des Grenzwerts ergibt sich durch einen Kompaktheitsschluss.
Die hierfiir notwendige Beschréanktheit der approximierenden Folge ergibt sich aus den Ei-
genschaften der Bilinearform in Voraussetzung 3.12, welche wiederum dadurch garantiert
werden, dass 0; + L gleichméfig parabolisch ist.

Lemma 3.14 FEs gibt eine Folge (wy,)nen in V' mit

dim(V,)) =n, V,:=span{wy,...,w,}, V =cl (U vn> : (3.64)

neN

Beweis: Sei M = {z,, : m € N} mit cl(M) = V. Wir konstruieren daraus die Fol-
ge (wy), indem wir alle z,, streichen, fir die z,, € span{z,...,2,_1} gilt. Es bleiben
dabei unendlich viele Elemente {ibrig, da andernfalls span (M) endlichdimensional und
damit abgeschlossen wiére, und V' = ¢l (M) = cl (span (M)) = span (M) folgen wiirde im
Widerspruch zu dim(V) = +o0. O

Wir betrachten nun eine sogenannte Galerkin-Approximation von (3.57), (3.58). Hier-
zu wihlen wir eine Folge (ug,) mit ug, € V,, und j(ug,) — uo in H. Wir suchen Funktionen
up 1 [0, 7] — V,,, dargestellt als

un(t) =Y enn(wr,  cur: [0,7] = R, (3.65)

so dass fiir fast alle ¢t € (0,7 gilt
(G (up (), J(0) g + a(un(t), vit) = (F(t),v),, , furallevelV,, (3.66)

sowie
un<0) = Uon , J(u0n> - p(“Oa J(Vn)) , (367)
wobei p(ug, X) die Orthogonalprojektion von ug auf X in H bezeichnet. Sei

Uon = Y Aty €V, (3.68)
k=1

Zu (3.66), (3.67) sind dquivalent

n

Y du®Gi(wn), jw))u + Y cu()a(w, wist) = (F(t), i)y, 1<i<n, (3.69)

ck(0) =g, 1<k<n. (3.70)
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Lemma 3.15 Die Galerkin-Gleichungen (3.66), (3.67) haben eine eindeutige Losung u,, :
[0, T] = V,, mit u), € L*(0,T;V,) und

t
n(t) = tgn + / o (s) ds. (3.71)
0
Beweis: Die Vektoren wy, . .., w, sind linear unabhéngig in V', also auch j(w,),. .., j(w,)
in H, da j injektiv ist. Die Matrix
ist invertierbar (Ubung), und wir kénnen (3.69), (3.70) schreiben als
c (t) + BrA(t)e,(t) = BTYE(t),  ¢,(0) = an, (3.73)
mit . .
At) = (air(t),  ai(t) = alwg, wist),  Fi(t) = (F(t), wi)y - (3.74)

Nach Voraussetzung ist A € L>*(0,T; R™™) und wegen
[Ei()] = [ (F(6), wi)y | < [1F@)|v [lwillv

ist ' € L2(0,T;R"). Die Anfangswertaufgabe (3.73) hat nach dem Satz von Picard-
Lindelof (in der Version fiir messbare rechte Seiten, siche z.B. das Buch von Walter) eine
eindeutige Losung ¢, : [0,7] — R" mit

cn(t) = ¢, (0) + /Ot d,(s)ds, ¢, € L*0,T;R"). (3.75)
O

Lemma 3.16 FEs gibt eine von n unabhdngige Konstante C' > 0 mit

max |17 (un(El + [all 2020 + 1 W) 20,75 < Clllollr + 1120 7)) - (376)

Beweis: Sei n € N fest gewéhlt. Wir setzen v = w,(f) in (3.66) und erhalten
(Ut (1)), 3 (un () 1 + @l (), un(£); 1) = (F(E), un(t))y - (3.77)
Es gilt

L (a0 () = G (0). ) (3.78)

nach der Produktregel fiir Bilinearformen (hier angewandt auf dem endlichdimensionalen
Teilraum V},). Nach Voraussetzung gilt

a(un (), un(t);) = callun ()7 — el (un () - (3.79)
Wir integrieren (3.77) iiber [0,¢] und erhalten mit (3.78) und (3.79)

3 () = SO + o [ (o) s

<e / 1 ()2 dis + / (F(s), un(s))y ds (3.80)
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Nach Definition von wug, gilt
17 (won) 7 < ol

aus der Youngschen Ungleichung folgt

| F@ oy as <G [l ds+ 5 [ IFER- ds.

Setzen wir (3.81) und (3.82) in (3.80) ein, so ergibt sich

1 (un () + o / lun(s)[ ds

t . 1 t
< ol + 201 [ i)l ds+ = [ 17()

Fiir
n(t) = 117 (un ()77
gilt

2.ds, te[0,T].

a

t 1 T
00 < do 20 [ n(s)ds, do= ol + - [ 1FG)
0 0
Aus dem Lemma von Gronwall folgt
n(t) < doe***,  fiir alle t € [0, 7).
Hieraus ergibt sich fiir geeignetes C'
17 (un) 7 < Cllluolly + 1FIIZ20,70+)) - fiir alle ¢ € [0, T,
Aus (3.83) folgt weiter (mit geeignet vergrofertem C')
lunllZ20.r0) < Clllwoll + 1 120,00 -

Zur Abschitzung von J(u!) betrachten wir noch einmal die Variationsgleichung

(J(u, (1)), v)y + alu,(t),v;t) = (F(t),v), , firalleveV.

n

Es folgt
T, 0}y | < Callun@ ol + IF@ - lelly
also
1)y < Callu®lly + [F@]
und hieraus
T
1) 22 0oy < / (Callun®)lly + [ P(E) )2 dt

2 2
< 203||un||L2(0,T;V) + 2||F||L2(O,T;V*) :

Aus (3.88) folgt die Behauptung.
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Lemma 3.17 Es gibt eine Teilfolge (un, )ken und einu € L*(0,T;V), so dass uy,, schwach
in L*(0,T;V) gegen u konvergiert. Fiir u gilt

(0, (0)) o 0) — / (T (b)), v}y () dt + / a(u(t), v t)p(t) dt
:/0 (F(t),v)vgo(t)dt, (3.92)

fiir alle v € V und alle p € C*0,T] mit p(T) = 0.

Beweis: Nach Lemma 3.16 ist (u,) beschrinkt im Hilbertraum L?(0,T; V). Es gibt also
eine Teilfolge (u,,), welche schwach gegen ein u € L?(0,T;V) konvergiert. Sei zunéchst
i €N, v eV, peCo,T] mit o(T) = 0. Fiir n > i gilt wegen (3.66)

/0 G (£)). 5 (0)) o (t) dt + / a(un(8), 05 ) p(t) dt = / (F(t).0)y o(t) di.  (3.93)

Partielle Integration ergibt

(G (un(0)), 5 (1)) p(0) / (1)), )y (1) it + / a(un (), v; ) p(t)

= /o (F(t),v)y (t)dt. (3.94)
Da j(u,(0)) = j(uon) — up in H, gilt
T (50, (0)), 4 (0))r = (o, 1)) (3.95)

Wir untersuchen den Grenziibergang fiir die beiden Integrale auf der linken Seite von
(3.94). Durch

zr—>/0 (J(2(1)),v)y ¢ (t)dt (3.96)

wird ein lineares stetiges Funktional auf L?(0,T; V) definiert wegen

v-llollyle' (0] di

[ wea o < [ 1o

T
< 1ol ¢ / 1)l de

< Il 1o VT 12 2070y - (3.97)
Es gilt also nach einem Satz der Funktionalanalysis
T T
i [ G 0). 0y g 0dt = [ )0y 0 dr (3.98)
Analog folgt aus
T
| a0, vi00(0) dt < Collol Il VT W o (3.99)
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fiir alle 2 € L*(0,T; V) auch

lim a(unk(t),v;t)ap(t)dt—/o a(u(t),v;t)p(t)dt. (3.100)

k—oo 0

Damit ist (3.92) bewiesen fiir v € V;. Da i beliebig war und U;V; dicht ist in V, folgt die
Behauptung. O

Lemma 3.18 Durch
(a(t),v), = a(u(t),v;t), veV, te(0,T), (3.101)
wird eine Funktion & € L*(0,T;V*) definiert mit
HONCHLZ’(O,T;V*) < CaHuHLQ(O,T;V) : (3.102)

Beweis: Es gilt
la(u(t), v;t)| < Callu(®)]ly|[vll,, veV,

fiir fast alle ¢ € (0,7), also ist

a(t) e Ve, fla(t)]

ve < Callu(®)lly

fiir fast alle ¢ € (0,7), und (3.102) folgt aus
T
| tacl
0

Beweis von Theorem 3.13. Nach Lemma 3.17 und 3.18 gilt fiir alle ¢ € C5°(0,7") und
allev eV

T
Uy Ol

O

- [ GO @ i == [ @0, e+ [ Eo, . (310
Also hat u nach Lemma 3.7 eine schwache Ableitung
u' € LA0,T;V*), 4/(t) = —a(t) + F(t), (3.104)

also
(W' (t),v)y + a(u(t),v;t) = (F(t),v),, veV,

wie behauptet, und v € W. Aus Satz 3.11 folgt v € C([0,T); H). Wir ersetzen nun in
(3.92) die beiden letzten Integrale geméf (3.104) und erhalten

~(u0,(0)) 0 (0) — / (), o)y @' (2) dt = / (W(t).0)y p(t)dt (3.105)

fiir alle v € V und alle ¢ € C*[0,T] mit o(T) = 0. Da andererseits die Funktion ¢ — ¢(#)v
ebenfalls in W liegt, erhalten wir nach Satz 3.11 fiir solche Funktionen ¢

—(7(u(0)), () rp(0) :/0 (W' (2), p(t)v)y + (¢ (8)J (v), u(t))y dt. (3.106)
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Wird nun speziell ein ¢ mit ¢(0) = 1 gewéhlt, so folgt aus (3.105) und (3.106)

(7(u(0)) = ug, j(v))w =0 (3.107)
fir alle v € V. Da j(V) dicht ist in H, folgt j(u(0)) = wp. Damit ist Theorem 3.13
vollsténdig bewiesen. O

Theorem 3.19 Unter den Voraussetzungen 3.12 hat das Anfangswertproblem (3.57),
(3.58) genau eine Losung uw € W, und es gibt eine von ug und F' unabhingige Konstante
C >0 mit

tre%igﬁ] 17wl g + HUHLZ(OTV + [ HL2 015V = C([luoll + HFHLQ(OTV*))' (3.108)

Beweis: Die Existenz folgt aus Satz 3.13. Fiir jede Losung u € W folgt aus Satz 3.11 fiir
jedes t € [0, T

U050 = 0w = [ (). ule)y ds

=~ [ atutsrutys)ds + [ F)ats, ds.

also

t

SN + [ atuts)uts)is)ds = Sl + [ (Flo)uloy ds. (@100

Es folgt

st m+%/wu\ww—%/uj DI ds
2 | Ca 2 e 2
< ol + % [ o) ds 5= [ IF@IR- ds. (3110)
2 2/ 2¢q Jo

Aus dem Lemma von Gronwall erhélt man in analoger Weise wie im Beweis von Lemma
3.16

masc 50 < Clllually + 1F Loy (3.111)

Einsetzen von (3.111) in (3.110) ergibt nun
HUHLZ(O,T;V) < C(fluoll + HFHLQ(O,T;V*)) : (3.112)
Aus (3.104) und Lemma 3.18 folgt
HUIHLQ(O,T;V*) < Ca”u||L2(O,T;V) + HFHL2(0,T;V*) : (3.113)

Aus (3.110) und (3.113) ergibt sich nun (3.108) und auch die Eindeutigkeit, da fiir die
Differenz zweier Losungen (3.108) mit F' = 0, uy = 0 gilt. O
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Wir kehren zuriick zum Anfangsrandwertproblem

du+Lu=f inQp=Qx(0,T) (3.114)
u=0 auf0Q x (0,7), (3.115)
u(z,0) = ug(x) fiir x € Q. (3.116)

Unter einer schwachen Losung von (3.114) — (3.116) verstehen wir eine Losung des (wie
oben beschrieben) zugeordneten Anfangswertproblems (3.57), (3.58). Dabei sind

a(w, v: ) = /Q (Vu(@)T Az, ) Vo(z) dz + /Q b, )T Veo(x)o(x) da (3.117)

+ [ o) dr, (3.118)

und

(F(t))(v):/gf(x,t)v(x) dx . (3.119)

Theorem 3.20 (Eindeutige Losbarkeit des Anfangsrandwertproblems)
FEs seien die Voraussetzungen 3.1 erfillt. Dann hat Problem (3.114) — (3.116) genau eine
schwache Lisung u € W.

Beweis: Die Aussage ergibt sich aus Satz 3.19, wir miissen nachpriifen, dass die Voraus-
setzungen in 3.12 erfiillt sind. Als Evolutionstripel wéhlen wir

V=H(Q), H=LQ), (j{)(z)=uy().
Da 0; + L gleichméfig parabolisch ist, gilt nach Lemma 8.5, Teil 1,
a(v,v;t) > col|vl|¥ — enllj(0)||3, fiirallewv € V, t € (0,77,
mit geeigneten Konstanten c,, ¢;,. Da die Koefffizienten A, b und ¢ beschriankt sind, folgt
la(v,w;t)] < Collv|lv [Jwlly, fiir alle v,w € V., t € (0,T],

mit einer geeigneten Konstante C,. Weiter gilt
(F@) () < / | o) do < / D) da - / o) do
<Co [ I 0Pds -l
Q

wobei wir die Ungleichung von Poincaré verwendet haben. Es folgt

T T
1F a0z = / IF()I- dt < Cq / / P dedt < Collflay,

also ist F' € L*(0,T; V™). O

Die vorgestellte Methode (Zuriickfithrung der Anfangsrandwertaufgabe auf eine Anfangs-
wertaufgabe im Kontext eines Evolutionstripels) ldsst sich auch auf andere partielle Dif-
ferentialgleichungen anwenden. So kann man etwa hyperbolische Gleichungen wie die
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Wellengleichung in eine zu (3.57) analoge Gleichung zweiter Ordnung (also mit u”(t))
umformulieren und einen entsprechenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen.

Die Methode der Galerkin-Approximation lédsst sich auch zur numerischen Losung der pa-
rabolischen Anfangsrandwertaufgabe verwenden. Man wéhlt V;,, eine Basis {wy, ..., w,}
und 16st dann das System von n gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die unbekannn-
ten Funktionen c,,, 1 <k <n,

n

> i Gwr), (W) + Y car(t)a(wy, wist) = (F(t),w)y, , 1<i<n, (3.120)

durch ein geeignetes numerisches Verfahren.
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4 Sobolevriaume und Ordnung

Definition 4.1 (Kegel)
Sei V' Vektorraum, K C V. K heifit Kegel, falls \v € K gilt fir alle v € K und alle
A > 0. Ein Kegel heifit spitz, falls KN (—K) = {0}. O

Lemma 4.2 Se: V' Vektorraum, K C 'V Kegel. K ist konvex genau dann, wenn v+w € K
qilt fiir alle v,w € K.

Beweis: “«<"”: Direkt aus der Definition. “=": Folgt aus der Identitét
+ 2 L + !
v+w=2(= = .
2" 2"
Ein konvexer Kegel K enthilt alle nichtnegativen Linearkombinationen

zn:)\ﬂii, Ai >0,
i—1

von Elementen vq,...,v, € K.

Wir erinnern daran, dass eine Relation auf einer Menge als Ordnungsrelation bezeichnet
wird, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Satz 4.3 (Geordneter Vektorraum)
Sei V' Vektorraum, K C 'V ein spitzer konvexer Kegel. Dann wird durch

v<w & w—veK (4.1)
eine Ordnungsrelation auf V' definiert mit den Eigenschaften
v<w = v+z<w+z, w<Iw, —-w<-—v, (4.2)

fiir alle v,w,z € V und alle A > 0.

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition und Lemma 4.2. O

Sei 2 eine beliebige Menge. Der Vektorraum Abb (©;R) aller Abbildungen f : Q@ — R
wird durch den Kegel

KT ={f:f€Abb(:R), f(x) > 0 fiir alle x € Q} (4.3)

zu einem geordneten Vektorraum. Diese Ordnung nennen wir punktweise Ordnung.
Dasselbe gilt fiir L] _(Q) mit

Kt ={f:f€Abb(:R), f(x) > 0 fiir fast alle z € Q} . (4.4)

Erzeugt ein Kegel K eine Ordnung auf einem Vektorraum V', und ist U ein Unterraum
von V| so erzeugt K N U gerade die Restriktion dieser Ordnung auf U.
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Definition 4.4 (Schranken, Supremum, Infimum)

Sei V' geordneter Vektorraum, M eine Teilmenge von V. Ein z € V heifit obere Schranke
von M, falls v < z fiir alle v € M g¢ilt. Eine obere Schranke z von M heifst Supremum
von M, falls z < w gilt fir alle oberen Schranken w von M. Analog werden die Begriffe
“untere Schranke” und “Infimum” von M definiert. O

Definition 4.5 (Vektorverband)

FEin geordneter Vektorraum V' heifit Vektorverband, falls je zwei Elemente v,w € V Su-
premum und Infimum besitzen. Wir schreiben vV w fir das Supremum und v Aw fir das
Infimum. O

Ist U Unterraum eines Vektorverbands V und gelten v Vw € U, v Aw € U fiir alle
v,w € U, so ist U ebenfalls ein Vektorverband.

Lemma 4.6 Sei V' geordneter Vektorraum. Falls

vt =0vV0 (4.5)
existiert fir jedes v € V, so ist V ein Vektorverband, und
vVw=(v-w'+w, (4.6)
vAw=—((-v) V(-w)), (4.7)
(v+w)" <ot 4wt (4.8)

gelten fiir alle v,w € V.

Beweis: Sind v,w € V, so ist (v — w)™ 4+ w obere Schranke von v und w, und z € V ist
obere Schranke von v und w genau dann, wenn z — w obere Schranke von v — w und 0

ist, woraus (4.6) folgt. Analog zeigt man (4.7) und (4.8). O
Ebenfalls erhélt man unmittelbar aus den Eigenschaften 4.2 die Rechenregeln
(vVw)+z=@w+2)V(w+z2), AoVz)=AVAz, (4.9)
(vAw)+z=w+2)AN(w+2), AvAz)=AvANz, (4.10)
fiir alle v,w,z € V und alle A > 0, sowie
(vVw)+ wAw)=v+w, (4.11)
fiir alle v, w, z € V. Weiterhin gelten die Distributivgesetze
(vVw)Az=(wAz)V(wAz), (4.12)
(vAw)Vz=(vVz)A(wVz). (4.13)
Wir setzen
v =(-v)"T==@wA0), |=0v"+0v", (4.14)
dann gilt
v=ovt—0v. (4.15)
Ein Kegel K kann also nur dann einen Vektorverband erzeugen, wenn
V=K-K (4.16)
gilt.
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Definition 4.7 (Banachverband)
Sei V' Banachraum und Vektorverband. V' heifit Banachverband, falls die durch p(v) = v*
definierte Abbildung p : V — V stetig ist. O

Lemma 4.8 Ist V ein Banachverband, so sind die Supremumsbildung (v,w) — v V w
und die Infimumsbildung (v, w) — v A w stetige Abbildungen von V x V — V.

Beweis: Folgt aus den Formeln (4.6) und (4.7). O
Ist v : @ — R eine Abbildung, so gilt fiir die punktweise Ordnung

v’ (2) = max{v(z),0} = (v(z))"
Ist w: 2 — R eine weitere Abbildung, so folgt
vt (x) —wh(2)] < |v(z) —w(z)|, fiir alle z € Q. (4.17)
Hieraus folgt weiter
[o" = w ™|, < [lo—wl,, (4.18)
falls v, w € LP(2) mit p € [1, o0].

Lemma 4.9 Die Funktionenrdume LP(2) und C(Q) sind Banachverbinde mit der durch
K ={f >0 fast iberall} erzeugten punktweisen Ordnung. O

Lemma 4.10 Sei V' Banachverband, dessen Ordnung durch den Kegel K erzeugt wird.
Dann ist K abgeschlossen.

Beweis: Ist (v,,)nen Folge in K mit v, — v € V, so folgt

vt = lim v = lim v, = v.

n—oo n—oo

Wir wollen nun zeigen, dass H'({2) ein Banachverband ist.

Lemma 4.11 (Kettenregel bei schwachen Ableitungen)

Sei Q C R™ offen, sei v € Ly, (), es existiere die schwache Ableitung d;v € L} (), sei
f € CY(R), sei f" beschrinkt auf R. Dann ist auch fov € Lj, (), fouv hat eine schwache
Ableitung 0;(f ov) € L}, (), und

Oi(fov)=(fov)-Ow. (4.19)

Beweis: Wir setzen
Up=0%nm1, ne&N,
n

mit der Standardglattungsfunktion 7.. Sei ¢ € D(Q), sei U CC 2 offen mit supp (¢) C U.
Fiir jedes hinreichend grofie n € N gilt mit partieller Integration, da v, glatt ist,

/f U (2))Oiv, (x /fvn Oip(z) dx . (4.20)
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Mit Lemma 7.3 aus Teil 1 folgt, dass
vy = v, O, — O, in L'U). (4.21)
Hieraus folgt

/|f va(@)) — Fo(@)]dz < 1] /ivn ) — v(z)| dz — 0. (4.22)

und weiter
/U | (0n(2)) 0w () — £/ (v(2))Ov(x)| de <
<17 [ 10n(o) = Bl dot [ 17 wnta)) = Fot)] Do)l de. (423

Da v, — v in L}(U), folgt v,, — v punktweise fast iiberall fiir eine geeignete Teilfolge,
also wegen der Stetigkeit von f” auch f’owv,, — f'ov punktweise f.ii. Aus dem Satz von
Lebesgue folgt nun

/U [ (vn, () = f'(v(@)] |00 ()| dx — 0, (4.24)

da 2|/ f'|| . Oiv eine integrierbare Majorante ist. Mit (4.22) — (4.24) konnen wir in (4.20)
den Grenziibergang nj, — oo durchfithren und erhalten

/ F(0(2)) 00 (2)p() dz = — / Fo(@)p(z) dz, firalle p € D). (4.25)
Q Q

O
Lemma 4.12 Sei Q C R" offen, sei v € L}, (Q), es existiere die schwache Ableitung

dw € L, (). Dann haben auch v*, v~ und |v| schwache Ableitungen im Lj (), und es
gilt fiir fast alle x € )

St (x) = {aiv(ar), v(z) >0, (4.26)

O ) 'U({E) S 0 )

_ 0 ) U('I> 2 07
0; = 4.27
v (@) {—@v(m) , v(x) <0, (4.27)

ow(z), wv(x)>0,
O;|v|(x) 0, v(x) =0, (4.28)

—ow(x), wv(r) <0

Beweis: Wir definieren
/12 L 22 _

g 'R 5R, gs(t):{ot e izg (4.20)
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Dann gilt g. € C'(R), g.(¢t) — max{¢,0} fiir ¢ — 0 punktweise in ¢,

—— >0
'(t) = { ViErer? ’ M. =1,
g.(t) {o, <0, 19ell oo

und weiter fiir alle p € D(Q)

[ twteaipta) e = - /{ . S oot

()24 €2

Grenziibergang ¢ — 0 mit dem Satz von Lebesgue liefert
/v+(x)8ig0(x) dr = —/ ov(x)p(z)dx,
Q {v>0}

woraus (4.26) folgt. Aus den Formeln v~ = (—v)* und |v| = v+ 4+ v~ und der Linearitét
der schwachen Ableitung folgen (4.27) und (4.28). O

Folgerung 4.13 Sei 2 C R" offen, sei v € L} (Q), seien Ov € L} () fiir alle i,

loc loc

1 <i<mn. Dann gilt fir jede Niveaumenge N.(v) = {z:x € Q, v(x) =c}, c € R, dass
Vu(x) =0, fir fast alle x € N.(v). (4.30)
Beweis: Aus Lemma 4.12 folgt
V(=0 =V(v-0")=V(v-0c)),

sowie

V(w=0)")=V(v-0c)=0
fast tiberall auf Ny(v — ¢) = N.(v). O
Aus Lemma 4.12 folgt ebenfalls fiir v € H'(2)

(Vo' (z), Vo (z)) =0, fiir fast alle z € (. (4.31)

Folgerung 4.14 Fiir die Bilinearform
a(u,v) = / (Vu(z), Vou(z)) dx
Q

gilt fiir alle v € H'(Q)
a(vt,v7) =0, a(v,v")=alvt,vT) >0, alv,v”)=—alv",v7)<0. (4.32)

Lemma 4.15 Die durch p(v) = vt definierte Abbildung p : HY(Q) — H(Q) ist stetig.
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Beweis: Sei (v,,)nen Folge in H(Q) mit v, — v in H'(2). Wir setzen
Q={v>0}, Q. ={v<0}, Q={v=0}, QF={v,>0},

sowie

X" =xa., Xa = Xon -
Es gilt v, — v in L*(Q), also auch v;} — v in L*(Q2) nach Lemma 4.9. Sei (v, )ren eine
Teilfolge mit v,, — v punktweise fast iiberall, wir bezeichnen sie wieder mit (v, )nen. Es

gilt dann
Xi—1=x", fastiiberall in Q,

4.33
XF —0=x", fastiiberall in Q_, ( )

Aus Lemma 4.12 folgt nun
[V = onPde= [ xie, - Vo) ds
Q Q
< [ XiVo, = Vo) do+ [ [Vl - xda
Q Q

S/ |an—Vv)\2d93+/ Vot — xTlde + [ |Vl — x| dr.
Q QLU0 Q0

Alle drei Integrale konvergieren gegen 0; das erste wegen v, — v in H*(); das zweite
wegen (4.33) nach dem Satz von Lebesgue, da |Vu|? eine integrierbare Majorante ist; das
dritte, da Vv = 0 fast iiberall auf {2y nach Lemma 4.13. Damit ist gezeigt: Gilt v, — v
in H'(Q), so gibt es eine Teilfolge mit v} — v in H'(Q). Hieraus folgt aber, dass fiir
die ganze Folge gilt v;" — v™ in H'(Q). (Konvergenzprinzip — andernfalls gébe es eine
Teilfolge von (v, )nen, welche keine gegen v konvergente Teilfolge besitzt, im Widerspruch
zum eben Bewiesenen.) O

Satz 4.16 Sei Q C R" offen. Dann sind H*(Q) und H}(Q2) Banachverbinde.

Beweis: Wegen Lemma 4.6, Lemma 4.12 und Lemma 4.15 ist H'(Q) Banachverband. Fiir
H} () geniigt es zu zeigen, dass vt € HL(Q) gilt, falls v € H}(Q). Sei v € H}(Q), sei
(Un)nen Folge in C§°(Q2) mit v, — v in HY(Q). Dann gilt v} € H}(Q), da supp (v;7) C
supp (v,) CC Q. Es folgt v € H}(Q), da H(Q) abgeschlossener Teilraum von H'(Q) ist
und da v — v in H(Q):w nach Lemma 4.15. O

Sei V' ein geordneter Vektorraum, dessen Ordnung durch einen Kegel K erzeugt wird. Ist
V = K — K, so kénnen wir auf dem algebraischen Dualraum

V# = {v*|v* : V — R linear} (4.34)
eine Ordnung definieren durch
K# = {v*|o? € V# v#(v) > 0 fiir alle v € K} . (4.35)

Offensichtlich ist K# ein konvexer Kegel. K# ist spitz, da fiir v# € K# N (—K#) gilt,
dass v#(v) = 0 fiir alle v € K, also v# = 0 wegen V = K — K. Ist V normiert, so gilt
dasselbe fiir den stetigen Dualraum V* C V# mit dem Kegel

K*={v*'v* e V', v*(v) > 0 fur allev € K}. (4.36)
Die Funktionale in K# bzw. K* heilen nichtnegativ.
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Lemma 4.17 Sei V' Banachverband. Dann wird V* vermittels K* zu einem geordneten
Vektorraum. O

Wir beschéftigen uns nicht mit der Frage, unter welchen Zusatzvoraussetzungen an einen
Banachverband V' dessen Dualraum V* ebenfalls ein Banachverband ist.

Lemma 4.18 Fiir V = H*(Q) gilt V* C D'(Q).
Beweis: Sei T' € V*. Fiir alle ¢ € D(Q) gilt

IT()P < ITIPlelGreiey = ITI2 D 10%l 72 < ITIPsupp (9)F ) 10%l1% .

la|<k lo| <k

also T' € D'(2) nach Teil 1, Lemma 2.2. O

Fiir k > 2 ist H*(Q) kein Banachverband, wie das Beispiel Q = (—1,1), v(z) = z zeigt,
es ist (vh)”" =9.

Definition 4.19 Fiir V = H}(Q) bezeichnen wir V* mit H1(£2). O
Wir beschéftigen uns mit der Regularitit nichtnegativer linearer Funktionale.

Lemma 4.20 Sei Q C R" offen, sei T € D'(QQ) Distribution mit T > 0. Dann gibt es zu
jedem A CC Q ein Cy >0, so dass

()] < Callell » (4.37)
fir alle p € D(Q) = C§°(£2) mit supp (p) C A.
Beweis: Wir wihlen ¢ € D(Q) mit 0 < ¢ < 1 und ¢|A = 1. Dann gilt

lell?+9 >0, ol ¥—¢>0,

fir alle ¢ € D(£2) mit supp (p) C A. Es folgt

T(llellt +¢) 20, T(lellot —¥) 20,

und hieraus
T(p)] < llellT(%) -
O

Satz 4.21 Sei Q@ C R™ offen, sei T € D'(2) Distribution mit T > 0. Dann gibt es ein
requldres, auf kompakten Teilmengen A von ) endliches Borelmaf u, so dass

T(v) = / vdpu (4.38)
Q
gilt fiir jedes v € D(Q).
Beweis: Folgt mit Lemma 4.20 aus einem Satz der Mafitheorie. O

39



Satz 4.22 Sei V' ein Banachverband mit ||v*|| < ||v|| und ||v~|| < ||v| fir alle v € V, sei
T :V — R linear und nichtnegativ. Dann ist T stetig.

Beweis: Wegen
T()| = T@") =T )| < [T+ [T, [Tl < ol 7] < ol
geniigt es zu zeigen, dass es ein M > 0 gibt mit
|T(w)| < M, fir allew > 0 mit ||w]| < 1. (4.39)

(Es folgt dann |T'(v)| < 2M||v|| fir alle v € V.) Wir nehmen an, dass es ein solches M
nicht gibt. Sei (vy,)nen Folge in V' mit

v >0, v <1, T(vn)znz.

Wir setzen
"1
W = Z ﬁvn .
n=1
Dann gilt

=1 =1
> Sluall <30 < o0,
n=1 n=1

also ist (w,,) konvergent, sei w,, — w € V. Aus w,, < wy fir alle k > m folgt w,, < w,
also auch T'(w,,) < T'(w), aber andererseits gilt

1
T(wy,) = —T(v,) > T(w),
(wm) = 32 5T (00) 2 m > T(w)
falls m hinreichend grof3, ein Widerspruch. O

Satz 4.23 Sei T : H(Q2) — R linear, sei g € L*(2) mit g > 0, es gelte
0<T(v) < / g(x)v(z)dx, fiir allev € HY(Q) mit v > 0. (4.40)
Q
Dann gibt es ein f € L*(Q) mit 0 < f < g und

T(v) = Qf(:zr)v(:r) dx, fir allev € H(Q). (4.41)

Beweis: Fiir alle v € H'(Q) gilt
T( T <T")+T(7)

x) dr + /Qg(ﬂf)v_(w) dz < ||glly v lly + llgll oIl (4.42)

IN
\

/\

< ||9H vl -
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Da H'(Q) dicht ist in L*(), lisst T sich eindeutig zu einem T € (L*())* fortsetzen.
Nach dem Darstellungssatz von Riesz fiir den Dualraum eines Hilbertraums existiert ein
f € L*), so dass (4.41) gilt. Es folgt

0< / Fa)o(z) de < /Q o(z)o(x) dx (4.43)

fiir alle v € H'(Q), v > 0. Da es zu jedem v € L*(Q2) mit v > 0 eine Folge (v,)nen in
H'(Q) mit v,, > 0 und v,, — v in L*(Q) gibt, gilt (4.43) auch fiir alle v € L*(Q) mit v > 0,
also folgt 0 < f < g. O

Satz 4.24 Sei V' ein Banachverband mit ||[vt]| < |[v]| und |[v™]] < ||Jv|| fir alle v €
V, seien v*,w* € V*, sei {v*,w*} nach oben beschrinkt. Dann haben v* und w* ein
Supremum v* V w* in V*.

Beweis: Skizze. Es geniigt, den Fall w* = 0 zu betrachten. Man zeigt, dass durch

2*(v) = Oiug v (w), v>0,

Z) =) —2*(v), vevV,

eine lineare Abbildung 2* : V' — R definiert wird, welche nach Satz 4.22 auch stetig ist,
und dass z* = v* V 0 gilt. O

Wir kénnen nun schlieen, dass fiir lineare stetige Funktionale auf L?(Q2) die Supremums-
bildung in L?(2) und H~(Q2) zum gleichen Ergebnis fiihrt. (Dieses Ergebnis werden wir
im Folgenden nicht benétigen.)

Folgerung 4.25 Sei V = H'(Q), f € L*(Q), sei F' € V* definiert durch

_ /Q F@y(a)dz, veV. (4.44)
Dann existiert F* = FV 0 in V*, und es gilt
") = [ fraha)de, 1 (@) = max{f(),0) (4.45)
fiir alle v €V,

Beweis: Wir setzen
Glv) = [ gla)ule)dr,  g(w) = max{f(),0.

dann ist G € V* eine obere Schranke von F' und 0. Nach Satz 4.24 existiert F™ = F' V0
in V*. Nach Satz 4.23 gibt es ein h € L*(Q2) mit 0 < h < g und

Fr(v) = / h(z)v(z)dz, fir alle v € V.
Q
Da F < F*" in V*, folgt f < h, also auch g < h und damit ¢ = h, G = F*. O
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5 Das Hindernisproblem

Sei V' ein Hilbertraum, a : V x V' — R eine stetige Bilinearform, /' € V* und K eine
konvexe abgeschlossene Teilmenge von V. Wir betrachten die Variationsungleichung

a(u,v —u) > (F,v—u) , firalleve K, (5.1)

ue K. (5.2)

Wir schreiben (F,v) fir die Anwendung von F auf v. In Teil 1, Satz 6.7, haben wir
gesehen, dass (5.1), (5.2) eine eindeutige Losung u hat mit

1
lully, < EHFl Ve (5.3)

falls a V-elliptisch ist,
a(v,v) > cillv||3, fiir allev € V. (5.4)

Wir haben aulerdem gesehen, dass diese Losung u € K das eindeutig bestimmte Minimum
von

1
J(U) = 5&(1},1)) o <F7 U> (55)
auf K liefert, falls die Bilinearform a symmetrisch ist.

In Teil 1 wurde der Fall K =V untersucht, welcher auf die Variationsgleichung
a(u,v) = (F,v) , firalleveV, (5.6)
fithrt. Wir betrachten als Modellproblem
a(u,v) = / (Vu(z),Vo(x)) dz, V = Hy(Q), (5.7)
Q
welches im Falle K =V und
(F,v) / f(z)v(x)dx, feL*Q), (5.8)

dem Randwertproblem —Awu = f in , u = 0 auf 02 entspricht.

Im Hindernisproblem setzen wir
K={v:veV, v>y}. (5.9)
Hier ist ¢ : 2 — R eine gegebene Funktion.

Voraussetzung 5.1 Sei € C(Q) N HY(Q), es gelte 1 < 0 auf 09. O
Durch
(Au,v) = a(u,v), wu,v € Hy(Q), (5.10)
wird ein linearer stetiger Operator
A HYQ) — H Q) (5.11)
definiert. Fassen wir u € H}(Q) und Au € H~(Q) als Distributionen auf, so gilt
Au = —Au,

wenn wir die Ableitung als distributionelle Ableitung verstehen. Wir fassen zusammen:
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Satz 5.2 (Eindeutige Losbarkeit)
Mit V = H}(Q) hat das Hindernisproblem

a(u,v —u) > (F,v—u) , firalevekK, (5.12)
weK, K={v:veV v>y}, (5.13)
fiir jedes F € H1(Q) eine eindeutige Lisung u € V. O

Im Folgenden setzen wir immer V' = H} (), wenn nichts anderes gesagt ist.

Satz 5.3 (Komplementaritét)
Seiu € V, es gelte Voraussetzung 5.1. Es gelte Au € L*(Q) und

Py = [ f@p@)de, e L¥@).
Q
Dann ist u genau dann eine Losung des Hindernisproblems (5.12), (5.13), wenn gilt

u>v, Au>f, (Au—f)lu—v¢)=0. (5.14)

Die Bedingungen (5.14) heifen Komplementaritatsbedingungen. Sie besagen insbesonde-
re, dass Au(x) = —Au(x) = f(x) gilt in Punkten z mit u(z) > ¢ (z), also auflerhalb der
Koinzidenzmenge {u = ¢ }.

Beweis: “=": Sei u Losung des Hindernisproblems. Da v + w € K gilt fiir alle w > 0,
gilt
(Au,w) > (F,w) , fiir alle w >0,

und daher Au > Fin H1(Q), Au > fin L*(Q). Sei U C Q messbar, es gelte dist (U, 9Q) >
0. Wir definieren
X" = XU * 1k

mit der Standardglattungsfunktion 7., und wéahlen eine Folge €,, — 0, so dass fiir x,, = x**
gilt
Xn — Xu, sowohlin L*(Q) als auch punktweise f.ii.

Es gilt 0 < x,, < 1. Setzen wir
v=(1—=xn)u+Xn® =+ X0 (Y —1u),

dann gilt v € K fiir hinreichend grofles n, also

0<(Au— F,v—u) :/Q(Au—f)(w—u)xndx.

Grenziibergang n — oo ergibt

0 Au — —u)dx.

< [ tau=pw —uyds

Da U beliebig war, folgt (Au — f)(¢y —u) > 0 und damit auch
(Au— f)(u—1)=0.
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“<”: Sei v € K. Es ist

(Au— Fiv —u) = [ (Au— f)(v — u) dx

" (5.15)
:/ (Au—f)(v—u)dx—I—/ (Au— f)(v —u)dz.

{u>y} {u=¢}

Aus (5.14) folgt, dass
v—u=v—1 >0, auf{u=1},
Au— f =0, auf{u>}.
Es ergibt sich in (5.15)
(Au— Fyv—u) > 0.

Da v € K beliebig war, ist u Losung des Hindernisproblems. O

Es erhebt sich die Frage, ob Au = —Au € L*(Q) gilt fiir die Losung v € H}(Q) des
Hindernisproblems. Diese ist Teil der allgemeinen Frage nach der Regularitéit der Losung
u.

Beispiel 5.4 Sei Q = (—1,1) CR, FF =0,

U(r) == —|z|. (5.16)

Wir zeigen, dass
u(z) = =(1—|z|) (5.17)

die eindeutige Losung des Hindernisproblems ist. Fiir beliebiges v € Hj(2) gilt v(1) =
v(—1) =0, also

Da v(0) > ¢(0) = 5 fiir v € K, folgt
(Au,v —u) >0, firalleve K.
Da u > v, ist u die Losung. Sie ist Lipschitz-stetig, aber es gilt
Au=—u" =9,

also Au ¢ L*(Q). In der Tat, Au € L*(Q) kann nur gelten, wenn A, eingeschrinkt auf
die Koinzidenzmenge {u = 1}, eine L>-Funktion ist. Ohne das Hindernis wire u = 0 die
Losung, also beliebig glatt. O
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Wir betrachten nun ein Beispiel, in dem das Hindernis glatt ist.

Beispiel 5.5 Wie oben sei Q = (—1,1) C R, FF = 0. Sei nun
Y(z) =1—42°. (5.18)

Wir definieren £ € (—1,0) als denjenigen Punkt, fiir den die Tangente an die Funktion
im Punkt (£,(€)) durch den Punkt (—1,0) verlduft, also

V(&) =Y (E+1). (5.19)
Fiir n = —¢ € (0, 1) gilt dann
v(n) = =¥ (n)(1 —n). (5.20)
Wir zeigen, dass
V(&) +Y(E)x—¢§), z<¢,

u(x) = ¢ P(x), E<a<n, (5.21)
Y(m) +Y'(m)(x—n), n<w,

die Losung des Hindernisproblems ist. Fiir v € HJ () gilt

(Au,v —u) = a(u,v —u) = / (&)W () =Y (£)) dx

/ Y (x d:zc—l—/ P'(n —'(n)) dz
= $(O(E) — OE+ 1] + [ (2)(0(z) - w@:))]j Z
- [ @) = vt e l-ola) = )1 - )
Mit (5.19), (5.20) folgt nun
Au,v — u) "( x))dr =8 nvx— x)dr >0
( = [ vy =5 [ o) - ) e >
fiir alle v € K, also ist u die Losung. Es gilt
V&), v <¢, 0, T <§,
u(z)={d'(x), E<a<n, W(2)=q¢"(2), E<z<n,
V'), n<w, 0, n<w,

das heifit, v’ ist Lipschitz-stetig, Au = —u” ist beschrankt, aber unstetig. In diesem Fall
ist die Voraussetzung Au € L?(2) von Satz 5.3 erfiillt.

Fiir die Losung des Hindernisproblems gilt Au > F in H~}(Q), dav = u+w € K fiir alle
w > 0. Wir suchen nun nach einer oberen Schranke fiir Au. Zu diesem Zweck betrachten
wir das Hilfsproblem: Gegeben ist G € H~ (), gesucht ist @ € H} (), so dass

(At,v — 1) > (G,v—1a) , firalleve K, (5.22)
GeK, K={v:veV, v<y}. (5.23)
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Definition 5.6 (Unterlésung) )
Ein z € Hj(Q) heift Unterlésung von (5.22), (5.23), falls z € K und Az < G in H ()
gelten. O

Eine Losung @ des Hilfsproblems ist auch Unterlosung, da v = o — w € K gilt fiir jedes
w > 0, also Au < G.

Satz 5.7 Jede Losung @ des Hilfsproblems (5.22), (5.23) ist mazimale Unterlésung, das
heifst, es gilt u > z fiir jede Unterldosung z des Hilfsproblems.

Beweis: Sei 2 eine Unterlosung, wir setzen v = z V@ in H}(Q). Es gilt v < ), alsov € K,
also
(Au,v —a) > (G,v — 1) . (5.24)

Es ist
v—a=zVu—u=(z—a)t>0.

Da z Unterlosung ist, folgt
(Az,v —a) < (G,v—ay) . (5.25)

Wir subtrahieren (5.24) von (5.25) und erhalten
0> <AZ - Aﬂa (Z - a)+> = CI,(Z - u, (Z - QNL)+) = a((z - QNL)—’—, (Z - a)+) )
also
(z—a)" =0, z<a.
(]

Dem Hindernis ¢ € H(2) kénnen wir das Funktional Ay € H~'(Q) zuordnen, da wir
durch
(Au,v) = a(u,v), uwe H(Q),ve HiQ), (5.26)

den in (5.11) definierten Operator zu einem Operator
A:HY(Q) = H Q) (5.27)

fortsetzen konnen.

Satz 5.8 (Lewy-Stampacchia-Ungleichung)
Es gelte Voraussetzung 5.1, sei F € H™1(QQ), es gebe eine obere Schranke fiir F und A
in H=Y(QY). Dann gilt fiir die Losung u des Hindernisproblems aus Satz 5.2

F<Au<FVAY (5.28)
in H=1(9).
Beweis: Nach Satz 4.24 existiert F'V Ay in H~'(Q). Wir betrachten das Hilfsproblem

(5.22), (5.23) mit )
G=FVAY, Y=u.

Es gilt K # ), da v € K. Das Hilfsproblem hat also eine eindeutige Losung @ € H}(Q). Da
Y <wuund AY < F'V At ist ¢ Unterlosung des Hilfsproblems. Nach Satz 5.7 folgt ¢ < 4,

46



also & € K. Setzen wir v = u in der Variationsungleichung (5.22) des Hilfsproblems, so

erhalten wir
a(t,u —a) > (FV Ay, u—1a) . (5.29)

Setzen wir v = @ in der Variationsungleichung des Hindernisproblems (5.12), so erhalten
wir, da u > u,
a(u, @ —u) > (Fia—u) > (FV AY, 0 —u) . (5.30)

Addition von (5.29) und (5.30) ergibt

also u = u und daher auch Au = Au < G = FV Au. O

Satz 5.9 (Regularitit im Hindernisproblem)
Es gelte Voraussetzung 5.1, sei f € L*() und F € H™'(Q) definiert durch

(F,v) = /Q F@)o(a) dz . (5.31)

Sei auferdem Ay = —Avy € L*(Q). Dann hat das Hindernisproblem (5.12), (5.13) genau
eine Losung v € H (), und fiir diese gelten die Komplementarititsbedingungen

W>g, Au>[, (Au—f)u—y)=0. (5.32)
Es gilt Au = —Au € L*(Q) sowie u € H*(U) fiir jedes offene U CC ().
Beweis: Durch
(G.0) = [ max{f().~Av(@)ota)dz, v e HY@).
wird eine obere Schranke von F und Ay = —At) in H~(Q) definiert. Nach Satz 5.8 folgt

F<Au< FV Ay in H1(Q). Aus Satz 4.24 folgt nun Au € L*(9), also gilt (5.32) nach
Satz 5.3. Die Regularitédtsaussage folgt aus Satz 8.7 in Teil 1. O
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6 Homogenisierung: Einfiihrung

Wir betrachten wieder einmal
Lu=f, (6.1)

wobei

Lu=— Y 0i(a;(z)0u) = —div (A(z)"Vu) . (6.2)
ij=1

In den Anwendungen ist es in der Regel so, dass die Form des Operators L durch das zu-
grundeliegende Modell (etwa das physikalische Erhaltungsgesetz) bestimmt wird, wihrend
die Koeffizienten a;; Eigenschaften des Mediums wiedergeben, in dem sich der Prozess ab-
spielt (Wérmeleitkoeffizienten, Elastizitdtsmoduln, elektrische Leitfdhigkeit etc.). Sind die
Koeffizienten a;; konstant (d.h. in (6.2) unabhéngig von z), so spricht man von einem ho-
mogenen Medium, andernfalls von einem inhomogenen Medium. Inhomogenitiaten konnen
verschiedene Formen annehmen. Besteht das Medium im Gebiet €2 etwa aus unterschied-
lichen Materialien My, ..., M, welche die Teilgebiete €2y, ..., 2k einnehmen und durch
Koeffizienten a;jx, k € {k, ..., K}, charakterisiert sind, so ist

K

a;i;(x) = Z aijelo, (), (6.3)

k=1
wobei 1q, die charakteristische Funktion von €y, ist.

Inhomogenitéten konnen auf zwei (oder mehreren) “Skalen” auftreten. Betrachtet man
beispielsweise die Biomechanik des menschlichen Knochens, so liegt die Makroskala im
Zentimeterbereich, die fiir die innere Festigkeit mafigebliche pordse Struktur weist cha-
rakteristische Langen im Bereich 10 — 100 pm auf, beschrieben etwa durch Materialpara-
meter

azE] (._'L') )
wobei wir uns ¢ als klein vorstellen. Man will nun den Einfluss der mikroskopischen Struk-
tur auf die makroskopischen Eigenschaften untersuchen, und zwar nach Moglichkeit in

einer geeignet gemittelten Form.

Wir betrachten ein eindimensionales Beispiel. Sei Y = (0,1) ein Referenzintervall im R,
sei @ € L™>(0,1). Vermittels

aly+1)=aly), yeR, (6.4)

konnen wir a eindeutig zu einer [-periodischen Funktion a € L>*(R) fortsetzen. Wir defi-
nieren nun fiir gegebenes ¢ > (

at(z) =a (£> ) (6.5)

£
und betrachten in Q = (dy, d2) das Randwertproblem
—0,(a(x)0pus) = f, x€Q, (6.6)
Us(dl) = ue(dg) =0. (67)

Der Koeffizient a® variiert mit der Periode el. Wir setzen voraus, dass es Konstanten
Cay Cq > 0 gibt mit
e <aly) <C,, firalleyeV. (6.8)
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Offensichtlich gilt
co <a(x) <C,, firallexeQ. (6.9)

Das elliptische Randwertproblem (6.6), (6.7) hat also nach dem Satz von Lax-Milgram
eine eindeutige schwache Losung u. € H} (). Es erhebt sich nun die Frage, ob u. in
irgendeinem Sinne gegen ein uy konvergiert, und ob ein solches uq als Losung eines geeignet
gemittelten Randwertproblems erhalten werden kann. Es gilt (siehe Teil 1, Kapitel 6)

1
el gy < =1 sy (6.10)

also ist (u.)e>o beschriankt im Hilbertraum H; (). Es gibt daher eine schwach konvergente
Folge

Ue, — U € H&(Q), e — 0, (6.11)
oder #dquivalent
U, = up in L*(Q), Opuc, — Gpug in L*(Q). (6.12)
Wir definieren nun
&(x) = a®(x)0pus(z), z €, (6.13)
dann gilt nach (6.6)
-0, = f, infL (6.14)
Die Menge (&) ist ebenfalls beschrinkt im H}(£2), wegen (6.14) und weil
Ca
1€l 20y < CallOste|l 20y < C_HfHLQ(Q)' (6.15)

gilt. Also gibt es & € HL (), so dass (nach Ubergang zu einer Teilfolge)
&, — & inL*Q), 0,4, =—f=0.& in L*Q). (6.16)

Da Q = (d;,ds) eindimensional ist, erfiillt jede beschrinkte Teilmenge von H}(Q) die
Voraussetzungen des Satzes von Arzela und Ascoli, also gilt fiir eine Teilfolge

&, — & gleichméBig in Cldy, dy. (6.17)

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen uy und &,. Nach (6.13) gilt

.
as ()

Opue () = &(r), zeQ, (6.18)

und aus (6.9) folgt
1

Ca
das heifit, (1/a%) ist beschriankt in L>°(2). Wie wir spéter beweisen werden, gilt dann fur
eine weitere Teilfolge

1 1
< —< — 6.19
—af T ¢, ) ( )

1. 11
— =— | ——=dy. 2
e L (6:20)
Es folgt (wie wir ebenfalls spiter sehen werden)
1 :
— = 6%, in LX(Q). (6.21)
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Da O,u., — Oyup in L?(2) nach (6.12), erhalten wir aus (6.18) und (6.21)

!
Opup(x) = %/0 ﬁ dy - &(x) . (6.22)

a’ = G /Olﬁdy)_l . (6.23)

Aus (6.22) und (6.14) folgt schlieBlich

Wir setzen nun

—0,(a"0pug) = f, 1 €Q, (6.24)
sowie
us(dy) = u.(dg) =0. (6.25)

(Da H}(dy,dy) C C|dy,ds), gilt (6.25) im klassischen Sinn.) Es hat sich also herausgestellt,
dass der “Homogenisierungslimes” ug die wegen a’ > ¢, eindeutige Losung des Randwert-
problems (6.24), (6.25) ist, mit dem durch (6.23) gegebenen konstanten Koeffizienten a°.
Aus der Eindeutigkeit von ug folgt nun weiter, dass

Ue

— g in Hy(Q) (6.26)

k

fiir jede Folge e, — 0.

Da a” konstant ist, lisst sich eine explizite Losungsformel fiir 1o angeben, ndmlich

2o () :—%/Or/otf(s)dsdwr%/ol /Otf(s)dsdt. (6.27)

Wir betrachten als Beispiel

(0,1)=(0,1), aly)=1+y,. (6.28)
Es ist

1 —1 d In(1 ' In2 0 ! 6.29
Aa(y) y_n( +y)’0_n 9 G_E7 ( )

aber andererseits .

3

/ aly)dy =3, (6.30)

0

Der Homogenisierungskoeffizient a° ist also nicht das Integralmittel von a. Dasselbe gilt
im Beispiel

1, O0<y<?2
0,0) =(0,1), =<7 3 6.31
0.)=(0.1), aly) {27 e (6:31)
Hier ist .
1 2 1 1 5 6
— dy==-14+4-.-== 0= 6.32
Lt Rt S TG (6.32)
aber .
2 1 4
dy—2 142.0-2 6.33
/Oa(y)y 3 +3 3 ( )



Wir kehren nun zur mehrdimensionalen Situation zuriick und interpretieren die variatio-
nelle Losung im Fall unstetiger Koeffizienten (6.3). Ist die rechte Seite f in (6.1) glatt, so
wird man nicht erwarten konnen, dass Vu(z) stetig ist in Punkten, in denen A(z) unstetig
ist. Wir nehmen an, dass () zerfillt geméf

ﬁzﬁlLJﬁg, leQQZQ), (634)

wobei (21, {2y offene Teilmengen einer beschrinkten offenen Menge 2 C R"™ sind. Seien
99y, 0Q, hinreichend glatt, sei u € H} () eine schwache Losung von

—div (A(z)'Vu) = f in Q (6.35)

mit v = 0 auf 99, sei auferdem u € C(Q), u € C?*(Q;) fir i = 1,2, und seien die
Ableitungen Vu in €; stetig auf 0€; fortsetzbar. Wir bezeichnen diese Fortsetzungen mit
Vu;. Wir setzen nicht voraus, dass Vu; und Vuy auf 0€2; N 9y iibereinstimmen. Sei
auBerdem A : Q — R™™ stetig differenzierbar auf ; und stetig fortsetzbar mit den
Fortsetzungen A;, Ay. Dann gilt fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(Q2)

/f dm—/Vu( VT A(2)V(x dx—Z/ Vu(z)T A(z)V(z) de =

=—Z / div (A(x)"Vu(@))p(@) de+ 3 [ V(€T A(E)n(€)e(€) dS(€)

i=1 /O

also wegen (6.35) und da ¢ = 0 auf 92

2

3 / Vuil€)T AN (€)p(€) dS(E) =0, fiir alle p € CF().  (6.36)
001NN
Da fiir die Normalen n; an 0€); gilt ny = —ngy auf 0€2; N 08y, folgt mit n = ny

/ Vur(€)" Ar()n(€)e(€) dS(8) = / Vus(€)" A2(§)n(&)p(€) dS(€), (6.37)
001 N0 19}

Q1NONs

fiir alle ¢ € C5°(92), also
<A1( ) Vu1 > = <A2 VUQ ) ([L’)> s fast iiberall auf an N 892 (638)

Das bedeutet, dass die Normalkomponente des Flusses A(z)TVu(z) stetig ist iiber die
Unstetigkeitsfliche 02y N 0€2y hinweg. Besitzt also fiir eine zu modellierende Situation
(etwa ein Diffusionsprozess) der Fluss der betrachteten Grofie diese Erhaltungseigenschaft
(ndmlich dass auf der Fliche keine Produktion von Fluss stattfindet), so wird sie durch
die variationelle schwache Losung korrekt wiedergegeben.
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7 Mittelung und schwache Konvergenz

Nach Definition ist eine Folge (v, )nen in LP(€2) genau dann schwach konvergent gegen ein
v e LP(2), wenn gilt

lim [ v,(x)p(z)dr = / v(z)p(x)dr, fiir alle ¢ € LY(Q), (7.1)

wobei 11
Sho=1. (7.2)

P q

Im Falle p = oo ist (v, )nen schwach-x-konvergent gegen v genau dann, wenn (7.2) gilt fiir
q = 1. Eine Teilmenge [ von R" der Form

n

I= H(ai,bi), bzw. [ = H[ai,bi]

i=1 i=1

heifit offenes bzw. abgeschlossenes Intervall im R".

Satz 7.1 Sei Q) C R" offen, sei (v,)nen Folge in LP(Q2), 1 < p < o0, seiv € LP(S2). Dann
sind dquivalent:

(1) (Un)nen konvergiert schwach gegen v (im Fall p = 00: (vy)nen konvergiert schwach-x
gegen v).

(i) (Un)nen ist beschrankt im LP(Q) (das heift, die Menge {||vy||pqy : n € N} ist be-
schrankt), und

n—oo

lim Ivn(:c) dq::/lv(:c) dx (7.3)

fiir alle Intervalle I C (0.

Beweis: “(i)=(ii)": Jede schwach konvergente (bzw. schwach-x-konvergente) Folge ist
beschrankt (siche Funktionalanalysis), und (7.3) ergibt sich, wenn wir ¢ = x; in (7.1)
setzen.

“(ii)=-(i)”: Nach (7.3) gilt (7.1) fiir alle ¢ = xy, I Intervall, und damit auch fiir alle
einfachen Funktionen .
Y= Zakxjk , o €R. (7.4)
k=1
Sei ¢ € L1(Q2) beliebig, ¢ wie in (7.2), sei § > 0. Da die Menge der Funktionen der Form
(7.4) dicht ist in L9(£2), gibt es ein solches s mit

I —esll, < 9.
Es gilt nun

/Q(Un—U)QDdl‘:/Q(Un—U)%der/(vn—v)(go—gog)da:.

Q
Sei ng so, dass

<9

/Q(vn —v)psdx
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fiir alle n > ng, dann folgt

/Q(vn —v)pdx

fiir alle n > ng, wobei C' weder von ng noch von § abhéngt. O

< 5+ [lon — v, ll — wsll, < €3,

Fiir p = 1 impliziert (ii) im allgemeinen nicht (i).
Sei Y ein Intervall im R™ der Form

n

v =[J0.1), Li>o0. (7.5)

i=1
Definition 7.2 FEine Funktion f : R"™ — R heifit Y -periodisch, falls

gilt fiir alle x € R", 1 <1i < n, wobei e; der i-te Einheitsvektor im R™ ist. O

Offensichtlich gilt fiir jede Y-periodische Funktion

Jedes f : Y — R lésst sich zu einer Y-periodischen Funktion f : R™ — R fortsetzen, die
eindeutig bestimmt ist bis auf die Nullmenge, die durch Translation von Y gemaf (7.7)
gegeben ist.

Lemma 7.3 Sei f:R" — R Y-periodisch, f|Y € LY(Y). Dann gilt fiir alle y, € R"

/yO+Y fly)dy = /Yf(y) dy . (7.8)

Beweis: Es geniigt, den Fall yy = ce;, ¢ € R, zu betrachten. Wir setzen
g(yi):/ Fi oY) dyr - dyia dyir -+ - dyy, -
[1;:(045)

Es ist dann

[ fw= [ owran= ([ / Vo= ( [+ [ )otwa
[, wtwan= [ s

Fiir die durch



definierte Funktion folgt dann mit der Substitutionsformel und Lemma 7.3, da f. (¢Y)-

periodisch ist,
/g(y0+y) fe(x) de = /ay fe(x) dz = gn/yf(y) dy (7.9)

fiir alle yo € R™ und alle € > 0.
Als Beispiel betrachten wir

Y=(0,1), f:Y—=R, f(y)=sin2ny). (7.10)

Fiir jedes Intervall I = [a,b] C R gilt

/ab fe(x)de = /ab sin (27%) dx = —% cos (27T§>

fiir ¢ — 0, und aus Satz 7.1 folgt f. — 0 in LP(I) fiir 1 < p < 0o bzw. f. = 0in L>(I).
Andererseits gilt

||fH2 _b—a+8 . (4nb L 4dra _>b—a
ellrz(Q) = B S Sin - Sin - 5

fiir e — 0, also konvergiert f. nicht stark gegen 0.

b
—0

a

Notation 7.4 (Mittelwert)
Sei Q C R™ messbar, |Q| := meas () < co. Wir definieren den Mittelwert von f € L*(Q)
durch

1
Malf) = o /Q f(y)dy. (7.11)

O

Satz 7.5 (Schwache Konvergenz gegen den Mittelwert)
Sei Q@ C R"™ offen, beschrinkt, sei Y = []'_,(0,1;), sei p € [1,00], sei f : R" — R eine
Y -periodische Funktion mit f € LP(Y'). Dann gilt im Fall p < oo

fe = My (f) in LP(Q), fire —0, (7.12)

und im Fall p = oo

fo = My(f) in L>™(Q), fire — 0. (7.13)

In jedem Fall gibt es zu jedem Intervall I C R™ eine von f unabhdingige Konstante c, so
dass

||f€||LP(I) < CHfHLP(Y) J (7.14)
fiire > 0.

Beweis: Sei zunichst

I'=(a,b) = | J(ai b;) (7.15)
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ein beliebiges offenes Intervall im R™. Beginnend in der Ecke a mit dem Intervall a + Y,
fiilllen wir I aus mit aneinandersto3enden Intervallen der Form

Jszl’—i‘éY, xi:aiﬁ—jiali, OS‘]ZSI{?;S, (716)
wobei & € N mit
Sei A¢ die Menge aller solcher J. mit J. C I, dann ist
€ - € : n| Ag| _ 1: - s_nbi_ai_ul
| A%] _Hk; lim e |A|_£%Hgki _Hl ek (7.18)

Sei B® die Menge aller restlicher solcher J., so gilt
|BE|: E ||k}§, hr%E”|BE|:hI%€§ ||g]g]5.:0, (7‘19)
e— e—
=1 j#i i=1 j#i

Nach dieser Voriiberlegung beweisen wir die Beschréanktheit der Menge (f:)c>o in LP(£2).

Fiir p = oo gilt offensichtlich || fc||, = || f|l.- Sei nun p € [1,00). Dann gilt nach (7.9)
Iy < 3 [ 1@t S [ 1n@pa
JeeAs J.eBe
=1 [l g+ 87 [ 1y (7.20
Y H_)/O—’ Y

0 [ rwpdy.

also folgt die Beschrianktheit und auch (7.14). Wir beweisen nun die behauptete Konver-
genz fiir den Fall p > 1, indem wir Satz 7.1 anwenden. Fiir ein beliebiges Intervall I C 2
gilt ndmlich analog zu (7.20)

/fs )dr = Z x) dx + Z fe(x) dx

JocAs e J.cBe / JeNI

%m/yf(y)dy:|]|MY<f>:/IMY(f)dJC

Es bleibt zu beweisen die Konvergenz im Fall p = 1. Sie wird zuriickgefiihrt auf den Fall
p > 1. Sei [ ein festes Intervall im R™ mit 2 C I, sei n > 0 beliebig. Wir wéhlen ein
fme L*(Y) mit

||f—anL1(Y) Sna (721)
und setzen f7 Y-periodisch auf R"™ fort. Es ist
(=) = (F =) (5) = (. = @) (7.22)

Sei p € L>(Q) beliebig. Es gilt
/Q (f.() — My (f))o(a) do = / (fox) — 2(0))p(x) da + / (f7(2) — My (f)p(x) de
+ / (My (F7) — My () () da (7.23)
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Das erste Integral auf der rechten Seite ldsst sich mit (7.14) und (7.22) abschétzen als

/Q (folx) — () ple) de

<@l (e = follry < cllelloa 1f = F iy < cllellen-

(7.24)
Fir das dritte Integral gilt

/Q (My (") — My ())pla) da

1 1
< el 120757 /Y 17700 = F)ldy < el .

(7.25)
Es ist ¢ € L?(Q), da Q beschrinkt ist. Wir wenden die fiir p = 2 bewiesene Konvergenz
an und erhalten

lim [ (f(x) = My (f"))¢p(x)dz =0. (7.26)

e—0 Q

Indem wir (7.24) — (7.26) zusammensetzen, ergibt sich

lim [ (fe(x) — My (f))¢p(x)dr =0. (7.27)

e—0 Q

Definition 7.6 (Kompakte Einbettung)
Seien (X, |- |lx), (Z,|-|l;) Banachriume mit X C Z. X heifst kompakt eingebettet in
Z, falls jede beschrinkte Teilmenge von X relativ kompakt ist in Z. Wir schreiben

X ccZz. (7.28)

O

Aquivalent dazu ist, dass die kanonische Einbettung j : X — Z eine kompakte Abbildung
(im Sinne der Funktionalanalysis) ist.

Satz 7.7 (Kompakte Einbettung im Sobolevraum)
Sei Q) C R™ offen und beschrdinkt. Dann gilt

WyP(Q) cc LP(Q),  fir alle p € [1, oq]. (7.29)
Ist 09 ein C'-Rand, so gilt auch

WP (Q) cc LP(Q), fiir alle p € [1,00]. (7.30)
Beweis: Siehe etwa die Biicher von Evans, Gilbarg/Trudinger, Wloka. O
Folgerung 7.8 In der Situation von Satz 7.7 gilt: Jede beschrinkte Folge in W, P (Q) bzw.

WP (Q) hat eine Teilfolge, die in der LP-Norm konvergiert. Jede in Wy () bzw. W'P(Q)

schwach bzw. schwach-x konvergente Folge konvergiert auch in der LP-Norm. O
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Satz 7.9 (Ungleichung von Poincaré fiir Mittelwerte)
Sei 2 C R™ beschrinkt, offen, zusammenhingend mit einem C*-Rand 9, seip € [1,00].
Dann gibt es ein C' > 0 mit

v = Mo ()|l 1) < ClIVVl 1), firalev e W?(Q). (7.31)

Beweis: Wir nehmen an, (7.31) gilt nicht. Dann gibt es eine Folge (v, )ren in WHP(2) mit

vk = Ma(vi)l| o) > Bl VUkll 1oy - (7.32)

Wir setzen L
w = — = Malve) (7.33)

v = Ma(vi)[| oo
dann ist
Mo (we) =0, [lwgl o =1, (7.34)
NS 1

Vgl ooy = < -, 7.35
” k’HL (Q) ||Uk . MQ(Uk>||Lp(Q) k ( )

also ist (wy,)ken beschriinkt in W1P(Q). Nach Folgerung 7.8 gibt es eine Teilfolge (wg,, )men
und ein w € WHP(Q) mit
Wy, — w in LP(Q). (7.36)

Es folgt
Mg(w) =0, Hw”LP(Q) =1 (7.37)

Sei ¢ € C§°(2), dann gilt wegen (7.36) und (7.35) fiir alle j

/Qw(x)ajmp(x) dr = lim [ wy, (2)0;0(x)dx = — lim [ OQywy,, (z)e(x)dx =0,

also Vw = 0 in Q. Da Q) zusammenhéngend ist, ist w konstant, im Widerspruch zu (7.37).
O
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8 Periodische Randbedingungen

Es wird sich herausstellen, dass im periodischen Homogenisierungsproblem auch im Mehr-
dimensionalen (€2 C R™, n > 1) die homogenisierten Koeffizienten konstant sind. Zu ihrer
Charakterisierung wird allerdings die Losung eines elliptischen Randwertproblems auf
dem Referenzintervall Y = [\, (0,/;) mit periodischen Randbedingungen benétigt.

Wir betrachten das Randwertproblem

Lu=— Z aj(al](y)&u) = f, in Y, (81)
ij=1
u Y-periodisch. (8.2)

Wir sehen sofort, dass mit jeder Losung u auch u + ¢, ¢ beliebige Konstante, eine Losung
ist.

Voraussetzung 8.1 Seien a;; € L>(Y) fir alle i, j, sei L in (8.1) gleichmdf$ig elliptisch
mit der Elliptizitdtskonstanten c, > 0, das heifst,

ECA(W)E > colé)?,  fiir alle y €Y und alle € € R™. (8.3)

O

Definition 8.2 (Sobolevraum periodischer Funktionen)

Wir setzen

Coo(Y) ={v]Y 1 v e C(R"), v ist Y -periodisch} , (8.4)
und definieren H),.(Y) als den Abschluss von Co.(Y), aufgefasst als Unterraum von
HY(Y), beziiglich der H'-Norm. O

Das Intervall Y hat 2n Seiten der Dimension n — 1, ndmlich fiir jedes ¢ die beiden ge-
geniiberliegenden Seiten

S ={y:y; =0, y; € 10,1;] fiir j # i}, St={y:vi=1, y; € [0, ;] fiir j #i}. (8.5)
Die Periodizitatsbedingung
v(x + lie)) =v(x), x€SY, (8.6)

fiir v € Co2.(Y') iibertrégt sich auch auf Funktionen v € H,(Y') im Sinne der Spur,

(yv)(z + lie;) = (yv)(x), fiir fast alle z € S}, (8.7)
da die Spurabbildungen stetig beziiglich der H*-Norm sind, siche Kapitel 9, Teil 1.

Im folgenden Satz bezeichnen wir der Deutlichkeit halber mit v, die Y-periodische Fort-
setzung auf R™ einer Funktion v : ¥ — R. Wegen (8.7) ist fiir v € H} (Y die Spur yv,
auf dem Gitter

G=\He+ov:a=> jil, j €} (8.8)
i=1
wohldefiniert (fast {iberall auf jeder Seite der Dimension n — 1).
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Satz 8.3 Sei v € H!

oY), Dann ist v,|QQ € H'(Q) fiir jede beschrinkte offene Menge
Q CR”, und

Oiv, = (Ov),, 1<i<mn. (8.9)

Beweis: Sei 0;v, die distributionelle Ableitung von v, im R, sei ¢ € C§°(£2). Wir iiber-
decken supp () durch ein offenes Intervall I, welches aus verschobenen Intervallen

Vi, =y"+Y, yf:jz'lia Ji €L, (8.10)

zusammengesetzt ist, so dass

supp(p)cQcCl, [= (Uﬁ) . (8.11)

k
Nach Definition der distributionellen Ableitung gilt
@) == [ we)dig@rde == [ @i de. (8.12)
k k
Transformation auf Y und partielle Integration ergibt

/Y - (@ple) d = / o()ouole — ) do

Y

. /Y (Ow)(@)ola — o) da + / (1) (E)o (€ — yF)i(€) dS(E)

oYy

also insgesamt

oYy

(Oivp) () = Z/Y (0:v)p(x) () dx—Z/ (Yp) (§)p(&)vi(€) dS (&) - (8.13)

Die zweite Summe ist gleich Null, da auf den Seiten von 0Y}, die gleichzeitig zu 0I
gehoren, ¢ = 0 gilt, und alle anderen Seiten genau zwei Randterme mit entgegengesetzten
Vorzeichen liefern. Es folgt

(Oivp) () = /Q (0iv)p(2) () da (8.14)

und damit die Behauptung, da ¢ beliebig war. O

Lemma 8.4 Seien v,w € H}, (Y). Dann gilt fiir alle i

per

/Y v(y)ow(y) dy = — / w(y)o(y) dy . (8.15)

Y

Insbesondere gilt

/YVv(y) dy=10. (8.16)
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Beweis: Fiir den Randterm gilt wegen der Periodizitit

Léyvaﬂvwﬁd@DdS@)=:0-
O

Da die Losungen von (8.1), (8.2) nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt sein
konnen, betrachten wir den Raum

H(Y)=H,.(Y)/R. (8.17)
Die Elemente von H(Y') sind Aquivalenzklassen [v] von Funktionen v € H]} (V) mit

[u] =[v] < w—wvistkonstant < Vu=Vuv. (8.18)

Die kanonische Norm in H(Y') ist die Quotientennorm

Il = Jof el ) = infllo = cllme, - (8.19)

Satz 8.5 Durch [v] = [[Vvl| 2y wird eine Norm auf H(Y) definiert, so dass H(Y) ein
Banachraum wird, und es gibt eine Konstante C' > 0 mit

IVUll oy < Ml gy < llo = My ()| 1y < CIVOl 2y (8.20)
fiir alle ve HY(Y).
Es gilt
||VU||L2(Y) = igzga IV (v— C)||L2(Y) < ||[U]||H(Y) < flv— MY(U)HHl(Y) < C||VU||L2(Y) ’

wobei die letzte Ungleichung (und die Existenz von ') aus der Ungleichung von Poincaré
fiir Mittelwerte (Satz 7.9) folgt. Dass H(Y") beziiglich der nach (8.20) dquivalenten Quoti-
entennorm (8.19) ein Banachraum ist, liefert ein allgemeiner Satz der Funktionalanalysis.
O

Im Folgenden werden wir fiir die Elemente von H(Y) ebenfalls v statt [v] schreiben.

Wir kehren zuriick zum Randwertproblem

Lu = — Z 0i(aij(y)Ou) = f, nY, (8.21)
ij=1
u Y-periodisch. (8.22)

Wir betrachten die Variationsformulierung: Gesucht v € H(Y') mit
a(u,v) = F(v), fiir alle v € H(Y). (8.23)

Hierbei ist wie friither
awijWMU@WMW,FMILﬂW@@- (8.24)
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Wegen (8.18) ist a auf H(Y) wohldefiniert. Fiir F gilt das zunichst nicht, wir miissen
zusétzlich verlangen, dass

/Y fly)dy =0 (8.25)

gilt. Dann ist ndmlich
[ twetds= | @) - dy, i alle c € & (3.26)
Y Y

Satz 8.6 (Eindeutige Losbarkeit, periodische Randbedingungen)
Es gelte Voraussetzung 8.1. Dann hat das Variationsproblem (8.23) eine eindeutige Lisung
u e H(Y) fir jedes f € L*(Y), welches (8.25) erfiillt, und es gilt

C
Hu||ﬁ(Y) < C_||f||L2(Y)7 (8.27)

wober C' die Konstante aus der Ungleichung von Poincaré fir Mittelwerte fiir' Y ist.

Beweis: Die Bilinearform a ist stetig und H (Y)-elliptisch. Fiir die rechte Seite F' gilt fiir
alle v

|F(v)| =

KﬂW@MzLMW@ﬁMWWSMMM%MMMm

< N llzon CIVOll 2y < ClliFllzon 10l gy

wobei wir wieder Satz 7.9 verwendet haben. Die Linearform F' ist also ebenfalls stetig.
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Lax-Milgram. O

Wir kénnen die Mehrdeutigkeit der Losung des Randwertproblemis beseitigen, wenn wir
sie geeignet normieren. Wir betrachten

Lu = — Z Oj(ai;(y)ou) = f, inY, (8.28)
ij=1

u Y-periodisch, (8.29)

My (u) = 0. (8.30)

Folgerung 8.7 Unter den Voraussetzungen von Satz 8.6 hat das Randwertproblem (8.28)
— (8.30) eine eindeutige schwache Losung u € HY, (V).

per

Beweis: Nach Satz 8.6 gibt es eine eindeutige Losung in H'!  (Y). Aus dieser Aquivalenz-

per
klasse wihlen wir dasjenige u, welches zusétzlich die Bedingung (8.30) erfiillt. O

Ein alternatives Vorgehen ist das folgende. Wir definieren

Hy(Y)={v:ve H (Y), My(v)=0}. (8.31)

per

Hy(Y) ist ein abgeschlossener Unterraum von HJ (Y), da v — My (v) stetig ist, also ein
Banachraum.
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Lemma 8.8 Durch v = [|Vvl| 2y wird eine Norm auf Hy(Y) definiert, welche zur
H*'-Norm dquivalent ist.

Beweis: Nach Satz 7.9 gilt
[0l 2vy < ClIVOl gy, fiiralle v € Hy(Y),
mit einer geeigneten Konstante C'; woraus die Behauptung folgt. O

Eine Variationsformulierung des periodischen Randwertproblems im Raum Hj(Y') ist
nun gegeben durch

gesucht u € Hy(Y), so dass a(u,v) = F(v) fur alle v € Hp (Y). (8.32)

Hierbei ist F' : Hp(Y) — R eine lineare stetige Abbildung und a wie in (8.24). Wir
betrachten F' in der Form

F(v)_/ym(y),W(y» dy, h:Y —R". (8.33)

Satz 8.9 (Eindeutige Losbarkeit, zweite Version)
Es gelte Voraussetzung 8.1. Dann hat das Variationsproblem (8.52), (8.33) eine eindeutige
Lisung u € Hy (Y) fiir jedes h € L*(Y)", und es gilt

1
||VU||L2(Y) < C_||h||L2(Y)"’ (8.34)

Beweis: Auch dieser Satz folgt direkt aus dem Satz von Lax-Milgram, wobei wir die Norm
aus Lemma 8.8 zugrundelegen. O

Ist h € H! (Y), so gilt nach Lemma 8.4, angewendet mit w = h;,

per

Fv) = /Y (h(y), Voly)) dy = — /Y o(y)(div h)(y) dy (8.35)

Das entsprechende Randwertproblem ist

Lu= - 0i(ai(y)u) = —divh, inY, (8.36)
ij=1

u Y-periodisch, (8.37)

My (u) =0. (8.38)

Es fragt sich nun, ob die periodische Fortsetzung u, der Losung u von (8.32), (8.33)
eine schwache Losung der partiellen Differentialgleichung mit periodisch fortgesetzten
Koeffizienten A, und periodisch fortgesetzter rechter Seite h,, ist. Im Distributionensinn
ist das jedenfalls richtig, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 8.10 Es gelte Voraussetzung 8.1. Ist uw € Hpy(Y) die Losung von (8.32), (8.33) zu
h e LAY)", so gilt

V()" Ap(z)Vep(z) dz = / Ay(x), V(@) do (8.39)

R"

fir alle o € C(R™).
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Beweis: Sei ¢ € C§°(R"). Sei (Yk)ke x eine endliche offene Uberdeckung von supp () mit
verschobenen Intervallen Y, = y* + Y, sei (¢y)rex eine zugeordnete C®-Zerlegung der
Eins. Sei fiir jedes k € K die Funktion (gpwk) definiert als die Y-periodische Fortsetzung
von (pt)|Yy. Dann gilt

Vugla) Ae) V() dr = | Tun(w) (o) V(i) ) do
R keK
— Vu TA ( 1/} dg;_ ¢k ( )> "
keZK/ 2 k)p keZK/ gp
=5 [ thyo). (@) ds = [ (o). Tl
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9 Homogenisierung: Der mehrdimensionale Fall

Wir betrachten auf einer beschréinkten, offenen Menge {2 C R™ das Randwertproblem

—Za a5;(x)0u.) = f, inQ, (9.1)
2,7=1
u. =0, auf J. (9.2)
Die Koeffizienten sind gegeben durch
ai(0)=ay (T) . 1<ij<n, (9.3)
In Matrixschreibweise wird (9.1), (9.3) zu
—div (A(2)"Vu) = f. A%(@) = A () (9.4)

Sei
Y = [](0.%) (9.5)

wieder ein festes Referenzintervall.

Voraussetzung 9.1 Seien a;; € L®(R™) Y-periodisch und gleichmdfig elliptisch mit
Elliptizitdtskonstante c,. O

Gilt diese Voraussetzung, so hat, wie wir wissen, das Randwertproblem (9.1), (9.2) fiir
jedes f € L?(Q) eine eindeutige schwache Losung u. € H} (),

/Vu8 VI A% (2)Vo(x dm—/f dr, fiir alle v € Hy(Q). (9.6)

Wir suchen eine Koeffizientenmatrix A° (die “homogenisierte Koeffizientenmatrix”), so
dass die Losung u. von (9.1), (9.2) in einem geeigneten Sinn gegen die Losung g von

—Za aly(x)0ug) = f, inQ, (9.7)

3,7=1

uo =0, auf 00, (9.8)

konvergiert. Die Matrix A® ergibt sich aus Mittelwerten von Losungen gewisser Rand-
wertprobleme auf Y mit periodischen Randbedingungen, und zwar auf folgende Weise.
Zu jedem A € R" suchen wir eine Losung x) € Hpy(Y) des Randwertproblems (in der
schwachen Formulierung)

a(xr,v) = Fy(v), firalle v e Hy(Y), (9.9)

wobei
alu,0) = [ Vul) AW Vo) dy = [ (AW Vals), Vo) di. (9.10)
R = [ XAGTVot)dy = [ (AW Tow) dy. 0,11

64



Dieses Problem hat nach Satz 8.9 eine eindeutige Losung. Die zugehorige “klassische”
Formulierung des Randwertproblems ist

~div (A(y) V) = —div (A@)A), (9.12)
Xa Y-periodisch, My (xa) = 0. (9.13)

Ist die Koeffizientenmatrix (schwach) differenzierbar als Funktion von y, so steht auf
der rechten Seite von (9.12) eine Funktion. Ist das nicht der Fall, beispielsweise weil A
unstetig ist, so kann (9.12) nur im schwachen Sinn (9.9) — (9.11) interpretiert werden,
wobei F\ gemiB (9.11) als Element des Dualraums von H'(Y") (Dualraum von H}(Y))
interpretiert werden kann.

Mit Hilfe von y, definieren wir eine weitere Hilfsfunktion wj,

wr(y) = —xaly) + Ay (9.14)

Die homogenisierte Koeffizientenmatrix erhalten wir aus der Gleichung
AN = My (AVuw,), (9.15)

das heiBt, die i-te Spalte von A® ergibt sich, indem wir A = ¢; in (9.15) setzen. (Wegen der
Linearitat der Zuordnung A — My (AVwy,) gilt (9.15) dann tatséchlich fiir alle A € R™.)

Theorem 9.2 (Konvergenzsatz fiir periodische Homogenisierung)

Es gelte Voraussetzung 9.1, sei die konstante Matriz A° durch (9.15) definiert, sei f €
L*(Q). Dann ist A° (gleichmifig) elliptisch, das Randwertproblem (9.7), (9.8) hat eine
eindeutige schwache Lisung ug € H}(Q), und fiir die Lisungen u. von (9.1), (9.2) gilt

u, —ug in H(Q), (9.16)
(A5 Vu, — (A 'Vuy  in L*(Q)". (9.17)
Beweis: Wird im Verlaufe dieses Kapitels entwickelt. O

Im Ergebnis von Theorem 9.2 erhalten wir, dass die Funktionen af; in (9.7) konstant
sind.

Lemma 9.3 (Schwache Konvergenz von Produkten)
(i) Seien (vi)ken, (Wi)ren Folgen in L*(Q) mit

v = v in L*(Q), wy —w in L*(Q). (9.18)
Dann gilt
/ka(a;)wk(x) dx — /Qv(x)w(x) dx . (9.19)
(i) Sei (vi)ren Folge in L®(Q), (wi)ren Folge in L*(2) mit
vp — v gleichmapig, wy, — w in L*(€). (9.20)

Dann gilt
vewr — vw in L*(Q). (9.21)
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Beweis: Ubung. O
Wir definieren
&) = (A%(2)) ' Vu(z), €. (9.22)
Da A®(z) gleichméBig in x beschrinkt ist, ist & € L*(2)™.
Lemma 9.4 Es gibt ug € H}(Q) und & € L*()", so dass fir eine Teilfolge
ue —ug in HY(Q), we —ug in L*(Q), (9.23)
£ — & in LA(Q)". (9.24)
Es gilt weiter
/Q (&, V) do = /Qf(:v)v(:v) dr = /Q (o, Vv) dz, (9.25)
fiir alle v € HY(Q) und alle € > 0.

Beweis: Nach Lax-Milgram gilt mit einer geeigneten Konstante C'

C
Hu€HHé(Q) < C_HfHL2(Q) (9.26)

fiir alle & > 0. Die Menge (u.).>o ist also beschrinkt im H}(f2), es existiert daher eine
gegen ein uy € H} () schwach konvergente Teilfolge. Aus Folgerung 7.8 folgt, dass diese
Teilfolge im L?(Q2) stark gegen ug konvergiert. Da A°(z) gleichmiilig in  und ¢ beschrinkt
ist, ist (&.)eso beschrinkt im L?(Q)", es gilt also (9.24) fiir eine weitere Teilfolge. Die
linke Gleichung in (9.25) ist nichts anderes als (9.6), die rechte Gleichung folgt aus der
schwachen Konvergenz . — &. O

Wir definieren . -
ws(z) = ewy (E) =2 —exy (g> : (9.27)
Lemma 9.5 Sei A(z) = Mz, dann gilt
wi = A in H'(Q), w§— A in L*(Q), (9.28)

letzteres fiir eine geeignete Teilfolge.

Beweis: Die Funktionen

x
T = X <—>
£
konvergieren nach Satz 7.5 fiir ¢ — 0 schwach im L?(2) gegen My (x») = 0, also folgt
ws — A im L?(Q). Weiter gilt

Vuw§(z) =X = Vxa <§> .
Die Funktion y — Vxa(y) ist Y-periodisch, also gilt wiederum nach Satz 7.5
Vuws = A — My(Vxy) in L*(Q)"
Nach Lemma 8.4 gilt My (Vx,) = 0. Damit ist die erste Behauptung in (9.28) gezeigt,
die zweite folgt aus der Kompaktheit der Einbettung H'(Q2) CcC L*(). 0

Wir definieren nun

n5(x) = A% (x)Vws () . (9.29)
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Lemma 9.6 Es gilt
ni — A°X in L*(Q)", (9.30)

sowie

/Q(nf\(x), Vou(z)) dov =0, fir allev € H)(Q). (9.31)

Beweis: Aus

mi(@) = 4 (2) vun (2)

€
folgt mit Satz 7.5
77/8\ — My(AVU))\) = A°)\ in L2(Q)n

Sei nun ¢ € C§°(R2) beliebig. Wir setzen

e(y) = pley) .

Dann ist . € C3°(R"™). Wir wenden Satz 8.10 auf das Variationsproblem (9.9) an und
erhalten

| Y0, Vew) dy= [ (4w Ve dy

n

also
0= [ AwVurt). Verti) dy= [ (4 (5)Vun (2).90 (£)) aa
- [ @), Vota)) ds.
Da C5°(€2) dicht ist in H3 (), folgt die Behauptung. O

Beweis von Theorem 9.2, Konvergenz. Wir beweisen nun, dass (9.16) und (9.17)
fiir jede konvergente Teilfolge gelten. Sei ¢ € C§°(£2) beliebig. Wir setzen in (9.25) als
Testfunktion v = pws5 ein und erhalten (Argument x weggelassen)

/f¢w§dx:/(§5,V(g0w§)> dx (9.32)
Q Q
:/<§€,wa\>god:c+/(&,Vgo}widx.
Q Q

Wir setzen in (9.31) als Testfunktion v = pu. ein und erhalten

0= [ R Vu) o= [ 05 Vadpdo+ [ R Verudn. 03

In (9.32) und (9.33) sind die beiden Faktoren in den Skalarprodukten des jeweils ersten
Integrals auf der rechten Seite nur schwach konvergent, so dass wir nicht zum Grenzwert
iibergehen kénnen. Nach Definition von & und 75 gilt aber

(&, Vus) = (A" Vu., Vus) = (Vu., AVus) = (Vu, 15) - (9.34)
Wir subtrahieren (9.33) von (9.32) und erhalten wegen (9.34)

/ (60, Vo) s dr — / (15 Vo) e dae = / fous, de. (9.35)
Q Q Q
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Hier konnen wir nun einen Grenziibergang durchfithren. Nach Lemma 9.4, Lemma 9.5
und Lemma 9.3 gilt

/<§E,Vg0> widx%/@o,V(p)Adx (9.36)
Q Q

fiir eine Teilfolge, nach Lemma 9.4, Lemma 9.6 und Lemma 9.3 gilt

/ (0%, Vo) ue do — / (AN, V) ug da (9.37)
Q Q

fiir eine Teilfolge, und weiter

/fgawidx—)/fgoAdx. (9.38)
0 0

Es ergibt sich also

/<§07V<P>Ad$—/ (A°X, V) uodx:/fcp/\dx. (9.39)
Q Q Q

Wir setzen nun in (9.25) als Testfunktion v = @A und erhalten

/Qf<pAdx—/Q<go,V(<pA)> dm—/Q<go,vgp>Adx+/ﬂ<go,A>godm. (9.40)

Setzen wir (9.40) in (9.39) ein, so ergibt sich, da A%\ eine Konstante ist,

/ (&0, \) pdx = —/ (AN, V) ugdz = / (A°X, Vug) pdz, (9.41)
Q Q Q

fir alle ¢ € C§°(Q2). Hieraus folgt
(€0, A) = (A°A, Vo) = ((A%) Vg, A) . (9.42)
Da (9.42) fiir alle A € R™ gilt, folgt
&0 = (A°)" V. (9.43)
(]

Wir betrachten nun ein weiteres periodisches Hilfsproblem, was sich von (9.9) — (9.12) nur
dadurch unterscheidet, dass die Matrix A durch A7 ersetzt wird. Zu gegebenem \ € R"
suchen wir x) € Hy/(Y') mit

A

a(xr,v) = Fy(v), firalle v e Hy(Y), (9.44)
wobei a(u,v) = [, Vu" AVvdy und
B) = | ATAW)Voly) dy. (9.45)
Y

Wir setzen
A(y) = —xaly) + Ay (9.46)



Lemma 9.7 Fir alle A € R" gilt

(AN = My (ATV ) . (9.47)

Beweis: Seien ), 1 € R” beliebig, dann gilt nach Definition von A°
pr(ANIN = AT A% = AT My (AVw,) = AT My (Ap) — AT My (AV ) . (9.48)

Es ist
MMy (Ap) = My (N Ap) = My (u" ATXN) = 5" My (AT ). (9.49)

Zur Umformung des letzten Terms in (9.48) verwenden wir die Variationsgleichungen fiir
x und x,. Es ergibt sich

Y|\ My (AVY,) = / N A(y)Vxu(y) dy = / Vi) Aly)Vx,u(y) dy
Y Y
- / V(o) AW TR () dy = / W A(y)TV 3 (y) dy
Y Y
= |V |u" My (ATV ).
Insgesamt erhalten wir

,uT(AO)T/\ = ,U,TMy(AT)\ - ATV)AO\) = ,U,TMy(ATVUAJ)\) .

Folgerung 9.8 Fiir die homogenisierte Matriz A° gilt
(AT = (AT, (9.50)
Ist A symmetrisch, so auch A°.

Beweis: Ersetzen wir A durch AT in der Definition des periodischen Hilfsproblems, so
erhalten wir

(ATYON = My (ATVy) .
Mit Lemma 9.7 folgt (9.50). Ist A symmetrisch, so folgt
(A% = (AT)0 = A°.
O

Indem wir A = ¢; setzen, erhalten wir aus der definierenden Gleichung von A° Formeln
fiir die Elemente ay;. Wir setzen x; = Xe,, w; = we,, also gilt

Xi(y) +w;i(y) =ely=y;. (9.51)

Lemma 9.9 FEs gilt

a?j = MY(@ZTAVU)]') = MY(aij) — My (Z aik&ng> . (952)
k=1
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Beweis: Es ist

ay; = el A’e; = e] My (AVw;) = My (el AVw;)

= My(e?Aej) — My(GZTAVXJ) = My(&i]’) — My (Z aikaka> .

k=1

O

Die Differenz A° — My (A) ist also die Matrix mit den Elementen —My (el AVy;). Aus

diesem Grund werden die Funktionen x; als Korrektoren bezeichnet.

Lemma 9.10 Es gilt
a%; = My (VuT ATVw;) .
Beweis: Wir setzen y; als Testfunktion in (9.9) ein,
a(Xj’Xi>:Fj(X>v Fj:: F8j7
also

/VX;‘-FATVXidy:/eJTATVXidy,
Y Y

also
0= My (Vw] A"Vyx;).

Aus Lemma 9.9 erhalten wir

ay; = My (e] AVw;) = My (Vw! ATe;) .
Indem wir (9.54) von (9.55) subtrahieren, erhalten wir (9.53).
Lemma 9.11 A° ist positiv definit.

Beweis: Sei £ € R” beliebig. Dann gilt nach Lemma 9.10

fTAoé = Z fz‘a%éj = Z szy(ijTAvaz)gJ = Z My<§va;TAvaZ§Z) .

ij=1 ij=1 ij=1
Wir setzen .
Cy) =) Gwnly).
k=1
Aus (9.56) folgt nun
§rA% = My (VCTATV() = My (V(TAV() > 0,
da nach Voraussetzung an A

VT (y)A(y)VE(y) >0, fast iiberall in Y.

(9.53)

(9.54)

(9.55)

(9.56)

(9.57)

(9.58)

(9.59)

Wir nehmen an, es gebe ein & # 0 mit £7 A% = 0. Dann folgt aus (9.58) und (9.59)

V¢ () A(y)VE(y) =0, fast iiberall in Y.
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Da A gleichméfig elliptisch ist, folgt V{ = 0 fast iiberall in Y und weiter, da My (V) =0
nach Lemma 8.4,

0= My(V() = kaMY (Vwy) ZﬁkMy(t?k - Vxi) = kaMY(%) = kaek
=1 =1

k=1

=&,
ein Widerspruch zur Annahme £ # 0. O

Abschluss des Beweises von Theorem 9.2. Fiir alle £ € R™ mit & # 0 gilt

SRS 9
A% = [P A= > ¢ol€]?, (9.61)
[
wobel
co = lei el A% >0 (9.62)

wegen Lemma 9.11 und der Kompaktheit der Einheitskugel im R™. Also ist A° gleichmiBig
elliptisch. Die Losung ug von (9.7), (9.8) ist also nach dem Satz von Lax-Milgram eindeutig
bestimmt. Nach dem bisher Bewiesenen gilt: Ist (ex)ren eine Nullfolge, so gibt es eine
Teilfolge (ex,, )men mit

Ue

km—\uo.

Hieraus folgt aber, dass u., — ug gilt fiir jede Nullfolge (e4)ren. Damit ist Theorem 9.2
vollstédndig bewiesen. O

Wir wenden nun Theorem 9.2 in zwei Situationen an, in denen wir die homogenisierte Ma-
trix A° explizit berechnen kénnen. Wir reproduzieren zunéchst fiir den eindimensionalen
Fall das Ergebnis aus Kapitel 4. Wir betrachten

9, <a (g) azug) = f, inQ=(d,d), (9.63)
us(dy) = u:(dy) = 0. (9.64)

Auf dem Periodenintervall Y = (0, ;) lautet das Hilfsproblem

/Y X' (y)a(y)v'(y) dy = / a(y)v'(y)dy, fir alle v € Hy(y), (9.65)

Y

welches eine eindeutige Losung x € Hjy(Y) hat. Fiir beliebiges v € C§(Y) gilt v —
My (v) € Hy(Y), also

(X' (W)ay) — aly)v'(y) dy = 0. (9.66)
Y
Es folgt
X'(y)aly) —aly) = c € R, (9.67)
da nach (9.66) die distributionelle Ableitung der linken Seite von (9.67) gleich Null ist.
Es gilt weiter

X)) =—=+1, v@=1-X)=——=. (9.68)



Nach Definition von a gilt
a’ = My (aw') = My (—c) = —c. (9.69)

Da x Y-periodisch ist, gilt

1
Y

() ) e

Als zweites Beispiel betrachten wir ein geschichtetes zweidimensionales Medium, das heif3t,
n=2Y =Y xY;=(0,01) x(0,l3), und A héngt nur von y; ab, oA = 0. Es ergibt sich
das Problem

also

— Z 8]- <Clij <%> aiug(l'l, ZL‘Q)) = f(iU], 332) s n Q C RZ, (972)
ue =0, auf 9. (9.73)

Wir berechnen die Koeffizienten von A°. Das periodische Problem
/ VX, ATVody = / el ATVudy, fir alle v € Hy(Y), (9.74)
Y Y

hat eine eindeutige Losung x; fiir j = 1, 2. Wir wollen zeigen, dass sie nur von y; abhéngt,
und dass sie aus der Losung eines eindimensionalen Problems erhalten werden kann.
Zu diesem Zweck betrachten wir die eindeutige Losung x; € Hy(Y:7) des periodischen
Problems

| Bmen)v@dn = [ ay)d @)y, firallese Hy(v).  (©75)
Yi

Yy

Ist v € Hy(Y), und definieren wir

o) = | o) doa, (9.76)
Yo
SO ist
ve Hy(Yy), ()= hv(yr,y2) dys . (9.77)
Yo
Wir definieren nun
Xj(yh yz) = Xj (3/1) . (9-78)

Fiir beliebiges v € Hp (Y) gilt dann

D20(y1, y2) dya = v(y1,l2) — v(y1,0) =0, (9.79)
Yo
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und aus (9.75) — (9.77) folgt nun
/ VX;IATVU dy = / )Z; (y1)[a11(y1)01v(y1, y2) + a1 (y1) 020 (Y1, y2)] dy
Y Y

—/ Xj(y)an(y) | 0wy, y2) dys dys
Y1

Ys

:/ aij(y1) [ Ow(yr,y2) dys dy1=/e]TATVvdy,
Y1 Ya Y

also ist die durch (9.78) definierte Funktion y; € Hpy(Y') tatséchlich die Losung von
(9.74). Wir kénnen nun y; analog zum eindimensionalen Fall berechnen. Es gilt

X;(yl)an(yl) - Glj(?/l) =¢, Jj=12, (9.80)

und die Periodizitét von y; liefert

. 1 ai;
0 = / X;(yl) dy1 = Cj]\4y1 (—> + ]\4}/1 <i) . (981)
Y1 ail a1

Die Koeffizienten von A° erhalten wir aus Lemma 9.9. Es gilt

a?j = MY(az'j) - MY(ailaIXj + ai2a2Xj) = MY(aij - ailfé) : (9.82)

Wir betrachten den Fall j = 1. Es ist nach (9.80)

1 -1
1-¥=-2L =- (Myl (—)) , (9.83)
ai an

also
_ 1\
a(1)1 = MY(all - allxll) = MY(_Cl) = —C = <MY1 (a—)> s (984)
11
- c a
ag, = My (azn — anxy) = My <—a21a—1> = al, My, (a—m) . (9.85)
11 11
Im Fall j =2 gilt
~/ C2 a12 0 a12
=—+—, c=—-a My |— ). 9.86
X2 11 11 2 1141y, (a11> ( )
Hieraus folgt schlieSlich
- a
aly = My (a1 — anxh) = My (—c2) = —co = af; My, <a—12) : (9.87)
11
und
- c a
a82 = My (as — CL21X/2) = My (a22 — Qo1 (a—Q + a—m>)
11 11
= My, <a22 - a21@> + %, My, (@) My, <%) . (9.88)
11 a1 ai

Insbesondere ergibt sich, dass A° diagonal ist, falls A diagonal ist.
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10 Homogenisierung: Asymptotischer Ansatz

Wir betrachten noch einmal das Problem

Z 0;(as;(x)0u.) = f, inQ, (10.1)
1,j=1
u. =0, auf 0, (10.2)

mit den Koeflizienten .

az; () = aj; <—

), 1<ij<n. (10.3)
19

In diesem Problem tauchen zwei Skalen auf, reprasentiert durch z € Q und y € ¥ =

H?_l((), l;), verkniipft durch
Y = : (10.4)
€

Der Parameter ¢ ist “klein”. Der asymptotische Ansatz besteht darin, die Losung in Form
einer Reihenentwicklung beziiglich £ zu suchen und dabei die Existenz zweier Skalen zu

beriicksichtigen,
M
=2 et (2. 2) + Fara ()
ue () Ze U, <:E, 5 + Ry =) (10.5)
k=0
Die Funktionen u sollen Y-periodisch im zweiten Argument sein, also

up QXY =R,y u(r,y) ist Y-periodisch fiir alle z € Q. (10.6)

Der asymptotische Ansatz dient dazu, Formeln fiir Losungen in bestimmten Darstellungen
wie beispielsweise (10.5) herzuleiten. Bei diesen Herleitungen geht man davon aus, dass
die beteiligten Funktionen existieren und hinreichend glatt sind. Ob das der Fall ist, wird
in der Regel mit anderen Methoden geklart, siehe etwa Kapitel 7 - 9.

Sei zunéchst z : 2 X Y — R irgendeine hinreichend glatte Funktion. Wir setzen

x
z(x) =2 (a:, E) . (10.7)
Fiir die Ableitungen gilt, sortiert nach Potenzen von ¢,
x 1 T
Dize(x) = Oy, 2 (x —) -0, (m g) , (10.8)
0j0i%e = Og; 0,2 + — [8 Oz 4 0y,0,2] + = 8%8%2 (10.9)

Fiir die Koeffizienten a;; : Y — R, y — a;;(y), gilt gemaB (10.3)

@) =ay)| o) = )| (10.10)

V=< y=z

wir schreiben 9,; statt d; der Deutlichkeit halber. Es gilt weiter

0;(a;0i2.) = 0ja3; - 0;z. + ag; - 0;0;z. . (10.11)

7%
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Wir setzen (10.8) — (10.10) in (10.11) ein und erhalten
. 1 1 1 1 1
@-(aij@-,ze) = g(?yjaij . Gmiz + —8%.2 + Qgj * &Ej&riz + gﬁyﬁxiz + gaxjayiz + 8—28yj8yiz
1
=5 [8 ij - Oy, 2 + ai50,,0, z} [8 ij Oy, 2 + 50y, 00,2 + 30,0y, 2| + 0450y, 0p, 2

1 1
= 5_2 |:ayj (a/ijayiz)i| + g |:8yj (az]axZZ) + aa:]- (aijﬁin)] + aij(‘?mj@xiz, (1012)

wobei die Funktionen auf der linken Seite von x und die auf der rechten Seite von (z,y)
mit y = /e abhéngen. Fiir z : Q x Y — R definieren wir die Differentialoperatoren

Loz = — Z Oy, (aij(y)0y,2) , (10.13)
ij—l

Liz = Z Oy, (aij(y)0z,2) — Z 0z, (aij(y)0y,2) (10.14)
3,j=1 i,j=1

Lyz = Z Oy, (aij (y)0r,2) - (10.15)
i,j=1

Damit wird (10.12) zu

1 1
Za a;;0ize) = 2Loz+—le+L2,z. (10.16)
€

i,7=1

Wir setzen nun entsprechend (10.5)

M
= Z eup(z,y) . (10.17)
k=0
Aus (10.16) ergibt sich
1 1
Laza = 6—2L0U0 + E |:L0’LL1 + Lﬂio} + |:L0U2 + L1U1 + LQUO] (1018)
M—2
+ Z Ek |:L0Uk+2 + Llukﬂ + L2uk] + EMil |:L1UM + LQU/M711| + €ML2’LLM .
k=1
Wir betrachten nun die Gleichung
Lez.=f, in Q. (10.19)

Die Idee des asymptotischen Ansatzes ist, eine Ndherunglosung fiir die urspriingliche
Losung (10.1) zu erhalten, indem wir in (10.19) die Koeffizienten der e-Potenzen einzeln
zum Verschwinden bringen. Hinreichend dafiir ist, dass die Funktionen u; im Gebiet 2 xY
Losungen sind von

Louo =0, (10.20)
Louy = —Lyug, (10.21)
Louz = f — Lius — Lauo, (10.22)
Lougyo = —Liugyq — Louy, k>1, (10.23)
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wobei die u; nach wie vor als Y-periodisch angenommen werden. Wir beschrinken uns
auf den Fall M = 2, dann sind nur die Gleichungen (10.20) — (10.22) vorhanden. Wenn
wir diese der Reihe nach 16sen, ist jeweils nur die Funktion auf der linken Seite unbekannt.
Der Differentialoperator Ly hingt nicht von x ab, die rechten Seiten aber schon. Insofern
handelt es sich bei (10.20) — (10.22) eigentlich um eine Schar von Randwertproblemen auf
Y, bei denen fiir jeweils festgehaltenes x € Q die Losungen als Funktionen y — ug(z,y)
gesucht werden.

Wir beginnen mit (10.20),
— Z 9y, (ai;(y)0yuo(z,y)) = 0. (10.24)
7,7=1

Fiir festes € Q ist ugp(z,y) = 0 die bis auf eine Konstante eindeutige periodische Losung
in Y, diese Konstante kann aber fiir jedes x verschieden sein. Die allgemeine Losung hat
daher die Form

uo(z,y) = up(z) . (10.25)
Wir betrachten nun (10.21),

— Z 9y, (ai;(y)0y,u1(z,y)) Z Oy, (ai;(y)0z,uo) + Z 0z, (aij(y) 0y, uo) - (10.26)

3,j=1 4,j=1 4,j=1

Da u nicht von y und a;; nicht von = abhéngt, wird (10.26) zu

— Z 0y (a;;(y)0y,ur (2, y)) Z Oy, (i (y)Opyuo(2)) = div 4 (A(y) Vaue(z)). (10.27)

2,j=1 i,0=1

Die schwache Formulierung von (10.27) lautet (siehe die Ausfithrungen im Anschluss an
Satz 8.9)

a(uy(z,-),v) :/Y(—A(y)Tquo(x))TVv(y) dy = —/vauo(x)TA(y)Vv(y) dy, (10.28)

fir alle v € Hy(Y). Das ist aber fiir festes © € € nichts anderes als das periodische
Hilfsproblem (9.44), (9.45) mit A = =V, u(z), also

u(@,y) = Zamkuo )Xy (10.29)

Wir betrachten nun (10.22),
L0u2 f L1U1 LQUO . (1030)

Da up und a;; Y-periodisch sind, folgt fiir jedes z € Q2

Z/ ; (i () Oy, uz (2, y)) dy /LOUQ(IE,y) dy, (10.31)

7,7=1 Y

76



also auch
/ F(@) = Liun(z,y) — Loto(x) dy = 0. (10.32)
Y

Es gilt, wieder wegen der Periodizitit,

/ —Lyuydy = / Z 0y, (aij(y) Oz u1) dy +/ Z Oa; (aij(y)Oy,u1) dy
Y Y . Y !

i,7=1 i,7=1
— / Zaxj(aij(y)ayiul)dy (10.33)
Y =1

Wir setzen (10.29) in (10.33) ein und erhalten

/Y_Llul(xay) dy = —/Y Z aﬂ&j (aij(y)ayi ZakaO(LB))A(k(y)) dy

i,j=1

=

Jk=1

> /Y i (Y) Oy X () dy] O, Oy 0 () (10.34)

=1

Weiter gilt

/Y — Louo(z, ) dy = /Y S 0, (a5 (1) Dastio(@)) dy = 3 /Y a55(5) dy - B, Dsyt0()

i,j=1 i,j=1

(10.35)
Wir addieren (10.34) und (10.35), wobei wir in (10.35) den Index i durch k ersetzen, und
erhalten

n

/Y—le — Loug dy = Z [/Y akj(y) dy — Z /Y aij(y)ayi)%k(y) dy] 8xj5xk,uo($)

j,k=1
=Y[-> My <akj - Zaijayigk> Oy, O o () - (10.36)
Ji k=1 i=1
Aus der Formel
(ATX = My (ATVi,) = My (A"X— ATVx)) (10.37)

folgt analog zur Rechnung in Lemma 9.9

ap; = My (ar;) — My <Z Gz’ﬁ%f(k) - (10.38)

i=1

Insgesamt ergibt sich aus (10.32), (10.36) und (10.38)

YIf(2)==[V]" ) af;00,00,u0(z), 2€9Q, (10.39)
g k=1
also .
— Y 0n,(a);0nu0) = f, inQ (10.40)
k=1

das heifit, ug ist die Homogenisierungslosung.

7



11 Zwei-Skalen-Konvergenz

Wir betrachten schon wieder das Problem

Leue ==Y _ 9;(a5;(2)0ue) = f, inQ, (11.1)
ij=1
ue =0, auf 09, (11.2)
mit den Koeffizienten
x .
ag;(r) = ai; (g) ;1< 5<n. (11.3)

Die beiden Skalen werden reprisentiert durch z € Q (Makroskala) undy € Y = [['_,(0,1;)

(Mikroskala), verkniipft durch
y="2. (11.4)
£

Im asymptotischen Ansatz wird eine Naherung z. bestimmt der Form

ze(x) = iakuk (ac, g) : (11.5)
k=0

mit Funktionen
up QXY =R,y u(z,y) ist Y-periodisch fiir alle z € €. (11.6)

Wie wir bereits wissen, gilt in der Situation von Problem (11.1), (11.2), dass die Funktion
up in (11.5) nicht von y abhéngt und mit dem Homogenisierungslimes iibereinstimmt. Das
muss bei anderen Problemen nicht der Fall sein.

Der Begriff der Zwei-Skalen-Konvergenz ist entworfen worden aus dem Wunsch heraus,
einen zur Situation der Homogenisierung passenden Begriff der Konvergenz von Funktio-
nen v. : {2 — R gegen eine Grenzfunktion v : 2 x Y — R zu haben.

Mit LP(€2; Cper(Y')) bezeichnen wir den Raum der Bochner-messbaren Funktionen mit der
Norm

P
||U||12p(9;cpcr(y)):/Q(SUP|U(I79)|) dx . (11.7)

yey

Definition 11.1 Mit D(Q2;C.(Y)) bezeichnen wir den Raum derjenigen Funktionen v :

per

QO — C2(Y), die unendlich oft Frechét differenzierbar sind, kompakten Trager in 2 haben

per

und, aufgefasst als Abbildung von Q XY — R, messbar sind. O

Definition 11.2 (Zwei-Skalen-Konvergenz)
Wir sagen, dass eine Menge {v.}c~o von Funktionen im L*(Q) im Zwei-Skalen-Sinn gegen
eine Funktion v : Q) XY — R konvergiert, falls

lim [ v.(z)y (3:, g) dx = %/ﬂ/}/v(az,y)w(a@y) dy dz (11.8)

e=0 Jo
gilt fiir alle 1 € D(; C55,(Y)). Wir schreiben

Ve 2 V. (11.9)

O
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Firv:QxY — R bzw. v: Q x R" — R bezeichnen wir im Folgenden mit

v (—) (11.10)

die durch -
i(z) = v (::: g) (11.11)

definierte Funktion o : 2 — R.

Lemma 11.3 Seiv € L'(Q; Cpe(Y)). Dann gilt

v(v2) €@, o (5 2) 1,0 < lic.my (11.12)

Beweis: Den Beweis der Messbarkeit von v (-, g) lassen wir weg. Die Ungleichung

A
[ 1o (5.2) 1d2 < [ sup ot do = ol
Q g Qyey

liefert die zweite Behauptung. O

Satz 11.4 Seiv € L'(Q;Cper(Y)). Dann gilt

x 1
lim [ v (x,—) dxr = —//v x,y)dydx. 11.13
e—0 Q g ’Y’ oJy ( ) ( )

Beweis: Fiir jedes £ € N partitionieren wir Y in N, = k™ Quader Y; mit den Seitenldngen

l;/k und setzen
Ni,

v, y) =D v, y;)x; ()

j=1
wobei x; die charakteristische Funktion und y; der Mittelpunkt von Y; sind. Die Funk-
tionen x — v(z,y;) liegen im L'(Q), und nach Satz 7.5 gilt

RN _|Y}|
u(z) My =11

in L>(Q). Es folgt
lim vk<a: E) dmzlimz v(my Xi dx—z v(z,y;) J‘dw
e—0 Q ’ g e—0 J J J |Y|

vi(x,y) dy dx (11.14)
il

also gilt (11.13) mit vy, anstelle von v. Wir zeigen als néchstes, dass

lim [ 6g(x)dx =0, (11.15)

k—o0 Q
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wobei d;, : 2 — R,

516(1') = sup |Uk(x7y> - U(fL’,y)| :
yey

Da ;. stetig auf jedem Yj ist, gilt

o(x) = sup |uk(z,y) — v(z,y)|,
yeY NQn

also ist d; messbar als Supremum einer abzéhlbaren Menge messbarer Funktionen. Da

vp(2,y) —v(z,y) = v(z,y;) —v(z,y), falsyecY),

folgt aus der gleichméfligen Stetigkeit von v, dass 0, — 0 punktweise fast iiberall in €.
Da weiterhin
0 < 0k(x) < 2sup vz, y)|, (11.16)

yey
und da die rechte Seite von (11.16) in L*(Q) liegt, folgt (11.15) aus dem Satz von Lebesgue.

Um (11.13) zu zeigen, schétzen wir ab

x x
/Qv< dx—m// v(z,y)dydz| < <,g>dx—/ﬂvk<x,g>dx
vk< dx—m//vkxydydx
vz, y) dy do — // (x,y) dy dx
‘\Y\// * [v]
/ka< dx—m//vkxydydx +2/5k()d

Grenziibergang ¢ — 0 fiir festes k& € N liefert wegen (11.14)
<9 / o (

/( dx |Y|// v(z,y) dy de

Grenziibergang k — oo liefert wegen (11.15) die Behauptung. O

_|_

+

<

lim sup
e—0

Folgerung 11.5 Fiir v € L*(Q; Cper(Y)) gilt
o (5 2) g < Il (11.17)

a: 2 1
lim v(az,— d:c:—//vx,yzdydx, 11.18

|Y|/ y)dy, schwach im L*(Q). (11.19)

Beweis: Wenden wir Lemma 11.3 und Satz 11.4 auf v? an, so erhalten wir (11.17) und
(11.18). Sei nun ¢ € L*(Q), wir setzen

w(r,y) = v(z,y)e(T) .
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Es ist w € L'(2; Cper(Y)), und aus Satz 11.4 folgt
li_I}(l) Qv<x,§)gp(x)dx—l1_r>n < dx—|Y|// (x,y) dy dx

:/Q {%/Yv(x,y)dy} o(z) dz

Da ¢ beliebig war, folgt (11.19). O
Ist ¢ € D(Q;C2(Y)), so gilt

per

0. 5o (11.20)

fiir die durch ¢.(z) = ¢ (2,%) definierten Funktionen ¢. (Ubung). Daran erkennen wir,
dass die Zwei-Skalen-Konvergenz einen Grenziibergang fiir die einzelnen Termen der asym-
ptotischen Entwicklung in (11.5) abbildet.

Lemma 11.6 Sei {v.}.~0 C L*(Q). Dann gilt

(i) Aus v. — v im L*(Q) folgt v. 2 0. (Hierbei wird der Zwei-Skalen-Grenzwert v als
beziiglich y konstante Funktion aufgefasst.)

(ii) Ausvgiv,v:QxY—HR folgt

|Y|/ y)dy, schwach im L*(Q). (11.21)

Insbesondere ist {v.}e.so beschrinkt im L*(Q), falls v. im Zwei-Skalen-Sinn konvergiert.

Beweis: Fiir v € D(Q; C2 (Y)) gilt wegen (11.19)

per

: T
l_l_r% Qva(a:)w (x,g> dx—/ ‘Y‘/wx y) dy dx = |Y‘// Y(z,y) dydex,

da der Integrand auf der linken Seite das Produkt einer stark konvergenten und einer
gemif (11.20) schwach konvergenten Folge ist. Also gilt (i). Sei nun ¢ € D(2). Dann liegt
die durch ¢ (z,y) = ¢(z) definierte Funktion in D(Q; C2.(Y)), und es gilt

per

ti [ 0-()eta) do = IY|// (2, 1) dydx—/ﬂgp(x)%/yv(x,y)dydm.

(11.22)
Da in der Einheitskugel B; von L*(Q) die Menge D(2) N By dicht liegt, ist {v.}.~o be-
schrinkt im L?(Q2), und (11.22) gilt auch fiir alle p € L?(2). O

Aus (11.21) erkennt man, dass der Zwei-Skalen-Limes mehr Information enthalten kann
als der schwache Limes. Das ist allerdings nur dann der Fall, wenn die Skalierung der
Osrzillationen zu der Skalierung der Testfunktionen passt. Beispielsweise gilt fiir

Ue(z) = v <x, g) :

dass sowohl der Zwei-Skalen-Limes als auch der schwache Limes von 0. gleich dem Inte-
gralmittel in (11.21) ist (hier ohne Beweis).

Bei der Zwei-Skalen-Konvergenz kann man unter einer Zusatzvoraussetzung auch bei Pro-
dukten zum Limes iibergehen, wenigstens im Distributionensinn.
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Satz 11.7 Seien {v.}es0, {w:}eso Teilmengen des L*(Q) mit v, 2 v, W, 2w mit v,w €
L2 xY), es gelte

1
lim va(x)2dx:—//v(m,y)2dydx. (11.23)
=0Jq Y JaJy
Dann gilt
VeWe  —> |Y|/ y)dy, inD(Q). (11.24)

Bemerkung. Die Bedingung (11.23) hat den Charakter einer Regularitdtsbedingung, sie
ist fiir v € L'(Q; Cper(Y')) und v.(x) = v(z, 2) nach (11.18) erfiillt.

Beweis: Sei 1, € D(2; C2.(Y)) eine Folge mit ¢ — v im L?(2 x Y). Wir setzen

per

o= [ [ty = (2. 2],

dann ist

Iy . :/Q[vg(yz:)]2 dm—Q/Q () (33 —> dx—l—/ [wk <:c, g)T dx .

Grenziibergang € — 0 liefert

lg%lkgz%/g/y[v(x,y) 33—2@// xywkxydx+’Y’//¢kxy dx
=51 | [ ) el o,

im ersten Integral wegen (11.23), im zweiten Integral da o, EN v, im dritten Integral nach
Folgerung 11.5. Da ¢, — v im L?, folgt

lon limy | [va(x) — <x g)r dr = 0. (11.25)

k—o0 e—0

Sei nun ¢ € D(Q) eine beliebige Testfunktion. Es gilt

A%mmmwwm—/[<>m( )] wew)p(e) da

(11.26)
/¢k (x)p(x)dx .
Da w. 2 w, ist {w.} beschrinkt im L*(€), also gilt
/Q [ (@)~ ( ﬂ we(2)p(x) dr| < Cllve — ( g) . (11.27)

sowie

llg(l)/ﬂ@/}k (x,%) we(x)p(x) de = |Y| // z,y)p(x) (2, y) dy dx . (11.28)



Wir konnen daher auf der rechten Seite von (11.26) den doppelten Grenziibergang (erst
e — 0, dann k — oo) durchfithren und erhalten wegen (11.25), (11.27), (11.28), und weil
Yr — v in L?(Q), als Grenzwert den Ausdruck

ﬁ / /Y w(z,y)ole,y)e(e) dydo (11:29)

Also existiert auch auf der linken Seite von (11.26) der Grenzwert fiir ¢ — 0, und die
Behauptung ist bewiesen, da ¢ beliebig war. O

Ist eine Menge von Funktionen im L?(€2) beschrinkt, so gibt es in ihr eine schwach kon-
vergente Teilfolge. Dass das auch fiir den stirkeren Konvergenzbegriff der Zwei-Skalen-
Konvergenz gilt, ist ein wesentlicher Grund fiir dessen Brauchbarkeit.

Satz 11.8 (Kompaktheit)
Sei {v.}eso beschrinkt im L*(Q). Dann gibt es eine Folge (ex)ren und ein v € L*(Q xY)

. 2
mit v, — V.

Beweis: Sei [|v: |2y < €, unabhéingig von e. Aus Folgerung 11.5 erhalten wir

/QUE(:E)w (:E, g) dx

< Mooy I (5 )11, < Cllell sy

L2(Q)

Durch
VE(y) = /Qvg(x)@b <x, g) dx (11.30)

wird also ein lineares stetiges Funktional auf X := L*(Q; Cphe(Y')) definiert mit

Vel

. <C. (11.31)

Nach einem Satz der Funktionalanalysis (da X separabel ist) existiert eine Folge {V®+}
und ein V € X* mit

VeR SV in XK (11.32)
Es gilt also fiir alle v € X
V() = lim V(@) = lim [ v., ()0 (x£> dz . (11.33)
k—oo k—o0 Q €k
Es folgt
V)| < C li L — <C 11.34
Vel < fim o (-2 I Sl (1131)

wobei die letzte Ungleichung (mit einer neuen Konstante C) aus (11.18) folgt. Da X =
L2(; Cper(Y)) dicht liegt in L2(Q X Y'), ldsst sich V eindeutig zu einem linearen stetigen
Funktional auf L?(2 x Y) fortsetzen. Nach dem Darstellungssatz von Riesz gibt es ein
v € L*(Q x Y mit

V() = /Q/Y{)(m,y)w(x,y) dydz, fiir alle ¢ € L*(Q; Cper(Y)). (11.35)
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Wir setzen v = |Y |0 und erhalten aus (11.33)

. T 1
tin [ oo (as—) o= [ [ e dys

fir alle ¢ € D(Q; C2.(Y)), also v, 2. O

per

Satz 11.9 Sei {v.}eso € HY(Q), v € HY(Q), es gelte v. — v schwach in H'(Q). Dann
gilt v 2 v, und es gibt eine Teilfolge (e)ren und ein w € L?(Q; HL, (Y)), so dass

per

V., = Vo + Vyw. (11.36)

Beweis: Da v. — v stark in L?(Q), folgt v. 2% v nach Lemma 11.6. Da {v:} beschrinkt
ist in H'(Q), gibt es nach Satz 11.8 eine Teilfolge £ — 0 mit

Vo, =z, in LX(QxY)" (11.37)

Wir schreiben ¢’ statt e, ¢’ — 0 statt & — oco. Es gilt also

e’'—=0

lim A <Vv5/(x),1/) <x, §)> dx = %/ﬂ/y(z(m,y),l/)(x,y» dy dz (11.38)

fir alle ¢ € D(Q; C22.(Y))™. Partielle Integration ergibt

per

| (oot (e.2)) @ Z/UE [am 2+ /W%(,/)} i

(11.39)
Wir betrachten nun Testfunktionen ¢ mit div,y = > d,,1; = 0. Aus (11.39) ergibt sich

/Q<Vva/(:r)7¢ (:v, §>> dx = —i/{zval(x)ax% (x, g) dr . (11.40)

Grenziibergang ¢ — 0 ergibt, da v,/ 2= Vo,
x 1 —
li e\ ) v = T 2 Vil
lim Q<Vv (), <a: €/>> dx V] ;/Q/Yvo(x)@ Wiz, y) dy dx
1
— 51 [ [ (o)) dyda.
Y] JaJy

// z2(x,y) — Vog(z),¥(z,y)) dyde =0 (11.42)

(11.41)

Aus (11.38) und (11.41) folgt, dass

gilt fiir alle ¢ € D(2; C55.(Y))™ mit divyyp = 0. Nun gibt es in der Vektoranalysis einen

per

Satz, der besagt: Gilt fiir g : Q — R"

/Y (9(y), ¢(y)) dy =0
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fiir alle glatten periodischen Funktionen ¢ : Y — R™ mit divey = 0, so gibt es ein
f:Y — R mit
g=VFf.
Daraus kann man herleiten, dass im vorliegenden Fall ein w € L*(Q; H},(Y')) existiert
mit
z(z,y) — Vuo(z) = Vyw(z,y) .
Damit ist (11.36) bewiesen. O

Wir behandeln nun mit der Methode der Zwei-Skalen-Konvergenz unser Problem

Z 0;(as;(x)0u.) = f, inQ, (11.43)
1,j=1
u. =0, auf 09, (11.44)
wobei .
ai(0)=ay (T) 1<ij<n. (11.45)

Lemma 11.10 Es gelte Voraussetzung 9.1 (gleichmdfige Elliptizitit), sei f € L*(Q).
Dann gibt es ein ug € H} () und ein uy € L*(Q; HY,(Y)), so dass fiir eine Teilfolge

per

u. — ug, schwach in Hi(Q), stark in L*(Q), wu. 2 g, (11.46)

Ve 2 Vg + Vyuy (11.47)

gelten fiir die Losungen u. € HY(QY) wvon (11.43), (11.44). Die Funktionen uy und u,
erfilllen die Variationsgleichung

o [ [ (A (Funa) + V.00, Fua) + By (a,0) dyde = [ eyt
(11 48)
fiir alle Testfunktionen g € D(Q) und i, € D(Q;C2(Y)).

per

Beweis: Wie bereits in Kapitel 9 festgestellt wurde, hat das e-Problem (11.43), (11.44)
nach Lax-Milgram eine eindeutige Losung u. € Hg(€2), und die Menge {u.}.~o ist be-
schrinkt im HJ(€2). Nach Satz 11.8 und Satz 11.9 gibt es ug,u; wie behauptet, so dass
(11.46) und (11.47) gelten. Seien nun ¢y € D(2) und 1 € D(Q; C35(Y)) gegeben. Es gilt
dann nach Folgerung 11.5

Yo + e ( g) € Hy(Q). (11.49)

Wir testen die Variationsformulierung des e-Problems mit (11.49) und erhalten
e z z
/Q<Vua(a:),A (x) [V@/}o(as) + eV (:v, €> + Vi (:17, €>}> dx
T
= /Qf(:c) [wo(:c) + ey (:c,g>] dz (11.50)
Es gilt

lim/ﬂf(x) [vo(a) + <1 (. %) dx:/Qf@)wO(x)dx, (11.51)

e—0
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da die Testfunktion schwach in H} () gegen v konvergiert. Weiterhin gilt

lims/Q<VuE(x) (2)V xz/q( )> dr =0, (11.52)

e—0

da beide Faktoren im Integral beschrinkt im L?(Q)" sind, gleichmiBig in e. Man kann
weiter zeigen, dass neben (11.49) auch

(@,y) = A@Y)[Vio(z) + Vyih(z,y)] (11.53)

als Testfunktion in der Definition der Zwei-Skalen-Konvergenz genommen werden kann.
Aus (11.47) folgt dann

lim <Vua(9:),Aa(:L') [wo(x) V0 <as g)b dx

e—0

|Y|// Vug(x) + Vyur(z,y), A(y) [Vio(x) + Vi (z,y)]) dyde. (11.54)

Setzen wir (11.50) — (11.54) zusammen, so erhalten wir (11.48). O

Wir betrachten nun die Variationsgleichung (11.48) unabhéngig von ihrer Herleitung. Der
Raum

V = Hy() x L*(Q; H)..(Y)) (11.55)
enthélt Elemente der Form © = (vg, v1) und ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
<7:L, ?~}>V = <VUO, VUO>L2(Q) —+ <Vyu1, Vyvl>L2(Q><Y) . (1156)
Wir betrachten die Bilinearform
a(a,v) \Y\ / / T(Vuo(z) + Vyui(z,y)), Voo(z) + Vyvi(z,y)) dyde  (11.57)

und die Linearform
/ f(z)vg(x) dx . (11.58)
Damit ist die Variationsgleichung (11.48) unter die Standardform
a(a,0) = F(v), firalleoeV, (11.59)

subsumiert.

Satz 11.11 Es gelte Voraussetzung 9.1 (gleichméfige Elliptizitit), sei f € L?(Q2). Dann
hat die Vam’ationsgleichung

V] / / T(Vuo(z) + Vyui(z,y)), Voo(z) + Vyvi(2,9)) dydx
(11.60)
= / f(x)vo(z)dx,  fir alle (vo,v1) € V,
Q
eine eindeutige Losung (ug,uy) € V, und es gilt
u. — ug, schwach in Hi(Q), stark in L*(), wu. 2w, (11.61)
Ve 2 Vug + Vyuy (11.62)

fiir die Lésungen u. € Hy(Q) des e-Problems (11.43), (11.44).
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Beweis: Wir wenden den Satz von Lax-Milgram an. Die Stetigkeit von a und F' folgen
unmittelbar aus der Definition der Norm in V. Wir zeigen die V-Elliptizitat. Es gilt fiir
allev e V

a(5,9) > <8 //|Vv0(x)+Vyvl(x,y)|2dydx. (11.63)
Y1 JaJy

Fiir den beim Ausmultiplizieren des Quadrats entstehenden gemischten Term gilt

LA(VUO(x),vym(x,y)> dydx:/Q/Yizn;awivo(@@yivl(%y)dydx
- /inl/ya (v105,00) (7, ) dy dz

_ / / (ol ) V(o). () dS(n) da
=0

da die Funktion v1 Vv, Y-periodisch ist. (11.63) wird also zu

a(v,v >ca/|Vvo W dr + = /|Vyvl(x,y)|2dydx, (11.64)
Y

IYI

also ist a V-elliptisch. Aus der Eindeutigkeit der Losung der Variationsgleichung folgt
nun, dass die nach Lemma 11.10 fiir eine Teilfolge geltenden Konvergenzaussagen nun fiir
die gesamte Folge gelten, also sind auch (11.61) und (11.62) bewiesen. O

Theorem 11.12 Es gelte Voraussetzung 9.1 (gleichmifige Elliptizitit), sei f € L*().
Dann gelten fir die in Satz 11.11 gewonnene Liosung (ug,u,) der Variationsgleichung
(11.60)s

—div (A% grad ug) = f, (11.65)

sowie
ZXk Do) (11.66)
Hierbei ist x die Losung des pemodzschen Hzlfspmblems (9.44) mit \ = ey.

Bemerkung. Die Funktion wug ist also gerade die Homogenisierungslosung zu (11.43),
(11.44), und die Funktion u; liefert den zweiten Term in der formalen asymptotischen
Entwicklung aus Kapitel 10.

Beweis: Fiir alle k erfiillt y; die Variationsgleichung des periodischen Hilfsproblems
(9.44), ndmlich

/Y (A)" Vi), Vuly)) dy = /Y el A(y)Vw(y) dy (11.67)

fiir alle w € Hy(Y'), oder was dasselbe ist, fiir alle w € H}(Y). Wir bilden eine Linear-
kombination geméafl (11.66) und integrieren iiber 2. Aus (11 67) ergibt sich dann

w1 < vy [Zxk () 0n

= dyd
|Y| /Vuo y)Vyoi(x,y) dy dx

7Vyv1(x7y)> dy dx
(11.68)
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fiir alle v; € L*(Q; H!,(Y)). Ein Vergleich mit (11.60) fiir v = 0 zeigt, das (11.66) gilt.

per
Wir setzen nun v; = 0 in (11.60) und erhalten

/<!Y!/A (Vo (@) + Yy (,9)) dy, Voo >dfc—/f r)vo(r)dr, (11.69)

fiir alle vy € H}(Q). Fiir die j-te Komponente des Vektors unter dem Y-Integral gilt

[A(y)T(Vuo( )+ Vyui(z,y) ] Zakﬁxkuo Zaw 28 X0y, Uo
i=1

= Z (akj - Zaijﬁyifék> 8Ikuo
k=1

=1

(11.70)

Die Losungen y; des periodischen Hilfsproblems sind mit der Homogenisierungsmatrix
AY verkniipft gemifl (10.38) durch

agj = My(akj) - My <Z aijf)yif(k> . (1171)
i=1
Setzen wir (11.70) und (11.71) in (11.69) ein, so erhalten wir
/Q<(AO)TVUO(96),VUO(93)> dx = /Qf(x)vg(x) dr, fiir alle v € Hy(Q),

also gerade die schwache Formulierung von (11.65). O
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