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1 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen, die einen Vektorraum V auf einen Vek-
torraum W abbilden. Wir bezeichnen sie mit 7', also in unserer Schreibweise

T:V—>W. (1.1)
Eine solche Funktion 7" heifft linear, wenn gilt

T(u+wv)=T(u)+T(v), firalleu,veV, (1.2)
T(aw) =aT(v), firalleveV,aeR. (1.3)

Statt “Funktion” verwendet man in der Mathematik auch das Wort “Abbildung”. Man
spricht iiblicherweise von “linearen Abbildungen” (statt von “linearen Funktionen”).

Definition 1.1 (Lineare Abbildung)
Seien V,W Vektorraume. Ein T : V — W heifit lineare Abbildung, wenn (1.2) und (1.3)
gelten. O

Wir betrachten Beispiele.

1. Die einfachste lineare Abbildung ist die Nullabbildung 7" : V' — W mit
T(v) =0 (1.4)
fiir alle v € V. Wir bezeichnen sie ebenfalls mit 0.
2. Ist V=W, so ist die Identitit, definiert durch
T(v) =w, (1.5)
eine lineare Abbildung.
3. Die Projektion auf die i-te Koordinate,
pi(z) = z;, (1.6)
definiert eine lineare Abbildung p; : R" — R.
4. Ist A € R™™ cine Matrix, so definiert
T(z)=Ax, zeR", (1.7)
eine lineare Abbildung 7" : R® — R™, da
Tx+y)=Alx+y) =Az+Ay=T(z)+T(y), T(ax)= Alax)=aAz =aT(z).
Wir erinnern an das Losen linearer Gleichungssysteme
Ax =b. (1.8)

Die durch (1.7) definierte lineare Abbildung 7" : R" — R™ ist surjektiv (injektiv,
bijektiv) genau dann, wenn (1.8) fiir jede rechte Seite b € R™ mindestens (hochstens,
genau) eine Losung hat.



5. Das Skalarprodukt im R™ ist “beziiglich jeder Variablen linear”,

(#+z,y) =(z,y) +(z9), (az,y)=alry),
(T, y+2) =(z,y) +(z,2), (z,ay) =a(z,y),
das heifit, die durch
To(y) = (z,y) . TV(x) = (z,y)
definierten Abbildungen T, 7Y : R™ — R sind linear. Man nennt das Skalarprodukt
daher bilinear als Abbildung von R” x R" — R.

6. Die Determinante ist multilinear. Halt man alle Spalten einer quadratischen Matrix
fest bis auf eine, und betrachtet man die Determinante als Funktion dieser einen
Spalte, so ist sie linear. Ebenso fiir Zeilen.

7. Durch ,
T(f) = / f(x) da (1.9)

wird eine lineare Abbildung T : C[a,b] — R definiert, also eine Abbildung, welche
als Argument eine stetige Funktion f : [a,b] — R und als Wert eine Zahl hat. Die
Linearitét folgt aus den Rechenregeln fiir das Integral.

8. Durch
T(f) =1, (1.10)

wobei f’ die Ableitung von f bezeichnet, wird eine lineare Abbildung
T : Ca,b] — Cla, b]

definiert. Hierbei bezeichnet C'[a,b] den Vektorraum aller derjenigen Funktionen,
die auf [a, b] differenzierbar sind und deren Ableitung eine stetige Funktion ist. Die
Linearitét folgt aus den Rechenregeln fiir die Ableitung. Dieses T ist ein Beispiel fiir
eine Abbildung zwischen Funktionenrdumen, welche die Ableitung involviert. Solche
Abbildungen heiflen auch Differentialoperatoren, wie schon in Kapitel 14, HM
1, erwéhnt.

Sei T': R — R linear. Wegen
T(x)=T(x-1)=2aT(1)

hat sie die Form
T(x)=mz, m=T(1). (1.11)

Wir erhalten die Geraden durch den Nullpunkt mit Steigung m, also alle bis auf die
y-Achse.

Sei nun T : R — R"™ definiert durch
Tt)=tv, teR, (1.12)

wobei v € R" ein fester Vektor ist. 7" ist linear, wir erhalten als Bildmenge T'(R) die
Gerade durch den Nullpunkt mit dem Richtungsvektor v.
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Im Raum R? werden Ebenen E durch den Nullpunkt ebenfalls durch lineare Abbildungen
dargestellt, und zwar in der ersten Variante durch

T:R* =R T(ts)=tv+sw, (1.13)

als Bild des R?, wobei v, w € R3 zwei feste Vektoren sind, die die Ebene aufspannen. In
der zweiten Variante (Hessesche Normalform) haben wir

T:R* =R, T(x)=nz+nyxs + nsxs, (1.14)
und wir erhalten die Ebene

B = {a: T(x) = 0} = T ({0})
als Urbildmenge der Null.

Wir haben in (1.7) gesehen, dass Vektoren linear auf Vektoren abgebildet werden, wenn
man sie mit einer festen Matrix multipliziert. Es stellt sich heraus, dass jede lineare Abbil-
dung zwischen (endlichdimensionalen) Vektorrdumen auf diese Weise dargestellt werden
kann. Sei ndmlich

T:V—->W (1.15)
eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen V und W, seien
{v1,.. ., o0}, Awy,...,wn}, (1.16)

Basen von V' bzw. W. Wir konnen alle Vektoren in W, also alle Vektoren 7'(v;) auf
eindeutige Weise als Linearkombination der Basiselemente in W darstellen, sei

T(vy) = Zaijwi. (1.17)
i=1

Sei nun v € V beliebig, wir stellen v ebenfalls dar als Linearkombination der Basis (diesmal
in V),

v = ijvj : (1.18)
j=1

Dann gilt
Tw)=T (Z xjv]> ZT xv;) Z%T(vj) = x; Y a;w;
j=1 j=1 j=1 i=1
i=1 7j=1

Der Koordinatenvektor y = (y1,...,ymn) € R™ der Darstellung von T'(v) beziiglich der
Basis von W,



ergeben sich also aus dem Koordinatenvektor x = (z1,...,x,) € R" der Darstellung von
v beziiglich der Basis von V| wenn wir setzen

Yi = Zaz’jxj ; (1.19)
=1

was in Matrix-Vektor-Schreibweise nichts anderes ist als
y = Az. (1.20)

GeméB (1.17) steht in der j-ten Spalte der Matrix A gerade der Koordinatenvektor von
T'(e;). Auf diese Weise wird jede lineare Abbildung 7" : V' — W nach Festlegung je
einer Basis im Urbild- und Bildraum durch eine Matrix A dargestellt, sie hingt
von der Wahl der Basen ab. Sind V' = R” und W = R™, so wahlt man oft die aus den
Einheitsvektoren bestehende kanonische Basis.

Als Beispiel betrachten wir die Drehung im R2, also in der Ebene, um den Nullpunkt
im mathematisch positiven Sinn mit Drehwinkel ¢. Es handelt sich um lineare Abbildung
T :R? — R?, es ist

T(e)) =T (é) _ (Ziﬁg) C T(e) =T ((1)) — (_Csisnf) . (1.21)

Die zugehorige Matrix A € R2? ist also gegeben durch

A (cosgo —sm(p) ‘ (1.22)

siny  cos

Mit der Matrix A konnen wir berechnen, wohin ein gegebener Punkt durch die Drehung
bewegt wird. Die Drehung des Punktes = = (1,2) € R? um 0 mit dem Drehwinkel ¢ fiihrt

etwa zum Punkt
o (o8¢ —sing) (1)  [cosp—2singp
~ \sinp cosp 2] \singp+2cosp)

Fiir ¢ = 0 ergibt sich in (1.22) die Einheitsmatrix, fiir den rechten Winkel ¢ = 7/2 wird

0 —1
A= (1 ! ) .
Eine Drehung im Raum R? stellen wir uns so vor: Wir fixieren eine Drehachse durch den
Nullpunkt, also eine Gerade, die durch einen Vektor a € R3, a # 0 erzeugt wird. Zu
jedem Punkt v = ta, t € R, auf der Drehachse betrachten wir die dazu senkrechte Ebene.
Diese wird um den Punkt v und um den festen Winkel ¢ gedreht. Fiir den Fall, dass die
Drehachse mit einer Koordinatenachse iibereinstimmt, konnen wir die Darstellung (1.22)

der Drehung im R? direkt {ibertragen. Ist etwa a = e, so ergibt sich die Drehung um die
x-Achse, sie wird (beziiglich der kanonischen Basis) dargestellt durch

1 0 0
A=10 cosp —sing | . (1.23)
0 sing cosep
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Fiir den Fall einer allgemeinen Drehachse sind die Formeln erheblich komplizierter, siehe
etwa Meyberg/Vachenauer I im Abschnitt 6.4.

Sind umgekehrt eine Matrix A € R(™™ und Basen in V und W wie oben gegeben, so
wird dadurch eine lineare Abbildung 7' : V' — W wie folgt festgelegt. Wir definieren T’
auf den Basisvektoren v; in V' durch die Formel (1.17), also durch

T(v;) = ajw;, 1<j<n. (1.24)

i=1

Damit T eine lineare Abbildung wird, muss ein beliebiges v € V' der Form
v = ijvj (1.25)
j=1

abgebildet werden auf

=T (Z :Ejv]) = Z T(xjv;) = Z x;T(v;). (1.26)

Man kann nachpriifen, dass die so auf ganz V' definierte Abbildung 7" linear ist, und zwar
unabhéngig davon, ob wir die Bilder T'(v;) € W der Basisvektoren v; durch (1.24) oder
sonst irgendwie definieren. Wir erkennen daher, dass wir eine lineare Abbildung eindeutig
dadurch festlegen kénnen, dass wir ihre Werte auf einer Basis von V' vorschreiben (wofiir
es keine Einschrénkung gibt) und dann durch (1.25), (1.26) auf ganz V' fortsetzen. Dazu
ein Beispiel in der Ebene: Wir setzen fest

T@g:ef:GD, T@ﬁ:erwa:(D.

Die zugehorige Matrix ist
11
A= <O 1) |

Die Abbildung 7' bildet das Quadrat mit den Ecken (0,0), (1,0), (1,1) und (0,1) ab auf
das Parallelogramm mit den Ecken (0, 0), (1,0), (2,1) und (1, 1), fiir alle anderen Vektoren
v € R? ergibt sich T'(v) aus (1.26) mit v; = e¢; und n = 2.

Sind T :V — W und S : W — Z lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen V., W, Z,
so ist die Komposition SoT : V — Z definiert. Sie ist ebenfalls linear, da gilt

(SoT)(u+v)=5(T(u+v) =5(T(u) +T(v) =S(T(u)) + 5(T(v))
= (SoT)(u)+ (SeoT)(v),
(SoT)(au) = S(T(au)) = S(aT(u)) = aS(T(u)) = a(S o T)(u).
Haben V, W, Z die Basen {vy,...,v,}, {w1,...,w,} und {z,..., 2}, und gehoren zu T

und S die Matrizen A € R(™™ und B € R“™ beziiglich dieser Basen, so hat S o T
beziiglich der Basen in V' und Z die Matrixdarstellung

C =BAecROM, (1.27)



wie man erkennt, wenn man die Uberlegungen aus (1.15) — (1.20) zweimal hintereinander
anwendet.

Sei nun 7' : V. — V eine lineare Abbildung, sei {v,...,v,} eine Basis von V. Wir
fragen uns, wie sich die Matrixdarstellung von 7" &ndert, wenn wir zu einer anderen Basis
{01, ...,0,} iibergehen. Zu diesem Zweck betrachten wir zunéchst die Identitét auf V',

id:V =V, dd)=wv, (1.28)

und wenden auf sie die Prozedur aus (1.15) — (1.20) an, wobei wir im Urbildraum V' die
Basis {01,...,0,} und im Bildraum (ebenfalls V') die Basis {vy,...,v,} zugrundelegen.
Es ist dann

0 =id(@;) =Y pyvi, 1<j<n, (1.29)
i=1
mit geeigneten Koeffizienten ¢;;, die zusammengenommen eine Matrix ¢ € R bil-

den. Nehmen wir nun im Urbildraum die Basis {vy,...,v,} und im Bildraum die Basis
{01,...,0,}, so ergibt sich analog

v =id(v;) =Y i, 1<j<n, (1.30)
=1

mit einer weiteren Matrix U € R Wir wenden nun die Uberlegungen zur Komposition
zweier linearer Abbildungen an und setzen S = S = id, wobei S aber von der Basis
{01,...,0,} zur Basis {vq, ..., v,} wechselt gem#$ (1.29), und S umgekehrt geméaf (1.30).
Die Komposition S o S ist dann ebenfalls die Identitit auf V, diesmal aber zur selben
Basis {@1,...,7,}, so dass S o S durch die Einheitsmatrix I (siche Kapitel 12, Teil 1)
dargestellt wird. Aus (1.27) folgt nun

I=V0. (1.31)
Indem wir S o S betrachten, erhalten wir analog
1=V, (1.32)

Daraus folgt aber, dass ® invertierbar ist und

U =0 (1.33)
gilt. Wir kehren nur zur urspriinglichen Abbildung 7' : V — V zuriick, sei A € R ihre
Matrixdarstellung zur Basis {vy,...,v,}. Die zusammengesetzte Abbildung

SoToS:V =V (1.34)
ist einerseits gleich T, ist aber andererseits auf die geénderte Basis {01, ...,7,} bezogen.
Indem wir (1.27) zweimal anwenden, sehen wir, dass ihre Matrixdarstellung gleich

VAP = dTAD =: A (1.35)

ist. Wir fassen das Ergebnis zusammen: Wird eine lineare Abbildung 7" : V' — V beziiglich
einer Basis durch eine Matrix A € R(™™) beschrieben, so ergibt sich beim Basiswechsel
zu einer anderen Basis eine neue Matrix A der Form

A=0"140, (1.36)
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mit einer geeigneten invertierbaren Matrix ® € R™™. Es gilt auch umgekehrt (wir stellen
das nicht im einzelnen dar), dass jede invertierbare Matrix ® € R(™™ eine Matrixdarstel-
lung A € R™™ von T zu einer anderen, durch ® festgelegten Basis von V' liefert.

Definition 1.2 (Ahnliche Matrizen)
Zwei Matrizen A, B € R™™ heiflen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matriz ® € R
gibt mit
B=&"1Ad. (1.37)
O

Statt (1.37) konnen wir dquivalent auch schreiben

OB = Ad. (1.38)

Orthogonalitit. Wir erinnern an das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R”

Y1 n
(wy)=a"y= (01 - @) | 1| =D wy, (1.39)
Un =1

und daran, dass sie orthogonal sind nach Definition, wenn
(z,y) =0. (1.40)
Sind x,y € R™ orthogonal, so schreiben wir auch
xly. (1.41)

Sei e € R™ ein Vektor der Lange 1. Wir konnen einen beliebigen Vektor v € R™ zerlegen
in eine Summe
v=w+ 2, (1.42)

so dass w parallel zu e und z orthogonal zu e ist, indem wir setzen
w=(v,e)e, z=v—w=0v—(v,e)e. (1.43)
Es gilt ndmlich
(z,€) = (v,€) = (w,e) = (v,€) = ((v,€) e, €) = (v,€) = (v,€) {e,€) =0,

da (e,e) = |le]|* = 1. Der Vektor w entspricht der (Orthogonal-)Projektion von v auf die
Gerade durch 0 mit Richtung e. Hierzu ein Beispiel: Sei

Die Projektion von v auf e ist gegeben durch

a5 men ()50 (E)



Definition 1.3 (Orthogonalbasis, Orthonormalbasis)
FEine Menge {vy,...,v,} von Vektoren im R™ heifst Orthogonalsystem, falls alle v; von
Null verschieden sind und

(vi,v5) =0,  fir alle i # j, (1.44)

gilt. Ein Orthogonalsystem heifst Orthogonalbasis, falls es eine Basis des R™ bildet. Fin
Orthogonalsystem (Orthogonalbasis) heifft Orthonormalsystem (Orthonormalbasis), falls
alle v; die Linge 1 haben. Statt Orthonormalbasis sagt man auch ON-Basts. O

Fiir eine Orthonormalbasis {vy,...,v,} im R™ gilt also
L, 1=y,
Vi, V) = 5z = . . 1.45
(v = b {O’ e (149

Die aus den Einheitsvektoren e; bestehende kanonische Basis des R™ ist eine Orthonor-

malbasis. Die Vektoren
2 -1
1/ 2

bilden eine Orthogonalbasis des R?, die Vektoren
() %)
VARG

Sind {vy,...,v,} linear unabhéngige Vektoren im R™, welche kein Orthonormalsystem
bilden, so kénnen wir mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren
daraus wie folgt ein Orthonormalsystem {wy, ..., w,,} gewinnen. Wir setzen zunéchst

eine Orthonormalbasis des R2.

U1
loall -

Wir definieren w9 als Projektion auf die Richtung wy wie in (1.42), (1.43), also

wy = (1.46)

Wy = vy — (g, W) Wy , (1.47)

dann ist wy Lw; wie oben gezeigt, und setzen

W

]|

wy = (1.48)

Damit ist {wq,wy} ein Orthonormalsystem. Analog geht man bei der Konstruktion der

weiteren wy, vor. Sei {wy, ..., wg_1 } bereits als Orthonormalsystem konstruiert. Wir setzen
k—1

Wy = Vf — Z (U, Wy ) w; (1.49)
i=1

Es gilt w,Lw; = 0 fiir alle j < k, da

=1

k—1 k—1
<wk7 w_] <Uk - Z U’mwl Ww; , wj> - <Uk7wj> - <Uk7wi> <wl7wj>
, ——

= (uk, wj) — (v, ;) (wy, w;) = 0.
——

=1



Aus der linearen Unabhéngigkeit von {vy,ldots, v} folgt (was wir hier nicht beweisen
wollen), dass wy # 0. Wir setzen schliefSlich

Wy,
wp = —— . (1.50)
[l
Im Spezialfall n = m entsteht auf diese Weise aus der Basis {v1,...,v,} eine Orthonor-

malbasis {wy, ..., w,} im R™.

Definition 1.4 (Orthogonale Matrix)
Eine Matriz A € R™™ heifit orthogonal, falls ihre Spalten eine Orthonormalbasis im
R™ bilden. O

Die Drehmatrix

A (cosgp —smgp) (1.51)

sing  cosp

ist orthogonal, wie man unmittelbar nachpriifen kann, ebenso die daraus entstehende

Matrix
1 0\ [cosp sing
4 (0 —1) N (sing@ —COSgp) ' (1.52)
Die Matrix (1.52) entspricht einer Drehung um den Winkel ¢ der eine Spiegelung an der

x-Achse vorgeschaltet ist, das ist insgesamt gleichbedeutend mit einer Spiegelung an der

durch

. P "
rysin — —xycos= =0

2 2
definierten Gerade. Fiir die Drehmatrix in (1.51) gilt det(A) = 1, die Matrix der Spiege-
lung in (1.52) hat die Determinante —1. Andere orthogonale Matrizen im Zweidimensio-
nalen gibt es nicht.

Die Spalten A; einer orthogonalen Matrix A € R(™™ sind gemiB Definition 1.4 linear
unabhéngig, es ist also rang (A) = n und A invertierbar, und

L, i=y,
A?AJI<A1‘,AJ'>:5U:{O i (1.53)

Schreiben wir (1.53) als Matrixprodukt, so erhalten wir

ATA=1T, (1.54)
also ist A genau dann orthogonal, wenn

A= AT, (1.55)

Im Gegensatz zu einer beliebigen invertierbaren Matrix ldsst sich also die Inverse einer
orthogonalen Matrix ganz einfach berechnen, und damit ein Gleichungssystem

sofort losen durch



aber natiirlich nur, wenn A orthogonal ist! Ist A orthogonal, so ist wegen (1.55) AT
ebenfalls orthogonal, da

ATTAT — AAT = AA =1, (AT)'=ATT

Da die Spalten von A” gerade die Zeilen von A sind, folgt hieraus, dass auch die Zeilen
einer orthogonalen Matrix A € R(™™ eine ON-Basis des R™ bilden.

Aus (1.54) erhalten wir unmittelbar
1 =det(I) = det(ATA) = det(AT) det(A) = (det(A))?,
fiir eine orthogonale Matrix gilt also
|det(A)| =1, det(A) ==+1. (1.56)

Wir betrachten nun geometrische Eigenschaften orthogonaler Matrizen. Zunéchst stellen
wir fest, dass fiir beliebige quadratische Matrizen A € R(™™) gilt

(x, Ay) = <ATx,y> , fir alle z,y € R™. (1.57)
Es ist ndmlich
(x, Ay) = 2T Ay = (2T Ay)T = yT ATz = <y, ATiL'> = <AT$, y>
Ist nun A € R™™ orthogonal, so gilt
(x,y) = (x, [y) = <x,ATAy> = (Azx, Ay) , (1.58)

das heif3t, die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix lasst das Skalarprodukt zweier
Vektoren invariant. Daraus folgt

|Az]| = /(Az, Az) = \/(z,z) = ||z], (1.59)
man sagt, A ist lingentreu. Ebenso ist A auch winkeltreu, denn es gilt (falls z,y # 0)

(Az, Ay) _ (z,y)
[Az| 1Ayl =l vl

(1.60)

das heifit, der Kosinus des von Ax und Ay eingeschlossenen Winkels ist gleich dem Kosinus
des von x und y eingeschlossenen Winkels, die beiden Winkel sind gleich.

Definition 1.5 (Orthogonale Abbildung)
FEine lineare Abbildung T : R™ — R™ heif$t orthogonal, falls

(Tv, Tw) = (v,w) (1.61)

qilt fiir alle v,w € R™. O
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Diese Definition ist “koordinatenfrei” und nimmt nicht auf eine Basis Bezug. Sie ldsst sich
auch in anderen Vektorrdumen (auch unendlichdimensionalen) verwenden, wenn man ein
Skalarprodukt hat, z.B. bei der Fourier-Zerlegung von Funktionen.

Ist T: R™ — R"™ orthogonale Abbildung und {vy,...,v,} eine ON-Basis, so ist wegen
<T’UZ', TUj) = <’UZ', Uj>

auch {Tvy,...,Tv,} eine ON-Basis. Insbesondere liefert die Matrixdarstellung von T
beziiglich der kanonischen Basis {ei,...,e,} eine orthogonale Matrix A € R™™, da in
den Spalten von A gerade die Bilder T'e; der Basisvektoren stehen. Ist umgekehrt A €
R(™™ eine orthogonale Matrix und 7' die zugehérige lineare Abbildung (beziiglich der
kanonischen Basis), so ist T eine orthogonale Abbildung, da fiir beliebige Vektoren

n n
V= E ;Ui , w = E ijja
i=1 j=1

(Tv, Tw) <T ( xivi) , T (Z ijj>> = <Z zi T (v;) Z%‘T(Uj)>

n

iy (T(0:), T(v;)) = Y > @iy (w5, 05)

=1 j=1 =1 j=1

< Z;v; Zijj> = (v,w) .

i=1 j=1

gilt

3

n

Ist T : R® — R" orthogonal, so ist auch 7~! orthogonal, wie man unmittelbar aus De-
finition 1.5 erkennt, oder daran, dass die zugeordnete Matrix A~! orthogonal ist. Die
Komposition zweier orthogonaler Abbildungen (und damit auch das Produkt zweier or-
thogonaler Matrizen) ist ebenfalls orthogonal.

Wir betrachten nun Spiegelungen im R3 an einer Ebene
E={w:{e,w)=0,wecR}, (1.62)

durch 0, wobei e € R? ein auf F senkrechter Einheitsvektor ( = Vektor der Lénge 1) ist.
Ist v € R? beliebig, so erhalten wir durch

w=uv—(v,e)e

wegen (w,e) =0, w € Eund v —w LE (das heifit, v — w Lz fiir alle z € E) gerade die
Orthogonalprojektion von w auf E. Der an E gespiegelte Punkt ist nun

t=w—(v,e)e=v—2(v,e) .
Die Spiegelung an E wird also beschrieben durch die Abbildung

T(w)=v—2(v,e), T:R®—R>. (1.63)
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Diese Abbildung ist offenbar linear, sie ist auch orthogonal, da
(Tv,Twy = (v —2(v,e) ,w—2{w,e)) = (v,w) ,

wie man durch Ausmultiplizieren erkennt.

Wir haben bereits festgestellt, dass die allgemeine Form einer orthogonalen Matrix im
Zweidimensionalen die einer Drehung (falls die Determinante gleich 1 ist) oder einer Ge-
radenspiegelung (falls die Determinante gleich —1 ist) ist. Wir bestimmen nun die allge-
meine Form einer orthogonalen Matrix A im Dreidimensionalen, zunéchst fiir
den Fall det(A) = 1. Wir suchen als erstes eine Drehachse, diese entspricht einem Vektor
r € R? mit

Ar =2, z#0, (1.64)

was gleichbedeutend ist mit
(A—Iz =0, x#0. (1.65)

Es gilt

det(A — I) = det(A — AAT) = det(A(I — AT)) = det(A) det(I — AT) = det(I — A)

= (—1)*det(A — 1),

also ist det(A — I) = 0, und es muss ein x € R* mit = # 0 geben, welches (1.65) erfiillt.
Wir setzen

und wéhlen eine ON-Basis {vg, v3} fiir die auf x senkrechte Ebene. Dann ist {vy, vo, v3} eine
ON-Basis des R3. Die Transformationsmatrix ® € R33) des Basiswechsels von {vy, vq, v3}
nach {ej, e, €3} besteht aus den Spalten vy, vy, v3 in den kanonischen Koordinaten und

ist daher orthogonal. Die Matrix .
A=3"140

reprisentiert dieselbe Abbildung wie A, aber nunmehr bezogen auf die Basis {vy, v, v3}.
Da ® und ®~! orthogonal sind, ist A ebenfalls orthogonal. Es gilt

1 1 1
Al =07'4d (0] = 'Av, = oy = | 0],
0 0 0
das heiBt, A hat die Form
1 % x*
A=10 % x
0 * =

Da auch die Zeilen von A eine ON-Basis bilden, muss die erste Zeile die Lange 1 haben,
also gilt

A=

o O =
* *¥ O
* ¥ O
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Die noch unbekannte 2 x 2-Restmatrix muss also ebenfalls orthogonal sein und die De-
terminante 1 haben, sie muss also die Form einer zweidimensionalen Drehmatrix haben.
Insgesamt ergibt sich
1 0 0
A=[0 cosp —singp| . (1.67)
0 sing cosep

Wir fassen zusammen: Ist A € R®% orthogonal mit det(A) = 1, so stellt A eine Drehung
um eine geeignete Drehachse dar.

Ist A € R®% orthogonal mit det(A) = —1, so ist die Matrix

1 0 0
B=A[0 1 0
00 —1

orthogonal mit det(B) = 1, also eine Drehung, und A setzt sich aus einer Drehung und
einer Spiegelung an der von e; und e; aufgespannten Ebene zusammen.

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

2 1 2
1 2 =2

A ist orthogonal, und det(A) = 1, wie man direkt nachrechnen kann. Es handelt sich
daher um eine Drehung. Wir bestimmen die Drehachse als einen Vektor € R? mit 2 # 0
und

Ar =,

oder dquivalent
-1 1 2 1
0=3A-DNz=|2 -5 -1 T
1 2 -5 T3

Wir bringen die Matrix auf Dreiecksgestalt,

-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
2 =5 -1~ 0o -3 3 — 0 -3 3
1 2 =5 0 3 =3 0 0 0

Eine Losung x # 0 erhalten wir beispielsweise aus
Igzl, 3.T2:3I3, $1:$2+21’3,

also
3

r= |1
1

Den Drehwinkel ¢ erhalten wir, indem wir den Winkel zwischen z und Az fiir irgendeinen
auf x senkrecht stehenden Vektor z € R? bestimmen, beispielsweise

0
z = 1
—1

13



Es ist dann
(z,Az) 1

Iz 1A=l 2°
Orthogonale Unterrdume, Orthogonalprojektion. Ist U ein Unterraum von R", so
bezeichnen wir mit

CoS =

={w:weR", (w,u) =0 fur alle u € U} (1.69)

die Menge der auf U senkrecht stehenden Vektoren, sie bildet ebenfalls einen Unterraum
im R™. Im R? gilt etwa: Ist U eine Gerade durch 0, so ist U+ diejenige Ebene durch 0,
auf der diese Gerade senkrecht steht; ist umgekehrt U eine Ebene durch 0, so ist U+ die
darauf senkrecht stehende Gerade durch 0.

Es gilt
U =uU. (1.70)
Sei nun U ein fester Unterraum von R” mit einer Basis {vy, ..., v, }. Zu beliebigem v € R"
suchen wir eine Zerlegung der Form
v=u+w, wobeiuecU,weU". (1.71)

Eine solche Zerlegung ist eindeutig: Ist ndmlich
vV=1U-+w
eine weitere Zerlegung mit @ € U, w € U+, so ist
u—t=w—w, u—uelU,w—welUt,

also muss u = u, w = w gelten, da der Nullvektor der einzige Vektor ist, der auf sich
selbst senkrecht steht. Wir suchen nun « als Linearkombination

u= ijvj . (1.72)
j=1

Damit (1.71) erfiillt ist, muss v — u € U+ gelten, also v — u_Lv; fiir alle Basisvektoren v;,

also
0= (v;,v— :<vz, Zx]v]> (v, v Z (vi,v5) (1.73)

das heifit, z = (z1,...,2,,) € R™ lost das Gleichungssystem
Cx=b, wobel c¢;= (v;,v;),di=(vi,v),1<i,j<m. (1.74)

Da es wie gezeigt hochstens eine Losung gibt und C' € R™™ quadratisch ist, hat (1.74)
genau eine Losung.

Satz 1.6 (Projektionssatz)
Ist U Unterraum von R™, so gibt es zu jedem v € R" genau ein v € U, w € UL mit

v=u+tw. (1.75)

Wir bezeichnen u als die (Orthogonal-)Projektion von v auf den Unterraum U.

14



Zu einer vorgegebenen Basis von U kann die Projektion wie in (1.72) — (1.74) dargestellt
als Losung eines linearen Gleichungssystems berechnet werden.

Ist {v1,...,v,} eine ON-Basis im R", und setzen wir
U =span{vy,...,un}, (1.76)
SO ist
Ut = span {vp 1, .., 00}, (1.77)

also insbesondere

dim(U+) = n — dim(U). (1.78)
Sind x,y € R™ Vektoren mit x_Ly, so gilt
o+ ylI* = (z +y, 2 +y) = (w,2) + 2 (w,9) + (v, 9) = [=]* + [ly]°,
=0

also der Satz des Pythagoras
lz + yll* = ll=l* + [lyl1* - (1.79)

Wir betrachten nochmals zu vorgegebenem v € R" die Zerlegung mit der Orthogonalpro-
jektion
v=ut+w, ueU,weU". (1.80)

Ist @ € U ein beliebiger Vektor, so folgt aus dem Satz des Pythagoras

lo—al* = (v —u) + (w—a@) [*llv —w|* + flu—al*, (1.81)
—_— =
eU+ eU
also
v —al® > |jv—ul*, fiiralled € U mit @ # u. (1.82)

Die Projektion u von v auf U ist also dasjenige Element von U, welches den kleinsten
Abstand von v hat.

Lineare Ausgleichsrechnung. Wir erldutern das Problem zunéchst an einem Beispiel.
Wir betrachten eine Grofle y, die von einer anderen Grofle ¢ abhéngt. Aus irgendwelchen
Griinden sind wir der Ansicht, dass die Abhéngigkeit die Form einer Geraden hat.

y=f(t)=at+b, (1.83)

wir haben uns also auf das mathematische Modell (1.83) festgelegt. Wir wissen aber
nicht, welche Gerade das ist, das heifit, wir kennen die Modellparameter a,b € R nicht.
Wir sind aber in der Lage, Messungen vorzunehmen, das heifit, zu gewissen Werten von
t die zugehorigen Werte von y zu ermitteln. Im Beispiel (1.83) wiirden “im Prinzip” zwei
Messungen ausreichen: Kennen wir y; zu t; und y, zu t5, so kénnen wir ansetzen

y1 =at; + b

1.84
Yo = ato + b ( )
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und wir konnen die unbekannten Parameter a und b als Losung des linearen Gleichungs-

systems
y (6N E)-()

bestimmen. Da der Zweck einer solchen Parameterbestimmung ist, in der Zukunft zu
vorgegebenen anderen Werten von ¢ die zugehorigen y-Werte aus (1.83) zu berechnen
(und sich damit weitere Messungen zu ersparen), sollte deren Bestimmung mdoglichst zu-
verléssig sein. Es ist also naheliegend, mehr als zwei Messungen vorzunehmen, man hat
dann Punktepaare

(ti,v1) o (tmy Ym), m>2, (1.86)

vorliegen. Oft tritt als zusétzliche Schwierigkeit auf, dass die Bestimmung der Parameter
aus den Messungen numerisch kritisch ist, im Beispiel (1.84) etwa dann, wenn t; sehr
dicht bei ty liegt, so dass die Spalten der Matrix in (1.85) “beinahe” linear abhéngig
sind. (In der einfachen Situation des Beispiels ldsst sich dieses Problem leicht beheben, in
komplexeren Situationen sind eingehendere mathematische Uberlegungen erforderlich.)

Hat man im Beispiel mehr als zwei Messungen vorgenommen, so ist nicht zu erwarten,
dass die Punktepaare (1.86) auf einer Geraden liegen, so dass also fiir keine Wahl der
Parameter a und b alle Bedingungen

yi=f(t:), 1<i<m, (1.87)

gleichzeitig erfiillt werden kénnen. Man will nun @ und b so wéhlen, dass die Abweichungen
(auch Residuen genannt)

ri = f(ti) — i (1.88)

moglichst klein werden. Da gibt es nun verschiedene Ansétze. Man kann minimieren

Z|7"z| :Z’f(tz) — i, (1.89)

oder . .
Z i = Z(f(tz) — )%, (1.90)
i=1 i=1
oder
max |ri| = max |f(t:) —yil, (1.91)

es gibt auch andere Moglichkeiten. Wir illustrieren die Ergebnisse an zwei unterschiedli-
chen Datensétzen. Als erstes Beispiel wihlen wir die Punktepaare

(1,1),(2,3), (3,1), (4,3), (5,1). (1.92)

Es ergeben sich waagerechte Geraden, und zwar y = 1 (“Mehrheitsabstimmung”) fiir
Kriterium (1.89), y = 2 (Mittelwert) fiir Kriterium (1.91), und y = 1.8 fiir Kriterium
(1.90). Als zweites Beispiel betrachten wir

(1,1), (2,1), (3,99), (4,1), (5,1). (1.93)

Kriterium (1.89) liefert wieder y = 1, Kriterium (1.91) ergibt y = 50, und Kriterium
(1.90) fiithrt auf y = 20.6.
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Am weitesten verbreitet ist Kriterium (1.90), man spricht auch von der Fehlerquadrat-
methode. Fiir die Wahl dieses Kriteriums gibt es eine Begriindung aus der mathemati-
schen Statistik, wenn wir die Differenzen f(¢;) — y; als zufiillige Fehler interpretieren und
annehmen, dass diese voneinander unabhéngig sind. Die durch die Anwendung von Krite-
rium (1.90) gewonnene Gerade heiit Regressionsgerade oder auch Ausgleichsgerade.

Wir konnen die Residuen r; in einen Vektor » € R™ zusammenfassen und in Matrix-
Vektor-Notation schreiben

r1 i 1 Y1
=1 (Z) R (1.94)
T t,, 1 U
oder kiirzer
r=Ax —y, (1.95)

wobei

()

der Vektor der unbekannten Koeffizienten und
A= : coy=1| 1, (1.96)

cine gegebene Matrix im R(™?) bzw. ein gegebener Vektor im R™ sind. Die Fehlerqua-
dratmethode (Kriterium (1.90) besteht nun darin, die Lénge (oder, was auf dasselbe
herauskommt, das Quadrat der Lange) des Vektors r € R™ zu minimieren.

Sieht man von der speziellen Form der Matrix A in (1.96) ab, wie sie sich bei der Be-
stimmung der Regressionsgerade ergibt, so lautet das allgemeine Problem der linearen
Ausgleichsrechnung

Gegeben A € R(™™ ¢ € R™ mit m > n, gesucht z € R™ mit

l4z — y|* = min | AZ — y||*. (1.97)

Wir wollen also z € R™ so bestimmen, dass der Vektor Az den kleinstméglichen Abstand
zum Vektor y hat.

Es stellt sich heraus, dass wir die Losung dieses Problems erhalten, indem wir ein geeig-
netes lineares Gleichungssystem losen. Dieses Gleichungssystem ergibt sich auf folgende
Weise. Die zu minimierende Funktion

J(z) =||Az —y||*, J:R"—R. (1.98)

Wir nehmen an, x € R" sei Minimum von J. Wir betrachten J “entlang einer Geraden”
im R™ durch den Punkt z in eine beliebige vorgegebene Richtung A und setzen dazu

gt)=J(x+th), g:R—-R. (1.99)
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Die Funktion g hat ein Minimum in ¢ = 0, da ¢(0) = J(z). Es muss also gelten
¢(0)=0. (1.100)
Nun ist

g(t) = J(z +th) = |A(z + th) — y||* = (A(x +th) —y, A(z + th) — y)

= (Ax — y, Ax — y) + 2t (Ah, Az — y) +t* (Ah, Ah) | (1.101)
also
'"(t) = 2(Ah, Ax — y) + 2t (Ah, AR) ,
9(0) =2 (AN, Az —y) + 21 {An, AD) Lo
g'(t) = 2(Ah, Ah) ,
also
0=g'(0) =2(Ah, Az — y) =2 (h, AT (Azx — y)) . (1.103)
Da (1.103) fiir jede beliebige Richtung h € R™ gelten muss, folgt
AT(Ax —y) =0, (1.104)
oder #dquivalent
AT Az = ATy, (1.105)

Es handelt sich um n Gleichungen fiir den unbekannten Vektor x € R"™ bei gegebener
Matrix ATA € R™™ und rechter Seite A”b € R", sie heien Normalgleichungen des
linearen Ausgleichsproblems (1.97).

Wir nehmen nun weiter an, dass A maximalen Rang hat, also (da n < m)
rang (A) = n. (1.106)

Dann ist dim(ker A) = 0 nach Satz 12.13 (Teil 1 der Vorlesung), also ist 0 die einzige
Losung des homogenen Systems Az = 0. Ist nun A € R"™ beliebig mit h # 0, so ist also
Ah # 0 und

(Ah, AR) = || Ah||* > 0. (1.107)

Aus (1.101) und (1.102) folgt nun, dass ¢”(0) > 0 und g eine nach oben gedffnete Parabel
ist, deren eindeutiges Minimum in ¢ = 0 liegt. Da jeder von x verschiedene Punkt z € R"”
auf einer solchen Geraden liegt (wir setzen h = z — x), liefert somit jede Losung = €
R™ der Normalgleichungen (1.105) ein globales Minimum von J. Die Normalgleichungen
sind eindeutig losbar, da ATA € R™™ eine quadratische Matrix ist und das zugehorige

homogene System
ATAz =0 (1.108)

wegen rang (A) = n und
2" AT Az = (Az)"(Az) = || Az

nur = = 0 als Losung hat. Wir halten das Ergebnis dieser Uberlegungen im folgenden Satz
fest.
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Satz 1.7 (Lineare Ausgleichsrechnung, Lésung)
Sei A € R™™ o € R™ mit m > n, es gelte rang (A) = n. Dann hat Problem 1.97 genau
eine Losung x € R™, welches sich als eindeutige Losung der Normalgleichungen

erqgibt.

Wir bestimmen als Beispiel die Regressionsgerade zu den Daten

(=2,0.5), (—=1,0.8), (0,2), (1,3.2), (2,3.5).

Hier ist m =5, n = 2,

-2
-1
A=1 0
1
2
also
. (10
AA—(O

Die Losung von

(v O)

ist gegeben durch

die Regressionsgerade zu den Daten (1.110) ist also

AT Az = ATy (1.109)
O
(1.110)
1 0.5
1 0.8
1 2 |,
1 3.2
1 3.5
0 8.4
5 10
T
T2
0.84
2
=0.84t + 2. (1.111)

f(t)
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2 Eigenwerte

Wir beginnen mit einem Beispiel. Die lineare Abbildung 7" : R? — R?,

2 0
T(x)=Ax, A= <O 4) (2.1)
ist leicht zu verstehen: Fiir die Einheitsvektoren eq, ey gilt
T(el) = Ael = 261 s T(€2) = A€2 = 462,

das heiflt, die beiden Einheitsvektoren werden um den Faktor 2 bzw. 4 gestreckt. Fiir alle
anderen Vektoren z € R? ergibt sich das Bild als Linearkombination,

2
T(z) = A(z1e1 + w9e2) = w1 der + a1 Aey = 2m1e1 + dwgey = (4?) :
2

Aus dem Einheitskreis wird eine Ellipse, deren Hauptachsenrichtungen gerade die Koor-
dinatenachsen sind.

Im Prinzip genauso einfach, nur nicht auf den ersten Blick zu sehen, liegen die Verhéltnisse
bei der Abbildung

T(z) = Av, A= ( ° _31) . (2.2)

0 = G) = (_11) (2.3)
Avy = (;) . Avy = ( _44> , (2.4)

das heifit, sie werden um den Faktor 2 bzw. 4 gestreckt. Da {v;, v2} eine Basis ist, ldsst sich
das Bild jedes beliebigen Vektors im R? als Linearkombination der Bilder Av;, Av, gewin-
nen. Das Bild des Einheitskreises ist ebenfalls eine Ellipse, deren Hauptachsenrichtungen
aber durch die Vektoren v; und v, gegeben sind.

Fiir die Vektoren

gilt ndmlich

Definition 2.1 (Eigenwert einer linearen Abbildung)
Sei V' Vektorraum, T : V' — V eine lineare Abbildung. Eine reelle (oder auch kompleze)
Zahl X heifit Eigenwert von T, falls es einen Vektor v € V., v #£ 0, gibt mit

T(v)=Mv. (2.5)

Der Vektor v heifit Figenvektor zum Figenwert . O

Definition 2.2 (Eigenwert einer Matrix)
Sei A € C™. Eine Zahl X € C heifit Figenwert von A, falls es einen Vektor x € C",
x #0, gibt mit

Az = Az (2.6)

Der Vektor x heifst Figenvektor zum Eigenwert \. O
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Sei A € C™™ eine Matrix. Fiir ein beliebiges A € C gilt
Az = Mz & (A= M)z =0. (2.7)
Es gibt also ein x # 0 mit Ax = Az genau dann, wenn
det(A—AI) =0, (2.8)
siehe Teil 1, Kapitel 13.

Satz 2.3 Sei A € C™™. Dann ist A € C genau dann Eigenwert von A, wenn

det(A— ) =0. (2.9)
|
Es ist
a;; — A 12 ce A1n
A—ar=| ™ =27 A (2.10)
anl .« e . .« e . ann — >\
Die Funktion
Xa(A\) =det(A— ) (2.11)

heifit das charakteristische Polynom von A. Dass die Funktion x4 ein Polynom ist,
kann man allgemein aus der rekursiven Definition der Determinante ableiten. Satz 2.3
besagt, dass die Eigenwerte von A gerade die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von A sind.

Im Falle n = 2 erhalten wir das quadratische Polynom
Xa(A) = (@11 — A)(age — A) — anan
= A — (an + ag)\ + anag — ana. (2.12)
Es ist also
Xa(A) = (A= A)(A = A), (2.13)

wobei A1, Ay die beiden Nullstellen von y 4 sind. Wir betrachten die Situation A € R(*?2),
das heifit, alle Matrixelemente sind reelle Zahlen. Es kommen dann entsprechend der
Losungsformel fiir quadratische Gleichungen drei Fille vor.

Fall 1: A\; und )\, sind beide rell und verschieden. Dann bilden zwei zugehorige Eigenvek-
toren vy, v, eine Basis des R?. Als Beispiel betrachten wir wieder

A= (_31 _31) : (2.14)

xa(A) =det(A—=A)=(3—-2)—1=X\—6\+8 (2.15)

mit den beiden Nullstellen

Es ist

)\1 :2, >\2:4 (216)



Einen Eigenvektor v; erhalten wir als nichttriviale Losung des homogenen Gleichungssy-

stems (A — 2I)z = 0, also
() () 0)- 20

Da der Rang der Matrix in (2.17) gleich 1 ist, ist die Dimension des Losungsraums gleich
n — 1 =1, also ist der Eigenvektor v; bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt,
etwa v; = (1, 1). Analog erhalten wir v = (1, —1).

Fall 2: \; = Ay € R. Bei der Bestimmung der Eigenvektoren treten zwei Félle auf, die
wir jeweils am Beispiel erlautern.
2 0
A= <O 2) (2.18)

Fall 2a: Fiir
gilt
XaA) =(A =27, A =X=2. (2.19)

Esist A—2I =0, also rang (A —2I) = 0, der Losungsraum des homogenen Systems hat
Dimension n — 0 = 2 und ist gleich dem R2. Alle von Null verschiedenen Vektoren sind
Eigenvektoren, wihlt man zwei linear unabhingige, so bilden sie eine Basis des R2.

Fall 2b: Fiir
11
A= (o 1> (2.20)
gilt
xa)=A=1* M= =1 (2.21)
Es ist
01
A-1I= (0 0) , (2.22)
also rang (A — I) = 1, der Losungsraum des homogenen Systems hat die Dimension

n —1 = 1 und wird aufgespannt vom Eigenvektor v; = (1,0). Einen von v; linear un-
abhiingigen weiteren Eigenvektor gibt es nicht, insbesondere auch keine Basis des R? aus
Eigenvektoren.

Fall 3: A\; und \; sind nicht reell und konjugiert komplex. Als Beispiel betrachten wir die
Drehmatrix (Drehung um 90 Grad)
0 —1
A= (1 0 ) : (2.23)

xaA) =X +1, AN =i, \=—i, (2.24)

Es gilt

und es gibt keinen reellen Eigenvektor v € R2, wohl aber zwei linear unabhéngige komplexe

Eigenvektoren, etwa
1 1
Vv = (’L) N Vg = (—l) . (225)

Diese bilden eine Basis des C2.
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Wir betrachten nun die Situation A € C™™ (fiir uns in der Regel A € R(™™) fiir beliebige
Werte von n. Das charakteristische Polynom x4 hat die Form

xa(A) = (=D"A=A) - (A= A), (2.26)

wobei die Nullstellen Aq,...,\, nicht verschieden sein miissen. Fassen wir gleiche Null-
stellen zusammen, so erhalten wir

Xa(h) = ()" = A" - (A= A" (2.27)

Die Matrix A hat also r verschieden Eigenwerte Ay, ..., A, deren Vielfachheiten k; werden
als algebraische Vielfachheiten bezeichnet. Zur Bestimmung der zum Eigenwert \;
gehorenden Eigenvektoren betrachtet man das homogene Gleichungssystem

(A= M\D)z=0. (2.28)

Der Losungsraum von (2.28) heifit Eigenraum zum Eigenwert );. Seine Dimension
heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A;, sie ist mindestens gleich 1
und hochstens gleich k;.

Ist A eine Dreiecksmatrix,

all a12 DY DY &ln
0 a22 DEREY .. a/2n
A=]10 0 - Cl (2.29)
0 0 - 0 am
SO ist
e T A A
O a22 —_— )\ PR DY a2n
A— )\ = 0 0o - : , (2.30)
0 0 o 0 Gup—A
also .
Xa =det(A—\I) = [J(ai — ), (2.31)

i=1
das heifit, die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix (und insbesondere einer Diagonalmatrix)
sind gegeben durch die Diagonalelemente.

Die Transponierte A7 hat dasselbe charakteristische Polynom wie A und damit auch
dieselben Eigenwerte, da

det(AT — AI) = det((A — A)T) = det(A — \I).

Eine quadratische Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn 0 nicht Eigenwert von A
ist, da in diesem Fall
(A—=0-Nx=Az=0
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nur die triviale Losung z = 0 hat.
Ist A € C™™ beliebig und S € C™™ invertierbar, so gilt
det(STTAS — M) = det(S™H(A — MI)S) = det(S™ 1) det(A — A1) det(S) = det(A — \I),

also haben S™1AS und A dasselbe charakteristische Polynom und damit dieselben Ei-
genwerte. Die Eigenwerte einer linearen Abbildung 7" : V' — V eines Vektorraums in
sich selbst stimmen mit den Figenwerten der (beziiglich einer festen Basis) zugeordneten
Matrix iiberein und &ndern sich bei einem Basiswechsel nicht.

Die Hauptachsentransformation. Die Hauptachsentransformation dient dazu, eine
beliebige symmetrische Matrix A € R(™™ auf Diagonalgestalt zu transformieren.

Lemma 2.4 Sei A € R"™™ symmetrisch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis: Sei A € C Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor € C™. Ist \ die zu
konjugiert komplexe Zahl, so gilt

N = \r = Az = AT = AT,
also ist A ebenfalls Eigenwert von A und Z ein zugehoriger Eigenvektor. Es gilt weiterhin
M'T = (Ax)TT = 2" ATz = 2T AT = 2" X7 = M\a" 7,
also folgt A = X, da

n
21T = E T, T; = g lz;]* > 0.
=1" =1

O

Lemma 2.5 Sei A € R symmetrisch. Dann sind Eigenvektoren zu verschiedenen
FEigenwerten aufeinander orthogonal.

Beweis: Sei Ax = Az und Ay = uy. Es folgt

Mz, y) = Az, y) = (Az,y) = (z, Ay) = (z, py) = pz,y) .

Ist also A # p, so muss (x,y) = 0 gelten. O

Lemma 2.6 Sei A € R™™ symmetrisch. Dann hat jeder Eigenwert von A die gleiche
algebraische und geometrische Vielfachheit.

Beweis: Sei 11 Eigenwert von A der geometrischen Vielfachheit [. Sei {vy, ..., v;} eine ON-
Basis des Eigenraums von p, wir ergidnzen sie zu einer ON-Basis {v1, ..., v, U1, ..., 05}
des R™. Sei @ € R(™™ die Matrix mit den Spalten v;, dann ist ® orthogonal. Die trans-
formierte Matrix

A=07"AD = dT AP (2.32)
ist ebenfalls symmetrisch und hat die Blockform
1 ,u[l 0

am (Y. -
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wobei [; die I-dimensionale Einheitsmatrix und B eine (n — ) x (n — [)-Matrix ist. Fiir
das charakteristische Polynom von A gilt

AN = X4(0) = det(A — ML) = det(ul; — A det(B — A, 1) = (1 — N)xs(\), (2.34)

also ist die algebraische Vielfachheit von p mindestens gleich [. Wére sie grofier als [, so
wiire 4 ein Eigenwert von B, und aus einem zugehérigen Eigenvektor z € R"! entstiinde

vermittels
n

Yy = Z Zi€q

i=l+1

ein Eigenvektor y von A zum Eigenwert p und hieraus ein Eigenvektor

(I)y = i ZiU;

i=1+1
von A zum Eigenwert u, welcher von {vy, ..., v;} linear unabhéngig wire, aber andererseits
zum Eigenraum von p gehoren wiirde, ein Widerspruch. O

Sind also Ai,...,\, die verschiedenen Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A, so
konnen wir zu jedem Eigenraum eine Basis berechnen (durch Lésen des zugehorigen ho-
mogenen Gleichungssystems) und diese in eine ON-Basis B, transformieren (mit dem
Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren). Da die Ordnung des charakteristi-

schen Polynoms y 4 gleich
n = Z k’j
j=1

ist, addieren sich die Dimensionen der Eigenrdume zu n wegen Lemma 2.6. Durch

B = OBj
j=1

erhalten wir also eine Basis des R", welche ebenfalls eine ON-Basis ist, da die zu verschie-
denen Eigenwerten gehorenden Eigenrdume senkrecht aufeinander stehen (Lemma 2.5).
Da die Basis B aus Eigenvektoren besteht, wird A auf Diagonalgestalt

D =3T AP

transformiert, wobei die Spalten von ® gerade durch die Basisvektoren von B gebildet
werden.

Satz 2.7 (Hauptachsentransformation)
Sei A € R symmetrisch. Dann gibt es eine ON-Basis des R™, welche aus Figenvektoren
von A besteht. Die Matriz ® € R™™ des zugehorigen Basiswechsels ist orthogonal, und

dT'AD =D, (2.35)

wobei D € R™™ eine Diagonalmatriz ist, deren Diagonale die Eigenwerte von A entspre-
chend threr Vielfachheit enthdlt.
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Der Spannungstensor spielt eine zentrale Rolle in der Mechanik elastischer Kérper. Er
hat die Form einer (3 x 3)-Matrix

Oy Tay Taz
S=|Tp oy T2 | - (2.36)

Tex Tzy Oz

Ist P ein Punkt des Korpers, und ist n der Normalenvektor zu einer (gedachten) Fléche
durch P, so stellt der Vektor
Sn (2.37)

gerade den Kraftvektor dar, der in P an dieser Ebene angreift. Der Spannungstensor
S ist symmetrisch (das folgt aus dem Gleichgewicht fiir die Drehmomente). Ist n ein
Eigenvektor von S zum Eigenwert A, so gilt

Sn = An, (2.38)

das heiflt, die Kraft hat die Form einer Normalspannung und entspricht einer Zug-
oder Druckkraft, je nach Vorzeichen von A. Nach Satz 2.7 kénnen wir eine ON-Basis
aus Eigenvektoren von S finden, sie heiffen die Hauptspannungsrichtungen von S, die
zugehorigen Eigenwerte heifien die Hauptspannungen. Analoge Uberlegungen gelten
fiir den Verzerrungstensor.

Quadratische Funktionen, quadratische Formen. Die Funktion ¢ : R — R,
q(z) = az® + bz + ¢, (2.39)

beschreibt fiir gegebene Parameterwerte a,b,c € R eine Parabel im Reellen, die je nach
Vorzeichen von a nach oben oder nach unten geoffnet ist. Die entsprechende Funktion
q:R" — R,

q(z) = 2T Az + bz + ¢ (2.40)

nennt man quadratische Funktion, hierbei sind A € R™™, b € R” und ¢ € R gegeben.
Im Falle b = ¢ =0, also
q(z) = 27 Az

heifit ¢ eine quadratische Form. Da fiir jede Matrix A € R gilt
o' Ar = (27 Ax)T = 2T ATz,

also auch

v Ar = 27 (%(A + AT)) T,
konnen wir A in (2.40) als symmetrisch voraussetzen. Eine Teilmenge von R™ der Form
M={z:2eR", q(x) =0} (2.41)
bezeichnet man als Quadrik. Sind etwa A=1,b=0, c= —1, so ist

M={r:zeR" Tz =1}
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gerade die Einheitssphére ( = Rand der Einheitskugel). Fiir beliebige symmetrische
Matrizen A nimmt M verschiedene geometrische Formen an (Ellipsoid, Paraboloid, Hy-
perboloid, ... ), sie konnen im wesentlichen anhand der Vorzeichenstruktur der Eigenwerte
von A Kklassifiziert werden. So treten etwa im Anschauungsraum (n = 3) 17 verschiedene
Félle auf, sieche Meyberg/Vachenauer I, Abschnitt 6.7.3.

Fiir die spater behandelten Extremwertaufgaben ist der folgende Begriff wichtig.

Definition 2.8 (Definitheit von Matrizen)
Eine symmetrische Matriz A € R™™) heifit

e positiv definit, falls ¥ Az > 0
o positiv semidefinit, falls 7 Ax >0
e negativ definit, falls 7 Ax < 0

o negativ semidefinit, falls x7 Az <0
gilt fiir alle v € R™ mit x # 0. Falls keiner dieser 4 Fdlle zutrifft, heifit A indefinit. O

Ist A € R(™ symmetrisch und {vy,...,v,} eine ON-Basis des R” aus Eigenvektoren von
A, wie wir sie aus der Hauptachsentransformation bekommen, so gilt mit den zugehorigen
Eigenwerten A{, ..., \,

v] Av; = v] Ao = Ay, (2.42)

Fiir einen beliebigen Vektor x € R",

Tr = i tﬂ)i s
i=1
folgt
i=1 j=1 i=1

Aus (2.42) und (2.43) erkennen wir, dass gilt:
A ist positiv definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

Analoge Aussagen erhélt man fiir die anderen Begriffe in Definition 2.8:

A ist positiv semidefinit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A nichtnegativ sind.
A ist negativ definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

A ist negativ semidefinit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A nichtpositiv sind.

A ist indefinit genau dann, wenn es mindestens einen positiven und mindestens einen
negativen Eigenwert gibt.

Bemerkungen zur Berechnung von Eigenwerten. Im Falle n = 2 oder auch n = 3
kann man die Figenwerte von Hand ausrechnen, indem man wie beschrieben die Null-
stellen des zugehorigen (quadratischen oder kubischen) Polynoms bestimmt. Fiir grofiere
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Werte von n ist dieses Vorgehen von eher theoretischem Interesse und eignet sich nicht
zur Berechnung der Eigenwerte, da die Berechnung der Nullstellen eines Polynoms aus
seinen Koeflizienten im allgemeinen numerisch instabil ist. Man verwendet daher andere
Verfahren, seit Jahrzehnten durchgesetzt hat sich das sogenannte QR-Verfahren.
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3 Skalarfelder, Partielle Ableitungen

Funktionen mit Definitionsbereich R™ oder einer Teilmenge 2 von R"™ nennt man auch
Felder. Ist R der Bildbereich, so spricht man von einem Skalarfeld oder skalaren Feld.
Ein Skalarfeld ist beispielsweise die Funktion, die jedem Punkt im Raum seine Temperatur
zuordnet.

Ein weiteres Beispiel ist die Funktion, welche jedem Vektor seine Linge zuordnet,
@) = lall, f:R" SR,

Als Definitionsgebiete von Funktionen im R haben wir, sofern diese nicht auf ganz R
definiert waren, meistens Intervalle betrachtet, mit oder ohne Endpunkte. Mdogliche De-
finitionsgebiete im R"™ sind vielféltiger. Haufig kommt vor die offene bzw. abgeschlossene
Kugel um einen Mittelpunkt = mit Radius r,

By(z) ={y:yeR" |ly—zll <r}, Ki(o)={y:yeR" |ly—zl<r},  (31)
sowie ihr Rand, die Sphére

Se(@) ={y:y eR", [y —zfl = r}. (3.2)

Wir betrachten ein Intervall im R zwischen a und b, mit oder ohne die Endpunkte. Einen
Punkt = € (a,b) stellt man sich als inneren Punkt vor, er hat die Eigenschaft, dass es
ein (moglicherweise sehr kleines) Intervall (z — e, x 4 €) gibt, welches vollstidndig zwischen
a und b liegt. Die Endpunkte a und b stellt man sich als Randpunkte vor, a hat die
Eigenschaft, dass jedes Intervall der Form (a — ¢, a + ¢) sowohl Punkte zwischen a und b
als auch Punkte auflerhalb enthélt.

Definition 3.1 Sei Q) C R™.

FEin x € Q heifit innerer Punkt von (2, falls es eine offene Kugel mit Mittelpunkt x gibt,
welche ganz in S liegt. Die Menge aller inneren Punkte von €2 heifit das Innere von (),
geschrieben int (). Die Menge Q heifit offen, wenn int () = €, das heifit, jeder Punkt
von €2 ist innerer Punkt von €2.

Ein x € R™ heiffit Randpunkt von (), falls jede offene Kugel mit Mittelpunkt x sowohl
einen Punkt aus €2 als auch einen Punkt enthdlt, der nicht in ) liegt. Die Menge aller
Randpunkte von  heifit der Rand von §2, geschrieben 0S2. Die Menge ) heifit abge-
schlossen, wenn jeder Randpunkt von ) auch zu ) gehort. O

Es ist etwa

int (B,(z)) = int (K, (z)) = B.(z), 0B,.(x)=0K,(x)=S.(z),
int (S, (x)) =0, 9S.(z) =S, (x).

B, (x) ist offen, K, (z) und S,(x) sind abgeschlossen. Bei Mengen mit einem “scharfen
Rand” ist das auch anschaulich klar, z.B. bei Teilmengen des R?, die von einer “glatten”
Kurve begrenzt werden. Betrachten wir aber beispielsweise Q als Teilmenge von R, so ist

int(Q) =0, 0Q=R,
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da in beliebig kleiner Entfernung von jeder rationalen Zahl sowohl rationale als auch
irrationale Zahlen liegen.

Sei f : 2 — R eine Funktion, 2 C R". Die Argumente von f sind also Vektoren im R",
fiir die Funktionswerte schreiben wir

f(z), oder flz1, 29, ..., 24) .

Beispiele sind (hier ist Q2 = R")

fl@)=a"z=(a,z) = Z a;r;, a € R" gegeben, (lineare Funktion)
i=1

n n
f(x) = tTAr+ b+ c= Z AT + Z bir; + ¢, (quadratische Funktion)
ij=1 i=1

fz) = ||zl =

n
2
E x5
i=1

Im Falle n = 2 oder n = 3 schreibt man oft (z,y) bzw. (x,y, z) fir die Komponenten des
Arguments, also etwa

flr,y)=3x+2y—4, flz,y,2) =2y —ze”.

Im Falle n = 2, also f : Q — R, Q C R?, ist es moglich, sich den Graphen von f im Raum
zu veranschaulichen, indem man die Menge

M = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € Q}

darstellt. Ist etwa Q = K;(0) die Einheitskreisschreibe in der Ebene, so liefert

fla,y) =2 +y?
als Menge M ein nach oben gedffnetes Paraboloid, welches sich iiber der Einheitskreis-
schreibe erhebt.

Eine Folge im R” ist eine Funktion, die jeder natiirlichen Zahl k einen Vektor z* im R"
zuordnet, wir schreiben

(") ken - (3.3)
Jedes Element (oder Glied) x* der Folge hat die Form

i (R i

rn

Ein Vektor x = (z1,...,z,) € R" heit Grenzwert der Folge, falls

T; = klim ¥ (3.4)
gilt. Aquivalent dazu ist
klim 2% — 2| = 0. (3.5)
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Ist & Grenzwert von (z¥)gen, so schreiben wir ebenfalls

r = lim 2, oder auch 2% — z. (3.6)

k—o0
Sowohl in (3.4) als auch in (3.5) wird die Konvergenz einer Folge von Vektoren auf die
Konvergenz von Zahlenfolgen zuriickgefiihrt. Beispiel:

(2,1) 11 21 11 | v (21
) 9 72 I 373 9 274 AR also T = kak .

: i 2 1
I}Lrgox =0, da k—>0, k—>0.
Diese Folge néhert sich dem Nullpunkt entlang der Geraden z; = 2x,. Konvergente Folgen
im Mehrdimensionalen kénnen sich dem Grenzwert aber auch auf weniger “regulére”
Weise ndhern; es ist lediglich erforderlich, dass der Abstand zum Grenzwert gegen 0 geht,

die Folge muss aber z.B. nicht aus einer bestimmten Richtung kommen.

Eine Funktion f: Q — R, Q C R"”, heifit stetig im Punkt x € (), falls

fla) = lim f(z*) (3.7)

k—oo

Es gilt

gilt fiir alle Folgen (z*)rey in ©, welche gegen z konvergieren. Sie heifit stetig auf €, falls
sie in jedem Punkt von 2 stetig ist.

Wie im Eindimensionalen gilt, dass die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
und Komposition zweier stetiger Funktionen wieder eine stetige Funktion ergibt, infolge-
dessen sind viele durch Formeln definierte Funktionen stetig, beispielsweise die quadrati-
sche Funktion

flz)=2"Ar + b2+ c= Z Qi T + Z bivi + c.

ij=1 i=1
Eine Teilmenge 2 des R™ heifit beschrinkt, falls es eine Zahl M > 0 gibt, so dass
x| < M, fiir alle z € 9, (3.8)

das heifit, man kann eine Kugel um den Nullpunkt finden, in der €2 vollstédndig enthalten
ist. (M ist der Radius dieser Kugel.)

Satz 3.2 (Maximum und Minimum)
Sei Q C R, f:Q — R". Ist Q abgeschlossen und beschrinkt, sowie f stetig auf €2, so
nimmt f auf Q Maximum und Minimum an, das heif§t, es gibt p,q € 2 mit

f(p) =max f(z), flg) =min f(z). (3.9)

€N e

O
Dieser Satz verallgemeinert den bereits aus dem Eindimensionalen bekannten Sachverhalt.

Dort werden Maxima und Minima von f als Nullstellen der Ableitung f’ berechnet. Dieses
Vorgehen lasst sich auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen.
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Wir behandeln nun die Frage, wie man Funktionen differenzieren kann, deren Definitions-
gebiete im Mehrdimensionalen liegen. Ist beispielsweise f : R? — R,

fla,y) =2y,
so kénnen wir y als fest gegebenen Parameter betrachten und die Funktion

g(z) = 2*y*

“ganz normal” differenzieren mit dem Ergebnis
! 4
g'(x) =2zy".

Genausogut konnten wir x festhalten und die Funktion

nach ihrem Argument (also y) differenzieren mit dem Ergebnis
W(y) =" 4y°.

Definition 3.3 (Partielle Ableitung)

Sei f:Q — R, Q C R", sei x innerer Punkt von ). Die partielle Ableitung von
f mnach der i-ten Komponente im Punkt x ist definiert als der Grenzwert (sofern
dieser existiert)

hm f(.l’l, e i1, + t,[EH_l, e 71771) — f(l'l, e ,fL’n)
t—0 t )

(3.10)

O

Die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x ist also eine Zahl. Fiir sie sind
verschiedene Bezeichnungen {iblich, etwa

af
&xi

(), Oif(x), Ouf(z). (3.11)

Verwendet man im Zweidimensionalen die Notation f(x,y), so schreibt man fiir die par-
tiellen Ableitungen entsprechend

of
ox

(2.9), §—§<x,y>, 0uf(e), B,f(x.y). (3.12)

entsprechend im Dreidimensionalen

U, Py, Yy, uw
al’ :'U7 y?Z M ay x7 y7z ) 82 :'U7 y?Z M u W'

Beispiel wie oben:

of of
_ 2.4 v 42,3 213 29y =4.32.(_9)3 = _
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Der Ausdruck
o (z,y)
O Y

ist kein Bruch, sondern der Grenzwert eines Bruchs.

Wir kénnen uns die partielle Ableitung folgendermafen vorstellen. Ist etwa f : R? — R,
so entspricht die Funktion

g(t) = fx+ty), g:R—=R,

gerade dem Verhalten von f in Richtung der z-Koordinate, ausgehend vom Punkt (z,y).
Es ist dann
af

%(%?/) =4'(0).

Wir kehren zur allgemeinen n-dimensionalen Situation zuriick. Sei f : Q — R", sei 2 C R”
offen. Falls der Grenzwert (3.10) in jedem Punkt 2 €  und fiir jedes i, 1 < i < n, existiert,
so heilit f partiell differenzierbar in (). Die partiellen Ableitungen liefern in diesem
Fall Funktionen

of

al’z‘
sie sind also ebenfalls Skalarfelder. Sind alle diese Funktionen stetig in €2, so heif}t f stetig
differenzierbar in 2. (In diesem Fall kann man das Wort “partiell” weglassen.)

:Q— R, oderauch 0, f:Q—R, (3.13)

Da die partielle Ableitung nichts anderes ist als die Ableitung nach einer Koordinaten-
richtung (bei festgehaltenen anderen Richtungen), kommen die Rechenregeln aus dem
Eindimensionalen auch fiir die Berechnung von partiellen Ableitungen zum Tragen.

Beispiele: Die lineare Funktion

f

flz) ={a,z) = Zaixi, g—x(a:) = 0;f(z) = a;,

In diesem Fall ist die partielle Ableitung an jeder Stelle x dieselbe, als Funktion 0;f :
R™ — R aufgefasst ist sie konstant.

Fiir die quadratische Funktion mit symmetrischer Matrix A € R

flx)=a"Av + bz +c= Z a;jT;x; + Z bix; + ¢

ij=1 i=1

gilt (man muss 3 verschiedene Indizes unterscheiden)

of

D (x) = Opf(x) = Zaikxi + Zaijj + b = QZaijj + by =2 (Ag., ) + by,

i=1 j=1 j=1
wobei Ay. die k-te Zeile von A bezeichnet. Die partielle Ableitung Oy f ist also eine affin

lineare Funktion, im Falle b, = 0 eine lineare Funktion.

Man kann die partiellen Ableitungen zu einem Vektor zusammenfassen, er heifit der Gra-
dient von f, geschrieben

of
Vf=grad f = : ) (3.14)
Onf
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Beispiel

4
fzy,20) = 2325, Vf(w,1) = (Qm%%) , V21 = (146) :

daixs
Ist f:R" =R, g: R — R, so erhalten wir die partiellen Ableitungen von go f,

go D) = 22w — g1 5w (3.5

direkt aus der Kettenregel im Eindimensionalen, da wir in diesem Fall f nur als Funktion
einer Variablen auffassen. Als Beispiel betrachten wir

r(z) =|z|| = r:R"—R. (3.16)
Es ergibt sich
1 .
Or(t) = ——— 2= 1 1<i<n, (3.17)
24/ 51 73 r(z)
und damit auch . .
Vr(z) =gradr(z) = — = —. (3.18)
r(z) =l

Auf diese Weise erhalten wir die Ableitungen von radialsymmetrischen Funktionen,
das sind solche Funktionen ¢ : R" — R, welche nur von der Linge des Argumentvektors
abhéngen, etwa

¢(z) = g(||z]]), wobei ¢g:R—R, (3.19)
als .
drp(x) = g'(lzl) =, Velr) = ¢'(Jz) 7 (3.20)
HJCH ]l
Beispiel:
p(z) =In(llz]),  dp(2,1) = )12 D)) 7m7 -2 2
LT H@lw NG
Wir betrachten nun die Verédnderung eines Skalarfeldes f entlang einer Kurve k,
g(t) = f(k(t)), k:R—-R", f:R"=R. (3.21)

Die Ableitung von g wird mit der entsprechenden Variante der Kettenregel berechnet,

g'(t) = (Vf(k(t §jaf (), (3.22)

wobei £'(t) € R" der Tangentenvektor an die Kurve k& im Punkt k(t) ist, siche Kapitel 14
aus Teil 1. Dass (3.22) richtig ist, ergibt sich nicht unmittelbar aus der eindimensionalen
Situation, sie wird sich spéter als Spezialfall der allgemeinen mehrdimensionalen Situation
herausstellen. Als Beispiel betrachten wir

flzy,ze) =23 + a5, k(t) = G) (3.23)
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Die Kurve k ist hier die Gerade durch 0 in Richtung der Winkelhalbierenden. Es ist
. 21‘1 . t / . 1
o= (3) . w0=(). vo=(}).

g'(t) = (Vf(k(t),K(t) = Vf(x) = <(32tt2> : G>> =2t + 3%

Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir g formelméaflig darstellen, indem wir &k in f
einsetzen,

also

g(t) = f(k(t)) = f(t.t) =1+,
und dann differenzieren. Wenn f und k& durch eher einfache Formeln gegeben sind, ist das
der einfachere Weg.

Wir betrachten eine Situation wie im vorangegangenen Beispiel (3.23), aber mit einer

allgemeinen Geraden
k(t)=x+tv, xz,0veR". (3.24)

Die Ableitung der zusammengesetzten Funktion g(t) = f(k(t)), f : R® — R, im Punkt
t = 0 ergibt sich geméf (3.22) als

n

g(0) = (Vf(2),0) = > Oif (x) - vi. (3.25)
Andererseits ist
/0 =y 8090 _ St t0) = 1) 526

Definition 3.4 (Richtungsableitung)
Sei f:Q — R, QCR" setx innerer Punkt von §2, sei v € R". Die Richtungsablei-
tung von [ im Punkt x in Richtung v ist definiert als der Grenzwert (sofern dieser
existiert)

t —

t—0 t

(3.27)
O

Gemaf (3.25) erhalten wir die Richtungsableitung in eine beliebige Richtung aus den
partiellen Ableitungen mit

2, f () = (Vf(x),v) . (3.28)
Die Richtungsableitungen in Richtung der Koordinatenachsen sind nichts anderes als die
partiellen Ableitungen,

Oc f(x) =(V [(2),€:) = 8—%(90) : (3.29)

Hohere partielle Ableitungen. Ist beispielsweise
flz.y) =2%y’, f:R*—R,

SO ist
axf(l‘, y) = 2$y3 ) 8:vf ' R? — R,
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und nichts hindert uns daran, diese Funktion nochmals partiell abzuleiten, beispielsweise
nach y,
0,0, f(r,y) = 6xy*, 0,0.f : R* = R.
Statt 0,0, f schreibt man auch
0 f
Oyox

Fiir eine beliebige Funktion f : R?> — R geht das in einem Punkt (z,y) € R? natiirlich
nur, wenn der entsprechende Grenzwert existiert, in diesem Fall also

t—0 t

Definition 3.5 (Zweite partielle Ableitungen)
Sei f: Q2 — R, Q CR", x innerer Punkt von §). Die zweiten partiellen Ableitungen 0;0; f
von f sind im Punkt x definiert als der Grenzwert

0,0, (x) = lim 2S£ 1€5) = 0 ()

t—0 t ’

(3.30)
wobei e; der j-te Finheitsvektor ist. O

Ist €2 offen, und existieren in jedem Punkt alle zweiten partiellen Ableitungen, so erhalten
wir Funktionen

Sind diese Funktionen alle stetig, so heifit f zweimal stetig differenzierbar in (2.

Die partiellen Ableitungen 0;f heiflen auch erste partielle Ableitungen von f. Ent-
sprechend definiert man die (k + 1)-ten (dritten, vierten, ...) partiellen Ableitungen als
partielle Ableitungen der k-ten partiellen Ableitungen.

Aus den ersten partiellen Ableitungen kann man wie besprochen einen Vektor bilden, den
Gradienten. Aus den zweiten partiellen Ableitungen in einem Punkt z kann man eine
(n x n)-Matrix bilden, sie heifit die Hesse-Matrix und ist definiert als

001 f(x) -+ 0,0.f(x)

Fir
f(x17$2) = J?%ZL‘;

gilt beispielsweise

2x3  6xyx3 2 12
Hf(x)z( Yy 62 2) o Hp(2,1) = (12 24) '

6z173 6237

Dass diese Matrix symmetrisch ist, ist kein Zufall, es gilt ndmlich
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Satz 3.6 Ist f : Q — R zweimal stetig differenzierbar, so ist die Hesse-Matrix von f
symmetrisch, das heifit, es gilt

fir alle x und alle 1, 7. O

Skalarfelder kann man sich auch durch ihre Niveaumengen

N(f)={x:2€Q, f(x)=c} (3.33)

veranschaulichen, sowohl fiir n = 2 als auch fiir n = 3. So liefert

f@) = (a1 — 1) + 3

als Niveaumengen N, (f) gerade die Kreise in der Ebene mit Mittelpunkt (1,0) und Radius
c. In diesem Fall handelt es sich bei den Niveaumengen um Kurven, die sich alternativ
darstellen lassen durch

k(t) = (14 ccost,csint), k:[0,27] — R2.

Im Fall n = 3 stellen die Niveaumengen einer Funktion im reguléren Fall eine gekriimmte
Fliche dar, so ist N.(f) fiir

flz) = \/(xl —1)2 + 2% + 22
gerade die Sphéire um (1,0,0) mit Radius c.

Aus dem Zusammenwirken der beiden Darstellungen der Niveaumenge erhalten wir eine
geometrische Interpretation des Gradienten. Ist k£ : I — R"™ eine auf einem Intervall
definierte Kurve, die vollstéindig innerhalb einer Niveaumenge N.(f) verlduft, so gilt

flk(t)) =c, firalletel.

Differenzieren wir beide Seiten nach ¢, so erhalten wir aus der Kettenregel (3.22)

(Vf(k(), K (1)) =0, (3.34)

das heifit, im Punkt k(¢) steht der Gradient von f senkrecht auf dem Tangentenvektor
an die Kurve. Ist nun € N.(f) ein fester Punkt in der Niveaumenge, so gilt (3.34) fiir
jede Kurve durch z. Der Gradient V f(z) steht also senkrecht auf die von allen moglichen
Tangentenvektoren solcher Kurven gebildeten tangentialen Hyperebene der Niveaumenge
und zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f.

Definition 3.7 (Tangentialvektor an eine Niveaumenge)
Sei f : Q — R stetig differenzierbar, Q C R™ offen, seix € Q mit f(x) = cund V f(x) # 0.
FEin Vektor v € R™ heifst Tangentialvektor an N.(f) in x, falls

(Vf(x),v) =0. (3.35)

Die Menge
T(x) = {v : v ist Tangentialvektor an N.(f) in x} (3.36)
heifit der Tangentialraum an N.(f) im Punkt x. O

In der Situation von Definition 3.7 gilt, dass der Tangentialraum 7'(z) ein (n — 1)-
dimensionaler Unterraum des R™ ist. Der affine Unterraum z + 7'(z) heifit auch Tan-
gentialebene an N.(f) im Punkt z.
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4 Maxima und Minima im Mehrdimensionalen

Im Eindimensionalen werden Extremwerte einer Funktion, also insbesondere Maxima und
Minima, dadurch bestimmt, dass man die erste und die zweite Ableitung untersucht (Kur-
vendiskussion). Ein entsprechendes Vorgehen funktioniert auch im Mehrdimensionalen.

Wir betrachten die Aufgabe: Gegeben ist eine Funktion f : Q2 — R, 2 C R", gesucht ist
r € R™ mit

f(x) = min f(y) . (4.1)

yeN

Ein Beispiel ist etwa die Funktion
fzy,29) = 22 +23.

Es gilt
0= f(0) < f(z), firallex = (z1,29) #0,

also ist 0 ein (striktes) Minimum von f auf Q = R?.

Wir nehmen nun einmal an, x € €0 sei ein Minimum von f auf 2,  sei offen. Zu einem
beliebigen Vektor v € R™ definieren wir

g(t) = f(z +tv). (4.2)

Da ) offen ist, ist ¢ definiert in einem offenen Intervall / € R mit 0 € I, und 0 ist
Minimum von ¢ auf I, da

9(0) = f(z) < f(x+tv) = g(t), firallete .
Ist f zweimal stetig differenzierbar, so auch g, und es muss gelten
g0)=0, 4¢"(0)>0. (4.3)
Aus der Kettenregel (3.22) folgt
g (t) = (Vf(z+tv),v),

also
0=g'(0) =(V[f(z),v) . (4.4)
Da v ein beliebiger Vektor war, muss (4.4) fiir alle v € R™ gelten. Es folgt

Vf(x)=0, also 0;f(x)=0,1<i<n. (4.5)

Ein solcher Punkt z mit V f(z) = 0 heifit kritischer Punkt von f.

Wir differenzieren nun

g(t) =(Vf(z+tv),v) = Z vidif (x +tv),
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indem wir nochmals die Kettenregel (3.22) auf die einzelnen Summanden anwenden,

n d n n
g//(t) = Z vza@f(x + t'U) = Z V; (Z 8381]0(517 + tv)vj>
i=1 i=1 j=1

= Xn: Ui [@&f(fl? + tv)]vj = v Hy(z +tv)v,

4,j=1

also
0<g"(0)=v"H(z)v. (4.6)

Da v ein beliebiger Vektor war, muss (4.6) fiir alle v € R™ gelten, das bedeutet aber gerade,
dass Hf(x), die Hesse-Matrix von f im Punkt x, positiv semidefinit ist. Wir fassen das
Ergebnis dieser Uberlegungen im folgenden Satz zusammen.

Satz 4.1 Sei f: Q — R, Q CR" offen. Ist x ein lokales Minimum von f in 2, so gilt
Vf(x)=0, (4.7)

und die Hesse-Matriz H(x) ist positiv semidefinit. O

Analog erhalten wir fiir das Maximum einer Funktion f, indem wir Satz 4.1 auf —f
anwenden:

Satz 4.2 Sei f: Q — R, Q C R" offen. Ist x ein lokales Maximum von f in 2, so gilt
Vf(x)=0, (4.8)
und die Hesse-Matriz H¢(x) ist negativ semidefinit. O

Im Eindimensionalen folgt umgekehrt aus f'(x) = 0 und f”(z) > 0, dass x ein striktes
lokales Minimum ist. Eine analoger Satz gilt auch im Mehrdimensionalen, wir werden ihn
nicht beweisen.

Satz 4.3 Sei f: Q) — R, Q C R" offen, x € Q.
Ist Vf(x) =0 und Hs(x) positiv definit, so ist x ein striktes lokales Minimum.
Ist Vf(x) =0 und H¢(x) negativ definit, so ist x ein striktes lokales Mazimum. 0

Ob die Hessematrix die in den Sétzen 4.1 — 4.3 verlangten Eigenschaften hat, ldsst sich
an ihren Eigenwerten erkennen, siche Kapitel 2.

Wir illustrieren die verschiedenen Situationen an moglichst einfachen Beispielen. In allen
diesen Beispielen ist 0 der einzige kritische Punkt von f und damit der einzige Kandidat
fiir ein Minimum oder Maximum.

f(z,y) =2 +2y*, dannist Vf(z,y)= (ii) . Hy(z,y) = ((2) 2) .
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Die Hesse-Matrix in x = y = 0 (die in diesem Fall nicht von (z,y) abhingt) hat die
Eigenwerte 2 und 4, ist also positiv definit. Der Nullpunkt ist also ein striktes lokales
Minimum (in diesem Fall sogar ein globales Minimum). Sei nun

f(z,y) =2* —2y*, dannist Vf(z,y)= (Eiy) . He(x,y) = (g _04) )

Die Hesse-Matrix in 0 ist indefinit, da sie einen positiven und einen negativen Eigenwert
hat. Der Nullpunkt ist also weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum, er ist
vielmehr ein Sattelpunkt.

Ein lokales Maximum in 0 erhalten wir fiir

flz,y) = —r?_ 2y27 dann ist Vf(z,y) = (:i;) : Hf(x,y) _ (—02 _04> 7

hier hat die Hesse-Matrix im Nullpunkt die Eigenwerte —2 und —4, und ist daher negativ
definit.

Ist die Hesse-Matrix (positiv oder negativ) semidefinit, aber nicht (positiv oder negativ)
definit, so lasst sich durch sie nicht unterscheiden, ob ein Minimum bzw. Maximum vorliegt
oder nicht. In jedem der Beispiele

fla,y) =2 +y*, fley) =2, flz,y)=2"+y’, (4.9)
gilt
0 20
im ersten Fall ist 0 ein striktes lokales Minimum, im zweiten Fall ist 0 ein lokales, aber
nicht striktes Minimum (da f(0,y) = 0 fiir alle y), im dritten Fall liegt weder ein lokales

Minimum noch ein lokales Maximum vor. Durch (4.10) ldsst sich lediglich ausschliefen,
dass 0 ein lokales Maximum ist, denn die Hesse-Matrix hat einen positiven Eigenwert.

Es hat sich also ein zur Kurvendiskussion im Eindimensionalen véllig analoges Rechen-
schema zur Bestimmung von Maxima und Minima einer Funktion f : 2 — R, 2 C R”
offen, ergeben.

1. Bestimmung aller kritischen Punkte von f, also aller Punkte x € Q mit V f(z) = 0.
2. Fiir jeden kritischen Punkt z: Berechnung der Hesse-Matrix H(x).
3. Auswertung der Information aus der Hesse-Matrix an einem kritischen Punkt:

e Sind alle Eigenwerte positiv, so liegt ein striktes lokales Minimum vor.

e Sind alle Eigenwerte positiv oder Null, so liegt jedenfalls kein lokales Maximum
VOr.

e Sind alle Figenwerte negativ, so liegt ein striktes lokales Maximum vor.

e Sind alle Eigenwerte negativ oder Null, so liegt jedenfalls kein lokales Minimum
Vor.

e Gibt es positive und negative Eigenwerte, so liegt weder ein Maximum noch
ein Minimum vor.
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Der erste Schritt, die Bestimmung der kritischen Punkte von f, fiilhrt im allgemeinen auf
ein nichtlineares Gleichungssystem von n Gleichungen fiir n Unbekannte,

Oif(xy,...,z,) =0, 1<i<m. (4.11)

Dafiir gibt es numerische Verfahren, etwa das Newton-Verfahren und seine Varianten, wel-
che Folgen (z*) von Vektoren konstruieren, die gegen eine Losung von (4.11) konvergieren.
Andere Verfahren zur Bestimmung eines Minimums von f konstruieren Folgen (z*) von
Vektoren mit

Fa™h) < flah), (4.12)

welche gegen ein Minimum konvergieren. Ein Beispiel fiir ein solches Verfahren ist das
Gradientenverfahren, welches sich die Beobachtung zunutze macht, dass der negative
Gradient in die Richtung des steilsten Abstiegs von f zeigt. Es hat die Form

oH =2k — NV f ("), (4.13)

wobei A\, eine geeignet zu definierende Schrittweite ist. Die Idee dieses Verfahrens ist
einfach zu verstehen, andere Verfahren sind aber besser.
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5 Taylorentwicklung

Wir kehren nochmals zur Differentialrechnung im Eindimensionalen zuriick, und zwar zu
der Frage, wie gut die Werte f(x) einer Funktion f durch ihre Ableitungen im Punkt a
approximiert (angenéhert) werden, wenn x in der Ndhe von a liegt.

Sei f: I — R eine Funktion, [ ein offenes Intervall, und a € I gegeben. Die Tangente an
den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) ist gegeben durch

g(x) = f(a) + f'(a)(z —a). (5.1)
Wir betrachten die Differenz (das “Restglied”)
r(z) = f(z) = g(x). (5.2)

Es gilt
@) S I@ o Lo e —a (5.3

r—a r—a

das heifit, das Restglied geht fiir x — a schneller gegen 0 als die Funktion x — a, eine
Eigenschaft, die die Tangente vor allen anderen Geraden durch (a, f(a)) auszeichnet.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lésst sich diese Approximation
genauer fassen. Aus ihm und mit partieller Integration erhalten wir

t=x

+ I(x —t)f"(t)dt
t=a /a (54)

~@-a)f @)+ | w0t de

f(2) — fla) = / @y dt = —(@ — 1)1 (1)

also (wir bezeichnen das Restglied jetzt mit Ry

Rolz) = / (x— )" (t) dt . (5.5)
Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Teil 1, Kapitel 10) folgt, dass fiir ein ge-
eignetes £ mit a < ¢ < x gilt

(z —a)?

Rafe) = 1(6) | oty dt = (). (5.6)

2

Falls die zweite Ableitung von f in der Ndhe von a beschrankt ist (was der Fall ist, wenn
sie stetig ist), etwa durch die Konstante Cs, so folgt weiter

Rae)] < 0=

< 5 (5.7)

das heifit, das Restglied R, verhélt sich in der Ndhe von a wie eine quadratische Funktion,
die in a die Steigung 0 hat.
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Dieses quadratische Verhalten von R ldsst sich ebenfalls ndher spezifizieren. Es ist

(z—t)?
2

== ey | 0 sy ar.

Ry(a) = / o — 01"t dt = ()

Wir setzen )
T(x—t
lﬁ@)_/1g%flf%ﬂﬁ. (5.9)
Setzen wir (5.4) — (5.8) zusammen, so erhalten wir

(z —a)’

F(@) = fla) + (= ) f (a) +

f"(a) + Rs(x), (5.10)

das heifit, f verhilt sich wie die quadratische Funktion

(2 — )’

5 1" (a) (5.11)

“bis auf” das Restglied Rs, fiir welches wir auf die gleiche Weise wie in (5.6) und (5.7)
die Darstellung

q(z) = f(a) + (z — a)f'(a) +

3
T—a
Ry(w) = EZ e (5.12)
mit einem geeigneten £ € (a,x), und die Abschétzung
_ 13
| Rs(z)] < 03‘3: 6@\ (5.13)

erhalten. Dieser Prozess lasst sich fortsetzen, falls f hinreichend oft differenzierbar ist.

Satz 5.1 (Taylorentwicklung)
Sei I C R offenes Intervall, f € C™Y(I) und a € I. Dann gilt fiir alle x € I

m (k)
f@ﬁ:E:fk&%x—@k+RmH@) (5.14)
k=0 )
mit ] .
Run(a) = = [ =t 0@ at. (5.15)
’ O
Weiterhin gilt wie oben
_ m+41
Rm+1(x) = %f(m“)({) ’ (5.16)
_ m+1
R (1)) < omﬁ (5.17)

wobei £ zwischen a und z liegt bzw. C),,1 nicht von x abhéngt.
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Satz 5.1 bedeutet, dass wir die Funktion f durch ein Polynom vom Grade m approximieren
konnen, ndmlich das Taylorpolynom

m k) (g
T () :Zf k'( )(at—a)k, (5.18)

so dass der Approximationsfehler R,,.; in der Ndhe von a “von der Ordnung” m + 1
ist. Um das Taylorpolynom aufstellen zu konnen, miissen wir die Ableitungen von f im
Entwicklungspunkt a kennen.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion im Entwicklungspunkt a = 0. Da
(exp)’ = exp und daher exp®) = exp fiir alle k gilt, ist wegen exp(0) = 1

To(z) = %wk . (5.19)

Wollen wir die Exponentialfunktion durch das Polynom (5.19) fiir ein = € (0, 1) approxi-
mieren, so konnen wir den Fehler geméf (5.16) abschétzen durch

m+1 m+41

T

x
| Rig1 ()] < ¢S 3m,

] (5.20)

Fir x = 0.5 und m = 3 ist der Fehler kleiner als 0.008, fiir m = 8 bereits kleiner als
2-1077. Fiir = 0.01 ist schon fiir m = 3 der Fehler kleiner als 1.9 - 107, Fiir groere x
wird der Fehler sehr schnell groler, so liefert fiir = 10 die Abschétzung (5.16) bei m = 8
eine Schranke von 4.5 - 10!, In der Tat liefert die Taylorentwicklung nur in der N#he des
Entwicklungspunkts brauchbare Naherungen.

Hat die Funktion f eine Potenzreihenentwicklung im Punkt a, also etwa
f(z) = ch(a: —a)*, c eR, (5.21)
k=0

so gilt, wie man durch gliedweises Differenzieren der rechten Seite und Einsetzen von
r = a erkennt,

19(a) = jle; (5.22)
also wird (5.21) zu

© ),
f) =3 D ap, (5.23)

das heifit, das Taylorpolynom vom Grad m wird aus den ersten m + 1 Termen der Po-
tenzreihe von f im Entwicklungspunkt a gebildet. Das trifft beispielsweise fiir die Expo-
nentialfunktion zu, die Darstellung im Entwicklungspunkt a = 0

©  k
x

exp(z) =e" = E T (5.24)
k=0 "

ist fiir alle x € R giiltig. In anderen Féllen ist die Giiltigkeit der Potenzreihenentwick-
lung auf ein (mehr oder weniger grofies) Konvergenzintervall um den Entwicklungspunkt
eingeschrankt.
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Umgekehrt konnen wir durch (5.22) die Koeffizienten der Potenzreihe (5.21) bestimmen,
wenn wir die Ableitungen von f kennen; das ist aber nur dann richtig, wenn f auch
tatsédchlich eine Potenzreihenentwicklung hat, die in einem geeigneten Intervall um a giiltig
ist. Das muss nicht unbedingt so sein, beispielsweise hat die durch

f(@) = exp (—i) a0,

und f(0) = 0 definierte Funktion in a = 0 keine Potenzreihenentwicklung der Form (5.21),
andererseits sind aber alle Ableitungen von f im Nullpunkt gleich Null, und damit auch
alle Taylorpolynome in a = 0.

Eine andere Schreibweise der Taylorformel erhalten wir, wenn wir x = a + h setzen,

@,

flath)=Y o h* + Ryi1(h) (5.25)
k=0 ’
mit
Rua(h) = o F0(E) R < G ol (520
m—+1 - (m + 1)| 9 m+1 = m+1 (m + 1)' . .
Man sagt, dass eine Funktion ¢ von der Ordnung h™ ist, falls
[o(h)] < ClA™ (5.27)

gilt mit einer (von h unabhéngigen, aber sonst nicht eingeschrinkten) Konstante C'. Man
schreibt

w(h) =O(R™). (Gesprochen: “Grof-O von h hoch m”). (5.28)
In diesem Sinne gilt Ry,41(h) = O(h™*!). Man verwendet auch die Notation
w(h) =o(h™). (Gesprochen: “Klein-O von h hoch m”). (5.29)
Das bedeutet h
im 2 o (5.30)

h—0 h™
Fiir die Differenz
7(h) = fla+h) = (f(a) + f'(a)h)
zwischen Funktionswert und Wert der Tangente besagt die Definition der Ableitung ge-

rade, dass
7(h) = o(h).

Durch die Restgliedbetrachtung in (5.7), welche giiltig ist, wenn die Ableitung f’ in der
Néhe von a stetig ist, haben wir mehr erhalten, ndmlich

7(h) = O(h?).

Taylorentwicklung fiir Skalarfelder. Um die Taylorentwicklung fiir ein Skalarfeld f :
Q2 — R, Q C R”, in einem Punkt a + A in der Néhe eines Punktes a € int (€2) zu erhalten,
betrachten wir wieder die (auf einem geeigneten Intervall I definierte) Funktion

g(t) = fla+th), ¢g:I—R. (5.31)
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Fir f(a+ h) = g(1) gilt, falls f hinreichend oft differenzierbar ist,

9(1) = g(0) + ¢'(0) + Sg"(0) + -+ g™ (0) +

1 m

(m+1)

fiir ein t € (0,1). Die Ableitungen von g erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel aus den
Ableitungen von f, wie im vorigen Kapitel fiir die erste und zweite Ableitung ausgerechnet.

Es ist
9(0) = f(a)

d®)=<Vf®%h%=§:&fwﬂu

5'(0) = W Hy(a)h = 3" 00, f(a)hi, (5.33)
i,7=1
g///<0) = Z 828]8kf(a)hzh]hk

i7j7k:]‘

und so weiter. Es ergibt sich also fiir die Taylorentwicklung erster Ordnung (m = 1 in
(5.32))
fla+h) = fla) +h"V f(a) + O], (5.34)

und fiir die Taylorentwicklung zweiter Ordnung (m = 2 in (5.32))
1
fla-+ ) = f(a) + WV (@) + 3h"Hy(a)h + O(A]?). (5.35)

und entsprechend fiir die hoheren Ordnungen.

Als Beispiel betrachten wir

f(zy,20) = m?e” .

Es ist

O f(xy,m9) = 3x3e™,  Oof (21, 20) = The™, (5.36)
alalf(xlax2) = 6x1e™, 515’2f($1,l’2) = 3$%€I2 ) 3282f($1,$2) = x?em . (5~37)

Im Punkt a = (1,0) gilt also

vino = (7). mao-(5 ),

also hat die Taylorentwicklung zweiter Ordnung die Form

fla+h) = f(a) + hT G’) b ohT (g f) h+ O(|h]%)

1
=1+ 3hy + ha + 3h + 3hihy + §h§ +O(||h]?) .
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6 Vektorfelder, Ableitungen

Ein Vektorfeld wird beschrieben durch eine Funktion (oder Abbildung)

f:Q—=R" QCR". (6.1)
Es besteht aus m Skalarfeldern, den Komponentenfunktionen

fi: @—=R, 1<i<m. (6.2)

Ist beispielsweise g : 2 — R ein Skalarfeld, so ist Vg : 2 — R" ein Vektorfeld.

Die Deformation eines Festkorpers stellt ein weiteres Beispiel dar. Sei 2 C R? ein Bereich,
der von einem kréftefreien Festkorper eingenommen wird. Dieser werde durch Einwirkung
von Oberflachen- und Volumenkriften verformt, ein materieller Punkt, der vorher am
Raumpunkt = € €2 war, befindet sich nachher an einem neuen Raumpunkt = 4 u(z). Die
zugehorige Funktion

u:Q—R? (6.3)
heiffit Verschiebungsfeld oder Verschiebung, sie definiert fiir jeden Raumpunkt x € Q
den Verschiebungsvektor u(z) = (uy(x), us(x), us(x)) € R3.

Ein Vektorfeld f konnen wir differenzieren, indem wir seine Komponentenfunktionen
fi, .- fm jeweils fiir sich genommen differenzieren. An jedem Punkt x € ) (wir setzen €
als offen voraus) erhalten wir partielle Ableitungen

Oifi(x), 1<i<m,1<j<n. (6.4)
Wir kénnen sie zu einer m x n-Matrix zusammenfassen,

filz) - Onfi(2)

falx) -+ Onfa(2)

Ji(z) = e Rmn (6.5)

O fm(x) o Opfum(z)
Diese Matrix heifit Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix des Vektorfelds f, ihre Zei-
len werden von den (transponierten) Gradienten der Komponentenfunktionen f; gebildet.

Ist m = n, so ist sie quadratisch. Als Beispiel betrachten wir die Funktionalmatrix des
Verschiebungsfeldes u : Q — R3,

81u1 (.f) 82u1 (.T) 831,61 (ZL‘) )
Ju(z) = | Orua(z) Oyus(z) Osus(x) | € RGD. (6.6)
81U3(ZE) 82U3(I) 8311,3(1‘)

[hr symmetrischer Anteil,

1 1
E(z) = 5(Ju(@) + Ju(2)"), - e(2) = 5(0ui() + duy(@)) (6.7)
heifit der Verzerrungstensor im Punkt x.

Wenn wir wollen, konnen wir die Hesse-Matrix Hy(x) eines Skalarfeldes g als die Funk-
tionalmatrix ihres Gradientenfeldes Vg auffassen.
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Koordinatentransformationen sind ebenfalls Vektorfelder. Wir haben bereits lineare
Koordinatentransformationen der Form

f(x)=Az, AcRM f.R" - R", (6.8)

behandelt. Ein Beispiel fiir eine nichtlineare Koordinatentransformation sind die Polar-
koordinaten, beschrieben durch

f(r,0) = (rcosp,rsing), f:(0,00) x (0,27) — R?. (6.9)

Die zugehorige Funktionalmatrix ist

__[cosp —rsing
Ti(r ) = <sing0 rcosgp) ' (6.10)

Ein weiteres Beispiel sind die Zylinderkoordinaten, beschrieben durch
flrip,2) = (rcosg,rsing, z), f:(0,00) x (0,27) x R — R?. (6.11)
Die zugehorige Funktionalmatrix ist

cosp —rsing 0
Jp(r,p,z) = | sinp rcosp 0] . (6.12)
0 0 1

Ebenfalls eine Rolle spielen die Kugelkoordinaten, beschrieben durch
f(r,0,¢) = (rsinfcosg,rsinfsinp,rcosd), f:(0,00)x(0,7)x(0,27) — R>. (6.13)
Die zugehorige Funktionalmatrix ist

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
Jp(r,0,0) = [ sinfsinp rcosfsing rsinfcosy | . (6.14)
cos 6 —7rsinf 0

Die Approximationseigenschaften der Ableitung iibertragen sich direkt vom skalaren auf
den Vektorfall. Fiir die Komponenten f; eines Vektorfelds f : €2 — R haben wir im
vorigen Kapitel erhalten (wir nennen den Entwicklungspunkt z statt a)

filx +h) = fi(x) + Vi(x) h+o(|h]), 1<i<m. (6.15)

In Matrix-Vektor-Notation konnen wir diese Gleichungen zusammenfassen zu einer Glei-
chung von Spaltenvektoren

f@+h) = f(x) + Jp(x)h + o([[A]]) . (6.16)
Die Differenz f(z + h) — f(x) wird also in der Ndhe von z durch die lineare Abbildung
T,:R" = R™, Tu(h) = Jy(z)h, (6.17)

approximiert. Ein Vektorfeld f, fiir das (6.16) oder dquivalent (6.17) gilt, heiit total dif-
ferenzierbar oder Fréchet-differenzierbar. Die lineare Abbildung 7, nennt man das
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totale Differential oder die Fréchet-Ableitung von f im Punkt z, ihre Matrixdarstel-
lung in den kanonischen Koordinaten ist gemafl (6.17) gerade durch die Funktionalmatrix
gegeben.

Die Kettenregel fiir Vektorfunktionen ist am iibersichtlichsten, wenn man sie fiir das
totale Differential hinschreibt. Seien

f:Q-=R", g:R" >R
total differenzierbar, seien
T,:R" — R™, Sf(z):RmHRl

die totalen Differentiale in den Punkten x bzw. f(z). Dann ist (was wir nicht beweisen
wollen) das totale Differential der zusammengesetzten Funktion

gof:R" =R (6.18)

gegeben durch
Sty o Ty : R* = R, (6.19)

entsprechend erhalten wir die Funktionalmatrix von g o f als Produkt der Funktionalma-
trizen von f und g,

Jgor () = Jy(f () - Ty (). (6.20)
In (6.20) sind die Formeln zur Berechnung aller partieller Ableitungen aller Komponen-
tenfunktionen von g o f zusammengefasst.

Als Beispiel fiir die Kettenregel betrachten wir, wie sich partielle Ableitungen transfor-
mieren, wenn wir von kartesischen zu Polarkoordinaten iibergehen. Sei etwa

u(z,y) =2 +2y°, u:R*—R. (6.21)

Wir wollen die Funktion u und ihre Ableitungen “in Polarkoordinaten betrachten”, das
heiflt, wir haben zu untersuchen die Funktion

a(r, @) = u(rcosp,rsiny). (6.22)

Es ist also
u=wuof, f(r,p)=(rcose,rsing). (6.23)
Wir wenden die Kettenregel (6.20) an mit g =u, n =m =2, [ = 1, dann ist

- - cos —rsin
(O 9,0) = (Bpu Dyu) (Sing s f) . (6.24)

Hierbei sind die Matrixelemente abkiirzend notiert, es sind gemeint die partiellen Ablei-
tungen an den entsprechenden Punkten,

Opu(r, ), Oyu(rcose,rsing), (6.25)
und Entsprechendes fiir 0,4, d,u. Fiir die Beispielfunktion (6.21) gilt

Opu(z,y) =2z, Oyu(z,y) = 61> .
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Aus (6.24) ergibt sich also

~ . 2 . T Ccos . 2 2 . 3
Oyu(r,p) = (2rcosp 6r?sinp) (r sin cp) = 2rcos” ¢ + 6r°sin” ¢, (6.26)
und analog
d,t(r, p) = —2r?sin g cos p + 67° sin” @ cos .. (6.27)

Dieses Beispiel illustriert das generelle Rechenschema bei der Kettenregel, in diesem ein-
fachen Fall kann man (6.26) und (6.27) direkt erhalten, indem man

i(r, @) = r* cos® ¢ + 2r® sin®
nach r und ¢ partiell differenziert.

Beim Rechnen unterscheidet man oft nicht zwischen u und @, man schreibt dann u(r, ¢) =
u(r cos @, rsin ), weil man ja “bis auf eine Koordinatentransformation dieselbe Funktion
meint”. Die Kettenregel (6.24) kann man dann oft aufgeschrieben finden in der Form

Ju Ou Odxr Ou Oy uo

E:%~E+a—y'gzcos¢%+smgpa—y
%Z%~@+%-@:—rsingp@+rcosgp@.
dp Ox Op Oy Oy Ox dy

Man muss dann aber mehr aufpassen, dass man nichts durcheinanderbringt.

Aus der Kettenregel erhalten wir unmittelbar die Funktionalmatrix der inversen
Funktion. Sei f : Q@ — R”, sei 2 C R” offen. Wir nehmen an, dass f invertierbar
ist, dann ist

1 f(Q) =R, fYf(x))=a, firallex e Q. (6.28)
Aus der Kettenregel folgt
Jp1(f(2)) - Jp(x) = Jia(x) =1, (6.29)
also
Jp-1(f(x) = (Jp(x))" (6.30)

Die Funktionalmatrix der inversen Funktion f~! ist also gerade die Inverse der Funktional-
matrix von f, an jeweils korrespondierenden Punkten betrachtet. Als Beispiel betrachten
wir die Polarkoordinaten,

B : _ [cosp —rsingp
g = (reosgrsing). Jytr) = (G TOE) L (ea)

Es ist geméafl der Formel zur Berechnung der Inversen einer 2 x 2-Matrix

_ 1 (rcosp rsing
1 _ —
Jf(r7 SO) - r (_ Sln(p cos 90 ) ) (632)

also ist die Funktionalmatrix der Inversen (also der Transformation von kartesischen auf
Polarkoordinaten) im Punkt (x,y) = (r cos ¢, rsin ¢) gegeben durch

< cosy Sm@) : (6.33)

1 1
Ssing < cosp
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Der Gradient eines Skalarfeldes f : R® — R ist ein Vektorfeld Vf : R* — R". Die
Divergenz eines Vektorfeldes f : R™ — R" ist ein Skalarfeld, sie ist definiert als

divf=> 0ifi. (6.34)
i=1
Ist beispielsweise
flz,y) = (ysinz, zy?) , (6.35)
so ist
(div f)(z,y) = 01 f1(x,y) + Oafa(z,y) = ycosx + 2zy. (6.36)

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass fiir ein Skalarfeld f : R — R gilt
div (grad f) = zn:@@if = znjaff
i—1 i=1
Dieser Operator heifit der Laplace-Operator,
AF=Y a2, (637
i=1

Fiir die Funktion
flz,y) = 2%°
gilt
Ouf(m,y) =2xy*, Oif(x,y) =2, 0,f(x,y) =32, O.f(z,y) =062y,

also
Af(z,y) =2y + 62%y.

Die Divergenz taucht in der Mechanik auf bei der Beschreibung des Kraftegleichgewichts
in einem elastischen Korper. Bezeichnen wir die Zeilen des Spannungstensors

Or Txy Taz
S(x,y,2) = |Tye 0y Ty | (2,9,2) (6.38)
Tze Tzy Oz

mit Sy, Sz, S3, so erfiillen sie in inneren Punkten (z,y, z) des Korpers die Gleichungen
(div S1)(x,y, z) = (div S2)(z,y, 2) = (div S3)(z,y,2) =0, (6.39)

wenn wir die Schwerkraft (eine Volumenkraft) vernachléssigen. Die 3 Gleichungen in (6.39)
reichen aber zur Bestimmung der 6 verschiedenen Funktionen (S ist symmetrisch) in (6.38)
nicht aus. Ziehen wir noch das Hookesche Gesetz

3
S = (Z 5) [ +2uE (6.40)
=1

mit den Materialparametern (Lamé-Konstanten) A und p sowie die Relationen
1
€ij = §(ain + 0;u;) (6.41)
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heran und setzen (6.41) in (6.40) sowie (6.40) in (6.39) ein, so erhalten wir 3 Gleichungen,
welche zweite partielle Ableitungen der 3 unbekannten Funktionen wy, us und us enthal-
ten, sogenannte partielle Differentialgleichungen. Sie heiflen in diesem konkreten Fall
die Navier-Gleichungen. Thre Losung liefert eine vollstdndige Beschreibung der Kréfte-
verteilung und Deformation des elastischen Korpers im Gleichgewichtszustand, sie erfolgt
durch geeignete numerische Verfahren, etwa Finite-Element-Verfahren.
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7 Maxima und Minima bei Nebenbedingungen

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir die durch
y=a*—3 (7.1)

definierte Parabel in der (x,y)-Ebene. Wir suchen denjenigen Punkt auf ihr, welcher den
kleinsten Abstand zum Nullpunkt hat.

Diese Aufgabe kénnen wir folgendermaflen schreiben.

Minimiere J(z,y) = 2> + 32,

7.2
wobei 0= f(z,y) =y — 2> +3. (72)

Wir kénnen (7.2) 16sen, indem wir die Nebenbedingung f(z, y) = 0 eliminieren. Wir setzen
gemaf (7.1) )
J(@)=J(z,2* = 3) =2+ (2* = 3)* =2* - 52* + 9,

dann ist -
J'(z) = 42 — 10z = 4z ($2 — 5) ,

mit den Nullstellen

5
1’1:0, :EQ,?,::l: 5

Die erste Nullstelle liefert ein Maximum, die beiden anderen ein Minimum, wie man mit
Hilfe der zweiten Ableitung nachrechnen kann. Es ergeben sich

1
die beiden Minimalstellen <j: \/g , —5) , und die Maximalstelle (0, —3).

Alternativ kann man (7.1) nach x auflésen und die Extremwerte von
Jy) = J(EVy+3.y) =y +y+3

bestimmen, was in diesem Fall zu
1

3/:—5

fithrt und die beiden Minimalstellen liefert, nicht aber die Maximalstelle. Letztere erhélt
man nur, wenn man beriicksichtigt, dass die Parabel nur y-Werte im Intervall [—3, c0)
hat, und —3 ein lokales Maximum von .J in diesem Intervall ist, mit 7/(—3) < 0.

Dieses Rechenverfahren versagt aber, wenn wir die Nebenbedingung nicht explizit for-
melméafig nach x oder y auflésen konnen, beispielsweise wenn

0= f(z,y) = (3x + 2y) sin(zy) — 1.
Wir entwickeln nun ein allgemeines Schema zur Losung der Aufgabe

Minimiere J(z),
wobei  f(z) =0,

93



fiir gegebene Funktionen J : @ — R, f : Q@ — R mit Q C R” offen. Ein x, € 2 heifit
Losung von (7.3), falls

flz) =0, J(z,) < J(z) firallex e Q. (7.4)

Die Funktion J heifit Zielfunktion, die Bedingung f = 0 Nebenbedingung.

Wir koénnen nicht erwarten, dass V.J(z,) = 0 gilt fiir eine Losung von (7.3), so gilt etwa
in Beispiel (7.2), dass VJ # 0 auler im Nullpunkt, also auch in den drei Extremstellen.

Wir nehmen einmal an, es gebe eine Funktion g, so dass

Ty =g(x1,. ., Tp_1) & flzy,...,x2,) =0. (7.5)

Das entspricht dem Auflésen nach y im Beispiel (7.2), wir setzen nun aber nicht voraus,
dass wir eine explizite Formel fiir g hinschreiben kénnen. Gilt (7.5), so ist (7.3) dquivalent
zur Aufgabe, die Funktion

J(x1, . xn1) = (21, o T, (21, T)) (7.6)

zu minimieren, wobei keine Nebenbedingung auftritt. Sind J und g differenzierbar, so ist
auch J differenzierbar, und in einer Minimalstelle  muss gelten

O J(x,) =0, 1<i<n-—1. (7.7)

Zur Berechnung von 8;J wenden wir die Kettenregel an auf

J = Joga §<xla"'7xn—1) - (Ila‘-'axn—hg(gjlw"axn—l))-

Es ergibt sich

j=1
da
dij, <
0igj = { ’ j !
87397 J=n.
Im Minimum gilt also
O;iJ () + OpJ(xs) - Qig(x1%, ... Tp1) =0, 1<i<n. (7.9)

Analog folgt aus

0= f(z1,...,xn) = fx1,. .., Tp1,9(x1, ..., T 1)),

dass
Oif (24) + Onf(xs) - 0ig(X1sy oo, Tpo14) =0, 1<i<n. (7.10)
Es folgt
i k90 eydbn—1%x) = T ) ]-S )
0;9(z1 Tp—1x) B F () 1<n
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Einsetzen in (7.9) ergibt
OnJ (24)

0;J(xy) — Oif(r,) =0, 1<i<n. 7.11
() = G o w) (7.11)

Setzen wir nun o ()

z
= - 7.12
0. f () (7.12)
so erhalten wir schlieSlich

VJ(z.) + AV f(z,) =0. (7.13)

Dieses Ergebnis gilt allgemein. Man kann beweisen (was wir nicht tun wollen), dass man
f = 0in der Ndhe von z, nach xj auflosen kann, falls Oy f(x.) = 0. Die Argumentation
von (7.5) nach (7.13) bleibt giiltig, wenn wir x,, mit x vertauschen.

Die Zahl X heifit Lagrange-Multiplikator, die Funktion

Satz 7.1 Seien J, f : Q0 — R stetig differenzierbar, 2 C R"™ offen. Sei x, Lisung von
(7.3), es gelte V f(x,) # 0. Dann gibt es ein X € R mit

VJ(z.) + AV f(z.) =0. (7.14)
Die Funktion
L(x,\) = L(xy,...,x0, \) = J(x) + A\f(x) (7.15)
heifit die Lagrange-Funktion des Optimierungsproblems (7.3).

Zur Bestimmung eines Minimums oder eines Maximums ( = Minimum von —.J) erhalten
wir also ein Gleichungssystem (wir schreiben z statt x.)

VJ(2) + AV f(z) =0 (7.16)
flx) =0 (7.17)

von n + 1 Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte (z1, ..., x,, \).

Wir wenden diese Methode auf das einleitende Beispiel an,
J(xy) =2+, fle,y)=y—2"+3.

Esist n =2, (7.16) und (7.17) wird zu

20 —A-2x =0 (7.18)
20+ 2=0 (7.19)
y—2*+3=0. (7.20)
Wir betrachten die erste Gleichung
20(1-X)=0.
Ist x = 0, so erhalten wir y = —3 aus (7.20), das fithrt auf das Maximum in (0, —3); aus

(7.19) ergibt sich A = 6, das wird aber nicht bendttigt. Ist andererseits 1 — A = 0, so ist
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A =1, und aus ( 7 19) erhalten wir y = —1/2, das fithrt mit (7.20) auf die beiden Minima
mit z = +4/5/

Die Bedingung (7.14) lasst sich geometrisch interpretieren. Der Vektor V f(z,) steht senk-
recht auf der Tangentialebene (im Beispiel: Tangente) im Punkt x, an die durch die Ne-
benbedingung f = 0 gegebene gekriimmte Fliche im R™. Dasselbe gilt fiir den Vektor
VJ(x,), da (7.14) besagt, dass diese beiden Vektoren parallel sind.

Ob die aus (7.14) berechneten Punkte Minimalstellen oder Maximalstellen sind, ldsst u.U.
sich mit Hilfe der zweiten Ableitungen von J und f entscheiden, siche Ansorge/Oberle,
Band 2, Abschnitt 18.3.

Wir konnen das beschriebene Verfahren auch anwenden, wenn mehr als eine Nebenbedin-
gung vorliegt. Wir betrachten das Problem
Minimiere J(x

wobei  f(x) (7.21)

)
0,
fiir gegebene Funktionen J : Q2 — R, f : Q@ — R™ mit Q C R” offen und m < n. Die
Nebenbedingung f = 0 fasst in diesem Fall m einzelne Nebenbedingungen zusammen,

filz)=0, 1<j<m. (7.22)

In diesem Fall ist die Lagrangefunktion gegeben durch
Lz, A) = L(z1, .. @y Aas e Am) = J(2) + (N, f(x +Z)\ filx).  (7.23)
Die Bedingung (7.14) wird zu

0=V,L(z,, \) = VJ(z,) + i ANV T2 . (7.24)

j=1
Man kann beweisen: Ist z, eine Losung von (7.21) und hat die Funktionalmatrix Jy(z,)
den Rang m, so muss es einen Vektor A € R™ geben, so dass (7.24) gilt,

Oft sind die Nebenbedingungen als Ungleichungen statt als Gleichungen gegeben, also
etwa

fi(x) <0, statt f;(z) =0, (7.25)

fiir einen oder mehrere j. In diesem Fall kann man (7.23) und (7.24) ebenfalls anwenden,

es gilt dann zusétzlich
/\j 20, )\Jf](l') :0,

fiir alle 7, die einer Ungleichungsnebenbedingung (7.25) entsprechen.
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8 Parameterabhingige Integrale

Wir betrachten als einfiihrendes Beispiel die Funktion

F(x):/ xsinydy . (8.1)
0
In diesem Fall fithren die Rechnungen

lim F(z) = F(0) = 0, (8.2)

z—0

F’(:c):/ %(msiny)dy:/ sinydy = —cosy
0 0

y=m

— 2, (8.3)

y=0
zu den richtigen Ergebnissen, wir konnen das sofort nachpriifen, indem wir

y=m

F(z) :/ rsinydy = —xcosy
0

y=0

ausrechnen. Allgemein stellen sich die beiden folgenden Fragen. Sei

mmz/fmm@, (3.4)

wobei f : I x [¢,d] — R gegeben ist, I C R Intervall. Gilt dann, falls z,, — x,
d d d
fim F(o,) = i [ fen)dy = [l fGong)dy= [ flo)dy=Fa), (85)

n—oo n—oo

und gilt, falls f partiell nach x differenzierbar ist,

F(x) = / Ouf(x,y)dy 7 (3.6)

In beiden Féllen liegt das Problem in der Vertauschbarkeit zweier Grenzprozesse.

Das folgende Beispiel zeigt, dass (8.5) nicht immer gilt. Wir definieren f : [0,1]x[0,1] — R
durch

0, x =0,
£ 0<y<uw
2 f— Y
r,y) =4 % 8.7
0, 2 < y.

Die Funktion f ist stetig beziiglich x, das heifit
lim f(zn,y) = f(z,y), fallsz, -z,

gilt fiir alle y € [0, 1], aber es ist

F(ﬂ?)z/Olf(x,y)dyzl#oz/Olf(o,y)dy:F(O), fallsO<x§%,
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also gilt (8.5) nicht fiir x = 0.

Wir betrachten (8.4), sei (2,)nen eine beliebige Folge im Intervall I mit z,, — = € I. Aus
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

f(@ny) = f(z,y) = (v, —2) - 0o f(&n,y)

fiir eine geeignete Zwischenstelle &, € (z,z,), die auch noch von y abhéngt. Ist 0, f
beschrankt, etwa

0 (& y)| < M,
fiir alle £ und alle y, so folgt

0 < |F(zn) — F(2)| <

d d
/fﬂ%y»—ﬂaw@4s/’Mun—ﬂ@F4d—@Mun—ﬂ,

also F'(z,) — F(z). In solchen Fillen gilt also (8.5).

Damit (8.5) gilt, geniigt es aber, dass f im Sinne von Kapitel 3 auf seinem zweidimensio-
nalen Definitionsbereich I X [¢, d] stetig ist, das heifit,

lim f(z,,y,) = f(2,9) (8.8)

n—oo

gilt fur jede Folge (x,,y,), welche gegen (x,y) konvergiert. Die Funktion in (8.7) erfiillt
(8.8) nicht, es ist

flz,z) = i, aber f(0,0)=0.

Satz 8.1 Sei I C R Intervall, f : I x [c,d] — R stetig. Dann wird durch

d
Fla)= [ f(.w)dy 8.9)
eine stetige Funktion F : I — R definiert, das heifit, aus x,, — x folgt F(z,) — F(x). O

Satz 8.2 Die Aussage von Satz 8.1 gilt auch, wenn [ die folgende Voraussetzungen
erfullt:
(i) f ist stetig beziiglich x, das heifit, es gilt

lim f(z,,y) = f(z,9), (8.10)

n—oo

fir alle x € I, y € [c,d] und alle Folgen z, — x.
(ii) Es gibt eine integrierbare Funktion h : [c,d] — R, so dass

|f(@,y)] < h(y) (8.11)
gilt fiir allex € I, y € [c,d].

Unter diesen Voraussetzungen gilt die Aussage von Satz 8.1 auch dann, wenn das Integral
(8.9) ein uneigentliches Integral ist. O
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Diese beiden Satze beweisen wir hier nicht.

Als Beispiel betrachten wir die Laplace-Transformierte

<cmu»=£wg@w%ww (8.12)

einer Funktion ¢ : [0,00) — R. Falls beispielsweise |g| durch eine Konstante M beschrénkt
ist, so gilt auf jedem Intervall I = [a,b] mit a > 0

lg(y)e™™| < Cle™™ =: h(y).

Da h uneigentlich integrierbar ist auf [0, 00), ist also die Laplace-Transformierte Lg fiir
solche Funktionen g stetig auf jedem Intervall [a,b] mit @ > 0, und damit auf (0, co).

Ein anderes Beispiel ist die Gamma-Funktion

F(a:’):/ e Yyt dy, (8.13)
0

welche definiert und stetig ist fiir z > 0.

Wir betrachten nun wieder die Ableitung F'(z) von

ﬂ@z/f@w@- (8.14)

Satz 8.3 Sei I C R Intervall, seien f : 1 x [c,d] — R und 0,f : I X [¢,d] — R stetig.
Dann ist F : I — R differenzierbar, und

F@I/ﬁJ@w@- (8.15)

O

Auch in diesem Fall ist die Stetigkeit von 0,f nur beziiglich x erforderlich, solange in
Analogie zu (8.11) eine Abschétzung

|0 f (2, y)] < h(y) (8.16)

mit einer integrierbaren Funktion A gilt, und der Fall des uneigentlichen Integrals ist
damit ebenfalls eingeschlossen. Auf diese Weise erhalten wir beispielsweise die Ableitung
der Gammafunktion,

I(z) = /000 e Yy" 1 In(y) dy, (8.17)

sowie unter geeigneten Voraussetzungen an g die Ableitung der Laplace-Transformierten

wmm»zéw—w@mﬂ%wz—wmmu wobei k(y) = yg(y) (8.18)

Indem wir Satz 8.3 mit der Kettenregel kombinieren, erhalten wir die Ableitung der
Funktion

d(z)
F(ﬂf)z/() flz.y)dy, (8.19)
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falls f,c, d stetig differenzierbare Funktionen sind. Wir setzen an

b
F(z,a,b) = / Fa.y) dy.,

dann ist .
F(z) = F(z,c(x),d(x)) .
Aus der Kettenregel folgt
F'=0,F+0,F - +0,F-d,
genauer
F'(z) = 0,F (z,c(z),d(x)) + 0, F (x, c(x), d(z)) - ¢ (z) + OpF (z, c(x),d(x)) - d ().
Es ist nach (8.15) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
8$F(x,a,b):/8$f(x,y)dy, . F(z,a,b) = —f(x,a), OF(z,a,b) = f(z,b).

Insgesamt ergibt sich die Formel von Leibniz

d(z)
F(z) = / 0ufr ) dy + f @)~ S @) (520)

Als Beispiel betrachten wir die Funktion

Es ist
F'(z) = / y cos(wy) dy + sin(z(3 — z)) - (—1) — sin(z?) - 22

2

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion

F(t):%/og(s)sin(k(t—s))ds, k>0.

Es ist
F/(t)_% /0 g(s)k cos(k(t — s)) ds + g(t) sin(k(t — ) = /0 o(s) cos(k(t — 5)) ds

F"(t) = — /0 g(s)ksin(k(t — s)) ds + g(t) cos(k(t —t))

t
= —k/ g(s)sin(k(t —s))ds + g(t) .
0
Die Funktion F' ist also eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
F"(t) + K*F(t) = g(t), (8.21)

sie erfiillt auBlerdem die Anfangsbedingungen F'(0) = F’(0) = 0. Die Gleichung (8.21) be-
schreibt einen harmonischen Oszillator (etwa eine schwingende Feder mit Federkonstante
k), der einer sich in der Zeit &ndernden dufleren Anregung g ausgesetzt ist.
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9 Bereichsintegrale

Wir wollen skalare Funktionen f : 2 — R integrieren auf einem Definitionsbereich 2 C
R".

Definition des zweidimensionalen Bereichsintegrals im achsenparallelen Recht-
eck. Wir beschéftigen uns zunéchst mit dem Fall

Q= [a,b] x [¢,d], 9.1)

das heifit, €2 ist ein achsenparalleles Rechteck. Wir wollen das Integral

/ f(z,y) dx dy (9.2)

definieren. Die Konstruktion erfolgt analog zum eindimensionalen Fall. Seien

Zy =A{xo,...,xp}, wobei a=xy<z1<---<z,=0, (0.3)
Zy =AY, Ym}, Wobel c=yo <y < - <ym=d, '

Zerlegungen von [a, b] bzw. [c, d]. Hieraus ergibt sich eine Zerlegung Z von [a, b] X [c, d] in
nm Rechtecke

Qij = [wic,w] X [yj-1,y], 1<i<n, 1<j<m. (9.4)
Eine Funktion f : 2 — R der Form
f(x7 y) = Cij ) f&llS YIS (Ii—lv'ri)a ) € (yj—17yj>7 (95)

mit gegebenen ¢;; € R heifit Treppenfunktion zur Zerlegung Z. (Welchen Wert f
auf den Réndern der Rechtecke @);; annimmt, ist uns gleichgiiltig.) Fiir diese Funktion f
definieren wir

/ Pl y) do dy = es;(s — 2i1) (95— v5-1) (9.6)
Qij

das ist gerade das Volumen des Quaders mit Grundfliche @);; und Héhe ¢;;, und weiter

//fas piray =33 [[ eparar=3"> etz -y ©)
i=1 j=1 i=1 j=1
Q'L]
Wir betrachten nun eine beliebige beschrankte Funktion f : Q2 — R, sei etwa

|f(z,y)| < C, fir alle (z,y) € [a,b].

Wir fixieren eine Zerlegung Z der Form (9.3), (9.4). Sind ¢, ¢ : Q@ — R Treppenfunktionen
zur Zerlegung Z mit

o(r,y) < flz,y) <P(z,y), fiir alle (z,y) € €, (9.8)
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so folgt aus (9.7), angewandt auf ¢ und 1, dass

é/s@(w,y) drdy < é/@b(x,y) drdy. (9.9)

Das Integral von f soll einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben. Wir definieren
nun

mij = inf f(xa y) 9 Mz - sup f(xu y) ’ (910)
(@:y)€Qi; (z,9)€Qi;

und definieren die Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung Z durch

Uz(f) = //gp(m,y) drdy, wobel ¢(z,y) =my; fir (z,y) € Qij, (9.11)
Q

Oz(f) = //?/)({L‘,y) drdy, wobel Y(x,y) = M,; fur (z,y) € Qi;. (9.12)
Q

Nach (9.9) gilt
Uz(f) < 0z(f), (9.13)

und nach wie vor soll das Integral von f einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben.

Ist nun Z eine feinere Zerlegung als Z, das heift eine solche, die aus Z durch Hinzufiigen
weiterer Teilpunkte entsteht, so gilt

Uz(f) <Uz(f) < 0;(f) < Oz(f). (9.14)

Man erhalt weiter, dass

Uz(f) < O4(f) (9.15)

gilt fiir zwei Zerlegungen Z und Z , indem man eine dritte Zerlegung Z betrachtet, die
sowohl fiir Z als auch fiir Z eine Verfeinerung ist. Wir definieren nun das Unterintegral
und das Oberintegral von f durch

U(f) =sup{Uz(f) : Z ist Zerlegung von Q}, (9.16)
O(f) =inft{Oz(f) : Z ist Zerlegung von @} . (9.17)

Aus der Definition von Supremum und Infimum folgt wegen (9.15), dass

U(f) <0(f)- (9.18)

Da das Integral von f fiir jede Zerlegung Z mindestens so grof§ wie Uz(f) und hochstens
so grofl wie Og( f) sein soll, soll es auch zwischen den beiden Zahlen U(f) und O(f) liegen.
Ist nun aber

U(f)=0(f), (9.19)

so gibt es dafiir nur eine Moglichkeit, ndmlich

/ / f(x.y) dzdy = U(f) = O(f) (9.20)
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Definition 9.1 (Integral)

Sei f : Q — R beschrinkt. Falls (9.19) gilt, also Unterintegral und Oberintegral von f
ibereinstimmen, so heifit f integrierbar, (genauer: Riemann-integrierbar) auf (2,
und das Integral von f ist definiert durch (9.20). O

Das Bereichsintegral ist wie im Eindimensionalen linear und monoton, das heift, fiir
integrierbare Funktionen f,g: Q) — R gilt

é/af(x,y)—l—ﬁg(zv,y)dazdy:aé/f(x,y)d:vdyjtﬁé/f(x,y)d:vdy, a,B,eR,

(9.21)
sowie

/ flz,y)dedy < //g(x,y) drdy, falls f<gin Q, (9.22)
Q Q

é/f(x,y)dxdy Sé/lf(x,y)mxdy. (9.23)

Berechnung von zweidimensionalen Bereichsintegralen fiir achsenparallele
Rechtecke. Wir konnen das zweidimensionale Bereichsintegral auf © = [a, b] X [c, d] auf
zwei eindimensionale Integrale zuriickfiihren. Sei f : 2 — R eine Treppenfunktion wie
oben,

und

flz,y) =cy, fallsx € (xi—1,2:), y € (yj—1,Y;)-

Fiir festgehaltenes y ist die durch = — f(x,y) definierte Funktion eine Treppenfunktion
im (eindimensionalen) Intervall [a, b] zur Zerlegung Z;, und es gilt

b n
/ f(z,y)dx = Zcij(a:i —ximq), fallsy; 1 <y <uy;. (9.24)
a i=1
Die Funktion
/ f(z,y)d (9.25)
ist wegen (9.24) eine Treppenfunktion in [c, d] zur Zerlegung Z5, und es gilt
d m n
JACOITED DD SR (PR / fy)dedy  (9.26)
c j=1 Li=1

nach Definition (9.7). Analog gilt fiir festgehaltenes z

m

d
/ f(z,y)dy = Z —yj—1), fallsz <z <, (9.27)

und fir

= / f(z,y)dy (9.28)
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folgt wie in (9.26)

/abF(x) dx://f(x,y) dz dy . (9.29)
Q

Insgesamt ergibt sich, dass fiir Treppenfunktionen gilt

4/f($,y)dxdy=/a / f(x,y)dydx:/c/af(x,y)dxdy. (9.30)

Der Satz von Fubini besagt, dass diese Formel auch fiir beliebige Funktionen f gilt, falls
| f| integrierbar ist, also

J[ 11 wldzay <. ©31)

Q

Satz 9.2 (Fubini)
Sei Q= [a,b] X [¢,d], f:Q — R, sei|f]| integrierbar auf Q2. Dann gilt

//f(a:,y)d:)sdy:/ab/cdf(x,y)dydzz/Cd/abf(x,y)dxdy. (9.32)

O

AuBer der Integrierbarkeit von |f| auf €2 sind keine weiteren Voraussetzungen erforderlich,
es ist z.B. gleichgiiltig, ob f stetig ist oder nicht.

Als Beispiel betrachten wir
//nyd:Edy, Q=10,1] x [1,2].
Q

Es gibt zwei Moglichkeiten, dieses Integral mit dem Satz von Fubini auszurechnen, je
nachdem ob man zuerst beziiglich y oder zuerst beziiglich x integriert. Entweder:

1 2 1 1 y=2 1 1
//:L’dexdy:/ / :Udeydx:/ 2 —y? da::/ 222 — 2% dx
0o J1 0 2 0 2
Q y=1
'3 T
2 3
/0 ot T o 2
z=0
Oder:
=1
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In diesem Beispiel geht es sogar viel einfacher: Wir beginnen wie oben,

1 p2

//azde:cdy:/ / w?y dy de
0o J1

Q

und beobachten nun, dass die xz-Abhéngigkeit im inneren Integral in Form eines Faktors

auftritt, also
1 2 1 2
//:Edeydmz/ [EQ/ ydydx .
0o Ji 0 1

Wir stellen als néchstes fest, dass nunmehr das innere Integral nicht von x abhéngt und
somit als konstanter Faktor im dufleren Integral aufgefasst werden kann, also

1 2 1 2
/ mQ/ ydydx:/ J]QdI-/ ydy .
0 1 0 1

Die beiden Integrale auf der rechten Seite konnen direkt ausgewertet werden, insgesamt
ist also

Allgemein tritt dieser Fall dann auf, wenn der Integrand sich schreiben ldsst als

flz,y) = fi(z) - faly), (9.33)

[ sy - / fuayde / ") dy. (9.34)

Hoherdimensionale Bereichsintegrale auf achsenparallelen Quadern. Fiir einen
Quader

dann ist

Q= [aflubl] X [a27b2] X [a‘37b3]

im R? definieren wir das Bereichsintegral, in diesem Fall Volumenintegral genannt,

/// flz,y,2)dedydz (9.35)

analog zum Zweidimensionalen, indem wir die Intervalle [a;, b;] durch Zerlegungen Z;, Z,
und Zs unterteilen, 2 entsprechend in kleine Quader Q;j; zerlegen, Treppenfunktionen
(das heifit, auf den einzelnen Quadern @);;; konstante Funktionen) betrachten, Unter-
und Obersummen definieren und das Integral durch die beschriebene EinschlieBung im
Grenzwert erhalten. Es gilt ebenfalls der Satz von Fubini, so dass die Berechnung von
(9.35) auf die Berechnung von drei eindimensionalen Integralen zuriickgefithrt werden
kann, wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig gewéhlt werden kann,

b1 bo b3
///f(:v,y,Z)dwdydz:/ / f(z,y,2)dzdy dx
o ay a2 as

bi by pbo
= flx,y,2)dydzdx
/61/1 /(,7:3 a ( ) (9.36)

b3 bo b1
:/ / flz,y,2z)dedydz,
as as al
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das sind 6 verschiedene Moglichkeiten. Als Beispiel betrachten wir

<UyﬁW“@W7Q=mﬁxmﬂxmw

Wir rechnen nur eine Variante aus,

3 2 pl s 2 (4
///nyzdxdydz—///nyzdxdydz—// —2Pyz
2 J1 Jo 2 J1 |3
Q
=2
32 1, [ 31 5
= —yzdydz:/ —y2z dz:/ —zdz = —.
e o]t [ gdemg

Auch hier ist es aufgrund der Produktform des Integranden mdoglich, das dreidimensionale
Integral direkt in ein Produkt eindimensionaler Integrale zu zerlegen,

3 2 ! 531 5
Qddd:/d./d./2d: _____ _2

Q

dy dz

Y=

Die allgemeine Formel fiir diesen Fall ist analog zu (9.33), (9.34)

[¢) a,

[ rorwne ardya: = [ fwde [ pwae [ e @30

Bereichsintegrale im R” fiir n > 3 fiir einen achsenparallelen Quader
Q=lay,b] x -+ X [an, by)

werden analog definiert, es gilt ebenfalls der Satz von Fubini, also

n

by by
/---/f(:pl,...,xn)dxl---dxn:/ fxy,...,zy)dxy -+ dxy, (9.38)
a1 a
Q

wobei die Reihenfolge der Integrale auf der rechten Seite beliebig abgedndert werden kann.

In der Mathematik hat sich als einheitliche Notation fiir Bereichsintegrale die Form

/ f(z)dx (9.39)
Q

durchgesetzt, also genau wie im Eindimensionalen. Hier bedeutet (2 den Integrationsbe-
reich (bisher haben wir nur achsenparallele Quader behandelt), integriert wird eine skalare
Funktion f : 2 — R, das Argument von f ist ein Vektor z € R". Da die Dimension n
im Definitionsbereich von f implizit enthalten ist, ist es iiberfliissig, das Integralzeichen
n-mal hinzuschreiben; die Zerlegung in n eindimensionale Integrale ist erst dann relevant,
wenn man die Berechnung nach Fubini vornimmt.

Flicheninhalt von Teilmengen der Ebene. Ist {2 = [a,b] X [c, d] ein achsenparalleles
Rechteck, so ist sein Flacheninhalt gegeben durch

F(Q) = (b—a)d—c). (9.40)
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Wir wollen nun den Flicheninhalt einer beliebigen beschriankten Teilmenge 2 C R? be-
stimmen. Wir wihlen dazu einen Quader der Form @ = [—M, M| x [—M, M], wobei M
so grofl ist, dass 2 C ). Wir definieren den Flédcheninhalt von € als

17 (x7y)€Q7

0. (v.)¢Q. (9.41)

F(Q) = // lo(z,y)dxdy, wobei lq(z,y)= {
Q

Der Flédcheninhalt ist also definiert, wenn die Funktion 1 integrierbar ist. Wenn man
den Begriff “integrierbar” etwas allgemeiner fasst als in der Definition 9.1 (dort wur-
de “Riemann-integrierbar”) definiert, so ist das fiir alle “normalerweise auftretenden”
Mengen der Fall, siche weiter unten die Bemerkung iiber Integralbegriffe und Integrati-
onstheorien.

Die Bestimmung des Flidcheninhalts wird durch (9.41) auf den durch das Integral defi-
nierten Grenzprozess zuriickgefithrt, man kann sich das wie folgt vorstellen. Sei Z eine
Zerlegung von () in kleine Rechtecke ();;, wie in der Definition des zweidimensionalen
Bereichsintegrals. Die Menge 2 wird angenédhert von innen durch

Qz= |J Q. also Qz;CQ, (9.42)
sz;ész
und von auflen durch
7= |J Qy, also QcQ”. (9.43)
o

Es ist dann 9 = 1q, eine Treppenfunktion, und

F©) = [[ o) dedy. (9.44)
Q

und analog ¢ = 1gz eine Treppenfunktion mit

F(Q%) = / / o(z,y) dr dy . (9.45)
Q

Die Einschachtelung in der Definition des Integrals

J[vtewizay < [[1a@pdedy < [[ owy)dzay
Q Q Q

entspricht also der Einschachtelung des Flacheninhalts
F(Qz) < F(Q) < F(Qz).

Ist Q C R? eine Menge, deren Rand aus Kurven besteht, so kénnen wir () mit dem
Satz von Fubini berechnen. Sei

Q= {(.y) a<z<b, cx) <y<d)}. (9.46)
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Die Fubini-Formel

//1Q(xjy)dxdy=/Z/Zlg(x,y)dydx

Q

wird zu

F(Q) = / ’ / g — / ' d() — o) di (9.47)

x)
da auflerhalb der Integrationsgrenzen die Funktion 1q den Wert Null hat. Analog gilt fiir

Q={(z,y):c<y<d,aly) <z <by)}, (9.48)
dass

F(Q) / ' / :j)ldxdy: / “by) — aly) dy. (9.49)

Sei nun 2 die disjunkte Vereinigung zweier Mengen,
Q:Qlqu, le92:® (950)

Es ist dann
1Q = 191 + 192 )

und aus der Linearitéit des Integrals folgt
F(Q)=F()) + F(Q2). (9.51)

Ist © eine Menge, die sich aus endlich vielen Mengen der Form (9.46) oder (9.48) zusam-
mensetzt, so erhalten wir aus (9.47), (9.49) und (9.51) ihren Fldcheninhalt F(§2) durch
Addition der entsprechenden Formeln.

Aus der Monotonie des Integrals folgt sofort, dass
F(Q) <F(Q), fallsQcQ, (9.52)

da in diesem Fall 1o < 14.

Es taucht die Frage auf, ob der Fliicheninhalt einer Menge Q2 C R? davon abhéingt, ob der
Rand von € zu €2 gehort oder nicht. Ist etwa = (0, 1) x (0, 1) das offene Einheitsquadrat,
so besteht 02 aus den 4 Randseiten einschliefllich der Ecken, und

Q=1[0,1]x[0,1]=QUN.
Gemaf (9.50) gilt, da die Vereinigung disjunkt ist,
F(Q)=F(Q)+ F(0%), (9.53)

so dass © und € denselben Flicheninhalt haben, falls F(9€) = 0. Wir sagen, dass eine
Teilmenge N von R? eine Nullmenge ist, falls

F(N)=0. (9.54)
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Man kann zeigen, dass der Graph einer Kurve diese Eigenschaft hat, falls die Kurve eine
endliche Lange besitzt. Das hat zur Folge, dass fiir alle Teilmengen der Ebene, deren Rand
aus endlich vielen solcher Kurven besteht, es fiir die Flachenbestimmung gleichgiiltig ist,
ob wir den Rand (oder Teile davon) mitbetrachten oder nicht.

Bereichsintegrale auf allgemeinen Teilmengen. Wir behandeln zunéchst den zwei-
dimensionalen Fall. Ist f : 2 — R eine beschréankte Funktion auf einer beschrinkten
Teilmenge 2 C R?, so betten wir 2 wieder in einen Quader @ ein, setzen f auBlerhalb von
Q2 durch 0 fort und definieren

[ s@vardy= [[ oty ardy, (9.55)
Q Q

falls die Funktion f1q integrierbar ist. Das ist beispielsweise dann der Fall, wenn f stetig
ist und 2 einen Flécheninhalt hat gemé&8 (9.41). Auch in diesem Fall ist das Integral linear
und monoton, das heifit, die Formeln (9.21) — (9.23) gelten, und weiterhin analog zu (9.51)

//f(x,m dmdy://f(x,y) da:dy+//f(x,y) dody (9.56)

falls 2 die disjunkte Vereinigung von {2; und €25 ist. Weiterhin gilt

//f(a:, y)dxdy =0, falls F(Q) =0, (9.57)

das heifit, falls 2 eine Nullmenge ist.

Hat €2 die Form
Q={(z,y):a<x<b,c(z) <y <dx)}, (9.58)

so ergibt sich wie oben mit Fubini

ﬂ%@wmwzféfﬂmmmm (9.59)
Q

Als Beispiel betrachten wir die Menge €2 deren Rand durch die Geraden y = x und y = 2
sowie die Kurve xy = 1 gegeben ist, und bestimmen

//:Edexdy.
Q

nglLJQQ,

Wir konnen €2 darstellen als

mit

O ={(r,y): 5 <z<1

Y

N | —
S
VAN
Nead
VAN
[\)
——
=
|
—
K
s
;
AN
8
A
[\)
8
A
<
A
[\
——
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1 y=2
L oo
2 x

und es ergibt sich

/2 L 59

dx + -7y

1 1 2
' 2 1 ? 2 14
20" — — | dx + 20" — —x” | dx
2 1 2
5

1 2 2 2

//:r;zydxdy:/ / :L'Zydydx—i-/ / 22y dy dx
1 1

o z Vs Lz

e

J

Wir konnen €2 auch darstellen als

dann ergibt sich

2y 2 (1 z
//:Bdexdy:/ / $2ydxdy:/ —z3y
g + /3 A

In hoheren Dimensionen geht das genauso. Fiir eine beschriankte Menge 2 C R™ definieren

wir
/--~/f(x1,...,xn)dx1--~dxn:/---/f(xl,...,xn)lg(xl,...,xn)dxl---dmn,
Q Q

(9.60)
wobei () ein () enthaltender achsenparalleler Quader ist. Die im Zweidimensionalen gel-
tenden Rechenregeln gelten entsprechend auch in hoheren Dimensionen.

Fiir Q C R3 ergibt
V() = ///Mix dydz (9.61)
0

den Rauminhalt oder das Volumen von €.

- 271 1 57
dy= [ (zf——)dy=2L.
LY /1(3 3y2) Y= 30

Yy

Geometrische und mechanische Groflen als Bereichsintegrale. Mit Hilfe des Be-
reichsintegrals erhalten wir gewisse geometrische und mechanische Gréflen, auch und be-
sonders in den Fillen, in denen der zugrundeliegende Kérper inhomogen ist. Sei 2 C R?
oder 2 C R3 ein Korper, dessen Massendichte durch eine Funktion

p:Q—R? bzw. p:Q— R (9.62)

beschrieben wird. Dann liefert
M = // p(r,y)dxdy, bzw. M = /// p(x,y, z)dedydz (9.63)
Q Q
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die Gesamtmasse M des Korpers. Ist die Massendichte p konstant, so ist die Masse gleich
dem Produkt aus Volumen und Massendichte.

Der Massenschwerpunkt hat die Koordinaten

1 1
Q Q

im Zweidimensionalen. Im Dreidimensionalen gilt

1
rs = M//I’p(f,y,Z)dl’dde,
Q
1
ys = M// yp(x,y, z) dedydz, (9.65)
Q

1
29 = M//zp(m,y,z)dmdydz.
Q

Setzen wir p = 11in (9.64) oder (9.65), so erhalten wir den geometrischen Schwerpunkt.
Als Beispiel betrachten wir ein Q C R? der Form

Q={(z,y):a<2<b,0<y<dz)}.

Wir suchen den geometrischen Schwerpunkt, also p = 1 und M = F(2). Aus (9.64)
erhalten wir

:135:ﬁé/xdxdy:ﬁ/ab/od(m)mdydx:ﬁ/jmd(m)d:p,

yS:%é/ydmdy:ﬁ/ab/od(m)ydydx:ﬁ/{lb%d(z)Qdm.

Das Trigheitsmoment I des Kérpers 2 C R? mit Massendichte p ergibt sich im Zwei-
dimensionalen als

I= // plx,y)r(x,y)* drdy, (9.66)

wobei 7(x,y) der Abstand des Punktes (x,y) von der Drehachse ist. Ist die Drehachse die
x-Achse, wird (9.66) zu

J[ ot dzdy, (9.67)
Q

im Falle der y-Achse zu

// 2*p(z,y) dr dy, (9.68)

im Falle der z-Achse (also Drehachse senkrecht zu €2 durch den Nullpunkt, polares Mo-
ment) zu

//(xz + %) p(z,y) dr dy . (9.69)
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Die entsprechende geometrische Grofie (p = 1) heifit Flichentrigheitsmoment. Ist
ein Korper im Dreidimensionalen, so ist das Tridgheitsmoment analog zu (9.66) gegeben

durch
1= / / / o, y, (s y, )2 de dy dz, (90.70)
Q

wobei r(x,y, z) wieder der Abstand des Punkts (z,y, z) von der Drehachse ist.

Substitution, Koordinatentransformation. Es kann giinstig sein, Bereichsintegra-
le in anderen als den kartesischen Koordinaten zu berechnen. Es erhebt sich die Frage,
wie sich Bereichsintegrale transformieren, wenn die Koordinaten transformiert werden,
beispielsweise auf Polar- oder Kugelkoordinaten. Wir brauchen dafiir eine Integrations-
formel, die der Kettenregel beim Differenzieren entspricht. Im Eindimensionalen ist das
die Substitutionsregel

T(b) b
f(x)dz = / F(T(E)T'(€) de (9.71)
T(a) a

Hierbei entspricht T einer Koordinatentransformation, und f ist die Funktion, die man
integrieren will.

Wir behandeln nun die Verallgemeinerung der Substitutionsregel auf den mehrdimensio-
nalen Fall. Sie heiffit dann Transformationsformel und lautet in kompakter Notation

/ fa dx—/f ) | det (Jr(€))] de . (9.72)

Hierbei ist Q C R", T : Q@ — R, f : T(Q) — R, Jr bezeichnet die Funktionalmatrix
von 7', das Integral ist als n-dimensionales Bereichsintegral aufzufassen. Die Formel (9.72)
gilt jedenfalls dann, wenn 7" auf einer {2 umfassenden offenen Menge () definiert, stetig
differenzierbar und injektiv ist, und det(Jp(§)) # 0 ist fiir alle £ € Q.

Wir behandeln die Transformationsformel in einer Reihe von speziellen Situationen. Sei
T:R2—=R?, TE)=AE+b, AecRZ®Y peR?, (9.73)
eine affine Transformation in der Ebene. Es ist dann
Jr(§) =4,

unabhéngig von £, und (9.72) wird zu
/ f(z)dx = / FAE+b) | det(A)] dE . (9.74)
T(Q) Q

Als Beispiel bestimmen wir die Fléache einer Ellipse mit Mittelpunkt 0 und den Halbachsen

a und b. Wir setzen )

2
Q':{(xl,xg):%+%<l}.

Es ist
V=T@), Q={ R, ¢ <1}, T(E)= AL, A=<8 2)-
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Aus (9.74) folgt
F() = ldrydzy = F(Q) = abd&, dés = abF(Q) = wab,

da der Einheitskreis die Flache 7 hat.

Als weiteres Beispiel bestimmen wir das Integral

// 19 dl’l dl’g s (975)
Ql

wobei ' C R? das Parallelogramm mit den Ecken (0,0), (1,1), (2,0) und (3,1) ist. Wir
fithren das Integral {iber das Parallelogramm auf ein Integral iiber dem Einheitsquadrat

Q=10,1] x [0,1]
zuriick, indem wir setzen
2 1
ro-ac. A= (g 1)
Mit
f(x1,22) = 7129

erhalten wir

s =1 (B 8) — e+ e, TO =0, Jdata)] =2,

{ [ arazdor o = 4 o6+ e 2ade = [ [ 166 +2gacde =

Wir betrachten die Transformation von Polarkoordinaten auf kartesische Koordi-
naten,

also

T(r,p) = (rcosp, rsing). (9.76)
In diesem Fall ist
_ [cosp —rsing _
Jr(r, @) = (singp r cos & ) . detJp(r,p) =1, (9.77)

also wird (9.72) zu

L[/j(xgﬁdxdy:1//jKraw¢%r$nwﬂrd@dr. (9.78)
T(Q) Q

Als erstes Beispiel berechnen wir nochmals die Flédche der Einheitskreisscheibe. Fiir

Q= (0,1) x [0,27)
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ist T(Q2) gerade die offene Einheitskreisscheibe (ohne den Nullpunkt, was fiir die Integra-
tion keine Rolle spielt), und

21 1 1
Fr@) = [[vavay= [[rarao= [ [ rarap=2e5-n.
7(Q) 0 o Jo

Als weiteres Beispiel berechnen wir das Trigheitsmoment der Einheitskreisscheibe mit
konstanter Dichte p beziiglich der x-Achse. Es ist

2 1
I= // v pdrdy = // pr?sin’(p)r dr dp :/ / pr?sin(p)r dr dy
() Q 00

1 2m T
:p/ r3d'r’-/ sin®(¢)dp = —p.
0 0 4

Fiir das polare Trigheitsmoment (Drehachse durch den Nullpunkt) ergibt sich

1 21
_[://(m2+y2)pd$dy://pr27“d7“d(,0:p/ T3dr./ ]_dgngp
T(Q) o 0 0

Wir betrachten nun den Ubergang von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordi-
naten im Dreidimensionalen. Die Transformationsvorschrift ist

T(r,0,0) = (rsinfcosp,rsinfsinp,rcosd), T :(0,00)x(0,7)x(0,27) — R>. (9.79)
Die zugehorige Funktionalmatrix ist

sinfcosy rcosfcosp —rsinfsingp
Jr(r,0,0) = | sinflsing rcosfsing rsinfcosy |, (9.80)
cos 6 —rsind 0

mit der Determinante

det Jr(r,0,¢) = r’sinf . (9.81)

Die Transformationsformel (9.72) nimmt die Form an (man beachte 0 < 6§ < 7, so dass
sinf > 0)

///f(x,y,z)da:dydz
T(Q)
:///f(rsinGcosgp,rsin@sincp,rcos@)TQSinﬁdrdegp. (9.82)
Q

Als Beispiel betrachten wir das Volumen und den geometrischen Schwerpunkt des Kugel-
oktanten
Q' ={(z,y,2): P+’ +2°<1,0>0,y >0,z >0}. (9.83)

Es ist - -
Q=T(Q), Q=(0,1)x (0,5) X (0,5).
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Es folgt

1 pZ s
V(Q’):///Mixdydz:///r%in@drde@z/ /2/2r251n9drd9dg0
& s o Jo Jo
1 3 3 1
—/7"2(17“-/ sin@d@-/ ldp=--1-
0 0 0 3

Fiir die z-Koordinate des geometrischen Schwerpunkts gilt analog zu (9.65)

1
xSZV(Q’) ///xdxdydz, (9.84)
Q/
also

xS-V(Q’):///xdxdydz:///rsichosg)-r%in@drd@dcp
o Q
L ors 13 1 bl 2
:/ / / rsin@cosgo-r2sin0drd«9dg0:/ r3dr-/ sin29d9-/ cos pdp
o Jo Jo 0 0 0
1 7 m

:—-—-1: s
4 4 16

b |

T
5

also

rs = —.

8
Aufgrund der Symmetrie der Konfiguration muss zg = ys = zg gelten.
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10 Kurvenintegrale, Oberflachenintegrale

Wir befassen uns mit der Integration von Funktionen, die auf Kurven oder Flachenstiicken
definiert sind.

Zunachst befassen wir uns mit Kurvenintegralen. Eine Kurve ist eine auf einem Intervall
I = [a,b] definierte stetige Funktion k& mit Werten im R", siehe Kapitel 15, Teil 1. Wir
betrachten als erstes Skalarfelder f, welche auf einer Teilmenge des R”, mindestens aber
auf dem Bildbereich k(7) der Kurve definiert sind.

Definition 10.1 (Kurvenintegral eines Skalarfelds)
Sei I = [a,b] Intervall, k : I — R"™ eine stiickweise C*-Kurve, sei f : k(I) — R. Wir
definieren das Kurvenintegral von f durch

/fds_/f DI @) dt (10.1)

falls das Integral auf der rechten Seite definiert ist. O
Das Integral ist beispielsweise immer dann definiert, wenn das Skalarfeld f stetig ist. Fiir
f = 1 erhalten wir die Lénge der Kurve, siehe Kapitel 15, Teil 1.

Stellen wir uns unter der Kurve ein eindimensionales Objekt vor, welches mit einer Mas-
sendichte p belegt ist, so entspricht das Kurvenintegral

M= /pds-/ O)IK ()] dt (10.2)

gerade der Gesamtmasse des Objekts. Ist beispielsweise

k(t) = (cost, sint, 2t), k:[0,47] — R?,

2

eine Schraubenlinie im R? und p(z,y, z) = 222, so ist die Gesamtmasse gegeben durch

4m 4
/pds:/ COSQt-Qt\/(—Sth)z—I—(COSt)2—|—4dt:2\/g/ tcos?tdt.
k 0 0

In diesem Beispiel ist n = 3, fiir eine in die Ebene R? eingebettete Kurve setzt man n = 2
an.

Dass (10.2) tatséchlich die Gesamtmasse liefert, kann man sich wie folgt klarmachen. Sei
k ein Streckenzug, welcher die Punkte

bla) = bt K1) . K1) = KO
der Reihe nach durch Strecken verbindet, so dass zwischen zwei solchen Punkten
k(ti) = k(tio1) = (ti — tia)k]

gilt mit konstanten Tangentenvektoren k.. Ist p; die Massendichte auf der Strecke von
k(t;—1) nach k(t;), so ist die Gesamtmasse gegeben durch

ZPsz(tz) —k(ti-)|l = szHk;H(tz —ti-1). (10.3)
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Ist k eine beliebige Kurve, so liefert Approximation durch einen solchen Streckenzug und
Grenziibergang das Integral (10.2).

Das Kurvenintegral dndert sich nicht, wenn wir die Kurve umparametrisieren. Sei h :
[c,d] — la,b] eine differenzierbare und monoton wachsende Funktion mit h(c) = a und
h(d) = b. Wir definieren eine Umparametrisierung k : [¢,d] — R" von k durch

k=koh, k(r)=k(h(r)). (10.4)

Es folgt dann aus der Kettenregel und der Substitutionsregel, da A’ > 0,

[ 15— / F () ()] dr = / PRI (B (7)) dr
/f I (R()IR(7) dT—/f DK @) dt = /fds

Wir behandeln nun Kurvenintegrale von Vektorfeldern. Eine Variante besteht darin,
das Vektorfeld in seine skalaren Komponenten zu zerlegen und auf diese jeweils Definition
10.1 anzuwenden, wir erhalten dann fiir ein Vektorfeld

(10.5)

F:k(I)—R™ (10.6)

das vektorwertige Kurvenintegral

/Fds:</F1ds,...,/Fmds>eRm. (10.7)
k k k

Das ist beispielsweise zur Bestimmung des Massenschwerpunkts angemessen. Ist die Kurve
k : [a,b] — R3 mit einer Massendichte p belegt, so ist der Massenschwerpunkt gegeben
durch

s\ 1 (hesm ool

vs | =37 [ Jo et OOl | (108)

=5 Ji, ol OIIE @) dt

wobei M die Gesamtmasse geméfl (10.2) ist. Dies entsprlcht dem Vektorfeld

F:(F17F27F3)
mit
File,y.2) = —ple.y, e, Fae,y,2) = ooy, 2y, Fa(e,y.2) = —ple.y,2)
lxay72 —MP%%ZJ?’ 296’7?%2 _Mpx>yazy> 3.1',y,Z _Mpmayazz'

(10.9)
Eine andere Variante des Kurvenintegrals eines Vektorfelds kommt beispielsweise dann
zum Tragen, wenn man die mechanische Arbeit berechnen will, die ein Kraftfeld an einer
Masse leistet, die entlang einer Kurve bewegt wird. Betrachten wir zunéchst ein konstantes
Kraftfeld, reprisentiert durch einen Vektor F' € R3. Entlang der Strecke, welche einen
Punkt x € R3 mit einem Punkt & € R3 verbindet, leistet es die Arbeit

W =(F,z—z)=|F| ||z — x| cosp (10.10)
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wobei ¢ der von den Vektoren F' und & — z eingeschlossene Winkel ist. Die geleistete
Arbeit ist geméfl (10.10) das Produkt aus der Wegléinge und der Tangentialkomponente
der Kraft in Richtung des Wegs. Sei nun k ein Streckenzug, welcher die Punkte

k(a) = k(to)  k(t) ... k(ty) = k(b)

der Reihe nach durch Strecken verbindet, entlang der Verbindungsstrecke von k(t;_;) nach
k(t;) wirke die Kraft F; € R®. Die insgesamt geleistete Arbeit ist dann

W = Z (Fk(t) — k(tia)) =Y <F Flf) - k(t"‘l)> (t: — ti1)

P ti =ty

! (10.11)
= [ o) ar
wenn wir F'(k(t)) = F; setzen fiir t € (t;_1,1t;).

Definition 10.2 (Kurvenintegral eines Vektorfelds lings einer Kurve)
Sei Q C R™, seien F': Q — R" stetig und k : [a,b] — R" stiickweise stetig differenzierbar,
sei k([a,b]) C Q2. Wir definieren das Kurvenintegral von F' lings k durch

b
/F cda = / (F(k(t)), K (t)) dt. (10.12)

O

In diesem Fall liefert das Kurvenintegral also einen Skalar als Wert.

Man kann zeigen, dass die Formel (10.12) sich als Grenzwert aus der Formel (10.11) ergibt,
wenn wir k durch eine Folge stiickweise gerader Streckenziige und F' durch ein auf den
Einzelstrecken konstantes Feld — etwa F'(k(t;)) auf der Verbindungsstrecke von k(;_1)
nach k(t;) — approximieren.

Wenn man will, kann man diese Variante als Spezialfall von Definition 10.1 auffassen,
indem man als Skalarfeld f die Tangentialkomponente

F
< |15/

Als Beispiel betrachten wir das Kurvenintegral von

von F' langs k wahlt.

F(z,y) = (x+yz), F:R*—->R?, (10.13)
langs des Viertelkreisbogens von (1,0) nach (0,1),

k(t) = (cost, sint), k: [0, g] ~RZ. (10.14)

/kF' d(z,y) = /02 (P (k(1)), k(1)) dt = /02 <(Cosi;;:mt) ’ (_C(S)l;;t» : (10.15)

1
:/ —costsint — sin’t + cos® t dt = —5-
0

Wl
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Das Kurvenintegral éndert sich auch in der Variante 10.2 nicht, wenn wir eine Umpara-
metrisierung wie in (10.4), (10.5) vornehmen. Ist A : [c,d] — [a,b] eine Parametertrans-
formation mit h(c) = a, h(d) = b, so folgt fiir k = k o h wie oben

/%F. dx:/cd<p(/2(7)),/’;'(7)> dT:/ab (F(k(1)), K (1)) dt:/kF- dr.  (10.16)

Im Gegensatz zur Variante 1 lassen wir fiir 10.2 auch Umparametrisierungen zu, die die
Durchlaufrichtung der Kurve umkehren. Ist h : [¢,d] — [a,b] mit h(c) = b und h(d) = a,
so wird (10.16) zu

/’;F- i — /cd (F(h(r)). F (7)) dr = /b (F(R(E)), K (1)) dt = —/ab (F(R(E), K (1)) dt
_ —/F- dz, (10.17)

das heifit, das Kurvenintegral hat denselben Betrag, aber das umgekehrte Vorzeichen. Das
entspricht der Tatsache, dass die von einem Kraftfeld an einem bewegten Objekt geleistete
Arbeit das Vorzeichen éndert, wenn die Bewegungsrichtung umgekehrt wird.

Wir betrachten nochmals das Vektorfeld
F(z,y) = (z+y,z), F:R? - R?,

und berechnen das Kurvenintegral von (1,0) nach (0, 1), aber diesmal entlang der geraden
Verbindung
k(t)=(01—tt), k:[0,1]—R>. (10.18)

Das Kurvenintegral ergibt sich zu

[# e = [Cwwonreya= [((T0(F) @
:/Ol—tdt:—%,

also dasselbe Ergebnis wie in (10.15). Das ist kein Zufall. In diesem Beispiel gilt ndmlich

(10.19)

F(z,y) =V f(z,y), fir f(z,y)= %12 +xy.

Definition 10.3 Sei Q2 C R™ offen. Fin Vektorfeld F : 2 — R™ heifit Gradientenfeld,
falls es ein Skalarfeld f : Q2 — R gibt mit

F(x) =V f(zx), fir allex € Q. (10.20)

Das Skalarfeld f nennt man auch Stammjfunktion oder Potential von F auf (2. O
Ist F' ein Kraftfeld, so entspricht f der potentiellen Energie.

Satz 10.4 Sei ) C R"™ offen, f: Q — R stetig differenzierbar, k : [a,b] — R™ stickweise
stetig differenzierbar. Dann gilt

AVfdxsz@»—ﬂu@» (10.21)
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Beweis: Es ist

/ka ~dx =/ (VF(E()), K (1)) dt =/ (f o k)'(t)dt = f(k(b)) — f(k(a))

nach Kettenregel und Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Aus Satz 10.4 folgt: Ist F': Q0 — R™ ein Gradientenfeld, so ist das Kurvenintegral zwischen
zwei Punkten P, () € R™ unabhéngig davon, wie die Kurve von P nach @ verlauft. (Wir
konnen also die verbindende Kurve so legen, dass die Berechnung mdoglichst einfach ist.)
Insbesondere ist dann

/F cde =0 (10.22)
k

fiir jede Kurve k mit k(b) = k(a), das heift, fiir jede Kurve, deren Anfangs- und Endpunkt
tibereinstimmen (geschlossene Kurve).

Es erhebt sich die Frage, wie man einem Vektorfeld ansieht, ob es ein Gradientenfeld ist.
Falls F': 2 — R" ein Gradientenfeld ist, also F' = V f fiir ein geeignetes Skalarfeld f, so
muss gelten

0;F; = 0,0,f = 0,0, f = 0;F;, firallel <i,5 <n. (10.23)

Diese Bedingung lésst sich einfach nachpriifen. Umgekehrt stellt sich daher die Frage, ob
jedes Vektorfeld, welches diese Bedingung erfiillt, ein Gradientenfeld ist. Die Antwort ist,
dass das von der Form des Definitionsgebiets 2 abhéngt.

Definition 10.5 Fine Teilmenge €2 des R™ heifit sternformig, falls es einen Punkt z €
gibt, so dass die Verbindungsstrecken zwischen z und allen anderen Punkten von €1 ganz
in 2 verlaufen. O

Satz 10.6 Sei ) C R"™ offen und sternformig, sei F': Q0 — R™ stetig differenzierbar. Gilt
0;Fj(x) = 0;F;(x) (10.24)

fir alle x € Q und alle i,5, 1 < 1,7 < n, so ist F ein Gradientenfeld, es gibt also ein
f:Q—=R mit
F(x) =V f(z), fir allex €. (10.25)

O

Ist ndmlich 2 sternformig, so kénnen wir eine Stammfunktion f von F erhalten, indem
wir f(z) als das Kurvenintegral von F' vom Punkt z zum Punkt x definieren, also indem
wir setzen

k(t)=z+t(x—=z2), k:[0,1] - R",

und

f(z) :/kF-da::/O (F(z+t(x—2)),z—z) dt. (10.26)

Wir rechnen nach, dass f eine Stammfunktion von F'ist. Zu diesem Zweck definieren wir

fle)=(F(z+tlx —2)),z— z2) .
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Es gilt .
0if(x) = (O F(z 4+ t(x — 2)),x —2) + (F(z + t(x — 2)),e) ,

also
0if(z) = /0 (tO;F(z+t(x —2)),x —2) + Fi(2 + t(x — 2)) dt.
Fiir
gi(t) = tF;(z + t(x — 2))
gilt

gi(t) = t(VE)(z+t(x —2)),z —2) + Fi(z + t(z — 2)),
und mit y = z + t(x — 2)
(VE)(y),z —2) = Z O;F(y)(xj — zj) = ZaiFj(y)(ﬂfj - %)
= (0:F(y),x — 2) .

Es folgt
(O F)(z+txr—2)),z—2)+ Fi(z+ tlx — 2)),

gi(t)
und damit

hf(z) = / gl(t) dt = gi(1) — g:(0) = Fi(x),

also ist f Stammfunktion von F' auf €.

Falls 2 nicht sternférmig ist, so kann es vorkommen, dass F' keine Stammfunktion auf (2
hat, obwohl die Bedingung (10.24) erfiillt ist. Als Beispiel betrachten wir

Q = R? F:QoR, Flay =(-—"2 ). 10.2
R N e ) (1027)

Es gilt fiir alle (z,y) # (0,0)
I Fy(z,y) = 0aFi(z,y).

Fiir jede sternférmige Teilmenge Q) von Q gibt es also nach Satz 10.6 eine Stammfunktion
f auf € mit 3
F(z) =V f(z), firallexeQ.

Aber andererseits gilt, wenn wir den Einheitskreis als eine geschlossene Kurve auffassen,
mit & : [0,27] — R?, k(t) = (cost,sint)

/kF~ d(x,y):/ozﬂ (F(R(E), K (1)) dt:/ozﬂsin2t+cos2tdt:27r.

Wenn es eine Stammfunktion f von F' auf €2 gébe, miisste dieses Integral aber wegen Satz
10.4 gleich Null sein, also kann es eine solche Stammfunktion auf €2 nicht geben.

Oberflachenintegrale. Wir beschéftigen uns mit dem Flécheninhalt von allgemeinen
(gekriimmten) Flachen im Raum sowie mit Integralen, die auf solchen Flidchen definiert
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sind. Zunéchst stellt sich die Frage, wie wir eine gekriimmte Fliche S im Raum R?® be-
schreiben. Aus Kapitel 3 kennen wir bereits die Darstellung als Niveaumenge

{z: f(z) =0, v € R%}
einer Funktion f. Wir benétigen nun eine Darstellung in Parameterform,
S={k(t,s):a<t<b,c<s<d}, (10.28)

wobel

k:la,b] x [c,d] — R? (10.29)

die Parametrisierung der Fliche ist. Wir betrachten Beispiele. Sind p, v, w € R? gegeben,
so definiert
k(t,s)=p-+tvo+sw, k:lab x|cd — R, (10.30)

ein Parallelogramm mit den Ecken
p+av+cw,p+bv+cw,p+ av+ dw,p+ bv + dw, (10.31)
firp=0,a=0b0=0,b=d=1 ergibt sich das Parallelogramm mit den Ecken
0,v,w,v+w.

Der Graph einer Funktion h : [a,b] X [¢,d] — R definiert eine Fliche mit der Parametri-
sierung

k(t,s) = (t, s, h(t, s)), (10.32)

so liefert etwa
h(t,s) = t* + s*

je nach Definitionsbereich von h ein Stiick eines nach oben geoffneten Paraboloids mit
Scheitelpunkt in 0. Die Parametrisierung

k(t,s) = (Rcoss, Rsins,t), k:[0,H] x [0,27], (10.33)

liefert die Mantelfliche eines Zylinders mit Radius R und Hohe H. Die Formel der Ku-
gelkoordinaten liefert die Oberfliche der Kugel mit Radius R und Mittelpunkt 0 als

k(t,s) = (Rsintcoss, Rsintsins, Rcost), k:[0,7] x [0,27] — R®. (10.34)
Sowohl (10.33) als auch (10.34) sind Beispiele fiir Drehflachen, beschrieben durch
k(t,s) = (r(t)coss,r(t)sins, h(t)), k:[a,b] x[0,27] — R?, (10.35)

welche entstehen, indem wir eine Kurve in der (z,z)-Ebene der Form ¢ — (r(¢),0, h(t))
um die z-Achse rotieren lassen.

Wir beschéftigen uns nun mit der Berechnung des Flidcheninhalts solcher Flichen. Wir
gehen analog vor wie bei Kurven. Die Lénge einer Kurve k : [a, b] — R™ ist gegeben durch

L(k) = / 1K ()] dt (10.36)
&2



das Integral haben wir interpretiert als Grenzwert der Lingen von Streckenziigen, die
durch Verbindung von Kurvenpunkten entstehen. Analog kénnen wir ein gekriimmtes
Flédchenstiick im Raum uns vorstellen als angenédhert durch Flachenstiicke, welche sich aus
einzelnen ebenen Stiicken zusammensetzen. Die Rolle einer Strecke, welche zwei Punkte
verbindet, wird iibernommen von einem Parallelogramm, welches vier Punkte verbindet.
Wir betrachten das von den Vektoren v, w € R?® aufgespannte Parallelogramm P mit den
Eckpunkten

0,v,w,v+w. (10.37)

Sein Fldcheninhalt ist gegeben durch
F(P) = [[oll [w] sing = [[v x w]], (10.38)

wobei ¢ der von v und w eingeschlossene Winkel ist. Wir konnen diese Fldche auch
folgendermaflen darstellen. Sei

A= (v w)eRE? (10.39)

die Matrix, welche aus den Spalten v und w besteht. Dann gilt

T T
v, (vv vw
A A= <wTU wTw> , (10.40)
und weiter
det(ATA) = (v"v)(w"w) — (VW) (W ) = [|v]* w]]® = (v, w)?
= [[ol* lw]*(1 = cos® @) = [Jvl|* lwl|* sin® ¢ (10.41)

= [lv x w|?,

also insgesamt
F(P) = |lv x w|| = v/det(ATA). (10.42)

Wir betrachten nun das Parallelogramm (10.37) und parametrisieren es durch
k(t,s) =tv+sw, k:[0,b]x[0,d —R?, (10.43)

Es ist dann

F(P) =||(bv) x (dw)]| . (10.44)
Wir konnen (10.44) als Integral schreiben, da wegen (10.43)

v=0k(t,s), w=0k(ts), (10.45)

die partiellen Ableitungen von k nicht von ¢ und s abhédngen, also

F(P) = [|(bv) x (dw)]| = /0 /0 10 (t, 5) x Duk(t, 5)] ds dt (10.46)

gilt. Die folgende Verallgemeinerung dieser Formel liefert auch fiir beliebige gekriimmte
Fliachenstiicke den exakten Flicheninhalt, wenn die Vektoren 0;k(t,s) und 0sk(t,s) fiir
keinen Parameterwert (¢, s) parallel sind.
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Definition 10.7 (Flicheninhalt)
Sei Q = [a,b] X [c,d], k: Q — R stetig differenzierbar, es gelte ||0;k(t, s) x dk(t, s)|| # 0
fiir alle (t,s) € Q. Wir definieren den Flicheninhalt der Fliche S = k(Q) durch
bopd
_ / / 194k (t, 5) x Duk(t, 5)| ds dt . (10.47)

O

Wir betrachten Beispiele. Der Fldcheninhalt eines Graphen
k(t,s) = (t,s,h(t,s)), h:[a,b] x[c,d =R, (10.48)
ergibt sich aus

Oik(t,s) = (1,0,0:h(t, s))
Osk(t,s) = (0,1,0:h(t,s)),
|0:k x 0ok ||(t,5) = /1 + Oik(t, s)2 + O.k(t, 5)2,

als

F(S) = /b /d T Ok(t, 5)° + Ok (E, 5)2 ds dt (10.49)
Der Flécheninhalt einer Drehlgléiclie
k(t,s) = (r(t)coss,r(t)sins, h(t)), k:[a,b] x [0,27] — R?, (10.50)
ergibt sich aus

Oik(t, s) = (r'(t) cos s, r'(t)sins, W' (t)),
Osk(t,s) = (—r(t)sins,r(t) coss,0),

10ek > 05k (t, 5) = r()\/7'(£)* + W (2)?,

als

b p2m b
= / / r(t)\/r' ()2 + h'(t)?dsdt = 27?/ r(t)\/r'(t)2 + h'(t)2dt.  (10.51)
a JO a
Fiir den Zylindermantel ist r(t) = R, h(t) = t, also
r'(t)=0, K(t)=1,

und (10.51) wird zu
F(S)=2mR(b—a). (10.52)

Fiir die Kugeloberfliche ist r(t) = Rsint, h(t) = Rcost, also
r'(t) = Rcost, h'(t)=—Rsint,
und (10.51) wird zu

F(S) = 27?/ Rsintv/R?cos?t + R?sin®t dt = 27 R / sintdt = 47 R?. (10.53)
0 0
Wir behandeln nun das Oberflichenintegral eines Skalarfelds.
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Definition 10.8 (Oberflichenintegral eines Skalarfelds)

Sei Q = [a,b] X [c,d], k: Q — R stetig differenzierbar, es gelte ||0;k(t, s) x dk(t, s)|| # 0
fiir alle (t,s) € Q. Fir f: S — R definieren wir das Oberflichenintegral iber die Fliche
S = k(Q) durch

bopd
f(z,y,2)dO = f(k(t, ) ||0k(t, s) x Osk(t, s)|| dsdt, (10.54)
ey

falls das Integral auf der rechten Seite existiert. O

Das Integral existiert beispielsweise dann, wenn die Funktion f auf S stetig oder stiick-
weise stetig ist.

Ist die Fldche S mit einer inhomogenen Massendichte p belegt, so erhalten wir die ent-
sprechenden mechanischen Groflen als Oberflichenintegrale. Die Gesamtmasse ist gegeben

durch
M = //p(x,y,z) do, (10.55)
S

die Koordinaten des Massenschwerpunkts durch

1
xS:M//ZL‘p(:L‘7y’Z)dO’ Yys=..., 25 =..., <1056)
S

und das Trégheitsmoment durch
[::[/p@%%2ﬁ1$dhzfd07 (10.57)
S

wobei r(z,y, z) wieder den Abstand des Punktes (z,y, z) zur Drehachse bezeichnet. Als
Beispiel berechnen wir das Trégheitsmoment der Hohlkugel mit Radius R, deren Masse
homogen auf ihren Rand S verteilt ist. Ist die Gesamtmasse gleich M, so ist die Massen-

dichte konstant gleich
M

ATrR?

ple,y,z) =
Aus (10.57) ergibt sich

_ M 2 2
1//4 (0 +4?)dO

= / / 2 sin?(t) cos?(s) + R?sin?(¢) sin?(s)) - R*sint ds dt
7T

M iy
R* ﬁz——m/'%ﬁa
47TR2/ sin®(t) =7 Osm() s

(10.58)

™

Wir befassen uns nun mit dem Oberflichenintegral von Vektorfeldern. Es tritt auf, wenn
man den Fluss gewisser Grofien beschreiben will. Wir stellen uns zunéchst eine ebene
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Fléche S vor, durch die sich eine rdumlich verteilte Masse bewegt, diese habe die konstante
Volumendichte p und die konstante Geschwindigkeit v € R3. Die Gesamtmasse, die sich
pro Zeiteinheit durch die Flache S bewegt, ist dann gleich

pv.n) - F(S), (10.59)
wobei n € R3 der Normalenvektor auf S ist. Das Vorzeichen des Ausdrucks (10.59) gibt

an, ob die Bewegung in Richtung von n oder in die Gegenrichtung erfolgt.

Falls p, v oder n vom Raumpunkt abhédngen (letzteres bedeutet, dass die Fliache nicht
eben ist), ist der richtige Ausdruck fiir den Massenfluss in Verallgemeinerung von (10.59)

[[ o0} .. d0. (10.60)

Hier handelt es sich um ein Oberflachenintegral wie in Definition 10.8, wobei das Skalarfeld
f aus dem Vektorfeld F' = pv gemaf3

f(*%yu Z) = <F($7yvz)7n(x>y7 Z)>

entsteht.

Der Divergenzsatz stellt einen Zusammenhang zwischen einem solchen Oberflicheninte-
gral und einem dreidimensionalen Bereichsintegral her. Die geometrische Situation ist die
folgende: Sei Q C R3 eine offene Menge mit Rand 952, so dass Q vollstindig auf einer
Seite von 0f2 liegt. Wir verzichten auf eine formale Definition dieses Sachverhalts, typisch
sind “geschlossene” Fliachen 0f) wie etwa die Kugeloberfliche, so dass €2 von 0f) einge-
schlossen ist und der Auflenbereich nicht zu €2 gehort. Nicht erlaubt ist beispielsweise die
offene Menge, die entsteht, wenn wir aus R?® eine Ebene herausnehmen, oder die offene
Menge, die aus der offenen Kugel entsteht, wenn wir einen Einschnitt in Form einer Fliche
vornehmen.

Fiir eine solche Menge €2 kéonnen wir in jedem Randpunkt x den &ufleren Normalen-
vektor n(z) definieren und von dem inneren Normalenvektor —n(x) unterscheiden.

Satz 10.9 (Divergenzsatz)
Sei Q C R3 offen, sei F': Q — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/// (div F)(z,y,2) d(x,y, 2 // (2,9, 2),n(z,y,2)) dO. (10.61)

O

In Satz 10.9 sind nicht alle Voraussetzungen prézisiert, so muss zum einen 0f) sich zu-
sammensetzen aus Fliachenstiicken, die sich so parametrisieren lassen, dass das Ober-
flachenintegral definiert ist, zum anderen muss das Vektorfeld F' auch auf 02 definiert
und entsprechende Eigenschaften haben.

Fiir den Fall eines achsenparallelen Rechtecks

Q = [a1,b1] ¥ [as, ba] ¥ [a3, bs] (10.62)
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ldsst sich der Divergenzsatz ohne weiteres auf den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung zuriickfithren. Sei etwa S die obere Seite von Q, parallel zur z-y-Ebene,
mit duBerer Normalenrichtung n = e3 in z-Richtung,

S?j_ = {($7y7b3) NS [a'lvbl] Y€ [a27b2]} .

S5 lisst sich parametrisieren durch
k(t,s) = (t,5,b3), k:[a1,bi] X [ay, bo] — R?,

es ist
Ok =e1, Osk=ey, |0k x Okl =]es||=1,

unabhéngig von ¢ und s. Wir erhalten nun

by by
// (F,n)dO = // (x,y,2),e3)dO = / / F(t, s, bs, es) dsdt
bi b
/ / Fg t S bg dsdt.

SS_ = {<m7y7a3) HEUIS [ahbl] RS [a27b2]}

(10.63)

Fiir die untere Seite

erhalten wir analog (hier ist n = —e3)

b1 pbo
// (F,n)dO = —/ / F3(t,s,a3)dsdt. (10.64)
SS_ 1 az

Addition von (10.63) und (10.64) fithrt auf

bi pba
// (F,n)dO + // (F,n)dO :/ / F5(t,s,b3) — F5(t, s,a3) dsdt
S Sy e

b1 ba b3
= / / Dy Fy(t, 5, 2) dz ds dt (10.65)

= // (93F3(I,?J,2'> d(w,y, Z) .
Q

Eine analoge Rechnung fiir die beiden anderen Seitenpaare von €2 ergibt

//(F,n)dO—F//(F,n)dOz// D Fy(z,y,2)d(x,y, z),
Sy Sy Q
//(F,n)dO—i—//(F,n)dO:// O Fy(z,y,2)d(z,y, 2) .
st Sy Q
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Da sich 0f) aus den 6 Seitenflichen Sii, 1 <4 < 3, zusammensetzt, ergibt eine Addition
von (10.65) und (10.66)

/ / (F,n) dO = / / / (div F)(z,y, 2) d(z,5, 2) , (10.67)
o0 Q

also die Formel des Divergenzsatzes.

Der Divergenzsatz ldsst sich anwenden zur Beschreibung des Kréiftegleichgewichts eines
elastischen Korpers 0 € R3. Aus dem Prinzip von Euler und Cauchy folgt, dass die in
einem Punkt (z,y, z) wirkende Flachenkraft gegben ist durch

(Si(x,y, 2),n(x,y, 2))
S(xz,y, z)n(x,y,2z) = | (So(z,y, 2),n(x,y,2)) | , (10.68)
(S53(z,y,2),n(x,y, 2))

wobei n(z,y, z) € R? die Flichennormale und S(z,y, z) € RG?) der Spannungstensor mit
den Zeilen S7, S, und Sj ist. Befindet sich der Korper im Gleichgewicht, so muss fiir jede
(gedachte) offene Teilmenge G von €, fiir die das folgende Oberflichenintegral definiert
ist, gelten

[ .2 ntmp. ) do =0, 1<i<s (10.69)
il
Aus dem Divergenzsatz folgt nun

/// div Si(z,y, 2)d(x,y,2) =0, 1<i<3, (10.70)
G

fiir alle solchen Teilmengen GG. Man kann nun beweisen, dass daraus folgt
div Si(z,y,2) =0, 1<i<3, (10.71)

fir alle (z,y,2) € Q. Wir konnen uns dieses Argument klarmachen am Beispiel einer
stetigen Funktion f : [a,b] — R, also im Eindimensionalen. Ist namlich f(xy) # 0 an
einem bestimmten Punkt zg € (a,b), etwa f(xy) > 0, so muss wegen der Stetigkeit von f
gelten, dass

f(z) > %, fir alle x € (g — &, 20 + €),

wenn wir € > 0 hinreichend klein wihlen. Es folgt dann

/m%f(:):) dr > /%%@d:p =cf(xg) > 0.

0—€ Tro—e

Hieraus schliefen wir, dass f konstant gleich Null sein muss, wenn

/If(x)dx =0

gilt fiir jedes Teilintervall I von (a,b).
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11 Lineare Differentialgleichungen

Im ersten Teil der Vorlesung haben wir bereits lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung betrachtet, etwa die Gleichung

my" (t) + ky(t) =0, (11.1)

welche die Bewegung einer Punktmasse am Ende einer schwingenden Feder mit Feder-
konstante k£ beschreibt. Diese Gleichung ist ein Spezialfall der homogenen Gleichung der
Ordnung m,

amy ™ () 4 ... 4 agy(t) = 0. (11.2)

Auch in diesem Fall fithrt der Losungsansatz
yt)=eM, NeC, (11.3)
zum Ziel. Einsetzen von (11.3) in (11.2) ergibt
0= an\"eM + ...+ ape = p(\)eM, (11.4)

wobei

pl) = > _ a1 (11.5)

das charakteristische Polynom von (11.2) ist. Jede Nullstelle A des charakteristischen
Polynoms liefert also geméf} (11.4) eine Losung der Differentialgleichung (11.2), siehe Teil
1 der Vorlesung fiir die Betrachtung der verschiedenen Moglichkeiten im Falle m = 2.

Die Analyse des zeitabhéingigen Verhaltens mechanischer Strukturen, etwa in Reaktion
auf zeitlich sich &ndernde Lasten, fithrt in vielen Fallen auf gewohnliche Differentialglei-
chungen, welche die oft zahlreichen Zustandsvariablen der Struktur verkniipfen. Wenn
man die gegenseitigen Abhéngigkeiten als linear ansetzen kann, wird man gefithrt auf ein
lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen, welches im expliziten Fall
die allgemeine Form

Yh = anyr + aays + ...+ Q1nYn

: (11.6)
Yn = Qi1 + An2Yo + ... + Qnln
hat. In Matrix-Vektor-Notation wird (11.6) zu
y = Ay, (11.7)

wobei A € R™™ eine gegebene Matrix ist, welche die Koeffizienten aus (11.6) enthlt.

Gleichungen hoherer Ordnung passen sich in (11.6) ein, so konnen wir etwa die Gleichung

zweiter Ordnung

k
4+ —2=0
m

89



umschreiben in ein System zweier Gleichungen erster Ordnung fiir die Variablen y; = z,
/
Y2 = 2z,

yi = Y2,
,_k

Y2 = myl :

Im Falle n = 1 nimmt (11.7) die Form einer einzelnen Gleichung
v =ay, a€R,
an, und das zugehorige Anfangswertproblem, etwa
y' =ay, y(0)=uyo,

hat fiir gegebenes yg € R die eindeutige Losung

y(t) = yoe™. (11.8)

Es stellt sich heraus, dass auch im Fall des Systems (11.6) bzw. (11.7) das Anfangwert-
problem

Yy =Ay, y(0)=uyo, (11.9)

fiir gegebenes yy € R™ eine eindeutige Losung hat, und zwar

y(t) = e“yo, (11.10)
wobei e eine n x n-Matrix ist. Sie ist definiert durch die sogenannte Matrixexponen-
tialfunktion

= AF A? A"
A i o o A (n,n)
e _kzk!_I+A+2!+...+n!+..., et e R (11.11)
=0

Hierbei handelt es sich um eine unendliche Reihe (siehe Kapitel 6, Teil 1), deren einzelne
Summanden nun allerdings Matrizen sind. [hren Grenzwert kann man entweder allgemein
definieren oder darauf zuriickfithren, dass wir die sich aus (11.11) fiir die einzelnen Matri-
xelemente ergebenden Reihen betrachten. Letzteres ist wenig effizient, da die zugehorigen
Formeln komplizierter als (11.11) sind.

Es stellt sich heraus, dass die Rechenregeln fiir die skalare Exponentialfunktion sich auf
den Matrixfall iibertragen. Es gilt

eMB—eteP A BeRM, (11.12)
wenn die Zusatzvoraussetzung AB = BA gilt. Aus (11.11) erkennt man, dass
=1 (11.13)
und aus (11.12), angewendet auf B = —A folgt

IT=e" =t =cde ™.
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Die Matrix e/ ist also invertierbar fiir jedes A € R(™™ und ihre Inverse ist gegeben durch
(N = (11.14)

Die Matrix e ist fiir t € R gemi8 (11.11) gegeben durch
=) —t" (11.15)

Fiir sie gilt
d
ae“‘ = At = A (11.16)

Aus den Rechenregeln (11.13) und (11.16) erkennen wir nun, dass die durch

y(t) = eyo
definierte Funktion tatséchlich eine Losung des Anfangswertproblems (11.9) ist.

Aus (11.15) ergibt sich unmittelbar, dass die Losungen von (11.7) das Superpositions-
prinzip erfiillen. Sind namlich

y(t) = etAy()a g(t) = etAg()a (1117)
Losungen von y' = Ay zu den Anfangswerten yo und g, so ist
ay(t) + ag(t) = aeyy + ae iy = e (ayo + ato) (11.18)

Losung von y' = Ay zum Anfangswert ayg + ago.

Aus dem Superpositionsprinzip erhalten wir die Eindeutigkeit der Losung des Anfangs-
wertproblems (11.9). Sind y und § Losungen des Anfangswertproblems (11.9), so erfiillt
deren Differenz

dt) =y(t) —y(t)
die Gleichungen
° d(t)=Ad(t), d(0)=0. (11.19)

Fiir die durch
2(t) = e7Md(t) (11.20)

definierte Funktion gilt dann
() =e M (A)d(t) + e (t) = e (—A)d(t) + e Ad(t) = 0,
also ist z konstant und wegen
2(0) = e %4d(0) = Id(0) =0
gleich Null. Da umgekehrt
d(t) = ee () = e 2(t)

gilt, folgt auch d = 0 und damit y = g, so dass es keine zwei verschiedenen Losungen des
Anfangswertproblems geben kann.
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Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie wir aus der Matrix A die Losungen

y(t) = eyy

des Anfangswertproblems erhalten kénnen. Besonders einfach ist die Situation, wenn yq
reeller Eigenvektor von A ist, also

gilt mit dem Eigenwert A € R. Es gilt dann

0 = ety — +k _ 2ok _ Z IOk
y(t) = eyo ( 7l )3/0 ! k! (11.22)

k=0 k=0 k=0
At
=€ Yo,

das heifit, “in Richtung” von y, verhélt sich die Losung genau wie die Losung im skalaren
Fall n = 1.

Sei nun A € R™™ eine symmetrische Matrix. Aus dem Satz iiber die Hauptachsentrans-
formation (Kapitel 2) wissen wir, dass es eine ON-Basis fiir den R™ gibt, welche aus
Eigenvektoren von A besteht, und dass die zugehorigen Eigenwerte reell sind. Ist

{v1,..., 0.} (11.23)
eine solche Basis mit den zugehotrigen Eigenwerten Ay, ..., \,, so sind
y(t) =eMy, 1<j<n, (11.24)

die Losungen zu den speziellen Anfangswerten y, = v;. Ist y9 € R™ ein beliebiger An-
fangswert, so berechnen wir seine Basisdarstellung

yo = a;v;, (11.25)
j=1
und die zugehorige Losung ergibt sich aus dem Superpositionsprinzip aus (11.24) und

(11.25) als

y(t) = Z ey, . (11.26)
j=1

Aus (11.26) konnen wir das qualitative Verhalten der Losungen ablesen. Ist der Eigenwert
A

J
e positiv, so ist die zugehorige Komponente der Losung exponentiell wachsend,
e negativ, so ist die zugehorige Komponente der Losung exponentiell fallend,

e gleich Null, so ist die zugehorige Komponente der Losung konstant.

Als Beispiel betrachten wir

;. (3 -1
y = Ay, A_<—1 3). (11.27)



Die Matrix A hat die Eigenwerte Ay = 2 und Ay = 4 mit den zugehorigen Eigenvektoren

(). o (4)

Wir suchen die Losung zum Anfangswert
Yo = (é) , (11.28)

Yo = DU — Vg,

Es ist

also ist die Losung von (11.27) zum Anfangswert (11.28) gegeben durch

1 1 5e2t — et
y(t> - 56% (1) - 64t (_1) - (562t + €4t) .

Im Fall einer symmetrischen Matrix A ist gem#f (11.26) die Losung eine Linearkom-
bination aus exponentiell wachsenden oder fallenden Anteilen. Dies trifft auch fiir eine
unsymmetrische Matrix zu, falls diese nur reelle Eigenwerte besitzt und auflerdem die zu-
gehorigen Eigenvektoren eine Basis des R™ bilden. Ist A unsymmetrisch, so ist eine solche
Basis nicht orthogonal, die Argumentation zwischen (11.21) und (11.26) bleibt aber giiltig.
Schwingungsvorginge kénnen auf diese Weise nicht erfasst werden, bei ihrer Beschreibung
treten unsymmetrische Matrizen A auf, deren Eigenwerte nicht alle reell sind.

Wir betrachten den Fall
a —b
=) 112

wobei a,b € R gegebene Zahlen mit b # 0 sind. Das charakteristische Polynom ist
p(p) = (a = p)* +0* = p = 2ap + a® + 0°, (11.30)

mit den konjugiert komplexen Nullstellen

)\172 =a=+x1b. (1131)
Es ist
0 —b
A=al+B, B= b o) (11.32)
also
e =eel = et]eP = %P (11.33)
Es ist 5
—b 0
2 _
po(2 %)
also
B'=1, B'=B, B"?=_¥B* furk>0, (11.34)
Die Matrix
B f— —_
© T L
k=0
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hat also als Diagonalelemente

l— =+ —=—---=cosb

und die AuBerdiagonalelemente

b
:I:<—b—|—§—a+---) = Fsinb.
Es ist also

B _ (cosb —smb) ’ (11.35)

sinb cosb

was einer Drehung um den Winkel b entspricht, und nach (11.33)

¢4 at [cOsbt —sinbt
© =¢ (sinbt cosbt)' (11.36)

A= (_21 :f) : (11.37)

oA _ ot <0052t —81n2t> . (11.38)

Als Beispiel betrachten wir

Es ist

sin2t cos2t

Die Losung von iy = Ay zum Anfangswert

()

A 4 fcos2t —sin2t\ (1)  _, [cos(2t) — 3sin(2t)
y(t) = ¢yo = ¢ (sin 2t cos2t ) (3 —° sin(2t) — 3cos(2t) ) ° (11.39)
Je nach Vorzeichen von a in (11.29) zeigt die Losung, betrachtet als Kurve in der Ebene
R?, das folgende Verhalten:

1st

e Fiir a < 0 ergeben sich Spiralen um den Nullpunkt, die sich zum Nullpunkt zusam-
menziehen (wie in (11.39)),

e fiir a > 0 ergeben sich Spiralen um den Nullpunkt, die nach aulen hin immer gréer
werden,

e fiir a = 0 ergeben sich konzentrische Kreise um den Nullpunkt, also periodische
Losungen.

Das Vorzeichen von b legt den Drehsinn fest.

Der harmonische Oszillator
mz" +kz=0 (11.40)
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liefert ein Beispiel fiir diesen Fall. Wir schreiben (11.40) als

4022 =0, b=Vkm. (11.41)
Wenn wir die neuen Variablen
1
Y=z, Y= Ez’, (11.42)
einfiihren, wird (11.41) zu
/
Y1 = by , 0 b
, 1 =Ay, A= . 11.43
PR R e G R
Neben (11.29) wird der zweite Baustein der allgemeinen Losung im unsymmetrischen Fall
illustriert durch den Fall
a b
A= (2 9). 1wy
wobei a,b € R gegebene Zahlen mit b # 0 sind. Das charakteristische Polynom ist
p(p) = (a — p)?, (11.45)
mit der doppelten Nullstelle
M2 =a. (11.46)
Es ist
0 b
A=al+B, B= , (11.47)
00
also
e = eVeB = e11eP = e%eP (11.48)
Es ist
0=B*=B*=...,
also
A a a L b
et =e'(I+B)=e¢ 0 1) (11.49)
und damit
tA __ _at 1 bt
e =e (O E (11.50)
Als Beispiel betrachten wir
1 2
A= <O 1) . (11.51)
Es ist
1 2t
tA _ ot
e’ =e (0 1) . (11.52)

Die Losung von ' = Ay zum Anfangswert

-0
y(t) = ey = et <(1) Qf) (;) _ <6t3+ 1) . (11.53)

In Abhéngigkeit von a hat die Losung folgende Form:

ist dann
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e Ist a > 0, so wichst sie exponentiell,
e ist a < 0, so fallt sie exponentiell,

e ist a = 0, so wachst sie linear.

Wir betrachten nun den Fall einer beliebigen Matrix A € R(™™ . Man kann in der Linearen
Algebra beweisen, dass man sie durch einen geeigneten Basiswechsel (siche Kapitel 2)
auf die sogenannte Jordansche Normalform D transformieren kann. Diese hat die
Blockdiagonalform

D; 0 -+ 0
p=| % P 0 (11.54)
0 0 Dy
wobei
No1o0 0
A1 :
D;=|: o e, (11.55)
: N1
0 0 A

Hierbei sind A; € C die Eigenwerte von A (miissen nicht voneinander verschieden sein),

und es gilt
k

E nj:n.

j=1

Wird der Basiswechsel durch die invertierbare Matrix ® € C™™ beschrieben, so ist
D=®"14d, A=®Dd'. (11.56)

Aus der Definition der Matrixexponentialfunktion (11.11) erhdlt man die Formeln

et = @ePo (11.57)
sowlie a0 g 0
e'? = diag (e, ... e'Pk) = 0 et ‘O : (11.58)
0 0 en

Durch eine Betrachtung analog zur Analyse von (11.44) ergibt sich

2 n;—1
Lt t? (fzjj_n!
0 1 . .
etPi = Mt : (11.59)
;
0 1
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Man kann zeigen (da A eine reelle Matrix ist), dass im Falle nichtreeller Eigenwerte \;
diese in konjugiert komplexen Paaren auftreten und die jeweils zugehorigen Paare D; die
gleiche Grofle haben. Aus ihnen kann man Paare reeller Losungen gewinnen in Analogie
zur Situation der Drehmatrix (11.29). Fiir das Anfangswertproblem

Yy =Ay, y(0)=yo, (11.60)

hat das schliefSlich zur Folge, dass die Losung eine Linearkombination ist von Funktionen
der Form
y(t) = eVt 0<1<ny, (11.61)

falls der zum Block D; gehérende Eigenwert A; reell ist, sowie von Funktionen der Form
y(t) = t'e®' cos(bjt), y(t) =t'eVsin(bjt), 0<I1<n;j, (11.62)

falls ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte \; = a;£1b; vorliegt mit einem zugehorigen
Blockpaar D;. Dadurch ist die allgemeine Losung des linearen Systems y’ = Ay auch im
unsymmetrischen Fall vollstdndig beschrieben.

Ist der Anfangswert in einem beliebigen Punkt ¢, € R vorgeschrieben,

Yy =Ay, ylto) =, (11.63)

so konnen wir es durch eine Transformation ¢ +— t — t; auf den Fall £y, = 0 zuriickfiihren,
und die eindeutige Losung ist gegeben durch

y(t) = ettty (11.64)
Wir gehen kurz auf das Anfangswertproblem fiir die inhomogene Gleichung ein,
y'=Ay+ f(t), ylto) =yo. (11.65)

Hierbei ist f : I — R eine auf einem geeigneten offenen Intervall I definierte Funktion, es
sei ty € I. Das Anfangswertproblem (11.65) hat ebenfalls eine eindeutige Losung, namlich

y(t) — e(t—to)A (yo n /t 6_(S—t0)Af<S) dS) . (1166)

to

Dass (11.66) eine Losung ist, erkennt man durch Differenzieren, es gilt

d t
y'(t) = Ay(t) + el =4 — / e TS (s)ds = Ay(t) + e AT f (1)

dt Jy, (11.67)
= Ay(t) + f(t).
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