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1 Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

In diesem Abschnitt werden einige aus der Analysis 2 bekannte Begriffe der Differential-
rechnung im R" zusammengestellt, um die spéter verwendete Terminologie und Notation
zu klédren. Siehe auch meine Vorlesung aus dem Sommersemester 2000. Wir verzichten hier
auf Numerierung und formale Unterteilung in Definition und Satz, sowie auf Beweise.

Sei 2 C R” offen, f: ) — R. Fiir x € Q und v € R" definieren wir die Richtungsablei-
tung von f an der Stelle z in Richtung v durch

, (1.1)

falls der Grenzwert existiert. Ist v = e; der i-te Einheitsvektor, so sprechen wir von der
i-ten partiellen Ableitung von f an der Stelle x, wir bezeichnen sie mit

Andere gebrauchliche Schreibweisen fiir 0; f(z) sind

8f( ) 0
8:101- v al’l

flx), Dif(x).

Die Funktion f heifit partiell differenzierbar in Q, falls 0;f(x) existiert fiir alle z €
Q und alle 7, 1 < ¢ < n. Eine in  partiell differenzierbare Funktion f heifit stetig
differenzierbar in (), falls die Funktionen

stetig sind fiir alle 7.

Fir x € Q (Q offen) ist x + tv € Q und damit f(z + tv) definiert, falls ¢ hinreichend klein
ist. Ist 2 nicht offen und x ¢ int (Q2), so kann man (1.1) modifizieren zu

o f(x) = Tim fla+tv) - flz)

t—0,t#£0 t
z+tveQ

(1.2)

Ein etwas anderer (hier nicht, aber z.B. in der Optimierung viel verwendeter) Begriff ist
der der einseitigen Richtungsableitung, definiert als

i L@ 1) = flz)

t—0 t
t>0

(1.3)

Hohere partielle Ableitungen sind rekursiv definiert. f heifit (k + 1)-mal partiell diffe-
renzierbar in (), falls f k-mal partiell differenzierbar in €2 ist und alle k-ten partiellen
Ableitungen der Form

03,05, .. 0nf, 1<i;<n, 1<j5<k,



partiell differenzierbar sind. f heifit k-mal stetig differenzierbar, falls alle partielle Ablei-
tungen der Ordnung < k existieren und stetig sind. Wir definieren

() = C(Q),
C*(Q) = {f| f: Q — R k-mal stetig differenzierbar},

Ce(Q) =[] CH9Q).

keN
Funktionen in C*°(2) heiflen unendlich oft differenzierbar.

Ist f € C?*(9Q), so gilt (Satz von Schwarz)

Fir f € C"(Q) konnen wir also die Reihenfolge von bis zu n partiellen Ableitungen
beliebig vertauschen. Insbesondere kénnen wir partielle Ableitungen sortieren, z.B.:

010401020401 f = 010101020404 f = 3;’82(93]”.
Wir verwenden dabei die Schreibweise

OFf=00;..0Ff.

k mal

Ein f : Q — R heifit auch skalares Feld. Ein F' : 0 — R” heifit Vektorfeld. Fiir ein
skalares Feld f : €2 — R heifit der Vektor

grad f(z) = V[f(z) = (Ouf(x),. .., Onf(x)) (1.5)

der Gradient von f in x, es ergibt sich das Vektorfeld grad f : Q@ — R”. Ist f: R" — R™
eine Funktion mit Komponentenfunktionen f; : R* — R, so konnen wir die partiellen
Ableitungen 0; f; : R™ — R bilden. Der Begriff “differenzierbar” wird nun koordinatenfrei
definiert. (Er ist dadurch ohne weiteres ins Unendlichdimensionale iibertragbar.) Eine
Funktion f : Q@ — R™ heifit differenzierbar in = € , falls eine lineare Abbildung
T :R" — R™ existiert mit

) — @) =T
i 7]

h#0

—0. (1.6)

Zu gegebenem f und x gibt es hochstens eine solche Abbildung T'. Statt “differenzierbar”
sagt man auch “Fréchet-differenzierbar” oder “total differenzierbar”. Die Abbildung T’
heifit Ableitung (oder Fréchet-Ableitung oder totale Ableitung) von f in z, wir bezeichnen
sie mit D f(z).

Wegen der Aquivalenz aller Normen im R” ist es gleichgiiltig, welche Norm man in (1.6)

zugrundelegt.

Verallgemeinert man diese Definition auf Abbildungen f : X — Y zwischen beliebigen
normierten Raumen X, Y, so verlangt man zusétzlich, daf§ T" stetig ist (im Endlichdimen-
sionalen ist jede lineare Abbildung stetig).



Jede in x € () differenzierbare Funktion ist stetig in 2 und partiell differenzierbar in x,
und die Ableitung D f(z) hat beziiglich der kanonischen Basis die Matrixdarstellung

Ofilz) -+ Onfi(x)
(Df(@))(h) = (Je(x)h,  Jf(x) = 5 : : (L.7)
alfm(x) T 8nfm(x)

Die Matrix J¢(z) € R(™™ heifit Jacobi-Matrix, oder auch Funktionalmatrix, von f in z.
Wir koénnen also die Ableitung interpretieren als Abbildung

Df:Q— L(R:R™), Jp:Q— RM™M (1.8)

wobei L(R™; R™) den Vektorraum aller linearen Abbildungen von R™ nach R™ bezeichnet.

Sind alle Komponentenfunktionen f; von f stetig differenzierbar in €2, so ist f differen-
zierbar in §2. Die Existenz und Stetigkeit von Df in €2 ist also dquivalent zur stetigen
Differenzierbarkeit aller Komponentenfunktionen. in diesem Fall heifit f stetig differen-
zierbar in ().

Es gelten die Implikationen:

f stetig differenzierbar in €2 = f differenzierbar in €2
f differenzierbar in 2 = f partiell differenzierbar in €2
f differenzierbar in €2 = f stetig in €2

Alle anderen (aufler die sich durch Transitivitdt ergebenden) moglichen Implikationen
zwischen diesen 4 Begriffen gelten nicht !

Stetigkeit impliziert nicht partielle Differenzierbarkeit: Beispiel n = 1, f(x) = |z|.
Partielle Differenzierbarkeit impliziert nicht Stetigkeit: Sei f : R?> — R definiert durch

F0)=0, fl&)=——2 240, (1.9)

(3 + 3)

Partielle Differenzierbarkeit impliziert nicht Differenzierbarkeit: Sei f : R? — R definiert

durch
3

F0)=0, flz)=—52

- 9
22 + a2

x#£0. (1.10)

Differenzierbarkeit impliziert nicht stetige Differenzierbarkeit: Beispiele fiir n = 1.



2 Der Mittelwertsatz

Definition 2.1 (Verbindungsstrecke)
Ist X Vektorraum, so bezeichnen wir die Verbindungsstrecke zweier Punkte x und y in X
maut
[z, y] ={ty + (1 —t)z : t € [0,1]}. (2.1)
(]

Satz 2.2 (Mittelwertsatz fiir skalare Felder)
Sei Q C R™ offen, f:Q — R differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann gibt es
ein & € [x,y] mit

fy) = fz) = (grad f(§),y — ) . (2.2)

Beweis: Wir definieren g : [0,1] — R durch ¢(t) = f(ty + (1 — t)x), dann ist g stetig in
[0,1] und differenzierbar in (0,1). Aus dem Mittelwertsatz im R folgt, daf ein ¢ € (0, 1)
existiert mit

9(1) —9(0) = 4'(¥),
also, wenn wir ¢/(¢) mit der Kettenregel berechnen,
fy) = f(x) = (grad f(ty + (1 = D)),y — ) ,
also die Behauptung mit £ =ty + (1 — t)z. O

Ist f:Q — R™ vektorwertig, so kann es vorkommen, dass

fy) = f(z) # (Df(E)(y — x), firalle £ € [z,y].

Aus dem Mittelwertsatz wird eine Ungleichung. Im eindimensionalen Fall f : (a,b) — R
erhélt man diese unmittelbar,

[f(y) = F@) =11y — 2| < (éil[lp] |f’(§)|> ly — | = 1f'llocly — I (2:3)

Wir wenden Satz 2.2 auf die Komponenten eines Vektorfelds einzeln an.

Satz 2.3 (Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen, Variante 1)
Sei Q@ C R™ offen, f:Q — R™ stetig differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann
gilt

1f () = f(@)llo < Llly — 2y < nLlly — x|, (2.4)

wobet
L =max{|0;f;(§)| : 1 <i<m,1<j<n, {ecz,yl}. (2.5)

Beweis: Das Maximum in (2.5) existiert, da alle partiellen Ableitungen stetig sind und
[z, y] kompakt ist. Fiir alle ¢ gibt es nach Satz 2.2 ein &; € [x, y] mit

fily) = fi(x) = (grad fi(&),y — x) = Zajfi(fi)(i/j —j),

4



also gilt fiir alle ¢

\fily) — fi(z)] < Lz; ly; — ;] <nL fgj&;jle — x4l
=

O

Unbefriedigend an Satz 2.3 ist die spezielle Wahl der Norm sowie die dimensionsabhéngige
Konstante nL.

Fiir ein Skalarfeld f : 2 — R wie in Satz 2.2 folgt aus der Holderschen Ungleichung

|f(y) = f(x)] = |(grad f(ty + (1 = )z),y — 2) | < <£S?p] |grad f(€)||p> ly —zll,, (2:6)
clz,y
wobei p, ¢ die konjugierten Exponenten mit 1/p 4+ 1/q = 1 sind, beispielsweise p = g = 2.

Ein anderer Ansatz, der auch fiir Vektorfelder zum Ziel fiithrt, basiert auf dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung. Sei zunéchst 2 C R offen, f : 2 — R stetig
differenzierbar. Mit g(t) = f(ty + (1 — t)z) wie oben erhalten wir

F(y) — f(x) = g(1) — g(0) = / §(t)dt = / [ty + (1 - )x)(y — 2) dt
= (/0 fty+ (1 —t)z) dt) (y—x). (2.7)

Aus dieser anderen Gleichungsform der Mittelwerteigenschaft ergibt sich ebenfalls die
Ungleichung (2.3) durch die Abschéitzung

/0 [ty + (1 —t)z) dt‘ S/O |f'(ty + (1 = t)z)|dt < sup |f'(ty + (1 —t)z)]

te(0,1]

= sup |f'(§)]. (2.8)

§€[z,y]

Da die Ableitpng im Mehrdimensionalen durch Vektoren bzw. Matrizen beschrieben wird,
erfordert die Ubertragung von (2.7) die Definition des Integrals vektorwertiger Funktionen.

Definition 2.4 (Integral einer vektorwertigen Funktion)

Sei ¢ : [a,b] — R™, [a,b] C R, seien die Komponentenfunktionen ¢; : |a,b] — R inte-
grierbar firi=1,...,m. Wir sagen dann, dass ¢ integrierbar ist und definieren

b
/ (1) dt (2.9)
als Vektor im R™ mat den Komponenten
b
[ ewa, 1<izm

Ist ¢ : [a,b] — RU™™) matrizwertig, so ist das Integral (2.9) definiert als Matriz im R™™)
mit den Elementen

b
/cpij(t)dt, 1<i<m,1<j<n.



Sei nun 2 C R" offen, f :  — R™ stetig differenzierbar. Ganz analog zu (2.7) erhalten
wir

fy) = f(x) =g(1) — g(0) = /0 g'(t)dt = /0 (Df(ty + (1 —t)x))(y —x)dt
— (/0 Df(ty + (1 —t)z) dt) (y— ). (2.10)

Die zweite Gleichheit folgt aus einer komponentenweisen Anwendung des Hauptsatzes, die
dritte aus der Kettenregel, und die vierte aus der Linearitét des Integrals: Ist A : [0, 1] —
R(™™ integrierbar und z € R, so gilt fiir die i-te Komponente von fol A(t)z dt

</01A(t)zdt)i:/OI(A(t)Z)idt:/Olzn;aij(t)zjdtzzn;/ol ai; () dt -
:Z: (/;A(t)dt)ijzj.

Ist ¢ : [a,b] — R™ integrierbar, so gilt

[ ewar] < [1eona (211)

fiir jede Norm im R™. Das ist eine Konsequenz aus der Jensenschen Ungleichung, die
wir hier nicht behandeln wollen. Zum Beweis von (2.11) fiir den Fall, dass ¢ stetig ist,
siehe auch die Ubung. Wenden wir nun (2.11) auf (2.10) an, so erhalten wir

1) - @)l < / I(Df(ty + (1 - ) (y — )] dt. (2.12)

fiir jede (beliebig gewihlte) Norm im R™. Um nun die Norm im Integranden abzuschétzen,
betrachtet man eine geeignete Operatornorm (falls wir die Ableitung als lineare Abbildung
auffassen) bzw. Matrixnorm (falls wir sie als Matrix auffassen). Seien A € R(™") | » ¢ R,

sei || - ||x eine Norm im R™ und || - ||y eine Norm im R™. Dann gilt
[Az]ly < [[All - ll=llx, (2.13)
falls die Matrixnorm ||A|| durch die beiden Vektornormen erzeugt wird gemés
[Al = sup [[Az]y, (2.14)
llzllx=1

aber auch in anderen Féllen. (Siehe die Behandlung von Matrixnormen in der Numerik
1.) Aus (2.12) erhalten wir nun weiter

W) — f@)y < / NSty + (1 — t)2))(y — )y dt
< / IDF(ty+ (1= 8)2) | |(y — )] dt
- / 1Dty + (1 — D)l dt - |[(y — 2) 1

< (sup IDf(ty + (1 — t)l’)H) Iy — |-

te(0,1]

Wir fassen das Ergebnis zusammen.



Satz 2.5 (Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen, Variante 2)
Sei Q C R™ offen, f: Q — R™ stetig differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Sei

| - [[x eine Norm im R", || - ||y eine Norm im R™. Dann gilt
1f(y) = f@)lly < (581[113] I\Df(§)||> ly —zllx (2.15)
clr,y

falls die Operator- bzw. Matriznorm gemdafs (2.13) mit den beiden Vektornormen wver-
traglich ist. O



3 Kurvenintegrale und Potentiale

Zur Motivation: Ein konstantes Kraftfeld, reprisentiert durch einen Vektor F' € R?, leistet
entlang der Strecke, welche einen Punkt zy € R?® mit einem Punkt z; € R3 verbindet, die
Arbeit

W = (F, 21 — x) = || F[|y]|lz1 — xo]|, cos ¢

wobei ¢ der von den Vektoren F' und x; — z( eingeschlossene Winkel ist. Betrachten wir
den Streckenzug, welcher nacheinander die Punkte xg,z1,...zy verbindet, und nehmen
wir an, dass ldngs der Verbindung von x;_; nach z; die Kraft F; wirkt, so ergibt sich die

Gesamtarbeit zu Ny

W = Z (Fy, i —xi1) - (3.1)

i=1
Wenn wir diesen Streckenzug als Kurve x : [a,b] — R? mit z(¢;) = z; zu einer geeigneten
Zerlegung auffassen und F'(x;) = F; setzen, so wird (3.1) zu

W= Zl <F(x(ti)), wlts) - x(tf—l)> (b=t 1), (3.2)

i —tia

Ist ' : R® — R3 stetig und z : [a,b] — R3 stetig differenzierbar, so ist die lings x
verrichtete Arbeit gleich

b
| o)) a

Definition 3.1 (Kurve)
Sei Q@ C R, [a,b] C R. Jede stetige Funktion x : [a,b] — Q heifft Kurve in Q mit
Anfangspunkt x(a) und Endpunkt x(b). O

Definition 3.2 (Kurvenintegral)
Sei Q C R”, seien F' : Q — R" stetig und = : [a,b] — Q stetig differenzierbar, sei
C = z([a,b]). Dann heifit

b
/F-dx :—/ (F(x(t)),2'(t)) dt (3.3)
C a
das Kurvenintegral von F' entlang C von x(a) nach z(b). 0

Diese Definition ist sinnvoll, da das Kurvenintegral sich nicht &ndert, wenn wir eine andere
Parametrisierung von C' wihlen, die die Orientierung erhélt. Ist etwa ¢ : [, 3] — [a, b]
eine C''-Parametertransformation (das heiit, ¢ : [o, 8] — [a,b] ist bijektiv, ¢ und ¢!
sind stetig differenzierbar), so gilt

B

15}
/ (F((z 0 0)(r), (z 0 @)/ (7)) dr = / (F(a(o(r)). 2/ (o(r)) & (r) dr

«

co



je nachdem, ob die Parametertransformation ¢ orientierungserhaltend (¢(«) = a) oder
orientierungsumkehrend (p(a) = b) ist.

Fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven z : [a, b] — R" setzen wir

k
F-dx = /F-dx7 3.4
/ >/ (3.4

falls z|[t;_1, t;] stetig differenzierbar ist und C; = x([t;—1,t;]). (Man zeigt, dass diese Defi-
nition unabhéngig ist von der Wahl der Zerlegung.) Aus der Linearitiat des Integrals folgt
unmittelbar

/(F—I—G)-da::/F-d:B+/G-dx, /)\F-dx:)\/F-d:,B, (3.5)
c c c c c
fiir A € R.

Satz 3.3 Sei Q C R"™ offen, f € CY(), x : [a,b] — Q stiickweise stetig differenzierbar.
Dann gilt fir C = x([a, b))

/C grad f - dr = f(2(b)) — f(x(a)). (3.6)

Beweis: Sei zuniichst x € C*([a, b]). Dann gilt
b b
[ fdo= [ (mad av) o) dt = [ (7o)
C a a
= f(z(b)) — f(z(a))
nach Kettenregel und Hauptsatz. Ist = stiickweise stetig differenzierbar und (¢;) eine ent-
sprechende Zerlegung von [a, b], so folgt

k

/C grac f - de =Y /C grad £ de = S2(f((8)) — Flalti)] = f(B) — flala)

i=1
|

Gilt F = grad f fiir ein skalares Feld f, so sagt man, dass F' ein Gradientenfeld ist, und
f heifit Potential fiir F.

Aus Satz 3.3 folgt: Ist F' : 2 — R" ein Gradientenfeld, so ist das Kurvenintegral zwi-
schen zwei Punkten P, () € R" unabhéngig davon, wie die Kurve von P nach @) verlauft.

Insbesondere ist dann
/ F-dx=0
c

fiir jede geschlossene Kurve C' (das heifit, z(a) = x(b)).

Lemma 3.4 Se: Q C R" offen, F : Q) — R" stetig differenzierbar. Ist F' ein Gradienten-
feld, so gilt
OF;(x) = 0,F(x) (3.7

fur alle x € Q und alle i,57 mit 1 <i,7 <n.



Beweis: Ist F' = grad f, so gilt
0;Fj(x) = 0,0, f)(x) = 0;(0:f)(x) = 9; Fy(x) .

O

Definition 3.5 Sei X Vektorraum, sei Y C X. Y heifit sternférmig, falls es einy € Y
gibt mit [x,y] CY fir allex €Y. O

Satz 3.6 Sei Q) C R™ offen und sternformig, sei F': ) — R™ stetig differenzierbar. Gilt
0;Fj(x) = 0;F(x) (3.8)

fir alle x € Q und alle 1,5, 1 < 1,5 < n, so ist F' ein Gradientenfeld, also gibt es
f € C?(Q) mit
F=gradf. (3.9)

Beweis: Sei y € Q mit [y, z] C Q fiir alle 2 € Q. Wir definieren f als das Kurvenintegral
von F' entlang der Strecke von y nach x, wir setzen also

fa) = [P+ ta =)o =) i

Die Voraussetzungen des Satzes aus der Analysis 3 zur Differentiation unter dem Inte-
gralzeichen (Satz 4.23) sind erfiillt. Fiir

fl@)=(Fly+tlr—y))z—y)

gilt
Oif (x) = (O F(y+t(x —y)),z —y) + (Fly+tx —y)),e)
also
0f(a) = | GOF(+te =)o =9} + Fly + o= 9) dr
Fir
9i(t) = tFi(y + t(x —y))
gilt

gi(t) = (t(grad Fy)(y + t(z — y)),x — y) + Fi(y + t(z — y)),
und mit z =y + t(z — y)

((grad Fi)(z),z — y) = Z@'Fi(z)(% —yj) = Z@'Fj(z)(%‘ — ;)

= (O;F(2),x —y) .

Es folgt
gi(t) = MOF)(y +t(x —y)).x —y) + Fi(y + t{z —y))

und damit

Ouf (x) = / gl(t) dt = gi(1) — g:(0) = Fy(x).

10



Definition 3.7 (Wegzusammenhang)
FEin metrischer Raum (X,d) heiffit wegzusammenhdingend, wenn es fir alle xq,x, € X
eine Kurve r :[0,1] — X gibt mit r(0) = z, und r(1) = xy. O

Definition 3.8 (Konservatives Vektorfeld)

Sei Q C R™ offen. Ein Vektorfeld F : 0 — R™ heifit konservativ auf 2, falls “das Kur-
venintegral wegunabhdngig ist”, d.h. falls fiir alle Punkte x,,x, € 2 und alle stiickweise
C'-Kurven Cy,Cy von x4 nach xy, welche in Q verlaufen, gilt

/ F~dx:/ F-dz. (3.10)
Cl CQ

O

Satz 3.9 Se: 2 C R" offen und wegzusammenhdngend, sei F': 2 — R"™ stetig. Dann gilt

F ist Gradientenfeld auf & F' st konservativ auf ) .

Beweis: “=": Folgt aus Satz 3.3.
“«&": Seien z,y € () beliebig. Wir beweisen zunéchst

Es gibt eine stiickweise C'-Kurve von y nach . (3.11)
Sei 7 : [0, 1] — € stetig mit r(0) =y, r(1) = z. Sei
U.={z:2z€R" dist(z,7r([0,1])) < e}.

Wir wihlen e > 0 so, dass U. C  gilt (das ist moglich, da dist (02, r([0,1]) > 0 we-
gen Satz 7.26 aus der Analysis 3, falls 92 # (), was gleichbedeutend ist mit Q # R™).
Fiir eine hinreichend feine Unterteilung (¢;) von [0, 1] gilt, dafi der Polygonzug, welcher
r(0),7(t1),...,r(1) verbindet, ganz in U. und damit auch in Q liegt. Damit ist (3.11)
bewiesen. Wir wéahlen nun z, € 2 und definieren f : 2 — R durch

flz) = /CF dx, (3.12)

wobei C' eine stiickweise C'-Kurve von x, nach z ist (eine solche gibt es nach (3.11), und
nach Voraussetzung hingt das Kurvenintegral nicht von der Wahl von C' ab). Zu zeigen
ist noch F' = grad f, das heifit, F; = 0, f fiir 1 < i < n. Sei x € Q) beliebig, sei h > 0 so
gewihlt, dass [z, z + he;] C Q gilt. Sei C, eine stiickweise C'-Kurve von x, nach z, sei

C'(h) definiert durch
rn o [0,h] = QL m(t) =+ te; .

Dann gilt

f(:c+hei):/*F~ d:L’—l—/C(h)F~ d:c:f(x)—l—/c(h)F~ dz .

Fir
g(h) = f(x + he;) — f(x)

11



gilt also

h h
o) = | RS | Pn.riey de= [ R ar

also ist g rechtsseitig differenzierbar in 0 und ¢/, (0) = Fi(z). Dasselbe Argument mit —e;
statt e; liefert die Existenz von 0; f(z) und die Formel 0; f(z) = Fi(x). O

Als Beispiel betrachten wir

Y x
Q=R*\{0}, F:Q—R, F(z,y)= (_ﬂv2+y2’ x2+y2) . (3.13)

Es gilt fiir alle (z,y) # (0,0)
I Fy(r,y) = 0o Fy(2,y) .
Fiir jede sternférmige Teilmenge  von Q gibt es also nach Satz 3.6 ein f € C2(2) mit
F(x) = grad f(x), fiir alle z € Q.

Aber andererseits gilt, wenn wir den Einheitskreis als eine geschlossene Kurve C' auffassen,
mit 7 : [0, 27] — R? r(t) = (cost,sint)

27 2T
/ F-dx= / (F(r(t)),r'(t)) dt = / sin’t + cos’ t dt = 2,
c 0 0

also ist F' nicht konservativ auf Q. Aus Satz 3.9 (bzw. schon Satz 3.3) folgt, dass es kein
f € C*(Q) geben kann mit F' = grad f in Q.
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4 Der Fixpunktsatz von Banach

Definition 4.1 (Fixpunkt)
Sei X Menge, f: X — X. Einx e X mit

v = f(z) (4.1)
heifit Fixpunkt von f. Die Iteration

T = f(zr), w0 € X gegeben, (4.2)
heifit Fixpunktiteration. O

“Fixpunktsitze” machen Aussagen iiber Losungen der Fixpunktgleichung = = f(x), etwa
iiber Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten, unter gewissen Voraussetzungen an X
und f. Fixpunktsitze stellen ein zentrales Werkzeug der Analysis dar.

Definition 4.2 (Lipschitz-Stetigkeit)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume. Ein f : X — Y heifit Lipschitz-stetig mit der
Lipschitz-Konstante L, falls gilt

do(f(x1), f(x2)) < Ldy(xq,22),  fiir alle x1,29 € X. (4.3)

Falls Y = X, dy =dy und L < 1, so heifit f Kontraktion. O

Jede Lipschitz-stetige Abbildung ist gleichméBig stetig (das folgt unmittelbar aus den
Definitionen).

Satz 4.3 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz)
Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, f: X — X Kontraktion. Dann gilt:

(1) f hat genau einen Fixpunkt x.

(i1) Fiir jedes xo € X konvergiert die durch die Fixpunktiteration xy1 = f(xy) definierte
Folge (zx)ren gegen x.

(i1i) Ist L < 1 eine Lipschitz-Konstante fir f, so gilt die Fehlerabschditzung

L
d(xg, x) < Ed($k—17$k)~ (4.4)

Beweis: Sei 2y € X beliebig, sei L < 1 Lipschitz-Konstante fiir f. Dann gilt fiir die durch
die Fixpunktiteration definierte Folge (z)ren

d(xg, try1) = d(f (1), f(zr)) < Ld(zg_1, ), fiir alle k € N,
also (mit Induktion)

d(xg, 2pp1) < LFd(z9,21),  fiir alle k € N,
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also fiir alle k,m € N
d(2p, Tppm) < d(Tp, Tpgr) + -+ A Thgm—1, Thgm)

m—1
S Lkd(ZL‘O,CEl) + ...+ Lk+m_1d(l'0, IL‘l) = Lk (Z LJ> d(iEo,l’l)

Lk
<

Ld(xg,xl) da L < 1.

Die Folge (xy)ken ist also eine Cauchyfolge, welche wegen der Vollstandigkeit von X gegen
ein x € X konvergiert. Aus der Stetigkeit von f folgt

x = klim T = klirn flzr—1) = f(2).

Ist y ebenfalls Fixpunkt von z, so gilt

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < Ld(x,y),

also (1 — L)d(z,y) <0, also d(z,y) = 0 und damit z = y. Zum Beweis von (4.4) zeigen
wir wie oben

m—1 I

d(zg, Tpym) < L L | d(wp_y,21) < ——d(vp_1,21)
1—-L

=0
also

d(xg,z) = lim d(xg, Trim) < ﬁd(xk_l,xk).

m—00
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5 Inverse und implizite Funktionen

Zur Motivation eine Wiederholung aus dem Eindimensionalen: Sei f : (a,b) — R stetig
differenzierbar. Ist x € (a,b) mit f'(z) # 0, so ist die Einschrinkung f : Iy — R,
Is = (x — §,z + ), fiir hinreichend kleines 6 > 0 streng monoton und damit, aufgefasst
als Abbildung

f . L; — f([(;)
bijektiv. Die Bildmenge f(Is) ist ebenfalls ein offenes Intervall im R, und die Umkehrung

f7Y: f(Is) — Is ist stetig differenzierbar. Aus der Voraussetzung f'(z) # 0 folgt also,
dass f “lokal invertierbar” und die Inverse ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Wir kénnen auch einen globalen Satz formulieren: Ist f'(x) # 0 fiir alle € (a,b), so ist
f invertierbar, und f~!: f((a,b)) — (a,b) ist ebenfalls stetig differenzierbar.

Wir betrachten nun Funktionen f : R®™ — R". In diesem Abschnitt beweisen wir einen
Satz iiber die lokale Invertierbarkeit von f. Aussagen iiber globale Invertierbarkeit sind
i.a. schwieriger und nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

Falls die Inverse f~! auf irgendeinem Teilgebiet existiert und differenzierbar ist, kénnen
wir ihre Ableitung sofort aus der Kettenregel berechnen. Aus f~! o f = id folgt

(D(f" o f))(z) = (D(id))(z) = id,

und weiter aus der Kettenregel

id = (D(f™" o f))(x) = (Df)(f(x)) o (Df) (=)

beziehungsweise
I'=Jpa(f(x)) - Jp(x).

Eine differenzierbare Inverse von f kann also nur dann existieren, wenn die Ableitung
bzw. die Funktionalmatrix von f invertierbar ist.

Ist f eine lineare Abbildung, also f(z) = Az mit einer Matrix A € R™™ soist J;(z) = A
in allen Punkten z, und f~!: R® — R” existiert genau dann, wenn A invertierbar ist; in
diesem Fall ist f~! auch differenzierbar. Ist A nicht invertierbar, so ist die Einschrinkung
von f auf eine offene Kugel Bs(z) nicht invertierbar, egal wie klein ¢ ist und wo z liegt.
Damit ist fiir lineare Abbildungen im Endlichdimensionalen die Frage der Invertierbarkeit
geklért. In der Linearen Algebra wird weiter bewiesen, dafl gilt

A invertierbar & rang (A) =n = det(A) #0
Satz 5.1 Die Determinante, aufgefasst als Funktion
det : R™™ — R (5.1)
ist beliebig oft stetig differenzierbar. Die Menge
GL(n,R) ={A: AcR™" A invertierbar} (5.2)

ist eine offene Teilmenge des RU™
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Beweis: In der Linearen Algebra wird die folgende Formel bewiesen:

n

det(A) = Z sign () H (i), i 5

i=1

wobei die Summe iiber alle Permutationen 7 der Indexmenge {1,...,n} gebildet wird.
Die Determinante, aufgefasst als Funktion der Matrixelemente, ist also ein Polynom und
damit beliebig oft stetig differenzierbar. Die zweite Behauptung folgt aus der Darstellung

GL(n,R) = {A: AcR™ det(A) # 0},

d.h. GL(n,R) ist das Urbild der offenen Menge R \ {0} unter der stetigen Abbildung
C(det”. D

Folgerung 5.2 Die Abbildung
T:GL(n,R) — RM™ — T(A)=A"", (5.3)
st stetig differenzierbar.

Beweis: Folgt aus Satz 5.1, da sich die Inverse mit einer Formel darstellen lasst, in der
nur Determinanten vorkommen, ndmlich (siehe Lineare Algebra)

L1

_ : T
- detA<adJA) )

wobei adj A diejenige Matrix im R(™™ ist, deren (i, j)-tes Element gegeben ist durch
(—1)™ det(Ay),

und flij diejenige Matrix im R™~1:(=1) ist die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht. O

Satz 5.3 (Satz iiber inverse Funktionen, Spezialfall)

Sei Q@ C R™ offen mit 0 € , sei f: Q — R™ stetig differenzierbar, es gelte f(0) = 0 und
Df(0) =id, d.h. J;(0) = I. Dann gibt es offene Mengen U,V C R™ mit 0 € U C €2, so
dass gilt:

(i) fIU :U — V ist bijektiv.
(ii) (f|U)r:V — U ist differenzierbar in 0, Df~(0) = id.
Beweis: In diesem Beweis steht || - || fiir || - || . Zur Konstruktion der lokalen Inverse wird

der Banachsche Fixpunktsatz herangezogen. Zu diesem Zweck definieren wir fiir jedes
y € R" eine Abbildung 7}, : 2 — R" durch

Ty(z)=o+y— f(z). (5.4)

Es gilt dann
y = f(x) & z ist Fixpunkt von T},
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und weiter ist 7, € C'(Q),
Jr,(x) = Jpy(x) =1 — Jy(x), Jg,(0)=0.
Wir wéhlen ein 6 > 0, so dass gilt
1 . n
1Ty(x) = T,(OIl < Slle = &I, fiir alle #,§ € K5(0), y € R™ (5.5)

(Dass das moglich ist, folgt aus dem Mittelwertsatz (Version 2.3 oder 2.5), der Ste-
tigkeit der Abbildung = — Jp,(z) und der Kompaktheit der abgeschlossenen Kugeln
Ks = K5(0).) Fur z € Kj gilt also

1
1Ty ()|l = llz+y = F@)I < [1To)]| + llyll < Sllzll + [yl - (5.6)
Aus (5.5) und (5.6) folgt:

)
T, : Ks — Kj ist Kontraktion, falls ||ly|| < 7" (5.7)

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun, dass alle solche T}, einen eindeutigen Fix-
punkt x € Ky haben, also gilt

zu jedem y € K% gibt es genau ein x € K; mit f(x) =y, (5.8)
und fiir dieses = gilt wegen (5.6) und = = T} (x), dass
lzll < 2[ly]l- (5.9)
Wir definieren (Bs = Bs(0) offene Kugel)

V=Bs, U=fV)NB;.

[SI[-9)

Esist 0 € U, U C R" offen, f(U) C V, und wegen (5.8) ist f|U injektiv. Es ist auch
V C f(U) wegen (5.9), also ist (i) bewiesen. Zum Beweis von (ii) geniigt es zu zeigen: Fiir
jede Folge (yx)ren in Bg mit y, — 0, yx # 0 fir alle k, gilt

o 110 = 17140) = T~ 0)|
== = 0]

—0. (5.10)

Sei (y;,) eine solche Folge, sei 7, = f~!(yx), dann ist x; # 0 fiir alle &k, und es gilt
Lf " ) = £710) = Ty — O 1F =" (k) — wie

Iy = Ol [y
_ e = Fl)ll ]
[l [y
< W) = (O0) = I = O)]

|z

und die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert gegen 0 fiir £ — oo, da J;(0) = I und
da x; — 0 wegen (5.9). Damit ist (5.10) bewiesen. O
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Satz 5.4 (Satz iiber inverse Funktionen)
Sei  C R™ offen, sei f:Q — R™ stetig differenzierbar, sei x, € ), sei D f(x,) invertier-
bar. Dann gibt es offene Mengen U,V C R™ mit x, € U C €1, so dass gilt:

(i) fIU:U — V ist bijektiv.
(ii) (f|U)™r:V — U ist stetig differenzierbar in 'V, und fir alle v € U gilt
Df Y (f() = (DF) ", T (f(x) = Jp(x) " (5.11)
Beweis: Die Menge
Q={z:z¢cQ, Df(z) ist invertierbar}
=Qn{z: Ji(z) € GL(n,R)} = QN (J;) {(GL(n,R))

ist offen nach Satz 5.1, da Jy stetig von x abhéngt. Da es geniigt, den Beweis fiir Q statt
2 zu fithren, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass D f(x) invertierbar ist fiir alle z € €.
Wir setzen 2, = 2 — x, und definieren f, : Q, — R" durch

Fiir f. sind alle Voraussetzungen von Satz 5.3 erfiillt, da f.(0) = 0 und Df,(0) =
Df(z.)" o Df(z,) = id, also gibt es U,,V, C R" offen mit 0 € U, C Q,, f. : U, —
bijektiv, f, ! differenzierbar in 0 mit D f;1(0) = id. Wir setzen

*

*
*
*

U=U,+z,.
Aus (5.12) folgt, dass fiir alle x € U gilt
f(@) = f(z.) + Df(@) ([l — 2.)). (5.13)
Da f, auf U, bijektiv und D f(x,) invertierbar, ist f auf U injektiv. Wir setzen
V= fU) = fz.) + Df(z)(f(Us)) = f(z.) + Df(2) (Vi)
Mit Vi ist auch V offen, und f|U : U — V bijektiv. Nach (5.12) gilt fiir alle x € U
fulz =) = Df(x) 7 (f(2) = f(2.)),

also

v =+ [Df(e) 7 (f(2) = flz)],
also fiir alle y € V

f7H ) = v+ fDf(2) 7y — fla)].
Aus der Kettenregel folgt

(DF)(f(2.)) = (DFT)0) o (Df (@)™ = (Df(wa)) s T (f(wa) = Jp(2a) 7

Da fiir jedes x € U die Voraussetzungen des Satzes (mit x statt z,) erfiillt sind, ist f~! auf
ganz V differenzierbar, und (5.11) gilt. Es ist auBerdem f~! stetig auf V (siehe Kapitel
1) und wegen Folgerung 5.2 auch die Abbildung

y= (@) = dpa ().
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Wir kommen auf die Polarkoordinaten
f:R? - R?, f(r, @) = (rcosp,rsinp)

zurtick. Es ist
det(Jp(r, @) =1,

also ist f lokal invertierbar in allen Punkten (7, ¢) mit r # 0. Es gilt dariiber hinaus, dass

f U — V bijektiv ist fiir
U={(r,p):r>0,0<p<2r}, V={(z,y):y#0oderz<0}.

Wir befassen uns nun mit implizit definierten Funktionen. Im einfachsten Fall wollen
wir eine Gleichung der Form

nach y auflésen. Beispiel:

xy—1=0,
Losung:
1
y=-.
T
Wir haben also eine Funktion ¢g : R\ {0} — R gefunden, nédmlich g(z) = 1/z, so dass gilt
[z, g(x)) =0. (5.14)

Im allgemeinen ist das nicht in einer so explizit angebbaren Form moglich, oder vielleicht
auch nicht sinnvoll. Es stellt sich dann u.a. die Frage, unter welchen Voraussetzungen an
f ein solches g existiert. Weiteres Beispiel: Der Einheitskreis

0= flz,y) =2 +¢y*—1. (5.15)

Hier liefern
g(l’):+v1—$2, g(l’):—vl—{[z,

Losungen von (5.14). Hier ist also die Losung “global” mehrdeutig, aber “lokal” (d.h. in
einer hinreichend kleinen Umgebung eines Punktes (z,y) mit f(z,y) = 0) eindeutig fiir
|z| < 1; lokal mehrdeutig fiir || = 1, dort ist ¢ nicht differenzierbar; nicht definiert fiir
|z| > 1.

Existiert eine differenzierbare Funktion g, so dass (5.14) gilt, so erhélt man aus der Ket-

tenregel
0= 2 f(,9()) = 0 (2, 9(0) + 0, 2, 9(2))g (0).

also

(@)
90 = =5 Fwg(@)

jedenfalls dann, wenn 0, f(x, g(x)) # 0. Andernfalls kann es Probleme geben. Fiir (5.15)
haben wir

Ouf(z,y) =22, 0O,f(x,y)=2y.
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Die allgemeine Situation im Endlichdimensionalen sieht so aus: Wir haben m Gleichun-
gen mit n + m Unbekannten, von denen wir mit Hilfe der Gleichungen m Unbekannte
eliminieren wollen, indem wir sie als Funktionen der anderen n Unbekannten ausdriicken.

fl(xlv"'al'nayla--'aym)

0,
fo(z1, o oy Y1y oy Ym) =0,

fM(x17"'7xn7y1a"'7ym) =0.

Gesucht sind Funktionen g;, “y; = g;(x1,...,x,)7, fir 1 <i < m, mit

filer, o xn, (21, o %)y (2, .o, 2)) =0, 1 <7 <m.
Erheblich iibersichtlicher ist die vektorielle Schreibweise: Gegeben ist
f:R"xR™ — R™,
gesucht ist
g:R" —R™ mit flz,g(x)) =0

fir alle (oder doch moglichst viele) z € R™. In einem solchen Fall empfiehlt es sich,
auch fiir die Jacobi-Matrix eine Block-Notation einzufiihren. Ist f : R* x R™ — RF
differenzierbar, und schreiben wir (z,y) = (x1,...,Zn,Y1,-..,Ym) fir die Elemente in
R™ x R™, so definieren wir

aﬁﬂlfl(xvy) amnf1<‘r7y)

Ouf(2,y) = : : e R, (5.16)
amfk(m?y) a:vnfk(xay)
aylfl(xvy) e 6ymf1<x7y)

Oy f(x,y) = : : e R*m (5.17)
ay1fk‘(x7y) aymfk(x7y)

Die gesamte Jacobi-Matrix setzt sich aus zwei nebeneinanderstehenden Blocken zusam-
men,

Jf(l’,y) = (amf(xa y) @f(x,y)) € R(k,n—i—m) :

Satz 5.5 (Implizite Funktionen)

Sei Q@ C R™ x R™ offen, sei f : Q — R™ stetig differenzierbar, sei (z.,y.) € £ mit
f(xe,ys) = 0. Ist O, f (x4, y.) invertierbar, so gibt es eine Umgebung W von x, und eine
stetig differenzierbare Funktion g : W — R™ mit y, = g(x,) und

flz,9(z)) =0, (x,9(x))€Q, firallexecW, (5.18)

und es gilt
Jy(x) = =0y f (2, 9(2)) "' 0o f (2, g()) (5.19)
fir alle x € W.
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Beweis: Wir definieren
F:Q—-R"xR", F(z,y)=(z, f(x,y)).

Wir zeigen, dass F'in (z, y.) die Voraussetzungen des Satzes 5.4 {iber inverse Funktionen
erfiillt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Funktionalmatrix

Tr(w,y) = (amfﬁ,m 8yf(0$7y))

fir (z,y) = (x4, y«) invertierbar ist. In der Tat, die Matrix

I, 0 I
<B(x’y) (ayf(x,y))—l) ) B([E,y)— (ayf( 7y)) 8xf( ,y),

ist fiir (z,y) = (2, ys) die Inverse von Jg(z,,y.). Aus Satz 5.4 folgt nun: Es gibt offene
Mengen U,V C R" x R™ mit (z,,y«) € U C Q, so dass F' : U — V bijektiv und
F~1:V — U stetig differenzierbar ist. Wir zerlegen F~! in zwei Blocke,

FH (@, y) = (pa(2,9), 0y (2,9))
mit ¢, : V = R", ¢, : V — R™ Fiir (z,y) € V gilt dann
(z,y) = F(F~(2,y)) = F(pu(z,y), 0y (2, y))
= (pa(,y), f(Lalz,9), 0y (2, 1)),

also
z=ws(z,y), y=flz,04zy). (5.20)
Wir wéhlen nun offene Mengen W C R™ Y C R™, mit

F(z.,ys) = (2,0) e W XY CV,

und definieren g : W — R™ durch

9(x) = py(x,0). (5.21)

Ausserdem verlangen wir, daf 0, f(x, g(z)) invertierbar ist fiir alle x € W (das kénnen
wir immer durch Verkleinern von W erreichen). Es gilt dann wegen (5.20)

0= f(z,py(z,0)) = f(z,g9(x)), firallezeWV,

und
(l‘*,y*) = Fﬁl(xmo) = (l’*,(py(l‘*,())) = (x*uq(x*))?
also
Yo = g() -

Da F~! stetig differenzierbar ist, ist auch g stetig differenzierbar. Die Formel (5.19) fiir
Jg folgt aus der Kettenregel, angewendet auf

v (i) - flaatan =0,
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da wir durch Differenzieren erhalten

0= (0uf(z,9(x)) 9yf(x,g(x )(g](x))
= 0, f(x,9(x)) + 0, f(x, g(x))Jy(x) .
O

Als Beispiel betrachten wir die Niveaulinien einer stetig differenzierbaren Funktion f :
QO — R, QC R Sei (z4,y:) € Q, f(zs,y.) = ¢, also (., y.) € Ne(f),

Ne(f) = {(z,y) : (z,y) € Q, f(x,y) =c}.

Die Frage ist: Wie sieht N.(f) in der Néhe von (., y.) aus? Wir betrachten zunéchst den
reguldren Fall

grad f(z.,y.) #0. (5.22)

In diesem Fall ist mindestens eine der beiden partiellen Ableitungen nicht Null. Ist
Oy f(zy,yx) # 0, so gibt es nach Satz 5.5 ein offenes Intervall I = (z, — §,z. + 0) und
ein ¢ € CY(I) mit g(z,) = y. und f(z,g(x)) = 0, d.h. y lésst sich in der Nihe von
(24, y) nach x auflosen. Ist 0, f (4, y«) # 0, so gibt es nach Satz 5.5 ein offenes Intervall
J = (Y« — 6,y +0) und ein h € C*(J) mit h(y,) = z, und f(h(y),y) = 0, d.h. z lisst sich
in der Nahe von (z.,y.) nach y auflésen. Das ist der Fall in Beispiel (5.15), in dem

Ouf(z,y) #0, ausser in (0,1), (0,—1),
Oyf(x,y) #0, ausserin (1,0), (—1,0).

Man kann ausserdem zeigen, dass es im regulédren Fall (5.22) in einer hinreichend kleinen
Umgebung von (z,,y.) keine anderen Punkte von N.(f) geben kann.

Der singulédre Fall ist charakterisiert durch
grad f(z.,y.) = 0. (5.23)
Hier kann alles mogliche passieren. Sei etwa
flz,y)=2"—y*=0, (5.24)

dann ist
grad f(z,y) = (32°, ~2y), grad f(0) =
Wir kénnen x nach y auflosen,
z=h(y) = Vvy*,

aber h ist nicht differenzierbar in 0, und Ny(f) hat eine Spitze in 0. Fiir

flzy)=2" -y =0, (5.25)

gilt
grad f<x7 y) = (2;6, _2y) ) grad f(O) =
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und Ny(f) besteht aus den beiden Winkelhalbierenden (die sich im Nullpunkt schneiden).
Eine kompliziertere Situation liegt vor bei

f(x,y)—rﬁsinr%, r=+z2+y?, f(0)=0. (5.26)

Hier ist ebenfalls grad f(0) = 0, und Ny(f) besteht aus unendlich vielen Kreisen um 0

mit den Radien 7, wobei
1

ﬁ:ﬂ'n, TLGN,

sowie den Nullpunkt selbst. Es gilt allgemein (ohne Beweis):

Zu jeder abgeschlossenen Menge A C R™ gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion f: R" — R mit A = Ny(f).
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6 Substitutionsformel im Mehrdimensionalen (Teil 2)

In Fortsetzung von Kapitel 8 aus Analysis 3 beschéftigen wir uns nochmals mit der Sub-
stitutionsregel der Integration im Mehrdimensionalen. Im Falle einer affin linearen Abbil-
dung

T(z) = Az +b, AcR™ nichtsingulir, b € R, (6.1)
gilt (siche Satz 8.3, Analysis 3)
1
F(Az +0)dN"(2) = ——— [ f(y)d\"(y). 6.2
[ s enave = oo [ swar (6.2

Wir betrachten nunmehr auch nichtlineare Transformationen 7.

Definition 6.1
Seien U,V C R™ offen. Eine Abbildung T : U — V heifst C*-Diffeomorphismus, falls T
bijektiv ist und falls T € C*(U;R") und T~' € C*(V;R") gelten. O

Lemma 6.2 Seien U,V C R" offen, ses T : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Sei
I =la,b) € J" mit I CU. Dann gilt

N'(T(I)) < sup|det DT(z)] - \*(I). (6.3)

zel

Beweis: Der Fall I = () ist trivial. Sei also I # (), also \*(I) > 0. Wir definieren ¢ > 0
durch
NY(T(I)) =ceA"(I). (6.4)

Wir zerlegen (%) := I durch Halbierung jeder Seite, also in 2" Teilquader. Sei 1! einer
dieser Teilquader mit

AT IMV)) > eAr(1W).
Einen solchen Teilquader muss es geben, da andernfalls (6.4) nicht gilt. Durch Wiederholen
dieser Konstruktion erhalten wir eine Folge (I™*),cy in J7 mit I*++1) ¢ I*) und

AMT(I9)) = eAm(1W) (6.5)

fiir alle & € N. Da die zugehorigen Seitenlingen gegen 0 konvergieren und da I kompakt
ist, gibt es ein z € I mit

(1™ = {z}. (6.6)

keN

Sei 2(®) der Mittelpunkt von I®), wir setzen
I = (1 +e)(I® — 2®) 4 20 (6.7)

Die Idee des Beweises besteht nun darin, T'(I%®)) als Teilmenge des Bildes von 1% un-
ter der Linearisierung von 7' zu erhalten und hierauf die Substitutionsformel fiir affine
Transformationen anzuwenden. Wir definieren zunéchst eine Norm auf R™ durch

|l - (6.8)

||z]] = max

1<i<n b; — a;

24



Es ist dann

I0 = K(a®,27%) = {z: o —2®| <27}, 1D = K(@®, (1+)27%).

(6.9)

Da T und T differenzierbar sind, ist DT(z) eine bijektive lineare Abbildung (siche

Kapitel 5). Bestimme M so, dass
IDT(2)"'yll < Mlly|l, fiir alle y € R™.
Sei nun € > 0 fest gewdhlt. Wir wihlen & hinreichend grof, so dass

|T(z) — T(z) — DT(2)(z — 2)|| < — ||z — z||, fiir alle z € I®).

2M
(T ist differenzierbar.) Es ist dann

T(z) — T(z) — DT(2)(z — 2) € K(0, %z—k) ,

also
T(I®) € T(2) + DT(2)(I® — 2) + K(0, %2%) .

Aus (6.10) folgt
K(0, %2*) = DT (2)DT(2) 'K (0, %2*) C DT(2)K(0,e27%),
also

T(IW) c T(z)+ DT (2)(I® — 2) + DT(2)K(0,e27%)
=T(2) + DT (2)(I% + K(0,e27%) — 2),

und hieraus folgt wegen (6.9) und
K(z® 27%) 4 K(0,e27%) ¢ K(z®, (1 +¢)27%)

dass

T(I®) C T(2) + DT(2)(K (™, (1 + £)27%) — 2) = T(2) + DT (2)(I" — 2).

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Aus der Transformationsformel fiir das Lebesgue-Maf unter der linearen Abbildung DT'(z)

und der Translationsinvarianz folgt

NH(T(I®)) < X(DT(2) (1P - 2))
— | det DT ()| A" (1)
= | det DT(2)|(1 4 &)"A"(I®) .
Aus (6.5) folgt nun

A1) < AN(T(IM)) < [det DT(2)|(1+ )"\ (1)
¢

+ )" X\"(I™) sup | det DT(z)] ,

xzel

<
<
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und weiter
¢ < (1+4¢)"sup|det DT (z)]|. (6.15)

zel
Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt
¢ <sup|det DT(x)|

zel

und damit (6.3) aus (6.4). O

Lemma 6.3 Seien U,V C R" offen, sei T : U — V ein C-Diffeomorphismus. Sei
I =la,b) e J" mit I C U. Dann gilt

ANY(T(I)) < /|det DT (x)| d\"(z) . (6.16)
I
Beweis: Fiir alle k € N sei (I ), 1 < j < 2" diejenige disjunkte Zerlegung von [ in 2"

Teilquader, welche durch k-fache Halbierung jeder Seite (d.h. Zerlegung jeder Seite in 2%
Teile) von I entsteht. Wir definieren wuy, : I — R durch

2kn
Uy = Z 1, , sup |[det DT'(&)]. (6.17)
1 €l
Aus Lemma 6.2 folgt nun fiir alle £ € N
9kn okn
NYT(D) =Y MT(Ix;) <> A1) sup |det DT(€)| = / up(z) d\*(z).  (6.18)
j=1 j=1 €l j 1

Da DT und die Determinantenfunktion stetig und I kompakt sind, ist (uy)rey gleichméiBig
beschrénkt, und es gilt
lim wuy(x) = |det DT'(z)|

k—o0

punktweise (sogar gleichméfig) in 7. Aus dem Satz von Lebesgue folgt daher

lim [ ug(z)dr = / |det DT (x)| dx,
I

k—o0 I

also mit (6.18) die Behauptung. O

Satz 6.4 (Dichte) Sei (2,4, u) Mafraum, g : Q — [0, 00] messbar. Dann wird durch

v(A) :/gdu, Aec A, (6.19)
A
ein Maff v auf A definiert. Fir f:Q — [—o0, 00| gilt
fel )y e fogellp), (6.20)
und in diesem Fall ist
/ fdv = / fgdu, fir alle A€ A. (6.21)
A A
Wir schreiben
V=g (6.22)

und sagen, dass v die Dichte g beziiglich i hat.
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Beweis: Ubung. O

Lemma 6.5 Seien U,V C R" offen, sei T : U — V ein C*-Diffeomorphismus. Dann gilt
fiir alle Borelmengen A C U

NU(T(A)) < / | det DT()] d\"(z) (6.23)
A
Beweis: Nach Satz 6.4 wird durch
v(A) = / | det DT'(x)| dA™ () (6.24)
A

ein Maf§ auf der (auf U eingeschriankten) Borel-Algebra definiert, und nach Lemma 6.3
gilt

(T~ ")) = AM(T(1)) < w(I) (6.25)
fiir alle I € J" mit [ C U. Es folgt
(TTHA)(F) = XN(T(F)) < v(F) (6.26)

fir alle Figuren F € F" mit I C U, da diese sich als disjunkte endliche Vereinigung von
Intervallen I darstellen lassen. Da alle solchen F' einen Ring R bilden, und ¢(R) gerade
die auf U eingeschrinkte Borel-Algebra liefert, folgt aus Satz 1.24 (Analysis 3)

(T (A")(A) < v(A4)

fiir alle Borelmengen A mit A C U. O

Lemma 6.6 Seien U,V C R" offen, sei T : U — V ein C'-Diffeomorphismus, sei
f:V —[0,00] messbar. Dann gilt

/ Fy) dA\"(y / F(T(2))| det DT (x)] dA"(z) . (6.27)

Beweis: Ist A C U messbar und f = 1y, so folgt (6.27) direkt aus (6.23). Hieraus folgt

fiir
I
f= ZOéle(Aj) ;
=1

mit o; > 0 und A; C U messbar, mit der Linearitdt des Integrals ebenfalls (6.27), und die
Erweiterung auf beliebige nichtnegative messbare Funktionen wird wie gehabt mit dem
Satz von Beppo-Levi ausgefiihrt. O

Satz 6.7 (Substitutionsregel)
Seien U,V C R"™ offen, sei T : U — V ein C -Diffeomorphismus, sei f : V — [—o0, o]
messbar. Dann gilt

fecLiv) & foT-|det DT| € LY(U), (6.28)

und in diesem Fall ist

/ fly dy—/f )| det DT (z)| dx . (6.29)
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Beweis: Sei zunéchst f > 0. Nach Lemma 6.6 gilt
| fway< [ pr@lde DT@)ds.
T(U) U

Wir wenden Lemma 6.6 an auf die Funktion (dabei nehmen 7! und V' die Rolle von T'
und U ein)
foT-|det DT|: U =T""V)— [0,00],

so gilt

/ (f o T)(x))| det DT ()| dar
T-YV)

< / (f o T)(T~ ()] det DT(T~ ()] - | det DT~ (3)| dy

Z/if(y)dy,

da aus dem Satz iiber inverse Funktionen folgt

1

DT () = (DT )™, det DT™0) = g pmmrs

Also gilt (6.29). Da
[(f o T)|det DT||* = f* o T|det DT,

folgen fiir beliebiges f nun alle Aussagen aus der Zerlegung f = f™ — f~. O

Satz 6.8 (Polarkoordinaten in der Ebene)
Sei f: R? — R messbar, sei T : (0,00) x (0,27) definiert durch

T(r,p) = (rcose,rsingp). (6.30)
Fiir 3
f(r,p) = f(rcosp,rsing) - r (6.31)
gilt .
f € LYR? & f € L£(0,00) x (0,27)), (6.32)
und in diesem Fall ist
o0 o0 2m 00
/ / flz,y)dxdy = / / f(rcosp,rsing)rdrde. (6.33)
—00 J —0 0 0

Beweis: Wir setzen in Satz 6.7
U=(0,00) x (0,2r), V =T(U)=R*\{(2,0):2>0}.
Da R?\ V eine Nullmenge ist, gilt
fel'®) & feLk(V), g fd\? = /Vfd/\Q.
Wegen | det DT'(r, )| = r folgen nun alle Behauptungen aus Satz 6.7. O
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Beispiel 6.9

1. Sei f:R? — R rotationssymmetrisch, das heif}t,

flz,y) =g9(vV22 +4?), g:R, —R.
Dann ist (f o T)(r,¢) = g(r), also

27 o 00
fd)\? = / / g(r)rdrde = 27T/ g(r)rdr,
R? o Jo 0

falls f € £(0,00) gilt fiir die durch f(r) = rg(r) definierte Funktion f.

2. Fliche des Kreises Kr um 0 mit Radius R: Hier ist g = 1 g,
N (Kg) =27 /00 rlp.r(r) dr = TR .
0
3. Fiir
erhalten wir

also

r=00
2

fdN? = 27r/ re ™ dr = —me™"
R2 0

r=0
Da andererseits

0 00 e’} 2
/ fdN? = / / e~ @) do dy = ( / e dx) ,
R2 —o0 J —o0 —o0

folgt auflerdem

/ e_x2dxzx/%.

o0

Satz 6.10 (Kugelkoordinaten im Raum)
Sei f:R3 — R messbar, sei T : (0,00) x (0,7) x (0,27) = U — R? definiert durch

T(r,0,¢) = (rsinfcosp,rsinfsin, rcosh). (6.34)
Fir 3
fr,0,0) = f(T(r,0,¢)) - r*sind (6.35)
qilt 3
f € LYR?) & fecLku), (6.36)

und in diesem Fall ist

/_(:/_Z/_Zf(x»yaz)dxddeZ/:w/OW/OOOf(T(r,@,gp))rzsiné’drdego. (6.37)
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Beweis: Analog zum Beweis von Satz 6.8, beachte, dass (Rechnung)
| det DT'(r,0, )| = r*sin 0

und dass
R*\ T(U) = {(z,0,2) : 2 > 0, z € R}

eine Nullmenge ist. O
Beispiel 6.11

1. Sei f:R® — R rotationssymmetrisch, das heif}t,

f(xvyaz):g(\/x2+y2+z2)7 gR+—>R

Dann ist (f o T)(r,0,¢) = g(r), also

fdx® = / / / )T sm@drd@dcp-?w/ sin@d@/ g(r)r2 dr
R3 0 0
—47T/ g(r)yr*dr, (6.38)
0

und

feL'(R? & r2g(r) € £1(0,00).

2. Volumen der Kugel K um 0 mit Radius R: Hier ist g = 1o g,
00 R 4
N (KR) = 47?/ r*1o.r)(r) dr = 47?/ r?dr = §7TR3.
0 0

3. Gravitationspotential der Kugel Kz mit rotationssymmetrischer Dichte p: Das Po-
tential im Punkt P = (0,0, a) oberhalb der Kugel (a > R) ist gegeben durch

pUllly) oy
uP) =y [ LR v G),
Kgr ||’T - PHQ
wobei 7y die Gravitationskonstante ist. Wir substituieren x = T'(r, 6, ¢) und erhalten
p(T(r, 0, 0)) = p(r),
sowie

IT(r,0,¢) — P2 = r?sin® 0 cos® p + r2 sin? § sin® ¢ + (a — 7 cos §)?
=r?sin® 0 + a® — 2ar cos § + 1% cos® §

=a® +r? — 2ar cos¥.

Es folgt also

p(lzlly) 13 / // r)r?sin 0
. N drdf d
P1= [ T A, G s
0
, MZ/ sin df dr .
m//o p(r) o Va2 + 12— 2arcosf
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Substitution ¢ = —cos @, dt = sin 6 df ergibt

t=1

i in 6 ! 1 1
/ S df = dt = —vVa2 + 12+ 2art
0o Va?+r2—2arcosé _1 Va2 + 1?2+ 2art ar

t=—1

= (VT - - rp) =2

ar a

also

u(P) = 47;77/0 p(r)yr?dr.

Andererseits gilt fiir die Gesamtmasse der Kugel

[ R
M = p(x)dx = 47r/ Lo, (r)p(r)r* dr = 47r/ p(r)r?dr,
Kg 0 0
also o
gl
P)=—.
upy =12

Als Ergebnis erhalten wir: Das von der Kugel herrithrende Gravitationsfeld ist au-
Berhalb der Kugel dasselbe wie das von einer Punktmasse M im Nullpunkt erzeugte

Feld.
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7 Mannigfaltigkeiten, Oberflichenintegral

Ziel dieses Abschnittes ist es, das Integral einer nur auf einer k-dimensionalen Teilmenge
des R™ mit £ < n definierten Funktion zu definieren, und zwar so, dass es einem Integral
im R* entspricht. Wir wollen uns dabei nicht auf k-dimensionale Unterrdume oder deren
Translationen beschrénken (hier kénnten wir das bereits definierte Integral durch eine
lineare Isomorphie einfach iibertragen), sondern auch allgemeinere Mengen, etwa (eindi-
mensionale) Kurven oder (zweidimensionale) gekriimmte Fldchen betrachten. Wir miissen
daher den Begriff der Dimension auf allgemeinere Teilmengen des R™ ausdehnen.

Wir gehen aus von der Beschreibung affiner Unterrdume. Ist a € R"™ ein Vektor und
X C R” ein Unterraum mit dim X = k, so konnen wir den affinen Unterraum

M={a+z:2€X} (7.1)

auf zweil verschiedene Weisen beschreiben:

e mit einer Parameterdarstellung: Sei (vy,...,v;) Basis von X, sei ® : RF — R"
definiert durch .
Oty,....te) =a+» tu;, (7.2)
i=1
dann ist
M =®[R"), &:R¥ — M bijektiv. (7.3)
e als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Sei (wy, ..., w,_;) Basis des
orthogonalen Komplements
Xt ={w: w'zr=0 firallezc X}, (7.4)

sei f:R"™ — R" ¥ definiert durch

filz) = wi (z - a), (7.5)

So ist
M={xz: f(x)=0}. (7.6)

Affin lineare Unterrdume kénnen also als Urbild der 0 bzw. als Bild eines R* vermit-
tels affin linearer Abbildungen dargestellt werden. Verzichten wir auf die Linearitét, so
konnen wir allgemeinere Teilmengen darstellen, etwa gekriimmte Flachen. Wir werden
aber verlangen, dass die darstellenden Abbildungen differenzierbar sind.

Nun ist es aber so, dass man zur Darstellung einer gekriimmten Fléche im allgemeinen
nicht mit einer einzigen darstellenden Abbildung auskommt, sondern mehrere benétigt,
die geeignet zusammengesetzt werden miissen.

Definition 7.1 (Mannigfaltigkeit)
Fine Teilmenge M wvon R™ heifit k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™ (hierbei ist
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0<k<n, aeNU{x}) falls zu jedem a € M eine offene Umgebung U im R"™ und ein
f € CYU;R™ ) existieren mit

MNU={x: f(x) =0}, rangJsla)=n—Fk. (7.7)

([
Beispiel 7.2

1. Affine Unterrdume. Wie in (7.4) — (7.6) dargestellt, konnen wir in Definition 7.1
U = R" und fiir jedes a dasselbe f wihlen.

2. Niveaumengen. Sei U C R" offen, f € C*(U), ¢ € R,
Ne(f) ={z: f(z) =c}. (7.8)
N.(f) ist eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, falls grad f(x) # 0 gilt

fir alle € N.(f). Ein Spezialfall davon ist die Oberfliche der n-dimensionalen
Einheitskugel in der euklidischen Norm,

st ={a: [zl =1} (7.9)

S™~1ist eine (n — 1)-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit.

Satz 7.3 (Darstellung von C'“~-Mannigfaltigkeiten)
Sei M C R", a € N. Dann sind dquivalent:

(i) M ist eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit.

(i1) Fir alle a € M gibt es offene Mengen U,V C R"™ und einen C*-Diffeomorphismus
F:U—=V mitaeclU und

FMNU)=VNEy, Ey={(1,...,2%0,...,0): ; e R, 1 <i<k}. (7.10)

(111) Fiir alle a € M gibt es eine offene Menge U C R™ mit a € U, eine offene Menge
T C R* und ein ® € C*(T;R"), so dass ® : T — M NU bijektiv, @1 : MNU — T
stetig ist und

rang Jo(t) =k, fir allet € T. (7.11)

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei U’ Umgebung von a € M, sei f € C*(U’;R"*) mit
MNU ={z:zeR", f(x)=0}, rangJsla)=n—k.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass die letzten n — k Spalten von J¢(a) linear
unabhéngig sind. Wir zerlegen x € R" in

z=(&n), £€RF, neR™F.
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Die Matrix 9, f(a) € R"#7=F) ist invertierbar. Also gibt es (Satz iiber implizite Funk-
tionen) offene Mengen U; C R¥, Uy € R"* mit (ay,...,a;) € Uy, und ein g : Uy — Uy,
g € C*(Uy; R™F), mit

M (U xUs) ={(§9(§): e Uiy cMnU',
also f(€,9(€)) = 0. Wir setzen
U=UxUy, V=FU), F(&n)=(&n—g(§))
Dann ist F injektiv, also F : U — F(U) bijektiv, und

EneMnU <« clU, n=g9¢ & Fn)ecVNE.

e =y 1)

also Jp(€,n) invertierbar und daher (Satz iiber inverse Funktionen) F' ein C'*-Diffeomor-
phismus. Der allgemeine Fall wird durch Umnumerieren der Koordinatenachsen darauf
zuriickgefiihrt. Seien die Spalten iy, 7s, . .., 4,,—x von Jy(a) linear unabhéngig. Sei P : R* —
R™ eine lineare Abbildung, welche die Einheitsvektoren permutiert, und zwar der Form

Weiter ist

P(xy,...;xn) = (oo Tigy ooy T ) -

Dann ist P(M) eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit der lokalen Darstellung (in
einer Umgebung von P(a))

P(M)NPU)=PMNU)={y:ye PU), (foP ")y =0}

und die letzten n — k Spalten von Jy,p-1(Pa) sind linear unabhéngig. Also existiert ' wie
behauptet mit
VNE,=FPM)NU)=(FoP)(MnPU)),

das heifit, F' o P leistet das Verlangte.
“(ii)=-(iii)”: Seien F,U,V wie in (ii) gegeben. Wir setzen

T={¢: €eR" (£0) eV}, P =F(0).
Dann ist ® : T'— M N U bijektiv, = = F|(M NU) stetig, und

1) = Jr-16.0) 1)

das heifit, Jp entsteht aus Jp-1, indem man die Spalten k& + 1,...,n auf 0 setzt. Da
rang (Jp-1(£,0)) = n, ist rang (Jo(&)) = k.

“(ili)=-(i)": Sei a € M, seien U, T, ® wie in (iii) gegeben. Wir setzen ¢ = ®~!(a) € T und
betrachten den Spezialfall, dass die ersten k Zeilen von Jg(c) linear unabhéngig sind. (Der
allgemeine Fall wird wie oben durch eine geeignete Permutation darauf zuriickgefiihrt. )
Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es offene Mengen 7,V C RE mit c€ 7' C T,
so dass

~

—V

ﬂ>

@D:((I)l,...,q)k)
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ein C“-Diffeomorphismus ist. Wir definieren
G:TxR"™F VxR G(&n) =2+ (0,n).
Es ist
J; 0 s n—
Ja(&:n) = < ‘I’*@) 1) , €T, neR,
also ist J¢ invertierbar auf 7' x R™ % Wir zeigen, dass G bijektiv ist auf 7' x R**. Es gilt
GEmn) =GE ) = ©E+(0,n)=2E)+(0,7) = ()=o)
= 5 - 5/ = n= 77/ )
also ist G injektiv. Sei nun (y,z) € V x R" . Es ist

(y,2) = ®(€) + (0,m),

wenn wir £ = <1A'>_1(y) setzen und 7 so definieren, dass die Gleichung erfiillt ist. Also ist G

auch surjektiv und damit ) R
G:TxR"F -V xRF

ein C'*-Diffeomorphismus. Wir setzen
U=(VxR"™nU,

und zerlegen

~

Gl=(f.f), fU—=T, f:U—->R"*.
Dann gilt fiir alle z € U

reM & JEeT, =2 & 3IeT, G a)=(500 < f(x)=0,

also ist ) )
MnNU={z:zeU, f(x) =0}.

Da Jg-1(z) invertierbar ist fiir alle z € U, hat .J;(z) maximalen Rang, also rang (J;(z))
n — k fiir alle 2 € U.

o

Definition 7.4 (Karte, Atlas)

Sei M C R™ eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung ® : T — M NU
mit den in Satz 7.3(iii) genannten FEigenschaften heifit C*-Karte (oder einfach Karte)
von M. Eine Familie (®;);c; von Karten ®; : Tj — M NU; heifit Atlas von M, falls

Mc|JMMnuy).
jed
O
Aus Satz 7.3 folgt unmittelbar, dass jede Mannigfaltigkeit einen Atlas besitzt. Ist M kom-
pakt, so besitzt M einen endlichen Atlas (d.h. einen Atlas mit einer endlichen Indexmenge

J).
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Satz 7.5 Sei M C R" eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit, seien ®; : T; — MNUj,
j=1,2, C“-Karten von M, sei M NU, N Uy # 0. Dann sind

W; =& (MNUNUs) (7.12)
offene Teilmengen von R* mit W; C T;, und
Oyt o ®y W — Wy (7.13)

ist ein C*-Diffeomorphismus. Die Abbildung ®,"' o ®, heifit Kartenwechsel.

Beweis: Nach Konstruktion gilt W; C Tj fir 7 = 1,2, und @51 o®d; : Wy — Wy ist
bijektiv. Wir zeigen nun, dass W; offen ist, indem wir die Annahme W; N OW; # () zum
Widerspruch fithren. Sei t € W; N 0W;. Dann gibt es eine Folge (%, )nen in R* mit t,, — t
und t,, ¢ W; fiir alle n € N. Fiir hinreichend groBes n gilt dann ¢,, € T; (da t € T; und 7}
offen), und auBerdem @;(¢,,) € Uy NU; (da @;(t) € Uy NUs, ®; stetig und Uy, Uy offen) Es
folgt ®;(t,) € Uy N Uy N M, also t,, € W;, ein Widerspruch. Also ist W; N W, = 0 und
damit W; offen. Wir zeigen nun, dass ®, Lo ®, ein C*-Diffeomorphismus ist. Es geniigt zu
zeigen, dass @, o @) € C*(W;RF). Sei ¢; € W) beliebig. Wir setzen a = ®;(c;). Gemi
Satz 7.3(ii) wahlen wir eine offene Menge U C U; N Uy mit a € U, eine offene Menge
V C R" und eine Abbildung F : U — V mit F(M NU) =V N Ej. Wir setzen

W, =& (MnU).
Dass I/T/j offen ist, zeigt man genauso wie oben fiir W;. Es ist

FO®12W1—>]R”, FO<I>1:(gl,...,gk,O,...,O),
Fody: Wy —R", Fo®, = (hy,...,h0,...,0).

Sei g = (g1,---,9%), h = (h1,..., hg). Es ist
rang Jp =n, rangJy, =k,

also
rang JF0<I>j =k 5

also
rang J, = rang J, = k.

Hieraus folgt mit dem Satz iiber inverse Funktionen, dass es Umgebungen Wj - Wj von
¢; = ®;'(a) gibt, so dass

ginﬁg(Wl), hZWQHh(Wg),
C“-Diffeomorphismen sind, und dass
dylod =h"log, auf W .

Da ¢; € W, beliebig war, folgt ®,' o ®; € C*(Wy; RF). O
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Satz 7.5 besagt, dass alle Kartenwechsel C'*-Diffeomorphismen sind. Hieraus 148t sich eine
allgemeinere Definition einer Mannigfaltigkeit M gewinnen, die nicht mehr von vornehe-
rein als Teilmenge des R™ gegeben ist. Solche sogenannten differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten werden in der Differentialtopologie untersucht.

Um zum Begriff des Oberflachenintegrals zu kommen, befassen wir uns noch einmal mit
der Fléche eines Parallelogramms. Seien x,y € R", sei P das aufgespannte Parallelogramm

P={ x+py: \pel0,1]}.
Der 2-dimensionale Inhalt (Fliacheninhalt) ist
F(P) = |zl [yl sine,

wobei ¢ der Winkel zwischen x und y ist. Sei A € R™? die Matrix mit den Spalten z und

y. Dann gilt
T T T
ATA::U) :<x$xy),
<yT v =yre yry
und
det(A"A) = (@"2)(y"y) — («"y) (") = |=]* |yl]* — (=, v)*

= [zl [ly[I*(1 — cos® ) = F(P)*,

also

F(P) = Vdet ATA.

Definition 7.6 (Mafitensor, Gramsche Determinante)

Sei M C R™ eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, sei ® : T — M NU eine Karte
von M, wobei U C R™ und T C R* offene Mengen sind. Wir definieren G : T — RFF)
und g : T'— R durch

Gt) = Jo(t)  Ja(t), g(t)=detG(t). (7.14)

G heifit der Maftensor, g die Gramsche Determinante. O

Definition 7.7 Set M C R" eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit, sei f : M —
[—00,00|. [ heifit messbar auf M, falls f o ® messbar ist fir jede C*-Karte ® : T — R",
wobei T C R¥ offen ist. O

Definition 7.8 Set M C R" eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit, sev f : M —
[—00,00|. f heifit integrierbar tiber M beziglich der Karte ® : T — R™, falls f o ®
messbar ist und falls die durch

b= f(2(1)Vg(t) (7.15)

definierte Funktion iiber T integrierbar ist beziiglich des k-dimensionalen Lebesque-Majes
NF. In diesem Fall definieren wir

/@ L TEasie) - / F(@(1)v/a(t) dN (1) (7.16)
O
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Das folgende Lemma zeigt, dass das Integral auf der linken Seite von (7.16) nur von der
Menge ®(T"), nicht aber von der Wahl von ® abhéngt, und dass also Definition 7.8 sinnvoll
ist.

Lemma 7.9 Sind ® : T — R" und ® : T — R" Karten mit ®(T) = &(T), so ist f
integrierbar iber M beziiglich ® genau dann, wenn f integrierbar ist iber M beziiglich ®,

und es gilt
/T F(@ (1)) /(1) dA (1) = / F(@(1)v/3(0) dA (1) (7.17)

Beweis: Wir definieren ¥ : 7 — T durch ¥ = & ! o &. Nach Satz 7.5 ist U ein C°-
Diffeomorphismus. Sei nun f integrierbar tiber M beziiglich ®. Dann ist f o ® messbar,
also auch fo® = fo®oW. Aus der Substitutionsregel (Satz 6.7) folgt, dass die Funktion

s = f(P(W(s)))v/g(¥(s))| det Ju(s)]

auf T integrierbar ist, und dass gilt

/Tf(@(t))\/g(t) A" (t) Z/Tf(@(\P(S)))vg(‘I’(S))\det Ju ()] dX"(s) .

Esist ®=®o v, also
J(s) = Jo(W(s))Ju(s),

also
g(s) = det(J3(s)" J3(s)) = det(Ju(s)" Jo(¥(s))" Jo(¥(s))Ju(s))
= det(Jy(s)") det(Jo(¥(s))" J5(¥(s))) det(Jy(s))
= g(¥(s))(det Jy(s))?,
also

Definition 7.10 (Zerlegung der Eins)

Sei M eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit im R", sei (®;)1<j<n ein endlicher Atlas
von M mit den Karten ®; : T; — M N U;. Eine Familie (o;)1<j<n von Funktionen
aj: M — R heifst messbare Zerlegung der Eins fir den Atlas (®;);, falls gilt:

(i) o ist auf M messbar fir alle j,
(i) 0 < a; <1, fiir alle j,
(111) a;(z) =0 fir alle x ¢ Uj,
(1)
N
Zaj(a:) =1, firallexe M.
j=1
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Definition 7.11 (Oberflichenintegral)

Sei M eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™. FEin f : M — [—o00, 00| heifst
integrierbar tiber M, falls es einen endlichen Atlas (®;)1<j<n, ®; : T; — M N U;, gibt,
so dass f integrierbar ist iber M beziglich aller Karten ®;, 1 < j < N. In diesem Fall
definieren wir das Oberflichenintegral von f diber M als

[ r@ase =3[ a@reise, (7.18)

wobei (ovj)1<j<n eine messbare Zerlegung der Eins fir (®;)i1<j<n ist. O

Das folgende Lemma zeigt, dass Definition 7.11 sinnvoll ist.
Lemma 7.12 In der Situation von Definition 7.11 gilt:

(i) Jeder endliche Atlas (®;)1<j<n hat eine messbare Zerlegung der Eins (a;j)1<j<n-

(it) Fir alle i,j gilt: Ist f iber M beziiglich ®; integrierbar, so auch o, f.

(111) Der in (7.18) definierte Wert des Oberflachenintegrals hdngt weder von der Wahl

des Atlas noch von der Wahl der Zerlegung ab.
Beweis: Zum Beweis von (i) setzen wir fiir &; : 7; — M N U;
aj=1lw,, W;=MnU)\[JMnU).
i<j
Zum Beweis von (ii) bemerken wir, dass a; o ®; : T; — R messbar ist, und dass fiir alle
teTjgilt
0 < ai(®;(1)[F(@;())]\/95(t) < [F(®;(8))]/ 95 (1),

also definiert der mittlere Ausdruck eine auf 7} integrierbare Funktion. Zum Beweis von
(iii) betrachten wir einen weiteren endlichen Atlas

(Pr)1<<n - Oy Tj, — M N Uy,

fiir M mit messbarer Zerlegung

(&k>1§k§N'
Es gilt dann
o dS(€) = anlEor 1S
; /@ ) dS(6) Z /@ J(Tj)]; H(©)as(€)£(€) S (¢)



und ebenso

S a©r0as© =33 [ aeasdse.
k=1 ‘I’k(Tk) 1

und fiir alle 7, k gilt

da ajay, = 0 auBerhalb von ®,(7}) N (7). O

Ist K Teilmenge einer k-dimensionalen C'*-Mannigfaltigkeit M, so definieren wir

/K £(€)ds(€) = /M 1 (€)/(€) dS(€)

falls 1x f iiber M integrierbar ist. Fiir f = 1 erhalten wir den k-dimensionalen Inhalt von
K

F(K) = /M 1 (€) dt

Ist
F(K)=0,

so heifit K eine k-dimensionale Nullmenge in M. In diesem Fall gilt

£(6)dS(€) = / £(6)dS(€).
M\K M

falls f iiber M integrierbar ist.
Beispiel 7.13

(i) Kurvenlénge: Sei T' = (a,b) C R, ® : T — R" stetig differenzierbar mit ®'(¢) # 0
fir alle t € (a,b), M = ®(T'). Es ist dann

(1)

9(t) = G(0) = () Jo(t) = (@40, @) | 1 | =D, (729)
@) =

b
/MldS(f):/Tlx/g(t)dt:/ 10/ (8)]], dt . (7.20)

Der 1-dimensionale Inhalt von M ist also gerade die Lange der Kurve ®.

(ii) Rotationsflachen: Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar, sei f > 0. Dann ist
M ={(2,3,2) o € (a,b), 4 + 2 = f()?) (7.21)
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eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R?. Die durch

O(t,s) = (t, f(t)coss, f(t)sins) (7.22)
definierte Abbildung
®:T = (a,b) x (0,27) — R? (7.23)
ist eine C''-Karte von M, da
1 0
Jo(t,s) = | f'(t)coss —f(t)sins (7.24)
f'(t)sins  f(t)coss
den Rang 2 hat. Der Mafitensor von & ist
_ T _(1+f(@®)? 0
G(t,s) = Jo(t,s)" Jo(t,s) = ( 0 F12) (7.25)

Die Menge
) M\ ®(T) = {(t, f(t),0) : t € (a,0)}

ist eine 2-dimensionale Nullmenge in M. Also ist

/M 1dS(€) = [D (T)ldS(g) = /T Vdet G(t, ) d\*(t, s) (7.26)
:/%/bf(t)\/l—kf’(t)zdtds:27r/bf(t)«/1+f’(t)2dt. (7.27)

(iii) Oberfliche der Einheitskugel im R3: Das ist ein Spezialfall von (ii) mit (a,b) =
(—1,1), f(t) =1 —1t2 Esist
t

f/(t):_\/l—Tt?’

also gilt
1 1
/ 1dS(§) = 2m f(t)\/l—i—f’(t)zdt:%r/ ldt =4r.
M -1 -1

(iv) Inhalt des Graphen einer Funktion: Sei T C R"™! offen, F' : T — R stetig differen-
zierbar,

M=A{(tFt):teT} CR". (7.28)

Die Abbildung
O:T—>R", Pt)=(tF()),

ist C'-Karte mit ®(T) = M. Es ist

Jo(t) = (81F(t) : -~I(9n_1F(t))

HF(t)
Gt) = Jo(t) Ja(t) =1 + : (01F(t) -+ 0, F(1)
O 1 F(2)
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also (siehe Lemma 7.14 unten)
g(t) = det G(t) = 1+ ||grad F(t)][5. (7.29)

Der (n — 1)-dimensionale Inhalt des Graphen von F ist also

/1dS /\/1+ngadF )1 dt (7.30)

O
Lemma 7.14 Seia € R™, I € R™™ die Einheitsmatriz. Dann ist
a1y - A1Gy,
det(I +aa”) =1+ |lall5, aa” = : : (7.31)
amay ++  Aplmpy

Beweis: Sei a # 0 (sonst trivial). Wir berechnen die Eigenwerte von I + aa®:
(I +aa")z = \v & (a’z)-a=(\—1)z

Es ist also a ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 + ||a||§, und jeder Vektor z mit zla ist
Eigenvektor zum Eigenwert 1. Wir erhalten also eine Basis aus Eigenvektoren mit den
Eigenwerten

M=1+al, d==\=1,

also

det(I + aa™) H)\ =1+ |alf;.
O
Satz 7.15 Sei M eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™, sei r > 0. Dann ist
rM ={rz: xz € M} (7.32)
ebenfalls eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™. Ist f :rM — [—o0, 0], so gilt
f integrierbar iber rM & x— f(rz) integrierbar iber M , (7.33)

und in diesem Fall ist
[ s@as©) = [ oease). (7.34)
rM M

Beweis: Ist & : T'— U N M Karte fiir M, so ist
O:T —rUNrM, ) =rdt),

Karte fiir 7M. Die erste Behauptung folgt nun aus Satz 7.3. Zum Beweis von (7.33) und
(7.34) bemerken wir, dass

g(t) = det(J(t)" J(t)) = det(r*Jo(t)" Ju(t)) = r*g(t),
also gilt fiir jede Karte

/Tf t)\/q(t) dt = /frcp )r* /g (t) dt .

Summation iiber eine Zerlegung der Eins liefert die Behauptung. O
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8 Der Integralsatz von Gauf3

Wir betrachten offene Mengen © C R"™ mit der Eigenschaft, dass 0f2 eine (n — 1)-
dimensionale C''-Mannigfaltigkeit ist und  lokal nur auf einer Seite von 9 liegt.

Definition 8.1 (C'-Rand)

Sei Q C R™ offen. Wir sagen, dass Q einen C'-Rand hat, falls gilt: Fiir alle a € 02 gibt
es eine offene Menge U C R™ und eine Funktion f € CY(U) so dass V f(x) # 0 fiir alle
x e U gilt und

NNU ={x:zeU,f(x) =0}, (8.1)
QNU ={z:z €U, f(x) <0}.

Definition 8.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)

Sei M C R" eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M. Ein v € R" heifit
Tangentialvektor an M in a, falls eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ existiert
(wobei I ein offenes Intervall im R mit 0 € I ist) mit

p(0)=a, ¢0)=v, oI)cM. (8.3)

Die Menge
T.(M) = {v : v ist Tangentialvektor an M in a} (8.4)
heif$t der Tangentialraum an M in a. O

Satz 8.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)
Sei M C R™ eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M, sei U C R™ offen mit
a € U. Dann gilt:

(1) To(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum von R™.

(ii) Ist ® : T — M NU eine Karte von M mit ®(c) =a, c € T, T C R* offen, so bilden
die k Spalten der Funktionalmatriz Jo(c), das heifit die Vektoren

{01@(c),...,0:P(c)}
eine Basis von T,(M).

(iii) Ist
MNU={z:xz€U, f(x)=0}
mit f € CYU;R"™*) und rang J;(a) =n — k, so ist

T.(M)={v:veR" (v,Vfi(a)) =0 firallei, 1 <i<n-—k}. (8.5)
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Beweis: Sei V] der von den Spalten von Jg(c) aufgespannte Unterraum und
Vo={v:veR" (v,Vfi(a))=0firalei, 1 <i<n-—k}.

Wegen dim(V}) = dim(V,) = k geniigt es zu zeigen, dass

Vi C Tu(M) C Vs (8.6)
Zum Beweis der ersten Inklusion sei

k
v = Z )\jaj(I)(c)
j=1
ein beliebiges Element von V;. Wir definieren fiir hinreichend kleines € > 0 eine Abbildung
¢ : (—e,e) = R" durch
o(s) = P(c1 + A1s, 0+ Aas, ..., cp + A\gs) .

Dann ist ¢(s) € M fiir alle s, ¢(0) = a, und aus der Kettenregel folgt

P'0)=Jalo) [ 1 | =D Xo®(c) =v,

Y

also v € T,(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v € T,(M). Wihle ¢ : (—¢,&) — R™
geméf Definition 8.2, dann gilt f(y(s)) = 0 fiir |s| hinreichend klein, also gilt fiir alle i
mit 1 <:<n-—-~k

0= (fiop)(0) = (Vfi(p(0)),¥'(0)) = (Vfi(a),v) ,
also ist v € V5. O

In Satz 8.3 ergibt sich aus (iii) im Spezialfall dim M = n — 1, dass dim7,(M) = n — 1
und dass V f(a) auf T,(M) senkrecht steht.

Satz 8.4 (Existenz einer stetigen dufleren Normalen)
Sei Q1 C R™ offen, Q habe einen C*-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld v : 992 — R"
so dass fiir alle a € 99 gilt

v(a) LTo(0), |v(a)ll, =1, (8.7)
und dass es fir alle a € 0N) ein € > 0 gibt mit
a+tv(a) ¢ Q, firallet e (0,¢). (8.8)

Das Vektorfeld v ist stetig auf 0S2. Der Vektor v(a) heifit der duflere (Einheits-) Norma-
lenvektor an 0S) in a.
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Beweis: Nach Satz 8.3 ist ist dim 7,,(092) = n — 1, und es gilt fiir = € R”
2 L T,(09),z2#0 & z=AVf(a) firein A € R, A #0.

Fiir solche z und hinreichend kleines ¢t > 0 gilt

fla+t2) = fa)+1(z, V() +o(t) = tA|V f(a)|2 + o) = t (AllVf(a)H? + @) '

also folgt fiir hinreichend kleine ¢
a+tz ¢ Q & fla+tz) >0 & A>0.

Falls auflerdem ||z||, = 1 gelten soll, ist also

V/f(a)
v(a) = o (8.9)
IV f(a)ll,
der eindeutig bestimmte Vektor, welcher (8.7) und (8.8) erfiillt. Da f stetig differenzierbar
ist, ist v stetig in a, und da a beliebig war, ist v stetig auf 0f). O

Wir betrachten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazu
x € R™ zerlegt in
r=(2,z,), 2 e€R", z,€R, (8.10)

und wir betrachten folgende Situation: W C R™™! ist offen und beschrinkt, h € C*(W)
mit h(W) C I = (a,b) C R,
M = graph (h) = {(2,z,) : 2’ e W, z,, = h(2")} CW x I, (8.11)
A={(2"\z,): 2’ eW, z, €1, 2, <h()}. (8.12)
Nach Konstruktion im Beweis von Satz 8.4 (siche (8.9)) gilt fiir x € M
(—Vh(.T,), 1)
I(=Vh(a'), DI,

v(z) = (8.13)

Satz 8.5 (Partielle Integration im R")
Es liege die Situation (8.10) — (8.13) vor. Dann gilt fiir alle f € C*(W x I) mit kompaktem
Tréager in W x 1

/ 0, (x) d = / FEn(E)dsE), 1<i<n. (8.14)
A M

Beweis: Da f kompakten Triger hat, sind f und 0; f stetig und beschrénkt, also existieren
alle Integrale, die im Folgenden auftreten.
Fall 1: i = n. Es ist (Fubini)

h(z')
/Aanf(x)dx:/w/a Onf (2, x,) da, dz :/Wf(x,h(x))dx
= | @ @ a1+ VR
_ /M F(E)vn(€) dS(©).,

45



da g(z') = 1+||Vh(z')||; gilt fiir die Gramsche Determinante der Funktion 2’ +— (2/, h(z')),
siehe (7.29).
Fall 2: Sei 1 <¢ < n — 1. Die durch

h(z")
F(z') = / F(a ) do

definierte Funktion F : W — R hat kompakten Triger in W, also gilt (Ubungsaufgabe)

h(z")
oz/ @F(x’)dm’:/ ) (/ f(:c’,xn)dxn> da’ .
w w a

Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (8.13))

h(z")
0= / [/ O:f (2, xy,) dxy, + f(2, h(2"))Oih(z )] dx

// F@ dxnder/th N)aih(a') da

_ / O, () di — /W P b (e, R )T+ R da
_ / 0. () dz /M F(E)m(€) dS(€).

Folgerung 8.6 Satz 8.5 gilt auch, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das heifst,
falls

O

A=A{(2z,): 2 eW, x, €1, x,>h(z")}, (8.15)
gilt. Die dufsere Normale ist dann gegeben durch
h(z"), —1
o(z) = ) =D (8.16)

[(VA(z"), =1,
Ebenso gilt Satz 8.5 auch, falls die Darstellung von M nach einer anderen Koordinate
aufgelost ist, also
M={(xy,...,2n) : (T1,. i1, Tig1y -, X)) EW 2y =h(x1, ..o, T 1, Tin1, -, Tp) }
(8.17)
und A, v entsprechend.

Beweis: Entweder durch Modifikation des Beweises von Satz 8.6 oder durch Transforma-
tion auf die Situation des Satzes. O

Definition 8.7 (C*°-Zerlegung der Eins)
Sei K C R", sei (Uj)1<j<n eine offene Uberdeckung von K. Eine Familie (a;)1<j<n von
Funktionen o; € C(R™) heifft C>°-Zerlegung der Eins fir K beziglich (U;);, falls gilt

0<a; <1, firallej, (8.18)
aj(z) =0, fallsz ¢ U, (8.19)

N
Zaj(x) =1 fallsx e K. (8.20)
a
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Kompakte Teilmengen des R™ besitzen immer eine solche Zerlegung der Eins.

Satz 8.8
Sei K C R™ kompakt, sei (U(x))zer ein System offener Mengen mit x € U(x) fir alle
x € K. Dann gibt es endlich viele 7 € K, 1< j < N, mit

K C UU(xj),

j=1
und eine C*°-Zerlequng der Eins fiir K beziglich (U;)1<j<n, wobei U; = U(z?).

Beweis: Wie frither beginnen wir mit ¢ € C*°(R) definiert durch

ot = {exp(—%) , t>0,

0, t<0.

Wir setzen S —1)
b(t) = — :
R R
Es ist dann ¢ € C®(R), und es gilt ¢(t) = 1 fiir t < 1, ¢(t) = 0 fiir t > 4. Zu jedem

r € K wihlen wir ¢, > 0 mit B(z;3¢,) C U(z). Weiterhin wihlen wir endlich viele
¥ € K,1<j <N, so dass

N
K C UB([L’j;gj), Ej = Egi,

j=1

N L
a;(x) =1 (5—32) .

Dann ist @; € C*(R™") mit 0 < a; < 1, &; = 1 in K(27;¢;) (wobei K(x;¢) = {y :
ly — x|, < e}), und &; = 0 auBerhalb von K(z7;2¢;). Eine Zerlegung der Eins wie
verlangt erhalten wir nun durch

und definieren fir x € R™

a;(z)
p(x) + Zszl ax(z) k=1

aj(x) =

Satz 8.9 (Gauflscher Integralsatz) B
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand. Sei U C R™ offen mit Q C U,
sei F': U — R™ ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

/Q div F(z) do = / (F(€),v(€)) dS(€) . (8.21)

o0
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Beweis: Fiir jedes € Q wihlen wir eine offene Menge U(z) mit x € U(z) C Q. Fur
jedes x € 0f) betrachten wir zunédchst geméf Definition 8.1 eine lokale Darstellung
nnNU ={f=0}, QnU' ={f <0},

mit f € CY(U’) und V[ # 0 iiberall. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es
offene Mengen (die wir 0.B.d.A. konvex wihlen kiénnen) W(z) C R*™, I(z) C R und
hy : W(z) — I(x), h, € CY(W(x)) mit
U(x)NoQ = {(2',x,) : ,, = he(2)},
Ulx)NQ={(",2z,) : z, < he(2")},
Ulx) =W(z) x I(z),

oder mit “>" statt “<” beziehungsweise aufgelost nach x; statt x,. Geméaf Satz 8.8,

angewendet auf K = Q U 99, wihlen wir endlich viele U(27);<j<y und eine zuge-
ordnete C*>°-Zerlegung der Eins (a;)1<j<y. Wir numerieren so, dass z',...,z" € 9Q,
ML 2N € Q. Es gilt nun
n N
/divF(x) drx = / Z@k (Z oszk> (x)dx
Q Q=1 j=1
N n
_ / S° Y Oklas () de
Q=1 k=1

:Z/ﬂdiv(ajF)(x) dx,
| r©men as© =3 [ ta©F©.me) as©.

Es geniigt daher, den Satz fiir o; F', 1 < j < N, zu beweisen.
Fall 1: 7 < M. Wir wenden Satz 8.5 an mit

f:Oéij, A:QHU(xj), M:anU<IJ),

und erhalten

/Qdiv (o; F)(z)dx = Z/ﬂak(aij)(:x) dx = Z/m (&) Fr(§)vi(§) dS(§)

- /6 @O F(©).(6) dS(©).

Fall 22 M < j < N. Esist U(z;) C €, also supp (a;) C €2, also

/a (P dS(E) =0,

und (Ubungsaufgabe)

/Qdiv (a; F)(x)dx = ; /Q O Fi)(x)dx = 0.
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Satz 8.10 (1. Greensche Formel)
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand. Seien f € CY(U), g € C*(U),
wobei U C R™ offen ist mit Q@ C U. Dann gilt

/Qf(ﬂf)Ag(x) dv = —/Q<Vf(fc),V9(ﬂf)> dx + o f(§)0ug(§) dS(€) (8.22)

wobel

9y9(§) = (Vg(§), v(£))

die Richtungsableitung in Richtung der duferen Normalen bezeichnet. (0,g heif$t auch die
Normalenableitung von g.)

Beweis: Sei I' : U — R" definiert durch

F(z) = f(x)Vy(z),

dann ist

(F(§),v(£) = [(£)hg(£),

und
div F(z) = (Vf(z), Vg(z)) + f(z)div(Vg(z)) = (Vf(z), Vg(x)) + f(z)Ag(z) .

Die Behauptung folgt nun aus Satz 8.9. O

Folgerung 8.11 (2. Greensche Formel)
FEs liege die Situation aus Satz 8.10 vor. Dann gilt (setze f =1)

/ Aga)de = | 8,9(¢)dS(). (8.23)
Q 00
Ist auflerdem f € C*(U), so gilt

/Q (fAg — gAf)(x) de = /8 (10,9 - 90D dS(©). (8.24)
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9 Der Integralsatz von Stokes

Wir beschiiftigen uns zuniichst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei Q C R? offen,
beschrinkt, mit einem C'-Rand 09. Wir nehmen an, es gebe eine stetig differenzierbare
Parametrisierung 7 : [a,b] — R?, mit r(a) = r(b), so dass r : [a,b) — 9 bijektiv ist und
r'(t) # 0 gilt fiir alle ¢ € [a, b].

Sei v : 9 — R? das zugehorige Normalenfeld, siche Satz 8.4. Fiir a € 99, a = r(t) ist
T,(09) = span{r'(t)} = {\'(t) : X € R},

also

r'(t) L v(r(t)).
Durch die Parametrisierung r wird ein Durchlaufsinn fiir 02 festgelegt. Wir sagen, dass
02 von r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, falls

det(v(r(t)) | r(t)) > 0. (9.1)

Das ist dann der Fall, wenn

_ 1 r5(t) () = |1 va(r(t))
o) = e (10)) o= won () e

Anschaulich bedeutet das, dass 02 entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
dass 2 immer “links von der Richtung /() liegt”.

Satz 9.1 (Satz von Stokes im R?)
Sei Q C R? offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand 09, welcher von der Parametri-

sierung v im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Sei U C R? offen mit Q C U,
sei F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/T F(z) - dx = /Q (W Fy — Do Fy) () da . (9.3)

Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals und aus (9.2) folgt

[F(x)-dx:/ab (F(r(1)), 7' (1)) dt:/ab<F(r(t)),( (ﬁ(
- [L(H9 ) o) 1= [ <(_FF) (©.(6)) d5(6

_ / (O Fs — 0 F)) () da,

letzteres nach dem Satz von Gaufl. O

Fiir F': R? — R?,



gilt also
/ F(x)-dx—/ldx—)\z(ﬁ),
G Q
also etwa fiir den Einheitskreis Q = B;(0; 1), (t) = (cost,sint)

N(Q) = /0 ' (F(r(t)),r'(t)) dt = %/0 ' sin?(t) 4 cos?(t) dt = 7.

Wir beschiiftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R?. Dieser involviert die sogenannte
Rotation eines Vektorfeldes F' : V — R3, VV C R? offen, definiert durch

rot F: V — R3, (9.4)
(I‘Ot F)(l’) = (82F3(l’) — 83F2(l‘), 03F1(:1:) — (31F3(x), a1F2($) — 82F1([L’)) . (95)

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Wir betrachten nur den Spezialfall,
dass M durch eine einzige Karte (siehe Kapitel 7) beschrieben wird,

M=®T), ®:T—R* T cCR?offen. (9.6)
Sei nun 2 C R? offen und beschrinkt, € habe einen C*-Rand 09, es gelte
QCT.
Wir betrachten B
A=3(Q) (9.7)
und definieren (nur fiir den Rest dieses Abschnitts)
0A = P(09). (9.8)

Unter 0A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit ®(2) vor. Sei nun V C R? offen, M C V, F : V — R3. Der Satz von Stokes
besagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen gilt

/8 ; F(x)-de = /A ((rot F)(&),v(£)) dS(€). (9.9)

Hierbei miissen der Umlaufsinn der Randkurve A und die Normalenrichtung v(€) zuein-
ander passend gewéhlt werden. Das erreicht man, indem man erstens 0A parametrisiert
durch eine Kurve ® o7 : [a,b] — A, wobei r : [a,b] — T eine Kurve ist, welche 0Q im
mathematisch positiven Sinn durchlduft, und zweitens das Vorzeichen der Normalen in
einem Punkt & = ®(u), u € Q, festlegt durch (“x” bezeichnet das Vektorprodukt im R?)

1
) Bt < et
Es ergibt sich dann, da (® o r)'(¢) = Jo(r(t))r'(t),

9,0 (u) x Bad(u). (9.10)

b
AAF(x)-dx:LOTF(x)-dx:/a (F(D(r(t))), Jo(r(t))r'(t)) dt (9.11)
:/ (Ja(r()TF(@(r(1))). 7' (1)) dt (9.12)
:/F(u)~du, (9.13)
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wobei F' : T — R? definiert ist durch

Fu) = Jo(u)TF(®(u)). (9.14)
Wir kénnen jetzt Satz 9.1 anwenden und erhalten
r Q
Nach (9.14) hat F die komponentenweise Form
Fi(u) = (0;®(u), F(®(u))) , i=1,2. (9.16)
Aus der Produktregel (fiir Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt
3#?2(“) = (010:®(u), F(2(w))) + (022(w), Jp(P(u))01P(u)) (9.17)
Oy 1 (u) = (0201 0(u), F(D(u))) + (01®(u), Jp(P(u)) 9P (u)) (9.18)

Es folgt, falls ® zweimal stetig differenzierbar ist,
(O Fy — 02 F1) (u) = (0, (w), Jp(®(u)01 D (u)) — (01®(u), Jp(®(u))By®(u)) . (9.19)
Die rechten Seite von (9.19) hat die Form
(y, Az) — (z, Ay) , x,y €R* AcR>?,

Es gilt die algebraische Identitét

3 a3z — Q23
(y, Ax) — (z, Ay) = Z Yii T — Z viayy; = (| a3 —asz |,z xy)

i,j=1 i,j=1 21 — G12

Anwendung auf (9.19) liefert mit (9.10)

OaF3 — O3 F
(81F2 — 82F1)(u) == <(83F1 — 81F3) ((I)(U)), 81¢(U) X 82@(U)> (920)
81F2 — 32F1
= ((rot F))(®(u)), v(P(w))) [|01®(u) X O2P(u)], - (9.21)
Es ist also
/Q(ﬁlﬁg — 0, F))(u) du = /Q ((rot F)(®(w)), v(P(u))) |1 ®(u) X O2P(u)|l,du.  (9.22)

Wir kénnen das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung in ein Oberflichenintegral
tiber M zuriickfithren. Sei dazu B = (z |y) € R%? eine Matrix mit den Spalten z und y.
Es gilt die algebraische Identitét

2Tr 2T y 211 112 2 2
" ) =l - () = eyl 9:23)

Mit z = 0,P(u), y = 0.P(u) folgt also, dass fiir die Gramsche Determinante g(u) der
Karte & gilt
V(u) = v/det(Jo(u)T Jg(u)) = |01®(u) x Da®(u)|, . (9.24)

Die Gleichungen (9.11), (9.15), (9.22) und (9.24) zusammengenommen ergeben die Formel
(9.9) des Satzes von Stokes. Wir haben also bewiesen:

det(B" B) = det (
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Satz 9.2 (Satz von Stokes im R?)

Sei M C R? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch eine globale Karte ® :
T — M beschrieben wird, sei ® zweimal stetig differenzierbar. Seien A C M und F : V —
R3 wie in (9.6) — (9.9) beschrieben, sei der Umlaufsinn von A und die Normalenrichtung
v(€) passend gewdhlt wie beschrieben. Dann gilt

| F@-de= [ (orrye)ven aste). (9.25)

O

Die Satze von GauBl und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dass
ein Integral einer Funktion iiber den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integral
eines Differentials dieser Funktion {iber die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-
bracht wird. Einen einheitlichen allgemeinen begriflichen Rahmen fiir diese Sétze liefert
die Theorie der Differentialformen.
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10 Differenzierbarkeit in C

Wir wissen bereits einiges iiber die komplexen Zahlen. Aufgefafit als R-Vektorraum, ist C
vermittels j : C — R?,
j(z) = (Rez,Imz) (10.1)

zu R? isomorph. Da

2l = li (=)l (10.2)
ist die metrische Struktur von C mit der von R? identisch. Also ist eine Teilmenge U
von C genau dann offen (abgeschlossen, kompakt, ...), wenn die entsprechende Menge
j(U) C R? diese Eigenschaft hat. Eine Folge (2, )nen konvergiert genau dann in C, wenn
die Folge (j(2n))nen in R? konvergiert.

Definition 10.1 (Differenzierbarkeit)
Sei U C C offen. Fine Funktion f : U — C heifit differenzierbar in z € U, falls der

Grenzwert Fzth)— f(2)
. zZ+n)— f(z
lim - (10.3)
h#0
existiert. Wir definieren in diesem Fall die Ableitung von f in z durch
() = i LEED TG (10.4)
h—0 h
h#0
Ist f in ganz U differenzierbar, so sagen wir, dass f in U holomorph ist. O

Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten auch im Komplexen (Beweis ge-
nauso): Sind f,¢g : U — C holomorph, so auch f + g, f-g, af fir a € C, sowie
flg:U\{g=0} — C, und es gilt

/ / / / / / / , f ! gf/ . fg/
(F+g) =L+, (o) =Fg+ig, (@ff=af, () =""15"
AuBlerdem gilt die Kettenregel: Sind f : U — V, g : V — C holomorph, so ist auch
go f:U — C holomorph, und

(9o ) (2) =g (f(2)f'(z), z€U.

Fassen wir C als R-Vektorraum der Dimension 2 auf, so ist eine Abbildung 7' : C — C
R-linear, falls gilt
T(z4+w)=T(z)+T(w), firalle z,w e C,
T(az) =aT(z), firallezeC, acR.

Ist ¢ € C, so ist die durch
T(z)=c-z (10.5)

definierte Abbildung 7' : C — C natiirlich C-linear, und damit auch R-linear. Ihre Ma-
trixdarstellung hat die Form

<Cl _62) , ¢ =Rec, c=Ime, (10.6)

C
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was sich unmittelbar aus der Formel fiir die Multiplikation
(1 +ica) (21 +i22) = (c121 — Ca22) + i(Caz1 + €122)
ergibt. Ein weiteres Beispiel ist die komplexe Konjugation,
T(z)=7%.

Wegen T'(az) = @- Z ist T R-linear, aber nicht C-linear.
Jeder Abbildung f : U — C, U C C entspricht kanonisch eine Abbildung f : j(U) —

R2. Auf f ist die in Analysis 2 entwickelte Differentialrechnung im Mehrdimensionalen
anwendbar. Wir werden im folgenden f und f in der Notation nicht unterscheiden, sondern
einfach von f : U — C sprechen.

Definition 10.2 (Reelle Differenzierbarkeit)

Sei U C C offen. Fine Abbildung f : U — C heifit reell differenzierbar, falls sie differen-
zierbar ist, aufgefaft als Abbildung von U C R? nach R2. O

Lemma 10.3 Sei U C C offen, f:U — C, z € U. Dann sind dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in z.

1 ist reell differenzierbar in z, und die Jacobi-Matriz J¢(z) € R%? hat die Form
(i) f h

Tp(2) = (Z _b> (10.7)

a

mit a,b € R.

Beweis: Wie im Reellen beweist man, dass (10.4) dquivalent ist zu

flz+h) = [(z) = ['(2)h [f(z+h) — fz) = ['(2)A]

lim h = lim ) =0. (10.8)
h#0 h#£0
Hieraus folgt die Behauptung, siehe (10.2), (10.5) und (10.6). O

Schreiben wir .9)
~ (u(z,y
o= (i)
also u(x,y) = Re f(2), v(z,y) =Im f(2), 2 = x + iy, so ist

_ (Owu(x,y) Oyu(x,y)
Jf(z)_( ( ol >) . (10.9)

Satz 10.4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
Sei U C C offen, f : U — C. Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph in U.
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(i1) f ist reell differenzierbar in U, und fiir die Funktionen uw = Re f und v =1Im f gilt

Opu(z,y) = oyv(z,y), (10.10)
oyu(z,y) = —0v(z,y), (10.11)

fir alle (xz,y) € U.

Die Gleichungen (10.10) und (10.11) heiffen die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 10.3 und (10.9). O

Aus der Analysis 2 wissen wir, dass stetige Differenzierbarkeit der Funktionen v und v die
reelle Differenzierbarkeit von f impliziert. Beispiel: Fiir die komplexe Exponentialfunktion
gilt

1 41y

e =e =e"e" =e"cosy +ie’siny,

also
u(x,y) =ecosy, wv(x,y)=e"siny.

Man sieht unmittelbar, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in R? er-
fillt sind, also ist die Exponentialfunktion in C holomorph.

Ist f: U — C holomorph, und sind © = Re f und v = Im f zweimal stetig differenzierbar
(was, wie sich spéter herausstellen wird, bereits aus der Holomorphie folgt), so folgt aus
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Au = 0,(0,u) + 0y(Oyu) = 0,0,v — 0,0,v =0,

und analog
Av=0.

Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also immer Lésungen der La-
place-Gleichung in U.

Wir betrachten nun komplexe Potenzreihen der Form
> ez —a)f (10.12)
k=0

mit den Koeffizienten (¢ )reny € C um den Entwicklungspunkt a € C. Wir wissen bereits
aus der Analysis 2, dass diese Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises B(a, r),

1

~ limsupy o /el

absolut konvergiert und dort eine stetige Funktion

r

f(z) = Z cr(z — a)” (10.13)

k=0

o0
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definiert. Wir wissen auflerdem, dass die durch gliedweises Differenzieren gebildete Po-
tenzreihe

g9(2) = kep(z —a)! (10.14)
k=1
ebenfalls in B(a,r) absolut konvergiert.

Satz 10.5 Jede komplere Potenzreihe definiert eine im Innern ihres Konvergenzkreises
holomorphe Funktion, deren Ableitung sich durch gliedweises Differenzieren ergibt.

Beweis: Seien f, g durch (10.13), (10.14) gegeben, sei zunédchst a = 0. Wir miissen zeigen,
dass f fir alle z € C mit |z| < r differenzierbar ist und f’(z) = g(z) gilt. Sei ein solches
z fest gewédhlt. Wir definieren

Dann ist

also fiir |w| < r

also fir |w| <r, w # z

w—z
k=1
Da - -
9(2) =D era(2) = Y ek = g(2),
k=1 k=1

geniigt es zu zeigen, dass § stetig ist in z. Nun gilt aber fiir alle |w| < r und alle k
lekar(w)] < lexlkp™t,  p = max{|w], |2[},

und aus dem Weierstraf-Kriterium fiir Funktionenreihen (Analysis 2) folgt wie im Reellen
die gleichméBige Konvergenz der Partialsummen von ¢ gegen g, also ist g stetig in z. Der
allgemeine Fall a # 0 wird darauf zuriickgefiihrt, indem wir das eben Bewiesene auf

f(z) = f(z+a)

anwenden. O
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11 Das Kurvenintegral in C

Sei I = [a,b], f: 1 — C. Wir definieren
b b b
/ f(t)dt:/ (Ref)(t)dH—i/ (Im f)(t) dt . (11.1)

Diese Definition macht Sinn, falls Re f und Im f Lebesgue-integrierbar sind. Fiir die hier
behandelten Teile der Analysis im Komplexen ist es weitgehend ausreichend, nur stiick-
weise stetige Funktionen zu betrachten. Dafiir sind auch andere Integralbegriffe (etwa das
Regelintegral, oder das Riemann-Integral) ausreichend.

Definition 11.1 (Kurvenintegral in C)
Sei vy : [a,b] — C eine stickweise stetig differenzierbare Kurve, sei f : C — C stetig. Wir
definieren das (komplexe) Kurvenintegral von f entlang v durch

JECLE N EIOIOr (112
O

Der Wert des Kurvenintegrals in (11.2) ist also eine komplexe Zahl.

Wie im Reellen zeigt man, dass sich das Kurvenintegral durch Umparametrisieren nicht

andert, das heif}t,
[#eri= [ 1@,
¥ Y

falls ¥ = y o4, ¢ : o, B8] — |a, b] stetig differenzierbar, monoton wachsend und bijektiv
ist. Mit

C =~(la, b))
konnen wir daher statt f7 f(2) dz auch

/C () dz

schreiben, wenn festliegt, in welcher Richtung C' durchlaufen wird. (Andern wir die Durch-
laufrichtung, so kehrt sich das Vorzeichen des Kurvenintegrals um.)

Beispiel: Sei v : [0,1] — C, v(t) = tw + (1 — t)z, die Verbindungsstrecke von z nach w.

Dann gilt
1 1
/1dz:/ 'y’(t)dt:/ (w—2z2)dt =w— 2. (11.3)
vy 0 0

Lemma 11.2 Sei U C C offen. Sei ¢ € U mit K(c,r) C U, r > 0. Dann gilt fir
C = 0B(c, ), durchlaufen im mathematisch positiven Sinn,

1
/ dz = 2i | (11.4)
(&

Z—C

/(z—c)"dz:(), neZ,n#-—1. (11.5)
c
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Beweis: Wir definieren 7 : [0, 27] — C durch
Y(t) = c+re'.

Dann gilt fiir alle n € Z

27 2
/(Z - C)n dz = / rnezntlrelt dt = n+1/ ei(nJrl)t dt,
C 0 0

woraus beide Behauptungen folgen. O

Lemma 11.3 Sei U C C offen, f : U — C stetig, v : [a,b] — U eine stickweise stetig
differenzierbare Kurve. Dann gilt

2)dz| < |flloL(7) (11.6)

wobet ,
- [ ol (1.7

die Léinge der Kurve vy ist.

Beweis: Es ist

dt‘<||f|| /w ) dt

Definition 11.4 (Stammfunktion)
Sei U C C offen, f: U — C. FEine holomorphe Funktion F : U — C heifst Stammfunktion
von fin U, falls F'(z) = f(2) gilt fir alle z € U. O

Lemma 11.5 Sei U C C offen, f : U — C stetig, ser F' eine Stammfunktion von f in
U. Dann gilt

/ f(2)dz = F(y(b)) - F(7(a)) (11.5)

fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve « : |a,b] — U. Insbesondere gilt

/f(Z) dz =0 (11.9)

falls ~ geschlossen ist (das heifst, es gilt v(b) = ~v(a)).

Beweis: Es gilt

/f(Z) dz:/ FOy@)' () dt:/ (Foy)(t)dt = F(y(b)) — F(y(a)).
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Die Formel (11.5) in Lemma 11.2 fiir n # —1 ist ein Spezialfall von Lemma 11.5 mit

B 1
Cn+1

(z —c)"tt.

fZ)=(E=-o" F(z)

Es hdangt u.a. von der Form von U ab, ob zu einer gegebenen Funktion f : U — C eine
Stammfunktion existiert. Aus Lemma 11.2 folgt beispielsweise, dass

in U = C\ {0} keine Stammfunktion hat. (In R\ {0} ist F'(¢) = In(|¢|) eine Stammfunktion
von f(t) =1/t.)

Wir erinnern: Ein U C C heifit sternférmig, falls ein Punkt ¢ € U existiert, so dass fiir
alle z € U die Verbindungsstrecke [c, z] ganz in U liegt. Zu einem solchen ¢ betrachten
wir Dreiecke A(c) der Form

A(c) = conv{c,z,w}, zweU. (11.10)

Satz 11.6 Sei U C C offen und sternformig, sei f: U — C stetig, es gelte
/ f(z)dz=0 (11.11)
0A(c)

fiir alle Dreiecke A(c) der Form (11.10), welche A(c) C U erfillen. Dann hat f eine
Stammfunktion in U.

Beweis: Fiir z € U definieren wir
P = [ 10, (11.12)
Yz

wobei
Y. [0,1] = U, ~.(t) =tz+ (1 —1t)c

die Verbindungsstrecke von ¢ nach z ist. Sei 7 > 0 so klein, dass B(z,r) C U, sei w €
B(z,r) beliebig. Dann liegt das durch (11.10) definierte Dreieck A(c) ganz in U, und es
gilt
o= [ q©dc= [ s©dc+ [ srac [ o
OA(c) [¢,2] [z,w] [w,c]

also

Flw) = F(z) + f(¢)dc.

[z,w]
Fir w € B(z,r), w # z folgt mit (11.3)
F(w) — F(z) 1 1 B
T—f(z)—m [sz]f(f)df—f(z) T w—2 - (€)= f(z)d¢,

also mit Lemma 11.3

Fw) = F(z) f@‘ < L[z, w)) sup |f(C) = f(2)| = sup |F(Q) — f(2)],

w—z B |U} - Z‘ C€[z,w] CElz,w]

60



also

F — F
sup | =FE o)l < sup (1) - 1021,
W€f7(é?r) w 4 weB(z,r)

und aus der Stetigkeit von f folgt

o [P F)

?’U;’j w—z

- 1] =,

also ist F' differenzierbar in z und F’(z) = f(2). Da z € U beliebig war, folgt die Behaup-
tung. O

Satz 11.7 (Lemma von Goursat)
Sei U C C offen, sei f : U — C holomorph. Dann gilt

f(2)dz=0 (11.13)
oA

fiir jedes Dreieck A mit A C U.

Beweis: Sei A = conv {ay,as, a3} ein Dreieck mit A C U. Wir setzen Ay = A und zerle-
gen Aq in 4 kongruente Dreiecke D, ..., Dy, indem wir die drei Seitenmitten verbinden.
Es gilt dann

flz)dz =" f(2)dz, (11.14)

Ao e J oD,

wenn wir die Réander alle im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. Wir setzen A; =
Dy, wobei wir k so wéhlen, dass

f(z)dz

0Ag

<4 f(z)d=

0A1

(11.15)

gilt. Indem wir diese Konstruktion wiederholen, erhalten wir eine Folge (A, )neny von
Dreiecken mit

/ f(z)dz| <4 f(2)dz| . (11.16)
OAp_1 oA,
Aufgrund der Konstruktion gilt offensichtlich

diam (A,) = 27"diam (A), L(90A,) =2""L(0A). (11.17)

Da Ay D A; D ... und alle A,, kompakt sind, folgt aus der endlichen Durchschnittseigen-
schaft kompakter Mengen, dass es ein ¢ € U gibt mit

() An={c}. (11.18)

neN

Wir definieren nun g : U — C durch

f()=fl0) g
g(z):{—z_c fle), z#e,

0, z=rc.
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Da f holomorph ist, ist g stetig in U, und es gilt

f(z) = fle) + (z =) f'(c) + (z = c)g(2),

also fiir alle n € N

» (2)dz = " (c)alz—i—/aA (z—2¢o)f'(c) dz—l—/aA (z—c)g(z)dz. (11.19)

Die ersten beiden Integrale auf der rechten Seiten sind Null nach Lemma 11.5, da die
Integranden (als Funktionen von z) Stammfunktionen besitzen. Aus Lemma 11.3 folgt

(2) dz| < L(0A,) sup |z —cllg(2)] < (L(9A,))* sup |g(2)], (11.20)

2€0A, 2€0A,

0An

da in jedem Dreieck D gilt diam (D) < L(0D). Aus (11.16) und (11.17) folgt weiter

/ f(z)dz] < 4 f(z)dz| < AM(L(0A,))* sup |g(2)| = (L(OA))* sup |g(2)].
OA OA, 2€0A, z€0A,
(11.21)
Da g stetig ist und g(c) = 0, folgt
lm sup |g(=)] = 0.
=00 2e0A,
und damit aus (11.21)
f(2)dz=0.
0A
O

Satz 11.8 (Integralsatz von Cauchy)
Ser U C C offen und sternformig, sei f : U — C holomorph. Dann hat f eine Stamm-
funktion in U, und es gilt

/Cf(z) dz=0 (11.22)

fiir jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Kurve C' in U.

Beweis: Nach Satz 11.7 gilt (11.22) fiir alle Kurven C' der Form C' = 0A, A C U Dreieck.
Aus Satz 11.6 folgt, dass f in U eine Stammfunktion hat, und aus Lemma 11.5 folgt, dass
(11.22) fiir jede geschlossene Kurve gilt. O

Satz 11.9 (Integralformel von Cauchy fiir Kreise)

Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(c,7) CU mitc € U, r > 0. Dann gilt
fir alle z € B = B(c,r)

1 w
1) =5 [ I

21t Jop w — 2

dw . (11.23)
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Beweis: Sei z € B fest gewéhlt. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass
/ Lw)dw :/ de (11.24)
dB(c,r) W — 2 OB(ze) W — %

gilt fiir alle € > 0 mit B(z,e) C B(c,r) . Dies folgt aus Satz 11.8, angewendet auf die in
U\ {z} holomorphe Funktion f,

fluwy = I

und die Kurven €} und Cy, welche in den sternférmigen Mengen U; = B(e,r + ) \ Ly
beziehungsweise Uy = B(c,r 4 6) \ Lo liegen (siehe Bild). Es gilt ndmlich

/ flwydw= [ fw)dw+ | flw) dw+/ f(w) dw,
dB(c,r) C1

OB(z,e)

Cy

und nach Satz 11.8 sind die Kurvenintegrale {iber C'; und C5 gleich Null. Im zweiten
Schritt des Beweises zeigen wir, dass die rechte Seite in (11.24) gleich 27mif(z) ist. Aus
(11.24) folgt

/ fw) o / I g+ / fw) = f(2) o
8B(cr) W — 2 OB(ze) W — 2 OB(ze) W2

:27Tif(z)+/ Md

w (11.25)
0B(z,¢) w—=z

wegen Lemma 11.2. Die durch
=1 o, £
glw) = 9§, "*
f'(2), w=z,

definierte Funktion g : U — C ist stetig, also auf der kompakten Menge K(c,r) be-
schrénkt, sei etwa |g(w)| < M. Es folgt aus Lemma 11.3

/ g(w) dw‘ < 2meM .
OB(z,€)

Da wegen (11.25) das Integral faB(z 0 g(w) dw nicht von ¢ abhéngt, folgt

/ g(w)dw =0,
0B(z,¢)

und damit die Behauptung des Satzes. O

Wenden wir die Integralformel mit z = ¢ an, so erhalten wir unmittelbar den folgenden
Satz.

Satz 11.10 (Mittelwerteigenschaft)
Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(z,rv) C U mit z € U, r > 0. Dann
gelten

2
f(z) = % i f(z+ret)dt, (11.26)
sowie
£ max [ f(w)]. (11.27)
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Beweis: Aus (11.23) folgt

1 1 2 it ) 1 2w )

f(z)= —/ J(w) dw = — Mire” dt = — flz+ret)dt,
20 Jop(ayy W — 2 2m J, re't 2m Jo

und (11.27) folgt unmittelbar aus (11.26). O

Satz 11.11 (Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor)
Sei U C C offen, f:U — C holomorph, sei K(a,r) CU mita € U, r > 0. Dann gilt

Z) = v C Z—a,k C _L ﬂ w
)= alz-af, « /BBW) = g 4 (11.28)

 2mi
k=0
fir alle z € B(a,r), und dort konvergiert die Potenzreihe absolut.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall a = 0. Sei z € U mit |z| < r fest gewéhlt. Die
Integralformel von Cauchy besagt, dass

1 f(w)

=5 dw . 11.29
/() 270 Jyp)=r W — 2 v ( )
Es gilt fiir alle w mit |w| =r
w—z wl—2 w w/
w k=0

also
f(z) = % /w_r % 3 (%)k dw | (11.30)

Fir g : 0B(0,r) — C,

_ f(w) <Z>’“
gk(w) — w w )
gilt
gkl oo < —Hf”mqk, q= Ll <1,
T T

also sind die Partialsummen s, = ), _, gx nach dem Weierstraf-Kriterium gleichméBig
gegen eine stetige Funktion konvergent, und wir kénnen die Summe mit dem Integral
vertauschen, also

= A ) e S [ e

k=0 “ lwl=r

Der Fall eines allgemeinen a wird durch Translation auf den obigen Fall zuriickgefiihrt,
indem wir wieder f(z) = f(z — a) betrachten. O

Folgerung 11.12 Se: U C C offen, f : U — C holomorph. Dann ist f in jedem Punkt
z € U beliebig oft komplex differenzierbar.
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Beweis: Nach Satz 11.11 148t sich f in einer (hinreichend kleinen) Umgebung jedes Punk-
tes z € U in eine Potenzreihe entwickeln. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenz-
kreises beliebig oft differenzierbar, wie aus Satz 10.5 folgt. O

Folgerung 11.13 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei K(a,r) C U mit a € U,
r > 0. Dann gilt fir die Koeffizienten ¢y, der Potenzreihenentwicklung (11.28) von f um

a die Abschdtzung

x| < Mr§f>, M(@r) = max |f(2)]. (11.31)

|z—al|=r

Beweis: Nach Satz 11.11 gilt

/ ﬂdw < iQﬂ'?"M(T) = M(r) )
8B(a,r)

(w — a)k+T = or rht1 rk

1

o

|| =

Folgerung 11.14 (Satz von Liouville)
Sei f . C — C holomorph. Ist f auf C beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis: Sei a € C beliebig. Mit || f||, = sup,ec | f(2)| folgt aus Folgerung 11.13, dass fiir
die Potenzreihendarstellung
f(z) =)z —a)
k=0

gilt, dass
/1l
x| < Tk
fir alle £ und alle r > 0, also ist ¢ = 0 fiir alle £ > 1 und damit f(z) = ¢, konstant in
allen K (a,r) und damit in ganz C. O

Umgekehrt bedeutet der Satz von Liouville, dass jede nichtkonstante Funktion f : C — C,
welche auf ganz C holomorph ist, unbeschrankt sein muss.

Satz 11.15 (Satz von Morera)
Sei U C C offen, f:U — C stetig, es gelte

f(z)dz=0 (11.32)
GYN

fiir alle Dreiecke A mit A C U. Dann ist f holomorph in U.

Beweis: Sei z € U beliebig. Wihle r > 0 mit B(z,r) C U. Nach Satz 11.6 hat f eine
Stammfunktion F'in B(z,r). F ist holomorph und nach Folgerung 11.12 zweimal differen-
zierbar in B(z, ), also ist f = F’ differenzierbar in z. Da z beliebig war, ist f holomorph
inU. O

Zusammengenommen folgt aus dem Integralsatz von Cauchy und dem Satz von Morera,
dass in einer offenen sternférmigen Menge die Holomorphie von f &quivalent ist zum
Verschwinden aller Integrale iiber geschlossenen Kurven.
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Satz 11.16 Sei U C C offen, sei (fn)nen eine Folge von holomorphen Funktionen f, :
U — C, welche kompakt gegen eine Funktion f : U — C konvergiert, das heifit, f,|K —
fIK gleichmafSig fiir jede kompakte Teilmenge K C U. Dann ist f holomorph in U.

Beweis: Sei A ein beliebiges Dreieck mit A C U. Dann gilt f,|A — f|A gleichméBig, da
A kompakt ist, also ist f|A stetig. Da jedes z € U innerer Punkt eines solchen Dreiecks
ist, ist f auf ganz U stetig. Aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf eine offene
konvexe Umgebung von A, folgt

fa(2)dz =10
oA

fiir alle n € N. Aus der gleichméfligen Konvergenz f,, — f auf 0A folgt

f(z)dz = lim fu(2)dz=0.
oA

Also ist nach Satz 11.15 f holomorph in U. O

Die folgenden Ausfiihrungen iiber das Schwarzsche Spiegelungsprinzip wurden
in der Vorlesung nicht behandelt.

Wir betrachten nun folgende Situation. Sei U C C offen, es gelte
T(U)=U, (11.33)

wobei 7(z) = Z die komplexe Konjugation bezeichnet. Wir setzen

Up=UNn{z:2€C,Imz> 0}, (11.34)
U.=Un{z:2€C, Imz < 0}, (11.35)
Uy=UNR. (11.36)

Zu einer gegebenen Funktion f : U, U Uy — C betrachten wir die durch f|(U, UUp) = f
und }
f(z) =17, zeU, (11.37)

definierte Fortsetzung f : U — C von f.

Satz 11.17 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)
Seien U, f und f wie in (11.33)-(11.37) beschrieben. Sei f stetig auf U, UUy, holomorph
auf Uy, und es gelte f(Uy) C R. Dann ist f auf U holomorph.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass f in allen Punkten z € U stetig ist. Fiir z € Uy
und z € U_ folgt dies direkt aus der Definition. Sei nun z € Uy, sei (2, )nen Folge in U
mit z, — 2. Ist z, € Uy U Uy fiir alle n, so gilt f(z,) = f(z.) — f(2) = f(2) nach
Voraussetzung; ist z, € U_ fiir alle n, so gilt

f(zn) = f(z0) = F(2) = f(2),

da f(Us) C R. Verlauft die Folge (zn)nen sowohl in Uy als auch in U_, so zerlegen wir
sie in die beiden entsprechenden Teilfolgen. Nun zur Differenzierbarkeit von f. Auf U_
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ist f = 7o for reell differenzierbar. Sei z € U_. Ist f'(Z) = a + ib, so folgt aus der

Kettenregel
1 0 a —b 1 0 a b
Ti(2) = (0 —1) <b a) (0 —1) - (—b a) ’

also ist f nach Lemma 10.3 differenzierbar in z und damit (da z beliebig war) holomorph
in U_. Sei nun z € Uy, sei r > 0 so gewdhlt, dass B(z,r) C U. Sei A C B(z,r) ein
beliebiges Dreieck. Gilt A C U, oder A C U_, so folgt

» f(2)dz=0 (11.38)

aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf U, N B(z,r) beziehungsweise U_ N
B(z,r). Andernfalls gilt AN Uy # 0, und die reelle Achse teilt A in zwei Teile (oder eine
Seite oder Ecke von A liegt auf der reellen Achse). Es folgt

6]Af(z)dz: ; f(2)dz + ; f(2)dz, (11.39)

wobei Cy den Rand von ANU, bezeichnet. (Die Menge AN U, ist entweder ein Dreieck,
oder ein Viereck, oder sie ist leer.) Sei ¢ > 0 hinreichend klein, sei C (¢) der Rand von
AN{z:z€C,Imz > ¢e}. Dann ist Cy(¢) eine Kurve in U, , und wie oben folgt

/ f(z)dz=0. (11.40)
Ci(e)
Aus der Stetigkeit von f folgt (siehe Bild)

f(2)dz = lim f(z)dz=0. (11.41)

Ct =0 o (e

Analog beweist man [, f(2)dz = 0. Damit ist die rechte Seite in (11.39) gleich Null,
also gilt (11.38) fur alle Dreiecke in B(z,r). Aus Satz 11.15 folgt nun, dass f in B(z,r)
holomorph ist. O
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12 Zusammenhang

Definition 12.1 (Zusammenhang, Wegzusammenhang)

Sei (X, d) metrischer Raum. X heifit zusammenhingend, falls es aufer ) und X keine
Teilmenge von X ¢ibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. X heifst wegzusam-
menhdngend, falls es fir alle x,y € X eine stetige Funktion r : [0,1] — X gibt mit
r(0) =z, r(1) = y. Ein solches r heifit Weg von x nach y. O

Offensichtlich ist R™ wegzusammenhéngend fiir alle n € N, und damit auch C.

Lemma 12.2 Sei (X,d) metrischer Raum. Ist X wegzusammenhdingend, so ist X auch
zusammenhdngend.

Beweis: Sei X wegzusammenhédngend. Wir nehmen an, X ist nicht zusammenhéngend.
Sei U C X offen und abgeschlossen mit U # (), U # X. Seien z,y € X mit x € U, y ¢ U,
sei r: [0,1] — X ein Weg von x nach y. Wir definieren

J={t:tel0,1), r([0,t) CU}, T =supl.

Esist 0 € J, 1 ¢ J, und es gilt entweder J = [0,7] oder J = [0,T). Ist J = [0,T], so
ist 7(T) € U, T < 1, und es gibt ein 6 > 0 mit ([T, T + ¢)) C U (da r stetig und U
offen), also gilt sup J > T + §, ein Widerspruch. Ist J = [0,7), so ist r(T') ¢ U, T > 0,
und es gibt ein 6 > 0 mit r((7T"— 0,7]) € X \ U (da r stetig und X \ U offen), also gilt
sup J < T — §, ebenfalls ein Widerspruch. O

Fiir eine Teilmenge X von R (aufgefasst als metrischer Raum, mit der von |- | induzierten
Metrik) gilt (Ubung)

X zusammenhéngend & X wegzusammenhéngend & X Intervall
(12.1)

Satz 12.3 Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Riume, sei f : X — Y stetig und surjektiv.
Dann gilt:

X zusammenhdingend = Y zusammenhingend (12.2)

X wegzusammenhdngend = Y wegzusammenhdingend (12.3)

Beweis: Zu (12.2). Ist Y nicht zusammenhingend, so gibt es V CY mit V £ (), V #£Y,
V ist offen und abgeschlossen in Y. Dann ist auch U = f~}(V) offen und abgeschlossen
in X, und da f surjektiv ist, gilt U # () und U # X, also ist X nicht zusammenhingend.
Zu (12.3). Seien yy,y, € Y, dann wahlen wir xy, 29 € X mit f(z;) = y;. Ist 7: [0,1] - X
ein Weg von 7 nach x5, soist for:[0,1] — Y ein Weg von y; nach ys. O

Sei f : [a,b] — R stetig. Wenden wir Satz 12.3 an mit X = [a,b], Y = f([a,b]), so ergibt
sich wegen (12.1), dass f([a,b]) ebenfalls ein Intervall ist. Satz 12.3 verallgemeinert also
den Zwischenwertsatz aus Analysis 1.
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Lemma 12.4 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann wird durch
x o~y & es gibt einen Weg von x nach y (12.4)

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Die zugehirigen Aquivalenzklassen heifien Weg-
komponenten von X.

Beweis: Ist 7 : [0,1] — X ein Weg von x nach y, so definiert 7#(¢) = r(1 — t) einen Weg
von y nach z. Sind r, 7 : [0,1] — X Wege von = nach y beziehungsweise von y nach z, so
ist 7:[0,1] - X,

=
N~—
|
—
=
P
DO
~
N~—
o= O
IAIN

S

IA A
—_ N

ein Weg von x nach z. O

Ein metrischer Raum (X, d) ist also wegzusammenhéngend genau dann, wenn X nur eine
Wegkomponente besitzt (ndmlich X selbst).

Satz 12.5 Eine offene Teilmenge des R™ ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie
wegzusammenhdngend ist.

Beweis: Sei U C R” offen. Wegen Lemma 12.2 braucht nur die Implikation
U zusammenhéngend = U wegzusammenhéngend (12.5)

bewiesen zu werden. Zunéchst gilt, dass jede Wegkomponente W von U offen ist in R™.
(Ist z € W, so gibt es ein € > 0 mit B(z,e) C U, und da fiir y € B(x,¢) auch [z,y| C
B(z,¢) gilt, folgt B(x,e) C W.) Sei nun U nicht wegzusammenhéngend, sei W C U eine
Wegkomponente von U mit W # U. Da U\ W die Vereinigung aller von W verschiedenen
Wegkomponenten von U ist, ist U \ W offen in R". Die Mengen W und U \ W sind
auch offen in U, damit ist W abgeschlossen in U, und W # (), W # U. Also ist U nicht

zusammenhéangend. O

Definition 12.6 (Gebiet)
Sei U C R". U heifit Gebiet, falls U offen und zusammenhdngend ist.

Satz 12.7 Sei U C C Gebiet, sei f: U — C holomorph mit f' =0 in U. Dann ist [ in
U konstant.

Beweis: Sei a € U beliebig. Nach Satz 11.11 hat f in einer hinreichend kleinen Umgebung
B(a,¢) eine Potenzreihenentwicklung

fz) =) elz—a).
k=0
In B(a,e) gilt f*) = 0 fiir alle k > 1, also auch ¢, = f*(a)/k! = 0 fiir alle k > 1, also
f(z) = co = f(a) fiir alle z € B(a,e). Sei ¢ € U fest gewéhlt, sei

A={z:z€eU, f(z) = f(c)}.

Nach dem eben Bewiesenen ist A offen in U. Wegen A = f~1({f(c)}) ist A abgeschlossen
in U. Da U zusammenhingend ist und A # 0, ist A = U. O
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Satz 12.8 (Inverse Funktionen)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, ¢ € U. Ist f'(c) # 0, so gibt es ein € > 0, so
dass fir B = B(c,¢) gilt:

(i) f: B — f(B) ist bijektiv, f(B) ist offen in C,

(ii) f~': f(B) — B ist holomorph.

Beweis: Da [ nach Folgerung 11.12 beliebig oft differenzierbar ist, ist insbesondere f :
U — C stetig. Wegen f'(c) # 0 ist J;(c) € R®? invertierbar; ist f'(c) = a + ib, so ist

Ji(c) = (Z —ab) . Jio)t = %erz (_ab Z) . (12.6)

Aus dem Satz tiber inverse Funktionen (Satz 5.4) folgt die Existenz von € > 0, so dass (i)
gilt, f~1 in f(B) stetig reell differenzierbar ist und

Ji-1(f(2)) = Jp(2)"", fiir alle 2z € B.

Da (12.6) auch gilt, wenn wir ¢ durch z € B(c, €) ersetzen (und entsprechend f'(z) = a+ib
zerlegen), ist f~!in f(z) (komplex) differenzierbar fiir alle z € B nach Lemma 10.3, also
folgt (ii). O

Definition 12.9 (Biholomorphe Funktion)
Seien U,V C C offen. Eine auf U holomorphe Funktion f : U — V heifit btholomorph,
wenn f bijektiv und f~1 auf V holomorph ist. O

Satz 12.8 besagt also, dass holomorphe Funktionen f lokal biholomorph sind in Punkten
c mit f'(c) # 0. Das einfachste Beispiel einer nicht biholomorphen, nicht konstanten

Funktion ist
fz)=2", m>2. (12.7)

Fir
mit w # 0 gilt
flz)=z2"=w (12.8)

genau dann, wenn
m o my iy
pr=r, M =e%,

und letzteres gilt genau dann, wenn
my —p=2kr, keZ.
Es gibt also genau m verschiedene Zahlen

k
2 = /T exp (i£+2m'—) , k=0,....,m—1, (12.9)
m m

welche (12.8) erfiillen. Fiir w = 1 ergeben sich die sogenannten m-ten Einheitswurzeln

k
2 = exp (27m'—) , k=0,....m—1. (12.10)
m
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Definition 12.10 (Ordnung einer Nullstelle)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph, a € U mit f(a) = 0. Die Zahl

m =min{k: f®(a) # 0} (12.11)

heifst die Ordnung der Nullstelle a. (Sind alle Ableitungen in a gleich Null, so sprechen
wir von einer Nullstelle unendlicher Ordnung.) O

Die Funktion f(z) = 2™ hat offensichtlich in 0 eine Nullstelle der Ordnung m.

Satz 12.11 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m € N. Dann gibt es eine Umgebung B(a,e) C U von a und eine holomorphe
Funktion h : B(a,e) — C mit h(a) =0, h'(a) # 0 und

f(z)=h(z)", ze€ B(a,e), (12.12)

und

f(z) #0, fir alle z € B(a,¢),z # a. (12.13)

Beweis: f 14t sich in einer hinreichend kleinen Umgebung V' von a in eine Potenzreihe
entwickeln, also (da f®)(a) = 0 fiir k < m)

f(z)=(z—a)"g(z), g(2)=cn+ Z ez —a)m, (12.14)

k=m+1

und
gla) =c, #0 (12.15)

nach Voraussetzung. Da auch die Potenzreihe fiir g in V' konvergiert, ist g in V' holomorph.
Sei ¢ € C mit

p(c) = g(a), wobeip(z)=2".

(Es gibt m verschiedene Zahlen ¢ mit dieser Eigenschaft.) Dann ist ¢ # 0, p/(c) = mc™ ! #
0, also gibt es nach Satz 12.8 ein § > 0, so dass p auf B(c, ) biholomorph ist. Wéhle nun
€ > 0 mit

Bla,e) CV, 0¢g(B(a,e)) Cp(B(c,9)),

und definiere (mit p~* := (p|B(c,§))™1)
h(z) = (z —a)p '(g(2)), =€ Bla,¢). (12.16)
Dann ist A holomorph auf B(a,¢), und
h(z)" = (z = a)"(p™ " (9(2))" = (2 — a)"g(2) = f(2).
Aus (12.16) folgt h(a) = 0 und 2/'(a) = p~'(g(a)) = c # 0. O

Die Aussage (12.13) bedeutet: Jede Nullstelle a endlicher Ordnung einer holomorphen
Funktion ist isoliert, das heift, in einer hinreichend kleinen Umgebung von a liegen keine
weiteren Nullstellen von f.
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Satz 12.12 (Identitétssatz)
Sei U C C Gebret, seien f,g: U — C holomorph. Dann sind dquivalent:

(i) Es gilt f =g aufU.
(i) Die Menge {f = g} hat einen Hdiufungspunkt in U.

(iii) Es gibt ein a € U mit f®)(a) = g (a) fiir alle k € NU{0}.

Beweis: “(i)=-(ii)” ist klar.

“(ii)=-(ii1)”: Sei a € U Haufungspunkt von {f = ¢g}. Da {f = g} abgeschlossen ist in U,
ist a € {f = ¢}. Die Funktion w = f — ¢ ist holomorph in U, und w(a) = 0. Da nach
Voraussetzung in jeder Umgebung von a eine weitere Nullstelle von w liegt, kann a nach
Satz 12.11 keine endliche Ordnung haben, also

0=w"(a) = fP(a) - 9*(a)

fiir alle & € N.
“(iii)=-(i)”: Wir definieren

A={z: zeU, fP()=g¢g¥(2) fir alle k e NU{0}} = ﬁ{f(k) =g®}. (1217

k=0

Dann ist A abgeschlossen in U als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, und nichtleer
nach Voraussetzung. A ist aulerdem offen in U: Sei a € A, w = f — g, dann gilt

g
—~
I\
~—
I
(]
g
=
—
S
~—
—~
I\
|
S
~—
a
I
@]

k=0

in einer hinreichend kleinen Umgebung V von a, also auch w®)(z) = 0 fiir alle z € V und
alle £ € N. Da U zusammenhéngend ist, folgt A = U und damit f = ¢ in U. O

Eine holomorphe Funktion f ist also bereits dann eindeutig bestimmt, wenn wir ihre
Werte f(z,) kennen fiir irgendeine konvergente Folge (2,)nen, die aus unendlich vielen
verschiedenen Folgengliedern besteht.

Folgerung 12.13 Sei I Intervall in R, sei U Gebiet in C mit I C U. Dann gibt es zu
jeder Funktion f : I — R hdéchstens eine holomorphe Fortsetzung f : U — C. O

Folgerung 12.14 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle
unendlicher Ordnung von f. Dann ist f =0 in U.

Beweis: Wir setzen g = 0 in Satz 12.12. O

Satz 12.15 Sei U C C offen, f: U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m. Dann gibt es ein 6 > 0 und eine offene Umgebung V von a mit V C U, so
dass gilt:

f(V) = B(0> 5) ) (12.18)
jedes w € B(0,6) mit w # 0 hat genau m Urbilder unter f in V', und a ist die einzige
Nullstelle von f in V.
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Beweis: Wir setzen
p(z) =2".
Im Spezialfall a = 0, f = p, gelten die Aussagen des Satzes fiir alle § > 0 mit

V = B(0, ¥/5).

Zum Beweis des allgemeinen Falls betrachten wir eine Funktion h : B(a,e) — C mit
den Eigenschaften aus Satz 12.11, wobei wir € > 0 so klein wéhlen, dass h auf B(a,¢)
biholomorph und h(B(a,¢)) offen ist. (Das ist moglich nach Satz 12.8, da h'(a) # 0.) Wir
wéhlen 0 > 0 so, dass
B(0, ¥/5) C h(B(a,e)),
und setzen
V =hY(B(0, ¥6)).

Wegen f(z) = h(z)™ist f = poh auf V, und da h auf V' bijektiv ist, folgen alle Aussagen
fiir f aus den entsprechenden Aussagen fiir p. O

Definition 12.16 (Offene Abbildung)
Seien (X, dy), (Y,ds) metrische Riaume. Fine Abbildung f: X — Y heif§t offen, falls fir
alle W C X gilt

W offen = f(W) offen. (12.19)

|

Satz 12.17 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f
offen, und f(U) ist ebenfalls ein Gebiet.

Beweis: Sei W offen in U, sei ¢ € f(W) beliebig, ¢ = f(a), a € W. Wir betrachten
g:U —C,

9(z) = f(z) —c.
Dann ist a eine Nullstelle endlicher Ordnung von g. (Andernfalls wire g = 0 und damit f
konstant nach Folgerung 12.14.) Wir wenden Satz 12.15 an auf g|W : W — C. Also gibt

es ein 0 > 0 mit
B(0,0) C g(W),

also

cec+ B(0,0) Cc+g(W)=f(W),
also ¢ € int (f(W)). Da ¢ beliebig war, ist f(IV) offen. Aus Satz 12.3 folgt, dass f(U)
zusammenhéngend ist, also ist f(U) Gebiet. O

Satz 12.18 (Maximumprinzip)
Sei U C C Gebiet, f: U — C holomorph, es gebe ein a € U mit

[F(a)] = max|£(2)]. (12.20)

zeU

Dann ist f konstant.
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Beweis: Ist f nicht konstant, so ist f(U) offen nach Satz 12.17, also gibt es zu jedem
a € U ein § > 0 mit

fla) € B(f(a),9) C f(U),
also kann (12.20) nicht gelten. O

Folgerung 12.19 Sei U C C beschrinktes Gebiet, sei f : U — C stetig in U und
holomorph in U. Dann gilt

Sup |f(2)] = max|[f(z)|. (12.21)

Beweis: Auf der kompakten Menge U hat |f| ein Maximum, welches wegen Satz 12.18
nur dann in U liegen kann, wenn f konstant ist. O
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13 Isolierte Singularititen, Laurentreihen

Notation 13.1 (Punktierte Kreisscheibe)
Seia € C, r > 0. Die Menge
BY(a,r) = Bla,)\ {a} (13.1)

heifst die punktierte Kreisscheibe um a mit Radius r. O

Definition 13.2 (Isolierte Singularitét)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph. Ist a € C mit a ¢ U, aber B%(a,r) C U fiir ein
r > 0, so heifit a eine isolierte Singularitit von f. O

Ein solches a ist ein isolierter Punkt des Komplements C \ U. Wir interessieren uns fiir
das Verhalten einer holomorphen Funktion in der Né&he eines solchen Punktes, welcher
ein Loch im Definitionsgebiet von f reprisentiert. Zunéchst ist klar, dass in der Situation
von Definition 13.2 die Menge U U {a} ebenfalls offen ist.

Satz 13.3 (Fortsetzungssatz von Riemann, hebbare Singularitéit)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist holomorph auf UU{a} fortsetzbar (das heifst, es gibt eine holomorphe Funktion
f:UU{a} — C mit flU = f).

(11) f ist stetig auf U U {a} fortsetzbar.
(iii) Es gibt ein v > 0, so daf f auf B%(a,r) beschrinkt ist.
(iv) Es gilt
lim(z —a)f(z) =0. (13.2)

z—a

z#a
In diesem Fall heifit a eine hebbare Singularitit von f.

Beweis: Die Implikationen “(i)=-(ii)=-(iii)=-(iv)” sind offensichtlich. Wir zeigen die Im-
plikation “(iv)=-(i)”. Seien g,h : U U {a} — C definiert durch

m@_{y—wﬂ@,zfm

) z = CL,
h(z) = (z = a)g(2).

Wegen (13.2) ist g stetig in a. Wegen

h(z) = h(a) + (z — a)g(2)

ist h differenzierbar in a, also holomorph in U U {a}. Also hat h in einer hinreichend
kleinen Umgebung B(a,d) von a eine Potenzreihenentwicklung der Form (da h(a) = 0,

h'(a) = g(a) = 0)

oo o0
g ckz—a z—a2§ ck+2z—a
k=2 k=0
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Da aufierdem gilt h(z) = (2 — a)%f(2) fiir 2z # a, folgt fiir alle z € B%(a, ¢)

oo
z) = ch+2(z —a)*,
k=0

also ist die durch f|U = f und f(a) = ¢, definierte Funktion die gesuchte holomorphe
Fortsetzung von f auf U U {a}. O

Definition 13.4 (Pol, wesentliche Singularitét)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f, welche
nicht hebbar ist. a heifit ein Pol von f, falls es ein m € N gibt, so dass a eine hebbare
Singularitdt der durch

9(z) = (z = a)" f(2)
definierten holomorphen Funktion ist. Die kleinste Zahl m mit dieser Eigenschaft heifst die

Ordnung des Pols a von f. Ist a kein Pol von f, so heift a eine wesentliche Singularitdt
von f. O

Die Funktion 1

f(Z):m

hat in a einen Pol der Ordnung m. Die Funktion

ro=eo(3) =25

hat in 0 eine wesentliche Singularitdt nach Satz 13.3, da 2™ f(z) fir alle m € N in jeder
Umgebung von 0 unbeschriankt ist.

Lemma 13.5 Set U C C offen, f: U — C holomorph, sei a € C, sei der Kreisring
A={z:2eC,r<|z—a| <R}, 0<r<R, (13.3)

eine Teilmenge von U. Dann gilt

AC I ) 4, 13.4
[ B 159

Beweis: Wir definieren fiir s € [r, R]

0=

T fla+ se)
0 a+set—a

dz, ~vs={z:]z—al=s}.

Dann gilt

27
J(s) = ise dt = / if(a+ se)dt,
0

also
27

J'(s) = f(a+ se™)ie™ dt = %/S f(z)dz=0,

0

da 7, geschlossen ist und f’ in U eine Stammfunktion (ndmlich f) besitzt. Also ist J
konstant in [r, R] und damit J(r) = J(R). O
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Folgerung 13.6 (Satz von Cauchy fiir Kreisringe)
Unter den Voraussetzungen von Lemma 13.5 gilt auflerdem

z)dz = z)dz. 13.5
/za=r f( ) /|za|=Rf( ) ( )

Beweis: Wir wenden Lemma 13.5 an auf die durch

9(z) = (z—a)f(2)
definierte holomorphe Funktion g : U — C. O

Ist a eine isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion f : U — C, so hat f eine
Potenzreihenentwicklung in der Néhe von a,

f(z) = Z cr(z —a)”

genau dann, wenn a hebbar ist (das heifit, gar keine “echte” Singularitét ist). Ist a eine
nicht hebbare Singularitit, so 148t sich, wie wir gleich sehen werden, f in der Ndhe von a
darstellen durch eine Reihe der Form

f(z) = ch(z —a) + Z cr(z —a). (13.6)

Eine solche Reihe heifit Laurentreihe.

Satz 13.7 (Laurentreihe, Entwicklungssatz)
Ser U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,8) C U. Dann gilt fiir alle z € B%a,d)

f2) =) alz—a)+ i ce(z —a)*, (13.7)
k=0 k=-1
wobei . F(w)
w

= 5 o G e

und r € (0,0) beliebig ist.

Beweis: Wir bemerken zunéchst, dass wegen Satz 13.6 die rechte Seite in (13.8) nicht von
der Wahl von r abhéingt. Sei nun z € B%(a, §) fest gegeben. Wir definieren g : B%(a,d) — C

durch )t
w)— 4 , w é Z7
= w—z 13.9
g(w) {f’(z) , w=z. ( )

Die Funktion gV, wobei V = B%(a, ) \ {2}, hat eine isolierte Singularitit in 2. Aus Satz
13.3 folgt, dass g in B%(a,d) holomorph ist. Wir wihlen r, R mit

O<r<l|z—a|<R<§.
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Fiir die Kreise v, = 0B(a,r) und vz = 0B(a, R) gilt nach Satz 13.6

/% g(w) dw = /WR g(w)dw , (13.10)

/zfj(iu)zdw_f(z)/wl_zdwz/ i(iu)zdw—f(Z)/ wl_zdw' (13.11)

Aus Satz 11.8 folgt

also

1
/ dw =0, (13.12)
Ir

w—z

da der Integrand holomorph ist in B(a, |z — a|). Aus der Integralformel von Cauchy 11.9,

angewendet fiir f = 1, folgt
1 1

271 vy W — 2

dw=1. (13.13)

Aus (13.11) - (13.13) folgt

_ 1 (w) 1 f(w)
)_%/VRW—Zdw_% w—zdw' (13.14)

Yr

Von hier ab verlauft der Beweis analog zum Beweis des Entwicklungssatzes von Cauchy-
Taylor (Satz 11.11). Auf vg gilt wegen |z —a| < R = |w — a| und

0 k
1 1 1 1 Z—a
w—z_w—a.l—ﬁ_w—az(w—a) ’

w—a k=0

dass

1 f OOL f(w) w- (% —a)k
;2 / —a)kﬂd (z—a)k. (13.15)

27

Auf ~, gilt wegen |z — a] >r=|w—al

1 1 1 1 & (w—a)"
r—w z—a 1-—%o z—az<z—a> ’
z—a k=0
dass
1 1
- w)dw - ————
2mi " Z 2m/ a)* v (z —a)ktt
_ f(w) k
k=—1 r
Setzen wir (13.15) und (13.16) in (13.14) ein, so ergibt sich die Behauptung. O
In der Zerlegung (13.7) heifit
Z cr(z —a)f
k=—1
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der Hauptteil, und
Z cr(z — a)”
k=0

der Nebenteil der Laurentreihe (13.7).

Satz 13.8 (Eindeutigkeit der Laurententwicklung)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,8) C U. Sind g : B(a,6) — C und h : C\ {a} — C holomorphe Funktionen mit
f=g+h undlim, . h(z) =0, so gilt

9(2) =Y alz—a), (13.17)

k=0
sowte .
h(z) = Z cr(z —a)", (13.18)
k=—1
mit den Koeffizienten ¢ aus (15.8).
Beweis: Ubung. O

Aus Satz 13.8 folgt insbesondere, dass die Koeffizienten ¢ in der Formel (13.7) eindeutig
bestimmt sind. Die Laurentreihe (13.7), (13.8) heiBt daher die Laurentreihe von f in
a.

Notation 13.9 (Grenzwert “z — c0”)
Fiir f: C — C, ¢ € C definieren wir

lim f(z) =c¢ (13.19)

Z— 00

durch: Fir alle € > 0 existiert ein B > 0 mit
2| >R = |f(z)—¢|<e.

O

Folgerung 13.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 13.7 gilt fiir die Laurentreihe von
fin a:

(1) Die Singularitit a ist hebbar genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null ist, also
cr = 0 fiir alle k < 0.

(i1) Die Singularitit a ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn ¢, = 0 fir alle
k< —m undc_,, # 0.

(111) Die Singularitit a ist wesentlich genau dann, wenn es unendlich viele k < 0 gibt
mit ¢ # 0.
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Beweis: Hat g(z) = (z — a)" f(z) eine hebbare Singularitét fiir ein m € NU {0}, so ist g
holomorph fortsetzbar auf B(a,d) und nach dem Eindeutigkeitssatz der Hauptteil von g
gleich Null. O

Wir untersuchen die Frage der gleichméfligen Konvergenz der Laurententwicklung. Wir
betrachten eine Laurentreihe der Form

—0o0

Z cr(z —a)* (13.20)

k=-1

mit a € C, ¢;, € C fiir alle k£ < 0.

Lemma 13.11 Die Laurentreihe (15.20) sei konvergent in B°(a,d) fiir ein 6 > 0. Dann
wird durch

—00

f(z) = Z cr(z —a)” (13.21)

k=-1

eine auf C\ {a} holomorphe Funktion definiert. Fir jedes r > 0 konvergieren die Parti-
alsummen

—n

sn(z) = Z cx(z — a)” (13.22)

k=—1

gleichmafig gegen f auf {z: |z —a| > r}.

Beweis: Es ist

1 1
lz—al<d < > —
|z—a|l = ¢
also konvergiert die Potenzreihe
> el (13.23)
k=1

in {¢: [¢| > §} und damit in ganz C. Die Konvergenz der Partialsummen fiir (13.23) ist
gleichméfig auf allen kompakten Kreisscheiben

1
: < —
(¢ e =3,
wie wir bereits aus der Analysis 2 wissen. Hieraus folgen alle Behauptungen. O

Satz 13.12 (Laurententwicklung, gleichméiflige Konvergenz)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,8) C U. Dann konvergieren die Partialsummen

Sn(z) = ch(z —a)* + i cr(z —a)F (13.24)

k=-1

der Laurentreihe von f in a gleichmdfig gegen f auf jedem Kreisring {z : r < |z—a| < R}
mit 0 <r < R <.

Beweis: Folgt fiir den Hauptteil aus Lemma 13.11 und fiir den Nebenteil aus dem be-
kannten Resultat fiir Potenzreihen. O
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14 Der Residuensatz

Definition 14.1 (Windungszahl)
Sei 7 : la,b] — C eine geschlossene, stickweise stetig differenzierbare Kurve, sei z € C,
z & v([a,b]). Wir definieren die Windungszahl von v um z durch

271 w—z

v(y,z2) = L/ ! dw . (14.1)

O

Fir v = 0B(z,r) gilt
v(v,z)=1. (14.2)
Sind 71, 72 zwei geschlossene Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt, und bezeichnet

v die Verkettung von v; und v, (das heifit, wir durchlaufen nacheinander v; und 3), so
gilt

Uy, 2) = —— (/7 L qw+ de) = v(1,2) + (72, 2) - (14.3)

21 w—z yp W — 2

Satz 14.2 Sei vy : [a,b] — C eine geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Kurve,

sei U = C\ v([a,b]). Dann gilt:

(1) v(v,2) € Z fir alle z € U.
(i1) Auf den Wegkomponenten von U ist v konstant.

(iii) Es gilt v(7y,z) =0 fir alle z € U mit |z] > |||

Beweis: (i): Sei z € U. Wir definieren f : [a,b] — C und F': [a,b] — C durch

1= [ 52 dse F O =00 - Dexn(-f0),

Dann ist F' stetig und stiickweise stetig differenzierbar, und
F'(t) =~/ (t) exp(=f(1)) = (4(t) = 2) o5 = exp(=f(t)) = 0

in allen Punkten t € (a,b), in denen 7 differenzierbar ist. Also ist F* konstant auf [a, b].
Es folgt (da F' # 0)

L= = 0= g -g @) e (- [T ) —ew (< [ )

also gibt es k € Z mit
1
_/Vw—z

81

dw = 2mik .




Damit ist (i) bewiesen.
(ii): U ist offen, da 7([a, b]) kompakt ist. Die durch

v(z) =v(y,2) = ! /ﬂids

T omi (s) —z

definierte Funktion 7 : U — R ist stetig. Ist W eine Wegkomponente von U, so ist o(W)
wegzusammenhéngend nach Satz 12.3. Da o(W) C Z nach (i), ist #(W) einelementig.
(iil): Fir |z] > [l7]lc gilt [y(t) — 2| = [2] = [v(@)] = 2] = 7]l also

1 1 1 1
v(v,2)| < —L(y) sup ———— < —L(V)—F———— -
A S g0 e e A = 2RI

Wegen (i) folgt v(7, z) = 0 falls |z| hinreichend grof ist, und da
{z:2€C [z > 1]}
eine wegzusammenhéngende Teilmenge von U ist, folgt (iii) aus (ii). O

Sei nun f : B%(z,0) — C eine holomorphe Funktion mit der Laurententwicklung

Flw) =Y cx(w—2)"+ i cr(w — 2)F. (14.5)

Satz 14.3 Sei z € C, § > 0, sei v : [a,b] — B%2,0) eine geschlossene, stiickweise
stetig differenzierbare Kurve mit z ¢ ~y([a,b]). Dann gilt fir jede holomorphe Funktion
f:B%2,8) — C der Form (14.5)

/f(w) dw = 2mic_qv(7, z). (14.6)

Beweis: Fiir k£ # —1 hat p(w) = (w — 2)* eine Stammfunktion in C \ {z}, ndmlich

q(w) = m(w — 2",
also gilt
/(w—z)kdw:O, k+#—1. (14.7)
Nach Definition der Windungs;ahl gilt
/ ! dw = 2miv(y, z) . (14.8)
LW — 2

Da 7([a,b]) in einem kompakten Kreisring um z enthalten ist, folgt aus Satz 13.12

Lf(w) dw = i ckl(w —2) " dw = ¢_,27iv(y, 2) .

k=—o0
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Definition 14.4 (Residuum)
Seize€C, 6 >0, sei f: B2,0) — C holomorph. Wir definieren das Residuum von f in
z durch

Res (f,z) =c_1, (14.9)

wobei c_y der erste Koeffizient des Hauptteils der Laurentreihe von f in z ist.

Lemma 14.5 Seiz € C, § > 0, sei f: B(z,6) — C holomorph.

(i) Fiir alle r € (0,6) gilt

Res(f,z) = L/aB( )f(w) dw (14.10)

- 2mi

(ii) Ist auferdem g : B°(z,8) — C holomorph, so gilt
Res (A f + pg, z) = ARes (f, z) + uRes (g, 2) (14.11)
fiir alle A\, u € C.
(111) Ist z eine hebbare Singularitit von f, so gilt

Res(f,z)=0. (14.12)

Beweis: (i): Folgt unmittelbar aus Satz 14.3 und (14.2).
(ii): Folgt direkt aus (i).
(iii): Folgt mit (i) aus dem Integralsatz von Cauchy. O

Satz 14.6 (Residuensatz)
Sei U C C offen und sternformig, sei v : [a,b] — U eine geschlossene, stickweise stetig

differenzierbare Kurve. Sei S eine endliche Teilmenge von U mit S N ~([a,b]) = 0, sei
f:U\ S — C holomorph. Dann gilt

/f(w) dw = 2mi Z Res (f, z)v(y, 2) . (14.13)

z€S

Beweis: Sei fiir jedes z € S

fo(w) = Res(fr2) i cr(w — 2)* (14.14)

w—z
k=-2

der Hauptteil der Laurentreihe von f in z. Nach Lemma 13.11 wird hierdurch eine holo-

morphe Funktion f, : C\ {z} — C definiert. Wir definieren g : U \ S — C durch

g(w) = f(w) = 3 f(w). (14.15)

z€S
Fiir jedes z € S ist der Hauptteil der Laurentreihe von g in z gleich Null, da f, nach
Konstruktion in z denselben Hauptteil wie f hat und f. fiir ¢ # z holomorph ist in einer
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Umgebung von z. Also sind alle z € S hebbare Singularitdten von g, und wir kénnen g
zu einer holomorphen Funktion g : U — C fortsetzen (Satz 13.3). Aus dem Integralsatz
von Cauchy folgt (U ist sternférmig)

/g(w) dw = /g(w) dw =0, (14.16)
v y
also nach Satz 14.3
/f(w) dw = Z fa(w) dw = Z 2miRes (f., 2)v(v, 2) . (14.17)
v ze8 v z€S
Da Res (f.,z) = Res(f, z) nach Konstruktion von f,, folgt die Behauptung. O

Lemma 14.7 Sei f : B%a,d) — C holomorph, sei a ein einfacher Pol ( = Pol erster
Ordnung) von f. Dann gilt

Res (f,a) =lim(z —a)f(2). (14.18)

zZ—a

Beweis: Es ist c
f(z) = —=+p(z), p holomorph.
z—a

O

Lemma 14.8 Seien g, h : B(a,d) — C holomorph, es gelte g(a) # 0, h(a) =0, h'(a) # 0.
Dann hat die durch

_9(2)
fz) = ) (14.19)

definierte Funktion einen einfachen Pol in a, und es gilt

Res (f,a) = }“Z/((Z)) . (14.20)

Beweis: Es gilt

also

| g2 gla)
fm(z —a)f(z) =lm 35 = )

zZ—a

Also ist a hebbare Singularitit von z — (z — a) f(2) und damit einfacher Pol von f. Die

Behauptung folgt aus Lemma 14.7. O
Beispiele: Wir betrachten
1
= : 14.21
h(z) = 1+ 2% hat einfache Nullstellen in z = i, es folgt
1
Res (f,+i) = i?. (14.22)
i
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Wir betrachten
52

=—. 14.23
f) = 1o (142
h(z) = 1+ 2* hat vier einfache Nullstellen, nimlich
a = exp (WZZ) Jia, —a, —ia . (14.24)
Es ist
P11 ' 1 3i
Res (f,a) = % =1 = 1P (—%) ;. Res(fiia) = Jexp (—%) . (14.25)

und analog fiir die anderen beiden Pole.

Wir wollen den Residuensatz verwenden, um uneigentliche Integrale der Form

/_OO f(z)dx (14.26)

Satz 14.9 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR =, sei f : C\ S — C
holomorph, es gelte f;o |f(z)] dx < oo sowie

zu berechnen.

lim zf(z) =0. (14.27)

Z—00

Dann gilt

/ f(z)dz =2mi Y Res(f (14.28)

a€sS
Im a>0

Beweis: Wir betrachten die durch [—r, 7] und den Halbkreis
Y 0,7 = C, ()= Teit7

definierte Kurve I, undﬂ wéhlen r so grof3, dass alle ¢ € S mit Ima > 0 im Innern von T,
liegen. Fiir a € S gilt (Ubung)

(T, a) 1, Ima>0,
vily,a) =
0, Ima<0.

Aus dem Residuensatz folgt

/f d:c+/f dz—/f )dz =2mi Y Res(f,a).

acsS
Im a>0

Es gilt weiter

z)dz

/ | f(re’ ||me’t|dt<7rsup |zf(2)] = 0, fallsr— oo

nach Voraussetzung (14.27). Hieraus folgt die Behauptung,. O
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Folgerung 14.10 Seien p,q Polynome in C mit deg(q) > deg(p)+2, q habe keine reellen

Nullstellen, sei

Dann gilt

/00 f(z)dr = 2mi Z Res (f,a).

a€S
Im a>0

Beweis: f erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 14.9.

Beispiele: Fiir

gilt S = {i,—i} und

< 1 1
/Oo T 22 dszMRes(f,z’)zZMQ—i:m

Fur

gilt S = {a,ia,—a,—ia} (siehe (14.24)) und

1+ a4

[e§)
™

1 .
= 27TZZ<—\/§Z) NG

/OO v’ dx = 2mi(Res (f,a) + Res (f,ia)) = 27?2% (exp (—%) + exp (

1))

(14.29)

(14.30)

Der Residuensatz eignet sich auch zur Berechnung der Fouriertransformation gewisser

Funktionen.

Satz 14.11 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR =0, seig: C\ S — C

holomorph, es gelte
lim ¢g(z) =0.

Z— 00

Dann gilt fiir f(z) = g(2)e'*, E € R, £ # 0,

/Oog(:zc)emédzvz/Oo f(x)dr = 2mi Z Res(f,a), &>0,

—00 a€sS
Im a>0

—0o0 a€sS

Im a<0

Hierbei ist das uneigentliche Integral definiert als

oo 0 s
/_ f(z)dr = lim flx)dz+ lim [ f(z)dx.

r—00 5—00
—r 0

(Es wird weder behauptet noch vorausgesetzt, dass [ |f(z)|dx < c0.)
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/Oog(x)emgdx:/oo f(z)dx = —2mi Z Res(f,a), &£<0.

(14.31)

(14.32)

(14.33)

(14.34)



Beweis: Sei zunédchst £ > 0. Fiir 7, s > 0 betrachten wir das Quadrat @), ; C C mit den
Ecken (—r,0), (s,0), (s,r +s) und (—r,r + s) und den Seiten 7, ...,7vs (beginnend mit
(—r,0), in der beschriebenen Reihenfolge). Seien r, s so grof}; dass alle @ € S mit Ima > 0
in @, s liegen. Dann folgt aus dem Residuensatz

s 3
o f(z)dz:/_f(x)dx—i—z Af(z)dz:Qm'ZRes(f,a)::c, £>0.

a€s
Im a>0
(14.35)
Fiir z € C gilt
6iz§ — eiﬁRe ze—ﬁlm z ’ ‘ezzﬁ‘ — e—ﬁlm z
Es gilt
s
/ g(2)e* dz| = ‘— / gt +i(r+ s))ee 9 4y
Y2 —-r
< (r+s)e” 9 sup |g(t+i(r +s))], (14.36)

te[—r,s]

Weiter gilt

) r4+s ) 1
/ g(2)e*t dz| = / g(s +it)e" e i dt‘ < —(1—e %) sup  |g(s +it))|
g 0 f te[0,r+s]
1
<1 s Jels+in), (14.37)
5 te[0,r+s]
Ebenso beweist man
; 1
/ g(z)e* dz| < = sup |g(—r +it)]. (14.38)
3 f te[0,r+s]
Sei e > 0. Wegen (14.36) — (14.38) gibt es ein M > 0, so dass
3
Z / g(2)e* dz| < e, fiiraller,s > M,
j=1 |/
also )
‘/ flz)dx —c| <e, firaller,s> M. (14.39)
also

< 2¢,

‘/_if(x)dw—/_if(x)dw

fiir alle r, s, p, 0 > M, und damit auch

/Osf(x)dx—/oaf(x)d:v

fiir alle r, s, p, 0 > M. Hieraus folgt die Behauptung fiir £ > 0. Der Fall £ < 0 wird analog
bewiesen; in diesem Fall hat das Quadrat @, s die Ecken (—r,0), (s,0), (s, —(r +s)) und
(—=r,—(r+9)). O

< 2¢,

< 2e, '/jf(x)dx—/_if(x)dm
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Definition 14.12 (Meromorphe Funktion)
Sei U C C offen. Fine Funktion f heifst meromorph auf U, falls es eine Menge P C U
gibt, so dass f : U\ P — C holomorph ist und jedes a € P ein Pol von f ist. O

Die meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U bilden einen Korper beziiglich der
Addition und Multiplikation, da eine von Null verschiedene meromorphe Funktion wegen
des Identitatssatzes nur isolierte Nullstellen hat und alle diese Nullstellen eine endliche
Ordnung haben.

Sei f auf einem Gebiet U meromorph und nicht identisch 0. Dann ist auch die durch

f'(z)
f(2)
definierte Funktion meromorph auf U, da f’ und f meromorph sind. Die Funktion g heifit

die logarithmische Ableitung von f, da sie die Ableitung der Funktion z +— In f(z2)
ist.

9(z) =

Satz 14.13 Sei U C C offen und sternformig, sei f eine auf U meromorphe, von Null
verschiedene Funktion, sei P die Menge der Pole und N die Menge der Nullstellen von
fin U. Sei v eine geschlossene Kurve in U, so dass keine Nullstelle von f und kein Pol
von [ auf ~y liegt. Es gelte auflerdem v(vy,a) =1 fir alle a € PUN. Dann gilt

Lre .,
ami ), o) % 7 2 (e = 2 ord o) (14.40)

wobei ord (a) die Ordnung der Nullstelle beziehungsweise des Pols a bezeichnet.

Beweis: Zuniichst gilt, dass N U P endlich ist (nach Satz 14.2(iii) liegt N U P in einer
beschrankten Menge, und N U P hat keine Haufungspunkte), und dass f’/f holomorph
ist in U\ (NUP). Sei a € NUP. Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : B(a,d) — C,
0 > 0 hinreichend klein, mit

f(z) =(2—a)"g(z), gla)#0,

und g(z) # 0 fur alle z € B(a,d). Ist @ € N, so ist hierbei m die Ordnung von a; ist
a € P, so ist —m die Ordnung von a. Aus

f'(z) =m(z —a)"'g(2) + (2 — )" (2)

folgt
e _ m )
fz)  z—a  g(z)
Da g keine Nullstelle in B(a,d) hat, ist ¢’/g holomorph in B(a,d), also hat f'/f einen

einfachen Pol in a mit )
Res (L,a) =m.
/

Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz. O

(14.41)
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