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1 Der Integralsatz von Gau�Wir betra
hten o�ene Mengen 
 � Rn mit der Eigens
haft, dass �
 eine (n � 1)-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit ist und 
 lokal nur auf einer Seite von �
 liegt.De�nition 1.1 (C1-Rand)Sei 
 � Rn o�en. Wir sagen, dass 
 einen C1-Rand hat, falls gilt: F�ur alle a 2 �
 gibtes eine o�ene Menge U � Rn und eine Funktion f 2 C1(U) so dass rf(x) 6= 0 f�ur allex 2 U gilt und �
 \ U = fx : x 2 U; f(x) = 0g ; (1.1)
 \ U = fx : x 2 U; f(x) < 0g : (1.2)2De�nition 1.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)Sei M � Rn eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit, sei a 2 M . Ein v 2 Rn hei�tTangentialvektor an M in a, falls eine stetig di�erenzierbare Kurve ' : I ! Rn existiert(wobei I ein o�enes Intervall im R mit 0 2 I ist) mit'(0) = a ; '0(0) = v ; '(I) � M : (1.3)Die Menge Ta(M) = fv : v ist Tangentialvektor an M in ag (1.4)hei�t der Tangentialraum an M in a. 2Satz 1.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)Sei M � Rn eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit, sei a 2 M , sei U � Rn o�en mita 2 U . Dann gilt:(i) Ta(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum von Rn .(ii) Ist � : T !M \U eine Karte von M mit �(
) = a, 
 2 T , T � Rk o�en, so bildendie k Spalten der der Funktionalmatrix J�(
), das hei�t die Vektorenf�1�(
); : : : ; �k�(
)geine Basis von Ta(M).(iii) Ist M \ U = fx : x 2 U; f(x) = 0gmit f 2 C1(U ;Rn�k) und rang Jf (a) = n� k, so istTa(M) = fv : v 2 Rn ; hv;rfi(a)i = 0 f�ur alle i, 1 � i � n� kg : (1.5)
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Beweis: Sei V1 der von den Spalten von J�(
) aufgespannte Unterraum undV2 = fv : v 2 Rn ; hv;rfi(a)i = 0 f�ur alle i, 1 � i � n� kg :Wegen dim(V1) = dim(V2) = k gen�ugt es zu zeigen, dassV1 � Ta(M) � V2 : (1.6)Zum Beweis der ersten Inklusion seiv = kXj=1 �j�j�(
)ein beliebiges Element von V1. Wir de�nieren f�ur hinrei
hend kleines " > 0 eine Abbildung' : (�"; ")! Rn dur
h'(s) = �(
1 + �1s; 
2 + �2s; : : : ; 
k + �ks) :Dann ist '(s) 2M f�ur alle s, '(0) = a, und aus der Kettenregel folgt'0(0) = J�(
)0B��1...�k1CA = kXj=1 �j�j�(
) = v ;also v 2 Ta(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v 2 Ta(M). W�ahle ' : (�"; ")! Rngem�a� De�nition 1.2, dann gilt f('(s)) = 0 f�ur jsj hinrei
hend klein, also gilt f�ur alle imit 1 � i � n� k 0 = (fi Æ ')0(0) = hrfi('(0)); '0(0)i = hrfi(a); vi ;also ist v 2 V2. 2In Satz 1.3 ergibt si
h aus (iii) im Spezialfall dimM = n � 1, dass dimTa(M) = n � 1und dass rf(a) auf Ta(M) senkre
ht steht.Satz 1.4 (Existenz einer stetigen �au�eren Normalen)Sei 
 � Rn o�en, 
 habe einen C1-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld � : �
! Rnso dass f�ur alle a 2 �
 gilt �(a) ? Ta(�
) ; k�(a)k2 = 1 ; (1.7)und dass es f�ur alle a 2 �
 ein " > 0 gibt mita+ t�(a) =2 
 ; f�ur alle t 2 (0; ") : (1.8)Das Vektorfeld � ist stetig auf �
. Der Vektor �(a) hei�t der �au�ere (Einheits-) Norma-lenvektor an �
 in a.
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Beweis:Na
h Satz 1.3 ist ist dimTa(�
) = n� 1, und es gilt f�ur z 2 Rnz ? Ta(�
) ; z 6= 0 , z = �rf(a) f�ur ein � 2 R, � 6= 0.F�ur sol
he z und hinrei
hend kleines t > 0 giltf(a+ tz) = f(a) + t hz;rf(a)i + o(t) = t�krf(a)k22 + o(t) = t��krf(a)k22 + o(t)t � ;also folgt f�ur hinrei
hend kleine tf(a+ tz) =2 
 , � > 0 :Falls au�erdem kzk2 = 1 gelten soll, ist also�(a) = rf(a)krf(a)k2 (1.9)der eindeutig bestimmte Vektor, wel
her (1.7) und (1.8) erf�ullt. Da f stetig di�erenzierbarist, ist � stetig in a, und da a beliebig war, ist � stetig auf �
. 2Wir betra
hten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazux 2 Rn zerlegt in x = (x0; xn) ; x0 2 Rn�1 ; xn 2 R ; (1.10)und wir betra
hten folgende Situation: W � Rn�1 ist o�en und bes
hr�ankt, h 2 C1(W )mit h(W ) � I = (a; b) 2 R,M = graph (h) = f(x0; xn) : x0 2 W; xn = h(x0)g � W � I ; (1.11)A = f(x0; xn) : x0 2 W ; xn 2 I ; xn < h(x0)g : (1.12)Na
h Konstruktion im Beweis von Satz 1.4 (siehe (1.9)) gilt f�ur x 2M�(x) = (�rh(x0); 1)k(�rh(x0); 1)k2 : (1.13)Satz 1.5 (Partielle Integration im Rn)Es liege die Situation (1.10) { (1.13) vor. Dann gilt f�ur alle f 2 C1(W�I) mit kompaktemTr�ager in W � I ZA �if(x) dx = ZM f(�)�i(�) dS(�) ; 1 � i � n : (1.14)Beweis:Da f kompakten Tr�ager hat, sind f und �if stetig und bes
hr�ankt, also existierenalle Integrale, die im Folgenden auftreten.Fall 1: Es ist 1 � i � n� 1. Die dur
hF (x0) = Z h(x0)a f(x0; xn) dxn3



de�nierte Funktion F :W ! R hat kompakten Tr�ager in W , also gilt (�Ubungsaufgabe)0 = ZW �iF (x0) dx0 = ZW �i Z h(x0)a f(x0; xn) dxn! dx0 :Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (1.13))0 = ZW "Z h(x0)a �if(x0; xn) dxn + f(x0; h(x0))�ih(x0)# dx0= ZW Z h(x0)a �if(x0; xn) dxn dx0 + ZW f(x0; h(x0))�ih(x0) dx0= ZA �if(x) dx� ZW f(x0; h(x0))�i(x0; h(x0))q1 + krh(x0)k22 dx0= ZA �if(x) dx� ZM f(�)�i(�) dS(�) ;da g(x0) = q1 + krh(x0)k22 gilt f�ur die Grams
he Determinante der Funktion x0 7!(x0; h(x0)) (Analysis 3).Fall 2: i = n. Es ist (Fubini)ZA �nf(x) dx = ZW Z h(x0)a �nf(x0; xn) dxn dx0 = ZW f(x0; h(x0)) dx0= ZW f(x0; h(x0))�n(x0; h(x0))q1 + krh(x0)k22 dx0= ZM f(�)�n(�) dS(�) ;wie in Fall 1. 2Folgerung 1.6 Satz 1.5 gilt au
h, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das hei�t,falls A = f(x0; xn) : x0 2 W ; xn 2 I ; xn > h(x0)g ; (1.15)gilt. Die �au�ere Normale ist dann gegeben dur
h�(x) = (rh(x0);�1)k(rh(x0);�1)k2 : (1.16)Ebenso gilt Satz 1.5 au
h, falls die Darstellung von M na
h einer anderen Koordinateaufgel�ost ist, alsoM = f(x1; : : : ; xn) : (x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn) 2 W ; xi = h(x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn)g(1.17)und A, � entspre
hend.Beweis:Entweder dur
h Modi�kation des Beweises von Satz 1.6 oder dur
h Transforma-tion auf die Situation des Satzes. 24



De�nition 1.7 (C1-Zerlegung der Eins)Sei K � Rn , sei (Uj)1�j�N eine o�ene �Uberde
kung von K. Eine Familie (�j)1�j�N vonFunktionen �j 2 C1(Rn) hei�t C1-Zerlegung der Eins f�ur K bez�ugli
h (Uj)j, falls gilt0 � �j � 1 ; f�ur alle j, (1.18)�j(x) = 0 ; falls x =2 Uj, (1.19)NXj=1 �j(x) = 1 falls x 2 K. (1.20)2Kompakte Teilmengen des Rn besitzen immer eine sol
he Zerlegung der Eins.Satz 1.8Sei K � Rn kompakt, sei (U(x))x2K ein System o�ener Mengen mit x 2 U(x) f�ur allex 2 K. Dann gibt es endli
h viele xj 2 K, 1 � j � N , mitK � N[j=1U(xj) ;und eine C1-Zerlegung der Eins f�ur K bez�ugli
h (Uj)1�j�N , wobei Uj = U(xj).Beweis:Wie fr�uher beginnen wir mit  2 C1(R) de�niert dur
h (t) = (exp ��1t � ; t > 0 ;0 ; t � 0 :Wir setzen ~ (t) =  (4� t) (4� t) +  (t� 1) :Es ist dann ~ 2 C1(R), und es gilt ~ (t) = 1 f�ur t � 1, ~ (t) = 0 f�ur t � 4. Wir w�ahlenendli
h viele xj 2 K und "j > 0, 1 � j � N , wobei K(x; ") = fy : ky � xk2 � "g, so dassK � N[j=1K(xj; "j) ; K(xj; 2"j) � Uj ;und de�nieren f�ur x 2 Rn ~�j(x) = ~  kx� xjk22"2j ! :Dann ist ~�j 2 C1(Rn) mit 0 � ~�j � 1, ~�j = 1 in K(xj; "j) und ~�j = 0 au�erhalb vonK(xj; 2"j). Eine Zerlegung der Eins wie verlangt erhalten wir nun dur
h�j(x) = ~�j(x)p(x) +PNk=1 ~�k(x) ; p(x) = NYk=1(1� ~�j(x)) : 25



Satz 1.9 (Gau�s
her Integralsatz)Sei 
 � Rn o�en und bes
hr�ankt, 
 habe einen C1-Rand. Sei U � Rn o�en mit 
 � U ,sei F : U ! Rn ein C1-Vektorfeld. Dann giltZ
 divF (x) dx = Z�
 hF (�); �(�)i dS(�) : (1.21)Beweis:F�ur jedes x 2 
 w�ahlen wir eine o�ene Menge U(x) mit x 2 U(x) � 
. F�urjedes x 2 �
 betra
hten wir zun�a
hst gem�a� De�nition 1.1 eine lokale Darstellung�
 \ U 0 = ff = 0g ; 
 \ U 0 = ff < 0g ;mit f 2 C1(U 0) und rf 6= 0 �uberall. Na
h dem Satz �uber implizite Funktionen gibt eso�ene Mengen (die wir o.B.d.A. konvex w�ahlen k�onnen) W (x) � Rn�1 , I(x) � R undhx : W (x)! I(x), hx 2 C1(W (x)) mitU(x) \ �
 = f(x0; xn) : xn = hx(x0)g ;U(x) \ 
 = f(x0; xn) : xn < hx(x0)g ;U(x) =W (x)� I(x) ;oder mit \>" statt \<" beziehungsweise aufgel�ost na
h xi statt xn. Gem�a� Satz 1.8 w�ahlenwir endli
h viele U(xj)1�j�N und eine zugeordnete C1-Zerlegung der Eins (�j)1�j�N . Wirnumerieren so, dass x1; : : : ; xM 2 �
, xM+1; : : : ; xN 2 
. Es gilt nunZ
 divF (x) dx = Z
 nXk=1 �k NXj=1 �jFk! (x) dx= Z
 NXj=1 nXk=1 �k(�jFk)(x) dx= NXj=1 Z
 div (�jF )(x) dx ;sowie Z�
 hF (�); �(�)i dS(�) = NXj=1 Z�
 h�j(�)F (�); �(�)i dS(�) :Es gen�ugt daher, den Satz f�ur �jF , 1 � j � N , zu beweisen.Fall 1: j �M . Wir wenden Satz 1.5 an mitf = �jFk ; A = 
 \ U(xj) ; M = �
 \ U(xj) ;und erhaltenZ
 div (�jF )(x) dx = nXk=1 Z
 �k(�jFk)(x) dx = nXk=1 Z�
 �j(�)Fk(�)�k(�) dS(�)= Z�
 h�j(�)F (�); �(�)i dS(�) :6



Fall 2: M < j � N . Es ist U(xj) � 
, also supp (�j) � 
, alsoZ�
 h�j(�)F (�); �(�)i dS(�) = 0 ;und (�Ubungsaufgabe)Z
 div (�jF )(x) dx = nXk=1 Z
 �k(�jFk)(x) dx = 0 : 2Satz 1.10 (1. Greens
he Formel)Sei 
 � Rn o�en und bes
hr�ankt, 
 habe einen C1-Rand. Seien f 2 C1(U), g 2 C2(U),wobei U � Rn o�en ist mit 
 � U . Dann giltZ
 f(x)�g(x) dx = � Z
 hrf(x);rg(x)i dx + Z�
 f(�)��g(�) dS(�) ; (1.22)wobei ��g(�) = hrg(�); �(�)idie Ri
htungsableitung in Ri
htung der �au�eren Normalen bezei
hnet. (��g hei�t au
h dieNormalenableitung von g.)Beweis: Sei F : U ! Rn de�niert dur
hF (x) = f(x)rg(x) ;dann ist hF (�); �(�)i = f(�)��g(�) ;und divF (x) = hrf(x);rg(x)i+ f(x)div (rg(x)) = hrf(x);rg(x)i+ f(x)�g(x) :Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.9. 2Folgerung 1.11 (2. Greens
he Formel)Es liege die Situation aus Satz 1.10 vor. Dann gilt (setze f = 1)Z
�g(x) dx = Z�
 ��g(�) dS(�) : (1.23)Ist au�erdem f 2 C2(U), so giltZ
(f�g � g�f)(x) dx = Z�
(f��g � g��f)(�) dS(�) : (1.24)27



2 Der Integralsatz von StokesWir bes
h�aftigen uns zun�a
hst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei 
 � R2 o�en,bes
hr�ankt, mit einem C1-Rand �
. Wir nehmen an, es gebe eine stetig di�erenzierbareParametrisierung r : [a; b℄! R2 , mit r(a) = r(b), so dass r : [a; b) ! �
 bijektiv ist undr0(t) 6= 0 gilt f�ur alle t 2 [a; b℄.Sei � : �
! R2 das zugeh�orige Normalenfeld, siehe Satz 1.4. F�ur a 2 �
, a = r(t) istTa(�
) = span fr0(t)g = f�r0(t) : � 2 Rg ;also r0(t) ? �(r(t)) :Dur
h die Parametrisierung r wird ein Dur
hlaufsinn f�ur �
 festgelegt. Wir sagen, dass�
 von r im mathematis
h positiven Sinn dur
hlaufen wird, fallsdet(�(r(t)) j r0(t)) > 0 : (2.1)Das ist dann der Fall, wenn�(r(t)) = 1kr0(t)k2 � r02(t)�r01(t)� ; r0(t) = kr0(t)k2���2(r(t))�1(r(t)) � : (2.2)Ans
hauli
h bedeutet das, dass �
 entgegen dem Uhrzeigersinn dur
hlaufen wird, unddass 
 immer \links von der Ri
htung r0(t) liegt".Satz 2.1 (Satz von Stokes im R2)Sei 
 � R2 o�en und bes
hr�ankt, 
 habe einen C1-Rand �
, wel
her von der Parametri-sierung r im mathematis
h positiven Sinn dur
hlaufen wird. Sei U � R2 o�en mit 
 � U ,sei F : U ! R2 ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld. Dann giltZr F (x) � dx = Z
(�1F2 � �2F1)(x) dx : (2.3)Beweis:Aus der De�nition des Kurvenintegrals und aus (2.2) folgtZr F (x) � dx = Z ba hF (r(t)); r0(t)i dt = Z ba �F (r(t));���2(r(t))�1(r(t)) �� kr0(t)k2 dt= Z ba �� F2(r(t))�F1(r(t))� ; �(r(t))� kr0(t)k2 dt = Z�
�� F2�F1� (�); �(�)� dS(�)= Z
(�1F2 � �2F1)(x) dx ;letzteres na
h dem Satz von Gau�. 2F�ur F : R2 ! R2 , F (x) = 12 ��x2x1 �8



gilt also Z�
 F (x) � dx = Z
 1 dx = �2(
) ;also etwa f�ur den Einheitskreis 
 = B1(0; 1), r(t) = (
os t; sin t)�2(
) = Z 2�0 hF (r(t)); r0(t)i dt = 12 Z 2�0 sin2(t) + 
os2(t) dt = � :Wir bes
h�aftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R3 . Sei M eine 2-dimensionaleMannigfaltigkeit im R3 . Wir betra
hten nur den Spezialfall, dass M dur
h eine einzigeKarte (siehe Kapitel 7, Analysis 3) bes
hrieben wird,M = �(T ) ; � : T ! R3 ; T � R2 o�en. (2.4)Sei nun 
 � R2 o�en und bes
hr�ankt, 
 habe einen C1-Rand �
, es gelte
 � T :Wir betra
hten A = �(
) (2.5)und de�nieren (nur f�ur den Rest dieses Abs
hnitts)�A = �(�
) : (2.6)Unter �A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-tigkeit �(
) vor. Sei nun V � R3 o�en, M � V , F : V ! R3 . Der Satz von Stokesbesagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen giltZ�A F (x) � dx = ZA h(rotF )(�); �(�)i dS(�) : (2.7)Hierbei m�ussen der Umlaufsinn der Randkurve �A und die Normalenri
htung �(�) zuein-ander passend gew�ahlt werden. Das errei
ht man, indem man erstens �A parametrisiertdur
h eine Kurve � Æ r : [a; b℄ ! A, wobei r : [a; b℄ ! T eine Kurve ist, wel
he �
 immathematis
h positiven Sinn dur
hl�auft, und zweitens das Vorzei
hen der Normalen ineinem Punkt � = �(u), u 2 
, festlegt dur
h (\�" bezei
hnet das Vektorprodukt im R3)�(�(u)) = 1k�1�(u)� �2�(u)k2 �1�(u)� �2�(u) : (2.8)Es ergibt si
h dann, da (� Æ r)0(t) = J�(r(t))r0(t),Z�A F (x) � dx = Z�Ær F (x) � dx = Z ba hF (�(r(t))); J�(r(t))r0(t)i dt (2.9)= Z ba 
J�(r(t))TF (�(r(t))); r0(t)� dt (2.10)= Zr ~F (u) � du ; (2.11)9



wobei ~F : T ! R2 de�niert ist dur
h~F (u) = J�(u)TF (�(u)) : (2.12)Wir k�onnen jetzt Satz 2.1 anwenden und erhaltenZr ~F (u) � du = Z
(�1 ~F2 � �2 ~F1)(u) du : (2.13)Na
h (2.12) hat ~F die komponentenweise Form~Fi(u) = h�i�(u); F (�(u))i ; i = 1; 2 : (2.14)Aus der Produktregel (f�ur Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt�1 ~F2(u) = h�1�2�(u); F (�(u))i+ h�2�(u); JF (�(u))�1�(u)i (2.15)�2 ~F1(u) = h�2�1�(u); F (�(u))i+ h�1�(u); JF (�(u))�2�(u)i (2.16)Es folgt, falls � zweimal stetig di�erenzierbar ist,(�1 ~F2 � �2 ~F1)(u) = h�2�(u); JF (�(u))�1�(u)i � h�1�(u); JF (�(u))�2�(u)i : (2.17)Die re
hten Seite von (2.17) hat die Formhy; Axi � hx;Ayi ; x; y 2 R3 ; A 2 R3;3 :Es gilt die algebrais
he Identit�athy; Axi � hx;Ayi = 3Xi;j=1 yiaijxj � 3Xi;j=1xiaijyj = h0�a32 � a23a13 � a31a21 � a121A ; x� yiAnwendung auf (2.17) liefert mit (2.8)(�1 ~F2 � �2 ~F1)(u) = h0��2F3 � �3F2�3F1 � �1F3�1F2 � �2F11A (�(u)) ; �1�(u)� �2�(u)i (2.18)= h(rotF )(�(u)); �(�(u))i k�1�(u)� �2�(u)k2 : (2.19)Es ist alsoZ
(�1 ~F2 � �2 ~F1)(u) du = Z
 h(rotF )(�(u)); �(�(u))i k�1�(u)� �2�(u)k2 du : (2.20)Wir k�onnen das Integral auf der re
hten Seite dieser Glei
hung in ein Ober
�a
henintegral�uber M zur�u
kf�uhren. Sei dazu B = (x j y) 2 R2;2 eine Matrix mit den Spalten x und y.Es gilt die algebrais
he Identit�atdet(BTB) = det�xTx xTyyTx yTy� = kxk22kyk22 � hx; yi2 = kx� yk22 : (2.21)Mit x = �1�(u), y = �2�(u) folgt also, dass f�ur die Grams
he Determinante g(u) derKarte � gilt pg(u) =pdet(J�(u)TJ�(u)) = k�1�(u)� �2�(u)k2 : (2.22)Die Glei
hungen (2.9), (2.13), (2.20) und (2.22) zusammengenommen ergeben die Formel(2.7) des Stokes's
hen Satzes. Wir haben also bewiesen:10



Satz 2.2 (Satz von Stokes im R3)Sei M � R3 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, wel
he dur
h eine globale Karte � :T !M bes
hrieben wird, sei � zweimal stetig di�erenzierbar. Seien A �M und F : V !R3 wie in (2.4) { (2.7) bes
hrieben, sei der Umlaufsinn von �A und die Normalenri
htung�(�) passend gew�ahlt wie bes
hrieben. Dann giltZ�A F (x) � dx = ZA h(rotF )(�); �(�)i dS(�) : (2.23)2Die S�atze von Gau� und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes derDi�erential- und Integralre
hnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dassein Integral einer Funktion �uber den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integraleines Di�erentials dieser Funktion �uber die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-bra
ht wird. Einen einheitli
hen allgemeinen begri�i
hen Rahmen f�ur diese S�atze liefertdie Theorie der Di�erentialformen.
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3 Di�erenzierbarkeit in CWir wissen bereits einiges �uber die komplexen Zahlen. Aufgefa�t als R-Vektorraum, ist Cvermittels j : C ! R2 , j(z) = (Re z; Im z) (3.1)zu R2 isomorph. Da jzj = kj(z)k2 ; (3.2)ist die metris
he Struktur von C mit der von R2 identis
h. Also ist eine Teilmenge Uvon C genau dann o�en (abges
hlossen, kompakt, . . . ), wenn die entspre
hende Mengej(U) � R2 diese Eigens
haft hat. Eine Folge (zn)n2N konvergiert genau dann in C , wenndie Folge (j(zn))n2N in R2 konvergiert.De�nition 3.1 (Di�erenzierbarkeit)Sei U � C o�en. Eine Funktion f : U ! C hei�t di�erenzierbar in z 2 U , falls derGrenzwert limh!0h6=0 f(z + h)� f(z)h (3.3)existiert. Wir de�nieren in diesem Fall die Ableitung von f in z dur
hf 0(z) = limh!0h6=0 f(z + h)� f(z)h : (3.4)Ist f in ganz U di�erenzierbar, so sagen wir, dass f in U holomorph ist. 2Die aus dem Reellen bekannten Re
henregeln gelten au
h im Komplexen (Beweis ge-nauso): Sind f; g : U ! C holomorph, so au
h f + g, f � g, �f f�ur � 2 C , sowief=g : U n fg = 0g ! C , und es gilt(f + g)0 = f 0 + g0 ; (fg)0 = f 0g + fg0 ; (�f)0 = �f 0 ; �fg�0 = gf 0 + fg0g2 :Au�erdem gilt die Kettenregel: Sind f : U ! V , g : V ! C holomorph, so ist au
hg Æ f : U ! C holomorph, und(g Æ f)0(z) = g0(f(z))f 0(z) ; z 2 U :Fassen wir C als R-Vektorraum der Dimension 2 auf, so ist eine Abbildung T : C ! CR-linear, falls gilt T (z + w) = T (z) + T (w) ; f�ur alle z; w 2 C ,T (�z) = �T (z) ; f�ur alle z 2 C , � 2 R.Ist 
 2 C , so ist die dur
h T (z) = 
 � z (3.5)de�nierte Abbildung T : C ! C nat�urli
h C -linear, und damit au
h R-linear. Ihre Ma-trixdarstellung hat die Form�
1 �
2
2 
1 � ; 
1 = Re 
 ; 
2 = Im 
 ; (3.6)12



was si
h unmittelbar aus der Formel f�ur die Multiplikation(
1 + i
2)(z1 + iz2) = (
1z1 � 
2z2) + i(
2z1 + 
1z2)ergibt. Ein weiteres Beispiel ist die komplexe Konjugation,T (z) = z :Wegen T (�z) = � � z ist T R-linear, aber ni
ht C -linear.Jeder Abbildung f : U ! C , U � C entspri
ht kanonis
h eine Abbildung ~f : j(U) !R2 . Auf ~f ist die in Analysis 2 entwi
kelte Di�erentialre
hnung im Mehrdimensionalenanwendbar. Wir werden im folgenden f und ~f in der Notation ni
ht unters
heiden, sonderneinfa
h von f : U ! C spre
hen.De�nition 3.2 (Reelle Di�erenzierbarkeit)Sei U � C o�en. Eine Abbildung f : U ! C hei�t reell di�erenzierbar, falls sie di�eren-zierbar ist, aufgefa�t als Abbildung von U � R2 na
h R2 . 2Lemma 3.3 Sei U � C o�en, f : U ! C , z 2 U . Dann sind �aquivalent:(i) f ist di�erenzierbar in z.(ii) f ist reell di�erenzierbar in z, und die Ja
obi-Matrix Jf(z) 2 R2;2 hat die FormJf(z) = �a �bb a � (3.7)mit a; b 2 R.Beweis:Wie im Reellen beweist man, dass (3.4) �aquivalent ist zulimh!0h6=0 f(z + h)� f(z)� f 0(z)hh = limh!0h6=0 jf(z + h)� f(z)� f 0(z)hjjhj = 0 : (3.8)Hieraus folgt die Behauptung, siehe (3.2), (3.5) und (3.6). 2S
hreiben wir f(z) = �u(x; y)v(x; y)� ;also u(x; y) = Re f(z), v(x; y) = Im f(z), z = x+ iy, so istJf(z) = ��xu(x; y) �yu(x; y)�xv(x; y) �yv(x; y)� : (3.9)Satz 3.4 (Cau
hy-Riemanns
he Di�erentialglei
hungen)Sei U � C o�en, f : U ! C . Dann sind �aquivalent:(i) f ist holomorph in U . 13



(ii) f ist reell di�erenzierbar in U , und f�ur die Funktionen u = Re f und v = Im f gilt�xu(x; y) = �yv(x; y) ; (3.10)�yu(x; y) = ��xv(x; y) ; (3.11)f�ur alle (x; y) 2 U .Die Glei
hungen (3.10) und (3.11) hei�en die Cau
hy-Riemanns
hen Di�erentialglei
hun-gen.Beweis:Folgt direkt aus Lemma 3.3 und (3.9). 2Aus der Analysis 2 wissen wir, dass stetige Di�erenzierbarkeit der Funktionen u und v diereelle Di�erenzierbarkeit von f impliziert. Beispiel: F�ur die komplexe Exponentialfunktiongilt ez = ex+iy = exeiy = ex 
os y + iex sin y ;also u(x; y) = ex 
os y ; v(x; y) = ex sin y :Man sieht unmittelbar, dass die Cau
hy-Riemanns
hen Di�erentialglei
hungen in R2 er-f�ullt sind, also ist die Exponentialfunktion in C holomorph.Ist f : U ! C holomorph, und sind u = Re f und v = Im f zweimal stetig di�erenzierbar(was, wie si
h sp�ater herausstellen wird, bereits aus der Holomorphie folgt), so folgt ausden Cau
hy-Riemanns
hen Di�erentialglei
hungen�u = �x(�xu) + �y(�y)u = �x�yv � �y�xv = 0 ;und analog �v = 0 :Real- und Imagin�arteil einer holomorphen Funktion sind also immer L�osungen der La-pla
e-Glei
hung in U .Wir betra
hten nun komplexe Potenzreihen der Form1Xk=0 
k(z � a)k (3.12)mit den KoeÆzienten (
k)k2N 2 C um den Entwi
klungspunkt a 2 C . Wir wissen bereitsaus der Analysis 2, dass diese Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises B(a; r),r = 1lim supk!1 kpj
kjabsolut konvergiert und dort eine stetige Funktionf(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k (3.13)14



de�niert. Wir wissen au�erdem, dass die dur
h gliedweises Di�erenzieren gebildete Po-tenzreihe g(z) = 1Xk=1 k
k(z � a)k�1 (3.14)ebenfalls in B(a; r) absolut konvergiert.Satz 3.5 Jede komplexe Potenzreihe de�niert eine im Innern ihres Konvergenzkreisesholomorphe Funktion, deren Ableitung si
h dur
h gliedweises Di�erenzieren ergibt.Beweis: Seien f; g dur
h (3.13), (3.14) gegeben, sei zun�a
hst a = 0. Wir m�ussen zeigen,dass f f�ur alle z 2 C mit jzj < r di�erenzierbar ist und f 0(z) = g(z) gilt. Sei ein sol
hesz fest gew�ahlt. Wir de�nieren qk(w) = k�1Xj=0 zjwk�1�j :Dann ist wk � zk = (w � z)qk(w) ;also f(w)� f(z) = (w � z) 1Xk=1 
kqk(w) ;also f(w)� f(z)w � z = 1Xk=1 
kqk(w) =: ~g(w) :Da ~g(z) = 1Xk=1 
kqk(z) = 1Xk=1 
kkzk�1 = g(z) ;gen�ugt es zu zeigen, dass ~g stetig ist in z. Nun gilt aber f�ur alle jwj < r und alle kj
kqk(w)j � j
kjk�k�1 ; � = maxfjwj; jzjg ;und aus dem Weierstra�-Kriterium f�ur Funktionenreihen (Analysis 2) folgt wie im Reellendie glei
hm�a�ige Konvergenz der Partialsummen von ~g gegen ~g, also ist ~g stetig in z. Derallgemeine Fall a 6= 0 wird darauf zur�u
kgef�uhrt, indem wir das eben Bewiesene auf~f(z) = f(z + a)anwenden. 2
15



4 Das Kurvenintegral in CSei I = [a; b℄, f : I ! C . Wir de�nierenZ ba f(t) dt = Z ba (Re f)(t) dt+ i Z ba (Im f)(t) dt : (4.1)Diese De�nition ma
ht Sinn, falls Re f und Im f Lebesgue-integrierbar sind. F�ur die hierbehandelten Teile der Analysis im Komplexen ist es weitgehend ausrei
hend, nur st�u
k-weise stetige Funktionen zu betra
hten. Daf�ur sind au
h andere Integralbegri�e (etwa dasRegelintegral, oder das Riemann-Integral) ausrei
hend.De�nition 4.1 (Kurvenintegral in C )Sei 
 : [a; b℄! C eine st�u
kweise stetig di�erenzierbare Kurve, sei f : C ! C stetig. Wirde�nieren das (komplexe) Kurvenintegral von f entlang 
 dur
hZ
 f(z) dz = Z ba f(
(t))
0(t) dt : (4.2)2Der Wert des Kurvenintegrals in (4.2) ist also eine komplexe Zahl.Wie im Reellen zeigt man, dass si
h das Kurvenintegral dur
h Umparametrisieren ni
ht�andert, das hei�t, Z~
 f(z) dz = Z
 f(z) dz ;falls ~
 = 
 Æ  ,  : [�; �℄ ! [a; b℄ stetig di�erenzierbar, monoton wa
hsend und bijektivist. Mit C = 
([a; b℄)k�onnen wir daher statt R
 f(z) dz au
h ZC f(z) dzs
hreiben, wenn festliegt, in wel
her Ri
htung C dur
hlaufen wird. (�Andern wir die Dur
h-laufri
htung, so kehrt si
h das Vorzei
hen des Kurvenintegrals um.)Beispiel: Sei 
 : [0; 1℄ ! C , 
(t) = tw + (1 � t)z, die Verbindungsstre
ke von z na
h w.Dann gilt Z
 1 dz = Z 10 
0(t) dt = Z 10 (w � z) dt = w � z : (4.3)Lemma 4.2 Sei U � C o�en. Sei 
 2 U mit K(
; r) � U , r > 0. Dann gilt f�ur C =�B(
; r), dur
hlaufen im mathematis
h positiven Sinn,ZC 1z � 
 dz = 2�i ; (4.4)ZC(z � 
)n dz = 0 ; n 2 Z ; n 6= �1 : (4.5)16



Beweis:Wir de�nieren 
 : [0; 2�℄! C dur
h
(t) = 
+ reit :Dann gilt f�ur alle n 2 ZZC(z � 
)n dz = Z 2�0 rneintireit dt = irn+1 Z 2�0 ei(n+1)t dt ;woraus beide Behauptungen folgen. 2Lemma 4.3 Sei U � C o�en, f : U ! C stetig, 
 : [a; b℄ ! U eine st�u
kweise stetigdi�erenzierbare Kurve. Dann gilt����Z
 f(z) dz���� � kfk1L(
) ; (4.6)wobei L(
) = Z ba j
0(t)j dt (4.7)die L�ange der Kurve 
 ist.Beweis:Es ist ����Z
 f(z) dz���� = ����Z ba f(
(t))
0(t) dt���� � kfk1 Z ba j
0(t)j dt : 2De�nition 4.4 (Stammfunktion)Sei U � C o�en, f : U ! C . Eine holomorphe Funktion F : U ! C hei�t Stammfunktionvon f in U , falls F 0(z) = f(z) gilt f�ur alle z 2 U . 2Lemma 4.5 Sei U � C o�en, f : U ! C stetig, sei F eine Stammfunktion von f in U .Dann gilt Z
 f(z) dz = F (
(b))� F (
(a)) (4.8)f�ur jede st�u
kweise stetig di�erenzierbare Kurve 
 : [a; b℄! U . Insbesondere giltZ
 f(z) dz = 0 (4.9)falls 
 ges
hlossen ist (das hei�t, es gilt 
(b) = 
(a)).Beweis:Es giltZ
 f(z) dz = Z ba f(
(t))
0(t) dt = Z ba (F Æ 
)0(t) dt = F (
(b))� F (
(a)) : 217



Die Formel (4.5) in Lemma 4.2 f�ur n 6= �1 ist ein Spezialfall von Lemma 4.5 mitf(z) = (z � 
)n ; F (z) = 1n+ 1(z � 
)n+1 :Es h�angt u.a. von der Form von U ab, ob zu einer gegebenen Funktion f : U ! C eineStammfunktion existiert. Aus Lemma 4.2 folgt beispielsweise, dassf(z) = 1zin U = C nf0g keine Stammfunktion hat. (In Rnf0g ist F (t) = ln(jtj) eine Stammfunktionvon f(t) = 1=t.)Wir erinnern: Ein U � C hei�t sternf�ormig, falls ein Punkt 
 2 U existiert, so dass f�uralle z 2 U die Verbindungsstre
ke [
; z℄ ganz in U liegt. Zu einem sol
hen 
 betra
htenwir Dreie
ke �(
) der Form�(
) = 
onv f
; z; wg ; z; w 2 U : (4.10)Satz 4.6 Sei U � C o�en und sternf�ormig, sei f : U ! C stetig, es gelteZ��(
) f(z) dz = 0 (4.11)f�ur alle Dreie
ke �(
) der Form (4.10), wel
he �(
) � U erf�ullen. Dann hat f eineStammfunktion in U .Beweis:F�ur z 2 U de�nieren wir F (z) = Z
z f(�) d� ; (4.12)wobei 
z : [0; 1℄! U ; 
z(t) = tz + (1� t)
die Verbindungsstre
ke von 
 na
h z ist. Sei r > 0 so klein, dass B(z; r) � U , sei w 2B(z; r) beliebig. Dann liegt das dur
h (4.10) de�nierte Dreie
k �(
) ganz in U , und esgilt 0 = Z��(
) f(�) d� = Z[
;z℄ f(�) d� + Z[z;w℄ f(�) d� + Z[w;
℄ f(�) d� ;also F (w) = F (z) + Z[z;w℄ f(�) d� :F�ur w 2 B(a; r), w 6= z folgt mit (4.3)F (w)� F (z)w � z � f(z) = 1w � z Z[z;w℄ f(�) d� � f(z) = 1w � z Z[z;w℄ f(�)� f(z) d� ;also mit Lemma 4.3����F (w)� F (z)w � z � f(z)���� � 1jw � zjL([z; w℄) sup�2[z;w℄ jf(�)� f(z)j = sup�2[z;w℄ jf(�)� f(z)j ;18



also supw2B(z;r)w 6=z ����F (w)� F (z)w � z � f(z)���� � supw2B(z;r) jf(w)� f(z)j ;und aus der Stetigkeit von f folgtlimw!zw 6=z �F (w)� F (z)w � z � f(z)� = 0 ;also ist F di�erenzierbar in z und F 0(z) = f(z). Da z 2 U beliebig war, folgt die Behaup-tung. 2Satz 4.7 (Lemma von Goursat)Sei U � C o�en, sei f : U ! C holomorph. Dann giltZ�� f(z) dz = 0 (4.13)f�ur jedes Dreie
k � mit � � U .Beweis: Sei � = 
onv fa; b; 
g ein Dreie
k mit � � U . Wir setzen �0 = � und zerlegen�0 in 4 kongruente Dreie
ke D1; : : : ; D4, indem wir die drei Seitenmitten verbinden. Esgilt dann Z��0 f(z) dz = 4Xk=1 Z�Dk f(z) dz ; (4.14)wenn wir die R�ander alle im mathematis
h positiven Sinn dur
hlaufen. Wir setzen �1 =Dk, wobei wir k so w�ahlen, dass����Z��0 f(z) dz���� � 4 ����Z��1 f(z) dz���� (4.15)gilt. Indem wir diese Konstruktion wiederholen, erhalten wir eine Folge (�n)n2N vonDreie
ken mit ����Z��n�1 f(z) dz���� � 4 ����Z��n f(z) dz���� : (4.16)Aufgrund der Konstruktion gilt o�ensi
htli
hdiam(�n) = 2�ndiam(�) ; L(��n) = 2�nL(��) : (4.17)Da �0 � �1 � : : : und alle �n kompakt sind, folgt aus der endli
hen Dur
hs
hnittseigen-s
haft kompakter Mengen, dass es ein 
 2 U gibt mit\n2N�n = f
g : (4.18)Wir de�nieren nun g : U ! C dur
hg(z) = (f(z)�f(
)z�
 � f 0(
) ; z 6= 
 ;0 ; z = 
 :19



Da f holomorph ist, ist g stetig in U , und es giltf(z) = f(
) + (z � 
)f 0(
) + (z � 
)g(z) ;also f�ur alle n 2 NZ��n f(z) dz = Z��n f(
) dz + Z��n(z � 
)f 0(
) dz + Z��n(z � 
)g(z) dz : (4.19)Die ersten beiden Integrale auf der re
hten Seiten sind Null na
h Lemma 4.5, da dieIntegranden (als Funktionen von z) Stammfunktionen besitzen. Aus Lemma 4.3 folgt����Z��n f(z) dz���� � L(��n) supz2��n jz � 
jjg(z)j � L(��n)2 supz2��n jg(z)j ; (4.20)da in jedem Dreie
k D gilt diam(D) � L(�D). Aus (4.16) und (4.17) folgt weiter����Z�� f(z) dz���� � 4n ����Z��n f(z) dz���� � 4nL(��n)2 supz2��n jg(z)j = L(��)2 supz2��n jg(z)j :(4.21)Da g stetig ist und g(
) = 0, folgt limn!1 supz2��n jg(z)j = 0 ;und damit aus (4.21) Z�� f(z) dz = 0 : 2Satz 4.8 (Integralsatz von Cau
hy)Sei U � C o�en und sternf�ormig, sei f : U ! C holomorph. Dann hat f eine Stamm-funktion in U , und es gilt ZC f(z) dz = 0 (4.22)f�ur jede ges
hlossene, st�u
kweise stetig di�erenzierbare Kurve C in U .Beweis:Na
h Satz 4.7 gilt (4.22) f�ur alle Kurven C der Form C = ��, � � U Dreie
k.Aus Satz 4.6 folgt, dass f in U eine Stammfunktion hat, und aus Lemma 4.5 folgt, dass(4.22) f�ur jede ges
hlossene Kurve gilt. 2Satz 4.9 (Integralformel von Cau
hy f�ur Kreise)Sei U � C o�en, sei f : U ! C holomorph. Sei K(
; r) � U mit 
 2 U , r > 0. Dann giltf�ur alle z 2 B = B(
; r) f(z) = 12�i Z�B f(w)w � z dw : (4.23)
20



Beweis: Sei z 2 B fest gew�ahlt. Im ersten S
hritt des Beweises zeigen wir, dassZ�B(
;r) f(w)w � z dw = Z�B(z;") f(w)w � z dw (4.24)gilt f�ur alle " > 0 mit B(z; ") � B(
; r) . Dies folgt aus Satz 4.8, angewendet auf die inU n fzg holomorphe Funktion ~f , ~f(w) = f(w)w � z ;und die Kurven C1 und C2, wel
he in den sternf�ormigen Mengen U1 = B(
; r + Æ) n L1beziehungsweise U2 = B(
; r + Æ) n L2 liegen (siehe Bild). Es gilt n�amli
hZ�B(
;r) ~f(w) dw = ZC1 ~f(w) dw + ZC2 ~f(w) dw + Z�B(z;") ~f(w) dw ;und na
h Satz 4.8 sind die Kurvenintegrale �uber C1 und C2 glei
h Null. Im zweiten S
hrittdes Beweises zeigen wir, dass die re
hte Seite in (4.24) glei
h 2�if(z) ist. Aus (4.24) folgtZ�B(
;r) f(w)w � z dw = Z�B(z;") f(z)w � z dw + Z�B(z;") f(w)� f(z)w � z dw= 2�if(z) + Z�B(z;") f(w)� f(z)w � z dw (4.25)wegen Lemma 4.2. Die dur
h g(w) = (f(w)�f(z)w�z ; w 6= z ;f 0(z) ; w = z ;de�nierte Funktion g : U ! C ist stetig, also auf der kompakten Menge K(
; r) be-s
hr�ankt, sei etwa jg(w)j �M . Es folgt aus Lemma 4.3����Z�B(z;") g(w) dw���� � 2�"M :Da wegen (4.25) das Integral R�B(z;") g(w) dw ni
ht von " abh�angt, folgtZ�B(z;") g(w) dw = 0 ;und damit die Behauptung des Satzes. 2Wenden wir die Integralformel mit z = 
 an, so erhalten wir unmittelbar den folgendenSatz.Satz 4.10 (Mittelwerteigens
haft)Sei U � C o�en, sei f : U ! C holomorph. Sei K(z; r) � U mit z 2 U , r > 0. Danngelten f(z) = 12� Z 2�0 f(z + reit) dt ; (4.26)sowie jf(z)j � maxw2�B(z;r) jf(w)j : (4.27)21



Beweis:Aus (4.23) folgtf(z) = 12�i Z�B(z;r) f(w)w � z dw = 12�i Z 2�0 f(z + reit)reit ireit dt = 12� Z 2�0 f(z + reit) dt ;und (4.27) folgt unmittelbar aus (4.26). 2Satz 4.11 (Entwi
klungssatz von Cau
hy-Taylor)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, sei K(a; r) � U mit a 2 U , r > 0. Dann giltf(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k ; 
k = 12�i Z�B(a;r) f(w)(w � a)k+1 dw ; (4.28)f�ur alle z 2 B(a; r), und dort konvergiert die Potenzreihe absolut.Beweis:Wir betra
hten zun�a
hst den Fall a = 0. Sei z 2 U mit jzj < r fest gew�ahlt. DieIntegralformel von Cau
hy besagt, dassf(z) = 12�i Zjwj=r f(w)w � z dw : (4.29)Es gilt f�ur alle w mit jwj = r 1w � z = 1w 11� zw = 1w 1Xk=0 � zw�k ;also f(z) = 12�i Zjwj=r f(w)w 1Xk=0 � zw�k dw : (4.30)F�ur gk : �B(0; r)! C , gk(w) = f(w)w � zw�k ;gilt kgkk1 � kfk1r qk ; q = jzjr < 1 ;also sind die Partialsummen sn = Pnk=0 gk na
h dem Weierstra�-Kriterium glei
hm�a�iggegen eine stetige Funktion konvergent, und wir k�onnen die Summe mit dem Integralvertaus
hen, alsof(z) = 12�i 1Xk=0 Zjwj=r f(w)w � zw�k dw = 1Xk=0 12�i Zjwj=r f(w)wk+1 dw � zk :Der Fall eines allgemeinen a wird dur
h Translation auf den obigen Fall zur�u
kgef�uhrt,indem wir wieder ~f(z) = f(z � a) betra
hten. 2Folgerung 4.12 Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph. Dann ist f in jedem Punktz 2 U beliebig oft komplex di�erenzierbar. 22



Beweis:Na
h Satz 4.11 l�a�t si
h f in einer (hinrei
hend kleinen) Umgebung jedes Punktesz 2 U in eine Potenzreihe entwi
keln. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzkreisesbeliebig oft di�erenzierbar. 2Folgerung 4.13 Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph. Sei K(a; r) � U mit a 2 U ,r > 0. Dann gilt f�ur die KoeÆzienten 
k der Potenzreihenentwi
klung (4.28) von f um adie Abs
h�atzung j
kj � Mrk ; M = maxjz�aj=r jf(z)j : (4.31)Beweis:Na
h Satz 4.11 giltj
kj = 12� ����Z�B(a;r) f(w)(w � a)k+1 dw���� � 12�2�r Mrk+1 = Mrk : 2Folgerung 4.14 (Satz von Liouville)Sei f : C ! C holomorph. Ist f auf C bes
hr�ankt, so ist f konstant.Beweis: Sei a 2 C beliebig. Mit kfk1 = supz2C jf(z)j folgt aus Folgerung 4.13, dass f�urdie Potenzreihendarstellung f(z) =Xk=0 
k(z � a)kgilt, dass j
kj � kfk1rkf�ur alle k und alle r > 0, also ist 
k = 0 f�ur alle k � 1 und damit f(z) = 
0 konstant inallen K(a; r) und damit in ganz C . 2Umgekehrt bedeutet der Satz von Liouville, dass jede ni
htkonstante Funktion f : C ! C ,wel
he auf ganz C holomorph ist, unbes
hr�ankt sein muss.Satz 4.15 (Satz von Morera)Sei U � C o�en, f : U ! C stetig, es gelteZ�� f(z) dz = 0 (4.32)f�ur alle Dreie
ke � mit � � U . Dann ist f holomorph in U .Beweis: Sei z 2 U beliebig. W�ahle r > 0 mit B(z; r) � U . Na
h Satz 4.6 hat f eineStammfunktion F in B(z; r). F ist holomorph und na
h Folgerung 4.12 zweimal di�eren-zierbar in B(z; r), also ist f = F 0 di�erenzierbar in z. Da z beliebig war, ist f holomorphin U . 2Zusammengenommen folgt aus dem Integralsatz von Cau
hy und dem Satz von Morera,dass in einer o�enen sternf�ormigen Menge die Holomorphie von f �aquivalent ist zumVers
hwinden aller Integrale �uber ges
hlossenen Kurven.23



Satz 4.16 Sei U � C o�en, sei (fn)n2N eine Folge von holomorphen Funktionen fn : U !C , wel
he kompakt gegen eine Funktion f : U ! C konvergiert, das hei�t, fnjK ! f jKglei
hm�a�ig f�ur jede kompakte Teilmenge K � U . Dann ist f holomorph in U .Beweis: Sei � ein beliebiges Dreie
k mit � � U . Dann gilt fnj�! f j� glei
hm�a�ig, da� kompakt ist, also ist f j� stetig. Da jedes z 2 U innerer Punkt eines sol
hen Dreie
ksist, ist f auf ganz U stetig. Aus dem Integralsatz von Cau
hy, angewendet auf eine o�enekonvexe Umgebung von �, folgt Z�� fn(z) dz = 0f�ur alle n 2 N . Aus der glei
hm�a�igen Konvergenz fn ! f auf �� folgtZ�� f(z) dz = limn!1Z�� fn(z) dz = 0 :Also ist na
h Satz 4.15 f holomorph in U . 2Wir betra
hten nun folgende Situation. Sei U � C o�en, es gelte�(U) = U ; (4.33)wobei �(z) = z die komplexe Konjugation bezei
hnet. Wir setzenU+ = U \ fz : z 2 C ; Im z > 0g ; (4.34)U� = U \ fz : z 2 C ; Im z < 0g ; (4.35)U0 = U \ R : (4.36)Zu einer gegebenen Funktion f : U+ [ U0 ! C betra
hten wir die dur
h ~f j(U+ [ U0) = fund ~f(z) = f(z) ; z 2 U� ; (4.37)de�nierte Fortsetzung ~f : U ! C von f .Satz 4.17 (S
hwarzs
hes Spiegelungsprinzip)Seien U , f und ~f wie in (4.33){(4.37) bes
hrieben. Sei f stetig auf U+ [ U0, holomorphauf U+, und es gelte f(U0) � R. Dann ist ~f auf U holomorph.Beweis:Wir zeigen zun�a
hst, dass ~f in allen Punkten z 2 U stetig ist. F�ur z 2 U+und z 2 U� folgt dies direkt aus der De�nition. Sei nun z 2 U0, sei (zn)n2N Folge in Umit zn ! z. Ist zn 2 U+ [ U0 f�ur alle n, so gilt ~f(zn) = f(zn) ! f(z) = ~f(z) na
hVoraussetzung; ist zn 2 U� f�ur alle n, so gilt~f(zn) = f(zn)! f(z) = f(z) ;da f(U0) � R. Verl�auft die Folge (zn)n2N sowohl in U+ als au
h in U�, so zerlegen wirsie in die beiden entspre
henden Teilfolgen. Nun zur Di�erenzierbarkeit von ~f . Auf U�ist ~f = � Æ f Æ � reell di�erenzierbar. Sei z 2 U�. Ist f 0(z) = a + ib, so folgt aus derKettenregel J ~f(z) = �1 00 �1��a �bb a ��1 00 �1� = � a b�b a� ;24



also ist ~f na
h Lemma 3.3 di�erenzierbar in z und damit (da z beliebig war) holomorph inU�. Sei nun z 2 U0, sei r > 0 so gew�ahlt, dass B(z; r) � U . Sei � � B(z; r) ein beliebigesDreie
k. Gilt � � U+ oder � � U�, so folgtZ�� ~f(z) dz = 0 (4.38)aus dem Integralsatz von Cau
hy, angewendet auf U+ \ B(z; r) beziehungsweise U� \B(z; r). Andernfalls gilt � \ U0 6= ;, und die reelle A
hse teilt � in zwei Teile (oder eineSeite oder E
ke von � liegt auf der reellen A
hse). Es folgtZ�� ~f(z) dz = ZC+ ~f(z) dz + ZC� ~f(z) dz ; (4.39)wobei C+ den Rand von �\U+ bezei
hnet. (Die Menge �\U+ ist entweder ein Dreie
k,oder ein Viere
k, oder sie ist leer.) Sei " > 0 hinrei
hend klein, sei C+(") der Rand von� \ fz : z 2 C ; Im z > "g. Dann ist C+(") eine Kurve in U+, und wie oben folgtZC+(") ~f(z) dz = 0 : (4.40)Aus der Stetigkeit von ~f folgt (siehe Bild)ZC+ ~f(z) dz = lim"!0ZC+(") ~f(z) dz = 0 : (4.41)Analog beweist man RC� ~f(z) dz = 0. Damit ist die re
hte Seite in (4.39) glei
h Null,also gilt (4.38) f�ur alle Dreie
ke in B(z; r). Aus Satz 4.6 folgt nun, dass f in B(z; r) eine(holomorphe) Stammfunktion F hat, also existiert f 0(z) = F 00(z). Da z 2 U0 beliebig war,folgt die Behauptung. 2
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5 ZusammenhangDe�nition 5.1 (Zusammenhang, Wegzusammenhang)Sei (X; d) metris
her Raum. X hei�t zusammenh�angend, falls es au�er ; und X keineTeilmenge von X gibt, die sowohl o�en als au
h abges
hlossen ist. X hei�t wegzusam-menh�angend, falls es f�ur alle x; y 2 X eine stetige Funktion r : [0; 1℄ ! X gibt mitr(0) = x, r(1) = y. Ein sol
hes r hei�t Weg von x na
h y. 2O�ensi
htli
h ist Rn wegzusammenh�angend f�ur alle n 2 N , und damit au
h C .Lemma 5.2 Sei (X; d) metris
her Raum. Ist X wegzusammenh�angend, so ist X au
hzusammenh�angend.Beweis: Sei X wegzusammenh�angend. Wir nehmen an, X ist ni
ht zusammenh�angend.Sei U � X o�en und abges
hlossen mit U 6= ;, U 6= X. Seien x; y 2 X mit x 2 U , y =2 U ,sei r : [0; 1℄! X ein Weg von x na
h y. Wir de�nierenJ = ft : t 2 [0; 1); r([0; t℄) � Ug ; T = sup J :Es ist 0 2 J , 1 =2 J , und es gilt entweder J = [0; T ℄ oder J = [0; T ). Ist J = [0; T ℄, so istr(T ) 2 U , und es gibt ein Æ > 0 mit r([T; T + Æ)) � U (da r stetig und U o�en), also giltsup J � T + Æ, ein Widerspru
h. Ist J = [0; T ), so ist r(T ) =2 U , und es gibt ein Æ > 0 mitr((T � Æ; T ℄) � X nU (da r stetig und X nU o�en), also gilt sup J � T � Æ, ebenfalls einWiderspru
h. 2F�ur eine Teilmenge X von R (aufgefasst als metris
her Raum, mit der von j � j induziertenMetrik) gilt (�Ubung)X zusammenh�angend , X wegzusammenh�angend , X Intervall(5.1)Satz 5.3 Seien (X; d1), (Y; d2) metris
he R�aume, sei f : X ! Y stetig und surjektiv.Dann gilt: X zusammenh�angend ) Y zusammenh�angend (5.2)X wegzusammenh�angend ) Y wegzusammenh�angend (5.3)Beweis:Zu (5.2). Ist Y ni
ht zusammenh�angend, so gibt es V � Y mit V 6= ;, V 6= Y ,V ist o�en und abges
hlossen in Y . Dann ist au
h U = f�1(V ) o�en und abges
hlossenin X, und da f surjektiv ist, gilt U 6= ; und U 6= X, also ist X ni
ht zusammenh�angend.Zu (5.3). Seien y1; y2 2 Y , dann w�ahlen wir x1; x2 2 X mit f(xi) = yi. Ist r : [0; 1℄! Xein Weg von x1 na
h x2, so ist f Æ r : [0; 1℄! Y ein Weg von y1 na
h y2. 2Sei f : [a; b℄ ! R stetig. Wenden wir Satz 5.3 an mit X = [a; b℄, Y = f([a; b℄), so ergibtsi
h wegen (5.1), dass f([a; b℄) ebenfalls ein Intervall ist. Satz 5.3 verallgemeinert also denZwis
henwertsatz aus Analysis 1. 26



Lemma 5.4 Sei (X; d) metris
her Raum. Dann wird dur
hx � y , es gibt einen Weg von x na
h y (5.4)eine �Aquivalenzrelation auf X de�niert. Die zugeh�origen �Aquivalenzklassen hei�en Weg-komponenten von X.Beweis: Ist r : [0; 1℄ ! X ein Weg von x na
h y, so de�niert ~r(t) = r(1 � t) einen Wegvon y na
h x. Sind r; ~r : [0; 1℄! X Wege von x na
h y beziehungsweise von y na
h z, soist r : [0; 1℄! X, r(t) = (r(2t) ; 0 � t � 12 ;~r(2t� 1) ; 12 � t � 1 ;ein Weg von x na
h z. 2Ein metris
her Raum (X; d) ist also wegzusammenh�angend genau dann, wenn X nur eineWegkomponente besitzt (n�amli
h X selbst).Satz 5.5 Eine o�ene Teilmenge des Rn ist genau dann zusammenh�angend, wenn siewegzusammenh�angend ist.Beweis: Sei U � Rn o�en. Wegen Lemma 5.2 brau
ht nur die ImplikationU zusammenh�angend ) U wegzusammenh�angend (5.5)bewiesen zu werden. Zun�a
hst gilt, dass jede Wegkomponente W von U o�en ist in Rn .(Ist x 2 W , so gibt es ein " > 0 mit B(x; ") � U , und da f�ur y 2 B(x; ") au
h [x; y℄ �B(x; ") gilt, folgt B(x; ") � W .) Sei nun U ni
ht wegzusammenh�angend, sei W � U eineWegkomponente von U mitW 6= U . Da U nW die Vereinigung aller von W vers
hiedenenWegkomponenten von U ist, ist U n W o�en in Rn . Die Mengen W und U n W sindau
h o�en in U , damit ist W abges
hlossen in U , und W 6= ;, W 6= U . Also ist U ni
htzusammenh�angend. 2De�nition 5.6 (Gebiet)Sei U � Rn . U hei�t Gebiet, falls U o�en und zusammenh�angend ist.Satz 5.7 Sei U � C Gebiet, sei f : U ! C holomorph mit f 0 = 0 in U . Dann ist f in Ukonstant.Beweis: Sei a 2 U beliebig. Na
h Satz 4.11 hat f in einer hinrei
hend kleinen UmgebungB(a; ") eine Potenzreihenentwi
klungf(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k :In B(a; ") gilt f (k) = 0 f�ur alle k � 1, also au
h 
k = f (k)(a)=k! = 0 f�ur alle k � 1, alsof(z) = 
0 = f(a) f�ur alle z 2 B(a; "). Sei 
 2 U fest gew�ahlt, seiA = fz : z 2 U; f(z) = f(
)g :Na
h dem eben Bewiesenen ist A o�en in U . Wegen A = f�1(ff(
)g) ist A abges
hlossenin U . Da U zusammenh�angend ist und A 6= ;, ist A = U . 227



Satz 5.8 (Inverse Funktionen)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, 
 2 U . Ist f 0(
) 6= 0, so gibt es ein " > 0, sodass f�ur B = B(
; ") gilt:(i) f : B ! f(B) ist bijektiv, f(B) ist o�en in C ,(ii) f�1 : f(B)! B ist holomorph.Beweis:Da f na
h Folgerung 4.12 beliebig oft di�erenzierbar ist, ist insbesondere f 0 :U ! C stetig. Wegen f 0(
) 6= 0 ist Jf(
) 2 R(2;2) invertierbar; ist f 0(
) = a + ib, so istJf (
) = �a �bb a � ; Jf (
)�1 = 1a2 + b2 � a b�b a� : (5.6)Aus dem Satz �uber inverse Funktionen (Analysis 2) folgt die Existenz von " > 0, so dass(i) gilt, f�1 in f(B) stetig reell di�erenzierbar ist undJf�1(f(z)) = Jf (z)�1 ; f�ur alle z 2 B.Da (5.6) au
h gilt, wenn wir 
 dur
h z = a + ib ersetzen, z 2 B(
; "), ist f�1 in f(z)(komplex) di�erenzierbar f�ur alle z 2 B, also folgt (ii). 2De�nition 5.9 (Biholomorphe Funktion)Seien U; V � C o�en. Eine auf U holomorphe Funktion f : U ! V hei�t biholomorph,wenn f bijektiv und f�1 auf V holomorph ist. 2Satz 5.8 besagt also, dass holomorphe Funktionen f lokal biholomorph sind in Punkten
 mit f 0(
) 6= 0. Das einfa
hste Beispiel einer ni
ht biholomorphen, ni
ht konstantenFunktion ist f(z) = zm ; m � 2 : (5.7)F�ur w = rei' ; z = �ei ;mit w 6= 0 gilt f(z) = zm = w (5.8)genau dann, wenn �m = r ; eim = ei' ;und letzteres gilt genau dann, wennm � ' = 2k� ; k 2 Z :Es gibt also genau m vers
hiedene Zahlenzk = mpr exp�i 'm + 2�i km� ; k = 0; : : : ; m� 1 ; (5.9)wel
he (5.8) erf�ullen. F�ur w = 1 ergeben si
h die sogenannten m-ten Einheitswurzelnzk = exp�2�i km� ; k = 0; : : : ; m� 1 : (5.10)28



De�nition 5.10 (Ordnung einer Nullstelle)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a 2 U mit f(a) = 0. Die Zahlm = minfk : f (k)(a) 6= 0g (5.11)hei�t die Ordnung der Nullstelle a. (Sind alle Ableitungen in a glei
h Null, so spre
henwir von einer Nullstelle unendli
her Ordnung.) 2Die Funktion f(z) = zm hat o�ensi
htli
h in 0 eine Nullstelle der Ordnung m.Satz 5.11 Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a 2 U eine Nullstelle von f derOrdnung m 2 N. Dann gibt es eine Umgebung B(a; ") � U von a und eine holomorpheFunktion h : B(a; ")! C mit h(a) = 0, h0(a) 6= 0 undf(z) = h(z)m ; z 2 B(a; ") ; (5.12)und f(z) 6= 0 ; f�ur alle z 2 B(a; "); z 6= a. (5.13)Beweis: f l�a�t si
h in einer hinrei
hend kleinen Umgebung V von a in eine Potenzreiheentwi
keln, also (da f (k)(a) = 0 f�ur k < m)f(z) = (z � a)mg(z) ; g(z) = 
m + 1Xk=m+1 
k(z � a)k�m ; (5.14)und g(a) = 
m 6= 0 (5.15)na
h Voraussetzung. Da au
h die Potenzreihe f�ur g in V konvergiert, ist g in V holomorph.Sei 
 2 C mit p(
) = g(a) ; wobei p(z) = zm :Dann ist 
 6= 0, p0(
) = m
m�1 6= 0, also gibt es na
h Satz 5.8 ein Æ > 0, so dass p aufB(
; Æ) biholomorph ist. W�ahle nun " > 0 mitB(a; ") � V ; 0 =2 g(B(a; ")) � p(B(
; Æ)) ;und de�niere h(z) = (z � a)p�1(g(z)) ; z 2 B(a; ") : (5.16)Dann ist h holomorph auf B(a; "), undh(z)m = (z � a)m(p�1(g(z)))m = (z � a)mg(z) = f(z) :Aus (5.16) folgt h(a) = 0 und h0(a) = p�1(g(a)) = 
 6= 0. 2Die Aussage (5.13) bedeutet: Jede Nullstelle a endli
her Ordnung einer holomorphenFunktion ist isoliert, das hei�t, in einer hinrei
hend kleinen Umgebung von a liegen keineweiteren Nullstellen von f .Satz 5.12 (Identit�atssatz)Sei U � C Gebiet, seien f; g : U ! C holomorph. Dann sind �aquivalent:29



(i) Es gilt f = g auf U .(ii) Die Menge ff = gg hat einen H�aufungspunkt in U .(iii) Es gibt ein a 2 U mit f (k)(a) = g(k)(a) f�ur alle k 2 N [ f0g.Beweis: \(i))(ii)" ist klar.\(ii))(iii)": Sei a 2 U H�aufungspunkt von ff = gg. Da ff = gg abges
hlossen ist in U ,ist a 2 ff = gg. Die Funktion w = f � g ist holomorph in U , und w(a) = 0. Da na
hVoraussetzung in jeder Umgebung von a eine weitere Nullstelle von w liegt, kann a na
hSatz 5.11 keine endli
he Ordnung haben, also0 = w(k)(a) = f (k)(a)� g(k)(a)f�ur alle k 2 N .\(iii))(i)": Wir de�nierenA = fz : z 2 U; f (k)(z) = g(k)(z) f�ur alle k 2 N [ f0gg = 1\k=0ff (k) = g(k)g : (5.17)Dann ist A abges
hlossen in U als Dur
hs
hnitt abges
hlossener Mengen, und ni
htleerna
h Voraussetzung. A ist au�erdem o�en in U : Sei a 2 A, w = f � g, dann giltw(z) = 1Xk=0 w(k)(a)k! (z � a)k = 0in einer hinrei
hend kleinen Umgebung V von a, also au
h w(k)(z) = 0 f�ur alle z 2 V undalle k 2 N . Da U zusammenh�angend ist, folgt A = U und damit f = g in U . 2Eine holomorphe Funktion f ist also bereits dann eindeutig bestimmt, wenn wir ihreWerte f(zn) kennen f�ur irgendeine konvergente Folge (zn)n2N, die aus unendli
h vielenvers
hiedenen Folgengliedern besteht.Folgerung 5.13 Sei I Intervall in R, sei U Gebiet in C mit I � U . Dann gibt es zujeder Funktion f : I ! R h�o
hstens eine holomorphe Fortsetzung ~f : U ! C . 2Folgerung 5.14 Sei U � C Gebiet, f : U ! C holomorph, sei a 2 U eine Nullstelleunendli
her Ordnung von f . Dann ist f = 0.Beweis:Wir setzen g = 0 in Satz 5.12. 2Satz 5.15 Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, sei a 2 U eine Nullstelle von f derOrdnung m. Dann gibt es ein Æ > 0 und eine o�ene Umgebung V von a, so dass gilt:f(V ) = B(0; Æ) ; (5.18)jedes w 2 B(0; Æ) mit w 6= 0 hat genau m Urbilder unter f in V , und a ist die einzigeNullstelle von f in V . 30



Beweis:Wir setzen p(z) = zm :Im Spezialfall a = 0, f = p, gelten die Aussagen des Satzes f�ur alle Æ > 0 mitV = B(0; mpÆ) :Zum Beweis des allgemeinen Falls betra
hten wir eine Funktion h : B(a; ") ! C mitden Eigens
haften aus Satz 5.11, wobei wir " > 0 so klein w�ahlen, dass h auf B(a; ")biholomorph und h(B(a; ")) o�en ist. (Das ist m�ogli
h na
h Satz 5.8, da h0(a) 6= 0.) Wirw�ahlen Æ > 0 so, dass B(0; mpÆ) � h(B(a; ")) ;und setzen V = h�1(B(0; mpÆ) :Wegen f(z) = h(z)m ist f = p Æh auf V , und da h auf V bijektiv ist, folgen alle Aussagenf�ur f aus den entspre
henden Aussagen f�ur p. 2De�nition 5.16 (O�ene Abbildung)Seien (X; d1), (Y; d2) metris
he R�aume. Eine Abbildung f : X ! Y hei�t o�en, falls f�uralle U � X gilt U o�en ) f(U) o�en. (5.19)2Satz 5.17 Sei U � C Gebiet, f : U ! C holomorph und ni
ht konstant. Dann ist fo�en, und f(U) ist ebenfalls ein Gebiet.Beweis: Sei W o�en in U , sei 
 2 f(W ) beliebig, 
 = f(a), a 2 W . Wir betra
hteng : U ! C , g(z) = f(z)� 
 :Dann ist a eine Nullstelle endli
her Ordnung von g. (Andernfalls w�are g = 0 und damitf konstant na
h Folgerung 5.14.) Wir wenden Satz 5.11 an auf gjW : W ! C . Also gibtes ein Æ > 0 mit B(0; Æ) � g(W ) ;also 
 2 
 +B(0; Æ) � 
+ g(W ) = f(W ) ;also 
 2 int (f(W )). Da 
 beliebig war, ist f(W ) o�en. Aus Satz 5.3 folgt, dass f(U)zusammenh�angend ist, also ist f(U) Gebiet. 2Satz 5.18 (Maximumprinzip)Sei U � C Gebiet, f : U ! C holomorph, es gebe ein a 2 U mitjf(a)j = maxz2U jf(z)j : (5.20)Dann ist f konstant. 31



Beweis: Ist f ni
ht konstant, so ist f(U) o�en na
h Satz 5.17, also gibt es zu jedem a 2 Uein Æ > 0 mit f(a) � B(f(a); Æ) � f(U) ;also kann (5.20) ni
ht gelten. 2Folgerung 5.19 Sei U � C bes
hr�anktes Gebiet, sei f : U ! C stetig in U und holo-morph in U . Dann gilt supz2U jf(z)j = maxz2�U jf(z)j : (5.21)Beweis:Auf der kompakten Menge U hat f ein Maximum, wel
hes wegen Satz 5.18 nurdann in U liegen kann, wenn f konstant ist. 2
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6 Isolierte Singularit�aten, LaurentreihenNotation 6.1 (Punktierte Kreiss
heibe)Sei a 2 C , r > 0. Die Menge B0(a; r) = B(a; r) n fag (6.1)hei�t die punktierte Kreiss
heibe um a mit Radius r. 2De�nition 6.2 (Isolierte Singularit�at)Sei U � C o�en, sei a 2 C mit a =2 U , aber B0(a; r) � U f�ur ein r > 0. Ist f : U ! Cholomorph, so hei�t a eine isolierte Singularit�at von f . 2Ein sol
hes a ist ein isolierter Punkt des Komplements C n U . Wir interessieren uns f�urdas Verhalten einer holomorphen Funktion in der N�ahe eines sol
hen Punktes, wel
herein Lo
h im De�nitionsgebiet von f repr�asentiert. Zun�a
hst ist klar, dass in der Situationvon De�nition 6.2 die Menge U [ fag ebenfalls o�en ist.Satz 6.3 (Fortsetzungssatz von Riemann, hebbare Singularit�at)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a eine isolierte Singularit�at von f . Dann sind�aquivalent:(i) f ist holomorph auf U [fag fortsetzbar (das hei�t, es gibt eine holomorphe Funktion~f : U [ fag ! C mit ~f jU = f).(ii) f ist stetig auf U [ fag fortsetzbar.(iii) Es gibt ein r > 0, so da� f auf B0(a; r) bes
hr�ankt ist.(iv) Es gilt limz!az 6=a (z � a)f(z) = 0 : (6.2)In diesem Fall hei�t a eine hebbare Singularit�at von f .Beweis:Die Implikationen \(i))(ii))(iii))(iv)" sind o�ensi
htli
h. Wir zeigen die Im-plikation \(iv))(i)". Seien g; h : U [ fag ! C de�niert dur
hg(z) = ((z � a)f(z) ; z 6= a ;0 ; z = a ;h(z) = (z � a)g(z) :Wegen (6.2) ist g stetig in a. Wegenh(z) = h(a) + (z � a)g(z)ist h di�erenzierbar in a, also holomorph in U [ fag. Also hat h in einer hinrei
hendkleinen Umgebung B(a; Æ) von a eine Potenzreihenentwi
klung der Form (da h(a) = 0,h0(a) = g(a) = 0) h(z) = 1Xk=2 
k(z � a)k = (z � a)2 1Xk=0 
k+2(z � a)k :33



Da au�erdem gilt h(z) = (z � a)2f(z) f�ur z 6= a, folgt f�ur alle z 2 B0(a; Æ)f(z) = 1Xk=0 
k+2(z � a)k ;also ist die dur
h ~f jU = f und ~f(a) = 
2 de�nierte Funktion die gesu
hte holomorpheFortsetzung von f auf U [ fag. 2De�nition 6.4 (Pol, wesentli
he Singularit�at)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a eine isolierte Singularit�at von f , wel
heni
ht hebbar ist. a hei�t ein Pol von f , falls es ein m 2 N gibt, so dass a eine hebbareSingularit�at der dur
h g(z) = (z � a)mf(z)de�nierten holomorphen Funktion ist. Die kleinste Zahl m mit dieser Eigens
haft hei�t dieOrdnung des Pols a von f . Ist a kein Pol von f , so hei�t a eine wesentli
he Singularit�atvon f . 2Die Funktion f(z) = 1(z � a)mhat in a einen Pol der Ordnung m. Die Funktionf(z) = exp�1z� = 1Xk=0 z�kk!hat in 0 eine wesentli
he Singularit�at na
h Satz 6.3, da zmf(z) f�ur alle m 2 N in jederUmgebung von 0 unbes
hr�ankt ist.Lemma 6.5 Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, sei a 2 C , sei der KreisringA = fz : z 2 C ; r � jz � aj � Rg ; 0 < r < R ; (6.3)eine Teilmenge von U . Dann giltZjz�aj=r f(z)z � a dz = Zjz�aj=R f(z)z � a dz : (6.4)Beweis:Wir de�nieren f�ur s 2 [r; R℄J(s) = Z
s f(z)z � a dz ; 
s = fz : jz � aj = sg :Dann gilt J(s) = Z 2�0 f(a+ seit)a + seit � aiseit dt = Z 2�0 if(a+ seit) dt ;also J 0(s) = Z 2�0 f 0(a+ seit)ieit dt = 1s Z
s f 0(z) dz = 0 ;da 
s ges
hlossen ist und f 0 in U eine Stammfunktion (n�amli
h f) besitzt. Also ist Jkonstant in [r; R℄ und damit J(r) = J(R). 234



Folgerung 6.6 (Satz von Cau
hy f�ur Kreisringe)Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.5 gilt au�erdemZjz�aj=r f(z) dz = Zjz�aj=R f(z) dz : (6.5)Beweis:Wir wenden Lemma 6.5 an auf die dur
hg(z) = (z � a)f(z)de�nierte holomorphe Funktion g : U ! C . 2Ist a eine isolierte Singularit�at einer holomorphen Funktion f : U ! C , so hat f einePotenzreihenentwi
klung in der N�ahe von a,f(z) = 1Xk=0 
k(z � a)kgenau dann, wenn a hebbar ist (das hei�t, gar keine \e
hte" Singularit�at ist). Ist a eineni
ht hebbare Singularit�at, so l�a�t si
h, wie wir glei
h sehen werden, f in der N�ahe von adarstellen dur
h eine Reihe der Formf(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k + �1Xk=�1 
k(z � a)k : (6.6)Eine sol
he Reihe hei�t Laurentreihe.Satz 6.7 (Laurentreihe, Entwi
klungssatz)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a 2 C eine isolierte Singularit�at von f mitB0(a; Æ) � U . Dann gilt f�ur alle z 2 B0(a; Æ)f(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k + �1Xk=�1 
k(z � a)k ; (6.7)wobei 
k = 12�i Z�B(a;r) f(w)(w � a)k+1 dw ; (6.8)und r 2 (0; Æ) beliebig ist.Beweis:Wir bemerken zun�a
hst, dass wegen Satz 6.6 die re
hte Seite in (6.8) ni
ht vonder Wahl von r abh�angt. Sei nun z 2 B0(a; Æ) fest gegeben. Wir de�nieren g : B0(a; Æ)! Cdur
h g(w) = (f(w)�f(z)w�z ; w 6= z ;f 0(z) ; w = z : (6.9)g hat eine isolierte Singularit�at in z. Aus Satz 6.3 folgt, dass g in B0(a; Æ) holomorph ist.Wir w�ahlen r; R mit 0 < r < jz � aj < R < Æ :35



F�ur die Kreise 
r = �B(a; r) und 
R = �B(a; R) gilt na
h Satz 6.6Z
r g(w) dw = Z
R g(w) dw ; (6.10)also Z
r f(w)w � z dw � f(z) Z
r 1w � z dw = Z
R f(w)w � z dw � f(z) Z
R 1w � z dw : (6.11)Aus Satz 4.8 folgt Z
r 1w � z dw = 0 ; (6.12)da der Integrand holomorph ist in B(a; jz � aj). Aus der Integralformel von Cau
hy 4.9,angewendet f�ur f = 1, folgt 12�i Z
R 1w � z dw = 1 : (6.13)Aus (6.11) { (6.13) folgtf(z) = 12�i Z
R f(w)w � z dw � 12�i Z
r f(w)w � z dw : (6.14)Von hier ab verl�auft der Beweis analog zum Beweis des Entwi
klungssatzes von Cau
hy-Taylor (Satz 4.11). Auf 
R gilt wegen jz � aj < R = jw � aj und1w � z = 1w � a � 11� z�aw�a = 1w � a 1Xk=0 � z � aw � a�k ;dass 12�i Z
R f(w)w � z dw = 1Xk=0 12�i Z
R f(w)(w � a)k+1 dw � (z � a)k : (6.15)Auf 
r gilt wegen jz � aj > r = jw � aj1z � w = 1z � a � 11� w�az�a = 1z � a 1Xk=0 �w � az � a �k ;dass 12�i Z
r f(w)z � w dw = 1Xk=0 12�i Z
r(w � a)kf(w) dw � 1(z � a)k+1= �1Xk=�1 12�i Z
r f(w)(w � a)k+1 dw � (z � a)k : (6.16)Setzen wir (6.15) und (6.16) in (6.14) ein, so ergibt si
h die Behauptung. 2In der Zerlegung (6.7) hei�t �1Xk=�1 
k(z � a)k36



der Hauptteil, und 1Xk=0 
k(z � a)kder Nebenteil der Laurentreihe (6.7).Satz 6.8 (Eindeutigkeit der Laurententwi
klung)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a 2 C eine isolierte Singularit�at von f mitB0(a; Æ) � U . Sind g : B(a; Æ) ! C und h : C n fag ! C holomorphe Funktionen mitf = g + h und limz!1 h(z) = 0, so giltg(z) = 1Xk=0 
k(z � a)k ; (6.17)sowie h(z) = �1Xk=�1 
k(z � a)k ; (6.18)mit den KoeÆzienten 
k aus (6.8).Beweis: �Ubung. 2Aus Satz 6.8 folgt insbesondere, dass die KoeÆzienten 
k in der Formel (6.7) eindeutigbestimmt sind. Die Laurentreihe (6.7), (6.8) hei�t daher die Laurentreihe von f in a.Notation 6.9 (Grenzwert \z !1")F�ur f : C ! C , 
 2 C de�nieren wir limz!1 f(z) = 
 (6.19)dur
h: F�ur alle " > 0 existiert ein R > 0 mitjzj > R ) jf(z)� 
j < " : 2Folgerung 6.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 gilt f�ur die Laurentreihe vonf in a:(i) Die Singularit�at a ist hebbar genau dann, wenn der Hauptteil glei
h Null ist, also
k = 0 f�ur alle k < 0.(ii) Die Singularit�at a ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn 
k = 0 f�ur allek < �m und 
�m 6= 0.(iii) Die Singularit�at a ist wesentli
h genau dann, wenn es unendli
h viele k < 0 gibtmit 
k 6= 0. 37



Beweis:Hat g(z) = (z � a)mf(z) eine hebbare Singularit�at f�ur ein m 2 N [ f0g, so ist gholomorph fortsetzbar auf B(a; Æ) und na
h dem Eindeutigkeitssatz der Hauptteil von gglei
h Null. 2Wir untersu
hen die Frage der glei
hm�a�igen Konvergenz der Laurententwi
klung. Wirbetra
hten eine Laurentreihe der Form�1Xk=�1 
k(z � a)k (6.20)mit a 2 C , 
k 2 C f�ur alle k < 0.Lemma 6.11 Die Laurentreihe (6.20) sei konvergent in B0(a; Æ) f�ur ein Æ > 0. Dannwird dur
h f(z) = �1Xk=�1 
k(z � a)k (6.21)eine auf C n fag holomorphe Funktion de�niert. F�ur jedes r > 0 konvergieren die Parti-alsummen sn(z) = �nXk=�1 
k(z � a)k (6.22)glei
hm�a�ig gegen f auf fz : jz � aj � rg.Beweis:Es ist jz � aj < Æ , 1jz � aj > 1Æ ;also konvergiert die Potenzreihe 1Xk=1 
�k�k (6.23)in f� : j�j > 1Æg und damit in ganz C . Die Konvergenz der Partialsummen f�ur (6.23) istglei
hm�a�ig auf allen kompakten Kreiss
heibenf� : j�j � 1rg ;wie wir bereits aus der Analysis 2 wissen. Hieraus folgen alle Behauptungen. 2Satz 6.12 (Laurententwi
klung, glei
hm�a�ige Konvergenz)Sei U � C o�en, f : U ! C holomorph, a 2 C eine isolierte Singularit�at von f mitB0(a; Æ) � U . Dann konvergieren die Partialsummensn(z) = nXk=0 
k(z � a)k + �nXk=�1 
k(z � a)k (6.24)der Laurentreihe von f in a glei
hm�a�ig gegen f auf jedem Kreisring fz : r � jz�aj � Rgmit 0 < r < R < Æ.Beweis:Folgt f�ur den Hauptteil aus Lemma 6.11 und f�ur den Nebenteil aus dem bekann-ten Resultat f�ur Potenzreihen. 238



7 Der ResiduensatzDe�nition 7.1 (Windungszahl)Sei 
 : [a; b℄ ! C eine ges
hlossene, st�u
kweise stetig di�erenzierbare Kurve, sei z 2 C ,z =2 
([a; b℄). Wir de�nieren die Windungszahl von 
 um z dur
h�(
; z) = 12�i Z
 1w � z dw : (7.1)2F�ur 
 = �B(z; r) gilt �(
; z) = 1 : (7.2)Sind 
1; 
2 zwei ges
hlossene Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt, und bezei
hnet
 die Verkettung von 
1 und 
2 (das hei�t, wir dur
hlaufen na
heinander 
1 und 
2), sogilt �(
; z) = 12�i �Z
1 1w � z dw + Z
2 1w � z dw� = �(
1; z) + �(
2; z) : (7.3)Satz 7.2 Sei 
 : [a; b℄ ! C eine ges
hlossene, st�u
kweise stetig di�erenzierbare Kurve,sei U = C n 
([a; b℄). Dann gilt:(i) �(
; z) 2 Z f�ur alle z 2 U .(ii) Auf den Wegkomponenten von U ist � konstant.(iii) Es gilt �(
; z) = 0 f�ur alle z 2 U mit jzj > k
k1.Beweis: (i): Sei z 2 U . Wir de�nieren f : [a; b℄! C und F : [a; b℄! C dur
hf(t) = Z ta 
0(s)
(s)� z ds ; F (t) = (
(t)� z) exp(�f(t)) :Dann ist F stetig und st�u
kweise stetig di�erenzierbar, undF 0(t) = 
0(t) exp(�f(t))� (
(t)� z) 
0(t)
(t)� z exp(�f(t)) = 0in allen Punkten t 2 (a; b), in denen 
 di�erenzierbar ist. Also ist F konstant auf [a; b℄.Es folgt (da F 6= 0)1 = F (b)F (a) = 
(b)� z
(a)� z exp(�(f(b)�f(a)) = exp�� Z ba 
0(s)
(s)� z ds� = exp�� Z
 1w � z dw� ;(7.4)also gibt es k 2 Z mit � Z
 1w � z dw = 2�ik :
39



Damit ist (i) bewiesen.(ii): U ist o�en, da 
([a; b℄) kompakt ist. Die dur
h~�(z) = �(
; z) = 12�i Z ba 
0(s)
(s)� z dsde�nierte Funktion ~� : U ! R ist stetig. Ist W eine Wegkomponente von U , so ist ~�(W )wegzusammenh�angend na
h Satz 5.3. Da ~�(W ) � Z na
h (i), ist ~�(W ) einelementig.(iii): F�ur jzj > k
k1 gilt j
(t)� zj � jzj � j
(t)j � jzj � k
k1, alsoj�(
; z)j � 12�L(
) supt2[a;b℄ 1j
(t)� zj � 12�L(
) 1jzj � k
k1j :Wegen (i) folgt �(
; z) = 0 falls jzj hinrei
hend gro� ist, und dafz : z 2 C ; jzj > k
k1geine wegzusammenh�angende Teilmenge von U ist, folgt (iii) aus (ii). 2Sei nun f : B0(z; Æ)! C eine holomorphe Funktion mit der Laurententwi
klungf(w) = 1Xk=0 
k(w � z)k + �1Xk=�1 
k(w � z)k : (7.5)Satz 7.3 Sei z 2 C , Æ > 0, sei 
 : [a; b℄ ! B0(z; Æ) eine ges
hlossene, st�u
kweise stetigdi�erenzierbare Kurve mit z =2 
([a; b℄). Dann gilt f�ur jede holomorphe Funktion f :B0(z; Æ)! C der Form (7.5) Z
 f(w) dw = 2�i
�1�(
; z) : (7.6)Beweis:F�ur k 6= �1 hat p(w) = (w � z)k eine Stammfunktion in C n fzg, n�amli
hq(w) = 1k + 1(w � z)k+1 ;also gilt Z
(w � z)k dw = 0 ; k 6= �1 : (7.7)Na
h De�nition der Windungszahl giltZ
 1w � z dw = 2�i�(
; z) : (7.8)Da 
([a; b℄) in einem kompakten Kreisring um z enthalten ist, folgt aus Satz 6.12Z
 f(w) dw = 1Xk=�1 
k Z
(w � z)k dw = 
�12�i�(
; z) : 240



De�nition 7.4 (Residuum)Sei z 2 C , Æ > 0, sei f : B0(z; Æ)! C holomorph. Wir de�nieren das Residuum von f inz dur
h Res (f; z) = 
�1 ; (7.9)wobei 
�1 der erste KoeÆzient des Hauptteils der Laurentreihe von f in z ist.Lemma 7.5 Sei z 2 C , Æ > 0, sei f : B0(z; Æ)! C holomorph.(i) F�ur alle r 2 (0; Æ) gilt Res (f; z) = 12�i Z�B(z;r) f(w) dw (7.10)(ii) Ist au�erdem g : B0(z; Æ)! C holomorph, so giltRes (�f + �g; z) = �Res (f; z) + �Res (g; z) (7.11)f�ur alle �; � 2 C .(iii) Ist z eine hebbare Singularit�at von f , so giltRes (f; z) = 0 : (7.12)Beweis: (i): Folgt unmittelbar aus Satz 7.3 und (7.2).(ii): Folgt direkt aus (i).(iii): Folgt mit (i) aus dem Integralsatz von Cau
hy. 2Satz 7.6 (Residuensatz)Sei U � C o�en und sternf�ormig, sei 
 : [a; b℄! U eine st�u
kweise stetig di�erenzierbareKurve. Sei S eine endli
he Teilmenge von U mit S \ 
([a; b℄) = ;, sei f : U n S ! Cholomorph. Dann gilt Z
 f(w) dw = 2�iXz2S Res (f; z)�(
; z) : (7.13)Beweis: Sei f�ur jedes z 2 Sfz(w) = Res (f; z)w � z + �1Xk=�2 
k(w � z)k (7.14)der Hauptteil der Laurentreihe von f in z. Na
h Lemma 6.11 wird hierdur
h eine holo-morphe Funktion fz : C n fzg ! C de�niert. Wir de�nieren g : U n S ! C dur
hg(w) = f(w)�Xz2S fz(w) : (7.15)F�ur jedes z 2 S ist der Hauptteil der Laurentreihe von g in z glei
h Null, da fz na
hKonstruktion in z denselben Hauptteil wie f hat und f� f�ur � 6= z holomorph ist in einer41



Umgebung von z. Also sind alle z 2 S hebbare Singularit�aten von g, und wir k�onnen g zueiner holomorphen Funktion ~g : U ! C fortsetzen (Satz 6.3). Aus dem Integralsatz vonCau
hy folgt (U ist sternf�ormig)Z
 g(w) dw = Z
 ~g(w) dw = 0 ; (7.16)also na
h Satz 7.3Z
 f(w) dw =Xz2S Z
 fz(w) dw =Xz2S 2�iRes (fz; z)�(
; z) : (7.17)Da Res (fz; z) = Res (f; z) na
h Konstruktion von fz, folgt die Behauptung. 2Lemma 7.7 Sei f : B0(a; Æ) ! C holomorph, sei a ein einfa
her Pol ( = Pol ersterOrdnung) von f . Dann gilt Res (f; a) = limz!a(z � a)f(z) : (7.18)Beweis:Es ist f(z) = 
�1z � a + p(z) ; p holomorph. 2Lemma 7.8 Seien g; h : B(a; Æ)! C holomorph, es gelte g(a) 6= 0, h(a) = 0, h0(a) 6= 0.Dann hat die dur
h f(z) = g(z)h(z) ; (7.19)de�nierte Funktion einen einfa
hen Pol in a, und es giltRes (f; a) = g(a)h0(a) : (7.20)Beweis:Es gilt limz!a h(z)z � a = h0(a) ;also limz!a(z � a)f(z) = limz!a g(z)h(z)z�a = g(a)h0(a) :Also ist a hebbare Singularit�at von z 7! (z � a)f(z) und damit einfa
her Pol von f . DieBehauptung folgt aus Lemma 7.7. 2Beispiele: Wir betra
hten f(z) = 11 + z2 : (7.21)h(z) = 1 + z2 hat einfa
he Nullstellen in z = �i, es folgtRes (f;�i) = � 12i : (7.22)42



Wir betra
hten f(z) = z21 + z4 : (7.23)h(z) = 1 + z4 hat vier einfa
he Nullstellen, n�amli
ha = exp��i4 � ; ia ;�a ; �ia : (7.24)Es istRes (f; a) = a24a3 = 14a = 14 exp���i4 � ; Res (f; ia) = 14 exp��3�i4 � ; (7.25)und analog f�ur die anderen beiden Pole.Wir wollen den Residuensatz verwenden, um uneigentli
he Integrale der FormZ 1�1 f(x) dx (7.26)zu bere
hnen.Satz 7.9 Sei S eine endli
he Teilmenge von C mit S \ R = ;, sei f : C n S holomorph,es gelte R11 jf(x)j dx <1 sowie limz!1 zf(z) = 0 : (7.27)Dann gilt Z 1�1 f(x) dx = 2�i Xa2SIm a>0 Res (f; a) : (7.28)Beweis:Wir betra
hten die dur
h [�r; r℄ und den Halbkreis
r : [0; �℄! C ; 
r(t) = reit ;de�nierte Kurve �r und w�ahlen r so gro�, dass alle a 2 S mit Im a > 0 im Innern von �rliegen. F�ur a 2 S gilt (�Ubung) �(�r; a) = (1 ; Im a > 0 ;0 ; Im a < 0 :Aus dem Residuensatz folgtZ r�r f(x) dx+ Z
r f(z) dz = Z�r f(z) dz = 2�i Xa2SIm a>0 Res (f; a) :Es gilt weiter����Z
r f(z) dz���� � Z �0 jf(reit)jjrieitj dt � � supjzj=r jzf(z)j ! 0 ; falls r !1na
h Voraussetzung (7.27). Hieraus folgt die Behauptung. 243



Folgerung 7.10 Seien p; q Polynome in C mit deg(q) � deg(p) + 2, q habe keine reellenNullstellen, sei f(z) = p(z)q(z) : (7.29)Dann gilt Z 1�1 f(x) dx = 2�i Xa2SIm a>0 Res (f; a) : (7.30)Beweis: f erf�ullt alle Voraussetzungen von Satz 7.9. 2Beispiele: F�ur f(z) = 11 + z2gilt S = fi;�ig und Z 1�1 11 + x2 dx = 2�iRes (f; i) = 2�i 12i = � :F�ur f(z) = z21 + z4gilt S = fa; ia;�a;�iag (siehe (7.24)) undZ 1�1 x21 + x4 dx = 2�i(Res (f; a) + Res (f; ia)) = 2�i14 �exp���i4 �+ exp��3�i4 ��= 2�i14(�p2i) = �p2 :Der Residuensatz eignet si
h au
h zur Bere
hnung der Fouriertransformation gewisserFunktionen.Satz 7.11 Sei S eine endli
he Teilmenge von C mit S \ R = ;, sei g : C n S ! Cholomorph, es gelte limz!1 g(z) = 0 : (7.31)Dann gilt f�ur f(z) = g(z)eiz�, � 2 R, � 6= 0,Z 1�1 g(x)eix� dx = Z 1�1 f(x) dx = 2�i Xa2SIm a>0 Res (f; a) ; � > 0 ; (7.32)Z 1�1 g(x)eix� dx = Z 1�1 f(x) dx = �2�i Xa2SIm a<0 Res (f; a) ; � < 0 : (7.33)Hierbei ist das uneigentli
he Integral de�niert alsZ 1�1 f(x) dx = limr!1Z 0�r f(x) dx+ lims!1Z s0 f(x) dx : (7.34)(Es wird weder behauptet no
h verlangt, dass R1�1 jf(x)j dx <1.)44



Beweis: Sei zun�a
hst � > 0. F�ur r; s > 0 betra
hten wir das Quadrat Qr;s � C mit denE
ken (�r; 0), (s; 0), (s; r + s) und (�r; r + s) und den Seiten 
0; : : : ; 
3 (beginnend mit(�r; 0), in der bes
hriebenen Reihenfolge). Seien r; s so gro�, dass alle a 2 S mit Ima > 0in Qr;s liegen. Dann folgt aus dem ResiduensatzZ�Qr;s f(z) dz = Z s�r f(x) dx+ 3Xj=1 Z
j f(z) dz = 2�i Xa2SIm a>0 Res (f; a) =: 
 ; � > 0 : (7.35)F�ur z 2 C gilt eiz� = ei�Re ze��Im z ; ��eiz��� = e��Im z :Es gilt ����Z
2 g(z)eiz� dz���� = ����� Z s�r g(t+ i(r + s))eit�e�(r+s)� dt����� (r + s)e�(r+s)� supt2[�r;s℄ jg(t+ i(r + s))j ; (7.36)Weiter gilt����Z
1 g(z)eiz� dz���� = ����Z r+s0 g(s+ it)eis�e�t�i dt���� � 1� (1� e�(r+s)�) supt2[0;r+s℄ jg(s+ it))j� 1� supt2[0;r+s℄ jg(s+ it))j ; (7.37)Ebenso beweist man ����Z
3 g(z)eiz� dz���� � 1� supt2[0;r+s℄ jg(�r + it)j : (7.38)Sei " > 0. Wegen (7.36) { (7.38) gibt es ein M > 0, so dass3Xj=1 �����Z
j g(z)eiz� dz����� � " ; f�ur alle r; s �M ,also ����Z s�r f(x) dx� 
���� � " ; f�ur alle r; s �M . (7.39)also ����Z s�r f(x) dx� Z ��� f(x) dx���� � 2" ;f�ur alle r; s; �; � �M , und damit au
h����Z s0 f(x) dx� Z �0 f(x) dx���� � 2" ; ����Z 0�r f(x) dx� Z 0�� f(x) dx���� � 2" ;f�ur alle r; s; �; � � M . Hieraus folgt die Behauptung f�ur � > 0. Der Fall � < 0 wird analogbewiesen; in diesem Fall hat das Quadrat Qr;s die E
ken (�r; 0), (s; 0), (s;�(r + s)) und(�r;�(r + s)). 245



De�nition 7.12 (Meromorphe Funktion)Sei U � C o�en. Eine Funktion f hei�t meromorph auf U , falls es eine Menge P � Ugibt, so dass f : U n P holomorph ist und jedes a 2 P ein Pol von f ist. 2Die meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U bilden einen K�orper bez�ugli
h derAddition und Multiplikation.Sei f auf einem Gebiet U meromorph und ni
ht identis
h 0. Dann ist au
h die dur
hg(z) = f 0(z)f(z)de�nierte Funktion meromorph auf U , da alle Nullstellen von f eine endli
he Ordnunghaben. Die Funktion g hei�t die logarithmis
he Ableitung von f, da sie die Ableitungder Funktion z 7! ln f(z) ist.Satz 7.13 Sei U � C o�en und sternf�ormig, sei f eine auf U meromorphe, von Nullvers
hiedene Funktion, sei P die Menge der Pole und N die Menge der Nullstellen vonf in U . Sei 
 eine Kurve in U , so dass keine Nullstelle von f und kein Pol von f auf 
liegt. Es gelte au�erdem �(
; a) = 1 f�ur alle a 2 P [N . Dann gilt12�i Z
 f 0(z)f(z) dz =Xa2N ord (a)�Xa2P ord (a) ; (7.40)wobei ord (a) die Ordnung der Nullstelle beziehungsweise des Pols a bezei
hnet.Beweis:Zun�a
hst gilt, dass N [ P endli
h ist (na
h Satz 7.2(iii) liegt N [ P in einerbes
hr�ankten Menge, und N [ P hat keine H�aufungspunkte), und dass f 0=f holomorphist in U n(N [P ). Sei a 2 N [P . Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : B(a; Æ)! C ,Æ > 0 hinrei
hend klein, mitf(z) = (z � a)mg(z) ; g(a) 6= 0 ;und g(z) 6= 0 f�ur alle z 2 B(a; Æ). Ist a 2 N , so ist hierbei m die Ordnung von a; ista 2 P , so ist �m die Ordnung von a. Ausf 0(z) = m(z � a)m�1g(z) + (z � a)mg0(z)folgt f 0(z)f(z) = mz � a + g0(z)g(z) : (7.41)Da g keine Nullstelle in B(a; Æ) hat, ist g0=g holomorph in B(a; Æ), also hat f 0=f eineneinfa
hen Pol in a mit Res �f 0f ; a� = m :Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz. 2
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8 Gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungenWir betra
hten ein System gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen erster Ordnung,y0 = f(t; y) ; (8.1)sowie das zugeh�orige Anfangswertproblemy0 = f(t; y) ; y(t0) = y0 : (8.2)De�nition 8.1 (L�osung eines Systems erster Ordnung)Sei I � R Intervall, D � R � K n , f : D ! K n . Eine Funktion y : I ! K n hei�t L�osungvon (8.1) in I, falls y in I di�erenzierbar ist und f�ur alle t 2 I gilt, dass (t; y(t)) 2 D undy0(t) = f(t; y(t)) (8.3)Falls au�erdem (t0; y0) 2 D gegeben ist mit y(t0) = y0, so hei�t y L�osung des Anfangs-wertproblems (8.2) in I. 2H�angt f ni
ht von y ab, so ist y(t) = y0 + Z tt0 f(s) dseine L�osung des Anfangswertproblems (8.2), falls f stetig ist (Hauptsatz der Di�erential-und Integralre
hnung).Ni
ht jedes Anfangswertproblem hat eine L�osung. Beispiel: I = [0; 1℄, n = 1,y0 = f(y) = (�1 ; y > 0 ;1 ; y � 0 ; y(0) = 0 : (8.4)Beweis: Ist y L�osung in I, so ist y stetig in I. y kann kein Maximum in (0; 1) haben, alsoau
h keine weitere Nullstelle. Ist y(t) > 0 f�ur t > 0, dann ist y0(t) = �1 f�ur t > 0, also ystreng monoton fallend im Widerspru
h zu y(0) = 0.Man bea
hte, dass (8.4) auf I = [�1; 0℄ eine L�osung hat, n�amli
h y(t) = t�1. Auf I = [0; 1℄erhalten wir eine L�osung, n�amli
h y = 0, falls wir die De�nition von f modi�zieren zuy0 = f(y) = 8><>:�1 ; y > 0 ;0 ; y = 0 ;1 ; y � 0 : (8.5)Man
he Anfangswertprobleme haben mehrere L�osungen. Beispiel:y0 =pjyj ; y(0) = 0 : (8.6)Au�er der Funktion y = 0 ist beispielsweise au
hy(t) = (14t2 ; t > 0 ;0 ; t � 0 ; (8.7)eine L�osung. In diesem Fall ist die re
hte Seite f stetig, aber ni
ht di�erenzierbar in 0,und die L�osung (8.7) stetig di�erenzierbar, aber ni
ht zweimal di�erenzierbar in t = 0.47



Satz 8.2 Sei D � R � K n o�en, sei f 2 Cm(D; K n), sei (t0; y0) 2 D. Sei y L�osung desAWP (8.2) auf einem Intervall I. Dann ist y 2 Cm+1(I; K n).Beweis: Ist f stetig, so ist y0 stetig wegen y0(t) = f(t; y(t)). Ist y 2 Ck und f 2 Ck, soist au
h y0 2 Ck na
h Kettenregel, also y 2 Ck+1. 2Satz 8.2 ist ein typis
her Regularit�atssatz der Analysis: Die Regularit�at der Daten (hierf 2 Cm) sorgt f�ur eine entspre
hende Regularit�at der L�osung (hier y 2 Cm+1), die imL�osungsbegri� selbst no
h ni
ht enthalten ist. Bevor wir uns ausf�uhrli
her mit der Theoriebefassen, betra
hten wir einige Beispiele, bei denen wir L�osungen explizit konstruierenk�onnen.Trennung der Variablen. Das AWP habe die Formy0 = f(t)g(y) ; y(t0) = y0 : (8.8)Sei y eine L�osung, wir formen um (zun�a
hst ohne uns darum zu k�ummern, ob \wir dasd�urfen") y0(t)g(y(t)) = f(t) ; Z tt0 y0(s)g(y(s)) ds = Z tt0 f(s) ds ;und weiter (Substitution) Z y(t)y(t0) 1g(�) d� = Z tt0 f(s) ds :K�onnen wir Stammfunktionen von 1g und von f explizit angeben, so k�onnen wir ho�en,dass die aus dem Hauptsatz resultierende Glei
hung si
h na
h y(t) au
�osen l�a�t. F�urdie hierdur
h erhaltene explizite L�osung k�onnen wir unmittelbar na
hpr�ufen, ob sie eineL�osung von (8.8) ist. (Ob die dazu f�uhrende Re
hnung \mathematis
h korrekt" war, istdann eine zweitrangige Frage.) Beispiel:y0 = �y2 ; y(0) = y0 : (8.9)F�ur y0 = 0 ist y = 0 eine L�osung. Sei y0 6= 0. Der AnsatzZ yy0 � 1�2 d� = Z t0 1 dsf�uhrt auf 1� �����yy0 = t ; 1y = t + 1y0 ;also erhalten wir y(t) = 1t + 1y0 : (8.10)Diese Funktion ist eine L�osung von (8.9) auf dem Intervall (�1;� 1y0 ), falls y0 < 0,beziehungsweise (� 1y0 ;1), falls y0 > 0. Sie hat in 1y0 eine Singularit�at und l�a�t si
h ni
ht�uber diesen Punkt hinaus fortsetzen. 48



Ein weiteres Beispiel ist die logistis
he Di�erentialglei
hung, von Verhulst 1838 zur Mo-dellierung des Bev�olkerungswa
hstums vorges
hlagen.y0 = (a� by)y ; a; b > 0 : (8.11)Die Wa
hstumsrate ist ni
ht konstant, sondern sinkt mit wa
hsender Bev�olkerung. F�ury0 = ab ist y0 = 0, also die Konstante y = y0 eine L�osung. Dur
h Trennung der Variablenk�onnen wir die L�osung f�ur einen allgemeinen Anfangswert y0 > 0 bere
hnen (�Ubung), esergibt si
h y(t) = ab 11 + 
e�at ; 
 = ab � y0y0 : (8.12)Die lineare Di�erentialglei
hung. Wir betra
hteny0 + a(t)y = b(t) ; y(t0) = y0 : (8.13)Im Fall b = 0 �nden wir die L�osung dur
h Trennung der Variablen:y0 = �a(t)y ; Z yy0 1�d� = Z tt0 �a(s) ds ;also ln y � ln y0 = ln yy0 = � Z tt0 a(s) ds :Die gesu
hte L�osung ist also im Falle b = 0y(t) = y0 exp�� Z tt0 a(s) ds� : (8.14)Wir betra
hten den allgemeinen Fall b 6= 0. Setzen wirA(t) = Z tt0 a(s) ds ; (8.15)so gilt, falls y eine L�osung von (8.13) ist,ddt �y(t)eA(t)� = eA(t)(y0(t) + a(t)y(t)) = eA(t)b(t) :Integration von t0 bis t lieferty(t)eA(t) � y0 = Z tt0 eA(s)b(s) ds :Wir erhalten also als L�osung der Anfangswertaufgabe (8.13)y(t) = e�A(t) �y0 + Z tt0 eA(s)b(s) ds� : (8.16)Wir wollen uns im Folgenden auf K = R bes
hr�anken. Der Fall K = C wird �uber dieIsomorphie von C und R2 darauf zur�u
kgef�uhrt.Eine wesentli
h andere Situation liegt vor, wenn wir Di�erentialglei
hungen im Komplexenbetra
hten, das hei�t, Funktionen y : U ! C , U Gebiet in C , wel
hey0(z) = f(z; y(z)) ; z 2 U ;erf�ullen, wobei f holomorph ist. 49



9 Der Satz von Pi
ard-Lindel�ofWir betra
hten das Anfangswertproblemy0 = f(t; y) ; y(t0) = y0 : (9.1)Lemma 9.1 Sei D � R � Rn , f : D ! Rn stetig. Sei I Intervall in R und y : I ! Rnstetig, sei (t0; y0) 2 D. Dann ist y eine L�osung des Anfangswertproblems (9.1) genaudann, wenn gilt (t; y(t)) 2 D f�ur alle t 2 I undy(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds ; f�ur alle t 2 I. (9.2)Beweis: Ist y L�osung des AWP, so ist y0 : I ! Rn stetig, also folgt aus dem Hauptsatzy(t)� y(t0) = Z tt0 y0(s) ds = Z tt0 f(s; y(s)) ds :Gilt umgekehrt (9.2), so folgt zun�a
hst y(t0) = y0. Da der Integrand auf der re
hten Seitevon (9.2) stetig ist als Funktion von s, ist na
h dem Hauptsatz y di�erenzierbar in I, undy0(t) = f(t; y(t)) f�ur alle t 2 I. 2De�nition 9.2 Sei D � R � Rn . Eine Funktion f : D ! Rn hei�t Lips
hitz-stetigbez�ugli
h y in D mit Lips
hitz-Konstante L, fallskf(t; y)� f(t; z)k1 � Lky � zk1 ; (9.3)f�ur alle (t; y); (t; z) 2 D. 2Satz 9.3 Sei (T; d) kompakter metris
her Raum, sei w : T ! R stetig mit w(t) > 0 f�uralle t 2 T . Dann wird dur
h kykw = supt2T w(t)ky(t)k1 (9.4)eine Norm auf C(T ;Rn) de�niert, und (C(T ;Rn); k � kw) ist ein Bana
hraum.Beweis: �Ubungsaufgabe. 2Satz 9.4 Sei I = [t0; t0 + a℄, D = I � Rn , sei f : D ! Rn stetig und Lips
hitz-stetigbez�ugli
h y in D, sei y0 2 Rn . Dann hat das AWP (9.1) genau eine L�osung in I.Beweis:Wir de�nieren Y = C(I;Rn) und de�nieren T : Y ! Y dur
h(Ty)(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds : (9.5)T ist wohlde�niert, da f stetig ist. Aus Lemma 9.1 folgt, dass ein y 2 C(I;Rn) genaudann eine L�osung des AWP ist, wenn y = Ty : (9.6)50



Sei L eine Lips
hitz-Konstante f�ur f bez�ugli
h y. Wir de�nierenw(t) = e�2L(t�t0) ; w : I ! R : (9.7)Na
h Satz 9.3 ist (Y; k � kw) ein Bana
hraum. Seien nun y; z 2 Y . Dann gilt f�ur alle t 2 Ik(Ty)(t)� (Tz)(t)k1 = 



Z tt0 f(s; y(s))� f(s; z(s)) ds



1� Z tt0 kf(s; y(s))� f(s; z(s))k1 ds � Z tt0 Lky(s)� z(s)k1 ds= Z tt0 Le2L(s�t0)e�2L(s�t0)ky(s)� z(s)k1 ds� Z tt0 Le2L(s�t0)ky(s)� z(s)kw ds � Lky � zkw 12L �e2L(t�t0) � 1�� 12e2L(t�t0)ky � zkw :Es folgt weiterkTy � Tzkw = supt2I e�2L(t�t0)k(Ty)(t)� (Tz)(t)k1 � 12ky � zkw :Also ist T eine Kontraktion auf Y . Aus dem Fixpunktsatz von Bana
h folgt, dass (9.6)genau eine L�osung y 2 Y hat. 2Auf das Anfangswertproblem y0 = y2 ; y(0) = 1 ; (9.8)l�asst si
h Satz 9.4 ni
ht anwenden, da wegenjf(t; y)� f(t; z)j = jy2 � z2j = jy + zj jy � zjdie re
hte Seite f�ur kein Intervall I auf I�R Lips
hitz-stetig ist. Das AWP (9.8) hat abersehr wohl eine eindeutige L�osung, n�amli
hy(t) = 11� t ; (9.9)wel
he in (�1; 1) de�niert ist. Diese Funktion ist nat�urli
h au
h L�osung, wenn wir denAnfangswert modi�zieren zu y(t0) = 11� t0 ; t0 < 1 :Ist t0 di
ht bei 1, so ist die L�osung (9.9) nur in einer kleinen Umgebung von t0 de�niert.Man entwi
kelt also das Konzept einer lokalen L�osung.De�nition 9.5 (Lokale Lips
hitz-Stetigkeit)Sei D � R�Rn . Eine Funktion f : D! Rn hei�t lokal Lips
hitz-stetig bez�ugli
h y auf D,falls es zu jedem (t0; y0) 2 D eine Umgebung U gibt, so dass f auf D \U Lips
hitz-stetigbez�ugli
h y ist. 251



Es gilt dann kf(t; y)� f(t; z)k1 � Lky � zk1 ; f�ur alle (t; y); (t; z) 2 U , (9.10)f�ur ein geeignetes L > 0, wel
hes aber im allgemeinen von (t0; y0) abh�angt, siehe Beispiel(9.8).Wir setzen K(y0; r) = fy : y 2 Rn ; ky � y0k1 � rg ; r > 0; y0 2 Rn :Satz 9.6 Seien (t0; y0) 2 R � Rn , a; r > 0, sei f : D ! Rn stetig und bez�ugli
h yLips
hitz-stetig, wobei D = [t0; t0 + a℄ � K(y0; r). Dann gibt es ein Æ > 0, so dass dasAWP (9.1) in [t0; t0 + Æ℄ eine eindeutige L�osung hat.Beweis:Wir setzen M = max(t;�)2D kf(t; �)k1 ; Æ = Mr : (9.11)Wir de�nieren I = [t0; t0 + Æ℄ undY = fy : y 2 C(I;Rn); ky � y0k1 � rg : (9.12)Wie im Beweis von Satz 9.4 de�nieren wir den Operator T dur
h(Ty)(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds : (9.13)Es gilt T (Y ) � Y , dak(Ty)(t)� y0k1 � Z tt0 kf(s; y(s))k1 ds � ÆM = rgilt f�ur t 2 I und y 2 Y . Y ist ein vollst�andiger metris
her Raum (Y ist abges
hlosseneTeilmenge des Bana
hraums C(I;Rn)). Der Rest des Beweises ist Wort f�ur Wort derselbewie der von Satz 9.4. 2Folgerung 9.7 Seien die Voraussetzungen von Satz 9.6 erf�ullt mit D = [t0 � a; t0℄ �K(y0; r). Dann gibt es ein Æ > 0, so dass das AWP (9.1) in [t0; t0 � Æ℄ eine eindeutigeL�osung hat.Beweis:Wir wenden Satz 9.6 an aufy0 = ~f(t; y) ; y(t0) = y0 ; ~f(t; y) = �f(2t0 � t; y) : (9.14)Ist ~y : [t0; t0 + Æ℄! Rn L�osung von (9.14), so ist y : [t0 � Æ; t0℄! Rn ,y(t) = ~y(2t0 � t) ; (9.15)wegen y0(t) = �~y0(2t0 � t) = � ~f(2t0 � t; ~y(2t0 � t)) = f(t; y(t))L�osung von (9.1). Da (9.15) eine bijektive Abbildung der L�osungen des Vorw�arts- und desR�u
kw�artsproblems aufeinander de�niert, ist mit ~y au
h y eindeutig. 252



Folgerung 9.8 (Lokale Version des Satzes von Pi
ard-Lindel�of)Sei D � R � Rn o�en, f : D ! Rn stetig und lokal Lips
hitz-stetig bez�ugli
h y. Danngibt es zu jedem (t0; y0) 2 D ein Æ > 0, so dass das AWP (9.1) in I = [t0 � Æ; t0 + Æ℄ eineeindeutige L�osung hat.Beweis:Wir wenden Satz 9.6 und Folgerung 9.7 an mit hinrei
hend kleinen a; r > 0. 2Folgerung 9.9 Sei D � R � Rn o�en, f : D ! Rn stetig und bez�ugli
h y stetig dif-ferenzierbar. Dann gibt es zu jedem (t0; y0) 2 D ein Æ > 0, so dass das AWP (9.1) inI = [t0 � Æ; t0 + Æ℄ eine eindeutige L�osung hat.Stetige Di�erenzierbarkeit impliziert die lokale Lips
hitz-Stetigkeit (siehe Analysis 2). 2Lemma 9.10 Sei D � R � Rn o�en, f : D ! Rn stetig und bez�ugli
h y lokal Lips
hitz-stetig. Dann hat das AWP (9.1) f�ur jedes kompakte Intervall J = [a; b℄ mit t0 2 Jh�o
hstens eine L�osung.Beweis: Seien y; z : J ! Rn L�osungen des AWP. Wir setzent� = supft : t 2 J; yj[t0; t℄ = zj[t0; t℄g :Es ist y(t�) = z(t�) =: y�, da y; z stetig sind. W�are nun t� < b, so h�atte f�ur jedesÆ 2 (0; b� t�℄ das AWP y0 = f(t; y) ; y(t�) = y� ;zwei vers
hiedene L�osungen in [t�; t� + Æ℄ im Widerspru
h zu Folgerung 9.8. Analog zeigtman, dass y und z auf [a; t0℄ �ubereinstimmen. 2Satz 9.11 Sei D � R�Rn o�en, f : D ! Rn stetig und bez�ugli
h y lokal Lips
hitz-stetig.Dann gibt es zu jedem (t0; y0) 2 D ein o�enes Intervall I und eine L�osung y des AWP(9.1) in I, so dass f�ur jedes Intervall J mit t0 2 J und jede L�osung z von (9.1) in J giltJ � I ; z = yjJ : (9.16)Das Intervall I hei�t das maximale Existenzintervall der L�osung von (9.1).Beweis:Wir de�nierent� = supft : t � t0; (9.1) hat eine L�osung in [t0; t℄g ; (9.17)t� = infft : t � t0; (9.1) hat eine L�osung in [t; t0℄g : (9.18)Wir setzen I = (t�; t�). Sei t 2 I, sei yt : [t0; t℄! Rn eine L�osung von (9.1). Wir de�niereny : I ! Rn dur
h y(t) = yt(t) ; t 2 I : (9.19)F�ur jedes s 2 [t0; t℄ gilt ys(s) = yt(s) na
h Lemma 9.10, also au
h y(s) = yt(s). Es folgty(t) = yt(t) = y0 + Z tt0 f(s; yt(s)) ds = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds ;53



f�ur alle t 2 I, also ist y L�osung von (9.1) in I. Ist z eine L�osung auf einem Intervall J , soist z L�osung auf [t0; t℄ f�ur jedes t 2 J , also t 2 I und z(t) = y(t) na
h Lemma 9.10. 2Das maximale Existenzintervall kann die Form (�1; b), (a; b), (a;1) oder (�1;1) = Rhaben.Beispiele: Das AWP y0 = y2 + 1 ; y(0) = 0 ;hat die L�osung und das maximale Existenzintervally(t) = tan t ; I = ���2 ; �2� :Das AWP y0 = y2 ; y(0) = 1 ;hat die L�osung und das maximale Existenzintervally(t) = 11� t ; I = (�1; 1) :Das AWP y0 = y2 � 1 ; y(0) = 0 ;hat die L�osung und das maximale Existenzintervally(t) = tanh t ; I = R :In allen diesen drei Beispielen ist die re
hte Seite stetig di�erenzierbar, aber ni
ht Lips
hitz-stetig auf ihrem maximalen De�nitionsberei
h D = R � Rn .Etwas anders gelagert ist die Situation f�ur das AWPy0 = 1y ; y(0) = 1 :Hier ist D = f(t; y) : y 6= 0g = R � (R n f0g), die L�osung isty(t) = p2t+ 1 ; und I = ��12 ;1�ist das maximale Existenzintervall. Es gilt hierlimt#� 12(t; y(t)) = ��12 ; 0� 2 �D :Es werden also drei vers
hiedene F�alle f�ur das Verhalten der L�osung f�ur t > t0 (analogt < t0) erkennbar.1. Die L�osung existiert f�ur alle t > t0.2. Es gibt ein b > t0 mit limt!bt<b ky(t)k1 =1 :54



3. Es gibt ein b > t0 mit limt!bt<b dist ((t; y(t)); �D) = 0 :Satz 9.12 Sei D � R�Rn o�en, f : D ! Rn stetig und bez�ugli
h y lokal Lips
hitz-stetig.Sei y die eindeutige L�osung des AWP (9.1) mit maximalem Existnzintervall I. Dann gilt:Weder f(t; y(t)) : t 2 I; t � t0g no
h f(t; y(t)) : t 2 I; t � t0g sind in einer kompaktenTeilmenge von D enthalten.Beweis: Sei I = (a; b). Sei K � D kompakt mitf(t; y(t)) : t 2 I; t � t0g � K : (9.20)Da K bes
hr�ankt ist, ist b <1. Da f stetig ist, giltM := max(t;�)2K kf(t; �)k1 <1 :F�ur beliebige t; � 2 [t0; b) folgtky(t)� y(�)k1 = 



Z t� f(s; y(s)) ds



 � M jt� � j : (9.21)Wir zeigen nun, dass yb := limt!bt<b y(t) (9.22)existiert. Ist (tk)k2N Folge mit tk ! b, so ist (y(tk))k2N Cau
hyfolge, also konvergent; ist(sk)k2N eine weitere sol
he Folge, so konvergiert (y(sk))k2N gegen den glei
hen Grenzwert,da y(tk)� y(sk)! 0 wegen (9.21). Also existiert der Grenzwert (9.22). Die Funktion~y(t) = (y(t) ; t 2 [t0; b) ;yb ; t = b ;ist daher eine L�osung der Integralglei
hungy(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) dsauf dem abges
hlossenen Intervall [t0; b℄ und damit au
h des AWP, im Widerspru
h zurMaximalit�at von I. Eine kompakte Menge K mit (9.20) kann daher ni
ht existieren.Analog zeigt man die Behauptung f�ur t � t0. 2Man kann die Ergebnisse der vorherigen S�atze wie folgt zusammenfassen:Ist die re
hte Seite f auf ihrem o�enen De�nitionsgebietD stetig und bez�ugli
hy lokal Lips
hitz-stetig, so existiert eine eindeutige L�osung des AWP (9.1),deren Graph si
h bis zum Rand von D erstre
kt.
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Wir behandeln nun das AWP (9.1) ohne die Voraussetzung, dass die Abh�angigkeit t 7!f(t; y) stetig ist. Sol
he Systeme treten etwa in der Steuerungstheorie regelm�a�ig auf, undzwar in der Form y0 = f(t; u(t); y) : (9.23)Hierbei ist u eine weitere Funktion (die Steuerung), die im Hinbli
k auf ein zu errei
hendesZiel gew�ahlt wird. In vielen F�allen stellt es si
h heraus, dass die optimale Steuerungunstetig ist.De�nition 9.13 (Carath�eodory-Bedingung)Sei I Intervall in R, f : I � Rn ! Rn . Wir sagen, dass f die Carath�eodory-Bedingungerf�ullt, falls die Abbildungent 7! f(t; y) messbar sind f�ur alle y 2 Rn , (9.24)y 7! f(t; y) stetig sind f�ur alle t 2 I. (9.25)2Lemma 9.14 Sei I Intervall in R, f : I � Rn ! Rn , f erf�ulle die Carath�eodory-Bedingung, sei y : I ! Rn messbar. Dann ist die dur
hg(t) = f(t; y(t)) (9.26)de�nierte Funktion g : I ! Rn messbar.Beweis: Sei zun�a
hst y : I ! Rn einfa
he Funktion, das hei�t,y = NXi=1 �i1Ai ;wobei (Ai)1�i�N eine disjunkte Zerlegung von I in messbare Mengen Ai ist. Es gilt danng(t) = NXi=1 f(t; �i)1Ai(t) ;also ist g messbar. Sei nun y beliebig, w�ahle eine Folge (yk)k2N von einfa
hen Funktionen,wel
he punktweise gegen y konvergiert (siehe Analysis 3). Die dur
hgk(t) = f(t; yk(t))de�nierten Funktionen sind messbar, und es giltg(t) = f(t; y(t)) = limk!1 f(t; yk(t)) = limk!1 gk(t) ;also ist au
h g messbar. 2Wir betra
hten jetzt die entspre
hende Verallgemeinerung von Satz 9.4, wobei wir anstelleder L�osung des AWP (9.1) die L�osung der Integralglei
hungy(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds (9.27)betra
hten, wobei wir das Integral auf der re
hten Seite als Lebesgue-Integral au�assen.56



Satz 9.15 Sei I = [t0; t0 + a℄, D = I � Rn , y0 2 Rn , f : D ! Rn sei bez�ugli
h yLips
hitz-stetig und erf�ulle die Carath�eodory-Bedingung, die dur
h t 7! f(t; 0) de�nierteFunktion sei bes
hr�ankt auf I. Dann hat die Integralglei
hung (9.27) genau eine stetigeL�osung y : I ! Rn .Beweis:Genau wie im Beweis von Satz 9.4 setzen wir Y = C(I;Rn) und wollen T : Y !Y de�nieren dur
h (Ty)(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds : (9.28)Ist y 2 Y , so folgt aus Lemma 9.14, dass die dur
h g(s) = f(s; y(s)) de�nierte Funktiong : I ! Rn messbar ist. Ist L Lips
hitz-Konstante f�ur f , so giltkg(s)k1 = kf(s; y(s))k1 � kf(s; 0)k1 + Lky(s)k1 ;also ist g bes
hr�ankt und damit Lebesgue-integrierbar. Es folgt weiter f�ur beliebige t; � 2 Ik(Ty)(t)� (Ty)(�)k1 = 



Z t� f(s; y(s)) ds



1 � jt� � jkgk1 ; (9.29)also ist Ty stetig und damit Ty 2 Y . Der Beweis wird nun genauso wie der Beweis in 9.4fortgesetzt. 2Man kann nun ni
ht mehr erwarten, dass die L�osung y = Ty auf I stetig di�erenzierbarist (dann muss t 7! f(t; y(t)) stetig sein). Die Abs
h�atzung (9.29) zeigt aber, dass yLips
hitz-stetig ist, falls die re
hte Seite bes
hr�ankt ist.Entspre
hend kann man die weiteren S�atze und Folgerungen dieses Kapitels auf den Ca-rath�eodory-Fall �ubertragen.
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10 Das Lemma von GronwallSei x : I ! R, I � R Intervall, eine unbekannte Funktion. Wir wollen x na
h obenabs
h�atzen. Wir nehmen an, dass x in I einer Di�erentialunglei
hungx0(t) � g(t; x(t)) ; x(t0) � w0 ; (10.1)oder einer Integralunglei
hungx(t) � w0 + Z tt0 g(s; x(s)) ds (10.2)gen�ugt. Wir wollen s
hlie�en, dass dannx(t) � w(t) (10.3)f�ur alle t 2 I gilt, wobei w : I ! R die L�osung des entspre
henden AWP'sw0 = g(t; w) ; w(t0) = w0 ; (10.4)beziehungsweise der entspre
henden Integralglei
hungw(t) = w0 + Z tt0 g(s; w(s)) ds (10.5)ist. Damit die Abs
h�atzung (10.3) verwendbar ist, ist es von Vorteil, g so zu w�ahlen, dasswir w au
h bere
hnen k�onnen.Wir bes
h�aftigen uns mit der Integralunglei
hung.Lemma 10.1 Sei I = [t0; t1℄, seien a; b; x; w : I ! R stetig, sei b � 0, und es geltex(t) < a(t) + Z tt0 b(s)x(s) ds ; (10.6)w(t) = a(t) + Z tt0 b(s)w(s) ds ; (10.7)f�ur alle t 2 I. Dann gilt x(t) < w(t) (10.8)f�ur alle t 2 I.Beweis:Wir setzen (bea
hte x(t0) < w(t0))t = supf� : � 2 I; x(s) < w(s) f�ur alle s � �g :Dann gilt x(t) < a(t) + Z tt0 b(s)x(s) ds � a(t) + Z tt0 b(s)w(s) ds = w(t) ;da b � 0 und x � w in [t0; t℄. Es muss nun t = t1 gelten, da andernfalls x(�) < w(�) in[t; t+ "℄ gilt f�ur hinrei
hend kleines " > 0, im Widerspru
h zur De�nition von t. 258



Satz 10.2 Sei I = [t0; t1℄, seien a; b; x : I ! R stetig, sei b � 0, es geltex(t) � a(t) + Z tt0 b(s)x(s) ds (10.9)f�ur alle t 2 I. Dann giltx(t) � a(t) + Z tt0 a(s)b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds : (10.10)Beweis: Sei " > 0 beliebig, sei ~a(t) = a(t) + ". Dann gilt f�ur alle t 2 Ix(t) < ~a(t) + Z tt0 b(s)x(s) ds : (10.11)Wir de�nieren w(t) = ~a(t) + Z tt0 ~a(s)b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds :Es giltddt Z tt0 ~a(s)b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds = ~a(t)b(t) + b(t) Z tt0 ~a(s)b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds= ddt Z tt0 b(s)w(s) ds ;also w(t) = ~a(t) + Z tt0 b(s)w(s) ds : (10.12)Aus (10.11), (10.12) folgt nun wegen Lemma 10.1x(t) < w(t) = ~a(t) + Z tt0 ~a(s)b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds= a(t) + Z tt0 a(s)b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds+ "�1 + Z tt0 b(s) exp�Z ts b(�) d�� ds� :Grenz�ubergang "! 0 liefert die Behauptung. 2Folgerung 10.3 Sei I = [t0; t1℄, seien b; x : I ! R stetig mit b � 0, sei a 2 R, es geltex(t) � a + Z tt0 b(s)x(s) ds : (10.13)Dann gilt x(t) � a exp�Z tt0 b(s) ds� : (10.14)
59



Beweis:Wir setzen B(t) = Z tt0 b(s) ds :Aus Satz 10.2 folgtx(t) � a + Z tt0 ab(s)eB(t)�B(s) ds = a�1 + eB(t) Z tt0 b(s)e�B(s) ds�= a�1 + eB(t)h� e�B(s)itt0� = a(1� eB(t)e�B(t) + eB(t)eB(t0) = aeB(t) : 2Satz 10.4 Sei f : D! Rn stetig und bez�ugli
h y Lips
hitz-stetig mit Lips
hitz-KonstanteL. Seien y; z : [t0; t1℄! Rn L�osungen vony0 = f(t; y) (10.15)mit den Anfangswerten y(t0) = y0 ; z(t0) = z0 : (10.16)Dann gilt f�ur alle t 2 I ky(t)� z(t)k1 � ky0 � z0k1eL(t�t0) : (10.17)Beweis:Es giltky(t)� z(t)k1 = 



y0 � z0 + Z tt0 f(s; y(s))� f(s; z(s)) ds



1� ky0 � z0k1 + Z tt0 kf(s; y(s))� f(s; z(s))k1 ds� ky0 � z0k1 + Z tt0 Lky(s)� z(s)k1 ds :Wir wenden Folgerung 10.3 an mit a = ky0 � z0k1, b(t) = L und x(t) = ky(t)� z(t)k1.2Satz 10.4 impliziert, dass die L�osung des AWP stetig vom Anfangswert abh�angt. Ist etwa(y0k)k2N eine Folge von Anfangswerten und (yk)k2N die Folge der zugeh�origen L�osungen,so impliziert y0k ! y0, dass yk ! y glei
hm�a�ig in [t0; t1℄.
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11 Der Satz von PeanoWir betra
hten wieder das AWPy0 = f(t; y) ; y(t0) = y0 : (11.1)Satz 11.1 (Satz von Peano)Sei I = [t0; t0 + a℄, D = I � Rn , f : D ! Rn stetig und bes
hr�ankt auf D. Dann hat dasAWP (11.1) eine L�osung in I.Beweis:F�ur k 2 N de�nieren wir eine Zerlegung von I dur
hti = t0 + iak ; 1 � i � k ;und Funktionen yk 2 C(I;Rn) sukzessive auf (ti; ti+1℄ dur
hyk(t) = y0 ; t 2 [t0; t1℄ ; (11.2)yk(t) = yk(ti) + Z tti f(s; yk(s� ak )) ds ; ti < t � ti+1 ; 1 � i < k : (11.3)Es folgt yk(t) = y0 + Z tt0 ~f(s; yk(s� ak )) ds ; t 2 I ; (11.4)mit ~f(s; �) = (f(s; �) ; s > t1 ;0 ; s � t1 :Sei (f ist bes
hr�ankt) M = sup(t;�)2D kf(t; �)k1 <1 :Es gilt f�ur alle k 2 N und alle t; � 2 I mit � � tkyk(t)� yk(�)k1 � Z t� k ~f(s; yk(s� ak ))k1 ds �M jt� � j : (11.5)Da M ni
ht von k abh�angt, ist die Menge fyk : k 2 Ng glei
hgradig stetig und wegenkykk1 � ky0k1 +Mabes
hr�ankt in C(I;Rn). Aus dem Satz von Arzela-As
oli (siehe Analysis 2) folgt, dass eseine Teilfolge (ykm)m2N gibt, die glei
hm�a�ig gegen ein y 2 C(I;Rn) konvergiert. Es giltnun limm!1 ykm(s� akm ) = y(s) (11.6)glei
hm�a�ig f�ur s 2 I, dakykm(s� akm )� y(s)k1 � kykm(s� akm )� ykm(s)k1 + kykm(s)� y(s)k1�M akm + kykm � yk1 : 61



Es folgt limm!1 ~f(s; ykm(s� akm )) = f(s; y(s)) (11.7)punktweise f�ur alle s 2 I. Aus dem Satz von Lebesgue folgt, da f bes
hr�ankt ist, dass wirin (11.4) f�ur die Teilfolge (ykm) zum Grenzwert m!1 �ubergehen k�onnen, also gilty(t) = y0 + Z tt0 f(s; y(s)) ds ; t 2 I ; (11.8)und y ist L�osung von (11.1) auf I. 2Man kann au
h im Falle nur stetiger re
hter Seiten beweisen, dass die L�osung auf einmaximales Existenzintervall fortgesetzt werden kann.Die Eindeutigkeit der L�osung ist ni
ht garantiert, wie das Beispiely0 =pjyj ; y(0) = 0 ;zeigt. Es gibt aber s
hw�a
here Bedingungen als die Lips
hitz-Stetigkeit, die ebenfalls dieEindeutigkeit liefern.
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12 Lineare SystemeWir betra
hten ein lineares System gew�ohnli
her Di�erentialglei
hungen der Formy0 = A(t)y + b(t) (12.1)wobei A(t) 2 R(n;n) und b(t) 2 Rn ist f�ur jedes t, und das zugeh�orige Anfangswertproblemy0 = A(t)y + b(t) ; y(t0) = y0 : (12.2)Die Di�erentialglei
hung (12.1) hei�t inhomogen; falls b = 0, so hei�t sie homogen. FallsA ni
ht von t abh�angt, so spre
hen wir von konstanten KoeÆzienten, andernfalls vonvariablen KoeÆzienten (oder zeitabh�angigen KoeÆzienten, falls t die Bedeutung der Zeithat).Satz 12.1 Sei I Intervall in R, seien A : I ! R(n;n) und b : I ! Rn stetig, t0 2 I,y0 2 Rn . Dann hat das AWP (12.2) eine eindeutige L�osung y 2 C1(I;Rn).Beweis:Die dur
h f(t; y) = A(t)y + b(t)de�nierte Funktion f : I � Rn ! Rn ist stetig und bez�ugli
h y linear, also bez�ugli
h ystetig di�erenzierbar. Ist I kompakt, so ist wegenkf(t; y)� f(t; z)k1 = kA(t)(y � z)k1 � kA(t)k ky � zk1 � Lky � zk1 ;wobei L := supt2I kA(t)k ;die Funktion f Lips
hitz-stetig auf D = I � Rn . Die Behauptung folgt nun aus dem Satzvon Pi
ard-Lindel�of. Wegen I =[t2I[t0; t℄ist das maximale Existenzintervall der L�osung glei
h I. 2Der am Ende von Kapitel 9 dargestellte Satz f�ur unstetige re
hte Seiten l�asst si
h anwen-den, wenn giltA : I ! R(n;n) und b : I ! Rn sind messbar und bes
hr�ankt.Dann sind n�amli
h die Voraussetzungen des Satzes, insbesondere die Bedingung von Ca-rath�eodory, erf�ullt. Ist I ni
ht kompakt, so gen�ugt es, dass A und b messbar und auf jedemkompakten Teilintervall von I bes
hr�ankt sind.Im Folgenden setzen wir generell voraus:A : I ! R(n;n) ; b : I ! Rn sind stetig. (12.3)Wir bezei
hnen mit y(t; t0; y0) (12.4)63



den Wert y(t) der L�osung y : I ! Rn des AWP (12.2), und mit't;t0 : Rn ! Rn (12.5)die dur
h 't;t0(�) = y(t; t0; �) (12.6)de�nierte Abbildung. Beispiel: F�ury0 = Ay ; y(t0) = y0 ;ist y(t; t0; �) = 't;t0(�) = e(t�t0)A� :Lemma 12.2 Sei I � R Intervall. Dann gilt f�ur alle r; s; t 2 I'r;s Æ 's;t = 'r;t ; 't;t = id ; 't;s = '�1s;t : (12.7)Insbesondere ist die Abbildung 's;t bijektiv.Beweis:Die zweite Glei
hung ist trivial, die dritte folgt aus den ersten beiden. Wir be-weisen die erste Glei
hung f�ur den Fall t � s � r, die anderen F�alle werden analogbewiesen oder darauf zur�u
kgef�uhrt. Aus der Eindeutigkeit der L�osung des AWP folgt f�uralle � 2 Rn y(r; t; �) = y(r; s; y(s; t; �)) ;also 'r;t(�) = y(r; s; 's;t(�)) = 'r;s('s;t(�)) : 2Wir betra
hten nun das homogene Problemy0 = A(t)y ; y(t0) = y0 : (12.8)Satz 12.3 Sei I � R Intervall, s; t 2 I. Die Abbildung 's;t : Rn ! Rn ist ein linearerIsomorphismus.Beweis:Die Bijektivit�at ist in Lemma 12.2 bewiesen. Seien �1; �2 2 Rn , �1; �2 2 R, seiyi(�) = y(� ; t; �i) ; i = 1; 2 :Dann gilt (�1y1 + �2y2)0(�) = �1y01(�) + �2y02(�) = �1A(�)y1(�) + �2A(�)y2(�)= A(�)(�1y1(�) + �2y2(�)) ;also 's;t(�1�1 + �2�2) = �1's;t(�1) + �2's;t(�2) : 264



De�nition 12.4 (�Ubergangsmatrix)Die dem linearen Isomorphismus 's;t : Rn ! Rn bez�ugli
h der kanonis
hen Basis zuge-ordnete n� n-Matrix hei�t die �Ubergangsmatrix des homogenen Systems y0 = A(t)y. Wirbezei
hnen sie mit �(s; t) : (12.9)2Aus Lemma 12.2 folgt unmittelbar�(r; s)�(s; t) = �(r; t) ; �(t; t) = I ; �(t; s) = �(s; t)�1 (12.10)f�ur alle r; s; t 2 I. Ist ei der i-te Einheitsvektor im Rn , so isty(t; t0; ei) = 't;t0(ei) = �(t; t0)ei ;das hei�t, in der i-ten Spalte der �Ubergangsmatrix �(t; t0) steht die L�osung des AWPy0 = A(t)y ; y(t0) = ei :Beispiel: y0 = �1 00 2� y ; �(t; 0) = �et 00 e2t� :Wir betra
hten nun den L�osungsraum Y des homogenen linearen SystemsY = fy : y 2 C(I;Rn); y ist L�osung von (12.8) in Ig : (12.11)Satz 12.5 Sei I � R. Dann ist Y ein Unterraum von C(I;Rn) mit dim(Y ) = n. F�urjedes t0 2 I ist die dur
h (	t0(�))(t) = 't;t0(�) = y(t; t0; �) (12.12)de�nierte Abbildung 	t0 : Rn ! Y ein linearer Isomorphismus, mit 	�1t0 (y) = y(t0) f�uralle y 2 Y .Beweis:Na
h De�nition von Y gilt 	t0(Rn) = Y . Es folgt weiter f�ur �1; �2 2 Rn und�1; �2 2 R(	t0(�1�1 + �2�2))(t) = 't;t0(�1�1 + �2�2))(t) = �1't;t0(�1) + �2't;t0(�2)= �1(	t0(�1))(t) + �2(	t0(�2))(t) ;also ist 	t0 linear. Da 't;t0 injektiv ist f�ur alle t, ist au
h 	t0 injektiv. 2F�ur das homogene lineare System gilt also, dass jede Linearkombination von L�osungenwieder eine L�osung ist.De�nition 12.6 (Fundamentalmatrix)Sei I � R Intervall, sei fy1; : : : ; yng eine Basis des L�osungsraums Y des homogenenSystems y0 = A(t)y. Die Matrixfunktion � : I ! R(n;n) , deren i-te Spalte aus der Ba-sisfunktion yi : I ! Rn besteht, hei�t eine Fundamentalmatrix des homogenen Systemsy0 = A(t)y. 265



Im Gegensatz zur �Ubergangsmatrix �(t; s), wel
he eindeutig bestimmt ist, entspri
ht jederBasis des L�osungsraums Y eine eigene Fundamentalmatrix.Lemma 12.7 Sei � : I ! R(n;n) eine Fundamentalmatrix des homogenen linearen Sy-stems. Dann gilt f�ur die �Ubergangsmatrix�(t; t0) = �(t)�(t0)�1 ; t; t0 2 I : (12.13)Beweis: Ist fy1; : : : ; yng Basis von Y , so sind die Vektoren y1(t0); : : : ; yn(t0) na
h Satz 12.5linear unabh�angig, also ist �(t0) invertierbar f�ur alle t0 2 I. Es gilt weiter y0i(t) = A(t)yi(t)f�ur alle i, also �0(t) = A(t)�(t) : (12.14)Die dur
h y(t) = �(t)�(t0)�1y0 ; y0 2 Rnde�nierte Funktion l�ost wegeny0(t) = A(t)�(t)�(t0)�1y0 = A(t)y(t) ; y(t0) = y0 ;das homogene AWP, es muss also gelten�(t; t0)y0 = �(t)�(t0)�1y0 :Da y0 beliebig ist, folgt (12.13). 2Folgerung 12.8 F�ur jedes t0 2 I ist die Matrixfunktion t 7! �(t; t0) die eindeutigeL�osung des Matrix-AnfangswertproblemsX 0 = A(t)X ; X(t0) = I : (12.15)Beweis:Aus Lemma 12.7 folgt�t�(t; t0) = �0(t)�(t0)�1 = A(t)�(t)�(t0)�1 = A(t)�(t; t0) : 2Folgerung 12.9 Diese Folgerung ist vorl�au�g aus dem Verkehr gezogen.Wir betra
hten nun das inhomogene lineare Systemy0 = A(t)y + b(t) ; y(t0) = y0 : (12.16)Satz 12.10 Die eindeutige L�osung von (12.16) ist gegeben dur
hy(t) = �(t; t0)y0 + Z tt0 �(t; s)b(s) ds : (12.17)
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Beweis:Wir erhalten aus Folgerung 12.8y0(t) = �t�(t; t0)y0 + Z tt0 �t�(t; s)b(s) ds+ �(t; t)b(t)= A(t)�(t; t0)y0 + Z tt0 A(t)�(t; s)b(s) ds+ b(t)= A(t)y(t) + b(t) ;sowie y(t0) = y0. 2Wir betra
hten nun die lineare Di�erentialglei
hung n-ter Ordnung,nXi=0 ai(t)y(i)(t) = b(t) (12.18)auf einem Intervall I, wobei ai : I ! R und b : I ! R stetig sind. Ist b = 0, sohei�t (12.18) inhomogen, andernfalls homogen. Ist an = 1 (diese Situation l�a�t si
h dur
hDivision dur
h an immer herstellen, wenn an(t) 6= 0 f�ur alle t 2 I), so l�a�t si
h (12.18)ums
hreiben in ein System 1. Ordnungy0 = A(t)y + ~b(t) ; (12.19)wobei der Vektor y = (y1; : : : ; yn) in (12.19) den Ableitungen y; y0; : : : ; y(n�1) in (12.18)entspri
ht, undA(t) = 0BBBBB� 0 1 0 � � � 0... 0 1 . . . ...... . . . . . . 00 � � � � � � 0 1�a0(t) �a1(t) � � � � � � �an�1(t)
1CCCCCA ; ~b(t) = 0BBBBB� 0......0b(t)

1CCCCCA : (12.20)Das zur linearen Glei
hung y(n)(t) + n�1Xi=0 ai(t)y(i)(t) = b(t) (12.21)zugeh�orige Anfangswertproblem besteht aus (12.21) und Anfangswerteny(t0) = y0 ; y0(t0) = y00 ; : : : ; y(n�1)(t0) = y(n�1)0 : (12.22)Satz 12.11 Das Anfangswertproblem (12.21), (12.22) ist eindeutig l�osbar, die L�osungenbilden einen n-dimensionalen Unterraum von C(I;R).Beweis:Folgt aus Satz 12.1, angewendet auf (12.19), (12.20) mit den Anfangswerten aus(12.22), siehe �Ubungsaufgabe. 2Das Reduktionsverfahren von d'Alembert. Sei ŷ : I ! R eine spezielle L�osung derhomogenen Glei
hung nXi=0 ai(t)y(i)(t) = 0 : (12.23)67



Wir versu
hen, weitere L�osungen der Formy(t) = z(t)ŷ(t) (12.24)zu �nden. Setzen wir (12.24) in (12.23) ein, so ergibt si
h0 = nXi=0 ai(t) didti (z(t)ŷ(t)) = nXi=0 ai(t) iXj=0 �ij�z(j)(t)ŷ(i�j)(t)= nXj=0 z(j)(t) nXi=j �ij�ai(t)ŷ(i�j)(t) :Wir de�nieren bj(t) = nXi=j �ij�ai(t)ŷ(i�j)(t) ; (12.25)so ergibt si
h b0 = 0, da ŷ eine L�osung von (12.18) ist, alsonXj=1 bj(t)z(j)(t) = 0 :F�uhren wir w als neue unbekannte Funktion ein dur
hw = z0 ;so erhalten wir aus dem Ansatz (12.24) die Di�erentialglei
hungn�1Xj=0 bj+1(t)w(j)(t) = 0 : (12.26)Auf diese Weise kann man die Bestimmung von n linear unabh�angigen L�osungen von(12.23) zur�u
kf�uhren auf die Bestimmung jeweils einer L�osung von (12.23) und von densi
h na
h dem eben bes
hriebenen Verfahren sukzessive ergebenden Di�erentialglei
hun-gen niedrigerer Ordnung. Es gilt n�amli
h der folgende Satz.Satz 12.12 Sei ŷ : I ! R eine L�osung von (12.23) mit ŷ(t) 6= 0 f�ur alle t 2 I, seifw1; : : : ; wn�1g ein System von n�1 linear unabh�angigen L�osungen der Glei
hung (12.26).Dann ist ŷ; ŷ � z1; : : : ; ŷ � zn�1ein System von n linear unabh�angigen L�osungen von (12.23), wobei zi irgendeine Stamm-funktion von wi ist.Beweis:Die zu (12.26) f�uhrende Re
hnung zeigt, dass die Funktionen ŷzi L�osungen von(12.23) sind. Seien nun 
i 2 R, 
0ŷ + n�1Xi=1 
iŷzi = 0 :68



Division dur
h ŷ und Di�erenzieren liefert0 = n�1Xi=1 
iz0i = n�1Xi=1 
iwi ;also folgt 
i = 0 f�ur alle i � 1 und damit au
h 
0 = 0. 2Als Anwendung des d'Alemberts
hen Reduktionsverfahrens betra
hten wir die Legendre-Glei
hung der Ordnung 1 (1� t2)y00 � 2ty0 + 2y = 0 : (12.27)Wir erhalten eine spezielle L�osung aus dem Ansatzy(t) = at2 + bt + 
 :Einsetzen in (12.27) ergibt(1� t2)2a� 2t(2at + b) + 2(at2 + bt + 
) = 0 ;und KoeÆzientenverglei
h liefert a = 
 = 0, b beliebig, also istŷ(t) = t (12.28)eine L�osung von (12.27). Die Formel f�ur bj in (12.25) werden zub1(t) = a1(t)ŷ(t) + 2a2(t)ŷ0(t) ; (12.29)b2(t) = a2(t)ŷ(t) : (12.30)Als Di�erentialglei
hung f�ur z ergibt si
h0 = b2(t)z00(t) + b1(t)z0(t) = (1� t2)tz00(t) + (2� 4t2)z0(t) :F�ur w = z0 erhalten wir also die lineare Di�erentialglei
hung erster Ordnungw0 + g(t)w = 0 ; g(t) = 2� 4t2t(1� t2) : (12.31)Diese kann mit Trennung der Variablen gel�ost werden.Die Eulers
he Di�erentialglei
hung. Sie hat die Formt2y00 + �ty0 + �y = 0 ; �; � 2 R : (12.32)Wir su
hen na
h expliziten L�osungen mit dem Ansatzy(t) = tr ; f�ur t > 0. (12.33)Einsetzen in (12.32) ergibt0 = t2r(r � 1)tr�2 + �trtr�1 + �tr = [r(r � 1) + �r + �℄tr ;also ist y(t) = tr eine L�osung von (12.32) genau dann, wenn r L�osung der quadratis
henGlei
hung F (r) = r(r � 1) + �r + � = r2 + (�� 1)r + � = 0 : (12.34)69



Diese Glei
hung hei�t Indexglei
hung und hat die L�osungenr1;2 = ��� 12 � 12p(�� 1)2 � 4� : (12.35)Fall 1: Es ist (�� 1)2 � 4� > 0. Dann sind r1; r2 2 R, und eine Basis des L�osungsraumsin C(I;R) f�ur I � (0;1) ist gegeben dur
hftr1; tr2g : (12.36)Fall 2: Es ist (�� 1)2 � 4� = 0. Dann istr = �� � 12doppelte Nullstelle der Indexglei
hung. Neben der L�osung y(t) = tr erh�alt man dur
hAnwendung des d'Alemberts
hen Reduktionsverfahrens die L�osungy(t) = tr ln t ;und eine Basis des L�osungsraums ist gegeben dur
hftr; tr ln tg : (12.37)Fall 3: Es ist (� � 1)2 � 4� < 0. Hier sind r1; r2 konjugiert komplex, wir setzen r1 = r,r2 = r. Im Komplexen erhalten wir die Basisfer ln t; er ln tg ;und mit r = a+ ib gilter ln t = ea ln teib ln t = ta(
os(b ln t) + i sin(b ln t)) :Hieraus erhalten wir f�ur I � (0;1) die reelle Basisfta 
os(b ln t); ta sin(b ln t)g : (12.38)Man kann die Eulers
he Di�erentialglei
hung (12.32) in ein System ums
hreiben (y1 = y,y2 = ty0), �y1y2�0 = 1t � 0 1�� 1� ���y1y2� : (12.39)Dieses System ist ein Spezialfall vony0 = 1t Ay ; A 2 R(n;n) : (12.40)Es stellt si
h heraus, dass tA := eA ln teine Fundamentalmatrix von (12.40) ist.Der Potenzreihenansatz. Wir betra
hten die Di�erentialglei
hungt2y00 + tp1(t)y0 + p0(t)y = 0 ; (12.41)70



wobei p1; p0 Funktionen sind, die si
h als Potenzreihe darstellen lassen,p1(t) = 1Xk=0 �ktk ; p0(t) = 1Xk=0 �ktk : (12.42)Wir su
hen eine L�osung der Formy(t) = tr 1Xj=0 �jtj = 1Xj=0 �jtj+r : (12.43)Zu bestimmen sind r 2 R und die KoeÆzienten �j. Wir setzen zun�a
hst ein Monom t� in(12.41) ein und erhalten0 = t2(t�)00 + tp1(t)(t�)0 + p0(t)t�= �(�� 1)t� + � 1Xk=0 �ktk! t� + 1Xk=0 �ktk! t�= F (�)t� + 1Xk=1(�k�+ �k)t�+k ;wobei F (�) = �(�� 1) + �0� + �0 : (12.44)Setzen wir nun �jtr+j statt t� ein und summieren wir �uber j, so erhalten wir0 = t2 1Xj=0 �jtr+j!00 + tp1(t) 1Xj=0 �jtr+j!0 + p0(t) 1Xj=0 �jtr+j!= 1Xj=0 �j "F (r + j)tr+j + 1Xk=1(�k + �k(r + j))tr+j+k#= tr � 1Xj=0 tj "�jF (r + j) + jXk=1 �j�k(�k + �k(r + j � k))# :Dur
h KoeÆzientenverglei
h ergibt si
h�0F (r) = 0 ; (12.45)�jF (r + j) = � jXk=1 �j�k(�k + �k(r + j � k)) : (12.46)Falls gilt F (r) = 0 ; F (r + j) 6= 0 f�ur alle j 2 N ; (12.47)so werden dur
h (12.45), (12.46) Rekursionsformeln f�ur die �j de�niert, wobei �0 2 R freigew�ahlt werden kann. Die Glei
hung0 = F (r) = r(r � 1) + �0r + �0 (12.48)hei�t Indexglei
hung von (12.41). 71



Wir wenden dieses Ergebnis an auf die Bessels
he Di�erentialglei
hungt2y00 + ty0 + (t2 � �2)y = 0 : (12.49)Es ist �0 = 1 ; �j = 0 f�ur j � 1,�0 = ��2 ; �1 = 0 ; �2 = 1 ; �j = 0 f�ur j � 3.Die Indexglei
hung ist 0 = F (r) = r(r � 1) + �0r + �0 = r2 � �2 ;mit den L�osungen r = ��. F�ur � = 0 beispielsweise ist r = 0 eine doppelte Nullstelle,und die Rekursionsformel (12.45), (12.46) ergeben�1 = 0 ; �j = � 1F (r + j)�j�2 = � 1j2 �j�2 f�ur j � 2 :Hieraus erhalten wir eine L�osungy(t) = �0 1Xj=0(�1)j t2j22 � � � (2j)2 : (12.50)Die Reihe ist konvergent f�ur alle t, wie man z.B. mit dem Quotientenkriterium beweist.Zur Bestimmung einer zweiten L�osung und der Behandlung des Falles � 6= 0 siehe dasBu
h von Walter, S. 207� (in der 5. Au
age).
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13 Die Fourier-TransformationF�ur Funktionen f : Rn ! C wollen wir die Fourier-Transformierte f̂ de�nieren dur
hf̂(�) = (2�)�n2 ZRn f(x)e�ihx;�i dx : (13.1)Hierbei ist hx; �i = nXj=1 xj�jdas Skalarprodukt im Rn . Aus der Analysis 3 kennen wir die Lp-R�aume f�ur reellwertigeFunktionen. Wir de�nierenLp(Rn ; C ) = ff j f : Rn ! C ; Re f 2 Lp(Rn ;R); Im f 2 Lp(Rn ;R)g (13.2)und s
hreiben in diesem Kapitel Lp(Rn) statt Lp(Rn ; C ). Dasselbe gelte f�ur Lp(Rn ; C ) undC(Rn ; C ). Die R�aume Lp(Rn) sind dann ebenfalls Bana
hr�aume, der Raum L2(Rn) ist einHilbertraum mit dem Skalarprodukthf; gi = ZRn f(x)g(x) dx : (13.3)Satz 13.1 Sei f 2 L1(Rn). Dann wird dur
h (13.1) eine stetige und bes
hr�ankte Funktionf̂ : Rn ! C de�niert mit kf̂k1 � (2�)�n2 kfk1.Beweis:Wegen jf(x)e�ihx;�ij = jf(x)j (13.4)ist der Integrand in (13.1) integrierbar, also ist f̂(�) wohlde�niert f�ur alle � 2 Rn . Da derIntegrand stetig ist und wegen (13.4) glei
hm�a�ig in � gegen eine integrierbare Funktionabges
h�atzt werden kann, folgt die Stetigkeit von f̂ aus Satz 4.22, Analysis 3. Ebensofolgt jf̂(�)j � (2�)�n2 ZRn jf(x)j dx = (2�)�n2 kfk1 : 2Wir setzen CB(Rn) = ff : f 2 C(Rn); f ist bes
hr�anktg ; (13.5)Versehen mit der Supremumsnorm ist CB(Rn) ein Bana
hraum, da er ein abges
hlossenerTeilraum des Bana
hraums B(Rn ; K ) (Raum der bes
hr�ankten Funktionen auf Rn) ist,siehe Analysis 2.Satz 13.2 (Fourier-Transformation)Dur
h F(f) = f̂ ; f̂(�) = (2�)�n2 ZRn f(x)e�ihx;�i dx ; (13.6)wird eine lineare stetige Abbildung F : L1(Rn)! CB(Rn) de�niert mitkF(f)k1 � (2�)�n2 kfk1 : (13.7)Sie hei�t Fouriertransformation. 73



Beweis: Sind f; g 2 L1(Rn) mit f = g fast �uberall, so gilt F(f) = F(g). Wohlde�niertheitund (13.7) folgen nun aus Satz 13.1, Linearit�at aus der De�nition, und (13.7) impliziertdie Stetigkeit na
h dem Kriterium aus Satz 4.23, Analysis 2. 2Wir bere
hnen F(f) f�ur f(x) = e� hx;xi2 = e� kxk222 :Lemma 13.3 F�ur f(x) = e� hx;xi2 (13.8)gilt F(f) = f : (13.9)Beweis:Wir betra
hten zun�a
hst den eindimensionalen Fall n = 1. Es istf̂(0) = 1p2� Z 1�1 e�x22 dx = 1 ; (13.10)da (Fubini und Beispiel 6.15, Analysis 3)Z 1�1 e�x22 dx = p2 Z 1�1 e�t2 dt ; �Z 1�1 e�t2 dt�2 = ZR2 e�(x21+x22) d(x1; x2) = � :Wir de�nieren g(x; �) = e�x22 e�ix� ; g : R2 ! C :Es gilt ��g(x; �) = �ixe�x22 e�ix� ; j��g(x; �)j � jxje�x22 =: h(x) :Da h 2 L1(R), folgt f̂ 0(�) = � ip2� Z 1�1 xe�x22 e�ix� dx (13.11)na
h Satz 4.23, Analysis 3. Partielle Integration ergibt f�ur jedes R > 0Z R�R xe�x22 e�ix� dx = �e�x22 e�ix������R�R � i� Z R�R e�x22 e�ix� dx ;also (Grenz�ubergang R!1)f̂ 0(�) = � �p2� Z 1�1 e�x22 e�ix� dx = ��f̂(�) : (13.12)Die eindeutige L�osung des Anfangswertproblems (13.10), (13.12) ist aber gegeben dur
hf̂(�) = e� �22 ; (13.13)also ist die Behauptung f�ur n = 1 bewiesen. F�ur beliebiges n 2 N gilt mit Fubinif̂(�) = (2�)�n2 ZRn e� hx;xi2 e�ihx;�i dx = (2�)�n2 ZRn e�Pj x2j2 e�iPj xj�j dx= nYj=1 1p2� Z 1�1 e�x2j2 e�ixj�j dxj = nYj=1 e� �2j2= e� h�;�i2 : 274



Lemma 13.4 Sei f 2 L1(Rn), � 2 R, � 6= 0. Dann ist die Fourier-Transformierte f�urg(x) = f(�x) (13.14)gegeben dur
h ĝ(�) = j�j�nf̂ � ��� : (13.15)Beweis:Mit der Substitutionsregel f�ur die mehrdimensionale Integration folgtĝ(�) = (2�)�n2 ZRn f(�x)e�ihx;�i dx = j�j�n(2�)�n2 ZRn f(y)e�ih y� ;�i dy = j�j�nf̂ � ��� :2Sei f(x) = 1[�1;1℄(x) = (1 ; jxj � 10 ; sonst ; f : R ! R : (13.16)Dann ist f̂(�) = 1p2� Z 1�1 e�ix� dx = 1p2� e�ix��i� �����x=1x=�1 = 1p2� ei� � e�i�i�=r2� sin �� : (13.17)In diesem Fall ist f̂ ni
ht integrierbar, das hei�t, f̂ =2 L1(R). (Es n�utzt ni
hts, dass fkompakten Tr�ager hat.)Als weiteres Beispiel betra
hten wirf(x) = e�jxj ; f : R ! R : (13.18)Es gilt f̂(�) = 1p2� Z 1�1 e�jxje�ix� dx = 1p2� Z 10 e�x(e�ix� + eix�) dx= 1p2� limR!1 �e�x(1+i�)�1� i� + e�x(1�i�)�1 + i� �x=Rx=0=r 2� 11 + �2 :Satz 13.5 Seien f; g 2 L1(Rn). Dann gelten f�ur f̂ = F(f) und ĝ = F(g) die folgendenAussagen:(i) Ist a 2 Rn und Ta : Rn ! Rn die Translation Ta(x) = x + a, so gilt f�ur alle � 2 RndTaf(�) = f̂(�)eiha;�i : (13.19)75



(ii) F�ur die Faltung gilt [f � g = (2�)n2 f̂ ĝ : (13.20)(iii) Ist f 2 C10(Rn) (das hei�t, f ist stetig di�erenzierbar und hat kompakten Tr�ager),so gilt f�ur alle � 2 Rn , 1 � k � n,d�kf(�) = i�kf̂(�) : (13.21)(iv) Ist die Abbildung x 7! xkf integrierbar, so ist f̂ stetig partiell na
h �k di�erenzierbar,und dxkf = i�kf̂ : (13.22)(v) Es gilt f̂g 2 L1(Rn), f ĝ 2 L1(Rn), undZRn f̂(x)g(x) dx = ZRn f(x)ĝ(x) dx : (13.23)Beweis: (i) Es istdTaf(�) = (2�)�n2 ZRn f(x+ a)e�ihx;�i dx = (2�)�n2 ZRn f(y)e�ihy�a;�i dy = f̂(�)eiha;�i :(ii) Zun�a
hst ist f � g 2 L1(Rn) na
h Satz 6.4, Analysis 3. Mit Fubini folgt[f � g(�) = (2�)�n2 ZRn �ZRn f(y)g(x� y) dy� e�ihx;�i dx= (2�)�n2 ZRn �ZRn g(x� y)e�ihx�y;�i dx� f(y)e�ihy;�i dy= ZRn ĝ(�)f(y)e�ihy;�i dy = (2�)n2 f̂(�)ĝ(�) :(iii) Die Formel f�ur partielle Integration (Satz 1.5) liefert(2�)n2d�kf(�) = ZRn �kf(x)e�ihx;�i dx = � ZRn f(x)�k �e�ihx;�i� dx= � ZRn f(x)(�i�k)e�ihx;�i dx = (2�)n2 i�kf̂(�) :(iv) Es giltdxkf(�) = (2�)�n2 ZRn xkf(x)e�ihx;�i dx = i(2�)�n2 ZRn f(x)��ke�ihx;�i dx = i�kf̂(�) :Das Vertaus
hen des Integrals mit der partiellen Ableitung ist m�ogli
h na
h Satz 4.23,Analysis 3, da wegen jxkf(x)e�ihx;�ij � jxkf(x)j
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der Integrand glei
hm�a�ig in � dur
h eine integrierbare Funktion bes
hr�ankt ist.(v) Da f̂ ; ĝ 2 CB(Rn), sind f̂ g und f ĝ integrierbar, und mit Fubini folgtZRn f(x)ĝ(x) dx = (2�)�n2 ZRn f(x)�ZRn g(y)e�ihy;xi dy� dx= (2�)�n2 ZRn �ZRn f(x)e�ihy;xi dx� g(y) dy= ZRn f̂(y)g(y) dy : 2Sei f = 1[�1;1℄, g = f � f . Dann ist (Bild)g(x) = maxf0; 2� jxjgund na
h (ii) und (13.17)̂g(�) = p2� r2� sin �� !2 = 2r 2� sin2 ��2 :Folgerung 13.6 Sei k 2 N, f 2 Ck0 (Rn), sei � ein Multiindex mit j�j = Pnj=1 �j � k.Dann gilt d��f(�) = ij�j��f̂(�) (13.24)Beweis:Wiederholte Anwendung von Satz 13.5(iii). 2Folgerung 13.7 Sei k 2 N, f 2 Ck0 (Rn). Dann gibt es ein M > 0 mitjf̂(�)j �M(1 + k�k2)�k ; f�ur alle � 2 Rn . (13.25)Beweis:Aus Folgerung 13.6 erhalten wir f�ur alle Multiindizes � mit j�j � k und alle� 2 Rn j��f̂(�)j = jd��f(�)j � (2�)�n2 k��fk1 :Also gibt es ein M > 0 mit(1 + nXj=1 j�jj)kjf̂(�)j � M ; f�ur alle � 2 Rn .Da k�k2 � k�k1 f�ur alle �, folgt die Behauptung. 2Lemma 13.8 (Regularit�at des Lebesgue-Ma�es)Sei A � Rn messbar. Dann gibt es zu jedem " > 0 eine o�ene Menge U � Rn und eineabges
hlossene Menge F � Rn mit F � A � U und �n(U n F ) < ".
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Beweis: Sei zun�a
hst �n(A) <1, sei (Ak)k2N eine Folge von Figuren mit1Xk=1 �n(Ak) � �n(A) + "4 ;siehe die Konstruktion im Ma�erweiterungssatz. Da jede Figur si
h als disjunkte Verei-nigung halbo�ener Intervalle darstellen l�a�t, k�onnen wir o.B.d.A. voraussetzen, dass alleAk halbo�ene Intervalle sind. Wir w�ahlen nun o�ene Intervalle Ik mit Ak � Ik und�n(Ik) � �n(Ak) + 2�k�2" :Wir setzen U = [k2N Ik :Dann ist U o�en, A � U und�n(U) � 1Xk=1 �n(Ik) � �n(A) + "2 ;also au
h �n(U n A) � "2 : (13.26)Ist �n(A) = 1, so w�ahlen wir Uk o�en mit �n(Uk n (A \ B(0; k)) < 2�k�1", dann giltebenfalls (13.26). Zur Konstruktion von F w�ahlen wir V o�en mit (Rn n A) � V und�n(V n (Rn n A)) � "2und setzen F = Rn n V . 2Satz 13.9 Sei 1 � p <1, f 2 Lp(Rn). Dann gibt es zu jedem " > 0 ein g 2 C0(Rn) mitkf � gkp � ".Beweis: Sei zun�a
hst f = 1A, A � Rn messbar und bes
hr�ankt. F�ur " > 0 w�ahlen wirgem�a� Satz 13.8 eine kompakte Menge K und eine o�ene Menge U (die wir o.B.d.A. alsbes
hr�ankt voraussetzen k�onnen) mit K � A � U und �n(U nK) � "p. Ist K = ;, so istkfkp � ", also g = 0 die gesu
hte Approximation. Andernfalls giltd := dist (K;Rn n U) > 0 :Wir de�nieren g(x) = maxf0; 1� dist (x;K)d g ; g : Rn ! R : (13.27)g ist stetig mit gjK = 1 und gj(Rn n U) = 0, also g 2 C0(Rn) und0 � j1A � gj � 1U � 1K ;also k1A � gkpp = ZRn j1A � gjp d�n � ZRn j1U � 1Kjp d�n � �n(U nK) � "p :78



Ist A messbar, aber unbes
hr�ankt, so ist C = A \ B(0; R) messbar und bes
hr�ankt, undk1A � 1Ckp � " f�ur R hinrei
hend gro�. W�ahle g 2 C0(Rn) mit k1C � gkp � ", dann istk1A � gkp � 2". Sei nun f einfa
he Funktion,f = NXj=1 �j1Aj ; �j 2 R; Aj messbar.Sei gj 2 C0(Rn) mit k1Aj � gjkp � ", dann gilt f�ur g =PNj=1 �jgj, dass g 2 C0(Rn) undkf � gkp � NXj=1 j�jj" :Sei nun f 2 Lp(Rn) beliebig, dann w�ahlen wir eine einfa
he Funktion s : Rn ! R mitkf � skp � " und gem�a� obiger Konstruktion ein g 2 C0(Rn) mit ks� gkp � ", dann istkf � gkp � 2". 2Folgerung 13.10 Sei 1 � p < 1, f 2 Lp(Rn). Dann gibt es zu jedem " > 0 eing 2 C10 (Rn) mit kf � gkp � ".Beweis: Sei " > 0. W�ahle gem�a� Satz 13.9 ein h 2 C0(Rn) mit kf � hkp � ". Aus Satz6.6, Analysis 3, wissen wir, dass die gegl�atteten Funktionen hÆ = h � 'Æ 2 C10 (Rn) f�urÆ ! 0 glei
hm�a�ig gegen h konvergieren. Da die Tr�ager von h und von allen hÆ in einemfesten Kompaktum K enthalten sind, folgtkh� hÆkpp = ZRn jh� hÆjp d�n � �n(K)kh� hÆkp1 :Setzen wir g = hÆ, Æ > 0 hinrei
hend klein, so folgt die Behauptung. 2Satz 13.11 F�ur f 2 L1(Rn) gilt limk�k!1 f̂(�) = 0 : (13.28)Beweis: Sei " > 0, sei g" 2 C10(Rn) mit kf � g"k1 � ", das ist m�ogli
h na
h Folgerung13.10. Aus Folgerung 13.7 erhalten wirjĝ"(�)j � M"1 + k�k2 : (13.29)Aus (13.7) folgt f�ur alle � 2 Rnjf̂(�)� ĝ"(�)j � k\f � g"k1 � (2�)�n2 kf � g"k1 � (2�)�n2 " ;und zusammen mit (13.29) ergibt si
h die Behauptung. 2Wir betra
hten den RaumC00(Rn) = ff : f 2 C(Rn); limkxk!1 f(x) = 0g : (13.30)Der Raum C00(Rn) ist bez�ugli
h der Supremumsnorm ein abges
hlossener Teilraum desRaums CB(Rn), also vollst�andig und damit ein Bana
hraum.79



Lemma 13.12 Sei  2 L1(Rn) mit RRn  (x) dx = 1. Wir setzen �(x) = ��n �x�� ; � > 0 : (13.31)Dann gilt f�ur alle f 2 L1(Rn) lim�!0 kf � f �  �k1 = 0 : (13.32)Beweis: Sei zun�a
hst f 2 C0(Rn). Es ist (Substitutionsformel)ZRn  �(x) dx = ZRn  (x) dx = 1 ;also f(x)� (f �  �)(x) = f(x) ZRn  �(y) dy � ZRn f(x� y) �(y) dy= ZRn(f(x)� f(x� y)) �(y) dy ;und f�ur alle Æ 2 (0; 1℄ gilt kf � f �  �k1 � I1 + I2 ; (13.33)wobei I1 = ZRn Zkyk2�Æ jf(x)� f(x� y)j j �(y)j dy dx ; (13.34)I2 = ZRn Zkyk2>Æ jf(x)� f(x� y)j j �(y)j dy dx : (13.35)Sei K � Rn kompakt, so dass f(x)� f(x� y) = 0 gilt f�ur alle x 2 Rn nK und alle y 2 Rnmit kyk2 � 1. Dann istI1 = ZK Zkyk2�Æ jf(x)� f(x� y)j j �(y)j dy dx � �n(K)k k1 supx;y2Rnkyk2�Æ jf(x)� f(x� y)j :Weiter gilt mit FubiniI2 = Zkyk2>Æ j �(y)j ZRn(jf(x)j+ jf(x� y)j) dx dy � 2kfk1 Zkyk2>Æ ��nj �y�� j dy= 2kfk1 Zkxk2> Æ� j (x)j dx :Sei " > 0. Wir w�ahlen Æ > 0 so, dass I1 < "2 :Das ist m�ogli
h, da f auf Rn glei
hm�a�ig stetig ist. W�ahle nun � > 0 so, dassI2 < "2 :80



Das ist m�ogli
h, da  2 L1(Rn) und daherlimR!1 Zkxk2�R j (x)j dx = 0 :Sei nun f 2 L1(Rn) beliebig. F�ur beliebiges g 2 C0(Rn) giltkf � f �  �k1 � kg � g �  �k1 + k(f � g)� (f � g) �  �k1� kg � g �  �k1 + kf � gk1(1 + k k1) ;da k(f � g) �  �k1 � kf � gk1 k �k1 na
h Satz 6.4, Analysis 3. Sei nun " > 0. Wir w�ahleng 2 C0(Rn) na
h Satz 13.9 so, dass kf � gk1 � ", und � > 0 na
h dem eben Bewiesenenso, dass kg � g �  �k1 � ", dann istkf � f �  �k1 � "(2 + k k1) : 2Satz 13.13 (Umkehrformel)Sei f 2 L1(Rn), es gelte f̂ = F(f) 2 L1(Rn). Dann giltf(x) = (2�)�n2 ZRn f̂(�)eih�;xi d� (13.36)f�ur fast alle x 2 Rn und (na
h Ab�anderung auf einer Nullmenge) f 2 C00(Rn).Beweis:Wegen jf̂(�)eih�;xij = jf̂(�)jliegt der Integrand in (13.36) in L1(Rn), und es giltZRn f̂(�)eih�;xi d� = ZRn f̂(�)e�ih�;xi d� = (2�)n2F(f̂)(x) : (13.37)Aus Satz 13.11 folgt, dass F(f̂) 2 C00(Rn). Es gen�ugt daher zu zeigen, dass (13.36) gilt f�urfast alle x 2 Rn . Zun�a
hst gilt f�ur beliebiges ' 2 L1(Rn) mit Satz 13.5, da f̂ bes
hr�anktist,ZRn f̂(�)eih�;xi'(�) d� = ZRn dTxf(�)'(�) d� = ZRn(Txf)(y)'̂(y) dy = ZRn f(x+ y)'̂(y) dy(13.38)= ZRn f(x� y)'̂(�y) dy : (13.39)Wir setzen  (�) = (2�)�n2 e� h�;�i2 ; '(�) =  (��) ; � > 0 :Es ist  ̂ =  na
h Lemma 13.3, RRn  (�) d� = 1 na
h (13.10) und wegen Satz 13.5'̂(�y) = ��n ̂ ��y�� = ��n ��y�� = ��n �y�� =:  �(y) ; y 2 Rn : (13.40)81



Setzen wir (13.40) in (13.38) ein, so ergibt si
h(2�)�n2 ZRn f̂(�)eih�;xie� h��;��i2 d� = ZRn f(x� y) �(y) dy = (f �  �)(x) : (13.41)Da jf̂(�)eih�;xie��2 h�;�i2 j � jf̂(�)j ;folgt aus dem Satz von Lebesguelim�!0(2�)�n2 ZRn f̂(�)eih�;xie��2 h�;�i2 d� = (2�)�n2 ZRn f̂(�)eih�;xi d� (13.42)f�ur alle x 2 Rn . Na
h Lemma 13.12lim�!0 kf � f �  �k1 = 0 ;gibt es na
h Satz 4.19, Analysis 3, eine Nullfolge (�k)k2N mitlimk!1(f �  �k)(x) = f(x) (13.43)f�ur fast alle x 2 Rn . Aus (13.41), (13.42) und (13.43) folgt die Behauptung. 2Lemma 13.14 Sei f 2 L1(Rn) \ L2(Rn). Dann gibt es zu jedem " > 0 ein g 2 C10 (Rn)mit kf � gk1 � " und kf � gk2 � ".Beweis: Sei " > 0. Wir w�ahlen R > 0 so dass giltkf � f1Rk1 � " ; kf � f1Rk2 � " ; 1R := 1B(0;R) :W�ahle na
h Folgerung 13.10 ein g 2 C10 (Rn) mitkf1R � gk2 � 1p�n(B(0; R+ 1)) " : (13.44)Wir k�onnen o.B.d.A. annehmen, dass supp (g) � B(0; R + 1), andernfalls ersetzen wir gdur
h 'g, ' 2 C1(R) mit 0 � ' � 1 in R sowie ' = 1 auf B(0; R) und ' = 0 au�erhalbB(0; R + 1). Aus (13.44) und der H�olders
hen Unglei
hung folgt nunkf1R � gk1 � ZB(0;R+1) jf1R � gj dx � k1R+1k2 kf1R � gk2 � "und weiter kf � gk1 � 2", kf � gk2 � 2". 2Satz 13.15 Seien X; Y normierte K -Vektorr�aume (K = R oder K = C ), sei Y vollst�an-dig, sei U Unterraum von X mit U = X (U = Abs
hlu� von U in X). Sei S : U ! Ylinear und stetig. Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung T : X ! Y mitT jU = S, und es gilt kTk = kSk. 82



Beweis: Sei x 2 X beliebig. Sei (xk)k2N Folge in U mit xk ! x, dann ist (xk)k2N Cau
hy-folge in X und wegenkSxk � SxmkY = kS(xk � xm)kY � kSk kxk � xmkX (13.45)ist (Sxk)k2N Cau
hyfolge in Y , also konvergent. Wir de�nierenTx = limk!1Sxk : (13.46)Der Limes in (13.46) h�angt ni
ht von der Wahl der Folge (xk)k2N ab, da f�ur jede Folge(zk)k2N in S mit zk ! x giltkSxk � SzkkY = kS(xk � zk)kY � kSk kxk � zkkX ! 0 :O�ensi
htli
h ist Tx = Sx f�ur x 2 U . T ist linear: Seien x; z 2 X, �; � 2 K , seien (xk)k2N,(zk)k2N Folgen in U mit xk ! x, zk ! z. Dann gilt �xk + �zk ! �x+ �z und weiterT (�x+ �z) = limk!1S(�xk + �zk) = limk!1(�Sxk + �Szk) = � limk!1Sxk + � limk!1Szk= �Tx+ �Tz :Sei nun x 2 X, (xk)k2N Folge in X mit xk ! x. Dann giltkTxkY = k limk!1SxkkY = limk!1kSxkkY � limk!1 kSk kxkkX = kSkkxkX ;also ist T stetig mit kTk � kSk, also au
h kTk = kSk. Da (13.46) f�ur jede stetigeFortsetzung T von S gelten muss, ist T eindeutig bestimmt. 2Lemma 13.16 Sei f 2 C10 (Rn). Dann giltf = F(F(f)) ; f = F(F(f)) ; (13.47)es ist F(f) 2 L1(Rn) \ L2(Rn), undkF(f)k2 = kf̂k2 = kfk2 : (13.48)Beweis:Es ist f̂ 2 L1(Rn) na
h Folgerung 13.7 (wir w�ahlen dort k hinrei
hend gro�),also folgt aus Satz 13.13f(x) = (2�)�n2 ZRn f̂(�)eihx;�i d� = (2�)�n2 ZRn f̂(�)e�ihx;�i d� = (F(F(f)))(x) ;und weiter mit Lemma 13.5kF(f)k22 = ZRn(Ff)(�)(Ff)(�)d� = ZRn f(x)(F(Ff))(x) dx = ZRn f(x)f(x) dx= kfk22 : 283



Satz 13.17 Es gibt eine eindeutig bestimmte lineare, stetige und bijektive Abbildung T :L2(Rn)! L2(Rn) mitT (f) = F(f) ; f�ur alle f 2 L1(Rn) \ L2(Rn) : (13.49)Es gilt au�erdem f�ur alle f 2 L2(Rn)kTfk2 = kfk2 : (13.50)Beweis:Wir wenden Satz 13.15 an mit X = Y = (L2(Rn); k � k2), U = C10 (Rn) undS = F . Na
h Folgerung 13.10 gilt U = X. F ist linear auf U , und na
h Lemma 13.16 istkF(f)k2 = kfk2 f�ur alle f 2 U , also ist F stetig auf U mit kFk = 1. Sei T : L2(Rn) !L2(Rn) die na
h Satz 13.15 eindeutig bestimmte lineare stetige Fortsetzung von F . Seif 2 L2(Rn), sei (fk)k2N Folge in U mit fk ! f in L2(Rn), dann ist na
h Lemma 13.16kTfk2 = limk!1kTfkk2 = limk!1kFfkk2 = limk!1 kfkk2 = kfk2 ;also gilt (13.50) und damit au
h ker(T ) = f0g, also ist T injektiv. Wir wollen nun zeigen,dass (13.49) gilt. Sei f 2 L1(Rn) \ L2(Rn), sei (fk)k2N Folge in U mit kf � fkk1 ! 0 undkf � fkk2 ! 0, siehe Lemma 13.14. Da Ffk = Tfk f�ur alle k 2 N, folgt kTf �Ffkk2 ! 0aus (13.50), und na
h �Ubergang zu einer Teilfolge Ffk ! Tf punktweise fast �uberall. DaFfk ! Ff glei
hm�a�ig na
h Satz 13.2, gilt Ff = Tf und damit (13.49). Es bleibt zuzeigen, dass T surjektiv ist. F�ur f 2 U gilt na
h Lemma 13.16Ff 2 L1(Rn) \ L2(Rn) ; f = F(Ff) ;also f = T (Ff) und damit U � T (L2(Rn)). Sei nun g 2 L2(Rn). Wir w�ahlen eine Folge(fk)k2N in U mit kTfk � gk2 ! 0, dann ist (Tfk)k2N Cau
hyfolge in L2(Rn). Wegen(13.50) ist au
h (fk)k2N Cau
hyfolge in L2(Rn). Sei f 2 L2(Rn) mit kfk � fk2 ! 0, dannist kTfk � Tfk2 = 0 na
h (13.50) und damit Tf = g. Da g beliebig war, ist T surjektiv.2Die Abbildung T in Satz 13.17 wird ebenfalls Fourier-Transformation genannt und eben-falls mit F bezei
hnet. Man bea
hte aber, dass f�ur f 2 L2(Rn) nL1(Rn) die Fouriertrans-formierte Ff im allgemeinen ni
ht mehr dur
h die Formel (13.1) darstellbar ist, da dasIntegral ni
ht de�niert zu sein brau
ht.Folgerung 13.18 F�ur die inverse Fourier-Transformation F�1 : L2(Rn)! L2(Rn) gilt(F�1f)(x) = (2�)�n2 ZRn f(�)eihx;�i d� ; (13.51)falls f 2 L1(Rn) \ L2(Rn).Beweis:Wird zum Abs
hluss der geneigten Leserin �uberlassen ! 2
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