Analysis fiir Informatik *

Martin Brokate **

Inhaltsverzeichnis

(I__Reelle Zahlen und Vektoren|

2 Folgen und Stetigkeit|

[B_Reihen

[4  Trigonometrische Funktionen|

[>  Folgen und Stetigkeit 11|

6 Diff ~rharkeidl

7 Satze der Differenzialrechnung, Extremwerte]

8 Das Integrall

[9 Taylorentwicklung]

10 Kurven|

(11 Partielle Ableitungen|

(12 Gewohnliche Differentialgleichungen|

(13 Das Integral im Mehrdimensionalen|

(14 Der Fixpunktsatz von Banach|

*Vorlesungsskript, WS 2012/13
**Zentrum Mathematik, TU Miinchen

12

22

33

37

44

54

60

75

80

89

109

124

137



1 Reelle Zahlen und Vektoren

Wir erinnern an die natiirlichen Zahlen
N={1,2,3,...}, Ny={0,1,2,3,...},

die ganzen Zahlen
Z=A{---3,-2,-1,0,1,2,3,... }

und die rationalen Zahlen
p
Q:{g Zp,CIEZ, >Q7é0}

Bereits im Altertum war bekannt, dass der Zahlenraum @Q nicht ausreicht; Euklid hat
bewiesen, dass die Linge x der Diagonalen im Einheitsquadrat, = v/2, nicht rational
ist. Nach Pythagoras gilt 22 = 1% + 1?2 = 2, wir kénnen z also erhalten als Nullstelle des
Polynoms

p(z) =2 —2.

Allgemein heiflt eine Zahl x algebraische Zahl, falls es ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten gibt, welches = als Nullstelle hat. Aber selbst mit den algebraischen Zahlen
hat man noch nicht ausreichend Zahlen zur Verfiigung. Joseph Liouville hat 1844 bewiesen,
dass es Zahlen gibt, die nicht algebraisch sind, sie heiflen transzendente Zahlen. Es
stellte sich heraus, dass die Zahl e transzendent ist (Charles Hermite 1873), und dass die
Zahl 7 transzendent ist (Ferdinand Lindemann 1882). Letzteres hatte unter anderem zur
Folge, dass die Quadratur des Kreises (zu einem gegebenen Kreis soll ein flichengleiches
Quadrat konstruiert werden, wobei nur Zirkel und Lineal verwendet werden diirfen) als
unmoglich erkannt wurde.

Die Menge R der reellen Zahlen enthélt e und 7 und ist ausreichend grofl fiir den
Gegenstandsbereich der Analysis,

Beschreibung und Analyse von Situationen im Kontinuum.

“Kontinuierlich” steht hier im Gegensatz zu “diskret”. Unsere klassische Vorstellung von
Raum und Zeit ist kontinuierlich.

Bei der Modellierung realer Phanomene spielen sowohl diskrete also auch kontinuierliche
Beschreibungen eine Rolle, je nach Problem und Gegenstand ist mal das eine, mal das
andere geeigneter. Oft ist ein Zusammenspiel kontinuierlicher und diskreter Aspekte der
angemessene Ansatz. Letztere kommen immer irgendwie ins Spiel, wenn Computer bei
der Problemlosung eine Rolle spielen, da Computer nur endlich viele Zustdnde haben und
also “diskrete Maschinen” sind.

Beliebige reelle Zahlen kann man sich am einfachsten in ihrer Dezimaldarstellung vor-
stellen, also etwa

1
1.003, 3= 0.33333..., m=3.141592653589793. ..

Die allgemeine Form einer solchen Dezimaldarstellung lautet

+dy.dvdadsdy . . .
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mit dem ganzzahligen Anteil dy € Ny und den Nachkommastellen dy € {0,1,...,9} fiir
k > 1. Man kann sie auch schreiben als unendliche Reihe

+ i d - 107%.
k=0

Mit solchen Reihen werden wir uns spéter beschéiftigen. Eine Dezimaldarstellung ist nicht
immer eindeutig bestimmt, ndmlich dann nicht, wenn sie abbricht, wie etwa im Beispiel

1.003 = 1.0030000 - - - = 1.002999999. . . .
Wir koénnen die Folge dy,ds, ... der Nachkommastellen als Abbildung
d:N—{0,1,2,...,9}

auffassen. Jede solcher Abbildungen beschreibt also eine reelle Zahl zwischen 0 und 1, und
jede relle Zahl zwischen 0 und 1 kann auf diese Weise beschrieben werden. Das bedeutet
aber nicht, dass wir jede reelle Zahl auch tatséchlich berechnen kénnen. Eine reelle Zahl x
im abgeschlossenen Intervall [0, 1] heifit berechenbar, falls es ein Programm gibt, welches
zu jedem n € N die Ziffern dy, ds, . .., d, der Dezimaldarstellung von x berechnet.

Jede algebraische Zahl ist berechenbar: Ist = eine algebraische Zahl, so nehmen wir ein
zugehoriges Polynom p mit p(xz) = 0 und ein Programm, welches die Nullstellen von p
mit beliebiger Genauigkeit berechnet. Das ist moglich, wir beschéftigen uns aber nicht
mit der Frage, wie das geht.

Aufler den algebraischen gibt es auch transzendente Zahlen, die berechenbar sind, bei-
spielsweise 7 und e.

Wie viele Zahlen gibt es? Natiirlich unendlich viele. Aber ist unendlich gleich unendlich?
Zunéchst gilt
NCZcQcCB,

wobei B fiir die Menge der berechenbaren reellen Zahlen steht. Alle diese Mengen sind
abzdhlbar, das heifit, es gibt surjektive Abbildungen fz : N = Z, fo : N — Q und
fs : N — B. (Umn B abzuzéhlen, zdhlen wir die Menge der Programme ab, welche die
Zahlen aus B berechnen. Das geht, da wir die Menge aller Programme zu einem festen
endlichen Alphabet abzéhlen kénnen — wir ordnen sie der Lange nach, und dann alphabe-
tisch bei Programmen gleicher Léange.) Wir erinnern an den Begriff der Kardinalitit: Zwei
Mengen X und Y haben gleiche Kardinalitét, falls es eine bijektive Abbildung f : X — Y
gibt (egal, ob wir diese angeben kénnen oder nicht). Das fiihrt etwa zu dem scheinbaren
Paradox, dass es “gleichviele” gerade natiirliche Zahlen wie natiirliche Zahlen {iberhaupt
gibt, denn
[ N=>2N={2n:neN}, f(n)=2n,

ist bijektiv. Die Mengen N, Z, Q, B haben gleiche Kardinalitidt, da wir alle Abzéhlungen
bijektiv machen kénnen. Es stellt sich aber heraus:

Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Dafiir hat Georg Cantor zwei Beweise gefunden, berithmt geworden ist der zweite aus dem
Jahr 1877:



Wir nehmen an, es gebe eine Abzidhlung der reellen Zahlen im Intervall [0, 1]
als Folge x1, x5, x3, . ... Wir betrachten die Dezimaldarstellungen dieser Zahlen

Ty = 0. d11 d12 d13 e
To = 0. d21 d22 d23 e
Tr3 = 0. d31 d32 d33 Ce

und definieren eine reelle Zahl x = 0.d1ds ..., indem wir setzen d; = 2 falls
dipr = 1 und dp = 1 andernfalls. Dann ist x von jeder der Zahlen xj, verschieden
(da die k-te Stelle unterschiedlich ist), also kommt = in der Abzdhlung nicht
vor, ein Widerspruch.

Man beachte, dass dieses Argument nichts mit “Berechenbarkeit” zu tun hat, der Wider-
spruch bezieht sich bereits auf die blole Existenz der Folge x1, x5, z3, . . .. Die theoretische
Fundierung von Berechenbarkeit und Algorithmik erfolgte im Zusammenhang mit Ent-
wicklungen in der mathematischen Logik und der Mengenlehre (Kurt Godel) durch Alonzo
Church und Alan Turing zwischen 1930 und 1940.

Die Menge R hat also eine groflere Kardinalitét als die Mengen N, Z, Q und B, in diesem
Sinn gibt es “viel mehr” nicht berechenbare als berechenbare Zahlen. Ein anderer Aspekt
dieses Sachverhalts ist: Greift man zuféllig und “gleichwahrscheinlich” eine reelle Zahl x
aus [0, 1] heraus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass = berechenbar ist, gleich Null.

Eigenschaften der reellen Zahlen. Die reellen Zahlen bilden hinsichtlich Addition
und Multiplikation einen kommutativen Korper mit Einselement. Die entsprechenden
Rechenregeln setzen wir als bekannt voraus. Weiterhin ist auf den reellen Zahlen eine
Ordnungsstruktur definiert durch die beiden folgenden Eigenschaften.

(1) Fiir jedes z € R ist genau eine der folgenden drei Aussagen wahr:

x>0, z=0, —x>0. (1.1)

(2) Fiir alle z,y € R gilt:

z,y>0 = zx+y>0undz-y>0. (1.2)

Wir definieren auf R x R vier Relationen, indem wir setzen

x>y genau dann, wenn x—y>0,

x>y genau dann, wenn x>yoderz=y, (13)
T <y genau dann, wenn y—ax >0,

r <y genau dann, wenn r<yoderz=y.

Aus ([1.1]) und (1.2]) sowie den Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation erhélt man



die iiblichen Regeln fiir Ungleichungen, beispielsweise

r<yundy<z = <z (Transitivitét)

r<yundy<z = x=y (Antisymmetrie)
r#0 = 22>0
1 (1.4)
x>0 = -=>0
x
1 1
I<zrz<y = 0<-<-
Yy X

und so weiter. Wir verwenden die Notation
la,b) ={z:2 € R, a <z <b} (abgeschlossenes Intervall) (1.5)
und analog (a, b), [a,b) und (a,b] fir offene und halboffene Intervalle; ebenso
[a,00) ={z:2x€R,a <z < o0} (1.6)

und analog (a, 00), (—o0, b] und so weiter.
Die Vollstindigkeit von R.

Definition 1.1 (Obere Schranke)

Fine Zahl v € R heifst obere Schranke einer Teilmenge M wvon R, falls y < x gilt fiir
alle y € M. Eine Teilmenge M wvon R heifst nach oben beschrinkt, wenn es eine obere
Schranke von M gibt, andernfalls heifst M nach oben unbeschrdnkt.

Beispielsweise ist 8 eine obere Schranke von M = {—3,7, 7, 1/2}; mehr noch, jedes x > 7
ist obere Schranke von M. Die Zahl 7 spielt in diesem Beispiel eine besondere Rolle: Sie
ist einerseits Maximum von M und andererseits die kleinste obere Schranke von M.

Definition 1.2 (Maximum)
Fine Zahl x € R heifst Maximum einer Teilmenge M von R, falls gilt: x € M und x >y
fiir jedes y € M.

Es kann passieren, dass eine Menge nach oben beschriankt ist, aber kein Maximum im
Sinne von Definition hat, beispielsweise das offene Intervall M = (0,1). Hier gilt:
Jedes x > 1 ist obere Schranke von M, 1 ist kleinste obere Schranke von M, aber 1 ist
nicht Maximum von M, da 1 nicht zu M gehort. In der Tat, (0,1) hat kein Maximum.

In beiden genannten Beispielen besitzt M eine kleinste obere Schranke, diese ist aber
nur im ersten Beispiel ein Maximum. In der Mathematik hat man daher den Begriff des
Supremums eingefiihrt.

Definition 1.3 (Supremum)
FEine reelle Zahl s heifit Supremum einer Teilmenge M wvon R, falls s obere Schranke ist
von M und falls s < x gilt fiir jede obere Schranke x von M. In anderen Worten, s ist
kleinste obere Schranke von M.



Aus der Definition folgt unmittelbar, dass das Supremum von M eindeutig bestimmt ist
(sind s; und sy Suprema von M, so gilt s; < so und sy < 57, also s; = s9). Wir bezeichnen

es mit
sup M oder sup(M). (1.7)

Also beispielsweise: sup(0,1) = 1 = supl0, 1].

Als Konvention verabredet man, dass sup ) = —oo, und dass sup M = +oo falls M nach
oben unbeschrankt ist.

Wir sind nun bei der Eigenschaft angekommen, die R von Q und B unterscheidet.

Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R besitzt ein Supremum. ‘ (1.8)

Wir haben eingangs die reellen Zahlen als die Menge aller Dezimalbriiche ein-
gefithrt, modulo der Gleichheit zweier solcher. Dieser Zugang ist einerseits
anschaulich. Will man nun die Korper- und die Ordnungseigenschaften sowie
damit beweisen, so fiihrt das andererseits zu lingeren Uberlegungen. Al-
ternativ dazu kann man (wie auch im Mathematikstudium weitgehend iiblich)
diese Eigenschaften als Axiome setzen, ((1.8) wird dann als Supremumsaxiom
bezeichnet.

Die durch das Supremumsaxiom sich ergebende Eigenschaft bezeichnet man als die Voll-
standigkeit von R.

Der Unterschied von R und Q wird an folgendem Beispiel deutlich: Wir betrachten
M={r:2€Q,2* <2}

Diese Menge hat ein Supremum in R, némlich /2, welches gleichzeitig Maximum ist.
Fassen wir aber M als Teilmenge von Q auf, so hat M zwar obere Schranken in Q (ndmlich
jedes € Q mit > v/2), aber keine kleinste obere Schranke in Q und auch kein Maximum
in Q. Die rationalen Zahlen Q haben also nicht die Eigenschaft , ebensowenig hat B

die Eigenschaft ((1.8)).

Die natiirlichen Zahlen N sind nach oben unbeschriankt im Sinne von Definition das
heifit, es gilt:
Zu jedem z € R gibt es ein n € N mit x < n. (1.9)

Diese Eigenschaft (bzw. eine dazu dquivalente) nennt man die Archimedizitét der reellen
Zahlen.

Beweis von : Sei N nach oben beschriankt, sei s = supN geméfl Supre-
mumsaxiom. s — 1 ist keine obere Schranke von N (da s die kleinste obere
Schranke ist), also gibt es n € N mit s — 1 < n. Dann aber ist s <n+1€N
und damit s keine obere Schranke von N, ein Widerspruch.

Aus ((1.9) folgt

1
zujedem 0 < x € R gibt eseinn € Nmit 0 < — < z, (1.10)
n

indem wir (1.9) auf 1 anwenden.



Man kann (1.10)) dazu verwenden, um zu beweisen, dass Q dicht ist in R im folgenden
Sinn:
Sind z,y € R mit < y, so gibt es ein r € Q mit x < r < ¥. (1.11)

Anders ausgedriickt: Zwischen zwei reellen Zahlen (egal, wie dicht diese beieinander liegen)
liegt immer eine rationale Zahl.

Untere Schranke, Minimum, Infimum. Diese Begriffe entsprechen den Begriffen obe-
re Schranke, Maximum und Supremum, nur schauen wir uns die reelle Zahlengerade “von
links” statt “von rechts” an. Formal bedeutet das, dass alle Ungleichungen umgedreht
werden.

Eine Zahl x € R heiffit untere Schranke einer Teilmenge M von R, falls y > x gilt fiir
alle y € M. Eine Teilmenge M von R heifit nach unten beschrénkt, wenn es eine untere
Schranke von M gibt, andernfalls heifit M nach unten unbeschrénkt.

Eine Zahl x € R heifit Minimum einer Teilmenge M von R, falls gilt: z € M und z < y
fiir jedes y € M.

Eine Zahl s € R heifit Infimum einer Teilmenge M von R, falls s untere Schranke ist von
M und falls s > x gilt fiir jede untere Schranke z von M. In anderen Worten, s ist grofite
untere Schranke von M.

Wir schreiben inf(M) fiir das Infimum von M, mit der Konvention inf()) = +o00 und
inf(M) = —oo falls M nach unten unbeschriankt ist.

Rechenregeln fiir Supremum und Maximum. Unmittelbar aus den Definitionen
folgt: Hat eine Teilmenge M von R ein Maximum, so ist dieses gleichzeitig das Supremum
von M. Diei folgenden Rechenregeln fiir das Supremum gelten daher genauso fiir das
Maximum (falls die entsprechenden Maxima existieren).

Satz 1.4 Seien X,Y C R mit sup(X),sup(Y) € R. Dann gilt

sup(X +Y) = sup(X) +sup(Y). (1.12)
Falls A > 0 ust, so gilt
sup(AX) = X -sup(X). (1.13)
Sind X, Y C [0,00), so gilt
sup(X - Y) = sup(X) - sup(Y) . (1.14)
Ist X CY, so gilt
sup(X) < sup(Y). (1.15)

Hierbei ist

X+Y={z+y:zeX,yeY},
AX ={ z:2¢e€ X},
X-Y={zr-y:zeX,yeY}.

Wegen
inf(X) = —sup(—X) (1.16)
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gelten dieselben Regeln auch fiir das Infimum, wobei in (1.15)) die Ungleichung umgedreht
werden muss.

Die Beweise lassen wir hier weg, sie beniitzen direkt die Definitionen.

Die Betragsfunktion. Sie ist fiir x € R definiert durch

|z| = max{—z,x}. (1.17)
Zunéachst gilt
z, x>0
|z = {
-z, <0
Weiter gilt fiir alle z,y € R
lz| >0, |z|]=0 < x=0, (1.18)
zy| = || - [y], (1.19)
|z +yl <[z + ]yl (1.20)

Die Ungleichung (|1.20]) heifit Dreiecksungleichung, in ihr gilt Gleichheit genau dann,
wenn xy > 0, das heifit, wenn z und y das gleiche Vorzeichen haben. Aus ([1.20)) erhélt

man wegen
T Xz
2l =|=y| = |=| [yl
Y Y

die Regel

r :%, fiir alle z,y € R mit y # 0. (1.21)
Yy Yy

Die umgekehrte Dreiecksungleichung besagt, dass

2 =yl > [Jz] = ly]] (1.22)

gilt fiir alle z,y € R.
Die Bernoulli-Ungleichung. Sie besagt, dass

(14+2)">1+nx (1.23)

fiir alle n € N und alle z € R mit > —1. Den Beweis iiberlassen wir der Ubung.

Die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel. Seien
a,b > 0. Es gilt

0 < (a—"0)*=a®—2ab+b*> = a*+ 2ab+ b* — 4ab,

also )2
4ab < (a+b)?, ab < (az ) :
Es ergibt sich
Vab < 40 (1.24)
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Auf der linken Seite steht das geometrische Mittel von a und b, auf der rechten Seite das
arithmetische Mittel von a und b. An der ersten Zeile der Rechnung erkennt man, dass

Gleichheit in ([1.24) genau dann gilt, wenn a = b.

Vektoren und Normen. Aus der Linearen Algebra ist bekannt der Vektorraum R”,
bestehend aus Vektoren der Form

T = (T1,%2,...,Ty)

mit z; € R fiir 1 < j < n. (Bisher war x eine Zahl, jezt ist = ein Vektor.) Die Linge eines
Vektors ist definiert worden als

ol = /2t + -+ af = (Zw) , (1.25)

das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R" als
)= iy, (1.26)
j=1

Es gilt immer ||z|| > 0, sowie ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung besagt, dass

() | < =l - Nyl (1.27)
gilt fiir beliebige Vektoren z,y € R™.

Wir fiihren sie auf die Ungleichung (1.24]) zurtick. Ist ||z]| = 0 oder [|y|| = 0,
so ist ([1.27)) offensichtlich erfiillt. Andernfalls setzen wir

|| |y;]
T N =T
[E3| Tyl

und rechnen unter Verwendung von (|[1.24))

§ =

2 2

n n "LE2 4 n? "1 T Y;

DG =) g 5 225 ||xj||2+|| j||2

j=1 J=1 7=l =t ’
| (z;;l A y) 1

T2

— (141 =1
e T e ) T2t et

also

@) =D
j=1

Die Dreiecksungleichung besagt, dass

[z +yll < =]l + [ly] (1.28)

< D lasllysl = llell - Nyl - > &my < llell - Nyl -
j=1 j=1

gilt fiir beliebige Vektoren x,y € R™. Der Name riihrt daher, dass in dem von den Vektoren
0, z, z + y aufgespannten Dreieck die Lange der Seite von 0 nach x + y kleiner oder gleich
der Summe der Léngen der beiden anderen Seiten (von 0 nach x und von x nach z + y)
ist.



Wir fiithren die Dreiecksungleichung auf die Cauchy-Schwarz-Ungleichung zu-
riick. Es gilt

n n

o4yl = (i +u)* =D (@ + 2w +y]) =Y 2l +> 2wy, + >yl
j=1 j=1 j=1

j=1 i=1
= [lz]|* + 2 (z,y) + [lylI”
<l +2[|2 - Iyl + lyll* = =]l + lyl)?,

und Wurzelziehen ergibt ((1.28)).

Komplexe Zahlen. Eine komplexe Zahl z ist ein Paar z = (x,y) reller Zahlen. Wir
kénnen sie als Punkt in der Ebene R? auffassen, man spricht von der komplexen Zahle-
nebene und bezeichnet sie mit C. z heifit der Realteil von z, y heiit der Imaginérteil von
z, geschrieben

r=Rez, y=Imz.

Die reellen Zahlen entsprechen der x-Achse, das heift, jeder reellen Zahl x entspricht die
komplexe Zahl (z,0), insbesondere enspricht der reellen 1 die komplexe Zahl (1,0). Die
y-Achse heifit die imagindre Achse, die komplexe Zahl (0, 1) heifit imagindre Einheit und
wird mit

1
bezeichnet. Statt z = (z,y) schreibt man dann

Z=x+1y

in Abkiirzung fiir z = x(1,0) + y(0,1). Die Addition in C ist genauso definiert wie die
Vektoraddition im R2, also

21+ 20 = (21 + T2, 51 + Y2)
falls 21 = (21, 92) und 29 = (9, y2), oder anders geschrieben,
21+ 2= (1 4+ 22) +i(yr +12) -

In C ist auch eine Multiplikation definiert. Man setzt zunéchst

Sind z; = x1 + 1y, und 25 = x5 + 1¥ys, so soll gelten

21-22:(x1+2'y1)-(9c2+iy2):xl-xg—l—iyl-x2+x1-iy2+’i2y1~y2

. 1.29
= (122 — Y1y2) + i(T1Y2 + Tay) - 129

In Vektorschreibweise liest sich die komplexe Multiplikation also als

(ifhyl) : ($2ay2) = (%Iz — Y1Y2, T1Y2 + $2y1),

man kann sie sich aber besser merken in der Form (|1.29). Eine geometrisch anschauli-
che Interpretation werden wir spéter kennenlernen, wenn wir Polarkoordinaten und die
Exponentialfunktion in C betrachten.
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Man kann beweisen, dass C ein kommutativer Kérper mit Einselement 1 (die reelle 1) ist,

und dass fir z =z + iy # 0
1 1 .
)

z 24 y?
gilt. Die zu z = = + 1y konjugiert komplexe Zahl 7 ist definiert durch
zZ=x—1y,
man erhélt sie durch Spiegeln von z an der reellen Achse. Es gelten die Rechenregeln

Z=z, 2tz =Z1+1+%2, 2Z1 -22=721" %22,

fiir beliebige z, z1, 2o € C.
Der Betrag von z ist gleich der Linge des Vektors (z,v),

o = VT

Es gilt fiir jedes z € C
12> = 2Z.
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2 Folgen und Stetigkeit

Folgen entstehen, indem man Objekte desselben Typs aneinanderreiht. So ist
a,c,d,g k,a,baa.a,...
eine Buchstabenfolge; die Punkte deuten an, dass die Folge nicht endet. (Falls sie es tut,

spricht man von einer endlichen Folge; falls man extra betonen will, dass sie nicht endet,
von einer unendlichen Folge.) Die Folgen

1,2,4,8,16,32, ... (2.1)
1111

1= ==y 2.2
’27374757 ( )

sind Zahlenfolgen. Man kann auch Folgen von Vektoren oder von Funktionen betrachten.
Allgemein kann man Folgen definieren als Abbildungen von N in irgendeine Menge M.
Meistens schreibt man sie in der Form

X1,T2,T3,T4,Ts, . ..

Will man eine Folge konkret angeben, so kann man das beispielsweise tun durch eine
explizite Vorschrift, etwa
T, = 2"

oder durch eine Rekursionsformel, etwa
Tpa1 = 2%T,, Xo=1.

In beiden Féllen erhalten wir die Folge (2.1]), die Z&hlung der Indizes beginnt hier bei 0.

Folgen tauchen immer dann auf, wenn die Losung eines Problems durch ein Iterations-
verfahren berechnet wird, welches aus einer vorhandenen Naherung x,, eine (hoffentlich)
bessere Naherung x,., liefert. Iterationsverfahren sind zentrale Bausteine vieler numeri-
scher Simulationen in Wirtschaft, Technik und Wissenschaft.

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit grundlegenden Eigenschaften von Zahlenfolgen
und dem unmittelbar damit zusammenhéngenden Begriff der Stetigkeit von Funktionen.
In beiden Féllen ist

Grenzwert

der zentrale Begriff. Auf ihm basiert die gesamte Analysis im Kontinuierlichen, seine Préazi-
sierung im 19. Jahrhundert war einer der Ausgangspunkte der modernen Mathematik.

Die Folge

r, =—, also 1, =T

Wl
>~ =
(SR

1

n 2’
strebt in der Anschauung gegen 0, die Folge

r, =(-1)", also -1,1,—-1,1,—1,1,—1,...

hingegen springt immer hin und her.

12



Definition 2.1 (Grenzwert einer Folge)
Sei (Ty)nen eine reelle Folge. Ein a € R heifit Grenzwert (oder Limes) von (Ty)nen, falls
es zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit

|z, —a| <e  firallen € N mitn> N. (2.3)

Falls (xy,)nen einen Grenzwert a hat, so sagt man auch: “(x,) konvergiert gegen a” oder
“(z,) ist konvergent”.

Anders ausgedriickt: Gibt man eine Genauigkeit ¢ > 0 vor, egal wie klein, so liegen ab
einem gewissen Index (in der Definition heifit er V) alle Folgenglieder ndher als ¢ am
Grenzwert a. Dieser Index N héngt von € ab; je kleiner man e vorgibt, desto gréfier wird
er im allgemeinen sein. Bei der Folge

1

n

Ty =

mit Grenzwert a = 0 erreicht man das, wenn man

1
N> -
5

setzt, dann gilt fiir alle n > N nédmlich

1
|$n—0|:$nzﬁgﬁ<€7

und die in Definition [2.1] verlangte Bedingung ist erfiillt.
Die Folge
T, = (—1)"
hat keinen Grenzwert: Gibt man ¢ = 1 (oder kleiner) vor, so gilt fiir jedes a € R entweder

|1 —a| > ¢ oder |(—1) — a| > ¢, das heifit, die in Definition [2.1] verlangte Bedingung kann
fiir kein a erfiillt werden.

Satz 2.2 Jede reelle Folge (z,)nen hat hochstens einen Grenzwert. O

7

Fiir “a ist Grenzwert der Folge (z,,)” schreibt man

a= lim z, oder =z, —a. (2.4)
n—oo

Ein weiteres Beispiel ist die Dezimaldarstellung einer Zahl. Ist etwa a € [0, 1] mit Dezi-
maldarstellung

a=0.dydyds... und z,=0.d;...d,,
so gilt z,, — a, da |z, —a| < 107"
Die Definition der Konvergenz verlangt nicht, dass der Abstand zum Grenzwert laufend
kleiner wird, wenn n gréfler wird. So ist beispielsweise die Folge
11111111111
DI b A
gegen 0 konvergent, obwohl der Abstand zu 0 immer wieder (sogar unendlich oft) groer
wird.

Liegt eine Folge oberhalb einer anderen, so gilt das auch fiir ihre Grenzwerte, falls diese
existieren.
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Lemma 2.3 Seien (z,) und (y,) Folgen mit x, — a und y, — b. Gilt auflerdem x,, < y,
fir alle n, so gilt auch a <b. O

In der Situation des Lemmas kann es sein, dass z,, < y, fiir alle n gilt, aber die Grenzwerte
gleich sind, beispielsweise bei

2 1
Tpn=—, Yo=—, a=b=0.
n n

Satz 2.4 (Einschliefung)

Seien (x,) und (y,) Folgen mit x, — a, y, — a und x, <y, fir alle n. Ist (w,) eine
weitere Folge mit x,, < w, <y, fir alle n, so konvergiert (w,), und zwar ebenfalls gegen
Q. O

Im Gegensatz zum vorangehenden Lemma braucht bei der Einschliefung nicht vor-
ausgesetzt zu werden, dass die mittlere Folge konvergiert, falls (wie im Satz stattdessen
vorausgesetzt wird) die beiden dufleren Folgen gegen den gleichen Grenzwert konvergie-
ren.

Ein Beispiel: Wir betrachten die Folge

1
n+ (logn)2+3°

Tn

Da wir wissen, dass logn > 0 ist fiir n > 1, ist der Nenner immer > n und daher

1
0<zg, <—.
n

Da 1/n — 0, folgt aus dem Einschliefungssatz, dass z, — 0. Mehr rechnen miissen wir
nicht, und wir miissen auch nicht die Definition des Grenzwerts (mit € und N) heranziehen.

Uneigentliche Konvergenz. Die Folge
1,2,4,8,16, ... (2.5)
ist nicht konvergent im Sinne von Definition [2.1] aber sie “strebt gegen unendlich”.

Definition 2.5 (Uneigentliche Konvergenz)
Fine Folge (xy,)nen heifit uneigentlich konvergent gegen +oo, falls es zu jedem C' > 0 ein
N € N g¢ibt mit

x, > C fiir allen € N mit n > N. (2.6)

Sie heifit uneigentlich konvergent gegen —oo, falls die Folge (—x,)nen uneigentlich gegen
400 konwvergiert.

Die Folge (2.5) hat diese Eigenschaft, da wir zu beliebig vorgegebenem C' als Index N
jede Zahl mit 2% > C wihlen kénnen.

Eine Folge, die nicht konvergent ist im Sinne von Definition 2.1} heift divergent. Gemif
dieser Terminologie sind uneigentlich konvergente Folgen divergent. Um solche Folgen
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von anderen divergenten Folgen wie etwa 1,—1,1,—1,... zu unterscheiden, nennt man
uneigentlich konvergente Folgen auch bestimmt divergent.

Beschrinkte Folgen. Ist (z,,) eine Folge mit x,, — a, so miissen ab einem gewissen
Index N alle Folgenglieder x,, im Intervall [a — 1, a + 1] liegen, es kénnen also hochstens
endlich viele (ndmlich nur die z,, mit n < N) auBlerhalb von [a — 1,a + 1] liegen. Setzen
wir
K = max{|a — 1|, |a + 1|, max |z,|},
1<n<N

so muss also
|z, < K furalleneN (2.7)

gelten. Solche Folgen (das heifit, Folgen fiir die ein K mit der Eigenschaft (2.7) existiert)
heiflen beschréankt. Die vorangehende Uberlegung zeigt:

Satz 2.6 Jede konvergente Folge ist beschrdnkt. O
Umgekehrt muss eine beschrinkte Folge nicht konvergent sein, das zeigt das Beispiel
-1,1,—-1,1,—-1,....

Monotone Folgen. Eine Folge (x,,) heifit monoton wachsend, falls x,, < x,,; gilt fiir
alle n. Gilt sogar =, < T,41, so heifit sie streng monoton wachsend. Entsprechend ist
“(streng) monoton fallend” definiert.

Sei (x,,) eine monoton wachsende Folge. Ist diese auferdem beschrénkt, so hat die Menge
M = {x, : n € N} eine kleinste obere Schranke, das Supremum

supx, =:S.
neN

Fiir jedes € > 0 muss es ein Folgenglied xy geben mit s — ¢ < zx (andernfalls wire
s — ¢ eine obere Schranke von M und damit s nicht die kleinste obere Schranke). Fiir alle
weiteren Folgenglieder x,, mit n > N gilt

s—e<azy<z,<s,

da die Folge monoton wachsend ist und da s eine obere Schranke ist. Die in der Definition
des Grenzwerts verlangte Bedingung ist damit fiir s erfiillt. Wir sehen also:

Satz 2.7 Jede monoton wachsende und beschrdnkte Folge ist konvergent, und es gilt

lim z, =supz,. (2.8)
n—00 neN

O

Analog gilt, dass jede beschrankte monoton fallende Folge gegen ihr Infimum konvergiert.

Grenzwerte und Rechenoperationen. Die Grenzwerte von zusammengesetzten Folgen
konnen wir oft auf die Grenzwerte ihrer Bestandteile zuriickfiihren.

Satz 2.8 Gilt x,, — a und y,, — b, so gilt auch
Tn

Yn

Tpn+Yn—a+b, T,—y,—>a—>b, x,y,— ab, —>%, (2.9)
letzteres falls b # 0.
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Beispielsweise ergibt sich der Grenzwert von

n? —2n

Ty = 5
n?+n+1
aus der Rechnung (Zéhler und Nenner werden durch n? dividiert)

-1l l-g 0 1-0
n4+2n+1 14+2+%5 "1+040

Stetige Funktionen. Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir die durch

x xr<0
z) — ) = 2.10
/(@) {az+1, x>0, ( )
definierte Funktion. Sie hat im Punkt x = 0 eine Sprungstelle. Wenn wir uns dem Null-
punkt von links ndhern, bemerken wir diese nicht: Fiir die Folge x,, = —1/n beispielsweise
gilt

—%—>0:f(0), f(—%)z—%—ﬂ):f(o)-

Anders ist es, wenn wir von rechts kommen, beispielsweise entlang z,, = 1/n: Es ist

1 1 1
— =0, f(=)=1+-=—1, aber f(0)=0+#1.
n n n

Es folgt die allgemeine Definition.

Definition 2.9 (Stetigkeit)
FEine reellwertige Funktion f mit Definitionsgebiet D C R (kurz f : D — R) heifst stetig
in einem Punkt x € D, falls fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — = gilt

lim f(z,) = f(z). (2.11)

n—oo

f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt D stetig ist.

Sagt man “f ist stetig” ohne weiteren Zusatz, so ist damit in der Regel gemeint, dass die
Funktion f auf ihrem gesamten Definitionsgebiet stetig ist.

Die in (2.10]) betrachtete Funktion f ist stetig in allen Punkten x # 0, in 0 ist sie unstetig.

Andert man f in diesem Beispiel so ab, dass man zwar die Funktionsvorschrift beibehlt,
aber den Definitionsbereich verkleinert zu D = (—o00,0] statt D =R, soist f : D — R
nun stetig, da f = 0 auf D gilt. Wahlt man stattdessen D = [0, 00), so ist f nach wie vor
unstetig in 0.

Neben Sprungstellen kénnen Oszillationen eine weitere Quelle von Unstetigkeiten sein.
Betrachten wir als Beispiel folgende Funktion f : [0, 1] — R. Gegeben sind die Punkte

(o)
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und f entsteht, indem wir diese Punkte durch Strecken verbinden. Diese Funktion ist in
0 unstetig (egal wie wir f(0) definieren), da die Folge f(1/n) = (—1)" keinen Grenzwert
hat fiir n — co. Anders wére es, wenn wir stattdessen die Punkte

wéhlen, in diesem Fall ist f stetig in 0.

Kehren wir zu stetigen Funktionen zuriick. Konstante Funktionen sowie die Identitét
f(x) = x sind stetig (egal, wie wir D C R wihlen). Um festzustellen, ob eine gegebene
Funktion stetig ist, hilft oft der folgenden Satz.

Satz 2.10 Seien f,g reellwertige Funktionen mit Definitionsgebiet D. Sind f und g in
einem Punkt x € D stetig, so auch f+g, f—g, fg und f/g. (letzteres, sofern g(z) # 0).

Der Beweis benutzt, dass bei Folgen die algebraischen Operationen mit der Grenzwert-
bildung vertauscht werden koénnen (Satz , also beispielsweise

Sind f, g stetig in z und x,, — z, so gilt f(z,) — f(z) und g(x,) — g(z), also
auch (f +g)(x,) = f(xn) + g(xn) — f(x) + g(z).

Als Konsequenz von Satz [2.10] erhalten wir, dass Polynome
p(z) = Z arz®,  ay € R gegeben,
k=0
und rationale Funktionen
r(z) = ==, p,q Polynome,

stetig sind auf ihren Definitionsgebieten.

Die Komposition (Hintereinanderausfithrung) stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. Ge-
nauer:

Satz 2.11 Seien f: Dy — R und g : D, — R mit f(Dy) C Dy. Ist f stetig in x und g
stetig in f(x), soist go f : Dy — R stetig in .

Aus z,, — x folgt f(x,) — f(x) und weiter g(f(x,)) — g(f(z)).

Wollen wir zwei stetige Funktionen f; : [a,b] — R und f5 : [b,c] — R zu einer einzigen
Funktion f : [a, ¢] = R zusammensetzen, so kommt es auf das Verhalten am Punkt b an.

Satz 2.12 Seien fi : [a,b] = R und f5 : [b,c] — R stetig. Gilt f1(b) = fo(b), so ist die

durch
i), zea,l],
f(x) = {fQ(x)’ re b, (2.12)

definierte Funktion f : [a,c] — R stetig.
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Gilt in der Situation des Satzes fi(b) # fa(b), so ist die zusammengesetzte Funktion f
unstetig, egal wie man sie im Punkt b definiert. Dieser Fall gibt Anlass, einen “einseitigen”
Grenzwert zu definieren.

Definition 2.13 Sei f : D — R. Wir sagen, dass f im Punkt a € D den linksseitigen
Grenzwert ¢ hat, geschrieben
lim f(z) =c, (2.13)

Tr—a
falls f(z,) — c gilt fiir jede Folge (x,) in D mit x, — a und z, < a fir allen € N. f
heif$t linksseitig stetig in a, falls

lim f(x) = f(a). (2.14)

Tr—a
Analog wird der rechtsseitige Grenzwert

lim f(z)

r—a™t

definiert.

Fiir die Heaviside-Funktion

fla) = {0’ .

1, >0,
gilt beispielsweise, dass
lim f(z)=0, lim f(z)=1.

z—0~ z—0t

Da f(0) =0, ist f in O linksseitig stetig, aber nicht rechtsseitig stetig.

Eine Funktion f : D — R hat in @ den Grenzwert ¢ im Sinne eines beidseitigen Grenzwerts,

lim f(z) = ¢, (2.15)

Tr—a
falls f(x,) — c gilt fiir jede Folge (z,,) in D mit =, — a.

Fixpunktiteration. Sie stellt eine Methode zur Losung von Gleichungssystemen (und
damit einen wesentlichen Baustein von Simulationen) dar. Wir wollen 16sen

r = f(z). (2.16)
Eine Losung x von (2.16)) heifit ein Fixpunkt von f. Wir setzen die Iteration
Tpnr1 = f(x,), o gegeben, (2.17)

an und hoffen, dass x, gegen eine Losung konvergiert.

Bei Gleichungssystemen ist = ein Vektor; wir betrachten jetzt nur den Fall x €
R, also eine Gleichung mit einer Unbekannten. Die folgenden Uberlegungen
lassen sich aber ungedndert auch auf Systeme iibertragen.

Damit die Iteration innerhalb einer gewissen Menge D C R wohldefiniert ist, muss f(D) C

D gelten. Ist f auBlerdem stetig in D, so konnen wir schliefen: Falls die Iteration ([2.17))
iiberhaupt konvergiert, so ist der Grenzwert eine Losung von (2.16]).
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Gilt nédmlich z,, — z, so auch f(z,) = f(z) und z,.1 — x. Da x,,1 = f(z,)
und Grenzwerte eindeutig bestimmt sind, folgt © = f(x).

Wir untersuchen jetzt nicht allgemein die Frage, wann (2.17) konvergent ist, sondern
betrachten ein Beispiel, nidmlich die Bestimmung der positiven Quadratwurzel v/b einer
reellen Zahl b > 0. Sie ist Losung von

2?=b. (2.18)
Dazu &dquivalent ist
r? = %xg + %b,
oder (Division durch x)
x—%(x—i-g) =: f(xz). (2.19)

Diese Gleichung ist eine Fixpunktgleichung, die Funktion f ist stetig. Wir untersuchen
die Konvergenz der zugehorigen Fixpunktiteration

1 b
Tpt1 = 5 (I‘n + —> , Xo= b>0. (220)

Es gilt x, > 0 fiir alle n € N (Beweis mit Induktion), und
1 b\ 1 b
2 2
—b=— |z, —b=- 20 —b
x, 1 (93 1+ 33n1) 1 (%_1 + 20+ 9‘3721—1)
1/, b? 1 b \°
== —2b =— | Tpo1 —
() =i (5

207

also 22 > b fiir alle n > 1, und weiter

1 b 1,
— = — — _— = — — >
Ty — Tyl = Ty, 5 <xn + an) . (xz —b) >0

fir alle n > 1, also ist (z,) ab dem zweiten Folgenglied z; monoton fallend. Nach Satz
konvergiert (z,) gegen = := inf x,,. Aus Lemma folgt x > 0 und 22 > b > 0, also
x> 0. Da f stetig ist, gilt z = f(z) fiir den Grenzwert, also > = b und damit

x=b.

In der Tat, das so als Grenzwert erhaltene x ist die einzige positive Lésung von x? = b:

Ist y € R eine weitere Zahl mit 3> = b, so folgt wegen

0=a—y*=(z—y)(z+y)

entweder z —y =0 oder z +y =0, also y = x oder y = —x.
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Die Konvergenz der Fixpunktiteration ist in diesem Beispiel sehr schnell, so ist etwa fiir

b = 2 nach dem vierten Schritt
x4 = 1.414213562

eine Niherung fiir v/2 mit einem Fehler von hochstens 1079, Im Gegensatz dazu ist die
Konvergenz der Folge 1/n gegen 0 sehr langsam (Fehler 10~ nach 1000 Schritten).

Konvergenz im Mehrdimensionalen. Sei R? der d-dimensionale Raum. Bei der Be-
schreibung von Folgen im R¢ benétigt man zwei Indizes, einen fiir die Numerierung des
Vektors als Folgenelement, einen fiir die Komponenten des Vektors. Sei (z"),en eine Folge
von Vektoren im R?, jeder einzelne Vektor 2™ habe die Komponenten

= (af,xy, ... xh).

Definition 2.14 FEine Folge (2™),en im Re heifit konvergent gegen ein a € R?, falls gilt
lim ||z" —a| =0. (2.21)
n—oo

In diesem Fall schreiben wir ebenfalls

a= lim z". (2.22)

n—oo

Es wird also verlangt, dass die Abstidnde von z" zu a eine gegen 0 konvergente Folge
bilden. Ein Beispiel im R? ist
1 2
2 = (— —) . (2.23)

;
n n

Hier ist
1 4 5
2™ — al| = ||z.|| = —2+—2:—\/——>0 fiir n — oo,
n n n

also konvergiert die Folge (z™) gegen 0. In diesem Beispiel bewegt sich die Folge ent-
lang einer Geraden auf den Nullpunkt zu. Das wird aber fiir Konvergenz nicht verlangt.
Betrachten wir im R? die Folge (2") definiert durch

() 03 (39 @D Goe

so gilt ||z" — 0|| = 1/n — 0, also 2" — 0, die Konvergenz erfolgt spiralférmig.

Um Konvergenz festzustellen, muss man nicht unbedingt Absténde ausrechnen, oft gentigt
es, das folgende Kriterium anzuwenden.

Satz 2.15 Eine Folge (2"),en im R? konvergiert genau dann gegen ein a € R%, wenn alle
Komponentenfolgen (z})nen gegen ay konvergieren, 1 < k < d.

Man vergleiche mit den genannten Beispielen ([2.23) und ([2.24)).

Die Definition der Stetigkeit einer Funktion lésst sich fast wortlich aus dem Eindimensio-
nalen iibernehmen.
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Definition 2.16 (Stetigkeit im Mehrdimensionalen)
Eine Funktion f : D — R™ mit Definitionsgebiet D C R heifit stetig in einem Punkt
x € D, falls fiir jede Folge (™) in D mit ™ — x gilt

lim f(a") = f(x). (2.25)

n—oo

f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt D stetig ist.

Die Projektionen py, : RY — R, pi(7) = x} sind stetig in jedem Punkt a € RY, da fiir jede
Folge (2™) mit 2™ — a gilt, dass

pk(a™) — pr(a)| = |z — ax| < |jz" —al|

und daher aus 2" — a folgt, dass pr(2™) — pir(a). Da Summen und Produkte stetiger
Funktionen wieder stetig sind, sind Polynome in mehreren Variablen, beispielsweise f :
R3? — R,

f(x) = 2m25 — 4aow3 — 1,

stetig.

Da Stetigkeit unmittelbar auf Folgenkonvergenz zuriickgefiithrt wird, ist es nicht iiberra-
schend, dass das Analogon zu Satz auch fiir Stetigkeit gilt. Jede Funktion f : D — R™
setzt sich zusammen aus Komponentenfunktionen f; : D — R,

f@) = (fi(@),. s fm(2)) -

Satz 2.17 FEine Funktion f : D — R™ mit Definitionsgebiet D C RY ist genau dann
stetig in einem Punkt x € D, falls alle Komponentenfunktionen f; : D - R, 1 <1< m,
i x stetig sind.

Beispielsweise ist f : R® — R?, definiert durch
f(z) = (2125 — dwows — 1, 23 — 11 +4),

stetig.

Das Verhalten unstetiger Funktionen im Mehrdimensionalen kann recht komplex sein. Als
Beispiel betrachten wir eine Situation in der Bildverarbeitung. Ein quadratisches 2D-Bild
in SW wird beschrieben durch eine Funktion f : @ — [0, 1] mit @ = [0, 1] x [0, 1], wobei der
Grauwert jedes Punktes x € @ durch den Funktionswert f(z) gegeben ist. Eine Kante
im Bild enspricht einem Geradenstiick, entlang derer f unstetig ist. Stoflen in einem
Punkt @ mehrere Kanten zusammen, so kann f bei Anndherung an a unterschiedliche
Grenzwerte annehmen, je nachdem aus welchem Flachenstiick man kommt. Ebenso kann
oszillatorisches Verhalten in unterschiedlicher Ausprigung auftreten.
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3 Reihen

Wir beginnen mit einem Beispiel. Aus einer Folge, etwa

1 1111
7274787167
bilden wir durch Summation eine neue Folge
3 1 1 7
1, 1+=-= —+-=-
’ * 2’ * 2 4 47
also
] 3 7 15 31
2747 87167

Im allgemeinen Fall gehen wir aus von einer Folge reeller oder komplexer Zahlen
ag, a1, Ay ...

und bilden aus den Partialsummen
sn:ao—l—---—l—an:Zak (31)
k=0

eine Folge (s,), diese heift Reihe oder auch unendliche Reihe mit den Gliedern ay. Die
Reihe heiit konvergent, falls (s,) konvergent ist, andernfalls heifit sie divergent. Thr
Grenzwert s = lim,, .+, s, heifit der Wert oder die Summe der Reihe, geschrieben als

Z Ay - (3.2)

Im Falle der Konvergenz ist (3.2]) also eine reelle bzw. komplexe Zahl. Oft schreibt man
(3.2) als Bezeichnung fiir die Reihe (d.h. fiir die Folge der Partialsummen) selbst.

Die geometrische Reihe. Fiir z € C betrachten wir die Reihe
> Ak (3.3)
k=0

dabei ist 2° = 1 gesetzt. Fiir die Partialsummen gilt

(1—2)s, =(1—2) Zz =(1-2)+zZ-2)+... + (" ="t =1-2"
also . "
n=——". 3.4
s T (3.4)

Fiir |z| < 1 gilt |2|""" — 0, also auch z"™! — 0. Die Reihe (3.3)) konvergiert fiir |2| < 1,
und ihre Summe ist .
> =

k=0

(3.5)
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Beispiele fiir geometrische Reihen sind

> /1\*F >/ 1\ 100 & /99)\"
—) =2 — ) == ) = 100.
>(3) = 2(w) ~w X (w)

k=0

Die Teleskopreihe. Wir betrachten

> —— (3.6)
£ ki ( k +1)

(Hier ist der Index des ersten Folgenglieds 1 statt 0.) Wegen

1 1 1
k(k+1) k k+1
gilt
- 1 1 .
Sp = mzl—n+1—>1 fiir n — o0,
k=1
also

- 1
;m:L (3.7)

Weglassen endlich vieler Glieder. Fiir Frage, ob eine Reihe konvergiert, ist genau wie
bei einer Folge das “Verhalten am Anfang” gleichgiiltig: Fiir beliebiges m > ng gilt, dass

o0

S

k=ng

konvergiert genau dann, wenn
o

>

k=m
konvergiert. Im Gegensatz zur Situation bei Folgen &ndert sich aber der Grenzwert (die
Summe der Reihe), wenn einzelne Glieder weggelassen oder hinzugefiigt werden, beispiels-

weilse ist i )
= /1 = /1 1
>(3) -2 X(35) -3
k=0 k=3

Die harmonische Reihe. Die Reihe

1
> . (3.8)
k=1
heiBt die harmonische Reihe. Fiir N = 27 gilt
—1+1+ 1+1 + 1+ +1 +
SN = 5 373 ce

- L]
2141 2
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Da jeder der eingeklammerten Ausdriicke grofler ist als 1/2, folgt

sy > 1+%, falls N = 27, (3.9)

Die harmonische Reihe ist also divergent. Da alle Reihenglieder positiv sind, sind die
Partialsummen monoton wachsend und wegen (3.9) uneigentlich konvergent gegen +oc.
Wir schreiben daher

=1
> =00, (3.10)
k=1

Summe und skalares Vielfaches von Reihen. Sind die Reihen )2 ja, und >~ by
konvergent, so ist auch deren Summe konvergent, und es gilt

k=0 k=0 k=0
Entsprechend gilt auch fiir ein skalares Vielfaches
ank = cZak. (3.12)
k=0 k=0

(3.11) und (3.12)) ergeben sich, da fiir die Folgen der Partialsummen gilt, dass
Grenzwertbildung mit Summe und skalarem Vielfachen vertauschbar sind (sie-
he Abschnitt tiber Folgen).

Wir betrachten als Beispiel die Umwandlung einer rationalen Zahl aus der periodischen
Dezimaldarstellung in einen Bruch, etwa

0o 1 k
0.01777---:1-10—2+7-10—3+7-10—4+...:10—2+Z7-1o—3- (—)
p 10

1 7 1 4

~ 700 TT000 T L 235

Ist eine Reihe konvergent, also s,, — s fiir eine relle bzw. komplexe Zahl s, so gilt fiir die
Glieder
ap = 8p — Sp-1= (S —8)+ (s —8,-1) — 0 fir n — oc.

Satz 3.1 (Notwendige Bedingung fiir Konvergenz)
Ist eine Reihe Y .-, ai konvergent, so muss gelten

lim a; =0. (3.13)
k—ro0

O

Umgekehrt folgt aus der Konvergenz a; — 0 aber nicht, dass die zugehorige Reihe kon-
vergiert, wie das Beispiel der harmonischen Reihe zeigt.
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Satz 3.2 Ist 220:0 ap eine Rethe mit ap > 0 fir alle k > 0, so st sie konvergent genau
dann, wenn die Folge (s,) ihrer Partialsummen beschrankt ist.

Die Folge der Partialsummen ist monoton wachsend. Monoton wachsende Fol-
gen sind konvergent genau dann, wenn sie beschrankt sind.

Kriterien fiir Konvergenz. Ob eine Reihe konvergiert oder divergiert, kann man oft
feststellen, indem man sie mit einer Reihe vergleicht, deren Konvergenz oder Divergenz
man bereits kennt.

Definition 3.3 (Majorante)
Sei Y -, ai eine Reihe in C. Eine reelle Reihe Y., by, mit |ax| < by fir alle k > 0 heifst
Magorante der Reihe Y - a.

Satz 3.4 (Majorantenkriterium)
Sei Y po o ax eine Reihe in C, welche eine konvergente Magjorante y - by besitzt. Dann
ist Y p o ar konvergent, und es gilt

o0
>a

k=0

< Z |lag| < Zbk- (3.14)
k=0 k=0
Fir die Partialsummen s, = 7 _ a; gilt, falls m > n,
!sm—sn\z‘ > ak) < D> farl <) b

k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

Wir bilden das Supremum beziiglich m und erhalten, da ), by als konvergent
vorausgesetzt ist,

oo
sup | s, — Sn| < Z b, — 0 fiir n — oo,

mzn k=n+1

Warum hieraus die Konvergenz von (s,,) folgt, behandeln wir nicht; man fiihrt
das auf die Vollstéandigkeit von R zuriick. Weiter gilt

n n n
sal = | S| < 3 lanl <3
k=0 k=0 k=0

Mit Grenziibergang n — oo erhalten wir ((3.14]).

Als Beispiel betrachten wir
=1
E =k (3.15)

Die Teleskopreihe



ist eine konvergente Majorante von

=1
> R (3.16)
k=2

also ist (3.16)) konvergent und damit auch (3.15)).

Folgerung 3.5 (Divergente Minorante)
Seien Y o ax und Yo by Reihen in R mit 0 < ay < by, fir alle k > 0. Ist Y, ay
divergent, so ist auch Y-, by, divergent.

Wire > 77, b, konvergent, so wére nach dem Majorantenkriterium ebenso
auch > aj, konvergent.

Die Reihe Y77, a), heifit in diesem Fall eine divergente Minorante von Y - by.

Aus dem Vergleich mit der geometrischen Reihe erhalten wir das Quotientenkriterium.

Satz 3.6 (Quotientenkriterium)
Sei Y o2, ay eine Reihe in C. Es gebe ein ¢ € R mit ¢ < 1 und ein ng > 0, so dass

|ak+1|
|a|

<gq, firallek>ng. (3.17)
Dann ist ZZOZO ay konvergent.

Das folgt aus dem Majorantenkriterium, da |ag| < |ay,,|¢" " fiir k& > ng und
daher die geometrische Reihe

o0

Z |@ng |qk_no

k=ng

eine konvergente Majorante von )2 ay ist.

Vorsicht: Die genaue Formulierung (“mit ¢”) ist wesentlich. Um die Konvergenz zu garan-
tieren, geniigt es nicht, dass |ax41|/|ax| < 1 gilt. Beispielsweise gilt fiir die harmonische
Reihe a; = 1/k, dass
1
|1 _ k1 _ k

aber sie ist divergent, wie wir bereits wissen.

<1,

Wir betrachten als Beispiel die Exponentialreihe

x K

z
E E , (3.18)
k=0

wobei z € C eine feste komplexe Zahl ist. Mit a;, = 2*/k! gilt

ol _ 2 R ]
o] (kD! o k+l
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also

1
|ak+1] <=, firalle k> 2[z] -1,
|| 2

also ist (3.18) konvergent. Sie definiert die Exponentialfunktion

ok
z
exp(z) = Z i (3.19)
k=0
als Funktion
exp:C—C.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass exp(z) € R, falls z € R. Schrianken wir exp auf
R ein, so erhalten wir die reelle Exponentialfunktion. Aus (3.19) folgt

exp(0) = 1.

Wir definieren die Zahl e durch
e =exp(l). (3.20)

Es ist
e = 2.718281828459045235 . . .

Alternierende Reihen. Eine Reihe Zzozno ay heifit alternierend, wenn die Folgenglie-
der abwechselnd positives und negatives Vorzeichen haben. Wir schreiben sie in der Form

ao—a1+a2—a3—|—...

mit a; > 0.

Satz 3.7 (Leibnizkriterium)
Sei (an)n>o €ine monoton fallende Folge in R mit a,, — 0. Dann konvergiert die Reihe

> (—1fay, (3.21)

k=0

und es gilt fir alle n >0

Z(—1)’€ak — 5,
k=0

n

Y (Dfap =Y (D] < an - (3.22)
k=0

k=0

Wir beweisen den Satz. Fiir £ > 1 ist agsy — age—1 < 0 und agx — a1 > 0,
also

Sok = Sop—2 — Qop—1 + Q2i < Sop—2,
Sok+1 = Sok—1 + Aok — A2k41 = S2k—1 ,

also ist (sox)keny monoton fallend, (s9x_1)keny monoton wachsend. Es gilt

51 < Sop—1 = Sgi — ok < S < S (3.23)
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fiir alle k, und weiter fiir alle m > k
81 < Sop—1 < Som—1 < Som < S < So - (3.24)

Also sind beide Teilfolgen (s9x) und (sg_1) beschriankt, also konvergent nach

Satz und
Sogp—1 < Wlll_lgo Som—1 < Sok,  Sop—1 < nlbl_f)ﬂoo Som < Sop (3.25)
—:b =i
gilt fiir alle k£ € N. Aus folgt
0<|c—0| < ay,

und wegen agr, — 0 gilt ¢ = b. Da fiir alle n entweder s, < b < s,.1 oder
Sp > b > spaq gilt, folgt

0< |b_sn|§ |Sn_5n+1|:an+1_>07

also |b — s,| — 0 nach dem Einschliefungssatz fiir Folgen. O

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

& 1

Z(_l)kfl_ (3.26)
k

k=1

ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. (Ihr Grenzwert ist, wie sich spéter heraus-

stellen wird, die Zahl In2.) Wir betrachten (3.26) etwas niher. Die aus den Glieder mit

geraden Indizes gebildete Reihe

o0

1

2k
k=1

(3.27)

ist divergent (andernfalls wéare die harmonische Reihe konvergent), die aus den Glieder
mit ungeraden Indizes gebildete Reihe

= 1

2
2 51 (3.28)
k=1
ist ebenfalls divergent (die Reihe Y -, 1/(2k) ist eine divergente Minorante). Geben wir
nun eine beliebige Zahl a € R vor, so kénnen wir durch Umordnen erreichen, dass die

umgeordnete Reihe gegen a konvergiert, z.B. fiir a = 1 kénnen wir betrachten

] 1 n 1 N 1 1 n 1
2 3 5 4 77
(wir nehmen negative Glieder so lange, bis die Partialsumme kleiner als 1 ist, dann positive
Glieder so lange, bis die Partialsumme grofler als 1 ist, usw.). Ebenso kann man durch

Umordnen erreichen, dass die umgeordnete Reihe divergiert.

Im Gegensatz zu einer Summe endlich vieler Zahlen kann also bei einer unendlichen
Summe die Konvergenz verlorengehen oder der Wert der Summe sich &ndern, wenn man
eine Reihe umordnet.

Bei absolut konvergenten Reihen hingegen kann dieses Phénomen nicht auftreten.
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Definition 3.8 (Absolute Konvergenz)
Eine Reihe Y}~ o ar, mit ay € C heifit absolut konvergent, falls

00
D lad
k=0

konvergent ist.

Wir koénnen die Umordnung auf folgende Weise formal fassen. Ist 7 : N — N eine bijektive
Abbildung, so wird durch

U (0); Ar(1); Qr(2); - - -
eine Umordnung der Folge ag, aq, as, ... definiert, sowie durch

[e.9]

®)
=0

eine Umordnung der Reihe )~ ay.

Satz 3.9 Sei > ;- a, eine Reithe in C, sei 7 : N — N bijektiv. Ist Y - ay absolut
konvergent, so ist auch Z;io ar(jy absolut konvergent, und es gilt

o0 o0

Z aT(j) = Z ag . (329)

=0 k=0
Diesen Beweis lassen wir aus.

Sind p, ¢ Polynome,

n

pla) = a®, qx) =) bat, (3.30)
k=0 k=0
so hat deren Produkt die Form

n+m

k
(pg)(x) = > ewa®, = ar;b;. (3.31)
k=0 §=0
Der Wunsch, diese Formel auf Potenzreihen der Form
> o
k=0

zu libertragen, fithrt auf das sogenannte Cauchy-Produkt von Reihen.

Satz 3.10 Seien > ;- a, und Y o, by absolut konvergente Rethen in C, sei fir k € N

k
cr =Y ar_jb;. (3.32)
=0

Dann ist auch die Reihe Y -, cx absolut konvergent, und es gilt

S (S0) (50) o

k=0 k=0
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Auch diesen Beweis lassen wir weg.

Wenden wir den vorangehenden Satz auf die Exponentialreihe an (das Argument, das die
Konvergenz zeigte, zeigt auch die absolute Konvergenz), so erhalten wir eine fiir das Rech-
nen mit der Exponentialfunktion fundamentale Gleichung. Wir erinnern an die binomische

Formel .
@ty =) (n) 2"y
— \J
j
giiltig fiir alle z,y € C und alle n € N.
Satz 3.11 Es gilt
exp(z + w) = exp(z) exp(w)
fur alle z,w € C.

Mit

k
z w
akzy, bk:— ck:Zak_jbj

© k oo ok
— ( H) . <Z ﬁ) = exp(z) exp(w).

Wir stellen einige Eigenschaften der Exponentialfunktion zusammen.

Folgerung 3.12 Es gelten

1
exp(—z) = o) fiir alle z € C,

exp(z) #0,  fir alle z € C,
exp(x) >0, firalexeR,

exp(n) =e",  firallen € N,

exp(z) = exp(Z), fir alle z € C.

(3.34)

(3.35)

Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist monoton wachsend, und fir die kompleze

Funktion gilt
|exp(2)| < exp(|z|), fir alle z € C.
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Aus
1 =exp(0) = exp(z — 2) = exp(z) exp(—2) (3.42)
folgen (3.36) und ((3.37)). Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt

exp(z) >1>0
fir alle z € R, x > 0, also wegen ([3.42)) auch exp(z) > 0 fiir x < 0. Aus

exp(n) = exp (Z 1) H exp(1)
k=1
folgt ([3.39). Weiter ergibt sich (3.40) aus

_ : Z . zk
exp(z) = nh_}n;() Z i nh_>nolo Z i exp(z) .
k=0

k k

0<zr<y = %Sy—' fur alle k£
= exp(z) = Z - < Z -7 = exp(y) -

k=0 k=0
Ist t <y <0,s0ist 0 < —y < —z, und mit (3.43) folgt
1 1
=exp(—y) L exp(—T) = ——~,
exp(y) (=) (=) exp(z)

also ebenfalls exp(z) < exp(y). Die Ungleichung ({3.41)) erhalten wir aus dem
Majorantenkriterium, da die Exponentialreihe fiir exp(|z|) eine konvergente
Majorante der Exponentialreihe fiir exp(z) ist und nach (3.14)) gilt, dass

2l ey B e

k:O : k=0

o0

Jexp(z)] = |

Wir stellen die Frage, ob die Exponentialfunktion stetig ist. Fiir z € C mit |2| <1 gilt

IZI
= |2 exp(|2])

0 < |exp(z )_1|_‘Zk"<

< |z[exp(1).

Aus dem Einschlieungssatz folgt, dass |exp(z,) — 1| — 0 gilt fir jede Folge (z,) mit
|zn| — 0 und damit
lim exp(z,) = 1 = exp(0)

n—o0
fiir jede solche Folge. Daraus erkennen wir, dass die Exponentialfunktion im Nullpunkt
stetig ist. Sei nun z € C beliebig und (z,) eine beliebige Folge in C mit z, — z. Dann gilt
|z, — 2| = 0 und wegen
|exp(zn) — exp(z)| = [exp(zn — 2 + 2) — exp(2)| = [exp(z, — 2) exp(z) — exp(2))]
= |(exp(z, — 2) — 1] - | exp(2)| — 0

folgt, dass exp auch in z stetig ist.
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Satz 3.13 Die Ezponentialfunktion ist stetig auf C.

Da die reelle Exponentialfunktion die Einschrinkung von exp auf R ist, ist sie ebenfalls
stetig.

Ab sofort werden wir statt exp(z) auch e* schreiben. Das macht Sinn, da die Gleichung
exp(z + w) = exp(z) exp(w) zu

ez—i—w — ezew

wird und exp(n) = e" gilt fiir n € N geméi$ (3.39)).
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4 Trigonometrische Funktionen

Geometrische Sachverhalte in der Ebene und im Raum kann man mathematisch beschrei-
ben mit Konzepten der Linearen Algebra (lineare Gleichungssysteme, Unterrdume, Ska-
larprodukt, Determinante,. ..) und der Analysis. Hier geht es um die Analysis.

Trigonometrische Funktionen sind urspriinglich fiir die Geometrie von Dreiecken ent-
wickelt worden. Unabhingig davon sind sie ein wesentliches Werkzeug bei der Beschrei-
bung von Schwingungsvorgingen (Stichwort Fourieranalyse) und bei vielen anderen Fra-
gestellungen der Analysis.

Wir betrachten einen Punkt z auf dem Einheitskreis (Mittelpunkt 0, Radius 1) in der
Ebene. Dreht man die horizontale Achse gegen den Uhrzeigersinn solange, bis man die
Verbindungslinie von 0 nach z erreicht, so wird ein Winkel iiberstrichen; diesen bezeichnen
wir mit x. Die trigonometrischen Funktionen Cosinus und Sinus entstehen dadurch, dass
wir die kartesischen Koordinaten von z als Funktionen des Winkels x auffassen,

z = (coszx,sinx). (4.1)

Offenbar ist
sin(0) =0, cos(0)=1. (4.2)

Den Winkel kann man messen in Grad (rechter Winkel 90 Grad, Halbkreis 180 Grad,
Vollkreis 360 Grad) oder im Bogenmaf. Dieses gibt an die Lénge des Kreisbogens auf
dem Einheitskreis, der zum Winkel x gehort, also 27 fiir den Vollkreis, 7 fiir den Halbkreis
und 7/2 fiir den rechten Winkel. Die Verwendung von Grad als Einheit stammt aus dem
Altertum; das Jahr hat ndherungsweise 360 Tage, als Zahl ist 360 durch viele Zahlen
teilbar, z.B. durch alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 12 mit Ausnahme von 7 und 11. In
der Neuzeit hat sich zunehmend das Bogenmafl durchgesetzt, es ist eine mathematisch
fundamentalere Grole und fiir das Rechnen mit trigonometrischen Funktionen und der
Exponentialfunktion besser geeignet. Wir verwenden das Bogenmaf.

Auf die beschriebene Weise werden Winkel z mit 0 < x < 27 definiert. Winkel z > 27
entsprechen einem Durchlaufen von mehr als einem Vollkreis, Winkel x < 0 entsprechen
einem Durchlaufen in mathematisch negativem Sinn (in Uhrzeigerrichtung). Da ein Voll-
kreisumlauf zum selben Punkt zuriickkehrt, gilt

sin(x +27) =sinz, cos(z+27) = cosx (4.3)

fiir alle x € R. Sinus und Cosinus sind damit periodisch mit der Periode 27. Weiterhin
entnimmt man der Definition (4.1]), dass

sin(—z) = —sinz, cos(—x) = cosx (4.4)

sowie - -
sin (z + 5) =cosz, cos(z+ 5) = —sinx (4.5)

gilt fiir alle z € R.
Aus dem Satz des Pythagoras folgt

sinz +cos’r = 1. (4.6)
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Weitere trigonometrische Funktionen sind Tangens und Cotangens, definiert durch

sinx COS & 1
tanx = , cotx = — = .
coS T sin tan

(4.7)

Wir betrachten ein Bild (siehe Vorlesung). Aus ihm geht durch Flidchenvergleich hervor,

dass

1 . <x< 1t
—sinzcoszr < — < —tanz
2 -2 72

gilt fiir 0 < x < 7/2, und wegen (4.4) auch fir —7/2 < x < 0. Wir multiplizieren mit 2,
dividieren durch sinx und bilden die Kehrwerte. Es ergibt sich

sinx 1
<

xr T cosx

cosx <

Da (wie wir gleich noch sehen werden) Sinus und Cosinus stetige Funktionen sind, gilt
cosz — cos0 =1 fiir v — 0 wegen (4.2)), also folgt aus dem EinschlieBungssatz (der sich
von Folgen unmittelbar auf Funktionen {ibertragt), dass

sinx

91613% , =1. (4.8)

Zusammenhang mit der komplexen Exponentialfunktion. Zu gegebenem = € R
betrachten wir die komplexe Zahl . Es gilt e = e~ also

z:c|2 — ezxeix — piTpT® _ pl—iz _ 60 — 17

also |e”] = 1, d.h. fiir x € R liegt e auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Im
Jahr 1748 hat Leonhard Euler die spéter nach ihm benannte Formel

e’ =cosx +isinx (4.9)

publiziert. Sie besagt geometrisch, dass der Punkt auf dem Einheitskreis zur Bogenlédnge
z, also z = (cos z,sinz), gerade durch z = ¢ gegeben ist.

Man kann die Eulerformel beweisen, indem man den Kreisbogen von 1 nach
e durch Streckenziige S,, mit n+ 1 auf dem Einheitskreis liegenden Teilpunk-
ten approximiert, deren Linge [,, unter Verwendung der Rechenregeln fiir die
Exponentialfunktion berechnet und zeigt, dass [,, — x fiir n — oo.

Wir betrachten spezielle Werte von x. Es gilt

™ ™

€2 =cos— +isin= =i, eT=¢% % =-1 (4.10)
2 2
Eine Umformulierung der Eulerformel (4.9)) ist
cosz = (e e , sinz = -(e e , .

Da die Exponentialfunktion stetig ist, wie wir aus dem vorigen Kapitel wissen, erhalten

wir aus (4.11]) unmittelbar:
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Satz 4.1 Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens sind stetig auf R mit Ausnahme (bei
Tangens und Cotangens) der Polstellen.

Mit Hilfe der Eulerformel lassen sich eine Reihe von trigonometrischen Formeln auf ein-
fache Weise erhalten. Beispielsweise fiihrt die Identitét
ei(:c+y) ez:c ezy
auf
cos(x 4+ y) + i sin(x 4+ y) = (cosx + i sinz)(cosy + i siny) .

Ausmultiplizieren und Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert die Summenformeln

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) , (4.12)
und

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(zx) . (4.13)
Reihendarstellung von Sinus und Cosinus. In die Formel

: 1 i —iT
sinx = Z(e e ")

setzen wir die Exponentialreihe ein und erhalten

SIHZEZQ—Z,(G —e ):2—2<Z o

k=0 ’ k=0

(]
=4
-8
~—
>
N—
I
S
(]
~
B
—~
—
I
I
—_
=
N—
=[5

o0 2k+1

= > i IZ'ZZ(_l)k@ZH)!‘

k ungerade =

Es ergibt sich eine fiir alle € R konvergente Reihendarstellung des Sinus,

s 2k+1 3 .5 7

T A T T

sinx = kg (—1) ok 1) =T 5 + I +... (4.14)
—0

Eine analoge Rechnung fiir den Cosinus fiihrt von
1 T —iT
cosx = 5(6 + e )

auf die fiir alle € R konvergente Reihe

o0 2k 2 4 6
_ Y T
cosT = ,; (—1) eBl =1 TR i +. (4.15)
—0

Aus den Reihendarstellungen kénnen wir Grenzwerte erhalten. So ist

[e9)
2 4 6 . $2k+1

sin T T T
=]l - =4+ = - — =1—x- 1)
x T T v (2k + 3)!
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Die am Ende stehende Reihe wird durch die Reihe fiir e/l majorisiert, also folgt

. sinz
lim =1
x—0

was wir schon wissen. Fiir den Cosinus erhalten wir aus (4.15))

Y

o0
cosx — 1 x oz 2P x2k

e TR R Y (S | L e na—
| | | |
x 204 6! — (2k + 2)!
Auch hier wird die am Ende stehende Reihe durch die Reihe fiir e/l majorisiert, und wir
erhalten den Grenzwert

cosx — 1

lim ——— =0. (4.16)
r—0 x

Bei den beiden vorangehenden Grenzwertbetrachtungen wurde ein Argument verwendet,

welches oft hilfreich ist bei der Bestimmung von Grenzwerten. Wir présentieren es in

allgemeiner Form.

Lemma 4.2 Seien f,g : D — R mit D C R, sei a € D. Wir nehmen an, dass g
beschrdankt ist auf D und dass
lim f(z) =0.

r—a
Dann gilt auch
lim f(z)g(x) =0. (4.17)

T—ra

Ist ndmlich |g(z)| < C fiir alle z € D und (z") eine beliebige Folge in D mit
" — a, so gilt | f(z™)g(z™)| < C|f(z™)| — 0 fiir n — oc.

Bei der Anwendung von Lemma nimmt man oft fiir D nicht den maximalen gemein-
samen Definitionsbereich von f und g, sondern nimmt einen verkleinerten Definitionsbe-
reich, auf dem g beschrénkt ist (etwa ein Intervall bzw. eine Kugel mit a als Mittelpunkt).

Polarkoordinaten in der komplexen Ebene. Fiir jede komplexe Zahl z # 0 gilt

B 2
Da
z_ A
ol el

gilt z/|z| = €, wobei ¢ der Winkel ist, den z/|z| mit der reellen Achse bildet. Wir
erhalten die Darstellung von z in Polarkoordinaten

z=re, r=]|z|. (4.18)
Die Multiplikation in C wird in Polarkoordinaten anschaulich: Sind
2 =11 y k2 = roe’? )

so gilt
2129 = 1€’ = pypgel(P1He2)

Bei der Multiplikation werden die Léngen multipliziert und die Winkel addiert.
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5 Folgen und Stetigkeit 11

Der Zwischenwertsatz. Wir betrachten eine Funktion f : [a,b] — R. Sie hat Werte
f(a) und f(b) in den Randpunkten, es gelte f(a) < f(b). Es stellt sich die Frage, ob
Werte y zwischen f(a) und f(b) ebenfalls als Funktionswerte y = f(z) vorkommen, das
heifit, ob die Gleichung

f@) =y (5.1)
eine Losung x € [a,b] hat. Falls f unstetig ist, braucht das nicht der Fall zu sein, bei-
spielsweise wenn f nur die Werte f(a) und f(b) annimmt. Ist f aber stetig auf [a, b], so

besagt der Zwischenwertsatz, dass jeder Wert zwischen f(a) und f(b) auch tatséchlich
angenommen wird.

Satz 5.1 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig, sei y eine relle Zahl zwischen
f(a) und f(b), also entweder f(a) <y < f(b) oder f(a) >y > f(b). Dann gibt es ein
x € (a,b) mit f(x) =y.

Wir betrachten den Fall f(a) <y < f(b). Ein = € [a,b] mit f(z) = y erhalten
wir mit

M={t:telab], f(t) <y}, o=sup(M),
und zwar aus folgenden Griinden: Ist (¢,) eine Folge in M mit ¢, < z und
tn — x, so folgt f(t,) <y und f(t,) — f(x) mit Stetigkeit, also f(z) < y. Es
folgt weiter f(z) < f(b), also x < b. Da f(z+1/n) > y fiir hinreichend grofes
n, gilt f(z) >y mit n — oo wegen Stetigkeit. Also ist f(z) = y.

Haufungspunkte. Die Folge der Primzahlen
2,3,5,7,11,...

ist eine Teilfolge der Folge 1,2,3,4,5,... der natiirlichen Zahlen. Sie entsteht, indem
wir 1 sowie alle die Zahlen weglassen, die mehr als zwei Teiler haben, oder andersherum
gesagt, indem wir die Zahlen der Reihe nach auszeichnen, die genau zwei Teiler haben.

Allgemein kann man eine Teilfolge einer gegebenen Folge (z,,),eny dadurch festlegen, dass
man die Indizes der zur Teilfolge gehorenden Glieder angibt,

ni,No, N3, . .. ng € N,

mit ng < ngyq fir alle & € N. Die so festgelegte Teilfolge bezeichnet man mit

(xnk)keN .

Die Folge
T, = (—1)"

ist uns bereits mehrfach begegnet. Sie ist nicht konvergent. Betrachtet man aber die
Teilfolge (x,,) zu den geradzahligen Indizes n, = 2k, so entsteht die konvergente Folge
1,1,1,.... Aus der divergenten Folge

3

1,2 4

PRI

] =

1 .1
727 737

Y
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erhalten wir eine konvergente Teilfolge, indem wir alle Zahlen streichen, die grofier als 1
sind; deren Grenzwert ist 0. Ein solcher Grenzwert heifit Haufungspunkt der urspriingli-
chen Folge.

Definition 5.2 (Hiufungspunkt)
FEin z, € R heifft Haufungspunkt einer Folge (x,)nen in R, falls es eine Teilfolge von (xy,)
gibt, welche gegen x, konvergiert.

Ersetzen wir R durch R? in[5.2] so erhalten wir die Definition des Haufungspunkts einer
Folge im Mehrdimensionalen, und damit als Spezialfall (d = 2) auch im Komplexen.

Wir betrachten als Beispiel im R? die Folge, die entsteht, wenn wir die vier Ecken des
Quadrats [0, 1] x [0, 1] immer wieder durchlaufen, also

(0,0),(0,1),(1,1),(1,0),(0,0),(0,1),...

Alle vier Ecken sind Haufungspunkte dieser Folge.

Nicht jede Folge hat eine konvergente Teilfolge, beispielsweise nicht die Folge der natiirli-
chen Zahlen. (Alle Teilfolgen von N sind unbeschréinkt, also divergent.)

Satz 5.3 (Bolzano-Weierstraf3)
Jede beschrdnkte Folge in R hat eine konvergente Teilfolge und damit auch einen Héaufungs-
punkt.

Sei (xp)nen beschriankt, also in einem Intervall I; = [ay,bi] enthalten, wir
setzen n; = 1. Wir teilen I; in zwei Hilften und wéhlen als Ir = [asg, bo]
diejenige Hélfte, welche unendlich viele Punkte der Restfolge (z,)n>n, enthélt.
Wir wihlen ny > n; mit x,, € I. Auf dieselbe Weise konstruieren wir x,,
und I1; per Induktion zu z,, und I. Es gilt fiir alle K € N

ar < T, by, b —ap = 2%(50 —ap),

die Folge (ay)ren ist monoton wachsend, die Folge (b )xen ist monoton fallend.
Wir setzen
. = , b, =1inf by.
=g, b= al
Da a; < a, < by < by und by, — ap — 0, folgt mit dem EinschlieBungssatz
sowohl a, = b, als auch z,, — a..

Eine Folge (z") im R? heifit beschriinkt, falls es eine Zahl M gibt mit ||2"| < M fiir
alle n. Es wird also verlangt, dass es eine d-dimensionale Kugel um den Nullpunkt gibt
(M ist ihr Radius), welche alle Punkte der Folge enthélt, oder anders gesagt, dass die aus
den Léngen ||z"|| gebildete reelle Folge beschrénkt ist.

Folgerung 5.4 Jede beschrinkte Folge im RY hat eine konvergente Teilfolge und damit
auch einen Haufungspunkt.
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Sei (z") beschriinkte Folge im R%. Die aus den ersten Komponenten (z7) ge-
bildete Folge ist im R beschrinkt, hat also nach Satz eine konvergente
Teilfolge (”) mit Laufindex j. Die mit denselben Indizes aus den zweiten
Komponenten gebildete Folge (x5’) ist ebenfalls beschrinkt und hat daher
ebenfalls eine konvergente Teilfolge (x;”“) mit Laufindex k. Die entsprechen-
de Teilfolge der ersten Komponenten (x,’*) ist konvergent, da bereits (z7)
konvergent war. In derselben Weise gehen wir auch in den weiteren Kompo-
nenten zu konvergenten Teilfolgen iiber und erhalten schliellich eine Teilfolge
der urspriinglichen Vektorfolge (™), die in jeder Komponente konvergiert und
damit auch im Sinne der Konvergenz im R¢ konvergiert.

Existenz von Maxima und Minima. Sei f : D — R mit D C R gegeben. Ein z € D
heifit Maximum (bzw. Minimum) von f auf D, falls f(x) > f(t) (bzw. f(z) < f(t))
gilt fiir alle t € D.

Nicht jede Funktion hat ein Maximum oder ein Minimum. So hat f : R — R, f(x) = =,
weder Maximum noch Minimum auf R; f ist sowohl nach oben als auch nach unten

unbeschrankt. Die durch .

und f(z) = —f(—=x) fur x < 0 definierte Funktion ist nach oben durch 1 und nach unten
durch -1 beschriankt, hat aber auf R ebenfalls weder Maximum noch Minimum. Auch die
durch f(0) = f(1) =0 und f(z) = x—1/2 fir 0 < & < 1 definierte Funktion f : [0,1] - R
hat weder Maximum noch Minimum.

falls z > 0,

Satz 5.5 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R hat ein Mazimum und ein Minimum auf
[a,b].

Zunichst sehen wir, dass die Bildmenge f([a,b]) nach oben beschrinkt ist.
Andernfalls gibe es eine Folge (z,) in [a,b] mit f(z,) — 4o0o. Diese Folge
hétte aber nach Satz eine gegen ein = € [a,b] konvergente Teilfolge x,,,
was f(x,,) — f(x) zur Folge hétte, ein Widerspruch. Sei nun s = sup f([a, b]),
sei (t,) Folge in [a, b] mit f(t,) — s. Ist (¢,,) eine konvergente Teilfolge gemaf
Satz so setzen wir x, = lim;_t,,. Da [ stetig ist, gilt f(t,,) — f(z.),
also s = f(x,), und z, ist das gesuchte Maximum. Analog erhilt man die
Existenz des Minimums.

Fiir die Giiltigkeit von Satz sind drei Dinge wesentlich: f ist stetig, I = [a,b] ist
beschrénkt, die Randpunkte a und b von I gehoren zu I. Ein analoger Satz gilt auch
im Mehrdimensionalen. Wir betrachten f : D — R mit D C R Die Menge D heifit
beschriankt, falls es ein M > 0 gibt mit

||| < M, firallez € D.

Wir miissen noch iiberlegen, was es heifit, dass “der Rand zu D dazugehort”.

Eine Menge D C R? heifit abgeschlossen in R9, falls gilt:

Ist (z") Folge in D, welche gegen ein z € RY konvergiert, so muss z € D
gelten.
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Anders gesagt: Die Grenzwerte konvergenter Folgen in D liegen ebenfalls in D, oder: D
ist abgeschlossen hinsichtlich Grenzwertbildung.

Die Einheitskreisscheibe D = {z : ||z|| < 1} ist abgeschlossen im R%: Ist (z") eine konver-
gente Folge mit ||z"|| < 1 fiir alle n, so gilt ||z|] <1 fiir den Grenzwert, der somit auch in
D liegt. Lassen wir aber irgendeinen “Randpunkt” z, der Kreisscheibe (also einen Punkt
x, mit ||z.]| = 1) weg, so konvergiert die Folge

T, = (1 — %)x*

gegen z,, und es gilt ||z,|| = 1—1/n < 1; die Menge D\ {x.} ist also nicht abgeschlossen,
da sie zwar die Folge (z"), aber nicht deren Grenzwert x, enthélt.

Eine Teilmenge D von R? heifit kompakt, falls jede Folge in D eine konvergente Teilfolge
hat, deren Grenzwert ebenfalls in D liegt.

Satz 5.6 Eine Teilmenge D von R? ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrinkt ist.

Ist D unbeschrinkt, so gibt es eine Folge (™) in D mit ||z"|| > n; jede Teilfolge
einer solchen Folge ist unbeschrankt und kann daher nicht konvergieren. Ist D
nicht abgeschlossen, so gibt es eine Folge (™) in D, deren Grenzwert x nicht
in D liegt; da jede Teilfolge ebenfalls gegen x konvergiert und Grenzwerte
eindeutig sind, kann D nicht kompakt sein. Ist andererseits D beschréinkt, so
hat jede Folge (2™) in D eine konvergente Teilfolge nach Folgerung ; deren
Limes muss in D liegen, wenn D auflerdem abgeschlossen ist.

Wir konnen die Argumentation im Anschluss an Satz [5.5] unmittelbar aufs Mehrdimen-
sionale iibertragen und erhalten damit das folgende Ergebnis.

Satz 5.7 Jede auf einer beschrinkten und abgeschlossenen Teilmenge D von RY stetige
Funktion f: D — R hat auf D ein Mazimum und ein Minimum.

Umkehrfunktionen. Wir kennen bereits den allgemeinen Begriff einer bijektiven Abbil-
dung. Ist f : M — N eine Abbildung von einer Menge M in eine Menge N, so heifit f
bijektiv, falls es zu jedem y € N genau ein x € M gibt mit f(z) = y. Die so erhaltene
Zuordnung y — x definiert die Umkehrabbildung f~!: N — M.

In der Analysis sind M und N Teilmengen von R, oder allgemeiner von R?. So ist etwa
die Funktion
flx) =2, f:[0,00) = [0,00),

auf den genannten Mengen (nicht aber auf R) bijektiv, die Umkehrfunktion ist
W) =y, f:]0,00) = [0,00).

Genausogut kann man schreiben
fH ) = Ve,

da man fiir die Argumente einer Funktion beliebige Symbole verwenden kann.
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Ist f formelméBig in einer Form y = f(z) gegeben, so kann man versuchen, die Umkehr-
funktion formelméfig zu bestimmen, indem man nach x auflést, also etwa

y=2%, jetzt Wurzelziehen, Vy==.

In der Regel geht das von Hand nicht, bzw. wenn iiberhaupt, dann mit einem Computeral-
gebra-Paket. Andererseits kann man den Graph der Umkehrfunktion erhalten, indem man
den Graphen der urspriinglichen Funktion an der Winkelhalbierenden spiegelt.

Lost man sich von dem Anspruch, eine formelméflige Darstellung der Umkehrfunktion zu
erhalten, so kann man aus dem folgenden Satz erfahren, dass es in vielen Féllen Umkehr-
funktionen gibt.

Satz 5.8 Sei I Intervall im R, sei f : I — R stetig und streng monoton wachsend. Dann
ist f o I — f(I) bijektiv und die Umkehrfunktion f~' : f(I) — I ebenfalls stetig und
streng monoton wachsend.

Den Beweis lassen wir weg.

Als erstes Beispiel betrachten wir die reelle Exponentialfunktion. Wir wissen bereits, dass
exp : R — (0, 00)

stetig und streng monoton wachsend ist. GeméB Satz hat die Exponentialfunktion
eine stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion, sie heifit der Logarithmus,
genauer der natiirliche Logarithmus, wir schreiben sie als

In: (0,00) — R. (5.2)

Die Komposition von Funktion und Umkehrfunktion ergibt, wie immer bei Umkehrabbil-
dungen, in beide Richtungen die Identitét,

In(exp(z)) =2, exp(ln(z)) ==, (5.3)

jeweils auf den Definitionsgebieten R bzw. (0, 00).

Die Rechenregeln fiir den Logarithmus kann man aus den Rechenregeln fiir die Exponen-
tialfunktion erhalten. Wegen €® = 1 und e! = e gilt

In(1) =0, In(e)=1. (5.4)

Aus
exp(lnz +Iny) = exp(lnz) - exp(lny) = xy

folgt, indem wir auf beide Seiten den Logarithmus draufsetzen,
Inz+1Iny = In(zy) . (5.5)

Wir kénnen also zwei Zahlen multiplizieren, indem wir deren Logarithmen addieren und
anschlieBend die Exponentialfunktion anwenden. Das war im 17. Jahrhundert einer der
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Griinde fiir die Erfindung und rasche Verbreitung der Logarithmusfunktion, in Form von
Tabellen.

Analog folgt
In(z*) = klnz, firz>0undk € Z. (5.6)

Auf der Basis von In und exp kann man die allgemeine Potenzfunktion definieren.
Wir setzen
z* =exp(alnz), firxz >0unda€R. (5.7)

Auch fiir sie gelten die iiblichen Rechenregeln fiir Potenzen. So ist etwa

2" = exp((a +b)Inz) = exp(alnz) - exp(blnz) = 2% - 2°.

Die iibliche Schreibweise fiir Wurzeln ordnet sich hier ein als
VT =

Der Ausdruck z¢ suggeriert, dass der Exponent a fest ist, wihrend z variiert, wie etwa
bei 22 und /7. Anders ist es bei

e’ = exp(z),

hier variiert der Exponent, aber die Basis e ist fest. Wahlen wir statt e eine andere Zahl
b > 1 als Basis, so erhalten wir
b* = exp(xzlnb). (5.8)

Die so definierte Funktion f(z) = b* ist wegen Inb > 0 streng monoton wachsend und
stetig auf R, ihre Umkehrfunktion heifit Logarithmus zur Basis b, geschrieben als

log, (b%) = x. (5.9)

Die Rechenregeln (/5.5 und gelten analog. Solange man Logarithmen wie urspriing-
lich bezweckt zum Rechnen mit Papier und Bleistift verwendete, war b = 10 die gebrauch-
liche Basis. Fiir Situationen, bei denen die Dualdarstellung einer Zahl eine Rolle spielt,
ist die Wahl b = 2 niitzlich. Fiir alle anderen Anwendungen steht wegen der besonderen
Rolle der Exponentialfunktion die Basis e mit dem zugehorigen natiirlichen Logarithmus
In im Vordergrund.

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen. Weitere Beispiele fiir Um-
kehrfunktionen liefern die trigonometrischen Funktionen. Der Tangens

fan : (— g g) —R (5.10)

ist stetig und streng monoton wachsend, seine Bildmenge ist R. Wir erhalten geméafl Satz
[.§ eine stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion, sie heifit Arcustangens,

arctan : R — (— g, g) . (5.11)

Da der Sinus stetig und streng monoton wachsend ist als Funktion

sin: [~ 2, 2] > R (5.12)
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mit Bildmenge [—1, 1], gibt es eine stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunk-
tion, den Arcussinus

arcsin : [-1,1] — [ — g, g] . (5.13)
Analoges gilt fiir den Arcuscosinus als Umkehrfunktion des Cosinus,
arccos : [—1,1] — [0, 7] . (5.14)
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6 Differenzierbarkeit

Der Begriff der Ableitung. Seien f : R — R und ein a € R gegeben. Wir wollen f
in der Nédhe von a durch eine Gerade approximieren. Einen naheliegenden Kandidaten
fiir eine gute Approximation stellt die Tangente an den Graphen von f durch den Punkt
(a, f(a)) dar. Diese erhalten wir geometrisch-anschaulich aus der Sekante an f durch die
Punkte (a, f(a)) und (a+h, f(a+h)), analytisch beschrieben durch die Geradengleichung

o) = fla) + LN T ) (6.1)

indem wir den Grenziibergang h — 0 vornehmen. Genauer gesagt: Wir betrachten den
sogenannten Differenzenquotienten

fla+h) = f(a)

da(h‘) = h )

(6.2)

welcher die Steigung der Sekante g angibt, und wollen den Differenzialquotienten (welcher
die Steigung der Tangente angibt) als den Grenzwert

fla+h) = f(a)
h

lim
h—0

(6.3)

erhalten.

Fiir die allgemeine Definition betrachten wir f : D — R mit D C R, verlangen aber,
dass f “in der Nahe von a iiberall definiert ist”. Wir nennen a einen inneren Punkt
von D, falls D ein Intervall der Form (a — e,a +¢) C D fiir ein festes ¢ > 0 enthélt; es
ist gleichgiiltig, wie klein ¢ ist. Dadurch erreicht man, dass die Grenzwertbildung in
beliebige gegen 0 konvergente Folgen (h,,) beriicksichtigt.

Definition 6.1 (Ableitung, differenzierbare Funktion)
Set D CR, f: D — R, a ein innerer Punkt von D. Wir sagen, dass [ differenzierbar in

a 1st, falls der Grenzwert
L flath) ~ f(a)

h—0 h

(6.4)
existiert. Der Grenzwert heifit dann die Ableitung (oder Steigung) von f in a, geschrieben

als

f heifit in D differenzierbar, falls f in jedem Punkt a € D differenzierbar ist.

Fiir konstante Funktionen f(x) = ¢, ¢ € R fest, gilt fiir alle a € R

fla+h) = f(a)
h

=0, also f'(a)=0.

Fiir affin-lineare Funktionen, also Geraden der Form f(x) = mz + b, gilt

fla+h) = f(a) :m(a—i-h)—i-b—ma—b:m_h:m’

h h h
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also auch f’(a) = m, die Gerade hat in jedem Punkt die gleiche Steigung m.
Fiir die Standardparabel f(z) = z? gilt in jedem Punkt a

fla+h)— f(a) (a+h)*—a? _ 2ah + h?

Y . ; a+h, also f'(a)=2a

Hier dndert sich die Steigung von Punkt zu Punkt.

Wir kénnen die Abbildung a — f’(a) als Funktion von a auffassen; schreiben wir x statt
a fiir das Argument, so hat f(z) = z? die Ableitung f'(x) = 2z. Man muss begriff-
lich zwischen “Ableitung in einem Punkt” und “Ableitungsfunktion” unterscheiden; im
Sprachgebrauch ldsst man aber normalerweise sein und spricht in beiden Féllen von der
Ableitung.

Der Graph der Funktion f’ liefert fiir jedes Argument z die Steigung der Tangente an f
in x.
Fiir die Kehrwertbildung f(x) = 1/z gilt an Stellen = # 0

flrth)— ) _ mm = !

h h (x4 h)r’

also
fla)=—=. (6.6)
Fiir den Sinus f(z) = sinx gilt

f(x+h)— f(x) sin(z+h)—sin(r) sinxzcosh+ coswsinh —sinz

h h h
_ sin(z) cosh—1 + cos(a) sin h
N h h

Wir wissen bereits, dass

. cosh—1 . sinh
}lllao h =0, i%go h =1
also folgt
(sin)'(z) = cosx . (6.7)

Analog erhélt man aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus, dass gilt
(cos)(z) = —sinzx. (6.8)

Zur Berechnung der Ableitung der Exponentialfunktion gehen wir auf die Reihendarstel-
lung zuriick. Es gilt fiir beliebiges z € C

©  _k
z
exp(z):1+z+2 R

k=2
also
exp(z) — 1 2l & R > 2k
- ]_ g _ = _ = . .
2 ; Kl ];(km)! : kz%(mz)!
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Da die zuletzt stehende Reihe durch die Exponentialreihe fiir e/l majorisiert wird, gilt
-1
Jim PR 1

z—0 z

1 (6.9)
sogar als Grenzwert im Komplexen; wir bendtigen nur den Grenzwert im Reellen. Fiir
f(z) = exp(x) gilt

flx+h)—f(x) _exp(x+h)—exp(z) exp(z)exp(h) — exp(z)

h h h
B exp(h) — 1
- eXp(:C)T )
also wegen
(exp)’(z) = exp(x). (6.10)

Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist differenzierbar an allen Stellen x # 0, ihre Ableitung
ist
1 x>0
! T — Y Y
/') {—1 , x<0.
In = 0 ist die Betragsfunktion nicht differenzierbar. Fiir Folgen h,, — 0 gilt ndmlich

N hny -1, h,<0.

Je nach Folge erhélt man entweder 1 oder -1 als Grenzwert, oder iiberhaupt keinen Grenz-
wert. Fiir solche Situationen hat man, analog zur Situation bei der Stetigkeit, den Begriff
der rechtsseitigen und der linksseitigen Ableitung eingefiihrt. Die rechtsseitige Ableitung
ist definiert durch

fi(z) = lim . : (6.11)
die linksseitige Ableitung durch

oy e J@th) = f(x)
fo(x) = lim . :

h<0

(6.12)

Fiir die Betragsfunktion f(z) = |z| gilt f1(0) =1 und f"(0) = —1.

Bemerkung zur Notation von Ableitungen. Fiir die Ableitung gibt es unterschied-
liche Notationen. Sie sind teilweise historisch bedingt, teilweise entstehen sie, wenn man
nicht klar unterscheidet zwischen einer Funktion f und dem Wert f(z) einer Funktion
an einer Stelle z, also etwa “wir betrachten die Funktion f(z)” oder “wir betrachten die
Funktion f = f(z)”. Wir schreiben in der Regel f’ fiir die Ableitungsfunktion, f’(x) fiir
den Wert der Ableitungsfunktion an der Stelle x, also f/(3) fiir den Wert von f’ an der
Stelle 3. Eine andere Notation fiir f(3) ist

Hier eine Liste weiterer moglicher Bezeichnungen:

df df
&ya#@

df

Df. Dj(x), o

()

)
=3
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Die Information, auf die es ankommt, ist: 1. um welche Funktion es geht, 2. dass man
ableiten will, 3. an welcher Stelle die Ableitung gebildet werden soll.

Ableitung als Approximation. Der wesentliche Grund, warum Ableitungen eine so
grofle Rolle spielen, liegt weniger in der geometrischen Interpretation der Tangentenstei-
gung als Grenzwert der Sekantensteigungen, sondern hauptséchlich in der (zugegebener-
maflen damit zusammenhéngenden) Tatsache, dass mit ihrer Hilfe sehr viele allgemei-
ne nichtlineare Situationen durch eine lineare Approximation gut beschrieben werden
konnen, und dass lineare Zusammenhénge bei Problemen aller Groflenordnungen algo-
rithmisch vergleichsweise schnell und effizient in den Griff zu kriegen sind.

Ist f in einem Punkt x differenzierbar und x + h ein weiterer Punkt, so ist die Differenz
zwischen Funktionswert f(x + h) und Tangentenwert f(z) + f'(z)h gleich

r(h) = fw+h) — f(z) — f/(2)h. (6.13)
Beispielsweise gilt fiir f(x) = 22, also f’(z) = 2z, dass f(1) =1 und f’(1) = 2 sowie
r(h) = (1+h)*—1—-2hn=h?.
Im Punkt 1.01 unterscheiden sich Funktionswert und Tangentenwert lediglich um
r(0.01) = 0.0001 ,

also erst in der vierten Stelle. Dieses Verhalten ist typisch fiir differenzierbare Funktionen,

denn es gilt
7“(:) _ f($+h}>l—f(x) — f'(z) > 0 fiir h—0 (6.14)

geméf der Definition der Ableitung, das heifit, r(h) geht schneller gegen 0 als h. Im
Beispiel f(x) = 2? geht 7(h) so schnell wie h? gegen 0; auch das ist typisch, wie wir spéter
beim Thema Taylorreihen sehen werden.

Aus (6.13) sehen wir weiterhin, dass gilt

Fla+h) = £(@) = 7+ () = b + ")

Hieraus schliefen wir unmittelbar mit Lemma [4.2], da der geklammerte Ausdruck auf der
rechten Seite beschrankt ist als Funktion von h, dass

lim f(x + h) = f(x).

h—0

Satz 6.2 Ist f differenzierbar in einem Punkt x, so ist f stetig im Punkt x.

Die Umkehrung gilt nicht: Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist stetig in 0, aber nicht
differenzierbar in 0.

Ableitungsregeln. Summen und skalare Vielfache differenzierbarer Funktionen sind dif-
ferenzierbar, und fiir solche Funktionen f, g gilt

(f+9)(x)=f(x)+g(x), (cf)(x)=cf(z). (6.15)
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Das folgt unmittelbar daraus, dass Summen und skalare Vielfache mit der Grenzwertbil-
dung vertauscht werden kénnen.

Fir das Produkt differenzierbarer Funktionen f, g gilt die Produktregel
(fg)'(z) = f'(z)g(x) + f(x)d (x). (6.16)

Wir betrachten

(fg)(fc+h})l— (f9)(z) _ f(Hh)g(Hh})l—g(ﬂf) +g(x)f(x+h}z—f(ﬂf)_

Durch Grenziibergang h — 0 folgt nun (6.16]), da limj,_,o f(x+h) = f(z) nach
Satz [6.2]

Wir wenden die Produktregel an auf das Monom
f(z)=2", mneN.
Das Ergebnis ist

f'(x) = na"".

Fiir n = 1 gilt f’(z) = 1. Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n wenden wir die
Produktregel an auf 2" = x - 2"~ ! und erhalten

fllzy=1-2""14+2-(n—1)2"? =na"'.
Mit dem Ergebnis fiir Monome koénnen wir beliebige Polynome differenzieren, so fiihrt
f(x) = 22 — 4x beispielsweise auf f'(z) = 62% — 4.
Fiir den Quotient differenzierbarer Funktionen f, g gilt die Quotientenregel

(£) ) - 0 )= S 617

g (9(x))?

an Stellen z mit g(z) # 0.

Man betrachtet zunéchst den Spezialfall f = 1 und bestimmt die Ableitung
von 1/g in z als —¢'(z)/g(x)? durch eine Grenzwertbetrachtung wie bei der
Produktregel. Fiir beliebiges f wendet man nun die Produktregel auf f/g =

f-(1/g) an.

Als Beispiel betrachten wir

sin x
f(z) =tanzx = :
CoS X
Die Quotientenregel ergibt
, coszcoszT — sinz - (—sinx) 1
f (m) = 2 = 2 ..
cos? x cos?

Wir behandeln als néchstes die Frage, wie die Ableitung einer invertierbaren Funktion f
mit der Ableitung ihrer Inversen f~! zusammenhiingt. Fiir eine Gerade

flz)=mz+b
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konnen wir die Inverse direkt berechnen mit dem Kalkiil
1
y=mzr+b, mx=y—>b, x=—(y-—0>n),
m

also
1

) = —(y—=1).

Fiir die Ableitungen gilt .
/ —1y/
Fay=m, (@)=,
unabhéngig von den Stellen z und y, da Geraden konstante Steigung haben. Im allgemei-
nen Fall gilt ebenfalls, dass die Ableitung der Inversen gleich dem Kehrwert der Ableitung
der urspriinglichen Funktion ist, man muss die Ableitungen aber an den richtigen Stellen
betrachten, ndmlich an Punkten z,y mit y = f(z) bzw. x = f~!(y).

Satz 6.3 Seien [a,b] C R, f: [a,b] — R stetig und streng monoton, sei f differenzierbar
in x € [a,b] mit f'(x) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f=': f(a,0]) = R iny = f(z)

differenzierbar, und es gilt
1

—1\/ o
Eine zu dquivalente Formulierung wére
—1y/ o 1

Die Formel erhélt man aus der Definition der Ableitung als Grenzwert
der Differenzenquotienten; wegen der uns bereits bekannten Stetigkeit der Um-
kehrfunktion (Satz |5.8) werden aus Folgen x,, — x solche mit y,, — y = f(z)
und umgekehrt, wobei y, = f(x,). Die Einzelheiten fiihren wir hier nicht aus.

Wir kénnen somit die Ableitung des Logarithmus aus der Ableitung (exp)’(z) = exp(x)
der Exponentialfunktion bestimmen,

(In)'(y) = ! L 1 (6.19)

(exp)(Iny)  exp(lny)

Als Anwendung betrachten wir die Frage, wie sich Kapital durch Verzinsung vermehrt.
Wir beginnen mit einem Kapital vom Wert ¢ (in irgendeiner Geldeinheit). Der Jahres-
zinssatz sei x € (0,1), x = 0.04 beispielsweise entspricht 4 Prozent Zins. Der Verzinsungs-
schritt am Ende des Jahres entspricht der Multiplikation mit 1 + x. Nach k£ Jahren wére
das Kapital also auf den Betrag c(1 + x)* angewachsen. Wir betrachten als niichstes eine
Verzinsung in kiirzeren Zeitabschnitten At, beispielsweise eine monatliche Verzinsung. Bei
festem Jahreszins z und Ausgangskapital ¢ hat das Kapital am Jahresende den Wert

c(l + %)12 .

Bei taglicher Verzinsung wiren es

T 365
C(l + %)
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Mit “kontinuierlicher Verzinsung” bezeichnet man die Grenzwertbildung At — 0, sie fithrt
am Jahresende auf den Wert .
¢ lim (1 + —)n .
n

n—o0

Wir berechnen diesen Grenzwert. Es ist

i [(1+2)] =ntn (14 2) =g 2L 2L

z
n

Der Bruch auf der rechten Seite konvergiert gegen (In)’(1) fiir n — oo, also gilt

lim In [(1—}—%)“} =z-(n)(l)=2z-1==z.

n—00

Wir wenden auf beide Seiten die Exponentialfunktion an und erhalten

e” = exp ( lim In [(1 + E)T) = lim exp (ln [(1 + E)?) = lim <1 + E>n .
n—00 n n—00 n n—r00 n
Wir halten das Ergebnis fest als
. T\"
lim (1 + —) = ¢ (6.20)
n— 00 n

Das Anfangskapital ¢ hat also nach einem Jahr bei kontinuierlicher Verzinsung zum Jah-
reszinssatz x den Wert ce”.

Im Spezialfall z = 1 wird (6.20)) zu

1 n
e = lim (1 + —> . (6.21)
n—oo n

Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion g o f ergibt sich aus den Ableitungen
der einzelnen Funktionen f und g mit der Kettenregel.

Satz 6.4 (Kettenregel)
Seien D,E CR, f: D —= R, f(D) C E, g: E — R, a innerer Punkt von D und f(a)
innerer Punkt von E. Sind f in a und g in f(a) differenzierbar, so ist auch go f in a
differenzierbar, und es gilt

(go f)(a)=g'(f(a))f (a). (6.22)
Wir zerlegen den Differenzenquotienten fiir g o f in

9(f(x)) —9(f(a)) _ g(f(x)) —9(f(a)) [f(z)— [f(a)

r—a F(@) = f(a) r—a

und fithren Grenziibergang x — a durch. Da f in a stetig ist, gilt mit x — a
auch f(z) — f(a), und es ergibt sich (6.22). Fiir diejenigen z, fiir die f(z) =
f(a) gilt, ersetzt man den ersten Bruch auf der rechten Seite durch ¢'(f(a)),
der Grenziibergang bleibt giiltig.
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Die Ableitung der Komposition entsteht also als das Produkt der Ableitungen der &ufleren
Funktion g und der inneren Funktion f, jeweils an den Stellen, an denen die einzelnen
Funktionen ausgewertet werden (f(a) bzw. a).

Als Beispiel betrachten wir
f(x) = cos(lnz).

Hier ist die Notation so, wie die Anwendung es nahelegt: f steht fiir die abzuleitende, also
fiir die zusammengesetzte Funktion, die Ableitung soll im Punkt x gebildet werden. Nach
Kettenregel gilt

1 sin(ln z)

£'(2) = (cos) (lnz) - (n)'(z) = —sin(lnx) - — = =22

Weitere Beispiele liefert die Potenzfunktion. Sei
f(z) = 2% =™ wobei a > 0.

Da (exp)’ = exp, gilt

Sei andersherum

Es gilt
fl(z) =e"™" . Ina=a"lna.

Potenzreihen und deren Ableitung. Eine Reihe der Form
Zakzk , z€C, (6.23)
k=0

heiffit Potenzreihe in C mit Koeffizienten a, € C. Wir kennen als Beispiele bereits die
geometrische Reihe und die Exponentialreihe,

o

k 2F
PIEIED SR
k=0 k=0

Die geometrische Reihe ist fiir |z| < 1 konvergent, die Exponentialreihe fiir alle z € C.
Zur Konvergenz von Potenzreihen gilt:

Satz 6.5 Flir jede Potenzreihe der Form gibt es ein R > 0, so dass die Potenzreihe
konvergiert fir alle z € C mit |z| < R und divergiert fir alle z € C mit |z| > R.
Die Zahl R heifit Konvergenzradius der Potenzreihe, der Kreis {z : |z| = R} heifst
Konvergenzkreis der Potenzreihe. Die Fille R =0 und R = 400 sind mdglich.

Auf dem Konvergenzkreis ist — abhéngig von z — sowohl Konvergenz als auch Divergenz
moglich.

Den Beweis lassen wir weg; er beruht darauf, dass die Potenzreihe innerhalb
ihres Konvergenzkreises durch eine konvergente geometrische Reihe majorisiert
wird und im AuBeren {z : |z| > R} eine divergente geometrische Reihe als
Minorante hat.
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Jede Potenzreihe definiert also im Innern ihres Konvergenzkreises eine Funktion

o0

flz) =) az®, |z| <R. (6.24)

k=0

Der Konvergenzradius R hingt ab von der Potenzreihe, das heifit, von der Folge (ay) ihrer
Koeffizienten. Ist (ax) konvergent, so gilt die Formel von Hadamard,

1
Re— — .
limy o0 /||

Fiir divergente Folgen (ay) bleibt (6.25)) giiltig, wenn wir den Limes durch den sogenannten
Limes superior ersetzen (den behandeln wir hier nicht).

(6.25)

Fiir die Ableitung von Polynomen gilt

n

p(x) = Z apx®, p(z) = Z ka1t
k=1

k=0

Betrachten wir nun eine reelle Potenzreihe

f(il?) = Zakajk )
k=0

so erhalten wir durch gliedweises Differenzieren

> kagat" (6.26)
k=1

Satz 6.6 (Ableitung einer Potenzreihe)
Die zu einer Potenzreihe gehdrende Funktion

flo) =) ap* (6.27)

ist im Innern ihres Konvergenzkreises {x : |x| < R} definiert und differenzierbar, ihre
Ableitung ist gleich

f(z) = Z kayx" . (6.28)
k=1

Der Konvergenzradius fiir die Ableitung ist ebenfalls gleich R.

Auch diesen Satz beweist man durch geeignete Majoranten bzw. Minoranten
in Form einer geometrischen Reihe.

Als Beispiele kann die Ableitungen der Exponentialfunktion, des Sinus und des Cosinus
betrachten; durch Differenzieren der Potenzreihe erhalten wir ebenfalls die uns schon
bekannten Formeln.
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Ein weiteres Beispiel liefert die geometrische Reihe,
1 [o.¢]
k
= xv.
=
k=0

Differenzieren auf beiden Seiten ergibt

1 N
m = Zkl’k 1, falls |33" < 1.
k=1
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7 Séitze der Differenzialrechnung, Extremwerte

Wir betrachten eine Funktion f : [a,b] — R, welche in einem Punkt z € (a,b), also
a < x < b, ein Maximum hat, also

f(x) = max f(t). (7.1)

te(a,b]
Fiir hinreichend kleines h gilt « + h € [a,b], also f(x + h) < f(z), und weiter

fle+h) - f(z)
h
fa+h =)
3 >
Falls f im Punkt z differenzierbar ist, ist in beiden Féllen ein Grenziibergang h — 0
moglich und ergibt

<0, fallsh >0,
(7.2)

falls h < 0.

f'(z) <0 sowie f'(x)>0

und damit f’(z) = 0. Ein analoges Argument liefert, dass in einem Minimum

f(z) = min f(t). (7.3)

t€la,b]

ebenfalls f'(z) = 0 gelten muss, falls a < x < b. Wir fassen zusammen.

Satz 7.1 Sei f : [a,b] — R, differenzierbar in (a,b). Ist x € (a,b) ein Maximum oder ein
Minimum von f auf [a,b], so gilt f'(x) = 0.

Als Beispiel betrachten wir f(z) = x2. Diese Funktion hat in 0 ein sogenanntes globales
Minimum, das heif}t,

f(0) = min f(t),

teR

welches folglich ein Minimum auch in jedem Intervall [a,b] mit a < 0 < b ist, und es gilt

f'(x) =2z, also f'(0) = 0.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion f(x) = 23. Da f stetig ist, nimmt f auf
jedem Intervall [a, b] das Minimum und das Maximum an. Da f streng monoton wachsend
ist, sind Minimum und Maximum eindeutig bestimmt, und es gilt

= mi t b) = t
fla) = min f(t), f(b) = max f(£),

das heifit, Minimum und Maximum liegen am Rand. Im Nullpunkt gilt zwar f/(0) = 0,
aber im Intervall [—1, 1] beispielsweise ist 0 weder Minimum noch Maximum von f. In
allen anderen Punkten gilt f/(z) = 322 # 0. Wir lernen daraus zweierlei: Satz bezieht

sich nur auf Extrema ( = Minima oder Maxima) im Innern des Definitionsgebiets, und
seine Umkehrung gilt nicht.

Wir behandeln nun einige Sétze, die sich aus Satz [7.1] ergeben.

Satz 7.2 (Satz von Rolle)

Sei f :[a,b] = R stetig auf [a,b] und differenzierbar in (a,b). Ist f(a) = f(b), so gibt es
ein x € (a,b) mit f'(x) = 0.
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Falls f konstant ist, gilt ohnehin f’ = 0. Ist f nicht konstant, so muss entweder
das Maximum oder das Minimum von f (beide existieren, da f stetig) im
Innern (a, b) von [a, b] liegen, wir nennen es x. Nach Satz folgt f'(x) = 0.

Satz 7.3 (Mittelwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in
(a,b). Dann gibt es ein x € (a,b) mit

J) = Jta) <bz)):£ @) _ . (7.4)

Dieser Satz bedeutet geometrisch, dass die Sekantensteigung auf der linken Seite von ([7.4))
auch als Tangentensteigung an einem geeigneten Zwischenpunkt z € (a,b) vorkommen
muss.

Wir erhalten den Mittelwertsatz als Spezialfall eines weiter unten (Satz (7.6
behandelten Satzes.

Das folgende Resultat ermdoglicht es, Differenzen von Funktionswerten von f abzuschétzen,
solange wir untere und obere Schranken fiir die Ableitung f kennen, ohne dass wir sonst

etwas iiber die Form von f wissen miissen.

Folgerung 7.4 Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in (a,b), sei

m < inf f'(¢t), M > sup f'(t). (7.5)
t€(a,b) te(a,b)
Dann gilt
m(y —x) < fy) — f(z) < M(y — =) (7.6)

fir alle x,y € [a,b] mit x < y.

Wir erhalten die Aussage, indem wir Satz an auf das Teilintervall [z, y]
von [a, b] anwenden.

Folgerung 7.5 Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar in (a,b), sei f'(x) =
0 fir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

Das folgt sofort aus ([7.6) mit m = M = 0.

Wir kommen zuriick auf den Mittelwertsatz.

Satz 7.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Seien f,g : [a,b] — R stetig auf |a,b] und differenzierbar in (a,b), sei ¢'(x) # 0 fir alle
x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein x € (a,b) mit

f) = fla) _ f'(z) (7.7)




Der Mittelwertsatz ergibt sich aus Satz [7.6] indem wir g(z) = z setzen.

Aus g(a) = g(b) folgt ¢'(t) = 0 fiir mindestens ein ¢ € (a,b) nach dem Satz
von Rolle, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist also g(a) # ¢(b). Wir
definieren F' : [a,b] — R durch

e O @,
P = 10 - ZE L8 600 - gta)
Esist F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es ein x € (a, b) mit
o /$ _ ,IB _f<b>_f(a) IZL‘
0= Fle) = (o)~ Lo T8 ),

woraus die Behauptung folgt.

Der folgende Satz beruht auf dem verallgemeinerten Mittelwertsatz. Er behandelt die
Frage, wie man Grenzwerte berechnen kann, bei denen Einsetzen des Arguments zur
Situation “0/0” fiithrt, wie etwa im Beispiel (dessen Ergebnis wir schon kennen)

sinx

lim
x—0

Satz 7.7 (Satz von de ’Hospital) Seien f,g stetig auf [a,b] und differenzierbar in
(a,b), sei x € [a,b] mit f(z) = g(z) = 0, sei ¢'(§) # 0 fir alle & € (a,b) mit £ # x.
Dann qilt: Falls der Grenzwert

J'(€)
e g'(€) (78)
existiert, so existiert auch der Grenzwert
im 18
& 9(§)’ (79)
und )
li ') _ li & (7.10)

im = lim :
& g'(€6) e g(§)

Ist (z,) eine Folge mit x, — x, so gibt es nach Satz Zwischenstellen &,

zwischen z,, und z mit

flan)  flon) = flx) (&)

g(@n)  glan) —glz)  g'(&)°

Grenziibergang n — oo fithrt auf die Behauptung.

Als Beispiel erhalten wir unmittelbar

. sinz . cosx
lim = lim
z—0 X z—0

=cos0=1.
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Komplizierter ist das folgende Beispiel. Wir wollen berechnen

1 1
lim ( - — —) . (7.11)
z—0 \sinz
Es ist )
1 1 T —sinw
sinx 1«  xsingz
wir setzen

f(x) =z —sinz, g¢g(xr)==xsinzx,

und beachten, dass f(0) = g(0) = 0. Es gilt

fl(r)  1—cosw
g(z)  sinz+zcosz’

f'(0) =4'(0) =0,

und weiter (im Vorgriff auf die zweite Ableitung, siehe unten)

f"(x) sin x

¢"(x)  2cosz —zsinz’

f"(0)=0, 4"0)=2.

Wir kénnen Satz zweimal anwenden und erhalten

1) _ g 1)y S0

:1. _— .
VT @) T S g@) b g(a)

Ableitungen und Monotonie. Wenn wir wissen wollen, ob eine Funktion monoton oder
streng monoton ist, kénnen wir das unter Umstédnden aus der Ableitung erkennen.

Satz 7.8 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar in (a,b). Dann gilt

f'(x) >0 fir alle x € (a,b) & f ist monoton wachsend.

f'(x) >0 fiir alle z € (a,b) = f ist streng monoton wachsend.
f'(x) <0 fir alle x € (a,b) & f ist monoton fallend.

f'(x) <0 fir alle z € (a,b) = f ist streng monoton fallend.

Alle Behauptungen folgen aus dem Mittelwertsatz, etwa die erste: Ist f'(x) > 0
fiir alle x und ist s < ¢, so gibt es nach dem Mittelwertsatz ein x € (s,¢) mit

fls) = f(t) = f'(z)(s = 1) < 0.
Gibt es andererseits ein x € (a,b) mit f'(z) < 0, so ist

flz+h) - fx)
h

fiir hinreichend kleines A > 0 nach Definition der Ableitung und damit f(z +
h) < f(x), also ist f nicht monoton wachsend.

<0
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Als Anwendung kommen wir nochmals auf die Umkehrfunktionen von trigonometrischen
Funktionen zu sprechen. Da

™ ™ T T

sin(—a) =1, sin(a) =1, sin'(z) =cos(z) >0 fiirallez e (—5, 5),
ist sin : [~7, 5] — [—1, 1] stetig und streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion
arcsin : [—1,1] — [—z, z]
22

ist also differenzierbar, und ihre Ableitung errechnet sich geméaf§ der allgemeinen Formel
im vorigen Kapitel als

1 1 1

cos(arcsinz) /1 — sin?(arcsin z) VI

(arcsin)’(x) =

Analog kann man die Ableitung des Arcus-Cosinus berechnen. Fiir den Tangens gilt

1
(tan)'(z) = o 0, firalleze (-%7 g%

also ist tan : (—F, 7) — R umkehrbar und die Umkehrfunktion Arcus-Tangens

arctan : R — (—g, g)

hat wegen
L sin? y + cos?y

5 = 5 =tan®y + 1
cos?y cos?y

die Ableitung

1 1

/ o 2 _ _
(arctan)’(z) = cos”(arctan x) = T tan’(arctans) 122"

Hohere Ableitungen. Ist die Ableitungsfunktion f’ einer differenzierbaren Funktion
ebenfalls differenzierbar, so konnen wir die Ableitung f” von f’ bilden, sie heifit die
zweite Ableitung von f. Analog konnen wir hohere Ableitungen bilden, f”, f" usw.,
iiblicherweise zihlt man dann nicht Striche ab, sondern schreibt f®) und f® oder so
dhnlich. Allgemein spricht man von der n-ten Ableitung, geschrieben £,

Eine Funktion f : [a,b] — R heifit

e n-mal differenzierbar in einem Punkt x € (a,b), falls alle Ableitungen f’, f”,...,
f™ im Punkt z existieren,

e n-mal differenzierbar in (a, b), falls alle Ableitungen bis zur n-ten Ordnung in jedem
Punkt = € (a,b) existieren,

e n-mal stetig differenzierbar in (a,b), falls alle Ableitungen bis zur n-ten Ordnung
auBerdem stetig sind in (a,b),

e beliebig oft (oder unendlich oft) differenzierbar in (a,b), falls die Ableitungen fiir
jede Ordnung n € N in (a, b) existieren.
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Polynome sind beliebig oft differenzierbar, fiir f(x) = 223 — 62 beispielsweise gilt
flx) =626, f'(x)=12z, f"(x)=12, fP()=0.
Da sich beim Ableiten von Polynomen der Grad jeweils um 1 erniedrigt, erhalten wir nach
(n + 1)-maligem Ableiten eines Polynoms vom Grad n die Nullfunktion.
Fiir f(z) = e® gilt f'(z) = e® = f(x), also auch f(™(z) = € fiir jedes n € N.
Fir f(z) =sinx gilt

fl(x)=cosz, f'(x)=—sinz, fO)=—-cosz, fH)=snz,

also auch f® = f" usw.

Fiir die Extremwertbestimmung ist die zweite Ableitung von Bedeutung. Sei etwa f :
[a,b] — R differenzierbar. Ist € (a,b) mit f'(z) = 0, so ist x ein Kandidat fiir ein lokales
Extremum. Ist auBerdem f”(z) > 0 und f” stetig im Punkt z, so ist f”(t) > 0 fiir alle ¢
in einem hinreichend kleinen Intervall (x — e, x 4 €) von x und daher f’ streng monoton
wachsend in diesem Intervall. Wegen f/(x) = 0 muss also f'(t) > 0 gelten in (z,z + ¢),
sowie f'(t) < 0in (x —e,x). Daher ist f streng monoton wachsend in (z,z +¢) und streng
monoton fallend in (z — €, x), und damit x ein lokales Minimum von f.

In umgekehrter Richtung kann man mit dem Mittelwertsatz argumentieren und erhélt,
dass f”(z) > 0 gelten muss, falls z ein lokales Minimum ist.

Analoges (mit umgekehrten Ungleichungen) gilt fiir ein lokales Maximum.

Satz 7.9 Sei f: (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar, sei x € (a,b). Dann gelten die
Aussagen

x st lokales Minimum

fl@)=0, [fx)=0

x st lokales Maximum

fx)y=0, f"(x)<0

flx)=0, f'(z)>0

x st lokales Minimum

fllx) =0, f'(z) <0

x st lokales Mazimum

e e

Falls f”(x) = 0 gilt fiir einen Kandidaten mit f'(z) = 0, so konnen alle Fille auftreten.
Fiir die Beispielfunktionen

gilt in jedem Fall f’(0) = f”(0) = 0, aber im ersten Fall ist 0 weder ein lokales Minimum
noch ein lokales Maximum, im zweiten Fall ist 0 ein lokales Maximum, im dritten Fall ist
0 ein lokales Minimum.
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8 Das Integral

Definition des Integrals. Wir wollen das Integral

b
/ f(z)dx (8.1)

einer Funktion f : [a,b] — R definieren. Wir orientieren uns dabei an der Vorstellung,
dass der Wert des Integrals gerade den Inhalt der Fliache zwischen der z-Achse und dem
Graphen der Funktion liefern soll, falls f > 0 gilt.

Ist f eine Konstante, etwa f(x) = ¢ fiir alle z, so definieren wir

b
/ f(x)dr =c(b—a). (8.2)

Ist ¢ > 0, so ist das gerade der Flacheninhalt des Rechtecks zwischen der x-Achse und
dem Graphen von f; ist ¢ < 0, so liegt dieses Rechteck unterhalb der z-Achse, und (8.2))

liefert den Fliacheninhalt mit negativem Vorzeichen.
Wir betrachten nun den Fall, dass f stiickweise konstant ist. Sei das Intervall [a, b] zerlegt
in der Form
Z ={xg,...,x,}, wobel a=x9<x;<--<x,="0,
und sei f : [a,b] — R eine Funktion mit
flz)=1¢, fallsz e (z;_1,x;),

wobei ¢; € R gegeben sind. (Welchen Wert f in den Teilpunkten z; annimmt, ist uns
gleichgiiltig.) Eine solche Funktion f heifit Treppenfunktion zur Zerlegung Z. Wir
definieren

b n
/ f(r)dx = Zcz(ifz — T ). (8.3)

Beispiel:
1, 0<zx<2,
f:00,6] =R, f(zx)=<3, 2<z<3,
2, 3<x<6.

Hier kénnen wir a = x¢9 =0, x1 = 2, x5 = 3, 3 = b = 6 setzen, es ist
6
/ flz)dr=1-2-0)+3-(3—2)+2-(6—-3)=11.
0

Falls f > 0 gilt, kann die Formel (8.3)) so interpretiert werden, dass die Gesamtfldche sich
als Summe der einzelnen Rechteckflaichen mit der Grundseite z; — x;_; und der Hohe ¢;
ergibt.

Wir betrachten nun eine beliebige beschriankte Funktion f : [a,b] — R. Wir fixieren eine
Zerlegung Z. Seien @, 1) : [a,b] — R Treppenfunktionen zur Zerlegung Z mit

o(x) < f(z) <(z), fir alle x € [a, ],
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so folgt aus (8.3)), angewandt auf ¢ und ¢, dass

b b
/ o(x)de < / W(zx)de, (8.4)
Das Integral von f soll einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben. Wir setzen nun

m; = inf f(x), M;= sup f(z), (8.5)

T€[®i—1,24] T€[zi_ 1,14

und definieren die Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung Z durch
b
Uz(f) = / o(x)dz, wobei p(x) =m; fir x € (x;_1,x;),
b
Oz(f) = / W(x)dx, wobei (x) = M; fir x € (x;_1,x;).

Nach gilt
Uz(f) < Oz(f). (8.7)

Das Integral von f soll einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben.

Ist nun Z eine feinere Zerlegung als Z, das heifit eine solche, die aus Z durch Hinzufiigen
weiterer Teilpunkte entsteht, so gilt

Uz(f) < Uz(f) < 0z(f) < 0z(f). (8.8)

Man erhalt weiter, dass

gilt fiir zwei Zerlegungen Z; und Z,, indem man eine dritte Zerlegung Z betrachtet, die
sowohl fiir Z; als auch fiir Z5 eine Verfeinerung ist, und (8.8)) anwendet. Wir definieren
nun das Unterintegral und das Oberintegral von f durch

U(f) =sup{Uz(f) : Z ist Zerlegung von |a, b],}

b
8.10
O(f) = inf{Ox(f) : Z ist Zerlegung von [a, b].} (8.10)
Aus und der Definition von Supremum und Infimum folgt, dass
U(f) < 0. (s.11)

Da das Integral von f fiir jede Zerlegung Z mindestens so grofl wie Uz(f) und hochstens
so grof wie Oz( f) sein soll, soll es auch zwischen den beiden Zahlen U(f) und O(f) liegen.
Ist nun aber

U(f) = 0(f). (8.12)

so gibt es dafiir nur eine Moglichkeit, ndmlich

b
t/ﬂmszmzou» (8.13)
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Definition 8.1 (Integral)
Sei f : [a,b] — R beschrdnkt. Falls gilt, also Unterintegral und Oberintegral von
f tbereinstimmen, so heifst f integrierbar, und das Integral von f ist definiert durch

: O

Dieser Integralbegriff wird normalerweise als Riemann-Integral bezeichnet.

Satz 8.2 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

Der Beweis ist nicht schwierig, er verwendet aber die Eigenschaft der soge-
nannten gleichméfigen Stetigkeit, die wir nicht behandelt haben.

Nicht jede beschrinkte Funktion ist integrierbar. Die Funktion f : [0, 1] — R,

(@) = {é I

hat das Unterintegral 0 und das Oberintegral 1, (8.13)) gilt also nicht.

In der Definition [8.1] des Integrals kommt der Begriff des Grenzwerts nicht explizit vor, er
verbirgt sich vielmehr hinter dem Ubergang von Untersummen zum Unterintegral (bzw.
von Obersummen zum Oberintegral) durch Bildung des Supremums bzw. Infimums.

Die Definition des Integrals wird einfacher, wenn wir das Integral direkt auf einen Grenz-
wert zuriickfithren konnen. Dazu betrachten wir fiir n € N die Zerlegung Z,, definiert
durch

ry=a+kh, h=2"b—-a), 0<k<2". (8.14)

Wir setzen
U/n:UZn(f)u On:OZn(f)7
dann gilt, falls f integrierbar ist,

b
U, < / f(z)dx < o,
Falls nun lim,, . u, = lim,_, 0, gilt, folgt
b
lim wu, = / f(z)dx = lim o, . (8.15)
n—o0 a n—oo

Fiir alle stetigen Funktion ist das richtig.

Eigenschaften des Integrals. Wir benennen einige Eigenschaften des Integrals, deren
Giiltigkeit sich aus den Definitionen herleiten lédsst, wir tun das nicht.

Das Integral ist linear in folgendem Sinn. Sind f,g : [a,b] — R integrierbar und sind
A € R, soist auch Af + pg integrierbar, und

/ab M (@) + pg(z) do = /\/abf(x) dx + ,u/abg(x) dx . (8.16)
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Das Integral ist monoton in folgendem Sinn. Gilt f(z) < g(x) fiir alle z € [a, b], so gilt
auch

/b f(z)dx < /bg(x) dx . (8.17)
Ist f: [a,b] — R integrierbar, so ist auch der Positivteil von f,
[T (x) = max{f(z),0}, (8.18)
integrierbar. Definieren wir den Negativteil von f durch
f(@) = (=f)"(x) = —min{f(x),0},
so ist mit f auch f~ integrierbar, und wegen
[fl=f"+f", fT=0,f >0,

ist weiterhin |f| integrierbar, und wegen f < |f], —f < |f| gilt

/ab f(z)dx

Hieraus und mit (8.17) erhalten wir sofort die Abschitzung

/abf(x)dx

Ist f : [a,b] — R integrierbar, und &ndern wir den Funktionswert von f an einer einzigen
Stelle ¢ € [a, b], betrachten wir also

f(x):{f@), v € [ab], 2 #1,

§/ |f(z)| dx . (8.19)

< M(b—a), falls|f(z)| <M fir alle x € [a,b]. (8.20)

) . (8.21)

wobei y € R eine beliebige Zahl ist, so ist auch f integrierbar, und

/ab f(x)dx = /abf(a:) dx . (8.22)

Indem wir (8.22)) wiederholt einsetzen, ergibt sich, dass das Integral einer Funktion sich
nicht d&ndert, wenn wir diese an endlich vielen Stellen abéndern.

Satz 8.3
Seia <b<c, sei f:la,bl — R. Dann ist f auf [a,c] integrierbar genau dann, wenn f
auf [a,b] und auf [b, c| integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

/acf(x)dxz/abf(x)der/bcf(x)d:c. (8.23)

63



Formel (8.23]) konnen wir sowohl zur Zerlegung eines Integrals in zwei Integrale als auch
zur Zusammenfiigung zweier Integrale in ein Integral verwenden. Zusammen mit Satz
ergibt sich beispielsweise, dass stiickweise stetige Funktionen integrierbar sind.

Um sich Fallunterscheidungen zu ersparen, definiert man

/bf($) dx = _/a f(x)dx, fallsa>b. (8.24)
a b

Dann gilt die Formel

/acf(x) d:p:/abf(x) dx+/bcf(x) iz (8.25)

fiir alle a,b, ¢ € R (nicht nur im Fall a < b < ¢), und es folgt

/af(x) dz =0 (8.26)

Es stellt sich nun die Frage nach der Berechnung von Integralen. Das kann auf ver-
schiedene Weise geschehen. Wir beschéftigen uns hier mit der Berechnung aufgrund von
Formeln, die darauf beruhen, dass Integration als Umkehrung der Differentiation
aufgefasst werden kann. Dieser Zusammenhang wird durch den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung hergestellt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Als Vorbereitung behan-
deln wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz 8.4

Seien f : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar mit p > 0. Dann gibt es ein & € [a, b]
mil

/fum@szﬂ@/pmwm (3.27)

Mit
m = min f(x), M = max f(x),

z€|a,b| z€[a,b]

gilt wegen p > 0

m/abp(:c)dazg/abf(x)p(x)deM/abp(x)da:.

Wir wéhlen ein y € [m, M] mit

yl%@ﬂleﬂumumm

Da m <y < M, kénnen wir nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] finden

mit f(£) =y, dann folgt (8.27).
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Folgerung 8.5 Ist [ : [a,b] — R stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit
b
| #ari =0 ar©. (5.28)
Wir wenden Satz [8.4 an mit p = 1.
Satz 8.6 Sei f : [a,b] — R stetig. Wir definieren F' : [a,b] — R durch
F(x) = / f(t)dt. (8.29)

Dann ist F' differenzierbar in jedem z € (a,b), und

F'(z) = f(). (8.30)

Sei h € R mit A > 0 und = + h € [a, b]. Dann ist

F(w+h})L—F($) :%</:+hf(t)dt—/;f(t)dt> =%/j+hf(t)dt

1
— (€)= F©).

wobei £ zwischen x und x + h liegt, gemif Folgerung 8.5l Mit h — 0 gilt
¢ — x, und da f stetig ist, folgt
F(z+h)— F(x)
h

— f(x)

fiir den einseitigen Grenzwert h — 0, h > 0. Analog schlieft man fiir h < 0.
Also ist F' differenzierbar in z, und (8.30)) gilt.

Definition 8.7 (Stammfunktion)
Seien f,F : (a,b) — R, sei F stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Gilt F'(z) =
f(z) fir alle x € (a,b), so heifit F' eine Stammfunktion von f auf (a,b). O

Stammfunktionen sind bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Ist F' eine Stammfunk-
tion von f, so ist auch F' + ¢, ¢ Konstante, eine Stammfunktion, da

(F+c¢)=F+d=F=Ff
gilt. Sind umgekehrt F' und G Stammfunktionen, so gilt
(F-GY=F ~G=f-f=0,

also muss F'—G eine konstante Funktion sein, wie wir als Konsequenz des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung festgestellt haben. In diesem Zusammenhang bezeichnet man die
Konstante ¢ auch als Integrationskonstante.
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Satz 8.8 Sei f : [a,b] — R stetig, sei F : [a,b] — R Stammfunktion von f. Dann gilt
b
/ f(@)dz = F(b) — F(a). (8.31)
Nach Satz [8.6] wird durch
F)= [ steya
eine Stammfunktion von f definiert, und es gilt

b
[ sedt=F4) = E.0) - Fu(o).

Da zwei Stammfunktionen sich nur um eine Konstante unterscheiden, muss
gelten

also gilt (8.31]).

Man schreibt auch

b

b
/ f(x)de = F(b) — F(a) = F

a

Aus jeder Formel fiir die Differentiation erhalten wir eine Formel fiir die Integration.
Beispiel: Es ist

(In)(x) = %, x>0, (8.32)

also

21
/ —dr=In2—-Inl1=1n2.
1

T

Ebenso erhalten wir, wie wir gleich sehen werden, aus jeder Rechenregel fiir die Differen-
tiation eine Rechenregel fiir die Integration.

Bemerkungen zum Sprachgebrauch. Statt “Stammfunktion” sagt man auch “unbe-
stimmtes Integral”, was die Unbestimmtheit der Integrationsgrenzen und der Integrati-
onskonstanten betont. Das Integral
b
[ rtayas
a

wird dann auch als “bestimmtes Integral” bezeichnet. Fiir eine Stammfunktion von f gibt
es die traditionelle Notation

/ f(x)dx (8.33)

mit dem Integralzeichen, aber ohne untere und obere Grenzen. Beispielsweise schreibt
man dann

/l der =Inz. (8.34)

T
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Die mathematische Bedeutung dieser Formel ist: “Die durch F(x) = Inx definierte Funk-
tion ist eine Stammfunktion der durch f(x) = 1/z definierten Funktion.” Fiir sich ge-
nommen ist verwirrend, denn der Buchstabe z wird auf beiden Seiten in vollig
unterschiedlicher Bedeutung verwendet. Auflerdem wird nicht zwischen Funktion und
Funktionswert unterschieden. Aber wenn man erstmal weify, was bedeuten soll,
kann man es als kompakte Notation benutzen (kein Text, nur Formel).

Partielle Integration. Die Regel fiir die partielle Integration entsteht aus der Produkt-

regel. Setzen wir

und sind f, g differenzierbar, so gilt

F'(z) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x).

Aus dem Hauptsatz folgt nun, falls die Ableitungen f’ und ¢’ stetig sind,

/ f(2)g(x) + F(2)g () dz = F(z)

Wir erhalten also die Regel der partiellen Integration

b
/ f(@)g (@) d = f(2)g(x)

Wir betrachten einige Beispiele.

2
/ xe' dr = ze”*
0

und wir erhalten

1. Es ist

als Stammfunktion von u(x) = ze®.

2. Fiir 0 < a < b gilt

b b
/lnxdx:/ 1l -lnzdr=zlnzx

und wir erhalten

z=b

r=a

F(z) =zln(z) —x

als Stammfunktion des Logarithmus.

2 [ et

)dx .

b
—/ ldr = (zlnx — )

3. Mit partieller Integration kénnen wir eine Rekursionsformel finden fiir

b
[m:/ (sinz)™ dx.

Es ist
Iy=b—a, I, =cosa—cosbh.
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Fiir m > 2 gilt

I, = /ab(sin )" dr = — /ab(sin z)™ cos) (x) dx

x=>b b
= —(sinx)™ ' cosx + (m—1) / (sinz)™ % cos® x dx
T=b b
= —(sinz)" 'cosx| 4 (m— 1)/ (sinx)™ %(1 —sin®2) dz
z=b
= —(sinz)" teosz| 4+ (1—m)ly+ (m—1)1, . (8.37)

Losen wir diese Gleichung nach I,,, auf, so erhalten wir die Rekursionsformel

m—1 1 . _
Im=——1Ip 5— —(sinz)" cosz
m m

r=b

Tr=a

mit der wir die Berechnung von I,,, sukzessive auf Iy bzw. I; zuriickfithren kénnen.

Substitution. Sei g : [a, b] — R stetig differenzierbar. Auf dem Bildintervall I = g([a, b))
sei eine stetige Funktion f : I — R definiert. Ist F' : I — R eine Stammfunktion von f
auf I, so erhalten wir aus der Kettenregel

(Fog)(t) = F'(g(t)g'(t) = f(g(t)g'(t), t € [a,b].

Zweimalige Anwendung des Hauptsatzes liefert nun

b g(b)
| Fong 0t = (P o g)) ~ (Pog)@) = Flgt) ~ Flo(a) = | i)

Die Formel
b , g9(b)
[ g @a= | s (339
a g(a
heifit Substitutionsregel.
Wir betrachten einige Beispiele.
1.
b b+c
/ flt+c)dt = f(z)dzx,
a a-+c

falls f : [a+c, b+c] — R stetig ist, ¢ € R. (Substitution g(t) = t+c, esist ¢'(t) = 1.)

b 1 be
/ Fetydt =2 [ fa)de,
a c ac
falls f : [ac, be] — R stetig ist, ¢ # 0. (Substitution g(t) = ct, es ist ¢'(t) = c.)

3. Ist g : [a,b] — R stetig differenzierbar mit g(¢) > 0 fiir alle ¢ € [a, b], so liefert die
Substitutionsregel mit f(z) = 1/x

/b AU /g(b) L e = (o))

g(t) (a) T t=a
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Fiir g(t) = cost ergibt sich, falls [a,b] C (—7/2,7/2),

b b -
t t=b
/ tantdt = / U= — In(cost)| .
a a C

ost t=a

4. Fiir die Substitution

2
t) = 2arctant t) = ——
g(t) arctant, ¢'(t) el
gilt vermittels der Identitét
] 2tan §
singy = ——=—
1+ tan® %
zunéchst, dass
in(g(1)) =
sin =
g 1+1¢2

Hieraus ergibt sich zum Beispiel

9b) S| P12 2 1
/ : dx:/,—g/(t)dt:/L th:/—dt
o(a) SINT . sin(g(t)) o 2t 14t o t

= In(b) — In(a),

falls etwa 0 < a < b, und damit fiir d = 2arctanb, ¢ = 2arctana

d
1
/ —dxr =1n (tan E)
. sinz 2

Systematische Bestimmung von Stammfunktionen. Jede stetige Funktion hat eine
Stammfunktion, aber kann man sie auch formelméfig hinschreiben? Das Auffinden von
Formeln fiir Stammfunktionen durch geschicktes Anwenden der Integrationsregeln war
im 18. und 19. Jahrhundert ein wichtiges Thema in der Mathematik. Dabei stellte es
sich heraus, dass nicht jede unter Verwendung “elementarer” Funktionen hinschreibbare
Funktion auch eine ebensolche Stammfunktion hat, beispielsweise

r=d
, O<ce<d<m.

r=c

) = sinx .

Fiir eine geeignet definierte Klasse elementarer Funktionen konnte vor etwa 40 Jahren
herausgefunden werden, dass man erstens entscheiden kann, ob es eine elementare Stamm-
funktion gibt, und diese zweitens auch algorithmisch berechnen kann. In Computeralge-
bra-Paketen sind solche Algorithmen enthalten. Wir verweisen auf das Buch von Borne-
mann fiir weitere Ausfithrungen.

a

Uneigentliche Integrale. Unter uneigentliche Integrale versteht man Integrale, die einen
endlichen Wert haben, bei denen aber entweder eine Integrationsgrenze im Unendlichen
liegt, oder die Funktion an der Integrationsgrenze eine Singularitdt hat. Wir behandeln
zunéchst den ersten Fall. Sei f : [a,00) — R eine Funktion, die auf jedem endlichen
Intervall [a, M| integrierbar ist. Wir definieren

/aoo f(x) dx:&@w/aM f(z)dz, (8.39)
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falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Analog wird

/_; f(z)dz = lim /]\:f(:c) dx (8.40)

M——oc0

definiert. Als Beispiel betrachten wir

Es ist

also

* 1 M'=>_—1 1
/ —dzr = lim =
1

o M—oco 1 — a—1"

Fiir den Grenzfall o = 1 gilt

M
1
/ —dx =In(M) — oo, falls M — oo,
1

T

also existiert floo % dx nicht. Ein weiteres Beispiel ist

/ LI (8.41)
1

w=m M 1
L
=1 1 T T

/Mm_jdx:_m_f
. x

B In x jz=M Lz=M 1nM+1+1
a T lz=1 Tlo=1 M
— 1, fir M — oo,
also w1
/ =1, (8.42)
.

Wir betrachten nun den Fall, dass die zu integrierende Funktion an einer Integrations-
grenze eine Singularitéit hat. Sei eine Funktion f : (a,b] — R gegeben, welche integrierbar
ist auf jedem Intervall [a + ¢,b] fiir € > 0, ¢ < b — a. Wir definieren

/bf(x) dx = lim ’ f(z)dz, (8.43)

e>0 a+te

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Ein solches Integral heifit ebenfalls
uneigentliches Integral.

Als Beispiel betrachten wir
1
1
—dr, a<l.
0o ¢
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Es ist

1 — 11—«
1 1 z=1 1 —
—dr = e = c ,
. To 11—« r=¢ 11—«
also . .
1 1—e7@ 1
— dx = lim c =
0 T =0 ] —a -«

e>0

Fiir den Grenzfall a = 1 gilt

1
1
/—dm:—ln(s)—>oo, falls e — 0,
e T

also existiert fol % dx nicht. Die eben beschriebenen Situationen konnen an beiden Inte-
grationsgrenzen auftreten. Ist etwa f : R — R integrierbar fiir alle Intervalle [a,b], so
definieren wir

/Zf(x)d:cz/;f(x)dx+/coof(x)dx, (8.44)

falls fiir ein ¢ € R beide Integrale auf der rechten Seite existieren. (Sie existieren dann fur
alle ¢ € R, und die Summe héngt nicht von der Wahl von ¢ ab.)

Sl | S | S|
dr = d d
/_001+SU2 v /_Ool—i—gr:2 JH_/O 1122

= lim (—arctan M)+ lim arctan M
M~

Beispiel:

M——oc0 fe'e)
T 7
— 4+ —r. 4
5 + 5 =T (8.45)
Vorsicht! Die Existenz von u

ist nicht hinreichend fiir die Existenz von [ f(x)dxz im Sinne von (8.44)), so ist etwa
M
/ xdr =0
-M

M 1
/ xdx:§M2—>oo fiir M — oo.
0

fiir alle M, aber

Integration von Potenzreihen. Wir betrachten eine durch eine Potenzreihe definierte
Funktion (die Koeffizienten heiflen jetzt ¢ statt ay)

f(z) = Z cra® . (8.46)

k=0
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Satz 8.9 Set R > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe in . Dann st f auf
jedem Intervall [a,b] C (—R, R) integrierbar, und das Integral ist gegeben durch

b 00 b 00
C
/ fla)de = / crabde =) k—4]j1<bk+1 —akth). (8.47)
a k=0 v @ k=0

Weiterhin ist

00 i -
F(z) = 8.48
0 =Y (5.45)
eine Stammfunktion von f; diese Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius R.

Auch diesen Satz beweisen wir nicht.

Wir erhalten also die Stammfunktion einer Potenzreihe durch gliedweises Integrieren.

Aus der Formel

(in(1 +2)) = - i .

kénnen wir fiir |z| < 1 aus der Potenzreihendarstellung

L. D (—1)kat (8.49)

1+z

die Potenzreihendarstellung

(_1)k k+1

In(l+z)=)_ P (8.50)
k=0

erhalten. (Beide Seiten in (8.50) sind Stammfunktionen von (8.49)), und sie sind gleich,

da sie fiir = 0 beide den Wert 0 haben.)

Grenziiberginge unter dem Integralzeichen. Sei (f,,),en eine Folge von Funktionen
fn i la,b] = R, sei f: [a,b] — R eine weitere Funktion. Wir sagen, dass die Folge (f,,)nen
punktweise gegen f konvergiert, falls

lim f,(z) = f(x), fir alle z € [a,?]. (8.51)

n—oo

Ist beispielsweise f,, : [0, 1] — R definiert durch

1
fn<£L‘> =x+ E s
so gilt
lim £, () =z,

also konvergiert (f,,) punktweise gegen die durch f(z) = x definierte Funktion f. Betrach-
ten wir als weiteres Beispiel

folz)=2", f.:]0,1] = R, (8.52)
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so ergibt sich, dass f,, punktweise konvergiert gegen f,
0, 0<z<1,
€Tr) =
/(@) {1 , r=1.

In diesem Fall ist die Grenzfunktion f in x = 1 unstetig, obwohl alle Funktionen f,, stetig
sind. Betrachten wir dagegen die Integrale, so gilt

R —>O:/1f(x)dx,
0

n-+1

1
1
| la)de =
0 =0 n -+ 1

das heif3t, in diesem Beispiel konvergieren die Integrale von f, gegen das Integral der
Grenzfunktion f. Das muss aber nicht so sein, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir be-
trachten f, : [0,1] — R,

n’x OSxS%,
fal@)=q2n—nz, L<ao<2, (8.53)
0, x>%

Dann gilt
lim f,(z) =0, firallex € [0,1],

n—oo

das heifit, f,, konvergiert punktweise gegen f = 0, aber

/Olfn(xmx—l,

wihrend das Integral der Grenzfunktion f = 0 natiirlich gleich Null ist. Aus der punkt-
weisen Konvergenz stetiger Funktionen folgt also im allgemeinen weder die Stetigkeit der
Grenzfunktion noch die Konvergenz der Integrale.

Ein Konvergenzbegriff, der beides gewéhrleistet, ist die gleichméaflige Konvergenz.
Zunichst definieren wir fiir eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R deren Supremums-
norm auf dem Intervall [a, b] durch

[flloe = sup |f(x)]. (8.54)

z€a,b]
Die Supremumsnorm héngt vom Definitionsgebiet ab, fiir
fla) =2
ist beispielsweise
[flloe =1 auf [0,1], [fllo =8 auf [-2,1].

Wir sagen nun, dass die Folge (f,,)neny von Funktionen f,, : [a,b] — R gleichmé8ig gegen
f konvergiert, falls

T [|f, — fll. = 0. (8.55)
das heif3t
lim sup |fu.(z) — f(z)] =0. (8.56)

=0 yela,b]
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Ist beispielsweise

fn(x):x—l—%, £ 0.1 5 R,

und setzen wir f(x) = x, so gilt

lim [|f, = fll, =
n—00

also konvergiert f, gleichméfig gegen f.
Falls f, gleichméfig gegen f konvergiert, gilt

[ nae = [ s)ae] = /fn

b_ a)”fn

—>O.

2| < / fula) — f()]de

Flle

Satz 8.10 Sind f, : [a,b] — R stetig, und konvergiert f, gleichmdfig gegen eine Funktion

f:la,b] = R, so ist auch f stetig, und es gilt

n—oo

lim fn da:—/ flx (8.57)

Dass die Integrale konvergieren, also (8.57) gilt, zeigt die Rechnung unmittel-
bar vor dem Satz. Dass die Grenzfunktion f stetig ist, beweisen wir nicht.
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9 Taylorentwicklung

Wir kehren zur Differentialrechnung zuriick, und zwar zu der Frage, wie gut die Werte
f(z) einer Funktion f durch ihre Ableitungen im Punkt a approximiert werden, wenn x
in der Nahe von a liegt.

Sei f: I — R eine Funktion, I ein offenes Intervall, und a € I gegeben. Die Tangente an
den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) ist gegeben durch

g(x) = f(a) + f'(a)(z —a). (9.1)
Wir betrachten die Differenz (das Restglied)
r(z) = f(z) = g(z). (9.2)

Wir hatten bereits gesehen, dass

r(z) _ f(x) — f(a) — f'(a) = 0, fiir z — a, (9:3)

r—a T —a

also dass das Restglied fiir x — a schneller gegen 0 geht als die Funktion z — a, eine
Eigenschaft, die die Tangente vor allen anderen Geraden durch (a, f(a)) auszeichnet.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung lésst sich diese Approximation
genauer fassen. Aus ihm und mit partieller Integration erhalten wir

t=x

+ x(:z: —t) f"(t) dt
t=a /a (94)

~@-as@+ [ a0t de,

@) - sy = | Pyt = (- ()

also (wir bezeichnen das Restglied jetzt mit R»)

Ry(z) = / (x —t)f"(t)dt. (9.5)
Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz folgt, dass fiir ein geeignetes &
mit a < & < x gilt

(z —a)’

Rafa) = ") [ (w =t = "5 1), 9

Falls die zweite Ableitung von f in der Ndhe von a beschrankt ist (was der Fall ist, wenn
sie stetig ist), etwa durch die Konstante Cy, so folgt weiter

(x —a)?
|Ra(7)] < Cy 5

(9.7)

das heif3t, das Restglied R, verhélt sich in der Ndhe von a wie eine quadratische Funktion,
die in a die Steigung 0 hat.
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Dieses quadratische Verhalten von R ldsst sich ebenfalls ndher spezifizieren. Es ist

f//(t) 3 + /az (m g t) f///(t) dt (9.8)

(z — 1)

Rafa) = [ (a0 = -

r—a)? T (x—t)?
— ( 2 ) f//(a>+/ ( 2 ) f”/(t)dt
Wir setzen )
T(r—t
Ry(z) = / % £t dt . (9.9)
Setzen wir (9.4) — zusammen, so erhalten wir

(z —a)’

F(@) = fla) + (= ) f (a) +

f"(a) + Rs(x), (9.10)

das heifit, f verhalt sich wie die quadratische Funktion

(z —a)?

q(2) = f(a) + (z —a) f'(a) + —5—["(a) (9.11)

“bis auf” das Restglied Rj3, fiir welches wir auf die gleiche Weise wie in und ((9.7))
die Darstellung
(z —a)’®
6

Ry(x) = (€ (9.12)
mit einem geeigneten £ € (a, z), und die Abschétzung

v —af?
6

erhalten. Dieser Prozess lasst sich fortsetzen, falls f hinreichend oft differenzierbar ist.

|R3(z)] < C3

(9.13)

Satz 9.1 (Taylorentwicklung)
Sei I C R offenes Intervall, sei f m + 1-mal stetig differenzierbar, sei a € I. Dann gilt
fir alle x € T

m ) (g
f@ =310 0 4 Rya(o) (9.14)

mit ) | "
Ruia(0) = / (z — 8™ £ (1) g (9.15)
O

Weiterhin gilt wie oben

_ m+1
Ripia(z) = %f(mﬂ)(f), (9.16)
T —a m+1
Rones(@)] < G T 0.17

wobei £ zwischen a und z liegt bzw. C),,1 nicht von x abhéngt.
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Satz[9.1]bedeutet, dass wir die Funktion f durch ein Polynom vom Grade m approximieren
konnen, ndmlich das Taylorpolynom

= fR)
=2

k=0

D (3 — ), (9.18)

so dass der Approximationsfehler R,,.; in der Ndhe von a “von der Ordnung” m + 1
ist. Um das Taylorpolynom aufstellen zu kénnen, miissen wir die Ableitungen von f im
Entwicklungspunkt a kennen.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion im Entwicklungspunkt a = 0. Da
(exp)’ = exp und daher exp*) = exp fiir alle k gilt, ist wegen exp(0) = 1

0= g

k=0

(9.19)

@‘|,_.

Wollen wir die Exponentialfunktion durch das Polynom (9.19) fiir ein z € (0, 1) approxi-
mieren, so konnen wir den Fehler gem&f ((9.16)) abschétzen durch

:L.m—l—l m+1

T

| Ry ()] < me < 3m, (9.20)

Fir x = 0.5 und m = 3 ist der Fehler kleiner als 0.008, fiir m = 8 bereits kleiner als
2-1077. Fiir x = 0.01 ist schon fiir m = 3 der Fehler kleiner als 1.9 - 107?. Fiir grofere x
wird der Fehler sehr schnell grofier, so liefert fiir + = 10 die Abschétzung beim =8
eine Schranke von 4.5 - 10!, In der Tat liefert die Taylorentwicklung nur in der N#he des
Entwicklungspunkts brauchbare Néherungen.

Wir nehmen nun an, die Funktion f habe eine Potenzreihenentwicklung im Punkt a der
Form

ch r—a)f, c.€R. (9.21)
-0

Bisher hatten wir nur den Fall @ = 0 betrachtet. Den Fall a # 0 konnen wir darauf
zuriickfithren: Setzen wir

f(z) = f(z+a),
so gilt

» oo
x) = Z cra® .
k=0

Die fiir f giiltigen Aussagen zum Konvergenzradius, Differenzieren und Integrieren iibert-
ragen sich entsprechend.

Gliedweises Differenzieren der rechten Seite und Einsetzen von x = a in (9.21)) fithrt auf
f9a) = jl¢;, (9.22)

also wird (9.21)) zu

< k) (g
:}jfkf%x—@ﬂ (9.23)

k=0
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das heifit, das Taylorpolynom vom Grad m wird aus den ersten m + 1 Termen der Po-
tenzreihe von f im Entwicklungspunkt a gebildet. Das trifft beispielsweise fiir die Expo-
nentialfunktion zu, die Darstellung im Entwicklungspunkt a =0

<k
T

exp(z) = e" = g " (9.24)
k=0

ist fiir alle z € R giiltig. In anderen Féllen ist die Giiltigkeit der Potenzreihenentwick-
lung auf ein (mehr oder weniger groBes) Konvergenzintervall um den Entwicklungspunkt
eingeschrankt.

Umgekehrt konnen wir durch ((9.22) die Koeffizienten der Potenzreihe (9.21]) bestimmen,
wenn wir die Ableitungen von f kennen; eine andere Frage ist aber, ob dann in (9.21]) die
Gleichheit gilt. Das muss nicht unbedingt so sein, beispielsweise hat die durch

fo)=ew () . a0,

und f(0) = 0 definierte Funktion in @ = 0 keine Darstellung der Form (9.21). Es sind
ndmlich alle Ableitungen von f im Nullpunkt gleich Null, und damit auch alle Taylor-
polynome in a = 0. Die so gebildete Potenzreihe ist also die der Nullfunktion und liefert
damit keine Darstellung von f.

Ist f in a beliebig oft differenzierbar, so heifit die Reihe

< £(k)(q
> / k,( )(x —a)* (9.25)
k=0 )

die Taylorreihe von f in a. Wir fassen das in den vergangenen Absétzen Gesagte zu-
sammen:

e Ist f in einem Konvergenzintervall (¢« — R,a + R) um a als Potenzreihe
f(z) = Z el —a)’, o €R, (9.26)
k=0
darstellbar, so ist diese gleich der Taylorreihe von f in a, mit klc, = f*(a).

e Ist f in a beliebig oft differenzierbar, so ist die Taylorreihe ((9.25) fiir x € R definiert.
Aufgrund ihrer Form ist sie eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt a und hat
daher ein wohlbestimmtes Konvergenzintervall. Fiir x # a kann es sein, dass

o £(k) (g
j) =3 0y,

es kann aber auch sein, dass

r—a)r.

(k) (g
f) 23
k=0 )

78



Eine andere Schreibweise der Taylorformel erhalten wir, wenn wir x = a + h setzen,

k) (g .
flath)=>" / kf D+ Ryt (h) (9.27)
k=0 ’
mit
Ria(h) = o F0(E) R € il (029
T (m o+ 1) e S P DT '
Man sagt, dass eine Funktion ¢ von der Ordnung h™ ist, falls
[p(h)| < C[R[™ (9.29)

gilt mit einer (von h unabhéngigen, aber sonst nicht eingeschrankten) Konstante C'. Man
schreibt
o(h) =0(h™). (Gesprochen: “Grof-O von h hoch m”). (9.30)

In diesem Sinne gilt Ry,41(h) = O(h™*!). Man verwendet auch die Notation

o(h) =o(h™). (Gesprochen: “Klein-O von h hoch m”). (9.31)
Das bedeutet )
. p(h)
lim £05 = 0. (9.32)

Fiir die Differenz
7(h) = fla+h) = (f(a) + f'(a)h)
zwischen Funktionswert und Wert der Tangente besagt die Definition der Ableitung ge-

rade, dass
7(h) =o(h).

Durch die Restgliedbetrachtung in (9.7)), welche giiltig ist, wenn die Ableitung f’ in der
Néhe von a stetig ist, haben wir mehr erhalten, ndmlich

7(h) = O(h?).
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10 Kurven

Eine Kurve in der Ebene oder im Raum stellen wir uns vor als eine gerade oder gekriimmte
Linie, welche zwei verschiedene Punkte verbindet, oder welche geschlossen ist wie etwa der
Kreis. Mathematisch beschrieben wird sie durch eine Funktion k, die auf einem Intervall
I definiert ist und jedem Punkt ¢ € I einen Kurvenpunkt k(¢) zuordnet.

Definition 10.1 (Kurve)

Sei I = [a,b] ein Intervall. Eine stetige Funktion k : I — R? heifit Kurve im R mit
dem Anfangspunkt k(a) und dem Endpunkt k(b). Ist k(a) = k(b), so heifst die Kurve
geschlossen. O

Der Einheitskreis in der Ebene wird beschrieben durch die geschlossene Kurve
k:[0,2n] = R?, k(t) = (cost,sint). (10.1)

Die Kurve, die wir auf dem Papier sehen, entspricht also der Bildmenge k(). Wir kénnen
uns t als Zeitvariable vorstellen, die Funktion k£ beschreibt dann das “Durchlaufen” der
Bildmenge k(7) im Zeitintervall [a, b]. Unabhéngig von der Vorstellung der Zeit kann man
t einfach als einen Parameter auffassen.

Es kann sein, dass derselbe Punkt mehrfach durchlaufen wird, beispielsweise wenn die
Kurve sich kreuzt. Ein solcher Kreuzungspunkt heit Doppelpunkt der Kurve. Ist z € R?
ein Doppelpunkt einer Kurve k : I — RY, so gibt es also Parameterwerte s,t € K, s # t,
mit z = k(s) = k(t).

Es kénnen auch ganze Abschnitte mehrmals durchlaufen werden, beispielsweise beschreibt
k:[0,47] — R?*, k(t) = (cost,sint) (10.2)
die Kurve, welche den Einheitskreis zweimal durchlauft. Weitere Beispiele sind:
1. Die Verbindungsstrecke zweier Punkte p, ¢ € R?
k(t)=p+t(¢g—p), tel0,1]. (10.3)
2. Die Neil’sche Parabel im R?
k(t) = (t3t%), t>0. (10.4)
3. Die logarithmische Spirale im R?
k(t) = (e 'cost,e "sint). (10.5)
4. Die Schraubenlinie im R3
k(t) = (rcost,rsint, ct), (10.6)

wobei r > 0, ¢ € R gegeben sind.
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5. Die Zykloide
k(t) = (rt — dsint,r — dcost). (10.7)

Man kann sie sich im Fall d = r vorstellen als diejenige Kurve, die ein auf einem
Kreis vom Radius r fixierter Punkt beschreibt, wenn dieser Kreis mit konstanter
Geschwindigkeit auf der horizontalen Achse entlangrollt.

6. Der Graph einer stetigen Funktion f : [a,b] — R, er wird beschrieben durch
k(t) = (t, f(t), t€la,b]. (10.8)

Eine Kurve k : I — R? heiit differenzierbar in ¢ € I, falls alle Komponentenfunktionen
ki,...,kq: I — R in t differenzierbar sind. Der Vektor

K(t) = (K1), ... k(1) (10.9)

heifit die Ableitung von k in ¢. Im Beispiel der Verbindungsstrecke von p nach ¢,

k(t)=p+tlg—p), ki(t)=pi+t(e;—pi),

gilt ki(t) = q;—pi, also K'(t) = ¢—p, der Vektor k'(t) ist in jedem Punkt derselbe und zeigt
in die Richtung der Strecke. Im allgemeinen Fall zeigt der Vektor £’(¢) in die Richtung
der Tangente an die Bildmenge k(I) im Punkt k(¢), entsprechend der Durchlaufrichtung
der Kurve, man nennt £’(¢) daher auch den Tangentialvektor oder Tangentenvektor
an die Kurve im Punkt k().

Ist k in jedem inneren Punkt von [ differenzierbar, so wird durch (10.9) eine Funktion £’
definiert, sie heifit ebenfalls die Ableitung von k. Beispielsweise hat der Einheitskreis

k(t) = (cost,sint)

die Ableitung
K'(t) = (—sint, cost).

Eine Kurve k : I — R? heifit C'-Kurve, falls alle Komponentenfunktionen k; auf I stetig
und im Innern von I stetig differenzierbar sind. Sie heifit stiickweise C'-Kurve, falls
das Definitionsgebiet I in Teilintervalle [a;, b;] zerféllt, so dass k auf jedem Teilintervall
eine C'-Kurve ist. Alle oben angefiihrten Beispiele sind C'-Kurven. Die durch

(t,0), 0<t<1,
k:[0,3] = R* k()= (2—-tt—1), 1<t<2
(0,3 —1), 2<t<3,

definierte Kurve ist eine stiickweise C''-Kurve, welche nacheinander die Seiten des Dreiecks
zu den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1) durchlduft.

Schnittwinkel. Wir nennen die Kurve regulir, wenn
K'(t) #0 (10.10)

gilt fiir alle ¢ € (a,b). Seien k, h zwei regulére Kurven, die sich in einem Punkt x = k(t) =
h(7) schneiden, es gelte k'(t) # 0 und h'(7) # 0. Wir definieren den Schnittwinkel von
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k und h in x als den Winkel ¢, der von den Tangentenvektoren &'(¢) und h’(7) gebildet
wird. Wie wir aus der Linearen Algebra wissen, gilt

/ /
_ W), h(m) (10.11)
& @A ()l
Linge einer Kurve. Man kann die Lénge einer Kurve durch Integration berechnen. Sei
k: I — R? eine Kurve, I = [a,b]. Wir betrachten einen Streckenzug kj,, der einzelne
Kurvenpunkte k(t;) nacheinander verbindet, wobei

Ccos

b—a
N

Die Lange L; des gesamten Streckenzugs ist gleich der Summe der Linge der Verbin-
dungsstrecken zwischen k(t;11) und k(t;),

a=ty<t;<---<ty=0, tj:a—i—jh, h =

(10.12)

In= Y IK(ts00) = Kt (1013)

Wir wollen L;, mit der Zahl

b N-L et
[ ina =3 [ (1014

vergleichen. Fiir die einzelnen Komponenten der Kurve gilt nach dem Mittelwertsatz
ki(tj1) — ki(ty) = Ki(sig) (tin — ¢5),, (10.15)
wobel s;; € [tj,,41] geeignet gewihlt ist. Es folgt
1k(tj1) = k(&) = ldjll(tjar — ), wobel dj = (Ki(sy), - - kalsq) ,
Es folgt weiter

tit1 ) tjv1
[ Wl = k)~ bl = [ s ar, (10.16)
tj tj
wobel
en(t) = KON = ldjll, T € [t tj4a]- (10.17)

Wenn A klein wird und £’ eine stetige Funktion ist, werden auch die Differenzen
ki(t) — kilsi;)

klein. Man kann beweisen, dass

b
lim [ en(t)dt=0. (10.18)

h—0 a

Nun ist aber nach (10.13)) — (10.16))

b b
/ WK (0)]) dt = L + / enlt) dt,

also folgt wegen (|10.18])
b
/ 1
[ Wl a = Jim 1.
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Definition 10.2 (Linge einer Kurve)
Sei k : I — R? eine stiickweise C*-Kurve. Wir definieren die Lédnge von k durch

b
L(k) :/ |E'(t)]| dt . (10.19)
Statt Ldnge sagt man auch Bogenldnge. O

Der Umfang eines Kreises ist gerade die Lénge im Sinne von Definition [10.2] Hier ist
(Mittelpunkt 0, Radius )

k:[0,27] = R?, k(t) = (rcost,rsint),

2T 2 2T
L(k) = / ||(=rsint,rcost)| dt = Vr2sin?t + r2cos? t dt = / rdt =2mnr.
0 0

0

Fiir die Zykloide gilt im Falle d = r
k(t) = (r(t —sint),r(1 — cost)),

also fiir einen einzelnen Bogen, t € I = [0, 27],

2 27 2
t
L(k) :/ ||(r(1—cost),rsint)Hdt:/ r\/(l—cost)2+sin2tdt:r/ 2sin — dt
0 0 0 2
= 8r.

Fiir den Graph einer Funktion f : [a,b] — R gilt

k() = f@), k() =(1,1(1)),

also erhalten wir die Linge des Graphen einer Funktion aus

L(k):/ Hk’(t)“dt:/ \/1+f’(t)2dt:/ VIt fi(z)2da, (10.20)

wobei wir die Gleichheit der letzten beiden Integrale nur deshalb hingeschrieben haben,
um noch einmal darauf aufmerksam zu machen, dass die Wahl des Buchstabens fiir die
Integrationsvariable vollig unerheblich ist.

Verschiedene Parameterdarstellungen. Wie schon bemerkt, enthélt die Darstellung
einer Kurve durch eine Funktion k : I — R? nicht nur die Information {iber die Form
(das Bild k(I)), sondern auch iiber die Art des Durchlaufens, so konnen wir die Lénge
des Tangentenvektors ||&'(t)|| als Geschwindigkeit interpretieren, falls ¢ die Zeit bedeutet.
Man kann die gleiche Kurvenform durch verschiedene Funktionen k darstellen, so liefern
etwa

k:[0,1] = R*  k(t) = (cos(2nt),sin(27t)),
k:[l,e] = R?*, k(t) = (cos(2rInt),sin(2rInt)),

83



ebenfalls Darstellungen des Einheitskreises. Die allgemeine Situation sieht folgendermaflen
aus. Sei h : [c,d] — [a,b] eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit
h(c) = a und h(d) = b. Zu einer gegebenen Kurve k : [a,b] — R kiénnen wir eine neue
Kurve k : [¢,d] — R? definieren, indem wir setzen

k=koh, k(r)=k(h(r)).

Wir sagen, dass k durch Umparametrisieren aus k entsteht. Man wird erwarten, dass
die Lange sich dabei nicht dndert, also

L(k) = L(k). (10.21)

In der Tat, es ist
L) = [ W@ldr= [ R = [ 1 )] dr
= [ W= 20,

wobei die vorletzte Gleichheit aus der Substitutionsregel der Integration folgt.

Eine bestimmte (Um-)Parametrisierung spielt eine besondere Rolle, ndmlich die nach der
Bogenlinge. Ist & : [a, b] — R? eine C*-Kurve, so ist die Linge des Kurvenstiicks zwischen
k(a) und k(t) gegeben durch

S(t) = / 1K () dr (10.22)

Wir nennen die Kurve regulér, wenn

K (t) £ 0 (10.23)
gilt fiir alle t € [a, b]. Da aus ((10.22)) folgt
s'(t) = 1K' (Bl (10.24)

ist fiir eine reguldre Kurve die in definierte Funktion s : [a,b] — [0, L(k)| streng
monoton wachsend, dasselbe gilt fiir ihre Umkehrfunktion s=* : [0, L(k)] — [a,b]. Die
durch

k:[0,L(k)) > R*, k=kos ', (10.25)
definierte Umparametrisierung von k heifit Parametrisierung nach der Bogenléinge.
Sie hat die besondere Eigenschaft, dass alle Tangentenvektoren die Lange 1 haben, da

7! 1(o—1 —1y/ I(o—1 1 k/(sil(T))

K(r) = K70 - (70 0) = K700 =iy = T
Zum Sprachgebrauch. Im Vorangegangenen bedeutet “Kurve” die Funktion k£ : [ —
R?, sie enthiilt Information sowohl iiber die Bildmenge k(1) als auch iiber das Art, wie die
Bildmenge durchlaufen wird. Im allgemeinen Sprachgebrauch wird oft die Bildmenge k(1)
als Kurve bezeichnet und die Funktion & : I — R? als Parametrisierung der Kurve. Dieser
Sprachgebrauch ist vor allem dann problematisch, wenn die Bildmenge k(I) mehrfach
durchlaufen wird (das sieht man dem Bild eben nicht an).
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Kriimmung einer ebenen Kurve. Eine Kurve ist gekriimmt, wenn ihr Tangenten-
vektor K’(t) nicht immer in dieselbe Richtung zeigt. Die Richtung von k'(t) lasst sich
beispielsweise am Winkel () in der Polarkoordinaten-Darstellung ablesen. Sei

dann ist in Polarkoordinaten
a'(t) = r(t)cosp(t), y(t)=r(t)sinp(t), r(t)=2'(t)*+y (1), (10.26)

also
_re _ Y@
cos p(t) = ) sinp(t) = )

Differenzieren und weitere Umformungen fithren auf die Formel

¢(t) = x/(t)y”(ti(;);y O2() (10.27)

Die Kriimmung r(t) der Kurve k im Kurvenpunkt k(¢) wird nun definiert durch die
Anderung des Winkels, bezogen auf die Anderung der Bogenlédnge,

n(t) = 210 (10.28)

Da §'(t) = ||K'(t)|| = r(t), ergibt sich aus ((10.27)

' (t)y" () — y’(t)w’g’ (1) (10.29)
(z'(t)* +y'(t)?)>

Ist k bereits nach der Bogenlédnge parametrisiert, so ist 7(t) = s'(t) = 1, und

K(t) =

w(t) = /(D" (1) — ¥ (D" (). (10.30)
Betrachten wir wieder die Kurve, die durch den Graphen einer Funktion f definiert ist,
k) = (1, £(2),
so ist z(t) =t und y(t) = f(¢), also 2’ =1 und 2” = 0, und (10.29) wird zu

f"(t)
V)23

K(t) =

oder, wenn wir x und ¢ identifizieren,

f//(x)
1+ f'(2)?)?
Aus ((10.28)) erkennen wir wegen s’ > 0, dass die Kriimmung positiv ist, wenn ¢ wéchst,

wenn also die Kriimmung gegen die Richtung des Uhrzeigersinns (nach links in Durch-
laufrichtung) gerichtet ist.

k(z) =

(10.31)
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Fiir den Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r gilt
k(t) = (rcost,rsint), k'(t) = (—rsint,rcost), Kk"(t)= (—rcost,—rsint),

also

Die Kriimmung ist also in jedem Punkt des Kreises dieselbe, und sie ist umgekehrt propor-
tional zum Radius. Sie ist positiv, falls der Kreis im mathematisch positiven Sinn (gegen
den Uhrzeiger) durchlaufen wird, andernfalls negativ.

Kriimmung von Kurven im Raum. Wir betrachten nun Kurven k : I — R3, [ =
[a,b]. Einleitend bemerken wir, dass die Produktregel der Differentiation auch fiir das
Skalarprodukt und das Vektorprodukt zweier Kurven gelten. Sind k,l : I — R3 zwei
Kurven, so gilt

S Oh(1), 10) = (K2, 100)) + (kD). V(D) (10.32)
dit(k(t) X U(t)) = K'(t) x I(t) + k(t) x I'(t), (10.33)

wie man aus den Definitionen direkt nachpriifen kann. Sei nun &k : I — R3 eine reguliire
C'-Kurve. Als fortlaufendes Beispiel betrachten wir in diesem Unterabschnitt die Schrau-
benlinie,

k(t) = (rcost,rsint,ct), r,c>0. (10.34)

Wir definieren den Tangenteneinheitsvektor

() = % (10.35)

Fiir die Schraubenlinie ergibt sich
1
T(t) = ——=(—rsint,rcost,c). (10.36)

V12 4 2

Wir stellen nun fest, dass der Vektor 7”(¢) immer senkrecht auf 7'(¢) steht. Dies ergibt
sich, indem wir die Gleichung

L= |IT@)]* =(T(t), T(t))
differenzieren, was auf
0= (T"(t), (1)) + (T'(1), T'(t)) = 2(T" (1), (1)) (10.37)
fithrt. Wir definieren den Hauptnormalenvektor durch

N(t) = % (10.38)

Dieser steht wie gezeigt senkrecht auf 7'(¢). Fiir die Schraubenlinie ergibt sich
1 r

T'(t) = ——=(—rcost,—rsint,0), [|T'(t)] = ——,
(0= s ) IO - o
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also
N(t) = (—cost,—sint,0), (10.39)

Schliefilich definieren wir den Binormalenvektor durch
B(t)=T(t) x N(t), (10.40)

fiir die Schraubenlinie ist das

1
N

Die Vektoren T'(t), N(t), B(t) stehen senkrecht aufeinander, sie bilden ein Orthonormal-
system, welches sich beim Durchlaufen der Kurve sténdig éndert. Es wird das beglei-
tende Dreibein der Kurve genannt. (Dass auch ||B(t)| = 1 ist, folgt aus (10.40), da
IT)]| = |IN®)|| =1 und T(t) LN(t) gelten.)

Es hat sich herausgestellt, dass die wesentliche Information iiber das Kriimmungsver-
halten der Kurve bereits in zwei skalaren Groéflen enthalten ist. Das ist zum einen die
Kriimmung

B(t) = (csint, —ccost,r).

")l
k() = =21 (10.41)
1 ()]l
Fiir die Schraubenlinie ergibt sich
T 1 r

K(t)

- VPt E ittt
Geméf Definition ((10.41)) ist die Kriimmung immer positiv, im zweidimensionalen Fall
ergibt sich gerade der Betrag der in ((10.29) definierten Zahl. Die andere skalare Grofle ist
die Torsion. Wir definieren zunéchst den Torsionsvektor

B'(t)

1& ()]
Wie in ((10.37)) ergibt sich, dass B’(t) und damit auch der Torsionsvektor senkrecht auf
B(t) steht. Weiterhin gilt

B() = ') x N() + T(1) x N'(1) = e T(0) % T'6) + T(t) x N'(1) (10.42)

= T(t) x N'(t),

das heifit, B'(t) steht auch auf T'(t) senkrecht. Daher muss B’(t) parallel zum Hauptnor-
malenvektor N (¢) sein. Wir definieren nun die Torsion 7(t) als diejenige Zahl, welche

B'(t)
—T(t)N(t) = — (10.43)
[[& ()]
erfiillt. Die Torsion entspricht also der mit einem gewissen Vorzeichen versehenen Lange
des Torsionsvektors. Fiir die Schraubenlinie gilt

B'(t) 1 1

C
= ccost,csint,0) - =
COIRGET VEre P

(cost,sint,0),
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also
c

T(t) = e
In diesem Fall ist die Torsion also konstant. Ist ¢ klein relativ zu r, so ist sie klein, fiir ¢ = 0
ist die Torsion gleich Null. In diesem Fall degeneriert die Schraubenlinie zum immer wieder
durchlaufenden Kreis in der Ebene. Allgemein gilt: Verlauft eine Kurve in einer Ebene
E, so gilt 7(t) = 0. Dann liegt némlich N’(¢) ebenfalls in F, und da N'(t) senkrecht ist
auf N(t), muss N'(t) parallel zu T'(t) sein, und es folgt B’(¢t) = 0 nach und damit
7(t) = 0 nach (10.43). Die Torsion misst also in einem gewissem Sinn die “Abweichung

von der Zweidimensionalitat” einer Kurve.
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11 Partielle Ableitungen

Wir wollen Funktionen differenzieren, die im Mehrdimensionalen definiert sind.

Funktionen mit Definitionsbereich R? oder einer Teilmenge Q2 von R? nennt man auch
Felder. Ist R der Bildbereich, so spricht man von einem Skalarfeld oder skalaren Feld.
Ein Skalarfeld ist beispielsweise die Funktion, die jedem Punkt im Raum seine Temperatur
zuordnet.

Ein weiteres Beispiel ist die Funktion, welche jedem Vektor seine Linge zuordnet,
fl@)y=lzll, f:R!'=R.

Solche Funktionen haben wir in Kapitel 2 und 5 bereits betrachtet.

Wir definieren die offene bzw. abgeschlossene Kugel um einen Mittelpunkt = mit Radius
r?

B(x)={y:yeR ly—z <r}, K()={y:yeR’[ly—z|<r}, (111
sowie ihren Rand, die Sphére

Se(z)={y:y R [ly —al| =r}. (11.2)

Wir betrachten ein Intervall I = [a, b] im R. Innere Punkte « von I haben die Eigenschaft,
dass es ein (moglicherweise sehr kleines) Intervall (z —e, x +¢) gibt, welches vollstindig in
[a, b] enthalten ist. Der Randpunkt a (analog b) hat die Eigenschaft, dass jedes Intervall
der Form (a — €, a + €) sowohl Punkte aus [ als auch Punkte aufierhalb von I enthélt.

Definition 11.1 Sei Q c R%,

Ein x € Q heifit innerer Punkt von (2, falls es eine offene Kugel mit Mittelpunkt x gibt,
welche ganz in §) liegt. Die Menge aller inneren Punkte von Q heifit das Innere von (2,
geschrieben int (2). Die Menge Q heifit offen, wenn int () = €, das heifit, jeder Punkt

von 2 ist innerer Punkt von €.

Ein v € R? heifft Randpunkt von Q, falls jede offene Kugel mit Mittelpunkt x sowohl
einen Punkt aus 0 als auch einen Punkt enthdlt, der nicht in ) liegt. Die Menge aller
Randpunkte von Q heifit der Rand von (), geschrieben Of). O

Man kann zeigen: Die Menge 2 ist abgeschlossen genau dann, wenn 02 C €2, das heifit,
wenn jeder Randpunkt von € auch zu €2 gehort.

Es ist etwa

int (B,(z)) = int (K, (z)) ZBr(x), OB, (r) = 0K, (x) = 5,(),
)=S

int (S,.(v)) =0, 09S,(z)=S,(v )

B, (z) ist offen, K, (z) und S,(x) sind abgeschlossen. Bei Mengen mit einem “scharfen
Rand” ist das auch anschaulich klar, z.B. bei Teilmengen des R?, die von einer “glatten”
Kurve begrenzt werden. Betrachten wir aber beispielsweise Q als Teilmenge von R, so ist

int(Q) =0, 0Q=R,
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da in beliebig kleiner Entfernung von jeder rationalen Zahl sowohl rationale als auch
irrationale Zahlen liegen.

Wir betrachten Beispiele von Funktionen f : 2 — R mit ) = R%.

d
flz) = alz = (a,x) = Z a;z;, a € R? gegeben, (lineare Funktion)
i=1
d d
flz)=2"Ar + b2+ c= Z ;T + Z bix; + ¢, (quadratische Funktion)

ij=1 i=1

flx) =zl =

Im Falle d = 2 oder d = 3 schreibt man oft (z,y) bzw. (z,y, 2) fiir die Komponenten des
Arguments, also etwa

flay)=3v+2y—4, f(r,y.2) =2’y — e

Im Falled = 2, also f: Q — R, Q C R2?, ist es moglich, sich den Graphen von f im Raum
zu veranschaulichen, indem man die Menge

M = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € 2}
darstellt. Ist etwa 2 = K;(0) die Einheitskreisscheibe in der Ebene, so liefert
fla,y) =2 +y’

als Menge M ein nach oben gedffnetes Paraboloid, welches sich iiber der Einheitskreis-
scheibe erhebt.

Ableitungen. Wir behandeln nun die Frage, wie man Funktionen differenzieren kann,
deren Definitionsgebiete im Mehrdimensionalen liegen. Ist beispielsweise f : R? — R,

fla,y) =%y,

so konnen wir y als fest gegebenen Parameter betrachten und die Funktion

g(z) = 2%y*
“ganz normal” differenzieren mit dem Ergebnis
J(x) = 2zy*. (11.3)
Genausogut konnten wir z festhalten und die Funktion
h(y) = 2%y’
nach ihrem Argument (also y) differenzieren mit dem Ergebnis
W(y) =24y

Die Definition der Ableitung von g in (11.3)),

/(x) = Tim gz +t) —glx) _ . fla+ty)— fly)
g o t—0 t o t—0

Y

ist ein Spezialfall der folgenden Definition.
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Definition 11.2 (Partielle Ableitung)

Sei f:Q — R, Q C RY sei v innerer Punkt von . Die partielle Ableitung von
f nach der i-ten Komponente im Punkt x ist definiert als der Grenzwert (sofern
dieser existiert)

lim f(l’l, ey i1, X4 + t,iL'H_l, I ,ZL‘d) — f(xl, R ,.’L‘d)
t—0 t '

(11.4)

O

Die partielle Ableitung von f nach x; an der Stelle x ist also eine Zahl. Fiir sie sind
verschiedene Bezeichnungen {iblich, etwa

of
8.271'

Verwendet man im Zweidimensionalen die Notation f(x,y), so schreibt man fiir die par-
tiellen Ableitungen entsprechend

of
ox

(2.9), %@c,y), Ouf(x.y), ,f(x.y). (1L.6)

entsprechend im Dreidimensionalen

g(m z) %(x z) g(m z), us
ax 7y7 ) ay 7y7 Y aZ 7y7 ) Ww.

Beispiel wie oben:

of of
_ 2.4 v — 42,3 2103 29y =4.32.(_9)3 — _

Wir kénnen uns die partielle Ableitung folgendermafen vorstellen. Ist etwa f : R? — R,
so entspricht die Funktion

g(t) = flx+ty), g:R—=R,

gerade dem Verhalten von f in Richtung der z-Koordinate, ausgehend vom Punkt (z,y).
Es ist dann
af

%(%y) =4'(0).

Wir kehren zur allgemeinen d-dimensionalen Situation zuriick. Sei f : Q — R, sei Q C R?
offen. Falls der Grenzwert in jedem Punkt x € € und fiir jedes 7, 1 < ¢ < d,
existiert, so heiffit f partiell differenzierbar in (). Die partiellen Ableitungen liefern in
diesem Fall Funktionen

of
(9:1:'1-

:Q— R, oderauch 0, f:Q—R, (11.7)

sie sind also ebenfalls Skalarfelder. Sind alle diese Funktionen stetig in €2, so heifit f stetig
differenzierbar in Q. (In diesem Fall ldsst man das Wort “partiell” weg.)
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Da die partielle Ableitung nichts anderes ist als die Ableitung nach einer Koordinaten-
richtung (bei festgehaltenen anderen Richtungen), kommen die Rechenregeln aus dem
Eindimensionalen auch fiir die Berechnung von partiellen Ableitungen zum Tragen.

Beispiele: Die lineare Funktion
d of
f(‘r):<a7'r>:zaixia %(I)Zaif(x):ai,
i=1 i

In diesem Fall ist die partielle Ableitung an jeder Stelle x dieselbe, als Funktion 0;f :
R? — R aufgefasst ist sie konstant.

Fiir die quadratische Funktion mit symmetrischer Matrix A € R(¢®
d d
flx)=a"Az + bz +c= Z a;;T;T; + Z bix; + ¢
ij=1 i=1

gilt (man muss 3 verschiedene Indizes unterscheiden)

9 d d d
6—;;@) = Opf(x) = Zaikxi + Zaijj + b, = QZaijj + b, =2 (A, ) + by,

i=1 j=1 j=1
wobei Ay. die k-te Zeile von A bezeichnet. Die partielle Ableitung Oy f ist also eine affin
lineare Funktion, im Falle b, = 0 eine lineare Funktion.

Man kann die partiellen Ableitungen zu einem Vektor zusammenfassen, er heifit der Gra-
dient von f, geschrieben

o f
Vf=grad f = : ) (11.8)
Ouf

Beispiel

4
f(l'l, :L‘Q) = x%x%, Vf(a:l, :L‘Q) _ (21’11‘2) ’ Vf(Q, 1) - (146) .

4x3zs
Ist f:RY = R, g:R— R, so erhalten wir die partiellen Ableitungen von g o f,

go i) = 22w — g1y 5w (119

direkt aus der Kettenregel im Eindimensionalen, da wir in diesem Fall f nur als Funktion
einer Variablen auffassen. Als Beispiel betrachten wir

(11.10)

Es ergibt sich
Or(z) = ———— 25, = ——, 1<i<d, (11.11)
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und damit auch
T z

Vr(z) =gradr(z) = — = —. (11.12)

r(z) |
Auf diese Weise erhalten wir die Ableitungen von radialsymmetrischen Funktionen,
das sind solche Funktionen ¢ : R? — R, welche nur von der Linge des Argumentvektors

abhingen, etwa

o(x) =g(||z]|), wobei g:R—>R, (11.13)
als . .
dip(x) =g (||lz)7—, Ve(2)=Jd(|z])7 - (11.14)
[Ea [Edl
Beispiel:
1 =z ZT; 2
p(r) =I([=]), dp(r)= =, 01p(2,1) = <.
) = ol )= el el ~ al?” 29D =3

Wir betrachten nun die Verédnderung eines Skalarfeldes f entlang einer Kurve k,
g(t) = f(k@®), k:R—RY f:R'—=R. (11.15)

Die Ableitung von g wird mit der entsprechenden Variante der Kettenregel berechnet,
g'(8) = (VF(k(D), K () = Y 0:f (k(2)) - ki(1), (11.16)
i=1

wobei k'(t) € R? der Tangentenvektor an die Kurve & im Punkt k(t) ist, siehe Kapitel 10.
Dass richtig ist, ergibt sich nicht unmittelbar aus der eindimensionalen Situation,
sondern als Spezialfall der allgemeinen mehrdimensionalen Situation bei Vektorfeldern.
Als Beispiel betrachten wir

flry,ze) =23 + a5, k(t)=t G) : (11.17)

Die Kurve k ist hier die Gerade durch 0 in Richtung der Winkelhalbierenden. Es ist

viw = (53). ko=(;). vo=(}).

10 = (@ N Koy = () (1) ) =2+ 32

Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir g formelméBig darstellen, indem wir £k in f
einsetzen,

also

g(t) = f(k(t)) = f(t.t) = t* + 17,

und dann differenzieren. Wenn f und k durch einfache Formeln gegeben sind, ist das der
einfachere Weg.

Wir betrachten eine Situation wie im vorangegangenen Beispiel (11.17)), aber mit einer
allgemeinen Geraden
k(t)=x+tv, z,0€R?. (11.18)
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Die Ableitung der zusammengesetzten Funktion g(t) = f(k(t)), f : R — R, im Punkt
t = 0 ergibt sich gemafl (11.16) als

d
g'(0) = (Vf(z),v) = Zaif(x) $ ;- (11.19)
Andererseits ist
§(0) = i S =90y, St ) = o) (11.20)

t—0 t t—0 t

Definition 11.3 (Richtungsableitung)

Sei f:Q =R, QCR? sei x innerer Punkt von Q, sei v € R?. Die Richtungsablei-
tung von [ im Punkt x in Richtung v ist definiert als der Grenzwert (sofern dieser
existiert)

0, (@) — lim L+ 1) = ()

t—0 t

(11.21)
O

Geméaf ((11.19)) erhalten wir die Richtungsableitung in eine beliebige Richtung aus den
partiellen Ableitungen mit

Opf(x) = (Vf(x),v). (11.22)

Die Richtungsableitungen in Richtung der Koordinatenachsen sind nichts anderes als die
partiellen Ableitungen,
af

O, f(x) =(V [(2),€:) = 8_:131-(96)' (11.23)

Hohere partielle Ableitungen. Ist beispielsweise
fla,y) =2y, f:R* =R,
so ist
Ouf(x,y) =2xy>, O.f :R* =R,

und nichts hindert uns daran, diese Funktion nochmals partiell abzuleiten, beispielsweise
nach y,
0,0, f(x,y) = 6xy*, 0,0.f:R* - R.
Statt 0,0, f schreibt man auch
o0 f
Oyox

Fiir eine beliebige Funktion f : R? — R geht das in einem Punkt (z,y) € R? natiirlich
nur, wenn der entsprechende Grenzwert existiert, in diesem Fall also

o Ol 020 +0) = 0uf (@)

t—0 t
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Definition 11.4 (Zweite partielle Ableitungen)
Sei f:Q =R, Q CRY z innerer Punkt von Q). Die zweiten partiellen Ableitungen 0;0; f
von f sind im Punkt x definiert als der Grenzwert

B o) 0 (@)

t—0 t

0,0, f(x) , (11.24)

wobei e; der j-te Einheitsvektor ist. O

Ist Q offen, und existieren in jedem Punkt alle zweiten partiellen Ableitungen, so erhalten
wir Funktionen

0,0, f Q1 —=R, 1<4,j<d.
Sind diese Funktionen alle stetig, so heifit f zweimal stetig differenzierbar in (2.

Die partiellen Ableitungen 0;f heiflen auch erste partielle Ableitungen von f. Ent-
sprechend definiert man die (k + 1)-ten (dritten, vierten, ...) partiellen Ableitungen als
partielle Ableitungen der k-ten partiellen Ableitungen.

Aus den ersten partiellen Ableitungen kann man wie besprochen einen Vektor bilden, den
Gradienten. Aus den zweiten partiellen Ableitungen in einem Punkt z kann man eine
(d x d)-Matrix bilden, sie heiit die Hesse-Matrix und ist definiert als

0101 f(z) -+ 0OaOrf(x)
o) — Glazzf(x) 5d52f(~””> (11.25)
010af (x) - Oa0af(x)

Fir
[z, x9) = 2z}

gilt beispielsweise 0y f (w1, x3) = 22123, 0o f (71, T9) = 32?23, und

2¢3  6xyr3 2 12

6z122 62ir,

Dass diese Matrix symmetrisch ist, ist kein Zufall, es gilt ndmlich

Satz 11.5 Ist f : Q2 — R zweimal stetig differenzierbar, so ist die Hesse-Matriz von f
symmetrisch, das heifit, es gilt

fir alle x und alle 1, j. O

Niveaumengen. Skalarfelder kann man sich auch durch ihre Niveaumengen
N(f)={x:2€Q, f(x)=c} (11.27)

veranschaulichen, sowohl fiir d = 2 als auch fiir d = 3. So liefert

fla) = /(o1 — 1)? + a3
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als Niveaumengen N, (f) gerade die Kreise in der Ebene mit Mittelpunkt (1,0) und Radius
c. In diesem Fall handelt es sich bei den Niveaumengen um Kurven, die sich alternativ
darstellen lassen durch

k(t) = (14 ccost,csint), k:[0,27] — R2.

Im Fall d = 3 stellen die Niveaumengen einer Funktion im regulédren Fall eine gekriimmte
Fliche dar, so ist N.(f) fiir

f(a) = \J(er — 1) + a3 + o

gerade die Sphéare um (1, 0,0) mit Radius c.

Aus dem Zusammenwirken der beiden Darstellungen der Niveaumenge erhalten wir eine
geometrische Interpretation des Gradienten. Ist k : I — R? eine auf einem Intervall I
definierte Kurve, die vollstédndig innerhalb einer Niveaumenge N.(f) verlduft, so gilt

flk(t)) =c, firalletel.

Differenzieren wir beide Seiten nach ¢, so erhalten wir aus der Kettenregel ({11.16)

(Vf(k(t), K () =0, (11.28)

das heiit, im Punkt k(t) steht der Gradient von f senkrecht auf dem Tangentenvektor
an die Kurve. Ist nun = € N.(f) ein fester Punkt in der Niveaumenge, so gilt fiir
jede Kurve durch z. Der Gradient V f(z) steht also senkrecht auf die von allen moglichen
Tangentenvektoren solcher Kurven gebildeten tangentialen Hyperebene der Niveaumenge
und zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f.

Definition 11.6 (Tangentialvektor an eine Niveaumenge)
Sei f : Q — R stetig differenzierbar, @ C R offen, seix € Q mit f(x) = c und V f(z) # 0.
Ein Vektor v € R? heifit Tangentialvektor an N.(f) in x, falls

(Vf(z),v)=0. (11.29)

Die Menge
T(x) ={v : v ist Tangentialvektor an N.(f) in x} (11.30)
heifst der Tangentialraum an N.(f) im Punkt x. O

In der Situation von Definition gilt, dass der Tangentialraum 7'(z) ein (d — 1)-
dimensionaler Unterraum des R? ist. Der affine Unterraum z + T'(z) heifit auch Tangen-
tialebene an N.(f) im Punkt x.

Maxima und Minima von Skalarfeldern. Im Eindimensionalen werden Extremwerte
einer Funktion, also insbesondere Maxima und Minima, dadurch bestimmt, dass man die
erste und die zweite Ableitung untersucht. Ein entsprechendes Vorgehen funktioniert auch
im Mehrdimensionalen.
Wir betrachten die Aufgabe: Gegeben ist eine Funktion f : Q — R, Q C R?, gesucht ist
r € R? mit

f(z) = min f(y). (11.31)

yeN
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Ein Beispiel ist etwa die Funktion
f(zy,m5) = 22 + 23

Es gilt
0= f(0) < f(z), firallex = (z1,29) #0,
also ist 0 ein (striktes) Minimum von f auf Q = R

Wir nehmen nun einmal an, x € €0 sei ein Minimum von f auf 2,  sei offen. Zu einem
beliebigen Vektor v € R? definieren wir

g(t) = f(z +tv) . (11.32)

Da ) offen ist, ist ¢ definiert in einem offenen Intervall / € R mit 0 € I, und 0 ist
Minimum von g auf I, da

9(0) = f(z) < f(x + tv) = g(t), furallete .
Ist f zweimal stetig differenzierbar, so auch g, und es muss gelten
g(0)=0, ¢"(0)>0. (11.33)
Aus der Kettenregel folgt
g'(t) =(Vf(z+tv),v),

also
0= g'(0) = (V(x),0) . (11.34)
Da v ein beliebiger Vektor war, muss ((11.34) fiir alle v € R? gelten. Es folgt

Vf(x)=0, also 0;f(x)=0,1<1i<d. (11.35)
Ein solcher Punkt z mit V f(z) = 0 heifit kritischer Punkt von f.

Wir differenzieren nun
g ) =(Vf(x+tv),v Zvﬁf r +tv),

indem wir nochmals die Kettenregel (11.16|) auf die einzelnen Summanden anwenden,

d

gu(t)zz 8f:1:+tv Zvl<288fx+tv>

=1
d

= > w950 f (x + ) v = " Hy (o + oo,

ij=1

also
0<g"(0)=v"Hp(z)v. (11.36)

Da v ein beliebiger Vektor war, muss (11.36)) fiir alle v € R? gelten, das bedeutet aber
gerade, dass H(z), die Hesse-Matrix von f im Punkt x, positiv semidefinit ist. Wir fassen
das Ergebnis dieser Uberlegungen im folgenden Satz zusammen.
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Satz 11.7 Sei f : Q — R, Q C R? offen. Ist x ein lokales Minimum von f in Q, so gilt
Vf(z)=0, (11.37)

und die Hesse-Matriz H¢(x) ist positiv semidefinit. 0

Analog erhalten wir fiir das Maximum einer Funktion f, indem wir Satz [I1.7] auf —f
anwenden:

Satz 11.8 Sei f : Q — R, Q C R? offen. Ist x ein lokales Maximum von f in ), so gilt
Vf(z)=0, (11.38)

und die Hesse-Matriz H¢(x) ist negativ semidefinit. 0

Im Eindimensionalen folgt umgekehrt aus f’(z) = 0 und f”(x) > 0, dass x ein striktes
lokales Minimum ist. Eine analoger Satz gilt auch im Mehrdimensionalen, wir werden ihn
nicht beweisen.

Satz 11.9 Sei f : Q — R, Q C R? offen, z € Q.
Ist Vf(x) =0 und Hy(x) positiv definit, so ist x ein striktes lokales Minimum.
Ist Vf(x) =0 und Hs(x) negativ definit, so ist x ein striktes lokales Mazimum. O

Ob die Hessematrix die in den Sétzen — verlangten Eigenschaften hat, ldsst sich
an ihren Eigenwerten erkennen, siehe Lineare Algebra.

Wir illustrieren die verschiedenen Situationen an méglichst einfachen Beispielen. In allen
diesen Beispielen ist 0 der einzige kritische Punkt von f und damit der einzige Kandidat
fiir ein Minimum oder Maximum.

f(z,y) =2 +2y*, dannist Vf(z,y)= (iz) . He(x,y) = ((2) 2) )

Die Hesse-Matrix in x = y = 0 (die in diesem Fall nicht von (z,y) abhingt) hat die
Eigenwerte 2 und 4, ist also positiv definit. Der Nullpunkt ist also ein striktes lokales
Minimum (in diesem Fall sogar ein globales Minimum). Sei nun

fle,y) =2 —2y*, dannist Vf(z,y) = (_szy) , Hy(r,y) = (3 _04) :

Die Hesse-Matrix in 0 ist indefinit, da sie einen positiven und einen negativen Eigenwert
hat. Der Nullpunkt ist also weder ein lokales Maximum noch ein lokales Minimum, er ist
vielmehr ein Sattelpunkt.

Ein lokales Maximum in 0 erhalten wir fiir

flx,y) = —r?_ 2y27 dann ist Vf(z,y) = (:ii) , Hp(zy) = (—02 _04> 7

hier hat die Hesse-Matrix im Nullpunkt die Figenwerte —2 und —4, und ist daher negativ
definit.
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Ist die Hesse-Matrix (positiv oder negativ) semidefinit, aber nicht (positiv oder negativ)
definit, so lasst sich durch sie nicht unterscheiden, ob ein Minimum bzw. Maximum vorliegt
oder nicht. In jedem der Beispiele

flr,y) =2 +y*, flay) =2, flzy)=2"+y°, (11.39)
gilt
0 2 0
vi00=(g) . m00-(F ), (11.40)
im ersten Fall ist 0 ein striktes lokales Minimum, im zweiten Fall ist 0 ein lokales, aber
nicht striktes Minimum (da f(0,y) = 0 fiir alle y), im dritten Fall liegt weder ein lokales

Minimum noch ein lokales Maximum vor. Durch (11.40]) lasst sich lediglich ausschlieflen,
dass 0 ein lokales Maximum ist, denn die Hesse-Matrix hat einen positiven Eigenwert.

Es hat sich also ein zur Kurvendiskussion im Eindimensionalen véllig analoges Rechen-
schema zur Bestimmung von Maxima und Minima einer Funktion f : Q — R, Q C R¢
offen, ergeben.

1. Bestimmung aller kritischen Punkte von f, also aller Punkte x € Q mit V f(z) = 0.
2. Fiir jeden kritischen Punkt z: Berechnung der Hesse-Matrix H(x).
3. Auswertung der Information aus der Hesse-Matrix an einem kritischen Punkt:

e Sind alle FEigenwerte positiv, so liegt ein striktes lokales Minimum vor.

e Sind alle Eigenwerte positiv oder Null, so liegt jedenfalls kein lokales Maximum
Vor.

e Sind alle Figenwerte negativ, so liegt ein striktes lokales Maximum vor.

e Sind alle Eigenwerte negativ oder Null, so liegt jedenfalls kein lokales Minimum
Vor.

e Gibt es positive und negative Eigenwerte, so liegt weder ein Maximum noch
ein Minimum vor.

Der erste Schritt, die Bestimmung der kritischen Punkte von f, fithrt im allgemeinen auf
ein nichtlineares Gleichungssystem von d Gleichungen fiir d Unbekannte,

Oif(xr,...,xq) =0, 1<i<d. (11.41)

Dafiir gibt es numerische Verfahren, etwa das Newton-Verfahren und seine Varianten,
welche Folgen (2™) von Vektoren konstruieren, die gegen eine Losung von ((11.41)) kon-
vergieren. Andere Verfahren zur Bestimmung eines Minimums von f konstruieren Folgen

(™) von Vektoren mit
fl@™h) < f@"), (11.42)

welche gegen ein Minimum konvergieren. Ein Beispiel fiir ein solches Verfahren ist das
Gradientenverfahren, welches sich die Beobachtung zunutze macht, dass der negative
Gradient in die Richtung des steilsten Abstiegs von f zeigt. Es hat die Form

"t =" -\, Vf(z"), (11.43)
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wobei )\, eine geeignet zu definierende Schrittweite ist. Die Idee dieses Verfahrens ist
einfach zu verstehen, andere Verfahren sind aber besser.

Taylorentwicklung fiir Skalarfelder. Um die Taylorentwicklung fiir ein Skalarfeld f :
Q — R, Q C RY in einem Punkt 2+ h in der Nihe eines Punktes = € int () zu erhalten,
betrachten wir wieder die (auf einem geeigneten Intervall I definierte) Funktion

g(t) = f(x+th), ¢g:I—R. (11.44)

Fiir f(z + h) = g(1) gilt, falls f hinreichend oft differenzierbar ist,

1 1

g(1) = g(0) + ¢'(0) + %g”(O) ot %gW(O) + mg(m“)(t) , (11.45)

fiir ein ¢ € (0,1). Die Ableitungen von g erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel aus den
Ableitungen von f, wie wir das weiter vorne in diesem Kapitel fiir die erste und zweite
Ableitung ausgerechnet haben. Es ist

g'(0) = (Vf(z),h) = Zaiﬂx)hi

d
g"(0) = K" Hy(z)h = Z 80, f (z)hsh; (11.46)

3,7=1

d
g"(0) = > 0:0;00f (x)hih;hu

i, k=1
und so weiter. Es ergibt sich fiir die Taylorentwicklung erster Ordnung (m = 1 in ({11.45))
fz+h) = f(z) + "V f(x) + O(|h[*), (11.47)

und fiir die Taylorentwicklung zweiter Ordnung (m = 2 in (11.45)))
1
fx+h)=f(z)+ V() + éhTHf(x)h +O(||r])?), (11.48)

und entsprechend fiir die hoheren Ordnungen.

Als Beispiel betrachten wir
f(zy,m5) = 2™

Es ist

O f(zy,m0) = 3x7e™,  Oof (w1, 20) = 7™, (11.49)
8181f(x1, lL‘Q) = 6[E1€x2 s alagf(l'l,l‘g) = 31’%6352 s 8262f(:v1,:132) = ZE?@Z? . (1150)

Im Punkt x = (1,0) gilt also

viwo = (1) mao=(5 ).
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also hat die Taylorentwicklung zweiter Ordnung die Form
ot ny = gy ear (3) 507 (5 F)notn®

1
=1+ 3hy + ha + 3h% + 3hyhy + §h§ + O(||n|)?).

Parameterabhingige Integrale. Wir betrachten als Beispiel die Funktion

1
1
F(z) = dy, z>0. 11.51
(x) /Ox+yy x (11.51)

Falls wir wiissten, dass F' stetig ist, konnten wir Grenzwerte von F durch Einsetzen
berechnen, also beispielsweise

y=1

y=0

Zur Berechnung der Ableitung von F' wiirden wir gerne das Differenzieren (nach x) und
das Integrieren (nach y) vertauschen und rechnen

_/la d_/_ Lo 1
o Oz +y v o (z+y)? y_37+y

Beides funktioniert in diesem Beispiel, wie man erkennt, wenn man die explizite Formel
fiir F,

y=1_ 1 1 1

=0 z+1 z  z(xz+1)

=1

F(z) =In(z + y)‘y =In(zx+1) —In(z),

betrachtet. Eine solche explizite Formel steht aber nicht immer zur Verfiigung.

Allgemein stellen sich die beiden folgenden Fragen. Sei

:/Cdﬂx,y)dy,

wobei f : I x [¢,d] — R gegeben ist, I C R Intervall. Gilt dann, falls z,, — z,

d d d
lim F(o,) = i [ feay)dy= [ lim fonp)dy= [ fog)dy = Fo),

n—oo n—oo
(11.52)
und gilt, falls f partiell nach x differenzierbar ist,

d
:/ Ouf(z,y)dy 7 (11.53)

In beiden Féllen liegt das Problem in der Vertauschbarkeit zweier Grenzprozesse.

Das folgende Beispiel zeigt, dass (11.52)) nicht immer gilt. Wir definieren f : [0, 1] x[0, 1] —
R durch

0, x=0,
= 0<y<zx
2 — )
T,Y) =4 % 11.54
0, 2z < y.



Fiir jedes feste y ist die Funktion f stetig beziiglich x, das heif3t,
lim f(zn,y) = f(z,y), fallsz, =z,
n—oo

gilt fiir alle y € [0, 1], aber es ist

l\:)lr—t

:/lf($7y)dy:17502/1f(0,y)dy=F(0), falls 0 < x
0 0

also gilt (11.52)) nicht fiir x = 0.
Wir betrachten

=/Cdf(w,y)dy,

sei (z,)nen eine beliebige Folge im Intervall I mit x,, — = € I. Aus dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung folgt, falls 0, f existiert,

f(xmy) - f('ray) = (l’n - .2?) ’ a:(:f(fmy)a

fiir eine geeignete Zwischenstelle &, € (z,z,), die auch noch von y abhéngt. Ist 0, f
auBerdem beschrinkt, etwa

|02 f (& y)| < M,
fiir alle € und alle y, so folgt

0<|F(x,)— F(x)] <

d
[ - Fi)iy| < [ bl = aldy = (0= )bty ~ .

also F'(x,) — F(x). In solchen Fillen gilt also

d
lim flxn,y)dy —/ flz,y)d (11.55)

n—oo

fiir jede Folge z,, — .

Damit (11.55)) gilt, geniigt es aber, dass f auf seinem zweidimensionalen Definitionsbereich
I x [c,d] stetig ist (siehe Kapitel 2), das heifit,

Tim f(wn, y2) = £(2,9) (11.56)

gilt fiir jede Folge (2, yn), welche gegen (z,y) konvergiert. Die Funktion in ((11.54)) erfiillt
(11.56|) nicht, es ist
1
f(z,z)=—, aber f(0,0)=0.
T

Satz 11.10 Sei I C R Intervall, f: 1 X [¢,d] — R stetig. Dann wird durch
d
— [ sy (11.57)
eine stetige Funktion F : I — R definiert, das heifit, aus x, — = folgt F(x,) — F(x). O
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Satz 11.11 Die Aussage von Satz[11.10 gilt auch, wenn f die folgende Voraussetzungen
erfillt:
(i) f ist stetig beziiglich x, das heifit, es gilt

Tim f(zn,y) = flz,9), (11.58)

fir alle x € 1, y € [c,d] und alle Folgen x,, — x.
(i1) Es gibt eine integrierbare Funktion h : [c,d] — R, so dass

|f(z,y)] < h(y) (11.59)

gilt fiir allex € I, y € [c,d].
Unter diesen Voraussetzungen gilt die Aussage von Satz|11.10] auch dann, wenn das In-
tegral ein uneigentliches Integral ist. O

Diese beiden Satze beweisen wir hier nicht.

Als Beispiel betrachten wir die Laplace-Transformierte

(Lg)(x) = /0 ) g(y)e ™ dy (11.60)

einer Funktion g : [0, 00) — R. Falls beispielsweise |g| durch eine Konstante C' beschrénkt
ist, so gilt auf jedem Intervall I = [a,b] mit a > 0 fiir x € [a, b]

lg(y)e ™| < Ce™™ =: h(y)

fiir alle y > 0. Da h uneigentlich integrierbar ist auf [0, 00), ist also die Laplace-Transformierte
Lg fiir solche Funktionen g stetig auf jedem Intervall [a, b] mit @ > 0, und damit auf (0, co).

Ein anderes Beispiel ist die Gamma-Funktion

F(m)—/ e Yyt dy, (11.61)
0

welche definiert und stetig ist fiir x > 0.
Zur Kldarung der Frage (11.53) nach der Ableitung F'(z) von

d
Pa)= [ fag)dy. (1162
haben wir folgenden Satz.

Satz 11.12 Sei I C R Intervall, seien f: 1 X [c,d] = R und 0,f : I X [¢,d] — R stetig.
Dann ist F : I — R differenzierbar, und

d
F'(z) = / Ouf(x,y)dy. (11.63)
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Auch in diesem Fall ist die Stetigkeit von 0,f nur beziiglich x erforderlich, solange in
Analogie zu (11.59)) eine Abschéatzung

|02/ (z,y)] < h(y) (11.64)

mit einer integrierbaren Funktion A gilt, und der Fall des uneigentlichen Integrals ist
damit ebenfalls eingeschlossen. Auf diese Weise erhalten wir beispielsweise die Ableitung
der Gammafunktion,

IM(x) = /000 e Yy" In(y) dy, (11.65)

sowie unter geeigneten Voraussetzungen an g die Ableitung der Laplace-Transformierten

(Lg)'(v) = /O N —yg(y)e ™ dy = —(Lk)(z), wobei k(y) = yg(y) . (11.66)

Wir wollen nun Funktionen differenzieren, bei denen die unabhéngige Variable x sowohl
in den Integralgrenzen als auch im Integranden auftritt,

d(z)

F(z) = " flz,y)dy. (11.67)

Falls f,c,d stetig differenzierbare Funktionen sind, erhalten wir die Ableitung von F,
indem wir Satz [11.12) mit der Kettenregel kombinieren. Wir setzen

b
F(z,0,b) = / Fa.y) dy.,

dann ist 3
F(z) = F(z,c(x),d(x)).

Aus der Kettenregel folgt
F'=0,F+0,F - +0,F-d,
genauer
F'(x) = 0, F(x, c(x),d(x)) + 0. F (x, c(x), d(x)) - ¢ (z) + O, F(x, c(x), d(x)) - d'(z) .
Es ist nach und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
Qwﬁ’(x,a,b):/ﬁxf(x,y)dy, 0 F(z,a,b) = —f(x,a), OF(x,a,b) = f(z,b).

Insgesamt ergibt sich die Formel von Leibniz

F'(z) = / O f (w,y) dy + f(x, d(x))d (x) — f(z, c(x))d (z) . (11.68)



Es ist
F'(z) = / y cos(wy) dy + sin(z(3 — z)) - (—1) — sin(z?) - 22

2

Vektorfelder. Ein Vektorfeld wird beschrieben durch eine Funktion (oder Abbildung)
f:Q—=R™, QcRe. (11.69)
Es besteht aus m Skalarfeldern, den Komponentenfunktionen
fi: Q—=R, 1<i<m. (11.70)

Ist beispielsweise ¢ : Q — R ein Skalarfeld, so ist Vg : Q — RY ein Vektorfeld.

Ein Vektorfeld f kénnen wir differenzieren, indem wir seine Komponentenfunktionen
f1, -, fm jeweils fiir sich genommen differenzieren. An jedem Punkt z € Q (wir setzen €
als offen voraus) erhalten wir partielle Ableitungen

difi(z), 1<i<m,1<j<d. (11.71)
Wir kénnen sie zu einer m x d-Matrix zusammenfassen,

Onfi(x) -+ Oafil(x)

012$ 8 2\ T
T(a) = f.( ) | df:( )

_ _ e R (11.72)
Ofm(@) -+ Oafm(z)

Diese Matrix heifit Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix des Vektorfelds f, ihre Zei-
len werden von den (transponierten) Gradienten der Komponentenfunktionen f; gebildet.
Ist m = d, so ist sie quadratisch.

Als Beispiel betrachten wir f : R? — R2,

f(x) = (fi(zy, 22), folwr, 2)) = (27 + 22, 21 sin(22)) .

Ji(z) = (31f1(:c1,:c2) 82f1(x1,x2)) _ ( 22, 1 ) |

81f2(x1,x2) agfg(l‘l,l’g) SiIl(IQ) I COS(.TQ)

Im Punkt x = (2, 7) gilt
4 1
Jf(2,71’) == (0 _2) .

Koordinatentransformationen sind ebenfalls Vektorfelder. Affin lineare Koordinaten-
transformationen haben die Form

Es ist

f@)=Az+b, AcRED pcR! f:RT 5 RY (11.73)
Es ist
d
filz) = Zaz‘jxja 9;fi(x) = aij
7j=1
also
Jp(x) = A,



die Jacobi-Matrix héangt also nicht von x ab und ist gleich der urspriinglichen Matrix A.

Ein Beispiel fiir eine nichtlineare Koordinatentransformation sind die Polarkoordinaten,
beschrieben durch

f(r,o) = (rcosp,rsing), f:(0,00) x (0,27) — R?. (11.74)

Die zugehorige Funktionalmatrix ist

_ [cosp —rsing
Je(r,p) = <Sing0 rcosgp) : (11.75)

Ein weiteres Beispiel sind die Zylinderkoordinaten, beschrieben durch
f(rip,2) = (rcosp,rsing, z), f:(0,00) x (0,27) x R — R?. (11.76)
Die zugehorige Funktionalmatrix ist

cosp —rsing 0
Je(r,p,z) = [ sinp rcose 0] . (11.77)
0 0 1

Ebenfalls eine Rolle spielen die Kugelkoordinaten, beschrieben durch

f(r,0,p0) = (rsinfcosp,rsinfsinp,rcosd), f:(0,00) x (0,7) x (0,27) — R?.

(11.78)
Die zugehorige Funktionalmatrix ist
sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing
Jp(r,0,¢) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosy | . (11.79)

cos —rsinf 0

Approximationseigenschaften der Ableitung bei Vektorfeldern. Sie iibertragen
sich direkt vom skalaren Fall. Fiir die Komponenten f; eines Vektorfelds f : 2 — R™
haben wir im vorigen Kapitel erhalten (wir nennen den Entwicklungspunkt nun x statt

a)
filw +h) = fi(z) + Vi) h+o(|h]]), 1<i<m. (11.80)

In Matrix-Vektor-Notation kénnen wir diese Gleichungen zusammenfassen zu einer Glei-
chung von Spaltenvektoren

fle+h) = f(z) + Jp(x)h + o([[]]) (11.81)
Die Differenz f(z + h) — f(x) wird also in der Nédhe von = durch die lineare Abbildung
T, :R* = R™, T,(h) = Js(2)h, (11.82)
approximiert. Ein Vektorfeld f, fiir das oder dquivalent
f(x+h) = f(z) + Te(h) + o([|A]])

gilt, heifit total differenzierbar oder Fréchet-differenzierbar. Die lineare Abbildung
T, nennt man das totale Differential oder die Fréchet-Ableitung von f im Punkt z,
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ihre Matrixdarstellung in den kanonischen Koordinaten ist gemafl (11.82)) gerade durch
die Funktionalmatrix gegeben.

Die Kettenregel fiir Vektorfelder ist am iibersichtlichsten, wenn man sie fiir das totale
Differential hinschreibt. Seien

f:Q=R" g:R" =R
total differenzierbar, seien
T,:R* = R™, Sp, :R" =R

die totalen Differentiale in den Punkten z bzw. f(x). Dann ist (was wir nicht beweisen
wollen) das totale Differential der zusammengesetzten Funktion

gof:RT =R (11.83)

gegeben durch
Sty oT, : RY - R, (11.84)

entsprechend erhalten wir die Funktionalmatrix von g o f als Produkt der Funktionalma-
trizen von f und g,

Jgop (1) = Jo(f(2)) - Iy (). (11.85)

In (11.85)) sind die Formeln zur Berechnung aller partieller Ableitungen aller Komponen-
tenfunktionen von g o f zusammengefasst.

Als Beispiel fiir die Kettenregel betrachten wir, wie sich partielle Ableitungen transfor-
mieren, wenn wir von kartesischen zu Polarkoordinaten iibergehen. Sei etwa

u(z,y) =2 +2y°, u:R*—R. (11.86)

Wir wollen die Funktion v und ihre Ableitungen “in Polarkoordinaten betrachten”, das
heifit, wir haben zu untersuchen die Funktion

u(r, @) = u(rcosp,rsiny). (11.87)

Es ist also
u=wuof, f(r,p)=(rcose,rsing). (11.88)
Wir wenden die Kettenregel (11.85) an mit g =u, d =m = 2, [ = 1, dann ist

(0t 9,0) = (Dpu Dyu) (COW _rsm"”> . (11.89)

siny  rcosy

Hierbei sind die Matrixelemente abgekiirzt notiert, es sind gemeint die partiellen Ablei-
tungen an den entsprechenden Punkten,

Opt(r, ), Opu(rcosy,rsing), (11.90)
und Entsprechendes fiir d,u, d,u. Fiir die Beispielfunktion (|11.86|) gilt
Opu(x,y) =22, Oyu(r,y)=6y>.
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Aus (|11.89) ergibt sich also

~ o ) T Ccos o ) 2 .. 3
Oy t(r, ) = (2rcosgp 67° sin gp) (rsingp) = 2r cos” ¢ + 6r°sin° @, (11.91)
und analog
d,t(r, p) = —2r?sin g cos p + 67° sin” Y cos p . (11.92)

Dieses Beispiel illustriert das generelle Rechenschema bei der Kettenregel. In diesem spe-
ziellen Fall kann man ((11.91)) und ((11.92)) direkt erhalten, indem man

a(r, o) = r? cos®  + 2r¥sin®

nach r und ¢ partiell differenziert.

Beim Rechnen unterscheidet man oft nicht zwischen u und @, man schreibt dann u(r, ¢) =
u(r cos @, rsin ), weil man ja “bis auf eine Koordinatentransformation dieselbe Funktion
meint”. Die Transformationsformel (11.89) fiir die Ableitungen der Polarkoordinaten kann

man dann auch aufgeschrieben finden in der Form

%—@.@_’_a_u._y—cos _u+51n _
or  0xr Or 0Oy Or ¥ or “an
Ju  Ou Ox 8u_@_

- _— — 4+ — — 1 _u+ au
ago_al’ agﬁ ay agp— TSlngoax rCcos

a_y .

Man muss dann aber mehr aufpassen, dass man nichts durcheinanderbringt.
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12 Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Ableitungen von Funktionen auftre-
ten. Das wohl bekannteste Beispiel ist die Anwendung des Newtonschen Kraftgesetzes

F =mb (12.1)

(Kraft gleich Masse mal Beschleunigung) auf eine in einer festen Richtung schwingende
Feder. Bezeichnet y(t) die Position des Endpunkts der Feder zum Zeitpunkt ¢, so lautet
das Hookesche Gesetz

F=—ky(t), (12.2)

wobei k eine Materialkonstante (die Federkonstante) ist. Da die Beschleunigung zum
Zeitpunkt ¢ durch die zweite Ableitung y”(t) gegeben ist, erhilt das Kraftgesetz die Form
der Differentialgleichung

my"(t) = —ky(t) . (12.3)
Gesucht ist eine unbekannte Funktion, nédmlich die Position y als Funktion der Zeit t,
nicht nur ein unbekannter Vektor wie etwa bei der Losung eines linearen Gleichungssy-

stems Ax = b. Die Variable ¢ heifit unabhingige Variable, die Variable y abhéingige
Variable. Bringt man alle Ausdriicke auf die linke Seite, so wird (12.3) zu

my" (t) + ky(t) = 0. (12.4)

Will man ausdriicken, iiber welche Differentialgleichung man redet, so schreibt man ((12.4])
normalerweise in der Form
my” +ky=0. (12.5)

Unter der Losung einer Differentialgleichung versteht man eine Funktion, die auf ei-
nem geeigneten Definitionsbereich I definiert und dort hinreichend oft (im Beispiel
zweimal) differenzierbar ist, und die in jedem Punkt von I (in heifit er t) von [
die Differentialgleichung erfiillt. Die Bestimmung eines geeigneten bzw. eines moglichst
grofen Definitionsbereiches ist Bestandteil des Problems. Beispielsweise hat die Differen-
tialgleichung

y =y’ (12.6)

die Funktionen .

y(z) = (12.7)

r —cC

als Losung, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Der Definitionsbereich dieser Funk-
tion zerfallt in zwei Teile,
I = (—o00,c)U(c,00). (12.8)

Jede Losung von ((12.7) hat als maximalen Definitionsbereich entweder (—oo,c) oder
(¢, 00).

In den obigen Differentialgleichungen ist die unabhéngige Variable ein Skalar (¢ bzw. x).
Solche Differentialgleichungen heiflen gew6hnliche Differentialgleichungen. Bei der
Modellierung realer Probleme sind in vielen Féllen die gesuchten Funktionen vom Ort
r = (71,22, 73) € R? und von der Zeit ¢ abhiingig, so dass (je nach Modellbildung) bis zu
4 unabhéngige Variable gleichzeitig auftreten kénnen. Als Ableitungen treten dann Ab-
leitungen nach den einzelnen Komponenten x; des Orts bzw. nach der Zeit ¢ separat auf.
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Die gesuchten Funktionen erhalten oft auch mehrere Komponenten. Solche Differential-
gleichungen heiflen partielle Differentialgleichungen. Sie gehen oft auf die allgemeinen
Bilanzgleichungen (Erhaltungsgleichungen) fiir Masse, Impuls und Energie in der Konti-
nuumsmechanik zuriick. Beispiele sind

e die Diffusionsgleichung zur Beschreibung der Warmeausbreitung bzw. der Diffusion
von Substanzen in einem umgebenden Medium,

e die Navier-Stokes-Gleichung zur Beschreibung von Stromungen,
e die Maxwellgleichungen zur Beschreibung elektromagnetischer Felder,
e die Naviergleichungen aus der Mechanik elastischer Korper.

e die Drift-Diffusions-Gleichung fiir Dichte und Stromdichte von Elektronen (Halblei-
terbauteile oberhalb 200 Nanometer)

e Varianten der Fokker-Planck- und der Boltzmanngleichung (Bereich 10 — 100 Nano-
meter)

Wir behandeln in diesem Kapitel gewochnliche Differentialgleichungen. Am einfachsten ist
die Situation, wenn die gesuchte Funktion (in Form einer ihrer Ableitungen) nur an einer
Stelle der Differentialgleichung auftritt. Wir betrachten das Beispiel

y'=—g, (12.9)

welche die Bewegung eines fallenden Korpers der Masse 1 beschreibt. Hier ist y die Hohe
des Korpers, die unabhéngige Variable ist die Zeit ¢, und ¢ ist die Erdbeschleunigung.
Im Ansatz wird die Luftreibung ignoriert. Wir nehmen nun an, dass g konstant
ist (und vernachldssigen also die Tatsache, dass sie sowohl von der Hohe als auch von
den geographischen Koordinaten abhéngt — letztere spielen eine Rolle, da die Erde nur
niaherungsweise eine Kugel ist). In diesem Fall kénnen wir durch Integration direkt
16sen. Die Ableitung 3’ muss ndmlich eine Stammfunktion von —g sein, also

y'(t) = —gt+c, (12.10)

und weiter

y(t) = —gt2+ct+d, (12.11)

mit den beiden Integrationskonstanten ¢ und d. Diese Freiheitsgrade sind erst festgelegt,
wenn man zwei weitere Bedingungen kennt. Sind etwa Hohe und Geschwindigkeit zum
gleichen Zeitpunkt, etwa ¢t = 1, gegeben,

y(1) =y, y'(1) =0, (12.12)

so nennt man sie Anfangsbedingungen und die Gleichungen ((12.9) und (12.12) zusam-
mengenommen ein Anfangswertproblem. In diesem Fall ergibt sich aus (12.10) und
(12.11))

ygz—g—I—c—l—d, vo=—g+c, (12.13)
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also das lineare Gleichungssystem

(620

zur Bestimmung von ¢ und d. Sind die H6hen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten gegeben,
etwat=1und t = 2, etwa

y(D) =y, y(2) =1y, (12.15)
so nennt man diese Randbedingungen und die Gleichungen ((12.9)) und ((12.15)) zusam-
mengenommen ein Randwertproblem. Aus (12.11)) erhalten wir

p=—J+ctd, p=—3-4+2+d. (12.16)

also ebenfalls ein lineares Gleichungssystem,

G D (Ccl) - (yy;:z%g) . (12.17)

Sind ¢ und d bestimmt, so konnen wir Hohe und Geschwindigkeit zu beliebigen Zeiten ¢
durch Einsetzen in (12.10]) und (12.11)) bestimmen.

Hat die Differentialgleichung die Form

y = f(x), (12.18)

wobei f eine bekannte Funktion ist und die unabhéngige Variable mit = bezeichnet wird,
so sind die Losungen gerade die Stammfunktionen von f. Ob sich diese Losung mit einer
expliziten Formel

ylx)=...
angeben lasst, hdngt ganz von der Funktion f ab. Erst recht gilt dies fiir die allgemeine
Differentialgleichung erster Ordnung

y = f(x,y), f:D—R gegeben, (12.19)

wobei D C R? ein geeignetes Definitionsgebiet der rechten Seite f ist. Die Losungen von
(12.19) sind Funktionen y, welche auf einem geeigneten Definitionsgebiet I C R definiert
sind und fiir die

v (z) = f(x,y(x)), z€el, (12.20)

gilt. (Damit (12.20]) gilt, muss insbesondere auch (z,y(x)) € D gelten.) Wir konnen uns
die Losung als eine Funktion vorstellen, deren Steigung an jedem Punkt (z,y(z)) € R?
ihres Graphen mit dem Funktionswert von f an diesem Punkt {ibereinstimmt.

Mindestens genauso wichtig wie die formelméflige Losung einer Differentialgleichung ist
ihre numerische Losung. Wir erldutern dies am Beispiel des Eulerverfahrens. Nehmen
wir an, wir wollen ({12.20)) zum Anfangswert

y(xo) = Yo (12.21)

mit gegebenem z, yy € R 16sen. Wir wéhlen ein 21 > xy und definieren einen N&herungs-
wert y; fiir den Wert y(z;) der wahren Losung, indem wir setzen

y1 = Yo + hif(xo, %), hi=x1—a0. (12.22)
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Der Wert y; ist also der Funktionswert der Geraden durch (z¢,yo) an der Stelle z;. Die
Zahl hy heifit Schrittweite. Dieses Verfahren kann man fortsetzen, indem man (xy, ;)
als neuen Anfangswert betrachtet. Es ergibt sich die Vorschrift

Yerr = Yk + i f (T, u) s P = T — 2, K=0,1,2,... (12.23)
Ein Spezialfall ist die Wahl einer konstanten (“dquidistanten”) Schrittweite h > 0, also

Verbindet man die Ndherungswerte (zj,yx) durch Strecken, so erhdlt man eine Néhe-
rungsfunktion y, mit

yn(2) = ye + (@ — x) f(Te, y6) , @ € [Th, ] - (12.25)
Diese ist stiickweise linear, man nennt das Eulerverfahren daher auch Polygonzugver-
fahren oder Linienmethode.

Das Eulerverfahren ist einfach zu verstehen und zu programmieren. Es gibt aber viele
andere Verfahren, die bei vorgegebener Genauigkeit der Naherungslésung einen erheblich
geringeren Rechenaufwand als das Eulerverfahren bendtigen (da sie mit grofieren Schritt-
weiten hy, als das Eulerverfahren arbeiten kénnen).

Mit der Konstruktion und den Eigenschaften solcher Diskretisierungsverfahren befasst
man sich in der Numerischen Mathematik und im Wissenschaftlichen Rechnen.

Trennung der Variablen. Wir nehmen an, die Differentialgleichung hat die Form

y = f(z)g(y), (12.26)

wobei f und g gegebene Funktionen sind. Zunéchst gilt: Ist a eine Nullstelle von ¢, also
g(a) = 0, so ist die konstante Funktion y(z) = a eine Lésung von (12.26). Wir betrachten
nun Bereiche, in denen g von Null verschieden ist. Zur Bestimmung einer Losung = — y(x)
leiten wir eine Gleichung her, in der nur noch die Funktion y, aber nicht mehr deren
Ableitung auftritt. Zu diesem Zweck nehmen wir an, dass wir eine Stammfunktion £’ von
f und eine Stammfunktion G von 1/g finden koénnen, also

pog ]
’ g

Wir betrachten hilfsweise die Funktion (y soll eine Losung sein)
z2(z) = G(y(x)) — F(z) . (12.27)
Es gilt .
1N v / ) —
Z(x) = G'(y(x))y'(z) — F'(z) = S
also ist z(x) = ¢ konstant fiir ein ¢ € R, und aus folgt
Gy(z)) = F(z) +c. (12.28)
Falls G eine Umkehrfunktion G~! hat, gilt also

y(z) =G (F(z)+c). (12.29)
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Diese Schritte lassen sich anhand des folgenden Rechenschemas einfacher merken und
ausfithren. Wir rechnen folgendermaflen:

dy
= [(x)9(y)
d
= [(z)dx
[z
ra /
(y) (x) +c (Bilden von Stammfunktionen)
y = G YF(z)+c) (Auflosen der vorigen Zeile nach y)
Ein Beispiel: Wir wollen 16sen
y =, (12.30)
Wir rechnen
dy
dz
dy
dy
[ =]
1
——=x—+cC
)
B 1
YT e
Die Funktion 1
=— 12.31
Yoy = ——— (12:31)

ist fiir beliebiges ¢ € R eine Losung von (|12.30)), wie man durch Differenzieren nachpriifen
kann. Hat man zusétzlich einen bestimmten Anfangswert zu erfiillen, so wird ¢ durch ihn

festgelegt,
1

0+c’

Das ist ein Rechenschema. Man kann sich natiirlich die Frage stellen: Was bedeuten in
dieser Rechnung “dy” und “dz” fiir sich genommen ? Die Antwort dieser Vorlesung ist:
Nichts. Im Zeitraum vor 1900 hat man andere Antworten gesucht, Stichwort “unendlich
kleine Groflen”. Das Ergebnis war schliellich die Definition des Grenzwertbegriffs als
Grundlage fiir die Differential- und Integralrechnung, wie wir das in den vorigen Kapiteln
gesehen haben.

c=—1.

y(0) =1 fithrt auf 1= —

Es soll aber nicht verschwiegen werden, dass — in anderen mathematischen Situationen,
etwa in der Theorie der Differentialformen und auch in der fortgeschrittenen Integrati-
onstheorie — die Ausdriicke “dy” und “dx” mit Bedeutung belegt werden.

Differentialgleichungen, die nicht die Form (|12.26|) haben, lassen sich unter Umstédnden
durch eine geeignete Substitution darauf zuriickfithren. Ein Beispiel ist

y = flax+ by +d), (12.32)
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wobei a, b, d € R Konstante sind. Wir fithren als neue Variable ein
u=axr+by+d. (12.33)
Gemeint sind Funktionen u und y, die vermittels
uw(x) =ar+by(r) +d (12.34)
ineinander iibergefiihrt werden. Es ist dann
W=a+by =a+bf(u). (12.35)
Wir 16sen also

u' =a+bf(u) (12.36)

durch Trennung der Variablen und berechnen anschliefend die Loésung von ((12.32) aus
(12.34]). Beispiel:

/

Y = (z—y)? (12.37)

fiihrt auf

v=x—y, u=1-—u*,

Trennung der Variablen ergibt

1
/1_u2du:/1d:c:a:+c.

Stammfunktion von 1/(1—u?) ist die Umkehrfunktion tanh ™" des Tangens hyperbolicus

sinh(z) e*—e™®
tanh(z) = = . 12.38
anh(z) cosh(z) e*+e™® ( )

Es ist also
tanh ™ (u) =z + ¢,

also
u(z) = tanh(x + ¢),

und damit erhalten wir
y(x) = —u(r) = z — tanh(x + ¢) (12.39)

als Losung von ((12.37)).

Die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Die homogene lineare Differential-
gleichung 1. Ordnung hat die Form

Y +a(z)y=0, (12.40)

wobei a eine gegebene Funktion ist. Man kann sie ebenfalls durch Trennung der Variablen
16sen, die allgemeine Losung ergibt sich als
y(z) = ce™@ ¢ eR, (12.41)
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wobei A eine Stammfunktion von a ist,
A'=a. (12.42)
Dass y aus tatsichlich eine Losung ist, ergibt sich aus
y'(@) = cem @ (~A(x)) = —a(z)y(x).

Beispiele: Fiir

Yy +2y=0
1st
a(r) =2, Alx)=2z, y(x)=-ce .
Fiir
Yy + 22y =0
ist

2

alz) =22, Alx)=2%, ylo)=ce ™ .
Die zu ((12.40) inhomogene Gleichung lautet

Y +a(x)y = f(z), (12.43)

wobei aufler a auch f eine gegebene Funktion ist. Sei A wieder eine Stammfunktion von
a. Ist y eine Losung von ([12.43)), und setzen wir

2(x) = y(a)e'™, (12.44)
so gilt
(@) =y () +y(2)et DA () = (v () + al2)y(x))e’™ = f(a)e®.

Sei nun xy € R fest gewahlt. Integration fiithrt auf

T

2(z) = 2(z0) + / Z(s)ds = z(x) +/ A f(s)ds,

dy) xo
und Multiplikation mit e=4(®) ergibt

o) = (A a) + [ A f5)as) (12.15)

o
Die allgemeine Losung von ((12.43|) l&sst sich schreiben als
y(z) = e 4@ (c+/ e f(s) ds>

o

= ce”A@) —I—/ eA=A@ £(5) ds . (12.46)

zo

Setzt man als Anfangswert
y(xo) = Yo (12.47)
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fest, und wihlt man auBlerdem A so, dass A(zg) = 0, so ergibt sich aus ((12.45))

y(z) = e 4@ (yo + / ") f(s) ds) : (12.48)

o

Vergleicht man diese Formel mit der Losungsformel fiir die homogene Gleichung,
so stellt man fest, dass die Konstante ¢ in durch eine nichtkonstante Funktion
(die, die in in der grofilen Klammer steht) ersetzt wurde. Dementsprechend wird
Formel oft mit dem Namen Variation der Konstanten belegt.

Als Beispiel betrachten wir
y +2y =sinx.

Die allgemeine Losung ist

und die Losung zum Anfangswert y(0) = 3
y(r) = 3e " + / 2= sin(s) ds .
0

Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Wir betrachten
y" + 2a(x)y + b(x)y =0, (12.49)

wobei a, b gegebene Funktionen sind. Seien y1,y, : I — R zwei Losungen von ((12.49)) auf
einem Intervall /. Dann ist jede durch

y(z) = iy (z) + caya(z), cr1,00 €R, (12.50)

definierte Funktion ebenfalls eine Losung von ((12.49)), da

y'(x) + 2a(z)y (z) + b(x)y(z) =
= a1y (¥) + cayy () + 2a(x) (c1y; () + oy () + bleryi (w) + caya(w))
= c1 (Y] (z) + 2a(z)y; (z) + by1(2)) + c2(¥5 () + 2a(z)ys () + bya(x))
=c-0+c-0=0.

Jede Linearkombination zweier (und damit auch endlich vieler) Lésungen ist also wieder
eine Losung. Diese Eigenschaft bezeichnet man als Superpositionsprinzip. Es gilt fiir
homogene lineare Gleichungen (das heift lineare Gleichungen, bei denen die rechte Seite
gleich 0 ist).

Da es lineare Differentialgleichungen in ganz unterschiedlicher Form gibt, ist es zweck-
méafig, sie von einem allgemeineren Standpunkt her zu betrachten. Ist y : I — R eine
Funktion (hier: zweimal differenzierbar), so definieren wir eine neue Funktion L[y] : [ — R

durch die linke Seite von ([12.49)),

(LlD(x) = y"(x) + 2a(z)y'(x) + b(x)y(z) , (12.51)
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wobei a und b wie oben gegebene Funktionen sind. Hierdurch wird eine Abbildung L
definiert, welche Funktionen y auf andere Funktionen L[y] abbildet. L heifit Differen-
tialoperator. Die Differentialgleichung ([12.49)) lasst sich nun kurz schreiben als

Ly =0. (12.52)

Gleichung (12.52)) ist eine Gleichung zwischen zwei Funktionen, gemeint ist also, dass die
durch ((12.51)) definierte Funktion, die auf der linken Seite von ((12.52)) steht, gleich der

Nullfunktion ist. Die Linearitét der Differentialgleichung driickt sich nun in der Beziehung
Llciyy + cayo] = e1 L] + e L[ya] (12.53)

aus, welche fiir alle zweimal differenzierbaren Funktionen y;, 3, und alle ¢;,co € R gilt.

L ist eine lineare Abbildung L : X — Y im Sinne der Linearen Algebra, sobald man
geeignete Vektorrdume X und Y definiert hat. Das kann man tun, es handelt sich da-
bei um Vektorrdume, deren Elemente Funktionen sind, solche Vektorrdume nennt man
Funktionenrdume.

Sind 1, y» Losungen von ([12.49)), so ergibt sich das Superpositionsprinzip aus der Rech-
nung
Llciyr + o] = 1 L[yn] + coallye] = c1-0+¢2- 0= 0.

Wir betrachten nun den Spezialfall der konstanten Koeffizienten
y' +2ay +by=0, abeR. (12.54)

Als Losungsansatz wahlen wir
y(x) = e . (12.55)

Setzen wir ((12.55)) in ((12.54) ein, so erhalten wir

(A% 4 2a\ + b)eM = 0.

Diese Gleichung ist (unabhéngig davon, welchen Wert x hat) genau dann erfiillt, wenn A
eine Losung der quadratischen Gleichung

AN+ 2a\+b=0 (12.56)
ist. Diese Gleichung hat die beiden Losungen
)\172 =—azxv a?—>b. (1257)

Wie bei quadratischen Gleichungen iiblich, unterscheiden wir drei Fille.

Fall 1, a® > b. Beide Losungen von ((12.57)) sind reell, zugehorige Losungen von ((12.54))
sind
yi(z) =N, ya(x) =2, (12.58)

die allgemeine Losung ist
y(x) = c1eM” 4 e (12.59)

Das Verhalten der Losungen fiir x — oo hiingt vom Vorzeichen von A; und A\, ab. Gilt
a>0und b > 0, so sind A\; < 0 und Ay < 0, und

lim y(z) =0, (12.60)

T—r00
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fiir jede Losung . Falls a < 0, b > 0, so sind beide \; positiv, und alle Lésungen sind
exponentiell wachsend. Bei anderen Konstellationen kénnen A; und A\, unterschiedliche
Vorzeichen haben, etwa A\; > 0 > \s. In diesem Fall dominiert die exponentiell wachsende
Komponente (aufer wenn ¢; = 0) fiir x — oco. Ein Beispiel ist etwa die Gleichung

y'+2y —3y=0.
Die Gleichung
N 4+2X-3=0

hat die beiden Losungen \; = 1, Ay = —3, die allgemeine Losung der Differentialgleichung
ist also
y(z) = cre” + e, ¢, 0 €ER.

Fall 2, a® = b. Es gilt dann

/\1 = )\2 = —a, sei A = )\1. (1261)
Neben
yi(z) = e
ist auch
ya(z) = re®

eine Losung, wie man durch Einsetzen in (12.54)) nachpriifen kann. Die allgemeine Losung
ist

y(x) = (c1 + cox)e™ . (12.62)
Fiir sie gilt
lim y(z) =0 (12.63)
T—00

genau dann, wenn a > 0 (bis auf den Ausnahmefall der trivialen Losung y = 0). Als
Beispiel betrachten wir die Gleichung

y'+4y +4y=0.

Die Gleichung
N 44N +4=0

hat die doppelte Nullstelle A = —2, die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist

also

y(z) = (c1 + CQIE)G_Q“T, ci,¢c € R.

Fall 3, a? < b. In diesem Fall gibt es zwei konjugiert komplexe Losungen
Mo=—-atiw, w=vVb—a?. (12.64)

Die zugehorigen Losungen geméf dem Ansatz (12.55)) sind

—artiwe

T12(x) =e = e *(cos(wzx) L isin(wz)). (12.65)

Diese Losungen sind allerdings komplexwertige Funktionen. Bilden wir daraus die Line-
arkombinationen

1, . 1. .. .
Y1 = 5(92 +71), Y= 5(@2 — i),
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so erhalten wir die reellen Losungen

yi1(z) = e “ceos(wz), yolr) = e “sin(wx),

und hieraus die allgemeine Losung
y(x) = cre”*" cos(wx) + cae” " sin(wz) . (12.66)

Der Fall 3 beschreibt Schwingungsvorgénge. Ist a = 0, so ergibt sich eine periodische
Losung (ungeddmpfte Schwingung). Die zugehorige Differentialgleichung lautet

y' +by=0, (12.67)
man nennt sie die Gleichung des harmonischen Oszillators. Die Situation a > 0 be-
schreibt eine gedédmpfte Schwingung, deren Amplitude fiir x — oo exponentiell abklingt.

Wir betrachten nun die zugehorige inhomogene Gleichung
y" +2ay" + by = f(z), (12.68)

wobei zusétzlich zu den Koeffizienten a, b € R eine Funktion f gegeben ist. Sie steht in der
Regel fiir eine duBere Einwirkung (etwa eine Kraft) auf das durch die Differentialgleichung
beschriebene System.

Es stellt sich heraus, dass das Superpositionsprinzip in derselben Form wie bei linearen
Gleichungssystemen gilt, das heifit, die allgemeine Losung von (12.68) hat die Form

y(x) = §(x) + iy (z) + capa(a) , (12.69)

wobei g eine feste Losung der inhomogenen Gleichung ((12.68) und ciy; + coys die wie
oben bestimmte allgemeine Lésung der homogenen Gleichung ist. In der Schreibweise mit
Differentialoperator erhélt die inhomogene Gleichung nédmlich die Form

Lly|=f. (12.70)
Die Tatsache, dass jede Funktion der Form (12.69)) eine Losung von (|12.68)) ist, ergibt sich

aus der Rechnung

Lly] = L[§ + ciy1 + caya] = L[] + Llciys + caye] = f+ 0= f.

Es erhebt sich nun die Frage, wie man eine einzelne Losung ¢ der inhomogenen Gleichung
bestimmen kann. Eine Moglichkeit stellt die Methode der Variation der Konstanten
dar. Deren Idee ist der Ansatz

() = er(@)yn(x) + co(2)y2() (12.71)

wobei y; und ys Losungen der homogenen Gleichung sind. Man will nun die Funktionen
¢; und ¢y so bestimmen, dass gilt. Setzt man zu diesem Zweck (12.71]) in ((12.68)
ein, so erhélt man eine Gleichung fiir die beiden unbekannten Funktionen ¢; und c;. Man
kann dann eine der beiden Funktionen beliebig vorgeben und die andere aus der Gleichung
bestimmen. Das wollen wir aber hier nicht im Einzelnen behandeln.

Nichtexistenz und Nichteindeutigkeit. Nicht jedes Anfangswertproblem hat eine
Losung. Beispiel: I = [0, 1],

/o - _1a y>07 o
y—f(y)—{l, Y <0, y(0) =0. (12.72)
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Ist y Losung in I, so ist y stetig in /. y kann aufler in ¢ = 0 keine weitere
Nullstelle in (0, 1] haben, da andernfalls (Satz von Rolle) 3/(7) = 0 fiir ein
7 € (0,1). Ist y(t) > 0 fiir alle ¢ > 0, dann ist y/(f) = —1 fiir alle ¢ > 0, also
y streng monoton fallend im Widerspruch zu y(0) = 0. Fiir den Fall y(¢) < 0
ergibt sich ein analoger Widerspruch.

Man beachte, dass (12.72)) auf I = [—1, 0] eine Losung hat, ndmlich y(t) = t. Auf I = [0, 1]
erhalten wir eine Losung, ndmlich y = 0, falls wir die Definition von f modifizieren zu

_17 y>07
vy =fy) =40, y=0, (12.73)
I, y<0.

Manche Anfangswertprobleme haben mehrere Losungen. Beispiel:

v =]y, y(0)=0. (12.74)

Aufler der Funktion y = 0 ist beispielsweise auch

L2 t>0
=<4 ' 12.75
(1) {07 2o (1275)

eine Losung. In diesem Fall ist die rechte Seite f stetig, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
differenzierbar, und die Losung ((12.75]) ist stetig differenzierbar, aber im Punkt ¢ = 0

nicht zweimal differenzierbar.

Systeme von Differentialgleichungen. Wir betrachten ein System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung, in Vektornotation geschrieben als

¥y =fty), (12.76)
sowie das zugehorige Anfangswertproblem
y'=fty), ylto) =y. (12.77)

Die gesuchte Funktion y besteht aus d Komponenten, y = (y1,...,%4), und (12.76) be-
deutet komponentenweise

yi = fl(t7y17"'7yd)

y& = fd(t7y17"'ayd)‘

Die Definition einer Losung ist vollig analog zum Fall einer einzelnen Gleichung (der Fall
d=1).Ist f: D — R¢mit D C R x R?, so heifit y : I — R? eine Losung von ((12.76]) auf
einem Intervall I, falls y in I differenzierbar ist und fiir alle ¢ € I gilt, dass (¢,y(t)) € D
und

y'(t) = f(ty(t)) (12.78)

Falls auflerdem (to,v0) € D gegeben ist und y(ty) = yo gilt, so heifit y Losung des An-
fangswertproblems ((12.77)) in [.
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Héngt f nicht von y ab, so ist (wie im Fall einer einzelnen Differentialgleichung)

o0 =+ | f(s)ds

eine Losung des Anfangswertproblems ((12.77)), falls f stetig ist. (Die Komponentenfunk-
tionen 7; von y sind Stammfunktionen der Komponentenfunktionen f; von f.)

Differentialgleichungen héherer Ordnung (d.h. solche, in denen auch Ableitungen hoher-
er Ordnung der unbekannten Funktion auftreten), konnen auf die Form ([12.76]) zuriick-
gefithrt werden. Ist etwa gesucht eine Funktion 2z : I — R als Losung von

2D =gt 2,2, D), (12.79)

so fihren wir die neuen Variablen

n=z, ya=2,...,ys=2"""Y
ein und erhalten die Form , indem wir setzen
Y=Y, Yo=Ys, - Ya=09t Y1, Ya).
Als Anfangswerte sind Werte fiir 2(ty), . . ., 2479 (o) vorzuschreiben.

Ein Beispiel dafiir stellt der geddmpfte harmonische Oszillator
m2" + 02 +kz=0, m,b, k Konstante,

dar, den wir (mit anderen Bezeichnungen) bereits behandelt haben. Seine Umschreibung

in ein System ergibt
k b

Y=Yz, Yo=——Y1— —2.
m m

Existenz und Eindeutigkeit. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y/ - f(tv y) ’ y(tO) =Y%o- (1280)

Satz 12.1 Sei D C R x R? offen, sei f: D — R? stetig differenzierbar, sei (to,yo) € D.
Dann gibt es ein § > 0, so dass das Anfangswertproblem (12.80}) auf dem Intervall I =
(to — 6,tg + 0) eine eindeutige Losung y : I — R hat.

Diesen Satz kann man auf verschiedene Arten beweisen. Eine Moglichkeit ist
es, zu einer gegebenen Schrittweite h > 0 den Polygonzug vy, (eine stiick-
weise lineare Funktion) zu betrachten, der vom Eulerverfahren geliefert wird.
Man kann dann zeigen, dass fiir h — 0 die Funktionen y; gleichméfig gegen
eine Funktion y konvergieren, und dass diese Funktion y das Anfangswertpro-
blem 16st. Damit erhélt man die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit der
Losung. Letztere erhélt man aus einem zweiten Schritt, indem man beweist,
dass die Abstédnde zweier Losungen sich durch ein Vielfaches der Abstédnde
am Anfangspunkt (¢o, 7o) abschétzen lassen (und folglich gleich 0 sind, wenn
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beide Losungen vom selben Punkt starten). Eine andere Moglichkeit (der Satz
von Picard-Lindelof) ist es, eine geeignete Fixpunktiteration anzusetzen und
zu zeigen, dass die Losungen des Anfangswertproblems mit den Fixpunkten
der Iterationsvorschrift {ibereinstimmen, und dass die Iteration gegen einen
Fixpunkt konvergiert, der wiederum eindeutig bestimmt ist.

Satz ist ein lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz, er garantiert die Losbarkeit auf
einem (moglicherweise sehr kleinen) Existenzintervall. Ob und wieweit sich die Losungen
fortsetzen, ist unterschiedlich. Hier einige Beispiele: Das AWP

y=y*+1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

T T
t) = tant, ]:(——,—).
y(t) = tan 53

Das AWP
v =y, y0)=1,
hat die Losung und das maximale Existenzintervall

y(t):%, = (—o00,1).

Das AWP
y=y*-1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

y(t) = tanht, [=R.

In allen diesen drei Beispielen ist die rechte Seite stetig differenzierbar. In den beiden ersten
Beispielen kann die Losung nicht auf ganz R fortgesetzt werden, da sie eine Polstelle hat.

Etwas anders gelagert ist die Situation fiir das AWP

1
y'=—, y0)=1.

Hier ist D = {(t,y) : y # 0} = R x (R \ {0}), die Losung ist

1
y(t) =v2t+1, und = <—§,oo>

ist das maximale Existenzintervall. Es gilt hier

lim (t, y(t)) = (—1,0) €aD.

-1 2

Es sind also drei verschiedene Fille fiir das Verhalten der Losung fir ¢ > ¢y (analog t < t¢)
erkennbar.
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1. Die Losung existiert fiir alle ¢t > .

2. Es gibt ein b > £y mit
i (1) = oc.
t<b

3. Es gibt ein b > ty mit
lim dist (¢, y(t)),0D) = 0.

t<b
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13 Das Integral im Mehrdimensionalen

Wir beschéftigen uns zuerst mit dem zweidimensionalen Fall.

Definition des Integrals auf achsenparallelen Rechtecken in der Ebene. Sei
Q= [a,b] X [c,d], (13.1)

das heiBt, € ist ein achsenparalleles Rechteck im R?. Fiir eine Funktion f :  — R wollen
wir das “zweidimensionale” Integral

/ flz,y)dxdy (13.2)
Q

definieren. Seine Konstruktion erfolgt analog zum eindimensionalen Fall. Seien

Zy =A{xo,...,xp}, wobei a=xy<z1<---<z,=0,

13.3
Z2:{?Jo,-~-,ym}, wobeli c=yo <y <-- - <Yn=4d, ( )

Zerlegungen von [a, b] bzw. [c, d]. Hieraus ergibt sich eine Zerlegung Z von [a, b] X [c, d] in
nm Rechtecke
Qij = [rim1, i) X lyj—1,y5], 1<i<n, 1<j<m. (13.4)
Eine Funktion f : 2 — R der Form
flx,y) =cij, fallsz e (xi_1,2:), v € (yj-1,Y5), (13.5)

mit gegebenen ¢;; € R heifit Treppenfunktion zur Zerlegung Z. (Welchen Wert f
auf den Réndern der Rechtecke @);; annimmt, ist uns gleichgiiltig.) Fiir diese Funktion f
definieren wir

/ [l y)dedy = cij(wi — 1) (y; — yj-1) (13.6)
Qij
das ist gerade das Volumen des Quaders mit Grundfliche @);; und Héhe ¢;;, und weiter

//fmydxdy—ZZ//fxydxdy—zz% —xi—1)(y; —yj-1) . (13.7)
i=1 j=1 =1 j=1
Wir betrachten nun eine beliebige beschrankte Funktion f : Q2 — R, sei etwa
|f(z,y)| < C, fiir alle (2,y) € [a,0].

Wir fixieren eine Zerlegung Z der Form - Sind ¢, ¥ : © — R Treppenfunk-
tionen zur Zerlegung Z mit

o(z,y) < flz,y) <d(z,y), firalle (z,y) € Q, (13.8)
so folgt aus (13.7), angewandt auf ¢ und ¢, dass

//go(x,y) da dy < //w(:t,y) d dy . (13.9)
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Das Integral von f soll einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben. Wir setzen nun

mij = inf f(xv y) ) Mz = sup f(xv y) ) (1310)
(@) €Qs (z.9)€Q4;

und definieren die Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung Z durch

Uz(f) = // o(x,y)dedy, wobel p(x,y)=m;; fir (z,y) € Qij, (13.11)
0
Q

Nach gilt
Uz(f) < Oz(f)- (13.13)

Ziel ist, dass das Integral von f einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben soll.

Ist Z eine feinere Zerlegung als Z, das heifit eine solche, die aus Z durch Hinzufiigen
weiterer Teilpunkte entsteht, so gilt

Uz(f) <Uz(f) < 0;(f) < Oz(f). (13.14)

Man erhélt weiter, dass
Uz(f) < O3(f) (13.15)

gilt fiir zwei Zerlegungen Z und Z, indem man eine dritte Zerlegung Z betrachtet, die
sowohl fiir Z als auch fiir Z eine Verfeinerung ist. Wir definieren nun das Unterintegral
und das Oberintegral von f durch

U(f) =sup{Uz(f) : Z ist Zerlegung von Q}, (13.16)
O(f) = inf{Oz(f) : Z ist Zerlegung von @} . (13.17)

Aus der Definition von Supremum und Infimum folgt wegen (13.15)), dass
U(f) <O(f). (13.18)

Da das Integral von f fiir jede Zerlegung Z mindestens so grof§ wie Uz(f) und hochstens
so grofl wie Oz(f) sein soll, soll es auch zwischen den beiden Zahlen U(f) und O(f) liegen.
Ist nun aber

U(f)=0(), (13.19)

so gibt es dafiir nur eine Moglichkeit, namlich

/ / f(x.y) dzdy = U(f) = O(f). (13.20)
Q

Definition 13.1 (Integral)
Sei f : Q — R beschrdinkt. Falls gilt, also Unterintegral und Oberintegral von

f tbereinstimmen, so heifit f integrierbar, (genauer: Riemann-integrierbar) auf (),
und das Integral von f ist definiert durch (15.20)). O

125



Wie im Eindimensionalen ist das so definierte Integral linear und monoton, das heifit,

fiir integrierbare Funktionen f, g : Q2 — R gilt

//af(x,y)+Bg(:v,y)dwdy—a//f(w,y)dwdy+6//f(x,y)dwdy,

sowie

/f(x,y)dwdyS//g(%y)dxdy, falls f < gin Q,
Q Q

[ t@vdsas) < [[156wldzay.

und

a7/87€R7

(13.21)

(13.22)

(13.23)

Berechnung von Integralen auf achsenparallelen Rechtecken. Wir konnen das
zweidimensionale Integral auf Q = [a, b] X [¢, d] auf zwei eindimensionale Integrale zuriick-

fithren. Sei f : 2 — R eine Treppenfunktion wie oben,

f(x7y> = GCij falls € (xi—bxi)u ) € (yj—byj)

Fiir festgehaltenes y ist die durch z — f(z,y) definierte Funktion eine Treppenfunktion

im eindimensionalen Intervall [a, b] zur Zerlegung Z;, und es gilt

b n
/ flz,y)dx = Zcz-j(xz- —x,01), fallsy1 <y<uy;.
a i=1

Z/abﬂw,y)dl‘

ist wegen (|13.24)) eine Treppenfunktion in [, d] zur Zerlegung Z,, und es gilt

/ch(y) dy = in: [znzcz‘j(x T 1)] — Yj-1) / f(z,y) dxdy

j=1 Li=1

Die Funktion

nach Definition (13.7). Analog gilt fiir festgehaltenes x
/ flz,y dy—ZcU —yj—1), fallszy <z <,

und fir

folgt wie in (|13.26|)
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Insgesamt ergibt sich, dass fiir Treppenfunktionen gilt

éfmwmw:llf@m@mzllf@wm@. (13.30)

Der Satz von Fubini besagt, dass diese Formel auch fiir beliebige Funktionen f gilt, falls
| f| integrierbar ist, also falls

/V@MM@<M- (13.31)
Q

Satz 13.2 (Fubini)
Sei Q = [a,b] X [¢,d], f:Q — R, sei|f]| integrierbar auf Q2. Dann gilt

‘//f@;wdxdy_llaldfu;wdydx_lefo@;wdxdy. (13.32)

O

Aufer der Integrierbarkeit von | f| auf €2 sind keine weiteren Voraussetzungen erforderlich,
es ist z.B. gleichgiiltig, ob f stetig ist oder nicht.

Als Beispiel betrachten wir
//x2ydxdy, Q=10,1] x [1,2].
Q

Es gibt zwei Moglichkeiten, dieses Integral mit dem Satz von Fubini auszurechnen, je
nachdem ob man zuerst beziiglich y oder zuerst beziiglich x integriert. Entweder:

1 2 1 1
//nydxdy:/ / nydydx:/ 2 —y?
o J1 0 2
1

y=2

! 1
dr = / 2% — —?dx
0 2

Q y=1

3

1
= “rtdr = ~x
/0 2 2
2 1 2 [
//nydxdy:/ / mdexdy:/ —2y
1 Jo 1 \3
y=2

Oder:

Q

1
5"

In diesem Beispiel geht es sogar viel einfacher: Wir beginnen wie oben,

1 p2

//xzyda:dy:/ / w?y dy de |
0o J1

Q
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und beobachten nun, dass die xz-Abhéngigkeit im inneren Integral in Form eines Faktors

auftritt, also
1 p2 1 2
//nydydx:/ xQ/ ydydx .
0o J1 0 1

Wir stellen als néchstes fest, dass nunmehr das innere Integral nicht von x abhéngt und
somit als konstanter Faktor im dufleren Integral aufgefasst werden kann, also

1 2 1 2
/ x2/ ydydx:/ x2dx~/ ydy .
0 1 0 1

Die beiden Integrale auf der rechten Seite konnen direkt ausgewertet werden, insgesamt

ist also . ;
1 3 1
2dd=/2d-/d=—-—:—.
Q

Allgemein tritt dieser Fall dann auf, wenn der Integrand sich schreiben lésst als

f(z,y) = fi(z) - faly), (13.33)

dann ist

[ sy - / fiwyde / ") dy. (13.34)

Integrale auf héherdimensionalen achsenparallelen Quadern. Fiir einen Quader
Q= [alabl] X [a27b2] X [a/37b3]

im R? definieren wir das Integral, in diesem Fall Volumenintegral genannt,

///f(x,y,z) dx dy dz (13.35)

analog zum Zweidimensionalen, indem wir die Intervalle [a;, b;] durch Zerlegungen Z;, Z,
und Zs unterteilen, Q entsprechend in kleine Quader Q);j; zerlegen, Treppenfunktionen
(das heift, auf den einzelnen Quadern @);;; konstante Funktionen) betrachten, Unter-
und Obersummen definieren und das Integral durch die beschriebene EinschlieBung im
Grenzwert erhalten. Es gilt ebenfalls der Satz von Fubini, so dass die Berechnung von
(13.35)) auf die Berechnung von drei eindimensionalen Integralen zuriickgefithrt werden
kann, wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig gewéhlt werden kann,

b1 bo b3
///f(:v,y,Z)dwdydz:/ / f(z,y,2)dzdy dx
o a a2 as

bi by pbo
= flx,y,2)dydzdx
/61/1 /0:3 a ( ) (13.36)

b3 bo b1
=/ / f(x,y,z)dzrdydz,
as as al
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das sind 6 verschiedene Moglichkeiten. Als Beispiel betrachten wir

///ﬁymdm’ Q=10,1] x [1,2] x [2,3].

Wir rechnen nur eine Variante aus,

3 2 pl 3 2 [ v
/// 2?yzdr dy dz :/ / / 2?yzdx dy dz :/ / —23yz
2 J1 Jo 2 J1 \3
Q =
=2
3 2 31 Y 31
:/ / —yzdydz:/ —y?z dz:/ —zdz:§.
2 J1 3 5 6 t 9 2 4

Auch hier ist es aufgrund der Produktform des Integranden mdéglich, das dreidimensionale
Integral direkt in ein Produkt eindimensionaler Integrale zu zerlegen,

3 2 1
5 3 1 5
Qddd:/d-/d-/%l— ————— -
///wyz:z:yz 2zz1yy0xx2234
Q

Die allgemeine Formel fiir diesen Fall ist

dy dz

b b3

// fi(@) f2(y) f5(2) dx dy dz = 1 fi(z)dx - fa(y) dy - fs(z)dz.  (13.37)

al a2 as

Integrale im R? fiir d > 3 fiir einen achsenparallelen Quader
Q= [al,bl] X X [ad,bd]

werden analog definiert, es gilt ebenfalls der Satz von Fubini, also
by ba
/ /f T1y. .., 2q)day - dmd—/ fxl,...,xd)dxd---dxl, (13.38)

wobei die Reihenfolge der Integrale auf der rechten Seite beliebig abgedndert werden kann.

In der Mathematik hat sich als einheitliche Notation fiir Integrale im Mehrdimensionalen
die Form

/Qf(x) dx (13.39)

durchgesetzt, also genau wie im Eindimensionalen. Hier bedeutet {2 den Integrationsbe-
reich (bisher haben wir nur achsenparallele Quader behandelt), integriert wird eine skalare
Funktion f : Q — R, das Argument von f ist ein Vektor # € R3. Da die Dimension d
im Definitionsbereich von f implizit enthalten ist, ist es iiberfliissig, das Integralzeichen
d-mal hinzuschreiben; die Zerlegung in n eindimensionale Integrale ist erst dann relevant,
wenn man die Berechnung nach Fubini vornimmt.

Flicheninhalt von Teilmengen der Ebene. Ist 2 = [a,b] X [c, d] ein achsenparalleles
Rechteck, so ist sein Flacheninhalt gegeben durch

F(Q) = (b—a)d—c). (13.40)
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Wir wollen nun den Flicheninhalt einer beliebigen beschrinkten Teilmenge 2 C R? be-
stimmen. Wir wihlen dazu einen Quader der Form @ = [—M, M| x [—M, M], wobei M
so grofl ist, dass 2 C ). Wir definieren den Flédcheninhalt von € als

]‘7 (x7y)€Q7

0 @) Q (13.41)

F(Q) = // lo(z,y)dxdy, wobei lg(z,y) = {
Q

Der Flécheninhalt ist also definiert, wenn die Funktion 1g integrierbar ist. Wenn man den
Begriff “integrierbar” etwas allgemeiner fasst als in den in dieser Vorlesung angegebenen
Definitionen, so ist das fiir alle “normalerweise auftretenden” Mengen der Fall.

Die Bestimmung des Flécheninhalts wird durch auf den durch das Integral defi-
nierten Grenzprozess zuriickgefithrt, man kann sich das wie folgt vorstellen. Sei Z eine
Zerlegung von () in kleine Rechtecke @);;, wie in der Definition des zweidimensionalen
Bereichsintegrals. Die Menge 2 wird angenédhert von innen durch

Qz= |J Q. also QzCQ, (13.42)
Q;JCQ
und von auflen durch
7= J Qy, also QCQ”. (13.43)
ij
QN0

Es ist dann ¢ = 1g, eine Treppenfunktion, und

F(Qyz) = //gp(m,y) dx dy, (13.44)
Q

und analog 1 = 1z eine Treppenfunktion mit

F(Q%) = // Y(z,y)drdy. (13.45)
Q

Die Einschachtelung in der Definition des Integrals

[ ewwaray< [[1a@ydeay< [[ vy dsay
Q Q Q

entspricht also der Einschachtelung des Flacheninhalts
F(Qy) < F(Q) < F(Q%).

Ist Q C R? eine Menge, deren Rand aus Kurven besteht, so kénnen wir () mit dem
Satz von Fubini berechnen. Sei

Q={(z,y):a<z<b,c(zr) <y<dx)}. (13.46)

//1Q<x,y>dxdy=/_Z/_Zlgm,y)dydx
Q
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wird zu

F(Q) = / b / Oy = / ’ de) — ofx) e (13.47)

(x)
da auflerhalb der Integrationsgrenzen die Funktion 1q den Wert Null hat. Analog gilt fiir

Q={(z,y):c<y<d,aly) <z<by)}, (13.48)
dass
d  rb(y) d
F(Q)= / / ldxdy = / b(y) — a(y) dy . (13.49)
c Ja(y) c
Sei nun 2 die disjunkte Vereinigung zweier Mengen,
Q:gleQQ, leQQZ(D (1350)
Es ist dann
1Q = 191 —+ 1Q2 ,
und aus der Linearitéit des Integrals folgt
F(Q)=F()) + F(Q2). (13.51)

Ist 2 eine Menge, die sich aus endlich vielen Mengen der Form ([13.46|) oder ((13.48))
zusammensetzt, so erhalten wir aus ((13.47)), (13.49) und (13.51)) ihren Flicheninhalt F'(2)

durch Addition der entsprechenden Formeln.

Aus der Monotonie des Integrals folgt sofort, dass
F(Q) < F(Q), fallsQcQ, (13.52)

da in diesem Fall 1o < 14.

Es taucht die Frage auf, ob der Flicheninhalt einer Menge €2 C R? davon abhiingt, ob der
Rand von Q zu  gehort oder nicht. Ist etwa 2 = (0, 1) x (0, 1) das offene Einheitsquadrat,
so besteht 02 aus den 4 Randseiten einschliefllich der Ecken, und

Q=10,1] x[0,1] =QUIN.
Gemaf ((13.50) gilt, da die Vereinigung disjunkt ist,
F(Q) = F(Q) + F(09), (13.53)

so dass  und € denselben Flicheninhalt haben, falls F'(9€) = 0. Wir sagen, dass eine
Teilmenge N von R? eine Nullmenge ist, falls

F(N)=0. (13.54)

Man kann zeigen, dass der Graph einer Kurve diese Eigenschaft hat, falls die Kurve eine
endliche Lange besitzt. Das hat zur Folge, dass fiir alle Teilmengen der Ebene, deren Rand
aus endlich vielen solcher Kurven besteht, es fiir die Flachenbestimmung gleichgiiltig ist,
ob wir den Rand (oder Teile davon) mitbetrachten oder nicht.

Integrale auf allgemeinen Teilmengen. Wir behandeln zunéchst den zweidimensio-
nalen Fall. Ist f : 0 — R eine beschrinkte Funktion auf einer beschrankten Teilmenge
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und es ergibt sich

Q C R?, so betten wir Q wieder in einen Quader @ ein, setzen f auBerhalb von Q durch
0 fort und definieren

[ swwardy= [[ oty ardy,
Q Q

(13.55)
falls die Funktion f1q integrierbar ist. Das ist beispielsweise dann der Fall, wenn f stetig

ist und €2 einen Fldcheninhalt hat geméafl ((13.41)). Auch in diesem Fall ist das Integral
linear und monoton, und weiterhin analog zu ([13.51])

//fxydxdy—//fxydxdy+/ f(z,y)dxdy,

(13.56)
falls 2 die disjunkte Vereinigung von €2; und €25 ist. Weiterhin gilt

/f(x,y)dwdy:O, falls F(Q) =0
Q

(13.57)
das heifit, falls €2 eine Nullmenge ist
Hat ) die Form

Q={(z,y):a<z<b,c(zr) <y <dx)} (13.58)
so ergibt sich wie oben mit Fubini

//f(:);,y) d:rdy:/ab/cz)z)f(x,y) dy da . (13.59)
Q

Als Beispiel betrachten wir die Menge €2 deren Rand durch die Geraden y = x und y = 2
sowie die Kurve xy = 1 gegeben ist, und bestimmen

//x2ydxdy.
Q

Q=0,UQy,
mit

O = {(z,9):

Wir konnen €2 darstellen als

1 2 2 2
//x2ydxdy—//x2ydydx+
11
Q
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Wir konnen €2 auch darstellen als
Q={(r,y):1<y<2,

dann ergibt sich

2 1y 2 (1 |7 2 /1 1 57
Qdd_//de_/ e d_/ —— ) dy ==
//:cyxy L) vdedy= [\ gety | dy= | 3y 57 ) W=55
Q y T=-

Y
In hoheren Dimensionen geht das genauso. Fiir eine beschrinkte Menge 2 C R? definieren

/ /fxl,..., )dxq - dmd—/ /f x1, ..., xq)lo(x, ..., xq)day -+ day,

(13.60)
wobei () ein €2 enthaltender achsenparalleler Quader ist. Die im Zweidimensionalen gel-
tenden Rechenregeln gelten entsprechend auch in héheren Dimensionen.

Fiir Q C R3 ergibt
= ///1dxdydz (13.61)
Q

den Rauminhalt oder das Volumen von €.

Substitution, Koordinatentransformationen. Es kann giinstig sein, Integrale in an-
deren als den kartesischen Koordinaten zu berechnen. Es erhebt sich die Frage, wie sich
Integrale transformieren, wenn die Koordinaten transformiert werden, beispielsweise auf
Polar- oder Kugelkoordinaten. Wir brauchen dafiir eine Integrationsformel, die der Ket-
tenregel beim Differenzieren entspricht. Im Eindimensionalen ist das die Substitutions-
regel
T(b) b

i@ | e, (13.62)
Hierbei entspricht T einer Koordinatentransformation, und f ist die Funktion, die man
integrieren will.

Wir behandeln nun die Verallgemeinerung der Substitutionsregel auf den mehrdimensio-
nalen Fall. Sie heiit dann Transformationsformel und lautet in kompakter Notation

fla d:c_/f ) | det (Jr(£))] de (13.63)
T(Q)

Hierbeiist Q C R4, T : Q — RY, f : T(Q) — R, Jr bezeichnet die Funktionalmatrix von 7T,
das Integral ist als d-dimensionales Integral aufzufassen. Die Formel gilt jedenfalls
dann, wenn 7" auf einer {2 umfassenden offenen Menge @) definiert, stetig differenzierbar
und injektiv ist, und det(Jr(&)) # 0 ist fiir alle £ € Q.

Wir behandeln die Transformationsformel in einer Reihe von speziellen Situationen. Sei

T:R? 5 R?, T()=AE+b, AeR®? peR?, (13.64)
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eine affine Transformation in der Ebene. Es ist dann

unabhéngig von £, und ((13.63)) wird zu
/ f(z)dx = / f(AE +b) | det(A)| d¢ . (13.65)
T(Q) Q

Als Beispiel bestimmen wir die Fléche einer Ellipse mit Mittelpunkt 0 und den Halbachsen
a und b. Wir setzen

x? a2
Q’:{(wl,xg):a—;—i—b—gﬁl}-
Es ist
a 0
V=T(Q), Q@={:(eR ¢ll<1}, T(&)=4A¢, AZ(o b)'
Aus ([3:63) folt

F(Q) = // ldry deg = // abd&; dés = abF () = wab,
oY 0

da der Einheitskreis die Flache 7 hat.

Als weiteres Beispiel bestimmen wir das Integral

// T1T9 dIl dl’g, (1366)
Q/

wobei ' C R? das Parallelogramm mit den Ecken (0,0), (1,1), (2,0) und (3,1) ist. Wir
fithren das Integral {iber das Parallelogramm auf ein Integral iiber dem Einheitsquadrat

Q=1[0,1] x [0,1]
zurilick, indem wir setzen
2 1
Mit
f(fl?1,$2) = 1122

erhalten wir

rag =1 (M%) —ea e, T@ =0, a2,

also

{/ T1To dry drey = é/@& + &) - 2dEy do = /01 /01 4€,&y + 265 dEy dEy = g _
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Wir betrachten die Transformation von Polarkoordinaten auf kartesische Koordi-
naten,

T(r,¢) = (rcosp, rsiny). (13.67)
In diesem Fall ist
__[cosp —rsing B
JT(ra 90) - (sin ) 7 COS ) ) det JT(T7 @) =T, (1368)

also wird ([13.63)) zu
//f(x,y) dx dy = // f(rcosg,rsinp)rdedr. (13.69)
T(Q) Q
Als erstes Beispiel berechnen wir nochmals die Flédche der Einheitskreisscheibe. Fiir
Q=(0,1) x [0, 2m)

ist T'(Q2) gerade die offene Einheitskreisscheibe (ohne den Nullpunkt, was fiir die Integra-
tion keine Rolle spielt), und

2w 1 1
F(T(Q))://1dwdy://rdrd90:/ / rdrdg0:27r§:7r,
() 0 o 70

Wir betrachten nun den Ubergang von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordi-
naten im Dreidimensionalen. Die Transformationsvorschrift ist

T(r,0,9) = (rsinfcosp,rsinfsinp,rcosd), T:(0,00) x (0,7) x (0,27) — R>.

(13.70)
Die zugehorige Funktionalmatrix ist
sinflcosyp rcosfcosp —rsinfsing
Jr(r,0,0) = | sinflsing rcosfsing rsinfcosp |, (13.71)
cos 6 —rsinf 0
mit der Determinante
det Jr(r,0,¢) = r’sinf . (13.72)

Die Transformationsformel ([13.63)) nimmt die Form an (man beachte 0 < § < 7, so dass
sinf > 0)

///f(x,y,Z)dxdydz
()
:///f(rsin@cosgp,rsin@singp,rcosﬁ)rzsin(?drdedgp. (13.73)
0

Als Beispiel betrachten wir das Volumen und den geometrischen Schwerpunkt des Kugel-
oktanten
Q' ={(z,y,2): ®+9y*+2°<1,0>0,y >0,z >0}. (13.74)
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Es ist - -
V=T(Q), Q=(01)x(0.2)x(0,5).

Es folgt

Lors 3
V(Q’):///1dxdydz:///rzsinedrdechp:/o /0 /0 r?sin 0 dr d6 dip
o Q

! 3 ] 1 T T
= 2d~/ '9d9~/ ldp=--1-—=—.
/07” T ; sin ; %) 3 5 6

Fiir die z-Koordinate des geometrischen Schwerpunkts gilt

rg = ﬁ///xd:cdydz, (13.75)
Q/
also

xS-V(Q'):///a:d:vdydz:///TSiﬂGCOSgp-TQSiDGdrdego
o7 Q
Lors 13 1 2 2
:/ / / rsin@cosgo-ﬁsinGdrd@dgoz/ r?’dr-/ sin29d¢9-/ cos pdp
0o Jo Jo 0 0 0
1 7 s

:—~—~1: s
4 4 16
also
3

.I'Szg.

Aufgrund der Symmetrie der Konfiguration muss s = ys = zg gelten.
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14 Der Fixpunktsatz von Banach

Wir greifen nochmals das Thema “Fixpunktiteration” auf, welches wir bereits im 2. Ka-
pitel angesprochen hatten.

Definition 14.1 (Fixpunkt)
Sei X Menge, f: X — X. Einx e X mit

r = f(z) (14.1)

heifst Fixpunkt von f. Die Iteration
T = f(zr), w0 € X gegeben, (14.2)
heifit Fixpunktiteration. O

Fixpunktséitze machen Aussagen iiber Losungen der Fixpunktgleichung x = f(x), etwa
iiber Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten, unter gewissen Voraussetzungen an X
und f. Fixpunktsétze stellen ein zentrales Werkzeug der Analysis dar.

Der Fixpunktsatz von Banach ist zugeschnitten auf metrische Radume, das sind Mengen,
in denen zu je zwei Punkten z,y der Abstand d(x,y) dieser beiden Punkte definiert ist.
Ist X eine Menge, so verlangen wir von der Abstandsfunktion d : X x X — R, dass fiir
beliebige Punkte z,y, z € X gilt

d(z,y) >0, dz,y)=0 < z=y,

d(z,y) = d(y,z), (14.3)
d(z,z) <d(z,y) +d(zx, z).

Definition 14.2 (Metrischer Raum)
Sei X Menge, d : X x X — R. Falls qilt fiir alle x,y,z € X, so heifit d Metrik und
(X, d) metrischer Raum. O

Setzen wir X = R¢ und d(z,y) = ||z — y||, so sehen wir aufgrund der Eigenschaften der
Norm, dass der d-dimensionale Raum R? ein metrischer Raum ist.

Setzen wir X = C'a, b], definiert als die Menge aller stetigen Funktionen auf dem Intervall
[a, b], und
d(f,9) = lf = glloc := max [f(t) = g(t)],

tela,b]

so erhalten wir ebenfalls einen metrischen Raum, er hat unendliche Dimension im Sinne
der Linearen Algebra.

Definition 14.3 (Lipschitz-Stetigkeit)
Seien (X,dy), (Y,dy) metrische Riume. Fin f : X — Y heifft Lipschitz-stetig mit der
Lipschitz-Konstante L, falls gilt

do(f(x1), f(x2)) < Ldy(xq,22),  fiir alle x1,29 € X. (14.4)
FallsY = X, dy =dy und L < 1, so heifit f Kontraktion. O
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Eine Abbildung f ist also eine Kontraktion, wenn durch ihre Anwendung die Abstédnde
zwischen beliebigen Punkten um mindestens den Faktor L < 1 verkleinert werden.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so heifit x € X Grenzwert der Folge (x,,)nen, falls

lim d(z,,z) =0

n—oo
gilt.
Definition 14.4 (Vollstindigkeit)
Sei (X,d) metrischer Raum. Eine Folge (z,)nen heifft Cauchyfolge in (X, d), falls gilt

lim sup d(zgim,zx) =0. (14.5)

k—oo m>1
Der metrische Raum (X, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchyfolge einen Grenzwert hat.
U

Man kann zeigen, dass die beiden Riume R? und Cla, b] vollstindig sind, wenn sie mit
der oben angefithrten Metrik versehen werden.

Satz 14.5 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz)
Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, f: X — X Kontraktion. Dann gilt:

(1) f hat genau einen Fixpunkt x.

(i1) Fir jedes xg € X konvergiert die durch die Fizpunktiteration xy1 = f(xy) definierte
Folge (zx)ren gegen x.

(11i) Ist L < 1 eine Lipschitz-Konstante fir f, so gilt die Fehlerabschditzung

L
d(l’k,l’) < ﬁd(fpk—hxk)- (146)

(Veranschaulichung der Fixpunktiteration fiir X = R, siehe Bilder in der Vorlesung.)

Beweis: Sei xy € X beliebig, sei L < 1 Lipschitz-Konstante fiir f. Dann gilt fiir die durch
die Fixpunktiteration definierte Folge (z)ren

d(xg, tr1) = d(f(xr_1), f(zr)) < Ld(zg_1,zr), fiir alle k € N,
also (mit Induktion)
d(xg, 2per) < LFd(z9,21),  fiir alle k € N,
also fiir alle k,m € N

d(ﬂ?k, l’k+m) < d(xk, $k+1) + ...+ d(fﬁmmfl, $k+m)

m—1
S Lkd(l’g,xl) + ...+ Lk+m_1d<l’0, .131) == Lk (Z LJ> d(ZE(),.Tl)

d(xg,x1) da L < 1.
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Die Folge (z)ren hat also die Eigenschaft ((14.5) und konvergiert also wegen der Vollstén-
digkeit von X gegen ein x € X. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgt wegen

0 < d(f(xx), f(x)) < Ld(xk, ),

dass f(zx) gegen f(x) konvergiert, und daher

r= lim zy = lim f(xx_1) = f(x).
k—o0 k—ro0

Somit ist x tatséchlich ein Fixpunkt von f. Ist y ebenfalls Fixpunkt von f, so gilt

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < Ld(x,y),

also (1 — L)d(z,y) <0, also d(z,y) = 0 und damit z = y. Zum Beweis von (14.6|) zeigen
wir wie oben

m—1
. L
d(zg, Thpm) < L <]ZO LJ) d(zp-1,z)) < ﬁd(ﬂck—l,ﬂﬁk)a
also
d(zg, ) = nll_ffloo AT, Trm) < md(mk—bmk)-

O

Man kann den Banachschen Fixpunktsatz benutzen, um zu zeigen, dass das in Kapitel 12
behandelte Anfangswertproblem

y/ = f(t7 y) ’ y<t0) =%o,

zumindest auf einem hinreichend kleinen Intervall um ¢, eine eindeutige Losung hat, falls
die rechte Seite f Lipschitz-stetig ist. Man kann ihn aulerdem benutzen, um zu zeigen,
dass viele der zur Losung grofler linearer Gleichungssysteme

Ax =10

verwendeten iterativen Verfahren tatsédchlich gegen eine Losung konvergieren, und zwar
mit einer Konvergenzrate, die sich letztlich aus der Fehlerabschétzung ((14.6)) ergibt.
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