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1 Aussagen, Mengen, Induktion, Quantoren

Wir beginnen mit der Frage, wie wir in der Mathematik tiber etwas reden und was wir
erreichen wollen.

Wir gehen davon aus, dass wir die natiirlichen Zahlen
0,1,2,3,4,...

kennen und wissen, wie man sie addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert. (Ob man
die Null als natiirliche Zahl betrachtet oder nicht, ist reine Verabredungssache. In dieser
Vorlesung gehort sie dazu.)

In der Mathematik befassen wir uns mit Aussagen, zum Beispiel mit der Aussage
12 ist durch 3 teilbar. (1.1)

Wir wissen, dass (1.1)) wahr ist, da 12/3 = 4 gilt und kein Rest bleibt.

Eine mathematische Aussage ist “etwas”, was entweder wahr oder falsch ist. (Das
definieren wir nicht genauer. Jedenfalls ist “Servus!” keine mathematische Aussage.)

Wir betrachten als néchstes eine kompliziertere Aussage:
Jede durch 6 teilbare natiirliche Zahl ist auch durch 3 teilbar. (1.2)

Wiéhrend in ((1.1)) nur von zwei ganz bestimmten Zahlen (12 und 3) die Rede ist, handelt
(1.2) von “beliebigen” Zahlen. Wir kénnen nun einzelne Zahlen betrachten, die durch 6
teilbar sind, also etwa 6,12,18,24,30. In jedem Fall stellen wir fest, dass sie auch durch 3
teilbar sind. Aber wie wollen wir herausfinden, ob das fiir jede solche Zahl gilt? Das sind
ja unendlich viele. Aber wir werden gleich sehen wie.

Beide Aussagen (1.1)) und (1.2 sind Beispiele fiir mathematische Satze. Ein mathema-
tischer Satz oder kurz Satz besteht aus Voraussetzung und Behauptung.

In ((1.1]) ist “12 ist durch 3 teilbar” die Behauptung. Die Voraussetzung steht nicht explizit
da, sie besteht aus unserem Vorwissen iiber die Rechenregeln fiir natiirliche Zahlen.

Typischer ist Beispiel (1.2)):

Voraussetzung: n ist eine durch 6 teilbare natiirliche Zahl. (13)
Behauptung: n ist durch 3 teilbar. '
Sowohl Voraussetzung als auch Behauptung enthalten eine Variable, in diesem Fall ist
sie mit “n” bezeichnet. (Unser unausgesprochenes Vorwissen iiber natiirliche Zahlen ist
ebenfalls Bestandteil der Voraussetzung.)

Je nachdem, welche Zahl n man in (1.3)) betrachtet, konnen Voraussetzung und Behaup-
tung — fiir sich genommen — wahr sein oder auch nicht. Ob der Satz (in der Formulierung
(1.2) bzw. (1.3)) wahr ist oder nicht, ist eine véllig andere Frage.

Ein mathematischer Satz ist wahr (man sagt auch: richtig), falls “aus der Voraussetzung
die Behauptung folgt”, das heift, falls die Aussage

Immer wenn die Voraussetzung wahr ist, ist auch die Behauptung wahr (1.4)
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zutrifft (d.h. wahr ist). Falls (1.4)) nicht zutrifft, so ist der Satz falsch.

Um einen Satz als wahr zu erkennen, fiihrt man einen Beweis. Beweise konnen unter-
schiedliche Struktur haben, wir besprechen zuerst den direkten Beweis. Ein direkter
Beweis besteht darin, durch “schrittweises logisches Schliefen” von der Voraussetzung
zur Behauptung zu gelangen. Hier ist ein direkter Beweis fiir den Satz (1.3)):

Sei n eine beliebige durch 6 teilbare natiirliche Zahl. Wir setzen m = n/6. Da
n nach Voraussetzung durch 6 teilbar ist, ist m ebenfalls eine natiirliche Zahl.
Es folgt n = (n/6) - 6 = 6m und weiter n/3 = (6m)/3 = (6/3) - m = 2m. Da
2m eine natiirliche Zahl ist, ist auch n/3 eine natiirliche Zahl. Also ist n durch
3 teilbar.

Der Beweis zeigt, dass (|1.4)) fiir unseren Satz zutrifft und dieser somit wahr ist.

Eine Bemerkung: Wir eben haben mit einem 5 Zeilen langen (also aus endlich vielen
Zeichen bestehenden) Beweis gesehen, dass eine bestimmte Aussage wahr ist, die sich
auf alle (also unendlich viele verschiedene) natiirlichen Zahlen bezieht. Solche Situationen
kennen wir bereits, beispielsweise die Formel (a — b)(a + b) = a* — b* (Beweis durch
Ausmultiplizieren und Zusammenfassen) oder die Aussage, dass die Winkelsumme im
Dreieck (von denen es unendlich viele verschiedene gibt) immer 180 Grad betrégt (Beweis
mit Hilfsmitteln aus der Geometrie).

Hier ein Beispiel fiir einen Satz, der falsch ist:
Jede durch 6 teilbare natiirliche Zahl ist auch durch 5 teilbar. (1.5)

Betrachten wir ndmlich die Zahl 6, so ist sie zwar durch 6, aber nicht durch 5 teilbar. Die
Aussage ist also fiir diesen Satz falsch, damit auch der Satz. Indem wir ein sogenann-
tes Gegenbeispiel angegeben haben, ndmlich die Zahl 6, haben wir also bewiesen, dass
der Satz falsch ist. (Ein einziges Gegenbeispiel geniigt; dass auch andere Zahlen Gegen-
beispiele liefern, etwa 12,18,24,36, ist gleichgiiltig. Dass es viele Zahlen gibt, die sowohl
durch 6 als auch durch 5 teilbar sind, wie etwa 30,60,90, ist ebenfalls irrelevant fiir die
Frage, ob der Satz richtig oder falsch ist.)

Noch ein paar Bemerkungen:

e Werden Variablen in Sitzen verwendet, wie etwa “n” in (1.3]), so kommt es nicht
darauf an, wie man die Variablen nennt. So besagt etwa der mathematische Satz

Voraussetzung: £ ist eine durch 6 teilbare natiirliche Zahl.

1.6
Behauptung: £ ist durch 3 teilbar. (16)
dasselbe wie der Satz ([1.3)).

e Statt “Voraussetzung: X, Behauptung: Y” schreibt man meistens “Sei X, dann gilt
Y”. Oder so &@hnlich.

e Voraussetzung und Behauptung kénnen aus mehreren verkniipften Aussagen beste-
hen. Beispiel:



Voraussetzung: n ist eine gerade natiirliche Zahl, und n ist durch 5 teilbar.
Behauptung: n ist durch 10 teilbar und gréfler als 100.

(Dieser Satz ist falsch, da n = 20 die Voraussetzung erfiillt, aber nicht den zweiten
Teil der Behauptung. Die Zahl 20 liefert also ein Gegenbeispiel.)

Andere Formen von Beweisen werden wir spéter besprechen.

Mengen. Die Gegensténde, Begriffe und Objekte, mit denen in der Mathematik hantiert
wird, existieren im Denken. Sie kénnen unmittelbare Entsprechungen im Alltagsbereich
haben (etwa die Zahl 2), aber auch sehr weit von sinnlichen Erfahrungen entfernt sein.
Uber das Verhiltnis von Mathematik und Realitit ldsst sich viel sagen und kontrovers dis-
kutieren. Das wollen wir hier nicht tun. (Um Mathematik zu lernen, ist es nicht notwendig,
sich mit solchen Fragen zu beschéftigen.)

Mathematische Gegenstédnde, wie immer man sie auch interpretieren will, werden seit
geraumer Zeit in der Sprache der Mengenlehre formuliert. Georg Cantor hat im Jahre
1895 den Begriff einer Menge so definiert:

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu
einem Ganzen.

Die “Objekte”, aus denen sich eine Menge zusammensetzt, heilen Elemente der Menge.
Ist M eine Menge, so schreiben wir

reM (“x ist Element von M") |
falls x Element von M ist, andernfalls
r¢ M (“x ist nicht Element von M”) .

Ein Beispiel ist die Menge aller Wochentage. Sie hat sieben Elemente.

Uber die Natur der einzelnen Objekte wird im allgemeinen Mengenbegriff nichts voraus-
gesetzt. Beispiel: Wir kénnen ohne weiteres die Zahl 2, den Flughafen Miinchen, und das
Pfortnerhaus in unserem Gebdude als eine Menge mit drei Elementen betrachten. Eine
Menge muss lediglich wohldefiniert sein in dem Sinn, dass es sich zu jedem Objekt = ein-
deutig sagen lédsst, ob x zur Menge gehort oder nicht. Normalerweise haben die Elemente
einer Menge aber irgend etwas gemeinsam (etwa, Wochentage zu sein, oder Verbindungs-
linien zwischen zwei Punkten zu sein); sonst hat man kein Motiv, sie zu einer Menge
zusammenzufassen.

Mengen kann man auf verschiedene Weise angeben und erhalten. Eine Moglichkeit ist,
dass man ihre Elemente einzeln aufschreibt und in geschweifte Klammern setzt. Beispiel:
{1,3,5,7}. Falls es viele Elemente sind, setzt man auch Punkte ein, etwa {1,2,3,...,100}.
Dabei unterstellt man allerdings, dass “klar ist, was gemeint ist”. So verfahrt man auch
gelegentlich bei Mengen mit unendlich vielen Elementen, etwa bei der Menge N der natiirli-
chen Zahlen

N={0,1,2,3,4,...},
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und der Menge Z der ganzen Zahlen
Z=40,1,-1,2,—-2,3,-3,...},

oder
Z=A4...,-2,-1,0,1,2,...}.

Eine weitere Moglichkeit, neue Mengen zu erhalten, ist die Bildung von Teilmengen bereits
bekannter Mengen. Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, geschrieben

NcM,

wenn jedes Element von N auch Element von M ist; weiterhin nennt man M eine Ober-
menge von N. Beispiele:

{1,3} ¢ {0,1,2,3,4}, NCZ, GCN,

falls wir mit G’ die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen bezeichnen.

Teilmengen kann man dadurch angeben, dass man eine sie definierende Eigenschaft for-
muliert. Beispiel:

G ={n:n €N, es gibt ein m € N mit n = 2m} (1.7)

liefert die Menge der geraden Zahlen als Teilmenge von N. Eine solche Beschreibung hat

die allgemeine Form
N ={z:xz € M, A(x) ist wahr} (1.8)

wobei A(x) eine Aussage ist, die die Variable x enthélt.

Zwei Mengen M und N heiflen gleich, geschrieben M = N, wenn sie dieselben Elemente
enthalten. Das ist gleichbedeutend mit

NcM und MCN. (1.9)

Beispiel:
{1,3,5,7} ={1,5,7,3} ={1,3,5,7,5}.

Im rechtsstehenden Ausdruck taucht 5 zweimal auf. Damit ist nicht gemeint, dass die Men-
ge zweimal die 5 enthélt, denn alle Elemente miissen “wohlunterschieden” (Cantor) sein,
das muss auch in ihrer Bezeichnung zum Ausdruck kommen. Die zweite 5 in {1,3,5,7,5}
ist iiberfliissig. Beschreibt man die Menge aber anders als durch explizite Aufzéahlung, kann
eine solche Situation schon auftreten. Beispiel: Wir beschreiben die rationalen Zahlen Q
durch

@:{S:p,qez,q7&0}. (1.10)

Als Ergebnis von “p/q” tauchen alle rationalen Zahlen mehrfach (sogar unendlich oft)
auf, die Zahl 3 beispielsweise nicht nur als 3/1, sondern auch in den “Verkleidungen”
6/2,9/3, (—3)/(—1) ... Hier wie im Allgemeinen wére es sehr unzweckméfig, wiirde man
nur solche Beschreibungen von Mengen zulassen, in denen jedes Element genau einmal
genannt wird.



Es kann sehr wohl passieren, dass eine Beschreibung einer Menge dazu fiihrt, dass diese
keine Elemente enthélt. Beispiel:

N={n:neN,n=n+1}
enthélt keine Elemente. Es liegt daher nahe, die leere Menge
0,

welche kein Element enthélt, ebenfalls als Menge zuzulassen. Die leere Menge spielt unter
den Mengen eine dhnliche Rolle wie die Null bei den Zahlen.

Falls N C M und N # M, so gibt es mindestens ein Element von M, welches nicht in N
liegt. Wir sagen dann, dass N eine echte Teilmenge von M ist, und schreiben

NG M.

Indizes und Summenzeichen. Nehmen wir einmal an, wir wollen die ersten zehn Qua-
dratzahlen addieren. Ihre Summe s ist gegeben durch

s=124+22 432 4+ 42 4+52 462+ 77 +8+924+10%.
Verwendet man Punkte, sieht es z.B. so aus:
s=124+224+...4+10%.

In der Mathematik verwendet man das Summenzeichen

10
s=Y K. (1.11)
k=1

Es bedeutet, dass der nach dem Summenzeichen stehende Ausdruck fiir jedes k € N
zwischen 1 und 10 (jeweils einschliefllich) ausgewertet wird und alle so entstehenden Aus-
driicke addiert werden. Die Zahl 1 heifit untere Grenze, die Zahl 10 obere Grenze, und k
die Laufvariable der Summe.

In (1.11)) taucht eine Variable im Summanden auf. Genausogut kénnen Variable in den
Grenzen vorkommen, also etwa

s=> k. (1.12)
k=m

In diesem Fall wird von m bis n summiert. Der Wert von s hingt also davon ab, wie grof3
m und n sind.

Es kann auch sein, dass man sich nicht von vorneherein festlegen will, welche Zahlen man
addieren will. Weifl man, dass es 10 sind, so kann man schreiben

s=a+b+c+d+e+f+g+h+i+7,

wobei a,...,j Variable sind. Besser ist es aber, mit Indizes zu arbeiten. Wir bezeichnen
die 10 einzelnen Variablen nicht mit unterschiedlichen Buchstaben, sondern mit

ai, az,as,...,aiq,
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also mit
ag ,

wobei k Werte zwischen 1 und 10 annimmt. Hier heifit £ der Index von a;, und a eine
mit k indizierte Variable. Die Summe wird dann zu

10
s = Z Qg .
k=1
Wie in (1.12)) kénnen wir die Grenzen variabel gestalten, etwa

s=> . (1.13)
k=m

Formeln dieser Bauart (Variable an unterschiedlichen Stellen sowie Indizes) treten in der
Mathematik stindig auf. Am Anfang ist das ungewohnt, da ihr Abstraktionslevel hoher
ist als der von vielen Dingen des Alltags. Am besten ist es, dem nicht auszuweichen,
sondern méglichst schnell sich darauf einzulassen, passiv (sich um Versténdnis bemiihen)
und aktiv (selber damit arbeiten).

Je nachdem welchen Zweck man verfolgt, kann man die Laufvariable im Summenzeichen
anpassen. So bedeuten die Ausdriicke

10 10
E ay und E a;
k=1 j=1

dasselbe, ebenso
10 12

Z aj und Z (-2 .

k=1 k=3
Im letzteren Fall spricht man von Indexverschiebung.

Falls im Ausdruck

n

S

k=m
die obere Grenze kleiner ist als die untere, also n < m, so nennt man ihn die leere
Summe, sie hat den Wert 0 (eine Konvention, die sich als praktisch erweist).

Vollig analog geht man bei Produkten vor. Statt des Summenzeichens verwendet man das

Produktzeichen

Das Produkt der ersten 10 natiirlichen Zahlen beispielsweise ist gegeben durch

Man bezeichnet es auch mit 10! (“10 Fakultdt”). Fiir beliebiges n € N ist die Fakultét
definiert durch

nl=]]*. (1.14)



Im Falle n = 0 soll gelten
ol=1.

In der Tat, das passt zur Konvention, dass das leere Produkt den Wert 1 hat.

Vollstindige Induktion. “Vollstindige Induktion” ist eine weitere Methode, um Aussa-
gen zu beweisen, die sich auf alle natiirlichen Zahlen beziehen. Das geht folgendermafien:
Sei A(n) eine Aussage, die n € N als Variable enthélt.

1. Man nimmt sich ein ny € N und beweist, dass A(ng) wahr ist (Induktionsveran-
kerung oder Induktionsanfang).

2. Man beweist, dass aus der Giiltigkeit von A(n) auch die Giiltigkeit von A(n + 1)
folgt (Induktionsschritt). Die Aussage A(n) heifit die Induktionsannahme, die
Aussage A(n + 1) die Induktionsbehauptung.

Das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion besagt: Hat man diese beiden Schritte
erfolgreich ausgefiihrt, so hat man damit bewiesen

A(n) gilt fir alle n € N mit n > n,.
Wir wenden das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion an.

Satz 1.1 Fiir allen € N qilt

}:k— n+1 (1.15)

Beweis: Durch vollstindige Induktion. Die Formel (1.15)) entspricht der Aussage A(n).
Wir setzen ng = 1. Induktionsanfang: Es ist

1
S poio 0D
2

k=1

also ist A(1) wahr. Wir fithren den Induktionsschritt aus: Sei A(n) wahr fiir ein beliebiges
gegebenes n € N, es gelte also

}:k— ”+1 (1.16)

Das ist die Induktionsannahme. Die zu beweisende Induktionsbehauptung A(n+1) ergibt
sich, indem wir n in ((1.16|) durch n + 1 ersetzen, also

Zk: (n+1)(n+2).

Wir rechnen

2 2 2 ’
(1.17)

%k Zk+n+1 netl) o net )2t ) (pE2)etl)



also ist A(n + 1) wahr. (Beim zweiten Gleichheitszeichen wurde die Induktionsannahme
A(n) verwendet.) Gemaf Beweisprinzip der vollsténdigen Induktion ist also A(n) wahr
fir alle n > 1. Fiir n = 0 gilt (1.15) gemdfl der Konvention iiber die leere Summe. O

Das Zeichen “00” bedeutet: Hier ist der Beweis zu Ende.

Die wesentliche Idee des Beweises steckt in der ersten Gleichheit in (1.17): Die Summe
bis n + 1, iiber die etwas bewiesen werden muss, wird aufgespalten in die Summe bis n,
deren Wert nach Induktionsannahme bereits bekannt ist, und den Term (n + 1).

Normalerweise ist der Induktionsschritt deutlich schwieriger als der Induktionsanfang.
Trotzdem darf man den Induktionsanfang nicht aus den Augen verlieren: Wir betrachten
als Beispiel die Aussage

Fiir alle n > 1 gilt 1" = 0.

Wir wissen, dass sie falsch ist. Aber der Induktionsschritt funktioniert: Falls wir anneh-
men, dass 1" = 0 gilt, so folgt 1"*! =1-1" =1-0 = 0. “Nur” der Induktionsanfang
geht nicht, jedenfalls nicht fiir ng = 1, denn 1! = 1 # 0. Man kann auch kein anderes ng
nehmen, denn man kann andererseits mit vollstdndiger Induktion den Satz

Fiir alle n > 1 gilt 1" # 0

beweisen. Denn 1! # 0, und aus 1" # 0 folgt 1"*! =1-1" = 1" #£ (.

Geordnete Paare. Das Produkt zweier Mengen. Punkte in der Ebene kénnen wir
als ein Zahlenpaar (z,y) darstellen. Die Reihenfolge der beiden Zahlen ist wesentlich, die
Punkte (1,2) und (2, 1) beispielsweise sind verschieden. (Im Gegensatz dazu spielt es bei
einer Menge keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Elemente angegeben werden, es ist
{1,2} ={2,1}.) Man nennt

(z,y)
ein geordnetes Paar. Die allgemeine Situation ist die folgende:

Seien M und N zwei Mengen. Wir definieren die Produktmenge (oder kurz das Pro-
dukt) M x N durch
MxN={(x,y):x € M,y N}, (1.18)

also als Menge aller geordneten Paare, fiir die die erste Komponente ein Element von M
und die zweite Komponente ein Element von N ist. Die Mengen M und N heiflen die
Faktoren von M x N.

Aus der Zahlengerade R erhalten wir auf diese Weise die Ebene R x R, und darin Z x Z als
das Gitter der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. (Die mit diesem Beispiel verbundene
Vorstellung eines rechten Winkels zwischen den Faktoren ist aber nicht Bestandteil der

Definition (1.18)!)

Eine Nebenbemerkung: Wenn man will, kann man den Begriff des geordneten Paares auf
den Mengenbegriff zuriickfithren, indem man setzt

(z,y) = {{z}, {z,y}}.

Dadurch erreicht man, dass (z,y) # (y,x) gilt, falls x # y.
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Verkniipfung von Aussagen. Beim Hantieren mit Aussagen wird eine Reihe von logi-
schen Verkniipfungen verwendet. Fiir uns sind die folgenden fiinf Verkniipfungen wesent-

lich.

1. Wir beginnen mit der Negation. Die Negation von “das Glas ist voll” ist “das
Glas ist nicht voll”. Die Negation einer Aussage A ist genau dann wahr, wenn A
falsch ist. Die Aussage “das Glas ist leer” ist also nicht die Negation von “das Glas
ist voll”, denn es ist auch moglich, dass das Glas weder voll noch leer ist. Man
bezeichnet die Negation von A mit “= A”. Man kann das Verhéltnis zwischen A
und — A ibersichtlich mit einer Wahrheitstafel ausdriicken. Die Wahrheitstafel
fiir die Negation hat die Form

A=A
W| F
Fl| W

Auf der linken Seite stehen die beiden moglichen Wahrheitswerte von A (mit W fiir

wahr und F fiir falsch), auf der rechten Seite die zugehorigen Wahrheitswerte von
- A.

2. Als néchstes kommt die Und-Verkniipfung (oder Konjunktion) zweier Aussagen
A und B (“A und B”, “A A B”). Die Aussage

“das Glas ist voll und der Eimer ist leer”

ist genau dann wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind. So sind wir das auch im
Alltag gewohnt. Die zugehorige Wahrheitstafel ist

A B|AAB
W W W
W F F
F W F
F F F

Hier hat die linke Seite zwei Spalten. Ihre Zeilen enthalten alle méglichen Kombina-
tionen der Wahrheitswerte von A und B. In der rechten Spalte stehen die zugehorigen
Werte von A A B.

Hier wie auch in allen anderen Féllen gilt: Der Wahrheitswert der durch die Ver-
kniipfung erzeugten Aussage ist durch den Wahrheitswert der an der Verkniipfung
beteiligten Aussagen eindeutig festgelegt.

3. Die Oder-Verkniipfung (oder Adjunktion, geschrieben als “A V B”) bedeutet
in der Mathematik immer das einschlieende “oder”. Sagt man “das Glas ist voll
oder der Eimer ist voll”, so kann auch der Fall vorliegen, dass beides voll ist. Die
zugehorige Wahrheitstafel ist

A B|AVB
W W W
W F W
F W W
F F F
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Meint man in einem mathematischen Text “oder, aber nicht beides”, so mufl man
explizit “entweder — oder” sagen.

. Die Implikation (“Aus A folgt B”, “A impliziert B”, “A = B”) beschreibt das,

was in einem mathematischen Satz passiert, denn
mathematische Sitze sind Aussagen der Form “A = B”.

Wir fragen uns nun, wann “A = B” gelten soll. Einleuchtend ist, dass “A = B”
falsch sein muss, wenn A wahr und B falsch ist (denn B soll ja aus A folgen). Die
anderen drei Falle kann man sich am Beispiel der Aussage

“fiir alle Zahlen n € N gilt: Aus n < 3 folgt n < 5”

klarmachen. Die Wahrheitswerte von “A = B” sollen so festgelegt werden, dass
diese Aussage wahr ist, egal welche Zahl man fiir n einsetzt. Wahlen wir n = 2,4, 6,
so erhalten wir gerade die drei ausstehenden Fille. Die Wahrheitstafel hat also die
Form

A B|A=B
W W W
W F F
F W W
F F W

In der dritten und vierten Zeile wird der Wahrheitswert der Aussage “A=B” auch
fiir den Fall festgelegt, dass A falsch ist. Das kommt einem zunéchst merkwiirdig
vor, es passt aber dazu, wie man die Implikation normalerweise verwendet: Nehmen
wir an, wir wissen, dass “A=-B” wahr ist. Es sind zwei Félle moglich:

e A ist wahr. Dann ist B auch wahr.

e A ist falsch. Dann kénnen wir nichts dariiber sagen, ob B wahr oder falsch ist.

Das entspricht gerade den drei Zeilen der Wahrheitstafel, in denen rechts W steht.
Zur Notation: Die Aussage “B < A” bedeutet dasselbe wie “A = B”.

Ist “A = B” wahr, so sagt man auch: A ist hinreichend fiir B, B ist notwendig fiir
A. Sprachlich genauer wére: Die Giiltigkeit von A ist eine hinreichende Bedingung
fiir die Giiltigkeit von B.

. Die Aquivalenz zweier Aussagen A und B bedeutet einfach: Wenn wir wissen, dass
A gilt, so wissen wir auch, dass B gilt, und umgekehrt. Wir sagen: “A gilt genau
dann, wenn B gilt” oder “A und B sind dquivalent”, und schreiben “A < B”. Die
Wahrheitstafel der Aquivalenz entsteht, indem wir die beiden Spalten fiir “A=B”
und “B=A mit “und” verkniipfen. Das Ergebnis ist

A B|A&B
W W W
W F F
F W F
F F W
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Aquivalente Aussagen tauchen beim Umformen von Ausdriicken stindig auf. So gilt
etwa fiir beliebige Zahlen x

Tx=3 & 2lx =9.

Sie ergeben sich auch beim Umformen von zusammengesetzten Aussagen. Wir su-
chen etwa die Negation von

“das Essen ist heifl und scharf”. (1.19)

Sie lautet
“das Essen ist nicht heifl oder nicht scharf”. (1.20)

Dass ([1.20]) die Negation von (|1.19)) ist, basiert auf der Regel, dass die Negation einer
Aussage der Form A A B “dasselbe ist wie” (genauer: dquivalent ist zur) Aussage
(=A) Vv (=B). Oder, vollstindig in Formeln ausgedriickt,

~(AAB) & (-A)V(-B). (1.21)

Dass ([1.21)) wirklich fiir beliebige Aussagen A und B richtig ist, kann man nach-
priifen, indem man die Wahrheitstafeln fiir die beiden Aussagen —(AAB) und (—A)
V (—B) aufstellt und feststellt, dass sie gleich sind.

Man beachte: Die Aussage
“das Essen ist nicht heifl und nicht scharf” (1.22)

(also weder heifl noch scharf) ist nicht die Negation von ((1.19))!

Die Negation einer durch eine Oder-Verkniipfung entstandenen Aussage erhélt man

analog, es gilt
-(AVB) & (=A)A(—-B). (1.23)

Quantoren. Sie liefern weitere Bausteine zur Formulierung mathematischer Aussagen.
Es handelt sich dabei um den Existenzquantor

3 (“es gibt”)

und den Allquantor
v (“fiir alle”) .

Beispiel: Die Aussage
es gibt eine natiirliche Zahl, die grofler ist als 1000 (1.24)
ist wahr. Mit dem Existenzquantor schreibt man sie als

dn € N mit n > 1000

oder noch kiirzer als
dneN: n > 1000.
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In der anfangs besprochenen Aussage (|1.2)),
Jede durch 6 teilbare natiirliche Zahl ist auch durch 3 teilbar (1.25)

taucht der Allquantor auf: Schreiben wir “6 teilt n” (in Zeichen: “6|n”) statt “n ist durch

6 teilbar”, so wird (1.25) zu
VneN: 6n = 3n.

Bei Negation gehen “3” und “¥” ineinander iiber. Die Negation von ([1.24)) ist die (falsche)
Aussage

“Fiir alle n € N gilt n < 1000”7, “¥Yn € N: n < 1000” .

Eine rein textliche Formulierung wére: Alle natiirlichen Zahlen sind kleiner als oder gleich
1000.

Zwei Beispiele fiir eine falsche Bildung der Negation von (|1.24]) sind

“es gibt ein n € N mit n < 1000”
“alle natiirlichen Zahlen sind grofler als 10007 .

Mit “es gibt ein” ist in der Mathematik immer gemeint “es gibt mindestens ein”. Will
man ausdriicken, dass es auch nicht mehr als eins geben kann, sagt man “es gibt ge-
nau ein”, Symbol “3!” oder “3J|”. Diese Ausdrucksweise unterscheidet sich etwas von der
Umgangssprache, man vergleiche mit

in Garching gibt es Hunde,

in Garching gibt es einen Hund.

Hier schwingen noch Untertone mit, teils sprecherabhéingig, die in der mathematischen
Formulierung nicht vorhanden sind.

Aussagen konnen mehrere Quantoren enthalten. Beispiel:
“Yn € N dp € N: p > n und p ist Primzahl” (1.26)

In Worten: “Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl p, welche grofier als
n und Primzahl ist”. Die Negation dieser Aussage ist

“dn € N Vp € N: p < n oder p ist nicht Primzahl”,
oder als Text

“es gibt eine natiirliche Zahl n, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen p gilt, dass
p kleiner als oder gleich n ist oder dass p nicht Primzahl ist”.

Man koénnte die urspriingliche Aussage kiirzer auch so schreiben:
“Yn dp > n: p ist Primzahl”.

13



Allerdings muss dann zwischen Schreiber und Leser (oder Sprecher und Zuhorer) klar
sein, dass fiir n und p nur natiirliche Zahlen in Frage kommen.

Liest man eine Aussage, die zwei Quantoren enthélt, so erfasst man ihre Bedeutung oft
nicht auf den ersten Blick; immer wieder auch dann nicht, wenn man sich schon langer
mit Mathematik beschéftigt, und schon gar nicht, wenn die Aussage mehr als zwei Quan-
toren enthélt. Man muss erstmal in Ruhe nachdenken, was gemeint ist. Auch hier gilt:
Verstéandnis ist wichtiger als Geschwindigkeit.

Treten mehrere Quantoren auf, so ist deren Reihenfolge wesentlich. Die Aussage
“Ip e NVn € N: p > n und p Primzahl”

ist eine andere Aussage als ((1.26)), die im Gegensatz zu ((1.26]) falsch ist. Solche Situationen
treten auch in der Umgangssprache auf. Beispiel:

“In jeder deutschen Stadt gibt es einen Biirger, der ein Haus besitzt”
ist eine (wohl wahre) Aussage, wihrend
“es gibt einen Biirger, der in jeder deutschen Stadt ein Haus besitzt”

eine andere (vermutlich falsche) Aussage ist.

Kontraposition und Widerspruchsbeweis. Der eingangs betrachtete Satz
Jede durch 6 teilbare natiirliche Zahl ist auch durch 3 teilbar

hat wie jeder Satz die Form
A= B. (1.27)

Er wurde direkt bewiesen: Es wurden Zwischenbehauptungen C4, ..., C,, gefunden wur-
den, so dass eine Kette von Implikationen

A=>01, 01:>02, RN Cn71:>0n7 Cn:>B

entstand, die jede fiir sich als wahr erkannt wurden.

Wir betrachten nun als Beispiel den Satz
Ist n* gerade, so ist auch n gerade. (1.28)

Er hat die Form A = B, wobei A die Aussage “n? ist gerade” und B die Aussage “n ist
gerade” ist. Wir fithren folgenden Beweis:

Sei n ungerade. Dann ist n — 1 gerade. Wir setzen k = (n — 1)/2, dann ist
k€ Nund n —1 =2k, n =2k + 1. Weiter ist n? = (2k + 1)? = 4k + 4k + 1,
also n? — 1 = 2(2k? + 2k) gerade und damit n? ungerade.

Wir haben also fiir den Satz
-B=-A (1.29)
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einen direkten Beweis gefiihrt. Diese Methode, den urspriinglichen Satz ([1.27]) zu beweisen,
nennt man Kontraposition.

Man fragt sich: Funktioniert das immer, egal was A und B fiir Aussagen sind? Die Antwort
ist “ja”, denn die Aussagen

A= B und -B= -4

sind dquivalent. (Siehe Ubungsaufgabe.)

Eine weitere Beweismethode fiir den Satz “A=- B” ist der Widerspruchsbeweis, auch
indirekter Beweis genannt. Dieser lauft darauf hinaus, zu zeigen, dass die Aussagen A
und — B nicht beide wahr sein kénnen. (Dann ist es unméglich, dass A wahr und B falsch
ist, und somit ist die Aussage “A=- B” wahr, das heifit, der Satz “A=- B” ist bewiesen.)

Als Beispiel fiir einen Widerspruchsbeweis betrachten wir den beriihmten Beweis von
Euklid fiir den Satz
V/2 ist irrational. (1.30)

Mit ([1.30) meinen wir: Es gibt keine rationale Zahl z mit 2? = 2.

Die Aussage (1.30]) steht fiir die Behauptung B; die Rolle der Voraussetzung A wird von
den bekannten Rechenregeln fiir Zahlen und Briiche iibernommen. Der Beweis geht so:

Wir nehmen an, das — B gilt. Dann gibt es ein # € Q mit 2 = 2. Da dann
auch (—z)? = 2 gilt, kénnen wir x > 0 annehmen. Seien p,q € N mit x = p/q.
Nach Auskiirzen des Bruchs erhalten wir Zahlen r, s € N mit = r/s, und fiir
diese Zahlen gilt

r und s sind teilerfremd. (Aussage C)

Es folgt 2s5? = 72, also ist 2 ein Teiler von 72 und damit auch von r, also gibt
es ein t € N mit r = 2t. Es folgt weiter 2s? = 4¢2, also s> = 2t2, also ist 2 auch
ein Teiler von s und damit gilt

r und s sind nicht teilerfremd. (Aussage = C)

Wir haben “einen Widerspruch hergestellt”. Also ist der behauptete Satz
(11.30) wahr. O

Fiir diejenigen, denen die vor dem Beweis von gegebene Erlauterung des Prinzips
eines Widerspruchsbeweises nicht formal genug ist: Ein Widerspruchsbeweis zeigt, dass
die Implikation

AN(=B) = CA(=C)

wahr ist, wobei C eine weitere Aussage ist. Da aber C A (= C) immer falsch ist (egal was C
ist), muss die Aussage A A (— B) falsch sein. Nun zeigt ein Vergleich der Wahrheitstafeln,
dass die Aussagen

AAN(=B) und - (A= B)

aquivalent sind, somit ist “A= B” wahr.
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2 Die reellen Zahlen

Wir stellen uns die reellen Zahlen wie gewohnt als Punkte auf der Zahlengeraden vor.
Aber was fiir mathematische Objekte sind sie, und welche Eigenschaften haben sie?

Geht man davon aus, dass man die natiirlichen Zahlen N als Menge bereits kennt und weif3
man, wie in N Addition und Multiplikation definiert sind, so lassen sich daraus sukzessive
die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R erhalten. Dieser
Konstruktionsprozess ist einerseits ganz interessant, und man kann ihn dazu benutzen,
einige grundlegende mathematische Sachverhalte kennenzulernen; andererseits ist er aber
auch recht langwierig und fiir das Verstdndnis der modernen Analysis nicht so wesentlich.
Wir behandeln ihn daher in dieser Vorlesung nicht.

Die Alternative ist, die reellen Zahlen R axiomatisch als Menge mit gewissen Eigenschaften
einzufiithren. Dieses Vorgehen geht auf David Hilbert zuriick.

Die axiomatisch verlangten Figenschaften von R zerfallen in drei Gruppen. Die erste
Gruppe enthélt die sogenannten Korpereigenschaften: Es gibt eine Addition und eine
Multiplikation, die aus zwei Zahlen z,y € R deren Summe z + y und Produkt x -y
erzeugen, und zwar so, dass (R, +,-) ein kommutativer Koérper ist. Das bedeutet, dass
Addition und Multiplikation die folgenden Eigenschaften haben.

(1) Fiir die Addition gilt das Assoziativgesetz
(x4+y)+z=z+(y+z2), firalezyzeR, (2.1)
das Kommutativgesetz
r+y=y+ax, firallex,yeR, (2.2)
weiterhin gibt es eine Zahl 0 € R mit
r+0=uaz, firalezeR, (2.3)

und zu jedem z € R existiert genau ein Element in R, bezeichnet mit (—z), fiir das
gilt
r+ (—z)=0, (2.4)
(das inverse Element beziiglich der Addition).
(2) Fiir die Multiplikation gilt das Assoziativgesetz
(x-y)-z=x-(y-2z), firallez,y,z€eR, (2.5)
das Kommutativgesetz
x-y=y-x, firallexz,y€eR, (2.6)
weiterhin gibt es eine Zahl 1 € R mit 1 # 0 und
l-x=xz, firallezeR, (2.7)
und zu jedem x € R mit x # 0 existiert genau ein Element in R, bezeichnet mit
™, mit
ror =1, (2.8)
(das inverse Element beziiglich der Multiplikation).
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(3) Es gilt das Distributivgesetz

r-(y+z2)=x-y+a-z, firallez,y zeR. (2.9)

Die zweite Gruppe bezieht sich auf die Ordnungseigenschaften von R. Wir verlangen, dass
es eine Teilmenge P von R (den Positivbereich) gibt mit den Eigenschaften

(4) Fiir jedes z € R ist genau eine der folgenden drei Aussagen wahr:
reP, =0, —xeP. (2.10)
(5) Ausz,y e Pfolgtx+y€ Pund z-y € P.

Die “Grofer-Kleiner-Gleich-Beziehungen” (wir werden sie spéter als Relationen bezeich-
nen) definieren wir mit Hilfe der Menge P durch

x>y genau dann, wenn r—y€ePrP, (2.11)
x>y genau dann, wenn x>y oder x =y, (2.12)
x <y genau dann, wenn y—zr€eP, (2.13)
r <y genau dann, wenn r<yoderz=y. (2.14)

Mit R, bezeichen wir die nichtnegativen reellen Zahlen, R, = {z : z € R, = > 0}.

Die bisher formulierten Eigenschaften (1) — (5) treffen auch auf Q zu. Es ist daher nicht
maoglich, allein aus ihnen die Existenz der Zahl /2 (das heifit, einer Zahl z mit > = 2) zu
beweisen, denn wir wissen ja seit Euklid, dass eine solche Zahl nicht rational sein kann.
Nun soll R aber alle Zahlen, mit denen wir rechnen wollen, enthalten, neben den Wurzeln
beispielsweise auch w. Zu den bisher verlangten Eigenschaften muss also noch mindestens
eine weitere treten, aus denen die Existenz solcher Zahlen folgt. Dafiir gibt es verschiedene
Moglichkeiten.

In dieser Vorlesung verwenden wir das sogenannte Supremumsaxiom. Wie das genau aus-
sieht, werden wir weiter hinten in diesem Kapitel besprechen.

“Axiomatische Einfithrung der reellen Zahlen” bedeutet nun, dass wir das folgende Axio-
mensystem postulieren.

Axiome 2.1 FEs existieren eine Menge R versehen mit einer Addition und einer Multi-
plikation, eine Teilmenge P von R und Elemente 0,1 € R, welche die Figenschaften (1)
bis (5) sowie das Supremumsaziom [2.26 erfiillen.

Man kann beweisen, dass die reellen Zahlen durch die im Axiomensystem genannten
Eigenschaften “eindeutig charakterisiert werden”. Wir gehen jetzt nicht darauf ein, was
das genau bedeutet und wie man das beweist. Gemeint ist dasselbe, wie wenn man sagt,
dass das Schachspiel als solches eindeutig charakterisiert ist durch das Schachbrett mit
8 mal 8 Quadraten, die Anfangsstellung und die Zugregeln fiir die einzelnen Figuren —
obwohl Bretter und Figuren unterschiedliche Gréfle und Form haben konnen.

Ebenso kann beweisen (was wir auch nicht tun werden), dass die reellen Zahlen
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0,0+1,0+1+1,...

“dasselbe sind wie die natiirlichen Zahlen N”.

Das weitere Vorgehen ist: Wir besprechen als erstes Eigenschaften von R, die sich nicht auf
das Supremumsaxiom beziehen, dann stellen wir das Supremumsaxiom vor und behandeln
weitere Eigenschaften von R.

Folgerungen aus den Korpereigenschaften. Wir fithren die Subtraktion auf die Ad-
dition und die Division auf die Multiplikation zuriick, indem wir definieren

r—y=x+(-y), Vz,yeR, gzxyl, Va,y € Rmity #0. (2.15)

Fiir die vier Grundrechenarten gelten eine Reihe von Rechenregeln, die spéter stéindig
verwendet werden. Wir stellen sie zusammen. Man kann sie mit (kurzen) Beweisen aus
den Axiomen herleiten. Beispiel: Was ist —(—xz) ? Von der Anschauung der Zahlengerade
her ist klar, dass = herauskommen muss, da der Ubergang zum Negativen einer Spiegelung
am Nullpunkt entspricht. Auf der Grundlage von Axiom argumentieren wir folgender-
mafen. Gemaf ist —(—x) diejenige Zahl z, fiir die (—z) + z = 0 gilt. Das ist aber
fiir z = x der Fall. Also ist —(—x) = z.

Hier sind die Rechenregeln.

(@) =2, () =27y, VayeR\{0}, (2.17)
xy =0 & x=0odery=0. (2.18)

Wir betrachten als néchstes die Gleichung a + = = b, wobei a,b € R gegeben sind und
xr € R gesucht wird. Subtrahieren wir a auf beiden Seiten, so ergibt sich x = b — a.
Da das eine dquivalente Umformung ist (wenn wir wieder auf beiden Seiten a addieren,
erhalten wir die urspriingliche Gleichung), 16st diese und keine andere Zahl die gegebene
Gleichung. Wir sagen:

x = b — a ist die eindeutige Losung der Gleichung a + =z = b.

Analog ergibt sich = = b/a als die eindeutige Losung der Gleichung a-x = b, falls a,b € R
mit a # 0 gegeben sind.

Addiert oder multipliziert man mehr als zwei Zahlen, so gilt gemafl Assoziativgesetz bei-
spielsweise
(@a+b)+c=a+(b+c), (ab)c=a(bc).

Man braucht daher keine Klammern zu setzen. Entsprechend sind beliebige endliche Sum-
men und Produkte

Zxk, H:z:k, xr ER fiirm <k <n, (2.19)
k=m

k=m

auch ohne das Setzen von Klammern wohldefiniert.
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Das Kommutativgesetz a + b = b + a fiir zwei Summanden hat zur Folge, dass bei der
Summation endlich vieler Zahlen deren Reihenfolge beliebig vertauscht werden kann, also
etwa

a+b+c=a+c+b=c+a+b=...

Dieser Sachverhalt findet im Falle einer Doppelsumme hiufig Anwendung. Als Beispiel
betrachten wir das folgende Tableau von Zahlen

@’ . 2) (2.20)

Wir wollen die Summe aller dieser Zahlen bestimmen. Addieren wir zuerst zeilenweise
und anschlieend die Zeilensummen, so ergibt sich

(34+5+8)+(2+4+6)=16+12=28.
Dasselbe kommt natiirlich heraus, wenn wir spaltenweise vorgehen,
B+2)+(5+4) +(8+6)=5+9+14=28.

Der allgemeine Fall wird mit einer doppelt indizierten Variablen beschrieben. Wir be-
trachten z;; € R, wobei ¢ die Zahlen 1,...,m und j die Zahlen 1,...,n durchlduft,

T11 T2 o+ Tin

X1 Ta2 -+ T2
(2.21)

Tm1 Tm2 - Tmn

Die Summe der i-ten Zeile ist gleich

n
g xij )
=1

zeilenweises Addieren entspricht der Doppelsumme
m n
22 v
i=1 j=1

spaltenweises Addieren der Doppelsumme

m n

2.2 -

j=1 i=1

Beide Doppelsummen sind gleich,

SN wm=) > ay, (2.22)

i=1 j=1 =1 i=1

da die Addition kommutativ ist. Bewiesen wird ([2.22]) mit vollstandiger Induktion.
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Produkte behandelt man vollig analog, mit dem Ergebnis

m n

T = =1111=s- (2.23)

i=1 j=1 j=1i=1
Das Distributivgesetz fiir endliche Summen lautet
() (0] -3 220
i=1 j=1 i=1 j=1

Auch diese Formel wird mit vollstdndiger Induktion bewiesen.

Ganzzahlige Potenzen definieren wir durch

=1, 2"=g-z---x, VereR neN, (2.25)
n mal
27" =(z7")", VreRmitx#0,neN. (2.26)

Aus den Eigenschaften der Multiplikation folgt fir alle z,y € R und n,m € Z (bei
negativen Exponenten wird natiirlich x # 0 bzw. y # 0 vorausgesetzt)

g™ ="t (") =" 2y = ()" (2.27)

Definition 2.2 (Binomialkoeffizient) Fir k,n € N definieren wir den Binomialkoef-
fizienten

k .
(g‘) —1, (Z) :H”_j+1 :n("_ll):é'.(_n‘;kﬂ), falls k>1.  (2.28)

Jj=1

Direkt aus der Definition folgt

n n n! n
— 0, falls k S L <k<n. (22
(k;) 0, falls & >, </<;) K(n — ! (n—k;) Osksn.  (229)

Lemma 2.3 Fiir alle n,k e N mit 1 <k <n gilt
n n—1 n—1
= ) 2.
()= G20+ () 23
Beweis: Siche Ubungsaufgabe. O

Satz 2.4 (Binomische Formel) Fir alle z,y € R und alle n € N gilt

(z+y)" = Xn: (Z) aynh (2.31)

k=0
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Beweis: Mit vollstandiger Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt fiir alle x,y € R
2. /0
> (k) P =1=(z+7y)°. (2.32)
k=0
Die Behauptung sei richtig fiir ein gegebenes n € N. Wir zeigen ihre Richtigkeit fiir n+ 1.
Seien x,y € R beliebig, dann gilt

(@)™ =@ty =+ (k> et
k=0

o — (n k41 n—k N\ &k on—k+l
_k_()(k)x Y —i—Z(k)xy

k=0
n—1 n
_xn+1_’_§ n Ik+1 n—k+z n J/’k n—k+1+ n+1
k=0 k=1

(und nun: Indexverschiebung von & nach k£ — 1 im ersten Summenzeichen)

_ n+1 n+1 . n n k, n—k+1 n+1 n-+1
(e ) @) ()

n+1
_ Z n+1 Py
N :
k=0
(]

Folgerungen aus den Ordnungseigenschaften. Wir hatten axiomatisch die Existenz
einer Teilmenge P von R gefordert und geméf (2.11]) die Notation “>" eingefiihrt durch
x>y & x—y e P, also insbesondere

x>0 & zelP. (2.33)

Wir erinnern an die Definitionen von “>”, “<” und “<” in (2.12) — (2.14).
Es gilt offensichtlich x < z fiir alle z € R. (Man sagt, “<” ist reflexiv.)

Die folgenden Eigenschaften sind anschaulich unmittelbar einleuchtend; wir fithren sie auf
die Axiome zuriick.

Lemma 2.5 Seien x,y € R. Dann gilt
r>0undy>0 = x+y>0, (2.34)
xr>0undy>0 = x+y>0. (2.35)

Beweis: Falls y > 0, folgt (2.34) direkt aus Eigenschaft (5), falls y = 0, so gilt © +y =
x> 0. Falls z =y =0, soist auch z +y = 0. O

Lemma 2.6 Scien z,2',y,y € R. Dann gilt
r<yundx <y = z+1'<y+y, (2.36)
r<yundz' <y = z+2<y+vy. (2.37)
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Beweis: Folgt aus Lemma [2.5, angewendet auf y — z und ¢y’ — 2’. O
Lemma 2.7 Seien x,y € R. Dann gilt (Antisymmetrie)
r<yundy<zr = xT=y. (2.38)

Beweis: Aus = # y folgt © —y # 0, also z —y € P oder y —x € P. Damit haben wir die
Kontraposition von (2.38)) bewiesen, nédmlich

r#y = x<yodery<ux. (2.39)

Lemma 2.8 Seien x,y,z € R. Dann gilt

r<yundy<z = <z, (2.40)
r<yundy<z = xw<z, (2.41)
r<yundy<z = xw<z, (2.42)
r<yundy<z = x<z. (2.43)

Die Eigenschaften (2.40) und (2.43)) nennt man Transitivitét.
Beweis: Aus z < y und y < z folgt y — 2z € P und z — y € P, also auch

z—r=(z-y+y—=z) P,

und damit x < z. Die anderen Aussagen ergeben sich aus Betrachtung der Félle z = y
bzw. y = z. O

Wir stellen nun eine Verbindung zwischen (Un-)gleichungen und Mengen her. Die Menge
A={(z,y):z,y e R,z =y} ={(z,z) 1z € R} (2.44)
stellt die Hauptdiagonale in der Ebene R x R dar, die Menge
A=A{(z,y):x,y e R, z <y}

den Bereich oberhalb der Hauptdiagonale. Beides sind Teilmengen der Produktmenge
R x R. Fiir diese Situation gibt es einen allgemeinen Begriff.

Definition 2.9 Sind M und N Mengen, so heift jede Teilmenge R von M X N eine
Relation. Statt (x,y) € R schreiben wir auch x Ry.

Beispiel: Die Gleichheitsbeziehung definiert fiir eine beliebigen Menge M (anstelle R wie
in (2.44)) eine Relation R auf der Produktmenge M x M durch

rRy < (r,y)eA={(z2):zeM} & z=y.

Sind — wie in diesem Beispiel - M und N gleich, so spricht man auch von einer Relation
auf M (anstatt auf M x M).

Wir betrachten nun Ungleichheitsbeziehungen als Relationen, die bestimmte Zusatzeigen-
schaften haben.
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Definition 2.10 Sei M eine Menge. Fine Relation R auf M (also R C M x M) heifit
Ordnungsrelation, wenn gilt

(i) x Rz fir alle x € M (Reflexivitit),
(i) aus x Ry und y Rx folgt x =y (Antisymmetrie),

(iii) aus x Ry und y R z folgt x R z (Transitivitdt).

Die oben bewiesenen Eigenschaften zeigen, dass “<” und “>” Ordnungsrelationen auf
R definieren. Durch “<” und “>” werden keine Relationen definiert, da die Reflexivitét
nicht gilt.

Fiir “<” gilt auflerdem:
Sind z,y € R, so gilt x < y oder y < z. (2.45)

Diese Eigenschaft wird von einer Ordnungsrelation geméafl Definition nicht verlangt,
es kann also fiir gewisse x,y € M sehr wohl sein, dass weder x Ry noch y Rz gilt. Im
folgenden Beispiel ist das so.

Beispiel 2.11 Auf M =R x R definieren wir eine Relation R durch
(z1,22) R (y1,92) & 21 <yrund 23 <y
Wir kénnen R als Verallgemeinerung von “<” auf die Ebene auffassen. R ist eine Ord-

nungrelation, aber fiir die beiden Punkte (1,2) und (2,1) gilt weder (1,2) R(2,1) noch
(2,1) R(1,2). Sie sind sozusagen “durch R nicht vergleichbar”.

Wir behandeln weitere Eigenschaften der Ordnungsrelationen.
Lemma 2.12 Seien x,y € R. Dann gilt

(i) Aus x>0 undy >0 folgt xy > 0.
(ii) Es ist xy > 0 genau dann, wenn

(x>0 undy >0) oder (v <0 undy<0).

Beweis: Zu (i): Sind > 0 und y > 0, so folgt zy > 0 nach Eigenschaft (5). Ist x = 0
oder y = 0, so ist auch xy = 0. O

Lemma 2.13 Seien x,y,z € R. Dann gilt

r<yundz>0 = zz<uyz, (2.46)
r<yundz>0 = xz<yz, (2.47)
r<yundz<0 = zz>yz, (2.48)
r<yundz<0 = xz>yz. (2.49)
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Beweis: Nur die erste Ungleichung. Aus z < y folgt 0 < y—z, also 0 < (y—x)z = yz—2xz,
also zz < yz. O

Lemma 2.14 Fs gilt 22 > 0 fiir alle x € R.

Beweis: Aus Lemma folgt: Ist > 0, soist 22 = x -2 > 0; ist x < 0, so ist —z > 0
und 2? = (—z) - (—z) > 0. O

Folgerung 2.15 FEs ist 1 > 0.
Beweis: 1 = 12 > 0, und aus 1 # 0 folgt 1 > 0. O
Lemma 2.16 Fiir alle x € R gilt: Aus o > 0 folgt x=! >0, aus x < 0 folgt z= < 0.

Beweis: Sei z > 0. Dann ist (z71)2 > 0, alsoz™ ' =127 =gz~ a7t =2 (271)? > 0.
Der andere Fall wird analog bewiesen. O

Lemma 2.17 Fiir alle x,y € R gilt: Aus 0 <z <y folgt =1 >y~ L.

1

Beweis: Es ist 0 < zy, also auch 0 < (zy)~! = y~'z~1. Es folgt weiter

y l=a@ly ) <yleTly ) =27t

|

Lemma 2.18 Fiir alle x,y € R gilt: Aus 0 < x <y folgt 0 < 2™ < y™ fiir alle n € N mit
n>1.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Definition 2.19 (Betrag, Maximum und Minimum zweier Zahlen)
Ist x € R, so heifit
>0
2| = {I t= (2.50)
-z, x<0

der Betrag von x. Sind x,y € R, so definieren wir

> <
max{x,y} = {:c, =Y min{x,y} = {:c, =Y (2.51)
y, y>uw, y, y<uw.
Es gilt offensichtlich
min{z,y} <z <max{z,y}, min{z,y} <y <max{zr,y}, Vz,yeR, (2.52)
|z| = max{x,—x}=|—2|, VzeR. (2.53)

Das Maximum endlich vieler reller Zahlen wird per Induktion auf den Fall zweier Zahlen
zuriickgefiihrt,
max{zry,...,x,} = max{max{zy,...,z, 1}, T,}. (2.54)
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Analoges gilt fiir das Minimum. Insbesondere hat jede endliche Menge reeller Zahlen
sowohl ein Maximum als auch ein Minimum.

Der Betrag |x — y| der Differenz zweier Zahlen z,y € R misst deren Abstand auf der
Zahlengerade. So haben etwa die Zahlen 5 und —2 den Abstand |5 — (—2)| = |7] = 7. Die
Menge

M={z:zeR, |z -4 <2}
ist die Menge aller Punkte, die vom Punkt 4 nicht weiter als 2 entfernt sind, das ist gerade
das Intervall [2,6] mit dem Mittelpunkt 4.

Lemma 2.20 Fir alle x,y € R gilt

|lz] >0, |z]=0 < 2=0, (2.55)
|zyl = [x] - |yl (2.56)
2 +y| < [z + |yl (2.57)

Die Ungleichung heifit Dretecksungleichung D

Beweis: Zu (2.55)): Aus der Definition folgt [z| > 0 und |0] = 0. Ist = # 0, so ist |z| =
max{z, —x} > 0.

Zu : Man unterscheidet die verschiedenen Félle im Vorzeichen von x und y. Ist etwa
x>0und y <0, soist zy < 0 und

2yl = —(zy) = 2(~y) = |z - |y],

analog fiir die anderen Félle.

Zu (2.57)): Es gilt
vy <l|r|+yl, —(v+y)=(-2)+(~y) <l|z|+y],

also
|z +y| = max{z +y, —(x +y)} <|z[+[y|.

O
Aus ([2.56)) erhdlt man wegen
x x
ol =25 = 5|
Y
die Regel
S - .
—| =+, firallex,y € Rmity#0. (2.58)
yl ]
Satz 2.21 (Bernoullische Ungleichung) Fs gilt
(14+2)">1+nx (2.59)

fiir alle n € N und alle v € R mit x > —1.

'Warum, werden wir sehen, wenn wir die komplexen Zahlen bzw. den mehrdimensionalen Raum
behandeln.
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Beweis: Sei > —1 beliebig. Wir zeigen mit vollstédndiger Induktion, dass (2.59)) fur alle
n € N gilt. Fiir n = 0 klar. Induktionsschritt n — n + 1:

(1+a)"™ =1 +2)"(1+z) > (1 +nz)(1+2)
(richtig nach Induktionsvoraussetzung und wegen = > —1)
=l+nz+r+n?>1+(n+1z.

O

Das Supremum. Ist M eine endliche Menge reeller Zahlen, so gibt es immer eine gréfite
und eine kleinste Zahl in M. Sie heiflen das Maximum bzw. das Minimum von M. Ist
M eine unendliche Teilmenge von R, so braucht es weder ein Maximum noch ein Minimum
von M zu geben. So hat Z weder Maximum noch Minimum; N hat ein Minimum, némlich
0, aber kein Maximum. Das iiberrascht nicht, da sich N und Z “ins Unendliche erstrecken”.
Bei der Menge

M:{l;neN,n>o} (2.60)

n
liegt eine subtilere Situation vor. Sie hat ein Maximum, nédmlich 1, aber kein Minimum,
denn zu jedem Element von M gibt es eines, das kleiner ist: Ist 1/n ein beliebiges Element

von M, so ist
1 1

—eM, —<l fiir jedes m € N mit m > n.
m m n

7Zu jedem Element von M gibt es also sogar unendlich viele kleinere Elemente von M.
Man konnte nun meinen, das Minimum von M sei 0, aber dem ist nicht so, da 0 ¢ M
und das Minimum einer Menge selbst ein Element der Menge sein muss, nach der oben

gegebenen Definition.
Definition 2.22 Sei M C R. Ein x € R heifst

e obere Schranke fir (oder: von) M, wenn x >y fir alle y € M,

e untere Schranke fir (oder: von) M, wenn x <y fir alley € M.

M heifit nach oben (unten) beschrdnkt, falls es eine obere (untere) Schranke fiir M
gibt. M heifit beschrdnkt, falls M nach oben und nach unten beschrdinkt ist. M heifst
unbeschrdankt, falls M nicht beschrdankt ist.

Jede endliche Menge (das heifit, jede Menge, die nur endlich viele Elemente hat) ist nach
oben durch ihr Maximum und nach unten durch ihr Minimum beschrankt.

N ist nach unten beschriankt, jede Zahl 2 < 0 (auch das Minimum 0) ist eine untere
Schranke von N. N ist nicht nach oben beschriankt (das ist anschaulich klar und wird
weiter unten in Satz bewiesen).

7 ist weder nach oben noch nach unten beschriankt; wére x eine untere Schranke fiir Z,
so wire —x eine obere Schranke fiir N.

Die Menge M aus (12.60)) ist beschrénkt. Jedes x > 1 ist eine obere Schranke, jedes z < 0
eine untere Schranke von M.

26



Lemma 2.23 FEine Teilmenge M von R st beschrdnkt genau dann, wennn es ein C' > 0
gibt mit |z| < C fir alle x € M.

Beweis: Ist a eine untere und b eine obere Schranke fiir M, so hat C' = max{|al,|b|}
die verlangte Eigenschaft. Umgekehrt ist —C' untere und C' obere Schranke fiir M, falls
|z| < C fur alle x € M. 0

Héufig vorkommende Teilmengen von R sind die Intervalle. Ein Intervall kann unter-
schiedliche Formen haben. Seien a,b € R gegeben. Wir definieren

(—o00,b] ={z:2z e R, x < b},
(—o0,b) ={z:z R, z <b}.

[a,b) ={z:x€R,a <z <Db}, (2.61)

(a,b) ={x:x €R, a<x<b}, (2.62)
(a,b) ={x:x€R,a<x<b}, (2.63)

la,b) ={z:z€R, a <z <b}, (2.64)

[a,00) ={z:z€R, a <z}, (2.65)
(a,00) ={x:x €R, a<x}, (2.66)
(2.67)

(2.68)

Intervalle der Form (2.61f), (2.65)), (2.67) heiflen abgeschlossen, Intervalle der Form
(2.62), (2.66)), (2.68) heiflen offen, die anderen heien halboffen.

Definition 2.24 Sei M eine Teilmenge von R. Fin z € R heifst

e Supremum von M, wenn z eine obere Schranke fiir M ist, und z < x qilt fiir alle
oberen Schranken x von M,

e Infimum von M, wenn z eine untere Schranke fiir M ist, und z > x gilt fir alle
unteren Schranken x von M.

Wir beschéftigen uns zunéchst mit dem Supremum.
Lemma 2.25 Sei M C R mit M # (). Dann hat M hdichstens ein Supremum.

Beweis: Sind 21, 25 Suprema von M, so gilt z; < 23 (da 25 obere Schranke von M) und
29 < 21 (da z; obere Schranke von M), also z; = 2. 0

Es macht daher Sinn, von “dem Supremum” von M zu sprechen, wir bezeichnen es mit
sup M, oder sup(M). (2.69)
Es gilt
sup([1,2]) = 2 =sup([1,2)),

da in beiden Féllen jedes z > 2 (und kein anderes) eine obere Schranke und 2 die kleinste
solche Zahl ist. Das Maximum von [1,2] ist ebenfalls 2, aber [1,2) hat kein Maximum.
Dieses Beispiel legt nahe, dass eine nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum
“haben sollte”. In der Tat, das ist das uns noch fehlende Axiom fiir die reellen Zahlen.
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Axiom 2.26 (Supremumsaxiom)

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum. (2.70)

Diese Eigenschaft wird auch als die Ordnungsvollsténdigkeit von R bezeichnet.
Wir betrachten als Beispiel die Menge
M={z:x R, 2? <2}.

Sie ist nichtleer, nach oben beschrankt (z.B. 2 ist obere Schranke), und hat daher ein
eindeutig bestimmtes Supremum sup M € R. (Diese reelle Zahl werden wir spéter als V2
identifizieren.)

Wir fassen zusammen:
Das Supremum von M ist die kleinste obere Schranke von M,

falls M iiberhaupt eine obere Schranke hat.

Dariiber hinaus vereinbaren wir
sup M = 400, falls M nicht nach oben beschrankt ist, (2.71)
supf) = —o0. (2.72)
Damit haben wir sup M definiert fiir alle M C R, und
supM € RU {—o0,+00}. (2.73)
Nebenbemerkung: Mit “U” wird die Mengenoperation der Vereinigung bezeichnet,

MUN ={x: v € M oder z € N}.

Mengenoperationen werden im néchsten Kapitel ausfiihrlicher besprochen.

Wir setzen die auf R bereits definierte Ordnungsrelation “<” fort auf R U {—o0, +o0},
indem wir setzen
—o00 <x < +oo, firallexeR. (2.74)

Man priift leicht nach, dass wir auf diese Weise tatséchlich eine Ordnungsrelation “<”
auf R U {—o0, +00} erhalten. Es gilt

Lemma 2.27 Sind M, N C R mit M C N, so gilt
sup M <supN. (2.75)

Beweis: Falls sup N € R, so ist sup N obere Schranke fiir N und wegen M C N auch
obere Schranke fiir M, also gilt nach Definition von sup M (falls M = (), verwenden
wir (2.72])). Falls sup N = —o0, so ist N = (), also auch M = {), also auch sup M = —o0.
Falls sup N = +o0, ist erfiillt, egal was M ist. O

Auch das Infimum einer Menge ist eindeutig bestimmt, falls es existiert, wie man analog
zu Lemma [2.25] beweist. Wir bezeichnen es mit

inf M | (2.76)
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und vereinbaren
inf M = —oo, falls M nicht nach unten beschrinkt ist, (2.77)

inf ) = 4+00. (2.78)
Analog zu Lemma zeigt man, dass fiir das Infimum gilt

inf M >inf N, falls M C N.

Ist M C R und a € R, so definieren wir die Menge aM C R durch

aM = {ax :x € M} . (2.79)
Fiir @ = —1 schreiben wir auch —M statt (—1)M. Wir vereinbaren weiter
— (+00) = =00, —(—00)=+c0. (2.80)

Satz 2.28 Sei M C R. Dann gilt
inf M = —sup(—M). (2.81)

Beweis: Ist M = (), so steht auf beiden Seiten +oo. Sei nun M # (). Wir behaupten, dass
fiir x € R gilt:

x ist untere Schranke von M <& —x ist obere Schranke von —M . (2.82)
In der Tat gilt
r<yvVyeM & —z>-yvVyeM & —ax>zVze-M.

Wegen ist M nach unten beschrénkt genau dann wenn —M nach oben beschriankt
ist. Falls M nicht nach unten beschrankt ist, steht also —oo auf beiden Seiten von
. Ist M nach unten beschriankt, so hat —M nach Supremumsaxiom ein Supremum
sup(—M) € R, und wegen ist —sup(—M) eine untere Schranke von M. Ist x eine
beliebige untere Schranke von M, so gilt wegen auch sup(—M) < —z, also auch
—sup(—M) > z, und damit folgt wegen der Eindeutigkeit des Infimums. a

Satz 2.29 N st nicht nach oben beschrdnkt, d.h. fir alle v € R gibt es ein n € N mat
n>4ax.

Man sagt: “Der Korper R ist archimedisch angeordnet.”

Beweis: Wir nehmen an, dass N nach oben beschrankt ist. Dann hat N nach Supre-
mumsaxiom ein Supremum s = sup N € R. Wegen s —1 < s ist s —1 keine obere Schranke
von N, also gibt es ein n € N mit s — 1 < n. Es folgt weiter s <n + 1 € N, also ist auch
s keine obere Schranke. Widerspruch. O

Folgerung 2.30 Fiir alle e € R mit € > 0 ¢ibt es einn € N mit

1
0<—<e. (2.83)
n
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Beweis: Wende Satz 2.29 an mit z = ¢~
Aus Folgerung konnen wir schlielen, dass
. 1
1nf{—:n€N,n>O}:0.
n

Eine alternative Schreibweise ist

. 1 .1
inf- —=0, oder inf —-=0.
neNn>0 N neN n
n>0

Folgerung 2.31 Fiir alle z,y € R mit x > 0 gibt es ein n € N mit nx > y.

Beweis: Falls y > 0, wihle n € N mit n > y/x. Andernfalls n = 1.
Folgerung 2.32 Fiir alle x,y € R mit x > 1 gibt es ein n € N mit 2" > y.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Alternativ zum Supremumsaxiom kann man die Aussage von Satz als Axiom nehmen,
man nennt es dann das Archimedesaxiom. Allerdings ben6tigt man dann noch ein weiteres
Axiom, um die Existenz der irrationalen Zahlen zu sichern, denn der Korper Q erfiillt

ebenfalls das Archimedesaxiom.

Oft verwendet wird die folgende Eigenschaft des Supremums.

Satz 2.33 Sei M C R nichtleer und nach oben beschrdnkt, sei s = sup M. Dann gibt es

zu jedem € > 0 ein x € M mit
s—e<zx<s.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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3 Funktionen

Der Funktionsbegriff. Wir alle kennen die durch
fla) =2 (3.1)

definierte Funktion. Sie ordnet jeder gegebenen Zahl x die Zahl x? zu. Stellen wir sie
graphisch in der Ebene dar, indem wir die Punkte (z, f(z)) = (z,2?) in ein kartesisches
( = rechtwinkliges) Koordinatensystem eintragen, so erhalten wir eine Parabel.

Eine andere Funktion wird beispielsweise durch f(z) = z* definiert.

Eine Funktion im mathematischen Sinn hat mehrere Bestandteile, sie finden sich alle
wieder in der Notation

f:M— N. (3.2)
Die Bestandteile sind folgende:

e der Definitionsbereich (oder Definitionsgebiet), eine Menge M, in der die Ar-
gumente der Funktion liegen,

e der Wertebereich (oder Wertevorrat), eine Menge N, in der die Werte der Funk-
tion liegen,

e die Funktionsvorschrift, symbolisiert durch den Zuordnungspfeil “—”; sie gibt
an, welchem Argument welcher Wert zugeordnet wird,

e der frei wihlbare Name (hier “f”).

Statt “Funktion” sagt man auch Abbildung, das bedeutet dasselbe.

Eine Funktionsvorschrift (oder Abbildungsvorschrift) muss folgende Eigenschaft ha-
ben:
Jedem z € M wird genau ein Element von N zugeordnet. (3.3)

Das einem x € M eindeutig zugeordnete Element von N wird mit f(x) bezeichnet. Es
heifit das Bild von x unter f, oder der Wert von f an der Stelle x.

Die Funktionsvorschrift alleine geniigt nicht, es miissen auch Definitions- und Werte-
bereich spezifiziert werden. So kann man beispielsweise mit der Vorschrift f(z) = z?

definieren
f:R—>R, f:N—>N, f:N—=R, (3.4)

aber nicht f : R — N, denn fiir 1/2 € R erzeugt die Vorschrft f(z) = ? den Wert 1/4,
der nicht in N liegt. Ebensowenig definiert

f(z) = £2?

eine Funktion f : R — R, solange man nicht festlegt, fiir welches = welches Vorzeichen
genommen werden soll.

Manchmal verzichtet man darauf, einer Funktion einen Namen zu geben, man kann auch
sagen:

Wir definieren eine Funktion von R nach R durch die Vorschrift z + z°. (3.5)
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Man verwendet den Pfeil “—” fiir eine auf diese Weise beschriebene elementweise Zuord-
nung.

“Freie Wahlbarkeit” des Namens bedeutet z.B., dass die Beschreibungen

fR=>R, f(x) z?,
g:R—=>R, g(x) 22,

dieselbe Funktion definieren.

Zum Sprachgebrauch: Mit “f” bezeichnen wir die Funktion, mit “f(z)” den Wert der
Funktion an der Stelle z. Innerhalb der Mathematik ist das der allgemein akzeptierte
Standard. Die Sinusfunktion heifit dann “sin”, der Wert der Sinusfunktion an der Stelle
x heifit “sin(x)” oder “sinz”. Der Vorteil dieser Sprachregelung ist, dass man zweifelsfrei
weifl, ob die Funktion oder der Funktionswert gemeint ist. In anderen Féchern ist der
Sprachgebrauch oft anders. Wenn dort von “sinx” gesprochen wird, muss man u.U. dem
Zusammenhang entnehmen, ob die Funktion oder der Funktionswert gemeint ist (oder ob
der Sprecher da iiberhaupt einen Unterschied macht ...). Zwischenformen, die auch in
der Mathematik vorkommen, kénnen sein

"Die Funktion (4z + 3)? hat die Eigenschaft ...”
statt

“Die durch x +— (4x + 3)? definierte Funktion hat die Eigenschaft ...”.
Oder

"Die Funktion f(z) = (4x + 3)? hat die Eigenschaft ...”
statt

"Die durch f(z) = (4x + 3)? definierte Funktion f hat die Eigenschaft ...”

Féangt man an, Mathematik zu lernen, ist es aber besser, die préizisen Formulierungen zu
verwenden, bis man sie sicher beherrscht.

Eine Funktionsvorschrift kann eine Fallunterscheidung beinhalten, beispielsweise

x? x>0
R—R, x) = ’ -
/ /(@) {—1, x<0.

Man muss auf die Abgrenzung der Fille achten. So definiert

f(x):{x2’ x>0,

-1, <0,

keine Funktion f : R — R, da f(0) zweimal definiert wird (f(0) = 0 und f(0) = —1). Die
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wére aber in Ordnung, da f(0) zwar zweimal vorkommt, aber beidesmal auf denselben
Wert, ndmlich 0, gesetzt wird.

Funktionsvorschriften konnen neben Formeln auch andere Ausdriicke enthalten. Die Vor-
schrift

f(n) = Anzahl der Ziffern (im Dezimalsystem) des groiten Primfaktors von n

liefert eine wohldefinierte Funktion f: N\ {0,1} — N, aber den Wert f(n) zu berechnen
ist fiir grofle n nicht so einfach.

Die Vorschrift

(@) {1 , falls mehr als 10 Horer dieser Vorlesung einen Hund besitzen,
) =

0, andernfalls,

definiert eine Funktion f : R — R, die entweder konstant 1 oder konstant 0 ist. Ob wir
wissen, welcher Fall zutrifft, ist dafiir gleichgiiltig. Vorausgesetzt wird aber, dass fiir jeden
Menschen y eindeutig feststeht, ob y Horer der Vorlesung ist und ob y einen Hund besitzt.

Will man mit Mathematik die reale Welt beschreiben, so ergeben sich stdndig Situationen,
bei denen Funktionen betrachtet werden, die nicht durch Formeln definiert sind. Ein
Beispiel:

Wir betrachten ein Auto, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Schwabing auf die A9
fahrt und diese zum Zeitpunkt ¢ = 7" am Endpunkt am Berliner Ring verlésst.
Sei f(t) definiert als die Position des Autos zum Zeitpunkt ¢ (in Autobahn-
Kilometern gemessen). Dadurch wird eine Funktion f : [0,7] — R definiert.
Sie ist nicht durch eine Formel gegeben, ihre Werte (und auch der Wert von
T') sind normalerweise nicht bekannt. Man kann nun Annahmen machen und
daraus Eigenschaften von f und T herleiten, z.B. aus Annahmen {iber die
Hochstgeschwindigkeit des Autos eine untere Schranke fiir 7" berechnen. Oder
(wie Google Maps) auf der Basis eines mathematischen Modells und realer
Daten die erwartete Fahrzeit T schétzen. Oder . ..

Die uns fiir Funktionen f : R — R bekannte graphische Darstellung in der Zahlenebene
hat eine allgemeine Entsprechung. Ist f : M — N eine Abbildung, so ist der Graph von
f definiert als die Menge

{(z, f(x)):x € M}. (3.6)
Sie ist eine Teilmenge der Produktmenge M x N, ihre Elemente sind geordnete Paare
(zuerst z, dann f(z)).

GeméiB Definition [2.9)ist der Graph einer Funktion also eine Relation. Wir stellen nun die
umgekehrte Frage: Welche Relationen konnen wir als Graphen einer Funktion erhalten?

Sei R C M x N eine Relation, wir suchen eine Funktion f : M — N mit
R={(x, f(x)) :x € M}. (3.7)

Dabei miissen wir die Bedingung ([3.3)) beachten, die wir an jede Funktionsvorschrift stel-
len. Falls R zwei Elemente (x,y;) und (z, y2) enthélt mit y; # yo, so ist “C” in (3.7)) nicht
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erfiillbar, da es zu gegebenem = € M nur einen Funktionswert f(z) geben darf. Falls es
ein x € M gibt fiir welches kein y € N existiert mit (x,y) € R, so gilt (z, f(x)) ¢ R fiir
jede Funktion f : M — N, also ist “D” in (3.7)) nicht erfiillbar. Die Relation R muss also
die Eigenschaft

zu jedem x € M gibt es genau ein y € N mit x Ry (3.8)
haben. Hat R diese Eigenschaft, so kénnen wir f : M — N definieren, indem wir jedem

x € M das entsprechende y aus (3.8) zuordnen.

Mit der soeben hergestellten Beziehung kann man den Funktionsbegriff auf den Mengen-
begrift zuriickfiihren. “Eine Funktion von M nach N ist eine Teilmenge R der Produkt-
menge M x N, welche die Eigenschaft hat.” Die Frage “was ist denn eigentlich eine
Funktionsvorschrift?” erledigt sich dann mit der Antwort: Wir ordnen jedem x € M das
entsprechende y € N aus (3.8]) zu.

Eigenschaften von Abbildungen. Sei f : M — N eine Abbildung. Ist A eine Teilmenge
von M, so definieren wir eine Menge f(A) durch

f(A) ={f(x) -z € A}. (3.9)

Sie heiit die Bildmenge (oder einfach Bild) von A unter f, es gilt f(A) C f(M) C N.
Ist y € N, so heifit jedes z € M mit f(z) =y ein Urbild von y.

Zu gegebenem y kann es ein, mehrere oder auch kein Urbild geben. Im Beispiel f : R — R,
f(x) = 22, hat 0 ein Urbild, ndmlich 0, jedes y < 0 hat kein Urbild. Jedes y > 0 hat zwei
Urbilder, da mit z? = y auch (—z)? = y gilt.

Ist f: M — N und B C N, so heifit
f'(B)={x:2ec M, f(z) € B} (3.10)

die Urbildmenge (oder das Urbild) von B unter f. (Zum Begriff der Umkehrfunktion
kommen wir spiter.) Im Beispiel f: R — R, f(z) = 22 gilt

f_l([0’4]) = [_2’2] :

Anschaulich ist das klar, ein entsprechender mathematischer Satz wird spéater bewiesen.
Zwei Abbildungen f,g: M — N heiflen gleich, geschrieben f = g, falls

f(z) =g(x) firallex e M. (3.11)

Als Beispiel betrachten wir f(x) = z, g(x) = |z|. Falls wir als Definitionsbereich R
nehmen, also f,g : R, — R betrachten, so gilt f = g. Falls wir als Definitionsbereich R
nehmen, gilt f # g. Mit “f # ¢” ist die Negation von (3.11]) gemeint, das heifit,

es gibt ein x € M mit f(x) # g(z).

Beispielsweise gilt f # g fiir die durch f(x) = x, g(z) = —xz definierten Funktionen
fyg: R — R, obwohl f(0) = g(0) gilt.
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Eine Abbildung f : M — N heifit

e surjektiv, wenn jedes y € N mindestens ein Urbild hat. Aquivalent dazu ist:
FO1) = N.

e injektiv, wenn jedes y € N hochstens ein Urbild hat. Aquivalent dazu ist: Sind
x1, Ty € M beliebig mit x; # x5, so muss auch f(z1) # f(x2) gelten. Ebenfalls
dquivalent ist: Sind x1, x5 € M beliebig mit f(z1) = f(x2), so mufl z; = x4 gelten.

e bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist, das heifit, wenn jedes y € N genau ein
Urbild hat.

Die folgenden Beispiele zeigen, dass Injektivitdat und Surjektivitiat einer Abbildung nicht
nur von der Funktionsvorschrift, sondern auch von der Wahl von Definitions- und Werte-
bereich abhéngen.

e Wir betrachten die Funktionsvorschrift f(x) =2+ 1, f : M — N, mit unterschied-
lichen Teilmengen M und N von R. In jedem Fall ist f injektiv: Ist f(z1) = f(x2),
so ist x1 + 1 = x5 + 1, also auch x; = x9. Im Fall f : N — N ist f nicht surjektiv,
da 0 kein Urbild in N hat. Im Fall f : Z — Z ist f surjektiv (also auch bijektiv), da
jedes x € Z das Urbild x — 1 hat. Aus dem gleichen Grund ist f : R — R ebenfalls
surjektiv und damit bijektiv.

e Wir betrachten die Funktionsvorschrift f(x) = 2%, f: M — N, mit unterschiedli-
chen Teilmengen M und N von R. Im Fall f : N — N ist f injektiv (aus x; # xo
folgt =3 # 22), aber nicht surjektiv (zum Bild von N gehéren nur die Quadratzah-
len). In den Féllen f : Z — Z und f : R — Rist f weder injektiv (da f(—z) = f(x))
noch surjektiv (da keine negative Zahl im Bild von f liegt). Im Fall f : R, — R ist
f injektiv und surjektiv (letzteres folgt wieder aus einem spéter bewiesenen Satz),
also auch bijektiv.

Die Umkehrfunktion. Wir betrachten nochmals die durch
fla)=z+1 (3.12)

definierte Abbildung f : R — R. Wir wollen sie umkehren, das heifit, wir wollen mit
einem Wert f(z) beginnen und daraus das urspriingliche z zuriickgewinnen. Fiir
lasst sich das direkt ausrechnen. Wir beginnen mit einem beliebigen y € R und suchen
r € Rmit y = f(z), also
y=fla)=z+1.
Wir sehen,
r=y—1

ist das eindeutig bestimmte z, welches f(x) = y erfiillt. Die durch

9(y) =y —1 (3.13)

definierte Funktion ¢ : R — R kehrt also f um. Warum hat diese (zugegebenermafien sehr
einfache) Rechnung funktioniert? Weil f bijektiv ist; dadurch wird garantiert, dass jedes
y € N genau ein Urbild z € M hat.
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Allgemein gilt: Ist f : M — N eine bijektive Abbildung von einer Menge M auf eine
Menge N, so konnen wir durch die Vorschrift

y +—  “das eindeutig bestimmte x € M mit f(z) = y” (3.14)

eine Abbildung definieren, sie heiit die Umkehrfunktion zu f und wird mit f=! be-
zeichnet. Es ist dann
ff':N—=M.

Fiir Funktionen von R nach R erhalten wir den Graphen der Umkehrfunktion f~!, indem
wir den Graphen von f an der Diagonale “z = y” spiegeln.

Im Beispiel (3.12)) war es moglich, die Umkehrfunktion durch die Formel ([3.13]) “explizit”
anzugeben. Das muss nicht sein, und geht oft nicht.

Betrachten wir f(z) = 2% Als Abbildung f : R — R ist sie nicht bijektiv, daher hat
sie keine Umkehrabbildung von R nach R. Aber als Abbildung f : R, — R, sollte sie
bijektiv sein, die Umkehrabbildung f~!: R, — R, sollte gegeben sein durch

)=V

Gemeint ist die nichtnegative Wurzel.

Allgemein erhalten wir die k-te Wurzel als Umkehrfunktion der k-ten Potenz
f(l’):l‘k, f:R+—>R+a (315)
durch den folgenden Satz.

Satz 3.1 Set k € N mit k > 1. Dann gibt es zu jedem y € Ry genau ein v € Ry mit
k
¥ =y.

Beweis: Sei y € R,.. Es gibt hochstens ein x mit 2¥ = y wegen Lemma [2.18] Das gesuchte
x wollen wir als Supremum erhalten,

r=sup(M), M={t:t>0,t"<y}.

Das Supremum von M existiert nach Supremumsaxiom: M ist nichtleer (da 0 € M) und
nach oben beschrankt (da 1+ y eine obere Schranke fiir M ist). Wir zeigen nun, dass
weder 2¥ < y noch 2* > y richtig sein kann. Zu diesem Zweck betrachten wir ein ¢ > 0
und schétzen ab mit Hilfe der binomischen Formel

k k k
(x+e)f=>" ( .)53x"‘_J =af+e) ( ,>5J_1:vk_7 <af4e) ( _>5J_1|x|’“‘3 .
=0 =1 =1 \J
Ist auBlerdem € < 1, so gilt €/~! < 1 und daher
Ny
(x+e)f <afF+eC, C= Z(,)W—j.
- J
j=1

Wiire nun z¥ < y, so folgt
(x+e)f <2 +eC <y,
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falls wir € so klein wihlen, dass eC < y — z¥. Damit folgt, dass = + & € M und daher x
keine obere Schranke ist fiir M, ein Widerspruch. Eine analoge Rechnung fiir 0 < ¢ < 1

zeigt, dass
[k
(x—e)f >aF —eC, C:Z(_)\x]k_j.
— \J
j
Wire 2% > y, so wiire  — ¢ eine obere Schranke von M, falls € hinreichend klein ist,

im Widerspruch dazu, dass x die kleinste obere Schranke fiir M ist. Also gilt insgesamt
zk =y. O

Es ergibt sich, dass
f(:[‘):l’k, f:R+_>R+a

bijektiv ist. Wir definieren

Vy=Fy), [ Ry—=Ry. (3.16)

Der Beweis von Satz war relativ aufwendig. Spéter werden wir sehen, dass die Lage
sich erheblich iibersichtlicher und einfacher gestaltet, wenn wir {iber eine allgemeinere
Begrifflichkeit verfiigen; es ist dann nicht mehr erforderlich, eine explizite Rechnung mit
der binomischen Formel durchzufiihren.

Satz ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Wenn
man die k-te Wurzel einer gegebenen Zahl tatséchlich berechnen will, hilft er allerdings
nur wenig.

Da die k-te Wurzel die Umkehrfunktion der k-ten Potenz ist, gilt fiir z > 0
(Vo) =
Es folgt fiir z,y > 0
(Va/y)* = (Va)* - (Yy)* =y,
also gilt fiir alle z,y > 0 die Rechenregel
Yy = r¥y. (3.17)

Komposition von Funktionen. Seien f und g definiert durch

f@y=z+1, g(x)=2>. (3.18)

Wir wollen f und ¢ “hintereinander ausfithren”. Sei etwa x = 2. Wir setzen 2 in f ein
und erhalten f(2) = 3. Diesen Wert setzen wir in g ein und erhalten g(f(2)) = ¢(3) = 9.
Das Argument von g (urspriinglich mit “z” bezeichnet) wird ersetzt durch die Zahl, die
sich durch Auswertung von f ergeben hat.

Dasselbe passiert, wenn wir x als Variable belassen und nicht durch eine konkrete Zahl

ersetzen,

z L o+l S (z+1)2.

Das Argument von g wird wieder ersetzt durch den Ausdruck, der sich durch Auswertung
von f ergeben hat. Die resultierende Funktion ist

r o (r+1)% (3.19)
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Hier kann die Tatsache Verwirrung stiften, dass wir in das Argument von f und g
beidesmal mit x bezeichnet haben; betrachtet man f und g unabhéngig voneinander, so
hat man zunéchst keinen Grund, verschiedene Buchstaben fiir die beiden Argumente zu
verwenden. Hétten wir statt geschrieben

fl@)=z+1, gly)=y>,

so hétten wir y durch x + 1 ersetzt, mit demselben Ergebnis wie in (3.19)).

Die allgemeine Situation ist die folgende. Seien
fM—N, g:N—=P, (3.20)

Abbildungen zwischen Mengen M, N und P. Die Komposition von f und g ist eine
Abbildung von M nach P, sie wird bezeichnet mit ¢g o f und definiert durch

gof:M— P, (go f)(x)=g(f(x)) firallex e M. (3.21)

Zuerst wird f ausgefiihrt, dann ¢ (im Kontrast dazu, dass beim Lesen von links nach
rechts man zuerst den Buchstaben g und dann den Buchstaben f liest).

In Beispiel hatten wir stillschweigend M = N = P = R angenommen; im allgemei-
nen Fall muss man allerdings auf Definitions- und Wertebereiche achten, denn man kann
den Wert f(x) nur dann in g einsetzen, wenn er im Definitionsbereich von g liegt. Das ist in
der Situation garantiert; um sie herzustellen, muss man u.U. den Definitionsbereich
von f geeignet wihlen. Sei beispielsweise

Betrachtet man f fiir sich genommen, so ist f : R — R eine natiirliche Wahl; will man
aber die Komposition g o f betrachten, so muss man den Definitionsbereich von f so
einschrianken, dass die Werte f(z) = 43 nicht auftreten. Ein natiirlicher Kandidat fiir die
Menge M in ist {x: 2z € R,z # 7,2 # 1} oder eine Teilmenge davon.

Die Reihenfolge bei der Komposition ist wesentlich. Fiir f(z) = = + 1, g(z) = 2% mit
fi9 : R — R sind sowohl go f : R — R als auch fog: R — R definiert, aber es gilt
einerseits, wie wir gesehen haben, (go f)(z) = (z+1)?, und andererseits (fog)(z) = x?+1,

also go f # fog.
Sei f: M — N bijektiv und f~!: N — M die Umkehrabbildung. Es gilt

fH(f(x) =2 firallez € M,
f(f Y y) =y fiiralley € N.

Das konnen wir auch schreiben als
flof=idy, fof '=idy, (3.22)
wobei “id” die identische Abbildung bezeichnet,

idy : M — M, idy(z) = x fiir alle z € M.
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Mengenoperationen. Sind M und N Mengen, so definieren wir

MUN ={z:x€ M oder z € N} (Vereinigung) ,
MNN={x:x€ Mund z € N} (Durchschnitt) .

Falls die Mengen M und N kein gemeinsames Element haben, gilt
MNN=0.
In diesem Fall heilen M und N disjunkt.
Beispiele:
0,2]U (1,3) =1[0,3), [0,2]N(1,3)=(1,2], NUZ=Z, NNZ=N.
Das Komplement eciner Menge N in einer Menge M ist definiert als
M\N={zx:zeMundx ¢ N}.
Beispiele:
[0,4]\ [1,8] =[0,1), [0,4]\[1,2]=[0,1)U (2,4, Z\N={-1,-2,-3,...}.

Rechenregeln fiir Mengenoperationen. Seien M, N, P Mengen. Dann gilt: Aus M C
N und N C P folgt M C P. (Beweis: Ist z € M, so ist x € N wegen M C N und weiter
x € P wegen N C P.)

Fiir die Vereinigung gilt das Assoziativgesetz
(MUN)UP=MU(NUP). (3.23)
Beweis: Es gilt
re€(MUN)UP < xe€ MUN oder z € P
< (xr € M oder z € N) oder x € P
& x € M oder (x € N oder z € P)

s rxeModerze NUP
SreMU(NUP).

Die zweite und dritte Zeile sind dquivalent, da fiir die logische Verkniipfung “oder” das
Assoziativgesetz gilt. (Wenn man das beweisen will, vergleicht man die Wahrheitstafeln
beider Aussagen.) Analog zeigt man das Assoziativgesetz fiir den Durchschnitt

(MNN)NP=MnN(NNP).
Man kann daher die Klammern weglassen und einfach
MUNUP, MNNNOP
schreiben. Weiter gelten die Kommutativgesetze

MUN=NUM, MAN=NNM,
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und die Distributivgesetze
MUNNP)=(MUN)N(MUP), MN(NUP)=(MNN)U(MNP).

Fiir Bild- und Urbildmengen gelten ebenfalls eine Reihe von Rechenregeln. Sei f : M — N
eine Abbildung. Sind A, B C M, so gilt
fLAUB) = f(A)U f(B), f(ANB)C f(A)N f(B).

Wir beweisen die zweite der beiden Regeln. Aus AN B C A folgt f(AN B) C f(A).
Ebenso erhédlt man f(A N B) C f(B). Beide Aussagen zusammengenommen ergeben
f(ANB) C f(A)N f(B). Die umgekehrte Inklusion “O” braucht aber nicht zu gelten. Ist
etwa f(x) =22 f: R —= R, soist f([1,2]) = f([-1,—2]) = [1,4], und

fAren=1,=-2))=f0)=0, f((1,2))nf([-1,-2]) =[1,4].
Sind C, D C N, so gilt

fFCuD)=fHC)Uf (D), fHCND)=fHC)nf (D).

Indizierte Mengen. Wie bei Zahlen kann es auch bei Mengen sinnvoll sein, Indizes zu
verwenden. Als Beispiel betrachten wir die Intervalle

1
Mi=[0,7], keN,k>1.

Fiir sie gilt
1 1

7k—H]C[07_]:Mk7

M1 =10 ’

sie sind also ineinander geschachtelt,
M, C M,_4 C"‘CMQCMlz[O,l].

Wir bilden den Durchschnitt dieser Mengen mit einer Notation analog zur Summennota-
tion. Wegen deren Schachtelung ergibt sich

l.

- 1
() M = M, =[0,-

n
k=1

Wir kénnen auch den Durchschnitt aller solcher Mengen bilden. Er ist definiert als

() Mi = {z: z € M fir alle k > 1}

keN
k>0

Das Ergebnis ist

(= {0},

keN
k>0

da 0 zu jedem M}, gehort, aber o ¢ M, falls > 0 und k£ > 1/z.
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Die Indizes miissen keine natiirlichen Zahlen sein. Zu h € R, h > 0 definieren wir bei-
spielsweise

M, =0,1+h].
Es gilt
() My = {z : x € M, fiir alle h > 0} = [0,1].
heR
h>0

Die allgemeine Situation ist die folgende. Sei I eine beliebige Menge. Zu jedem ¢ € I sei
eine Menge M; gegeben. In diesem Kontext heifit I eine Indexmenge. Die “Gesamtheit”
der Mengen M; nennen wir eine Mengenfamilie und bezeichnen sie mit (M;);c; oder
mit {M;}er. Ist beispielsweise I = {h: h € R, h > 2} und M), = [2, h], so ist (M})ner die
Familie aller abgeschlossener beschréinkter Intervalle, deren linker Randpunkt gleich 2 ist.

Ist (M;);er eine Familie von Mengen, so definieren wir

JM; = {2 : esgibt eini € I mit z € M}, (3.24)
el
(VM = {x: firalleic gitxeM}. (3.25)
i€l

Ein weiteres Beispiel: Sei [ = N\ {0}, sei fir n € [
p
Mn:{E:pEZ}:{...,—

Dann ist

M. =q.

neN

Fiir solche Vereinigungen und Durchschnitte nehmen die Distributivgesetze die Form an
NUu(\Mi=(\NuM), Nl M =JnNnr).
iel iel iel iel

Eine Vereinigung U;c; M; heifit disjunkt, wenn alle beteiligten Mengen paarweise disjunkt
sind, das heifit, wenn M; N M; = () fiir alle 4, j € I mit i # j. Es geniigt nicht, dass

ﬂMi:Q).
iel

Beispielsweise ist die Vereinigung der Intervalle [k, k + 2] mit £ € N keine disjunkte
Vereinigung, da [0,2] N [1,3] = [1,2] # 0; in diesem Fall gilt

(k. k+2]=0.

keN

Mengen von Mengen. Die Elemente einer Menge kénnen ohne weiteres selbst wieder
Mengen sein. Beispielsweise hat die mengentheoretische Interpretation des geordneten

Paares (z,y) auf die Menge
{{z},{z,y}}
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gefiihrt, eine Menge mit zwei Elementen, eins davon eine einelementige Menge, das andere
eine zweielementige Menge. Ein weiteres Beispiel ist die Menge

{la,b] :a,b e R, a < b}
aller abgeschlossenen beschrankten Intervalle.
Ist M eine Menge, so heifit die Menge P (M) aller Teilmengen von M,
P(M)={N:NcC M} (3.26)
die Potenzmenge von M. Wir verabreden, dass () € M gilt fiir jede Menge M, also
) € P(M). (Die Negation von
Vo € 0 gilt x € M
liefert die Aussage

Jr e mitx ¢ M ,

welche wir als falsch ansehen wollen.) Die Potenzmengenbildung ldsst sich wiederholen:
So sind auch

P(P(M)), P(P(P(M))),

Mengen. Beispiel: Ist [a, b] ein beschrinktes Intervall, so ist
[a,b) CR, also [a,b] € P(R).
Fir die Menge aller solcher Intervalle gilt
{la,b] : a,b € R,a < b} C P(R), also {[a,b]:a,beR,a<b}eP(PR)).

Der allgemeine Mengenbegriff ermoglicht es einerseits, in ganz unterschiedlichen Situa-
tionen (die nichts mit Zahlen und Funktionen zu tun haben brauchen) mathematische
Theorien zu entwickeln und zum Einsatz zu bringen; dabei ist es gleichgiiltig, ob die
Akteure das als Mathematik bezeichnen oder nicht.

Es hat sich aber andererseits sehr bald herausgestellt, dass der schrankenlose Umgang
mit dem Mengenbegriff zu Widerspriichen fiihrt. ist. So ist es z.B. nicht von vorneherein
ausgeschlossen, dass eine Menge sich selbst als Element enthilt (obwohl das zugegebe-
nermaflen etwas merkwiirdig klingt). Damit hat Bertrand Russell das folgende Beispiel
konstruiert:

Wir nennen eine Menge M normal, falls sie sich nicht selbst als Element
enthélt, also falls M ¢ M gilt. Sei nun

M = {M : M ist eine normale Menge} .

Frage: Ist M normal? Falls ja, so gilt M ¢ M nach Definition des Begriffs
‘normal’; aber andererseits M € M nach Definition von M. Falls nein, so
gilt M € M nach Definition des Begriffs ‘nicht normal’, aber andererseits
M ¢ M nach Definition von M.
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Der Versuch, solche sogenannte Antinomien (es gibt noch mehr davon) in den Griff zu
kriegen, fiihrte zu schwierigen Grundlagenproblemen der Mathematik und hat in der Tat
zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine Grundlagenkrise der Mathematik ausgelost. Wir
werden uns aber mit diesen Problemen nicht weiter beschéftigen.

Die Inklusion “C” definiert eine Ordnungsrelation auf der Potenzmenge P (M) fir jede
beliebige Menge M. Sie ist reflexiv (da A C A), transitiv (da A C B C C impliziert, dass
A C C) und antisymmetrisch (da A C B und B C A impliziert, dass A = B).

Eine Nebenbemerkung: Man kann, wenn man will, die natiirlichen Zahlen ebenfalls auf
Mengen zuriickfithren. Man betrachtet sukzessive die Mengen

MD:®7 Ml :{®}7 M2 :{®7 {@}}, M3:{®a {®}7 {@, {(D}}a
als Darstellung der Zahlen 0,1, 2,.... Das Bildungsgesetz ist
My = M, U{M,}.

Es gilt M,, C M,1, was der Ungleichung n < n + 1 von Zahlen entspricht. Auf diese
Weise gewinnt man alle natiirlichen Zahlen aus einer einzigen Menge, nédmlich der leeren
Menge.
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4 Die komplexen Zahlen

Die Gleichung
2>+ 1=0 (4.1)

hat keine Losung = € R. Die allgemeine Losungsformel fiir quadratische Gleichungen
(oder einfaches Hinsehen) liefert die beiden Losungen

+v/—1.

Eine mogliche Reaktion auf dieses Ergebnis ist: Die Wurzel einer negativen Zahl zu zie-
hen ist Unfug, und hat ja eh keine Losung, was soll das also. Betrachtet man aber
beispielsweise die Gleichung 2® = 152 + 4, so hat sie die reelle Losung « = 4. Es erscheint
vollig berechtigt, nach einer allgemeinen Losungsformel zu suchen, die diese Losung lie-
fert. Damit haben sich Cardano und Bombelli im 16. Jahrhundert beschéftigt. In ihren
Rechnungen tauchen immer wieder Wurzeln aus negativen Zahlen auf. Es hat aber mehr
als 200 Jahre gedauert, bis sie als vollwertige Zahlen anerkannt wurden. Endgiiltig geschah
das erst zu Beginn des 19. Jahrhundert mit der Interpretation komplexer Zahlen

x+iy, i=+vV-1, z,yeR, (4.2)

als Punkte (z,y) in der Ebene. Seither sind die komplexen Zahlen zu einem Werkzeug
geworden, welches in den verschiedensten Teilgebieten der Mathematik und ihrer Anwen-
dungen umfangreich verwendet wird.

Addition und Multiplikation komplexer Zahlen sind so definiert, dass sie zu (4.2]) passen,
also

(z1 +iy1) + (22 +iy2) = (w1 + 22) + (Y1 + ¥2) ,

und

T1+1yr) - (T2 +1Y2) = 172 +1X1Y2 + 11 T2 + T2y = (X172 — Y1Y2) + U(T1Y2 + T2y1)
(@1 + 1) - (w2 + iys) Ty + iyrra + 7 ( )+ i(x1ys + z2y1)

Definition 4.1 (Komplexe Zahlen)
Wir definieren
C={z:2=(z,y), e R,y e R} (4.3)

als die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen. Wir definieren eine Addition + :

C x C — C durch
(T1,91) + (¥2,92) = (@1 + 22, Y1 + Y2) (4.4)
und eine Multiplikation - : C x C — C durch

($1,y1) : (1'2,2/2) = (fﬁlxz — N1Y2, T1Y2 + 96'2?/1) . (4-5)

Im Sinne der Gleichheit von Mengen ist also C = RxR = R2. Die Addition in C entspricht
der iiblichen Vektoraddition im R?. Auch die Multiplikation werden wir geometrisch in-
terpretieren, sobald wir die Exponentialfunktion im Komplexen kennengelernt haben. Im
Spezialfall y; = 0 gilt

(117170) ) (x273/2) = ($1$2,$1y2) = 371(x27y2) )
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das entspricht der Skalarmultiplikation des Vektors (xs,42) € R? mit dem Skalar z; € R.

Die reelle Zahlengerade ist in die komplexe Zahlenebene eingebettet vermittels der Ab-
bildung j : R — C,

j(x) = (z,0).
Offensichtlich ist j injektiv. Es gilt fiir alle x, x5 € R

J(x1 + 22) = (21 + 22,0) = (21,0) + (72,0) = j(z1) + j(72),
j(w122) = (2122,0) = (21,0) - (22,0) = j(21) - j(22) -
Diese Gleichungen bedeuten, dass es fiir die Addition und Multiplikation reeller Zahlen

gleichgiiltig ist, ob wir sie als reelle oder als komplexe Zahlen auffassen.

[Pl

Wir werden im Folgenden den Buchstaben “;” weglassen, d.h. fiir eine reelle Zahl x werden

[{PSS}]

wir auch dann “z” schreiben, wenn wir sie als komplexe Zahl auffassen.

Man kann direkt nachrechnen, dass gilt:

Satz 4.2 (C,+,-) ist ein kommutativer Korper, d.h. die Eigenschaften - gel-
ten, wenn man tberall R durch C ersetzt. O

Das Nullelement in C ist (0,0), das Einselement (1,0), beide identifizieren wir wie verein-
bart mit der reellen 0 und der reellen 1.

Die komplexe Zahl (0, 1) heifit imaginédre Einheit und wird mit 7 bezeichnet. Ein z =
(x,y) € C konnen wir also schreiben als

z=(z,y)=2-(1,0)4+y-(0,1) =z +iy.

Es ist

iP=—-1, *=—i, i*=1, "M =" firallencZ.

Definition 4.3 Sei z = x +iy mit (z,y) € R. Wir definieren den Realteil Re (z) und den
Imagindrteil Im (z) durch
Re(z) =z, Im(z)=vy, (4.6)

die zu z konjugiert komplexe Zahl Z € C durch
Z=ux—1y, (4.7)

und den Betrag |z| von z durch
2| = VzZ = 2?2 +y2. (4.8)

Die Konjugation z +— Z entspricht der Spiegelung an der reellen Achse. Der Betrag |z|
einer Zahl z € C ist reell und nichtnegativ, er liefert den Abstand des Punktes z vom
Nullpunkt in der komplexen Ebene. Der Abstand zweier Punkte z,w € C ist gegeben
durch |z — w|.
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Es folgen unmittelbar die Rechenregeln

1 1
Re(2) = 5(e+7%), Im(2)=.(x-%), VzeC,
l
sowie
z=z, VzeC,
21+ 29 =21 + 29, VZ:[,ZQGC,
2122231'32, Vzl,ZQE(C.
Aus (4.8)) erhalten wir eine Formel fiir das multiplikative Inverse. Es ist |z|? = 2%, also
1 —
R (4.9)

T RE

1 T —y
e ) 4.10
© z (:c2+y2’x2+y2) (4.10)
Die Formel (4.9) ist einfacher zu merken als (4.10)).
Ist z = (z,0) € C, so ist |z| = Va2 = |z|. Weiter gilt
Re() < |2, Im(:) <z, VzeC,

also, falls z = x + iy,

sowie
Z| =|2|, VzeC.

Die Eigenschaften der Betragsfunktion aus Lemma [2.20] gelten auch in C:

Lemma 4.4 Es gilt
2| >0, |z2|=0&2=0, VzeC, (4.11)

|21Z2‘ = |21’ ’ZQ‘ y Vzl,ZQ S C, (412)
sowie die Dreiecksungleichungﬂ
|Zl+22| S |Zl|+|22|, VZl,ZQ eC. (413)
Beweis: (4.11)) ist klar wegen |z| = /22 + 42 fiir z = (z, 7).
Zu (4.12): Fiir alle zq, 2o € C gilt
|2120]° = (2122) - (F1%2) = 21207172 = 21Z120%2 = |21[* |20,

also folgt

|2120] = \/|21|2|Zz|2 = \/|21|2\/|Zz|2 = |z1|22| -
Zu : Fiir alle 2y, 25 € C gilt
Re (2172) < [21%2] = |21]22] |
also
|21 + 222 = (214 22) (21 T 22) = 2121 + 2122 + 2971 + 2270
= a1l +2Re (2172) + |22]* < |a1]* + 221 |22] + |2* = (J2a] + [22]),
also folgt wieder durch Wurzelziehen. O

2Man kann sich deren geometrische Bedeutung klarmachen, indem man das aus den Punkten 0, z;
und 27 4 22 in der komplexen Ebene gebildete Dreieck betrachtet.
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5 Folgen

Wir betrachten die durch f(n) = 2n definierte Funktion f : N — N. Sie erzeugt die Folge
der geraden Zahlen 0,2,4,6,.... Statt Zahlen kénnen auch andere Objekte auftreten. So
ist

a,aa, aaa, aaaa , . . .

eine Folge, deren n-tes Element aus einer n-fachen Aneinanderreihung des Buchstabens
“a” besteht.

Definition 5.1 (Folge)
Sei M Menge. Eine Abbildung von N nach M heif$t Folge in M. FEine Folge in R heifit
auch reelle Folge oder reelle Zahlenfolge.

In der Analysis wird eine Folge in der Regel nicht in der Form
f*N—=M
aufgeschrieben, sondern mit

(xn)neN (51)

oder so dhnlich bezeichnet. Mit ([5.1)) ist diejenige Folge gemeint, die durch die Abbildung
f:N— M mit f(n) = x, definiert wird. Das Element z,, € M heifit dann das n-te Glied
(oder Element) der Folge (z,)nen-

Oft kommt es vor, dass die Nummerierung der Folgenglieder nicht bei 0 anfangt, sondern
bei 1 oder irgendeiner anderen ganzen Zahl. Die Folge

111
Y 27 37 47 ct
wird durch die Vorschrift f(n) = 1/n erzeugt mit f: N\ {0} — R. Um eine Zahl ny € Z

als Anfang festzulegen, konnen wir schreiben

(%n)nzno (5.2)

und meinen damit die Abbildung f: N — M, N = {n:n € Z, n > ng}. In Erweiterung
von Definition [5.1| spricht man auch in diesem Fall von Folgen.

Weitere Beispiele fiir reelle Folgen sind:

z,=c YneN, ceR fest, (konstante Folge) (5.3)
T, = n’ VneN, (5.4)
r, =2" VneN, xz¢&R fest. (5.5)

Wir kommen nun zum Begriff des Grenzwerts, das ist der zentrale grundlegende Begrift
in der Analysis. Wir behandeln zuerst Grenzwerte von Folgen, spater werden wir auch
Grenzwerte von Funktionen besprechen.

Wir betrachen nochmals die durch x,, = 1/n definierte Folge

111
7273747"'
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Je grofer n ist, desto néher liegt x,, = 1/n bei 0; einerseits ist z,, # 0 fiir alle n, ande-
rerseits “strebt x,, gegen 0”. Man konnte nun sagen, dass die 0 “nach unendlich vielen
Schritten” erreicht wird, aber wie hat man sich das vorzustellen? Dariiber ist 2000 Jahre
lang debattiert worden.

Wir wechseln die Perspektive. Anstelle die Folgenglieder nacheinander zu durchlaufen,
betrachten wir die Situation vom Punkt 0 aus. Legt man ein Intervall (—¢,&) um 0, so
liegen die Folgenglieder x, zunéchst auferhalb, aber von einem gewissen Index ng an
innerhalb des Intervalls. Verkleinert man ¢, so bleibt diese Eigenschaft erhalten, falls man
ngy geeignet vergroflert.

Aus dieser Uberlegung entsteht der Grenzwertbegriff, so wie er sich im 19. Jahrhundert
durchgesetzt hat und seither verwendet wird.

Definition 5.2 (Grenzwert einer Folge)
Sei (xn)nen eine reelle Folge. Fin a € R heifst Grenzwert (oder Limes) von (z,)nen, falls
es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt mat

|T, —a| <e fiir alle n € N mit n > nyg. (5.6)

Falls (z,)nen einen Grenzwert a hat, so sagt man auch: “(x,) konvergiert gegen a” oder
“(xy,) ist konvergent”. Falls (x,)nen keinen Grenzwert hat, so sagt man: “(x,) divergiert”
oder “(x,) ist divergent”.

Beispiel 5.3
1. Die Folge x,, = 1/n konvergiert gegen 0: Zu ¢ > 0 wihlen wir ng € N so, dass
ng > —.

Es gilt dann fiir alle n > ng

1
Ny

-
n

1
=—< <eg,
n

-
damit erfiillt 0 die in Definition [5.2] verlangte Bedingung.

2. Die konstante Folge z,, = ¢ konvergiert gegen c: Es gilt |z, — ¢| = 0 fiir alle n € N,
wir konnen daher fiir jedes ¢ > 0 die Zahl ng = 0 wéhlen, und ist erfiillt.
In diesem Fall wird der Grenzwert bereits im ersten Schritt exakt (und nicht nur
naherungsweise) erreicht.

3. Die Folge z,, = (—1)" divergiert: Sei a € R ein Grenzwert der Folge. Fiir ¢ = 1
finden wir daher geméfl Definition ein ng € N mit |z, —a| < 1 fiir alle n > ny. Dann
gilt

2 = |Zpot1 — Tng| < |Tngp1 —af +|an, —a] <1+1=2,

ein Widerspruch. Also kann es ein solches a nicht geben.
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Eine zu Definition [5.2| dquivalente Definition des Grenzwerts erhélt man, wenn man in
(5.6) “<” durch “<” ersetzt, es also heifit: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein ng € N mit

|x, —a| <e fiir alle n € N mit n > ny.

Satz 5.4 Jede reelle Folge (z,)nen hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Seien a und b Grenzwerte von (z,,). Es gelte a # b. Wir definieren

~|b—al
=5
Dann ist € > 0. Wahle ny,n, € N mit
|z, —a|] < e, fir alle n > nq (5.7)
|z, — b < e, fiir alle n > ny . (5.8)

Dies ist moglich, da a und b Grenzwerte sind. Fiir ein beliebiges n > max{n,ns} folgt
nun

la—0b] <l|a—x,|+ |z, —b <e+e=1]b—al.
Wir haben einen Widerspruch erhalten. Also kann a # b nicht richtig sein, und a = b

muss gelten. O

Satz macht es sinnvoll, von “dem Grenzwert” einer Folge zu sprechen. Ist eine Folge
(x,,) konvergent, so bezeichnet
lim x, (5.9)

n—o0

ihren Grenzwert. Konvergiert (z,,) gegen a, so gilt also

a= lim z,. (5.10)

n—oo

Wir schreiben auch
Ty — Q.

Die Gleichung (5.10)) beinhaltet zwei Aussagen: Erstens, der Grenzwert von (x,,) existiert,
und zweitens, er ist gleich a.

Lemma 5.5 (Einschlieungskriterium) Seien (x,), (y,) Folgen in R mit 0 < |z,| <
Yn flr allen € N, es gelte lim,,_, y, = 0. Dann ist auch (x,,) konvergent, und lim,,_, =, =
0.

Beweis: Ubung. |

Definition 5.6 (Beschrinkte Folge)
FEine Folge (x,)nen heifst beschrankt, wenn die Menge {x,, : n € N} beschrdnkt ist.

GeméiB Lemma ist eine Folge (z,)neny beschrankt genau dann, wenn es ein C' > 0
gibt mit |z,| < C fiir alle n € N.
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Satz 5.7 Jede konvergente reelle Folge ist beschrinkt.

Beweis: Sei (x,,) reelle Folge mit x,, — a. Wihle ein ng mit |z, — a| < 1 fiir alle n > ny.
Setze
C = max{|xo|,. .., |Tno-1], |a| + 1},

dann gilt |z,| < C fiir alle n € N. |

Eine beschrinkte Folge braucht nicht konvergent zu sein, wie man am Beispiel z,, = (—1)"
sieht.

Satz 5.8 Seien (z,)nen, (Yn)nen reelle Folgen mit x, — a, y, — b. Dann ist auch die
Folge (x, + Yn)nen konvergent, und es gilt

lim (2, +yn) =a+0b. (5.11)

n—oo
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir wihlen n; € N mit
€ ..
|z, —al| < 7 fir alle n > nq,

sowie ny € N mit

lyn, — b] < %’ fir alle n > ny .

Dann gilt fiir alle n > max{ny,ns}
e €
(@ + ) — (@ + )] < |zn —al + |y, — b < st =¢
]

Die Aussage von Satz [5.8] 148t sich auch als Rechenregel

lim (z, +y,) = lim z, + lim vy, (5.12)

n—00 n—00 n—o00

schreiben. Sie ist allerdings nur anwendbar, wenn beide Grenzwerte auf der rechten Seite
existieren. Beispiel:

1 1 1
lim "~ fim (1+—):hm1+1im—:1+0=1.
n

n—oo n n—00 n—oo n—oo N

Satz 5.9 Seien (x,)nen, (Yn)nen reelle Folgen mit x, — a, y, — b. Dann ist auch die
Folge (znyn)nen konvergent, und es gilt

lim (z,y,) = ab. (5.13)

n—o0

Beweis: Siche Ubung. O
Aus Satz folgt: Ist ¢ € R und (z,,) reelle Folge mit x,, — a, so gilt cx,, — ca.
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Satz 5.10 Sei (z,)nen reelle Folge mit x, — a, a # 0. Dann gibt es ein ng € N mit
T, # 0 fiir alle n > ng, und es gilt

lim — = = (5.14)

Beweis: Siehe Ubung. O

Folgerung 5.11 Seien (x,)nen, (Yn)nen reelle Folgen mit x, — a, y, — b, es gelte b # 0.
Dann ist auch die Folge (2, /yn)nen konvergent, und es gilt

T, G

lim =% = - (5.15)

Beweis: Aus Satz und Satz folgt

Ty, 1_> 1 a
_:xn._ a- - — = —.
Yn Yn b b

O

Die vorstehenden Sétze lassen sich zur Berechnung von Grenzwerten algebraischer Aus-
driicke verwenden, z.B. gilt fiir alle £ € N

1 A 1
Jim — = lim I_Il n I,_Il Jim —=0"=0,

und
18n° —4n?+8 18—-2+ 5% 18

= —
3 4 4n 7—1—% 7

Satz 5.12 Seien (z,)nen, (Yn)nen Teelle Folgen mit x, — a, y, — b, es gelte x,, <y, fir
allen € N. Dann ist a < b.

Beweis: Wir nehmen an, dass a > b. Wir wéhlen ng so, dass

a—> | —b|<&_b
2 ) yn 2 b

gilt fiir alle n > ngy. Dann gilt fiir alle solche n, dass

|z, —al <

Yn—Tn = (Yn—b)+(b—a)+ (a—z,)

a—>b a—>
h—
5 +(b—a)+ 5

= 0

im Widerspruch zur Voraussetzung z,, < y,. O

Definition 5.13 (Monoton wachsende Folge)

Sei (z,,)nen eine reelle Folge. (x,,) heifft monoton wachsend, wenn x,, < x,.1 gilt fir alle
n € N. (z,) heifit streng monoton wachsend, wenn x,, < Tny1 gilt fir alle n € N. (z,,)
heifit (streng) monoton fallend, wenn (—x,) (streng) monoton wachsend ist. (x,) heifst
(streng) monoton, wenn x,, (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fallend ist.
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Zur Notation: Statt
sup{z, : n € N}

schreiben wir wie bereits im vorigen Kapitel besprochen auch

sup z,, .
neN

Satz 5.14 Jede nach oben beschrinkte monoton wachsende reelle Folge (x,,)nen ist kon-
vergent, und es gilt

lim z, =supz,. (5.16)
Jede nach unten beschrinkte monoton fallende reelle Folge (x,,)nen st konvergent, und es
qilt

lim z, = inf z,, . (5.17)

n—00 neN

Beweis: Sei a = sup,,cy Tp. Sei € > 0. Gemé8 Ubungsaufgabe konnen wir ein ng € N
finden mit
a—€< Ty, <a.

Da (z,) monoton wachsend ist, gilt fiir alle n > ng
a—€<$n0 Smngafa

also folgt x, — a und damit (5.16). Zum Beweis von (5.17)) wenden wir (5.16) auf die

Folge (—x,) an und erhalten

B lmen) = Suplmen) =~ I
woraus ((5.17)) folgt wegen lim(—zx,) = —lim z,,. O
Teilfolgen. Oft ist man daran interessiert, zu einer gegebenen Folge, etwa
0,1,2,3,4,5,6,...
eine Teilfolge, etwa
0,2,4,6,8,...

zu betrachten. Formal sieht das so aus: Ist M Menge, f : N — M eine Folge, und
g : N — N eine streng monoton wachsende Abbildung (d.h. n < m = g(n) < g(m)), so
beschreibt f o g eine Teilfolge von f. In obigem Beispiel ist

fln)y=n, g(n)=2n, (fog)(n)=2n.

Aquivalent dazu ist die folgende Definition, die die in der Analysis iibliche Schreibweise
mit “Doppelindizes” verwendet.

Definition 5.15 (Teilfolge)
Sei M Menge, (z,)nen eine Folge in M. Ist (ng)ren eine streng monoton wachsende Folge
in N, so heifst die Folge (xp, )ren eine Teilfolge von (x,)nen-
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Im obigen Beispiel ist n, = 2k. Als weiteres Beispiel betrachten wir

1

. ng =3k, xnkzﬁ.

1
Ty = —
n

Diese Teilfolge enthélt jedes dritte Element der urspriinglichen Folge.

Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst (setze ny = k). Fiir jede streng monoton wachsende
Folge (nx) in N gilt

Beweis mit Induktion: 0 < ng, und &k < np = k+1<np+1<ng. (Ausn>min N
folgt n > m +1.)

Satz 5.16 Sei (x,)nen eine konvergente reelle Folge. Dann ist jede Teilfolge (xy,) kon-
vergent, und es gilt

lim z,, = lim z,. (5.19)
k—o0 n—00

Beweis: Sei z,, — a, sei € > 0 beliebig. Wihle ng € N mit |z, — a| < ¢ fir alle n > ny,
dann gilt wegen ny, > k auch

|z, —a| <e, firalle k > ny.

Satz 5.17 Jede reelle Folge (x,)nen hat eine monotone Teilfolge.

Beweis: Wir definieren
M={n:neN,x, >z fir alle k > n}.

Fall 1: M ist endlich. Sei m das groBte Element von M (falls M = (), setzen wir m = —1.).
Wir setzen ny = m + 1. Ist ny bereits definiert, so wéhlen wir ein ng1; > ng mit z,, <
Tp,.,- (Ein solches nj1q gibt es, da ny, ¢ M.) Die hierdurch definierte Folge (y,)ren ist
streng monoton wachsend.

Fall 2: M ist unendlich. Wir wéhlen ng € M beliebig. Ist n, € M bereits definiert, so
wihlen wir ein ngy; € M mit ngy1 > ng. Nach Definition von M gilt z,, > z,, . Die
hierdurch definierte Folge (2, )ren ist monoton fallend. O

Satz 5.18 (Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrinkte reelle Folge (x,,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Nach Satz hat (x,) eine monotone Teilfolge (x,, ). Als Teilfolge einer be-
schrankten Folge ist sie ebenfalls beschrankt. Nach Satz ist (z,,) konvergent. O

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl ist ein grundlegender Satz der Analysis. Er besagt:
Konnen wir eine Folge nach oben und unten abschétzen, so folgt die Existenz eines Grenz-
werts; zugegeben, nur fiir eine Teilfolge, die wir nicht kennen, aber das braucht nicht zu
storen.
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Definition 5.19 (Hiufungspunkt)
Sei (x,)nen eine reelle Folge. Ein a € R heifit Hiufungspunkt von (x,), wenn es eine
Teilfolge (x,, ) von (x,) gibt mit x,, — a.

Aus Satz folgt also, dass jede beschrinkte Folge mindestens einen Haufungspunkt
besitzt. Eine konvergente Folge hat wegen ([5.19) genau einen Haufungspunkt, ndmlich
ihren Grenzwert. Die divergente Folge

x, = (=1)"
besitzt die beiden Haufungspunkte
1= lim 29, —1= lim @op 1.
k—o00 k—o00

Definition 5.20 (Cauchyfolge)
Fine reelle Folge (z,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt mit

|z, — x| <e,  fir alle n,m > ng. (5.20)
Satz 5.21 Sei (z,)nen €ine konvergente reelle Folge. Dann ist (x,,) eine Cauchyfolge.

Beweis: Sei x,, — a, sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen ny € N mit

£
|xn—a|<§

fiir alle n > ng. Dann gilt fiir alle n, m > ng

g 9
|l’n—l‘m|§|l‘n—a|+|$m—&|<§+§:€,

also ist (z,) Cauchyfolge. O
Satz 5.22 Sei (z,)nen eine reelle Cauchyfolge. Dann ist (x,,) konvergent.

Beweis: Wir wihlen ein nyg € N mit |z, — z,,| < 1 fiir alle n > ng und setzen
C = max{|xo|, ..., |Tno—1|s |Tne| + 1}

Dann gilt |z,| < C fir alle n € N, also ist (x,) beschrinkt. Sei (z,,) eine konvergente
Teilfolge — eine solche existiert nach Satz [5.18 — sei x,,, — a. Sei nun € > 0 beliebig. Wir
wéahlen mq, my € N mit

€
|:1cn,€—a|<§7 fiir alle &k > mq ,

€ ..
|xn—xm|<§, fir alle n,m > may.

Wir setzen mg = max{mi, my}. Dann gilt fiir alle & > m3 wegen nj > k
5

7~ %

g
21— ol < o = | + i, —al < S+
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also folgt z,, — a. O

Um die Konvergenz einer reellen Folge (x,) nachzupriifen, geniigt es also festzustellen,
dass (z,) eine Cauchyfolge ist. Den Grenzwert brauchen wir dabei nicht zu kennen.

Uneigentliche Konvergenz. Die Folgen
0,1,2,3,4,5,... (5.21)

und
0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,... (5.22)

sind beide divergent und nach oben unbeschrénkt. Im Falle der Folge (5.21)) m&chte man
aber irgendwie ausdriicken, dass sie “gegen +o0o strebt”.

Definition 5.23 (Uneigentliche Konvergenz)
Fine reelle Folge (x,)nen heift uneigentlich konvergent gegen 400, wenn es zu jedem
C >0 ein ng € N gibt mit

xn, > C,  firallen>ng. (5.23)

Fine reelle Folge (x,)nen heifit uneigentlich konvergent gegen —oo, wenn (—x,,) uneigent-
lich konvergent gegen oo ist. Eine reelle Folge (x,)nen heifit uneigentlich konvergent,
wenn sie uneigentlich konvergent gegen 400 oder uneigentlich konvergent gegen —oo ist.

Fiir die uneigentliche Konvergenz einer Folge (z,,) verwendet man in der Analysis ebenfalls
die Notation

lim z, = +o00, bzw. lim x, = —cc.
n—o0 n—oo

Satz 5.24 Jede monotone reelle Folge (z,)nen ist entweder konvergent oder uneigentlich
konvergent.

Beweis: Sei (x,,) monoton wachsend. Ist (z,,) nach oben beschrinkt, so ist sie nach Satz
konvergent. Sei nun (x,) nach oben unbeschriankt, sei C' > 0 beliebig. Wir wihlen
ein ng € N mit z,, > C, dann gilt x, > x,, > C fiir alle n > ny, also ist (z,,) uneigentlich
konvergent gegen +oo. Ist (x,) monoton fallend, so wenden wir das eben Bewiesene auf
die Folge (—z,) an. O

Beispiel 5.25
Wir untersuchen die Konvergenz der durch

Ty, =" (5.24)

definierten Folge (), wobei € R fest ist. Es sind verschiedene Fille zu unterscheiden.
Fall 1: z > 1. Wegen 2" = 22" > 1-2" = 2™ ist (x,,) streng monoton wachsend, wegen
Folgerung ist (z,) unbeschrénkt, wegen Satz ist (z,,) uneigentlich konvergent
gegen +00.
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Fall 2: 0 <@ < 1. Wegen 0 < 2" =x-2" < 1-2" = 2" ist (z,,) streng monoton fallend
und nach unten beschrinkt, also ist (z,,) konvergent und

lim z, = inf z,, .
n—00 neN

Zu jedem e > 0 gibt es ein n € N mit 2" < ¢ (wihle n mit (x71)" > 1), also ist

0<infz, <0,
neN
und damit folgt z,, — 0.
Fall 3: —1 < x < 0. Nach Fall 2 gilt |x,| — 0, also auch z,, — 0 nach Ubungsaufgabe.
Fall 4: z < —1. Dann ist z,, = (—1)"|z|™ divergent.
Fall 5: = 0 oder x = 1. (z,,) ist konstant.
Fall 6: 2 = —1. x,, = (—1)" ist divergent.

Limes superior und Limes inferior. Sei (z,),en eine beliebige reelle Folge. Ist (z,,)
nach oben beschréinkt, so ist

Yo =supzy € R (5.25)
k>n
fiir alle n € N. Wegen
Yn = SUp T = max{x,, sup xp} = max{T,, Yn+1} (5.26)
k>n k>n+1

ist (y,) eine monoton fallende Folge, also nach Satz entweder konvergent oder unei-
gentlich konvergent gegen —oo. Wir definieren den Limes superior der Folge (z,,) durch

limsup x, = lim y, = lim supz; . (5.27)

Beispiel: Fir z,, = (—1)" gilt y,, = 1 fiir alle n € N, also

limsup(—1)" = lim 1 =1.
n—00 n—0oo

Ist (x,) nach oben unbeschriankt, so gilt y, = +oo fir alle n € N; wir verabreden in
diesem Fall, dass

limsup z,, = +00. (5.28)

n—oo
Auf diese Weise erreichen wir, dass fiir jede beliebige reelle Folge (z,,) der Limes superior
definiert ist, und
limsupz, € RU {—o0, +o0}.

n—o0

Auf analoge Weise sehen wir, dass, falls (z,) nach unten beschréinkt ist, durch

—inf
zn = fof @y
eine monoton wachsende reelle Folge (z,,) definiert ist. Wir definieren den Limes inferior
von (x,) durch

liminfz,, = lim z, = lim inf z; . (5.29)
n—o00 n— 00 n—o0 k>n

o6



Mit der Konvention lim inf,, ,, x,, = —00, falls (z,,) nach unten unbeschrénkt ist, erhalten
wir ebenfalls
liminf z,, € RU{—o00, +o0}
n—oo

fiir jede beliebige reelle Folge ().
Fiir das betrachtete Beispiel z, = (—1)" gilt z, = —1 fiir alle n € N, also

liminf(—1)" = —1.

n—oo

Die Folge
1,-1,0,1,-1,0,1,—1,0,...
hat die drei Haufungspunkte -1, 0 und 1; ihr Limes superior ist 1, ihr Limes inferior ist
-1.
Die Folge
0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5...

hat unendlich viele Haufungspunkte (jede natiirliche Zahl ist Hiufungspunkt), ihr Limes
superior ist 400, ihr Limes inferior ist 0.

Folgen komplexer Zahlen. Entsprechend unserer allgemeinen Definition definiert
jede Abbildung von N nach C eine Folge von komplexen Zahlen.

Definition 5.26 Fine Folge (z,)nen in C heifst konvergent gegen z € C, falls es zu jedem
e >0 einnyg € N gibt mit

|zn — 2| < e,  firallen >mng. (5.30)

Wir schreiben wieder

lm z,=2, z,—z2.
n—oo

Definition sieht formal genauso aus wie im Reellen; der Unterschied besteht darin,
dass der Betrag im Komplexen genommen wird.

Konvergenz in C kann auf Konvergenz in R zuriickgefiihrt werden.

Lemma 5.27 Sei (z,)nen eine Folge in C, sei z € C. Dann gilt

lim z, =z & lim |z, — 2] =0. (5.31)

n—o0 n—o0

Beweis: Ubung. O

Es kommt also darauf an, dass die Folge der Abstédnde zum Grenzwert gegen 0 konvergiert.

Als Beispiel betrachten wir
1
Zn = —i".
n
Es gilt z, — 0, da |z, — 0| = |z,| = 1/n — 0. Zeichnet man z, in der komplexen Ebene

ein, so sieht man, dass (z,) “spiralformig” gegen 0 konvergiert.

Der folgende Satz liefert eine weitere Methode, Konvergenz im Komplexen auf Konvergenz
im Reellen zuriickzufiihren.
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Satz 5.28 Sei (2,)nen €ine Folge in C. Dann sind dquivalent:
(1) Die Folge (z,) ist konvergent (in C).

(2) Die Folgen (Re z,) und (Im z,) sind konvergent (in R).

Ist (z,) konvergent, so gilt

lim z, = lim Rez, +¢ lim Im z, . (5.32)
n—o00 n—o0 n—o0

Beweis: (1) = (2): Es ist
0<|Rez, —Rez| <|z,— 2], 0<|Imz, —Imz| <]z, — z|.
Hieraus und aus den Lemmata schlieflen wir

Zn =2 = |z —2z—0

(5.33)
= |Rez,—Rez| -0 und |Imz,—Imz|—0
und weiter
Rez, > Rez, Imz, > Imz. (5.34)
Hieraus folgt (5.32)) wegen
lim Rez, +1¢ lim Imz, =Rez+i¢Imz=2= lim z,.
n—00 n—00 n—00
(2) = (1): Sei Rez, — a, Imz, — b, setze z = a + tb. Dann ist
0<|z,—z|=|(Rez,+1ilmz,) —(a+1ib
< Jon — 2l = )= (a+ib) -
<|Rez, —a|l+ |[lmz, —b] — 0,
also |z, — z| = 0 und daher z, — z. O
Beispiel:
1 n+1 . .
2= —+1 —0+i-1=1.
n n

Satz 5.29 Seien (z,)nen und (w,)nen konvergente Folgen in C. Dann sind auch (z,+w,)
und (z,wy) konvergent, und es gilt

lim (2, + w,) = lim z, + lim w, , (5.36)
n—00 n—00 n—00

lim (z,wy,) = (lim z,) - (lim w,). (5.37)
n—+00 n—+00 n—00

Ist auferdem lim,,_,o w, # 0, so ist auch (z,/w,) konvergent, und

n 1 n—,o0 ~n
lim 2r = Mnooo#n (5.38)

n—00 W, lim,, 00 Wy, .
Auflerdem ist auch (Z,) konvergent, und

lim z, = lim z,. (5.39)

n—oo n—oo
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Beweis: Fiir (5.36]) — (5.38)) lassen sich die Beweise fiir den reellen Fall wortlich iibertra-
gen. Ist z, — z, so folgt (5.39)) aus

Zn=Rez, —itlmz, > Rez—ilmz=7%.

|

Definition 5.30 Eine Folge (z,)nen in C heifst Cauchyfolge, wenn fiir alle € > 0 ein
no € N existiert mit
|2 — 2m| <€,  fir alle n,m > ng. (5.40)

Lemma 5.31 FEine Folge (z,)nen in C ist Cauchyfolge genau dann, wenn die Folgen
(Re zp)nen und (Im z,)nen reelle Cauchyfolgen sind.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz [5.28 0
Satz 5.32 Fine Folge (z,)nen in C ist konvergent genau dann, wenn sie Cauchyfolge ist.

Beweis: Nach den Sétzen und sind die reellen Folgen (Re z,) und (Im z,) genau
dann konvergent, wenn sie Cauchyfolgen sind. Die Behauptung folgt nun aus Satz [5.28
O
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6 Reihen

Aus einer Folge, etwa
11
87167
bilden wir durch Summation eine neue Folge
1 1 1 1 1 1 1 1

1.1
L1+ 44 1d-—d—d- 1ttt — ...
R R R TR SV R ST

1

? Y

DO | —
e

also
15 3

,§716,...

N
—_

3
17_7
2

Definition 6.1 (Reihe)
Seing € Z, (an)n>n, €ine Folge in C. Wir definieren

sn:Zak, n>mng. (6.1)

k=ng

Die Folge ($)n>n, heifit unendliche Retihe oder einfach Reihe, s, heif$t die n-te Par-
tialsumme. Wir bezeichnen die Reihe mit

f: Qg . (62)

k=ngo

Die Reihe heifit konvergent, falls die Folge (s,) konvergent ist, andernfalls heifft sie
divergent. Der Grenzwert der Reihe ist definiert als der Grenzwert der Folge (s,). Wir
bezeichnen ihn ebenfalls mit

> ak. (6.3)

k=ng
Fir z € C definieren wir
0 _
zo=1.
Beispiel 6.2 (Geometrische Reihe)
Fiir z € C betrachten wir die Reihe .
pELE (6.4)
k=0

Fiir die Partialsummen s,, gilt

(1—2)s,=(1—2)Y 2"=1—-2)+(z-2)+.. . +(" =" =1-2"",
k=0

also

Sp = ———— (6.5)



Fiir |2| < 1 gilt |2|""" — 0, also auch 2"*' — 0 und damit s, — 0. Daher ist die Reihe

ZZkzl—z'
O

(6.4) konvergent fiir |z| < 1, und es gilt
- 1
(6.6)

=0

k

Beispielsweise ist
> (5)
— — 1 = —.
k=0 -5 2
Fiir die Frage, ob eine Reihe konvergiert, ist (genauso wie bei einer Folge) das “Verhalten

o0

S

k=ng

am Anfang” gleichgiiltig: Fiir beliebiges m > ng gilt, dass

konvergent ist genau dann, wenn
(o9}
> a

k=m

konvergent ist. (Beweis: Ubung.) Der Grenzwert der Reihe éndert sich aber, wenn wir bei

’ 3

=2 ()’
2 k=0 3 3 k=2 3 k=2

Satz 6.3 Seien ZZ’;HO ay, Zzozno bi. konvergente Reihen in C, sei ¢ € C. Dann sind auch

die Reihen Y ;" (ay, +bg) und Y .2 cay, konvergent, und fir die Grenzwerte gilt
(6.7)

):Zak+Zbk, ank:cZak.
k=ng

Z (ak + by,
k=ng k=ng

k=no k=ng

Beweis: Folgt aus Satz [5.29] angewandt auf die Folgen der Partialsummen

n n
Sy = E ag, Op= E by, .
k=ng k=ng
O

Beispiel: Umwandlung einer rationalen Zahl von periodischer Dezimaldarstellung in eine

Darstellung als Bruch, etwa
oo 1 k
0.017=1024+7-102+7-10*+... =102 7-107%. [ —
+ + + - ; o
1 7 1 4
2257

~ 700 T1000 T
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Satz 6.4 (Cauchy-Kriterium) Sei ) a; eine Reihe in C. Dann sind dquivalent:
(1) > 5, ak st konvergent.
(2) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass

n

>

k=m

<e firallen>m>N. (6.8)

Beweis: Fiir die Partialsummen gilt nach Definition

n

Sp — S_1 = Z a, . (6.9)

k=m
Die Bedingung (2) ist also dquivalent dazu, dass (s,,) eine Cauchyfolge in C ist. Nach Satz

5.32|ist das dquivalent dazu, dass (s, ) konvergiert. O

Beispiel 6.5 (Harmonische Reihe)
Die Reihe

> % (6.10)

%’: | &1 &1 11
k| k — om  2m
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Fir ¢ = % 1Bt sich also kein N finden, so dass die Bedingung erfiillt ist, also ist
(6.10) divergent.

Folgerung 6.6 Fiir jede konvergente Reihe Zzozno ay in C gilt

lim a, =0. (6.11)

k—o0

Beweis: Nach Satz[6.4] finden wir zu jedem € > 0 ein N mit

m
D a

k=m

|| = <e firalem >N,

also gilt |agx| — 0 und damit auch ax — 0. O

Die Umkehrung von Folgerung [6.6] gilt nicht, d.h. aus Bedingung (6.11]) folgt nicht, dass
die Reihe Zzozno ar, konvergent ist. (Beispiel: Die harmonische Reihe.)

Absolute Konvergenz.
Definition 6.7

Eine Reihe )., ai. in C heifit absolut konvergent, falls die Reihe ) " |ax| konver-
gent ist.
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Gilt a; > 0 fiir alle £, so sind Konvergenz und absolute Konvergenz offenbar dquivalent.

Beispiel: Die geometrische Reihe

o
>

k=0
ist absolut konvergent fiir [2| < 1 (da dann ||z|| = |z] < 1), und es gilt
= 1
k _
D1t = 1|2
k=0

Satz 6.8 Ist eine Reihe Z:O:no a in C absolut konvergent, so ist sie auch konvergent,

und .
>0

k=ng

<> axl. (6.12)

k=ng

Beweis: Sei ZZC’:TLD ay in C absolut konvergent. Dann gibt es nach Satz zu jedem € > 0
ein N € N mit
Dl

k=m

<e furallen,m> N,

also gilt auch

<e firallen,m>N,

> <) lal =13 lax
k=m k=m k=m
also erfiillt auch Ziino aj das Cauchy-Kriterium und ist nach Satz konvergent. Da

n n
Zak < Z |ag|

k=ng k=ng
fiir alle n > ng gilt, folgt (6.12) mit Grenziibergang n — oo. O
Die Umkehrung von Satz [6.8] gilt nicht: Die alternierende harmonische Reihe

_11
> (-1 z

k=1

oo

ist nicht absolut konvergent (da die harmonische Reihe divergiert), aber, wie wir spéter
sehen werden, konvergent.

Satz 6.9 Sei )~ a eine Reihe in C. Dann sind dquivalent:
(1) D5, ar st absolut konvergent.
(2) Die reelle Folge (sy,) der Partialsummen von Y .2 |agl,

n
sn=Y_lax|, n=n,

k=ng

1st beschrankt.
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Beweis: (1) = (2): (s,,) ist konvergent, also beschrankt.
(2) = (1): (s,) ist beschréankt und monoton wachsend, also konvergent. O

Reihen in C kénnen wir in Real- und Imaginérteil wie folgt zerlegen. Wir betrachten

o0

E ag ,

k=ng

und die aus den Real- und Imaginérteilen x;, = Re ay, yr = Im ay, gebildeten Reihen

Ziﬁk, Zyk-

k=ng k=ng

Satz 6.10 Sei Zzozno ay eine Reihe in C, seien xp = Reay, yr = Imag. Dann gilt:
(1) 3 e, Gk ist konvergent genau dann, wenn Y 7" xp und Y77y konvergent sind.

In diesem Fall gilt
dar=) mAiYy w. (6.13)

k=ng k=ng k=ngo

(2) > nn, Gk ist absolut konvergent genau dann, wenn Y ;= xy und Y .7y absolut
konvergent sind.

Beweis: Fiir die Partialsummen
n n n
Sn = ayg , Tn = E Lk, Pn= § Yk
k=ng k=ng k=ng

gilt s, = 1, + ip,. Es folgt (1), da (s,) genau dann konvergiert, wenn (r,) und (p,)
konvergieren. Weiter folgt (2) mit Satz[6.9] da (s,) genau dann beschrénkt ist, wenn (r,,)
und (p,) beschrankt sind. O

Als Beispiel betrachten wir die geometrische Reihe

2 ik i 1 i 1 1 4 i
2 G =1ty T sy
Die Reihe der Realteile ist
1 1 _“123-_‘” 1y 1 4

Die Reihe der Imaginérteile ist

—0

<

Mit folgender Definition und Satz kann man die Konvergenz gegebener Reihen auf die
Konvergenz bereits bekannter Reihen zuriickfiihren.
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Definition 6.11 (Majorante)
Sei Zzozno ay eine Reihe in C. Eine reelle Reihe Z;ino b mit |ag| < by fiir alle k > ng
heift Majorante der Reihe Y .7 ay

Satz 6.12 (Majorantenkriterium)
Sei ZZO:nO ay eine Reihe in C, welche eine konvergente Majorante Z,Zino by, besitzt. Dann
ist Zzozno ay absolut konvergent.

Beweis: Da b, > 0 fiir alle £, ist ZZO:W) b absolut konvergent, also gibt es nach Satz

ein C' > 0 mit . .
C=> b= |

k=ng k=ng
fiir alle n > nyg, also ist EZOZnO aj absolut konvergent nach Satz . O

Das Majorantenkriterium liefert allerdings keinen Hinweis darauf, wie man den Grenzwert

der Reihe ) by berechnet.

Beispiel 6.13
(1) Wir betrachten

oo
D=

K+ k
> =2 o<1, (6.14)
k=0 k=0 k? =2
Fiir die durch
K +k

definierte Folge gilt y, — 1, also ist sie beschrénkt, also gibt es C' > 0 mit
jax| < Cl/*
fiir alle k, und by = C|z|* definiert eine konvergente Majorante der Reihe (6.14)).

(2) Wir betrachten
— 1
> (6.15)

Die Reihe -

> S (6.16)
(k— 1k

ist eine Majorante von

> % (6.17)

wir behaupten, dass sie sogar eine konvergente Majorante ist. Fiir die Partialsummen von

(6.16)) gilt ndmlich

n—1
=" (619)
Beweis von (/6.18) mit Induktion: s, = %,

1 ~n—1 1 _n

nin+1)  n +n(n+1)_n+1'

Spt+1 = Sp +
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Wegen s,, — 1 ist ((6.16]) konvergent, also auch (6.17) und damit auch (6.15)).
(3) Die Reihe

1
> — (6.19)
k=1 k

ist fiir festes n > 2 ebenfalls konvergent, da sie die konvergente Majorante ((6.15)) hat. O

Folgerung 6.14 (Divergente Minorante) Seien )" aj und )" b, Reihen in R
mit 0 < ap < by fiir alle k > ng. Ist Zzozno ay divergent, so ist auch Ziino by divergent.

Beweis: Ist > ° by konvergent, so ist nach Satz auch Y % aj, konvergent. O
In der Situation von Folgerung heiit 37,2 " ay, eine divergente Minorante von » 7% by

Satz 6.15 (Quotientenkriterium) Sei 3 % a; eine Reihe in C. Es gebe ein ¢ € R
mit ¢ <1 und
| k11
||

<gq, firalle k>ng. (6.20)

Dann ist Zzino ay absolut konvergent.

Beweis: Folgt aus dem Majorantenkriterium, da |ay| < |a,,|¢* ™™ fiir k& > ng und daher

die Reihe
o0
k—n,
E  Janolg"
k=ng
eine konvergente Majorante von ) 2 - |ay| ist. O

Es geniigt nicht, dass
|1
||

Das erkennt man am Beispiel der harmonischen Reihe a,, = 1/n: Fiir sie gilt

<1, firalle k>ng.

|1l . n

] +1<1, fiir alle n > 1,
an, n

aber sie ist divergent. In der Tat gibt es kein ¢ < 1, fiir das (6.20)) erfiillt ist.

Beispiel 6.16 (Exponentialreihe)
Wir betrachten die sogenannte Exponentialreihe

ok

z

> ok (6.21)
k=0

wobei z € C eine feste komplexe Zahl ist. Mit aj, = 2*/k! gilt

e R - N T
R N
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also
‘ak-i-l ‘

||
also ist ((6.21)) absolut konvergent.

< -, firallek>2|z| -1,

N —

Die Exponentialreihe werden wir spéter zur Definition der Exponentialfunktion verwen-
den.

Ein weiteres Konvergenzkriterium, das Wurzelkriterium, basiert ebenfalls auf dem Ver-
gleich mit der geometrischen Reihe.

Satz 6.17 (Wurzelkriterium)
Sei Yy p . ax Reihe in C, sei
w = limsup +/|ag| . (6.22)
k—oo

Ist w < 1, so konvergiert die Rethe absolut; ist w > 1, so divergiert sie.

Beweis: Ist w > 1, so gibt es unendlich viele & mit {/]a,] > 1, also auch |a;| > 1 fiir
diese k. Daher konvergiert (ay) nicht gegen Null, und geméf Folgerung ist die Reihe
divergent. Sei nun w < 1. Wahle ¢ mit w < ¢ < 1, dann gibt es nach Definition des Limes
superior ein N mit W < q fiir alle k > N. Es folgt |a| < ¢* fiir alle & > N. Die
geometrische Reihe Y, \ ¢* ist also eine konvergente Majorante der Reihe Y, \ |axl,
also ist Y .o ak absolut konvergent. - O

Im Fall w = 1 kann sowohl Konvergenz als auch Divergenz vorliegen (das heifit, es gibt
konvergente und divergente Reihen mit w = 1).

Alternierende Reihen. Eine reelle Reihe ZZO:W ar, heifit alternierend, wenn die Fol-
genglieder a abwechselnd positives und negatives Vorzeichen haben. So ist etwa

1-14+1-14+1-1+...

eine alternierende Reihe. Sie ist divergent, da ihre Partialsummen abwechselnd 1 und 0
sind. Bei der alternierenden harmonischen Reihe

1 1
l—=4+=-—...
2+3

hofft man auf Konvergenz. Das ist tatsédchlich der Fall; der folgende Satz garantiert das

fiir jede alternierende Reihe, deren Folgenglieder gegen 0 konvergieren.

Satz 6.18 (Leibnizkriterium)
Sei (an)n>n, €ine monoton fallende Folge in R mit a,, — 0. Dann konvergiert die Reihe

> (=Dfay, (6.23)
k=ng
und es gilt fiir alle n > ng
S (DFar = su| = D (=DFar = Y (—DFax| < anga - (6.24)
k=ng k=ng k=ng
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Beweis: Sei zunéchst ng = 0. Fiir £ > 1 ist aor, — agr—1 < 0, also
Sok = Sop—2 — Qgp—1 + A2k < Sok_2,

Sok+1 = Sok—1 + Aok — A2k4+1 = Sok—1 ,

also ist (sox)keny monoton fallend, (s9x—1)keny monoton wachsend. Es gilt
51 < Sop—1 = Sgp — ok < Sop < Sp (6.25)
fiir alle k, und weiter fiir alle m > k
81 < Sop—1 < Som—1 < Som < Sap < Sp- (6.26)

Also sind beide Teilfolgen (sqox) und (sgx—1) beschriankt, also konvergent nach Satz m,
und
Sop—1 < lim Sop—1 < Sop,  Sop—1 < lim sg,, <osop (6.27)
m—00 m—00

=:b =:C

gilt fiir alle £ € N. Aus (6.27) folgt
0<l|ec—b| <ag,

und wegen agr, — 0 gilt ¢ = b. Da fiir alle n entweder s, < b < s,,1 oder s, > b > 5,1
gilt, folgt
0< |b_sn| < |Sn_5n+1| = Gp41 _)07

also |b — s,| — 0 wegen Lemma [5.5] Der allgemeine Fall ng € Z kann durch Umnumme-
rieren und Multiplikation mit —1 darauf zuriickgefiithrt werden. O

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

—1 1
> (-1)F - (6.28)

00
k=1

ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. (Ihr Grenzwert ist, wie sich spéter heraus-
stellen wird, die Zahl In2.) Sie ist aber nicht absolut konvergent, wie wir bereits gesehen

haben.

Das Produkt von Reihen. Wir beginnen mit dem Beispiel des Produkts zweier Poly-
nome

(1 -2z +32°)(2+ ) = (2 — 4o + 62%) + (v — 22% + 32°) = 2 — 3z + 42” + 32°.

Das Ergebnis entsteht durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Terme mit glei-
chen Exponenten. Sind nun p und g zwei beliebige Polynome,

pla) =Y ozt qla) =) fa®, (6.29)
k=0 k=0
so hat deren Produkt die Form

n+m

(pa)(2) = D wa™s = ensh. (6.30)
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Eine Reihe der Form -
Z apx” (6.31)
k=0

heifit Potenzreihe. Mit ihnen werden wir uns spéter ausfiihrlich beschéftigen. Hier geht
es zunéchst darum, die Formel auf Potenzreihen zu iibertragen, so dass die oberen
Grenzen n, m und n +m in und durch oo ersetzt werden konnen. Das fiihrt
auf das sogenannte Cauchy-Produkt von Reihen. Es wird fiir allgemeine Reihen, nicht nur
fiir Potenzreihen definiert.

Satz 6.19 (Cauchy-Produkt)
Seien > - g a und Y po o by absolut konvergente Reihen in C, sei fir k € N

k
Cr — Z ak_jbj . (632)
7=0

Dann ist auch die Reihe )" - cx absolut konvergent, und es gilt
k=0 k=0 k=0

Beweis: Wir setzen

Sp = ch, (6.34)
k=0

(5 @) ) @) e

Nach Satz [5.9] gilt

lim s, = <Z ak) : (Z bk:) ;o lim pp = <Z|ak|> : (Z|bk|) :
k=0 k=0 k=0 k=0

Es geniigt daher zu zeigen, dass

lim (s, —s;) =0. (6.36)

n—o0

Sei € > 0 beliebig. Wir wihlen m € N mit

Ipi —pl | <e, firallen>m. (6.37)
Sei n > m, dann gilt
h =il = > laibsl, (6.38)
(ivj)ern
mit
I, =A{(,7):0<4,7 <n,i>moder j >m}. (6.39)
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Weiter ist

n

S:; = i aibj s Sp = Z aibj s (640)

4=0 2
also
st —sal < Y by, (6.41)
(i,5)€An
mit
Ap=A{(4,§) 1 0<4,j <n,i+j>n}. (6.42)

Fiir n > 2m gilt A,, C T',,, da gilt
(t,7) ¢, = i+j<2m<n = (i,j)¢A,.

Es folgt
|y, — sn] < Z |laib;| < Z |a:bj| = |pr, — Pl <€,
(4,9)EAR (4,9)€ln
Damit ist gezeigt, dass (6.36)) gilt. Die absolute Konvergenz von »_ > ¢ folgt wegen
n n
> el < Z |aibs| < pj, < Jim py
k=0 i,j=0
itj<n
aus Satz [6.9 O

Wir wenden den vorangehenden Satz an auf das Produkt zweier Exponentialreihen.
Satz 6.20 Es gilt fir alle z,w € C
= 2k = wh = (2 + w)*
(i) () -2 (13
k=0 k=0 k=0

Beweis: Geméifl Beispiel ist die Exponentialreihe absolut konvergent. Wir kénnen
daher Satz [6.19 anwenden auf

Wir rechnen

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 j=0
oo k k—j j 00 k
z w 1 E\ &
— — Japd
S e a e ()
k=0 j=0 (k=) ! k=0 ! =0 \J
= (4wt
- Z k!
k=0
Beim letzten Gleichheitszeichen wurde die binomische Formel verwendet (Satz [2.4] dieser
gilt auch in C mit demselben Beweis wie in R). O

Der vorangehende Satz liefert eine wesentliche Grundlage fiir das Rechnen mit der Expo-
nentialfunktion.
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7 Stetige Funktionen, Zwischenwertsatz

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen
f:D—K, DcCK. (7.1)

Hier steht K fiir R oder fir C. Das bedeutet, (7.1]) ist eine Kurzform dafiir, dass wir
sowohl Funktionen
f:D—-R, DCR,

als auch Funktionen
f:D—-C, DcC,

betrachten.

Typische Definitionsgebiete D C R sind Intervalle.

Definition 7.1 (Abschluss) -
Ser D C R. Wir definieren den Abschluss D von D durch

D ={a:a€R, es gibt eine Folge (x,,) in D mit x,, — a}. (7.2)
Es gilt D C D, da jede konstante Folge z,, = a € D den Grenzwert a hat.

Beispiel 7.2
1. In R:

la,0] = (0,8) = (@,0] = [0,0) = [a,5].

2. In C: Fiir r > 0 ist

B, ={z:2€C, |z| <1}
die Kreisscheibe um 0 mit Radius r ohne ihren Rand (genannt: die offene Kreisscheibe
um 0). Es gilt (Ubung) B

B,={z:2€C, |z| <r}.

3. In R: Es gilt Q = R. Ist ndmlich a € R, a > 0, so setzen wir fiir n > 1

m k
Tp = —, mzsup{k:—Sa,kEN}.
n n
Es ist dann z,, € Q und
1
T, <a<x,+ —
n
und daher x,, — a sowie —x,, — —a fiir n — . O

Definition 7.3 (Grenzwert einer Funktion)
Sei D CK, f:D—Kundae D. Die Zahl ¢ € K heifst Grenzwert von f an der Stelle
a (oder: in a), falls

lim f(z,) =c (7.3)

n—o0

gilt fir jede Folge (x,) in D mit x, — a.
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Da Grenzwerte von Folgen eindeutig bestimmt sind, kann es keine zwei verschiedenen
Werte von ¢ geben, welche die Bedingung in Definition erfiillen. Also:

Lemma 7.4 Sei D CK, f: D — K und a € D. Dann hat f hichstens einen Grenzwert
m a. O

Notation 7.5
Ist ¢ der Grenzwert von f: D — R in a, so schreiben wir

lim f(z) =¢, oderauch lim f(z)=c,
rra 2eD

oder auch
flx) 5 ¢ fir z—a.

Beispiel 7.6

(1) Jede Funktion f : D — K, die konstant gleich c ist, hat in jedem Punkt a € D den
Grenzwert c.

(2) Die Funktion f : D — K, f(x) = z, hat in jedem Punkt a € D den Grenzwert a.

(3) Die durch
1, >0,
€Tr) =
o-{y 1
definierte Funktion f : R — R hat in Punkten a < 0 den Grenzwert 0, in Punkten a > 0
den Grenzwert 1, aber im Punkt a = 0 keinen Grenzwert, da f(z,) = 0 gilt fir Folgen

x, — 0, die aus negativen Zahlen bestehen, und f(x,) = 1 gilt fiir solche Folgen, die aus

positiven Zahlen bestehen.
(4) Die durch

1
(o) = {0’ I

definierte Funktion f : R — R hat in keinem Punkt a € R einen Grenzwert, da es fiir
jedes a sowohl Folgen x,, — a gibt, die in Q verlaufen, als auch Folgen z, — a, die in
R\ Q verlaufen.

Definition 7.7 (Stetigkeit)
Seit D CK, f:D—K. Ista€ D, so heifit f stetig in a, falls

lim f(z) = f(a). (7.4
f heifst stetig (oder deutlicher: stetig in D), falls f in jedem Punkt a € D stetig ist.

Eine Funktion f : D — R ist also genau dann stetig in a € D, falls

Tim f(zn) = f(a) (7.5)
gilt fiir alle Folgen (z,) in D mit z,, — a. f ist genau dann stetig in (oder: auf) D, falls
lim f(z,) = f(hm mn> (7.6)

n—oo n—oo

gilt fiir jede Folge (x,) in D, welche gegen einen Grenzwert in D konvergiert.
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Beispiel 7.8

(1) Jede konstante Funktion ist stetig in K.

(2) Die Identitét, also die durch f(x) = x definierte Funktion, ist stetig in K.
(

3) Die durch
1, >0,
o-{y 1

definierte Funktion f : R — R ist nicht stetig in 0, aber stetig in allen anderen Punkten

a # 0.
(4) Die durch

1, 2€Q,
fx) =
0 Y X ¢ Q?
definierte Funktion f : R — R ist in keinem Punkt a € R stetig. O

Algebraische Operationen mit Funktionen. Sind f,¢g: D — K und A € K, so sind
f+9.f-9 A :D—=K
definiert durch
(f+9)(x) = fx) +g(x), (f-9)(x)=[f(2)-g9(x), Af)x)=Af(2),

und
“:D\{z:g9(x) =0} =K

Q [~

durch

Satz 7.9 Seien D C K, fig: D - K, ae€ D und A € K. Sind f und g stetig in a, so
sind auch f + g, fg und \f stetig in a; ist g(a) # 0, so ist auch f/g stetig in a.

Beweis: Folgt aus den entsprechenden Sétzen fiir Grenzwerte von Folgen. Ist etwa (z,,)
Folge in D mit x,, — a, so gilt

(f9)(a) = fla)g(a) = (Tim f(z,)) - (1im g(ea)) = lim (f(zn)g(en) = lim (fg)(zn).

n—o0 n—oo n—oo n—oo

a

Folgerung 7.10 Alle rationalen Funktionen, d.h. alle Funktionen der Form

wobei p und q Polynome sind, sind auf ihrem Definitionsbereich {x : x € K, q(z) # 0}
stetig.
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Beweis: Folgt aus Satz [7.9| und der Stetigkeit der Identitéit sowie der konstanten Funk-
tionen. 0O

Satz 7.11 Seien D,ECK,a€ D, f: D —K, g: F—Kund f(D) C E. Sind f stetig
in a und g stetig in f(a), so ist auch go f stetig in a.

Beweis: Sei (x,,) eine beliebige Folge in D mit x,, — a. Da f stetig ist in a, gilt

lim f(x,) = f(a).

n—o0

Da f(z,) € E fiir alle n, und da g stetig ist in f(a), folgt weiter

lim g(f(x,)) = g(f(a))-

n—o0

Satz 7.12 (Zwischenwertsatz)
Sei f:[a,b] — R stetig, es gelte f(a)f(b) < 0. Dann gibt es ein x € (a,b) mit f(x) = 0.

Beweis: Sei f(a) < 0. (Andernfalls betrachten wir —f.) Wir setzen
G=A{t:telab], f(t) <0}.
Esist a € G, also ) # G C [a, b]. Wir setzen
x=supG. (7.7)
Wir wihlen eine Folge (z,,) in G mit z,, — x, dann ist

flz,) <Ofirallene N, lim f(z,) = f(z),
n—oo
also f(z) < 0. Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung setzen wir 2, = 2++. Daz < b
wegen f(b) > 0, gilt z, € [a,b] fiir hinreichend grofie n. Es ist x, ¢ G fir alle n nach
Definition von z, also f(z,) > 0 fiir alle n. Wegen z,, — x folgt f(z) > 0. O

Folgerung 7.13 Sei f : [a,b] — R stetig, sei y € R mit f(a) <y < f(b) oder f(a) >
y > f(b). Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(x) =y.

Beweis: Wir wenden Satz auf die durch g(z) = f(z) — y definierte Funktion ¢ :
[a,b] = R an. O

Der néchste Satz zeigt, dass strikte Ungleichungen “f(a) > y” erhalten bleiben, wenn f
stetig ist und man a nur wenig abéndert.

Satz 7.14 Sei D C R, f: D — R, a € D. Ist f stetig in a und gilt f(a) > y (bzw.
fla) < y), so gibt es ein 6 > 0 mit f(z) > y (bzw. f(x) < y) fir alle v € D mit
|z —al <.
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Beweis: Sei f(a) > y (andernfalls betrachte — f). Falls es ein solches ¢ nicht gibt, kénnen
wir eine Folge (z,) in D wihlen mit |z, —a| < £ und f(z,) < y. Da f stetig ist und
x, — a, folgt f(z,) — f(a) und damit f(a) <y, im Widerspruch zur Voraussetzung. 0O

Seien (z, f(z)) und (y, f(y)) zwei Punkte auf dem Graphen einer Funktion f : D — R,
D C R. Die Gerade durch sie heiit Sekante. [hre Steigung ist gegeben durch

f(z) — fy)
r—y

Definition 7.15 (Lipschitzstetigkeit)
Sei D C K. Eine Funktion f: D — K heifit lipschitzstetig (in D), falls es ein L > 0 gibt
maut

|f(x) = f(y)| < Llz —y[, firallez,y € D. (7.8)
FEin solches L heifit Lipschitzkonstante fir f in D.

Die Bedingung ([7.8)) bedeutet, dass alle Sekanten fiir f eine Steigung haben, deren Betrag
kleiner oder gleich L ist.

Die Betragsfunktion f: K — R, f(x) = |z| ist lipschitzstetig, da

[f(@) = F )l = llz] = lyl| <[z =y

(umgekehrte Dreiecksungleichung) gilt fiir alle 2,y € K. Die Zahl 1 ist eine Lipschitzkon-
stante fiir die Betragsfunktion, und zwar die kleinstmogliche.

Satz 7.16 Jede in D C K lipschitzstetige Funktion ist stetig in D.

Beweis: : Ubungsaufgabe. O

Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen. Wir wollen Grenzwerte von Funktionen
betrachten, bei denen die Argumente oder die Werte gegen o0 uneigentlich konvergieren.
Dabei treten eine Reihe verschiedener Félle auf.

Definition 7.17 Sei D C R, f: D — R, a € D. Wir sagen, dass

lim f(z) =00, bzw. lim f(z) = —o0, (7.9)
Tr—a T—a
falls
lim f(x,) =00, bzw. lim f(z,) = -0
n—oo n—o0

gilt fir jede Folge (x,) in D mit x, — a.

Wie gehabt schreiben wir
lim f(z) = o0,

Ta
zeD

falls wir D explizit angeben wollen.
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Beispiel 7.18
Wir betrachten

1
f(z) = 2
Mit D = (0, 00) gilt
1
lim — = o0,
x—0
x€D
mit D = (—o0,0) gilt
1
lim — = —o00,
x—0
xeD
mit D =R\ {0} gilt
1
lim — existiert nicht.
z—0
€D

Wir betrachten nun den Fall, dass die Argumente uneigentlich gegen co konvergieren.

Definition 7.19 Sei D C R, f : D — R, es gelte D N (M,0) # 0 fiir alle M € R.
(Diese Voraussetzung stellt sicher, dass es eine Folge (x,,) in D gibt mit z,, — c0.)

(i) Wir sagen, dass fir c € R gilt
lim f(z) =c, (7.10)

T—r0o0

falls
lim f(z,)=c

n—o0

gilt fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — oo.

(ii) Wir sagen, dass gilt
lim f(z) = o0, (7.11)

T—00

falls

lim f(z,) =00

gilt fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — oo.

Im Falle (7.11)) sind beide Grenzwerte (x, — oo und f(z,) — o) uneigentliche Grenz-

werte.

Analog werden definiert

lim f(z)=c, lim f(z)=-oc0, lim f(z)=oc0, lim f(z)=—o0.

T—r—00 T—r00 T—r—00 T—r—00

Beispiel 7.20
(1) Mit D = (0, 00) gilt

lim — =0, limaxz=o.
T—00 I T—00
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(2) Allgemeiner: Ist p ein Polynom der Form
n—1
p(x) =a" + Z apx®
k=0
so gilt (Ubungsaufgabe)

lim p(x) =00, lim p(x)=

T—00 T——00

0, falls n gerade,
—oo, falls n ungerade.

Teil (1) des vorangehenden Beispiels ist auch ein Beispiel fiir den folgenden allgemeinen
Sachverhalt.

Satz 7.21 Sei DCR, f: D — R, es gelte DN (M, 00) # 0 fiir alle M € R. Gilt

lim f(x) = o0, (7.12)
T—00
so gilt auch
1
lim —— =0. 7.13
T—00 f(;g) ( )

Beweis: Sei (z,,) eine Folge in D mit x,, — oco. Nach Voraussetzung gilt f(x,) — oo. Sei
nun € > 0. Wir wihlen ng € N mit f(x,) > 1/e fiir alle n > ny. Es folgt

<e

1
fxn) — 7

Da e beliebig war, folgt 1/f(x,) — 0. Da auch die Folge (z,) beliebig war, ist (7.13))
gezeigt. O

fiir alle n > ng.

Monotone Funktionen.

Definition 7.22 Sei D C R, f: D — R. f heifst monoton wachsend, falls f(x) <
f(z) fir allex, € D mit x < Z. f heifit streng monoton wachsend, falls f(x) < f(Z)
fir alle x,7 € D mit x < Z. f heifit (streng) monoton fallend, falls —f (streng)
monoton wachsend ist. f heifit (streng) monoton, falls f (streng) monoton wachsend
oder (streng) monoton fallend ist.

Satz 7.23 Sei D C R, f: D — R streng monoton wachsend. Dann ist f : D — f(D)
bigektiv, und f~1: f(D) — D ist streng monoton wachsend.

Beweis: Sind z,Z € D mit z # &, so ist x < Z oder & < z. Im ersten Fall ist f(z) < f(Z),
andernfalls ist f(z) < f(x), also f(z) # f(Z). Also ist f injektiv und damit f : D — f(D)
bijektiv. Seien nun y, 4 € f(D). Ist f~1(y) > f~(7), so ist auch

y=r" W) = @) =1
Aus y < g folgt daher f~1(y) < f~4(5). O
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Folgerung 7.24
Satz gilt auch, wenn “streng monoton wachsend” dberall durch “streng monoton
fallend” ersetzt wird.

Beweis: Nach Satz ([7.23|ist —f : D — —f(D) bijektiv und (—f)~!: —f(D) — D streng
monoton wachsend. Sind y, 3y € f(D) mit y < g, so ist —y > —g und

T ) =N > N9 = 1)
Also ist f~! streng monoton fallend. 0

In Kapitel 3 hatten wir die k-te Wurzel als Umkehrfunktion der k-ten Potenz
fRy =Ry, f(z)=2"

erhalten. Da f streng monoton wachsend ist, existiert die Umkehrfunktion f=: f(R,) —
R, . Damit die k-te Wurzel tatsédchlich auf ganz R, definiert ist, musste gezeigt werden,
dass f(R,) = R, gilt, dass also jedes y > 0 als y = z* erhalten werden kann. Das war die
Hauptschwierigkeit. Der Zwischenwertsatz ermoglicht es nun, fiir stetige Funktionen f auf
explizite Konstruktionen wie im Beweis von Satz zu verzichten. Zusétzlich erhalten
wir, dass auch die Umkehrfunktion stetig ist.

Satz 7.25 Sei f : [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig. Dann ist

f([a,b]) = [f(a), £(B)], (7.14)
und
71 [f (@), f(b)] = [a, 0] (7.15)

ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.

Beweis: Aus a < z < b folgt f(a) < f(x) < f(b); ist y € [f(a), f(b)], so gibt es wegen
Folgerung ein x € [a,b] mit f(z) = y. Damit ist (7.14)) bewiesen. Nach Satz ist

f~! streng monoton wachsend. Wir nehmen nun an, f~! sei nicht stetig auf [f(a), f(b)].
Dann gibt es ein y € [f(a), f(b)], in dem f~! unstetig ist; es gibt dann eine Folge (y,,) in
[f(a), f(b)] mit y, — y, aber f~'(y,) 4~ f~'(y). Also gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge

(Yn, ) mit
|f " (yn,) — F ' (y)| > e, fiiralle k € N. (7.16)

Da (f~'(yn,))ren eine Folge in [a,b] und also beschrinkt ist, hat sie eine konvergente
Teilfolge (eine “Teilteilfolge” der urspriinglichen Folge (y,,)), sei

f’l(ynkl) —x, € lab).
Es gilt, da f stetig ist,
flx) = f(lim £~ (yn,,)) = im £(F 7 (ymy,)) = Jim yn, =y,

also
P ) 7= £ ()
im Widerspruch zu (7.16]). Also war die Annahme falsch, das heifit, f~! ist stetig. O
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Folgerung 7.26
Satz gilt auch, wenn “streng monoton wachsend” dberall durch “streng monoton
fallend” ersetzt wird.

Beweis: Folgt aus Folgerung da aus der Stetigkeit von (—f)~! auch die Stetigkeit
von [~ folgt. O

Wir wenden den Satz an auf die stetige und streng monoton wachsende Funktion
fi[0,M] = [0,M"], f(z)=2" k>1,

mit einem festen M > 0. Aus (7.14)) folgt, dass f([0, M]) = [0, M*] gilt und damit
f(Ry) =Ry, da wir M beliebig groff withlen kénnen und M* — oo fiir M — oo gilt. Die
Umkehrfunktion

) =y
ist eine Funktion
fUR SRy
die auf R, stetig ist, da sie fiir beliebiges M > 0 gemafl des vorangehenden Satzes in
jedem Punkt y € [0, M*] stetig ist.

Die Wurzelfunktion ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die auf [0, 1] stetig, aber nicht
lipschitzstetig ist. Fiir x > 0 gilt ndmlich

o =0l == Ve Vo=V V-0,

also
1
N

Da 1/y/x — oo fiir z — 0, kann es keine Zahl L geben mit

Vo= VO = —=Jo 0]

vz — 0| < Llz— 0], fiir alle 2 > 0.
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8 Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen,
Logarithmus

Die reelle Exponentialfunktion
exp: R =R (8.1)

beschreibt Wachstumsprozesse. Wir betrachten als Beispiel eine Population, die sich pro
Zeiteinheit um den Faktor x vergréfert. Ein diskretes Modell dafiir ist folgendes. Sei
po > 0 die Anfangsgrofle der Population zum Zeitpunkt to = 0, sei t; = ¢ty + h mit der
Zeitschrittweite h > 0. Wir setzen

p1=po+ hrpo = (1+ hz)po .
Die weiteren Zeitschritte verlaufen genauso,
pre1 = (L +ha)pr, tep =t +h.

Wir sind an der Grofle der Population zum Endzeitpunkt 7' = 1 interessiert. Ist h = 1/n,
so sind dafiir n Schritte nétig, und

T Tr\"
b= (1 == (14 5)
n n

Das Verhéltnis p, /po von End- und Anfangsgroe hiangt vom Wachstumsfaktor z und der
Zeitschrittweite h = 1/n ab und ist gegeben durch

@)= (1+2)". (8.2)

Ist x > 0, so wichst die Population, ist < 0, so schrumpft die Population. (Im Fall
x < 0 macht das Modell nur Sinn, wenn n > |z| ist; nur dann ist p; > 0 fiir alle £.) Hier
ein Zahlenbeispiel: Sei x = 12. Fiir n = 2 ist h = 1/2, 1 + hx = 7 und fo(z) = 7% = 49.
Analog erhélt man

5y 48
f1(12) =4* =256,  f15(12) = 2" = 4096, fi5(12) = <Z> ~ 44841.55 .

Aus diesem diskreten Wachstumsmodell erhalt man ein kontinuierliches Wachstumsmo-

dell, indem man den Grenziibergang h — 0 bzw. n — oo durchfithrt. Das Verhéltnis von

End- und Anfangsgrofie hingt dann nur noch vom Wachstumsfaktor x ab und ist gegeben
durch

€T n
lim (1+—) , (8.3)
n—o0 n
falls dieser Grenzwert existiert. Das ist, wie wir spéter sehen werden, tatsdchlich fiir

beliebiges * € R der Fall; im obigen Beispiel ist er ungefahr gleich 162754.79. Er stellt
eine Moglichkeit dar, die Exponentialfunktion durch

exp(z) = lim (1 + %)n (8.4)

n—oo

zu definieren. Eine andere Moglichkeit (und das ist die, die wir hier verwenden) ist die
Definition durch die Exponentialreihe

k

exp(r) = Z % : (8.5)
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Wir werden spéter sehen, dass beide Definitionen zum gleichen Ergebnis fiihren, das heifit,

dass
© Kk
. T\ x
fm (14 7) =X %

gilt.

Geméf Beispiel konvergiert die Exponentialreihe absolut, und zwar auch fiir komple-
xe Argumente. Diese sind ebenfalls von Interesse, da mit ihnen Schwingungsphdnomene
beschrieben werden kénnen.

Definition 8.1 (Exponentialfunktion)

Die durch
k

2z
exp(z) = Z i (8.6)
k=0
definierte Funktion
exp: C—>C
heifit Exponentialfunktion. Wir definieren die Zahl e (“Eulersche Zahl”) durch

e =-exp(l). (8.7)

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass exp(z) € R, falls z € R, und
exp(0) =1.

Es ist

e = 2.718281828459045235 . . .
In Satz haben wir das Produkt zweier Exponentialreihen berechnet,
 (zHw) [ A = wP
Z—k! = ik Zﬂ , z,weC.

k=0 k=0

Das ist nichts anderes als die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

exp(z + w) = exp(z) exp(w), (8.8)
welche fiir alle z,w € C gilt. Aus ihr erhalten wir unmittelbar eine Reihe von Aussagen
iiber die Exponentialfunktion. Es gilt

1
exp(—z) = o) fir alle z € C, (8.9)

da
exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1.

Insbesondere ist
exp(z) #0, firalle z € C. (8.10)
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Weiter gilt
exp(z) = exp(z), firalle z € C, (8.11)

da (wir konnen Konjugation und Grenzwerte gemaf (5.39) vertauschen)

- : Z : 2k
exp(z) = nlg& Z i nhjglO Z i exp(z) .
k=0 k

Die Exponentialfunktion im Reellen. Fiir Argumente x € R sind alle Glieder der
Exponentialreihe

reell; also ist auch exp(x) € R. Fiir n € N gilt

exp(n) = exp (Z 1) = Hexp(l) =e",

und mit folgt
exp(n) =¢", firallene€Z. (8.12)

Analog gilt

also

1
exp (ﬁ) = {/e, fiir allen € N. (8.13)

Aus der Exponentialreihe erkennt man, dass exp(z) > exp(0) = 1 fir z > 0. Da
exp(—z) = 1/ exp(z), gilt

exp(z) > 1, fallsz >0,

8.14
0<exp(z)<l1l, fallsz <0, (8.14)

und insgesamt
exp(z) >0, firallex € R. (8.15)

Hieraus folgt, dass die reelle Exponentialfunktion auf R streng monoton wachsend ist,
denn x < z impliziert

exp(x) = exp(z — %) exp(Z) < exp(Z) .

Weiterhin gilt
lim exp(z) = o0, (8.16)

T—r00

da exp(z) > = gemifl Exponentialreihe und = — oo fiir x — oo. Da auflerdem exp(z) >
281/ (k 4+ 1)), gilt sogar

i 5200
T—00 €T

=00, firallek €N, (8.17)
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das heifit, die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz von zx fiir x — oo.

GeméB Satz folgt

k

lim =0, firallekeN. (8.18)
T—00 eXp([L‘)
Da exp(—x) = 1/ exp(z), folgt weiter
0= lim |z|"exp(z) = lim z"exp(z), fiir alle k € N. (8.19)
T——00 T——00

Das Wachstum der Exponentialfunktion ist sehr schnell, beispielsweise ist exp(100) un-
gefihr gleich 2.69 - 103 und exp(—100) ungefiihr gleich 3.72 - 10~*. Letzteres ist ziemlich
verbliiffend, wenn man direkt die Definition

exp(—100) = Z(—l)k%

k=0
betrachtet, denn die einzelnen Summanden wachsen zunéchst sehr stark an.

Die Exponentialfunktion im Komplexen. Trigonometrische Funktionen. Wegen
exp(n)=e¢", nez,

konnen wir (fiir die Basis e) die Exponentialfunktion als Verallgemeinerung der Potenz-
funktion auffassen.

Notation 8.2 Wir vereinbaren

e =exp(z), zeC. (8.20)

Die Funktionalgleichung wird dann zu
et =e"-e", z,weC. (8.21)
Fiir « € R betrachten wir nun die komplexe Zahl ¢, Es gilt e = ¢ = ¢~ also
% = eIt — eI — i _ 0 (8.22)

also ‘
e =1, (8.23)

das heift, €™ liegt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene.

Definition 8.3 (Sinus und Cosinus)
Wir definieren die Funktionen cos,sin : R — R durch

cosz = Ree™, sinz =Ime”. (8.24)

Aquivalent zu (8.24) ist die Eulergleichung

e’ =cosx+isinr, xckR. (8.25)
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Unmittelbar aus der Definition und aus den elementaren Eigenschaften komplexer Zahlen
folgt fiir alle x € R

cosx = %(e” +e ™), sinz = %(e” —e ), (8.26)
cos(—z) =cosx, sin(—z)= —sinz, (8.27)
cos’r +sin*x =1, (8.28)

cos0=1, sin0=0. (8.29)

Bemerkung 8.4 (Geometrische Definition von Sinus und Cosinus)
Die geometrische Definition von Sinus und Cosinus geht so: Ist z ein Punkt auf dem
Einheitskreis, welcher mit der reellen Achse den Winkel z bildet, so ist

cosr =Rez, sinz=Imz.

Fiir den Winkel z sind zwei Mafleinheiten gebrduchlich. Zum einen in Grad, wobei 360
Grad dem Vollkreis entspricht, ein rechter Winkel also 90 Grad hat. Zum anderen im Bo-
genmaf}, das heifit, = ist die Lange des Kreisbogens vom Punkt 1 nach z, durchlaufen im
mathematisch positiven Sinn (gegen den Uhrzeiger). Im Bogenmaf hat der Vollkreis
den Winkel 27, ein rechter Winkel hat den Winkel 7/2. Hierbei ist die Zahl m geometrisch
definiert als das Verhéltnis von Kreisumfang zu Kreisdurchmesser.

Die analytische Definition in und die geometrische Definition von Sinus und Cosinus
fithren zum selben Ergebnis, falls die Zahl z = ¢ dem Winkel = entspricht, das heifit,
falls die Linge des Kreisbogens von 1 nach e gerade x betrigt. Das werden wir durch
die folgende Grenzwertbetrachtung plausibel machen. (Die exakte Definition der Lange
einer Kurve werden wir im zweiten Semester behandeln.)

Sei z = € mit > 0 ein Punkt auf dem Einheitskreis. Zusammen mit den Punkten 0 und
1 bildet er ein Dreieck, die 1 und z verbindende Seite ist eine Sehne des Einheitskreises.
Wir nennen sie Sy, sie hat die Lénge

Thr Mittelpunkt ist
1 .
w = 5(6” +1).

Die Gerade durch 0 und w ist eine Winkelhalbierende des Dreiecks. Es gilt

w = 621/2672$/2 . 5(6196 + 1) _ em/Q . 5(6130/2 + efzx/Q) _ eza:/ZRe (ezx/2) )

Also ist €™®/? ein skalares Vielfaches von w und liegt daher ebenfalls auf der Winkelhal-
bierenden. Damit teilt ¢**/2 den Kreisbogen von 1 nach e in zwei gleiche Teile, und die
Sehnen von 1 nach €**/2 und von /2 nach e*® sind ebenfalls gleichlang. Letzteres erkennt
man auch unmittelbar an der Rechnung

|ez‘x . 6i:]c/2| _ ‘eix/2||eix/2 . 1| — ‘eix/2 . 1| )
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Sei nun 57 der Streckenzug, der aus diesen beiden Sehnen gebildet wird. Seine Lénge ist
51 = 2[e™/? —1].

Eine weitere Halbierung der beiden Sehnen fiihrt auf einen Streckenzug Sy, welcher die
Punkte 1, e®/4, /2 ¢3%/4 und e*® verbindet. Seine Linge ergibt sich analog zu

sy = 4]e™* —1].
Nach k& Halbierungen ergibt sich der Streckenzug Sy mit der Lange

2 kiz 1 ‘

— 2k 2 kig —1l = .
Sp e | =2 5y

(8.30)

Wir werden spéter in (9.7) sehen, dass der durch den Betrag rechts gegebene Ausdruck
gegen 1 konvergiert. Es folgt

lim s =z,
k—o0

das heifit, die Langen der den Kreisbogen approximierenden Streckenziige S) konvergieren
gegen . O

Aus der Eulerformel erhalten wir unmittelbar Rechenregeln fiir Sinus und Cosinus.

Lemma 8.5 Fiir alle z,y € R qilt

cos(x 4 y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) ,

8.31
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z) , (8:31)
Beweis: Es ist
ei(z+y) — eizeiy :
also
cos(z +y)+ i sin(z +y) = (cosz + i sinz)(cosy + i siny)
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + i(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)) .
Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert die Behauptung. O
Fiir x = y werden die Formeln (8.31)) zu
cos(2x) = cos?(z) — sin?(x), sin(2x) = 2sin(x) cos(x). (8.32)
Wir wollen kléren, dass exp, sin und cos stetige Funktionen sind.
Lemma 8.6 Es gilt
lime* =1. (8.33)

z—0

Der Grenzwert ist als Grenzwert in C zu verstehen.
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Beweis: Es ist

Fiir || < 1 folgt, da k! > 2F1,
. o) 1 [ee) B )
0<le* —1] < \z]ZH <o Y 2P =2zl = 0 fiirz—0,
k=1 k=1

und damit die Behauptung. |
Satz 8.7 Die Exponentialfunktion ist stetig in C, Sinus und Cosinus sind stetig in R.

Beweis: Wir betrachten exp : C — C. Fiir jedes a € C gilt
e —e?| =le" (e = 1) =|e*] - |ee =1 — 0 fir z — a

nach Lemma und daher
lime* = e“.
zZ—a
Die Exponentialfunktion ist also stetig in C. Der Sinus sin : R — R entsteht als Kompo-
sition stetiger Funktionen,
T — iz — €% — Ime”

und ist daher stetig, analog der Cosinus. O

Die in Bemerkung erliuterte geometrische Interpretation besagte, dass € der End-
punkt des in 1 beginnenden Kreisbogens der Lange z ist. Lésst man x wachsen, so
durchléuft e den Einheitskreis, Sinus und Cosinus oszillieren periodisch zwischen 1 und
—1. Wir machen uns nun dieses Verhalten auch anhand der analytischen Definition [8.3
klar und geben dabei eine alternative Definition der Zahl .

Zunachst betrachten wir Reihenentwicklungen fiir Sinus und Cosinus. Es ist fiir z € R

w_ N~ G0t ) (i)
e —Z m =1+ix+ o + 3l +
k=0 (8.34)

2 1'3

:1+i$—§—i§+-~-
Geméaf Satz sind die Reihen der Real- und Imaginérteile ebenfalls absolut konvergent,
und zwar gegen Real- bzw. Imaginérteil der Summe. Es folgt

2 g o0 L
T 1 ‘
cos(z) SRR Z( ) on] (8.35)
k=0
und
JE B > 2k
sin(x) =z i + = ;( ) k1 1) (8.36)
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Diese Reihenentwicklungen sind “unanschaulich” (das heifit, ohne Verbindung zur geo-
metrischen Vorstellung am FEinheitskreis), aber fiir die mathematische Behandlung von
Sinus und Cosinus sehr niitzlich.

Beide Reihen sind alternierend. Da sie konvergent sind, konvergieren die Folgen ihrer
Glieder gegen 0. Fiir die Sinusreihe gilt, falls 0 < z < 1, dass ihre Glieder (ohne Vorzei-
chen) eine monoton fallende Folge bilden. Wie beim Leibnizkriterium erldutert wird ihr
Grenzwert von den Partialsummen eingeschachtelt. Insbesondere gilt

23 x?
O<x—§:x(1—?) <sin(z), falls0<z<1. (8.37)
Daran erkennen wir, dass die Funktion z — € den Einheitskreis gegen den Uhrzeigersinn
durchlauft, wenn = von 0 ausgehend monoton wéchst.

Wir betrachten die Cosinusreihe fiir 0 < 2 < 2. Thre Glieder (ohne Vorzeichen) sind ab
dem zweiten Glied 22 /2! monoton fallend, da fiir £ > 1 der Quotient zweier aufeinander-
folgender Glieder

2?2 (2k) 22 < 4 1
2k +2)! 22  (2k+2)(2k+1) — 4-3 3
erfiillt. Die Einschachtelung des Grenzwerts geméafl Leibnizkriterium impliziert nun
x? 2?2t
1—§<cos(x)<1—§+z.
Fir x = 2 bedeutet das
2 1
—1§cos(2)§—1+§:—§<0. (8.38)

Da cos(0) = 1 und der Cosinus stetig ist, muss es nach dem Zwischenwertsatz eine Null-
stelle z € [0, 2] geben. Fiir sie gilt sin(z) = 1 und daher

T =0+i-1=1.

Das entspricht dem oberen Punkt auf dem Einheitskreis. Lassen wir z von 0 ausgehend
monoton wachsen, so durchlduft e den Einheitskreis stetig im mathematisch positiven
Sinn. Der obere Punkt ¢ des Einheitskreises wird erreicht, wenn der Cosinus zum erstenmal
0 wird. Der zugehorige Kreisbogen ist ein Viertel des Einheitskreises. Im Bogenmafl hat
der zugehorige rechte Winkel den Wert 7/2 geméfl der geometrischen Definition von .

Definition 8.8 (Analytische Definition von )
Wir definieren
7=2-inf{z:2 >0, cosz=0}. (8.39)

Damit wird erreicht, dass die analytische Definition den “richtigen” Wert von 7 liefert.
Nach dem Gesagten gilt

cosg =0, (8.40)
also -
sin 5= 1. (8.41)
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Aus (8.40) und (8.41]) folgt

€'z = cosg + ising =1, (8.42)
e = (e’%)Qz —1 =cosm+isin, (8.43)
also
cosm=—1, sinm=0, (8.44)
und weiter . ‘
s =—i, &mM=1. (8.45)
Aus Lemma [8.5] folgt fiir z € R
cos(z + ) = cos(z) cos(m) — sin(z) sin(7w) = — cosz, (8.46)
analog
sin(x +m) = —sinx, (8.47)
und weiter die Periodizitatseigenschaften
cos(z + 2m) = cosz, sin(z+27) =sinz. (8.48)
Wegen ’ . ‘
lm/2m2) — im/2e70 — j(cos(—x) +isin(—z)) = sinz 4 icosx
gilt

cosx = sin(g —z), sinz= cos(g — ). (8.49)

Beriicksichtigen wir auBBerdem ({8.46[) und (8.47)), so sehen wir, dass die Funktionen cos, sin :
R — R bereits durch ihre Werte auf [0, 7] festgelegt sind. Insbesondere sind ihre Nullstel-
len gegeben durch

sintr=0 & z=kr,kelZ, cosr=0 <& x:g—l—kw,kez. (8.50)

Definition 8.9 (Tangens und Cotangens)
Wir definieren die Funktionen

tan:R\{g—i—lm:kEZ}—ﬂR, cot : R\ {kr: k€ Z} - R, (8.51)
durch )
fany = , cotx = BT (8.52)
CoS T sinx

Es gilt wegen (8.46)) und (8.47))

tan(z +7) =tanz, cot(x +m) = cotx. (8.53)

Wir kénnen den Tangens geometrisch am Einheitskreis interpretieren. Verlingern wir zu
gegebenem z > 0 die Gerade durch 0 und €% bis zu ihrem Schnittpunkt p mit der Senk-
rechten durch den Punkt 1, so betragt der Abstand von 1 und p gerade tan z. Ist x < 0, so
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liegt P unterhalb der reellen Achse, und tan x ist gleich —|1 —p|. An diesem Bild erkennen
wir, dass der Tangens auf dem Intervall (—7 /2, 7/2) streng monoton wachsend ist; wir
werden das spéter (wie in dieser Vorlesung iiblich) mit Mitteln der Analysis beweisen,
und zwar durch Differenzieren. Weiterhin gilt
lim tanx = —oco, lim tanz = oo,

x——7/2 z—7/2
da der Cosinus Nullstellen in £7/2 hat und sin(£7/2) = +£1 gilt. Analog gilt, dass der
Cotangens auf (0, 7) streng monoton fallend ist mit

lim tanx =00, lim tanz = —o0.
T——7/2 Tz—/2

Hyperbolischer Sinus und Cosinus. Sie sind definiert durch

sinh(x) = %, cosh(z) = %. (8.54)

Polarkoordinaten. Zur Darstellung von Punkten der Ebene sind Polarkoordinaten eine
Alternative zu den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten. Sei z = x + iy, z # 0, ein
Punkt in der komplexen Ebene. Die von 0 ausgehende Halbgerade durch z schneidet den
Einheitskreis in einem Punkt e, wobei ¢ der im Bogenmafl gemessene Winkel zwischen
der Halbgerade und der positiven reellen Achse ist. Es gilt dann

z =re'¥ (8.55)
mit r = |z|. Die Zahlen r und ¢ heifien die Polarkoordinaten von z = re®?. Wegen
el — ei(zp—l—Qﬂ'k:) , ke 7,

ist der Winkel zunéchst nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Die
Darstellung wird eindeutig, wenn wir verlangen, dass ¢ € [0,27) gelten muss. So werden
wir in dieser Vorlesung verfahren. Eine andere tibliche Normierung ist ¢ € (—m, 7.

Beispiele:

Punkt 1 141 1 -1 —1
Kartesisch | (1,0) | (1,1) (0,1) | (—=1,0) | (0,—1)
Polar | (1,0) | (v/2,7/4) | (1,7/2) | (1,—7) | (1, =37/2)

GemaB (8.55)) erhalten wir die kartesischen Koordinaten aus den Polarkoordinaten durch

=7rcosyp,
LTy (8.56)
y=rsing.

Losen wir (8.56]) nach r und ¢ auf, so erhalten wir

r=+\z2+y?, (8.57)

und aus




ergibt sich
¢ =tan"! (Q) : (8.58)
x
(Die Umkehrfunktion des Tangens — den Arcustangens — werden wir spater behandeln.)

Mit Hilfe der Polarkoordinaten kénnen wir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen
geometrisch veranschaulichen. Ist

z=re¥, w=se",
so gilt o ‘
z-w = rse¥e = rsel V)
Es werden also die Langen multipliziert und die Winkel addiert.
Der Logarithmus. Wir haben bereits gesehen, das die reelle Exponentialfunktion exp :
R — R stetig und streng monoton wachsend ist. Geméaf Satz [7.25] gilt
exp([—x,z|) = [exp(—z),exp(x)], fiir alle z > 0.

Wegen

lim e =0, lime® =00, (8.59)

gilt exp(R) = (0, 00), und aus der strengen Monotonie folgt:

exp : R — (0,00) ist bijektiv. (8.60)

Definition 8.10 (Logarithmus)
Wir definieren den Logarithmus
In:(0,00) =R

als die Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00).
Aus Satz folgt unmittelbar:

Satz 8.11 Der Logarithmus In : (0,00) — R ist stetig, streng monoton wachsend und
bijektiv. O

Aus (8.59) folgt

limlnz = —oo, limInz=oo. (8.61)
r— T—r00
>0

Die Rechenregeln fiir den Logarithmus erhalten wir aus der Funktionalgleichung fiir die
Exponentialfunktion. Wir erinnern an die Definition

k
xk:H:c, =1, x’k:H:c’l, falls k e N, z € R.
j i=1
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Satz 8.12 Fir den Logarithmus In : (0,00) — R gilt
In(1) =0, In(e)=1,

In(zy) =lnx+1Iny, firalex,y >0,
Inz* =klnz, firalekeZ, >0,

Beweis: Da €® = 1 und e! = ¢, folgt (8.62). Weiter gilt fiir alle z,y € R

exp(lnz +Iny) = exp(Inx) - exp(lny) = zy,
In(zy) = In(exp(Inz + Iny)) =lnzx +Iny.

Wir beweisen (8.64). Zunichst ist Inz” =In1=0=0Inz. Fiir k£ > 1 gilt

k k
exp(klnx) = exp (Zln :L‘) = Hexp(ln z) = 2",
i=1

i=1

also
klnz = In(exp(klnz)) = Ina* .

Weiter gilt

0=Inl=In(zz ') =Inzr+Inz*,

In <l) =—Ilnz,
T
k
Inz % =1In ((l) ) =kln (1> = —klnzx.
T T

Die allgemeine Potenzfunktion. Bisher kennen wir die Potenzen

also

also fir K >'1

:L,a

fiir ganzzahlige Exponenten a und beliebige x € R. Schrianken wir uns ein auf x > 0, so
kénnen wir x® fiir beliebige a € R so definieren, dass die iiblichen Rechenregeln giiltig

bleiben.

Definition 8.13 (Allgemeine Potenzfunktion)
Fira e R, x > 0 definieren wir die a-te Potenz von x durch

x* =exp(alnx).

Satz 8.14 Seia € R. Die durch
f(z) = a*

(8.65)

definierte Funktion f : (0,00) — (0,00) ist stetig, fir a # 0 bijektiv, fir a > 0 streng

monoton wachsend und fir a < 0 streng monoton fallend.
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Beweis: f entsteht als Komposition

exp

(0,00) 5 R 224 R =R (0, 00) (8.66)

wobei p, definiert ist durch p,(y) = ay. Alle drei Abbildungen sind mit den in
genannten Definitions- und Wertebereichen stetig und bijektiv, dasselbe gilt fiir deren
Komposition. Exponentialfunktion und Logarithmus sind streng monoton wachsend, die
Abbildung p, ist streng monoton wachsend fiir ¢ > 0 und streng monoton fallend fiir
a < 0. Daraus folgt die Behauptung iiber die Monotonie von f. O

Fiir die allgemeine Potenzfunktion gelten die iiblichen Rechenregeln. Seien a,b € R und
x,y > 0. Es gelten

a+b

27 = exp((a +b)Inz) = exp(alnz) - exp(blnx) = 2%z

’
b

Y

()" = exp(bIn ) = exp(bln(exp(alnx))) = exp(balnz) = 2°
(xy)* = exp(aln(zy)) = exp(a(Inz + Iny)) = exp(alnz) - exp(alny) = 2%y*.

Fiir n € N mit n > 1 folgt hieraus
(xl/n>” _ x(l/n)n _ .Tl =z,

also .
rn = /x. (8.67)
Wiirde man (8.67) als Definition von '/ verwenden anstatt (8.65), so kénnte man ver-
mittels
:L,m/n _ (\n/z)m

die Potenz z“ fiir rationale Zahlen a = m/n definieren, ohne die Exponentialfunktion und
den Logarithmus zu verwenden.
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9 Differenzierbarkeit

Sei f: D —- R, D C R und a € D gegeben. Wir wollen f in der Ndhe von a durch
eine Gerade approximieren. Einen naheliegenden Kandidaten fiir eine gute Approximation
stellt die Tangente an den Graphen von f durch den Punkt (a, f(a)) dar. Wir erhalten die
Tangente geometrisch aus der Sekante an f durch die Punkte (a, f(a)) und (a+h, f(a+h)),
indem wir den Grenziibergang h — 0 vornehmen. Die Sekante kann beschrieben werden
durch die Geradengleichung

(@) = (o) + TN =IO gy (0.1

Wir betrachten den Differenzenquotienten
fla+h)— f(a)

h 7
welcher die Steigung der Sekante g, angibt, und wollen den Differenzialquotienten (welcher
die Steigung der Tangente angibt) als den Grenzwert

S b~ f(@)
h—0 h

R0

da(h) = (9.2)

(9.3)

erhalten. Damit dieser Grenzwert Sinn macht, muss a + h in D liegen, falls h klein ist.
Das ist dann der Fall, wenn «a ein innerer Punkt von D ist, das heifit, wenn es ein § > 0
gibt mit

(a—d,a+d)CD.
Die Menge aller inneren Punkte von D heifit das Innere von D, bezeichnet mit int (D).
Ist D ein Intervall, so gehoren nur dessen Randpunkte nicht zu int (D).

Eine Teilmenge D von R heifit offen, falls jeder Punkt von D ein innerer Punkt von D ist,
also int (D) = D. Jedes offene Intervall ist offen, und auch jede Vereinigung von offenen
Intervallen ist offen. So ist beispielsweise R \ {0} = (—00,0) U (0, 00) offen.

Definition 9.1 (Differenzierbare Funktion)
Sei D CR, f:D — R, seiac€int(D). Wir sagen, dass f differenzierbar in a € D ist,

falls der Grenzwert
fla+h) — f(a)

%ig& Y (9.4)
h#£0
existiert. In diesem Fall definieren wir die Ableitung f'(a) von f in a durch
B) —
fﬁozy%fm+-2 fla). (9.5

h#£0

Ist D offen, so heifst f in D differenzierbar, falls f in jedem Punkt a € D differenzierbar
18t.

Statt (9.4)) schreibt man oft

. fla+h)—fla)
A h (9.6)
und setzt stillschweigend voraus, dass h = 0 ausgeschlossen ist. So werden wir es im

Folgenden handhaben.

93



Beispiel 9.2

I. f:R—=R, f(x) =c, c €R fest. Fiir alle a € R gilt

fla+h)— f(a) c—c_,

h h

also

f'(a) =0.
2. [:R—R, f(x) =z Fiir alle a € R gilt

fla+h)—fla) a+h—a
h N h

also

flla)=1.
3. f:R—R, f(z) =22 Fiir alle a € R gilt
fla+h)— f(a) (a+h)2—a2:2ah+h2

Y = . . =2a+h,
also
f'(a) = 2a.
4. f:R\ {0} = R, f(x) =1/z. Fiir alle a € R\ {0} gilt
a—(a+h) —h
f(a’_'_h)_f(a’) _ a-il—h_i _ (a+h)a _ (a+h)a _ 1
h h h h (a+h)a’
also
, 1
f'(a) = =
Wir betrachten nun die Exponentialfunktion.
Lemma 9.3 Im Komplexen gilt
-1
lim &= =1 (9.7)
z—0 z
Beweis: : Ubung. O

Wir beschrinken uns nun auf reelle Argumente. Aus (9.7) folgt unmittelbar, dass die
Exponentialfunktion exp : R — R in 0 differenzierbar ist mit

F(0)=1.

Die Ableitung in einem beliebigen Punkt a € R wird darauf zuriickgefiihrt. Es ist

fla+h)— fla) e —e” eh —1
h h ho
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Aus (9.7) folgt nun
f(a) =e". (9.8)

Fiir den Sinus und den Cosinus kann man &hnlich argumentieren. Wir beginnen mit der
Rechnung

et —1 cosx +esinx — 1 lcosz—1 sinz sinz 1 —cosx

— = : = - + = +i : (9.9)
1T 1r 1 xz X Xz Xz

Lemma 9.4 Sinus und Cosinus sind in 0 differenzierbar, und es gilt

en pe Sinho s pe Ccosh—1
sm(O)—’lllir(l) - =1, COS(O)—}ILIL%—h =

0. (9.10)

Beweis: Aus Lemma [0.3] folgt

) em: _ 1
lim —
z—0 1T

=1.

(Der Grenzwert “x — 07 ist als reeller Grenzwert gemeint, es werden also Folgen z, =
iz, — 0 entlang der imaginéren Achse betrachtet. Das ist ein Spezialfall des Grenzwerts
, in dem beliebige Folgen z, — 0 im Komplexen betrachtet werden.) Es folgt

Re(“——) > Re()=1, Tm(“——)—=Tm(1)=0.

5 5
Real- und Imaginérteil sind in berechnet worden, daraus ergeben sich die Behaup-
tungen. O

Die Ableitungen von Sinus und Cosinus in beliebigen Punkten a € R werden mit Hilfe
der Additionstheoreme auf die Ableitungen in 0 zuriickgefiihrt. Fiir den Sinus gilt

sin(a + h) —sin(a)  sinacosh + cosasinh —sina

h h
cosh —1 cos(a) sin h
h h

= sin(a)
Aus (9.10) folgt nun
sin’(a) = cosa.
Analog gilt fiir den Cosinus

cos(a+ h) —cos(a)  cosacosh —sinasinh — cosa

h h
h—1 inh
= cos(a)% — sin(a) su;l ,
also wegen ((9.10)
cos'(a) = —sina.

Als néchstes betrachten wir die Betragsfunktion f(z) = |z|. Sie ist differenzierbar in allen

Punkten a # 0, und
1 a>0
"(a) = ’ ’ 9.11
f'(a) {_1, e (9.11)
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In a = 0 ist f nicht differenzierbar, denn fiir die Folge

1
h = (—1)"~
(1=
gilt
10 + D] — [0]
Eroml Py
hn ( ) )

also existiert der in Definition (9.1 verlangte Grenzwert nicht.
Satz 9.5 Set D C R, f: D — R, a innerer Punkt von D. Dann gilt

(1) Ist f differenzierbar in a und setzen wir

r(h) = fla+h) = f(a) = f'(a)h, (9.12)
s0 gilt
lim # =0. (9.13)
(2) Ist c € R und gilt fiir die durch
r(h) = f(a+h) — f(a) — ch (9.14)

definierte Funktion r, so ist f differenzierbar in a und f'(a) = c.

Beweis: Ist r durch (9.14)) definiert, so gilt

r(h) _ flat+h) = fla)
= h —c. (9.15)

Da der Limes auf der rechten Seite existiert und gleich Null ist genau dann, wenn f in a
differenzierbar ist und f’(a) = c gilt, folgen beide Behauptungen. O

Wir kénnen die Aussage von Satz folgendermaflen interpretieren: Die Differenz
r(x —a) = f(z) = [f(a) + f'(a)(z — a)]

zwischen den Werten der Funktion f und ihrer Linearisierung geht fiir x — a schneller
gegen 0 als die Differenz x — a. Fiir die Differenz

f(x) = [f(a) + c(z — a)]
ist dies aber nicht der Fall, wenn ¢ # f’(a). Wir kénnen also die Linearisierung
9(x) = f(a) + f'(a)(x — a) (9.16)

interpretieren als die beste affin-lineare Approximation von f in der Néhe von a. Die
Gleichung (9.16)) ist nichts anderes als die Gleichung der Tangente an den Graphen von
f im Punkt (a, f(a)).

Satz 9.6 Sei D CR, f: D =R, a €int (D). Dann gilt: Ist f differenzierbar in a, so ist
f stetig in a.
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Beweis: Nach Satz[9.5] gilt

. r(h)

wh o T
also auch

limr(h) =0.

h—0

Grenziibergang h — 0 auf beiden Seiten von

fla) + f'(a)h+r(h) = fla+h)

liefert also
fla) = lim f(a+h) = lim f(z).

r—a

Wir befassen uns nun mit den Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 9.7 Seien D C R, f,g: D — R, a ein innerer Punkt von D, A\ € R. Dann gilt:
Sind f und g differenzierbar in a, so sind auch f+ g, Af und fg differenzierbar in a, und
es gelten

(f+9)(a) = fa)+d(a), (Af)(a)=Af(a), (9.17)
sowie die Produktregel
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). (9.18)
Ist auferdem g(a) # 0, so ist auch f/g in a differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel
1A% ) = 9@ fa) — fla)g'(a)
(g) @ (9(a))? ' 919

Beweis: Wegen

(S+g)lath) = (f+g)(a) flath)—fla)  glath)—gla)

h h h ’
Ala+h) = (Af)la) _ | flath)— fla)
h h ’
folgt (9.17) aus den entsprechenden Grenzwertsitzen fiir Folgen. Zum Beweis der Pro-
duktregel betrachten wir

(fg)la+h)—(fg)(a) gla+h)—g(a) fla+h)— f(a)
- - +g(a) h :

Da limj_, f(a + h) = f(a) nach Satz folgt (9.18) durch Grenziibergang h — 0 in
(19.20). Zum Beweis der Quotientenregel bemerken wir zunéchst, dass wegen Satz und

Folgerung fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0 gilt
g(x) #0

fir alle x € D mit | — a| < . Wir betrachten nun den Spezialfall f = 1. Ist |h| < § und
a+h e D, so gilt

! L 1 y__ 1 gla+h)—g(a)
h (9(@ +h) g(@)) g(a+ h)g(a) h : (9.21)

= f(a+h)

(9.20)
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Grenziibergang h — 0 liefert

(1)/(@ = - g'("’)z. (9.22)

Ist nun f beliebig, so folgt aus (9.22) und der Produktregel

<z)' - 1)' 0 = Fo) L+ p(a 0@ _ 9@ @ - f(a)g)

9 9 9(a) (9(a)) (9(a))?
O
Beispiel 9.8
1. (Summenregel) Sei f: R — R, f(z) = 3sinz — 4e”. Dann gilt fiir jedes a € R
f'(a) = 3cosa — 4e”.
In a =2 gilt
f'(2) = 3cos2 — 4e*.
2. (Produktregel) Sei f,, : R = R, f,(z) = 2™, n € N\ {0}. Dann gilt
fi(a) =na"*. (9.23)

Induktion. n = 1 klar, n - n + 1:
foia(a) = (fifa)'(a) = fila) fula) + fi(a) fi(a) = 1-a" +a-na"" = (n + )a".
3. (Quotientenregel) f: R — R, f(z) =27, n € N\ {0}. Dann gilt
f'(a) = —na™""t.
Wir wenden und die Quotientenregel auf die Funktion x +— 1/2" an. Es folgt

_nanfl

/ _ _ —n—1
f(a) = pon =—na """

4. (Quotientenregel) f(x) = tanx = S22 Eg gilt

cosx’

f(a) cosacosa —sina - (—sina) 1

a) = = .
cos? a cos? a

In a = 7 gilt tan(r) = % = 0 und tan'(r) = ﬁ = 1.

O

Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion ergibt sich aus den einzelnen Ableitun-
gen gemifl der Kettenregel.
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Satz 9.9 (Kettenregel)
Seien D,ECR, f:D—=R, f(D)CE, g: FE—R,acint(D) und f(a) € int (E). Sind
fin a und g in f(a) differenzierbar, so ist auch go f in a differenzierbar, und es gilt

(go f)(a)=4d(f(a)f'(a). (9.24)

Beweis: Das naheliegende Argument,

g(f(x)) = 9(f(a)) _ g(f(x)) = 9(f(a)) [f(x) = f(a)

T—a - f@)— fla) T—a
zu betrachten und in den beiden Briichen auf der rechten Seite einzeln zum Grenzwert
iberzugehen, bereitet Schwierigkeiten, wenn f(z) = f(a) ist. Wir umgehen dieses Pro-
blem, indem wir definieren

Es gilt dann fiir alle x € D mit x # a

9(f(z)) — 9(f(a)) f(z) — f(a)
D O R (9.25)
Nach Definition von d gilt, da g in f(a) differenzierbar ist,
lim d(y) = ¢'(f(a)),
y—f(a)
also folgt, da f stetig ist in a,
lim d(f(x)) = (f(a).
also folgt die Behauptung durch Grenziibergang x — a in ([9.25)). O

Beispiel 9.10

1. Wir betrachten f,g : R — R, f(x) = 2, g(z) = sinz, und suchen die Ableitung
von go f: R = R, (go f)(z) = sin(z?) in a = 2. Es ist

fl(x) =42, ¢'(x)=cosx,
also
fla) =4d®, [f(2)=32, ¢ (f(a))=g'(a") =cos(a’), ¢'(f(2))=cosl6,

also

(g0f)(2) =9g'(f(2)- f'(2) =32cos16.
2. Wir betrachten f : (0,00) = R, f(z) =2 ¢ > 0 fest. Es ist

f(z) = exp(clnz)

also

f'(z) = exp(clnz) - g = 2= = cx“ .

ISHEe
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3. Wir betrachten f : (0,00) = R, f(z) = ¢*, ¢ > 0 fest. Es ist

f(z) = exp(zlnc),

also
f'(x) =exp(zlne) -Inc=c"Inc.

O

Die Ableitung einer Umkehrfunktion lasst sich auf die Ableitung der urspriinglichen Funk-
tion zuriickfithren. Das erkennt man, indem man die Tangentensteigungen am Graphen
von Funktion und Umkehrfunktion betrachtet. Die zugehorige Formel kann man aus der
Kettenregel erhalten. Wenn wir annehmen, dass f und f~! differenzierbar sind, so folgt
aus

FU ) =y

durch Differenzieren beider Seiten

und damit .

YWY = 57 - (9.26)

(=)
Analysiert man die Situation durch den folgenden Satz genauer, so stellt es sich heraus,
dass man nicht vorauszusetzen braucht, dass ! differenzierbar ist; das ergibt sich bereits

aus der Differenzierbarkeit von f.

Satz 9.11 Seien [a,b] C R, f : [a,b] — R stetig und streng monoton, sei f differenzierbar
in x € (a,b) mit f'(x) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f~': f([a,b]) = R iny = f(x)
differenzierbar, und es gilt .

Beweis: Sei (h,,) eine beliebige Folge mit h,, — 0, h,, # 0 fiir alle n. Der Punkt y = f(x)
liegt im Innern des Intervalls f([a,b]) (sonst wire x eine Maximal- bzw. Minimalstelle
von f und daher, wie wir spéter in Satz sehen werden, f'(z) = 0). Also gilt y + h, €
f(Ja, b)) fiir hinreichend grofie n € N; wir kénnen annehmen, es gilt fiir alle n € N. Wir
setzen

Ty = f_l(y + hn) :
Da [~ stetig und streng monoton ist nach Satz m, gilt

Ty=fYy+hy) = fy)=2, 2,42 VneEN,

und ) .
STyth) =) a1
i flan) = flo) Lot
also

P e U 0 Bl A )
n—oo h,, f’(x) '
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Beispiel 9.12

1. Sei f: R — R, f(z) = 23 Fiir x # 0 gilt f'(z) = 32? # 0, und Satz ist
anwendbar. Es ist f(R) = R, und

VY y>0,
fﬁl(y): _\/S_yv ZJ<07
0, y=20.
Gemaf (9.26) folgt fiir y > 0
1 1 1 [y

(F ) = = =y~

PO~ (o) 3(0w2 3

In y = 0 ist f~! nicht differenzierbar: Fiir h,, — 0 mit h,, # 0 gilt

F7HO+ha) = F7H0) /TRl 1

fin ol (YRal)?

und der rechtsstehende Bruch konvergiert nicht gegen eine reelle Zahl (sondern un-
eigentlich gegen 00).

2. Fur In: (0,00) — R folgt aus Satz

o 1 11
(In)y) = (exp)'(Iny) exp(lny) vy (9:27)

Folgerung 9.13 FEs gilt fiir alle z € R
. T\"
lim (1 + —) =e". (9.28)
n—oo n
Beweis: Fiir z = 0 sind beide Seiten gleich 1. Fiir « # 0 gilt

1n[<1+%)n} :nln<1+%>:x~ln(1+%)_ln1,

z
n
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10 Eigenschaften stetiger und differenzierbarer Funk-
tionen

Ist D C K, so bezeichnen wir mit C'(D;K) die Menge aller auf D definierten und stetigen
Funktionen, also
C(D;K)=A{f| f: D —K, f stetig auf D}. (10.1)

Im Fall K = R schreiben wir auch einfach C'(D).

Wir wissen bereits, dass Summen und skalare Vielfache von stetigen Funktionen ebenfalls
stetig sind. Es folgt:

Lemma 10.1 Sei D C K. Dann ist C(D;K) ein Vektorraum tber K. O

Ein Vektorraum, dessen Elemente Funktionen sind, heiit Funktionenraum. Der damit
verbundene Abstraktionsschritt (wir fassen Funktionen als “Punkte” in einem Vektorraum
auf) ist etwa seit dem Beginn des 20. Jahrhunderts eine fiir die Analysis grundlegende
Sichtweise. (In den Lehrveranstaltungen des ersten Studienjahrs steht sie eher im Hinter-
grund, wird aber spéter zunehmend wichtig.)

Definition 10.2 (Beschrinkte Funktion)

FEine Funktion f : D — R heifit nach oben beschrdinkt, wenn es ein M € R gibt
mit f(x) < M fir alle x € D. [ heifit nach unten beschrinkt, wenn —f nach oben
beschrdnkt ist. f heifit beschrdnkt, wenn f nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Ob eine Funktion beschrénkt ist oder nicht, hdngt nicht nur von der Funktionsvorschrift,
sondern auch von der Wahl des Definitionsbereichs ab. So ist etwa die durch f(z) = z
definierte Funktion auf D = [0, 1] beschrankt (durch 0 nach unten, durch 1 nach oben),
aber auf D = R nicht, ebensowenig auf D = [0, c0).

Die durch f(z) = 1/x definierte Funktion ist auf D = (0, c0) nach oben unbeschrénkt, da
f(z) — oo fir x — 0, aber nach unten durch 0 beschrinkt, da f(z) > 0 fiir alle z > 0.
Dasselbe gilt fiir D = (0, 1].

Die Sinusfunktion ist beschréankt auf R, da ihre Werte zwischen —1 und 1 liegen.

Satz 10.3 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt und nimmt auf |a,b] ein
Maximum und ein Minimum an, das heif$t, es gibt p,q € [a, b] mit

f(p) = max f(z), f(q) = min f(z). (10.2)

z€[a,b] z€[a,b]

Solche Punkte p und ¢ heiflen Maximalstelle bzw. Minimalstelle von f auf [a, b].

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, f sei nach oben unbeschrénkt. Dann gibt es eine Folge
() in [a, b mit f(x,) > n fiir alle n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ hat (z,,)
eine konvergente Teilfolge, sei etwa x,, — ¢ € [a,b]. Da f stetig ist, gilt f(z,, ) — f(c),
im Widerspruch zu f(z,,) > ng. Also ist f nach oben beschréinkt. Sei nun

M = sup f(x).

z€la,b]
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Zu n > 1 wéhlen wir nun ein z,, € [a, b] mit

1
M——<f(z,) <M.
n
Dann gilt f(z,) — M. Sei wieder (z,,) eine konvergente Teilfolge, sei x,,, — p. Dann gilt
f(zn,) — f(p), also f(p) = M und damit

f(p) = max f(z).
z€[a,b]
Anwendung des eben Bewiesenen auf — f ergibt, dass f auch nach unten beschrinkt ist
und das Minimum annimmt. O

Die vor dem Satz gegebenen Beispiele zeigen, dass man weder auf die Beschranktheit noch
auf die Abgeschlossenheit des Definitionsbereichs [a, b] als Voraussetzung verzichten kann.

Maximal- und Minimalstellen brauchen nicht eindeutig bestimmt sein, beispielsweise gilt
fiir konstante Funktionen, dass jedes p € [a, b] sowohl Maximalstelle als auch Minimalstelle
ist.

Definition 10.4 (Lokales Extremum)
Sei D CR, f: D — R. Einx € D heifit lokales Maximum (bzw. lokales Minimum)
von f in D, falls es ein € > 0 gibt mit

fz) = max f(y) (10.3)
ly—z|<e
bzw.
flz) = min f(y). (10.4)
ly—z|<e

Ein x € D heifit lokales Extremum von f in D, wenn x lokales Maximum oder lokales
Minimum von [ in D ist.

Satz 10.5 Seia <b, f:(a,b) = R. Ist z € (a,b) lokales Extremum von f in (a,b), und
ist f differenzierbar in x, so gilt
f'(z)=0. (10.5)

Beweis: Sei z lokales Maximum, sei € so gewahlt, dass (10.3)) gilt mit D = (a,b) und dass
(x —e,x +¢) C (a,b). Dann gilt fiir alle n > ¢!

S
f

<0

9

v+ 3) — f(@)
T — ")_ x)

(

3=

I

>0.

n

Grenziibergang n — oo liefert f'(z) < 0 und f'(x) > 0, also f'(x) = 0. Analog fiir ein
lokales Minimum. O

Die Umkehrung von Satz gilt nicht. Beispiel: Fiir f(z) = z? gilt f’(0) = 0, aber 0 ist
kein lokales Extremum.
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Satz 10.6 (Satz von Rolle)
Seiena < b, f € Cla,b], [ differenzierbar in (a,b). Ist f(a) = f(b), so gibt es ein x € (a,b)
mit f'(z) = 0.

Beweis: Nach Satz hat f in [a, b] eine Maximalstelle p und eine Minimalstelle ¢. Ist f
nicht konstant (andernfalls ist die Behauptung trivialerweise richtig), so gilt f(p) > f(q),
und p oder ¢ muss in (a,b) liegen. Wéhlen wir dieses als x, so gilt f/(x) = 0 nach Satz

110.0l O

Satz 10.7 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Seien f,g € Cla,b], f,qg differenzierbar in (a,b), sei ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann
ist g(a) # g(b), und es gibt ein € € (a,b) mit

1) = fa) _ f(&) (10.6)

9(b) = gla)  g'(§)

Beweis: Aus g(a) = g(b) folgt ¢’(x) = 0 fiir mindestens ein = € (a,b) nach Satz |10.6, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist also g(a) # ¢(b). Wir definieren F' : [a,b] — R

durch
— oy TO =@y
P) = (o) - LT 1)~ ata). (10.7)
Es ist F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit
ey ey d0) = f(a)
0= F9) = (0 - LE T8,
woraus Satz folgt. O

Folgerung 10.8 (Mittelwertsatz) Sei f € Cla,b|, f differenzierbar in (a,b). Dann gibt
es ein £ € (a,b) mit

f) = fla) _
HE=20 - re. (108)
Beweis: Anwendung von Satz mit g(z) = . a

Folgerung 10.9 Sei f € Cla,b], [ differenzierbar in (a,b), sei

m= inf f(€), M= sup f(). (10.9)
£e(ab) ¢€(arb)
Dann gilt
m(y —x) < fy) — f(z) < M(y —x) (10.10)

fir alle x,y € [a,b] mit x < y.
Beweis: Anwendung von Satz auf das Teilintervall [z, y] von [a, b]. O

Folgerung 10.10 Sei f € Cla,b|, f differenzierbar in (a,b), sei f'(x) = 0 fir alle z €
(a,b). Dann ist f konstant.
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Beweis: Folgt aus (10.10) wegen m = M = 0. O

Mit Hilfe der Ableitung kann man oft feststellen, ob Funktionen monoton sind.

Satz 10.11 Sei f € Cla,b], f differenzierbar in (a,b). Dann gilt:

f'(x) >0 fir alle x € (a,b) = f ist monoton wachsend

f'(x) >0 fir alle z € (a,b) = f ist streng monoton wachsend
f'(x) <0 fir alle x € (a,b) = f ist monoton fallend

f(x) <0 fiir alle z € (a,b) = f ist streng monoton fallend

Beweis: Nur die erste Behauptung. Sei x < y, dann existiert nach Satz ein ¢ € (a,b)
mit
f@) = fly) = f(&)(z —y) <0.
]

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen. Wir betrachten zunéchst
den Sinus.

sin(—z) =-1, sin(z) =1, sin'(x) =cos(z) >0 fiirallex € (—E, Z) :
2 2 2°2
Also ist sin : [=F, 5] — [—1, 1] stetig, streng monoton wachsend (wegen Satz (10.11)) und
bijektiv. Die Umkehrfunktion heiffit Arcus-Sinus,
arcsin : [—1,1] — [—g,g], (10.11)

und ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend. Die Ableitung des Arcus-Sinus fiir
x € (—1,1) errechnet sich als

1 1 1

cos(arcsinz) /1 — sin®(arcsin z) Vi

(arcsin)(z) = (10.12)

Analog erhélt man, dass cos : [0,7] — [—1,1] streng monoton fallend ist; die Umkehr-
funktion hei}t Arcus-Cosinus,

arccos : [—1,1] — [0, 7], (10.13)

sie ist ebenfalls stetig und streng monoton fallend. Thre Ableitung in (—1, 1) ist

, L 1 _ 1 _ 1
(arceos)(z) = sin(arccos(z)) /1 — cos?(arccos(z)) V1—a2’ (10.14)

Wegen
1
(tan)'(x) = g 0, firalleze (-

e
bo| 3

)

)
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erhalten wir, dass tan : (=%, %) — R stetig, streng monoton wachsend und bijektiv ist.

Die Umkehrfunktion
T

arctan : R — (—5, 5) (10.15)

heiffit Arcus-Tangens, und wegen

1 sin? cos?
= yt y_ tan? y+1

cos2y cos?y
gilt
1 1

TN 2 _ _
(arctan)’(z) = cos”(arctan x) = T+ tan’(arctans) 1522

(10.16)

Hoéhere Ableitungen. Ist f : (a,b) — R differenzierbar auf (a,b), so kénnen wir in
jedem Punkt z € (a,b) die Ableitung f” betrachten. Dadurch erhalten wir eine Funktion

f i(a,b) > R, (10.17)

Ist f': (a,b) — R ebenfalls differenzierbar auf (a,b), so konnen wir deren Ableitung (f’)" :
(a,b) — R betrachten. Sie heifit die zweite Ableitung von f auf (a,b), wir schreiben
1" statt (f"). Diesen Prozess konnen wir fortsetzen und die dritte, vierte usw. Ableitung
von f betrachten. Allgemein ist die n-te Ableitung f™ einer Funktion f : (a,b) — R
induktiv definiert als die Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung f™~Y von f, sofern sie
existiert.

Als Beispiel betrachten wir
flay=2a*, f(e)=2¢, ['(2)=2, [O2)=0,
alle weiteren Ableitungen sind ebenfalls gleich Null. Weitere Beispiele sind
f(x)=¢*, fl(x)=¢", fO(z)=¢" fir allen,
sowie
f(z) =sinz, f'(z)=cosz, f'(x)=—sinz, f"(x)=—cosz, fP(z)=snz.

Eine auf (a,b) differenzierbare Funktion f heiit stetig differenzierbar auf (a,b), falls
die Ableitung f’: (a,b) — R stetig ist.

Existiert die zweite Ableitung f” : (a,b) — R, so ist f’ stetig, da jede differenzierbare
Funktion stetig ist. Entsprechend folgt, dass f* : (a,b) — R stetig ist fiir alle k& < n,
falls £ : (a,b) — R existiert.

Mit Hilfe der zweiten Ableitung kann man lokale Extrema zusétzlich charakterisieren.
Satz 10.12 Sei f : (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar, sei x € (a,b).

(1) Ist x ein lokales Minimum, so gilt f"(z) > 0.

(ii) Gilt f'(z) =0 und f"(x) > 0, so ist x ein striktes lokales Minimum.

“Striktes lokales Minimum” bedeutet, dass f(x+h) > f(x) gilt, falls || hinreichend klein
ist, h # 0.

106



Beweis: Zu (i): Sei € > 0 so gewihlt, dass f(x + h) > f(z) fir alle h mit |h| < € gilt. Sei
hy, — 0, 0 < h,, < ¢ fiir alle n. Geméfl Mittelwertsatz gibt es t,, € (z,x + h,,) mit

0< flz+hy) — f(x) = f(ta)hn = (f(ta) — f(2))hn,
da f'(x) = 0. Geméaf Mittelwertsatz, angewendet auf f’, gibt es s,, € (z,x + t,,) mit
0 < f"(sn)(tn — x)hy, .

Es folgt f”(s,) > 0 fiir alle n. Da s, — x wegen h,, — 0, folgt f”(z) > 0.

Zu (ii): Gem#a$ Satz 77 gibt es ein § > 0, so dass f”(t) > 0 fiir alle t € (z — J,x + 0). Die
Funktion f” ist daher streng monoton wachsend auf (z — d,2 + §), und es folgt f'(t) >
fl(x) =0firt >z und f/(t) < f'(x) =0 fir t < x. Ist nun h # 0 mit |h| < §, so gilt
nach Mittelwertsatz

fl@+h) = f(x) = f(t)n

mit einem geeigneten t zwischen z und x 4+ h. Da f'(t)h > 0 gilt fiir alle A # 0, |h| < 0,
folgt die Behauptung. O

Die Regel von de ’Hospital. Sie ist manchmal niitzlich bei der Berechnung von Grenz-
werten.

Satz 10.13 (Satz von de I'Hospital) Seien f,g € Cla,b], f, g differenzierbar in (a,b),
sei x € (a,b) mit f(x) = g(x) =0, sei ¢'(§) # 0 fir alle £ € (a,b) mit & # x. Dann gilt:
Falls der Grenzwert

. f'(§)
%1_1% 76 (10.18)
existiert, so existiert auch der Grenzwert
. f(§)
und )
li & =1 &) (10.20)

2 g(€) e g(6)

Beweis: Sei (x,,) eine beliebige Folge in (a,b) mit z,, — x und z,, # z fiir alle n. Wie im
Beweis von Satz folgt g(x,) # 0 fiir alle n. Nach Satz gibt es fiir alle n ein &,

zwischen x und z,, mit
flzn) — flan) = flz) _ f(&)

= = ) 10.21
o) " g — o) 9 o2y
Aus x,, — x folgt &, — = und damit
/ /
noo g(a,) oo g'(6)  ee g'(6)
Da die Folge (z,) beliebig war, folgt die Behauptung. O

Beispiel 10.14
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lim ST gy €8T €80 (10.22)
z—0 g z—0 1 1
2. Wir berechnen ) .
lim ( — —) . (10.23)
z—0 \ SInx x
Es ist . .
1 _1_J@ (10.24)
sinz = g(z)
mit
flx)=x—sinz, g(zr)=xsinz, [f(0)=g(0)=0. (10.25)
Es gilt
f'(x) 1 —coszx , ,
= 0)=4¢(0)=0 10.26
g (x) sinz+xcosx’ 11(0)=g(0) ' ( )
und weiter , '
flw) sz F10)=0, ¢"(0)=2. (10.27)

g'(z)  2cosz —xsinz’
Wir konnen Satz [10.13] zweimal anwenden und erhalten
1! !
fa) T )

Pm M T M) T Mg 10:25)

Folgen von Funktionen. Folgen sind allgemein definiert als Abbildungen von N in
irgendeine Menge M; bisher haben wir lediglich Zahlenfolgen betrachtet mit M = N,
M = R oder M = C. In der Analysis werden auch Funktionenfolgen betrachtet, das
sind Folgen, deren Elemente Funktionen sind.

Definieren wir beispielsweise f,, : R — R,
folz) = 2™, (10.29)

so erhalten wir eine Folge ( f,,)nen, deren n-tes Element das n-te Monom ist. Fiir jedes fest
gewihlte € R entsteht daraus eine Zahlenfolge (f,,(2))nen. Deren Konvergenz haben wir
bereits untersucht, es gilt

0, |z]<1,

10.30
1, z=1. ( )

lim f,(x) = {

Fiir z < —1 ist sie divergent. Fiir x > 1 ist sie ebenfalls divergent, aber uneigentlich
konvergent gegen oo.

Definition 10.15 (Punktweise Konvergenz)
Sei D Menge, sei (fn)nen eine Folge von Funktionen f, : D — K mit K =R oder K = C.
Die Folge (f,,) heifit punktweise konvergent gegen die Funktion f: D — K, falls

lim f,(x) = f(x), firallex € D. (10.31)

n—oo
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Die Form der Menge D ist vollig gleichgiiltig, da die Bedingung ((10.31]) keine Beziehung
zwischen unterschiedlichen Werten des Arguments z herstellt.

Fiir das Beispiel ((10.29)) zeigt (10.30)), dass die Folge (f,,) auf D = [0, 1] punktweise gegen

die durch
0 1
fla) = { o lel <1, (10.32)
1, z=1,

definierte Funktion f : [0,1] — R konvergiert.

Als weiteres Beispiel betrachten wir
fal2) =:v2+%, fn:[0,1] = R. (10.33)
Setzen wir f(x) = 22, so gilt
|fu(z) — f(2)] = )%‘ < %, fir alle z € [0, 1]. (10.34)

Also konvergiert f,, punktweise gegen f auf [0, 1].

Auf der rechten Seite von ([10.34]) kommt kein z vor, die Konvergenz von f,(x) gegen f(x)
ist in gewisser Weise “gleichméflig” hinsichtlich der Wahl von z.

Definition 10.16 (Gleichmiflige Konvergenz)

Sei D Menge, sei (fn)nen eine Folge von Funktionen f, : D — K mit K =R oder K = C.
Die Folge (f,) heifit gleichmdf3ig konvergent gegen die Funktion f : D — K, falls zu
jedem € > 0 ein ng € N ezistiert, so dass gilt

|ful(z) — f(2)| <e  firallex € D und alle n > ny. (10.35)

Gleichbedeutend mit ({10.35)) ist die Bedingung
sup |fu(z) — f(z)] < e fiir alle n > ny. (10.36)

zeD

Hieraus erkennen wir, dass die Folge (f,) aus (10.33) wegen ({10.34)) gleichméaBig gegen
f(x) = x* konvergiert.

Lemma 10.17 Jede gleichmdfig gegen f : D — K konvergente Folge (f,) von Funktio-
nen f, : D — K ist auch punktweise gegen f konvergent.

Beweis: Das ist eine unmittelbare Folge der Definition. O

Umgekehrt braucht eine punktweise konvergente Folge aber nicht gleichméfig konvergent
zu sein. Wir betrachten nochmals das Beispiel f,(z) = 2™ mit

0, |z|<1,

10.37
1, z=1. ( )

n—oo

lim f(r) = f(x) = {

Wir withlen z,, € [0,1] so, dass f,(z,) = 3, das ist méglich nach dem Zwischenwertsatz.
Es gilt dann

1
| fru(zn) — flzn)| = 3 fiir alle n € N.
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Die Bedingung ((10.36)) ist daher fiir ¢ < 1/2 nicht erfiillbar, die Konvergenz von f,, gegen
f ist nicht gleichmafig.

In diesem Beispiel beobachten wir aulerdem, dass einerseits alle Funktionen f,, auf [0, 1]
stetig sind, andererseits die “Grenzfunktion” f aber nicht (f ist im Punkt 1 unstetig).
Durch den punktweisen Grenziibergang haben wir die Stetigkeit verloren. Das kann bei
der gleichmafligen Konvergenz nicht passieren.

Satz 10.18 Sei D C K, sei (f,) Folge stetiger Funktionen f, : D — K, sei f: D — K,
und es gelte f,, — f gleichmdflig. Dann ist f auf D stetig.

GleichmafBlige Grenzwerte stetiger Funktionen sind also stetig.

Beweis: Seien a € D und x — a beliebig, wir wollen zeigen, dass f(xy) — f(a) gilt. Sei
e > 0. Da (f,) gleichméafig gegen f konvergiert, gibt es ein n mit

|f(z) — fu(z)] < e, fiirallexz € D.

Aus der Dreiecksungleichung folgt
[f(z) = fa)] < [f(wx) = fulzu)| + [fu(zr) = fula)] + | fnla) = f(a)]

< [fulo) — )] + 22 1o
Da f,, stetig ist, gilt f,(xx) = fu(a) fir k — oo, es gibt also ein kg € N mit
|flzr) — fu(a)| < e, fir alle k > k. (10.39)
Setzen wir und zusammen, so ergibt sich
|f(z1) — fla)| < 3e, fiir alle k > ko.
Es folgt f(xx) — f(a) und damit die Behauptung. 0

In Quantorenschreibweise driickt sich der Unterschied von punktweiser und gleichmafiger
Konvergenz folgendermafien aus:

fn — [ punktweise: Ve >0 Ve e D IngeN Vn>ng: |fulz)— f(2)] <e,

fn — f gleichméig: Ve >0 dngeN VeeD Vn>ng: |fu(z)— f(z)] <e.

Wir betrachten nun die gleichméflige Konvergenz aus einem anderen Blickwinkel. Zu einer
beliebigen Menge D definieren wir den Raum aller beschrankten Funktionen auf D mit
Werten in K durch

B(D;K) ={f|f: D — K, f ist beschrénkt} . (10.40)

Lemma 10.19
B(D;K) ist ein Vektorraum.

Beweis: Summe und skalare Vielfache von beschrénkten Funktionen sind ebenfalls be-
schriankt, daher ist B(D;K) ein Unterraum des Vektorraums aller Funktionen von D

nach K. O
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Definition 10.20 (Supremumsnorm)
Sei f: D — K beschrinkt. Wir definieren die Supremumsnorm von f auf D durch

1l = ilelg|f(x)|- (10.41)

Beispiel 10.21
1. f(z) =sinz mit D =R:
I fll., =sup|sinz| =1.
z€R
2. Wir betrachten f(x) = 2z3. Mit D = [0,1]:

Ifllo = sup |2°]=1.

z€[0,1]
Mit D = [-2,1] oder D = (—2,1]:
Ifllo = sup [2%|= sup [a7]=S8.
z€[—2,1] ze(—2,1]
3. Sei f(x) =0firz <0, f(x) =1 fir > 0. Mit D = [-1,0) gilt ||f]|,, = 0, mit

Falls f stetig und D ein abgeschlossenes und beschrénktes Intervall ist, so hat |f| ein
Maximum auf D, und

171l = sup | F(@)] = maxc|(z)].

Satz 10.22
Sei D Menge, seien f,qg: D — K beschrinkte Funktionen. Dann gilt
[fll=0 =  f=0, (10.42)
Mo = Ml fiir alle X € K, (10.43)
1f + 9l < fllee + ll9ll - (10.44)

Beweis: Es gilt
[#0 & 3dzxeDmit|f(z))>0 < |fll,>0,
A lloe = sup [Xf(2)] = [Alsup [f(2)] = [Al[[f]ls »
zeD zeD

[(f +9)(@)] < [f(@)|+ |g(@)] < |[fllo + N9l filr alle z € D,
also
I + e = sup1F(@) + 9@)] < Ifll + gl

O

Ersetzt man in (10.42)) — (10.44) die Supremumsnorm einer Funktion durch den Betrag
einer Zahl, so erhalten wir die bekannten Figenschaften des Betrags in R oder C. In der
Tat, diese Eigenschaften werden uns spéter auf den Begriff der Norm fiithren. Dieser verall-
gemeinert den Begriff der Lange eines Vektors vom Vektorraum R™ auf Funktionenrdume.
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Satz 10.23 Sei D C K, sei (f,) Folge beschrinkter Funktionen f, : D — K, sei f : D —

K beschrankt. Es gilt: f, konvergiert gleichmdfig gegen f genau dann, wenn

lim |[f, = fll = 0.
n—00

Beweis: Fiir n € N und ¢ > 0 gilt
|fo(z) — f(z)| <e, firallexze D,

genau dann, wenn

1o = flloo = sup|fulz) — flz)] <e.
xzeD
Gleichméaflige Konvergenz f,, — f ist dquivalent zu
Ve >0 dng € N so dass (10.46) gilt fiir alle n > ny,
Konvergenz || f,, — f||., — 0 ist dquivalent zu

Ve >0 dng € N so dass (10.47)) gilt fiir alle n > ny.

112

(10.45)

(10.46)

(10.47)



11 Das Integral

Seien a,b € R, a < b, sei f : [a,b] — R. Wir wollen eine Zahl I(f) — das Integral
von f — definieren, welche fiir nichtnegative Funktionen der anschaulichen Vorstellung
“Flacheninhalt unterhalb des Graphen von f” entspricht. Die zugehorige Abbildung [
sollte auf einer moglichst grofien Klasse F von Funktionen definiert sein, und

I:F—=R

sollte moglichst viele “gute mathematische Eigenschaften” haben. Der Versuch, diesen
beiden Forderungen gerecht zu werden, hat in den letzten 150 Jahren zu einer ganzen
Reihe unterschiedlicher Definitionen des Integrals gefiihrt. In der heutigen Analysis wird
iiberwiegend das sogenannte Lebesgue-Integral verwendet.

In dieser einfiihrenden Vorlesung befassen wir uns mit einem etwas einfacheren Integral-

begriff.

Im folgenden ist [a,b] immer ein abgeschlossenes Intervall im R mit a,b € R, a < b.

Definition 11.1 (Zerlegung)

Fine endliche Menge Z = {xq,...,x,} mitn > 1 unda =1z < x1 < ... <z, =b heifit
Zerlegung von [a,b]. Die Intervalle (z;—1,x;), 1 < i < n, heiflen Teilintervalle von Z.
FEine Zerlequng Z' heifit Verfeinerung der Zerlequng Z, wenn Z' O Z.

Beispielsweise ist {0,1/3,1/2,1} eine Zerlegung von [0, 1], ebenso
1 2 1
0,—,—,...,1 1 i = —. 11.1
{ nn’ ) } , also X n ( )
Zerlegungen wie (11.1)), fiir die x;11 — x; konstant ist, heiflen dquidistant.

Definition 11.2 (Treppenfunktion)

Fine Funktion ¢ : [a,b] — R heifst Treppenfunktion auf [a,b], wenn es eine Zerleqgung Z
gibt, so dass @ auf allen Teilintervallen von Z konstant ist, d.h. fir alle i gibt es ¢; € R
mit o(x) = ¢; fiir alle x € (z;_1, ;). Eine solche Zerlegung Z heifit zugehorig zu . (Uber
das Verhalten von ¢ in den Teilpunkten x; wird nichts vorausgesetzt.) Wir setzen

Tla,b] = {¢| ¢ : [a,b] = R Treppenfunktion} . (11.2)

Lemma 11.3 Summe, Produkt und skalare Vielfache von Treppenfunktionen sind eben-
falls Treppenfunktionen. T'la,b] ist ein Vektorraum.

Beweis: Sind ¢,v¢ € T[a,b] mit zugehorigen Zerlegungen Z, und Zy, so ist Z, U Zy
zugehorige Zerlegung zu ayp + o fiir alle o, 5 € R, sowie zu . Somit ist T'[a, b] ein
Unterraum des Vektorraums aller Abbildungen von [a, b] nach R. O

Ist ¢ : [a,b] — R Treppenfunktion, so wollen wir das Integral von ¢ durch

n

I() =Y ci(ri — i) (11.3)

=1
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definieren, wobei J; = (x;_1, ;) Teilintervalle einer zu ¢ zugehorigen Zerlegung Z sind
und ¢ auf J; den konstanten Wert ¢; hat. Falls alle ¢; nichtnegativ sind, entspricht das
gerade dem Flacheninhalt der zwischen der z-Achse und dem Graphen von ¢ liegenden
Menge.

Beispiel: ¢ : [0,4] — R,

2, 0<z<1,
plx) =11, 1<x<3,
4, 3<xr<4,
() =2-(1—0)+1-(3—1)+4-(4—3)=8.

Lemma 11.4 Ist ¢ € T[a,b], und sind Z = {xo,.. xn} und Z' = {xf,..., 20} zu ¢

zugehorige Zerlegungen mit ¢ = ¢; auf (v;,-1,x;) und ¢ = ¢, auf (xi_y, ), so ist

n

ch T — T 1) zm: () — i ). (11.4)

=1

Beweis: Wir betrachten zunachst den Spezialfall, dass Z’ aus Z durch Hinzunahme eines
Teilpunktes = € (xk_1, zx) entsteht. Dann ist m = n + 1 und

D A —al) = ch zi — i) + (T — 2pmr) + (T — )

z;ék
n

= Z CZ‘(ZL‘Z' — xi—l) .

=1

Der allgemeine Fall wird darauf zuriickgefiihrt: Jede Verfeinerung Z’ von Z entsteht,
indem wir von Z ausgehend endlich oft einen einzelnen Teilpunkt hinzunehmen. Somit
gilt , falls Z’ eine Verfeinerung von Z ist. Sind nun Z und Z’ beliebige Zerlegungen,
so besitzen sie Z U Z' als gemeinsame Verfeinerung, und gilt. O

Lemma zeigt, dass der Wert der rechten Seite von (11.3)) nicht davon abhéngt, welche
der zu ¢ zugehorigen Zerlegungen Z zugrundegelegt wird. Die folgende Definition ist daher
sinnvoll.

Definition 11.5 (Integral einer Treppenfunktion)
Ist € Tla,b], so definieren wir das Integral I(p) von ¢ iber [a,b] durch (11.5). Statt
I(p) schreiben wir auch

b
/ o(z)dz . (11.5)
Lemma 11.6 Fiir alle ¢,v € Tla,b] und alle o, € R gilt

/ab(ozSO + BY)(x) dx = oz/abw(x) dr + ﬁ/abw(x) dr (11.6)
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[ etarie| < [Ce@lds < 6=l (117
Ist ¢ < (d.h. p(x) < p(x) fir alle x € [a,b]), so gilt

/ dw</ e (11.8)

Beweis: Die Aussagen ([11.6]) und (11.8]) werden mit Definition auf die entsprechenden
Eigenschaften von endlichen Summen zuriickgefiihrt. (11.7)) folgt aus (11.8)). O

Definition 11.7 (Regelfunktion)
Fine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, wenn es eine Folge (p,) von Treppen-
funktionen in T|a,b] gibt, welche gleichmdfig gegen f konvergiert. Wir definieren

Rla,b] = {f| f : [a,b] = R, [ ist Regelfunktion} . (11.9)

Regelfunktionen brauchen nicht stetig zu sein (jede Treppenfunktion ist eine Regelfunkti-
on), aber jede Regelfunktion f ist beschréankt: Ist ¢ Treppenfunktion mit ||f — ¢/ <
so gilt

[f(@)] <f(z) = o(@)| + le@)] < 1+ [lelly

fir alle x € [a, b]. (Jede Treppenfunktion ist beschriankt, da sie nur endlich viele verschie-
dene Werte annimmt. )

Lemma 11.8 Fine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn es
zu jedem € > 0 eine Treppenfunktion ¢ gibt mit

If = ¢l <e

Beweis: Das ist eine unmittelbare Folge von Definition O
Lemma 11.9 Sei f € R|a,b|, seien (p,) und (¢,) Folgen in T[a,b] mit ¢, — f und
U, — f gleichmapfig. Dann gilt
b b
lim on(z)dr = lim () de. (11.10)

n—o0 a n—oo

Beweis: Fiir alle n,m € N gilt nach Lemma [11.6

/ab on(x) de — /ab ©m(x) dz

Die durch

< (b_a)HSOn_SOmHoo
< (b=a)(|lf = enllse + [If = Pmllo) -

b
]n:/ on(x) dx

definierte Folge ist also eine Cauchyfolge in R, also konvergent. Dasselbe gilt fiir

g, = /abd}n(x) dx
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Wie in (11.11)) folgt
b b
/ ou(z) da —/ (@) de| < 0= (If = pall o+ 1f —Gull) = O
fiir n — oo, also gilt ((11.10)). O

Lemma [11.9] zeigt, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 11.10 (Integral einer Regelfunktion)
Sei [ € Rla,b]. Ist (¢,) eine gleichmdfig gegen [ konvergente Folge von Treppenfunktio-
nen, so definieren wir das Integral von f iber [a,b] durch

b b
/ f(z)dx = lim [ ¢,(x)dzx. (11.12)
Lemma 11.11 R[a,b] ist ein Vektorraum. Fir alle f, g € R|a,b] und alle o, 5 € R gilt

b b b
/(af+ﬁg)(x) dx:a/ f(z) dx+5/ g(x) dz, (11.13)

/a ) do

/abf(a:) dv < /abg(x) dz . (11.15)

Das Produkt fg zweier Regelfunktionen f,g : [a,b] — R ist ebenfalls eine Regelfunktion.

< [ 1t@ldz < 6=l (11.14)

Ist f < g, so gilt

Beweis: Seien (¢,), (1,) Folgen in T[a,b] mit ¢, — f und 1, — g gleichméBig. Dann
gilt
[(ewon + B¢n) = (af + B9)llo < llon = flloo + BllYn — 9ll »

also gilt a, + B, — af + Bg gleichmafBig. Daher sind Summen und skalare Vielfache
von Regelfunktionen wiederum Regelfunktionen, und Rla,b] ist ein Vektorraum. Analog
zeigt man, dass ¢,¥, — fg gleichméafig. Weiter gilt

b b
[t + )@ de = lim [ (ap,+ 50n)(a) do
=« lim ’ on(z)dx + li_)m b () da

b b
:a/ f(:p)dm+ﬁ/ g(z)dz.
Zum Beweis von (|11.15)) definieren wir

@nZQOn_Hf_SOTLHKﬂ Q/Zn=¢n+||g—¢n“oo

Dann gilt ¢, < f und g < 4, fiir alle n € N, sowie @, — f und ¢, — ¢ gleichméBig, also

b b
[ erdo < [ dna)as,
und Grenziibergang n — oo liefert (11.15]). (11.14]) folgt aus ([11.15]). |
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Bemerkung 11.12

Der grofite Teil der Aussagen von Lemma lasst sich zusammenfassen in dem Satz:
Das Integral I : (R|a,b],| - ||,) — Rist eine lineare, stetige und monotone Abbildung. Die
Linearitat steht in (11.13]). Aus folgt, dass f, — f beziiglich || - ||, die Konvergenz
I(fn) — I(f) zur Folge hat. Die Monotonie von I in bezieht sich auf die durch
den punktweisen Vergleich definierte Ordnungsrelation in R|a, b)].

Satz 11.13 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist eine Regelfunktion. (In Kurzform:
Cla,b] C R[a,b].)

Beweis: Sei f € Cla,b], sei n € N. Wir betrachten die dquidistante Zerlegung Z,, von
[a, b], definiert durch

b
h = a’ rj=a+jh, Z,={xo,...,x,}.
n

Wir definieren die Treppenfunktion ¢,, durch ¢, (b) = f(b) und
on(z) = f(z;), fallszelzrj,z41), je{0,...,n—1}.

Fiir @ € [a,2501) gilt (@) = ou(z;) = f(2;), also
b—a

[f (@) = pn(@)| = [f(2) = fz5)], |2 — 5] < (11.16)

Wir nehmen an, f sei keine Regelfunktion. Dann gibt es gemafl Lemma [11.8 ein ¢ > 0
mit || f — ||, > ¢ fiir alle Treppenfunktionen ¢. Es gibt also t,, € [a, b] mit

|f(tn) - Son(tn)’ > €.

Sei nun Z,, der linke Endpunkt desjenigen Teilintervalls von Z,,, zu dem t,, gehort. Geméaf3

(T1.10) gilt
b—a

n

e < |f(tn) - @n(tn” = |f(tn) - f(inﬂ ) |tn - jnl <

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl gibt es eine Teilfolge {¢,, } mit ¢,, — ¢ € [a,b].
Es folgt z,, — t und weiter

€< ‘f(tnk) - f(‘%nk” - |f(t) _f(t)’ =0

falls & — oo, ein Widerspruch. Also ist f eine Regelfunktion. |

Lemma 11.14 Seia < b < ¢, sei f € Rla,c|]. Dann sind f|[a,b] € R|a,b] und f|[b,c] €
RIb, c], und es gilt

/acf(x)dxZ/abf(x)dx+/bcf(x)dx. (11.17)
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Beweis: Sei (¢,,) Folge in Ta,c] mit ¢, — f gleichméBig, dann gilt ¢,|[a,b] € T[a,d]
und ¢,|[a,b] — f|[a,b] gleichm&Big. Also ist f|[a,b] € R[a,b]. Ebenso fir [b,c|. Ist Z,
zugehorige Zerlegung zu ¢,|[a, b] und Z!, zugehorige Zerlegung zu ¢,|[b, ], so ist Z, U Z/
zugehorige Zerlegung zu ¢,,, und aus Definition folgt unmittelbar

/QCSOn(I)dx:/ab(QOnHa,b])(x)dx+/bc(<pn|[b7c])(x)dx.

Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung. O

Definition 11.15 Ist f € Ra,b], so definieren wir

a b c
/b flz)dx = —/a flz)dz, sowie /C f(z)dx =0 (11.18)
fir alle ¢ € [a,b].

Die in Lemma/|l1.11{und Lemma formulierten Eigenschaften lassen sich entsprechend
auf den Fall b < a iibertragen, insbesondere gilt (11.17)) fiir beliebige a, b, ¢ € R.

Satz 11.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seien f € Cla,b], g € Rla,b] mit g > 0. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

/ f(@)g(z) dz = f() / o(x) da (11.19)

Beweis: Das Produkt fg ist gemé&fl Lemma [I1.11] und Satz [11.13] eine Regelfunktion,
somit ist das Integral auf der linken Seite von ([11.19)) definiert. Mit

m = min f(z), M = max f(z),

z€[a,b| z€[a,b]
gilt wegen g > 0
b b b
m/ g(z)dx < / flz)g(z)dx < M/ g(x)dx.

Wihle y € [m, M| mit
b b
v [ owyde= [ fgla)do.
Wiéhle gemifl Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] mit f(§) =y, dann gilt (11.19). O

Folgerung 11.17 Sei f € Cla,b]. Dann gibt es ein & € [a, b] mit

b
| @ = -0 (11.20)
Beweis: Anwendung von Satz mit g = 1. O
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Satz 11.18 Seien f € Cla,b], ¢ € [a,b]. Wir definieren F : [a,b] — R durch

F(z) = / F(t)dt. (11.21)

Ist x € (a,b), so ist F' differenzierbar in x und

F'(z) = f(z). (11.22)

Beweis: Nach Satz [11.13]ist f € R[a,b|, also integrierbar. Sei h € R mit h # 0 und
x + h € |a,b]. Dann ist

Flz+h) - F(z) ) = % (/cﬁh Ft)dt — /z f(t) dt) — f(x)

h
- I~ f(@) = 1R~ f(x) = ) ~ (@)

(11.23)

fiir ein geeignetes € € [z, z + h], gemdfBl Mittelwertsatz der Integralrechnung (mit g = 1).
Sei nun h,, — 0, dann &, — =z fiir die zugehorige Folge (&), und damit

F(x+ h})L — F(x) — f(z) = f(&) — f(z) — 0

fiir n — oo. Also ist F' differenzierbar in z, und F'(x) = f(x). O
Definition 11.19 (Stammfunktion)

Seien f, F : [a,b] = R, sei F' stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Gilt F'(x) =
f(z) fir alle x € (a,b), so heifit F' Stammfunktion von f.

Satz 11.20 Ist f € Cla,bl], so ist die durch (11.21) definierte Funktion F eine Stamm-

funktion von f.

Beweis: Nach (|11.13)) gilt

F() = F@)l = | [ 0 dt| <1l ly =l far alle .y € fo.b]

Also ist F stetig (sogar lipschitzstetig) auf [a,b]. Aus Satz [11.18] folgt, dass F' Stamm-
funktion von f ist. O
Lemma 11.21 Seien F,G € C|a,b], sei F' Stammfunktion von f : [a,b] — R. Dann ist
G genau dann Stammfunktion von f, wenn G — F konstant ist.

Beweis: Ist G — F konstant, so ist mit F' auch G auf (a,b) differenzierbar, und G’ =

(G—F) 4+ F' = F' = f. Ist umgekehrt G Stammfunktion von f, so gilt G' = f = F,
also (G — F')) = 0 und damit G — F konstant nach Folgerung |10.10] O
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Satz 11.22 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f € Cla,b], sei F : [a,b] — R Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a). (11.24)
Beweis: Nach Satz [1.18 wird durch

F,(z) = /x f(t)dt

eine in [a,b] stetige und in (a,b) differenzierbare Funktion F, : [a,b] — R mit F!(z) =
f(x), also eine Stammfunktion von f definiert, und es gilt

b
[ stedt = F4) = E.0) - Fu(o).
Aus Lemma folgt

also gilt ((11.24)). O

Wir schreiben auch

Bemerkung 11.23
Oft werden die Aussagen von Satz|11.18] Lemma [11.21| und Satz [11.22| zusammengenom-
men als “Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung” bezeichnet. O

Mit dem Hauptsatz erhalten wir aus jeder Formel fiir die Differentiation eine Formel fiir
die Integration: Ist F' gegeben und f = F”, so konnen wir mit dem Hauptsatz das Integral
von f berechnen.

Beispiel 11.24
1. Ist F(z) = 2*, also F'(z) = 423, so ist

3 _
. 1 42=3 1 1
3 4 4 4
\/1 o 4x =1 4 4

2. Es gilt

also

21
/ —dr=In2—-Inl=1n2.
. x

Ebenso erhalten wir aus jeder Rechenregel fiir die Differentiation eine Rechenregel fiir die
Integration.
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Satz 11.25 (Substitutionsregel)
Sei I C R Intervall, f : I — R stetig. Sei g € Cla,b], stetig differenzierbar in (a,b), es
gelte g([a,b]) C I. Dann gilt

9(b)
f(z)dx. (11.25)

g(a)

| #attng e -

Beweis: Sei F' Stammfunktion von f auf dem Intervall J = g([a,b]). Dann ist F o g :
[a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Aus der Kettenregel folgt

(Frog)(t) = F'(g(t)g'(t) = fg())g'(t), t€ (a,b).
Zweimalige Anwendung des Hauptsatzes liefert nun
b 9(b)
/ fg(t)g'(t) dt = (F o g)(b) — (Fog)(a) = F(g(b)) — F(g(a)) = /( | f(x)dz.
a
Beispiel 11.26

1. Wir betrachten

27
/ 2t cos(t?) dt .
0
Wir setzen f(x) = cosz, g(t) = t*. Esist ¢'(t) = 2t, a = 0, b = 27, und wir erhalten
27 (2m)? r=47?
/ 2t cos(t?) dt = / cosrdr =sinx = sin(47?) .
0 0 z=0
2.
b b+c
/ fevayd= [ fz)de,
a a-+c

falls f : [a + ¢,b+ ] — R stetig ist, ¢ € R. (Substitution g(t) =t + ¢.)

b 1 be
[ rtenar = [ piayas.

c
falls f : [ac, be] — R stetig ist, ¢ # 0. (Substitution g(t) = ct.)

4. Ist g wie im Satz vorausgesetzt, es gelte g(t) > 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Anwendung der
Substitutionsregel mit f(z) = 1/x liefert

"y
[ L it =gt
Fiir g(t) = cost ergibt sich, falls [a,b] C (—7/2,7/2),

b o
/ sinf dt = In(cost)

cost

t=b

t=a

t=b

t=a

also
b t=b
/ tantdt = —In(cost)

t=a

121



5. Die Substitution

g(t) = 2arctant, ¢'(t) =

fiihrt vermittels der Identitét

) 2tan §
sing = ——=—
1+ tan? %
auf 9
i t)) = .
sin(9(1) = T

Hieraus ergibt sich zum Beispiel

g(b) 1 b 1 )
dr = ——— ¢ (t)dt =
/g<a> sinz / smign? /

= In(b) — In(a),

falls etwa 0 < a < b, und damit

d
1
/ ——dx =1n (tan E)
. Sinz 2

Satz 11.27 (Partielle Integration)

b1+t2

Seien f,g € Cla,bl, stetig differenzierbar in (a,b). Dann gilt

/ f(2)d (x) dz = f(z)g(z)

2

b1
- dt= | Zat
o 1412 Lt

;Z—/ f(x)g(x)dx. (11.26)

Beweis: Wir definieren F : [a,b] — R durch F(z) = f(x)g(z). Dann folgt aus der Pro-

duktregel
F'(z) = f'(z)g(x) + f(x)g

(),

also ist F' Stammfunktion von f’g + f¢’, und nach dem Hauptsatz gilt

/ f(2)g(@) + Fa)g (2)de = F(z)| .

woraus ([11.26)) folgt.

Beispiel 11.28

1. Wir berechnen

b
/ zet dx .
a

Wir setzen f(x) = x und wéhlen ein g mit ¢'(z)
dann

= €

. nadmlich g(z) = e*. Es ist



2. Fiir 0 < a < b gilt

b b
/lna:dx:/ 1l -lnzdr=zlnzx

G(z) =zIn(z) —z

z=b

b
—/ ldr = (xIlnx — x) :

r=a

und

ist eine Stammfunktion des Logarithmus.

3. Wir finden eine Rekursionsformel fiir
b
I, :/ (sinz)™ dx. (11.27)
Es ist

Iy=b—a, I =cosa—cosb.

Fiir m > 2 gilt
b b
I, = / (sinz)™ dx = —/ (sin )™=V (cos) () da
a a .
= —(sinz)™ Vcosz + (m — 1)/ (sin )™= (cos )% du

b
= —(sinz)™ Veosz| + (m— 1)/ (sinz) ™2 (1 — sin? z) dx

x=b
= —(sinz)™ Vcosz +(1—=m)ly+ (m—1)L,_, (11.28)
also ) . =
I, = m=- mo — —(sinz)™ Y cos x
m m r=a

Satz 11.29 Sei f € Cla,b], f >0, f # 0. Dann ist

/b f(z)dz > 0. (11.29)

Beweis: Sei t € [a,b] mit f(t) > 0. Wir setzen ¢ = @, also f(t) —e > 0. Geméf Satz
7.14] gibt es ein § > 0 mit f(x) —e > 0 fur alle x € [a,b] mit |z —¢| < §. Wir definieren

¢ : [a,b] = R durch
e, v -t <o,
ole) = {0, sonst.
Dann gilt p(z) < f(z) fiir alle x € [a, b] und also
b

/abf(x)da:Z/ o(x)dr > de > 0.
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Satz 11.30 Sei f : [a,b] — R. Dann sind dquivalent:

(1) f € Ra,b].
(2) Fiir alle x € [a,b) ezistiert
lim £(€) (11.30)
e
und fir alle v € (a,b] existiert
lim £(€) (11.31)
<z

Beweis:
“(1) = (2)”: Ubungsaufgabe.
“(2) = (1)”: Es gelte (2). Wir nehmen an, f sei keine Regelfunktion. Dann gibt es ein
g > 0, so dass
If—¢ll, >¢e, furalley e T[a,b]. (11.32)

Wir definieren eine Folge von Intervallen I,, = [a,,b,], indem wir Iy = [a, b] setzen und,
falls I,, bereits konstruiert ist,

n+ by n+ b
Loy = [an, n T ] oder I = {“ ; ,bn} (11.33)
setzen. Die Wahl wird dabei so getroffen, dass fiir alle n € N
| f1Ln — el >e, firalle peT(l,) (11.34)

gilt. Das ist moglich: Fiir n = 0 gilt (11.34]) wegen ({11.32)); gdbe es fiir beide Wahlmoglich-
keiten von I, ein ¢ € T(I,41) mit || f]1n41 — @] < €, so gibe es auch ein ¢ € T(1,)
mit || f|, — ¢| <e. Esist dann

ﬂ[n:{x}, x:SUPa”:}lgl{Ib”'

neN neN
Wir setzen (falls a < x < b, andernfalls wird nur einer der Grenzwerte betrachtet)

v=1lim f(6). v =lim f(©).

E<x &>z

und wéhlen n € N so, dass

|f(t) —y| < e fiir alle t € [a,, ),
|f(t) — y,| < e fiir alle t € (x,b,].

Fir ¢ € T(I,,), definiert durch ¢(z) = f(x) und

y, t<z,
sO(t)Z{

yT7 t>x7

gilt dann || f|I, — ¢l < e im Widerspruch zu (11.34)). O
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Aus Satz [11.30] folgt beispielsweise, dass die durch

)1, zeQ,
o= {y Tes

keine Regelfunktion ist.
Folgerung 11.31 Sei f : [a,b] — R monoton. Dann ist f Regelfunktion.

Beweis: Nach Ubungsaufgabe erfiillt jede monotone Funktion die Bedingung (2) aus Satz
1501 a

Satz 11.32 Sei (f,,) Folge in Rla,b], sei f, = [ gleichmdfig, f € R[a,b]. Dann gilt

b b
/ flz)dx = lim [ f,(z)dx. (11.35)

n—oo

Beweis: Es gilt

b
/ (@) — fula)] de < / I = full., de

dx—/ fn(z) dx

= b—a L = fall

Bemerkung 11.33

1. Die Voraussetzung “f € R[a,b]” in Satz[11.32ist iiberfliissig, da sie bereits aus der
gleichméBigen Konvergenz f,, — f und f,, € R[a,b] folgt. (Man zeigt, dass f die in
Satz [11.30| verlangten rechts- und linksseitigen Grenzwerte besitzt.)

2. Ersetzt man in Satz [11.32] die gleichméfige Konvergenz durch die punktweise, so
gilt (11.35)) im allgemeinen nicht. Beispiel:

n’x, zel0,1],
fui[0,1] =R, fal@)={2n -0z, zel, 3],
0, sonst.

Es gilt f,, — 0 punktweise in [0, 1], aber

[ -

Satz 11.34 Sei (f,) Folge in Cla,b], seien alle f, differenzierbar auf (a,b) und f! stetig
fortsetzbar auf [a,b]. Seien f! gleichmdiflig konvergent gegen eine Funktion g : [a,b] — R.
FEs gebe ein xq € [a,b], so dass (fn(x0)) konvergent ist. Dann gibt es ein f € Cla,b] mit
fo — [ gleichmdflig und f' = g in (a,b).

fiir alle n € N.

125



Beweis: Zunichst ist ¢ stetig nach Satz[10.18] Aus dem Hauptsatz folgt

Ful@) = fulo) /‘f

fir alle z € [a,b]. Wir setzen

c:nli_>r£10fn(xo), f(x) :c—l—/xg(t)dt.

Zo

Dann ist f € Cla,b] und f’ = g in (a,b) nach dem Hauptsatz, und es gilt fiir alle = € [a, b]

[f(x) = fulz)] =

VAN

w—anﬁ/mw—ﬁww
< e fuleo)| + Jzo — 2] g — fl.

also
0<If = full < e = falzo)l + (b= a)llg — foll -
woraus die Behauptung folgt.

Definition 11.35 (Uneigentliche Integrale)
Sei f:[a,00) = R mit f € R[a, M| fiir alle M > a. Wir definieren

| @ dw—lml/ i

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

| tdo= jim [ g

M

Analog wird

definiert. Solche Integrale heiflen uneigentliche Integrale.

Beispiel 11.36
Wir betrachten

Es ist " )
1 1 e=M M7 -1
/ —dr = zie ,
. x@ l-« z=1 l-«a
also ) Iy
o -1 1
/ —dxr = lim = :
1 xe M—oo 1 —a« a—1
Fir a =1 gilt

M
1
/ —dxr=In(M) — oo, falls M — oo,
1

T

also existiert floo % dz nicht.
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Definition 11.37 Sei f: (a,b] = R, f € Rla+ ¢,b] fiir alle e > 0. Wir definieren
b
/ f(z)dr = lim f(z)dx, (11.37)
o Jate
falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beispiel 11.38
Wir betrachten

1
1
—dr, a<l1
0o ¢
Es ist . .
1 1 =1 1 —g~@
—dxr = e = c ,
. T¢ -« r=¢ -«
also
1 —gl@ 1
—dr =1 = .
/ v jﬂ}l « 11—«
e>0
Fir a =1 gilt

1
1
/ ;da::—ln(e)—>oo, falls e — 0,

also existiert fol %dm nicht.

Die eben beschriebenen Situationen kénnen an beiden Integrationsgrenzen auftreten. Ist
etwa f: R — Rund f € Ra, ] fiir alle Intervalle [a, b], so definieren wir

/f d:z:—/ fla da;+/ fla (11.38)

falls fiir ein ¢ € R beide Integrale auf der rechten Seite existieren. (Sie existieren dann fiir
alle ¢ € R, und die Summe héngt nicht von der Wahl von ¢ ab.)

> 0 1 Sl |
de = d d
/_001+J:2 o /_Ool+a:2 x+/0 1+ 22 v

= lim (—arctan M)+ lim arctan M

Beispiel:

M——oc0 M —o00
T T
- 4 _ 4 11.
5 + 5 =T (11.39)
Vorsicht! Die Existenz von u

ist nicht hinreichend fiir die Existenz von ffooo f(x) dz im Sinne von ([11.38)), so ist etwa
M
/ rxdr =0
-M

M 1
/ xd$:§M2—>oo fiir M — oo.
0

fiir alle M, aber
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Satz 11.39 (Integralvergleichskriterium)
Sei f:[1,00) = R monoton fallend, f > 0. Dann gilt

/ f(x existiert & Z f(k) st konvergent. (11.40)
k=1

Beweis: Nach Folgerung [11.31)ist f € R[1, M] fiir alle M > 1. Fiir alle £ € N und alle
x €k, k+1] gilt
f(k) = f(x) = f(k+1),

k+1

fk) = f(z)de > f(k+1)

k
fiir alle k, also gilt fiir alle n € N, n > 2,

> / Cfade > S f(k). (11.41)

Aus der rechten Ungleichung folgt: Existiert

n

lim f(z)dx

n—oo 1

also auch

so ist wegen f > 0 die Zahl

lim f(z)dx = sup / f(x

n—oo Jq neN
eine obere Schranke fiir Y, _, f(k), also ist die Reihe konvergent. Aus der linken Unglei-
chung in (11.41]) folgt: Ist die Reihe konvergent, so ist die monoton wachsende Folge

= / ' f(x)dx
beschrénkt, also konvergent, und wegen 1
a, < /Mf(x) dr < anyqy  fir alle M € [n,n + 1]
1
folgt auch die Existenz von ffo f(z) dx im Sinne von Definition a

Beispiel 11.40
Wir betrachten fiir s > 1 die Funktion

1
Nach Beispiel m eX1stlert f1 x) dx, also ist nach Satz|11.39| die Reihe

>
ks
k=1

konvergent fiir s > 1. Die Funktion ¢ : (1,00) — R,

9=3
ks

k=1

heifit die Riemannsche Zetafunktion.
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12 Potenzreihen, Taylorreihen

Wir haben bereits Beispiele fiir Potenzreihen kennengelernt, ndmlich die Exponentialreihe
>
k=0

und die daraus entstehenden Reihen fiir Sinus und Cosinus.

Eine allgemeine Potenzreihe hat die Form

o0

f(z) =) ez —a), (12.1)

k=0

mit dem Entwicklungspunkt a € C und Koeffizienten ¢, € C. Es stellt sich die Frage:
Fiir welche z € C ist ([12.1]) konvergent, oder anders formuliert, was ist der Definitionsbe-
reich der durch

f(z)= Z cr(z —a)” (12.2)
k=0
definierten Funktion? Die Antwort ist: Eine Kreisscheibe.

Notation 12.1 Seia € C, r > 0. Dann heifst
B(a,r)={z:2€C, |z—a| <1}

die offene Kreisscheibe um a mit Radius r, und
K(a,r)={2z:2€C, |z —a| <r}

die abgeschlossene Kreisscheibe um a mit Radius r.

Definition 12.2 (Konvergenzradius)

Die Zahl .

lim supy_, o0 /¢l

heifst der Konvergenzradius der Potenzreihe (12.1]).

r (12.3)

Der folgende Satz rechtfertigt die Bezeichnung "Konvergenzradius’.

Satz 12.3 Sei (c;) Folge in C, a € C, seir die in definierte Zahl. Die Potenzreihe
Do k(2 —a)*

konvergiert absolut, falls |z —a| <,

divergiert, falls |z —a| > 7.
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Beweis: Der Beweis verwendet das Wurzelkriterium aus Satz fiir die Konvergenz
einer Reihe

>
k=ng
Es besagt: Ist die durch
w = limsup +/|ay|
k—oo

definierte Zahl kleiner als 1, so konvergiert die Reihe absolut; ist sie gréfler als 1, so
divergiert sie. Wir wenden diesen Satz an mit aj, = c,(z—a)*. Es gilt /|ax| = ¥/|ck|-|z—al,

also
w = limsup +/|ax| = |z — a| - limsup /|,
k—o0 k—o0
also
<1 & | | < ! (12.4)
w z—a , :
lim supy, ., Y/ k]
1
w>1 = z—al > , 12.5
SR TE— Y Y 12
also folgen die Behauptungen. O
Wir stellen uns nun die Frage, ob diese Konvergenz gleichméfig ist.
Satz 12.4 (Weierstra3-Kriterium)
Sei D C K, sei (frx)ken eine Folge von Funktionen in B(D;K), es gelte
D fillo < 00 (12.6)
k=0

Dann ist fiir alle x € D die Reihe

S filo) (12.7)

absolut konvergent, und die Partialsummen s, : D — K,

Sn=3 [ (12.8)
k=0

konvergieren gleichmdfsig gegen f: D — K,
f@) =" fulz). (12.9)
k=0
Beweis: Fiir alle x € D gilt | fi(x)| < || fxll., also auch

D@ <D il < D el < o0,
k=0 k=0 k=0
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also ist ([12.7)) absolut konvergent fiir alle z € D. Sei nun € > 0. Aus ((12.6) folgt,

ein ng € N gibt mit

o0

jg: ”kau><:€'

k=no+1

Dann gilt fiir alle n > ng und alle x € D

MA@ < S RIS Y Il <=

|sn(x) — f(2)] =
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
Also konvergiert s,, gleichméfig gegen f.
Beispiel: Fiir f; : R — R,
cos kx
gilt
1

il < 25

also

Sl £ Y 5 < oo,
k=1 k=1

also ist Satz [12.4] anwendbar und damit die Reihe

o0
coskx

k.2

k=1

absolut und in R gleichméafig konvergent.

Satz 12.5 Sei (¢x) Folge in C, sei a € C, sei

Z cr(z — a)”

k=0

o0

dafl es

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann konvergieren fiir jedes p < r die

Partialsummen

sn(z) = ick(z —a)*
k=0
auf K(a, p) gleichmdfig gegen
f) =Yl — o).
k=0

Die Funktion f ist stetig auf B(a,r).

Beweis: Fiir z € C mit |z — a| = p gilt

oo o]
> lerlt = lel 12— aff < o0,
k=0 k=0
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da die Potenzreihe nach Satz dort absolut konvergiert. Wir setzen
fi(z) = ex(z = a)",
dann gilt fiir alle z mit |z — a| < p
[fe(2)] < lexlo"

also wegen (|12.12))
S il €7 lexlp* < 00,
k=0 k=0

wobei die Supremumsnorm auf D = K (a, p) betrachtet wird. Aus dem Weierstra-Kriterium
Satz folgt, dass s, — f gleichméafig auf K (a, p). Da alle s,, stetig sind, ist nach Satz
10.18 auch f stetig auf K(a, p) und damit auch auf

B(a,r) = U K(a,p).

0<p<r
O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass eine Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzintervalls
differenzierbar ist und dass wir ihre Ableitung durch gliedweises Differenzieren erhalten
kénnen.

Satz 12.6 Sei (¢x) Folge in R, a € R, sei

i cr(z —a)* (12.13)

Potenzrethe mit Konvergenzradius v > 0. Dann ist die durch

flo) =) ez —a) (12.14)

k=0

definierte Funktion f : (a —r,a+r) — R stetig differenzierbar in (a — r,a + r), und es
qilt
f'(x) = Z kep(w —a)t. (12.15)
k=1

Diese Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius r, sie konvergiert absolut in (a —
r,a+r), und fir jedes p < r konvergieren die Partialsummen gleichmdfig auf [a—p, a+ p).

Beweis: Variante 1: Wir definieren fiir £ > 1
gx() = ke (x — a)k_l )

Ist p < r, so gilt fiir die Supremumsnorm auf [a — p, a + p|

gl < Elexlp* . (12.16)
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Sei x gew#hlt mit p := |x — a| < r, Sei weiter T gewéhlt mit p < |Z — a| < r. Es gibt
M > 0 mit
lew| |2 — al® < M,

da die Reihe (|12.13)) in & absolut konvergiert. Aus ((12.16) folgt fiir alle z mit |z —a| < p
ok S k g
()] < Hlalg ™ = () ol o al <2 (L)

p \|% —al p \|T —d

Es folgt weiter

gul0)] < —%(N ) < oo,
;; ;;p 1T — al

da die rechts stehende Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent ist. Die Reihe
> ke(r —a)t! (12.17)
k=1

ist also fiir jedes  mit |x — a| < r konvergent und hat daher Konvergenzradius > r.
Ein analoges Argument zeigt die Divergenz fiir |x — a| > r, also ist der Konvergenzradius
von (|12.17) gleich r. Aus Satz folgt die absolute Konvergenz auf (a — r,a + r) und
die gleichméfige Konvergenz auf [a — p,a + p| fir jedes p < r. Wir wenden nun Satz
auf die Partialsummen der Reihen in (12.14)) und an und erhalten, dass f
differenzierbar und f’ durch gegeben ist, und zwar auf jedem solchen Intervall
[a — p,a+ p] und damit auf (a —r,a + 7).

Variante 2: Wir zeigen, dass fiir 0 < | — a| < r und

k

Tr—a

C =

Ck

gilt, dass
1 1

limsup, .. &/]és]  limsup,_.. &/|cs]
Aus (|12.18]) folgt, dass die Potenzreihe ((12.17]) ebenfalls den Konvergenzradius r hat, und
der Beweis geht weiter wie bei Variante 1. Um ([12.18)) zu beweisen, verwendet man

lim \/|x —al =1, klim V=1,
—00

k—o0

r (12.18)

letzteres gilt, da In(v/k) = (Ink)/k — 0 fiir k — oo und daher
Vi = exp(In(VE)) — exp(0) =1.

Es ergibt sich dann

1 K
lim sup v/|cx| = ( lim Vk) - limsup /|ex| = limsup &/|ex] .
k—o00 ‘ k‘ llmkﬁoo ’\“/m (k—>oo ) k—00 | k‘ k—o0 ‘ k|
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Beispiel 12.7
Die die Funktion

fla)=> "

definierende Potenzreihe ist konvergent fiir |x| < 1, divergent fiir |x| > 1, hat also Kon-
vergenzradius r = 1. Fir |z| < 1 gilt

Aus Satz folgt nun

ka* = x kbt = v
2t =) b =

Notation 12.8 Sei I offenes Intervall in R. Wir setzen

C"(I)=A{f|f: I =R, [ ist n-mal stetig differenzierbar} ,

ce(I) = () cmI).

Die Elemente von C*([) sind also diejenigen Funktionen, die auf I beliebig oft differen-
zierbar sind. Man sagt auch: Sie sind “unendlich oft differenzierbar”.

Satz 12.9 Sei (c;) Folge in R, a € R,

> ez —a) (12.19)

k

0
=0

Potenzrethe mit Konvergenzradius v > 0. Dann ist die durch

f(z) = Z cr(x —a)k (12.20)

definierte Funktion f : (a — r,a +r) — R unendlich oft differenzierbar in (a — r,a +r),
und es gilt

1
cr = Ef(k)(a) (12.21)
fiir alle k € N.
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Beweis: Wir zeigen mit Induktion tiber k: f ist k-mal differenzierbar in (a —r, a+r), und
f®) ist gegeben durch die in (a — 7, a + r) konvergente Potenzreihe

0 (z) = f: m(m —1)---(m =k + Dep(e —a)™ ", (12.22)

m=k

Fiir £ = 1 gilt (12.22 m nach Satz|12.6 Gilt die Behauptung fiir k, so konnen wir Satz
auf f®) anwenden und erhalten d1e Formel m fiir k£ + 1 durch gliedweises Dnoferen-

zieren. Die Formel (12.21]) folgt, indem wir z = a in (12.22)) setzen. O

Fiir Potenzreihen

=> oz —a)f (12.23)

f(a:)zzi'f(k)(a)(z—a)k, re€(a—ra+r). (12.24)

Als Beispiel stellen wir den Logarithmus um den Punkt 1 als Potenzreihe dar. Zu diesem
Zweck betrachten wir die Funktion

f(z) =In(1l + )
zum Entwicklungspunkt a = 0. Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar,
1 1 2

@)= g 1@ =~ W= g

allgemein

(k—1)!

I+ fP0) = () k-1)!, k>1.

£ @) = (<)

GeméB (|12.21]) erhalten wir fiir die Koeffizienten der zugehoérigen Potenzreihe

1
Cr = (—1)(k+1)z

also wegen f(0) =1In(1) =0

[e.9]

n(l4z) =Y (-1 YT (12.25)
k=1
Die Potenzreihe hat Konvergenzradius 1, da ¥k — 1 fiir k — oo. Sie divergiert fiir z = —1

(harmonische Reihe) und konvergiert fiir x = 1 (alternierende harmonische Reihe).

Taylorreihen. Ausgangspunkt ist die Formel ([12.24)), welche es (jedenfalls fiir Potenzrei-
hen) erlaubt, den Wert f(z) einer Funktion durch die Werte von f und ihren Ableitungen
im Punkt a darzustellen.
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Definition 12.10 (Taylorreihe)
Seia € R, sei I CR offenes Intervall mit a € I, sei f € C®(I). Die Reihe

> (k) (g
Zf kf >(:c—a)k (12.26)

heifit die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt a. Falls sie den Konvergenzradius
r > 0 hat, so definiert

f¥(a)
Ty(z) =) G a)k (12.27)
k=0
eine Funktion Ty : (a —r,a+r) — R.

Bemerkung 12.11

1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe ((12.26]) kann 0 sein. (In diesem Fall kénnen
wir T¢(z) lediglich fiir x = a definieren, T (a) = f(a).)

2. Ist f durch eine Potenzreihe definiert, so gilt nach Satz

So ist etwa

exp(z) = Texp() = Z e

3. Fir f € C*°(I) ist es moglich, da8 f # T';. Beispiel:
1

) = {exp(—;) , x>0,

0, z<0.

Esist f*)(0) = 0 fiir alle k& € N (siehe Ubungsaufgabe), also ist 77 = 0 im Entwick-
lungspunkt a = 0.

(|
Die Approximation einer Funktion f durch die Partialsummen ihrer Taylorreihe
—~ [ (a)
Ty(z) =) I (x —a)f + R,y1 () (12.28)

mit einem Restglied R, ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis. Sie ist bereits dann
niitzlich und sinnvoll, wenn nur die ersten n bzw. n + 1 Ableitungen von f existieren.

Definition 12.12 (Taylorpolynom)
Sei I C R offenes Intervall, f € C™(I) und a € I. Dann heifit das durch

n k) (g
To(x) =) LAl )(x —a)* (12.29)

k=0

definierte Polynom das n-te Taylorpolynom von f in a.
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Satz 12.13 (Taylorentwicklung)
Sei I C R offenes Intervall, f € C""Y(I) und a € I. Dann gilt fiir alle x € I

"R (g
f@) =3 a4 Bye) (12.30)

mat .
Ry(z) = %/ (z — )" f () dt . (12.31)

Beweis: Induktion iiber n. Fiir n = 0 wird die Behauptung zu

f(2) = f(a) + / " p)de

was nach dem Hauptsatz richtig ist. Zum Beweis von n — 1 — n sei

n—1 (k)
f@) = Y I - a4 R, (1232
k=0 ’
1 €T
R,(z) = — )" () dt . 12.33
@) = o= [ =00 (12.33)
Es gilt dann mit partieller Integration
1 1 t=z R
Ru(z) = ———— |——(z—t)"f"(t —/ ——(z = t)" D) at
@ = oty | a0 - [t
1 Y
= m@—a)"f(”)(a)jtm/a (z — )" f D (t) dt .
Einsetzen in (12.32)) liefert die Behauptung. O

Satz 12.14 Seien die Voraussetzungen von Satz erfillt. Dann gibt es zu jedem
x € I ein & zwischen a und x mit

Rpyii(2) = — (2 —a)" . (12.34)

definierte Funktion zwischen a und x nicht das Vorzeichen wechselt, konnen wir den
Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz [11.16)) anwenden und erhalten, dafl es ein £
zwischen a und z gibt mit

Ruals) = o [ o=@ de =210 [
f(n+1)(£) n+1
= i (x —a)"*
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Folgerung 12.15 Seien die Voraussetzungen von Satz erfullt. Gilt dann zusdtzlich
f+) =0 in I, so ist f ein Polynom vom Grad < n.

Beweis: In diesem Fall ist R,,;; =0 in [I. |

Folgerung 12.16 Seien die Voraussetzungen von Satz erfillt. Dann gibt es eine
Funktionn: I — R mit

nL ) (g
f(x) = Z / k'( )(x —a)" +n(z)(r —a)"™! (12.35)
k=0 '
und
}CILICILU(.CE) =0. (12.36)

Beweis: Nach Satz[12.14] finden wir zu jedem = € [ ein {(z) mit |{(z) — a| < |z — a| und

ntl (k) (n+1) _ f(nt1)
f(l') o g f k'(a’) <$ . a)k _ f (giri)—)i_ 1){ (a) (.Z‘ _ a)nJrl )
Wir definieren fnr) (@) f(”“)( )
x)) — a
n(z) = (D)l :
dann gilt , da f+1) stetig ist und lim,_,, &(z) = a. O

Ist also f € C™(I) und T,, das n-te Taylorpolynom von f in a, so geht der Fehler |f(z) —
T, (z)| fir £ — a schneller gegen 0 als (z — a)".

Definition 12.17 (Klein-O und Grof-O)
Sei 6 >0, I =(—=6,0) und f,g: I — R Funktionen. Wir sagen

f(h) =O(g(h)), (12.37)
falls es ein C' > 0 gibt mat
|[f(h)| < Clg(h)|, fir alleh e I. (12.38)
Wir sagen
f(h) =o(g(h)), (12.39)
falls g(h) # 0 fir alle h # 0 und
lim @ =0. (12.40)

Beispiel 12.18
Sei T,, das n-te Taylorpolynom von f in a € I, I Intervall, sei

r(h) = fla+h) —T,(a+h).
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Dann gilt nach Folgerung [12.16
r(h) =o(h™), falls f e C"(I),
und
r(h) = O(h™h), falls f € C"(I),
da fiir eine geeignete Zwischenstelle £

f(n+1) (5) hn+1

rh) = Bnalath) = oy

also fiir |h| < hg, ho > 0 fest,

r(h)] < Cla™ . C = sup [ FHI(©)].

(n + 1) e~ <]l

Beispiel 12.19

1. Die Taylorreihe des Sinus mit Entwicklungspunkt a = 0 ist

e 2k:+1
Tiin( 12.41
=2 g (1241

k=0

und fiir das Restglied folgt, da alle Ableitungen des Sinus durch 1 beschréankt sind,
aus Satz [12.14]

s

|[Ba(2)] < = (12.42)
also gilt fiir alle z € R

lim R,(z) =0,

n—oo
und damit auch

‘ o0 a2t
sin(az) = » (—1) e (12.43)
k=0

fir alle x € R. Schreiben wir wieder h statt z (da a = 0, macht das keinen Unter-
schied), so ist

sinh = h+ O(h?)

cos(z) = Z(—l)kék)‘ (12.44)

fiir alle z € R.
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13 Unendliche Mengen

Zwei endliche Mengen sind “gleich grof”, wenn sie gleichviele Elemente haben. Eine Menge
von 3 Straflenbahnen ist in diesem Sinn genauso grofl wie eine Menge von 3 Apfeln, obwohl
eine StraBenbahn deutlich gréfler als ein Apfel ist.

Wir wollen eine Definition haben, mit der man auch unendliche Mengen hinsichtlich ihrer
“Grofe” vergleichen kann.

Definition 13.1 Zwei: Mengen M und N heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: M — N gibt.

Diese Definition macht Sinn, wenn zwei endliche Mengen genau dann gleichméchtig sind,
wenn sie gleichviele Elemente haben. Das ergibt sich im folgenden Lemma samt anschlie-
Bender Definition.

Lemma 13.2 Seien m,n € N. Die Mengen {0,...,m} und {0, ...,n} sind gleichmdchtig
genau dann, wenn m = n.

Beweis: Ist m = n, so konnen wir fiir f die Identitdt wihlen. Sei nun m # n. Wir zeigen
mit Induktion iiber n die Behauptung:

Ist m > n, so gibt es keine bijektive Abbildung f : {0,...,m} — {0,...,n}.

Induktionsanfang n = 0: Die einzige Abbildung f : {0,...,m} — {0} ist gegeben durch
f(k) =0 fiir alle k, und diese Abbildung ist fiir m > 0 nicht bijektiv.
Induktionsschritt n — 1 — n: Es geniigt zu zeigen:

Ist m >nund f:{0,...,m} — {0,...,n} bijektiv, so gibt es eine bijektive
Abbildung g : {0,...,m —1} = {0,...,n —1}.

Daraus folgt, dass es ein solches f nicht geben kann, da es nach Induktionsannahme ein
solches g nicht geben kann.

Die Abbildung g wird aus f wie folgt konstruiert. Zunéchst ist die Restriktion
FeA0om =1} = {0,...,n} \ {f(m)}

von f auf {0,...,m — 1} bijektiv. Wir definieren eine Abbildung
h:{0,....n}\{f(m)} = {0,....,n—1}

durch
hi) = z:, fallsz:<f(m),
i—1, fallsi> f(m).
Dann ist h ebenfalls bijektiv, und g = h o f ist die gesuchte Bijektion. O

Die Anzahl der Elemente einer Menge M erhalten wir dadurch, dass wir sie in irgendeiner
Reihenfolge abzéhlen. “Abzéhlen” bedeutet aber gerade, dass wir eine bijektive Abbildung
von {0,...,n — 1} nach M definieren.
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Definition 13.3 Sei M Menge. Ist n > 1 und sind M und {0, ...,n— 1} gleichmdchtig,
so definieren wir die Anzahl der Elemente von M als n, geschrieben

#M =n.

Wir setzen #0 = 0. M heifit endlich, wenn es ein n € N gibt mit #M = n, andernfalls
heifit M unendlich, und wir schreiben #M = oco.

Definition 13.4 (Abzéhlbare Menge)
Fine nichtleere Menge M heifit abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung 7 : N — M
qibt.

“M ist abzéhlbar” bedeutet also, dass es eine Folge (x,),eny in M gibt, in der jedes
Element von M mindestens einmal auftaucht. Beispiele: Jede endliche nichtleere Menge

ist abzahlbar, N ist abzéhlbar. Z ist abzéhlbar: Die Abbildung 7 : N — 7Z,

n gerade ,

n+1
2=, mnungerade ,

liefert die Folge 0, —1,1,—2,2,... und ist surjektiv. Sie ist sogar bijektiv, N und Z sind
also gleichméchtig. Andererseits ist N eine echte Teilmenge von Z. (Dass eine unendliche
Menge ihre “Méachtigkeit” nicht zu dndern braucht, wenn man Elemente aus ihr entfernt,
klingt zunéchst merkwiirdig, ist aber so.)

Lemma 13.5 Seien M, N Mengen und f : M — N Abbildung. Ist M abzihlbar und f
surjektiv, so ist auch N abzdhlbar.

Beweis: Ist 7 : N — M surjektiv, so ist auch fo7: N — N surjektiv. O
Folgerung 13.6 Sei M abzdihlbar, N C M. Dann ist N abzdihlbar.

Beweis: Wihle als f : M — N irgendeine Fortsetzung der Identitéat auf V. ]
Satz 13.7 N x N st abzdhlbar.

Beweis: In der Folge
(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),(0,3) ...

taucht jedes Element von N x N mindestens einmal (sogar genau einmal) auf. In Formeln
kénnen wir die entsprechende Abbildung 7 : N — N x N beschreiben durch

(k) =(k —sp, 801 —k—1), fallss, <k <s,q1,

wobei
"\ n(n+1)
Sp = 1=——=, S59=0.
Man kann nachrechnen, dass 7 surjektiv ist. O
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Folgerung 13.8 Sind M und N abzihlbare Mengen, so ist auch M x N abzihlbar.

Beweis: Seien 73, : N — M und 7y : N — N surjektiv. Dann ist auch
T:NXxN—->MxN, 7(j,k)=(tm(j), n(k))
surjektiv, also M x N abzihlbar wegen Folgerung und Satz [13.7] O

Folgerung 13.9 Q ist abzdihlbar.

Beweis: Die Abbildung

k

T:ZxN—=Q, T(k:,n):n+1

ist surjektiv. O

Folgerung 13.10 Sei (M, )nen eine Folge von abzihlbaren Mengen. Dann ist auch
UM,
neN

abzahlbar.

Beweis: Sei 7, : N — M,, surjektiv fiir alle n € N. Dann ist auch
7:NxN— UM"’ T(n, k) = 1,(k),
neN
surjektiv. O

Definition 13.11 (Uberabzihlbare Menge)
Fine unendliche Menge M heif§t iiberabzihlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Wir wollen beweisen, dass R iiberabzéhlbar ist. Das ist ein beriihmtes, auf Georg Cantor
zuriickgehendes Resultat aus den Anfangszeiten der Mengenlehre.

Wegen Folgerung geniigt es zu zeigen, dass
0,1)={z:2eR, 0<z <1}

tiberabzéhlbar ist. Zu diesem Zweck betrachten wir fiir x € [0,1) die Dezimalbruchent-

wicklung

r=Y a;-107*, a,€{0,...,9}. (13.1)
k=1

Zu gegebenem x werden die a;, folgendermaflen konstruiert: Sei s = 0. Sind aq,...,a,_1

und damit )
Sn1= Y _ap-107F (13.2)

k=1

bereits konstruiert, so wiahlen wir a,, € {0,...,9} so, dass

Sp—1+a, 107" <x <s,.1+4 (a, +1)107". (13.3)
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Satz 13.12 Die Menge [0,1) ist iberabzdihlbar.

Beweis: Wir zeigen, dass es keine surjektive Abbildung 7 : N — [0,1) gibt. Sei 7 : N —
[0,1) eine beliebige Abbildung. Sei

o0

() = ay-107F, jeEN,
k=1

die gemaf (13.1)) — ((13.3) konstruierte Dezimalbruchentwicklung von 7(7). Wir definieren
ein z € [0,1) durch

=Y b-107", (13.4)
k=1

wobei wir b, € {0,...,8} so wihlen, dass by # ax gilt fiir alle & € N. Man priift nach,
dass wegen

0< Z by -107F < 107"

k=n+1

(hier geht by < 8 ein) die Darstellung (|13.4) mit der gemé$ ((13.1)) — (13.3)) konstruierten

Dezimalbruchentwicklung von x iibereinstimmt. Es folgt, dass x # 7(j) gilt fur alle j € N.
Also ist 7 nicht surjektiv. O

Folgerung 13.13 Sei M eine abzihlbare Teilmenge von R. Dann ist R\ M iberabzihlbar.
Insbesondere st die Menge aller irrationalen Zahlen tiberabzihlbar.

Beweis: Wire R \ M abzihlbar, so wire auch R abzéhlbar nach Satz [13.10, im Wider-
spruch zu Satz [13.12 O

Bemerkung 13.14 (Kontinuumshypothese)
Nach dem eben Bewiesenen sind N und R nicht gleichméchtig. Man kann sich fragen,
ob es “zwischen N und R noch etwas gibt”, d.h. ob es eine Menge M und surjektive
Abbildungen

f R>M, g:M—N

gibt, so dass M weder zu N noch zu R gleichméchtig ist. Die sogenannte Kontinuums-
hypothese besagt, dass es eine solche Menge M nicht gibt. Es ist mit Methoden der
Mathematischen Logik bewiesen worden, dass die Kontinuumshypothese von einer Reihe
iiblicher Axiomensysteme der Mengenlehre unabhéngig ist, das heif3t, dass sowohl die An-
nahme, sie sei wahr, als auch die Annahme, sie sei falsch, mit diesen Axiomensystemen
vertréglich ist.

Wir kehren zuriick zu abzéhlbaren Teilmengen von R. Die Menge Q kénnen wir auch
beschreiben als die Menge aller reellen Zahlen, die sich als Nullstellen einer linearen Glei-
chung

qgr+p=20

mit p,q € Z schreiben lassen.
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Definition 13.15 (Algebraische Zahl, transzendente Zahl)

Fine Zahl x € R heif$t algebraisch, wenn es ein von Null verschiedenes Polynom p mit
ganzzahligen Koeffizienten gibt, so dass p(x) = 0. Eine Zahl x € R heifit transzendent,
wenn x nicht algebraisch ist.

Beispiel: © = /2 ist algebraisch, da 22 — 2 = 0.
Satz 13.16 Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis: Die Menge G aller Polynome, deren Koeffizienten alle ganzzahlig sind, ist abzéhl-
bar. (Beweis: Ubungsaufgabe.) Da jedes Polynom p # 0 nur endlich viele Nullstellen hat,
ist die Menge N aller solcher Nullstellen abzéhlbar; betrachte

7T:NxG— N,

wobei 7(k, p) als die k-te Nullstelle von p definiert ist, falls die Anzahl der Nullstellen von
p grofler oder gleich k ist, und 7(k, p) = 0 andernfalls. O

Bemerkung 13.17

Die Zahlen e und 7 sind transzendent. Aus letzterem folgt (wie man erkennt, wenn man
sich ndher mit Algebra beschiftigt), dass die sogenannte “Quadratur des Kreises” ein
unlosbares Problem ist. (Das Problem besteht darin, zu einem gegebenen Kreis nur unter
Verwendung von Zirkel und Lineal ein Quadrat gleicher Fldche zu konstruieren.) Die
Transzendenz von 7 ist im 19. Jahrhundert (Ferdinand von Lindemann, 1882) bewiesen
worden. O

Eine reelle Zahl = heit berechenbar, falls es einen Algorithmus gibt, welcher nachein-
ander die Ziffern der Dezimalbruchentwicklung von x berechnet. Damit das eine mathe-
matische Definition wird, muss zunéchst definiert werden, was ein Algorithmus ist; oder
aquivalent, es muss die Menge “aller” Algorithmen definiert werden. Das hat Alan Turing
in den 30er Jahren mit dem nach ihm benannten Begriff der “Turingmaschine” getan. Da-
bei ergibt es sich, dass die Menge aller in diesem Sinne erlaubter Algorithmen abzéhlbar
ist. Daraus folgt, dass es nur abzéhlbar viele Zahlen gibt, die berechenbar sind. Zu ihnen
gehoren beispielsweise auch e und 7.
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