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Der SFB 96 hat sich bisher nur am Rande mit der Frage von
statistischen Unsicherheiten iilber Parameter der verwendeten
stochastischen Modelle beschdftigt. Da ihr EinfluB auf Zuver-
ldssigkeitsaussagen in manchen Fdllen so bedeutend werden kann,
daB er nicht verndchldssigt werden darf, widmet sich seit kur-
zem ein neues Teilprojekt D 14: Zuverldssigkeitsorientierte
Priif- und Kontrollvorschriften" ausschlieBlich diesem Thema.
Dies ergab sich auch aus der Tatsache, daB die klassischen
Hilfsmittel der Schdtz- und Testtheorie nur bedingt anwendbar
sind; vor allem liefert die klassische Statistik kaum jene
Modelle, die in Zuverldssigkeitsuntersuchungen direkt Ver-
wendung finden k&nnen.

Der folgende Beitrag versucht, die Theorie der Prediktorver-
teilungen auf die Bestimmung sogenannter Bemessungswerte anzu-
wenden und flr gewisse, baupraktisch interessante Fédlle zu
erweitern. Unmittelbarer AnlaB der Studie war das Fehlen ent-
sprechend aufbereiteter Unterlagen fiir die endgliltige Aus-
arbeitung des Abschnittes 8 der "Grundlagen flir die Festlegung
von Sicherheitsanforderungen fiir bauliche Anlagen". Die folgen-
den Ausfllhrungen sind daher auch als eine Art Erlduterung zu
entsprechenden Textvorschldgen flir das genannte Dokument ge-
dacht.

Der Verfasser m&8chte sich bei Frau Dipl.-Ing. M. Kersken-Bradley
und Herrn Dipl.-Math. K. Breitung fiir einige wertvolle Hin-
weise, bei Herrn cand.-ing. B. Peintinger fiir die Durchfihrung
von Vergleichsrechungen sowie die Berechnung der Tabellen des
Anhanges C bedanken.

Miinchen, April 1979 Der Verfasser




Inhaltsverzeichnis

1. Vorbemerkung

2. Der Bayessche Satz, a priori und a posteriori
Wahrscheinlichkeiten, Prediktorverteilungen

3. Gestutzte oder zensierte Beobachtungen

4. Anwendungen auf normalverteilte GrdBSen X

4.1 Bekannte Standardabweichung

4.2 Mittelwert und Standardabweichung unbekannt
5. Grenzbetrachtungen fiir Systeme von Bauteilen
6. Diskussion

7. Beispiel

8. Zusammenfassung

Literaturverzeichnis

AnhangA: Formeln zur Normalverteilung

Anhang B: Formeln zur Studentschen-t-Verteilung
Anhang C: Invertierung von Gl.(24)

14
14
18
21
25
29
31

32
37

41



1. Vorbemerkung

In vielen baupraktisch wichtigen Fdllen kann die Festigkeit von
Bauteilen bzw. deren Streuung nicht durch die Kenntnis des
stochastischen Verhaltens der unsicheren "Basisvariablen" wie
der Werkstoffestigkeiten und der geometrischen Abmessung und
ein wirklichkeitsnahes, mechanisches Modell {iber ihr Zusammen-
wirken bestimmt werden. Beispiele sind bestimmte Gittertréger,
Spanngliedverankerungen, Bodenanker oder Diibel. Dann sind Ver-
suche erforderlich. In den Baubestimmungen spricht man von
Grundsatz- oder Zulassungspriifungen, die Grundlage flir die
Festlegung zuldssiger Traglasten sind. Die Praxis fihrt Ver-
suche gelegentlich durch, um sich von der Eignung gewisser
Bauteile zu {iberzeugen und daraus eine rechnerische Tragfdhigkeit
mehr oder weniger vorsichtig abzuleiten. Solche Versuche sind
in aller Regel teuer. Ihre Zahl ist m&glichst gering zu halten.
Bei den {iblichen kleinen Stichproben kommt man nicht umhin,
statistische Unsicherheiten liber die Parameter der Verteilung
der Bauteilfestigkeit in die Uberlegungen zur Festlegung der

* . F : .
Bemessungswerte x oder zuldssigen Werte X, einzubeziehen.

Die folgenden Erérterungen sollen ein Konze;i fiir die stati-
stisch einwandfreie Berlicksichtigung dieser Unsicherheiten

und einige Anwendungen vorstellen. Es kommt hierbei vor allem
darauf an, jede verfigbare Information - auch solche, die
Kenntnisse illber das betreffende Bauteil noch vor dem Versuch
vermitteln - geeignet zu quantifizieren und zu verwenden.
Einige Hilfsmittel flir die praktische Anwendung werden bereit-

gestellt.

Eindeutige Regeln filir die Festlegung zulédssiger Werte Xoul
liegen bislang auch im Rahmen deterministischer Betrachtungen
nicht vor. Im allgemeinen wurde so vorgegangen, daB sich Xoul
durch Division mit einem Sicherheitsbeiwert v aus dem Mittel,
manchmal auch dem kleinsten Wert oder einer Fraktile der Stich-
probe, ergab. Die GrdBe des jeweils angesetzten Sicherheits-
beiwertes lag weitgehend im Ermessen des entscheidenden

Ingenieurs, des Gutachters oder einem AusschuB, welche damit

die verbliebenen Unsicherheiten aufgrund der Erfahrung und




der speziellen Einschdtzung der Gegebenheiten global abzu-

decken versuchten. Hdufig blieben dabei einmal getroffene
Entscheidungen nicht nachvollziehbar. Bei statistischer
Betrachtungsweise kann aber ein wesentlicher Teil der Infor-
mationsverarbeitung objektiviert werden. Zur Vereinfachung
wird vorausgesetzt, daB der ProduktionsprozeB, dessen Ergeb-
nis beurteilt werden soll, Bauteile erzeugt, deren Festigkei-
ten statistisch als unabhé&ngige Folge aufgefaft werden k&nnen.
Ferner wird in den Anwendungen angenommen, daB die Folge eine
GauB'sche Folge ist. Damit ist durch einfache Transformation
auch der Fall log-normaler Folgen erfaBt. Die Wahl normaler
Folgen erfolgt zum einen deswegen, weil flir sie analytische
Ergebnisse wenigstens streckenweise gewonnen werden k&nnen.
Zum anderen gibt es gewisse physikalische Griinde, der normalen
oder log-normalen Verteilung vor anderen Verteilungen den
Vorzug zu geben. Darauf wird noch eingegangen. Andere Annahmen
sind im Prinzip moglich, doch kann dann der numerische Aufwand
L5 ich wachsen. SchliefBlich ist unterstellt, daB die zu
Aongnﬁelnde Stichprobe eine unabhdngige und zufdllige Stich~-

& "ist. Dies ist insbesondere bei der Auslegung der Ver-
z:iﬁiizu berlicksichtigen -~ also z.B. durch Zufallsauswahl der-

:n Parameter, die in Verdacht stehen, die Bauteilfestig-

MTTTK( : : . :
:u beeinflussen. Desgleichen ist bei der Herstellung der

BE6LAYY : i
1 auf praxisgerechte Bedingungen zu achten.
gTTEW

RFYFTE
wendung der Methoden der klassischen fregquentistischen

Statistik auf die vorliegende Aufgabe flihrt bekanntlich vor

allem bei kleinem Stichprobenumfang zu Aussagen, die sehr kon-
servativ erscheinen. Der Grad der Konservativitdt hdngt von der
willkilirlichen Wahl einer "Sicherheitswahrscheinlichkeit" ab.

Besagte Konservativitdt folgt in erster Linie aus dem Umstand,
daB der allgemeine Erfahrungsschatz der Baupraxis nicht in die
Betrachtung eingeht und, von der methodischen Seite her, grund-
sdtzlich auch gar nicht berilicksichtigt werden kann. Als Vor-
information oder a priori Information begriffen hat aber dieser

Erfahrungsschatz den Ingenieur bislang - sozusagen gegen die



Statistik - auch bei kleinem Stichprobenumfang instand gesetzt,

auf intuitivem Wege realistische Aussagen liber den anzusetzen-

den Bemessungswert zu machen.

Die Kombination von Erfahrung und objektiven Informationen kann
man jedoch formalisieren. Die Bayessche Statistik liefert hierzu
das Instrumentarium, welches im folgenden ausfiihrlich genutzt
werden soll. Es wird insbesondere dazu verwendet, aus gegebenen
a priori und aktuellen Informationen die Verteilung zukiinftiger
Ausprigungen der Bauteilkenngr&fen zu bestimmen. Die konsequente
Anwendung Bayesscher Ideen bietet dariiber hinaus die MOglichkeit,
auf die Festlegung von Sicherheitswahrscheinlichkeiten zu ver-

zichten.

In vielen Situationen werden neben den "Eignungs- oder Grund-
satzversuchen" zur Bestimmung der Bemessungswerte eines Bau-
teiles systematisch "Probebelastungen" oder attributive
"Abnahmepriifungen" auf einem bestimmten Niveau gefordert, und
zwar vor allem dann, wenn die Eignungsversuche nicht so ange-
legt werden konnen, daB alle bei der spédteren Verwendung auf-
tretenden Unsicherheiten berlicksichtigt werden k&nnen (z.B, bei
Erdankern). Auch diese praktisch interessante Variante soll
mit Hilfe Bayesscher Uberlegungen behandelt werden. Damit ist
gleichzeitig auch der Fall erfaBt, daf Vorinformationen in
Form von zensierten Beobachtungen vorliegen, also beispiels-
weise als Kenntnis, daB von r hergestellten und eingebauten
Bauteilen mit der zul. Tragfdhigkeit a alle den Anforderungen

im bisherigen Gebrauch genligten.

Die Anwendung des Bayesschen Satzes der Wahrscheinlichkeits=
theorie auf die vorliegende Aufgabe erfordert die Quantifi~
zierung der Vorinformationen in bestimmter Form; genauer, die
moéglicherweise subjektive, intuitive Schdtzung der erwarteten
Ergebnisse vor dem Versuch bzw. von gewissen statistischen

Kennzahlen wie Mittelwert und Standardabweichung. Das Ver-

trauen, welches der Schédtzer in diese Werte hat, kann durch




die ebenfalls subjektive Festlegung eines "stellvertretenden"”

Stichprobenumfanges ausgedrilickt werden. Obwohl die folgenden
Uberlegungen auch fiir den Grenzfall "keine Vorinformation"
gelten, wird man sie doch nur dann mit wirklichem Erfolg ein-
setzen k&nnen, wenn Vorinformationen berilicksichtigt werden.
Damit haftet den Ergebnissen hdufig ein Rest von Subjektivem
an. Vorinformationen sind deshalb sehr sorgfdltig und nur

vom Fachmann zu quantifizieren. Es muB den Anwendern oder
gegebenenfalls Ausschiissen {iberlassen bleiben, solche filir den
Einzelfall oder allgemein gililtig in Zahlen auszudriicken. Die
nachstehenden Ausfiihrungen enthalten daher auch nur die Kon-
zepte die Informationen in Ubereinstimmung mit den Gesetzen
der Wahrscheinlichkeitslehre weiterzuverarbeiten. Die vorge-
g6ér Mygenen Methoden schaffen nicht selbst neue Information.
sebfs

ygcpezargebotene Material enthdlt vom statistischen Standpunkt
S~uUsULnjg, wenn Uberhaupt Neues. Die wesentlichen statistischen
A6R2fton fallen in die 60iger Jahre. Einige von ihnen werden
K€Tf Yenannt. Das Problem statistischer Unsicherheiten bzw.
HICGHE~objektiver Information im Bereich der Bauwerkszuverldssig-
keit erfihrt, obwohl seit langem erkannt, erst in neuerer Zeit
verstirkte Beachtung. AnstoB gaben hierflir ohne Zweifel die
engagiert geschriebenen Kapitel liber Bayessche Statistik in
dem Buch von Benjamin/Cornell [1] sowie die Zuwendung einiger
angewandter Statistiker auf praktische Probleme. Hier seien
als Beispiele die Bilicher von Lindley [2], Zellner [3], Raiffa/
Schlaifer [4] und Box/Tiao [5] genannt. Abgesehen von einigen
frilheren Autoren wendete Veneziano in [6] die theoretischen
Ergebnisse wohl erstmals streng auf Fragen beil der Bestimmung
der Bauwerkszuverlidssigkeit an. In [7] sind weitere grundsdtz-
liche Erdrterungen angestellt, die aus den spezielleren Uber-
legungen in [8] hervorgegangen sind. Kiirzlich zeigte sich,

daf man unter Anwendung des Bayesschen Theorems auch den
nachstehend besprochenen Prediktorverteilungen in ihrer Aus-
sage dhnliche Verteilungen ableiten kann, die die filternde

Wirkung von Abnahmekontrollen beriicksichtigen [9, 10]. Damit

ist der Nachweis erbracht, daB die Theorie der Prediktorver-




teilungen auf nahezu alle Probleme der Datenerfassung und

Kontrolle im Rahmen der Zuverldssigkeitstheorie angewandt

werden kann.

Allerdings sind noch viele Details zu l8sen.

Zum AbschluB dieser Vorbemerkungen sei die Definition des

i v [
Bemessungswertes x 1im Sinne von |

werte sind Werte einer zufdlligen

Grenzzustandsfunktion in der Form

14] wiederholt. Bemessungs-

GroBe, die eine gegebene
g(x) = 0 (X ist der das

betreffende mechanische Problem beschreibende Zufallsvektor

der unsicheren Basisvariablen) so

Zuverldassigkeit erzielt wird.

erfilillen, daBR eine bestimmte

Der Vektor der Bemessungswerte

beschreibt insbesondere jenen Bereich im Raum der unsicheren

Basisvariablen,

sofern es auftritt. Nach [14]

beschrieben werden. Es bezeichnet

1

integral und ¢ ' (.)

die zugehdrige Inverse.

fiir den Versagen am wahrscheinlichsten ist,

kann der Bemessungswert durch

(A)

¢(.) das Normalverteilungs-

B ist der anzu-

zielende Sicherheitsindex und Oy der sogenannte Empfindlich-

keitsbeiwert. Dieser hdngt primdr

mechanischen Problem ab. Aufgrund

vom jewelils betrachteten

der Angaben in [14] kann

ay Jedoch hdufig ndherungsweise konstant zu 0,8+ 0,9 genommen

werden.

Die Vorgehensweise 1ldBt sich auch
{ibertragen. Man bestimmt zuné&dchst
standardisierten Normalverteilung

keit
p* P (D (_O‘X - B)

Der Bemessungswert einer beliebig
der zukiinftigen Beobachtungen bei

metern, ergibt sich dann aus

# =1

*
v (P IR)

X = G

auf andere Verteilungen
die zum Wert =0y * B der

gehdrende Wahrscheinlich-

(B)

verteilten Gr8Re, also auch

unsicheren Verteilungspara-




; ; 1 .
Darin ist G (. .) die Inverse der nachstehend abzuleitenden

Prediktorverteilung.

2. Der Bayessche Satz, a priori und a posteriori

Wahrscheinlichkeiten, Prediktorverteilungen

Der Bayessche Satz ist in vielen statistischen Werken allgemein
abgeleitet. Er soll hier in einer speziellen Form angegeben und
im Hinblick auf die folgenden Untersuchungen interpretiert

werden (siehe z.B: i1, 290).

Es bezeichne Oi einen mdglichen Zustand der Natur. Der "wahre"
Zustand sei jedoch unbekannt. Jedem der mdglichen Zusté&dnde
@i, i=1,2,..., nweisen wir a priori, d.h. noch ohne weiteres
"Experiment", welches genaueren Aufschluf {iber den wahren
Zustand geben kann, eine Wahrscheinlichkeit P‘(@i) zu. Diese
wird daher als a priori Wahrscheinlichkeit bezeichnet. Flhrt
man nun ein Experiment e, z.B. eine Priifung, durch mit dem

Ergebnis z so interessiert, in welcher Weise die vorgenannten

kl
Wahrscheinlichkeiten aufgrund der hinzugewonnenen Kenntnisse

zu dndern sind. Die neuen Wahrscheinlichkeiten P"(Oi) fir die
zustdnde der Natur werden mit dem Attribut "a posteriori" ver-

sehen. Wir schreiben zunédchst zwei alternative Ausdriicke filir

~

die Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses 2z, bei Vorliegen von 0,

k
an. Es ist nach dem Satz der bedingten Wahrscheinlichkeiten:

Plz, 100) v PR(D: Juim P(Oi|z J.s plzg) (1)

k
Offensichtlich ist der Ausdruck P(Oi{zk) bereits die gesuchte
a posteriori Wahrscheinlichkeit. Aufl&sen nach P(Oi}zk)
ergibt daher

) = - i (2)

P"(0.) = PLO, |2
1 g P(z,)

Der Nenner kann unter Verwendung des Satzes von den totalen

Wahrscheinlichkeiten noch durch




.
i ) B b2
j:’:

P(z 8. ) Pl(E,
(z | g (04) (3)

k k

ersetzt werden, womit der Bayessche Satz die folgende Gestalt

erhdlt:

Blzile) »Bhe)

P"(0,) =
i n
) | e . P
v%1P(zkle) P (Oj)
j._
Likelihood der a priori Wahrschein-
= N+ {Stichprobe z, } ¢« {lichkeit }
wenn @=@4 fir 0=0,
-
(4)

Somit ist die a posteriori Wahrscheinlichkeit das Produkt eines
normalisierenden Faktors N (der Nenner von (4)), der Wahrschein-
unter der Bedingung, daB der Zustand 0, ist

k i
(oder Likelihood l(zk\oi) von Zk) und der a priori Wahrschein-

lichkeit von 2z

lichkeit von Oi' Es sei nun @i der stetige Parameter einer Ver-
teilung F(x;0) der ZufallsgrdBe X und ) die (erschépfende)
Schiatzfunktion fiir diesen Parameter bei Vorliegen einer Stich-
probe mit den Elementen X = (X1,X2,...,Xm)T. Auf die nunmehr
stetige Dichte des Parameters 0 angewandt, lautet dann der

Bayessche Satz (4):
£2(0]x) = N+ 1(x[0) * £5(0) (5)

Die Auswertung von (5) wird besonders dann einfach, wenn die
a priori Verteilung als zur Likelihoodfunktion konjugierte
Verteilung vorliegt, d.h. bis auf die Parameter die gleiche
Form besitzt. In [1 bis 3] sind die als klassisch geltends
Resultate ausfiihrlich diskutiert, weshalb hier zundchst digrs
verwiesen werden kann. Man sieht aber sofort, daB klassis¢
Aufgaben, wie etwa die Bestimmung von Konfidenzbereichen,

im Rahmen der Bayesschen Betrachtung mdglich sind.



Meist ist man jedoch nur mittelbar an der Verteilung des Para-
meters O interessiert. Die Aufgabe ist vielmehr die Voraussage
einer nicht sofort oder bei zerstdrender Priifung niemals zu
beobachtenden, zukiinftigen Realisation der GroBe X. Eine
verallgemeinerte Fragestellung umfaBt die Voraussage ganzer
Folgen von zuklinftigen Realisationen. Die Formulierung der
zugehdrigen statistischen Aufgabe gaben Proschan [11] und

Chew [12] bzw. Guttman [13] zundchst im Rahmen der Bestimmung

von Toleranzintervallen fiir zukilinftige Beobachtungen an.

iber die zukiinftige Gr&Be X kann man natiirlich wiederum nur
Wahrscheinlichkeitsaussagen treffen. Hierzu schreiben wir die

gemeinsame Dichte der zukinftigen GroBe X und des Parameters O

unter der Bedingung des Beobachtungsvektors X wie folgt

£(x,0]%) = £,(x|0) « £3(0]x) (6)

Die Dichte der GroBe X unter der Bedingung X erhdlt man durch

Bildung der Randverteilungsdichte, also Integration iliber alle

8 31,

gy (X[x) = ( £.(x[0) fé(@ié)d@ (6a)

Daraus entsteht durch Integration die Prediktorverteilung von
X, oder als "gewichtetes" Mittel direkt

Gy (x]x) = J Fo(x]0) o fé(@|§) do (6b)
(0)

Der Parameter O wird wie eine gewbhnliche Z2ufallsgr&fe behan-
delt. Die Prediktorverteilung enthdlt nunmehr, etwas ungenau
gesprochen, auch die Unsicherheiten iUber den Verteilungspara-
meter und ist nur noch bedingt durch das Ergebnis der Stich-
probe und gegebenenfalls durchdie mittels f' (@) eingebrachte

a priori Information. Diese darf, wie man noch sehen wird,
durchaus "diffus" ausfallen, d.h. etwa jeden Zustand © mit

der gleichen Wahrscheinlichkeit belegen und somit a priori



keinerlei Prdferenzen bezliglich der GrdBRe von 0 erkennbar
machen. Es erilibrigt sich zu erwdhnen, daB die vorstehenden

Uberlegungen leicht auf Parametervektoren 0 verallgemeinert

werden konnen.

3. Gestutzte oder zensierte Beobachtungen

Man kann Prediktorverteilungen auch filir zensierte Beobach=-
tungen ableiten. Die Stichprobe bestehe nun aus m Elementen,
von denen n Elemente X' = (X1’X2"“’Xn)T kleiner als eine
vorgegebene Priifgrenze a sind, wdhrend filir den Rest von r=m=-n
Elementen nur gesagt werden kann, daB die Ergebnisse der Bedin-
gung X > a geniligen. Fiir r =0 Elemente Xi< a geht man natiirlich
wie im vorigen Abschnitt beschrieben vor und erhdlt eine neue

a posteriori Verteilung mit der Dichte £"(0|x,x') und die
Prediktorverteilung G*(x\g,g'). Flir die Berilicksichtigung von

r =n Elementen der Stichprobe lautet der Bayessche Satz wie

folgt (siehe auch [15].

= ; et B e aloy
£5(0]x,x',r,a) = £1(0|x) -
r (7)
Ly (1=-F(al0))
= fG(O}§) N
mit N= [ [1-F(a|0)]1¥£L(0|x) do

(0) ©)
Der Zihler ist nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit (Like=-
lihood) bei Vorliegen des Parameters © r =n Beobachtungen xi> a
zu machen. Der normalisierende Nenner erfaBft die gleiche Wahr-
scheinlichkeit, jedoch fiir alle m&glichen Werte von ©.

Damit wird die endgililtige Prediktorverteilung entsprechend
Gl.(6D) zu:

Il
"lj

Gx(xiﬁ,ﬁ',r,a) (%10) « £" (0 ]|x,x",x} 48

Fy (x]0) * £ (0]x) * [1-F,(a]0)]* 40

s ’ - (8)
£2(0]%) + [1-Fy(a|0)]* do




TE TP AT AT

Um die Dichte zu erhalten, ist im Z&hler der erste Faktor durch

fx(xjo) Zu ersetzen.

Im allgemeinen Fall r=%n kann man weiter berlicksichtigen, das
von n Versuchen genau r der Bedingung X> a geniigten. Die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir ergibt sich, da voraussetzungsgemip

das Bernouillische Versuchsschema vorliegt, zu

(z) PY(X>alo) P(xsalo)™F

Mithin gilt fiir die a posteriori Dichte

n=y
" ' o« ' ' . n . r . BPE .
fO(e|§,§ 4E) f9(0|§ ) o (L) o P (X>al0) s P (Xsa|0Q) i£1fx(xil9)

5 g

=Tk | ' =E n = :
=fi0]x",x,n-r) ()[1 Fy(alo)] Fy

(a|@) (9)

Anstelle von (8) erhdlt man
r

' ' o = InN=r
(é)Fx(XIG)-fe(Ofﬁ +X,n-r) [1-F, (a|0) ] Fy ~(al0@) @0

G, (x| x,x",xr,a) = &
. | 2560/ x,nox)+ [1-F, (a|0) I"FEF (a] ) do
&)

(
(10)

worin entsprechend Gl. (5) fé(el;',gﬁrr)=bi-l(g[@,n—r)-fé(@f;')

Wie man sieht, ist die endgiiltige Prediktorverteilung recht
unhandlich und es wird sich zeigen, daB die auftretenden Inte-
grale numerisch ausgewertet werden milssen. Immerhin sind in
(10) alle bei der Grundsatzpriifung (Stichprobe X) und im
"Abnahmeversuch" (Stichprobe X' mit r Elementen x1>-a) erwor-
benen Informationen enthalten. In vielen Fillen ist nun tat-
sdchlich r=n und somit £4(0[x,x',r) = £4(9[x), d.h. besteht



ein Bauteil den Abnahmeversuch nicht, so wird es weiteren
Untersuchungen unterzogen um seine Eignung dennoch festzustellen
oder aber ersetzt. Die erstgenannten Bauteile werden in dieser
Untersuchung jedoch nicht weiter betrachtet. Fir jedes r<m
wirkt der Abnahmeversuch in bezug auf die urspriingliche Pre-
diktorverteilung in ungilinstiger Richtung, da ja nur die un-
glinstigen Stichprobenelemente Xiﬁ;a fiir die Statistix X' verwen-
det werden. Einige numerische Rechnungen legen aber den SchluB
nahe, daB ihr EinfluB erst bei relativ kleinem r spirbar wird.
Man wird daher in der Regel mit der Vereinfachung (8 ) auskommen.

Fiir grdBere aber nicht zu groBe r = n kann man eine die weitere
Rechnung ganz wesentlich vereinfachende N&herung treffen.
Extremwertverteilungen, also auch der Ausdruck [1--Fx(a]®)]r
streuen mit wachsendem r zunehmend weniger, gleichzeitig wachsen
jedoch die zentralen Lageparameter, z.B. der Zentralwert %

Ndherungsweise kann man daher annehmen, daB

Lo fr o6 =8

- r
[1-F_(aj®) ] =
X < o
= 1 fir 6 > 0 = 0
i
Die Grenze O* errechnet sich aus
[T-Fx(aiOJ]r = 0,5
0¥ = F;1(1-0,51/r|a) (12)

Damit hat man flir ( 8) die Ndherung

o0

Py x|0) « £™(0|x,x') » d®

O*

(8)

Gx(x]gg,ﬁ'rr;a)

1-Fg(0 [x,x')

Die Abnahmepriifung in der vorausgesetzten Form wirkt schlieB-
lich wie eine ideale Stutzung von (8 ) bei einem Wert X=a,
d.hl




-12 =

( (@] flir x s a

Gy (x,x,x',r,a)-Gy(a|x,x',r,a)

flir x> a

1~G§{ai§,£‘,r,a)
(13)

Dabei wird davon ausgegangen, daB die Ergebnisse der Abnahme-
prifung keinen EinfluB mehr auf die Dimensionierung der

Bauteile haben.

Abnahmepriifungen der skizzierten Art sind bei vielen Anwendungen
nicht unproblematisch, da die Priifung selbst, vor allem bei
hohem Priifniveau a, Schdden am Bauteil verursachen kann. Auch
kann die Zahl der Ausfdlle bei der Abnahmepriifung unwirtschaft-
lich hoch werden. In gewissen Fdllen ist es dann zweckmdBig,
nur einen Teil der Bauteile auf dem Niveau a zu priifen und den
im allgemeinen grdBeren Rest auf einem niedrigeren Niveau b.
Beziehung (13) bleibt dann gililtig. Die Stutzung in a ist in ihr
jedoch durch eine bei b zu ersetzen, wdhrend G%(xj...) nach
Gl.( 8) zu nehmen ist. Die Festlegung der Priifniveaus a bzw.

b sowie der Probenanzahl ist ein typisches Problem der Opti-
mierung. Gegeneinander aufzurechnen sind die Kosten der Prifun-
gen auf den Niveaus a bzw. b, die erwarteten Kosten fir den
Ersatz der Ausfédlle bzw. fiir Schddigungen bei diesen Priifungen
und die erwarteten Kosten fir Versagen der eingebauten Bau-
teile. Hierauf kann im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht weiter

FGTgegangen werden.
nug

greliglich Formel (8 ) sind noch zwei weitere wichtige Verall-
Aspeinerungen zu nennen. Zum einen kann die Messung der Gr&pe X
gox indirekt Uber eine oder mehrere andere Grdfen Y vorgenommen
g2 den. Die Messung dieser oder der urspriinglichen Gr&fe mag
gexr Mefifehlern behaftet sein. Beide Fdlle k&nnen mit Hilfe

der Methoden der Bayesschen Regressionstheorie erfaft werden.
Es wilirde wiederum den Rahmen dieser Studie sprengen, auch die
dort erarbeiteten Ergebnisse anzufllhren und aufzubereiten. Fiir

unzensierte normalverteilte Beobachtungen stellt Zellner [3]




aber fast alle interessierenden Ansitze zusammen. Ihre Anwendung
folgt exakt dem bereits bekannten Schema.

Zum anderen sei der Fall zensierter Beobachtungen noch n&her
betrachtet, da er eine praktisch wichtige Deutung zul#Bt.
Hdufig besitzt man n&mlich auBer einer Stichprobe x nur noch
die Kenntnis, daB r Bauelemente gleicher oder vergleichbarer
Bauart bei ihrer Verwendung zufriedenstellend funktionierten.
Die Bauelemente sind jedoch ganz verschieden beansprucht. Die
Grenze a ist ihrerseits eine Zufallsvariable. Es scheint, daB
Vorinformationen oft gerade in dieser recht unqualifizierten
Form vorliegen. Die meisten Beanspruchungen sind dariiber hinaus
noch zufdllige Funktionen der Zeit. Es kommt also auch auf den
Zeitraum, filir den die genannten positiven Erfahrungen gemacht
wurden, an. Diesen Sachverhalt kann man wie folgt n&herungs-

weise erfassen.

Die Beanspruchung sei eine Folge {Si} i=1,2,...,9 von unab-

hdngigen Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunktion G_(x).

S
Versagen tritt gegebenenfalls bei der maximalen Beanspruchung
max {Si} ein. Man bildet demnach die Extremwertverteilung.

Ihre Dichte ist mit Hg (x) = qu(x)
=, Sy e ) b
h (x) = (g-1) HS (x) lls(x) (14)

Positive Erfahrungen konnten nur fiir S s a bei allen r Bau-
teilen gemacht werden. Also wird aus Gl. (8 ) bei Verwendung
der Rechenregeln filir bedingte Wahrscheinlichkeiten

o0
G (x|§,5',r,q)==J Gy (x|x,x"r,a)* h

X ,q(a) da (15)
0

S

Die Auswirkung dieser Art von zensierter Vorinformation auf
Gx(x|.) wird in Abschnitt 6 ndher diskutiert.
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4. Anwendungen auf normalverteilte Grofen X

4.1 Bekannte Standardabweichung

Bei einigen Problemen der Bautechnik kann man annehmen, daB die
beobachtete Streuung einer Gr&ge auf das Wirken einzeln genom-
men an sich kleiner Einfliisse zurilickzufithren ist. Die Einfliisse
wirken in manchen F&llen additiv, in anderen Fillen multiplika-
tiv zusammen. Es ist daher physikalisch sinnvoll, im ersten
Fall von einer Normalverteilung, im zweiten Fall von einer
log-normalen Verteilung auszugehen [1]. Letztere ist - wie
erwdhnt - durch die Transformation Y = 1n X in eine Normalver-
teilung flr Y lberfiihrbar. Daher soll im folgenden nur das

Modell normalverteilter Werte behandelt werden.

Zundchst sei einschrinkend angenommen, daB ein Parameter der
Normalverteilung, die Standardabweichung 0, aus friiheren
Beobachtungen bekannt ist. Die Dichte der Normalverteilung ist

dann bei gegebenem Mittelwert i

i o 2 -
Cxu) = —— exp [- 3 EW2) 1@z
vVam g (0]
wobei 9 (u) = 7%? exp [-%u?} die Dichte der standardisierten

Normalverteilung ist. Im Hinblick auf die weiter unten ver=-

wendete Bezeichnungsweise ist ihre Verteilungsfunktion

X-y
6(x|w) = o(XH) = 7 o) qu (17)

Jco

Anhang A beschreibt einige Formeln zur Berechnung von Gl. (17).

Der Mittelwert sei jedoch unbekannt und z.B. aus einer Stichprobe
0 m

X = (x1,x2,...,xm)l iber den Stichprobenmittelwert x = iglxi Zu
schdtzen. Weiter sei als Vorinformation, z.B. aus frilheren
Versuchen dhnlicher Art, bekannt, daB yu normalverteilt ist

mit dem Mittelwert o und der Standardabweichung Oge Zweck~
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mdBigerweise setzt man daher oy o//ﬁg, wobei ng als Umfang
der "a priori" Stichprobe aufzufassen ist. Die a posteriori
Dichte filir y wird dann mit der Likelihoodfunktion der Stich-
probe (siehe z.B. [2])

i 1 RS
Lulx) = o Rixglu = Lars) expl op .Z e B
i=1 i=1
m §0 a2
T 2T exples (077m ) 15
nach Gl. (5) zu:
= /n_ H-H
" m 1 =30 O _-_l O 2
£" (ulxsu m )= N« o5« expl = 5 (C7rm) fr5mo expl 2(0/71'10) ]
m§-+no 1 :
m+n = =
- =Sl fa e )
o/{m-kno
BN e (19)
o o
Darin ist:
€,
. B ens o - ojan ) lid (20)
m+ ngj ~

Die Prediktordichte nach Gl.(6) wird durch Ausintegrieren

gefunden und ist ebenfalls wieder normal (siehe [3], S. 29 - 30)

Il

gi(x|x,u )

do(®zEy § o
ZaBg J =< (e} 8 (u|x,ugeng)du

-0

it

v o (X (21)




Mol i3 el

- N -

mit
m+n_+1
" (o]

i = ] = . i e e o
u p" und o el m+no )

1/2

Man beachte, daB (21) auch dann existiert, wenn n

(22)

o = 0' doh-

eine "diffuse" a priori Verteilung vorliegt. In diesem Fall

ist die Prediktorverteilung direkt proportional zur Likeli-

hoodfunktion.

Wir gehen nun zu den vom Abnahmeversuch gelieferten Daten {iber.

Flir die Stichprobe vom Umfang m' mit dem Ergebnis
X= (X,,X

2,...x )T, d.h. mit n Elementen mit X. s aund r=m' -n
n b g n

Elementen X; >a ermittelt man bei Beriicksichtigung von X'= I x

i=1 i 1

eine neue a posteriori Verteilung fiir den Parameter u und ent-

sprechend die zugehdrige Prediktordichte. Insbesondere hat die

a posteriori Verteilung fiir y den Mittelwert((m+n ) »u'+n s x)/

(m' +no+n) und die Standardabweichung O/Vm+n +n, wogegen die

Prediktorverteilung die Parameter u" und g" -G(

m+n°+n+1)1/2hat /)(

m+n_ +n
o

Wir wollen diese "allgemeinere" vVariante jedoch nicht weiter

verfolgen und stattdessen den Fall r = m' ausflihrlicher durch-

ziehen. Gl.( 7) wird zu

1= ¢ (25H)

f (u|u 'ng 1X,r) = fu'(uluo;nof?_‘,) (1 G(aTU 'n 20) (23)

und fiir G1.( 8) wird unter Berilicksichtigung von (19) und (20)

geschrieben: +eo o

J¢(—H) + Smo () e (10 (B2E) )T
GX(XIuo;nofﬁ,r,a) = ;:

[ ano kD« 11-0 BSH))F au

“+00

[oes . Loas®y g7z gy

-0

+
Lo(iadty . oF (o8
[ Frodshty. o o) qy

(24)
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Es scheint, daB der Z&hler in (24) nur noch unwesentlich ver-

einfacht werden kann. Er muB numerisch berechnet werden.

Die Verwendung der Ndherung (8) ergibt:

40
" RS TP 1l ) 0
J ¢ ( 0- ) cll w( UIl ) du
o hk
Gx(x|uo,n0,§,r,a) & -
¢[E37E—]

und nach einer Reihe von Umformungen (siehe auch [9 ])

L(U*—U x=H" 5 /T )

r ’
o/ A o /BT nte

Gy (x|u s ,x,r,a) = 1- e (24a)
¢ (E—H-)
O./ /nll
worin
1 1 u2—2puv+v2
L(h,k;p) = J J exp [ - 5¢( )ldu dv (25)
) é 2
gt 2nv1=p f=p

das zweidimensionale Normalverteilungsintegral (siehe [16] und
1
(

i =t m+n und u* = a+¢ 0,51/r)- 0. Allerdings erweist

sich (24a) nicht immer als gut brauchbar.

Um zu zeigen, in welcher Weise zensierte Beobachtungen die
Prediktorverteilung von X beeinflussen, untersuchen wir ihr
Verhalten fir r + « genauer. Fir Gl.(7 ) an der Stelle O==®0

kann man unter Weglassung aller unwichtigen Parameter schreiben:

r
(0 (a-Oo)

(7)

+00
Jw(@)- oF (a-0) do

-0

IV, = .
£5(0 1) = 0to,].)




Tt a4 4 v,

Fiir die GrdBe 1/ﬁy(.[.) erhdlt man:

L e L .  b(a=0) iF
/ ol |.) ‘”(Oo ) J‘D(O) {W} do
%
- 1 : . r$(a=0) ,r
X Uw(@) {¢(a-00)} de

+ Jw(e) . §04879). 5t de]

Mit wachsendem r geht nun das erste Integral gegen Null, wdhrend
das zweite Integral gegen unendlich strebt. Also strebt der Aus-
druck ( 7 ) und entsprechend die Verteilungsfunktion (24) fiir
jedes endliche x (nach erneuter Stiirzung) gegen Null, wie es

auch die Anschauung nahe legt. Andererseits widerspricht das
Ergebnis der Erfahrung, daB die Versagensrate bei Bauteilen

eben ungleich Null ist. Das kann daran liegen, daB r in der
Praxis endlich bleibt. Gleichwohl verbleibt die Tatsache, daB
viele unzensierte Beobachtungen die Prediktorverteilung von X

splirbar und zwar zur giinstigen Seite hin verscbieben.

4.2 Mittelwert und Standardabweichung unbekannt

Zhnliche Ergebnisse kann man auch flir den Fall unbekannter
Standardabweichung erhalten. Die geringen Stichprobenumfdnge
der Grundsatz- bzw. Eignungspriifungen und die bei verschiedenen
Anwendungen beobachteten recht unterschiedlichen Streuungen
lassen es in der Tat geraten erscheinen, generell von einer
unbekannten Standardabweichung auszugehen. Der Kilrze halber
werden im folgenden nur die wichtigsten Ergebnisse aufgefihrt
und im iibrigen auf [3] und bezliglich der Prediktorverteilung

auf [13] bzw. [15] verwiesen.




m' m'. =2
X = E SErTanG 52 - m'1—‘] Z (xi—x) (26)
fut =1
s5e)
erhdlt man die Likelihoodfunktion der unbekannten Paramete
und ¢ zu a_]
3
' m'
l1(p,0|x) = (L )™ exp [- %-5 ) (xi-u)2] 3))
y2mao i=1 (27)
1 ! - 2 2
= ( )" exp [- {(m'-1) s+m'(x-u)“}/20°]
yam o

Die Funktion ist offensichtlich ein Produkt der Dichten einer
gammaverteilten und einer normalverteilten GrdBe. Die a posteriori
Verteilung fiir py,0 1l&dBt sich in der gleichen Weise darstellen,

wenn zusdtzlich eine Stichprobe mit den Kenngr&BSen X, 52 und mg,

gezogen wird.

Man hat [4]:

f"(U:U|E’l§l) = {__]"———“' exp [_ 5 (u—X")Z]}x
V2T o /m" o//m"
(28)
"_1 m"+1 "_q
m...............) 2 n2 "m— n ||2
3 (=) exp (- 2l 2}
r.(m"+1) 2 2 2
2
worin
mll - ml + mo ! (29a)
;Eu L (ml 52' +mo . }-() /m" (ng)
g=s"2(m"-1) = m'-1) s'?+ m -1) s 2+m' m_(R-%")3/m" \/
(o] o) o} \

[m'-1)8'2+m'%x'2) + [(m -1)8% +m_ o %%)
"2 o (o]
-m"x (29¢)

it
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Die Prediktordichte wird durch Ausintegrieren auf dem bekannten
Wege gefungen. Es zeigt sich [15], daB die Gr&Be

e X-x"

[q/(m“~1)]1/2

(30)

einer Studentschen t-Verteilung mit dem Freiheitsgradv = (m"-1)

folgt. Sie werde mit FT(.;) bezeichnet. Deren standardisierte

Dichte ist bekanntlich (z.B. [3])

2- v+
£ (t]v) = —LLltl) /2] (1+&) ) (31)
YT (1/2)T (v/2)
und die Verteilungsfunktion
t
FT(Tg tv) = J fT(u!v) du (32)

Die standardisierte Gr&B8e geht dabei aus der Transformation
t
© =x" und h = m"/[ (m"+1)s"

der zentralen t-Verteilung, die filir die Bestimmung des Bemes-

vh(x-0) hervor. Im vorliegenden Fall heiBen die Parameter
2
5

Einige Formeln zur Berechnung

*
sungswertes x bendtigtwerden, sind in Anhang B aufgefiihrt.
Unter sonst gleichen Voraussetzungen wie im vorigen Abschnitt
heiBt dann die Prediktorverteilung unter Beachtung von genau

r Beobachtungen X > a:

<400 oo

b oaacls g s RleR
f | 0550 0 £ (W,0|x',x) ¢~ (557) do du
G(x| x',x,r,a) = ;z 2 (33)
Jf Jf £" (H,0 (%' %) * ¢r(E_gE) do du
o!



Es wurde darauf verzichtet, die a posteriori Dichte nach Gl.

(28) voll auszuschreiben. In Gl. (33) muB sowohl {iber p als auch
Uber ¢ numerisch integriert werden. Weder fiir die Verteilung (24)
noch flir (33) ist es wegen der Vielzahl der Parameter sinnvoll,
umfassende Tabellen oder dhnliches zu erstellen. Einige Spezial-
fdlle werden in Abschnitt 7 noch ndher erldutert. Es muB dem
Anwender iliberlassen bleiben, ob sich die Auswertung von (24)

bzw. (33) und damit die Berilicksichtigung der glinstig wirkenden
Abnahmepriifungen, insbesondere aber auch die daraus zu bildende
Inverse nach Gl. (C), im Einzelfall lohnt. Hierfilir wird man in
der Regel elektronische Datenverarbeitungsanlagen verwenden
mﬁssen*). Andererseits geniigen bei Vernachldssigung der Abnahme-
prifung die in Anhang A bzw. B gegebenen Hilfsmittel fiir die

Bestimmung der Bemessungswerte.

5. Grenzbetrachtungen fiir Systeme von Bauteilen

In der Praxis reicht es hdufig nicht aus, nur die Verteilungs-
funktion der Festigkeit des einzelnen Bauteiles zu kennen. Tat-
sdchlich wird die durch den Sicherheitsindex ausgedriickte Zuver-
ldssigkeit oft auf ganze Systeme bezogen. Hierbei sind als
Grenzfdlle die Serien- und die ideale Parallelanordnung von
Bauteilen noch einer weitgehend analytischen Behandlung zug3pg=
lich. Dabei sei angenommen, daB das betrachtete System (Gr

von Bauteilen, Gruppe von Bodenankern, usw.) aus k E:le:mentewrw =
besteht. Es ist dann notwendig , den Bemessungswert y* aus .
Verteilung des Systemfestigkeit Y = h(X1,X2,...,Xk) zu enty,
Dabei ist h(.) die Funktion, welche die Systemfestigkeit aus
den Festigkeiten der Elemente ermitteln ldBt. Es sei davon
ausgegangen, daf die Einzelbauteile bezliglich ihres Tragverhal-
tens (Last-Verformungs-Verhaltens) wenigstens anndhernd als

zdh eingestuft werden ktnnen. Liegt spré&des Verhalten vor, so
gelten fiir Parallelsysteme die in [18] dargelegten, wesentlich
aufwendigeren Erdrterungen. Unter den genannten Einschrédnkungen

gilt dann fiir das Seriensystem

* A o
) Entsprechend ausgetestete Programme in Fortran IV stehen auf Anfrage

zur Verfigung.




Y = min{XT,Xz,...,xk} (34)
und flir das Parallelsystem
K
¥ie Ji X (35a)

WAL '
v &g £ % (35b)

Ndherungsweise nehmen wir auch an, daB die k Auspridgungen, die

gleichzeitig vorausgesagt werden miissen, stochastisch voneinander

unabhdngig sind. Auf das Problem der Abhdngigkeit wird noch

eingegangen.
Die Verteilungsfunktion fir (34) ist bekanntlich

- e o k
G 1y} =1 = 116 ()] (36)

Mit p* =G (y) = ¢_1(—cx-B) erhdlt man daraus durch Umformung

y* = G;1{1—[1—p*]1/k}

(37)

Es ist klar, daB immer y* < x* ist. Die Vorgehensweise erfordert
die Kenntnis der Elementanzahl k. Ist daher y* wesentlich von

x* verschieden, so dlirfte sich bei praktischen Anwendungen eine
an der Elementzahl k orientierte Klassifizierung der Anwendungs-
bereiche der Bauteile empfehlen.

Unmittelbar einsichtig ist, daf bei parallel angeordneten Ele-
menten durch die nach Gl. (35) vorgenommene Mittelung immer
y* 2 x* wird. Filir unabhidngige normalverteilte Werte xy gilt

bekanntlich ein Summensatz. Man hat [1]:

G (v) 2 ¢{;13£— } (38)
-4 o' /vk




und kann mit Gl. (35b) und (22) durch Setzen von p*sz (y*) =
-1 W ; :
(o] (- a+*B) ohne Schwierigkeit den Bemessungswert y* flir das

einzelne Bauteil berechnen. Das Gleichheitszeichen gilt bei
vollstdndiger Unabhidngigkeit der Xj. Auch fir t-verteilte

Werte X gilt, wie aus der Ableitung fiir diese Verteilung sofort
erkenntlich ist, ein dhnlicher Summensatz wie flir die Normalver-
teilung [3]. Man kann zeigen, daB die GrdBe nach Gl. (35b) wieder
t-verteilt ist, allerdings mit dem Freiheitsgrad (k+m"-1). Das

ibrige folgt dem bereits bekannten Schema.

Strenggenommen handelte es sich in den vorstehend beschriebenen
Fdllen um ein Problem der gleichzeitigen Voraussage aufgrund
einer einzigen Versuchsserie. Da jeweils auf die gleiche
Information zurilickgegriffen wird, ist unmittelbar einsichtig,
daB die k Voraussagen voneinander abhdngig sind. Hierauf machte
Liebermann [19] aufmerksam. Nachstehend werden zuerst einige

fiir bekannte Standardabweichung geltende Ergebnisse angegeben

[11]. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Information iliber die
: o 2ot 1 588

Folge {Xj; in Form einer a posteriori Statistik x" = ~ L, Xy
-~ 4

vorliegt. Aufgabe ist, die gemeinsame Verteilung der Folge

. )
(X wyqr Xpugoreces Xnn+k} vorauszusagen. Entsprechend 612{2ihrw

ist fiir jedes Glied der Folge E[Xj] = x" und Var[le = 0"« =5

Die Elemente der Kovarianzmatrix I erhdlt man aus E[(Xn”+i-ﬁ")

(X . =x"]] = 02- Lo AR wie eine leichte Rechnung zeigt.
I'l“+3 nl' nl|+1

Der Korrelationskoeffizient ist mithin Qij = 1/(1+n") fir alle

i # j. Flir Seriensysteme ist also die Minimaverteilung einer
Folge, deren Elemente mit p = 1/(1+n") voneinander abhdngen,

zu bestimmen. Man bildet zundchst die standardisierte Folge

{ﬁjj mit éj - (Xj-§”)/(0- Y(n"+1)/n") und erhdlt das bekannte
Resultat [20, S. 800]




F(ys o/A"+T)7/0" + x")

F(y)

P[min{£.} s
(k) o v]

=4 i Pl maxiE Jogoyl
(k)

+co
L J ¢k}2ii95) ¢ (t) dt (39)
gy ¢ 1p

Das Integral in (39) muB numerisch ausgewertet werden. Es zeigt
sich jedoch, daB das Ergebnis nur dann wesentlich von Gl. (36)
bzw. (37) abweicht, wenn p groB ist (vergl. z.B. [21]).

Man bekommt aber schon fiir n" = 1,2,3,4,5 die Korrelations-
koeffizienten p = 0,5, 0,33, 0,25, 0,20, O,17. Somit 148t sich
Gl.(37) ndherungsweise wie folgt angeben:

n"+1 -

"5 oo 2314 g (39a)

v *)T/k

J =it
Flir das Parallelsystem entsprechend Gl. (35b) berechnet sich der

Mittelwert zu E[Y] = x" und die Varianz zu Var[Y] = Var[xj]- 1K
. (1+(k=1(/(n"+1)) /2,

normalverteilter Gr&Ben wieder normal ist:

Der Bemessungswert ist, da die Summe

y* = o7 maeleoe B ey b 3 o)

Bei grdBeren Werten n" strebt das Ergebnis von (40) schnell dem
Ergebnis von Gl.(38) zu. Allerdings erbringt Gl.(38) auf der

unsicheren Seite liegende Werte y

Die Rechnung wird nur unwesentlich komplizierter, wenn die

Standardabweichung unbekannt ist. Mit den a posteriori Statisti-

ken n", x%*; s"2 ermittelte Liebermann [19].fﬁr den Vektor

d = x - x" eine mehrdimensionale t-Verteilung mit der Kovarianz-
matrix ¥ mit den Elementen Ei' = {[(k 2—1)/k"2-3n")}s"2} fir

i=j und zij = {[(k“2-1)/(k"2-3k“)]-s“2/(k“+1)} fir i # j und




k" > 3. Wie man sieht, wird der Korrelationskoeffizient eben-

falls pij = 1/(k"+1) und mag fiir nicht zu kleine n" vernach-
ldssigt werden. Daher ist Ausdruck (37) mit Gx(.].) nach
Gl.(32) bzw. (30) wie schon bei Gl. (3%9a) eine gute, und wie
man ebenfalls zeigen kann, konservative Ndherung. Hinsichtlich
genauer Ergebnisse wird auf [12] und [22] verwiesen.

Zellner [3, S. 388)] zeigte, daB Linearkombinationen von mehr-
dimensional t-verteilten Variablen wieder t-verteilt sind.
Deshalb kann das System nach Gl. (35b) auch in diesem Fall
exakt geldst werden. Man findet, daB die GréBe

fis e

ntk=d o nt (n"e3) ’ o (x-x")  (41)

n"+k-=3 (n“2—1 $iy

standard-t-verteilt mit dem Freiheitsgrad v = n"+k -1 ist
{n? >3k )=

6. Diskussion

Bild 1 veranschaulicht zundchst den Wert der eingebrachten
Information, gemessen am Stichprobenumfang n", fiir die Ver-
teilungsfunktionen (21) bzw. (32). Aufgetragen wurde der nor-
malisierte Wert (x -:7:“)(a--."-ch_1(;>*))-1 {iber v. Die fiir bekannte
Standardabweichung geltende Kurve ist gestrichelt. Dann gilt
VS BABL und x" =y bzw. s"2 = 02(m+no+1)/(m+no). Fir unbe-
kannte Standardabweichung gelten die Bezeichnungen der Gl. (29).
Man erkennt deutlich, daB besonders die extremen Bereiche der
Verteilungen splirbar von der Gr&Be der Stichprobe abhé&ngen.

Das ist besonders ausgeprdgt bei unbekannter Standardabweichung.

In den Bilder 2 und 3 ist Formel (24) fiir verschiedene r und
a unter sonst gleichen Voraussetzungen ausgewertet. Bild 2 ist
fiir a = x" und 0'=1 mit einem entsprechend der Normalvertei-
lung verzerrten OrdinatenmaBstab gezeichnet. Es ist nur der 5
untere Teil der Verteilungsfunktion angegeben. Die neuen Ver-
teilungsfunktionen stellen sich fast als Gerade dar und sind

daher in sehr guter Ndherung wieder normal. Es hat den An-




schein, als ob die Berilicksichtigung zensierter Beobachtungen

sich im wesentlichen nur in einer Verschiebung des Mittelwertes

in positiver Richtung duBert.

Die Standardabweichung nimmt mir r geringfiigig ab. Bild 3
offenbart aber, daB das Niveau a relativ hoch ausfallen musB,

um Vorinformationen in der Form zensierter Beobachtungen
wirksam werden zu lassen. Das gilt selbst fiir recht groBe

Werte r - wie leicht gezeigt werden kann. Deshalb wurde Abstand
davon genommen, Formel (15) im einzelnen auszuwerten, da die
"Gebrauchsbeanspruchungen" im allgemeinen so niedrig liegen,
daB keine merkliche Verbesserung zu erwarten ist. Das besagt
aber, daB die Information "bisher habe ja alles gehalten"
Informationen aus messender Priifung oder Probebelastungen auf

nicht zu niedrigem Niveau aufbessert.

Man wird bei genaueren Schdtzungen der Versagneswahrscheinlich-
keit bestimmter Bemessungssituationen priifen miissen, ob dieser
meist kleine, aber glinstige EinfluB, vor allem in Anbetracht
der zuverldssigen Quantifizierung der anderen maBgeblichen
Unsicherheiten des Problems, vernachldssigt werden kann.

Anhang C enth&dlt fiir die Inverse der Formel (15) einige
Rechenergebnisse, die die Entscheidung iiber den Nutzen aufwen-

diger Betrachtungen erleichtern mdgen.

Die Berechnung der Bilder 1 bis 3 erwies, daf die Berilcksich-
tigung unzensierter Beobachtungen bei der Bestimmung von Be-

messungswerten x* oder auch y* sowohl bei bekannter als auch

bei unbekannter Standardabweichung allenfalls einen program-

mierbaren Taschenrechner erfordert. Erwdhnt sei hier, daB bei
der Annahme log-normal verteilter Werte X die Berechnung von

y* nach den Formeln (40) bzw. (41) nur eine Ndherung ist, die
jedoch mit wachsendem k an Glite zunimmt. Die Einbeziehung

zensierter Beobachtungen macht einen leistungsfdhigen Rechner

erforderlich.




Aus Bild 1 wird deutlich, daB die Lage einer gegebenenfalls als
Bemessungswert zu definierenden Fraktile doch bemerkenswert wvom
Stichprobenumfang abhdngt. Der EinfluB ist besonders bei kleinen

Stichproben und bei kleinen Fraktilen ausgeprdgt. Gerade solche

Verhdltnisse diirften aber in der Praxis herrschen. Es erscheint
deshalb zweckmédBig, diese Resultate noch einmal mit Blick auf
die urspriingliche Fragestellung, die Bestimmung von Bemessungs-
werten aus wenigen Versuchen, zu interpretieren. Die vorge-
schlagenen Prediktorverteilungen enthalten - wie ausgefiihrt -
auch alle Parameterunsicherheiten. Andererseits folgt aus dem
Prinzip der maximalen Likelihood, daB die beobachteten Schitzer
X bzw. 52 fir die unbekannten Parameter W, 02 die wahrschein-
lichsten sind. Ein erwartungstreuer Bemessungswert ermittelt

sich daher auch aus x* = §+—¢_1

(p*) - s. Er ist immer gr&Ber

als der aus der Prediktorverteilung ermittelte Wert. Man k&nnte
daraus den SchluB ziehen, daB mangelnde Information mit syste-
matischer Vorhaltung, d.h. hdherem Aufwand in der zuklinftigen
Produktion, kompensiert werden muB. Diese Deutung ist in der
Tat zuldssig, wenn man sich darauf beschrédnkt, fiir die den
Versuchen unterworfenen Bauteilarten nur die Einhaltung ein%i
Versagenswahrscheinlichkeit p* im Mittel vorzuschreiben (es
genigt, hier nur den Fall einer deterministischen Beanspruchi

s = x* zu betrachten). Je nach zufdlligem Stichprobenergebn?”
X, 52 wird die tatséchliche Versagenswahrscheinlichkeit jedf®%
mehr oder weniger vom Zielwert p* abweichen. Die AbweichungéH
sind umso gr&Ber, je kleiner der Stichprobenumfang ist. Dieser
Tatbestand war in der Vergangenheit AnlafB, den erforderlichen
Stichprobenumfang nach unten zu begrenzen. Dann wurden Aussagen
der Form "die Abweichungen von x* bzw. der Versagenswahrschein-
lichkeit von den jeweiligen Zielwerten fallen mit einer Wahr-
scheinlichkeit 1 - a(a = Sicherheitswahrscheinlichkeit) in ein
bestimmtes (von o und n abhdngiges) Intervall" mdglich. Die
Verwendung der Prediktorverteilungen ermdglicht nun den Ziel-
wert p* fiir jede Bauteilart und Versuchsserie einzuhalten. Und

genau diese Eigenschaft der in dieser Studie vorgeschlagenen

Methode hidlt der Verfasser flir einen wesentlichen Vorteil.
Andererseits wird die Schitzung p* bei endlichem Stichproben-
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umfang nicht erwartungstreu, sondern bleibt konservativ. Das
ist offensichtlich der fiir mangelnde Kenntnis aufzuwendende
Preis, der auch bei klassischer, statistischer Betrachtungs~-
weise, allerdings dann in etwas anderer HoOhe, zu zahlen ist.
Mit Hilfe des Bayesschen Satzes kann Information jedoch

schrittweise akkumuliert werden. Die Anpassung der Gr&Be der

Sicherheitswahrscheinlichkeit a an den jeweiligen Kenntnis-

stand, die in der klassischen Betrachtung nétig wédre, um

asymptotisch erwartungstreue Resultate zu erzielen, entfillt.




7. Beispiel: zul. Biegemoment von Gittertrdgern im Montages=

zustand (Mittelwert und Standardabweichung u

Im Rahmen von Zulassungsversuchen wurden fiir eine bestimn

art von Gittertrdgern folgende Werte filir die Bruchmomente

gestellt: X' {29,1, 29,1, 18,5, 20,8} in [kNm}. Bfer=" =
s : b - ifIcye

errechnet sich ein Mittelwert von x' = 24,4 kNm und eine

Standardabweichung s; = 5,5 kNm. In Ubereinstimmung mit ¢

auch derzeit noch iliblichen Gepflogenheiten ergab sich dar >

)\
seinerzeit ein zuldssiges Moment von 2zul x = (x' - Y645 gty f
1,75 = 8,7 kNm.

Geringfligige konstruktive Anderungen machten weitere Versuche
5(6) = {220, 23.9 .. 26, 1. 269
22,2, 20,0} in [kNm]. Unter Zuhilfenahme der Stichprobenvek-

erforderlich mit dem Ergebnis:

toren X' und X als objektive Information sei nun die neue
zuldssige Beanspruchung ermittelt. Dabei wird zunichst von
der sicher realistischeren Annahme log-normalverteilter
Werte ausgegangen, d.h. es werden zunidchst die transformier-
ten Vektoren ¥' = 1ln X' bzw. Y = In Y gebildet. Man erhilt
die Parameter y' = 3,17, sy' = 0,230 9w 3.4, sy = 0,10.
Wegen der Annahme unbekannter Standardabweichung ist Abschnitt
4.2 gliltig. Die neuen Parameter sind nach Gl. @9a) bis (29c¢)

n" =n' +n=10, 9" = 3,15, q = 0,34. Da es sich um die

Bemessung eines Montagezustandes handelt, wird die nach [12]

vorgesehene niedrigste Sicherheitsklasse, d.h. B = 4,2 gewdhlt.
Demnach ist unter Benilitzung von (8 ) die p* = ¢(=Bea) = ¢$(-3,78)
7,8 - 10 °-Fraktile der t-Verteilung nach (B.2) zu bestimmen.

Man erhdlt t = - 6,22 bzw. aus (B.4) y" = 1,88 und nach dem
Delogarithmieren x? = 6,5. Im vorliegenden Fall besteht kein
Grund, diesen Wert nicht als zuldssiges Moment zu nehmen.

Hdtte man die statistischen Unsicherheiten vernachldssigt
und z.B. den Wert y* aus y* = —13-a-sxu-#§f,also der Normaltei-

lung mit den gewichteten Parametern Y und s_, ermittelt, so
Y

bekommt man xg = 15,5. Andererseits resultiert die Beriicksich-




tigung nur der zweiten Stichprobe mit n = 6, also bei der

Annahme einer "diffusen" a priori Verteilung, in einem Wert

x§ = 0,7. Eine ﬂhnliche Rechnung fiir die urspriingliche Probe

mit n' = 4 ergibt x4=v0. SchlieBlich sei noch der fiktive Fall
einer groBen Stichprobe, z.B. mit n" = 30, x".= 3,95 und q = 0,34

*
angegeben. Man berechnet x5 w1 d.,5,

Die Ergebnisse zeigen ganz deutlich den Wert von Information,
der a priori Information wie der aktuellen Stichprobeninfor-
mation. Die erste Stichprobe x' ist offensichtlich einfach zu
klein, um zuverldssige SchluBfolgerungen ziehen zu kdnnen
(vergl. das Ergebnis xz=50). Auch die zweite Stichprobe x
fdllt noch zu klein aus; der Bemessungswert erscheint noch
unbrauchbar. Beide zusammen ergeben jedoch einen Wert x*,

der in der GroBenordnung des nach bisherigen Vorgehen er-
mittelten zuldssigen Wertes liegt. Falsch wdre es aber, bei |
Anwendung der probabilistischen Methode die statistischen !
Unsicherheiten nicht zu berlicksichtigen (vergl. den Wert x;). |
Dessen GroRe wird erst bei relativ hoher Probenzahl n" > 30

erreicht, wie der Wert x; ausweist. Die vorstehenden Rech- |
nungen besagen mithin, daB die bisher liblichen Regeln zur

Bestimmung von zuldssigen Werten implizit einen hohen Grad

von nicht objéktiven Vorinformationen voraussetzten. Diese

kénnten im Prinzip auch im vorliegenden Fall angesetzt werden.
Insbesondere kdnnte man der a priori Stichprobe x', aus der

ja urspriinglich der Wert zul x allein abgeleitet worden war,

bei Vorhandensein positiver Erfahrungen bei der praktischen
Anwendung von Gittertrdgern der untersuchten Art ein wesent-

lich gréBeres Gewicht, z.B. durch Setzen von n' = 50, ver-

leihen. Damit ergeben sich die neuen a posteriori Parameter

zu n"” = 56, x" = 3,17 und g = 2,78 bhaw. x: = 9,5. Dieser

Wert ist natiirlich kleiner als xz und auch kleiner als xg.

Als Ursache ist die fir die Stichprobe x' geltepde grdBere
Standardabweichung sy': O,23:>sy::0,10 Zu nennen, die nunmehr

mit rund zehnfachem "Gewicht" eingeht. Die neue Stichprobe x

hat sich jedoch insgesamt glinstig ausgewirkt, denn fiir die i

Stichprobe x'

(50) allein ermittelt man x% = 9.2,
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© ., Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht die Methoden aus Versuchen,
Bemessungswerte fir normalverteilte Bauteilwiderstdnde zu
bestimmen. Diese sind als p*- Fraktilen in der sogenannten
Prediktorverteilung festzulegen. Besondere Aufmerksamkeit
wird dabei den Ansdtzen gewidmet, Vorinformationen, auch als
zensierte Beobachtungen, zu beriicksichtigen. Grundlage hierzu

ist der Bayessche Satz. Die wichtigsten numerischen Ergebnisse

wurden zu Tabellen zusammengefafBt und in Bildern dargestellt.
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Bild 1: Inverse der Prediktorverteilung einer GauB'schen
Folge bei bekannter (gestrichelt) und unbekannter

Standardabweichung
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Anhang A; Formeln zur Normalverteilung

Die Normalverteilung ist in vielen statistischen Werten
tabuliert. Ihre numerische Berechnung kann mit Hilfe der
folgenden in [17] entwickelten rationalen Approximationen
ndherungsweise ausgefilhrt werden.

Fiir O<u<® gilt

A s 4 2 318 i 1
$ (u) 1= ®(u) (a1 t+a2t +-a3t Yot = T+p u (A.1)
mit p = 0,33267, a1==0,4361836, a2==-0,1201676, a3==0,9372980.
Bei negativen u verwendet man die Beziehung ¢ (-u) = 1=-¢(u).

AuBerdem ist ¢(0) = 0,5. Der Fehler in ¢(u) ist kleiner als
-5
[ i

Die Inverse der Normalverteilung kann fiir 0,5 <p =1 durch
b +b, 8 3
-1
X wmabo (p) wmog e e o0 5iS = [ln(1/p2)]

P
1 +b25+b3s

1/2

(A.2)

mit bO = 2,30753, b1 =10,99229, b2 = 0,27061, b3 = 0,04481.

3[-

Der Fehler in X, bleibt kleiner als |3+« 10

Der Bemessungswert nach Gl.(C) wird damit aus Gl.(21) wie

folgt gefunden:

e e (A.3)




Anhang B: Formeln zur Student'schen-t-Verteilung

Die Student'sche-t-Verteilung ist in den meisten statisti-
schen Handblichern fir P(Ts |t||v) = a flir mehrere ® tabuliert.
Flir numerische Rechnungen empfiehlt sich [17]:

A v+1

tP(v;1)(1+§\_)_) 2

Fp(t|v) = P(Tst|v) = J dx
£ /mev e T (%)
fsin0{1+%cosze+% % cos"O+...+ 123°5...(V23) cosv-ze}
2¢4+6...(v=-2)
fiir geradzahliges v 2 2
- 2 coso{sind [1+2 cos% 0+, p2idsase (Nd) V=303

=g =——
'ﬂ £l i 3 $ide 5o ikoed

fir ungeradzahliges v >1

\2-0 fir v =1 (81

nit 0 = can At/

Flir die Inverse der t-Verteilung sind keine analytischen
Losungen bekannt. Sehr gute Ergebnisse werden durch Entwicklung

in Cornish-Fisher Reihen [17] erhalten. Es sei

xo = 671 (p") (B.2)
Dann ist
hoix.) h .tk =t )
=T o ; S 2.8 30
t . =P dp V) = ixcw + - + weu)  ABSY
PV i @ G v2 \)3
mit
1 3
h.l(Z) - "4- (z7+2)
e 5 3
hz(z) ol (52~ + 1627 + 32)
1 7 5 3
B e—m— + -
h3(z) 187 (3z "+ 18z 172 15z)
1 (7922 + 7762 + 14822° - 19202° - 945z)

h, (2) = 53760




- 30 =

Anwendung von (B.2) empfiehlt sich nur fiir v 2 5.

Der Bemessungswert x* nach Gl.(C) ergibt sich dann durch
Aufldsen von (30) zu

Wi q/Am"=1)  1/2
4 tp* ( (m"+1 ) /mn (B-4 )
mit vo= (m%=1) in (A2}
Fiir groBe v,etwa v » 50 kann (B.3) durch t__ = ¢-1(p*)

PV
ersetzt werden. Dabei darf p* jedoch nicht zu klein werden.

Tabelle B1 enthidlt eine Reihe von hdufig benutzten Werten
tp,v die, nach Kenntnis des Autors, flir die bendtigten

kleinen Wahrscheinlichkeiten p* im Schrifttum noch nicht
tabuliert sind. Ihre Berechnung erfolgte durch iterative

Aufldsung von p* = FT(t[u).
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Anhang C: Invertierung von Gl. (24)

Es ist nach Gl. (24)

p* = G (u¥|a,8,r) (c.1)
mit
¥ "
# b i |
¢ (0||2+02)+1/2 (c.2) :
o = a(1+1/82)~1/2 (C.3) “
B ="g/fag™ (c.4)
r"-»'«”r = 1
Die Tabellen C.1-6 enthalten fiir p* = 10 - 10-2,... 10-6 die

Werte u* fiir a = O' _1' _2; —"3 und B = 011, 0'2' 015; 1,0, 2;0,
5,0, 10,0 bei r =1, ‘2, 3, 5, 10, 20, 30, 50, ihd 1001 518
wurden durch L&sung von (C.1) auf dem Wege numerischer Inte-

gration gewonnen und haben einen maximalen Fehler von es;|0,01
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In der Berichtsreihe sind bisher erschienen:

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

Heft

171972

2/1973

3/1973

4/1973

5/1974

6/1975
7/1973

8/1975

9/1975

10/1975

11/1976

12/1976

13/1976

14/1976

Mathematische Hilfsmittel zur Sicher-
heitstheorie

Seminarvortrige zur Sicherheitstheorie

Beitrdge zur Zuverldssigkeit von Beton-
bauwerken

Wahrscheinlichkeitstheoretische Unter-

suchung der Knicksicherheit von schlanken
Stahlbetonstiitzen

Zur Sicherheitstheorie im konstruktiven
Stahlbau

Monte Carlo-Studie zur Zuverldssigkeit
von durchlaufenden Stahlbetondecken in
Blirogebauden

Festigkeitsverhalten von Fichtenbrett-
schichtholz; Teil 1: Versuchseinrichtung
fdr Kurzzeit-Druckversuche

Sicherheit gedrickter Stahlstidtzen,

Teil I: Grundlagenvergleich mit den Ver-
suchen der Europdischen Konvention der
Stahlbauverbdnde am Prcfil IPE 160

Zur Sicherheit wvon statisch beanspruchten

HV-Verbindungen unter besonderem Bezug auf

die DASt-Richtlinien der Jahre 1956, 1963
und 1974

Deterministische und stochastische Analyse
des Tragverhaltens von Stahlbetonbauteilen
unter Last~ und'Zwangbeanspruchungen

Statistische Untersuchungen von gecmetrischen
Abweichungen an ausgefihrten Stahlbetonbau-
teilen, Teil 1: Geometrische Imperfektionen

bei Stahlbetonstlitzen

Wahrscheinlichkeitstheoretische Analyse der
Lebensdauerverteilung nach Freudenthal et al.

Studien fir ein stochastisches Modell der

Betondruckfestigkeit, Teil 1: Untersuchung

zur Betondruckfestigkeit im Bauwerk sowie
zum Qualitdtsangebot von Beton

Numerische Methoden probabilistischer
Bemessungsverfahren und Sicherheitsnach-
weise

(7 Beitrige)

(7

Beitrage)

(11 Beitrége)

0.
R.

Knappe
Rackwitz

Chr. Petersen

R.

R.

Hawranek

Kraemer
Rackwitz
Grasser

Glos
Maier
Weigle

Hawranek

Chr. Petersen

G.
R.

B.
M.

R.

Hawranek

Thielen

MaalB
Rackwitz

Krzykacz
Kersken-
Bradley

Rackwitz

K.F. Miller

G.

B.
H.
R.

MaaB

FieBler
Hawranek
Rackwitz




15/1976

geft

geft 16/1977

geft 17/1977

geft 18/1977

geft 19/1977

Heft 20/1977

Heft 21/1977

Beft 22/1977

Heft 23/1978

Beft 24/1978

Heft 25/1978

Heft 26/1978

Heft 27/1978

Beft 28/1978

T ———

Die Anwendung der Bayesschen statistischen
Entscheidungstheorie auf Probleme der
Qualitdtskontrolle von Beton

Zur Ermittlung optimaler Sortiermethoden
bei der Herstellung von Brettschichtbau-
teilen

Zwei Anwendungen der Zuverldssigkeitstheorie
erster Ordnung bei zeitlich veranderlichen
Lasten

Zuverlassigkeitsuntersuchungen an Brett-
schichttridgern, bemessen nach DIN 1052

Zur Untersuchung stationdrer Lastwirkungs-
prozesse von statisch reagierenden StraBen-

und Eisenbahnbricken mit der Spektralmethode

Zur Verteilung der Parameter der Wdhlerlinie
fir St 37 und. St 52

Einige Beitrdge zur Zuverldssigkeit wvon
Bauwerken

Die gendherte Berechnung der Versagenswahr-
scheinlichkeit mit Hilfe rotationssymmetri-
scher Grenzzustandsfldchen 2. Ordnung

Zur Statistik der Lage und GréBe der Vor-
spannbewehrung

Beitrdge zur Risiko- und Zuverldssigkeits-
beurteilung von Tragwerken

Neuere Ergebnisse aus der Theorie der Nor-
mung, Beitrdge zum 43. SFB-Kolloquium,
Mdnchen, 1.Marz 1978

Statistische Methoden und ihre Anwendungen
im Ingenieurbau - Teil I: Grundlagen

Statistische Methoden und ihre Anwendungen
im Ingenieurbau - Teil II: Anwendungen

Untersuchungen von geometrischen
an ausgefidhrten Stahlbetonbau-
teilen, Teil II: MeBergebnisse geometrischer
Abweichungen bei Stidtzen, wanden, Balken und
Decken des Stahlbetonhochbaus

Statistische
Abweichungen

R. Rackwitz

M. Kersken-

Bradley
W. Maier
R. Rackwitz
B. FieBler

M. Kersken-
Bradley

T. Geidner

R. Quel

R. Rackwitz

B. FieBler
H.-J. Neumann
R. Rackwitz

G. MaaB

J. Bauer,

H.-J.Melzer
H.Panggabean
K.-H.Reichmann
G.I.Schuéller
R.F.Schwarz

H. Kappler
0.W.Knappe
K.-H.Reichmann
G.I.Schuéller
R.F.Schwarz

H.-J.Melzer
H.=-J.Niemann
G.I.Schuéller

G. Maal

H.S.Choi
H.Kappler,0.W.Knappe
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Heft

Heft

29/1878

30/1978

31/1978

32/1978

33/1978

34/1978

35/1998

36/1978

37/1978

Zuverldssigkeitstheorie 1. Ordnung und nicht-
normale Vektoren, quadratische Grenzzustands-
fldchen, Tragsysteme bzw. auBergewdhnliche
Einwirkungen

Beitrag zu einem Ruverléssigkeitsmchll fir
Dackbalken aus Brettschichtholz unter beson-
derer Berlcksichtigung seines Festigkeits-
verhaltens

Darstellung und Auswertung von Schneehéhen-
messungen in der Bundesrepublik Deutschland

Niveauuberschreitungen von Summen von Zufalls-
prozessen, deren Pfade Sprungfunktionen sind

Sicherheitstheoretische Untersuchungen zum
Nachweis der tiefen Gleitfuge fiir einfach

verankerte Baugrubenumschliefungen

Optimierung von Sicherheitsnachweisen mit

besonderem Bezug auf den Tragsicherheitsnachweis

von Stitzen aus Formstahl

Zur Bestimmung von Festigkeitsverhalten von
Brettschichtholz bei Druckbeanspruchung aus
Werkstoff- und EinwirkungskenngrdBen

Zur Zuverldssigkeit von ermidungsbeanspruchten
Konstruktionselementen in Stahl

Zur Anwendung der Spektralmethode auf Lasten
und Beanspruchungen bei Strafen- und Eisenbahn-
bricken
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x

T.

WSTER

Maier

Luy
Rackwitz

Breitung

Meyer

.« V. Soos

Hawranek

Glos

. Quel

Geidner




