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Kurzfassung

Es wird fir das raumliche RSSR-Getriebe und seine spharischen und
ebenen Ausfihrungen sowie weitere Sonderfdlle die einheitliche
mathematische Struktur ihrer Ubertragungsfunktionen dargelegt.
Wesentlich fiir die Ubertragungsfunktion O-ter Ordnung ist, dass sie
aufgefasst werden kann als die Einschrankung einer nicht notwendig
regularen korrelativen Abbildung einer Ebene in ihr Dual auf einem Kreis.
Am Beispiel Doppelkurbel werden die Anwendungsmdglichkeiten
demonstriert.

Abstract

Spatial mechanisms of type RSSR, inclusive spherical and plane forms
and other special cases, have functional relationships between input and
output of unit mathematical structure. It seems to be essential view
interpreting the functional relationship as a correlative mapping not
necessary regular of a plane in its dual restricted on a circle. The
applicability of this method will be illustrated by double crank mechanism.

1 Einfihrung

Aus [1] ist bekannt, dass die einfachen ebenen und spharischen
Mechanismen (4gliedrige Getriebe) und die einfachen raumlichen
Mechanismen (RSSR-, RSpR-, RPsR- und RCcR-Getriebe)
Ubertragungsgleichungen mit gleicher Struktur besitzen. Fir die

DOI: 10.14459/2015md1276126



28 11. Kolloquium Getriebetechnik - Garching 2015

Verwendung als Wellenkupplung ist aus konstruktiven Grinden nur das
RSSR-Getriebe in Form der Doppelkurbel interessant.

In [2] wurde gezeigt, dass das einfache RSSR-Getriebe fir einen
Kreuzungswinkel 9 > 9,,,, in eine ,neue” Doppelschwinge uUbergeht. Gilt
das auch allgemein? Kann dieser Grenzwinkel 9,,,,, der die Anwendung
als Wellenkupplung beschrankt, einfach bestimmt werden? Diese
Fragen sind Gegenstand dieses Beitrages.

2 Theorie der Ubertragungskegelschnitte

Alle in der Einflhrung genannten Mechanismen haben eine
Ubertragungsgleichung der Form

0=[1 cosyp sinyp]M[1l cose sing]’ 1)
mit M = [u1 Us ual .
U U7 Ug

Gleichung (1) ausfuhrlich geschrieben lautet

0= uy+uycosy +u,siny +uzcos + u,sing
+ U5 cos Y cos @ + ug siny sin g + u, siny cos ¢ (3)
+ ugcosysing.

Abb. 1: Allgemeines raumliches RSSR-Getriebe
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Fir das RSSR-Getriebe (s. Abb. 1) gilt

Uy = e —k*+1i+1f+s;+si— 25455 cosI

Uy = 2ery U, = —215S, sind

; 4
Uz = —2eq7;y u, = 21,8 sind “)
Ug = —21yTp Ug = —21475 cOS VY

u;, =ug=0.

Wird [1 cosy siny]durch [1 x y]ersetzt, entsteht flir das RSSR-
Getriebe die Geradenschar

0=G(xy )
= Ug + ux +uyy +uz cos @ + uy sing + usx cos @ (®)
+ ugysing .

Gleichung (5) nach ¢ differenziert liefert

0=G(xy ) (6)
= —U3Sin® + Uy COSY — UsX SINY + UgY COSP .

Die Geradenschar (5) hullt einen Kegelschnitt ein, den man durch
Elimination von ¢ aus (5) und (6) erhalt:

0 = (u? —ud)x? + 2u uxy + (U2 — ud)y?
— 2(ugus — uguy)x — 2(Uslg — Ugly)y (7)
+ (u§ —ud —uj).

Die Art des Kegelschnitts (7) und sein Schnittverhalten mit dem
Einheitskreis

x2+y?=1 (8)

bestimmen den Getriebetyp.

Fir eine Doppelkurbel muss gelten, dass der Kegelschnitt (7) eine
Ellipse ist, die ganz im Inneren des Einheitskreises liegt. Die Tangenten
der Ellipse (Geraden der Geradenschar (5), die einem Winkel ¢
entsprechen) schneiden den Einheitskreis in zwei Punkten, die den
Winkeln ; = ¢, (¢) und ¥, = ¥, (¢) zugeordnet sind.
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3 Das allgemeine RSSR-Getriebe

Der Ubertragungskegelschnitt (7) hat eine beliebige Lage. Er miisste um
den Winkel «, fir den
2uyu,

tan 2a = 9
u? —ui —ui+ug )

gilt, gedreht werden, damit die Achsen parallel zu den
Koordinatenachsen sind und somit Uberschaubare qualitative Aussagen
Uber die Art des Kegelschnittes und sein Schnittverhalten mit dem
Einheitskreis ermoglicht werden.

Das Problem I6st sich einfach, wenn
u1u2 = 0 (10)

gefordert wird. Die GroRe u, ist beim allgemeinen RSSR-Getriebe stets
ungleich Null (s. (4)), die GroRe u, ist, 9 # 0 vorausgesetzt, gleich Null
far

s,=0. (11)

Abbildung 2 zeigt dieses spezielle RSSR-Getriebe.

Abb. 2: Spezielles raumliches RSSR-Getriebe mit s, = 0

Mit (11) lautet der Ubertragungskegelschnitt (7)
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0= (uf - ué)xz - uéyz = 2(uszus — Uy )X — 2UsUgy

12
+f —ud —ud) . (12)

Der Kegelschnitt (12) ist eine Ellipse fur
uf(ui—u?)>0 (13)
und damit fur
cos?9(r? —et) > 0. (14)

Die x-Koordinate des Ellipsenmittelpunktes M und die Halbachse a der
Ellipse hangen nicht von 9 ab, da u,, u,, u3 und us nicht von 9 abhangen.
Die y-Koordinate von M und die Halbachse b hangen von 9 ab, da u,
und u, von 9 abhangen.

Um zu bestimmen, welcher Getriebetyp vorliegt, muss das
Schnittverhalten der Ellipse (12) mit dem Einheitskreis (8) betrachtet
werden. Liegt die Ellipse ganz im Inneren des Einheitskreises, liegt eine
Doppelkurbel vor. Haben Ellipse und Einheitskreis zwei reelle
verschiedene Schnittpunkte, ist das Getriebe eine Totalschwinge. Bei
vier reellen verschiedenen Schnittpunkten ist eine Doppelschwinge das
zugehorige Getriebe. Liegen Ellipse und Mittelpunkt der Ellipse
aulerhalb des Einheitskreises, haben wir eine Schwingkurbel vorliegen.
Der Fall, dass der Einheitskreis ganz im Inneren der Ellipse liegt,
bedeutet die Nichtexistenz eines zugehdrigen Getriebes.

Es soll nun untersucht werden, fiir welches 9 = 9,,,,, die Doppelkurbel in
eine Doppelschwinge (oder Totalschwinge) ubergeht, d.h. wann die
Ellipse den Einheitskreis von innen berihrt. Numerisch ist diese Aufgabe
jederzeit l6sbar. Einfach und Uberschaubar wird sie, wenn der
Mittelpunkt M der Ellipse auf der y-Achse liegt, also (s. (12))

0 = uzus — uguy (15)
ist. Dann gilt fir die BerUhrpunkte P; und P, von Ellipse und Einheitskreis:
P, = P,(0,1) und P, = P,(0,—-1). (16)
Aus (15) folgt mit (4) und (11)

0=r7+k*—el—1f—sk. (17)
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Werden die Abmessungen der Doppelkurbel nach (17) gewahlt, dann gilt
fur die Berthrpunkte P; und P, (s. (16)) mit (12)

0 = —uZ ¥ 2uaug + ud —ud —uj . (18)
Gleichung (18) kann umgeformt werden zu
(ug T up)® =ug —uj . (19)

Die GrofRen u, und u, hdngen von 9 ab. Unter Berlicksichtigung von (11)
und (17) vereinfacht sich u, zu

Uy = 217 . (20)

Werden nun u, aus (20) und us, u, und u, aus (4) in (19) eingesetzt,
folgt

15 cosV — spsind = /12 —eZ . (21)

Eine einfache Losung fiir (21) ergibt sich fir das einfache RSSR-
Getriebe mit s, = sz = 0 (s. Abb. 3).

Abb. 3: Einfaches raumliches RSSR-Getriebe
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Wegen sz = 0 wird u, = 0 und der Mittelpunkt M der Ellipse liegt im
Koordinatenursprung. Der Fall Totalschwinge kann also nicht
vorkommen. Mit den Abmessungen

(e(); TAI k; TBJ SB) = (1’\/8’ 2! 3’ 0) ’ (22)
die der Bedingung (17) gentigen, folgt

i? (23)

cos9 =+— [t —el=
1h:]
und damit
9% nax = £41,81°. (24)

Fir 9 > |94 geht die Doppelkurbel in die besagte ,neue*
Doppelschwinge, bei der die Koppel nicht das kleinste Glied ist, Uber.

Gleichung (23) liefert nur Lésungen fur 9,,,,, wenn

T8 > /rAZ — el (25)

ist. Die allgemeine Lésung von (21) ist

9 —Sp 12 +sE—12+e?
tan s = B \/B B T4 0o (26)
2 15 +TE —ed

Die Ellipsengleichung (7) lautet mit (11) und (15)

0= (uf —udx? —ugy? — 2usuey — (Ui + uf — uf) (27)
bzw. in Achsenform
Uy 2
X2 (y + u_6) B
(%—ﬁ)(%—@y'
ué —u? ul
Damit die Ellipse ganz im Einheitskreis liegt, muss gelten

u? —u? 12 —e?
az\/o 3 = AZ 3<1und (29)

2 2=
Us — Uy U3

(28)
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2 2 2 2

U, Jug—ui s NIE—e
yy+b=—— X0 3P+ XA %<, (30)

Ug Ug T3 g cosV

Aus (30) folgt firyy, + b =1:

sgsinv +m =r1gcosdV,
also die Gleichung (21), aus der ¥9,,,, berechnet wird.
Beispiel:
Gegeben sind die Abmessungen
(eorTa b, 75,55) = (1,V5,3,3,2), (31)
die der Bedingung (17) gentigen.

Aus (29) folgt

<1 (32)

Ni®

und aus (30) fir9 =0 :
2
yM+b=b=§<1, (33)

d.h. die Ellipse liegt ganz im Einheitskreis.
Aus (26) kann nun 9,,,, berechnet werden:

—spHJ1Z +s5—1ri+el
Ymaxr = £ 2arctan 5 \/B 54 9 (34)
5 +TE —€ef

Die zwei Lésungen sind

(Umax)1/2 = £ 2arctan— £ £ 22,62°. (35)

ul|

Far
9 > 9max1 (BZW. 9 < 9ppax2) (36)

geht die Doppelkurbel in eine Totalschwinge Uber.
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4 Das allgemeine spharische RSSR-Getriebe

Aus dem allgemeinen RSSR-Getriebe folgt das allgemeine sphéarische
RSSR-Getriebe (s. Abb. 4) fur

e =0. (37)

Abb. 4: Aligemeines spharisches RSSR-Getriebe

Da mit (37)
U = uUz = 0 (38)
gilt, wird (7) zu
0 = —u2x?® + (w3 —u?)y? — 2(uugs — ugu
5 (u3 &)y (uqug oU2)Y (39)

+ (ug —u?).
Gleichung (39) ist eine Ellipse fir
uf(u —u3)>o0, (40)
also fur

Ta
tand < = . (41)
S4
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Aus (39) bzw. (28) ist schon ersichtlich, dass y,, und die Halbachsen a
und b der Ellipse von 9 abhangen, d.h. die Berihrpunkte mit dem
Einheitskreis (8) sind nur numerisch berechenbar. Das Problem wird
wieder Uiberschaubar, wenn wie beim allgemeinen RSSR-Getriebe (11)
gilt. Dann ist u, = 0 und (39) geht Uber in

0 = u2x? + uly? + 2uyugy — (U2 —ul). (42)

Abbildung 5 zeigt dieses spezielle spharische RSSR-Getriebe.

Abb. 5: Spezielles spharisches RSSR-Getriebe mit s, = 0

Fir die Berthrpunkte P, und P, (s. (16)) folgt aus (42)

0 = u? + 2uug — ud +uZ, (43)
also
Ug T Uy = Ug . (44)
Ausfuhrlich:
chosﬁ$sBsin19=%(k2—rj—r§—s§). (45)
A

Gleichung (45) entspricht in der Struktur Gleichung (21).
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Beispiel 1:
Gegeben sind die Abmessungen
(74, k,15,58) =(2,3,2,1). (46)
Dann wird
k? =12 —12—5s:=0 (47)
und damit
[9max| = arc tan:—B =arctan2 £ 63,43°. (48)

B

Die Ellipse zerfallt in die zwei Minimalgeraden durch (0,1) und fir das
zugehorige Getriebe gilt = (@) = g . Die Bedingung (47) liefert keine

Doppelkurbeln. Das Abtriebsglied befindet sich stets in Ruhelage.

Beispiel 2:
Gegeben sind die Abmessungen
(14, k,15,55) = (3,5,3,1). (49)
Gleichung (45) geht Uber in
3cosd +sind =1 (50)
und es folgt
[9max| = 2arc tan% 2 53,13°. (51)

Fir 9 > [9,,..| geht die Doppelkurbel in eine Totalschwinge (ber.

Beispiel 3: (s. Abb. 6)
Gegeben sind die Abmessungen

(714, k,75,55) = (3,2V5,3,0). (52)
Fir 9 = 0 ergibt sich damit dyy/de = 1. Aus (45) folgt

o= 1
= arc cos >

G (53

und somit
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1
Ymax = arc Cos§ 2 83,62°. (54)

Abb. 6: Spezielles spharisches RSSR-Getriebe mit s, = sz =0

5 Anwendungsorientierte RSSR-Getriebe

Abb. 7: Drehungsvorgang um eg
a) ebenes RSSR-Getriebe b) einfaches raumliches RSSR-Getriebe
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Ausgehend von der ebenen Doppelkurbel erscheinen fir die praktische
Anwendung zwei Varianten bedeutungsvoll.

Variante 1 (s. Abb. 7): Die Drehachse durch B, wird um e, um den Winkel
9 gedreht und x,, # 0 vorausgesetzt (einfaches RSSR-Getriebe).

Variante 2 (s. Abb. 8): Die Drehachse durch B, wird im Abstand e, so
verdreht, dass sie die Drehachse durch 4, schneidet.

Abb. 8: Drehungsvorgang mit e,
a) ebenes RSSR-Getriebe  b) einfaches spharisches RSSR-Getriebe

5.1 Einfaches raumliches RSSR-Getriebe

Da sz = 0 gilt, ist u, = 0 und (12) geht ber in

0= (uf —ud)x® —ugy?® — 2(usus — uouy)x + (ug — uf). (55)
Mit (8) folgt

0= (uf —ud)x® —ug(1 —x?) — 2(uzus — Uguy)x 6

+ (u§ —u3). o

Wenn die Ellipse den Einheitskreis berthren soll, darf es nur eine Losung
fur x geben, d.h. es muss
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0 = (ustts — uouy)?® — (uf — uj —ug)(uf — ug +ug) (57)
sein. Nach einigen Umformungen erhalt man
0 =uf —u(ud —u? —ui+u?) + (ugus — uguz)?. (58)
Unter Verwendung von
uZ = ufcos?9 (s.(4)) und 2cos?9 = 1+ cos 29 (59)

folgt

1 1

9 = -arccos | — | u§ —uf —uj
2 us

(60)

_ \/(u(z) —u? —ul +ud) — 4(uus — uous))> .

Mit den Abmessungen flr eine Ubertragungsginstige ebene
Doppelkurbel

(eo,7a k,18) = (1,3,2,V6) (61)
erhalt man
0pmay = 41,81°. (62)

Flr 9 > 9,4, geht die Doppelkurbel in eine Doppelschwinge Uber, die in
[2] als ,neue” Doppelschwinge bezeichnet wird, da die Koppel hier nicht
das kleinste Glied ist.

5.2 Einfaches spharisches RSSR-Getriebe

Aus Abb. 8b ergibt sich mit

d:=e,, (63)

Sp ) d
cos¥ =— und sin9 =—. (64)
Sa Sa

Die u; (j = 0, ..., 8) aus (4) lauten jetzt
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Uy = d*—k*+ri+r

u, = —2drg u, = 2dr, cosV
(65)
U = —2TyTp Ug = —21475 COS Y
u1=u3=u7:u8:0.
Aus Gleichung (39) folgt mit (16)
0 = u2 + uZ + 2uyug — u? — ud + 2uyu,, (66)
vereinfacht zu
Ut uy, =ugtu,. (67)
Unter Berlcksichtigung von (64) wird
21y(d £ 15) cos9 = (d £ 15)?> — k? + 12, (68)
also
. d+rg)?—k?+71?
= arc cos TACEDS) . (69)
Wieder mit den Abmessungen
(d, 70, k,15) = (1,3,2,V6) (70)

einer Ubertragungsgiinstigen ebenen Doppelkurbel ergibt sich [9,,4|
wegen

r2+d*=k?>+12 (71)
ZUu

rg(rp = d)

na(s +d) e

(Omax)1/2 = arc cos

In Zahlenwerten sind

V6
Omax1 = arc coS 2= 2 35,26° und

VB(V6 1)) (73)

1Y) =arccos| ———= ] £ 69,93°.
max 2 ( 3(\/E+ 1)
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Die sinnvolle Lésung ist die fir 9,,4,1- Da y, und b von 9 abhangen,
geht fir 9 > 9,,,, , die Doppelkurbel in eine Totalschwinge Uber.

6 Zusammenfassung

Fir das RSSR-Getriebe wurde allgemein untersucht, bis zu welchem
Grenzwinkel 9,,,, eine Doppelkurbel vorliegt, d.h. bis zu welchem 9 der
Ubertragungskegelschnitt Ellipse ganz im Einheitskreis liegt.

Die in [2] erstmals beschriebene ,neue® Doppelschwinge kommt nur
beim einfachen RSSR-Getriebe vor. Die Untersuchungen haben gezeigt,
dass fur das allgemeine und das sphérische RSSR-Getriebe fur 9 >
Imax die Doppelkurbeln in Totalschwingen libergehen.

Da die Anwendung der Doppelkurbel als Wellenkupplung auf kleine
Kreuzungswinkel 9 beschrankt ist, liefert 9,,,,, einen guten Kennwert. Ist
9max 9roB, dann sind die Abweichungen von der Ubertragungsfunktion
der ebenen Doppelkurbel fur kleine 9 gering.
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