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Sattigende weiche strukturvariable

Regelung
Saturated Soft Variable-structure Control

Michael Buhl, Philipp Joos und Boris Lohmann

Der Beitrag beschreibt eine weiche strukturvariable Regelung mit dem Ziel, lineare Strecken
mit StellgréBenbegrenzung nahezu zeitoptimal in eine Ruhelage zu iberfiihren. Dazu werden
gezielt Reglerverstarkungen verwendet, die in groBen Bereichen des Zustandsraums zu einer

Sattigung der StellgroBe fiihren. Dynamik und Robustheit der Regelung kénnen iiber zwei
Parameter in transparenter Weise eingestellt werden; der numerische Aufwand ist ver-

gleichsweise gering.

This paper presents a saturated, soft variable-structure controller. The aim of the control-

ler is a nearly time-optimal transfer of linear systems with input saturation into a desired
equilibrium point. For this purpose feedback gains are used which lead in large areas of the
state-space to a saturated input signal. The dynamic and the robustness of the controller can
be tuned transparently by two parameters; the numercial effort is considered as compara-

tively low.

Schlagworter: Weiche strukturvariable Regelung, nahezu zeitoptimale Regelung,

StellgroBenbegrenzungen

Keywords: Soft structure-variable control, nearly time-optimal control, input saturation

1 Einleitung

Regelungen linearer Systeme werden zumeist so ausgelegt,
dass die StellgréRenbegrenzung in keiner Betriebssituation
erreicht wird. Eine solche eher konservative Auslegung hat
— zumindest bei Verwendung linearer zeitinvarianter Reg-
ler — eine eher langsame Dynamik der Regelung zur Folge.
Eine zeitoptimale Regelung hingegen erfordert dem Maxi-
mumprinzip folgend die volle Ausnutzung der Stellgroiie.
Die Berechnung der hierzu nétigen Schaltflachen erfordert
jedoch fiir schwingungsféhige Systeme oder Systeme gro-
Rerer Ordnung (n > 2) einen hohen numerischen Aufwand.
Um ferner nicht mit der Stabilitdtsanalyse nichtlinearer
Systeme konfrontiert zu werden, wird in der Praxis zumeist
auf die volle Nutzung des StellgréRenhubs verzichtet.

Eine Madglichkeit, die verfugbare StellgroRe besser aus-
zunutzen, ohne die zeitoptimalen Schaltflaéchen bestimmen
zu missen, stellen die sogenannten weichen strukturvaria-
blen Regelungen (SVR) dar. Kernidee ist es dabei, eine
lineare (Zustands-)Ruckfihrung stetig in Abhéngigkeit des

Systemzustands so zu variieren, dass eine bessere Stell-
grolRenausnutzung erreicht wird als dies bei einer linearen
zeitinvarianten Ruckfuhrung moglich ware. Einen ausfihr-
lichen Uberblick findet man in [1] und den dortigen Re-
ferenzen. Bild 1 zeigt ein Blockschalthild fur ein lineares
System mit einem Eingang und weicher SVR. Eine Erwei-
terung der Struktur um einen Zustandsbeobachter ist in [2]
beschrieben.

Anders als in dem GroRteil der bisherigen Arbeiten auf
dem Gebiet der weichen SVR, bei denen die Variation der
Zustandsrickfihrung immer so erfolgt, dass

lul = |k (@)X| < Umex

sicher gestellt ist, wird in diesem Artikel &hnlich wie in [3;
4] die Rickfihrung gezielt so variiert, dass in grolRen Be-
reichen des Zustandsraums gilt

kT ()] > Upax. (1)

Auf diese Weise wird die verflighare Stellgrofie tber I&n-
gere Zeitintervalle voll genutzt, dhnlich wie beim zeitop-
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Bild 1: Blockschaltbild eines linearen Systems mit weicher SVR.

timalen Entwurf. Durch die Verwendung von gesattigten
Ruckfiuhrungen entsprechend (1) erhalt das geschlossene
System in zweifacher Hinsicht einen nichtlinearen Charak-
ter. Zum einen weil sich die Rickfihrung in Abhé&ngigkeit
des Zustands andert (wie bei der klassischen, weichen SVR
auch), zum anderen weil die Begrenzung der StellgroRe
die gewiinschte Zustandsriickfuhrung nichtlinear abschnei-
det (im Unterschied zur klassischen SVR). Um die Wahl
der Ruckfiihrung k() und den zugehdrigen Stabilitatsnach-
weis einfach zu gestalten, wird hier ein integrierter Entwurf
einer Lyapunov-Funktion und einer Ruckfiuhrung k(e) vor-
gestellt.

2 Abschatzung von Einzugshereichen

2.1 Theorie

Durch die Verwendung von Reglern, welche die Stellgréie
voll ausnutzen und hierfiir in gewissen Bereichen des Zu-
standsraums sogar einen groReren Wert fir u kommandie-
ren als realisierbar ist, kann die Stabilitdt des geschlossenen
Systems — selbst bei konstanter Zustandsriickfihrung k —
nicht mehr durch die Betrachtung der Eigenwerte des ge-
schlossenen Kreises analysiert werden. Da auch Systeme
mit instabiler Matrix A und folglich begrenzten Einzugs-
bereichen im geregelten Fall betrachtet werden sollen, ist
eine Stabilitatsanalyse im Frequenzbereich z. B. anhand des
Popow- oder des Kreiskriteriums nicht sinnvoll. Die Stabili-
tatsanalyse erfolgt deshalb im Folgenden ausschlieBlich mit
Zustandsraummethoden, ndmlich mit Hilfe der Lyapunov
Theorie (siehe z. B. [5]).

Laut dieser ist die Ruhelage x = 0 eines nichtlinearen Sys-
tems x = f(x) im Bereich S asymptotisch stabil, falls:

e eine positiv definite Funktion V(x) existiert,

e die Ableitung V im Bereich S negativ definit ist,

e der Bereich S beschrankt ist und von einer Héhenlinie n
von V begrenzt wird: S = {x | V(X) < n}

Die Bereiche S kdnnen somit zur Abschétzung des Ein-
zugshereichs einer Ruhelage herangezogen werden. Al-
lerdings fuhren diese Lyapunov-Funktionen-basierten Ab-

Bild 2: Abschatzung des Einzugsbereichs S (Ellipse) und die Bereiche
mit Vj, > 0 (grau) bzw. V}, < 0 (weiB).

schatzungen oftmals zu sehr konservativen, das heif3t zu
kleinen Abschétzungen der tatséchlichen Einzugsbereiche.
Aullerdem héangt die Qualitat der Abschatzungen stark von
den verwendeten Lyapunov-Funktionen ab.

2.2 Beispiel

In [7] wurde mit Hilfe einer Lyapunov-Funktion die Stabi-
litdt des Systems

X = [S (ﬂ X+ m sat([~10-2] x) @

mit der S&ttigungsfunktion

—Umax fUr U < —Umax
sat(u) = u flir —Umax < U < Umax
Umax fUI’ u= Umax

und dem Sattigungslevel umax =5 analysiert. Als Lyapu-
nov-Funktion wurde dort durch Ldsen einer Optimierungs-
aufgabe die Funktion
T 10,117  0,0627
Vi =X Pox =X [0,0627 0,0558} X

gefunden. Diese fuhrt bei Verwendung von quadratischen
Lyapunov-Funktionen zu einer grotmoglichen Ausdeh-
nung von S in Richtung [—10,8]T. Die Matrix P, wurde
so normiert, dass die Hohenlinie, welche den Bereich S be-
grenzt, den Wert 1 hat. Bild 2 zeigt flir das Beispiel den
Bereich S und die Bereiche mit Vi, < 0 bzw. V}, > 0.

3 Reglerauslegung

3.1 Ansatz

Im Beispiel des vorhergehenden Abschnitts wurde eine
Lyapunov-Funktion fur eine gegebene Regelung mit Hilfe
einer numerischen Optimierung gefunden. Dieses Vorgehen
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ist zum einen relativ aufwendig, zum anderen ist auch die
Auswahl einer sinnvollen Gutefunktion fiir die Optimierung
nicht einfach. Betrachtet man ferner in Bild 2 die Bereiche
mit Vi, > 0 und Vi, < 0, so erkennt man, dass Vi, = 0 nur an
zwei Punkten der Randkurve von S ist. In vielen Bereichen
stellt S also mit Sicherheit eine zu kleine Abschdtzung des
Einzugsbereichs dar.

Anstatt einen mdglichst ,,gunstigen” Bereich S fur ein ge-
gebenes System zu finden, wird in diesem Beitrag der
Ansatz verfolgt, eine Ruckfihrung zu finden, die eine
einfache und moglichst wenig konservative Abschédtzung
des Einzugsbereichs erlaubt. Ausgangspunkt hierflr ist die
Beobachtung, dass S den exakten Einzugsbereich der Ru-
helage beschreibt, wenn der Rand 0S die Gebiete mit
V>0 und V <0 genau trennt, also auf dem Rand
V =0 ist. Um dieser Situation mdglichst nahe zu kom-
men, soll die Ruckfuhrung so gewahlt werden, dass eine
Lyapunov-Funktion gefunden werden kann, welche die For-
derung

V=—aV (3)

erflllt. Verwendet man fir V ginen quadratischen Ansatz
der Form x"Px und driickt V mit Hilfe der Zustands-
differentialgleichung entsprechend Bild 1 aus, so ergibt
sich

V =x" (ATP+PA)x+2x"Pbsat(u) = —ax"Px.  (4)
Im linearen Fall, also fir |u] < Umax, gilt fir (4)
V =x" (ATP+PA)x+2x"Pbu = —ax' Px. (5)

Da V <0 gelten soll, bietet es sich an, dem von u ab-
héngigen Term eine quadratische Form mit negativem
\orzeichen zu verleihen:

u=—b"Px=—k'x. (6)
Mit der Ruckfihrung (6) wird GI. (5) zu
X" (ATP+PA)x — 2x"Pbb" Px = —axPx. (7

Um GI. (7) fur alle x zu erfiillen, muss P die algebraische
Riccati-Gleichung

(A+%|)TP+P(A+%|)—2PbbTP=$ ®)
Aq Q

l6sen. Durch die Wahl von P entsprechend (8) bzw. von u
entsprechend (6) wird die Forderung (3) in den ungeséttig-
ten Bereichen (Ju] < umax) exakt erfillt. In den gesattigten
Bereichen reduziert sich der Betrag von V, sodass dort
V > —aV ist. Innerhalb der Abschatzung des Einzugsbe-
reichs muss auRerdem V <0 gelten, sodass durch eine
entsprechend kleine Wahl von « ein beliebig schmales In-
tervall [—aV; O[ fur den Verlauf von V auf dem Rand von
S erreicht werden kann, was, wie oben erlautert, eine wenig
konservative Abschatzung des Einzugsbereichs erwarten
lasst.
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3.2 Eigenschaft der Matrix P

Wie in [8] beschrieben, wird der Nullraum N(P) der
symmetrischen und positiv semi-definiten Losung P durch
die Eigenvektoren der unbeobachtbaren Eigenwerte von
[Ay, Q] mit Re(r(A,)) <0 aufgespannt. Da in (8) Q=0
ist, sind alle diese Eigenwerte von A, nicht beobachtbar
und spannen folglich den Nullraum von P auf.

Die Lyapunov-Funktion V = x"Px erfasst deshalb nur die
Richtungen im Zustandsraum, deren zugehdrige Eigenvek-
toren von A, instabil sind (bzw. die Eigenvektoren von
A mit Re(A(A)) > —3). Fur die Stabilitatsuntersuchung ist
dies jedoch ausreichend, denn die Eigenwerte von A, de-
ren Eigenvektoren den Nullraum A/(P) aufspannen, sind
stabil und haben keinen Einfluss auf die Ruckfiihrung
(kT =DbTP). Folglich werden diese Eigenwerte nicht ver-
schoben und bleiben stabil.

Die Forderung (3), welche Grundlage fur die Bestimmung
von P ist, fihrt im linearen Fall dazu, dass V exponentiell
mit « abklingt. Dies spiegelt sich auch in der Lage der Ei-
genwerte des geschlossenen Regelkreises [A —bb"P] wider
(Beweis siehe Anhang):

Satz1. Habe die Matrix A € R™" fiir ein beliebiges
a >0, q Eigenwerte mit dem Realteil Re(%i(A)) > —3
(i=1,...,q), so hat die Matrix [A —bb"P] g Eigen-
werte bei —3. Die k=n-—q Eigenwerte A;(A) von A mit
Re(j(A)) < —5 samt Eigenvektoren sind auch Eigenwerte
der Matrix [A —bbTP].

3.3 Abschatzung des Einzugbereichs

Die Bestimmung von P und der Ruckfuhrung k wurde so
gewdhlt, dass im ungesattigten Bereich des Zustandsraums
Forderung (3) erftllt ist. Aufgrund der StellgroRenbegren-
zung kann es jedoch Bereiche im Zustandsraum mit V > 0
geben, sodass nicht globale Stabilitat fir das geschlossene
System gezeigt werden kann.

In diesem Fall kann eine Abschatzung S des Einzugsbe-
reichs mit Hilfe einer Lyapunov-Funktion V(x) gefunden
werden. Entsprechend Abschnitt 2.1 wird S durch die
kleinste Hohenlinie n mit V = 0 begrenzt. Dies ist ein Op-
timierungsproblem der Form

miny = z'Pz 9)

mit der Nebenbedingung
V(2) =z" (ATP+PA)z—2z"Pbsat(b"Pz) =0  (10)
ze R™M\{0, NV(P)} (11)

Durch die Bedingung (11) sollen die trivialen, aber nicht
interessierenden Ldsungen fur z im Nullraum von P bzw.
im Ursprung ausgeschlossen werden. Da der Punkt z im
geséttigten Bereich liegen muss (U = tumax) und unter
Verwendung von (7), lasst sich die Nebenbedingung (10)
umschreiben in

2" (— P+ 2Pbb"P)z+ 22" Pbumax = 0. (12)
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Maogliche Losungen dieses Optimierungsproblems mit Ne-
benbedingung sind Stationdrpunkte der zugehorigen La-
grangeschen Hilfsfunktion L = L(z, u):

L=2"Pz+u (z' (- aP+2Pbb"P)z+ 22" Pbumay) -

mit z€ R"\{0, N (P)}. Am Stationarpunkt muss die parti-
elle Ableitung dL /dz verschwinden:

0=P[2—2uc)z+ (4ub" Pz 2Uma)b] . (13)

Da die Ausdriicke in den runden Klammern in (13) skalare
GroRen sind und die Losungen von z im Nullraum von P
ausgeschlossen wurden, folgt hieraus

z=ab (14)

mit a € R. Der Faktor a ergibt sich durch Einsetzen von
(14) in (12) zu

2Umax
=t 15
4= 2TPb_« (15)
Mit Glgn. (15) und (14) erhalt man fur »
4b™Pb
n= ZT Pz = 2 (16)

(2bTPb — )2 max -

Die Hohenlinie n kann auch als explizite Funktion von «
und A geschrieben werden.

Satz 2. Habe die Matrix A € R™" fir ein beliebiges
a >0, q Eigenwerte mit dem Realteil Re(%i(A)) > —3
(i=1,....q), so kann n geschrieben werden als

4y + 20 9

n= 2y +(Qq— Da)? Umax:» (7)

q
mit y = > Ai(A). (Beweis siehe Anhang)
i=1

Aus diesem Ergebnis lassen sich noch weitere Eigenschaf-
ten der Abschatzungen S(«) des Einzugsbereichs ableiten.
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Satz 3. Habe die Matrix A € R™" fur ein beliebiges
a >0, q Eigenwerte mit dem Realteil Re(%i(A)) > —3
(i=1,...,q), dann gelten folgende Aussagen:

1. Ist g=1, so ist der abgeschéatzte Einzugsbereich S un-
abhéngig von «.

2. S8 g>1und > max(0, —25%;), dann ist & 0 und
&> 0.

3. Fur Systeme mit Eigenwerten ausschlief3dlich in der ge-
schlossenen linken Halbebene gibt es ein & = —Zﬁ,
sodass sich fur o« — & der gesamte Zustandsraum als
Einzugsbereich ergibt.

(Beweise siehe Anhang)

Eine Konsequenz des ersten Punktes ist, dass keine \Ver-
grolerung von S durch eine Verkleinerung von o mehr
moglich ist, sobald « so Klein gewahlt wurde, dass nur
noch ein Eigenwert von A verschoben wird. Falls also
A2 bei Berlicksichtigung der Vielfachheit den Eigenwert
von A mit dem zweitgrofiten Realteil bezeichnet, so ist
amin = Max(0, —2Re(12)) eine sinnvolle Untergrenze fiir «.

Fur Systeme, auf die der dritte Punkt zutrifft, ist ayin = & >
—2Re(A2) > 0 eine sinnvolle Untergrenze.

Aufgrund der Polplazierung bei —3, sollte o aus dem In-
tervall [omin; @max] fur amin > 0 und sonst aus dem Intervall
Joming @mex] gewahlt werden. Sobald « > o ist, sind die
\Voraussetzungen fir den zweiten Punkt erfullt, sodass die
Bereiche S(«) ineinander liegen und mit steigendem « Klei-

ner werden.

In Bild 3a sind fiir das Beispiel aus Abschnitt 2.2 zur
Veranschaulichung die verschiedenen S(«) dargestellt. Au-
Rerdem ist in Bild 3b zu sehen, dass fur o = amin =2 ein
Einzugsbereich abgeschétzt wird, auf dessen Rand fast im-
mer V/V a0 gilt. Somit ist der Einzugsbereich fiir diese
Lyapunov-Funktion anndhernd exakt abgeschétzt. Wie oben
erklart, flhrt eine weitere Verkleinerung von « nicht mehr

-5 0 5
T

(a) S(a)

o
—_
N
w
EN
(é)]
()]

Winkel in rad
(b) V/V am Rand 9S(a)

Bild 3: Einzugsbereiche und V/V auf dem Rand a$ fiir verschiedene «.
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zu einer VergrofRerung von S. Ebenfalls gut ersichtlich ist,
dass der kritische Punkt z mit V =0 in Richtung von +b
liegt, was einem Winkel von +s/2 entspricht.

4 Gesattigte, weiche SVR

4.1 Ansatz

Wie im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, besteht bei der
Verwendung von konstanten Zustandsriickfiihrungen ein
Zielkonflikt zwischen der Dynamik des geregelten Systems,
die mit wachsendem « schneller wird, und der Abschatzung
des Einzugsbereichs S, die mit wachsendem « kleiner wird.
Eine Mdglichkeit, diesen Konflikt zu mindern, stellt die
kontinuierliche bzw. weiche Variation der Zustandsruckftih-
rung dar. Der einzige Parameter, der hierflr zur Verfligung
steht, ist «, welcher Uber (8) die Matrix P und somit die
Riickfilhrung k implizit festlegt (siehe auch Bild 1). Uber
die Matrix P parametriert « auch n (16) und somit die
GroRe von S. Fir die Variation von « bietet sich folgende
Strategie an:

Wahle zu jedem Zeitpunkt das groftmogliche o aus dem
Intervall [emin, @max] D2W. Jotmin, 0max], SOaSS

X" P(a)x < An(@). (18)

Durch diese Variation von « wird erreicht, dass die
schnellste Ruckflihrung verwendet wird, in deren S der
aktuelle Zustand liegt. Der Parameter B € 10; 1[ steuert
hierbei die Robustheit der Variation. Fir g — 1 liegt x
am Rand von S, was eine geringe Robustheit gegentber
Modellunsicherheiten zur Folge hat. Fur g — 0 liegt x
entsprechend weiter weg vom Rand, in diesem Fall wird je-
doch spater auf ein hoheres o geschaltet, wodurch sich die
Dynamik verlangsamt.

Die Wahl des Intervalls [amin, @max] ISt Neben B die einzige,
anwendungsspezifische Einstellung, welche vom Benutzer
zu erbringen ist. Flr instabile Systeme kann omin SO Weit
verkleinert werden, bis S(amin) ausreichend grof wird. Falls
A hingegen keine Eigenwerte in der offenen rechten Halb-
ebene besitzt, ist es sinnvoll, amin — & zu wahlen, da somit
S(amin) beliebig groR gemacht werden kann. Uber die Wahl
von amax Wird die schnellste Polkonfiguration (Satz 1) des
geschlossenen Systems festgelegt. In der Praxis ergeben
sich Begrenzungen fir amax aus Unzuldnglichkeiten des li-
nearen Streckenmodells.

4.2 Stabilitat der SVR

Die Stabilitat der beschriebenen Regelung kann anhand der
Lyapunov-Funktion

V, = X"P(a)x (19)

gezeigt werden, wobei « entsprechend dem beschriebe-
nen Schema variiert wird. Obwohl P(«) fiir manche «
nur positiv semidefinit ist, kann V, als Kandidat einer
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Lyapunov-Funktion verwendet werden (Begrindung siehe
Abschnitt 3.2). Fir die Ableitung von V,, erhélt man

Vo = X"Px+x"Px+x"Px. (20)

Die Summe der ersten beiden Terme ist negativ, da die
Variation von « so erfolgt, dass x immer im Einzugsbe-
reich des geschlossenen Systems im Falle einer konstan-
ten Matrix P liegt. Das Vorzeichen des dritten Terms ist
nicht so offensichtlich. In den Bereichen mit o = omax ist
P = P& =0, sodass dort auf jeden Fall V, < 0 ist. Solange
Omin < @ < amax ISt, gilt in (18) das Gleichheitszeichen und
man erhélt

V, = X"Px+x"Px+x"P'xa = B a. (21)

Nach Satz 3 ist ' <0 und P" > 0. Fir & <0 wére somit
die rechte Seite von (21) positiv bzw. null und die linke
Seite negativ. Die einzige widerspruchsfreie Losung fir &
ist & > 0. Was zeigt, dass die Variation von « entsprechend
(18) zu einer kontinuierlichen Erhéhung von « fihrt. Wer-
tet man die rechte Seite von (21) mit & > 0 aus, erhdlt man
auch fir amin < @ < amax das Ergebnis V, < 0, womit die
Stabilitat der vorgeschlagenen SVR gezeigt ist.

4.3 Aufwand bei der Anwendung

Der wesentliche Aufwand bei der Anwendung des An-
satzes entsteht bei der Bestimmung von «. Da (18)
nicht explizit nach « aufgeldst werden kann, muss zum
Auffinden von « mehrmals pro Zeitschritt eine Riccati-
Gleichung zur Bestimmung von P(«) geldst werden. Durch
Abspeicherung von P(«) flr eine gewisse Anzahl von
Stiitzstellen im Intervall [amin, max] kann das Suchinter-
vall fir o verkleinert werden, wodurch sich der Online-
Rechenaufwand deutlich reduziert. Flir Systeme, bei denen
kleine Spriinge in der Stellgrolie tolerierbar sind, kann der
Online-Rechenaufwand darauf beschrénkt werden nur die
grolite Stitzstelle auszuwéhlen, welche (18) erfullt.

4.4 Technisches Beispiel

Um die Leistungsfahigkeit der SVR zu demonstrieren, wird
die Tiefenregelung eines U-Bootes betrachtet. Die Dynamik
der Tauchtiefe wurde entsprechend [6] approximiert mit

01 0 0
x=[0 0 1 X+ | 0| sat(u) (22)
0 0 -0,005 1

wobei x; die Tauchtiefe in Metern darstellt und die Stell-
groRenbegrenzung bei Umax = 2,5-107° liegt. In [1] wurde
dieses Beispiel bereits verwendet, um die Leistungsfahig-
keit von SVR zu testen. Ziel der Regelung ist es, eine
Anfangsstorung xo = [0 0 —0,004]T maoglichst schnell aus-
zuregeln. Zur Bewertung des «a-Reglers mit « € [0,01; 1,17]
und B =0,9 sind in Bild 4 auch die Tauchtiefen- und Stell-
groRenverldufe einer zeitoptimale Regelung, einer weichen
strukturvariablen Regelung nach [1] und einer Regelung
mit festem o = 0,0109 dargestellt. Der feste Wert von
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Bild 4: Simulationbeispiel: U-Boot-Dynamik.

Tabelle 1: Vergleich der Ausregelzeiten (absolut und relativ).

Regler zeitoptimal a-Regler WSVR «a fest
To1 541 712 792 1013
To.1/ Topt 1 1,32 1,46 1,87

o = 0,0109 ist so gewdhlt, dass sich der Anfangszustand
bei einer Wahl von 8 = 0,9 im gesicherten Einzugsbereich
der Regelung befindet. Die zeitoptimale Regelung stellt
eine natirliche Grenze flr die erreichbare Dynamik dar
und soll deshalb als ReferenzgroRe fir die Bewertung der
Regelungen dienen. Als Mal fur die Dynamik der Rege-
lungen ist in Tabelle 1 die Zeit To; bis zum Erreichen
einer Tiefe von 0,1 m gegeben. Wie zu erwarten war, er-
zielt der a-Regler durch die erheblich bessere Ausnutzung
der StellgroBe ein deutlich besseres Ergebnis als die Rege-
lung mit festem «. Die dargestellte weiche strukturvariable
Regelung WSVR nach [1] stellt eine der schnellsten in der
Literatur zu findenden Regelungen flr das Beispiel dar. Bei
ihr wird auch eine variable Zustandsriickfiihrung verwen-
det. Die Variation der Rickflihrung erfolgt dort jedoch so,
dass mit Hilfe von Lyapunov-Funktionen immer sicherge-
stellt werden kann, dass sat(u) = u. Wie man in Bild 4b
erkennen kann, fihrt dies zu einer ebenfalls geringeren
StellgréRenausnutzung, was sich in einer entsprechend lan-
geren Ausregelzeit niederschlagt. Zusammenfassend kann
der vorgestellte «-Regler fur das gegebene Beispiel somit
im Vergleich zu den existierenden Reglern als durchaus
leistungsfahig eingestuft werden.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Die in diesem Artikel vorgestellte, gesattigte, weiche struk-
turvariable Regelung zeichnet sich dadurch aus, dass die
kommandierte StellgroBe u in grolRen Bereichen des Zu-
standsraums groRer als der Stellhub des Systems ist. Dies
ermoglicht eine nahezu zeitoptimale Stabilisierung einer
Ruhelage.

Der wesentliche Aufwand bei der Anwendung der vorge-
stellten Regelung liegt in der Auswertung der Auswahlstra-
tegie (18). Wie beschrieben, kann dieser jedoch je nach
Anwendung stark reduziert werden. Dem gegeniiber stehen
neben der hohen Ausnutzung der StellgréRe der sehr ge-
ringe Aufwand und die Transparenz bei der Parametrierung
der Regelung.

Falls eine Online-Verdnderung von « trotzdem zu aufwén-
dig erscheint, kann der vorgestellte Ansatz bei Vorgabe
eines fixen o auch zur Bestimmung einer konstanten Ruck-
fuhrung verwendet werden. Der so gefundene lineare Reg-
ler bietet eine analytische Abschétzung des Einzugsbereichs
und eine sinnvolle Polplatzierung.

Um groRere Arbeitspunktwechsel zu ermdglichen, soll in
einer Folgearbeit die Verwendung eines Flhrungsfilters vor-
gestellt werden.

6 Anhang

Beweis Satz 1:

Da die k Eigenvektoren der Eigenwerte von A mit
Re(A(A)) < —3 im Nullraum von P liegen, werden diese
Eigenwerte durch die Ruckfiihrung (6) nicht verschoben.
Fir den Nachweis, dass das geregelte System A = (A —
bb"P) q Eigenwerte mit einem Realteil bei —5 besitzt,

muss man die ARE aus GlI. (8) umformen in
(A—bb"P)P+P(A—bb'P) = —aP.

AT A
Sei nun Ai(A), i=1... , g der i-te stabile Eigenwert von

A und v; der korrespondierende Eigenvektor. Multipliziert
man Gl. (6) von rechts und links mit v; bzw. v/, so gilt

vAATPY +VPAV; = —av'Pv; i=1,....q (23)
Da A eine rein reelle Matrix sein muss, gilt AT = A" und
Gl. (23) wird zu

viAHPy, +vTPAV, = —avlPy,
(% (A) + 2 (A Py = —avi'Py
2Re(1(A))

— .
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Damit ist gezeigt, dass A = (A —bb"P) q Eigenwerte
Ai (A) mit dem Realteil Re(i(A)) = —7 hat. O

Beweis Satz 2:
Sei U die Transformationsmatrix um A, auf geordnete
Schurform zu transformieren:

T T o
T o k k,q e
Te=U AaU_[o Tq}+2|n. (24)
UTAU=T

Bei der geordneten Schurform sind die Diagonalelemente
T.(i,i) von T, in aufsteigender Reihenfolge angeordnet,
sodass

T,G(i,i)<T,(i+1,i+1), Vi=1,...,n—1.

Die Aufteilung von T ist dabei so erfolgt, dass Re(A(Tq)) >
—3. Durch Multiplikation von (8) von links und rechts mit
U bzw. UT erhalt man

TiP+PT,=2Pbb™P. (25)

Bedingt durch den Aufbau der Matrix U sowie der Tat-
sache, dass die Eigenvektoren der Eigenwerte von A, mit
Re(L(Ay)) < 0 den Nullraum A/(P) aufspannen, sind

0 0

= Torr
P=U PU_[O Py

} ,b=UTb=[bybg]". (26)

Aufgrund des Aufbaus der Matrix P miissen nur die letzten
g Zeilen und Spalten der GI. (25) betrachtet werden:

o \T o
(Ta+31a) Pa+Pq(Tat3lq) =2PababiPq . (27)
—————
Aq
Da Re(A(Aq)) > 0, ist Pq nun positiv definit. Deshalb exis-
tiert fur Pq eine Cholesky-Zerlegung Pq =LLT, sodass gilt
AgLLT +LLTAg=2LL bgbgLLT
L' AL +LTAqL T =2L by bl (28)

e~ —

a aT

Fir die Summe der Eigenwerte von (28) gilt nun

q
D H(LTTAGL+LTAL ) =2) "2j(aa")
j=1 j=1

o

q q
2> 1A =2) xj(aa’).  (29)
j=1 j=1

Die Matrix aa' hat einen Eigenwert a'a= bgPgbq und
g — 1- Eigenwerte bei Null. Damit wird aus (29)

q q q
S aag =>4 (Tq—i—%l) - Z}\,—(Tq)+q%
=1 =1 =1

[ —
Y

0 0} [b bg] =bTPb

0 Pq
:>y+q%=bTPb. (30)

= b Pqbg = [bx ba]" [
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Mit (30) in (16) ergibt sich das gewiinschte Ergebnis

4y 4+ 2q 2

"= @y @ De? &

O

Beweis von Satz 3:
1. Mit der Verwendung der Transformationen aus den Glgn.
(24) und (26) sowie 2 =UTz = [zczq]", wird Gl. (10) zu

2" (TTP+PT)z—2z"Pbsat(b"Pz) = 0. (32)
Wegen des Aufbaus von P wird daraus
Zq (TqPq+ PqTq)zq — 224 Pgbgsat(bg Pgzq) =0.  (33)

Ist ferner g =1, so sind Pq, Tq und by Skalare und fiir den
kritischen Punkt z4 = abq gilt

1
a= :l:?quax.
Damit ist die Ausdehnung des geschatzten Einzugsbereichs
S unabhéngig von «. O

2. Leitet man die GI. (31) nach « ab, so erhdlt man

dr _,=2v@-2)+qed-0
do 2y +(@—Da)® me

(34)

Fir y > 0 und g > 1 ist offensichtlich % <0.

Fir y <0, g>1 und o > max(0, —Zﬁ) gilt, dass der
Nenner von % groRer als 0 ist. Da nur die q Eigenwerte
von A verschoben werden, die rechts von —3 liegen, gilt
fir die Summe der verschobenen Eigenwerte y > —2q. Mit
der daraus resultierenden Beziehung —2y < «g kann der

Zahler nach oben abgeschatzt werden zu

—2y(0-2)+0e(1-g) <aq(@—-2)+gu(l—q) =
—ag<0.

Daher ist & < 0 auch fiir y < 0.
Um zu zeigen, dass % > 0, leitet man (27) nach « ab:

Pg ist also die Losung einer Lyapunov-Gleichung mit ne-
gativ definiter rechter Seite. Da Py die stabilisierende Lo-
sung von Gl. (27) ist, muss [Tq+ %lq—2bgbgPq] stabil
und somit P positiv definit sein. Aus (26) ergibt sich

P=U [8 IS’} UT und somit folgt aus Pg>0auch P'> 0.
q
O

3. Fir Systeme mit Eigenwerten auf und links der Imagi-
nérachse ist y <0, sodass es immer ein & > 0 gibt, welches
den Nenner in (31) zu Null macht:

2y+(Q-1la=0sa= —ZQVTl
Fir & > 0 ergibt sich fir n

n(@) = lim 26+20(—a)

oy (@ — 1) (ot — )2 max =
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Falls A mehr als einen Eigenwert auf der imaginaren Achse
besitzt, ist & = 0. Mit der Regel von I’Hospital wird dann
zu:

=lim ———— u2

a—0 (q — 1)2(1 max

Fir o > 0 ist P(a) endlich. Da P" > 0 ist, bleibt P auch
fir « — 0 endlich. Somit kann man aus n — oo tatsachlich
schlieBen, dass der Einzugsbereich fiir @« — & unendlich
grof3 wird. O

n =00

Bemerkung zu maoglichen Problemen bei der Berech-
nung von P

Laut [8] existiert keine stabiliserende Ldsung P fiir die
Riccati-Gleichung (8), falls A, Eigenwerte auf der imagi-
naren Achse hat, was fir « = —2Re(A(A)) der Fall ist. Der
Grund hierfur liegt darin, dass die zugehdrigen Eigenvekto-
ren im Nullraum von P liegen. Dadurch hat auch die Matrix
A, —2bb"P Eigenwerte auf der imaginaren Achse und ist
folglich nicht asymptotisch stabil. Deshalb wird an diesen
Stellen die Lésung P nicht als stabilisierende Ldsung be-
zeichnet. Fur die vorgeschlagene Regelung ist jedoch nur
wichtig, dass die Ldsung P auch fiir « = —2Re(1(A)) exis-
tiert und dort stetig ist.
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