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1 Einleitung 

1.1 Aufgabenstellungen der Fahrzeug – Fahrweg 
Interaktion 

Die Fahrzeug – Fahrweg Interaktion beschäftigt sich mit dem Zusammenwirken von Fahrzeugen 
und elastischen Tragstrukturen. Aufgabenstellungen dafür existieren in vielen Bereichen des Stra-
ßenverkehrs, sowie für spurgebundene Fahrzeuge wie Eisenbahn, Straßenbahn und Magnetschwe-
bebahn, aber auch beim Landevorgang von Flugzeugen.  

Ziel bei der Betrachtung der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion ist es, die an Fahrzeug und Fahrweg 
auftretenden Schwingungen und Beanspruchungen zu berechnen. 

Die dynamischen Kräfte können höhere Belastungen, akustische Probleme sowie Erschütterungen 
im Untergrund bedingen. Sie können zu Verschleiß an den Bauteilen führen. Im ungünstigsten Fall 
können sie sogar die Fahrsicherheit gefährden. 

 

Abbildung 1.1: Aufgabenstellungen der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion 
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Die Fahrzeuge werden durch die Rauheit des Fahrwegs oder durch Fahrwegübergänge wie z.B. 
Dehnungsfugen an Brücken in Schwingungen versetzt. Geometrische Regelmäßigkeiten im 
Fahrweg, wie z.B. regelmäßig angeordnete Schwellen unter einem Gleis oder aufeinander folgen-
de Brücken gleichen Typs und gleicher Spannweite, können das Fahrzeug periodisch anregen. 
Die entstehenden Fahrzeugschwingungen bedingen erhöhte und dynamisch variierende Radlas-
ten. Fällt die Anregungsfrequenz mit einer Eigenfrequenz des Fahrzeugs zusammen, so kommt 
es zur resonanten Anregung und auftretende Schwingungen sind besonders groß. Die Fahrzeug-
schwingungen können 

 erhöhte Beanspruchung der Bauteile des Fahrzeugs sowie bei lange andauernden 
Schwingungen Materialermüdung bewirken, 

 Verschleiß an den Rädern und Radunrundheiten hervorrufen 

 des Fahrkomfort beeinträchtigen, 

 Körperschall hervorrufen. 

Für die Anregung des Fahrwegs kommen verschiedene Mechanismen in Betracht. Die Schwin-
gungen des Fahrzeugs bedingen dynamische Radlasten welche eine Anregung des Fahrwegs be-
wirken. Daneben sind maßgeblich Stoß- und Resonanzeffekte ursächlich. Erstere resultieren aus 
schnell aufgebrachten Belastungen, wie sie durch das plötzliche Ansteigen der dynamischen Rad-
lasten bei Sprüngen im Fahrweg auftreten. Bei hohen Fahrgeschwindigkeiten und kurzen Trags-
trukturen wird die Gewichtskraft des Fahrzeugs so schnell auf den Fahrweg aufgebracht, dass 
diese ebenfalls stoßartigen Charakter besitzt. Eine resonante Anregung des Fahrwegs kann auch 
durch Regelmäßigkeiten im Lastbild des Fahrzeugs, welche zusammen mit der Fahrgeschwindig-
keit eine harmonische Anregung bewirken, auftreten.  

Die Fahrwegstruktur wird dadurch ebenfalls zu Schwingungen angeregt, die dynamischen Bean-
spruchungen am Fahrweg steigen an. Über den Fahrweg werden die Schwingungen in den Un-
tergrund weitergeleitet, wobei der Fahrweg hier wie ein mechanischer Filter wirkt. Die Tragstruk-
tur wirkt, infolge ihrer inneren Dämpfung und der geometrischen Abstrahldämpfung des Bodens 
in der Regel dämpfend auf das Fahrzeug. 

Auf Seiten des Fahrwegs können folgende Probleme auftreten: 

 Erhöhte Belastungen am Fahrweg (bei Brücken werden diese häufig mittels des 
dynamischen Schwingbeiwertes, dem Verhältniswert von dynamischen zu stati-
schen Beanspruchungen, charakterisiert) 

 Schallabstrahlung des Fahrwegs 

 Verschleiß am Fahrweg (z.B. Riffelbildung an Schienen) 

 Setzungen des Schotters, Bildung von Hohllagen unter Schwellen 

 Setzungen im Untergrund 

 Eintrag von Erschütterungen in den Untergrund und Ausbreitung der Erschütte-
rungen 
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Auch wenn viele Aufgaben der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion durch vereinfachte Ersatzmodel-
le behandelt werden, so erfordern bestimmte Aufgabestellungen Simulationsberechnungen am 
gekoppelten Systems Fahrzeug – Fahrweg.  

Dazu wird das Gesamtsystem in geeignete Teilsysteme zerlegt. Die Teilsysteme werden durch 
geeignete physikalische Ersatzmodelle abgebildet. An die Modellbildung wird die Anforderung 
gestellt, dass ein Modell die physikalischen Wirkungen genau genug wiedergeben und dabei so 
einfach wie möglich sein soll. Wie komplex die Systeme modelliert werden hängt stark von der zu 
beantwortenden Fragestellung ab. Dies kann von der Modellierung eines Fahrzeugs über seine 
statischen Radlasten oder als Einmassenschwinger bei der Bestimmung der Schwingungsantwort 
einer Brücke bis hin zur detaillierten Modellierung der Räder bei Fragen der Kontaktmechanik 
reichen.  

Die Beschreibung kann im Zeitbereich oder im Frequenzbereich erfolgen. Im Frequenzbereich 
sind die dominierenden Eigenschaften häufig besser identifizierbar, der Anwendungsbereich ist 
jedoch begrenzt.  

Im Fall streuender Parameter der beteiligten Systeme ist man auf stochastische Untersuchungen 
angewiesen.  

1.2 Literatur zur Fahrzeug – Fahrweg Interaktion 

Im Folgenden werden Standardwerke zur Fahrzeug – Fahrweg Interaktion aufgeführt. Weiterfüh-
rende Literatur zu speziellen Fragestellungen wird in den betreffenden Kapiteln genannt. 

Verschiedene ein- zwei und dreidimensionale Probleme werden von [Fryba 1972] behandelt. Da-
bei wird die Bewegung von Lasten und einfachen Fahrzeugmodellen über Balken, elastisch gela-
gerten Balken, Platten und den elastischen Halbraum untersucht. Der Schwerpunkt des Buches 
liegt in der Entwicklung analytischer Lösungen für die einzelnen Probleme und der Beschreibung 
wichtiger Effekte. In einem weiteren Werk [Fryba 1996] beschäftigt sich der Autor speziell mit 
der Dynamik von Eisenbahnbrücken. 

Mit der Interaktion Fahrzeug – Straße beschäftigt sich [Cebon 2000]. Ein Schwerpunkt liegt in 
der Bewertung der Straßenschädigung. 

Eine ausführliche Behandlung der Boden – Bauwerk Interaktion wird in den Büchern [Wolf 
1985] und [Wolf 1988] behandelt. Der gleiche Autor entwickelt in [Wolf 2003] eine neue Metho-
dik zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Böden und der Boden – Bauwerk Interak-
tion. 

1996 rief die Deutsche Forschungsgemeinschaft das Schwerpunktprogramm 1015 „Systemdyna-
mik und Langzeitverhalten von Fahrwerk, Gleis und Untergrund“ ins Leben. Ziele waren ein 
besseres Verständnis der dynamischen Interaktion zwischen Eisenbahn und Untergrund und des 
Langzeitverhaltens des gesamten Systems [Popp, Schiehlen 2003]. 

Die Ausbreitung von Schall und Erschütterungen im Schienenverkehr wird in [Müller, Möser 
2003] behandelt. 
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Kontaktmechanische Fragestellungen wie die Beschreibung der Kopplung von Modellen, die 
Kontaktkinematik und die Diskretisierung der Kontaktstellen werden in [Wriggers 2002]   
besprochen. 

In den einschlägigen Normen sind für Straßenbrücken DIN 1072 und Eisenbahnbrücken DS 804 
Schwingfaktoren vorgegeben, mit welchen die statischen Lasten beaufschlagt werden. Erschütte-
rungen im Bauwesen sind in der DIN 4150 geregelt. 

1.3  Zielsetzung 

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt im Bereich der Methodenentwicklung und der Absicherung 
der Berechnungsmethoden. Um räumliche, diskretisierte Modelle abzubilden und um nichtlineare 
Vorgänge beschreiben zu können, wird die Kopplung im Zeitbereich beschrieben. 

Zunächst wird eine spezielle Beschreibung [Lutzenberger 2002] allgemeingültig formuliert wer-
den, so dass damit die Kopplung unterschiedlicher Methoden beschrieben werden kann. 

Basis ist die Beschreibung als differentiell –algebraisches System, da diese Formulierung universell 
anwendbar, die genaue Erfüllung der Nebenbedingung ermöglicht und einfach einsetzbar ist. Die 
Zeitintegration derartiger Systeme bereitet Schwierigkeiten [Lutzenberger 2002]. Diese Probleme 
treten hauptsächlich bei Verwendung von Rauheitsfunktionen in der Nebenbedingung auf und 
spielen deshalb bei der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion eine besonders große Rolle. 

Wenngleich für vereinfachte Systeme Untersuchungen existieren, blieben Fragestellungen bis 
jetzt unbeantwortet. So liegt ein Schwerpunkt der Arbeit auf: 

 einer Stabilitätsanalyse differentiell – algebraischer Systeme, 

 der Identifikation der Mechanismen auftretender Störungen  

 und der Entwicklung von Zeitintegrationsverfahren welche eine stabile Zeitin-
tegration ermöglichen und gleichzeitig möglichst geringe Störungen ins Glei-
chungssystem einbringen. 

Ein wichtiges Themenfeld der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion ist die Beschreibung des gekop-
pelten Systems Eisenbahn – Oberbau – Halbraum. Die zu beschreibenden Gebiete sind in Fahrt-
richtung sehr weit ausgedehnt. Hier stellt sich ein Skalenproblem, da gleichzeitig eine feine Dis-
kretisierung des Schwellenabstandes vonnöten ist: 

 wie können Gebiete mit großer Ausdehnung sinnvoll beschrieben werden? Eine 
mögliche Modellreduktion ist geeignet zu formulieren und in eine gekoppelte Si-
mulation numerisch günstig mit einzubringen. 

Aktuell stehen mit geregelten Komponenten ausgestattete Fahrzeuge und Magnetschwebebahnen 
am Beginn der Anwendung. Zur Beschreibung dieser Systeme stellen sich speziell folgende Fra-
gen: 

 wie können geregelte Systeme mit dem entwickelten Algorithmus beschrieben 
werden? 
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1.4 Vorgehen und Aufbau der Arbeit 

Der erste Teil der Arbeit behandelt die methodischen Grundlagen zur Beschreibung und Kopp-
lung der Teilsysteme. Wichtige strukturdynamische Methoden werden in kurzer Form diskutiert 
und gegenübergestellt. Die gewählte Form der Kopplung über Lagrangesche Multiplikatoren wird 
auf die Relativbewegung der Kopplung erweitert. 

In Kapitel 2 wird eine einheitliche Formulierung für gekoppelte strukturdynamische Systeme dis-
kutiert. Diese basiert auf dem Hamiltonschen Prinzip, welches einfach auf nichtkonservative Kräfte 
erweitert werden kann. Die schwache Formulierung des Gleichgewichts hat den Vorteil, dass sie 
einen direkten Zugang zur Anwendung von Diskretisierungsverfahren wie auch zur Entwicklung 
der Differentialgleichungen bietet. Darauf aufbauend werden analytischen Lösungen oder die An-
wendung von Integraltransformationsmethoden präsentiert. Die wichtigsten strukturdynamischen 
Verfahren wie z. B. die Finite Elemente Methode oder Integraltransformationsmethoden werden in 
kurzer Form diskutiert und gegenübergestellt.  

Verschiedene Kopplungsmethoden werden in Kapitel 3 untersucht und hinsichtlich ihrer Vor- und 
Nachteile bewertet. Dabei erweist sich die Kopplung über Lagrangesche Nebenbedingungen bzw. 
die Ankopplung über nichtkonservative Kräfte als günstige Strategie. Die Kopplung von Systemen 
kann in das Hamiltonsche Prinzip integriert werden und führt zum “erweiterten Hamiltonschen 
Prinzip“. Damit liegt eine Formulierung zur konsistenten Beschreibung unterschiedlicher Modelle 
und deren Kopplung vor. Die entstehenden Bewegungsgleichungen sind differentiell – algebraische 
Gleichungen, die höhere Anforderungen an die Lösbarkeit als Differentialgleichungen stellen. Die 
wichtigsten mathematischen Voraussetzungen werden zusammengestellt.  

Kapitel 4 beschreibt ein Verfahren zur Relativbewegung von Körpern, welches auf dem erweiter-
ten Hamiltonschen Prinzip basiert. 

Im zweiten Teil wird die Zeitintegration der differentiell-algebraischen Gleichungen besprochen 
und es werden problemangepasste Zeitintegrationsverfahren entwickelt.  

Zunächst wird in Kapitel 5 die Stabilität der Zeitintegration analysiert. Dabei werden der Untersu-
chung die populärsten strukturdynamischen Methoden, die α – Methoden, zugrunde gelegt. Über 
eine spezielle Formulierung können über die Vergrößerungsmatrix allgemeingültige Aussagen für 
die relevanten differentiell - algebraischen Systeme getroffen werden. Darüber hinaus wird der Me-
chanismus studiert, welcher zur Entstehung von Störungen führt. 

Auf Basis der hier gewonnenen Einsichten werden in Kapitel 6 Zeitintegrationsverfahren für struk-
turdynamische, differentiell algebraische Systeme entwickelt. 

Der dritte Teil der Arbeit beschäftigt sich mit der Problematik der sehr großen zu beschreibenden 
Gebiete bei der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion. Bei Hochgeschwindigkeitsbahnen muss bei einer 
Fahrgeschwindigkeit von 300 km/h ein Gebiet von mehr als. 400 m Länge abgebildet werden, um 
5 s der Fahrt eines Zuges berechnen zu können. Eine geeignete Strategie, die dynamische Konden-
sation von Modellen, wird in Kapitel 7 behandelt. Das Teilsystem Boden kann dabei über mehrere 
Bezugsgrößen wie Steifigkeit oder Impedanz beschrieben werden. Das Kapitel untersucht, welche 
Art der Beschreibung der Teilsysteme günstig ist und wie die Ankopplung über Faltungsintegrale 
vorteilhaft beschrieben werden kann. 
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Mit den Anwendungsbeispielen in Teil vier wird die Übertragung der Formulierung gekoppelter 
relativbewegter Systeme, deren Zeitintegration und zu lösender numerischer Probleme auf Beispiele 
der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion gezeigt. Fahrzeug und Fahrweg werden deshalb durch einfa-
che, übersichtliche Modelle abgebildet. Die Vorgehensweise kann aber problemlos auf detaillierte 
und komplizierte Modelle erweitert werden. 

Kapitel 8 zeigt die Interaktion einer Magnetschwebebahn mit Fahrwegträgern. Dazu werden zu-
nächst erforderliche regelungstechnische Grundlagen zusammengefasst. Die Beschreibung der ge-
regelten Tragmagnete des Fahrzeugs führt auf eine Bestimmungsgleichung für die Kontaktkraft, die 
in einem mechanischen Sinn als Nebenbedingung interpretiert werden kann. Unter Verwendung 
der Methoden aus dem ersten Teil der Arbeit kann die Ankopplung über nichtkonservative Kräfte 
und die Relativbewegung über zeitvariante Nebenbedingungen beschrieben werden.  

In Kapitel 9 wird die Interaktion eines Zuges und des Untergrundes simuliert. Hierbei soll die An-
kopplung dynamisch reduzierter Modelle und die Anwendung der entwickelten Zeitintegrationsver-
fahren auf differentiell – algebraische Gleichungen hohen Schwierigkeitsgrades gezeigt werden.  

 



Kapitel 2 Beschreibung strukturdynamischer Systeme 7 
_______________________________________________________________________________________________________ 

  

 

2 Beschreibung strukturdynamischer Sys-
teme 

In der Strukturdynamik existieren unterschiedliche Methoden zur Berechnung von Strukturen wie 
die Finite Elemente Methode, die Randelemente Methode oder die Mehrkörpermethode. 

Die Herleitung dieser Methoden kann über verschiedene gleichwertige Grundprinzipien der „analy-
tischen Mechanik“ wie z.B. das Hamiltonsche Prinzip, das Prinzip der virtuellen Arbeit (Formulie-
rung über die skalare Größen Energie mit der Arbeit als Postulat am Beginn) oder die Prinzipien 
der „synthetischen Mechanik“ (vektorielle Impuls- und Drehimpulsbilanzen mit dem Kräfte- und 
Momentengleichgewicht als Postulat am Beginn) erfolgen. Die Prinzipien der „analytischen Me-
chanik“ haben im Zusammenhang mit der Bestimmung von Näherungslösungen (FEM, BEM) 
gegenüber den synthetischen Prinzipien Vorteile, da sie einen direkten Zugang zu Ermittlung 
schwacher Lösungen (Näherungslösungen) bieten. Genauso ist die Herleitung der Bewegungsdiffe-
rentialgleichungen darüber möglich. 

In dieser Arbeit wird das Hamiltonsche Prinzip, erweitert um nichtkonservative Kräfte, das „verall-
gemeinerte Hamiltonsche Prinzip“ nach [Riemer, Wauer, Wedig 1993] (vgl. auch [Simeon 2000]), 
als Grundlage zur Beschreibung der verschiedenen Methoden an den Anfang gestellt. Im Vergleich 
zum Prinzip der virtuellen Arbeit hat diese Formulierung den Vorteil, dass die Bewegungsgleichun-
gen unter Verwendung der kinetischen Energie, welche oft einfacher als die virtuelle Arbeit der 
Trägheitskräfte formuliert werden kann, aufgestellt werden. Das Hamiltonsche Prinzip hat darüber 
hinaus den Vorteil, dass es auf elektrische oder elektromagnetische Felder erweitert werden kann. 

Aufbauend auf dem verallgemeinerten Hamiltonschen Prinzip können wichtige strukturdynamische 
Methoden wie die Finite Element Methode, die Randelementmethode oder Herleitung der Bewe-
gungsgleichungen und deren analytische bzw. semi-analytische Lösung über Integraltransformati-
onsmethoden abgeleitet werden. Die verschiedenen Methoden werden in Kapitel 2.3 in kurzer 
Form vorgestellt und klassiert. 

Ebenfalls kann, aufbauend auf der gewählten Formulierung, die Kopplung von Modellen über ver-
schiedene Strategien beschrieben werden. Damit liegt eine Ausgangsbasis zur konsistenten Be-
schreibung unterschiedlicher Modelle und deren Kopplung vor.  
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2.1 Hamiltonsches Prinzip  

Eine Grundlage zur Beschreibung strukturdynamischer Systeme ist das Hamiltonsche Prinzip. 

Hamiltonsches Prinzip:  
Die Bewegung eines Systems zwischen den Zeitpunkten t0 und t1 ist derart, dass das Linienintegral (Funktional) J 

 UTLdtLJ
t

t

  ,
1

0

 (2.1) 

(L = Lagrange Funktion, T = kinetische Energie, U = potentielle Energie) ein Extremum für die durchlaufene 
Bahn ist. 

Als Funktional J wird eine Funktion bezeichnet, die von anderen Funktionen (hier: Bewegung q(t)) 
abhängt. Das Hamiltonsche Prinzip ist ein Integralprinzip, da es das Integral über die gesamte Be-
wegung eines Systems zwischen zwei Zeitpunkten t0 und t1 betrachtet. 

Die zu lösende Aufgabe ist es, diejenige Bahnkurve q zu bestimmen, welche das Funktional J mi-
nimiert. Zur Bestimmung dieses Extremwerts ist es erforderlich sich der Variationsrechnung zu 
bedienen 

2.2 Verallgemeinertes Hamiltonsches Prinzip 

Die Anwendung des Hamiltonschen Prinzips ist auf elastische Körper beschränkt. Durch eine Er-
weiterung des Hamiltonschen Prinzips um das Prinzip der virtuellen Arbeiten können auch nicht-
konservative Systeme beschrieben werden. Das verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip ([Riemer, 
Wauer, Wedig 1993]) ergibt sich, wenn elastische Anteile über das Prinzip der virtuellen Arbeiten in 
das Hamiltonsche Prinzip eingebracht werden.  
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Die virtuelle Arbeit Wvirt,a der äußeren Kräfte umfasst dabei die Arbeit Wvirt,a,nc aller nichtkonserva-
tiven Kräfte Fa,nc und die Arbeit Wvirt,a,c aller konservativen äußeren Kräfte Fa,c, welche an der  
Oberfläche des Körpers angreifen. Die virtuelle Arbeit Wvirt,i der inneren Kräfte umfasst dabei die 
Arbeit Wvirt,i,nc aller nichtkonservativen Kräfte Fi,nc (z.B. Dämpfungskräfte) und die Arbeit Wvirt,i,c 
aller konservativen inneren Kräfte Fi,c (z.B. elastische Rückstellkräfte), im Inneren des Körpers. Die 
virtuellen Arbeiten ergeben sich jeweils aus dem Skalarprodukt von Kraft und virtueller generali-
sierter Verschiebung δqi. 
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Bei der Variation des Systems wird die Zeit „festgehalten“1. Man kann sich die variierte Bahnkurve 
deshalb als Folge von virtuellen Verschiebungen der Bahnkurve q(t) vorstellen. Da jede virtuelle 
Verrückung zu einem festen Zeitpunkt stattfindet, ergibt sich für jeden Zeitpunkt t eine virtuelle 
Arbeit δW der innerhalb bzw. auf das System wirkenden Kräfte.  

2.3 Methoden zur Beschreibung strukturdynamischer Sys-
teme  

Strukturdynamische Systeme werden über (partielle) Differentialgleichungen beschrieben. Dabei 
sind als Randbedingungen geometrische Randbedingungen und zeitliche Anfangsbedingungen zu 
berücksichtigen. Man spricht daher von Anfangsrandwertproblemen. Zwangbedingungen können 
in diskreter oder kontinuierlicher Form vorliegen. 

Die Systeme in der Strukturdynamik sind sehr vielfältig und haben unterschiedliche Charakteristika. 
Die Frage wie Systeme am besten zu modellieren sind lässt sich nicht allgemeingültig beantworten. 
Die Modellierung ist immer von den Eigenschaften des Systems bei einer konkreten Fragestellung 
abhängig. An die Modellbildung werden die Anforderungen gestellt, dass ein Modell die physikali-
schen Wirkungen genau genug wiedergeben und dabei so einfach wie möglich sein soll.  

2.3.1 Klassifizierung strukturdynamischer Systeme 

Hilfreich für die Modellierung ist es die Systeme zunächst zu klassieren. So ist eine Einteilung in 
kontinuierliche – diskrete und begrenzte – unbegrenzte Systeme mit einfachen - komplizierten Ge-
ometrien, Randbedingungen und Lasten möglich. Auch kann hinsichtlich des Frequenzgehaltes der 
Problemstellung: niedrig (Elastizität der Körper kann vernachlässigt werden / Elastizität der Kör-
per kann nicht vernachlässigt werden) – hoch (Verhalten über statistische Untersuchung zu be-
schreiben) unterschieden werden. Eine andere Klassierung gelingt über die Anzahl an Freiheitsgra-
den. Hier können Einfreiheitsgradsysteme und Mehrfreiheitsgradsystems unterschieden werden. 

Die Lösung der die Systeme beschreibenden partiellen Differentialgleichungen erfordert eine räum-
liche wie auch eine zeitliche Integration. Dazu stehen viele Verfahren zur Verfügung, wie z.B.: 

 Analytische Lösungen 

 Integraltransformationsmethoden (ITM) 

 Mehrkörpersysteme (MKS) 

 Finite Elemente Methode (FEM) 

 Randelemente Methode (BEM) 

 Statistische Energie Analyse (SEA) 

 Hybride Verfahren, welche verschiedene Methoden miteinander kombinieren 

                                                 

1 Es findet keine Variation der Zeit, sondern es finden lediglich Variationen nach dem Ort statt. 
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Alle Verfahren haben dabei ihre spezifischen Stärken und Schwächen. Die folgende Abbildung gibt 
einen Überblick über die Anwendung, der in der Strukturdynamik gebräuchlichen Methoden. 

  

Abbildung 2.1: Strukturdynamische Methoden nach [Müller 2006] 

Die Auswahl der Methoden ist darüber hinaus auch entscheidend vom Materialverhalten (line-
ar/nichtlinear, homogen/inhomogen, isotrop / anisotrop) abhängig. Mögliche Fragestellungen bei 
der Modellbildung sind z.B.:  

 Kann durch räumliche Diskretisierung der Körper als starrer Körper vereinfacht 
werden? 

 Sind analytische Lösungen möglich oder können Integraltransformationsmetho-
den angewandt werden? 

 Sind die Bereiche begrenzt oder unbegrenzt? 

 Ist das Materialverhalten linear/nichtlinear, homogen/inhomogen bzw.  
isotrop/anisotrop?  

 Ist eine Beschreibung in statistischen Parametern erforderlich? 

Damit können für strukturdynamische Fragestellungen günstige Methoden gewählt werden. Die 
folgende Abbildung mit Beispielen für strukturdynamische Systeme soll dies verdeutlichen: 
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Abbildung 2.2: Beispiele strukturdynamischer Systeme 

Abbildung 2.2 a) zeigt ein Problem der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion: die Bestimmung der dy-
namischen Belastung einer Brücke infolge der Überfahrt eines LKW. Beide Systeme haben eine 
komplexe Geometrie und komplexe Randbedingungen und begrenzte Abmessungen. Die elasti-
schen Verformungen der LKW Rahmens sowie der Bestandteile der Brücke können i.d.R. für die 
niederfrequente Berechnung der Strukturantwort der Brücke nicht vernachlässigt werden. Beide 
Systeme wurden daher als FE-Modelle, der LKW wurde aufgrund der Nichtlinearität der Federung 
als nichtlineares FE-Modell mit relativ wenigen Freiheitsgraden, die Brücke als lineares FE-Modell 
(im Bereich kleiner Verformungen) mit vielen Freiheitsgraden modelliert. Damit können im nieder-
frequenten Bereich die Vibrationen des LKW und die dynamische Belastung der Brücke bestimmt 
werden. Soll z.B. die Schallabstrahlung im hochfrequenten Bereich bestimmt werden, so müsste die 
Brücke über eine andere, hierfür besser geeignete Methodik (SEA) beschrieben werden.  

)t(w  μ,EI  

)t(r

a) 

b) 

c) d) 
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Abbildung 2.2 b) zeigt ein anderes Problem der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion: die Wellenausbrei-
tung im Halbraum (mittlerer Frequenzbereich) infolge der Überfahrt eines Zuges. Für den Zug 
gelten dabei die gleichen Überlegungen wie zuvor für den LKW. Der zur Seite und nach unten hin 
unbegrenzte Halbraum besitzt eine relativ einfache Geometrie, so dass zur Beschreibung prinzipiell 
Integraltransformationsmethoden oder die Randelementmethode (BEM), welche die Wellenab-
strahlung ins Unendliche abbilden, herangezogen werden können. Die Modellierung des Hal-
braums ist kaum über eine FE Modellierung möglich, da an den Gebietsgrenzen des Modells Wel-
lenreflexionen entstehen, welche die Lösung verfälschen können (eine Verbesserung dieses Prob-
lems gelingt über semi-infinite Elemente). Soll nichtlineares Verhalten des Bodens im Bereich ho-
her Spannungskonzentrationen abgebildet werden, so wird häufig eine getrennte Modellierung im 
Nahfeldbereich (FE) und im Fernfeldbereich (ITM, BEM) gewählt.  

Die Unterscheidung nach dem Frequenzgehalt des Problems ist in Abbildung 2.2 c) dargestellt. 
Während im niederfrequenten Bereich der Eisenbahnwaggon ausschließlich über miteinander ver-
bunde starre Körper (MKS) beschrieben werden kann, gilt dies im Bereich ab ca. 20 Hz nicht mehr. 
Hier ist die Elastizität des Wagenkastens (z.B. über FE) zu berücksichtigen. Man benötigt also die 
Verwendung zweier unterschiedlicher Methoden in einem Modell.  

Ist man jedoch nur an der generellen Vertikaldynamik des Fahrzeugs interessiert, so kann als ein-
fachstes vertikaldynamisches Modell ein Einmassenschwinger gewählt werden (Abbildung 2.2 d)). 
Hierfür können eventuell analytische Lösungen angegeben werden, welche auch zur Verifikation 
komplexerer Modelle verwendet werden können. 

Speziell für Fragen der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion ist es häufig notwendig, verschiedene Ver-
fahren miteinander zu koppeln.  

Je nach Art der Fragestellung ist eine Beschreibung im Zeit- oder Frequenzbereich sinnvoll. 

2.3.2 Methoden/Modelle zur Beschreibung strukturdynamische Systeme 

Im Folgenden werden die wichtigsten strukturdynamischen Methoden vorgestellt:  

2.3.2.1 Analytische Lösungen 

Die exakte Lösung einer Differentialgleichung, die sich explizit als Formelausdruck angeben lässt 
wird analytische Lösung genannt. Analytische Lösungen stellen einen direkten Zusammenhang 
zwischen den Eingangs- und Ausgangsgrößen eines Systems her und zeigen die maßgebenden Ef-
fekte klar auf. Die gefundenen Lösungen gelten für beliebige Randwerte. Variationen der Randwer-
te und der Parameter können einfach durchgeführt werden. Damit ist es möglich einen tieferen 
Einblick in die Funktionsweise technischer Prozesse zu gewinnen. 

Analytische Lösungen lassen sich meist nur bei einfachen Geometrien, einfachen Anfangsbedin-
gungen und einfachen Lasten finden. Vielfach ist es jedoch sinnvoll für ein vorgegebenes Problem 
durch Vernachlässigung von verschiedenen Termen eine sehr einfache Gleichung zu gewinnen, die 
einer analytischen Lösung zugänglich ist. Damit lassen sich die Ergebnisse einer komplexen nume-
rischen Berechnung überprüfen. 
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Teilweise können zur Lösung der Gleichungen Integraltransformationsverfahren eingesetzt wer-
den. Für die meisten Probleme ist man auf numerische Methoden angewiesen.  

2.3.2.2 Integraltransformationsmethoden (ITM): 

Grundlagen der Integraltransformationsmethoden sind in [Bracewell 2000] (Fouriertransformati-
on), [Chui 1992], [Daubechies 1992] (Wavelettransformation), und [Grundmann 1999], [Grund-
mann, Trommer 2001] (Anwendung auf die Beschreibung des Halbraums) beschrieben. 

Mittels Integraltransformationsmethoden können Anfangs- Randwert-Probleme in einem trans-
formierten Gebiet einfach analytisch gelöst werden. Die Funktionen werden vom Ausgangsraum 
(z.B.: x, y, z, t) in einen anderen Raum (kx, ky, kz, ω) transformiert. Die transformierte Funktion 
F(kx, ky, kz, ω) ist nun von kx, ky, kz und ω abhängig:2 

f(x,y,z,t)                 F(kx, ky, kz, ω). 

Wichtige Integraltransformationen sind die Fourier - Transformationen, die Laplace - Transforma-
tionen und die Wavelettransformation. Die Fouriertransformation ist z.B. über  
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definiert. Ein großer Vorteil der Fouriertransformation ist, dass im transformierten Bereich Diffe-
rentiationen zu Multiplikationen reduziert werden.  

 )F(k)((x)f x
nn

xki   (2.4) 

So kann die Fouriertransformation auf die Differentialgleichung eines Problems angewandt werden. 
Wird die (noch zu bestimmende Funktion f, f = Lösung des Problems) und ihre Ableitungen fou-
riertransformiert, so verschwinden die Ableitungen. Partielle Differentialgleichungen können so zu 
gewöhnlichen Differentialgleichungen oder sogar zu algebraischen Gleichungen transformiert wer-
den. 

Die algebraischen Gleichungen im transformierten Raum können wesentlich einfacher als die Dif-
ferentialgleichungen im Originalraum gelöst werden. Für eine Lastfunktion P(ω) ergibt sich die 
Antwort des Systems W(kx, ky, kz, ω) im transformierten Raum. Die ITM können darüber hinaus 
benutzt werden, um Fundamentallösungen g(x, y, z, t)3 zu bestimmen. Wird das System anstatt mit 

                                                 

2 Funktionen im Originalraum werden im Weiteren mit Kleinbuchstaben, Funktionen im transformierten Raum mit 
Großbuchstaben bezeichnet 

3 Als Fundamentallösung einer DGL wird die Antwort infolge eines Dirac-Impulses für ein unendlich ausgedehntes 
Gebiet (d.h. ohne Berücksichtigung von RB) bezeichnet. Im Unterschied dazu wird die Lösung für ein bestimmtes 
Gebiet mit speziellen Randbedingungen als “Greensche Funktion”bezeichnet. 
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einer Lastfunktion P(ω) mit einer Einheitslast 1 4 belastet, so erhält man die Fundamentallösung 
des Problems. 

Die folgende Skizze zeigt die Vorgehensweise bei Anwendung der Fouriertransformation: 

 

Abbildung 2.3: Lösung von Differentialgleichungen im transformierten Raum 

Schwierigkeiten treten bei komplizierten Anfangs- bzw. Randbedingungen auf. Da diese ebenfalls 
in den Frequenzraum transformiert werden müssen, werden die Transformation und die Lösung 
der Gleichungen ungleich schwieriger. Die Anwendung von Integraltransformationsmethoden ist i. 
d. R auf reguläre Geometrien beschränkt. Die Kombination mit FE kann diese Beschränkung im 
Prinzip aufheben ([Zirwas 1996], [Rastandi 2003]). 

Vorteile der Integraltransformationsmethoden sind, dass sie numerisch effizient sind, eine fehler-
kontrollierte Vorgehensweise erlauben und Sensitivitätsbetrachtungen zugänglich sind. Die Lösung 
kann im transformierten Raum visualisiert werden. Dies führt zu einem tieferen Verständnis der 
physikalischen Natur des Problems. Gekoppelte Probleme können im transformierten Bereich 
ebenfalls einfach beschrieben und gelöst werden (z.B. [Lenz 2003]). Ein weiterer Vorteil der Fou-
riertransformation ist, dass bewegte Lasten über das Verschiebungstheorem einfach beschrieben 
werden können [Müller 1989]. 

                                                 

4 Ein Dirac Impuls im Originalbereich δ(x-x0)· δ(y-y0)· δ(z-z0)· δ(t-t0) entspricht im transformierten Bereich einer 
Einheitslast 1  

Originalbereich

Partielle  
Differentialgleichung 
f(x,y,z,t) 

Algebraische 
Gleichung 
F(kx, ky, kz, ω) 

Direkte (numerische) 
Methoden BEM/FEM 

Lösung für Lastfunktion P(ω)    W(kx, ky, kz, ω) 

Antwort:
w(x,y,z,t) 

Transformierter Bereich

Inverse Transformation 
(Fourier Wavelet) 
(kx, ky, kz, ω)           
(x,y,z,t) 

Fouriertransformation  
(x,y,z,t) 
(kx, ky, kz, ω) 

Lösung für Einheitsbelastung 1                                 G(kx, ky, kz, ω) 

Lösung g(x,y,z,t) 

Antwort: 
w(x,y,z,t)=P(t)×g(t)  
               ×  Faltung 
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2.3.2.3 Mehrkörpersystem (MKS): 

Eine zusammenfassende Darstellung der Dynamik von Mehrkörpersystemen findet sich z.B. in 
[Pfeiffer 1992], eine Darstellung im Hinblick auf die Modellierung von Fahrzeugen in [Kortüm, 
Lugner 1994]. 

Die Methode der Mehrkörpersysteme (MKS) dient zur Modellierung von mechanischen Systemen, 
die im Vergleich zu ihren Bewegungen nur kleine Deformationen aufweisen. Die Körper werden 
dann als massebehaftete starre Körper modelliert. Diese Massen sind über masselose Federn, 
Dämpfer sowie Gelenke miteinander verbunden. 

In der Regel wird zur Beschreibung der Bewegung eines starren Körpers ein körperfestes Koor-
dinatensystem eingeführt. Die Bewegung eine Körpers „1“ relativ zu einem anderen Körper „0“ 
kann über die Bahnbewegung des Koordinatenursprungs und die Drehbewegung um den Koor-
dinatenursprung dargestellt werden. Die Beschreibung der Bewegungsgleichungen kann über die 
Eulerschen Gleichungen unter Berücksichtigung der kinematischen Beziehungen erfolgen.  

Infolge dieser Modellierung, bei der die elastischen Eigenschaften der Körper nicht berücksichtigt 
werden, reduzieren sich die partiellen Differentialgleichungen auf gewöhnliche Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Diese sind aufgrund der großen Bewegungen und der nichtlinearen 
Eigenschaften der Federn oder Dämpfer häufig stark nichtlinear. Um relevante Deformationen der 
einzelnen Körper berücksichtigen zu können, wurde die Methode der elastischen Mehrkörpersys-
teme (EMKS) entwickelt.  

Je höher der betrachtete Frequenzbereich wird, desto weniger gilt die Annahme starrer Körper. Im 
Bereich der Eigenfrequenzen der Körper verhalten sich diese elastisch. Die Modellierung der Kör-
per als starre Körper ist deshalb im unteren Frequenzbereich sinnvoll. Bei LKW liegt die Grenzfre-
quenz, ab der die elastischen Verformungen des Rahmens relevant werden, bei ca. 20 Hz. 

Zur Beschreibung von Mehrkörpermodellen werden oft algebraische Zwangsbedingungen zum 
Schließen der kinematischen Ketten verwendet, was zu differentiell-algebraischen Gleichungssys-
temen führt. 

2.3.2.4 Finite Element Methode (FEM): 

Grundlegende Darstellungen der Finite Elemente Methode finden sich in den Werken von [Bathe 
1986] und [Hughes 2000]. 

Die Finite Elemente Methode basiert auf einer schwachen Formulierung der Bewegungsgleichung 
z.B. über das Hamiltonsche Prinzip oder das Prinzip der virtuellen Arbeiten. Die Körper werden in 
kleine Elemente unterteilt. Das Verschiebungsfeld wird über geometrische Freiheitsgrade (Ver-
schiebungen, Verdrehung) qi an den Knoten der Elemente und über elementweise Ansatzfunktio-
nen Ni(x), welche den realen und den virtuellen Verschiebungsverlauf approximieren, beschrieben.  

Wird dieser angenäherte Verschiebungsverlauf in die schwache Form der Bewegungsgleichung 
eingesetzt, so bleiben als Unbekannte die Freiheitsgrade. Das Gleichungssystem kann nach den 
unbekannten geometrischen Freiheitsgraden gelöst werden. Der Verschiebungsverlauf ergibt sich 
schließlich aus den Freiheitsgraden und den Ansatzfunktionen.  
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Zur Bestimmung der Schnittgrößen, der Spannungen und der Dehnungen müssen die Ansatzfunk-
tionen (numerisch) abgeleitet werden. Die Genauigkeit der Schnittgrößen ist deswegen geringer als 
die der Verschiebungen. 

Bei dieser Beschreibung ergibt sich eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden (insbesonders für mehr-
dimensionale Probleme), welche die numerische Lösung des Gleichungssystems aufwändig macht. 
So sind Sensitivitätsuntersuchungen umfangreich. Bei dynamischen Vorgängen muss das Glei-
chungssystem zu jedem Zeitpunkt gelöst werden. Bei unendlichen Gebieten müssen künstlich Ge-
bietsränder erzeugt werden. An diesen Gebietsrändern treten Wellenreflexionen auf, welche das 
Ergebnis unbrauchbar machen können. Außerdem benötigt man zur Wahl der Netzgröße Informa-
tionen über den Frequenzinhalt der Lösung und die Geschwindigkeit der Wellenausbreitung. 

Die Gleichungen zeigen nicht mehr direkt, welche Phänomene charakteristisch für das betrachtete 
Problem sind. 

Andererseits ist die Finite Elemente Methode die am universellsten verwendbare Methode. Es 
können beliebige Geometrien, Randbedingungen und Lastsituationen beschrieben werden. Auf-
wändige nichtlineare Materialmodelle, beliebige Nichtlinearitäten und Inhomogenitäten können 
beschrieben werden. Das Lösen des Gleichungssystems vereinfacht sich dadurch, dass die System-
matrix bei günstiger Wahl der Freiheitsgrade Bandstruktur besitzt. Die Finite Element Methode ist 
weit verbreitet, gut erforscht und besitzt in der Ingenieurausbildung einem hohen Stellenwert. 

2.3.2.5 Randelementmethode (BEM): 

Die Randelementmethode ist z.B. in den Büchern von [Brebbia, Walker 1980], [Hartmann 1987], 
oder [Gaul, Kögl, Wagner 2003] dargestellt. Die Randelementmethode hat ihren Namen aus der 
Tatsache, dass hier die Diskretisierung lediglich entlang des Gebietsrandes erfolgt. 

Die Randelementmethode wird i.d.R. über das Prinzip der gewichteten Residuen aus der Differen-
tialgleichung des Systems hergeleitet. Als Wichtungslösung wird die Fundamentallösung *w  ver-
wendet. Ziel der Vorgehensweise ist es die Näherungslösung ŵ  zu bestimmen. Das globale Resi-
duum lautet  

   0 


 d*wP-ŵLR  (2.5) 

Der Differentialoperator L wird dabei auf die Näherungslösung angewandt. Ziel ist es den Diffe-
rentialoperator auf die Wichtungsfunktion zu übertragen und das Integral, welches über das ge-
samte Gebiet zu berechnen ist, auf ein Randintegral (Integration über den Rand) zu überführen. 
Dies gelingt durch m - fache partielle Integration und m - fache Anwendung des Gaußschen In-
tegralsatzes (hier für zweidimensionale Probleme).  

Dabei entstehende Terme mit den Ableitungen der Näherungslösung ŵ  und der Wichtungsfunkti-
on *w können als Randlasten q̂  bzw. *q und interpretiert werden. Die entstehende Gleichung: 

     0d ˆ**ˆ d ŵ**wR  


 wqwqpp . (2.6) 
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kann als Satz von Betti interpretiert werden. Mit der Filterwirkung des Dirac Impulses p*ergibt 
sich (für statische Problemstellungen): 

   0d ˆ**ˆ  ),(ŵd*wR  


 wqwqcp . (2.7) 

Der Faktor c ist abhängig von der Geometrie. Unbekannte Größen ( ŵ  und q̂ ) treten nur noch 
unter Randintegralen auf. Somit muss nur der Rand diskretisiert5 werden. Nun ermittelt man die 
Residuen entlang des Randes für verschiedene Stelle (Knoten) und approximiert die Randver-
schiebungen und Randkräfte über die Knotenverschiebungen und Ansatzfunktionen. 

Dies führt auf n Gleichungen für n Randknoten (jeweils Kraft und Verschiebung), die zusammen 
mit den Randbedingungen gelöst werden können. Die Verschiebung im Feld ergibt sich aus einer 
weiteren Anwendung des Bettischen Prinzips, wobei der Dirac Impuls auf die Stelle, für welche die 
Verschiebung ermittelt wird, gelegt wird. Die Filterwirkung extrahiert die gesuchte Verschiebung. 

Bei dynamischen Problemen werden die Randelementegleichungen aus der Bewegungsdifferenti-
algleichung des Systems hergeleitet. Die Grundlösung ergibt sich aus dem (transienten) Dirac – 
Impuls. Im Zeitbereich enthält die Randintegralbeschreibung nun ein Faltungsintegral. Die unbe-
kannten Randgrößen sind so zu bestimmen, dass die Randbedingungen zu allen Zeitpunkten 
erfüllt sind. Dies erfordert eine Diskretisierung in der Zeit.  

Einschränkungen bei Benutzung der Randelementmethode ergeben sich daraus, dass diese auf der 
Fundamentallösung eines Systems basiert. Die Fundamentallösung kann für manche anisotropen, 
inhomogenen od. nichtlinearen Probleme nicht gefunden werden bzw. diese existiert nicht. Abhilfe 
schaffen hier spezielle Formulierungen wie die dual reciprocity method [Partridge et al 1992].  

Bei der Randelementemethode wird nur der Rand diskretisiert. Es ergeben sich somit wesentlich 
weniger Freiheitsgrade als bei Verwendung der Finiten Element Methode. Auf der anderen Seite 
sind die Systemmatrizen voll besetzt und unsymmetrisch (durch geänderte Formulierungen ist es 
möglich eine symmetrische Steifigkeitsmatrix zu erhalten z.B. [Meier et al 1991]. Die einzelnen  
Elemente der Systemmatrix sind komplizierter zu ermitteln als bei der Methode der Finiten Ele-
mente. 

Da die Abstrahlbedingungen leicht einzuhalten sind (ohne dass der Körper unendlich weit diskreti-
siert werden muss), ist die Randelementmethode gut geeignet, um unendlich ausgedehnte oder ein-
seitig unendlich ausgedehnte Probleme zu beschreiben. Mit der Randelementmethode können 
praktisch beliebige Geometrien modelliert werden. Die Berechnung der Spannungen erfolgt inner-
halb eines Gebiets durch analytische Differentiation (nicht durch numerische Differentiation wie 
bei FE). Die Genauigkeit bei der Ermittlung von Spannungen ist größer als bei Verwendung der 
Finite Elemente Methode. 

 

                                                 

5 Verschiebungen und die Randkräfte entlang des Randes werden über Knotenverschiebungen und Ansatzfunktio-
nen beschrieben. Dieser Vorgang wird Diskretisierung genannt. Der einfachste Fall einer Diskretisierung ist es Kno-
ten in der Mitte jedes Elements anzuordnen und eine über das Element konstante Ansatzfunktion einzuführen. 
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3 Kopplung von Modellen 

Für manche Problemstellungen ist es nicht oder nur schwer möglich, das Problem in seiner Gesamtheit 
mit einem Modell zu beschreiben. Gewöhnlich unterteilt man dann das Gesamtsystem in mehrere Teil-
systeme und beschreibt jedes Teilsystem in einem eigenen Modell. Anschließend werden die Modelle 
untereinander gekoppelt. Diese Vorgehensweise hat folgende Vorteile: 

 Enthalten die Teilsysteme unterschiedliche physikalische Effekte, so kann jedes Teil-
system getrennt über ein problemangepasstes Modell beschrieben werden. 

 Große Modelle können in Teilsysteme unterteilt werden. Die Teilsysteme können 
dann reduziert werden. Dies ist z.B. sinnvoll, wenn Nichtlinearitäten nur in Teilberei-
chen auftreten. Eine andere Anwendung ist die Kopplung von detailliert abzubilden-
den Strukturen (Oberbau) und von unendlich ausgedehnten Strukturen (Untergrund).  

 Die Zeitintegration der gekoppelten Systeme wird oft getrennt durchgeführt (Co - Si-
mulation, staggered methods). Dabei sind die Systeme getrennt beschrieben. 

 Bei Problemen der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion oder bei Kontaktproblemen be-
wegen sich die Systeme relativ zueinander. Dadurch ändern sich die zu koppelnden 
Freiheitsgrade mit der Zeit. Jeder Zeitschritt bedürfte dann einer eigenen Beschrei-
bung in den gerade aktuellen generalisierten Koordinaten. 

 Geschlossene kinematische Ketten (vor allem bei Mehrkörpersystemen) können über 
offene kinematische Ketten und eine implizite Schließnebenbedingung beschrieben 
werden. Dies ist bei der computerorientierten Aufbereitung häufig der Fall. 

 Die Zwangskräfte werden im Rechenablauf mit berechnet und müssen nicht durch ei-
ne Nachlaufrechnung bestimmt werden. 

Die Modelle werden i.d.R. zunächst getrennt voneinander beschrieben und anschließend über Neben-
bedingungen gekoppelt. Die Kopplung kann über mehrere Methoden beschrieben werden. Verschiede-
ne Strategien zur Kopplung von Modellen sind z.B. in [Wriggers 2002] zusammengefasst.  
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3.1 Nebenbedingungen 

Es werden folgende Arten von Nebenbedingungen g unterschieden: 

 Holonome6 Nebenbedingungen beschreiben die Kopplung über die Koordinaten 
selbst (sie enthalten keine Ableitungen der Koordinaten). z.B. 

0: 2121  qqgqq . 

 Nichtholonome Nebenbedingungen enthalten Ableitungen der Koordinaten, z.B. 
0: 2121  qqgqq  . 

 Skeleronome 7 Nebenbedingungen sind zeitunabhängige holonome Nebenbedingun-
gen, z.B. 01 q . 

 Rheonome8 Nebenbedingungen sind zeitabhängige holonome Nebenbedingungen, 
z.B. )t(q)t(A)t(q 211  . 

3.2 Kopplungsstrategien 

3.2.1 Kopplung von Systemen über Lagrangesche Multiplikatoren 

3.2.1.1 Vorgehensweise 

Bei der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren werden die Modelle zunächst getrennt voneinan-
der, über ihre jeweiligen generalisierten Koordinaten, beschrieben 9 und anschließend über Nebenbe-
dingungen gekoppelt. Dabei entstehen überzähligen Koordinaten, da anstatt des gemeinsamen Koppel-
freiheitsgrades für jedes Teilsystem eine eigene Koordinate verwendet wird. Die Koordinaten werden 
dann als redundant10 bezeichnet. 

 

 

                                                 

6 griechisch holos nomos = ganzes Gesetz 

7 griechisch skleros nomos = starres Gesetz 

8 griechisch rheos nomos = fließendes Gesetz 

9 Die Teilsysteme werden über ihre jeweiligen generalisierten Koordinaten nach Hamilton beschrieben. Die überzähligen 
Koordinaten entstehen dadurch, dass an der Koppelstelle kein einheitlicher Freiheitsgrad, sondern für jedes Teilsystem 
eigene Freiheitsgrade verwendet werden. 

10  lat. redundare : im Überfluss vorhanden sein. 



Kapitel 3   Kopplung von Modellen 20 
_______________________________________________________________________________________________________ 

 

  

 

Die Kopplung über die Kopplungsnebenbedingungen kann über Lagrangesche Multiplikatoren λ in den 
Formalismus nach Hamilton eingearbeitet werden.  

Zur Kopplung werden beide11 Modelle, das Hauptsystem h (nh Freiheitsgrade) und das Teilsystem t (nt 
Freiheitsgrade) über ihre generalisierten Freiheitsgrade qh und qt beschrieben. Die Anwendung des Ha-
miltonschen Prinzips aus beiden Systemen ergibt: 

   0
1

0


t

t

a,virt,ti,virt,tta,virt,hi,virt,hh dtWWTδWWTδ  (3.1) 

3.2.1.1.1 Holonome Nebenbedingungen: 

Im Falle holonomer Nebenbedingungen kann die Kopplung als Erweiterung des Hamilton Formalis-
mus über Nebenbedingungen beschrieben werden. 

Dabei wird die Nebenbedingung g in das Hamiltonsche Prinzip integriert. Eine Lagerung entlang der 
Kontaktfläche Γk kann über die Nebenbedingung g: qi = 0 die Kopplung zweier Systeme über die Ne-
benbedingung g: qi – qj = 0 beschrieben werden. Die Nebenbedingung ist bei einer punktuellen Kopp-
lung an der Koppelstelle, bei einer linienhaften Kopplung entlang der Koppellinie bzw. bei einer flä-
chenhaften Kopplung entlang der Kontaktfläche definiert. 

Beispiel: 

 

Abbildung 3.1: Beispiele für gekoppelte Systeme 

 

 
                                                 

11 bei mehr als zwei Modellen ist die Vorgehensweise analog 

Nebenbedingung am Rand: 
Diskrete Kopplung 

Koppelnebenbedingung 
(Nebenbedingung im Inneren): 
Diskrete Kopplung 

Nebenbedingung am Rand: 
Linienförmige Kopplung 

)x(q1

1q  

2q

1q  
1q  

1q  

2q  

λ

λ  

)x(λ

)x(q1
x  

00 11  )x(q:g)x(q

00 11  q:gq

02121  qq:gqq
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Das Potential der Nebenbedingung g wird über λ·g gebildet. Dabei entspricht λ bei 

 einer diskreten (punktuellen) Kopplung der Kontaktkraft P 

 der Kopplung entlang einer Linie der Kontakt-Linienlast p 

 einer Kontaktfläche der Kontaktspannung σ. 

Die Orientierung von λ ergibt sich aus der Nebenbedingung. Ist die zu λ gehörige Koordinate mit 
positivem (negativem) Vorzeichen in der Nebenbedingung enthalten, so ist λ in Richtung (entgegen-
gesetzt zu) der Koordinate orientiert (s. Beispiel). 

Bei kontinuierlichem Kontakt gilt die Nebenbedingungen entlang der Kontaktoberfläche Γk. Die Ne-
benbedingung wird in ihrer schwachen Form formuliert, um konsistent zur gewählten Schreibweise 
zu bleiben. 

Solange die Nebenbedingung erfüllt ist, gilt: 

 0
k

dg  und damit   0
1

0

 


t

t

dtdgλδ
k

 (3.2) 

mit    0
1

0

1

0

1

0

    


t

t

t

t

t

t

dtdgδλdtdgδλdtdgλδ
kkk

. (3.3) 

Der erste Anteil liefert die Beiträge der Kontaktkraft zum Kräftegleichgewicht. Der zweite Anteil ergibt 
die Nebenbedingung g. 

Wird (3.2) zu (3.1) hinzuaddiert (Null darf ja immer hinzuaddiert werden) so erhält man die „verallge-
meinerten Hamiltonschen Gleichungen“ erweitert um die Lagrangeschen Multiplikatoren: 

 0
1

0













 



t

t

a,virt,ti,virt,tta,virt,hi,virt,hh dtdgδλdgδλWWTδWWTδ
kk

. (3.4) 

(3.4) kann dann wiederum in Anteile der generalisierten Koordinaten und der Lagrangeschen Multipli-
katoren aufgespalten werden, welche unabhängig voneinander variiert werden können. Dabei ist zu 
beachten, dass für das Teilsystem keine redundanten Koordinaten und analog dazu auch keine überzäh-
ligen Nebenbedingungen verwendet werden.  

Bei mehreren Kontaktbedingungen wird analog dazu vorgegangen. 
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Die entsprechenden Eulerschen Gleichungen lauten für die nh Freiheitsgrade qh des Hauptsystems, 
die nt Freiheitsgrade qt des Teilsystems und nl Nebenbedingungen gl (l=1, 2,…, nl) : 
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 0lg  ln,,,l 21 .  

Aus dieser Gleichung ist die Orientierung von λl ersichtlich. Um eine konsistente Formulierung zu er-
halten, muss λl einen positiven Arbeitsbeitrag erbringen. λl wirkt in Richtung von (entgegengesetzt zu) 
qh, wenn qh mit positivem (negativem) Vorzeichen in gl enthalten ist.  

Wird (3.5) mit -1 multipliziert so ergibt sich schließlich: 
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 hn,,,h 21  (3.6) 
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 0lg  ln,,,l 21 .  

Die Variation δλ·gl ergibt dabei formal wiederum die Nebenbedingung gl. gl ist hier in den jeweiligen 
Kontaktpunkten l,k  definiert. 

Beispiel: Zwei gekoppelte Massen, die untere ist auf einem viskosen Dämpfer gelagert. 

 

Abbildung 3.2: Beispiel: gekoppeltes System 
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3.2.1.1.2 Nichtholonome Nebenbedingungen 

Im Falle nichtholonomer Nebenbedingungen kann keine allgemeingültige Strategie angegeben werden. 
Enthält die Beschreibung des Systems l nichtholonome Nebenbedingungen der Form 

 0 
th n

t
ttl

n

h
hhl qaqa   ln,,,l 21  (3.7) 

lauten die Eulerschen Gleichungen wiederum für diskretisierte Systeme mit diskreten Kontaktpunkten: 
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3.2.1.2 Wertung des Verfahrens 

Beim Verfahren der Lagrange Multiplikatoren werden die Nebenbedingungen in das Gleichungssystem 
mit eingebracht. Die Nebenbedingungen werden damit exakt erfüllt.  

 

Abbildung 3.3: Kopplung über Lagrange Multiplikatoren  

Dabei tritt als zusätzlicher Freiheitsgrad die Kontaktkraft P im Gleichungssystem auf. Damit werden die 
Kontaktkräfte direkt aus der Lösung des Gleichungssystems berechnet und bedürfen keiner Nachlauf-
rechnung. Dadurch erhöht sich allerdings die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamtsystems auf: 
nges = nh + nt + nl (nh = Anzahl der Freiheitsgrade Hauptsystem, nt = Anzahl der Freiheitsgrade Teil-
system, nl = Anzahl der Nebenbedingungen).  

Es entsteht ein hybrides Gleichungssystem, das sowohl Verschiebungsgrößen als auch die Kontaktkräf-
te enthält. Da diese stark unterschiedliche Werte annehmen, empfiehlt es sich die Kontaktkräfte über 
einen Skalierungsfaktor ins Gleichungssystem einzubringen, um ein gut konditioniertes Gleichungssys-
tem zu erhalten. Die Größe des Skalierungsfaktors kann nach dem Verhältniswert von Größe der Kon-
taktkraft/Amplitude auftretender Verschiebungen gewählt werden. Zur Lösung der Gleichungen wer-
den aufgrund der Nullelemente auf der Diagonalen spezielle Verfahren wie die Pivot-Suche benötigt. 
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Das entstehende hybride Gleichungssystem wird im mathematischen Sinn als differentiell-algebraisches 
Gleichungssystem charakterisiert, da es sich aus den Differentialgleichungen der Systeme und den al-
gebraischen Nebenbedingungen (Gleichungen, welche keine Ableitungen enthalten) zusammensetzt.  

3.2.2 Kopplung über nichtkonservative Kräfte 

Schwierigkeiten bei der Beschreibung der Kopplung ergeben sich dann, wenn die Nebenbedingungen 
weder holonom noch in der speziellen nichtholonomen Form (3.7) vorliegen. Dies ist z.B. bei der Rege-
lungsnebenbedingung (Kapitel 8) der Fall. Hier sind in der Nebenbedingung die Lagekoordinaten und 
gleichzeitig Ableitungen davon enthalten (        tsktsktPktP rssrdynrPdyn  

 ). 

Die Ankopplung gelingt jedoch problemlos über das Hamiltonsche Prinzip wenn in der Nebenbedin-
gung die Koppelkraft explizit enthalten ist. Die Arbeit der (nichtkonservativen) Kraft wird zusätzlich 
zum Potential von Teil- und Hauptsystem berücksichtigt. Die Bestimmungsgleichung der Kraft P 
ergibt die noch fehlende Gleichung.  

 

Abbildung 3.4: Kopplung über nichtkonservative Kräfte  

Das Verfahren ist analog dem Verfahren der Lagrangeschen Multiplikatoren und erweitert dieses.  

3.2.3 Penalty - Verfahren 

Das Penalty - Verfahren kann hier anschaulich als Einführen einer Feder zwischen den Kontaktpunk-
ten gedeutet werden. Wird die Nebenbedingung verletzt, so wird die Feder aktiviert und erzeugt einen 
rückstellenden Straf- (penalty-) Term. 

Die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen (3.4) erweitern sich um den Penalty - Term (Penalty 
Faktor ε): 
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Abbildung 3.5: Kopplung über das Penalty Verfahren  

   0
1

0


t

t

a,virt,ti,virt,tta,virt,hi,virt,hh dtδWWTδWWTδ  (3.10) 

Die Qualität der Lösung hängt von der Größe des Penalty - Faktors ab. Bei einem unendlich großen 
Penalty - Faktor (unendlich steife Feder) wird die Nebenbedingung richtig abgebildet. Je kleiner der 
Penalty - Faktor gewählt wird, umso schlechter wird die Nebenbedingung erfüllt und die Qualität der 
Lösung reduziert sich. Der Penalty Term versucht ja lediglich eine verletzte Nebenbedingung wieder 
richtig zu stellen.  

Die Penalty Faktoren führen zu zusätzlichen Einträgen in der Steifigkeitsmatrix. Hohe Penalty Faktoren 
führen zu einer schlechten Konditionierung des Gleichungssystems. Der Penalty – Faktor darf daher 
nicht zu groß gewählt werden. Damit müssen aber auch Fehler bei der Nebenbedingung in Kauf ge-
nommen werden. Die Wahl des Penalty - Faktors ist also schwierig.  

Für die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamtsystems gilt: nges = nh +nt. 

Bei Verwendung zeitvarianter Koeffizienten (vgl. Lagrange Multiplikatoren) kann die Relativbewegung 
zweier Modelle abgebildet werden. 

3.2.4 Augmented Lagrange Verfahren 

Das Augmented Lagrange Verfahren ist eine Kombination aus den Lagrange Multiplikatoren und dem 
Penalty – Verfahren. Die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen (3.4) erweitern sich um die 
Lagrange Multiplikatoren und den Penalty - Term (Penalty Faktor ε): 

 

Abbildung 3.6: Kopplung über das Augmented Lagrange Verfahren  
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Die Bestimmung der Lagrange Multiplikatoren erfolgt iterativ über zwei Schritte. Zunächst werden die 
Lagrange Multiplikatoren geschätzt. In einem ersten Schritt wird das Gleichgewicht aus (3.11) bestimmt, 
wobei die Lagrange Multiplikatoren unverändert bleiben. Damit wird der Wert von g berechnet. Dies 
entspricht der Vorgehensweise des Penalty – Verfahrens, wenn die Lagrange Multiplikatoren als äußere 
Last betrachtet werden.  

Mit dem so berechneten Wert von g werden in einem zweiten Schritt die Lagrange Multiplikatoren ver-
bessert: Die berechnete Verschiebung g wird auf die Lagrange Multiplikatoren übertragen. 

 gελλ ii 1  (3.12) 

Mit den verbesserten Lagrange Multiplikatoren wird dann wiederum der neue Wert für g berechnet. 
Dies wird so lange fortgesetzt, bis die Zwangsbedingung g innerhalb einer sehr kleinen Toleranz erfüllt 
ist. 

Für die Anzahl Freiheitsgrade des Gesamtsystems ist wie beim Penalty - Verfahren: nges = nh +nt. Die 
Zwangsbedingung wird nun besser erfüllt. Durch die iterative Vorgehensweise kann auch mit kleineren 
Penalty – Faktoren ε gerechnet werden. Das Gleichungssystem ist numerisch ohne besondere Schwie-
rigkeiten zu lösen, wobei auch die Koppelkräfte bestimmt werden. Die Relativbewegung kann wiede-
rum durch zeitvariante Koeffizienten realisiert werden. 

Nachteilig ist hier, dass zu Lösung mehrere Iterationsschleifen vonnöten sind, wodurch das Verfahren 
sehr aufwändig wird.  

3.2.5 Transformation auf Minimalkoordinaten 

Die Nebenbedingungen g verknüpfen die unbekannten Freiheitsgrade der Modelle an der Koppelstelle. 
Lassen sich die Koppelfreiheitsgrade eines Modells durch diejenigen des anderen Modells ersetzen, so 
kann die Nebenbedingung „direkt“ in das Gleichungssystem eingebracht werden. Jede Nebenbedin-
gung ermöglicht die Reduktion um einen Freiheitsgrad. Die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert sich um 
die Anzahl Nebenbedingungen: nges = nh + nt - nl. Dieses Vorgehen kann in Form einer Transformati-
on durchgeführt werden.  

 

Abbildung 3.7: Transformation auf Minimalkoordinaten  
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Bei diesem Verfahren werden die Nebenbedingungen exakt erfüllt. Bei der numerischen Lösung treten 
keine besonderen Schwierigkeiten wie bei den oben genannten Verfahren auf. 

Nachteilig ist lediglich die durchzuführende Transformation. Ändern sich die Koppelpunkte wie bei der 
Relativbewegung von Modellen fortlaufend, muss die Transformation in jedem Zeitschritt neu durchge-
führt werden.  

3.3 Wahl des Verfahrens 

In dieser Arbeit wird die Kopplung über Lagrangesche Multiplikatoren bzw. die Ankopplung über 
nichtkonservative Kräfte verwendet. Diese Vorgehensweise hat folgende Vorteile: 

 die Nebenbedingung wird richtig erfasst. 

 es können sowohl holonome wie spezielle Arten nichtholonomer Nebenbedingungen 
behandelt werden. Die Ankopplung über nichtholonome Nebenbedingungen, welche 
die Kontaktkraft explizit enthalten, kann über nichtkonservative Kräfte erfolgen. 

 die Bewegungsgleichungen können in beiden Fällen mit einem einheitlichen Verfahren 
(„verallgemeinerte Hamiltonsche Prinzip“)für beliebige gekoppelte strukturdynami-
sche Probleme aufgestellt werden. 

 das Gleichungssystem kann ohne vorherige Transformation integriert werden. 

 eine Iteration über die Nebenbedingung ist nicht erforderlich 

Die Vorgehensweise ist im nächsten Abschnitt (3.4) zusammengefasst. 

Bei der Zeitintegration treten jedoch Schwierigkeiten auf, die in Kapitel 5 analysiert werden. Auf Basis 
der dabei gewonnenen Erkenntnisse werden in Kapitel 6 Zeitintegrationsverfahren für strukturdynami-
sche Systeme vorgeschlagen. 

3.4 Beschreibung gekoppelter Systeme über das „Verallge-
meinerte Hamiltonsche Prinzip“  

Die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen gekoppelter Systeme lauten (3.4): 
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Die starke Form der Differentialgleichung bezüglich der Zeit wird über eine partielle Integration nach 
der Zeit erhalten. Auf diese Differentialgleichung können Näherungstechniken12 angewandt werden. 
Außerdem ist es möglich die Differentialgleichung der Bewegung in ihrer starken Form bezüglich des 
Ortes durch partielle Integration nach dem Ort und Anwendung der Grundprinzipien der Variations-
rechnung zu entwickeln. Daraus können analytische Lösungen entwickelt werden, alternativ können 
Integraltransformationstechniken angewandt werden. 

Diese Strategie hat den Vorteil, dass damit auch die Kopplung von Systemen, welche mit unterschiedli-
chen Methoden beschrieben sind, konsistent formuliert werden kann. Die Vorgehensweise ist in der 
folgenden Skizze dargestellt:  

 

Abbildung 3.8: Formulierung der Bewegungsgleichungen aus der Variationsformulierung 

 

 

                                                 

12 Für die Methode der Finiten Elemente werden für qi und δqi  abschnittsweise Ansatzfunktionen definiert, welche die 
geometrischen Randbedingungen erfüllen. Bei der Methode der Randelemente erfolgt zunächst eine partielle Integration. 
Als Wichtungsfunktionen werden Fundamentallösungen verwendet. 
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Bei der Formulierung gekoppelter Probleme ist es nicht erforderlich alle Systeme über das verallgemei-
nerte Hamiltonsche Prinzip (3.4) zu beschreiben. Genauso gut kann mit einer anderen Beschreibung 
begonnen werden, solange die Vorgehensweise konsistent ist. So ist es bei analytischen Lösungen sicher 
einfacher bei der Differentialgleichung des Systems anstatt bei der Variation des Potentials zu beginnen. 
In dieser Arbeit werden die verallgemeinerten Hamiltonschen Gleichungen nur deswegen an den An-
fang gestellt, um zu einer einheitlichen Darstellung zu gelangen. 

Die entstehenden Gleichungssysteme setzen sich nun aus (partiellen) Differentialgleichungen und den 
algebraischen13 Nebenbedingungen zusammen. Damit ergibt sich ein System (partieller) differential-
algebraischer Gleichungen (P)DAE. Derartige Systeme bereiten bei der Zeitintegration besondere 
Schwierigkeiten. Dies wird im nächsten Abschnitt diskutiert 

Bei den hier betrachteten Problemen der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion besitzen die Fahrzeuge diskre-
te Aufstandspunkte. Damit ist die Kopplung eines diskreten Koppelpunktes mit einer kontinuierlichen 
Struktur zu beschreiben. Bei kontinuierlich gekoppelten Systemen erfolgt die Integration entlang des 
Randes über λ·δg anhand der Diskretisierung der Lagrange Multiplikatoren eines Körpers. Dieser Kör-
per wird als „Master“-Körper bezeichnet.  

3.5 Mathematische Wertung  

Die entstehenden Gleichungssysteme enthalten neben den Differentialgleichungen zusätzlich die algeb-
raischen Gleichungen der Nebenbedingungen. Für algebraische Gleichungen ist in diesem Sinne kenn-
zeichnend, dass sie keine Ableitungen der Freiheitsgrade enthalten. Das entstehende Gleichungssystem 
wird als „algebraische Differentialgleichungen“ (differential algebraic equations, DAE) charakterisiert. 
Einen Überblick über mathematische Grundlagen von DAE geben [Brenan, Campbell, Petzold 1989].  

Im Folgenden erfolgt eine Zusammenstellung der wichtigsten Grundlagen mechanischer DAE. Eine 
ausführlichere Darstellung wird in [Lutzenberger 2002] gegeben.  

DAE, bei denen ein Teil der Gleichungen in seiner expliziten14 Form und der andere Teil in seiner im-
pliziten15 Form angegeben wird, bezeichnet man als semi-explizite DAE. Die algebraischen Gleichun-
gen sind hier nicht explizit formulierbar, da sie keine Ableitungen der Lagekoordinaten enthalten: 

 λqGqqfqM )(),( T   (3.13) 

  )(qg0   

 

                                                 

13 Gleichungen, welche keine Ableitungen enthalten 

14 Bezeichnung der Darstellung einer Funktion über  xn=f(x1,…,xn-i)  

15 Bezeichnung der Darstellung einer Funktion über  F(x1,…,xni)=0 
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mit M = Massenmatrix (positiv semidefinit), f  = Vektor aller innerhalb des Systems wirkenden, oder 

von außen auf das System aufgebrachten Kräfte mit Ausnahme der Lagrangeschen Multiplikatoren, 
q  = Vektor der unbekannten Lagekoordinaten der Systeme , λ  =Lagrangesche Multiplikatoren‚ G T 

= Matrix der Zwangskräfte und )(qg  = Zwangsbedingungen des Systems. 

Die Zeitintegration von DAE ist schwieriger als die gewöhnlicher Differentialgleichungen (Kapitel 5). 
Sie kann infolge schlecht konditionierter linearer Gleichungssysteme zu großen numerischen Schwierig-
keiten führen. Unbedingt stabile Zeitintegrationsverfahren können instabil werden [Eich, Führer 1995]. 
Deswegen können klassische Lösungsmethoden nur für bestimmte Typen von DAE verwendet wer-
den.  

3.5.1 Index  

Das grundlegende Konzept zum Verständnis von DAE ist deren Index. Dabei wird zwischen mehreren 
Arten des Index unterschieden, die wichtigsten sind der Differentiationsindex und der Störungsindex.  

Der Differentiationsindex eines algebraischen Differentialgleichungssystems dient als ein qualitatives 
Maß für den Unterschied einer DAE zu einer DGL und ist damit ein Maß für die Schwierigkeiten, die 
bei der numerischen Lösung des algebraischen Differentialgleichungssystems zu erwarten sind [Arnold 
2001].  

Die Grundidee der Definition des Differentiationsindex ist die Überführung des algebraischen Diffe-
rentialgleichungssystems in ein System gewöhnlicher Gleichungen. 

Definition 3.1: Die minimale Anzahl an Differentiationen der Gleichung (3.13) oder eines Teils davon, die nötig 
sind, um Gleichung (3.13) durch algebraische Umformungen in ein explizites gewöhnliches Gleichungssystem zu über-
führen, entspricht dem Differentiationsindex di . 

Bei semi-expliziten DAE vereinfacht sich die Indexbestimmung. Hier genügt es, den algebraischen Teil 
zu differenzieren. 

Während der numerischen Lösung von Anfangswertproblemen entstehen infolge der Diskretisierung 
des numerischen Verfahrens sog. Diskretisierungsfehler. Bei der Implementierung in Gleitpunktarith-
metik kommen Rundungsfehler und gegebenenfalls Fehler durch Abbruch der iterativen Lösung nicht-
linearer Gleichungen hinzu [Arnold 1998]. Der Störungsindex pi misst die Sensitivität der Lösung z(t) 
der DAE gegenüber diesen unvermeidlichen Störungen im algebraischen Differentialgleichungssystem 
sowie gegenüber Störungen in den Anfangswerten (nichtkonsistente Anfangswerte). Damit können die 
während der numerischen Integration einer DAE auftretenden Störungen analysiert werden. 

 

 

 



Kapitel 3   Kopplung von Modellen 31 
_______________________________________________________________________________________________________ 

 

  

 

Definition 3.2: Gleichung (3.13) besitzt längs einer Lösung q(t) auf dem Intervall [t0; te] den Störungsindex pi=k, 
wenn k die kleinste natürliche Zahl ist, so dass für alle Funktionen )t(~q , die einen Defekt δ 

(t))~,~F(t, δqq   

haben, im Intervall [t0; te] die Ungleichung 

    )ξδξδ)(t~)(t(C(t)~(t) maxmax
tξttξt

00

00 

 qqqq  

gilt, solange der Ausdruck auf der rechten Seite hinreichend klein bleibt. C bezeichnet hierbei eine Konstante die nur 
von F und der Länge des Integrationsintervalls abhängig ist. 

Die höchste Ordnung der in der Ungleichung vorkommenden Ableitung des Defektes (t) bestimmt 
den Störungsindex. Der Störungsindex beträgt für gewöhnliche Differentialgleichungen pi=0 [Rentrop, 
Strehmel, Weiner 1996]. In der Regel besitzen bei mechanischen Systemen der Störungsindex und der 
Differentiationsindex den gleichen Wert. 

Der Index kann auch aus der mechanischen Beschaffenheit des Modells an den Kontaktpunkten be-
stimmt werden. Besitzen alle Freiheitsgrade der Kontaktbedingung Massenanteile, so gehen die Be-
schleunigungen aller Freiheitsgrade in die Bestimmungsgleichung des Lagrangeschen Parameters ein. 
Der Index beträgt dann 3. Liegt an mindestens einem Freiheitsgrad der Kontaktbedingung kein Mas-
senelement, dafür aber eine viskoses Dämpfung vor, so geht in die Bestimmungsgleichung des Lagran-
geschen Parameters lediglich die Geschwindigkeit dieses Freiheitsgrades ein. Dies bewirkt einen Index 
von 2. Fehlt auch die viskose Dämpfung, so ist der entsprechende Freiheitsgrad nur über die Verschie-
bung und die dazugehörige Steifigkeit am Lagrangeschen Parameter beteiligt. Der Index beträgt nun 1. 

 

Abbildung 3.9: Systeme mit Index 3, 2 und 1 

Bei mehreren Nebenbedingungen ist der maximale Index aller Nebenbedingungen maßgebend für den 
Index des Systems. Mechanische Systeme haben in der Regel einen Index zwischen 1 und 3 [Lutzen-
berger 2002].  
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3.5.2 Indexreduktion 

Durch die Differentiation der Nebenbedingung kann der Index von DAE reduziert werden. Jede Ablei-
tung bewirkt eine Reduktion des Index um 1. Durch eine Differentiation der (Verschiebungs-) Neben-
bedingung ergibt sich eine Geschwindigkeitsnebenbedingung. Der Index reduziert sich um 1. Nach 
einer weiteren Differentiation der Nebenbedingung ergibt sich diese auf Beschleunigungsebene. Der 
Index reduziert sich um 2. Die DAE mit Index 0, welche sich aus der entsprechenden Anzahl an Diffe-
rentiationen ergibt, wird auch „zugrunde liegende Differentialgleichung“ genannt. 

Bei der Zeitintegration der indexreduzierten DAE wird anstatt der Lagebedingung nun die Geschwin-
digkeits- (Beschleunigungs-) Nebenbedingung eingehalten. Die Lagebedingungen werden jedoch nicht 
mehr exakt erfüllt, da während des Integrationsprozesses Rundungs- und Abbruchfehler auftreten. In 
jedem Zeitschritt kommen so Abweichungen von der Solllage hinzu. Diese wachsen im Lauf der In-
tegration an. Dieser Effekt wird Abdriften der Lösung („drift-off Effekt“) genannt. 

 

Abbildung 3.10: Abdriften der Pendelaufhängung von der Ausgangslage  
aus: [Eich-Soellner, Führer 1998] 

3.5.3 Konsistenz der Anfangswerte der DAE 

Die Lösung q(t) der DAE (3.13) erfordert, dass die durch die Lagerung vorgegebenen Zwangsbedin-
gungen erfüllt sind: 
 0(t))( qg . (3.14) 

Eine Index 3 DAE kann durch ein- bzw. zweimalige Differentiation nach der Zeit in eine Formulierung 
mit dem Index 2 bzw. Index 1 überführt werden. Durch dreimalige Differentiation ergibt sich die „zu-
grundeliegende“ gewöhnliche Differentialgleichung. Die Index 1, Index 2, Index 3 Formulierungen des 
zugrundeliegenden mechanischen Systems sind dabei mathematisch äquivalent. Das bedeutet, dass für 
einen konsistenten Anfangswert q(t0) die Lösung q(t) der zugrundeliegenden Differentialgleichung auf 
den durch die Lage-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsnebenbedingungen definierten Mannigfal-
tigkeiten liegt. Die beiden letzteren Nebenbedingungen werden auch „versteckte“ Nebenbedingungen 
genannt, da sie in der Formulierung des Index 3 Systems nicht explizit auftreten [Rentrop, Strehmel, 
Weiner 1996]. Damit sind folgende Zwangsbedingungen zu erfüllen: 
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Definition 3.2: Konsistente Anfangswerte 

Anfangswerte ),,( 000
λqq   für die Bewegungsgleichung (3.13) heißen konsistent mit den Bewegungsgleichungen, wenn 

sie die Anfangsbedingungen 
auf Lageebene 0(t))( qg   

auf Geschwindigkeitsebene 0(t))(
dt

d
qg  

und auf Beschleunigungsebene 0(t))(
dt

d
2

2

qg  erfüllen. 

Inkonsistente Anfangsbedingungen bringen eine Anfangsstörung in das Gleichungssystem ein. 

3.5.4 Lösbarkeit der DAE 

Damit eine DAE analytisch lösbar ist, müssen mehrere Voraussetzungen erfüllt sein. Vgl. [Arnold 
2001]. 

Satz 3.1: Gegeben seien stetige Funktionen f:  nq   nq   nq , M:  nq   nq   nq und  
g:  nq   n, für die gilt: 

a) g(q) ist (di-1)-mal stetig differenzierbar, 

b) M(q) ist für beliebige q  nq symmetrisch, positiv semi-definit und auf dem Nullraum von G(q) positiv definit. 

c) 
q

qg
q

d

)(d
:)( G  hat für beliebige q   nq Vollrang, 

d) f, M und gqq sind global Lipschitz-stetig bezüglich q. 

Wenn die Anfangswerte q0 , v0 ,0 konsistent mit den Bewegungsgleichungen sind, dann hat das Anfangswertproblem 
(3.13) mit den Anfangswerten q(0) =q0 , v(0) =v0 ,  (0) =0 eine eindeutig bestimmte Lösung auf [0,T]. 

3.6 Zusammenfassung 

In diesem Kapitel wurden Strategien zur Kopplung von Modellen diskutiert. Dabei erweist sich die 
Kopplung über Lagrangesche Multiplikatoren als geeignete Vorgehensweise. Die Bewegungsgleichun-
gen gekoppelter strukturdynamischer Probleme können einheitlich über des „verallgemeinerte Hamil-
tonsche Prinzip“ beschrieben werden. Die entstehenden Bewegungsgleichungen sind dann jedoch i.d.R. 
keine (partiellen) Differentialgleichungen mehr, sondern (partielle) algebraische Differentialgleichungen. 
Zu deren Lösung sind spezielle Voraussetzungen zu beachten.  

Die Problematik der Zeitintegration dieser Systeme wird in den folgenden Kapiteln 5 und 6 untersucht. 
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4 Beschreibung der Fahrzeug - Fahrweg    
Interaktion (Relativbewegung von       
Modellen) 

4.1 Nebenbedingungen für Fahrzeug – Fahrweg 
 Interaktion 

In der vorliegenden Arbeit wird die Kopplung mit folgenden Annahmen betrachtet 

 Es wird die Kopplung eines diskreten Koppelpunkts des Fahrzeuges mit der kontinu-
ierlichen Struktur des Fahrwegs untersucht. 

 

 Das Fahrzeug bewegt sich auf einer vorgegebenen Bahn mit festgelegter Geschwin-
digkeit v. 

 Es wird die Kopplung entlang der Oberfläche des Fahrwegs betrachtet (eine vollstän-
dige Kopplung im Raum kann durch analoges Einführen der z-Koordinate realisiert 
werden). 

Im Weiteren werden alle Bezugnahmen auf das Fahrzeug mit dem Index i, diejenigen zum Fahrweg 
mit dem Index j gekennzeichnet. Zur Unterscheidung, welche Freiheitsgrade iz  des Fahrzeugs mit 
dem Fahrweg in Kontakt sind, werden neue Bezeichnungen eingeführt. Die nzk (Kontakt-) Frei-
heitsgrade kz  des Fahrzeugs haben Kontakt zum Fahrweg, die restlichen nzs (System-) Freiheits-
grade sz  des Fahrzeugs haben keinen Kontakt zum Fahrweg. Dabei gilt natürlich: ni=nzk+nzs. Ana-
loges gilt für die Fahrwegfreiheitsgrade iw . Die nwk (Kontakt-)Freiheitsgrade kw  des Fahrwegs 
kommen während der Überfahrt in Kontakt mit dem Fahrzeug, die nws (System-) Freiheitsgrade 

sw  des Fahrwegs haben keinen Kontakt zum Fahrzeug. Hier gilt: nj = nwk + nws.  
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Abbildung 4.1: verwendete Bezeichnungen bei der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion 

Die Nebenbedingungen werden für die Koppelpunkte des Fahrzeugs aufgestellt. Damit existieren 
nzk Nebenbedingungen für die nzk Kontaktpunkte des Fahrzeugs (nzk=nl) und auch nzk Kontakt-
kräfte. Während der Relativbewegung kommen die Kontaktpunkte des Fahrzeugs mit unterschied-
lich vielen Kontaktfreiheitsgraden des Fahrwegs in Berührung. Die Position des Koppelpunktes 
wird über (xzk/ yzk) beschrieben. 

Die Kopplung beider Modelle erfolgt über die Nebenbedingung: 

 )t,y,x(w)t(z zkzkzk    (4.1) 

 

Abbildung 4.2: Durchsenkung des Fahrwegs 

Die Ortskoordinaten xzk und yzk des Fahrzeugs sind dabei von der Fahrgeschwindigkeit und der 
Zeit abhängig. Für eine konstante Fahrgeschwindigkeit in x- und y- Richtung vx, vy gilt: 

 0,kxzk xtv)t(x  ,  0,kyzk ytv)t(y    (4.2) 

 

und damit für die Durchsenkung des Fahrzeugaufstandspunktes 
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 )),,(),,(()( ttvytvxwtz yzkxzkk  .  (4.3) 

Ist die Oberfläche der Fahrbahn diskretisiert, so kann die Diskretisierung auf die Nebenbedingung 
übertragen werden: 

  



wkn

wk
kzkzkwkzk twtytxAtz

1

)()(),()( . (4.4) 

Awk= Ansatzfunktion für die Diskretisierung des Fahrwegs. 

Dabei wird über alle Freiheitsgrade wk summiert (jeweils Verdrehfreiheitsgrade und Verschiebungs-
freiheitsgrade), deren Einflussfläche die Bahn des Kontaktpunktes zk schneidet. 

Richtiger wäre hier anstatt der Ansatzfunktion Awk die Einflussfunktion für die entsprechende Kno-
tenschnittgröße zu verwenden. Die ist nach dem Prinzip von Müller - Breslau identisch mit der 
Einflussfunktion der Durchsenkung infolge einer Knotenweggröße. Da die genauen Einflussfunk-
tionen nicht immer bekannt sind, empfiehlt es sich die bereits zur Diskretisierung der Oberfläche 
verwendeten Ansatzfunktionen zu verwenden. Die Beschreibung ist dann konsistent. 

Die Berechnung der Durchsenkung des Fahrzeugaufstandpunktes nach (4.4) wird genauer, wenn 
die zusätzliche Durchsenkung wk,d infolge der Belastung im Inneren des Elements berücksichtigt 
wird. Diese entspricht der Durchsenkung an einem volleingespannten Element. Dies soll an einem 
zweidimensionalen Euler-Bernoulli Balkenelement verdeutlicht werden: 

 

Abbildung 4.3: Durchsenkung aus direkter Belastung 

Diese Durchsenkung lautet: 
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Die Nichtberücksichtigung von wk,d kann bei konstanter Elementierung des Fahrwegs eine harmo-
nische Anregung des Fahrzeugs verursachen und damit das Ergebnis verfälschen. 

xzk 

l 

Pzk (=λzk)

wk,d 
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Daneben tragen auch die auftretenden Trägheitskräfte zu einer zusätzlichen Verformung wk,a bei. 
Dieser Anteil ist jedoch gering und kann i.d.R. vernachlässigt werden. 

Eine Rauheit r der Fahrbahn unter dem k-ten Kontaktpunkt rk(t) kann einfach in die Nebenbedin-
gung integriert werden. Die Nebenbedingung g lautet dann: 
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Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den erweiterten Hamiltonschen Gleichungen 
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und (4.6). 

Unter Verwendung der Eulerschen Gleichungen ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu: 
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5 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration dif-
ferentiell-algebraischer strukturdynami-
scher Systeme 

5.1 Überblick, Zieldefinition 

In diesem Kapitel wird die Zeitintegration von strukturdynamischen Systemen untersucht. Struk-
turdynamische Systeme unterscheiden sich in ihrer Charakteristik von anderen dynamischen Syste-
men wie z.B. Mehrkörpersystemen. Ihre Zeitintegration erfordert Verfahren, die auf ihre speziellen 
Eigenheiten zugeschnitten sind (Kapitel 5.2). 

Auch die Zeitintegration differentiell-algebraischer Systeme bereitet größere Probleme im Vergleich 
zu gewöhnlichen Differentialgleichungen. Es können sowohl Störungen in den Berechnungsergeb-
nisse wie auch Instabilitäten auftreten. 

Beispiel: 

Die Zeitintegration des dargestellten Einmassenschwingers in seiner differentiell-algebraischen Formulierung mit dem 
Newmark -  Verfahren (=¼, =½) zeigt einen (schwach) instabilen und von Störungen überlagerten Verlauf 
der dynamischen Radlast P. Dies ist erstaunlich, da das Newmark- Verfahren (=¼, =½) für gewöhnliche 
Differentialgleichungen unbedingt stabil ist. 

 

Abbildung 5.1: Einmassenschwinger unter Anregung r(t) und berechnete dynamische Radlast P 
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In diesem Kapitel wird zunächst die Stabilität der Zeitintegration mit dem Ziel, Stabilitätskriterien 
herzuleiten, untersucht. Darüber hinaus sollen die bei der Zeitintegration auftretenden Effekte wie 
die hochfrequenten Störungen sowie die Wirkung der Indexreduktion geklärt werden. Dies wird für 
Systeme mit Index 3, 2 und 1 durchgeführt. 

Bei Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen kann aufgrund deren modaler Entkoppelbar-
keit die Stabilitätsanalyse an einem Einmassenschwinger durchgeführt werden. Im Gegensatz dazu 
sind differentiell-algebraische Gleichungssysteme praktisch nicht mehr über die reellen Eigenwerte 
modal entkoppelbar [Lutzenberger 2002]. Mögliche Entkopplungen über eine Transformations-
matrix [Cardona, Géradin 1989], [Farhat, Crivelli, Geradin 1995] und [Lutzenberger 2002] sind nur 
auf ungedämpfte Systeme anwendbar. Um Stabilitätskriterien für DAE herzuleiten wird deshalb in 
diesem Kapitel ein anderer Weg beschritten. Es wird eine matrizielle Darstellung differentiell - al-
gebraischer Systeme mit Nebenbedingungen am Systemrand verwendet (Kapitel 5.3.1). Das Vorge-
hen bei der Stabilitätsanalyse wird im Kapitel 5.3.2 gezeigt. 

Die Analyse der Zeitintegration eines differentiell algebraischen Systems mit Nebenbedingungen 
am Systemrand erfolgt im Kapitel 5.4. Dabei wird nach dem Index der Systeme unterschieden. 

Systeme mit Nebenbedingungen im Inneren (gekoppelte Systeme) haben eine andere Struktur des 
Gleichungssystems. Dies wird in Kapitel 5.5 untersucht. 

5.2 Strukturdynamische Integrationsverfahren 

5.2.1 Allgemeine Anforderungen 

Als strukturdynamische Systeme werden alle Systeme bezeichnet, bei denen die Ermittlung der 
Spannungen und der Deformationen (dynamische Antwort) infolge beliebiger dynamischer Lasten 
im Vordergrund steht. 

Strukturdynamische Systeme besitzen im Allgemeinen sehr viele Freiheitsgrade, weswegen der nu-
merische Aufwand zur Lösung naturgemäß hoch ist. Die Beschreibung und Lösung ortsdiskreter 
Systeme erfolgt i.d.R. über Differentialgleichungen 2. Ordnung. Wird die Differentialgleichung 2. 
Ordnung auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung transformiert, so verdoppelt sich die Anzahl 
der Unbekannten und der Aufwand zur numerischen Lösung steigt stark an. Integrationsverfahren, 
welche die Differentialgleichung zweiter Ordnung integrieren, sind deshalb zu bevorzugen. 

Implizite Gleichungen bedingen einen höheren Lösungsaufwand als explizite Gleichungen. Nach 
dem Theorem von Dahlquist sind nur implizite Zeitintegrationsverfahren in der Klasse der linearen 
Mehrschrittverfahren unbedingt stabil. Im Gleichungssystem sollte kein weiterer Satz impliziter 
Gleichungen mehr vorhanden sein, da dieser den Aufwand wegen des erforderlichen Zwischen-
speicherns sowie der notwendigen Matrizenoperationen erhöhen würde. 

 



Kapitel 5 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration differentiell-algebraischer strukturdynamischer Systeme 40 
_______________________________________________________________________________________________________ 

  

 

 

Oft sind die Charakteristiken der Struktur unbekannt oder nicht genau bestimmbar. So kann der E-
Modul der Betonfahrbahn einer Brücke in einem breiten Bereich streuen. Auch kann er über die 
Länge der Fahrbahn variieren. Dies bedeutet dass mit Unsicherheiten behaftete Parameter anstatt 
der genauen Werte (solange keine stochastischen Verfahren zum Einsatz kommen [Gehrmann 
2001]) verwendet werden müssen. Daneben sind strukturelle Details oft unbekannt. Auch sind die 
hohen Eigenwerte oft physikalisch nicht richtig abbildbar (z.B. bei einer FE - Diskretisierung, bei 
der hohe Eigenformen über das gewählte Raster nicht mehr richtig abgebildet werden können). 
Diese Faktoren begrenzen die Berechnungsgenauigkeit stark. 

Seitens der Berechnungsmethodik sind Methoden mit der Genauigkeit 2. Ordnung Methoden der 
Genauigkeit 1. Ordnung überlegen. Unbedingt stabile Mehrschrittmethoden mit der Genauigkeit 3. 
Ordnung existieren nach Dahlquist’s Theorem nicht. Deshalb wird die Verwendung von Methoden 
mit der Genauigkeit 2. Ordnung empfohlen. 

Aufgrund der vielen Freiheitsgrade haben diese Systeme Eigenwerte von niedrigen bis hin zu sehr 
hohen Frequenzen. Strukturdynamische Systeme können deshalb als steife Systeme charakterisiert 
werden. Infolge der Modellungenauigkeiten sind speziell die hohen Eigenwerte ungenau berechen-
bar. Auch ist oft nur die Systemantwort im unteren Frequenzbereich von Interesse. Bedingt stabile 
Algorithmen müssen aus Gründen der Stabilität jedoch auf die höchste auftretende Frequenz abge-
stimmt werden, was zu kleinen Zeitschrittgrößen und einem hohen Rechenaufwand führt. Dies 
spricht für die Verwendung von unbedingt stabilen (impliziten) Integrationsverfahren. 

Die Systemantwort im hohen Frequenzbereich kann aufgrund der obigen Gründe nicht mehr ge-
nau berechnet werden. Daneben können zusätzlich hochfrequente Störungen bei nichtlinearen und 
bei differentiell-algebraischen Systemen auftreten. Eine steuerbare Dissipation hoher Frequenzen 
dämpft die unerwünschten Anteile hoher Frequenzen aus der Antwort heraus. 

Bei nicht selbst startenden Verfahren wird ein zusätzliches Verfahren zur Gewinnung der Startwer-
te benötigt. Dies muss ebenfalls analysiert werden, ob es selbst oder in Interaktion mit dem eigent-
lichen Verfahren stabil ist. Daneben erhöht ein zusätzliches Verfahren den Programmieraufwand. 
Da nicht selbst startende Verfahren Werte von mehr als 2 Zeitpunkten benötigen, erhöht dies den 
Aufwand an zwischenzuspeichernden Daten. 

Danach sollte ein Zeitschrittalgorithmus folgende Eigenschaften erfüllen [Hughes 2000]: 

 Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung  

 Maximal ein Satz impliziter Gleichungen je Zeitschritt 

 Genauigkeit 2. Ordnung 

 Unbedingte spektrale Stabilität bei linearen Berechnungen. 

 Steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen 

 Selbst startend, d.h. es wird kein anderes Verfahren zur Gewinnung der Startwerte 
benötigt.  
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5.2.2 Zeitintegrationsverfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen 

Bekannte strukturdynamische Integrationsverfahren sind: Das Generalized -  Verfahren [Chung, 
Hulbert 1993], das Newmark Verfahren [Newmark 1959], das Hilber-Hughes-Taylor- Verfahren 
[Hilber, Hughes, Taylor 1977], das Wood-Bossak-Zienkiewicz- (WBZ-) [Wood, Bossak, Zien-
kiewicz 1980], das Houbolt Verfahren, das Verfahren nach Park und die Wilson- Methode. 

Eine Zusammenstellung strukturdynamischer Integrationsverfahren findet sich in sich [Bathe 1986] 
und [Hughes 2000]. Ein modernes Verfahren mit ausgezeichneten Eigenschaften ist das Generali-
zed -  Verfahren. Es besitzt den zusätzlichen Vorteil, dass mehrere andere Verfahren daraus abge-
leitet werden können. Das Newmark Verfahren z.B. wird über f = m =0 erhalten. 

5.2.2.1 Generalized- Verfahren 

Das Generalized- Verfahren integriert die Bewegungsgleichung 2. Ordnung. Die unbekannten 
Verformungsgrößen zum Zeitpunkt t+t werden unter Annahme eines Beschleunigungsverlaufs 
über eine Gleichgewichtsbetrachtung ermittelt. 

Durch die Wahl eines Beschleunigungsverlaufs )(tw  können die Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen am Ende eines Zeitschritts ( tttt ww  , ) durch die Startwerte am Beginn des Zeit-
schritts ( tt ww , ) und einen integralen Ausdruck ermittelt werden. Das Vorgehen beim  
Generalized- Verfahren ist dabei identisch dem Verfahren nach Newmark: 

 546)(  ttttttt wwwww     (5.1) 

 321)(  ttttttt wwwww     (5.2) 
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Das Gleichgewicht wird innerhalb des Zeitschrittes formuliert. Dabei wird eine Linearkombination 
aus Anfangs- und Endzustand der jeweiligen Größe verwendet. Für die Beschleunigungen wird 
dafür der Faktor m, für die restlichen Größen der Faktor f verwendet: 
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Als einzige Unbekannte verbleibt wt+t. Das Gleichungssystem kann nach wt+t aufgelöst werden: 
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Für das Generalized- Verfahren mit optimalen Eigenschaften (Genauigkeit 2. Ordnung) lautet die 
Stabilitätsbedingung bei der Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen nach [Chung, Hul-
bert 1993]: 
 10    (5.5) 

 entspricht dabei dem spektralen Radius bei unendlich hohen Frequenzen. Die weiteren Parame-
ter ergeben sich aus  zu: 
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Die Stabilitätskriterien des Newmark- Verfahrens sind:  

 5.0  und 2)5.0(25.0    (5.7) 

Anmerkung 1: [Rappolder 2001] untersucht den optimalen spektralen Radius in Abhängigkeit der 
physikalischen Dämpfung. Für strukturdynamische Modelle lassen sich für Δt/T<0.1 mit 
0.62<  <0.82 hervorragende Ergebnisse erzielen. Δt/T<0.1 ergibt sich dabei aus der Forderung, 
dass die größte vorkommende Eigenfrequenz (kleinste Periodendauer T) durch 10 Zeitschritte ab-
getastet wird. Mit  <0.82 (γ =0.6) besitzt Generalized- praktisch keine numerische Dämpfung. 
Die Periodenverlängerung ist minimal und praktisch genau so groß wie bei der Trapezregel (Ver-
fahren mit kleinsten Fehler). Bei physikalisch gedämpften Modellen kann das Generalized- Ver-
fahren sogar genauere Ergebnisse als die Trapezregel liefern. 

Anmerkung 2: Die Stabilitätsüberlegung des Generalized- Verfahrens begründet sich auf Basis 
des spektralen Radius ρ. Dieser entspricht dem maximalen Eigenwert λi der Vergrößerungsmatrix 
A:  i max . Damit ein Zeitintegrationsverfahren unbedingt stabil ist, muss der spektrale 

Radius 1  sein. Im Falle mehrfacher Eigenwerte gilt einschränkend: 1 . 

Die Vergrößerungsmatrix des Generalized- Verfahrens besitzt im ungedämpften Fall die beiden 
komplex konjugierten Eigenwerte iba 2,1  sowie den Eigenwert λ3. Bei freier Verschiebbar-

keit (k=0) gilt für die Periodendauer der Bewegung: T→∞ und damit Ω = Δt/T = 0. In diesem 
Fall lautet die Vergrößerungsmatrix:  

  A= 













1. 1.
0.50 ( ) 1. 

( ) 2. ( ) 1.

0. 1.
0.50 ( ) 1.

 2.

0. 0.
2.  1.

 2.

 (5.8) 

mit den Eigenwerten: λ1, = 1, λ2 = 1 und λ3 = (2ρ∞-1)/(ρ∞-2). Damit liegt für Ω=0 der doppelte 
Eigenwert λ1 = λ2=1 vor. Mit der freien physikalischen Verschiebungsmöglichkeit des Systems 
wird die Zeitintegration (schwach) instabil.   
Für Ω>0 sind die beiden Eigenwerte λ12 komplex konjugiert. Damit treten keine doppelten Eigen-
werte auf. Die Zeitintegration bleibt stabil. Eigenwerte mit T→∞ werden im Folgenden nicht mehr 
betrachtet. 
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5.2.3 Zeitintegrationsverfahren für differentiell-algebraische Systeme 

Die meisten Lösungsverfahren existieren für differentiell-algebraische Systeme 1. Ordnung. Einen 
Überblick über Lösungstechniken geben z.B. [Hairer, Wanner 2002], [Brenan, Campbell, Petzold 
1989] und [Rentrop, Strehmel, Weiner 1996]. Für strukturdynamische Problemstellungen ist die 
direkte Integration der DAE 2. Ordnung aufgrund der hohen Anzahl an Freiheitsgraden vorzuzie-
hen. Eine Transformation auf die DAE 1. Ordnung verdoppelt die Anzahl der Unbekannten und 
erhöht damit den Rechenaufwand beträchtlich. Für DAE 2. Ordnung sind bisher nur wenige Un-
tersuchungen vorhanden: 

[Cardona, Geradin 2000] untersuchen die Zeitintegration ungedämpfter Index 3 Systeme mit dem 
Generalized- Verfahren. Sie zeigen, dass das Verhalten des Algorithmus bei unendlich hohen 
Frequenzen eine entscheidende Rolle für die Qualität der numerischen Lösung spielt und leiten ein 
Stabilitätskriterium für ungedämpfte Systeme her. Bei der Zeitintegration treten die Störungen in 
der Lösung nach wie vor auf. Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass die auftreten-
den Störungen aufgrund der numerischen Dämpfung des Verfahrens abklingen. 

Eine weitere Möglichkeit besteht in der Transformation der algebraischen Differentialgleichung auf 
die zugrunde liegende Differentialgleichung. Unter Verwendung der Nebenbedingung auf Be-
schleunigungsebene kann die algebraische Differentialgleichung auf ihre zugrunde liegende ge-
wöhnliche Differentialgleichung transformiert werden. Hier sind die Lagrangeschen Parameter 
nicht mehr enthalten. Auf die zugrunde liegende Differentialgleichung kann jede numerische Integ-
rationstechnik angewandt werden. Da die Beschleunigungsnebenbedingungen und nicht die La-
genebenbedingungen in die Formulierung eingehen, ergibt sich ein Abdriften der numerischen Lö-
sung. Deshalb wird die numerische Lösung auf die Lagemannigfaltigkeit projiziert. Das sich erge-
bende Gleichungssystem kann über eine Newton-Iteration gelöst werden [Yen, Petzold, Raha 
1996]. 

In [Lutzenberger 2002] werden Stabilitätskriterien für die Zeitintegration ungedämpfter Index 3 
und Index 1 Systeme bei Zeitintegration mit dem Generalized-α Verfahren hergeleitet. Es wird 
gezeigt, dass der Index der DAE durch das Einführen einer steifen, zwischengeschalteten Feder 
auf den Wert 1 reduziert werden kann. Das Abdriften ist dabei minimal. Diese Indexreduktions-
technik und die Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung werden verglichen 
und es wird gezeigt, dass beide sinnvoll für strukturdynamische Probleme angewendet werden 
können. 
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5.3 Vorgehensweise 

5.3.1 Differentiell-algebraische Formulierung 

Im Folgenden wird ein viskos gedämpftes differentiell-algebraischen System mit einer Nebenbe-
dingung am Rand betrachtet. Damit kann die Wirkungsweise dieser Nebenbedingung prinzipiell 
untersucht werden. Die vorgestellten Überlegungen können auf Systeme mit mehreren Nebenbe-
dingungen analog übertragen werden. Für Systeme mit inneren Nebenbedingungen sind weitere 
Überlegungen notwendig. Diese werden in Kapitel 5.5 gezeigt. 

Bei der Formulierung des Systems werden die Freiheitsgrade getrennt. Der Koppelpunkt wird, se-
parat von den übrigen Systemkoordinaten zs, über den Freiheitsgrad zk beschrieben. ma, cu und ku 
bezeichnen die zum Freiheitsgrad zk gehörige skalare Masse, Dämpfung und Steifigkeit. Der Frei-
heitsgrad zk ist über die Vektoren m, c und k an die Freiheitsgrade des Systems zs gekoppelt. M , 
C  und K  bezeichnen die Massenmatrix, die Dämpfungsmatrix und die Steifigkeitsmatrix des dy-
namischen Systems. Der Lagrangesche Parameter λ entspricht der Koppelkraft P. Die angreifenden 
Lasten werden mit F, eine Rauheitsfunktion in der Nebenbedingung mir r bezeichnet. 

Die allgemeine differentiell algebraische Beschreibung lautet wie folgt: 
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 gesgesgesges
PwKwCwM     (5.10) 

Das Gleichungssystem (5.9) enthält matrizielle ( M , C  und K ), vektorielle (c, k und m) und skala-
re (ma , cu ,ku ) Größen. Die folgende Abbildung skizziert das den Untersuchungen zugrunde liegen-
de Modell: 

 
Abbildung 5.2: Differentiell-algebraisches Modell 
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Die Freiheitsgrade haben eine unterschiedliche physikalische Bedeutung. Damit im Gleichungssys-
tem lediglich Verschiebungsgrößen auftreten, wird anstatt der Kraft P die Verschiebung wP = P/kP 
eingeführt. Da die Kraft P und die Verschiebungen zs und zk von stark unterschiedlicher Größen-
ordnung sind, ist es sinnvoll dies durch die Wahl von kP auszugleichen, um so ein gut konditionier-
tes Gleichungssystem zu erhalten. kP kann aus dem Quotient von erwarteter Koppelkraft und den 
Verschiebungen abgeschätzt werden (z.B. kP=1 106 - 1 109). 

Beispiel: Die gewählte Darstellung soll an einem Zweimassenschwinger anschaulich dargestellt werden. Dessen 
Bewegungsdifferentialgleichung lautet: 

 

Abbildung 5.3: dynamisches Modell des Zweimassenschwingers und dessen Differentialgleichung 

Die Einführung der Freiheitsgrade zk für die Fußpunktverschiebung und P für die Koppelkraft 
führt mittels der algebraischen Nebenbedingung (zk =0) auf ein differentiell-algebraisches System.  

 

z2 

mo 

mu 

z1  

ma 

co ko 

cu ku 

zk(t)=r(t)=0 
P 

 

0

































































































































P

z

z

z

kk

kkkk

kk

P

z

z

z

cc

cccc

cc

P

z

z

z

m

m

m

kuu

uuou

uo

kuu

uuou

uo

ka

u

o

2

1

2

1

2

1

0100

10

0

00

0000

00

0

00

0000

000

000

000















  

(5.12) 
Unter Verwendung von M , C  und K , dem Vektor der Systemfreiheits-
grade z und den Vektoren c und k kann (5.12) geschrieben werden als: 
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Abbildung 5.4: Erweiterung des dynamischen Modells in differentiell-algebraischer Formulierung. 
Detaillierte und symbolische Schreibweise 
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5.3.2 Stabilitätsanalyse 

Die Stabilitätsuntersuchung wird anhand des Generalized- Verfahrens durchgeführt. Die Glei-
chung (5.9) wir nun mit dem Generalized- Verfahren diskretisiert und so umgeformt, dass auf der 
linken Gleichungsseite die Zeitschrittgrößen tt X  am Ende des Zeitintervalls und auf der rechten 
Gleichungsseite die Zeitschrittgrößen tX  am Beginn des Zeitintervalls stehen Die Vergrößerungs-
matrix bestimmt dann die Änderung der Größen X von einem Zeitschritt zu nächsten.  

 ttt XAX         




















w

w

w




2t

tX  (5.13) 

Die Stabilität eines Zeitschrittverfahrens kann anhand der Vergrößerungsmatrix A  beurteilt wer-
den. Aus der Vergrößerungsmatrix werden die Eigenwerte bestimmt. Besitzt die Vergrößerungsma-
tix Eigenwerte λi >1, so wächst zumindest ein Teil der Zeitschrittgrößen von Zeitschritt zu Zeit-
schritt an. Das allgemeine Stabilitätskriterium wird über den spektralen Radius  formuliert  

  i max  (5.14) 

Der spektrale Radius  entspricht dem maximalen Betrag aller Eigenwerte λi der Vergrößerungs-
matrix A . Die Zeitintegration wird als stabil bezeichnet, falls gilt: 
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 (5.15) 

Diese Stabilitätsbedingung wird zur Herleitung von Stabilitätskriterien verendet 

Die Interpretation der bei numerischen Berechnungen auftretenden Effekte ist anhand des Genera-
lized- Verfahrens aufgrund der vielen Parameter des Verfahrens schwierig und soll deswegen an-
hand eines einfacheren Verfahrens erfolgen. Das einfachste der aus dem Generalized- Verfahren 
ableitbaren Verfahren ist das Newmark- Verfahren mit =¼ und γ =½. Es wird lediglich über 
zwei Parametern beschrieben, was die Interpretation der Ergebnisse vereinfacht. Da beide Verfah-
ren eng verwandt sind, kann damit auf auftretende Effekte beim Generalized- Verfahren ge-
schlossen werden. 

5.4 Stabilitätsuntersuchung 

Der Index mechanischer Systeme kann 3, 2 oder 1 betragen und kann durch die Differentiation der 
Nebenbedingung, die sog. Indexreduktion, reduziert werden. Deshalb können sechs differentiell - 
algebraische Systeme unterschieden werden: 
 
 
 



Kapitel 5 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration differentiell-algebraischer strukturdynamischer Systeme 47 
_______________________________________________________________________________________________________ 

  

 

 

 Index 3 System, 

 Index 3 System, indexreduziert auf Index 2, 

 Index 3 System, indexreduziert auf Index 1, 

 Index 2 System, 

 Index 2 System, indexreduziert auf Index 1, 

 Index 1 System. 

5.4.1 Index 3 Systeme 

5.4.1.1 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration 

Gleichungssystem (5.10) entspricht bereits einem Index 3 System. Die Diskretisierung ergibt: 
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111 (5.18) 

Die Untersuchung der Stabilität erfolgt anhand der homogenen Differentialgleichung. Zunächst 
werden die Formeln (5.16) - (5.18) umgeformt. 
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Die Vergrößerungsmatrix A  lautet: 

A = 

   

   





































































































 






 











































2

121

)1(

1

2

2

)1(
//

00
1

///

000
2

121

)1(

1

000
2

2

)1(

00000
1

//

////

115114
2

1131716
2

15

615614613676665

2
151413

2
765

112111
2

110313212
2

11

61261161056346261

2
121110

2
321

f

f

f

f

f

TTT

f

TTT

TTT

CtCtCtt

tCCtCtt

tCtCCtt

f

f

tttt

tttt

tttt

CCC

CCC

CCC

000

000

000

000CCCCCC

000CCCCCC

000CCCCCC

III

III

 (5.20) 

Mit: 

1,1

1

1,11
)( wwdtC   

1,1

1

1,12
)( dwwdtC   

1,1

1

1,13
)( ddwwdtC   

)(
)1(

1
1,211,25 wCwdt

k
C

Pf







 

)(
)1(

1
1,221,26 dwCwdt

k
C

Pf







 

)(
)1(

1
1,231,27 ddwCwdt

k
C

Pf







 














 

2,12,1
1

1,110 1
)( wwdtwdtC

f

f




 

2,1
1

1,111 )( dwwdtC   

2,1
1

1,112 )( ddwwdtC   



Kapitel 5 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration differentiell-algebraischer strukturdynamischer Systeme 49 
_______________________________________________________________________________________________________ 

  

 

 

















 2,22,2101,213 )1()1(

1
wwdtCwdt

k
C

f

f

Pf 



 

 2,2101,214 )1(

1
dwCwdt

k
C

Pf







 

 2,2121,215 )1(

1
ddwCwdt

k
C

Pf







 

 
)1()()( 66111,1 ffm KCMwdt    

)1()()( 66112,1 ffm kcmwdt    

)1()()( 66111,2 f
T

f
T

m
T kcmwdt    

)α(k)ακκ(c)ακκ(mwdt fufuma,  1661122  

 

ffm KCMw   )()( 66111,1
 

ffm kcmw   )()( 66112,1  

f
T

f
T

m
T kcmw   )()( 66111,2  

fufuma kcmw   )()( 66112,2  

 
)()( 44221,1 ffm CMdw    

)()( 44222,1 ffm cmdw    

)()( 44221,2 ff
T

m
T cmdw    

)()( 44222,2 ffuma cmdw    

 
)()( 55331,1 fmm CMddw  

 
)()( 55332,1 fmm cmddw    

)()( 55331,2 f
T

mm
T cmddw    

)()( 55332,2 fumma cmddw  
 

 

Die Elemente A 1,1- A 3,3 von A  sind selbst Matrizen, die Elemente A1,4-A3,9 und A4,1-A9,3 stellen 

Vektoren dar. Alle restlichen Elemente sind skalare Größen.  

Die Vergrößerungsmatrix kann durch Zusammenfassen der Untermatrizen in folgende vereinfach-
te Form gebracht werden: 
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Die Elemente A 1,1- A 3,3 bilden dabei die Untermatrix A zs,zs. A zs,zs gibt an, wie die Freiheitsgrade 
des Systems im neuen Zeitschritt zs,t+Δt von den Werten im letzten Zeitschritt zs,t abhängen. Die 
Vergrößerungsmatrix, die sich durch die Diskretisierung der gewöhnlichen Differentialgleichung 
ergibt, ist damit identisch mit A zs,zs. 

Zur Stabilitätsanalyse sind zunächst die Eigenwerte der Vergrößerungsmatrix zu bestimmen. Auf-
grund der Struktur von A  setzen sich die Eigenwerte EW( A ) wie folgt zusammen: 

 )(EW,)(EW,)(EW)(EW
P,Pzk,zkzs,zs

AAAA   (5.22) 

Damit eine stabile Zeitintegration möglich ist, müssen die Eigenwerte aller Untermatrizen das 
Stabilitätskriterium (5.15) erfüllen.  

Für A zs,zs ist dies durch die Einhaltung des Stabilitätskriteriums für gewöhnliche Differentialglei-

chungen gegeben. Für alle Eigenwerte λi gilt: |λi| ≤1, doppelte Eigenwerte treten nicht auf.  

 10    (5.23) 

Damit sind noch die Eigenwerte von A zk,zk und A P,P zu betrachten. Diese sind:  
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  (5.24) 

Werden weiter die Anforderungen gestellt, dass das Generalized- Verfahren die Genauigkeit 2. 
Ordnung, eine maximale Dämpfung hoher Frequenzen sowie eine minimale Dämpfung niedriger 
Frequenzen besitzt (5.6), lassen sich die Eigenwerte umformen zu: 

  ρλλλλλλ 654321 . (5.25) 

Die sich daraus ergebende Stabilitätsbedingung für die Untermatrizen A zk,zk und A P,P  

 10    (5.26) 

ist strenger als die Stabilitätsbedingung für die Untermatrix A z,z und gewährleistet damit die stabile 
Zeitintegration des differentiell-algebraischen Index 3 Systems. 

Damit verbietet sich im Vergleich zu gewöhnlichen Differentialgleichungen der nichtdissipative Fall 
( = 1).  
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Es ergeben sich die gleichen Stabilitätsanforderungen wie für ungedämpfte differentiell-algebraische 
Systeme mit Index 3 ([Lutzenberger 2002]). 

Im Falle mehrerer Nebenbedingungen erweitert sich die Vergrößerungsmatrix je Nebenbedingung 
um die Dimension 6. Die Eigenwerte λ1 - λ6 treten n - fach auf. Dies ändert nichts an den Stabili-
tätskriterien. 

5.4.1.2 Analyse auftretender Effekte 

Zur Analyse der auftretenden Effekte wird das Newmark- Verfahren mit =¼ und γ =½ ver-
wendet. Da dieses Verfahren nur über die beiden Parameter  und γ beschrieben wird (αf=0, αm=0) 
ist hier die Vergrößerungsmatrix übersichtlicher als bei den anderen Verfahren. Dieses Verfahren 
besitzt zwar den spektralen Radius  = 1 und ist deswegen für Index 3 Probleme instabil. Jedoch 
spielt dies zur Interpretation der auftretenden Effekte keine Rolle. Aufbauend auf den hier gewon-
nenen Erkenntnissen lassen sich auch die Effekte bei der Integration mit dem Generalized- Ver-
fahren erklären. Bei Einhaltung der Stabilitätskriterien werden die Berechnungsergebnisse dann 
stabil und auftretende Störfrequenzen werden gedämpft. 

Die Vergrößerungsmatrix A  lautet für das Newmark- Verfahren: 

A = 
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Betrachtet man die Struktur von A , so ist gut zu erkennen, dass der Vektor 

 tnktnktnk zzz   nach n Zeitschritten nur von  000 kkk zzz   abhängt.  000 ,dyn,dyn,dyn PPP  wie auch 

 000 sss zzz   haben keinen Einfluss. 

Um die Ausbreitung von Störungen zu untersuchen ist es notwendig, die n - te Potenz der Matrix 

zk,zk
A  zu bestimmen. 

 
0k

n

zk,zkk zz
tn

A


 (5.28) 
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Die Matrix 
zk,zk

A  besitzt den doppelten Eigenwert λ2,3=-1. und ist daher nicht diagonalisierbar. 

Die n - te Potenz der Matrix A  kann über die Jordansche Normalform J  berechnet werden. 

  1 PJPA
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 und 1 PJPA nn
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 (5.29) 
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tnkz  , tnkz   und tnkz   ergeben sich zu: 

 0tnkz  (5.31) 

 01 k
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  (5.33) 

Daraus lässt sich erkennen, dass:  

 zk für ein homogenes System zu Null wird (im inhomogenen Fall ergibt sich zk aus 
der Anregung rn im aktuellen Zeitschritt). zk besitzt kein Gedächtnis. Jeder Wert 
von zk ist im nächsten Zeitschritt bereits vergessen. zk ist stabil und frei von Stö-
rungen.  

 die Fußpunktgeschwindigkeit kz  zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeit-

schritt das Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von kz ist stabil, da kz begrenzt 
ist.   

 die Fußpunkbeschleunigung kz  zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwa-

che Instabilität aufgrund des Summanden n(-1)n. 

Die negativen Werte der Vergrößerungsmatrix auf der Hauptdiagonalen bewirken ein Alternieren 
der Zeitschrittgrößen von einem Zeitschritt zum nächsten. Dies bewirkt die hochfrequenten Stö-
rungen in der Systemantwort. 
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Die Größen tt sz , tt sz  und tt sz  sind sowohl von tsz , tsz  und tsz wie auch von zk, kz  
und kz  abhängig. Dabei gilt: 
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Die in kz  entstehenden Störungen und Instabilitäten werden über den Vektor m auf sz , sz  und 
sz  übertragen. Daher sind zunächst nur diejenigen Freiheitsgrade betroffen, welche über eine ge-

meinsame Masse mit dem Freiheitsgrad zk verbunden sind. Am unempfindlichsten gegen Störun-
gen sind die Verschiebungen sz . Die (in der Regel sehr kleine) Zeitschrittgröße t geht in diese 
nicht ein. Die Beschleunigung sz  ist stärker betroffen, da 1/t2 hier eingeht.  

Problematisch ist die Berechnung der Lagrangeschen Parameter dynP . dynP  ist an kz  gekoppelt und 
zeigt deshalb das gleiche Lösungsverhalten. dynP  zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwache 
Instabilität. In dynP  und dynP werden die auftretenden Störungen nochmals verstärkt. Beide sind in-
stabil. 

Diese Effekte spiegeln sich in den numerischen Vergleichsrechnungen wieder. Dazu wird das dy-
namische Modell eines Einmassenschwingers mit Index 3 verwendet. Zur besseren Unterscheidung 
wird die Koordinate des Fußpunktes mit u bezeichnet. 

Die Anregung erfolgt durch eine nach 0.1 s beginnende linear veränderliche Fußpunktanregung. 
Am Beginn der linearen Fußpunktanregung tritt ein Knick in der Anregung auf. Dieser bewirkt 
eine Störung im Gleichungssystem, da die Anregungsfunktion hier nicht zweimal stetig differen-
zierbar ist. In den folgenden Zeitschritten zeigt sich die Auswirkung dieser Störung. 
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m0=7000 kg, mU=300 kg, 

k=2.5 106 N/m, c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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Abbildung 5.5: Einmassenschwinger mit Index 3 
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Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark- Verfahrens mit =¼ , =½ und Δt=0.01 s 
und ergibt für die Systemfreiheitsgrade ( z , u , dynP ) sowie deren erste ( z , u , dynP ) und zweite 

Ableitungen ( z , u , dynP ): 
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Abbildung 5.6: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Index 3 Systems  

Wird statt des Newmark- Verfahrens das Generalized- Verfahren verwendet, so wachsen die 
instabilen Zeitverläufe nicht mehr gegen unendlich an. Die Zeitintegration wird stabil. Störungen 
treten zwar ebenfalls auf, jedoch bedämpft die numerische Dämpfung des Generalized- Verfah-
rens diese. Das Generalized- Verfahren ist für Index 3 Probleme daher besser geeignet. Ermög-
licht aber keine störungsfreie Zeitintegration. 
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5.4.2 Index 3 Systeme, indexreduziert auf Index 2 

Die Indexreduktion erfolgt durch die Ableitung der Nebenbedingung. Die Nebenbedingung wird 
nichtholonom: 

 ru     (5.36) 

Die Indexreduktion kann problemlos in die matrizielle Formulierung eingearbeitet werden. Die 
letzte Zeile des Gleichungssystems (Nebenbedingung) enthält nun das Element „1“ in der Dämp-
fungsmatrix anstatt in der Steifigkeitsmatrix. Die matrizielle Formulierung der homogenen Glei-
chung lautet: 
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 (5.37) 

5.4.2.1 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration 

Die Stabilitätsanalyse wird analog zu dem letzten Abschnitt durchgeführt. Durch die Diskretisie-
rung der Bewegungsgleichung mit dem Generalized- Verfahren ergibt sich die Vergrößerungs-
matrix A  zu: 

A  = 
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Durch Zusammenfassen einzelner Elemente vereinfacht sich die Vergrößerungsmatrix: 
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A  (5.39) 

Daraus berechnen sich die Eigenwerte EW(A) zu: 

 )(EW,)(EW,)(EW)(EW
P,Pzk,zkzs,zs

AAAA   (5.40) 

A zs,zs entspricht wiederum der Vergrößerungsmatrix A  eines Einmassenschwingers. Für alle Ei-
genwerte λi von A zs,zs gilt: |λi| ≤1, doppelte Eigenwerte treten nicht auf. Der Eigenwert „1“ tritt 
nicht auf (0<Ω<∞). 

Für die Untermatrizen 
zk,zk

A und
PP,

A sind die Eigenwerte zu bestimmen. Diese sind:  
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Mit den Anforderungen, dass das Generalized- Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung, eine 
maximale Dämpfung hoher Frequenzen sowie eine minimale Dämpfung niedriger Frequenzen 
besitzt (5.6), lauten diese Eigenwerte: 

 


 



 ρλλλλ,
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ρ
λ,λ 654321 3

13
1 . (5.42) 

Die sich daraus ergebende Stabilitätsbedingung für die Untermatrizen A zk,zk und A P,P  

 10    (5.43) 

ist strenger als die Stabilitätsbedingung für die Untermatrix A zs,zs und gewährleistet damit die 

stabile Zeitintegration der vom Index 3 auf den Index 2 reduzierten DAE. 

Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall ( = 1) im Vergleich zu gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. Das Stabilitätskriterium ist identisch zu dem des Index 3 Systems.  

Die während der Berechnung auftretenden Diskretisierungs- und Rundungsfehler können sich 
aufsummieren und theoretisch ein Abdriften der Lagekoordinaten bewirken. In praktischen Versu-
chen mit einem realistischen Rauheitsprofil und einer Integration mit dem Generalized- Verfah-
ren mit 1500 Zeitschritten ergab sich ein Abdriften von 7 10-17. Dies liegt im Bereich der numeri-
schen Rechengenauigkeit und kann für praktische Anwendungen vernachlässigt werden. 

5.4.2.2 Analyse auftretender Effekte  

Die sich ergebende Vergrößerungsmatrix bei der Anwendung des Newmark- Verfahrens lautet: 

A=
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Der Vektor  tnktnktnk zzz    ist nach n Zeitschritten nur von  000 kkk zzz   und 
zk,zk

A  abhängig  

 0k
n

zk,zktnk zz A  (5.45) 
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mit:  
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Damit ergeben sich  tnktnktnk zzz   zu: 

 0tnkz  (5.47) 

 0ktnk zz   (5.48) 

 01 k
n

tnk z)(z    (5.49) 

Daraus lässt sich erkennen, dass: 

 kz  der Anregung r  im aktuellen Zeitschritt entspricht. kz ist stabil und frei von 
Störungen. 

 die Fußpunktauslenkung u verändert sich nur über die Anregung und ist daher 
stabil. Im homogenen Fall ist kz  konstant und entspricht 0kz .   

 die Fußpunktbeschleunigung kz  zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeit-

schritt das Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von kz  ist jedoch stabil. 

Die Größen tt sz , tt sz  und tt sz  sind sowohl von tsz , tsz  und tsz wie auch von zk, kz  
und kz  abhängig. kz  ist im Gegensatz zum Index 3 System stabil. Damit sind die Lagekoordinaten 
ohne Nebenbedingungen stabil. Störungen treten infolge Kopplung an kz  nach wie vor auf. 

Vorteilhafter gestaltet sich auch die Berechnung der Lagrangeschen Parameter. dynP  ist wieder an 
zk, kz  und kz  gekoppelt und daher störungsbehaftet, aber stabil. Die Berechnung von dynP  und dynP  
ist instabil. dynP  und dynP  haben jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen Größen. 

Durch die einmalige Indexreduktion verringern sich die Störungen in den Größen kz , sz , sz  und 
sz . kz  und die Lagrangeschen Parameter dynP  werden stabil berechnet.  

Numerische Vergleichsrechnungen bestätigen die gewonnenen Erkenntnisse (u=zk).  
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System: 

Pdyn(t)
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z (t)
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)()( trtu  

 
m0=7000 kg, mU=300 kg, 

k=2.5 106 N/m, c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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Abbildung 5.7: Einmassenschwinger mit Index 3, indexreduziert auf Index 2 

Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark- Verfahrens mit =¼ , =½ und Δt=0.01 s. Die 
Ergebnisse für die Systemfreiheitsgrade ( z , u , dynP ) sowie deren erste ( z ,u , dynP ) und zweite Ab-
leitungen ( z , u , dynP ) sind in der folgenden Abbildung dargestellt:  
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Abbildung 5.8: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 3, indexreduziert auf Index 2  

Obwohl die Zeitintegration hier mit dem Newmark- Verfahren instabil ist, ist die Lösung für die 
Lagekoordinaten wie auch für dynP  stabil.  
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Ein Abdriften des Fußpunktes tritt praktisch nicht auf. Die Größe des Abdriftens liegt im Be-
reich der Rechengenauigkeit: 
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Abbildung 5.9: Abdriften des Kontaktpunktes u nach Anregung durch ein Rauheitsprofil16  
nach t = 30s 

Wird statt des Newmark- Verfahrens das Generalized- Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration stabil. Andererseits ist kz nicht mehr störungsfrei. In kz  treten jetzt sehr kleine Störungen 
mit unendlich hohen Frequenzen auf. Da das Generalized- Verfahren jedoch für hohe Frequen-
zen eine numerische Dämpfung in das System einbringt, werden diese wie auch die unendlich ho-
hen Störfrequenzen in kz , dynP , dynP und dynP  gedämpft. 

                                                 

16 Das Rauheitsprofil der Belleville Brücke [Lutzenberger 2002] 
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5.4.3 Index 3 Systeme, indexreduziert auf Index 1 

Die Indexreduktion auf den Index 1 ergibt sich durch zweimalige Differentiation der Nebenbedin-
gung. Diese lautet nun: 

 rzk     (5.51) 

und ist wiederum nichtholonom. In matrizieller Schreibweise lautet die homogene Gleichung: 
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 (5.52) 

5.4.3.1 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration 

Hier ergibt sich die Vergrößerungsmatrix A  zu: 

A =
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Mit: 
 2,12,1

1

1,130 )( wwdtwdtC    

 2,12,1
1

1,131 )( dwtwdtwdtC    
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Aufgrund der Struktur von A  berechnen sich die Eigenwerte EW( A ) aus 

 )(EW,)(EW,)(EW)(EW
P,Pzk,zkzs,zs

AAAA   (5.54) 

A zs,zs entspricht ebenfalls der Vergrößerungsmatrix A  eines Einmassenschwingers. Die Eigenwer-

te von ( A zs,zs) führen auf die Stabilitätsüberlegungen gewöhnlicher Differentialgleichungssysteme. 

Im Folgenden werden nur die Eigenwerte )(EW
zk,zk

A  und )(
,PP

EW A betrachtet. Diese sind:  

 121  λλ  

 
13 


m

m


  

 
14 


f

f




  

 





4

41641124 2

5


   

 





4

41641124 2

6


 . (5.55) 

Die Anforderungen, dass das Generalized- Verfahren die Genauigkeit 2. Ordnung, eine maxi-
male Dämpfung hoher Frequenzen sowie eine minimale Dämpfung niedriger Frequenzen besitzt, 
führen auf: 

 


 



 ρλλλ,
ρ

ρ
λ,λλ 654321 2

12
1 . (5.56) 

Das zweifach indexreduzierte System besitzt einen doppelten Eigenwert 1,2=1. Damit ist die 
Zeitintegration instabil (schwache Instabilität). Dieser doppelte Eigenwert gehört zu )(

, zkzk
EW A  

und bewirkt das Abdriften der Lagekoordinaten. 
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5.4.3.2 Analyse auftretender Effekte 

Die sich ergebende Vergrößerungsmatrix bei der Anwendung des Newmark- Verfahrens lautet: 

A = 
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Wiederum ist der Vektor  tnktnktnk zzz   nach n Zeitschritten nur von  000 kkk zzz   abhängig. 

Um die Ausbreitung von Störungen zu untersuchen, ist es notwendig, die n - te Potenz der Mat-
rix 

zk,zk
A  zu bestimmen. 

 0k
n

zk,zktnk zz A  (5.58) 

Die n - te Potenz der Matrix wird über die Jordansche Normalform J  berechnet 

  1 PJPA nn
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 (5.59) 
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Damit ist:  
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 tnktnktnk zzz    ergeben sich zu: 
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 0tnkz  (5.61) 

 0ktnk zz    (5.62) 

 00 kktnk ztnzz   (5.63) 

Damit ist  

  die Berechnung von kz  stabil. nkz  ergibt sich aus der zweiten Ableitung der An-
regung r im aktuellen Zeitschritt. 

 die Fußpunktgeschwindigkeit kz  stabil. Sie verändert sich nur über die Anregung. 

Im homogenen Fall ist nkz  konstant und entspricht exakt 0kz . Es tritt damit für 

kz  kein Abdriften auf. 

 zk schwach instabil, da es mit der Anzahl der Zeitschritte linear anwächst. Dies 
bewirkt das Abdriften des Radaufstandspunktes. 

Die Größen tt sz , tt sz  und tt sz  sind sowohl von tsz , tsz  und tsz wie auch von zk, kz  
und kz  abhängig. In zk, kz  und kz  treten zwar keine Störungen auf, jedoch bewirkt die schwache 
Instabilität in zk ein Abdriften von der Nulllage. Dieses Abdriften überträgt sich auf sz , sz  und 

sz . Damit sind die Lagekoordinaten ohne Nebenbedingungen ebenfalls schwach instabil. 

Unvorteilhafter gestaltet sich die Berechnung der Lagrangeschen Parameter. dynP  ist jetzt frei von 
Störungen. Da dynP  an zk gekoppelt ist, driftet auch dynP  ab. dynP  wird von Oszillationen überlagert 
und driftet ab, dynP  zeigt ein Abdriften und sich aufschaukelnde Oszillationen. dynP  und dynP  haben 
jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen Größen. 

Die hier gezeigten Effekte bestätigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen: 

 

System: 
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m0=7000 kg, mU=300 kg, 

k=2.5 106 N/m, c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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Abbildung 5.10: Einmassenschwinger mit Index 3, indexreduziert auf Index 1 
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Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark- Verfahrens mit =¼ , =½ und Δt=0.01 s. 

Die Zeitintegration mittels des Newmark- Verfahrens ergibt für die Systemfreiheitsgrade ( z , u , 
dynP ) sowie deren erste ( z , u , dynP ) und zweite Ableitungen ( z , u , dynP ): 
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Abbildung 5.11: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 3, 
indexreduziert auf Index 1  

Die Zeitintegration mit der Anregung durch das Rauheitsprofil Belleville ergibt für das Abdriften 
des Fußpunktes u die erwartete schwache Instabilität. Erstaunlich ist, dass das Abdriften extrem 
gering ist. Nach 3000 Zeitschritten ist ein Abdriften von ca. 8 10-13 zu beobachten. 
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Abbildung 5.12: Abdriften des Fußpunktes u nach Anregung durch das Rauheitsprofil Belleville
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Wird statt des Newmark- Verfahrens das Generalized- Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration ebenfalls nicht stabil, da dieses für Frequenzen f0 keine numerische Dämpfung besitzt. 
Störungen mit unendlich hohen Frequenzen treten zwar auf, werden aber durch die numerische 
Dämpfung des Verfahrens gedämpft. Für m 0, gilt 0tnkz  (5.61) nicht mehr. Dies verstärkt 
das Abdriften. 

Index 3 Systeme sind schwierig zu integrieren. Die Zeitintegration erfordert engere Stabilitätskrite-
rien als bei gewöhnlichen Differentialgleichungen. Die Indexreduktion durch ein- bzw. zweimalige 
Differentiation der Nebenbedingung verringert die Instabilitäten und Störungen. Das Abdriften 
bleibt sehr klein. 

5.4.4 Index 2 Systeme 

Bei Index 2 Systemen liegt am Freiheitsgrad der Koppelbedingung keine Masse vor. In matrizieller 
Form lautet die Bewegungsdifferentialgleichung: 
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 (5.65) 

5.4.4.1 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration 

Die Vergrößerungsmatrix A  lautet für das Index 2 System: 

A = 
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Die Untermatrizen A zs,zs , A zk,zk und A P,P sind identisch zum Index 3 System. Damit ergeben 
sich die gleichen Eigenwerte und demzufolge auch das gleiche Stabilitätskriterium: 

 10   . (5.67) 

Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall ( = 1) im Vergleich zu gewöhnlichen 
Differentialgleichungen.  

5.4.4.2 Analyse auftretender Effekte 

Die sich ergebende Vergrößerungsmatrix bei der Anwendung des Newmark- Verfahrens auf das 
Index 2 System: 

A =
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Die Vergrößerungsmatrix A  besitzt prinzipiell die gleiche Struktur wie beim Index 3 System. Da-

mit treten prinzipiell die gleichen Effekte auf. Im Unterschied zum Index 3 System sind C12=0 und 
C15=0. 

sz , sz  und sz  und dynP  sind nicht mehr an kz  gekoppelt. Diese Größen werden daher von Os-
zillationen ( infolge Kopplung an kz ) überlagert, sind jedoch stabil. Die Berechnung von dynP  und 

dynP ist nach wie vor instabil. Beide haben jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen 
Größen. 
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Die hier gezeigten Effekte bestätigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen: 

System: 

u(t) = r(t) 
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mo 
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z (t) 

c 

 
m0=7000 kg, k=2.5 106 N/m, 

c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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Abbildung 5.13: Einmassenschwinger mit Index 2 

Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark- Verfahrens mit =¼ , =½ und Δt=0.01 s: 
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Abbildung 5.14: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 2 

Wird statt des Newmark- Verfahrens das Generalized- Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration auch für nP  und nP  stabil. Die Störungen mit den unendlich hohen Frequenzen treten 
ebenfalls auf, werden aber durch die numerische Dissipation des Verfahrens gedämpft. 
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5.4.5 Index 2 Systeme, indexreduziert auf Index 1 

Die matrizielle Formulierung der homogenen Gleichung lautet nun: 
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 (5.70) 

5.4.5.1 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration 

Die Vergrößerungsmatrix A  nach Diskretisierung mit dem Generalized- Verfahren lautet: 

A = 
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Hier ergeben sich die gleichen Eigenwerte wie für das einmal indexreduzierte Index 3 System. 
Die Zeitintegration ist stabil, falls: 

 10    (5.72) 

Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall ( = 1) im Vergleich zu gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. 

Die während der Berechnung auftretenden Diskretisierungs- und Rundungsfehler können sich 
aufsummieren und theoretisch ein Abdriften der Lagekoordinaten bewirken. In praktischen Versu-
chen mit einem realistischen Rauheitsprofil und einer Integration mit dem Generalized- Verfah-
ren mit 1500 Zeitschritten ergab sich ein Abdriften von 7 10-17. Für praktische Anwendungen kann 
dies vernachlässigt werden. 
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5.4.5.2 Analyse auftretender Effekte 

Die sich ergebende Vergrößerungsmatrix bei der Anwendung des Newmark- Verfahrens lautet: 

A =
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Die Vergrößerungsmatrix A  besitzt prinzipiell die gleiche Struktur wie beim einfach indexreduzier-
ten Index 3 System. Damit treten prinzipiell die gleichen Effekte auf. 

Einziger Unterschied ist, dass jetzt durch das Newmark- Verfahren gilt: C12=0 und C15=0. sz , 
sz , sz  und dynP  sind nicht mehr an kz  gekoppelt. Diese Größen werden daher nicht mehr von 

Oszillationen überlagert. Weiter ist dynP  von Störungen überlagert, jedoch stabil. dynP ist nach wie vor 
instabil. Beide haben jedoch keinen Einfluss auf die Berechnung der anderen Größen. 

Die hier gezeigten Effekte bestätigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen: 

System: 
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m0=7000 kg, k=2.5 106 N/m, 

c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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Abbildung 5.15: Einmassenschwinger mit Index 2, indexreduziert auf Index 1 
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Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark- Verfahrens mit =¼ , =½ und Δt=0.01 s. 
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Abbildung 5.16: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 2, 
indexreduziert auf Index 1 

Ein Abdriften des Fußpunktes tritt ebenfalls praktisch nicht auf: 
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Abbildung 5.17: Abdriften von u nach Anregung durch das Rauheitsprofil Belleville 

Wird statt des Newmark- Verfahrens das Generalized- Verfahren verwendet, so sind sz , sz , 
sz  und dynP  nun wieder von Störungen überlagert, jedoch stabil. Die Zeitintegration für nP  wird 

stabil. Die Störungen mit den unendlich hohen Frequenzen werden aber durch die numerische 
Dissipation des Verfahrens gedämpft. 

Index 2 Systeme erfordern die gleichen Stabilitätskriterien wie Index 3 Systeme. Numerische Stö-
rungen sind hier schwächer ausgeprägt. Die Indexreduktion wirkt sich positiv hinsichtlich der Stö-
rungen aus.  
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5.4.6 Index 1 Systeme 

Bei Index 1 Systemen liegt am Freiheitsgrad der Koppelbedingung weder eine Masse noch eine 
viskose Dämpfung vor. In matrizieller Form lautet die Bewegungsdifferentialgleichung: 
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(5.75) 

5.4.6.1 Stabilitätsanalyse der Zeitintegration 

Die Vergrößerungsmatrix A  lautet: 

A = 
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 (5.76) 

Da die Nebenbedingung wiederum auf Lageebene formuliert ist, ergeben sich die gleichen Ei-
genwerte der Vergrößerungsmatrix wie beim Index 3 und Index 2 System. Die Zeitintegration ist 
stabil, falls: 

 10    (5.77) 

Wie erwartet ergibt sich das gleiche Stabilitätskriterium wie bei Betrachtung des entkoppelten Sys-
tems in [Lutzenberger 2002]. Damit verbietet sich wiederum der nichtdissipative Fall ( = 1) im 
Vergleich zu gewöhnlichen Differentialgleichungen. 
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5.4.6.2 Analyse auftretender Effekte 

Die Vergrößerungsmatrix A  bei der Anwendung des Newmark- Verfahrens lautet: 

A =
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In der Vergrößerungsmatrix A  sind nun  kkk zzz   und [ sz  sz  sz ] vollständig entkoppelt. 

tnkz  , tnkz   und tnkz  ergeben sich zu: 

 0tnkz  (5.79) 

 01 k
n
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  (5.81) 

Daraus lässt sich erkennen, dass  

 zkn der Anregung rn im aktuellen Zeitschritt entspricht, welche hier jedoch nicht 
betrachtet wird. zk ist stabil und frei von Störungen.  

 die Fußpunktgeschwindigkeit kz  zeigt Oszillationen, indem sie in jedem Zeit-

schritt das Vorzeichen wechselt. Die Berechnung von kz ist stabil, da kz begrenzt 
ist.  

 kz  zeigt sowohl Oszillationen wie auch eine schwache Instabilität. 

Die Größen sz , sz  und sz  sind entkoppelt und entsprechen der Vergrößerungsmatrix eines 
Einmassenschwingers. Damit sind sz , sz  und sz  störungsfrei und stabil. 

dynP dynP dynP  sind nur noch an sz , sz  und sz  gekoppelt. dynP  wird daher nicht mehr von Oszilla-
tionen überlagert und ist stabil. In dynP  entstehen Oszillationen, dynP  bleibt aber stabil. dynP  ist von 
Oszillationen überlagert und schwach instabil. 

Obwohl die Zeitintegration mit dem Newmark- Verfahren instabil ist, ist die Lösung für die La-
gekoordinaten wie auch für dynP  und dynP  stabil. Lediglich dynP  ist schwach instabil, beeinflusst aber 
keine weiteren Größen. 
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Die hier gezeigten Effekte bestätigen sich durch numerische Vergleichsrechnungen: 

System: 

u(t) = r(t)

Pdyn(t)

mo

k

z(t)

 

m0=7000 kg, k=2.5 106 N/m, 
c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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Abbildung 5.18: Einmassenschwinger mit Index 1 

Die Zeitintegration erfolgt mittels des Newmark- Verfahrens mit =¼ , =½ und Δt=0.01 s. 
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Abbildung 5.19: Berechnungsergebnisse: Zeitintegration des Einmassenschwingers mit Index 1  

Wird statt des Newmark- Verfahrens das Generalized- Verfahren verwendet, so wird die Zeitin-
tegration auch für dynP  und kz  stabil. Die Störungen mit den unendlich hohen Frequenzen sind 
nach wie vor vorhanden, werden aber durch die numerische Dissipation des Verfahrens gedämpft. 
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5.5 Übertragung auf gekoppelte Probleme 

Bis hierhin wurden Nebenbedingungen für einzelne Freiheitsgrade betrachtet.  

 0kz:g  (5.83) 

Es ist jedoch weit häufiger, dass Nebenbedingungen Freiheitsgrade im Inneren miteinander kop-
peln, wie dies bei der Kopplung von Systemen der Fall ist.  

 0 kk wz:g  (5.84) 

zk kennzeichnet die Lagekoordinaten an einem System, wk die Lagekoordinaten am anderen System. 
Infolge dieser Kopplung ergibt sich eine andere Struktur der Gleichungssysteme. In der Nebenbe-
dingung wird zk durch zk - wk ersetzt. 

Um diese Fragestellung zu klären, wird zunächst ein allgemeines dynamisches System betrachtet. 
Für die Stabilitätsanalyse ist es ausreichend, das homogene System zu betrachten. 

 0zKzCzM    (5.85) 

Nach Einführung des Differentialoperators s =d/Δt lautet die Bewegungsgleichung: 

   0zKCM  ss2  (5.86) 

Nun wird das System in zwei Teilsysteme Ω1 und Ω2 unterteilt. Die Freiheitsgrade zk und wk lie-
gen an der Schnittstelle von beiden Teilsystemen.  

 

Abbildung 5.20: Gekoppelte dynamische Systeme 
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Dabei bedeuten: 

zzz
KCM  die Massen-, die Dämpfungs- und die Steifigkeitsmatrix des Teilsystems Ωz. 

www
KCM  die Massen-, die Dämpfungs- und die Steifigkeitsmatrix des Teilsystems Ωw. 

w,zw,zw,z
KCM und 

z,wz,wz,w
KCM  Kopplung zwischen Ωz und Ωw. 

zzz kcm  ( www kcm ) die Ankopplung von zk (wk) an Ωz (Ωw). 

zzz k,c,m , www k,c,m  die den Koppelfreiheitsgraden zugehörige Masse, Dämpfung und Steifigkeit 

Die Kopplung beider Systeme wird über die Nebenbedingung g 

 0 kk wz:g  (5.87) 

beschrieben. Die Bewegungsgleichung lautet damit: 
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Nun wird ein Koordinatensystem y1 eingeführt: Der Freiheitsgrad zk wird durch zk -wk ersetzt.  
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Der Übergang vom Koordinatensystem w auf das Koordinatensystem y1 kann über eine Trans-
formation mit der Transformationsmatrix 

1
  beschrieben werden:  
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y1 ist dabei eine Basis für den Raum w. Die Koordinatentransformation von w auf y1 sowie die 
Linksmultiplikation mit T

1
Φ  liefert: 
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  (5.92) 

Werden zs, wk und ws zu den Systemkoordinaten zsys zusammengefasst, so kann die Beschreibung 
vereinfacht werden zu: 
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Dabei ist:  
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In der Gesamtsteifigkeitsmatrix ist die schon bekannte Darstellung des Gesamtsystems enthalten.  

Damit erhält man die gleiche Struktur des Gleichungssystems wie bei Nebenbedingungen am Rand. 
Die in diesem Kapitel ermittelten Stabilitätskriterien gelten damit auch für gekoppelte Systeme.  

Die Aussagen zu auftretenden Störungen können analog übertragen werden. 

Aus der Darstellung (5.93) ergibt sich, dass sich die Lagrangeschen Parameter bei Systemen mit 
Nebenbedingungen im Inneren, wie bei den Systemen mit Nebenbedingungen am Rand, aus einer 
„Nachlaufberechnung“ ergeben, nachdem die Lagekoordinaten des Systems berechnet sind. Sie 
beeinflussen die Lagekoordinaten nicht. 

Die Systemfreiheitsgrade zsys sind über die Modellparameter des oberen Systems an der Koppelstel-
le mit der Verschiebungsdifferenz zk - wk verbunden.  

In die Bestimmungsgleichung für P gehen ebenfalls die Modellparameter des oberen Systems ein. 
Der Index des derart transformierten Systems richtet sich nun allein nach den Modellparametern 
des oberen Systems an der Koppelstelle. 
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5.6 Zusammenfassung 

Ziel dieses Kapitels war es, Stabilitätskriterien für die Integration mechanischer, differentiell – al-
gebraischer Systeme 2. Ordnung mit α-Verfahren zu bestimmen. Darüber hinaus sollte eine Erklä-
rung für die bei der Zeitintegration auftretenden Phänomene wie Störungen mit hohen Frequenzen 
[Lutzenberger 2002] gefunden werden. 

Tatsächlich konnten für alle relevanten Systeme Stabilitätskriterien gefunden werden. Darüber hin-
aus konnten alle bei der Zeitintegration auftretenden Effekte geklärt werden. Durch vergleichende 
Untersuchung wurde das Verhalten der mechanischen Modelle mit Index 3, 2 und 1 sowie die 
Wirkungsweise der Indexreduktion gezeigt. Als Zeitschrittverfahren wurde das Generalized- Ver-
fahren verwendet. Dieses besitzt die besten spektralen Charakteristika aller bekannten Verfahren. 
Darüber hinaus können die populärsten strukturdynamischen Verfahren direkt aus ihm abgeleitet 
werden.  

Die Zeitintegration von DAE mit Ausnahme zweifach indexreduzierter (zweimalige Differentiation 
der Nebenbedingung) DAE ist stabil, falls 

 10    (5.95) 
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Hier zeigt sich, dass das Verhalten des Algorithmus bei unendlich hohen Frequenzen von entschei-
dender Bedeutung für die Stabilität der Zeitintegration ist. Dies bestätigt die Erkenntnis aus [Lut-
zenberger 2002], dass diese Systeme Eigenkreisfrequenzen mit  besitzen. Beträgt der spekt-
rale Radius des Verfahrens für  1 , so wird die Zeitintegration instabil. Ist der spektrale 
Radius für  kleiner als 1 (numerische Dissipation ist vorhanden), so ist die Integration stabil. 

Die Zeitintegration zweifach indexreduzierter DAE mit dem Generalized- Verfahren ist immer 
instabil. Hier ist zusätzlich das Verhalten des Algorithmus für Eigenfrequenzen  entscheidend 
für die Stabilität der Zeitintegration. Das Generalized- Verfahren besitzt hier den spektralen Radi-
us 1. Diese schwache Instabilität äußert sich im linearen Abdriften der Lagekoordinaten von den 
Auflagern. Angesichts des äußerst geringen Abdriftens des Generalized- Verfahrens (8 10-13 nach 
3000 Zeitschritten) kann das Generalized- Verfahren hier gut angewandt werden. 

Mit Hilfe der Vergrößerungsmatrix des Newmark- Verfahrens konnten alle bei der Zeitintegration 
auftretenden Phänomene erklärt werden. Die unendlich hohen Störfrequenzen entsprechen einer 
Bildungsvorschrift in den Lagekoordinaten mit Nebenbedingungen (zk): 

 0)1( ww n
tn  . (5.97) 

Die zusätzlich zu den Störfrequenzen auftretenden Instabilitäten ergeben sich durch: 

 Cwnw n
tn 0)1( . (5.98) 
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Bei allen Systemen ohne durchgeführte Indexreduktion sind die Fußpunktgeschwindigkeiten kz  
von Störungen überlagert, die Fußpunktbeschleunigungen kz  sind zusätzlich instabil. Nach einma-
liger Indexreduktion sind nur noch die Fußpunktbeschleunigungen kz  von den Störungen betrof-
fen. Die Fußpunktgeschwindigkeiten kz  sind störungsfrei. Nach zweimaliger Indexreduktion treten 
keine Störeffekte in kz , kz  und kz  mehr auf. Nach einmaliger Indexreduktion existiert praktisch 
kein Abdriften, nach zweimaliger Indexreduktion ergibt sich ein lineares Abdriften der Lagekoordi-
naten.  
Dies gilt auch für das Generalized- Verfahren allgemein. 

Die Lagekoordinaten ohne Nebenbedingungen (zs) werden in der Vergrößerungsmatrix über die 
Vergrößerungsmatrix eines Einmassenschwingers aus sich selbst und aus einer Kopplung an kz , 

kz  und kz  berechnet. Nur im Falle einer Kopplung an kz  (m≠0) kann z beim Index 3 System 
instabil werden. 

Die Lagrangeschen Parameter (Pdyn) sind an die Lagekoordinaten mit Nebenbedingungen gebun-
den. Die Modellierung des Aufstandspunkts mit lediglich Federelementen (Index 1 System) ist in 
diesem Sinne am günstigsten. Die Lagrangeschen Parameter berechnen sich dann lediglich aus der 
Fußpunktauslenkung kz . Da diese stabil und störungsfrei ist, gilt dies ebenfalls für dynP . Bei der 
Modellierung des Aufstandspunkts mit lediglich Feder- und Dämpferelementen (Index 2 System) 
sind die Lagrangeschen Parameter über den Dämpfer an die Fußpunktgeschwindigkeit kz  gekop-
pelt. Die darin vorhandenen Störungen übertragen sich auf dynP . dynP  bleibt stabil. Sind am Fuß-
punkt auch Massenelemente vorhanden, so sind die Lagrangeschen Parameter an die Fußpunktbe-
schleunigungen kz  gekoppelt. dynP  ist dann ebenfalls von Störungen überlagert und wird instabil. 
Verbessert sich infolge einer Indexreduktion durch Differentiation der Nebenbedingung die Lö-
sungsqualität für kz , kz  und kz , so wirkt sich dies gleichermaßen positiv auf dynP  aus. Für dynP  wie 

dynP  sind die Zusammenhängen ungünstiger. Es gelten die gleichen Störungsausbreitungsmecha-
nismen wie für kz , kz  und kz . Anders als bei kz  verbessert die Indexreduktion diese Zusammen-
hänge jedoch nicht. In dynP  vorhandene Störungen führen so zu einer Instabilität in dynP . In dynP  
vorhandene Störungen führen so zu einer Instabilität von dynP . Positiv hinsichtlich der Stabilität der 
Lagekoordinaten wirkt sich aus, dass dynP , dynP  und dynP  deren Berechnung nicht beeinflussen. 

Systeme mit Nebenbedingungen im Inneren zeigen die gleichen Effekte wie Systeme mit Neben-
bedingungen am Rand. Die Ergebnisse sind analog übertragbar. 

Auf Basis dieser Erkenntnisse soll im nächsten Kapitel ein geeignetes Zeitintegrationsverfahren 
entwickelt werden. 
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6 Entwicklung von Zeitintegrationsverfah-
ren für strukturdynamische DAE 

6.1 Einleitung 

6.1.1 Strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren 

Anforderungen an Zeitintegrationsverfahren für strukturdynamische Systeme wurden in (Kapitel 
5.2.1) diskutiert. Danach sollte ein Zeitschrittalgorithmus folgende Eigenschaften erfüllen [Hughes 
2000]: 

 Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung 

 Maximal ein Satz impliziter Gleichungen je Zeitschritt 

 Genauigkeit 2. Ordnung 

 Unbedingte spektrale Stabilität bei linearen Berechnungen 

 Steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen 

 Selbst startend, d.h. es wird kein anderes Verfahren zur Gewinnung der Startwerte 
benötigt.  

6.1.2 Zeitintegration differentiell-algebraischer Systeme 

Bei der Zeitintegration von differentiell – algebraischen Gleichungen sind zur Vermeidung von 
Instabilitäten die Stabilitätskriterien enger zu wählen (Kapitel 5.4). Daneben treten bei der Integra-
tion häufig Störungen auf. Die Störfrequenzen treten je nach dem Index der DAE in den Lageko-
ordinaten mit Festhaltungen kz  und den Lagrangeschen Parametern λ , sowie in deren Geschwin-
digkeiten λ,zk

  und Beschleunigungen λ,zk
  auf und überlagern die Berechnungsergebnisse. 

Günstig sind Verfahren, bei denen diese Störungen klein sind und durch numerische Dämpfung 
rasch herausgedämpft werden. Verfahren wie das Generalized- Verfahren, welche eine numeri-
sche Dissipation besitzen, dämpfen diese Störfrequenzen zwar, sind aber nicht in der Lage, deren 
Entstehung zu verhindern.  

Für die Integration von differentiell – algebraischen Systemen ist ein zusätzliches Kriterium wichtig: 

 Möglichst kleine Störungen in den Berechnungsergebnissen. 
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Im letzten Kapitel wurde die Zeitintegration von DAE mit jeweils unterschiedlichem Index vor 
und nach der Indexreduktion mit -Verfahren analysiert und es konnten Stabilitätskriterien abgelei-
tet werden. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse dienen zur Entwicklung geeigneter Zeitintegrati-
onsverfahren. 

6.1.3 Entwicklung von Zeitintegrationsverfahren 

Um die Anforderungen in Kapitel 6.1.1 und Kapitel 6.1.2 zu erfüllen, ist die Entwicklung eines 
geeigneten Verfahrens nötig. Als Grundlage wird das Generalized -  Verfahren gewählt. Dieses 
Verfahren erfüllt die Anforderungen an strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren und besitzt 
gute spektrale Charakteristiken. 

Der Index (Differentiationsindex di) ist das maßgebende Kriterium für Schwierigkeiten, die bei der 
Lösung der DAE zu erwarten sind. Die Zeitintegrationsverfahren werden dem Index der DAE 
angepasst. 

Ein wichtiges Kriterium für das Integrationsverfahren ist es Störungen in der Lösung zu vermeiden. 
Die Entstehung der Störungen lässt sich gut anhand der Vergrößerungsmatrix verfolgen (Kapitel 
5.4). Die Werte auf der Hauptdiagonalen der Vergrößerungsmatrix geben an, wie sich die Zeit-
schrittgrößen nach einer Störung auf sich selbst abbilden. Gilt z.B. )z(z tkttk  1 , so ändert kz  
in jedem Zeitschritt das Vorzeichen, wodurch eine hochfrequente Störung verursacht wird. Aus der 
Vergrößerungsmatrix lässt sich auch die Weiterleitung der Störungen erkennen. Die in kz  entste-
henden Störungen werden auf kz  weitergeleitet. In kz  verstärken sich die Störungen durch die 
negative Werte auf der Hauptdiagonalen. Die Störungen in [ kk z,z  ] werden auf  sss zzz  ,,  und 
[  P,P,P  ] übertragen. In  P,P,P  ] tritt eine erneute Verstärkung auf. Ziel ist es deshalb die Ent-
stehung bzw. Verstärkung der Störungen in [ kk z,z  ] sowie  P,P,P   möglichst gering zu halten. 

Die Zeitintegration kann anhand des Ausgangssystems (mit Nebenbedingung auf Lageebene) oder 
des einfach bzw. zweifach indexreduzierten Systems erfolgen. Die Zeitintegration der einfach in-
dexreduzierten DAE ist am günstigsten. Im Vergleich zum Ausgangssystem treten weniger Störun-
gen auf. Ein Abdriften der Lagekoordinaten wie beim zweifach indexreduzierten System tritt noch 
nicht auf. 

Der weit häufigste Fall gekoppelter Systeme ist die Formulierung der Kopplung über Lagrangesche 
Nebenbedingungen auf Lageebene (z.B. zk=0). Dieser Fall wird im Folgenden betrachtet (für ande-
re Kopplungsbeschreibungen können die Ergebnisse sinngemäß übertragen werden). Störungen 
entstehen infolge von Diskretisierungsfehlern und infolge nicht ausreichend oft differenzierbarer 
Lastfunktionen. Den größten Einfluss besitzt die Rauheit r(t) in der Nebenbedingung. Störungen 
(nicht ausreichende Differenzierbarkeit) in der Nebenbedingung gehen in der (di-1)-ten Ableitung 
in die Lösung ein. Auch kleine Störungen können große Fehler im Ergebnis verursachen. Die Rau-
heitsfunktion sollte deswegen (di-1)-mal stetig differenzierbar sein. Störungen in den Lastfunktio-
nen F(t) der Gleichgewichtsbedingungen haben einen wesentlich geringeren Einfluss. Hier ist eine 
(di-3)-malige stetige Differenzierbarkeit ausreichend.  
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Die Darstellung erfolgt anhand von Systemen mit Festhaltungen am Rand. Für Systeme mit Fest-
haltungen im Inneren gilt das gleiche, da sie auf obige Form transformiert werden können. 

6.2 Index 1 Systeme 

Die Zeitintegration von Index 1 Systemen mit dem Generalized -  Verfahren ist für 10    
unbedingt stabil. Störungen treten lediglich in den Ableitungen der Kontaktkoordinaten kz , kz und 
den Ableitungen der Lagrangeschen Parameter dynP , dynP  auf (Abbildung 5.19). Werden als Be-
rechnungsergebnisse die Ableitungen der Kontaktkoordinaten kz , kz  und der Kontaktkräfte dynP , 

dynP  benötigt, so können diese störungsreduzierter durch Nachdifferentiation bestimmt werden. 
An die Rauheitsfunktion r(t) müssen keine besonderen Anforderungen gestellt werden. 

6.3 Index 2 Systeme 

Index 2 Systeme verursachen bei der Zeitintegration größere Probleme als Index 1 Systeme. Die 
Zeitintegration von Index 2 Systemen mit dem Generalized -  Verfahren ist für 10    unbe-
dingt stabil. Zur Minimierung auftretender Störungen muss die Rauheitsfunktion r(t) einmal stetig 
differenzierbar sein. 

Störungen treten während der Zeitintegration lediglich in den Ableitungen der Kontaktkoordinaten 

kz , kz  und den Ableitungen der Lagrangeschen Parameter dynP , dynP  und dynP  sowie in den zwei-
ten Ableitungen der Systemkoordinaten sz  auf (Abbildung 5.14).  

Die Störungen in kz , dynP  und sz  können durch Differentiation der Nebenbedingung behoben 
werden. Ein Abdriften tritt dabei praktisch nicht auf (Abbildung 5.16).  

Werden als Berechnungsergebnisse die zweiten Ableitungen der Kontaktkoordinaten kz  und die 
Ableitungen der Lagrangeschen Parameter dynP , dynP  benötigt, so können diese störungsreduzierter 
durch Nachdifferentiation bestimmt werden. 

6.4 Index 3 Systeme 

Index 3 Systeme sind am schwierigsten zu integrieren. Die Zeitintegration von Index 3 Systemen 
mit dem Generalized -  Verfahren ist für 10    unbedingt stabil. Zur Minimierung auftre-
tender Störungen muss die Rauheitsfunktion r(t) zweimal stetig differenzierbar sein. 

Störungen treten während der Zeitintegration in den Ableitungen der Kontaktkoordinaten kz , kz , 
den Lagrangeschen Parametern dynP  und deren Ableitungen dynP  und dynP  sowie in den zweiten 
Ableitungen der Systemkoordinaten sz  auf (Abbildung 5.6).  
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Durch Differentiation der Nebenbedingung erhält man das indexreduzierte System mit dem Index 
2. Es treten Störungen in den zweiten Ableitungen der Kontaktkoordinaten kz , den Lagrangeschen 
Parametern dynP  und deren Ableitungen dynP  und dynP  auf (Abbildung 5.8). Eine weitere Ableitung 
der Nebenbedingung würde eine störungsfreie Integration der Lagrange Parameter ermöglichen, 
jedoch kann bei rheonomen (zeitabhängigen) Nebenbedingungen nicht mehr sichergestellt werden, 
dass das Abdriften minimal bleibt. Deswegen wird ein anderer Weg beschrieben. Für das einfach 
indexreduzierte Index 3 System werden die Verfahrensparameter so gewählt, dass auftretende Stö-
rungen möglichst geringe Auswirkungen haben. 

Hier werden zwei verschiedene Verfahren vorgeschlagen: 

 DAISY1 

 DAISY2 

6.4.1 Differential algebraic integration of structural dynamic systems 1 
     (DAISY1) 

Ziel dieses Kapitels ist es ein möglichst störungsfreies und genaues Integrationsverfahren zu entwi-
ckeln. Der Entwicklung liegen die Stabilitätskriterien und die Erkenntnisse hinsichtlich des Mecha-
nismus der Störungsausbreitung aus dem letzten Kapitel zugrunde.  

Strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren wurden zur Integration von Differentialgleichungen 
entwickelt und sind für diese Aufgabenstellung sehr gut geeignet. Differentiell algebraische Systeme 
enthalten neben den Differentialgleichungen der Systemfreiheitsgrade algebraische Gleichungen 
und Bestimmungsgleichungen für die Kontaktkraft. Für beide letzteren sind strukturdynamische 
Zeitintegrationsverfahren schlecht geeignet.  

Störungen im Gleichungssystem ergeben sich aufgrund von Diskretisierungs- und Rundungsfeh-
lern. Die Vergrößerungsmatrix zeigt, dass diese von Zeitschritt zu Zeitschritt weitergeleitet werden. 
Maßgeblich verantwortlich dafür sind negative Werte auf Hauptdiagonalen der Vergrößerungs-
matrix. Ziel des Verfahrens ist es nun in den Mechanismus der Weiterleitung der Störungen einzu-
greifen. Dazu werden die Parameter des Verfahrens günstig gewählt, so dass die negativen Werte 
auf der Hauptdiagonalen möglichst verschwinden. Die Wahl der Parameter wird jedoch dadurch 
eingeschränkt, da diese nach wie vor den Anforderungskriterien an das Zeitintegrationsverfahren 
genügen müssen. 

So treten Störungen in der algebraischen Gleichung der DAE (5.38) sowie bei den Bestimmungs-
gleichungen der Lagrangeschen Parameter auf. Maßgebend hierfür sind die Matrizen 

zk,zk
A  und 

P,P
A 17. 

                                                 

17 Die Vergrößerungsmatrix des Index 2 Systems, indexreduziert auf das Index 1 System besitzt eine ähnliche Struk-
tur (5.71). Das Verfahren kann deswegen auch auf Index 2 Systeme angewandt werden. 
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Zur Minimierung der Störungen im algebraischen Teil werden die Parameter des Generalized- 
Verfahrens gewählt zu: 

 5.0,1,5.0,0   mf . (6.2) 

Dabei ist das Kriterium für die Genauigkeit 2. Ordnung 

 fm  
2

1
 (6.3) 

eingehalten.  

Negative Werte auf der Hauptdiagonalen von 
P,P

A  lassen sich mit diesen Parametern nicht voll-
ständig vermeiden. 
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Da P  und P die anderen Zeitintegrationsgrößen nicht beeinflussen können sie, ohne Einbussen 
an die Genauigkeit der Lagekoordinaten, aus der Nachdifferentiation von P  und P  bestimmt 
werden. 

 
t

PP
P ttt




  ,   
t

PP
P ttt




 


 . (6.5) 

Weiterhin ist es sinnvoll vor der Zeitintegration die dynamische Lasten mit einem Skalierungsfaktor 
zu belegen P = wP *kP (kP Skalierungsfaktor z.B. kP=1 106- 1 109), um so ein gut konditioniertes 
Gleichungssystem zu erhalten. 

Das sonstige Vorgehen ist analog dem Generalized- Verfahren.  
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Die Vergrößerungsmatrix A  des DAISY1 – Verfahrens lautet: 

A  = 
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  (6.6) 

Hieraus lässt sich erkennen, dass zk und P nun störungsfrei integriert werden, da sämtliche negati-
ven Einträge auf der Hauptdiagonalen verschwinden. 

Durch Zusammenfassen einzelner Elemente zu Untermatrizen vereinfacht sich die Vergröße-
rungsmatrix: 

 


















P,Pzk,Pzs,P

zk,zk

zk,zszs,zs

AAA

0A0

0AA

A  (6.7) 

Daraus berechnen sich die Eigenwerte EW( A ) zu: 

 )(EW,)(EW,)(EW)(EW
P,Pzk,zkzs,zs

AAAA   (6.8) 

Die Vergrößerungsmatrix A  kann in einen Teil aufgespaltet werden, welcher die gewöhnliche Dif-
ferentialgleichung repräsentiert, und in einen Teil, welcher für die algebraische Nebenbedingung 
und die Lagrangeschen Parameter steht.  

A zs,zs entspricht der Vergrößerungsmatrix A  eines Einmassenschwingers. Für alle Eigenwerte λi 
von A zs,zs gilt: |λi| ≤1, doppelte Eigenwerte sowie der Eigenwert „1“ treten nicht auf (0<Ω<∞). 

Die Eigenwerte der Untermatrizen 
zk,zk

A und
P,P

A sind:  

 11  , 065432  λλλλλ  (6.9) 

Der Eigenwert “1“ tritt nur einfach auf. Alle weiteren Eigenwerte sind „<1“. Die Zeitintegration 
ist stabil. 
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Die Genauigkeit von Integrationsverfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen wird neben 
der Ordnung des Verfahrens über die Periodenverlängerung und die numerische Dämpfung be-
schrieben [Bathe 1986]. Diese sind für verschiedene strukturdynamische Verfahren in den nächsten 
Grafiken dargestellt.  

Periodenverlängerung T/)TT(   

 
Abbildung 6.1: Periodenverlängerung: Vergleich verschiedene Verfahren 

Numerische Dämpfung:  

 
Abbildung 6.2: Numerische Dämpfung: Vergleich verschiedene Verfahren 

Das Verfahren besitzt gute spektrale Charakteristiken. Es wird eine Zeitschrittgröße von Δt/T< 0.1 
vorgeschlagen.  

Die Leistungsfähigkeit des Verfahrens zeigt die folgende Berechnung eines Einmassenschwingers 
mit den Generalized- Verfahren und mit DAISY1. Das dargestellte System entspricht dabei einem 
vereinfachten Modell eines LKW, welches häufig in der Literatur für Simulationen verwendet wird. 
Da die Größe der Störungen von der Dämpferkonstante c abhängt, wurde diese zur Verdeutlichung 
der auftretenden Effekte sehr groß gewählt. Die Anregung erfolgt über einen Knick in der Fahr-
bahn, der ebenfalls sehr groß gewählt wurde. Die Zeitintegration erfolgte mit Δt=0.01 s. 
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Der Knick in der Rauheitsfunktion verletzt die Anforderung der zweimaligen stetigen Differenzier-
barkeit und bringt deswegen Störungen ins Gleichungssystem ein. Damit können Auswirkungen 
von Störungen untersucht werden. 

System: 

λ=P 

mo 

mu 

k 

z (t) 

c 

)()( trtu 

 
m0=7000 kg, mU=300 kg, 

k=2.5 106 N/m, c=1 105 Ns/m 

Differentialgleichung: 
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  (6.10) 
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Abbildung 6.3: Einmassenschwinger mit Index 3 

Die Berechnung liefert folgendes Ergebnis: 
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Abbildung 6.4: Vergleich Generalized- Verfahren, DAISY1 
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Beim Generalized- Verfahren sind nur die Zeitintegrationsgrößen z , z , u  und u  frei von Stö-
rungen. In allen anderen Zeitintegrationsgrößen treten Störungen auf, die zum Teil langsam abklin-
gen. Mit DAISY1 treten kurzzeitige kleinere Störungen in P , P und P  auf, die aber sehr schnell 
abklingen.  

Mit DAISY1 steht ein leistungsfähiges Verfahren zur Integration strukturdynamischer differentiell-
algebraischer Systeme zur Verfügung. Die Zeitintegration erfolgt stabil und praktisch störungsfrei. 
Die Anforderungen an strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren sind eingehalten. Lediglich 
die numerische Dissipation ist nicht steuerbar. Das Verfahren besitzt die Genauigkeit 2. Ordnung. 
Die bei der Zeitintegration auftretenden Fehler wie Periodenverlängerung und numerische Dämp-
fung sind vergleichbar mit anderen strukturdynamischen Verfahren. 

6.4.2 Differential algebraic integration of structural dynamic systems 2 
     (DAISY2) 

Die Charakteristika von DAISY1 können weiter verbessert werden, indem für die Systemfreiheits-
grade und für die Kontaktfreiheitsgrade/Lagrangeschen Parameter verschiedene Integrationen 
verwendet werden.  

Ziel des Verfahrens ist es die Entstehung der Störungen in den Lagekoordinaten mit Festhaltungen 
und den Lagrangeschen Parametern zu verhindern. Dies ist durch eine analoge Vorgehensweise 
zum Verfahren DAISY1 möglich. Für die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen hingegen wird eine 
möglichst genaue Zeitintegration angestrebt. Hier werden die Parameter nicht vorgegeben, sondern 
im Sinne des Generalized- Verfahren variabel gehalten. Die numerische Dissipation ist damit für 
die Zeitintegration der Lagekoordinaten ohne Festhaltung steuerbar. Die Genauigkeit des Verfah-
rens wird höher als bei Verfahren DAISY1. Störungen in den Lagekoordinaten mit Nebenbedin-
gungen und in den Lagrangeschen Parametern werden mit der gleichen Qualität integriert. 

Die Wahl unterschiedlicher Verfahrensparameter für die verschiedenen Freiheitsgrade ist möglich, 
da sich die Koordinaten zk direkt aus der Nebenbedingung berechnen lassen. Ist zk bekannt, so 
ergeben sich die Lagekoordinaten ohne Festhaltungen zs direkt aus den oberen Zeilen des Glei-
chungssystems. Die Lagekoordinaten mit Festhaltungen wirken hierbei als Fußpunktanregung, da 
sie bereits bestimmt sind. In einer Nachlaufrechnung werden dann aus den mittleren Zeilen des 
Gleichungssystems die Lagrangeschen Parameter P bestimmt. Bei gekoppelten Problemen wird 
analog verfahren. 

Für die Zeitintegration muss zunächst sichergestellt werden, dass die Rauheitsfunktion r(t) zweimal 
stetig differenzierbar ist. 

Bei der Zeitintegration wird die Gleichgewichtsbetrachtung zwischen den Zeitschritten durchge-
führt. Dabei wird eine Linearkombination aus Anfangs- und Endzustand der jeweiligen Größe 
verwendet. Für die Beschleunigungen wird dafür der Faktor m (bzw. mk), für die restlichen Grö-
ßen der Faktor f (bzw. fk) verwendet.  
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 501500 .β,γ,.α,α kkmkfk   (6.11) 

Da PP   und  die anderen Zeitintegrationsgrößen nicht beeinflussen, können sie aus der Differen-
tiation aus P gewonnen werden: 
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Die Parameter für zs werden günstigerweise über den Spektralradius  (für t/T) bestimmt. 
Damit das Generalized- Verfahren unbedingt stabil ist, die Genauigkeit 2. Ordnung sowie eine 
maximale Dämpfung hoher Frequenzen und eine minimale Dämpfung niedriger Frequenzen be-
sitzt muss gelten: 
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Die Vergrößerungsmatrix des Verfahrens lautet: 

A  = 
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Die Eigenwerte der Vergrößerungsmatrix setzen sich aus den Eigenwerten der Untermatrizen Azs,zs, 
Azk,zk und AP,P zusammen: 

 )(EW,)(EW,)(EW)(EW P,Pzk,zkzs,zs AAAA   (6.16) 

A zs,zs entspricht der Vergrößerungsmatrix A  eines Einmassenschwingers. Für alle Eigenwerte λi 

von A z,z gilt: |λi| ≤1, doppelte Eigenwerte sowie der Eigenwert „1“ treten nicht auf (0<Ω<∞, 

10   ).  
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Für die Untermatrizen 
zk,zk

A und
PP,

A sind die Eigenwerte zu bestimmen. Diese sind:  

 11  , 06,5,4,3,2   

Der Eigenwert “1“ tritt nur einfach auf. Alle weiteren Eigenwerte sind „<1“. Die Zeitintegration 
ist stabil. 

kz  ergibt sich nur noch aus der Anregung im aktuellen Zeitschritt, welche hier nicht betrachtet 
wird. Auftretende Störungen verschwinden schnell. Die störungsfreie Integration von sz , sz  und 

sz  ist damit ebenfalls gewährleistet.  

Die Berechnung des Systems nach (Abbildung 6.3) zeigt die Leistungsfähigkeit des Verfahrens: 
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Abbildung 6.5: Vergleich Generalized- Verfahren, DAISY2 

Beim Generalized- Verfahren sind nur die Zeitintegrationsgrößen z , z  ,u  und u  frei von Stö-
rungen. In allen anderen Zeitintegrationsgrößen treten Störungen auf, die zum Teil langsam abklin-
gen. Mit DAISY2 treten kurzzeitige kleinere Störungen in P , P und P  auf, die aber sehr schnell 
abklingen.  

Die Zeitintegration mit DAISY2 erfolgt stabil und praktisch störungsfrei. Alle Anforderungen an 
strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren sind hier eingehalten. Das Verfahren besitzt die Ge-
nauigkeit 2. Ordnung. Die bei der Zeitintegration auftretenden Fehler wie Periodenverlängerung 
und numerische Dämpfung sind im Vergleich zu anderen strukturdynamischen Verfahren sehr 
klein. DAISY2 ist ein extrem leistungsfähiges Verfahren zur Integration strukturdynamischer diffe-
rentiell-algebraischer Systeme. 
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7 Kopplung dynamisch kondensierter Mo-
delle  

Große Modelle bedürfen eines hohen numerischen Aufwandes zur Lösung der Gleichungssysteme. 
Eine mögliche Strategie zu Reduzierung des Aufwandes zur Lösung der Systeme ist die Untertei-
lung in ein Hauptsystem und in Teilsysteme. Die Teilsysteme können dann dynamisch kondensiert 
werden. Die Dimension der Teilsysteme kann so deutlich reduziert werden. Anschließend werden 
die kondensierten Teilsysteme wieder an das Hauptsystem angekoppelt. 

In Kapitel 7.1 wird die dynamische Kondensation von Modellen diskutiert. Die Ankopplung redu-
zierter Modelle an das Hauptsystem kann über verschiedene Kenngrößen erfolgen (Kapitel 7.2, 7.5) 
und bedingt unterschiedliche Strategien (Kapitel 7.4). Weiter werden numerische Verfahren unter-
sucht (Kapitel 7.6). 

Die Vorgehensweise ist vom betrachteten System abhängig, da nicht jedes System für diese Technik 
geeignet ist (Kapitel 7.3).  

Im Weiteren wird die Vorgehensweise speziell für diskrete (bzw. diskretisierte) Teilsysteme (Kapitel 
7.8) und kontinuierliche Teilsysteme (Kapitel 7.9) gezeigt. Hierbei wird die Kopplung an diskreten 
Stellen untersucht.  

7.1 Dynamische Kondensation 

In der Statik ist für die Kondensation der Begriff der Substrukturtechnik gebräuchlich. Dabei wird 
ein Modell in ein Hauptsystem und in lineare Teilsysteme unterteilt. Das Hauptsystem und das 
Teilsystem besitzen gemeinsame Freiheitsgrade, die sog. Koppelfreiheitsgrade. Nun ersetzt man die 
Teilsysteme durch ihre Wirkung, die sie auf das Hauptsystem ausüben. Diese Wirkung kann über 
die Steifigkeit des Teilsystems (Verhältnis der Kontaktkräfte zu den Verschiebungen) entlang der 
Koppelfuge charakterisiert werden. Das Teilsystem wird auf eine Steifigkeit entlang der Koppelfuge 
„kondensiert“. Die Informationen über die Teilsysteme werden über diese Steifigkeit in das Haupt-
system eingebracht. Die Berechnung erfolgt am Hauptsystem. Es liegen nur noch die Freiheitsgra-
de des Hauptsystems vor, diese werden berechnet. Anschließend werden die Teilsysteme gelöst um 
die Verschiebungen im Teilsystem zu erhalten. Für kontinuierlich gekoppelte Systeme gilt dies ana-
log.  

Die Reduktion der einzelnen Teilsysteme auf ihre Steifigkeit ist in der Dynamik komplizierter, da 
die (beschleunigungsabhängigen) Trägheits- und die (geschwindigkeitsabhängigen) Dämpfungster-
me mit zu berücksichtigen sind. 
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7.2 Begriffe  

Die dynamische Wirkung der Teilsysteme kann über verschiedene Kenngrößen im Frequenzbe-
reich18 ausgedrückt werden: 

 Die Impedanz Z beschreibt den Zusammenhang zwischen der Kontaktkräften P 
und der Geschwindigkeit V des Kontaktknotens.  

 
)ω(V

)ω(P
)ω(Z   (7.1) 

 Die Admittanz H beschreibt den Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit 
V des Kontaktknotens und der Kontaktkraft P. H ist die Inverse zu Z. 

 
)ω(P

)ω(V
)ω(H   (7.2) 

 Die dynamische Steifigkeit Kdyn beschreibt den Zusammenhang zwischen der 
Kontaktkraft und der Verschiebung der Kontaktknoten.  
Mit der dynamischen Steifigkeit kann für eine gegebene Verschiebung direkt (d.h. 
ohne Inversion des Gleichungssystems) die dazugehörige Last berechnet werden. 
Die dynamische Steifigkeit kann als der Widerstand eines Systems gegen eine ein-
wirkende harmonische Kraft P mit der Frequenz ω interpretiert werden. W ist die 
(frequenzabhängige) Antwort des Systems im eingeschwungenen Zustand. 

 
)ω(W

)ω(P
)ω(Kdyn   (7.3) 

 Die dynamische Flexibilität (Nachgiebigkeit) Gdyn beschreibt den Zusammenhang 
zwischen der Verschiebung des Kontaktknotens W und der Kontaktkraft. Gdyn ist 
die Inverse von Kdyn. 

 
)ω(P

)ω(W
)ω(Gdyn   (7.4) 

Zur Bestimmung dieser Kenngrößen werden zunächst die Teilsysteme in den Frequenzraum trans-
formiert. Alle Kenngrößen, sind im Frequenzbereich in der Regel komplex. Nur wenn Kraft und 
Geschwindigkeit (Verschiebung) in Phase oder gegenphasig sind, werden die Kenngrößen G, K, Z 
und H reell.  

Der Realteil der Impedanz Z entspricht dem Widerstand (dissipativer Teil), der Imaginärteil der 
Reaktanz (reaktiver Teil). Für die dynamische Steifigkeit gilt dies umgekehrt. 

Da im Frequenzbereich die Ableitungen der Freiheitsgrade verschwinden, kann über diese Größen 
die Kopplung von Systemen direkt beschrieben werden. Die Kenngrößen eignen sich daher gut, 

                                                 

18 Größen im Frequenzbereich werden zur besseren Unterscheidbarkeit durch Großbuchstaben, Größen im Zeitbe-
reich durch Kleinbuchstaben gekennzeichnet. 
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um die Eigenwerte gekoppelter Systeme zu bestimmen. Die Kopplung im Zeitbereich kann nach 
der Fourierrücktransformation der Kenngrößen in den Zeitbereich erfolgen. Bei der Fourierrück-
transformation ist die Kausalitätsbedingung zu beachten. Die Kenngrößen liefern dann Aussagen 
über das Verhalten des Teilsystems ohne dass dabei die Differentialgleichung im Zeitbereich gelöst 
werden muss. (Die Methodik kann als Kombination von Zeit- und Frequenzbereichsmethodik 
interpretiert werden.) 

7.3 Anforderungen an Systeme 

Die Methodik eignet sich gut für transiente, gedämpfte Teilsysteme. Bei schwach gedämpften Teil-
systemen steigt der Aufwand für die numerische Fourierrücktransformation stark an, da diese über 
die lange Zeitdauer bis zum fast vollständigen Abklingen des Signals durchgeführt werden muss. 
Sehr günstig in diesem Zusammenhang sind Wellenausbreitungsvorgänge im Halbraum. Hier wird 
durch die geometrische Abstrahlung die eingetragene Energie schnell dissipiert. 

7.4 Ankopplung reduzierter Modelle 

Im Folgenden wird die Vorgehensweise für die Flexibilität G und die Steife K für ein Einfreiheits-
grad Teilsystem kurz dargestellt. Bei Verwendung der Admittanz H bzw. Impedanz Z ergeben sich 
ähnliche Zusammenhänge. 

7.4.1 Ankopplung über die dynamische Flexibilität 

Zunächst wird das betrachtete System in den Frequenzbereich transformiert (s. Kapitel 2.3.2.2). Im 
Frequenzbereich ergibt sich die Verschiebung aus dem Produkt aus der Flexibilität G(ω) und der 
Last P(ω). Die Flexibilität G(ω) beschreibt dabei das Verhalten des Systems: 

 )ω(P)ω(G)ω(W  . (7.5) 

Im Zeitbereich entspricht dies einem Faltungsintegral Die Fourierrücktransformierte g(t) der im 
Frequenzbereich bestimmten Flexibilität G(ω) kann als die Antwort des Systems auf einen Ein-
heitsimpuls (=Impulsreaktionsfunktion) interpretiert werden: 

 



t

τ

t

τ

τd)τt(P)τ(gτd)τ(P)τt(g)t(w
00

. (7.6) 

Anstatt der Bewegungsgleichung des Teilsystems ist nun die (algebraische, retardierte) Verschie-
bungsbedingung (7.6) zu erfüllen. Diese kann problemlos in die Kopplungsnebenbedingung einge-
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setzt werden. Das Gleichungssystem ergibt sich aus den Gleichungen des Hauptsystems und der 
Kopplungsnebenbedingung (welche das Verhalten des Teilsystems enthält). 

 

Abbildung 7.1: Ankopplung des Teilsystems über die Flexibilität 

Für die Anzahl Freiheitsgrade des Gesamtsystems gilt: nges = nh + nl (nl =Anzahl der Nebenbedin-
gungen). Das Gleichungssystem setzt sich aus den Differentialgleichungen des Hauptsystems und 
der retardierten algebraischen Nebenbedingung zusammen. Es kann daher als retardiertes differen-
tiell algebraisches Gleichungssystem (RDAE) gekennzeichnet werden. 

7.4.2 Ankopplung über die dynamische Steife 

Für die Steifigkeit K gilt analog: 

 )ω(w)ω(K)ω(P  . (7.7) 

Im Zeitbereich entspricht dies wiederum einer Faltung: 

 



t

τ
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τ

τd)τt(w)τ(kτd)τ(w)τt(k)t(P
00

 (7.8) 

Die Fourierrücktransformierte k(t) der im Frequenzbereich bestimmten Steife K(ω) entspricht der 
Kraft, die auf ein System aufgebracht werden muss, damit dieses eine Einheitsverschiebung erfährt 
(Einheitsverschiebungskraft). 

Da die Koppelkraft direkt vorliegt, kann bei gekoppelten Problemen die Gleichung (7.8) in das 
Gleichungssystem des Hauptsystems eingesetzt werden. Eine extra Nebenbedingung ist nicht mehr 
nötig. 
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Abbildung 7.2: Ankopplung des Teilsystems über die Steife 

Das Gesamtsystem hat die gleiche Dimension wie das Hauptsystem nges = nh. Das Gleichungssys-
tem setzt sich aus den Differentialgleichungen des Hauptsystems und der retardierten Last zusam-
men. Es kann daher als retardiertes Differentialgleichungssystem (RDGL) gekennzeichnet werden. 

7.5 Günstige Wahl der Kenngröße im Hinblick auf numeri-
sche Fourierrücktransformation 

Die numerische Fourierrücktransformation der Flexibilität kann in der Regel gut durchgeführt wer-
den. So lautet die Flexibilität eines Einmassenschwingers: 

 
kcωiωm

)ω(G



2

1
Tdyn,  (7. 9) 

Die Flexibilität G(ω) klingt mit hohen (Kreis-)Frequenzen ω schnell ab. Die maßgeblichen Anteile 
von G(ω) befinden sich im unteren Frequenzbereich. Bei der numerischen Fourierrücktransforma-
tion muss der Frequenzbereich nach oben begrenzt werden. Die Abschneidefehler aus dieser Be-
grenzung des Frequenzbereichs sind damit klein. Bei kontinuierlichen Systemen ist das Abklingver-
halten von G nicht mehr so stark ausgeprägt. 

Bei Verwendung der Steife K(ω) ergeben sich jedoch häufig Schwierigkeiten bei der numerischen 
inversen Fouriertransformation. Für einen Einmassenschwingers ist die dynamische Steife: 

sz  
 
 
 

kz  
 
P  
 

kw  

ok

uk

1m

oc

uc

2m

um



































 


t

τ

kuk

s

oooo

oooo

τd)τ(z)τt(kz

z

kscsmksc

ksckscsm

0

2
2

2
1

0





t

τ

ku τd)τ(w)τt(k)t(P
0

 

0 kk wz

0




























P

z

z

kscsmksc

ksckscsm
k

s

oooo

oooo

1

0
2

2

2
1Hauptsystem: 

Nebenbedingung: 

Teilsystem: 



Kapitel 7 Kopplung dynamisch kondensierter Modelle 96 
_______________________________________________________________________________________________________ 

 

  

 

 

 kcωiωm)ω(K  2
Tdyn,  (7. 10) 

Die Steife nimmt mit hohen Frequenzen zu. Bei der numerischen Fourierrücktransformation muss 
der Frequenzbereich nach oben begrenzt werden, womit die großen Anteile der Steife unberück-
sichtigt bleiben. Damit kann die Steife nicht mehr richtig abgebildet werden. Bei kontinuierlichen 
Systemen können die hochfrequenten Anteile von K ebenfalls relevant sein.  

Wann Schwierigkeiten bei der numerischen inversen Fouriertransformation auftreten, kann anhand 
von einfachen Ersatzsystemen abgeschätzt werden. Dazu sind in der folgenden Abbildung die Im-
pulsreaktionsfunktionen bzw. die Einheitsverschiebungskräfte für verschiedene einfache Teilsyste-
me an der Koppelstelle dargestellt. Tritt in der jeweiligen Antwort w , w  oder P  ein Dirac - Im-
puls (bzw. Ableitungen davon) auf, so ist davon auszugehen, dass dieses System mit der entspre-
chenden Methodik kaum numerisch beschrieben werden kann. Der Impuls bzw. Ableitungen da-
von besitzen Anteile mit sehr hohen Frequenzen im Spektrum, was einer numerischen inversen 
Fouriertranformation Probleme bereitet. Die unendlich steilen Flanken bei einem Dirac - Impuls 
sind numerisch bei der Fourierrücktransformation schlecht beschreibbar 
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Abbildung 7.3: einfache Vergleichsmodelle 

Die Abbildung zeigt, dass ein Teilsystem, das am Koppelpunkt eine Masse oder einen viskosen 
Dämpfer enthält, über die Flexibilität im Zeitbereich gut beschrieben werden kann. Liegt eine Mas-
se am Koppelpunkt vor, so kann das System ebenfalls über die Admittanz beschrieben werden. 
Eine Feder (und kein Dämpfer bzw. keine Masse am Koppelpunkt) ermöglicht die Beschreibung 
über die Impedanz im Zeitbereich. 
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Beispiel: Beschreibung von Systemen über Flexibilität/Impedanz 

 

Abbildung 7.4: Beispiele zur Bestimmung der Zeitantwort 
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Einzig der Anfangssprung wird beim zweiten System nicht richtig abgebildet und es treten kleine 
Störungen auf. Da dieser Wert im Faltungsintegral bei jedem Zeitschritt mit der aktuellen Last mul-
tipliziert wird, ergeben sich in jedem Zeitschritt neue Fehler. Der Fehler ist unbahängig von der 
Anzahl der Datenpunkte n bei der Fourierrücktransformation. 

 

 Abbildung 7.5: numerischer Fehler bei Anfangssprung z(t) 

Bei kontinuierlichen Systemen ist die Masse über die Ausdehnung verteilt. Die Wirkung der Masse 
muss daher erst durch die sich ausbreitenden Wellen aktiviert werden. Ein einwirkender Impuls 
bewirkt daher eine sofortige Verschiebung. Das Systemverhalten liegt qualitativ zwischen dem einer 
diskreten Masse und dem eines viskosen Dämpfers. 

 

Abbildung 7.6: Impulsantwort eines kontinuierlichen Systems 

Da die Masse im Lauf der Zeit aktiviert wird, ist die Beschreibung über ihre Flexibilität bzw. ihre 
Admittanz numerisch schwieriger als im Fall diskreter Systeme. Eine mögliche Strategie ist in Kapi-
tel 7.6 erläutert.  
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7.6 Numerische Umsetzung der Faltung 

In der Regel ist es nicht möglich die Faltungsintegrale analytisch zu lösen. Die numerische Lösung 
erfolgt durch Diskretisierung und numerische Integration. Das Vorgehen wird beispielhaft für die 
Impulsreaktionsfunktion g(t) gezeigt: 

 



t

τ

τd)τ(P)τt(g)t(w
0

 (7. 11) 

Die Diskretisierung erfolgt durch Abtastung in konstanten Zeitintervallen Δτ. Danach werden die 
Verläufe von g(t-τ) und P(τ) aproximiert, i. d. R. durch Annahme eines konstanten Werts über den 
Zeitschritt (Mittelwert). Die Annäherung durch einen linearen Verlauf wäre genauer [Linhard 
2005], zeigt jedoch, dass dies zu instabilen Berechnungsergebnissen führen kann. 

 

Abbildung 7.7: Bestimmung der Systemantwort aus der Impulsreaktionsfunktion g 
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Die aktuelle Verschiebung wi+1 am Ende des i - ten Zeitschritts berechnet sich aus der aktuellen 
Koppelkraft Pakt multipliziert mit einem Steifigkeitsterm und aus Verschiebungen infolge der 
Kontaktkraft zu früheren Zeitpunkten whist.19  

                                                 

19 Die Impulsreaktionsfunktion g kann für t=0 von Null verschiedene Werte annehmen. Das gilt ebenso für gs. 
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Bei dieser Vorgehensweise müssen sowohl für g(t-τ) wie auch P(τ) die Verläufe approximiert wer-
den, bevor über das Produkt g(t-τ)·P(τ) integriert werden kann. Günstiger ist es die Integration 
„vorzuziehen“ und zunächst über die Impulsreaktionsfunktion g zu integrieren. Man erhält aus 
dem Integral über die Impulsreaktionsfunktion die Sprungreaktionsfunktion gs(t-τ). Zur Berech-
nung der Antwort muss noch zusätzlich ein Anteil infolge des Anfangssprunges P1·gs(t) berück-
sichtigt werden. Damit ergibt sich die Antwort 
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und die Ableitung der Antwort nach der Zeit zu 
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Bei der numerischen Berechnung werden die Funktionswerte von gs am Ende des Zeitschritts mit 
dem approximierten Verlauf über die Kontaktkraft multipliziert. Diese Vorgehensweise ist in der 
nächsten Skizze dargestellt: 

 

Abbildung 7.8: Bestimmung der Systemantwort aus dem Faltungsintegral über die Sprungreaktions-
funktion gs 
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Für die numerische Umsetzung ist es günstiger die Lastfunktion in Rechtecklasten aufzuteilen. In 
diesem Fall ergibt sich die Antwort dann aus dem Faltungsintegral über die Rechteckreaktions-
funktion gR.  

 

Abbildung 7.9: Bestimmung der Systemantwort aus dem Faltungsintegral über die Rechteckreakti-
onsfunktion gR 

Die obigen Formeln können auf diese Strategie leicht übertragen werden. gR
1 kennzeichnet im 
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und die Geschwindigkeit aus: 
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Interpretation: Die Imuplsreaktionsfunktion entspricht der Antwort eines Systems infolge Belas-
tung durch einen Dirac- Impuls 

 

Abbildung 7.10: Belastung durch Dirac-Impuls 

Die Rechteckreaktionsfunktion ergibt sich infolge Belastung über eine Einheitsrechtecklast mit 
der Einwirkungsdauer TR: 

 

Abbildung 7.11: Belastung durch Rechtecklast 

Im Zeitbereich kann die Rechtecklast formal über  

 τd)τt(P)τ(δ)t(P
tτ
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  (7. 17) 

beschrieben werden. Diese Faltung im Zeitbereich entspricht einer Multiplikation im Frequenzbe-
reich. Daher kann die Rechteckantwort durch Multiplikation der Flexibilität G(ω) (Fouriertrans-
formierte der Impulsreaktionsantwort) und der Fouriertransformierten der Rechteckfunktion im 
Frequenzbereich bestimmt werden. Die analytisch bestimmbare Flexibilität G(ω) muss daher vor 
der Fourierrücktransformation lediglich mit einem „Spaltsinus“ multipliziert werden. 

 
Abbildung 7.12: Rechtecklast und Spaltsinus 

t

)/Tt(Heaviside)/Tt(Heaviside)t(P RRR 22 

RT  

1 

t

)t(δ)t(P 

t

RT  

)t(PR

ω

R

R
RR Tω

)Tωsin(
T)ω(P




  

 
„Spaltsinus“ 



Kapitel 7 Kopplung dynamisch kondensierter Modelle 104 
_______________________________________________________________________________________________________ 

 

  

 

 

Der Spaltsinus klingt mit 1/ω ab und verbessert so das Abklingverhalten von G(ω) im Frequenzbe-
reich ebenfalls. Diejenigen Vergleichsmodelle in Abbildung 7.3, deren Systemantwort ein Dirac 
Impuls war (was einer im Frequenzbereich konstanten Funktion entspricht) können nun integriert 
werden. Die Rechteckreaktionsantwort nach Ende der Einwirkung wird bei Verwendung einer 
Rechteckfunktion erhalten, die von [-TR;0] wirkt.  

Ein verbessertes Abklingverhalten kann auch durch Multiplikation mit einer Exponentialfunktion 
erreicht werden. Bei der numerischen Berechnung des Faltungsintegrals muss dann aber immer 
noch der Verlauf der Antwortfunktion approximiert werden. Deswegen ist die Verwendung der 
Rechteckreaktionsfunktion günstiger. 

Numerische Berechnungsergebnisse der Systemantwort unter Verwendung einer Impulsreaktions-
funktion und einer Rechteckreaktionsfunktion werden im Folgenden gegenübergestellt, um beide 
Vorgehensweisen miteinander zu vergleichen. Dabei wird ein Wellenausbreitungsvorgang an einem 
Stab und eine Schwingung an einem Einmassenschwinger untersucht, um die Eignung der Verfah-
ren für verschiedene Systeme studieren zu können. 

1. Wellenausbreitung und Reflexion im Stab 

 

Abbildung 7.13: Beispiel: Wellenausbreitung im Stab 

Die analytische Lösung ul der Stabendverschiebung für diesen Lastfall kann z.B. über die Methode 
der Randelemente hergeleitet werden (wobei der „Rand“ hier lediglich aus den Enden des Stabes 
besteht): 
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Der analytische Verlauf von g(t) und gR(t) sind in der nächsten Abbildung dargestellt: 

 
Abbildung 7.14: Beispiel: Wellenausbreitung im Stab: Analytische Lösung, Impuls- und Rechteckre-

aktionsantwort 

Die berechneten Antworten sind in der nächsten Abbildung dargestellt Die Zeitschrittgröße wurde 
dabei mit Δt=0.0015 s im Vergleich zur Laufzeit der Stoßwelle sehr grob gewählt. Eine hin- und 
rücklaufende Welle wird dabei über ca. 5 Stützstellen berechnet. 

 
Abbildung 7.15: Beispiel: Wellenausbreitung im Stab: Vergleich von analytischer und numerischer 
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Die numerische Berechnung mit der analytischen Rechteckreaktionsfunktion gR(t) liefert in den 
Stützstellen das exakte Ergebnis. Abweichungen ergeben sich, wenn die Werte zwischen den Stütz-
stellen linear interpoliert werden und dabei die Zeitpunkte der Wellenreflexion nicht bestimmt wer-
den. Dass analytische und numerische Lösung übereinstimmen, liegt daran, dass der (konstante) 
Lastverlauf zwischen den Stützstellen richtig interpoliert wird. Da die Integration vorgezogen wur-
de, werden keine weiteren Näherungen eingeführt.  

Dahingegen weichen die numerischen Berechnungsergebnisse bei Verwendung der analytischen 
Impulsreaktionsfunktion g(t) von der richtigen Lösung ab. Hier wird zusätzlich der Verlauf von 
g(t) approximiert. Die Sprünge in g(t) können dabei nicht richtig abgebildet werden. Eine Verklei-
nerung der Schrittweit verbessert das Berechnungsergebnis.  

2. Schwingung eines Einfreiheitsgradsystems, Anregung in Resonanz 

 
Abbildung 7.16: Beispiel: Einmassenschwinger unter resonanter Anregung 

Die Zeitschrittgröße wurde , bei einer Periodendauer der Schwingung von ca. 0.12 s, zu Δt=0.01 s 
gewählt. 

 

Abbildung 7.17: Beispiel: Einmassenschwinger: Vergleich analytische und numerische Lösung 
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Die Übereinstimmung ist wiederum sehr gut. Nach 10 s beträgt die Abweichung bei der Verwen-
dung von gR(t) ca. 5% und bei Verwendung von g(t) ca. 6.5 %. Die Rechteckreaktionsfunktion 
gR(t) liefert nicht mehr das exakte Ergebnis, da bei Diskretisierung der Last P numerische Fehler 
entstehen. 

Das Verfahren hat den Vorteil, dass die Schwingungsantwort infolge einer resonanten Anregung 
gut berechnet werden kann. Strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren bilden die Periodendau-
er eines Schwingers nicht richtig ab, sondern verlängern die Periodendauer der Schwingung. Eine 
resonante Anregung kann dann nur z.B. dadurch berechnet werden, dass die Periodenverlängerung 
(falls möglich) über Modifikation der Anregungsfrequenz mit berücksichtigt wird, oder indem die 
Zeitschrittgröße extrem fein gewählt wird. Die Zeitintegration mit der gleichen Zeitschrittgröße wie 
oben mit dem Newmark – β Verfahren mit β=0.25 und γ=0.5 führt zu einer Schwebung infolge 
der geringfügig unterschiedlichen Anregungs- und Eigenfrequenz und zu deutlich abweichenden 
Ergebnissen. 

 

Abbildung 7.18: Beispiel: Einmassenschwinger: Vergleich Lösung mit Rechteckreaktionsfunktion 
und Zeitintegration mit Newmark-β Verfahren 

In den bisherigen Beispielen wurden jeweils die analytischen Funktionen für die Impulsantwort und 
die Rechteckantwort verwendet. In der Regel wird man auf numerisch zu gewinnende Funktionen 
zurückgreifen. Diese sind in der Regel gut bestimmbar. Schwierigkeiten können bei der Bestim-
mung der Impulsantwort auftreten, wenn diese bei t=0 einen von Null abweichenden Wert besitzt, 
wie dies bei Wellenausbreitungsvorgängen auftritt (vgl.  Abbildung 7.5). In der folgenden Abbil-
dung ist der Vergleich von zR(t) für das gleiche Beispiel dargestellt. Bei Verwendung der Rechteck-
funktion stimmen nun analytische und numerische Lösung praktisch vollständig überein. Der An-
fangswert wird sehr genau berechnet. 
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Abbildung 7.19: Vergleich numerische und analytische Lösung von zR(t) 
n = 221 , Tmax = 524.288 s, Δt=0.00025 s, Δf=0.0019 Hz TR=0.001 s  

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die numerische Berechnung des Faltungsintegrals 
über die Rechteckreaktionsfunktion deutliche Vorteile bietet. Die numerische Bestimmung der 
Rechteckreaktionsfunktion ist sehr genau. Bei der Berechnung des Faltungsintegral treten lediglich 
Fehler infolge der Lastdiskretisierung auf. Die Zeitschrittgröße sollte daher so gewählt werden, dass 
die Charakteristik der Last und der Rechteckreaktionsfunktion genau genug abgetastet werden (z.B. 
10 Zeitschritte je Periodendauer). 

Im Folgenden wird die Vorgehensweise zur Ankopplung von Systemen anhand diskreter und kon-
tinuierlicher Systeme gezeigt. 
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7.7 Zeitintegration der retardierten DAE (RDAE) 

Die Ankopplung des reduzierten Teilsystems kann formal über nichtkonservative Kräfte erfolgen 
(Kapitel 2.4.2). Die sich ergebende Nebenbedingung lautet für die Impulsreaktionsfunktion 

 0
0

 


t

τ

kkk τd)τ(P)τt(g)t(z)t(w)t(z:g  (7.19) 

7.7.1 Index 

Der Index der DAE ergibt sich aus der Art der Nebenbedingung und und den Eigenschaften der 
Modelle an der Koppelstelle.  

Hier muss zwischen der Faltung mit Impulsreaktionsfunktion und Rechteckreaktionsfunktion un-
terschieden werden. Wird das Faltungsintegral über die Impulsreaktionsfunktion formuliert, und ist 
g(0)≠0 so ergibt sich nach der zweiten Ableitung der Nebenbedingung bereits ein Term für P .  
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Der Index hat dann höchstens den Wert 2.  

Der Index beträgt 1, wenn an dem über das Faltungsintegral anzukoppelnden System lediglich ein 
Federelement vorliegt. Dann führt bereits die einmalige Ableitung der Nebenbedingung auf eine 
gewöhnliche Differentialgleichung. In allen anderen Fällen beträgt der Index 2. 

 
Abbildung 7.20: Index über ein Faltungsintegral angekoppelter Systeme 
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Gilt g(0)=0 oder wird das Faltungsintegrals über die Rechteckreaktionsfunktion formuliert, treten 
diese günstigen Eigenschaften nicht auf. Der Index hat den gleichen Wert wie bei der direkten 
Kopplung von Haupt – und Teilsystem über Lagrangesche Multiplikatoren.  

7.7.2 Vergleich von Zeitintegrationsverfahren 

Das numerische Verhalten von retardierten differentiell-algebraischen Systemen wird anhand eines 
Zweimassenschwingers untersucht. Dabei wird der untere Einmasssenschwinger durch seine 
Rechteckreaktionsfunktion gR(t) beschrieben. Die Rechteckreaktionsfunktion wird über eine inver-
se Fouriertransformation numerisch bestimmt. 

 
Abbildung 7.21: Betrachtetes System 

Die Genauigkeit der Zeitintegration wird anhand eines Zweimassenschwingers mit der analytischen 
Lösung verglichen. Die Systemanregung erfolgt über eine harmonische Last auf die obere Masse. 
Der sinus-förmige Verlauf der Last bringt eine Anfangsstörung in das Gleichungssystem ein. Stö-
rungen infolge einer Kraftanregung sind jedoch unkritisch [Lutzenberger 2002]. Die analytische 
Lösungen wird der numerischen Lösung mittels des Generalised – α und des DAISY1 Verfahrens 
gegenübergestellt. Zur numerischen Auswertung des Faltungsintegrals wurde die Rechteckreakti-
onsantwort verwendet. 
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Abbildung 7.22: Vergleich der Lösungen 

Die verschiedenen Lösungen stimmen sehr gut überein. Wie erwartet treten keine Störungen auf.  

Als nächstes wird deswegen zwischen den beiden Kontaktmassen ein Rauheitsverlauf in Form ei-
ner Rampenfunktion aufgebracht. Dieser verletzt die Anforderung der zweimaligen stetigen Diffe-
renzierbarkeit und bringt deswegen Störungen ins Gleichungssystem ein. In der analytischen Lö-
sung würde hier ein Dirac - Impuls auftreten. Dieser kann bei der numerischen Zeitintegration 
nicht ausreichend abgebildet werden.  

 
Abbildung 7.23: Rampenfunktion 

Hier wird die Zeitintegration mittels des Generalised – α und des DAISY1 Verfahrens verglichen.  
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Abbildung 7.24: Vergleich der Lösungen 

Es zeigen sich die gleichen Charakteristiken wie bei den direkt gekoppelten Systemen. An den 
Rampenübergängen treten Störungen auf. Beim Generalized- Verfahren sind nur die Zeitintegra-
tionsgrößen sz , sz  , kz  frei von Störungen. In allen anderen Zeitintegrationsgrößen treten Störun-
gen auf, die zum Teil langsam abklingen. Im DAISY Verfahren treten kurzzeitige kleinere Störun-
gen in P , P und P  auf, die jedoch schnell herausgedämpft werden.  

Das Verhalten von retardierten differentiell-algebraischen Systemen ist ähnlich dem differentiell-
algebraischer Systeme.  

7.8 Vorgehensweise bei diskretisierten Teilsystemen 

Die Bewegungsgleichungen der Teilsysteme j ergeben sich aus dem erweiterten Hamiltonschen 
Prinzip, bzw. den Eulerschen Gleichungen. Zur besseren Unterscheidung der Bezeichnungen 
werden die Freiheitsgrade qi des Hauptsystems i in (Kontakt-)Freiheitsgrade zk und in die restli-
chen (System-) Freiheitsgrade zs unterteilt. Die Freiheitsgrade qj des Teilsystems j werden in 
(Kontakt-) Freiheitsgrade wk und die (System-) Freiheitsgrade ws unterteilt. 
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Abbildung 7.25: verwendete Bezeichnungen gekoppelter Systeme 

Unter Verwendung der Nebenbedingung wk = zk werden die Koppelkoordinaten einheitlich mit wk 
bezeichnet. Die Gleichungen des Teilsystems können dann später direkt in die Gleichungen des 
Hauptsystem eingesetzt werden. 

Das Teilsystem ist über die nk Koppelfreiheitsgrade ( kw = Vektor der Koppelfreiheitsgrade) mit 
dem Hauptsystem verbunden. Das Teilsystem wird hier so gewählt, dass die nws = nj – nwk inneren 
Freiheitsgrade sowie die Koppelfreiheitsgrade nicht durch äußere Lasten beansprucht sind. Äußere 
Lasten Pzs wirken lediglich auf das Hauptsystem. In der Koppelfuge treten die Kontaktkräfte Pk 
auf. 

Das Teilsystem wird über seine statische Steifigkeitsmatrix KT, die Dämpfungsmatrix CT und die 
Massenmatrix MT beschrieben. Getrennt nach den Freiheitsgraden entlang des Koppelrandes wk 
und den Freiheitsgraden im Inneren ws ergibt sich: 

 







































































0

P

w

w
KK

KK

w

w
CC

CC

w

w
MM

MM
k

s

k

ssT,skT,

ksT,kkT,

s

k

ssT,skT,

ksT,kkT,

s

k

ssT,skT,

ksT,kkT,








. (7. 22) 

Dementsprechend lauten die Gleichungen für das Hauptsystem: 
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Die Ankopplung des Teilsystems kann über die Flexibilität oder die Steife des Teilsystems realisiert 
werden. 

nzs=ni-nzk innere(System-) 
Freiheitsgrade zs des  
Hauptsystems i. Vektor 
der Freiheitsgrade: zs 

System:  

Hauptsystem i                             Teilsystem j 

nzk Koppelfreiheitsgrade zk 
des Hauptsystems i 

nwk Koppelfreiheitsgrade wk 
des Teilystems j 
Vektor der Freiheitsgrade: wk  

nws=nj-nwk innere(System-) 
Freiheitsgrade ws des  
Teilsystems j.  

kz  

kP  

kw

kPzsP  
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7.8.1 Dynamische Flexibilität Gdyn 

Mit der dynamischen Flexibilität Gdyn,T (Gdyn,T ist im Allgemeinen eine komplexe Funktion mit Sin-
gularitäten an den Nullstellen von Kdyn,T ). 

 )ω()ω()ω( TTTdyn,
WPG         112 )ω(ωω)ω( 


Tdyn,TTTTdyn,

KKCMG i  (7. 24) 

ergeben sich die Bewegungsgleichungen des Teilsystems (7. 22) zu:  
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Dieses Gleichungssystem kann einfach nach Wk gelöst werden: 

   )ω()ω()ω(*
kkTdyn,

WPG   (7. 26) 

mit der Flexibilitätsmatrix )ω(*

Tdyn,
G  = )ω(

kkT,dyn,
G  (Dimension: nk x nk). 

Wird das Hauptsystem genauso wie das Teilsystem im Frequenzbereich beschrieben, so kann das 
Teilsystem an die Steifigkeits- oder Flexibilitätsmatrix des Hauptsystems angekoppelt werden. Die 
Kopplung mit dem Teilsystem erzeugt einen Eintrag in der Flexibilitätsmatrix für die Freiheitsgrade 
Pk. Diese Darstellung im Frequenzraum eignet sich zur Bestimmung der Eigenfrequenzen und 
Eigenformen des Gesamtsystems.  
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*  (7. 27) 

Damit kann die Kopplung im Frequenzbereich beschrieben werden. Zur Kopplung im Zeitbe-
reich wird 

Tdyn,
G  fourierrücktransformiert. Dies muss eventuell numerisch erfolgen. 

 )t()ω( **

Tdyn,Tdyn,
gG   (7. 28) 

*

Tdyn,
g   kann als Einheitsimpulsantwort interpretiert werden.  

Die einzelnen Elemente j der i-ten Zeile geben an, welche Verschiebungen g(t) an den Knoten j 
infolge eines δ Impulses am Knoten i zum Zeitpunkt t=0 entstehen. 
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Weiter gilt: 
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Das gekoppelte Gleichungssystem lautet: 
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  (7. 30) 
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Es liegt wiederum eine retardierte DAE (RDAE) vor. 

7.8.2 Dynamische Steifigkeit Kdyn 

Daneben kann die Ankopplung des Teilsystems über die Steife des Teilsystems realisiert werden. 
Unter Verwendung der dynamischen Steifigkeit Kdyn,T  

 
TTTTdyn,

KCMK 2ωω)ω(  i  (7. 31) 

ergeben die Bewegungsgleichungen des Teilsystems (7. 22) zu  
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 (7. 32) 

)ω(
ssT,dyn,

K  entspricht dabei der Steifigkeit der an den Koppelfreiheitsgraden starr gelagerten 

Platte. 

Das Gleichungssystem kann nach Pk gelöst werden: 

 )ω()ω()ω(*
kkTdyn,

PWK   (7. 33) 

mit der Steifigkeitsmatrix )ω(*

Tdyn,
K  (Dimension: nk x nk) 

 )ω()ω()ω()ω()ω(*

skT,dyn,ssT,dyn,ksT,dyn,kkT,dyn,Tdyn,
KKKKK 1  (7. 34) 

)ω(*

Tdyn,
K  ist die Inverse von )ω(*

Tdyn,
G  
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KT * ist im Allgemeinen eine komplexe Funktion mit Singularitäten an den Nullstellen von  

 0)ωωdet())ω((det 2 
ssT,ssT,ssT,ssT,dyn,

KCMK i  (7. 35) 

Über das Konzept der dynamischen Impedanz oder die Craig-Bampton Methode [Craig-

Bampton 1968] kann )ω(*

Tdyn,
K  über eine Superposition der Eigenschwingformen bei festge-

haltenem Rand und der statischen Verschiebungsformen bei Einheitsverschiebungen am Rand 
ermittelt werden.  

Wird das Hauptsystem genauso wie das Teilsystem im Frequenzbereich beschrieben, so kann das 
Gesamtsystem nach Einsetzen der Nebenbedingung direkt in matrizieller Form wie folgt beschrie-
ben werden:  
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Die Kopplung mit dem Teilsystem erzeugt einen Eintrag in der Steifigkeitsmatrix für die Freiheits-
grade wk. Diese Darstellung im Frequenzraum eignet sich zur Bestimmung der Eigenfrequenzen 
und Eigenformen des Gesamtsystems.  

Für Berechnungen im Zeitbereich wird die Steifigkeitsmatrix in den Zeitbereich fourierrücktrans-
formiert: 
 )t()ω( **

TTdyn,
kK  . (7. 37) 

kT *  (Dimension nwk x nwk) kann als Einheitsverschiebungskraft interpretiert werden. Die einzelnen 
Elemente j der i-ten Zeile geben an, welche zeitabhängigen Kräfte an den Knoten j infolge einer δ 
Einheitsverschiebung am Knoten i entstehen. 

Damit gilt: 
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Zur Kopplung beider Systeme kann (7.38) in die Gleichung des Hauptsystems (7. 23) eingesetzt 
werden:  
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 (7. 39) 

Das entstehende Gleichungssystem kann als retardierte Differentialgleichung oder Integrodifferen-
tialgleichung gekennzeichnet werden.  
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7.9 Vorgehensweise bei kontinuierlichen Teilsystemen 

Bei kontinuierlichen Teilsystemen können die Kenngrößen über Integraltransformationsmethoden 
wie auch über die Randelementmethode bestimmt werden.  

Die folgende Skizze zeigt die Vorgehensweise für Integraltransformationsmethoden: 

 

Abbildung 7.26: Formulierung der Bewegungsgleichungen aus der Variationsformulierung 

Die Differentialgleichungen werden in den Wellenzahl-/Frequenzraum transformiert und dort für 
eine Dirac - Last gelöst. Bei Verwendung der Rechteckreaktionsantwort wird die Lösung noch mit 
dem Spaltsinus multipliziert. Die Rücktransformation in den Zeitbereich liefert die Impuls- bzw die 
Rechteckreaktionsantwort. 

 

 

 

Originalbereich

Partielle  
Differentialgleichung 
f(x,y,z,t) 

Algebraische 
Gleichung 
F(kx, ky, kz, ω) 

Direkte (numerische) 
Methoden BEM/FEM 

Transformierter Bereich

Inverse Transformation 
(Fourier Wavelet) 
(kx, ky, kz, ω)           
(x,y,z,t) 

Fouriertransformation  
(x,y,z,t) 
(kx, ky, kz, ω) 

Lösung für Einheitsbelastung 1                                 G(kx, ky, kz, ω) 

Lösung g(x,y,z,t) 

Antwort: 
w(x,y,z,t)=P(t)×g(t)  
               ×  Faltung 
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7.10  Bewertung 

Große Modelle bedürfen eines hohen numerischen Aufwandes zur Lösung der Gleichungssysteme. 
Eine mögliche Strategie zur Reduzierung des Aufwandes zur Lösung der Systeme ist die Untertei-
lung in ein Haupt- und in Teilsysteme. 

Die Wahl der Kenngröße, in der das Teilsystem beschrieben werden soll, ist von der Charakteristik 
des Teilsystems abhängig (Abbildung 7.3). Daneben sind numerische Aspekte zu beachten: 

 Bei der Berechnung der Kontaktkraft über das Faltungsintegral, unter Verwendung der 
Impedanz Z(ω), wird die Geschwindigkeit v benötigt. Diese ist i.d.R. numerisch 
schwieriger zu bestimmen als die Auslenkung w. Die Anwendung der Impedanz ist 
nur eingeschränkt möglich. 

 Die dynamische Steifigkeit K(ω) kann kaum verwendet werden, da diese für fast alle 
Systeme durch hohe Anteile im Frequenzbereich dominiert wird (Abbildung 7.3), was 
Probleme für numerische Rücktransformation bereitet.  

 Die Admittanz H(ω) = V(ω)/P(ω) führt auf numerisch günstige Ausdrücke, hat aber 
ebenfalls weniger Anwendungsgebiete (Abbildung 7.3). 

 Die dynamische Nachgiebigkeit G(ω) ist numerisch gut umsetzbar und kann fast auf 
alle Systeme angewandt werden. Dies gilt insbesonders bei Verwendung der Rechteck-
reaktionsfunktion. 

Die Ankopplung im Zeitbereich führt auf differentiell – algebraische oder retardierte differentiell – 
algebraische Systeme. Die Zeitintegration kann mit den entwickelten Zeitschrittverfahren gut 
durchgeführt werden. Für die numerische Umsetzung des Faltungsintegrals bietet sich die Verwen-
dung der Rechteckreaktionsfunktion an. Diese kann im Frequenzbereich durch Multiplikation der 
Impulsreaktionsfunktion mit einem Spaltsinus gewonnen werden. Dies entspricht einem Vorziehen 
der Integration zur Impulsreaktionsantwort. Somit kann die Filterwirkung des Spaltsinus genutzt 
werden. Bei Berechnung des Faltungsintegrals ist dann lediglich eine Approximation der Last er-
forderlich (keine Approximation der Impulsreaktionsfunktion). Wird die Lastfunktion exakt abge-
bildet und die Rechteckreaktionsantwort genau bestimmt, so ergibt sich eine hervorragende Lö-
sungsqualität. Durch die höhere Genauigkeit, sind bei der Zeitintegration größere Zeitschritte mög-
lich (z.B. 10 Zeitschritte je Periodendauer). Bei Zeitintegration des Gesamtsystems muss der maß-
gebende Zeitschritt so gewählt werden, dass sowohl die Charakteristika des Gesamtsystems wie 
auch der Last genau genug abgebildet werden.  

Resonante Anregung wird im Vergleich zu Zeitintegrationsverfahren besser abgebildet.  

Zwar kann die Bestimmung der Rechteckreaktionsantwort numerisch aufwändig sein (vor allem bei 
ausgedehnten Systemen), diese muss aber lediglich einmal vor Beginn der Berechnung bestimmt 
werden. 

Die Methodik eignet sich gut für transiente, im Zeitbereich schnell abklingende Teilsysteme. Die 
Fourierrücktransformation kann dann mit geringem numerischen Aufwand durchgeführt werden. 
Besonders Wellenausbreitungsvorgänge können damit gut beschrieben werden, da eine Systemant-
wort nur direkt nach Belastung vorhanden ist und die Schwingungsenergie schnell vom Ort der 
Kraftaufbringung wegtransportiert wird. 
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8 Interaktion Magnetschwebefahrzeuge – 
Fahrwegträger 

In diesem Kapitel wird die Fahrzeug – Fahrweg Interaktion am Beispiel eines Magnetschwebefahr-
zeuges auf geregelte Fahrzeuge erweitert. Dazu werden zunächst Regelungstechnische Grundlagen 
zusammengefasst. Danach wird auf die Beschreibung des Fahrzeugs eingegangen. Die Fahrzeug – 
Fahrweg Interaktion wird anhand eines Beispieles gezeigt. 

8.1 Regelungstechnik 

Die Regelung ist ein technischer Vorgang in einem abgegrenzten System. Wirken von außen Stö-
rungen auf das System ein, so kann das System selbständig darauf reagieren. Es ändert sein Verhal-
ten und kann dadurch den Ausgangszustand wiederherstellen. Diese Regelung verläuft anhand vor-
gegebener Gesetzmäßigkeiten. 

Der Begriff der Regelung ist in der DIN 19226 wie folgt definiert:  
„Das Regeln, die Regelung, ist ein Vorgang, bei dem eine Größe, die Regelgröße (die zu regelnde 
Größe) erfasst, mit einer anderen Größe, der Führungsgröße, verglichen und im Sinne einer An-
gleichung an die Führungsgröße beeinflusst wird. Kennzeichnend für das Regeln ist der geschlos-
sene Wirkungsablauf, bei dem die Regelgröße im Wirkungsweg des Regelkreises fortlaufend sich 
selbst beeinflusst.“  

Im Unterschied dazu existiert der Begriff des Steuerns. Bei der Steuerung findet kein Soll-Istwert 
Vergleich statt. Die dafür nötige Rückmeldung fehlt oder findet nur sporadisch statt. Hier ist das 
Systems nicht in der Lage, seine Charakteristik selbständig zu ändern. Dies muss von außen erfol-
gen.  

Im anglizistischen Sprachraum wird der Begriff des Steuerns sehr zutreffend durch feedforward 
control und der Begriff des Regelns durch feedback control beschrieben. Umgangssprachlich wer-
den beide Begriffe oft verdreht. So handelt es sich beim „Steuern“ eines Autos um einen Rege-
lungsvorgang, da der Fahrer selbständig auf Kursabweichungen reagiert. Ein „Lautstärkenregler“ an 
einer Stereoanlage hingegen passt die gewünscht Lautstärke nicht automatisch an. 
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8.1.1 Regelkreise 

8.1.1.1 Struktur von Regelkreisen 

Regelkreise werden für verschiedenste Aufgaben entworfen. Ihre Zusammensetzung kann daher 
aus unterschiedlichen Komponenten bestehen. Ein grundlegender, idealisierter Aufbau ist in der 
nächsten Abbildung skizziert: 

 

Abbildung 8.1: Regelkreis (Ausgangsrückführung) 

Das zu regelnde System (Regelstrecke) ist eine abgeschlossene Anordnung, in der dynamische Pro-
zesse ablaufen. Aus den Eingangsgrößen werden aufgrund physikalischer Gesetzmäßigkeiten die 
Ausgangsgrößen (Zustandsgrößen, Regelgrößen) x(t) erzeugt.  

Auf dieses System wirken Störgrößen z(t) ein. Störgrößen sind bestenfalls ungenau bekannt, ihr 
zeitliches Verhalten kann nicht exakt vorhergesagt werden. Die Störgrößen bewirken, dass das Sys-
tem von seinem Idealzustand abweicht. 

Im Regelkreis wird das dynamische Verhalten der Regelstrecke, die Regelgröße x(t), daher fortlau-
fend erfasst.  

Dies erfolgt durch die Messeinrichtung. Ihr kommt die Aufgabe zu, die Regelgrößen in eine andere 
Größe, die Messgröße y(t), umzuformen, wie z.B. die Umformung der Beschleunigung einer Masse 
der Regelstrecke in eine elektrische Größe. Damit wird die weitere Auswertung erst ermöglicht. 
Oftmals können nicht alle Systemgrößen gemessen werden, da der Aufwand hierfür zu groß wäre. 
Man muss sich daher auf die Messung repräsentativer Größen beschränken. Die Dimension von 
y(t) ist somit meist kleiner als die Dimension von x(t).  

Die Regeleinrichtung vergleicht die Messgröße y(t) mit den Sollwerten. Weichen diese voneinander 
ab, berechnet sie nach vorgegebenen Gesetzmäßigkeiten, dem Regelgesetz, die erforderlichen Stell-
größen u(t). Die Anzahl der Stellgrößen ist in der Regel kleiner als die Anzahl der Zustandsgrößen. 

Dynamisches System 
(Regelstrecke) 

Regeleinrichtung 

Meßsystem 

Störgröße z(t) 

Stellgrößen u(t) 

Zustandsgröße 
(Regelgröße) x(t) 

Messgröße y(t) 

yu yC  
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Das Stellglied wandelt die Stellgrößen u(t) in mechanische Größen um, welche auf die Regelstrecke 
einwirken und diese im gewünschten Sinne beeinflussen. Das Stellglied wird in der Regel der Regel-
strecke zugeschlagen und ist deshalb im Blockschema nicht extra aufgeführt. 

Beispiel: Dieses Schema lässt sich gut an der Temperaturregelung eines Hauses verdeutlichen. Das Ziel der Rege-
lung ist hier die Raumtemperatur konstant zu halten. Schwankungen in der Außentemperatur wirken als Störungen 
auf das System ein. Temperaturfühler in den Zimmern messen die sich einstellende Abweichung der Raumtemperatur 
vom Sollwert. Die Informationen der Temperaturfühler werden an die Heizung weitergeleitet. Die Änderung der 
Energiezufuhr bewirkt die gewünschte Korrektur der Raumtemperatur.  

Erfolgt die Steuerung nicht anhand der Messgrößen y(t) sondern direkt über die Zustandsgrößen 
x(t) so spricht man von Zustandsrückführung.  

 

Abbildung 8.2: Regelkreis (Zustandsrückführung) 

Können nicht alle Zustandsgrößen der Regelstrecke gemessen werden können, versucht man die 
nicht gemessenen Größen möglichst genau zu schätzen. Diese Aufgabe kommt dem Beobachter 
bzw. Filter zu. Der wohl am weitesten verbreitete Algorithmus zur Zustandsschätzung ist das Kal-
man-Bucy Filter. 

8.1.1.2 Analyse der Regelkreise im Zeit- Frequenzbereich 

In der Regelungstechnik verwendete Methoden zur Analyse von Regelkreisen sind die Frequenzbe-
reichsmethodik und die Zeitbereichsmethodik. Die Analyse von Regelkreisen ist ähnlich zur Analy-
se strukturdynamischer Systeme. 

Wichtige Kenngrößen für die Analyse im Zeitbereich sind: 

 Die Übertragungsfunktion (Sprungreaktionsfunktion) gibt an, wie die Ausgangsgröße 
(Systemantwort) auf eine sprungförmige Belastung reagiert. Sie zeigt wie schnell sich das 
Ausgangssignal der statischen Reaktion annähert. 

 Die Gewichtungsfunktion (Impulsreaktionsfunktion g(t)) ist die Antwort auf einen δ- 
Impuls. Mit der Gewichtungsfunktion kann über das Faltungsintegral die Systemantwort 
berechnet werden. 

Dynamisches System 
(Regelstrecke) 

Regeleinrichtung 

Störgröße z(t) 

Stellgrößen u(t) Zustandsgröße 
(Regelgröße) x(t) 

xu xC
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Der Übergang in den Frequenzbereich erfolgt mittels der Fourier Transformation oder der Laplace 
Transformation. Kenngrößen dabei sind: 

 Der Frequenzgang (Flexibilität G(ω)) zeigt das Systemverhalten in Abhängigkeit der An-
regungsfrequenz auf. 

 Die Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion (=Frequenzgang bei Verwendung 
der Laplace Transformation) können im komplexen Pol-Nullstellen Bild angetragen 
werden. 

8.1.1.3 Anforderungen an den Reglerentwurf 

Der Entwurf eines Reglers zielt darauf ab, das System (Regelstrecke) durch die Stellgröße so zu 
beeinflussen, dass die messbaren Größen y(t) sich den durch die Führungsgröße vorgegebenen 
Werten w(t) annähern. Die Wirkung einer äußeren Störung z(t) soll dabei unterdrückt werden.  

Der Regler soll dabei vorgegebene Gütekriterien erfüllen. Die Güte der Regelung kann anhand von 
vier Anforderungen beurteilt werden [Lunze 2006]: 

1. Stabilitätsanforderung: 

Das geregelte System darf bei einem endlichen Störsignal z(t) mit einem nur endlichen Ausgangs-
signal y(t) antworten. Verschwinden alle Systemanregungen, so kehrt das System in seine Ruhelage 
zurück (Kapitel 8.1.2.3). 

2. Forderung nach Störkompensation und Sollwertfolge 

Für vorgegebene Klassen von Führungssignalen und Störsignalen soll die Regelgröße y(t) der 
Führgröße w(t) asymptotisch folgen 

 0


))t(y)t(w(lim
t

 (8.1) 

3. Dynamikanforderung 

Der dynamische Zusammenhang zwischen Führungsgröße bzw. Störgröße und der Regelgröße soll 
vorgegebene Güteanforderungen erfüllen. Die Dynamikanforderung legt das Übergangsverhalten 
fest und damit die Art und Weise, wie sich y(t) an w(t) annähert. Dabei werden z.B. Vorgaben für 
die Zeit bis zum Erreichen von 90 % des Endwertes, die Überschwingweite und die Überschwing-
zeit gemacht. 

4. Robustheitsforderung 

Die Forderungen (1-3) sollen trotz Unsicherheiten im Modell der Regelstrecke erfüllt werden. Die 
Unsicherheiten im Modell resultieren z.B. aus ungenau bekannten Parametern oder einer Linearisie-
rung des Modells. 

Die Robustheit ist bei geringen Abweichungen i.d.R gesichert, da der Regler die Stellgröße in Ab-
hängigkeit der aktuellen Messgröße berechnet und so fortwährend versucht die Messgröße der 
Führgröße anzupassen. 
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8.1.1.4 Differentialgleichungen geregelter Systeme 

Ungeregelte strukturdynamische Systeme werden im Allgemeinen über ihre Differentialgleichung 2. 
Ordnung beschrieben. Für lineare und zeitinvariante Systeme lautet diese: 

 0PwKwCwM    (8.2) 

 mit : M = Massenmatrix, C = Dämpfungsmatrix, K = Steifigkeitsmatrix, 0P = Lastvektor, 

w = Vektor der unbekannten Größen des Systems  

Zur Erhöhung der Übersichtlichkeit wird die Zeitabhängigkeit der Größen nur dort angegeben, wo 
dies das Verständnis erhöht. 

Zur Untersuchung ist es hilfreich auf ein System erster Ordnung überzugehen. Mit 

 









w

w
x


  erhält man bxFx   (8.3) 

Dabei ist: x  = Zustandsvektor, F  = Systemmatrix, b  = Lastvektor  

Mit: 







  PM

0
b 1 ,  










  CMKM

0
F 11

I
  (8.4) 

Die Darstellung geregelter Systeme mit Ausgangsrückführung lautet (vgl. Abbildung 8.1):  

 uGxFx   (8.5) 

 
xHy

 (8.6) 

 
yCu

y


 (8.7) 

 → 
xHCGFxHCGxFx )(

yy


 (8.8) 

Mit: 
u  =  Eingangsvektor  
y  =  Vektor der Messgrößen  
G  = Stelleingangsmatrix 

y
C  = Rückführungsmatrix  

H  = Messmatrix 

Für die Zustandsrückführung ergibt sich: 

 uGxFx   (8.9) 

 xCu
x

  (8.10) 

  →   xCGFxCGxFx )(
xx

  (8.11) 
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8.1.2 Eigenschaften von Regelkreisen 

Zwei wichtige Eigenschaften dynamischer Systeme sind deren Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit 
(Abschnitt 8.1.2.2) [Kortüm. Lugner 1994]. Ein System, bei dem alle Zustandsgrößen messbar und 
beeinflussbar sind, kann auch beliebig gesteuert werden kann. Eines der zentralen Probleme der 
Regelungstechnik jedoch ist es, dass diese Voraussetzungen meist nicht gegeben sind. Oft können 
nur wenige Zustandsgrößen gemessen und beeinflusst werden. Nun stellt sich die Frage, ob die 
gemessenen Größen ausreichen, um das Systemverhalten vollständig zu beschreiben (Beobachtbar-
keit). Ist das Systemverhalten durch die Stellgrößen beliebig steuerbar, so spricht man von der Steu-
erbarkeit eines Systems. Anhand der Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit (8.1.2.2) lässt sich 
entscheiden, ob eine bestimmte Regelungsaufgabe überhaupt durchgeführt werden kann. 

Daneben ist die Stabilität eine zentrale Eigenschaft von Systemen. Anhand der Stabilität lässt sich 
beurteilen, ob das Systemverhalten bei auftretenden Störungen stabil ist. Bei instabilen Systemen 
können Störungen ein Anwachsen der Systemantwort über alle Grenzen hinaus verursachen. 

8.1.2.1 Steuerbarkeit eines System 

Da die Anzahl der Stellgrößen u(t) in der Regel kleiner ist als die Anzahl der Zustandsgrößen x(t) 
stellt sich die Frage, ob sich das System durch die Stellgrößen in geeigneter Weise beeinflussen lässt. 
Die Untersuchung der Steuerbarkeit eines Systems erfolgt anhand des Systems  

 0xxuGxFx   )(t0 , . (8.12) 

x(t0) kennzeichnet den Anfangszustand. 

Damit kann neben der Auswirkung der Steuergrößen auch die Auswirkung von Störgrößen unter-
sucht und charakterisiert werden. 

Definition 8.1: Das System (8.12) heißt steuerbar, wenn sein Zustand x durch geeignete Wahl des Steuervek-
tors u(t) in endlicher Zeit aus dem beliebigen Anfangszustand x0 in den Endzustand xB bewegt werden kann. 

Die Steuerbarkeit kann durch folgendes Kriterium überprüft werden: 

   nRangRang
c

n  QGFGFGFG 12
  (8.13) 

c
Q  (Dimension n x n·m ,n = Anzahl der Zustandsgrößen, m = Anzahl der Messgrößen)wird 

als Steuerbarkeitsmatrix bezeichnet. Die Forderung (8.13) ist gleichbedeutend zu: 

 0
c

det Q  (8.14) 
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8.1.2.2 Beobachtbarkeit eines Systems 

Die Beobachtbarkeit eines Systems zeigt, ob das Systemverhalten über den Messvektor y(t) erfass-
bar ist.  

 uGxFx   (8.15) 

 xHy  (8.16) 

Definition 8.2: Das System (8.15), (8.16)heißt beobachtbar, wenn man bei bekanntem u(t) aus der Messung 
von y(t) über eine endliche Zeitspanne den Anfangszustand x0 eindeutig ermitteln kann, ganz gleich wo dieser 
liegt. 

   nRang)()(Rang TnTTTTTT  T

b
QHFHFHFH

2 1  (8.17) 

8.1.2.3 Stabilität 

Der Stabilitätsbegriff kann für statische Systeme gut veranschaulicht werden (Abbildung 8.3). Zur 
Untersuchung der Stabilität wird das System in einer Nachbarlage betrachtet. Ergeben sich in der 
Nachbarlage Kraftwirkungen, die das System in die Ursprungslage zurückführen, so liegt ein stabi-
les Gleichgewicht vor. Führen die Kraftwirkungen in der Nachbarlage zu weiteren Auslenkungen, 
ist das Gleichgewicht instabil. Beim Vorliegen eines Gleichgewichtszustandes in der Nachbarlage 
spricht man von einem indifferenten Gleichgewicht. 

 

Ausgangslage Nachbarlage

Stabil InstabilIndifferent

 

Abbildung 8.3: Gleichgewichtslagen von Systemen 

Für die Stabilität dynamischer Systeme ist deren Verhalten gegenüber Anfangsstörungen 
(=Anfangsbedingungen) maßgebend. Der hierfür maßgebende Stabilitätsbegriff stammt aus der 
nichtlinearen Systemdynamik von M. A. Ljapunow 1893. 

Definition 8.3: Das System (8.12) heißt stabil im Sinne von Ljapunow, wenn zu jedem Zeitpunkt t0 und 
jedem >0 eine positive Zahl  existiert, so dass bei einer beliebigen Anfangsauslenkung x(t0)=x0 mit 
||x0||< , =(,t0) für t>t0 nur eine gestörte Bewegung x(t) mit ||x(t)||<  entsteht.  
Gilt zusätzlich lim t x(t)=0, so nennt man die Gleichgewichtslage asymptotisch stabil. 
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Damit kann nicht nur die Stabilität stationärer Zustände sondern auch die Stabilität beliebiger 
Trajektorien beurteilt werden. Diese Stabilitätsdefinition veranschaulicht Abbildung 8.4:  

 

Abbildung 8.4: Stabilität 

Ein System, das permanenten Störungen unterworfen ist, wird ein-ausgangsstabil genannt, wenn für 
jede beschränkte Anfangsbedingung und jede beschränkte Eingangsgröße auch der Ausgang be-
schränkt ist. Asymptotisch stabile Systeme sind gleichzeitig auch ein-ausgangsstabil.  

Die Stabilitätsuntersuchung kann über die Ljapunow-Funktion erfolgen. Für lineare Systeme mit 
konstanten Koeffizienten ist es jedoch ausreichend die Eigenwerte der Systemmatrix F zu betrach-
ten. Es ergibt sich eine abklingende Bewegung, wenn alle Realteile der Eigenwerte j < 0 sind: 

 n,...,j)(λRe j 10 F  (8.18) 

Damit ist das System asymptotisch stabil und ein-ausgangsstabil. 

Nach [Kortüm, Lugner 1994] ist das nichtlineare System zumindest asymptotisch stabil bei kleinen 
Störungen, falls das linearisierte System asymptotisch stabil ist. 

8.1.3 Auslegung des Reglers 

Für die Auslegung eines Regelkreises existieren mehrere Verfahren (z.B. Lunze 2005).  

Ein wichtige Kriterium zur Reglerauslegung sind die Eigenwerte des Regelkreises. Diese stellen 
sicher, dass der Regelreis stabil ist ( n,...,jλRe j 10  ). Darüber hinaus wird durch die 
„Lage“ der Eigenwerte in der komplexen Ebene das dynamische Verhalten (Eigenfrequenzen, 
Dämpfung, Resonanzüberhöhung) des Regelkreises festgelegt. Mehrere Verfahren zielen deshalb 
auf die Verschiebung der Eigenwerte in den gewünschten Bereich ab (Konstruktion der Wurzel- 
ortskurve, Polzuweisung). 

x2 

x1

δ

Stabil 
Asymptotisch stabil 
Instabil 

۞ 
ε)ε(δ

0t  
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8.1.3.1 Optimalregler 

Die Güteanforderungen können sich auch auf den Verlauf der Stell- und Regelgrößen über die Zeit 
beziehen. Dazu wird ein Gütefunktional J als Maß für die Güte des Regelkreises herangezogen. In 
das Gütefunktional gehen die quadratischen Abweichungen der Zustandsgrößen x vom gewünsch-
ten Zustand sowie der quadratischen Stellgrößen u (Maß für die Stellenergie) ein. Zur Wichtung 
von Regelzielen werden die Zustandsgrößen mit der Wichtungsmatrix Q , die Stellgrößen mit der 
Wichtungsmatrix R  gewichtet. Ziel des Entwurfs ist es eine Regelung zu finden, so dass das Funk-
tional J  

 



0

)( dtuuxxJ TT RQ  (8.19) 

minimal wird (Optimalregler, Riccati Entwurf). 

Definition 8.4: Optimalregler:  
Gegeben sei eine vollständig steuerbare Regelstrecke 
 uGxFx   (8.20) 

und ein Gütefunktional J (8.19) mit den Wichtungsmatrizen Q , R . 

Die Lösung des Optimierungsproblems min J ist dann durch die Zustandsrückführung 
 xCu

x
  (8.21) 

mit  PGRC T

x

 1  (8.22) 

gegeben.  
P ist dabei die symmetrische, positiv definite Lösung der Matrix-Riccatigleichung 

 0QPGRGPPFGP   TT 1  (8.23) 

Der geschlossene Regelkreis ist dann automatisch asymptotisch stabil. 

Dabei müssen die folgenden Voraussetzungen erfüllt sein: 

Q  ist symmetrisch, positiv semidefinit. 

R  ist symmetrisch, positiv definit. 

Das Paar  
0

QF,  ist vollständig beobachtbar, wobei 
0

Q  aus der Zerlegung der Wichtungsmatrix Q  

hervorgeht (
00

QQQ T ). Dies ist immer der Fall, wenn Q  positiv definit ist. 

Das System  GF,  ist steuerbar. 

Nach Einführung der regelungstechnischen Grundlagen werden diese im nächsten Kapitel beim 
Entwurf eines Reglers für Magnetschwebefahrzeuge angewandt. 
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8.2 Magnetschwebefahrzeug 

Der Aufbau und die Kenngrößen von Magnetschwebefahrzeugen sind z.B. in [Kortüm, Lugner 
1994] und [Popp 1978] beschrieben. 

Für Magnetschwebefahrzeuge existieren zwei unterschiedliche Grundprinzipien: 

 Das elektromagnetische Schwebeprinzip (EMS) basiert auf dem Prinzip der anziehen-
den Kräfte zwischen Magnet und ferromagnetischer Ankerschiene. Das Fahrzeug um-
schließt den Fahrweg und wird von den Magnetkräften von unten an den Fahrweg 
herangezogen. Die in Deutschland entwickelte Magnetschwebetechnologie basiert auf 
diesem Prinzip. Der Antrieb erfolgt über einen Langstator im Fahrweg (Abbildung 
8.5). 

 Das elektrodynamische Schwebeprinzip arbeitet mit den abstoßenden Kräften von 
supraleitenden Spulen im Fahrzeug und Reaktionsspulen im Fahrweg. 

 

Abbildung 8.5: Magnetschwebefahrzeug nach dem elektromagnetischen Schwebeprinzip 

Im Folgenden wird das elektromagnetische Schwebeprinzip betrachtet.  

Die Magnetkräfte werden über einen Regelkreis gesteuert. Die Dynamikanforderungen sind dabei 
die Gewährleistung der Fahrsicherheit und des Fahrkomfort. Diese Ziele können durch einen 
möglichst gleich bleibenden Spalt zwischen Fahrzeug und Fahrweg und möglichst geringen Be-
schleunigungen des Wagenkastens beschrieben werden. 

 

 

Magnetschwebebahn

Tragkufe 

Tragmagnete (vertikal) 
Schwebegestellrahmen 

Statorpakete mit MotorwicklungGleitleiste 
Führmagnete (seitlich) 
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8.2.1 Modellierung von Fahrzeug und Fahrweg 

In dieser Arbeit stehen die Beschreibung der Kopplung zwischen geregeltem Fahrzeug und Fahr-
weg, die Simulation der Relativbewegung und die Stabilität der Zeitintegration im Vordergrund. Als 
Zieldefinition der Untersuchungen sollen grundlegende Effekte studiert werden. Fahrzeug und 
Fahrweg werden deswegen über einfache Ersatzmodelle abgebildet. Das Fahrzeug wird als Mas-
senpunkt mit parallel geschalteten Magnetstellgliedern mit einem gemeinsamen Angriffspunkt am 
Fahrweg abgebildet. Der Fahrweg wird als elastischer, massebehafteter Euler - Bernoulli Balken als 
Finite Element Modell realisiert. Die Erweiterung auf komplizierte Fahrzeug- und Fahrwegmodelle 
kann ohne weiteres mit der beschriebenen Methodik durchgeführt werden. 

 

Abbildung 8.6: verwendete Modelle von Fahrzeug und Fahrweg 

8.2.2 Tragmagnete 

Die folgende Abbildung zeigt das Modell eines Tragmagneten 

 

Abbildung 8.7: Modell eines Tragmagneten 

Dabei entspricht U der angelegten Spannung, R dem Ohmschen Widerstand und I dem Strom. 
Ltot kennzeichnet die Summe der auftretenden Induktivitäten. stot entspricht dem Spalt zwischen 
Magnet und Ankerschiene und PM der Magnetkraft. 

Zur Beschreibung der Induktivität existieren verschiedene Modelle. Das einfachste davon be-
rücksichtigt die Luftspaltinduktivität La. 

R

U

A 

Ferromagnetische Ankerschiene 

I 

PM 

Ltot 

stot 

Parallel geschaltete,  
geregelte Tragmagnete  

μ,EI

fzm

fzv
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0  (8.24) 

mit: A = Fläche eines Pols, n = Anzahl der Windungen, μ0 = Induktionskonstante (4·Π·107H/m). 

Detailliertere Modelle finden sich z.B. in [Kortüm, Lugner 1994] und [Popp 1978]. Letztendlich 
führen diese Modelle nach Linearisierung der Gleichungen auf die gleiche Beschreibung (8.32). 

Unter Verwendung der Induktivität Ltot ergibt sich für die Spannung U(t) und die Kraft PM(t) 
zwischen Schiene und Magnet: Die Magnetkraft kann aus der Gleichheit von magnetischer Ener-
gie und Arbeit der Magnetkräfte bestimmt werden: 

   IsIL
dt

d
IRtU tottot ,)(   (8.25) 

 



)(

0

),()(
tI

tottot
tot

M dIIsIL
s

tP  (8.26) 

Durch Einsetzen der Luftspaltinduktivität (8.24) ergibt sich für die Spannung U(t) und die Mag-
netkraft PM: 

 







 tot
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 (8.27) 

 2

22
0

4 tot

M
s

InA
P


  (8.28) 

Aus (8.27) erkennt man direkt, dass derartige Systeme instabil sind. Eine Erhöhung des Spaltes 
führt zu einer Verringerung der Magnetkraft, so dass sich das System von der Solllage weg nach 
unten bewegt. Eine Verringerung des Spaltes führt zur Verstärkung der Magnetkraft und somit 
zu einer verstärkten Anziehung. 

Diese Gleichungen sind nichtlinear. Zum Entwurf eines Reglers müssen sie, unter der Annahme 
dass sich nur kleine Abweichungen von der Solllage ergeben, linearisiert werden. Diese Annahme 
rechtfertigt sich für Magnetschwebefahrzeuge dadurch, dass die Bewegungen in vertikaler Rich-
tung klein sind und Abweichungen von der Regelung schnell zurückgeführt werden. Die Lineari-
sierung ist die Voraussetzung für mehrere Systemanalysen wie Stabilitätsbetrachtungen oder die 
Bestimmung der Eigenfrequenzen. Oft setzt die Reglerauslegung auch eine lineare Reglerstrecke 
voraus. Eine Absicherung ist dann durch die Simulation des nichtlinearen Modells möglich. 

Die Linearisierung erfolgt durch eine Taylorreihenentwicklung bis zu den Termen erster Ord-
nung für die Auslenkungen, die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen. Dabei werden die 
Schwankungen um die Gleichgewichtslage (gekennzeichnet mit Index 0 bzw. dem Index stat) be-
trachtet: 
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Damit ergibt sich: 
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Durch Umformen der Gleichungen (8.30) und (8.31) ist es möglich die Stromstärke zu eliminie-
ren. Die Änderung der magnetischen Kontaktkraft ergibt sich dann zu: 
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 (8.32) 

Die Konstanten SII KKK ,,   können analytisch berechnet werden. Die Werte weichen dann je-
doch von experimentell ermittelten Werten ab. Es ist daher sinnvoller gemessene Konstanten zu 
verwenden. Für einen Tragmagneten mit Pstat =8.34 103N, i0=18A and s0=0.014m betragen 
diese nach [Gottzein, Lange 1973]. 

 5.2R , ANKI /628 , ANKS /10932 3 , AVsK
I

/65.0  und mVsK
S

/966 . 

8.2.3 Reglerentwurf 

Der Reglerentwurf wird aus Gründen der Übersichtlichkeit und Einfachheit an vereinfachten 
Systemen durchgeführt. Hierfür bietet sich das Modell einer geregelten Einzelmasse auf starrem 
Untergrund an. Der entstehende Reglerentwurf wird später am Gesamtsystem geprüft. 

 

Abbildung 8.8: Modell für den Reglerentwurf: Tragmagnet mit Punktmasse 

m=1000 kg  

Pdyn 
s 
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Die Bewegungsgleichungen für eine Einzelmasse auf starrem Untergrund lauten in der Zustands-
form: 
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 (8.33) 

 uGxFx   (8.34) 

Das Systemverhalten ist zunächst instabil und bedarf daher eines Regelalgorithmus zu Stabilisie-
rung. Eine Regelung kann unter Verwendung des Elektromagneten entworfen werden, dass eine 
notwendige Veränderung der Stellspannung aus den Zustandsgrößen bestimmt wird (Zustands-
rückführung). 

 xCxu   (8.35) 

Der Regler wird als Optimalregler nach Kapitel 8.1.3.1 entworfen. 

Die Wahl der Gewichtungsmatrizen Q , R  kann über  

 0,
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r  (8.36) 

erfolgen. Da nur eine Stellgröße vorliegt, ist r eine skalare Größe. Für die Fahrsicherheit ist der 
Spalt zwischen Fahrzeug und Fahrweg maßgebend. Die Variation des Spaltes s um die statische 
Solllage s0 wird am stärksten gewichtet. Die Beschleunigung der Aufbaumasse wird schwach, die 
Geschwindigkeit der Aufbaumasse mit Null gewichtet. Vgl. [Breinl 1980]: 

110110110163 336  
maxmaxmaxmaxmax u,msP,s,.s  . Die Gewichtungsmatrizen 

ergeben sich dann zu: 
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Das System ist vollständig steuerbar für ku≠0 
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 (8.38) 

 
0

QF,  ist beobachtbar, da Q  positiv definit ist. Die Anforderung an r ist durch r=1 eingehal-

ten. 
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Der Entwurf der Regelung erfolgt über Lösung der algebraischen Riccati- Gleichung. Die Glei-
chung wird nach P gelöst: 

 0QPGGPPFGP   TT r 1  (8.39) 

Damit lautet der Verstärkungsvektor Cx  

  29601036410173 461 ...r T
x   PGC  (8.40) 

Die Gleichungen des geregelten Systems ergeben sich aus  

uGxFx  , xCu
x

 . 

Die Eigenwerte der geregelten Systemmatrix lauten i7.12556.7212.145 3,21   . 

Das System ist stabil. 

Da nur die Kraft geregelt wird, ändert sich beim geregelten System lediglich die letzte Zeile (Glei-
chung der Spaltregelung) im Vergleich zu (8.33)  

        tsktsktPktP rssrdynrPdyn  
  (8.41) 

mit 2
rp

7
sr

9
rs 102.90 -k,104.21k,103.06k    

Mechanisch kann diese Gleichung als Nebenbedingung interpretiert werden, welche einen Zu-
sammenhang zwischen Spaltgrößen und der Kontaktkraft angibt. 

Mit diesem Reglerentwurf sind die Anforderungen an die Fahrdynamik gut erfüllt, wie anhand 
des Amplitudengangs und der Übergangsfunktion gezeigt werden kann [Weissenfels 2004]. 

8.3 Kopplung der relativbewegten Systeme  

Die Kopplung beider Systeme kann durch die Ankopplung über nichtkonservative Kräfte erfolgen. 
Den Spalt s berechnet sich aus der Durchsenkung des Fahrzeugaufstandspunktes zk(t), der Durch-
senkung des Fahrwegs wk(t) und der Rauheit des Fahrwegs r(t): 

   )t(r)t(w)t(zts kk   (8.42) 

Eingesetzt in die Regelungsnebenbedingung (8.41) lautet diese: 

 
     

    )t(rktwktzk

)t(rktwk)t(zktPktP

rskrskrs

srksrksrdynrPdyn



 
  (8.43) 

Damit liegt eine Nebenbedingung vor, die zur Kopplung der Systeme Fahrzeug und Fahrweg 
verwendet werden kann. Die Nebenbedingung ist nichtholonom. Die formale Beschreibung der 
Kopplung gelingt über die Ankopplung über nichtkonservative Kräfte. Die Relativbewegung 
kann nach Kapitel 4 über zeitvariante Ansatzfunktionen für den Fahrweg beschrieben werden. 
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8.4 Zeitintegration 

Der Index des Systems ergibt sich aus der Nebenbedingung und der Charakteristika beider Systeme 
am Ort der Kopplung (Kapitel 3). Bei beiden Systemen liegen an den Koppelfreiheitsgraden Mas-
senanteile vor. Die Nebenbedingung enthält bereits einen Anteil aus der Ableitung der Koppelkraft, 
so dass eine gewöhnliche Differentialgleichung vorliegt (DAE mit Index 0). Die Zeitintegration 
kann problemlos mit dem Generalized- Verfahren durchgeführt werden. 

8.5 Anwendungsbeispiel 

Als Anwendungsbeispiel wird die Bewegung des Magnetschwebefahrzeugs über einen Fahrweg-
träger betrachtet.  

 

Abbildung 8.9: Simulationsmodell 

 Das Fahrzeug wird über 8 parallel geschaltete geregelte Massen und Regler (nach Kapitel 8.2.1) 
beschrieben. Aufgrund der Parallelschaltung ist der Spaltabstand für alle 8 Tragmagneten iden-
tisch. Mit Pdyn=8·Pi =Ptot und mv=8·mi=mtot ergeben sich die Parameter des Regelungssystems 1 
zu: 9

rs 103.068k  , 7
sr 104.218k   2

rp 102.90 k  . 

Zum Vergleich wird ein zweites Regelgesetz mit 33 101101  maxmax s,s  , 
3101  msP maxmax   und 1maxu  entworfen. Die Parameter des Regelgesetzes 2 sind: 

6
rs 103.71k  8 , 5

sr 105.188k    32.4)(8 krp  . Dieses zweite Regelgesetz wichtet den 
Spaltabstand deutlich geringer als das Regelmodell 1. Es stellt daher einen stärkeren Kompromiss 
zwischen Spaltabstand und Regelspannung (Maß für aufgewendete Energie) dar. 

Der Fahrwegträger wird als Finite Element Modell mit Euler Bernoulli Balken Elementen abge-
bildet. Mit den gegebenen Parametern beträgt seine erste Eigenfrequenz f1 = 8.12 Hz. Der Fahr-
wegträger ist in Feldmitte mit einem Schwingungsdämpfer ausgestattet. Dessen Parameter wur-
den nach Den Hartogs Kriterien gewählt. 

l = 30 m 

mfz 
 

EI = 2.307 1010  Nm2 
 = 1066.67  kg/m 
D = 0.05  

Pdyn 
wmit 

vfz 
zk  

msd 

ksd 
csd 

Pdyn 

msd=1000 kg 
csd=1.34 104 Ns/m 
ksd=2.3 106 N/m 

mfz = 8000  kg 
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Die Zeitintegration wird mittels des Generalized-α Verfahrens mit ρ∞ = 0.8181 and dt = 
0.00025 s durchgeführt. 

Die Berechnungsergebnisse für die Mittendurchsenkung des Fahrwegs wmit, die Durchsenkung 
des Fahrzeugmasse zk und der dynamischen Kontaktkraft Pdyn für eine Fahrgeschwindigkeit von 
vfz= 121.75 m/s sind in der nächsten Abbildung dargestellt. 

 

Abbildung 8.10: Mittendurchsenkung, Durchsenkung der Fahrzeugmasse und Kontaktkraft 

Durch die starke Gewichtung des Spaltabstandes bei dem Reglerentwurf wurde ein Regelgesetz 
erhalten, das Abweichungen im Spalt sofort entgegenregelt. Das Fahrzeug folgt der Durchsenkung 
des Fahrwegs sehr gut. Nach t=0.12 s befindet sich das Fahrzeug in Feldmitte. Hier stimmen die 
Durchsenkung des Fahrwegs und die der Fahrzeugmasse sehr gut überein. Nachdem das Fahrzeug 
den Fahrwegträger wieder verlassen hat, schwingt der Fahrwegträger frei aus (D=0.05). Die 
Schwingungen des Fahrzeugs klingen infolge der hohen Dämpfung schnell ab.  

Infolge der Belastung des Fahrwegträgers senkt dieser sich durch. Der geregelte Tragmagnet er-
zeugt daher zunächst eine negative Kraft (Zugkraft gemäß Abbildung 8.9), die das Fahrzeug eben-
falls nach unten zieht. Der Regler übersteuert diese Bewegung und bremst diese durch eine positive 
dynamische Kraft ab ca. t=0.07 s wieder ab. Im Bereich der Feldmitte verstärkt sich diese, da ab 
sich ab hier der Fahrweg unter dem Fahrzeug zunächst kaum noch durchsenkt und dann zum Auf-
lager hin nach oben bewegt (Fahrzeug fährt bergauf). Auch hier tritt ein leichtes Übersteuern auf. 
Die maximale dynamische Kraft beträgt ca. 12% der statischen Kraft. 

Der Vergleich beider Regelgesetze für die Durchsenkung der Fahrzeugmasse zk und der dynami-
schen Kontaktkraft Pdyn für eine Fahrgeschwindigkeit von vfz= 121.75 m/s ist in der nächsten Ab-
bildung dargestellt. 
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Abbildung 8.11: Vergleich: Durchsenkung der Fahrzeugmasse zk und der dynamischen Kontakt-
kraft Pdyn für beide Regelgesetze 

Hier ist gut erkennbar, dass Regelgesetz 1 ein deutlich besseres Führverhalten zeigt als Regelgesetz 
2, bei dem der Spaltabstand nicht so stark gewichtet wurde. Das Regelgesetz 2 reagiert langsamer 
auf die Durchsenkung des Fahrwegs, ein Übersteuern ist nicht mehr zu erkennen. Die Dämpfung 
des Fahrzeugs ist geringer, das Ausschwingen des Fahrzeugs dauert länger. Die maximalen Regel-
kräfte sind deutlich geringer als beim Regelgesetz 1. 

Die nächste Abbildung vergleicht für beide Regelgesetze die Mittendurchsenkung im Bezug zur (für 
beide Regelgesetze gleich großen) statischen Durchsenkung wmit/wstat des Fahrwegs. Die dynami-
sche Antwort der Brücke ist bei der Überfahrt des Fahrzeugs mit Regelgesetz 2 zunächst größer. 
Sobald das Regelgesetz 1 übersteuert und zusätzliche Druckkräfte aufbringt kehrt sich dies schnell 
um. Regelgesetz 1 bringt im Bereich der Trägermitte hohe Druckkräfte (vgl. Abbildung 8.9)auf, so 
dass die Mittendurchsenkung hier größer ist. 

 

Abbildung 8.12: Vergleich: Mittendurchsenkung wmit/wstat für beide Regelgesetze 

Die Mittendurchsenkung ist eine maßgebliche Kenngröße zur Dimensionierung. Aus ihr kann im 
Sinne einer Bemessung der Fahrwegträger ein dynamischer Vergrößerungsfaktor abgeleitet werden. 
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Die Darstellung des dynamischen Vergrößerungsfaktors über k=l·f1/vfz wird als Antwortspektrum 
bezeichnet. Mit diesem können statische Durchbiegungen und Schnittgrößen multipliziert werden 
um die maximalen Werte für die Bemessung zu erhalten. Die nächste Abbildung vergleicht die dy-
namischen Vergrößerungsfaktoren φ (φ= wdyn,max/wstat,max) für unterschiedliche Lastszenarien: Die 
Überfahrt eines Fahrzeugs mit dem Regelgesetz 1 und 2 und die Überfahrt einer bewegten Last 
über den Fahrwegträger (mit bzw. ohne Schwingungsdämpfer). 

 

Abbildung 8.13: Vergleich: Schwingbeiwert φ für verschiedene Lastszenarien 

Das Antwortspektrum der bewegten Last ist, infolge der starken Beteiligung der ersten Eigenform 
bei Überfahrt der Last, dem Antwortspektrum einer sinusförmigen Stoßbelastung vergleichbar. 

Die Überfahrt des Fahrzeugs mit Regelgesetz 1 verursacht für hohe Geschwindigkeiten eine größe-
re dynamische Antwort als die bewegte Last, insbesonders im Bereich des steilen Anstiegs von φ 
für k<2.5. Ein Schwingungsdämpfer kann die dynamische Mittendurchsenkung des Fahrwegträgers 
aufgrund der stoßartigen Belastung nur geringfügig reduzieren. Das Regelgesetz 2 erbringt geringe-
re dynamische Vergrößerungsfaktoren und kann daher als Fahrwegträger-„freundlicher“ bezeichnet 
werden. 

8.6 Zusammenfassung  

In diesem Kapitel wurde die Interaktionssimulation von Magnetschwebebahnen untersucht. Die 
Beschreibung der Tragmagnete und der Regelung ergeben eine Bestimmungsgleichung für die 
Kontaktkraft. Diese Gleichung kann in mechanischem Sinn als Nebenbedingung interpretiert 
werden. Die Kopplung der Modelle kann dann mittels der Kopplung über nichtkonservative 
Kräfte beschrieben werden. Damit kann die Simulation in die Simulationsstrategie der Fahrzeug 
– Fahrweg Interaktion integriert werden. Mit dem Algorithmus zur Fahrzeug – Fahrweg Interak-
tion kann die Bewegung geregelter Fahrzeuge berechnet werden. 

Bei der Zeitintegration wirkt sich die Struktur der Nebenbedingung günstig aus. Anstatt einer 
DAE entsteht ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen (mit einer allerdings singulären 
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Massenmatrix). Die Zeitintegration bereitet keine außergewöhnlichen Schwierigkeiten und kann 
mit dem Generalized-α Verfahren durchgeführt werden. Spezielle Integrationsverfahren sind 
nicht nötig.  

Neben den Magnetschwebebahnen existieren auch Fahrzeuge, die geregelte Komponenten ent-
halten. Hier ist die Beschreibung einfacher, da die Regelung direkt in die Bewegungsgleichungen 
des Fahrzeugs eingeht. Die Kopplung beider Systeme erfolgt über die Verschiebungsnebenbe-
dingung. 
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9 Interaktion Eisenbahn – elastischer Un-
tergrund 

In diesem Kapitel wird als Anwendungsbeispiel die Bewegung eines Eisenbahnwaggons über einen 
unendlich langen, elastisch gebetteten Balken beschrieben. Der unendlich lange Balken wird für die 
Simulationsrechnungen in drei Teile unterteilt. Der mittlere Teil des Balkens, über den sich das 
Fahrzeug bewegt, wird als FE Modell abgebildet. Die links und rechts daran anschließenden einsei-
tig unendlich langen Balken werden analytisch über einen Exponentialansatz im Frequenzbereich 
beschrieben und über ihre Flexibilität an den mittleren Balken angekoppelt. Das Fahrzeug wird als 
Mehrkörpersystem (MKS) modelliert: 

 

Abbildung 9.1: Simulationsmodell  

Das Anwendungsbeispiel soll 

 die Modellreduktion eines halbseitig unendlichen elastisch gebetteten Balkens über 
seine Flexibilität zeigen und die Anbindung des reduzierten Modells über die Impuls-
rechteckfunktion gR(t) an einem Beispiel darstellen. Ziel dieser Vorgehensweise ist es, 
die Wellenreflexion an den künstlich eingeführten Gebietsrändern des FE Modells zu 
verhindern („transmitting boundaries“). 

 die Zeitintegration eines Index 3 Systems mit den entwickelten Zeitintegrationsverfah-
ren an einem Beispiel aufzeigen. 

Halbseitig unendlicher, 
elastisch gelagerter Balken 
analytische Beschreibung

FE Diskretisierung des elas-
tisch gelagerten Balkens 

Halbseitig unendlicher, 
elastisch gelagerter Balken
analytische Beschreibung 

MKS Modell 
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9.1 Fahrzeugmodell 

Das Fahrzeug wird als zweidimensionales, vertikaldynamisches Mehrkörpersystem nach [Ripke 
1995] beschrieben. Das Fahrzeug besitzt in seiner differentiell – algebraischen Darstellung insge-
samt 14 Freiheitsgrade. Zu den 10 Freiheitsgraden des Fahrzeugs kommen die vier Kontaktkräfte 
hinzu. Das Modell des Fahrzeugs und seine Parameter sind im Folgenden angegeben.  

 

Abbildung 9.2: Fahrzeugmodell  

Die Anbindung der Räder an das Gleis wird in der Regel über eine Hertzsche Kontaktfeder be-
schrieben. Die Berücksichtigung der Hertzschen Kontaktfeder würde jedoch den Index des diffe-
rentiell – algebraischen Systems von 3 auf 1 reduzieren. Da hier die Zeitintegration eines Systems 
mit hohem Schwierigkeitsgrad gezeigt werden soll, wird bei der Simulationsrechnung auf die Kon-
taktfeder verzichtet. 

 

Modellkomponente Bez. Wert Einheit

Masse des Wagenkastens mB 3,1104 [kg] 
Massenträgheitsmoment des Wagenkastens IΘB 1,4106 [kgm2]

Sekundärsteifigkeit kS 8,8105 [N/m]

Sekundärdämpfung cS 4,0104 [Ns/m]

Masse des Drehgestells mD 2,5103 [kg] 

Massenträgheitsmoment des Drehgestells IΘD 1,0103 [kgm2]

Primärsteifigkeit kP 13,2105 [N/m]

Primärdämpfung cP 2,4104 [Ns/m]

Masse Radsatz mW 1,8103 [kg] 

Abstand Auflager Wagenkasten lB 19,0 [m] 

Abstand Auflager Drehgestell lD 2,7 [m] 

Tabelle 9.1: Daten des Fahrzeugmodells  

Wagenkasten (mB, IΘB) 

Sekundärfederung (kS) und 
Sekundärdämpfung (cS) 

Drehgestell (mD, IΘD) 

Primärfederung (kP) und 
Primärdämpfung (cP) 
Radsatz (mW) 

4P 3P 2P 1PRadlasten (Pi) 

Bl

Dl  Dl  

1

10  9 8 76 5 4 3  

2
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9.2 Elastisch gebetteter Balken 

Die homogene Differentialgleichung des elastisch gebetteten Balkens lautet: 

 0 wμwcwkwEI IV  . (9.1) 

9.2.1 Finite Elemente Diskretisierung, Wellenreflexion 

Der mittlere Teil des Balkens wird durch Finite Elemente diskretisiert. An den künstlich einge-
führten Rändern des FE Modells treten unerwünschte Wellenreflexionen auf. Die folgende Ab-
bildung zeigt die Durchsenkung des elastisch gelagerten Balkens infolge einer harmonischen Last 
in Abhängigkeit vom Ort x und der Zeit t.  

Die Parameter wurden dabei zu: EI = 12,8106 Nm2, Massebelegung μ = 120,6 kg/m, Bettungs-
ziffer k=1,8108 N/m2 und Dämpfungsziffer c=1104 Ns/m2 gewählt. Die Zeitintegration erfolgte 
mit Δt =2.5 10-4 s. 

   

Abbildung 9.3: Wellenreflexion  

Die Wellen breiten sich mit der Wellengeschwindigkeit c vom Ort der Lastaufbringung zu den 
Rändern hin aus. An den Rändern werden die Wellen reflektiert und es bilden sich schnell ste-
hende Wellen aus.  

t
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9.2.2 Beschreibung der einseitig unendlichen elastisch gelagerten Balken 

Die beiden daran anschließenden einseitig unendlichen Bereiche werden über ihre Flexibilität im 
Frequenzbereich beschrieben. Die Transformation der Differentialgleichung in den Frequenzbe-
reich ergibt: 

   02  wkcωiωμwEI IV . (9.2) 

Die Lösung erfolgt über den Exponentialansatz 

 xκeC)ω,x(w    

mit  
EI

kcωiωμ
λ,λκ




2
4 . (9.3) 

Da 4 λ  vier Lösungen besitzt, muss zur Lösung eine Fallunterscheidung nach den positi-
ven/negativen Realteilen von λ getroffen werden.  

Die kritische Kreisfrequenz ist: μ/kωkrit  . Ist kritωω  , so liegt überkritische Anregung vor, 
bei kritωω   liegt unterkritische Anregung vor.  

Die Flexibilitätsmatrix G  beschreibt das Verhältnis von Randverschiebung und Randverdrehung 

zu den Randschnittgrößen: 

 

Abbildung 9.4: Modell zur Bestimmung der Flexibilität  

Und ist wie folgt definiert: 
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Die einzelnen Elemente der Flexibilitätsmatrix sind in der folgenden Abbildung getrennt nach Real- 
und Imaginärteil dargestellt. Dabei gilt: )ω(G)ω(G PφwM  . 

 

Abbildung 9.5: Flexibilität des einseitig unendlich langen Balkens 

Im unterkritischen Bereich gilt für c=0 für den Imaginärteil der Flexibilität: Im(G )=0.  

Die Multiplikation mit einer Rechteckfunktion mit (hier TR=0.001 s) und die Rücktransformati-
on in den Zeitbereich liefert die Rechteckreaktionsfunktion. Dabei wird das Abklingen des 
Spaltsinus im Frequenzbereich mit 1/ω ausgenutzt. Die Bereichsgrenzen im Frequenzbereich 
werden günstigerweise so gewählt, dass hier Nullstellen des Spaltsinus zu liegen kommen. Die 
folgende Abbildung zeigt die ermittelten Rechteckreaktionsfunktionen. 
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Abbildung 9.6: Rechteckreaktionsfunktionen  

Der nicht vollständig glatte Verlauf resultiert aus der Diskretisierung von Δt=0.001 s. Dies bedeutet 
aber keine Einbuße an Genauigkeit, da die Integration bereits in den Frequenzbereich vorgezogen 
wurde.  
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9.2.3 Anbindung der einseitig unendlichen elastisch gelagerten Balken  

Mit den Rechteckreaktionsfunktionen ergeben sich die Randbedingungen für den mittleren, über 
Finite Elemente diskretisierten Balken, über Faltungen: 
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. (9.5) 

Die folgenden Abbildungen zeigen die berechneten Antworten des mittleren, über Finite Ele-
mente diskretisierten, elastisch gelagerten Balkens unter Berücksichtigung der Randbedingungen 
im Fall überkritischer Anregung.  

 

Abbildung 9.7: Überkritische Anregung  

An den Rändern tritt keine Wellenreflexion mehr auf. Die Antwort des Balkens besteht aus den 
nach außen laufenden Wellen. Stehende Wellen bilden sich nicht mehr aus. 

Bei unterkritischer Anregung findet praktisch keine Wellenabstrahlung statt. 
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Abbildung 9.8: Unterkritische Anregung  

In beiden Fällen zeigt sich, dass die Randbedingungen die Wellenreflexion an den künstlich einge-
führten Rändern verhindern. 

9.3 Simulationsrechnung  

Mit beiden Systemen wird eine Interaktionsberechnung durchgeführt. Das Simulationsmodell ist 
in der nächsten Abbildung dargestellt: 

 

Abbildung 9.9: Simulationsmodell 

Der Index der Problemstellung beträgt 3, da an den Koppelstellen beider Systeme Massenele-
mente vorhanden sind. Die Zeitintegration wird mittels des DAISY 1 - Verfahrens durchgeführt.  

Als Anregung wird eine Fahrbahnrauheit in Form einer Mulde verwendet. Die Funktion der 
Mulde ist zweifach stetig differenzierbar.  

s/mv 100

l=60m 

x
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Abbildung 9.10: Rauheitsfunktion 

Die Differentialgleichung des Finite Element Balkens und des Fahrzeugs lauten: 
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Die Kopplung und die Relativbewegung wird über die Ansatzfunktionen A(t) und C(t) beschrie-
ben. Die Ankopplung der einseitig unendlichen Balken erfolgt über (9.5).  

Die Berechnungen werden mit folgenden Parametern durchgeführt: EI = 12,8106 Nm2, Massebe-
legung μ = 120,6 kg/m, Bettungsziffer k=1,8108 N/m2 und Dämpfungsziffer c=1104 Ns/m2. Die 
Interaktionsberechnung erfolgt mit Δt =1 10-3 s. Die Länge der Finite n Balkenelemente beträgt: 
lElement=1,0 m. 

Die Kontaktkräfte P sind numerisch am schwierigsten zu bestimmen. In der folgenden Abbildung 
sind die dynamischen Kontaktkräfte (ohne den statischen Anteil) für das erste und das zweite Rad 
des zweiten Drehgestells angegeben. Das erste Rad des Drehgestells erreicht die Mulde nach t = 
0.49 s, das zweite Rad des Drehgestells nach t = 0.517 s. Beim Einfahren in die Mulde werden die 
Räder zunächst entlastet, die Radlasten reduzieren sich. Die hohen Radlasten in der Mulde resultie-
ren aus der Beschleunigung der Radmassen nach oben. Ein Abheben der Räder tritt hier nicht auf, 
da die Summe aus statischer und dynamischer Radlast immer positiv ist.  
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Abbildung 9.11: Radlasten Rad 3 und 4 

Die Integration ist stabil und störungsfrei. Die Vibrationen in der Radlast gehören zur Schwingung 
des Rades in vertikaler Richtung. Die Verläufe für das erste Drehgestell sind fast identisch. 

In der folgenden Abbildung ist die Durchsenkung des dritten Rades dargestellt. Die Schwankungen 
sind phasengleich mit den Radlasten. 

 

Abbildung 9.12: Durchsenkung Rad 3 

In der folgenden Abbildung sind die Durchsenkung des Wagenkastens und die Durchsenkung 
des zweiten Drehgestells dargestellt. Das Drehgestell ist von den Schwingungen der Räder gut 
entkoppelt. Die Durchsenkung des Drehgestells folgt näherungsweise der Rauheit. Die Vibratio-
nen der Räder treten am Drehgestell nicht mehr dominant in Erscheinung.  
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Abbildung 9.13: Durchsenkung des Wagenkastens und des zweiten Drehgestells 
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9.4 Zusammenfassung 

In diesem Kapitel konnte die Anbindung von dynamisch reduzierten, einseitig unendlich langen 
Balken an ein Finite Elemente Modell erfolgreich realisiert werden. Die Ankopplung über die 
Rechteckreaktionsfunktionen führt auf Faltungsbeschreibungen. Mit dieser Methodik konnten 
Randbedingungen für den Finite Elemente Balken realisiert werden, so dass an den Rändern des 
Balkens keine Wellenreflexion mehr auftritt („transmitting boundaries“). 

Anhand einer Simulationsrechnung konnte ein entwickeltes Zeitintegrationsverfahren auf ein 
Problem mit hohem Index (Index 3) angewandt werden. Die Zeitintegration konnte für alle 
Größen stabil und störungsfrei durchgeführt werden. 
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10 Zusammenfassung 

10.1  Zusammenfassung der Ergebnisse 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Kopplung von Modellen mit dem Hintergrund 
der Fahrzeug - Fahrweg Interaktion. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Methodenentwicklung 
und der Absicherung der Berechnungsmethoden. 

Der Arbeit liegt die Beschreibung strukturdynamischer Modelle über das verallgemeinerte Hamil-
tonsche Prinzip zugrunde. Aufbauend auf diese Beschreibung können die wichtigsten struktur-
dynamischen Methoden: 

 Finite Elemente Methode 

 Randelementemethode 

 Mehrkörpersysteme 

 Integraltransformationsmethoden 

 analytische Lösungen  

abgeleitet werden. 

Eine Erweiterung dieses Prinzips ermöglicht die Kopplung von Teilsystemen über Lagrangesche 
Multiplikatoren oder über die Kopplung über nichtkonservative Kräfte. Diese Beschreibung hat 
folgende Vorteile: 

 Die Nebenbedingung wird richtig erfasst. 

 Sowohl holonome als auch auftretende Formen nichtholonomer Nebenbedingun-
gen können damit beschrieben werden.  

 Die Relativbewegung von Systemen kann über zeitabhängige Ansatzfunktionen 
beschrieben werden. 

 Das Gleichungssystem kann ohne vorherige Transformation integriert werden. 

 Eine Iteration über die Nebenbedingung ist nicht erforderlich 

 Die programmtechnische Umsetzung ist sowohl über eigenentwickelte Program-
me als auch angedockt an kommerzielle Finite Element Programmpakete möglich. 

 Die Bewegungsgleichungen können mit einem einheitlichen Verfahren, dem „er-
weiterten Hamiltonsche Prinzip“, für beliebige gekoppelte strukturdynamische 
Probleme aufgestellt werden: 
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Abbildung 10.1: Formulierung der Bewegungsgleichungen aus der Variationsformulierung 

Damit liegt eine konsistente Formulierung zur Beschreibung und zur Kopplung unterschiedlicher 
Modelle vor.  

Die entstehenden Bewegungsgleichungen können als differentiell – algebraische Gleichungen cha-
rakterisiert werden. Differentiell algebraische Gleichungen stellen ein aktuelles Forschungsgebiet 
der Mathematik dar. Die Untersuchung der Stabilität der Zeitintegration in dieser Arbeit erbrachte 
Stabilitätskriterien und zeigte deutlich wichtige Effekte auf: Im Gleichungssystem sind unterschied-
liche physikalische Größen gleichzeitig vorhanden. Die unbekannten Lagekoordinaten des Glei-
chungssystems berechnen sich zum Teil aus den algebraischen Koppelgleichungen. Strukturdyna-
mische Zeitintegrationsverfahren haben jedoch Schwierigkeiten bei der Beschreibung algebraischer 
Gleichungen, was zu Störungen oder auch Instabilitäten in den Lagekoordinaten führt. Die im 
Gleichungssystem ebenfalls vorhandenen Kontaktkräfte berechnen sich aus einer Differentiation 
der Lagekoordinaten. Da diese Operation bei der Zeitintegration numerisch durchgeführt wird 
verstärken sich die Störungen in den Kontaktkräften, Instabilitäten treten verstärkt auf.  
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Auf Basis dieser Erkenntnisse konnten strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren einwickelt 
werden, welche: 

 eine stabile Zeitintegration ermöglichen, 

 auftretende Störungen schnell herausdämpfen, ohne gleichzeitig eine hohe nume-
rische Dämpfung in das Gleichungssystem einzubringen. Die numerische Dämp-
fung bleibt bei DAISY2 sogar weiterhin steuerbar. 

 die Anforderungen an strukturdynamische Zeitintegrationsverfahren (Integration 
der Differentialgleichung 2. Ordnung, maximal ein Satz impliziter Gleichungen je 
Zeitschritt, Genauigkeit 2. Ordnung, unbedingte spektrale Stabilität bei linearen 
Berechnungen, steuerbare numerische Dissipation hoher Frequenzen und selbst 
startend) erfüllen.  

Eine weitere Schwierigkeit bei der Beschreibung der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion ist die große 
räumliche Ausdehnung der zu beschreibenden Modelle. Hierfür wurde die dynamische Kondensa-
tion der Modelle, deren Beschreibung über Kenngrößen wie die Impedanz, die Admittanz, die Stei-
figkeit und die Flexibilität erfolgen kann und die numerische Umsetzung der Ankopplung unter-
sucht. Dabei zeigte sich, dass in den meisten Fällen die Beschreibung der Teilsysteme über ihre 
Flexibilität vorteilhaft ist. Die daraus bestimmten Impulsreaktionsfunktionen können von allen 
möglichen Beschreibungen i.d.R. numerisch am günstigsten ermittelt werden. Die Ankopplung im 
Zeitbereich führt auf Faltungsintegrale. Es zeigte sich, dass ein Vorziehen der Integration vom Fal-
tungsintegral hin zur Bestimmung der Impulsreaktionsfunktionen numerisch Vorteile bringt. Vor 
allem ist die Bestimmung der Reaktionsfunktionen genauer möglich. Daneben wird die numerische 
Approximation der Reaktionsfunktionen beim Faltungsintegral in eine analytische Integration bei 
Bestimmung der Reaktionsfunktionen umgewandelt. Vergleichsrechnungen bestätigten den Vorteil 
dieses Verfahrens. 

Die gewonnenen Einblicke konnten erfolgreich auf zwei Anwendungsbeispiele angewandt werden.  

Die Interaktion eines Magnetschwebefahrzeugs mit seinen Fahrwegträgern kann unter Verwen-
dung des beschriebenen Algorithmus simuliert werden. Die Beschreibung der geregelten Tragmag-
nete führt auf eine mechanische Nebenbedingung. Diese Nebenbedingung gestaltet den Index und 
damit den Schwierigkeitsgrad bei der Zeitintegration günstig. Die Simulationsrechnungen können 
problemlos durchgeführt werden. 

Beim zweiten Anwendungsbeispiel, der Interaktion Eisenbahn – Oberbau, konnten die dynamische 
Modellreduktion und die Zeitintegration eines differentiell algebraischen Gleichungssystems mit 
Index 3 mittels der entwickelten Zeitintegrationsverfahren erfolgreich durchgeführt werden.  
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10.2   Ausblick 

Die Arbeit liefert einen Beitrag zur Simulation gekoppelter Systeme. Die Modellreduktion ermög-
licht es dabei Effekte auf verschiedenen Größenskalen einzubeziehen. Hier können Modelle mit 
verschiedenen Ortsskalen miteinander kombiniert und berechnet werden. Wichtige Fragestellungen 
wie z.B. Bodensetzungen unter dem Oberbau von Eisenbahnen erfordern eine Betrachtung von 
Effekten auf verschiedenen Zeitskalen [Grundmann, Gitterle, Lutzenberger 2004]. Ziel einer wei-
tern Untersuchung kann die methodische Absicherung dieser Vorgehensweise sein.  

Viele Systeme in der Fahrzeug – Fahrweg Interaktion sind nichtlinear. Weitere Untersuchungen 
können zeigen welche Arten von Nichtliearitäten differentiell algebraischer Systeme zuverlässig 
berechnet werden können.  

Die Ankopplung eines Teilsystems über seine Flexibilität führt auf retardierte differentiell – algebra-
ische Gleichungen. Eine Stabilitätsanalyse dieser Systeme müsste die Diskretisierung des Faltungs-
integrals mit berücksichtigen und könnte die Methodik der Ankopplung von Teilsystemen absi-
chern. 
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