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1 Einführung

Bei der Produktion von Maschinen wurden schon immer zunächst Konstrukti-

onszeichnungen angefertigt und die Belastung kritischer Bauteile vorab berech-

net. Dies geschah in früheren Zeiten häufig analytisch mit vereinfachten Model-

len. Mit zunehmender Komplexität der Gleichungen mussten diese Lösungen

jedoch numerisch berechnet werden. Die Lösung dieser Probleme vereinfachte

sich mit dem Aufkommen der Computer. Mit neuen Möglichkeiten der Lö-

sung solcher Probleme wurden jedoch auch die Modellierungen der Maschinen

immer weiter verbessert. Somit vergrößerten sich die Modelle immer weiter,

so dass wiederum leistungsfähigere Computer nötig wurden. Auch wenn die

Computer heutzutage schon über sehr viel Rechenleistung und Arbeitsspeicher

verfügen, so gibt es immer wieder neue Modelle, die selbst aktuelle Computer

an ihre Grenzen treiben. Um die Berechnungszeiten zu verkürzen, können ent-

weder die Modelle vergröbert werden, was jedoch bekanntermaßen zu schlech-

teren Ergebnissen führt, oder es können Methoden der Modellordnungsreduk-

tion angewandt werden. Bei der Approximation mit reduzierten Systemen tre-

ten ebenfalls Abweichungen zu den hochdimensionalen Originalmodellen auf,

jedoch sind diese, im Vergleich zu einer starken Vergröberung der Modelle,

deutlich geringer.

Im Siemens Dynamowerk Berlin werden große, hoch spezialisierte Elektro-

motoren für unterschiedlichste Kundenanforderungen entwickelt und produ-

ziert. Die Anwendungsgebiete reichen hierbei von Schiffsantrieben über Walz-

und Kompressorantrieben bis hin zu Direktantrieben für Erzmühlen mit einem

Durchmesser von 12 m. Das Leistungsspektrum dieser Maschinen erstreckt sich

dabei von 5 MW bis 100 MW. Bei einem solch breiten Spektrum sind für je-

de Maschine verschiedenste Vorausberechnungen notwendig. Zudem steigt der

Entwicklungsdruck in Hinblick auf mehr Leistung, weniger Gewicht und gerin-

ge Geräuschbelastung. Jede Maschine durchläuft hierbei in der Entwicklung
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1 Einführung

eine rotordynamische Analyse. Um die Maschinen jedoch leichter oder kom-

pakter bauen zu können und dabei die Schwingungsanforderungen zu erfüllen,

müssen auch andere Komponenten, wie das Gehäuse oder teilweise auch das

Fundament, mit modelliert werden. Die daraus resultierenden Modelle werden

schnell sehr groß und der Berechnungsaufwand steigt enorm. Somit kann auch

im Bereich der Entwicklung von großen Elektroantrieben die Modellordnungs-

reduktion ein sinnvolles Werkzeug sein.

Die Modellordungsreduktion ist ein relativ junges und weites Forschungsge-

biet. Die mathematischen Aspekte der Modellordnungsreduktion sind bereits

1994 in [1] gut zusammengefasst worden. Innerhalb der Modellordnungsreduk-

tion gibt es verschiedene Reduktionsansätze. Gerade im Bereich der Finite-

Elemente-Methode ist die modale Reduktion weit verbreitet [2]. Aber auch

die frequenzgewichtete balancierte Modellreduktion [3, 4] findet hier ihre An-

wendung. In der Systemtheorie und Regelungstechnik sind jedoch die Metho-

den der singulärwertgestützen Modellordnungsreduktion, wie das balancierte

Abschneiden [5, 6] oder die Krylov-Unterraummethoden [5, 7, 8], weiter ver-

breitet. All diese Methoden wurden jedoch nicht für rotordynamische Systeme

entwickelt und sind folglich nicht speziell auf diese abgestimmt [9].

Rotordynamische Systeme können als eine eigene Systemklasse aufgefasst wer-

den. Auf ihre spezifischen Eigenschaften wird in Kapitel 2 näher eingegangen.

Es sei jedoch bereits erwähnt, dass die rotordynamischen Effekte zu parameter-

abhängigen Systemen führen. Zudem sind die Systemmatrizen, im Gegensatz

zu vielen anderen Finite-Elemente-Strukturen, nicht symmetrisch aufgebaut.

Je nach Art der Lagerung der Maschine kommt es zudem häufig zu Nichtli-

nearitäten im System, welche mitberücksichtigt werden müssen. Eine weitere

Herausforderung ist der Anspruch an eine hohe Approximationsgüte über einen

weiten Frequenzbereich, da das gesamte durch den Rotor angeregte Spektrum

abgedeckt werden muss. Eine weitere Anforderung resultiert aus den rotordy-

namischen Analysen, für deren Auswertung die Ergebnisse des reduzierten Sys-

tems physikalisch interpretierbar bleiben müssen.

Im Rahmen der Entwicklungsarbeit im Siemens Dynamowerk werden täglich

rotordynamische Analysen durchgeführt. Hierzu gehören zum Einen die Un-

tersuchung des Systems auf kritische Eigenfrequenzen, wobei diese mit der

2



Drehzahl des Rotors variieren. Zum Anderen müssen Unwuchtanalysen durch-

geführt werden, in denen das Verhalten des Rotors unter einer nicht auszu-

schließenden Restunwucht bestimmt wird. Zum Teil werden auch transiente

Simulationen eines Anfahrens des Rotors durchgeführt, um das Verhalten des

Systems besser beurteilen zu können.

Obwohl die Berechnungen und Simulationen für die Vorhersage des Maschi-

nenverhaltens äußerst nützlich sind, wird eine Analyse des gesamten Systems

von Rotor, Gehäuse und teilweise auch des Fundaments heutzutage nur selten

durchgeführt. Dies liegt darin begründet, dass die Systeme im unreduzierten

Zustand viel zu groß sind, als dass solche Simulationen für jede Maschine effizi-

ent durchführt werden könnten. Hier sind Systemgrößen von 100 000 Zuständen

keine Seltenheit.

Es stellt sich somit die Frage, welche Reduktionsmethoden für rotordynami-

sche Systeme geeignet sind. Bisher gibt es keine pauschale Antwort auf diese

Frage, jedoch existieren Betrachtungen zu verschiedenen Teilaspekten rotordy-

namischer Systeme oder sie können für solche herangezogen werden. Für die

Reduktion der Strukuren, wie z. B. Gehäuse oder Fundament, wurden bisher

die Verfahren nach Guyan [10, 11], die modale Reduktion [12–17] oder die

Component Mode Synthesis [18–23] verwendet. Jedoch wurde bereits nachge-

wiesen, dass Reduktionsverfahren die Momente im Frequenzbereich anpassen,

wie z. B. das Krylov-Unterraumverfahren, für die Reduktion häufig besser ge-

eignet sind [24].

Einige Untersuchungen beschäftigen sich mit speziell gedämpften Systemen

[13, 22, 25–27] oder mit Systemen unter gyroskopischem Einfluss [17, 28–30].

Jedoch wird fast nie auf die kombinierte Form von gedämpften Systemen unter

gyroskopischem Einfluss eingegangen.

Die Modellordnungsreduktionsverfahren auf Grundlage der Singulärwertzerle-

gung oder der Krylov-Unterräume finden bisher meist nur für die Auslegung

von Reglern in der Rotordynamik [31, 32] Anwendung. Viele der Anwendungen

auf große Finite-Elemente-Strukturen beschränken sich nur auf symmetrische

Systemmatrizen [33], wohingegen rotordynamische Systeme meist unsymme-

trische Systemmatrizen aufweisen.

Die parametrischen Modellordnungsreduktionsverfahren sind ein vergleichs-

weise junges Forschungsgebiet der Modellordnungsreduktion und werden häu-

fig für bestimmte Systemklassen entwickelt [34–36]. Auf einige Ansätze der
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1 Einführung

parametrischen Modellordnungsreduktion wird im Kapitel 3 detaillierter ein-

gegangen. Die Systemklasse der Rotoren wurde hierbei meist nicht betrachtet,

obwohl sich einige Systemeigenschaften sehr gut für die parametererhaltende

Reduktion ausnutzen lassen (siehe Kapitel 4).

Zusammenfassend kann also über die bestehende Literatur gesagt werden, dass

sie häufig nur Teilaspekte der rotordynamischen Systemklasse abdeckt, da-

bei werden teilweise Annahmen getroffen, die andere rotordynamische Effekte

ausschließen [9]. Hinzukommt, dass zu Testzwecken und in Beispielen oft nur

Systeme mit jeweils nur einem Ein- und Ausgang behandelt werden. In der

Realität und bei der Analyse von Rotorsystemen handelt es sich jedoch immer

um Systeme mit mehreren Ein- und Ausgängen. Da die Methoden bisher nicht

direkt für rotordynamische Systeme entwickelt wurden, werden meist auch kei-

ne rotordynamischen Analysen mit reduzierten Systemen betrachtet, genauso

wenig wie transiente Rechnungen realer Beispiele.

Aus diesen Betrachtungen ergeben mehrere offene Fragen zur Modellordnungs-

reduktion von Systemen unter rotordynamischem Einfluss [9]. Zwei dieser be-

reits in der Übersichtsarbeit von Wagner et al. [9] gestellt Fragen werden in

dieser Arbeit beantwortet:

1. Können existierende Modellordnungsreduktionsverfahren effizient auf ro-

tordynamische Systeme angewendet werden?

Im Rahmen dieser Arbeit ist ein parametererhaltendes Modellordnungsreduk-

tionsverfahren für rotordynamische Systeme entwickelt worden, welches die

Systemeigenschaften von Rotorsystemen ausnutzt. In Kapitel 4 wird gezeigt,

wie ein solches System effizient und unter Beibehaltung der Drehzahl als we-

sentlichen Parameter reduziert werden kann. Zudem wird ein mathematischer

Beweis geliefert, welcher die Gültigkeit des reduzierten Systems im gesamten

Drehzahlbereich des Rotors nachweist. Somit können rotordynamische Syste-

me auf effiziente Weise reduziert werden, so dass ihre Analyse erstmals mit nur

einem reduzierten System durchgeführt werden kann.

Um die Funktionsweise des Algorithmus vorzustellen, wird in Kapitel 5 zu-

nächst ein akademisches Beispiel eines Rotors mit extrem großem Drehzahlbe-

reich reduziert. Ihm folgt ein Beispiel eines realen Rotors, wie er im Siemens

Dynamowerk Berlin gebaut wurde. Dieser Rotor wird zuerst reduziert und die
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Ergebnisse aus einer transienten Simulation eines Hochlaufs werden mit denen

des Originalsystems verglichen.

2. Wie können existierende Modellordnungsreduktionsverfahren effektiv ge-

nutzt werden, um große Systeme von kompletten Maschinen unter ro-

tordynamischem Einfluss zu reduzieren?

Zusätzlich zur Reduktion von Rotoren wird in Kapitel 6 ein neuer Ansatz zur

Trennung von parameterabhängigen und parameterunabhängigen Teilen der

Maschine präsentiert. Dieser Algorithmus ist im Rahmen dieser Arbeit entwi-

ckelt worden und so konzipiert, dass er die zu trennenden Teilsysteme selbst-

ständig erkennt. Nach der Trennung der Teilsysteme können diese unabhängig

voneinander reduziert werden.

Es wird zudem ein Verfahren vorgestellt, welches es ermöglicht, beide Teilsys-

teme anschließend wieder zusammenzuführen. Die im Rahmen dieser Arbeit

entwickelte Art der Trennung und Wiederzusammenführung der Systeme ist

für unreduzierte Teilsysteme nachweislich verlustfrei und bietet, neben dem

Vorteil der Parameterabspaltung, zudem die Möglichkeit, auf die oft nichtli-

nearen Größen der Lager direkt Einfluss zu nehmen.

Diese Methode wird anhand eines Beispiels in Kapitel 7 erläutert und der

Einfluss eines Gehäuses auf den Rotor verdeutlicht. Außerdem wird von der

Möglichkeit der Variation der Lagerparameter Gebrauch gemacht.
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2 Beschreibung rotordynamischer

Systeme

In diesem Kapitel wird der prinzipielle Aufbau einer Maschine mit rotieren-

der Welle erläutert. Dabei wird insbesondere auf die Modellierung und ma-

thematische Beschreibung des Rotors detailliert eingegangen, da die Dynamik

der Maschine maßgeblich durch den sich bewegenden Teil, den Rotor, zum

Schwingen angeregt wird. Hierbei wird auf den Aspekt der Unwucht in Ro-

toren eingegangen, da selbst bei präziser Fertigung eine Restunwucht nicht

auszuschließen ist. Als zweiter Aspekt soll der gyroskopische Effekt betrachtet

werden, der bei solch schweren Rotoren mit großen polaren Massenträgheits-

momenten, wie denen, die im Siemens Dynamowerk produziert werden, nicht

zu vernachlässigen ist.

In Abbildung 2.1 ist eine Maschine gezeigt, an der die wesentlichen Struktur-

lemente eines Elektromotors erkennbar sind:

• der Rotor oder auch Läufer (bestehend aus der Welle, den Blechpaketen

und den Lagerstellen),

• der Ständer um den Aktivteil des Rotors dient zur Erzeugung eines Ma-

gnetfeldes, welches den Rotor antreibt,

• die Lager (Gleit-, Wälz-, Magnetlager usw.),

• die Lagerschilde oder Lagerständer,

• das Gehäuse.

In diesem Kapitel wird zunächst auf das Verhalten und die Modellierung des

Rotors eingegangen. In Kapitel 6 wird der Rotor im Zusammenhang mit den

Lagern und den restlichen ihn umgebenden Strukturen betrachtet. Zur Er-

läuterung der rotordynamischen Effekte wird ein so genannter Laval-Rotor
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2 Beschreibung rotordynamischer Systeme

Rotor

Magnetlager

Lagerständer

Lüftung

Gehäuse

Ständer

Grundrahmen

Abb. 2.1: CAD-Darstellung eines schnell laufenden, großen Kompressorantriebes
mit Magnetlagern (Größe ca. 2 m × 3 m × 3 m).

betrachtet, welcher aus einer einzigen Scheibe und einer masselosen, biegeelas-

tischen, starr gelagerten Welle besteht (siehe Abbildung 2.3 auf S. 10).

Dies scheint eine starke Vereinfachung zu sein, jedoch lassen sich bereits an

diesem minimalen Beispiel alle relevanten Effekte erläutern und übersichtlich

in Gleichungen darstellen. Ein realer Rotor, wie in Abbildung 2.2, wird dann

durch viele aneinandergereihte Scheiben modelliert und kann als Zusammen-

führung vieler Laval-Rotoren verstanden werden. Die Grundlagen, welche in

diesem Kapitel erläutert werden, können ausführlich nachgelesen werden in

[37–39] oder [40].
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2.1 Beschreibung eines Laval-Rotors ohne Dämpfung

Abb. 2.2: Foto eines Rotors am Ende des Herstellungsprozesses im Bunker der
Wuchtanlage im Siemens Dynamowerk Berlin.

2.1 Beschreibung eines Laval-Rotors ohne

Dämpfung

Betrachtet wird, wie in Abbildung 2.3 zu sehen, eine masselose Welle mit ei-

ner gegebenen Wellensteifigkeit k und einer darauf mittig befestigten Scheibe

mit der Masse m. Ein solcher Rotor wird als Laval-Rotor bezeichnet. Dämp-

fungskräfte werden in diesem System zunächst vernachlässigt und der Rotor

befindet sich in als starr angenommenen Lagern. In diesem Abschnitt wird

davon ausgegangen, dass sich bei einer Durchbiegung der Welle, die Scheibe

aufgrund ihres mittigen Sitzes nicht schräg stellt. Dadurch kann zunächst auch

der Einfluss der Gyroskopie vernachlässigt werden, welcher im Abschnitt 2.1.2

betrachtet werden soll.
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2 Beschreibung rotordynamischer Systeme

x

y

z

Abb. 2.3: Darstellung eines Laval-Rotors bestehend aus einer einzigen Scheibe und
einer masselosen, biegeelastischen, starr gelagerten Welle, mit dem zu-
gehörigen Koordinatensystem.

Ein solcher zu Biegeschwingungen fähiger Laval-Rotor kann freie und erzwun-

gene Schwingungen durchführen, wobei eine der am häufigsten auftretenden

erzwungenen Schwingungen die durch Unwuchten hervorgerufenen Schwingun-

gen sind.

2.1.1 Durch Unwucht erregte Schwingungen im Laval-Rotor

Gegeben sei ein Laval-Rotor, dessen Wellendurchstoßpunkt W nicht mit dem

Schwerpunkt S der Scheibe zusammenfällt und ein raumfestes Koordinaten-

system, dessen x-Achse in Wellenrichtung zeigt (siehe Abbildung 2.4). Der

Wellendurchstoßpunkt hat einen festen Abstand ε vom Schwerpunkt, dieser

Abstand wird als Exzentrizität bezeichnet. Die Koordinaten des Schwerpunk-

tes in der y-z-Ebene seien ys und zs. Der Wellendurchstoßpunkt, dessen Lage

im ruhenden System dem Koordinatenursprung entspricht, hat die Bewegungs-

koordinaten yw und zw. Als Unwucht U wird das Produkt aus Scheibenmasse

und Exzentrizität ε bezeichnet

U = mǫ . (2.1)

Die in Abbildung 2.4 dargestellte Scheibe des Laval-Rotors bewegt sich in der

Ebene und hat drei Freiheitsgrade, die Verschiebungen in y- und z-Richtung,

welche durch die Lage des Wellendurchstoßpunktes oder des Schwerpunktes

beschrieben werden können, sowie die Drehung ϕ um die z-Achse.

10



2.1 Beschreibung eines Laval-Rotors ohne Dämpfung

xy

y

z

z

yw ys

zw

zs

O O

S
S

W

M

ǫ

ϕ

Abb. 2.4: Unwuchterregte Schwingung im Laval-Rotor: In der linken Zeichnung
ist der um yw und zw ausgelenkte Wellendurchstoßpunkt zu erkennen
sowie der um die Exzentrizität ǫ dazu versetzte Schwerpunkt mit den
Koordinaten ys und zs. Angetragen ist zudem die Drehung der Scheibe
um einen Winkel ϕ und ein am Schwerpunkt angreifendes Moment M .

Ausgehend davon, dass sich die Welle dreht und der Wellendurchstoßpunkt

aus der Ruhelage herausbewegt wurde, muss für das System folgendes Gleich-

gewicht der angreifenden Kräfte bestehen

mÿs = −kyw

mz̈s = −kzw .
(2.2)

Zudem können die Koordinaten des Schwerpunktes in die Koordinaten des

Wellendurchstoßpunktes überführt werden, da in den meisten Fällen davon

auszugehen ist, dass die Lage des Schwerpunktes nicht bekannt ist. Es ergibt

sich der einfache Zusammenhang

ys = yw + ǫ cos ϕ

zs = zw + ǫ sin ϕ .
(2.3)

Nach zweimaligem Ableiten und Einsetzen in Gleichung 2.2 ergeben sich die

Bewegungsdifferentialgleichungen

mÿw + kyw = m
(
ǫϕ̇2 cos ϕ + ǫϕ̈ sin ϕ

)

mz̈w + kzw = m
(
ǫϕ̇2 sin ϕ + ǫϕ̈ cos ϕ

)
.

(2.4)

Unter Anwendung des Drehimpulssatzes [41] auf die im Schwerpunkt senkrecht
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2 Beschreibung rotordynamischer Systeme

stehende Achse ergibt sich für das Momentengleichgewicht

Θϕ̈ = M + kǫ (yw cos ϕ − zw sin ϕ) , (2.5)

wobei Θ das Massenträgheitsmoment der Scheibe sei und M das von außen

auf die Scheibe wirkende Drehmoment. Das Drehmoment M entspricht zumeist

dem Antriebsmoment. Durch die Gleichungen 2.4 und 2.5 werden die Bewe-

gungen der Scheibe und damit die Bewegungen des Laval-Rotors vollständig

beschrieben.

Für viele Berechnungen genügt es den stationären Fall ϕ̇ = konst. zu betrach-

ten, womit sich

ϕ̈ = 0 (2.6)

ϕ = Ωt + β (2.7)

für eine konstante Drehzahl Ω und einen Startwinkel β ergibt. Damit ist

das Momentengleichgewicht gelöst und die Gleichungen 2.4 vereinfachen sich

zu

mÿw + kyw = mǫΩ2 cos (Ωt + β)

mz̈w + kzw = mǫΩ2 sin (Ωt + β) .
(2.8)

Damit ist das System des Laval-Rotors bei konstanter Drehzahl unter Un-

wuchteinfluss vollständig beschrieben.

Ein Rotor kann auch anderen äußeren Einflüssen wie einem Schlag oder ande-

ren Krafteinwirkungen unterlegen sein. Wird die Kraft, welche durch die Un-

wucht auf den Rotor aufgebracht wurde, durch eine allgemeine äußere Kraft

Fy und Fz ersetzt, kann das System in Matrizenschreibweise überführt werden

zu


m 0

0 m




︸ ︷︷ ︸
M


ÿw

z̈w




︸ ︷︷ ︸
z̈

+


k 0

0 k




︸ ︷︷ ︸
K


yw

zw




︸ ︷︷ ︸
z

=


Fy

Fz




︸ ︷︷ ︸
f

, (2.9)

wobei M die Massenmatrix, K die Steifigkeitsmatrix, f der Vektor der angrei-

fenden äußeren Kräfte und z der Zustandsvektor des Systems ist. Aus dieser
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2.1 Beschreibung eines Laval-Rotors ohne Dämpfung

Form heraus kann das System auf einfache Weise um verschiedene äußere Kräf-

te oder Dämpfungseinflüsse ergänzt werden. Zudem ist der Übergang zu einem

Rotor, bestehend aus mehreren Scheiben, einfach ersichtlich.

2.1.2 Der Einfluss der Gyroskopie auf einen Rotor

Im vorherigen Abschnitt wurde davon ausgegangen, dass sich die Scheibe nicht

schräg stellt. Diese Annahme ist berechtigt, wenn es sich um sehr kleine Schei-

ben handelt, welche nur ein sehr kleines Massenträgheitsmoment aufweisen.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Rotoren handelt es sich jedoch um Ro-

toren mit einer Masse von bis zu 15 t und Scheibendurchmessern von 1 m und

mehr. Bei diesen Rotoren sind die Massenträgheitsmomente nicht mehr zu

vernachlässigen. Zudem ist nicht jeder Rotorabschnitt, welcher als Scheibe be-

trachtet wird, mittig am Rotor, so dass es bei einer Durchbiegung der Welle

zwangsweise zu einer Schrägstellung der Scheiben kommt.

Um dieses Verhalten an einem einfachen Rotor zu studieren wird der zuvor be-

trachtete Laval-Rotor als Grundlage genommen und leicht variiert. Die Scheibe

des Rotors wird außermittig plaziert. Zudem ist die Masse der Scheibe jetzt

nicht mehr auf der Welle konzentriert, so dass sich axiale und polare Massen-

trägheitsmomente für die Scheibe ergeben. Abbildung 2.5 stellt schematisch

solch einen Rotor mit den an der Scheibe angreifenden Momenten dar.

x

y

z

Ω

ϕ̇y

Mz

Abb. 2.5: Veranschaulichung des Einflusses der Gyroskopie auf einen Rotor, der mit
−Ω um die x-Achse rotiert, durch die Biegung der Welle wird die Scheibe
mit der Winkelgeschwindigkeit ϕ̇y verdreht, woraus sich das resultierende
Moment Mz ergibt.
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2 Beschreibung rotordynamischer Systeme

Die Kopplung der Querauslenkung und der Scheibenschrägstellung lässt sich

bereits bei ruhenden Rotoren beobachten. Die Schrägstellung der Scheibe er-

gibt sich hierbei durch die Durchbiegung der Welle aufgrund der Masse der

Scheibe und dem außermittigen Sitz der selben. Die Scheibe „wehrt“ sich auf-

grund ihrer axialen Massenträgheit Θa gegen eine Schrägstellung. Wird die

Scheibe beispielsweise rotatorisch um die y-Achse mit ϕ̈y beschleunigt, so er-

gibt sich als Moment

My (Ω = 0) = Θaϕ̈y . (2.10)

Bei einer rotierenden Welle treten zusätzliche Effekte auf, diese können sehr

gut an dem Versuch in Abbildung 2.6 beobachtet werden, welcher schon aus

dem Physikunterricht bekannt sein dürfte. Zudem lässt sich der Effekt aus dem

Impulserhaltungssatz herleiten.

xx

yy

zz

Ω = −ϕ̇x

My
ϕ̇z

Abb. 2.6: Versuchsaufbau zur Demonstration der Gyroskopie. Hierbei stellt sich
das mit Ω drehende Rad durch die Drehung am Handgriff mit ϕ̇z nach
oben auf, ausgelöst durch das Moment My (nach [38, S. 161]).

In diesem Versuch ersetzt das Rad die Scheibe des Rotors und die Welle, auf der

das Rad läuft, entspricht der Welle des Rotors, mit dem einzigen Unterschied,

dass es sich hier um eine einseitige Lagerung handelt. Wird nun das Rad in

Rotation versetzt (ϕ̇x = −Ω) und die Welle des Rades auf dem Fuß mit einer

konstanten Winkelgeschwindigkeit ϕ̇z gedreht, beginnt sich das Rad aufgrund

seines polaren Masenträgheitsmomentes Θp aufzustellen. Es resultiert also ein

Moment um die y-Achse aus der Drehung des Rades um die z-Achse. Wird

zusätzlich das aus Gleichung 2.10 bekannte Moment berücksichtigt, ergibt sich

als Gesamtmoment um die y-Achse
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2.1 Beschreibung eines Laval-Rotors ohne Dämpfung

My (Ω > 0) = ΘpΩϕ̇z + Θaϕ̈y . (2.11)

Für den Rotor mit einer außermittigen Scheibe sowie polaren und axialen Mas-

senträgheitsmomenten lässt sich analog das Moment um die z-Achse berech-

nen.

Um den Effekt der Gyroskopie nun auch in den Gleichungen zu erfassen, müs-

sen zunächst die Drehfreiheitsgrade um die y- und z-Achse dem System aus

Gleichung 2.9 hinzugefügt werden. Dies entspricht einer Erweiterung des Zu-

standsvektors

z =




y

z

ϕy

ϕz




. (2.12)

Die Massenmatrix wird für diesen Fall um die axialen Trägheitsmomente der

Scheibe erweitert und ergibt sich damit zu

M =




m 0 0 0

0 m 0 0

0 0 Θa 0

0 0 0 Θa




, (2.13)

mit dieser Erweiterung sind bereits die Momente, welche in Gleichung 2.10

beschrieben wurden, in das System eingearbeitet.

Die Erweiterung der Steifigkeitsmatrix K sei hier nur kurz umrissen, vertie-

fend hierzu bietet sich z. B. [38] an. Für die Bewegungsgleichungen wird der

Zusammenhang zwischen den Verschiebungen und Drehungen am Scheibensitz

und den sich daraus ergebenen Kräften und Momenten benötigt. Es ergibt sich

der Zusammenhang




Fy

Fz

My

Mz




e︸ ︷︷ ︸
fe

=




k11 0 0 −k12

0 k11 k12 0

0 k21 k22 0

−k21 0 0 k22




︸ ︷︷ ︸
K

z , (2.14)
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2 Beschreibung rotordynamischer Systeme

wobei fe den Vektor der Kräfte und Momente beschreibt, welche durch die vier

Einheitsverformungen (siehe [38]) hervorgerufen werden. Durch die Ermittlung

dieser Einheitsverformungen können die Einträge in der Steifigkeitsmatrix K

ermittelt werden. Der Zustandsvektor z in dieser Gleichung entspricht dem

Zustandsvektor aus Gleichung 2.12.

Zur vollständigen Beschreibung des Systems fehlt schließlich noch der drehzahl-

abhängige Term der Momente, welche in Gleichung 2.11 beschrieben wurden.

Hierfür wird eigens eine gyroskopische Matrix G in das System eingebracht,

so dass sich die Gesamtgleichung aus den Gleichungen 2.12 bis 2.14 ergibt

zu




m 0 0 0

0 m 0 0

0 0 Θa 0

0 0 0 Θa




︸ ︷︷ ︸
M




ÿ

z̈

ϕ̈y

ϕ̈z




︸ ︷︷ ︸
z̈

+ Ω




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −Θp

0 0 Θp 0




︸ ︷︷ ︸
G




ẏ

z̈

ϕ̇y

ϕ̇z




︸ ︷︷ ︸
ż

+




k11 0 0 −k12

0 k11 k12 0

0 k21 k22 0

−k21 0 0 k22




︸ ︷︷ ︸
K




y

z

ϕy

ϕz




︸ ︷︷ ︸
z

=




Fy

Fz

My

Mz




︸ ︷︷ ︸
f

.

(2.15)

Damit sind die allgemeinen Bewegungsdifferentialgleichungen für diesen Ro-

tor ohne Dämpfung beschrieben. Durch die Erweiterung des Zustandsvektors

und durch den analogen Aufbau der Systemmatrizen kann das Gleichungs-

system auf einen realen Rotor erweitert werden. Das Modell wird aus vielen

aneinandergereihten Scheiben zusammengesetzt. Daraus ergibt sich die Bewe-

gungsdifferentialgleichung für einen ungedämpften Rotor

Mz̈ + ΩGż + Kz = f , (2.16)

mit der Massenmatrix M , der Gyroskopiematrix G, der Steifigkeitsmatrix K,

dem Zustandsvektor z und den äußeren Kräften f . Für die allgemeine Form

lässt sich diese Gleichung auf einen Rotor mit Dämpfung D erweitern zu

Mz̈ + (D + ΩG) ż + Kz = f . (2.17)
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2.2 Praxisbeispiel zur Verallgemeinerung auf kontinuierliche Rotoren

2.2 Praxisbeispiel zur Verallgemeinerung auf

kontinuierliche Rotoren

In diesem Abschnitt wird ein Rotor, so wie er im Siemens Dynamowerk model-

liert und gebaut wurde, vorgestellt und die Auswirkung der Gyroskopie sowie

eine Unwuchterregung simuliert.

Rotoranalysen werden im Siemens Dynamowerk mit der intern entwickelten

Rotordynamiksoftware „VARFEM“ durchgeführt. Dieses Programm umfasst

die FE-Modellierung der Rotoren, sowie die Auswertung der Berechnungser-

gebnisse. Die Berechnungen werden mit dem Programm „MADYN“ [42] aus-

geführt, welches in VARFEM integriert ist.

Bei dem in Abbildung 2.7 zu sehenden Rotor handelt es sich um den schnell

drehenden Kompressorantrieb, wie er z. B. bei der Erdgasförderung verwendet

wird. Die gesamte Maschine ist in Abbilfung 2.1 am Anfang dieses Kapitels

dargestellt.

Abb. 2.7: CAD-Darstellung eines schnell laufenden Rotors mit einem gut erkenn-
baren Blechpaket und Magnetlagern.

Um eine Vorstellung für die Größe zu erhalten, werden die groben Abmaße

angegeben. Der Rotor ist ca. 3 m lang, an seiner breitesten Stelle, dem Blech-

paket, hat er einen Durchmesser von ca. 30 cm und wiegt knapp 1,5 t. Die

Maschine zeichnet sich durch die, für eine Maschine dieser Größe extrem hohe

Nenndrehzahl von ungefähr 15 000 min−1 aus.

In Abbildung 2.8 ist gut zu erkennen, dass der Rotor als eine Aneinanderrei-

hung von Scheiben modelliert ist. Um ähnliche Bedingungen wie in der Theorie
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2 Beschreibung rotordynamischer Systeme
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Aktivteil
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Abb. 2.8: Mit VARFEM erstelltes FE-Modell des schnell laufenden Rotors.

aus den vorangegangen Abschnitten zu haben, ist der Rotor zu Simulations-

zwecken auf sehr harten Federn gelagert und kann somit an den Lagerstellen

als fest eingespannt betrachtet werden.

2.2.1 Auswirkungen der Gyroskopie

Um die Auswirkungen des gyroskopischen Effektes auf den Rotor zu verdeut-

lichen, wird dieser einmal mit und einmal ohne den gyoskopischen Effekt si-

muliert. Aufgrund der großen Massenträgheiten der einzelnen Scheiben und

bedingt durch die hohe Nenndrehzahl ist ein merklicher Effekt durch die Gy-

roskopie zu erwarten.

In Abbildung 2.9 und 2.10 sind die ersten beiden Biegeeigenformen des Ro-

tors ohne den Einfluss der Gyroskopie zu erkennen. Die erste biegekritische

Eigenfrequenz liegt hier bei 79,66 Hz und die zweite bei 254,83 Hz.

x

y
z

Abb. 2.9: Erste Biegeeigenform (300 000-fach überhöhte Darstellung).

Die Biegeeigenformen des Rotors unter Berücksichtigung der Gyroskopie un-

terscheiden sich in ihrer Ausprägung nicht von denen ohne Gyroskopie. Jedoch
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2.2 Praxisbeispiel zur Verallgemeinerung auf kontinuierliche Rotoren

x

y
z

Abb. 2.10: Zweite Biegeeigenform (300 000-fach überhöhte Darstellung).

verschieben sich die Eigenfrequenzen nach unten und spalten sich in Gleich-

und Gegenlauf auf (siehe [38, S. 105ff]).

Der Gleichlauf der ersten biegekritischen Eigenfrequenz liegt bei 77,99 Hz und

der Gleichlauf der zweiten biegekritischen Eigenfrequenz bei 234,65 Hz. Der

Einfluss der Gyroskopie ist also bereits merklich. Da die gyroskopische Ma-

trix auf die Geschwindigkeiten ż des Zustandsvektors wirkt, verhält sich ihr

Einfluss wie eine zusätzliche Dämpfung im System, daher ist eine Absenkung

der Eigenfrequenzen logisch. Für solch große Rotoren und die angestrebte Ge-

nauigkeit bei den Berechnungen ist der gyroskopische Effekt folglich nicht zu

vernachlässigen.

2.2.2 Berechnung einer Unwuchterregung

Für den Rotor kann nach der ISO Norm 1940 eine Unwucht von ca. 2100 g·mm

bei einer Wuchtgüte von 2,5 mm·s−1 angenommen werden. Die Wuchtgüte gibt

hierbei die maximal zulässige Bahngeschwindigkeit des Schwerpunktes an. Für

das exakte Vorgehen bei der Berechnung der Unwucht eines Rotors sei auf die

ISO Norm 1940 oder auch [43] verwiesen. Die so angenommenen Unwuchten

werden für gewöhnlich an die Enden des Aktivteiles gesetzt und sind in der

Abbildung 2.11 in rot gekennzeichnet.

Zur Auswertung des Unwuchteinflusses wird für jede Drehzahl die stationäre

Verstärkung für einen ausgewählten Punkt des Rotors berechnet. In Abbil-

dung 2.12 ist die Auslenkung des mittleren Rotorknoten über der Drehzahl

aufgetragen.
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Abb. 2.11: Modell des Rotors mit Unwuchtmassen, welche die approximierten Re-
stunwuchten darstellen.
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Abb. 2.12: Auslenkung des mittleren Rotorknotens als Funktion der Drehzahl

Sehr gut ist die Auslenkung des Knotens bei der ersten Eigenfrequenz zu erken-

nen. Die zweite Eigenfrequenz regt diesen Rotorknoten nur wenig an, da dieser

Knoten nahe eines Schwingungsknotens der zweiten Eigenform liegt (siehe Ab-

bildung 2.10). Zu beachten ist bei der Abbildung 2.12, dass, im Gegensatz zu

den üblichen Übertragungsfunktionen, hier der Systemparameter der Drehzahl

mit variiert wird und stets gleich der Anregungsfrequenz ist. Dies ist sinn-

voll, da gerade der Einfluss der Selbsterregung durch die Unwucht interessant

ist.
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3 Grundlagen der Modellord-

nungsreduktionsverfahren

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen der Modellordnungsreduktion darge-

stellt werden, wie sie unter anderem auch in [6], [7] oder [44] zu finden sind.

Ausgangspunkt der meisten Modellordnungsreduktionsverfahren sind lineare

zeitinvariante Systeme in Zustandsraumdarstellung. In Kapitel 2 lag zunächst

ein Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung vor, so dass vor der Modell-

ordungsreduktion erst einmal das System in ein Differentialgleichungssystem

erster Ordnung überführt werden muss.

3.1 Übergang in den Zustandsraum

Das rotordynamische System zweiter Ordnung der Form

Mz̈(t) + (D + ΩG) ż(t) + Kz(t) = Ju(t)

y(t) = Lz(t)
(3.1)

mit den Systemmatrizen der Masse M ∈ R
n×n, der Dämpfung D ∈ R

n×n, der

Gyroskopie G ∈ R
n×n und der Steifigkeit K ∈ R

n×n sowie den Eingangs- und

Ausgangsmatrizen J ∈ R
n×m und L ∈ R

n×p sowie dem Zustand z(t) ∈ R
n,

dem Eingangsvektor u(t) ∈ R
m, dem Ausgangsvektor y(t) ∈ R

p, der Drehzahl

Ω und der Systemgröße n kann folgendermaßen in ein Zustandsraummodell

überführt werden
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
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(3.2)

Es ergibt sich also das System

Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t),
(3.3)

wobei E, A ∈ R
2n×2n, B ∈ R

2n×m, C ∈ R
p×2n und x(t) ∈ R

2n sind. Hierbei

sind I die Einheitsmatrix und Z die Nullmatrix. Der Eingang u(t) und der

Ausgang y(t) sind gegenüber Gleichung 3.1 unverändert geblieben.

3.2 Modellordnungsreduktion als

Projektionsvorgang

Das Ziel der Ordnungsreduktion ist es, das System 3.3 in ein System

Erẋr(t) = Arxr(t) + Bru(t)

yr(t) = Crxr(t)
(3.4)

mit Er, Ar ∈ R
q×q, Br ∈ R

q×m, Cr ∈ R
p×q und dem reduzierten Zustandsvek-

tor xr(t) ∈ R
q sowie dem approximierten Ausgang yr(t) ∈ R

p zu überführen,

wobei die Ordnung q des reduzierten Systems deutlich kleiner sein soll als die

Ordnung 2n des Originalsystems 3.3. Bei der Reduktion bleibt u als Eingang

von der Reduktion unberührt. Die physikalische Interpretierbarkeit bleibt so-

wohl beim Eingagnsvektor u als auch beim Ausgangsvektor yr erhalten. Durch

die Approximation des Systems durch das kleinere reduzierte System sind je-

doch Abweichungen im Ausgang yr zu erwarten. Die Aufgabe besteht nun

darin, das ursprüngliche System in einen kleineren Raum zu projizieren un-

ter der Voraussetzung, dass das Ein-/Ausgangsverhalten des Systems dabei so

wenig wie möglich verändern wird.
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3.2 Modellordnungsreduktion als Projektionsvorgang

Im Folgenden wird zunächst auf die Theorie für nicht parameterabhängige

Systeme eingegangen, da hierzu schon verschiedene Verfahren existieren, auf

denen später in der Arbeit weiter aufgebaut wird. Es wird also von einem

System wie in Gleichung 3.3 für ein konkretes Ω ausgegangen. Somit ist das

System ein linear zeitinvariantes System mit konstanten Matrizen und erfüllt

die Voraussetzungen für die im Folgenden dargestellten Methoden.

Da die Modellordnungsreduktionsverfahren als Projektionen verstanden wer-

den können, soll zunächst auf die Theorie von Projektionen eingegangen wer-

den. Dies führt schließlich direkt zu den hier vorgestellten Modellordnungs-

reduktionsverfahren, welche geeignete Projektionsmatrizen erzeugen. Der fol-

gende Abschnitt zur Theorie der Projektionen kann in ähnlicher Weise auch

in [45], [46] oder [47] nachgelesen werden.

Definition:

Sei M ein Vektorraum. P ∈ M ist idempotent genau dann, wenn für alle i ∈ N

gilt P i = P gilt.

Definition:

Sei M ein Vektorraum. P ∈ M ist eine Projektion genau dann, wenn P idem-

potent ist.

Eine Eigenschaft idempotenter Matrizen ist, dass ihre Eigenwerte nur Null

oder Eins annehmen, d. h. sie können so in Diagonalform dargestellt werden,

dass lediglich Nullen oder Einsen auf der Diagonalen zu finden sind. Da ei-

ne solche Matrix nun auch eine Projektion darstellt, können die Eigenräume

zu dem Eigenwert Eins als der Bildraum „bild(P )“ interpretiert werden und

der Eigenraum zu Null als das Komplement des Bildraumes, der Nullraum

„kern(P )“. Der Vektorraum M setzt sich demzufolge aus dem Bild und dem

Nullraum der Projektion P zusammen

M = bild(P ) ⊕ kern(P ). (3.5)

Daraus ergibt sich für die Dimensionen der einzelnen Räume folgender Zusam-

menhang

dim (M) = dim (bild(P )) + dim (kern(P )) . (3.6)

23



3 Grundlagen der Modellordnungsreduktionsverfahren

Definition:

Sei P eine Projektion. P ist eine orthogonale Projektion, wenn der Bildraum

und der Nullraum von P orthogonal zueinander sind und es gilt dann P = P T.

Sei nun die Matrix V eine Basis des Bildraumes von P und W eine Basis des

Kerns der Projektion P , dann lässt sich der Projektor als

P = V
(
W TV

)−1
W T (3.7)

darstellen [48]. Bei orthogonalen Projektionen mit orthonormalen Basen V

und W gilt zudem W TV = I, so dass sich die Gleichung 3.7 vereinfacht

darstellen lässt als

P = V W T. (3.8)

Die Projektion eines beliebigen Vektors x ∈ M führt zu einem Vektor aus dem

Bildraum, welcher als Linearkombination der Basisvektoren des Bildraumes

dargestellt werden kann, somit gilt

Px = V xr. (3.9)

Bei der Projektion gehen Informationen des Originalvektors x verloren, welche

als Fehler e betrachtet werden können

x = V xr + e. (3.10)

Der Fehler ist also der Teil des Originalvektors, der im Nullraum der Projektion

liegt. Wird Gleichung 3.10 in das Ausgangssystem 3.3 eingesetzt und von links

mit W T multipliziert, so ergibt sich

W TEV︸ ︷︷ ︸
Er

ẋr(t) = W TAV︸ ︷︷ ︸
Ar

xr(t) + W TB︸ ︷︷ ︸
Br

u(t) + W Te(t)

yr(t) = CV︸ ︷︷ ︸
Cr

xr(t).
(3.11)

Da der Fehler e(t) orthogonal auf W T steht, ergibt sich W Te(t) zu Null und

die reduzierten Matrizen können aus dem System abgelesen werden.
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3.2 Modellordnungsreduktion als Projektionsvorgang

Die Suche nach einem reduzierten System verlagert sich folglich auf die Su-

che nach geeigneten Projektionsmatrizen. Es gibt verschiedene Möglichkeiten,

solche Projektionsmatrizen geeignet zu bestimmen. Die Modellordnungsreduk-

tionsverfahren, die sich daraus entwickelt haben, lassen sich, wie in Abbil-

dung 3.1 dargestellt, grob in zwei Gruppen unterteilen. Zunächst gibt es die

SVD-Methoden, sie basieren auf einer Singulärwertzerlegung (engl. singular

value decomposition (SVD)) des Systems. Ein Vertreter dieser Gruppe ist das

balancierte Abschneiden, auf welches in Abschnitt 3.3.1 eingegangen werden

soll. Das Konzept des Balancierens eines Systems wurde erstmals von Mullis

und Roberts in [49] erwähnt, jedoch erst einige Jahre später nutzte es Moore

in [50] zur Reduktion.

Modellordnungs-
reduktion (MOR)

SVD basierte MOR Krylov basierte MOR

SVD-Krylov MOR

Abb. 3.1: Unterteilung der Modellordnungsreduktion in die Methoden, welche sich
auf die Singulärwertzerlegung stützen und in Methoden, welche nach der
Krylov-Unterraummethode vorgehen sowie einer Mischform.

Die zweite große Gruppe von Reduktionsverfahren sind die Krylov-Unterraum-

verfahren, welche in Abschnitt 3.4 diskutiert werden. Sie stützen sich auf

Algorithmen, welche zum Teil schon länger bekannt sind, wie der Arnoldi-

algorithmus, welcher erstmals in [51] erwähnt wurde. Auch der Lanczos-Al-

gorithmus entstand in dieser Zeit [52]. Für die Modellordnungsreduktion her-

angezogen wurden diese Verfahren Anfang der 1990er, z. B. in [44], [53] oder

[54]. Beide Verfahrensweisen bieten unterschiedliche Vor- und Nachteile, auf

die später eingegangen wird. Eine Zusammenstellung der Unterschiede beider

Methoden findet sich unter anderem in [55].

Zusätzlich zu diesen beiden Methoden existieren nun auch noch Mischformen,

so wie sie in [56] vorgestellt werden. Auf diese Methoden wird in dieser Arbeit

jedoch nicht weiter eingegangen.
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3 Grundlagen der Modellordnungsreduktionsverfahren

3.3 Auf der Singulärwertzerlegung basierende

Modellordnungsreduktionsverfahren

In diesem Abschnitt soll die Modellreduktionsmethode des balancierten Ab-

schneidens erläutert werden. Da sie ein Vertreter der SVD basierten Methoden

ist und zudem auch im späteren Verlauf der Arbeit auf die Singulärwertzerle-

gung zurückgegriffen wird, werden als erstes einige mathematische Grundlagen

der Singulärwertzerlegung erläutert.

3.3.1 Mathematische Grundlagen der Singulärwertzerlegung

Die Methode der Singulärwertzerlegung ist in vielen Bereichen der linearen

Algebra und der Modellordnungsreduktion ein hilfreiches Werkzeug.

Lemma:

Zu jeder Matrix X ∈ R
m×n existieren orthogonale Matrizen U ∈ R

m×m und

V† ∈ R
n×n derart, dass die Singulärwertzerlegung

X = USV T
† mit (3.12)

S = diag(s1, . . . , sp) wobei p = min{m, n} (3.13)

gilt. Hierbei sind s1, . . . , sp nicht negative Werte, welche als die Singulärwerte

der Matrix X bezeichnet werden. (siehe auch [57, 58])

Für die Singulärwerte gilt hierbei stets s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sp ≥ 0. Die Spalten-

vektoren von U werden als die Linkssingulärvektoren und die Spalten von V†

als die Rechtssingulärvektoren der Matrix X bezeichnet. Auf den ersten Blick

scheint eine solche Zerlegung der Matrix willkürlich. Bei genauerer Betrach-

tung stellt sich jedoch heraus, dass eine Singulärwertzerlegung viel über eine

Matrix aussagt.

Lemma:

Sei X ∈ R
m×n eine beliebige Matrix mit ihrer Singulärwertzerlegung

X = USV T
†
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und für die Singulärwerte gelte s1 ≥ . . . ≥ sr ≥ sr+1 = . . . = sp = 0, dann

gilt

rang(X) = r (3.14)

und die Matrix X lässt sich als

X =
r∑

i=1

siuiv
T
i (3.15)

darstellen.

Der Zusammenhang ist leicht einzusehen, da alle Links- und Rechtssingulär-

vektoren ui und vi für i > r mit Singulärwerten mulipliziert werden, welche

Null sind. Somit leisten diese Summanden keinen neuen Beitrag zu X. Ähnlich

verhält sich der Nachweis über den Rang der Matrix. Dieser Zusammenhang

wird z. B. zur Rangreduktion einer Matrix und zum Komprimieren von Daten

genutzt. Hierzu werden nur Links- und Rechtssingulärvektoren berücksichtigt

und gespeichert, die zu Singulärwerten gehören, die signifikant größer als Null

sind. Dadurch lässt sich der Speicherbedarf für die Matrix X auf die ersten

Singulärwertvektoren reduzieren.

Eine weitere Eigenschaft der Singulärwertzerlegung ist erkennbar, wenn die

Matrix X ∈ R
m×n als eine Abbildung X : W† ⊆ R

n×n → V† ⊆ R
m×m des n-

dimensionalen Raumes auf den m-dimensionalen Raum betrachtet wird. Durch

die Singulärwertzerlegung lassen sich die beiden wichtigsten Mengen einer Ab-

bildung leicht ablesen. Der Kern der Abbildung X, welcher alle Vektoren aus

W† enthält, die durch X auf den Nullvektor des Raums V† abgebildet werden,

ergibt sich durch

kern(X) = span{vr+1, . . . , vn} (3.16)

wenn, wie auch im obigen Lemma gilt, dass sr+1 = . . . = sp = 0 ([58]). Ebenso

leicht lässt sich der Bildraum von X erzeugen ([58]). Der Bildraum einer Ab-

bildung ergibt sich aus allen Vektoren b ∈ W†, die sich darstellen lassen als

b = Xx, wobei x ein Element aus V sei. Mit der Singulärwertzerlegung lässt

sich der Bildraum der Abbildung X durch
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3 Grundlagen der Modellordnungsreduktionsverfahren

bild(X) = span{u1, . . . , ur} (3.17)

darstellen, wobei wiederum gelten soll, dass sr+1 = . . . = sp = 0. Diese Eigen-

schaft wird später für die Reduktion des parametrischen Rotors in Kapitel 4

genutzt.

3.3.2 Balanciertes Abschneiden – Truncated Balanced

Realisation (TBR)

Der Ansatz des balancierten Abschneidens basiert auf den Systemeigenschaften

der Steuer- und Beobachtbarkeit.

Definition:

Ein System, welches sich aus einem beliebigen Ausgangszustand x0 in endli-

cher Zeit in einen beliebigen Endzustand xe überführen lässt, heißt vollständig

steuerbar [59].

Definition:

Ein System heißt genau dann vollständig beobachtbar, wenn aus dem bekannten

Verlauf des Eingangssignales u und des Ausgangssignales y auf den Ausgangs-

zustand x0 geschlossen werden kann [59].

Es gibt verschiedene Kriterien, um die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit von

Systemen zu beurteilen. Im Folgenden sollen hierzu die Gram’sche Steuer-

barkeitsmatrix und die Gram’sche Beobachtbarkeitsmatrix vorgestellt werden.

Ausgehend von einem System wie 3.3 sind die Gram’sche Steuerbarkeitsmatrix

P und die Gram’sche Beobachtbarkeitsmatrix Q definiert als

P =
∫ ∞

0
eAtBBTeATtdt (3.18)

Q =
∫ ∞

0
eAtCCTeATtdt. (3.19)

Wie unter anderem auch im [59] gezeigt wird, sind die Gram’schen Matrizen

zugleich auch die Lösungen der Lyapunov-Gleichungen

AP + P AT + BBT = 0 (3.20)

AQ + QAT + CCT = 0. (3.21)
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Zudem existieren für jedes vollständig steuerbare und beobachtbare System ge-

nau eine Matrix P und eine Matrix Q, welche positiv definit sind und vollen

Rang besitzen. Anschaulich betrachtet, bedeutet das: Soll das System aus der

Nulllage in unendlich langer Zeit in die Endlage xe überführt werden, so wird

hierfür die Energie xT
e P −1xe benötigt. Umgekehrt wird die Energie xT

0 Qx0 er-

zeugt, wenn das System aus seiner Anfangslage x0 heraus unbeeinflusst (also

u = 0) in seine Ruhelage ausschwingen kann. Aus diesen Überlegungen lässt

sich leicht schließen, dass ein Zustand, der schwer steuerbar ist, folglich viel

Energie benötigt, um erreicht zu werden. Dieser Umstand lässt sich auch an

den zu den verschiedenen Zuständen gehörenden Eigenwerten der Matrix P −1

ablesen. Je mehr Energie benötigt wird, um einen bestimmten Zustand zu er-

reichen, umso größer ist der zu diesem Zustand gehörende Eigenwert. Analog

kann diese Betrachtung auch für die Beobachtbarkeit des Systems herange-

zogen werden. Hier gilt jedoch: Je kleiner der entsprechende Eigenwert ist,

umso schlechter ist der Zustand beobachtbar, da nach außen hin nur wenig

entstehende Energie sichtbar ist.

Diese Überlegungen führen direkt zum Verfahren des balancierten Abschnei-

dens, da Zustände, welche schlecht steuerbar und schlecht beobachtbar sind,

herausgefiltert und aus dem System entfernt werden können. Das Systemver-

halten wird sich hierbei nur geringfügig verändern, da solche Zustände nur

einen sehr kleinen Einfluss auf das Übertragungsverhalten des Systems ha-

ben.

Ziel ist es, das System zunächst so zu transformieren, dass alle transformier-

ten Zustände gleich steuer- und beobachtbar sind. In diesem Fall gilt für die

Gram’schen Matrizen

Pbal = Qbal

= diag(σ1, σ2, . . . , σn) ,
(3.22)

wobei es sich bei σi um die Hankel’schen Singulärwerte (engl. Hankel singu-

lar value (HSV)) handelt. Die HSV lassen sich aus den Eigenwerten λi der

Gram’schen Matrizen P Q durch

σi =
√

λiP Q (3.23)
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3 Grundlagen der Modellordnungsreduktionsverfahren

berechnen. Auf Grund der Eigenschaft, dass HSV gegenüber Zustandstransfor-

mationen invariant sind, korrespondieren kleine HSV mit schwer steuer- und

beobachtbaren Zuständen und zwar unabhängig von der Koordinatendarstel-

lung des Systems. Es wurde bereits in [6] gezeigt, dass sich jedes vollständig

steuer- und beobachtbare System in eine solch balancierte Darstellung über-

führen lässt. Die Transformationsmatrizen können, wie beispielsweise in [60]

gezeigt, in vier Schritten erzeugt werden:

1. Lösen der Lyapunov-Gleichungen

AP + P AT + BBT = 0

AQ + QAT + CCT = 0,

2. Cholesky-Zerlegung

P = STS

Q = RTR ,

3. Singulärwertzerlegung

SRT = US∗V T
† ,

wobei die Singulärwerte σi in S∗ und die Matrizen P und Q die Glei-

chung 3.22 erfüllen,

4. Transformationsmatrix berechnen zu

T = STU
√

S∗

T =
√

S+V†R .

Bereits in [61] ist beschrieben, dass das System mit diesen Transformations-

matrizen in eine balancierte Darstellung

ẋbal = T −1AT︸ ︷︷ ︸
Abal

xbal + T −1B︸ ︷︷ ︸
Bbal

u

y = CT︸︷︷︸
Cbal

xbal

(3.24)

überführt werden kann. Das Reduzieren eines solchen Systems von Ordnung n
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auf Ordnung q kann nun auf zwei Wegen geschehen. Das balancierte System

kann in die Form


ẋ1

ẋ2




︸ ︷︷ ︸
ẋbal

=


A11A12

A21A22




︸ ︷︷ ︸
Abal


x1

x2




︸ ︷︷ ︸
xbal

+


B1

B2




︸ ︷︷ ︸
Bbal

u (3.25)

y =
(
C1 C2

)

︸ ︷︷ ︸
Cbal


x1

x2




︸ ︷︷ ︸
xbal

(3.26)

zerlegt werden, wobei A11 ∈ R
q×q, B1 ∈ R

q×m und C1 ∈ R
p×q. Da die ersten

Zustände im balanciertem System mehr zum Übertragungsverhalten beitra-

gen als die letzten, können diese weniger relevanten Zustände abgeschnitten

werden.

Das einfache Abschneiden der Zustände x2 führt zu dem reduzierten Sys-

tem

ẋ1 = A11x1 + B1u

y = C1x1.
(3.27)

Eine weitere Möglichkeit, dieses balancierte System zu reduzieren, besteht dar-

in, in Gleichung 3.25 ẋ2 auf Null zu setzen und die zweite Zeile der Matrizen-

gleichung nach x2 umzustellen und in die erste einzusetzen. Dies setzt voraus,

dass A22 invertierbar ist, bietet jedoch den Vorteil, dass die stationäre Ver-

stärkung erhalten bleibt ([6]).

Die Vorteile des balancierten Abschneidens liegen eindeutig darin, dass es eine

stabilitätserhaltende Reduktionsvariante ist, dies ist besonders für transien-

te Simulationen von Bedeutung. Zudem kann beim balancierten Abschneiden

eine Fehlerschranke bezüglich der h∞-Norm (siehe [62]) für das Übertragungs-

verhalten G(s) mit

‖G(s) − Gr(s)‖∞ ≤ 2
j=r+1∑

n

σj (3.28)

angegeben werden.

Der Nachteil dieses Verfahrens liegt jedoch darin, dass das Lösen und Invertie-

ren der Lyapunov-Gleichungen mit sehr hohem Rechen- und Speicheraufwand
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verbunden ist und somit nur relativ kleine Systeme bis ca. zur Ordnung 5000

auf normalen Rechnern effizient reduzierbar sind, da andernfalls in den meis-

ten Fällen der Speicherkapazität nicht mehr ausreicht bzw. die Rechenzeiten

für die Reduktion unverhältnismäßig groß werden. Daher ist es für die größe-

ren Systeme wie Grundrahmen oder Fundamente, wie sie im Kapitel 6 dieser

Arbeit betrachtet werden, notwendig, ein anderes Reduktionsverfahren mittels

Krylov-Unterräumen zu verwenden.

3.3.3 Erweiterte Singulärwertzerlegung zur Reduktion von

Ein- und Ausgangsräumen

In der Realität existieren häufig MIMO-Systeme mit vielen Ein- und Ausgän-

gen. Da sich jedoch mit der Anzahl der Ein- und Ausgänge auch die Redukti-

onsgröße meist drastisch erhöht, sind solche Systeme nicht leicht zu reduzieren.

Auch wenn versucht wird, die maximale Anzahl der Ein- und Ausgänge so ge-

ring wie möglich zu halten, wird das nicht immer möglich sein.

Eine relative neue Methode, um die Anzahl der Ein- und Ausgänge zu re-

duzieren, bietet die „extended singular value decomposition“-Methode (kurz:

ESVD), welche die Ein- und Ausgangsräume reduziert [63–67]. Der Ablauf der

ESVD-Methode lässt sich für ein System mit p Eingängen und q Ausgängen

grob zusammenfassen zu (nach [65]):

• Die Anzahl r der zur berechnenden Blockmomente ergibt sich aus

r = min

{⌈
p

q

⌉
,

⌈
q

p

⌉}
. (3.29)

• Berechnen der ersten r Blockmomente Mi

Mi = Ch

(
− (s0Eh − Ah)−1 Eh

)i
(s0Eh − Ah)−1 Bh (3.30)

mit i ∈ {0, . . . r − 1} ,

wobei die zur Berechnung notwendigen Matrizen aus Gleichung 6.94

stammen und s0 der frei wählbare Entwicklungspunkt ist. Die Block-

momente Mi ergeben sich zu Matrizen der Größe q × p.

• Die Ausgangsmomenten-Antwort MO und Eingangsmomenten Antwort

MI werden definiert als
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MO :=




MT
0

MT
1

...

MT
r−1




MI :=




M0

M1

...

Mr−1




. (3.31)

• Durchführen der Singulärwertzerlegung für MO und MI

MI = UISIV
T

I (3.32)

MO = UOSOV T
O . (3.33)

• Reduzieren der Matrizen VI und VO auf die ersten kI bzw. kO Spalten,

die zu relevanten Singulärwerten korrespondieren. Damit ergeben sich

VI,kI
, VO,kO

(3.34)

und die Eingangs- und Ausgangsmatrizen Bh und Ch können approxi-

miert werden durch

Bh ≈ Br
hV T

I,kI
(3.35)

Ch ≈ VO,kO
Cr

h . (3.36)

• Mit Hilfe der Moore-Penrose-Pseudoinversen [68], welche duch (·)+ ge-

kennzeichnet wird, können die Gleichungen 3.35 und 3.36 umgestellt wer-

den zu

Br
h = BhV T+

IkI

= BhVI,kI

(
V T

I,kI
VI,kI

)−1

Br
h = BhVI,kI

(3.37)

Cr
h = V +

O,kO
Ch

=
(
V T

O,kO
VO,kO

)−1
V T

O,kO
Ch

Cr
h = ChVO,kO

. (3.38)

Mit der so reduzierten Eingangsmatrix Br
h und der Ausgangsmatrizen Cr

h (aus

Gleichung 3.35 bzw. 3.36) kann das System nun geschrieben werden als
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3 Grundlagen der Modellordnungsreduktionsverfahren

Ehẋh = Ahxh + Br
hV T

I,kI


 uh

uh,o




yh = VO,kO
Cr

hxh ,

(3.39)

wobei es sich hier wieder um die aus der Gleichung 6.94 bekannten Systemma-

trizen handelt und sich die neuen Ein- und Ausgangsmatrizen aus dem ESVD-

Algorithmus ergeben.

Wird V T
Iki

(
uh uh,o

)T
als Eingangsvektor betrachtet und V T

O,kO
yh als Aus-

gangsvektor, dann kann das System mittels der Krylov-Unterräume

V = Krh

(
A−1

h Eh, A−1
h Br

h

)
(3.40)

W = Krh

(
A−T

h ET
h , A−T

h Cr
h

)
, (3.41)

reduziert werden. Nach der Reduktion des Systems können die zuvor mit ESVD

reduzierten Ein- und Ausgangmatrizen wieder zurücktransformiert werden. Die

hierzu nötigen Matrizen ergeben sich aus den Gleichungen 3.37 und 3.38. Damit

kann das System nach der Reduktion wieder mit den ursprünglichen Ein- und

Ausgängen geschrieben werden als

Eh,rẋh,r = Ah,rxh,r + Br
h,rV

T
Iki


 uh

uh,o




yh,r = VOko
Cr

h,rxh,r .

(3.42)

Mit dieser Methode kann der Nachteil der vielen Ein- und Ausgänge abgemil-

dert werden.

3.4 Krylov-Unterraumverfahren

Sollten die zu reduzierenden Systeme zu groß für die Methode des balancierten

Abschneidens werden, bieten die Krylov-Unterraummethode eine gute Alter-

native. Wie auch beim balancierten Abschneiden, ist das Ziel dieser Methode,

die Projektionsmatrizen V und W zu berechnen. Das Verfahren der Reduktion

mittels Krylov-Unterräumen wird unter anderem in [6, 44, 69–71] beschrieben.

Die beiden wichtigsten Algorithmen zur Berechnung sind hierbei der Arnoldi-

Algorithmus [51, 72, 73] und der Lanczos-Algorithmus [52, 74], welche stetig

weiter entwickelt und auf hochdimensionale Probleme optimiert werden.
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Zunächst wird hierbei die Theorie anhand von SISO-Systemen erläutert. Diese

ergeben sich zu

Eẋ = Ax + bu (3.43)

y = cTx (3.44)

mit E, A ∈ R
n×n, b ∈ R

m, c ∈ R
p und dem Zustandsvektor x ∈ R

n.

Definition:

Sei X ∈ R
n×n eine beliebige konstante Matrix, x ∈ R

n ein konstanter Vektor,

der als Startvektor bezeichnet werden soll und q ∈ N beliebig. Dann ist

Kq (X, x) = span
{
x, Xx, . . . , Xq−1x

}
(3.45)

der durch X und x aufgespannte Krylov-Unterraum ([75]).

Mit Hilfe solcher Krylov-Unterräume können die Projektionsmatrizen V und

W als Matrizen definiert werden, welche sich aus Spaltenvektoren zusammen-

setzen, die zugleich eine Basis von Krylov-Unterräumen bilden. Es wird hierbei

als Ausgangssystem wieder System 3.3 auf Seite 22 betrachtet.

3.4.1 Reduktion um den Entwicklungspunkt Null

Bei der Kylov-Unterraummethode kann das System um einen beliebigen Ent-

wicklungspunkt reduziert werden. Zur Erläuterung der Theorie wird hier zu-

nächst der einfache Fall des Entwicklungspunktes Null gezeigt und im nächsten

Abschnitt auf die Reduktion mit einem beliebigen Entwicklungspunkt einge-

gangen.

Für die Wahl von V wird der so genannte Eingangs-Krylov-Raum herange-

zogen. V ist somit eine beliebige Basis des Krylov-Unterraumes zur Matrix

A−1E und dem Startvektor A−1b

Kq1

(
A−1E, A−1b

)
= span

{
A−1b, . . . ,

(
A−1E

)q1−1
A−1b

}
, (3.46)

wobei A, E und b aus dem System 3.3 entstammen.
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Analog dazu kann die Projektionsmatrix W als eine Basis des Ausgangs-Kry-

lov-Raums gefunden werden, wobei sich der Krylov-Unterraum durch

Kq2

(
A−TET, A−Tc

)
= span

{
A−Tc, . . . ,

(
A−TET

)q2−1
A−Tc

}
, (3.47)

mit A−T := (A−1)T ergibt. In beiden Fällen wird die Regularität von A vor-

ausgesetzt. Für die Reduktion muss nun noch q1 = q2 = q gefordert werden,

wobei darauf zu achten ist, dass sowohl V als auch W nach dieser Wahl vol-

len Rang q besitzen. Für Systeme mit regulärer Matrix E lässt sich leicht

zeigen, dass die höchstmögliche Dimension der Krylov-Unterräume mit den

Dimensionen der steuerbaren und beobachtbaren Unterräume des Systems 3.3

übereinstimmt [59].

Ein solches Reduktionsverfahren, das auf der Grundlage des Eingangs- und

Ausgangs-Krylov-Unterraumes die Matrizen V und W findet, wird als zwei-

seitiges Verfahren bezeichnet. Es ist auch möglich, nur eine der beiden Matrizen

auf die oben beschriebene Art zu wählen. Wird die verbleibene Matrix belie-

big mit vollem Rang gewählt, so wird das Reduktionsverfahren als einseitig

bezeichnet.

Die Wahl der Matrizen scheint zunächst willkürlich und der Vorteil des Verfah-

rens erschließt sich nicht auf den ersten Blick. Es lässt sich jedoch recht einfach

zeigen, dass das Verfahren die sogenannten Momente des Originalsystems mit

denen des reduzierten Systems bis zu einem gewissen Grad in Übereinstim-

mung bringt, wobei auch hier wieder die nur wenig einschränkende Annahme

gilt, dass auch die reduzierte Systemmatrix Ar regulär ist.

Definition:

Gegeben sei ein dynamisches SISO-System (SISO: engl. single input single

output) der Form 3.3 mit der zugehörigen Übertragungsfunktion

g(s) = cT (sE − A)−1 b. (3.48)

Die Momente mi sind definiert als die negativen Koeffizienten der Taylor-Reihe

der Übertragungsfunktion um den Entwicklungspunkt s0 = 0
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g(s) = − cTA−1b︸ ︷︷ ︸
m0

− cT
(
A−1E

)
A−1bs

︸ ︷︷ ︸
m1

− . . .

− cT
(
A−1E

)i
A−1bsi

︸ ︷︷ ︸
mi

− . . . .
(3.49)

Lemma:

Einseitige Krylov-Reduktionsverfahren, welche das Originalsystem auf die Ord-

nung q reduzieren, bringen die ersten q Momente des Originalsystems und des

reduzierten Systems zur Übereinstimmung. Im Falle eines zweiseitigen Verfah-

rens werden sogar die ersten 2q Momente angepasst.

An dieser Stelle soll nicht der ganze Beweis gezeigt werden, sondern ledig-

lich die Beweisidee anhand des ersten Momentes m0 und dem entsprechenden

reduzierten Moment mr0

mr0 = cT
r A−1

r br

= cTV
(
W TAV

)−1
W Tb,

entscheidend ist an dieser Stelle, dass A−1b im Krylov-Unterraum 3.46 liegt

und somit auch als Linearkombination der Basisvektoren der Matrix V durch

A−1b = V r0 dargestellt werden kann, wobei r0 ∈ R
q. Für die Umformungen

des ersten Momentes bedeutet dies weiterhin

mr0 = cTV
(
W TAV

)−1
W Tb

= cTV
(
W TAV

)−1
W TAV r0

= cTV r0

= cTA−1b

mr0 = m0.

Für die höheren Momente läuft der Beweis entsprechend [54]. Es ist also er-

kennbar, dass bei jeder krylovbasierten Reduktion das Moment m0 erhalten

bleibt. Für das System bedeutet dies, dass die stationäre Verstärkung die ge-

rade durch m0 ausgedrückt werden kann, bei der Reduktion auf jeden Fall

erhalten bleibt.
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Da zweiseitige Krylov-Verfahren bei gleicher Reduktionsgröße im Vergleich zu

einseitigen Verfahren doppelt so viele Momente anpassen können, sind meis-

tens zweiseitige Verfahren vorzuziehen. Zudem bieten sie den Vorteil, dass die

Reduktion unabhängig von der Darstellung des Originalmodells ist. Im Gegen-

satz dazu wirken sich reguläre Zustandstransformationen und andere Äquiva-

lenzumformungen des Originalmodells bei der einseitigen Reduktion auf das

Übertragungsverhalten im reduzierten Modell aus [76].

Trotz der Aussagen, die über angepasste Momente bei der Reduktion mit Kry-

lov-Unterräumen getroffen werden können, gibt es bisher noch keine Fehler-

schranke, die bei solchen Systemen schon vorher angeben werden könnte. Es

fehlen zur Zeit auch noch allgemeingültige Stabilitätsaussagen. Trotz dieser

Einschränkungen sind die Krylov-Verfahren gerade für sehr große Systeme auf-

grund ihres robusten numerischen Verhaltens oft eine gute Wahl.

3.4.2 Reduktion um einen frei wählbaren Entwicklungspunkt

Die Reduktion mittels Krylov-Unterräumen um einen frei wählbaren Entwick-

lungspunkt laufen sehr ähnlich zu denen um den Entwicklungspunkt Null ab.

Auch die Beweisführung zur Momentenanpassung verläuft analog. Hier sollen

daher die wesentlichen Änderungen an den Gleichungen zur Bestimmung der

Krylov-Unterräume aufgeführt werden. Zudem wird auf verschiedene Algorith-

men zum Finden eines geeigneten Entwicklungspunktes verwiesen.

Für die theoretischen Betrachtungen und Beweise der Übereinstimmung der

Momente, muss zunächst die Übertagungsfunktion g(s) angepasst werden.

Hierzu wird der Parameter s um den gewählten Entwicklungspunkt s0 6= 0

verschoben und die Systemmatrix A durch (A − s0E) ersetzt. Damit ergibt

sich die Übertragungsfunktion zu

g(s) = cT ((s − s0) E − (A − s0E))−1 b . (3.50)

Durch das Ersetzen von A ändern sich die Krylov-Unterräume ebenfalls. Die

Eingangs- und Ausgangsunterräume ergeben sich zu

V = Kq

(
(A − s0E)−1 E, (A − s0E)−1 b

)
(3.51)

W = Kq

(
(A − s0E)−T ET, (A − s0E)−T c

)
. (3.52)
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Nun stellt sich die Frage, wie ein solcher Entwicklungspunkt gewählt werden

soll, oder ob vielleicht auch die Wahl mehrere Entwicklungspunkte sinnvoll ist

[77]. Allgemein kann zur Wahl des Entwicklungspunktes gesagt werden:

• Für den Entwicklungspunkt s0 = 0 weisen das Originalsystem und das

reduzierte System die selbe stationäre Verstärkung auf.

• Um eine gute Approximation der langsamen Dynamiken eines Systems

zu erreichen sollte ein kleines s0 gewählt werden.

• Große Werte von s0 führen zu einer guten Approximation des Systems

in hohen Frequenzbereichen.

• Um einen großen Frequenzbereich abzudecken, ist es von Vorteil, mehrere

Entwicklungspunkte in diesem Bereich zu wählen.

Die Grundidee für die Wahl des Entwicklungspunktes wurde bereits in [44]

gelegt. Seitdem wird viel auf diesem Gebiet geforscht und es gibt bereits meh-

rere Algorithmen zum Auffinden günstiger Entwicklungspunkte. Diese Algo-

rithmen gehen zumeist iterativ vor, so auch der IRKA-Algorithmus [78] oder

der RK-ICOP-Algorithmus [77]. Mit Hilfe dieser Algorithmen können ein oder

mehrere Entwicklungspunkte gewählt werden. Das Reduzieren der Systeme

um diese Entwicklungspunkte führt meist zu besseren Approximationen der

Originalsysteme in diesen Bereichen.

Bemerkung:

Das Verfahren der Krylov-Unterraummethode ist auch auf MIMO-Systeme

anwendbar. Hierfür müssen die Ein- und Ausgangsvektoren in den Krylov-Un-

terräumen durch die Ein- und Ausgangsmatrizen ersetzt werden. Diese Krylov-

Unterräume werden in der Literatur als Block-Krylov-Unterräume bezeichnet

[79]. Die Algorithmen nach Lanczos und Arnoldi können auf diese Block-Kry-

lov-Unterräume erweitert werden [54, 80, 81]. Dabei werden für jeden Eingangs-

bzw. Ausgangsvektor entsprechend viele Momente in Übereinstimmmung ge-

bracht und die Vektoren zu den bis dahin gefundenen Krylov-Vektoren or-

thonormalisiert. Da für jeden weiteren Eingangs- bzw. Ausgangsvektor wieder

Momente in Übereinstimmung gebracht werden müssen, erhöht sich mit je-

dem neuen Ein- bzw. Ausgang die Anzahl der Zustände im reduzierten Raum.
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4 Parametererhaltende Reduktion

von Rotormodellen

In diesem Kapitel sollen im ersten Teil einige Ansätze zur parametrischen Re-

duktion vorgestellt werden, dabei handelt es sich auch um aktuelle Forschungs-

ansätze [35, 82, 83]. Im zweiten Teil wird ein neuer Algorithmus zur Reduktion

von rotordynamischen Modellen vorgestellt, bei dem der Parameter erhalten

bleibt. Dieser Ansatz ist speziell auf die Klasse der rotordynamischen Systeme

abgestimmt und nutzt den in Kapitel 2 beschriebenen Aufbau dieser Systeme

aus.

4.1 Bekannte parametrische

Modellordnungsreduktionsverfahren

Sowohl für die nichtlineare als auch für die lineare parametrische Modellord-

nungsreduktion existieren bereits mehrere Ansätze. Da Rotoren lineare pa-

rametrische Systeme sind, wird im Folgenden kurz auf zwei Methoden der

linearen, parametrischen Modellordnungsreduktion eingegangen.

4.1.1 Parametrische Modellordnungsreduktion durch

Überlagerung von lokal reduzierten Modellen

Für die Reduktion eines von Parametern abhängigen Systems der Form

ẋ = A(p)x + B(p)u (4.1)

y = C(p)x , (4.2)
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mit A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p, x ∈ R
n, C ∈ R

q×n, y ∈ R
q und dem Vektor der

Parameter p ∈ R
k, wurde bereits in [35, 82] ein Verfahren vorgestellt, wel-

ches in [83] ausgebaut wurde. Die Idee des Verfahrens besteht darin, mehrere

sogenannte Schnappschüsse des Systems zu verschiedenen Parameterkonfigu-

rationen zu erstellen. Diese so entstandenen Systeme zu je einem festen Pa-

rameter werden einzeln reduziert. Anschließend wird für Parameter, zu denen

kein Schnappschuss existiert, zwischen ausgewählten Schnappschüssen inter-

poliert.

Für dieses Vorgehen wird das System in mehrere Teilsysteme

ẋi = A(pi)xi + B(pi)u

yi = C(pi)xi

(4.3)

zu verschiedenen Parametersätzen pi zerlegt. Mit Hilfe eines beliebigen Re-

duktionsverfahren, wie z. B. TBR oder der Krylov-Unterraummethode (siehe

Kapitel 3, können diese Teilsysteme reduziert werden. Für die weiteren Er-

läuterungen wird davon ausgegangen, dass das System mit einer einseitigen

Krylov-Unterraummethode reduziert wurde. Der Krylov-Unterraum wird mit

V ∈ R
n×r bezeichnet. Die reduzierten Teilsysteme ergeben sich somit zu

ẋi,r = V T
i A(pi)Vixi,r + V T

i B(pi)u

yi,r = C(pi)Vixi,r .
(4.4)

Um zwischen den Teilsystemen interpolieren zu können, müssen jedoch die Zu-

standsvektoren idealerweise im selben Raum existieren. Dies kann durch eine

geschickt gewählte Transformation der Teilsysteme geschehen, hierbei wird für

die Teilsysteme die Transformation

x∗
i = Tixi,r (4.5)

gewählt, wobei x∗
i zunächst der transformierte Zustandsvektor eines Teilsys-

tems ist.J jedoch sollten die quadratischen Transformationsmatrizen Ti so ge-

wählt sein, dass nach der Transformation alle x∗
i dieselbe „physikalische“ In-

terpretation haben, also im selben Raum existieren. Somit gilt für alle i

x∗
i = x∗ . (4.6)
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Durch die Überführung in einen gemeinsamen Zustandsraum kann zwischen

den einzelnen Teilsystemen interpoliert werden. Das interpolierte Gesamtsys-

tem ergibt sich zu

ẋ∗ =
s∑

i=1

ωi(p)
(
TiV

T
i A(pi)ViT

−1
i x∗ + TiV

T
i B(pi)u

)
(4.7)

yi,r =
s∑

i=1

ω(pi)C(pi)ViT
−1
i x∗ , (4.8)

mit den Systemmatrizen A(pi), B(pi) und C(pi) aus Gleichung 4.3 und den

aus dem System 4.4 bekannten Projektionsmatrizen Vi sowie den quadrati-

schen Transformationsmatrizen Ti aus Gleichung 4.5. Die mehrdimensionalen

Gewichtsfunktionen ωi(p) müssen passend zu den Problemen gewählt wer-

den.

Wird beispielsweise zwischen zwei Parametern linear interpoliert, so ergibt sich

für die Gewichtsfunktion der in Abbildung 4.1 gezeigte Verlauf. Für komplexe

nicht lineare Probleme kann jedoch das Finden von geeigneten Interpolations-

funktionen sehr schwierig sein.

Parameter

G
ew

ic
h
ts

fu
n
kt

io
n
en

0 p1 p2
0

1
ω1(p) ω2(p)

Abb. 4.1: Beispielhafter Verlauf zweier Gewichtungsfunktion ω1(p) und ω2(p). Zwi-
schen den Parameterausprägungen p1 und p2 wird linear interpoliert.

Zu Beginn der Forschungsarbeit auf dem Gebiet der Reduktion von Strukturen

unter rotordynamischem Einfluss wurden erste Versuche unternommen, diese

Systeme mit der Interpolationsmethode zu reduzieren. Jedoch stellte sich her-

aus, dass die Teilsysteme für die Parameter sehr eng gewählt werden müssen,

um eine gute Approximation des Frequenzbereichs auch bei den Parametern

zwischen den Stützstellen zu erhalten. Somit ist diese Variante der parametri-

schen Reduktion von Systemen unter rotordynamischem Einfluss nicht effizient

genug und wurde daher nicht weiter verfolgt.
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4 Parametererhaltende Reduktion von Rotormodellen

4.1.2 Guard-basierte Modellordnungsreduktion schaltender

linearer Systeme

Ein schaltendes System liegt dann vor, wenn mehrere Teilsysteme

ẋ = Aix + Biu

y = Cix
(4.9)

mit Ai ∈ R
n×n, Bi ∈ R

n×m, Ci ∈ R
p×n, u ∈ R

m, x ∈ R
n und y ∈ R

p

existieren, zwischen denen beliebig hin und her geschaltet werden kann.

Solche schaltenden Systeme werden beispielsweise in [84, 85] vorgestellt. Hier-

bei wird in zeitabhängiges, ausgangsabhängiges Schalten oder zustands- und

ausgangsabhängiges Schalten unterschieden.

Ein rotordynamisches System kann als schaltendes System aufgefasst werden,

indem es in drehzahlunabhängige Teilsysteme unterteilt wird, welche jeweils

einen definierten Parameterbereich abdecken. Das Schalten erfolgt dann in Ab-

hängigkeit von der Drehzahl. Diese ist eine Systemgröße, so dass sich für ro-

tordynamische Systeme ein zustands- bzw. ausgangsabhängiges Schaltsystem

ergibt.

Zunächst wurde bereits in [84] gezeigt, dass jedes zustandsabhängige System in

ein ausgangsabhängiges System, durch eine Erweiterung der C-Matrix, über-

führt werden kann. Zudem hat sich auch die Methode der sogenannten Guard-

Systeme als sehr effizient erwiesen. Der Übergang von einem zustandsabhän-

gigen System in ein guard-basiertes System ist in Abbildung 4.2 veranschau-

licht.

Hierbei wird das zu schaltende System ΣZ dubliziert, wobei die Ausgangsma-

trix ersetzt wird, so dass im Guard-System ΣA lediglich die Zustände, die für

das Schalten verantwortlich sind, als Ausgänge betrachtet werden. Dadurch er-

gibt sich für das eigentliche System ein zeitabhängiges Schaltsystem Σt.

Für die Reduktion eines Rotormodells bedeutet dies nun, dass das Modell

in mehrere Teilmodelle unterteilt werden muss und zusätzlich Guard-Systeme

definiert werden müssen. Diese Systeme können dann mit den bekannten Re-

duktionsverfahren aus Kapitel 3 reduziert werden.
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Originalsystem System mit zusätzlichem Guard-System

ΣZ

ΣA

Σt

Guard

Schaltsignal

u(t)

u(t)

y(t)

y(t)

Abb. 4.2: Übergang eines zustandsabhängigen Schaltsystems ΣZ in ein zeitabhän-
giges Schaltsystem Σt mit zusätzlichem, ausgangsabhängig geschaltetem
Guard-System ΣA (nach [84])

In der Semesterarbeit von S. Cremer [85] wurde ein Rotormodell mit 460 Zu-

ständen betrachtet, welches in 11 Teilsysteme und 11 Guard-Systeme aufgeteilt

wurde. Die Guard-Systeme konnten mit einem relativen Fehler im Bereich von

10−4 auf die Ordnung 2 reduziert werden. Für die nun zeitabhängig geschalte-

ten Teilsysteme wurde jeweils eine Reduktionsgröße von 10 gewählt. Alle Teil-

und Guard-Systeme wurde mit der TBR-Methode reduziert. Erste Simulatio-

nen eines Hochlaufes und eines anschließenden zyklischen Abbremsens lieferten

bereits recht gute Ergebnisse mit Fehlern, die unter 8 · 10−4 lagen.

Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass auch nichtlineare Systeme

stückweise linear angenähert werden können. Dieses junge Forschungsgebiet

birgt jedoch noch einige Nachteile. Zum Einen müssen die Systeme für je-

des Teilsystem und jedes Guard-System einzeln reduziert werden. Zum An-

deren kommt es, je nach Größe des Reduktionsfehlers im Guard-System, zu

unterschiedlich großen Abweichungen bezüglich des Schaltzeitpunktes. Häu-

figes Schalten kann bei dieser Methode, durch ungünstige Schaltzeitpunkte,

sogar zu Instabilitäten führen.

Für die linear parametrischen Rotormodelle, die in dieser Arbeit betrachtet

werden, überwiegen derzeit jedoch die Nachteile der Methode. Daher soll im

nächsten Abschnitt eine, im Rahmen dieser Arbeit entstandene, neue Methode

zur parametererhaltenden Reduktion von rotordynamischen Modellen vorge-

stellt werden.
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4.1.3 Multi-Parameter Momenten Anpassung

Bei den beiden bisher vorgestellten Methoden werden zunächst die reduzierten

Systeme zu verschiedenen Parametern berechnt. Anschließend wird mit diesen

weiter gearbeitet. Ein anderer Ansatz, welcher z. B. in [86–88] verfolgt wird,

greift einen Schritt früher in den Reduktionsprozess ein. Bei diesen Redukti-

onsalgorithmen werden zu verschiedenen Parameterausprägungen Reduktions-

matrizen mit der Krylov-Unterraummethode berechnet. Diese werden vor dem

erstellen des reduzierten Systems zu einem Projektionsraum zusammengeführt,

so dass mit nur einem Projektionsraum genau ein reduziertes parametrisches

System gebildet wird.

Bei der Multi-Parameter Momenten Anpassung wird zunächst von einem Sys-

tem erster Ordnung ausgegangen welches sich als

ẋ =
k∑

i=1

piAix + Bu

y = Cx

(4.10)

darstellen lässt, wobei Ai ∈ R
n×n die Systemmatrizen zu den k verschiedenen

Parametern pi ∈ R sind und B ∈ R
n×m, C ∈ R

p×n, u ∈ R
m, x ∈ R

n sowie

y ∈ R
p die bekannten Systemgrößen darstellen.

Mit der Krylov-Unterraummethode werden zu np beliebigen aber festgelegten

Parameterausprägungen

pi =




p1 = pi,1

p2 = pi,2

...

pk = pi,k




(4.11)

die Projektionsräume Vi gebildet mit i = [1, np]. Diese Projektionsräume wer-

den zusammengefasst zu einem alle diese Räume umspannenden Projektions-

raum V mit

span (V ) = span
(
V1, V2, . . . , Vnp

)
. (4.12)

Das System aus Gleichung 4.10 kann mit der Projektionsmatrix V reduziert

werden zu
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rotordynamische Systeme

ẋr =
k∑

i=1

piV
TAiV xr + V TBu

yr = CV xr.

(4.13)

Es ist leicht einzusehen, dass diese Form der Reduktion eine Momentenanpas-

sung für die festen Parameterausprägungen pi im reduzierten System sichert.

Jedoch kann bisher keine Aussage über die Momente zu anderen Parameter-

ausprägungen getroffen werden.

Der Vorteil dieser Methode liegt in der Erhaltung des Parameters nach der Re-

duktion. Das reduzierte System wird zumeist etwas größer sein als die einzelnen

reduzierten Systeme in den vorangegangenen Methoden, da die Eigenschaften

der verschiedenen Parameterausprägungen in einem System abgebildet wer-

den. Jedoch ist hier für die Berechnung eines beliebigen Parametersatzes nur

noch ein reduziertes System notwendig und es muss nicht mehr zwischen meh-

reren reduzierten Systemen interpoliert oder geschaltet werden. Dies hat vor

allem für transiente Rechnungen erhebliche Vorteile.

4.2 ΩP-MOR – Ein neues parametererhaltendes

Reduktionsverfahren für rotordynamische

Systeme

In diesem Abschnitt soll nun das ΩP-MOR Verfahren (Ω Preserving MOR)

vorgestellt werden. Das Verfahren nutzt den in 4.1.3 vorgestellte Ansatz, je-

doch werden im ΩP-MOR Verfahren die Charakteristika der rotordynamischen

Systeme ausgenutzt, wodurch die Reduktion effizienter wird. Insbesondere sind

für die Bestimmung der Projektionsmatrizen nur zwei Stützstellensysteme not-

wendig.

Zudem ist das Verfahren nicht auf die Krylov-Unterraummethode beschränkt.

Das Vorgehen sowie der Beweis für die Reduktionsgüte im gesamten Para-

meterbereich sind für alle projektiven Ordnungsreduktionsverfahren (z. B. Ba-

lanciertes Abschneiden und Krylov-Unterraummethode) gültig. Die Reduktion

mit dem ΩP-MOR Verfahren ermöglicht es somit den kompletten Parameter-

bereich mit einem reduzierten System abzudecken und somit transiente Rech-

nungen schnell und effektiv durchzuführen.

47



4 Parametererhaltende Reduktion von Rotormodellen

4.2.1 Eine neuer Ansatz zur parametrischen Reduktion

rotordynamischer Systeme

In Kapitel 2 wurde bereits der Aufbau des Differentialgleichungssystems eines

Rotors erläutert. Ein üblicher Übergang in ein System erster Ordnung ist in

Gleichung 3.2 gezeigt worden. Das System erster Ordnung für den Rotor hat

sich hierbei zu


In Z

Z M




︸ ︷︷ ︸
E


ż

z̈




︸ ︷︷ ︸
ẋ(t)

=


 Z In

−K − (D + ΩG)




︸ ︷︷ ︸
A


z

ż




︸ ︷︷ ︸
x(t)

+


Z

J




︸ ︷︷ ︸
B

u(t)

y(t) =
(
L Z

)

︸ ︷︷ ︸
C


z

ż




︸ ︷︷ ︸
x(t)

.

(4.14)

ergeben. Dabei sind die Systemgrößen durch die Masse M ∈ R
n×n, die Dämp-

fung D ∈ R
n×n, die Gyroskopie G ∈ R

n×n, die Steifigkeit K ∈ R
n×n, die

Eingangs- und Ausgangsmatrizen J ∈ R
n×m und L ∈ R

n×p, den Zustandsvek-

tor z(t) ∈ R
n, den Eingangsvektor u(t) ∈ R

m, den Ausgangsvektor y(t) ∈ R
p

und die Drehzahl Ω gegeben. Das System erster Ordnung ist folglich von der

Größe 2n. Dieser Modellaufbau wird unter anderem auch in der internen Soft-

ware „SimSys“ des Siemens Dynamowerks zur transienten Simulation von Ro-

toren verwendet. Der Nachteil dieses Modellaufbaus liegt jedoch darin, dass

die Systemmatrix A für jeden Zeitschritt der Simulation neu aufgebaut wer-

den muss, da sich in jedem Zeitschritt die Drehgeschwindigkeit Ω des Rotors

ändern kann.

Daher wird hier eine neue, mathematisch äquivalente Formulierung des Sys-

tems erster Ordnung eingeführt, wobei die Systemmatrix A in den parameter-

abhängigen Teil AG und den parameterunabhängigen Teil A0 aufgetreilt wird.

Mit den bereits zu Gleichung 4.14 beschriebenen Systemmatrizen ergibt sich

das neue System erster Ordnung zu
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
I Z

Z M




︸ ︷︷ ︸
E


ż

z̈



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ẋ(t)

=


 Z I

−K −D



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A0


z

ż


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+Ω


Z Z

Z −G




︸ ︷︷ ︸
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
z

ż




︸ ︷︷ ︸
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+


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

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(
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(4.15)

Mit dieser Formulierung des Systems ist es möglich, eine transiente Simulation

durchzuführen, ohne für jeden Zeitschritt die Systemmatrizen neu aufbauen

zu müssen.

Ein weiterer Vorteil dieser Darstellung wird sichtbar, wenn das System mittels

geeigneter Reduktionsmatrizen V und W in einen kleineren Raum projeziert

wird. Dann ergibt sich das reduzierte System aus

W TEV ẋr(t) = W TA0V xr(t) + ΩW TAGV xr(t) + W TBu(t)

yr = CV xr(t) ,
(4.16)

mit dem reduzierten Zustandsvektor xr ∈ R
q. Hierbei wurde die allgemeine

Kommutativität der Multiplikation mit einem Skalar ausgenutzt. Werden die

projizierten Systemmatrizen kurz als reduzierte Matrizen geschrieben, ergibt

sich für die transiente Berechnung des reduzierten Systems

Erẋr(t) = A0,rxr(t) + ΩAG,rxr(t) + Bru(t)

yr(t) = Crxr(t) ,
(4.17)

mit Er, A0,r, AG,r ∈ R
q×q, Br ∈ R

q×m und Cr ∈ R
p×q.

Der Vorteil dieser Schreibweise liegt darin, dass auch nach der Reduktion der

Parameter Ω weiterhin zugänglich bleibt. Das reduzierte System kann also

analog zum Originalsystem transient simuliert werden.

Die Frage nach einer geschickten Wahl der Projektionsmatrizen soll im nächs-

ten Abschnitt geklärt werden. Es wird eine Methode vorgestellt, mit deren

Hilfe es möglich ist, Projektionsmatrizen V und W zu finden, welche den ge-

samten Parameterbereich des Rotors abdecken. Damit kann ein reduzierter

Rotor mit nur einem reduzierten System innerhalb seines Drehzahlbereiches
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transient simuliert werden, was einen extremen Zeitgewinn (siehe Kapitel 5)

mit sich bringt.

Bemerkung:

Zur Erhöhung der Lesbarkeit werden die folgenden Schritte und Beweise für

ein einseitiges Krylov-Unterraumverfahren erläutert. Das Vorgehen kann je-

doch auf triviale Weise auf zweiseitige Reduktioktionsverfahren erweitert wer-

den. Zudem können auch andere Projektionsverfahren wie das Balancierte Ab-

schneiden verwendet werden.

4.2.2 Bestimmung der Projektionsmatrizen zur Drehzahl

Null und zur maximalen Drehzahl

Als erstes wird das System aus Gleichung 4.15 bei der Drehzahl Null betrachtet.

Dadurch verschwindet AG und es ergibt sich

Eẋ(t) = A0x(t) + Bu(t)

y = Cx(t) ,
(4.18)

mit den aus Gleichung 4.15 bekannten Systemgrößen. Für dieses System wird

der Eingangs-Krylov-Unterraum

V0 = Kq0

(
A−1

0 E, A−1
0 B

)
(4.19)

mit V0 ∈ R
2n×q0 bestimmt.

Nach der Reduktion für Drehzahl Null wird nun das System für eine maxi-

male Drehzahl reduziert. Die maximale Drehzahl Ωmax ist für jeden Rotor

und auch für jede Art von Simulation verschieden. Für eine transiente Simu-

lation eines Hochlaufs des Rotors bis zur Nenndrehzahl sollte die maximale

Drehzahl leicht über der Nenndrehzahl gewählt werden. Für Simulationen,

die den doppelten Nenndrehzahlbereich abdecken sollen, muss die maximale

Drehzahl dementsprechend höher gewählt werden. Die Drehzahl Ωmax muss al-

so für jeden Rotor individuell gewählt werden. Für spätere Automatisierungen

kann die Nenndrehzahl jedoch bereits jetzt schon, gemeinsam mit dem Mo-

dell, aus der Siemens internen Rotordynamiksoftware „VARFEM“ exportiert

werden.
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Mit der Festlegung von Ωmax ergibt sich das System 4.15 zu

Eẋ(t) = A0x(t) + ΩmaxAGx(t) + Bu(t)

y = Cx(t) .
(4.20)

Auch für dieses System kann ein Eingangs-Krylov-Unterraum

VG = KqG

(
(A0 + ΩmaxAG)−1 E, (A0 + ΩmaxAG)−1 B

)
(4.21)

bestimmt werden, wobei VG ∈ R
2n×qG ist.

4.2.3 Bestimmung der Projektionsmatrizen für den

gesamten Parameterraum

Um die in Abschnitt 4.2.2 gefundenen Projektionsräume zu vereinen, werden

diese zunächst in einer Matrix

V0,G =
(
V0 VG

)
(4.22)

mit V0,G ∈ R
2n×(q0+qG) zusammengefasst. Diese Matrix ist jedoch nicht or-

thogonal und muss auch nicht den maximal möglichen Rang besitzen. Dass

der Rang der Matrix kleiner als der maximal mögliche Rang ist, lässt sich an-

schaulich leicht erklären. Sowohl für die Dynamik des Systems bei der Drehzahl

Null als auch bei maximaler Drehzahl, sind einige Projektionsrichtungen gleich

wichtig und somit in beiden reduzierten Systemen wiederzufinden.

Es wird nun eine Matrix V gesucht, welche denselben Raum aufspannt wie

die Vektoren der Matrix V0,G, dabei den maximal möglichen Rang besitzt und

zudem orthogonal ist. Diese drei Anforderungen können durch eine Singulär-

wertzerlegung der Matrix V0,G erfüllt werden.

Die bereits in Kapitel 3.3.1 beschriebene Singulärwertzerlegung für die Matrix

V0,G ist

V0,G = USV T , (4.23)

mit den orthogonalen Matrizen U ∈ R
2n×2n und V ∈ R

(q0+qG)×(q0+qG) sowie ei-

ner Diagonalmatrix S ∈ R
2n×(q0+qG). Da die Matrix V0,G nicht den maximalen

Rang hat, besitzt sie folglich nur k Singulärwerte, wobei
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k < (q0 + qG) ≪ 2n

gilt. Das bedeutet, die Singulärwertzerlegung aus Gleichung 4.23 kann präziser

geschrieben werden als

V0,G =
(
Uk Ũk

)

Sk Z

Z Z





V T

k

Ṽ T
k


 . (4.24)

Die gesuchte orthogonale Matrix mit vollem Rang, welche denselben Raum

aufspannt wie V0,G ist Uk. Dass diese Matrix denselben Raum aufspannt, wird

unter anderem bereits in [58] erwähnt und im Folgenden auch mathematisch

bewiesen.

Satz 4.1. Sei A eine Matrix aus R
m×n und A = USV T die Singulärwertzer-

legung von A mit k Singulärwerten größer Null, wobei k ≤ n und k ≤ m sei.

Die Singulärwertzerlegung lässt sich dann durch

A =
(
Uk Ũk

)

Sk Z

Z Z





V T

k

Ṽ T
k


 , (4.25)

darstellen, wobei Uk ∈ R
m×k, Sk ∈ R

k×k und Vk ∈ R
n×k ist.

Aus dieser Darstellung folgt, dass A als

A = UkSkV T
k (4.26)

darstellbar ist und es gilt

bild(A) = bild(Uk) . (4.27)

Beweis

Die erste Aussage des Satzes, dass

A = UkSkV T
k

gilt, ist in trivialer Weise zu zeigen, da die Matrizen Ũk und Ṽk jeweils mit

Nullmatrizen multipliziert werden. Es kann somit zum zweiten Punkt des Sat-

zes übergegangen werden.

Der Bildraum bild(A) einer Matrix A ∈ R
m×n ist definiert als
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bild(A) = {y ∈ R
m | ∃ x ∈ R

n : y = Ax} . (4.28)

Es muss folglich gezeigt werden, dass jedes Element y aus dem Bildraum von

A auch ein Element des Bildraumes von Uk ist und umgekehrt. Somit ergeben

sich für die Beweisführung zwei Fälle.

1. Fall: y ∈ bild(A) ⇒ y ∈ bild(Uk)

Wenn y ein Element der Menge bild(A) ist, so existiert ein x̃, so dass gilt

Ax̃ = y und es soll gelten, dass auch ein x existiert, so dass Ukx = y. Daraus

folgt, dass ein x gefunden werden muss, so dass

Ukx = Ax̃ (4.29)

gilt. Zunächst kann A durch die Singulärwertzerlegung (siehe Gleichug 4.26)

überführt werden zu

Ukx = UkSkV T
k x̃ (4.30)

UT
k Ukx = UT

k UkSkV T
k x̃ . (4.31)

Die Gleichung 4.31 kann auf beiden Seiten von links mit der Inversen von

UT
k Uk ∈ R

k×k multipliziert werden. Diese Inverse der quadratischen Matrix

existiert, da Uk sich aus k orthogonalen Spaltenvektporen ui zusammensetzt

mit Uk =
(
u1 . . . uk

)
, so dass sich für das Produkt UT

k Uk Folgendes er-

gibt:

UT
k Uk =




uT
1 u1 . . . uT

1 uk

...
...

uT
k u1 . . . uT

k uk


 .

Durch die Orthogonalität der Vektoren ui gilt

uT
i uj = 0 für i 6= j

uT
i uj 6= 0 für i = j ,

und somit ist UT
k Uk eine quadratische Diagonalmatix ohne Nullen auf der

Diagonale und dementsprechend invertierbar. Somit ergibt sich aus der Glei-

chung 4.31
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(
UT

k Ukx
)−1

UT
k Ukx =

(
UT

k Ukx
)−1

UT
k UkSkV T

k x̃ (4.32)

x = SkV T
k x̃ . (4.33)

Damit ist gezeigt, dass aus der Existenz eines x̃ die Existenz eines x folgt

und somit der gesamte Bildraum von A im Bildraum von Uk enthalten ist. Es

bleibt noch die Umkehrung zu zeigen.

2. Fall: y ∈ bild(Ur) ⇒ y ∈ bild(A)

Wenn y ein Element der Menge bild(Uk) ist, so existiert ein x, so dass Ukx = y

gilt und es soll gelten, dass auch ein x̃ existiert, so dass Ax̃ = y. Daraus folgt

es muss ein x̃ gefunden werden, so dass

Ukx = Ax̃ (4.34)

gilt. Die ersten Schritte dieses Beweises sind analog zu den Schritten 4.30 bis

4.32. Es ergibt sich also wie im ersten Fall

x = SkV T
k x̃ . (4.35)

Da Sk eine Diagonalmatrix mit vollem Rang ist, kann sie invertiert und von

links an die Gleichung multipliziert werden

S−1
k x = S−1

k SkV T
k x̃ (4.36)

S−1
k x = V T

k x̃ . (4.37)

Die Gleichung kann von links mit der Matrix Vk multipliziert werden zu

VkS−1
k x = VkV T

k x̃ , (4.38)

wobei sich auf der rechten Seite die quadratische Matrix VkV T
k ∈ R

n×n er-

gibt, welche aus denselben Gründen wie UT
k Uk aus Fall 1 invertierbar ist.

Somit ergibt sich für die Gleichung 4.38 mit der von links multiplizierten In-

versen

(
VkV T

k

)−1
VkS−1

k x =
(
VkV T

k

)−1
VkV T

k x̃ (4.39)
(
VkV T

k

)−1
VkS−1

k x = x̃ . (4.40)
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Somit ist die Existenz eines x̃ nachgewiesen. Dies bedeutet, dass der gesamte

Bildraum von Uk im Bildraum von A enhalten ist.

Fall 1 und 2 zusammen betrachtet zeigen somit, dass

bild(A) = bild(Uk) .

�

Bemerkung:

In der Realität führt eine Singulärwertzerlegung häufig dazu, dass es nicht nur

signifikante Singulärwerte gibt und einige die echt Null sind. Vielmehr ergeben

sich durch numerische Schmutzeffekte oder durch nur sehr kleine Abweichun-

gen der Projektionsräume meist auch sehr kleine Singulärwerte.

Für die Wahl der Größe von k bleibt es also dem Nutzer überlassen, bis zu wel-

chem Singulärwert er diese als signifikant einstuft. Werden nur sehr kleine Sin-

gulärwerte weggeschnitten, so entspricht der durch Uk aufgespannte Raum dem

durch V0,G aufgespannten Raum mit nur minimalen Abweichungen.

Der gemeinsame Projektionsraum wird für ein gewähltes k durch

V := Uk (4.41)

definiert und wird als Projektionsmatrix auf das Gesamtsystem, wie in Glei-

chung 4.16 gezeigt, angewendet.

4.2.4 Nachweis der vollständigen Abdeckung des

Parameterraumes

Aus den Abschnitten 4.2.2 und 4.2.3 ist ersichtlich, dass das mit V reduzierte

System eine gute Approximation für das Originalsystem bei den Drehzahlen

Null und Ωmax darstellt. Die Behauptung, dass dieses Verfahren auch den ge-

samten Parameterraum [0, Ωmax] gut approximiert, wenn die Randsysteme gut

approximiert sind, wird zusammen mit dem folgenden neuen Satz bewiesen.
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4 Parametererhaltende Reduktion von Rotormodellen

Satz 4.2. Gegeben sei ein rotordynamisches System in der aus Gleichung 4.15

bekannten Zustandsraumdarstellung

Eẋ(t) = A0x(t) + ΩAGx(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) .
(4.42)

Es sei der Eingangs-Krylov-Unterraum

V0 = Kq,0

(
A−1

0 E, A−1
0 B

)
(4.43)

für das System bei Drehzahl Null und

VG = Kq,G

(
(A0 + ΩmaxAG)−1E, (A0 + ΩmaxAG)−1B

)
(4.44)

für das System bei der maximalen Drehzahl Ωmax gegeben.

Wird für die Reduktion des parametrischen, rotordynamischen Systems die

Projektionsmatrix V so aus der Singulärwertzerlegung von
(
V0 VG

)
gewählt,

dass gilt

V = UV
k , (4.45)

wobei sich UV
k aus der Singulärwertzerlegung des kombinierten Raumes

(
V0 VG

)
=

(
UV

k ŨV
k

)

SV

k Z

Z Z







(
V V

k

)T

(
Ṽ V

k

)T


 (4.46)

ergibt, dann kann mit dem reduzierten rotordynamischen System

V TEV ẋr(t) = V TA0V xr(t) + ΩV TAGV xr(t) + V TBu(t)

yr(t) = CV xr(t)
(4.47)

das System 4.42 im gesamten Parameterbereich Ω ∈ [0, Ωmax] genauso gut

approximiert werden wie zu den Drehzahlen Null und Ωmax.

Beweis

Sowohl die Projektionsmatrizen V , als auch die Systemmatrix A bzw. in die-

sem Fall A0 und AG können als Räume, die durch die Spaltenvektoren der

Matrizen aufgespannt werden, betrachtet werden. Somit beschreibt jeder Spal-
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tenvektor der Systemmatrix eine Raumrichtung des dynamischen Systems. Mit

Hilfe des Krylov-Unterraumverfahrens werden dominante Raumrichtungen des

dynamischen Systems erkannt und bei der Reduktion erhalten, wenn auch nicht

unbedingt in ihrer ursprünglichen Darstellung. Wenn also eine solche Raum-

richtung für das dynamische System relevant ist, wird sie sich im Krylov-

Eingangsraum V widerspiegeln (im Folgenden: „die Raumrichtung bzw. der

Vektor ist im Krylov-Unterraum enthalten“).

Ω
m

a
x

· g
i

d i
+

Ωm
ax

· g i

Ω
· g

i di + Ω · gi

di

Abb. 4.3: Zweidimensionale Darstellung der durch di und di + Ωmax · gi aufge-
spannten Hyperebene

Die allgemeine Systemmatrix A(Ω) ∈ R
n×n ergibt sich aus der Summe der ge-

trennten Systemmatrizen A0 + ΩAG. Da AG, wie in Gleichung 4.15 erläutert,

nur im unteren rechten Viertel besetzt ist, wird für den Beweis ein beliebiger

Spaltenvektor aus der rechten Hälfte der Matrix A(Ω) gewählt. Die Beweis-

führung für die Spaltenvektoren der linken Matrixhälfte ist trivial, da sie nicht

vom Parameter beeinflusst werden.

Abbildung 4.3 dient zur Veranschaulichung der folgenden Beweisschritte und

der Fallunterscheidung. Der gewählte Spaltenvektor ai der Systemmatrix A

lässt sich folglich auch als Summe schreiben. Es sei

ai = di + Ω · gi , (4.48)

wobei di der i-te Spaltenvektor von A0 ist, welcher maßgeblich durch die

Dämpfung D des Systems beschrieben ist, und gi sei der i-te Spaltenvek-

57



4 Parametererhaltende Reduktion von Rotormodellen

tor der Matrix AG, welche ausschließlich durch die Gyroskopie G beeinflusst

wird.

Die Vektoren di und Ωmax ·gi sind Vektoren des Rn und spannen in diesem eine

zweidimensionale Hyperebene auf, welche folglich im zweidimensionalen Raum,

wie in Abbildung 4.3, dargestellt werden kann. Für verschiedene Drehzahlen

Ω ergeben sich ausschließlich Vektoren, die den Bereich zwischen den Vektoren

di und Ωmax · gi nicht verlassen.

Der weitere Beweis stützt sich nun darauf, zu zeigen, dass je nach Relevanz

der Raumdimensionen, die durch di und Ωmax · gi aufgespannte Ebene mit

erfasst ist und somit die Dynamik des Systems für alle Parameter von Ω im

reduzierten Raum beschrieben wird. Für den Fall, dass eine einzelne Dimension

als nicht relevant erkannt wird, wird gezeigt, dass für alle anderen Drehzahlen

diese Dimension ebenfalls nicht relevant sein kann.

Um alle Fälle zu erfassen, wird für die Vektoren di und di +Ωmax ·gi ihre jewei-

lige Relevanz bei der Reduktion betrachtet. Daraus ergeben sich vier mögliche

Kombinationen, die in den folgenden Fällen einzeln betrachtet werden.

1. Fall: di ist bei Drehzahl Null relevant

di + Ωmax · gi ist bei Drehzahl Ωmax relevant

Wenn di vom Reduktionsalgorithmus als relevant erfasst wurde, dann ist die

Raumrichtung von di folglich im Krylov-Unterraum V0 enthalten. Ebenso ver-

hält es sich mit dem Vektor di+Ωmax ·gi, welcher folglich im Krylov-Unterraum

VG enthalten ist. Durch die Bildungsvorschrift 4.45 für den gemeinsamen Pro-

jektionsraum V ergibt sich mit dem Satz 4.1, dass sowohl die Raumrichtung

di als auch die Richtiung di + Ωmax · gi im Projektionsraum V enthalten sind.

Damit ist auch die durch diese beiden Vektoren aufgespannte Hyperebene wie-

der in V enhalten. Folglich sind alle Vektoren di + Ω · gi für Ω ∈ [0, Ωmax]

auch im Projektionsraum enthalten (siehe Abbildung 4.3) und die Dynamik

aller Systeme für ein solches Ω ist durch die Projektion mit V erfasst.

2. Fall: di ist bei Drehzahl Null relevant

di + Ωmax · gi ist bei Drehzahl Ωmax nicht relevant

Dieser Fall besagt, dass di im Projektionsraum V0, jedoch die Raumrichtung

di + Ωmaxgi nicht in VG enthalten ist. Folglich wird nur di im gemeinsamen
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Projektionsraum V berücksichtigt. Wird das System für die Drehzahl Null

betrachtet, ist die durch den Vektor ai im Originalsystem abgebildete Dynamik

auch im reduzierten System enthalten.

In der Projektionsmatrix VG zur maximalen Drehzahl fehlt di + Ωmax · gi

aufgrund seiner geringen Relevanz. Da jedoch di in V enthalten ist, wird

di + Ωmax · gi durch die Reduktion mit V unter anderem auf di projeziert.

Der Informationsverlust für die Dynamik des Systems bei maximaler Drehzahl

beträgt dabei höchstens ε(Ωmax), wie in Abbildung 4.4 zu sehen ist.

Ω
m

a
x
·g

i

di + Ωmax·gi

Ω
·g

i di + Ω ·gi

di

ε(Ω)

ε(Ωmax)

Abb. 4.4: Veranschaulichung des maximalen Approximationsfehlers bei der Wahl
der Projektionsräume nach Fall 2

Da di +Ωmax ·gi vom Reduktionsalgorithmus als nicht relevant erkannt wurde,

kann auch der Fehler ε(Ω) für die Gesamtdynamik nicht von Bedeutung sein.

Für alle anderen Fehler ε(Ω), die sich für die Drehzahlen Ω ∈ [0, Ωmax] ergeben,

gilt

ε(Ω) ≤ ε(Ωmax) ,

wie ebenfalls in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Da die Fehler ε(Ω) kleiner

sind als jener, der vom Reduktionsalgorithmus als vernachlässigbar eingestuft

wurde, sind folglich auch die Fehler für die anderen Drehzahlen Ω zu vernach-

lässigen und der gesamte Parameterbereich wird mit einer Projektion mit V

gut approximiert.

3. Fall: di ist bei Drehzahl Null nicht relevant

di + Ωmax · gi ist bei Drehzahl Ωmax relevant

Dieser Fall ist sehr ähnlich zu Fall 2, wodurch die Argumentation analog zu

dem vorherigen Fall verläuft. Der Unterschied besteht lediglich darin, dass bei

der Reduktion mit V nun das System für die maximale Drehzahl optimal

approximiert ist und sich für das System bei Drehzahl Null der maximale
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4 Parametererhaltende Reduktion von Rotormodellen

Fehler von ε(Ω = 0) einstellt. Auch in diesem Fall gilt, dass für den Fehler bei

den Drehzahlen Ω ∈ [0, Ωmax] gilt

ε(Ω) ≤ ε(Ω = 0)

und somit sind auch die Fehler ε(Ω) zu vernachlässigen. Dieser Zusammenhang

ist in Abbildung 4.5 veranschaulicht.

Ω
m

a
x
·g

i

d
i
+

Ω
m

ax
·g i

Ω
·g

i

d i
+

Ω
·g i

di

ε(Ω)

ε(Ω = 0)

Abb. 4.5: Veranschaulichung des maximalen Approximationsfehlers bei der Wahl
der Projektionsräume nach Fall 3

Ebenso wie in Fall 2 wird der gesamte Parameterbereich durch die Wahl von

V nach Gleichung 4.45 gut approximiert.

4. Fall: di ist bei Drehzahl Null nicht relevant

di + Ωmax · gi ist bei Drehzahl Ωmax nicht relevant

Wenn weder di noch di + Ωmax · gi bei der Reduktion als relevante Raumrich-

tungen identifiziert werden, dann werden auch die Vektoren di + Ω · gi keine

relevanten Raumrichtungen darstellen, da stets

|di + Ω · gi| ≤ |di + Ωmax · gi|

für Ω ∈ [0, Ωmax] gilt.

Die Fälle 1 bis 4 bilden alle möglichen Fälle ab, da sich die Frage der Relevanz
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von di + Ωmaxgi im System zur Drehzahl Null, aufgrund des nicht vorhanden-

seins von gi in diesem System, nicht stellt. Die Relevanz von di muss zudem

nicht im System bei der Drehzahl Ωmax betrachtet werden, denn aus der Re-

levanz des Vektors di bei der Drehzahl Ωmax folgt eindeutig die Relevanz von

di bei der Drehzahl Null.

Mit Hilfe der Fälle 1 bis 4 konnte somit bewiesen werden, dass die Wahl von

V := Uk zu einer guten Approximation im gesamten Parameterraum [0, Ωmax]

führt.

�

Wird auf dieselbe Weise auch ein Ausgangs-Krylov-Unterraum W gewählt, so

kann das rotordynamische System 4.15 mit

W TEV ẋr(t) = W TA0V xr(t) + ΩW TAGV xr(t) + W TBu(t)

yr = CV xr(t)
(4.49)

im gesamten Parameterraum [0, Ωmax] approximiert und somit sehr effizient

simuliert werden.

4.2.5 Zusammenfassung des ΩP-MOR Algorithmus

Die neue Methode zur Reduktion von drehzahlabhängigen Rotorsystemen kann

folgendermaßen zusammengefasst werden:

1. Bilden der Projektionsräume V0 und W0 für das System bei der Drehzahl

Null.

2. Bilden der Projektionsräume VG und WG für das System bei der maxi-

malen Drehzahl Ωmax.

3. Singulärwertzerlegung der gemeinsamen Projektionsräume

(
V0 VG

)
= UVSV

(
V V

)T

(
W0 WG

)
= UWSW

(
V W

)T
.

4. Wählen eines geeigneten k, bis zu dem die Singulärwerte aus der Zerle-

gung in Schritt 3 berücksichtigt werden sollen.
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5. Mit k aus Schritt 4 und den Singulärwertzerlegungen aus Schritt 3 erge-

ben sich die Reduktionsmatrizen

V := UV
k

W := UW
k

für den gesamten Parameterraum Ω ∈ [0, Ωmax].

Die Effizenz des Algorithmus wird im nächsten Kapitel anhand zweier Beispiele

demonstriert.

Bemerkung:

Dieser Reduktionsalgorithmus ist auch auf andere parmeterabhängige System-

klassen anwendbar, wenn diese linear von einem Parameter abhängig sind und

einen ähnlichen Aufbau aufweisen. Zudem kann durch leichte Anpassungen

des Algorithmus nachgewiesen werden, dass für beliebige Parameter Ω eine

Anpassung der Momente erziehlt werden kann, wenn die zur Reduktion die

Krylov-Unterraummethode verwendet wird.
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Algorithmus

In diesem Kapitel wird anhand zweier Beispiele die neue Reduktionsmetho-

de ΩP-MOR aus Kapitel 4.2 veranschaulicht. Hierfür wird zunächst in einem

akademischen Beispiel noch einmal der Einfluss der Gyroskopie auf die Aus-

prägung des Frequenzverhaltens der Übertragungsfunktion verdeutlicht. Au-

ßerdem werden die Auswirkungen der Singulärwertzerlegung innerhalb des Al-

gorithmus anhand von Übertragungsfunktionen zu verschiedenen Drehzahlen

gezeigt.

An einem zweiten realen Rotor wird zum Einen die Reduktionsgüte im Fre-

quenzbereich und zum Anderen eine Simulation des Hochlaufs gezeigt. Auch

bei dieser transienten Rechnung werden das reduzierte und das nicht reduzierte

System verglichen.

5.1 Ein akademisches Rotormodell

Das Modell, des in diesem Abschnitt betrachteten akademischen Beispiels,

ist in Abbildung 5.1 zu sehen. Der Rotor besteht aus einer relativ dünnen

elastischen Welle und einer bei einem Viertel der Länge angebrachten großen

Scheibe. Diese mit großen Massenträgheitsmomenten behaftete Scheibe soll

den Einfluss der Gyroskopie für dieses Beispiel verstärken. Der Rotor ist an

den Enden auf Federn gelagert, welche dieselbe Steifigkeit in y- und z-Richtung

aufweisen.
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x

y
z

Unwuchtmassen

Abb. 5.1: FE-Modell des akademischen Rotors.

5.1.1 Systemeigenschaften und Parameterabhängigkeit des

Rotormodells

Das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung, welches diesen Rotor beschreibt,

besteht aus 40 Gleichungen. Auch wenn es sich hier nur um ein akademisches

Beispiel handelt, wurden vier Eingänge und vier Ausgänge für diesen Rotor

gewählt, um die praxisnahe Anwendung der Reduktion zu demonstrieren. Die

Eingänge sind jeweils die Kraftangriffspunkte links und rechts der großen Schei-

be, an denen die Unwuchten in Anlehnung an die ISO Norm 1940 platziert

werden. Als Ausgänge wurden die Knotenbewegungen der Lagerknoten in y-

und z-Richtung gewählt.

In Abbildung 5.2 wird der große Einfluss der Gyroskopie auf das Systemverhal-

ten gezeigen, indem die Amplituden der Übertragungfunktionen zu verschie-

denen Drehzahlen gezeigt werden.

Es ist sehr gut erkennbar, dass sich die erste Eigenfrequenz aufgrund der Gyro-

skopie zu niedrigen Frequenzen hin verschiebt und sich in den Gleich- und den

Gegenlauf aufspaltet (siehe [38, S. 105ff]). Dass ein solch dynamisches Verhal-

ten nicht mit einer Reduktion bei nur einer Drehzahl abgebildet werden kann,

ist offensichtlich.
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Abb. 5.2: Amplitudengang der Übertragungsfunktionen von einer Kraftanregung
in y-Richtung direkt neben der Scheibe auf die Auslenkung im linken
Lager bei verschiedenen Drehzahlen des Rotors.

5.1.2 Einfluss der SVD bei der Reduktion mit dem

ΩP-MOR Algorithmus

Das zu reduzierende System ergibt sich aus einem Differentialgleichungssystem

1. Ordnung

Eẋ(t) = A0x(t) + ΩAGx(t) + Bu(t)

y = Cx(t)
(5.1)

mit E, A0 und AG ∈ R
80×80, B und CT ∈ R

80×4, x ∈ R
80 sowie y und u ∈ R

4.

Zunächst wurde das System für die Drehzahlen Ω = 0 und Ω =60 000 min−1

mit Hilfe des Block-Arnoli-Algorithmus (siehe Kapitel 3.4.2) auf je 12 Zustände

reduziert, dabei wurden für jeden Ein- bzw. Ausgang 3 Momente in Überein-

stimmung gebracht. Die nach dem Algorithmus aus Kapitel 4.2 berechneten

Krylov-Eingangsräume V0 und VG bzw. Ausgangsräume W0 und WG wurden

danach mit Hilfe einer Singulärwertzerlegung zusammengeführt zu V und W .

In Abbildung 5.3 sind die Verläufe der Singulärwerte zu sehen.

Es ist erkennbar, dass die Singulärwerte des Eingangsraumes bereits ab dem
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Abb. 5.3: Verlauf der Singulärwerte si von
(
V0 VG

)
und

(
W0 WG

)
zur Beur-

teilung der Gesamtreduktionsgröße.

15. Singulärwert sehr klein sind. Die Singulärwerte des Ausgangsraumes erfah-

ren vom 14. zum 15. Singulärwert ebenfalls einen Abfall auf unter 0,5. Daher

wurden alle Singulärwerte bis zum 14. für die Bildung von V und W berück-

sichtigt.

Werden für die Singulärwertzerlegung mehr als 14 Werte berücksichtigt, wür-

den die sich zusätzlich ergebenen Raumrichtungen das System negativ beein-

flussen, da die höheren Singulärwerte im Eingangsraum bereits so niedrig sind,

dass sie zum Teil durch numerische Schmutzeffekte verursacht sein könnten.

Werden Raumrichtungen zu Singulärwerten die Null oder annähernd Null sind

berücksichtigt, bedeutet dies, dass eine beliebige zum relevanten Raum ortho-

gonale Raumrichtung gewählt wird. Eine solche Wahl kann sich negativ auf

das Reduktionsergebnis auswirken, da der Einfluss dieser Raumrichtung voll-

kommen willkürlich ist.

Das System wurde mit den durch die Singulärwertzerlegung gefundenen Ge-

samt-Projektionsmatrizen V und W zu

W TEV ẋr(t) = W TA0V xr(t) + ΩW TAGV xr(t) + W TBu(t)

yr(t) = CV xr(t)
(5.2)

reduziert.
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Um den Einfluss der Zusammenführung der Projektionsräume über eine SVD

zu verdeutlichen, wird der ΩP-MOR Algorithmus ohne eine Singulärwertzer-

legung auf das System angewendet und die Reduktion ausschließlich mit V0

und W0 bzw. VG und WG durchgeführt. Die Reduktion mit nur einem dieser

Projektionsmatrizenpaare führt zu dem reduzierten System

W T
0 EV0ẋr(t) = W T

0 A0V0xr(t) + ΩW T
0 AGV0xr(t) + W T

0 Bu(t)

yr(t) = CV0xr(t) .
(5.3)

Analog kann diese Reduktion auch mit den Projektionsmatrizen VG und WG

durchgeführt werden.
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Abb. 5.4: Vergleich der Übertragungsfunktionen bei Drehzahl Null. Betrachtet
wird die Übertragungsfunktion von einer Kraftanregung direkt neben
der Scheibe in y-Richtung zu der Auslenkung des linken Lagerknotens in
y-Richtung.

Die Abbildung 5.4 zeigt die Übertragungsfunktionen zur Drehzahl Null. Es ist

gut erkennbar, dass sowohl das nach der neuen Methode reduzierte System, als
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auch das System welches nach Gleichung 5.3 nur mit VG und WG reduziert

wurde, die erste Resonanz sehr gut approximieren. Bereits bei der zweiten

Resonanz kommt es jedoch bei der Methode nach Gleichung 5.3 sowohl im

Amplitudengang als auch im Phasenverlauf zu starken Abweichungen.

Ein sehr ähnliches Verhalten kann für die maximale Drehzahl beobachtet wer-

den. In Abbildung 5.5 sind zum Vergleich das Originalsystem, das nach der

ΩP-MOR Methode reduzierte System (siehe Gl. 5.2) und das reduzierte System

nach Gleichung 5.3 mit V0 und W0 dargestellt.
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Abb. 5.5: Vergleich der Übertragungsfunktionen bei maximaler Drehzahl. Betrach-
tet wird dieselbe Übertragungsfunktion wie in Abbildung 5.4.

In diesem Fall wird von beiden Systemen der Gleich- und der Gegenlauf der

ersten Resonanz gut approximiert, auch wenn die Reduktionsmethode ohne

SVD die erste Resonanz im Amplitudengang ein wenig überzeichnet. Die Re-

duktionsmethode ohne die Zusammenführung der Räume weicht vor allem bei

der zweiten Resonanz, bei ca. 500 Hz, deutlich vom Original und auch von der

neuen Methode ab.

Anhand dieser beiden Beispiele ist erkennbar, dass der Einsatz der SVD in
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5.1 Ein akademisches Rotormodell

ΩP-MOR einen deutlichen Einfluss auf die Approximationsgüte im gesamten

Parameterbereich aufweist und die Berechnung des Systems für eine beliebige

Drehzahl mit nur einem reduzierten System ermöglicht.

5.1.3 Vergleich von ΩP-MOR mit einer nicht

parametrischen Reduktion

Es liegt auf der Hand, dass eine Reduktion mit ΩP-MOR für beliebige Drehzah-

len Ω ∈ [0, Ωmax] eine bessere Approximation der Übertragungsfunktion liefert,

als eine einzelne Reduktion zu genau einer festen (z. B. mittleren) Drehzahl Ω∗,

in der Form

W T
Ω∗EVΩ∗ẋr(t) = W T

Ω∗A(Ω∗)VΩ∗xr(t) + W T
Ω∗Bu(t)

yr(t) = CVΩ∗xr(t)
(5.4)

mit VΩ∗ = Kq(A(Ω∗)−1E, A(Ω∗)−1B), WΩ∗ = Kq(A(Ω∗)−TET, A(Ω∗)−TC)

und A = A0 + Ω∗AG. Dies wird insbesondere dann deutlich, wenn die großen

Unterschiede im Amplitudengang der Übertragungsfunktionen bei verschiede-

nen Drehzahlen (siehe Abbildung 5.2) betrachtet werden.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die neue Reduktionsmethode nicht nur die Ex-

trema des Parameterbereiches gut approximiert, sondern auch die Parame-

ter innerhalb dieses Bereiches. In Abbildung 5.6 ist die Übertragungsfunktion

für Ω = 30 000 min−1 aufgetragen, wobei zum Vergleich neben dem Original

und dem mit ΩP-MOR reduzierten System auch ein nach Gleichung 5.4 für

Ω∗ = 30 000 min−1 reduziertes System gezeigt werden.

Es ist zu sehen, dass beide Reduktionsarten vor allem den niedrigen Frequenz-

bereich sehr gut approximieren. Auch bei der Betrachtung der relativen Fehler

der beiden reduzierten Systeme ist zu erkennen, dass die ΩP-MOR Methode,

welche den gesamten Parameterraum abdeckt, gegenüber der für diese Dreh-

zahl optimalen Reduktion keinen Nachteil aufweist.

Der Vorteil der ΩP-MOR Methode besteht jedoch nach wie vor darin, dass

die Übertragungsfunktionen zu beliebigen Drehzahlen mit ein und demselben

reduzierten System gewonnen werden können. Im Gegensatz dazu approximiert

das nach Gleichung 5.4 reduzierte Systeme lediglich die Übertragungsfunktion
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5 Anwendung des ΩP-MOR Algorithmus
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Abb. 5.6: Vergleich der Übertragungsfunktionen (aus Abb. 5.4) bei der Drehzahlen
30 000 min−1. Verglichen wird die neue parametererhaltende ΩP-MOR
Methode mit einer standard Krylov-Reduktion nach Gleichung 5.4 für
diese feste Drehzahl.

bei der mittleren Drehzahl Ω∗ = 30 000 min−1 sehr gut, würde jedoch bei

deutlich anderen Drehzahlen versagen.

Es wurde auch ein Vergleich der Rechenzeiten von ΩP-MOR und der Standard-

Krylov-Reduktion durchgeführt. Da die Rechenzeiten von beiden Methoden für

dieses Modell sehr klein sind, wurde zur besseren Vergleichbarkeit jeweils die

Rechenzeit über hundert Reduktionen gemittelt. Die Reduktion für nur eine

Drehzahl nach Gleichung 5.4 beträgt demnach mit der verwendeten Hardware

rund 0,0072 s. Die neue parametererhaltende ΩP-MOR Methode hat mit ca.

0,0143 s genau doppelt so lange benötigt.

Dies lässt sich leicht einsehen, da für die neue Methode die Krylov-Unterräume

zu zwei Drehzahlen berechnet werden mussten. Jedoch fällt auch auf, dass die

Singulärwertzerlegung zeitlich hier nicht ins Gewicht fällt. Auch wenn die Re-

chenzeiten für dieses akademische Beispiel bereits im nicht reduzierten Fall na-
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5.2 Reduktion eines realen Rotors

türlich sehr gering sind, lassen sich die prinzipiellen Zusammenhänge trotzdem

gut erfassen. Für die Berechnung von mehr als zwei Übertragungsfunktionen

ist die Reduktionszeit der neuen Methode, dem ständigen Reduzieren für jede

Drehzahl, folglich klar überlegen.

5.2 Reduktion eines realen Rotors

5.2.1 Modellaufbau und Reduktion mit ΩP-MOR

Das zweite Beispiel in diesem Kapitel ist ein realer Rotor, so wie er im Siemens

Dynamowerk Berlin montiert wurde. In Abbildung 5.7 ist das FE-Modell des

gewählten Rotors zu sehen.

Welle

x

y
z

Unwuchtmassen

Blechpaket Erregermaschine

Abb. 5.7: FE-Modell eines realen Rotors mit einer Leistung von 25 000 kW und
einem Gewicht von ca. 14 t.

Der Rotor ist Teil einer Drehstrohm-Synchron-Maschine mit dem zu sehenden

massiven Schenkelpolläufer. Die Maschine besitzt eine Leistung von 25 000 kW

und wird z. B. als Antrieb für Walzen oder Mühlen verwendet. Der Rotor ist

für eine Nenndrehzahl von 1500 min−1 (25 Hz) ausgelegt und wiegt ca. 14 t.

Zu sehen ist auch, dass es sich hier um eine Maschine mit zwei Lagern und

mit innen liegender Erregermaschine handelt. Das Belchpaket der Erregerma-

schine ist in Abbildung 5.7 rechts in dunkelblau zu sehen. Die Öllager wurden

für die Berechnung durch Federn ersetzt, welche eine ähnliche Steifigkeit und

Dämpfung aufweisen wie die Öllager bei der Nenndrehzahl.

Für diesen Rotor wurden, wie für das akademische Beispiel, wieder 4 Eingänge

und 4 Ausgänge gewählt. Als Ausgänge sind die Auslenkungen der Lagerkno-

ten definiert. Die 4 Eingänge sind die Krafteinwirkungspunkte der Unwuchten.
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5 Anwendung des ΩP-MOR Algorithmus

Da es sich, wie bereits erwähnt, um eine Maschine mit innen liegender Erreger-

maschine handelt, werden laut der ISO Norm 1940 die Unwuchten mittig der

beiden Blechpakete plaziert. Somit sind als Kraftangriffspunkte die mittigen

Blechpaketknoten in y- und z-Richtung gewählt. Für die Simulation wurden

die Unwuchten in Phase gesetzt, wie es in Abbildung 5.7 zu sehen ist. Die

Unwucht wird bei solchen Rotoren zu zwei Dritteln auf das Rotorblechpaket

und zu einem Drittel auf das Erregerblechpaket verteilt.

Das sich ergebende dynamische System 2. Ordnung mit je 4 Ein- und Ausgän-

gen hat 164 Zustände, so dass sich für das zu reduzierende System 1. Ordnung

328 Zustände ergeben.

Die Reduktion des Rotors erfolgte mit der neuen, in Kapitel 4.2 vorgestellten,

ΩP-MOR Reduktionsmethode. Hierbei wurde für die Reduktion als maxima-

le Drehzahl die Nenndrehzahl von 1500 min−1 angesetzt, da ein Hochlauf auf

Nenndrehzahl simuliert werden soll. Die Reduktionsmatrizen für die Drehzahl

Null sowie für die Nenndrehzahl wurden wieder mit Hilfe des Block-Arnoldi-

Algorithmus berechnet. Für dieses Beispiel wurden für jeden Ein- bzw. Aus-

gang je 4 Momente zur Übereinstimmung gebracht. Die Reduktionsgröße der

Teilsysteme ergibt sich somit zur Ordnung 16. Bei der Zusammenführung der

Räume hat sich die Reduktionsgröße von 22 Dimensionen als vorteilhaft er-

wiesen. Die Zeit, die die Reduktion in Anspruch genommen hat, wurde wieder

über 100 Reduktionsdurchgänge gemittelt und beträgt 0,0552 s. Zum Vergleich

sei an dieser Stelle die Zeit erwähnt, die benötigt wird, um das System aus den

einzeln exportierten Systemmatrizen und der Allokationsmatrix aufzubauen.

Dieser Vorgang hat im Mittel ca. 0,0684 s gedauert.

Nach der Reduktion wurden als erstes die Übertragungsfunktionen betrachtet,

wobei sich für alle ein ähnliches Bild ergab. Beispielhaft wird hier die Übertra-

gungsfunktion vom Kraftangriffspunkt im Rotorblechpaket in y-Richtung zur

Auslenkung des linken Lagers in y-Richtung betrachtet. Dieser Amplitudenver-

lauf (siehe Abbildung 5.8) ist für das System bei der Drehzahl Ω = 600 min−1

erstellt worden.

Es ist gut zu erkennen, dass die erste Eigenfrequenz sehr gut approximiert

wird. Die folgenden Eigenfrequenzen weisen bereits leichte Abweichungen in

der Amplitude auf, liegen jedoch in einem Frequenzspektrum, welches durch
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Abb. 5.8: Übertragungsfunktion vom Kraftangriffspunkt im Rotorblechpaket in y-
Richtung zur Auslenkung des linken Lagers in y-Richtung bei Drehzahlen
600 min−1.

die Rotation des Rotors nicht angeregt wird. Für eine Beurteilung der ersten

Eigenfrequenzen und der zu erwartenden Auslenkungen ist das reduzierte Sys-

tem gut geeignet. Zudem ist, für eine erste Bewertung des Rotorverhaltens,

der Wert der Eigenfrequenz entscheidender als die Amplitude der Frequenz,

da beurteilt werden muss, ob diese in den vorgegebenen Sperrbereichen liegt

oder nicht.

Ein großer Vorteil des reduzierten Systems liegt hierbei wieder in der Berech-

nungszeit der Übertragungsfunktionen. Wärend das Originalsystem 25,1 s zur

Berechnung in Anspruch genommen hat, wurde das reduzierte System in nur

0,9 s berechnet. Dies entspricht einer Zeitersparnis von 96,4 %.
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5 Anwendung des ΩP-MOR Algorithmus

5.2.2 Transiente Simulation eines Hochlaufs

Um das transiente Rotorverhalten im Betrieb beurteilen zu können, wird ein

Hochlauf des Rotors simuliert. Hierfür wurde der Rotor in 8 s vom Stillstand

auf 1500 min−1 Umdrehungen beschleunigt und dann 2 s auf seiner maxima-

len Drehzahl gehalten. In Abbildung 5.9 ist der Verlauf der Auslenkungen im

linksseitigen Lager in y-Richtung aufgetragen.
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Abb. 5.9: Transiente Simulation der Auslenkungen in y-Richtung des linken La-
gerknotens beim Hochlauf des Rotors bis zur Nenndrehzahl mit dem
gezeigten Drehzahlprofil.

Der Rotor wird durch die beiden in den Blechpaketen plazierten Unwuchten

zum Schwingen angeregt. Diese wurden nach der ISO Norm 1940 mit einer

Wuchtgüte von 2,5 mm·s−1 zu insgesamt 0,226 kg·m berechnet.

Gut erkennbar ist die Resonanzdurchfahrt bei ca. 7 s, bei der sich das System

stark aufschwingt, danach klingen die Schwingungen langsam ab. Ab dem Zeit-

punkt, an dem der Rotor nicht weiter beschleunigt wird, ist auch der Einfluss

der Dämpfung auf das System gut erkennbar, da die Schwingungen deutlich

zurückgehen.

In Abbildung 5.9 ist ebenfalls gut zu sehen, dass sich das Verhalten des Origi-
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5.2 Reduktion eines realen Rotors

nalsystems kaum von dem des reduzierten Systems unterscheidet. Sehr stark

unterscheiden sich jedoch die Simulationszeiten. Für die Simulation des Ori-

ginalsystems wurden in Simulink 9133,9 s benötigt, für das reduzierte Sys-

tem wurden jedoch die 10 s Echtzeit in nur 3,6 s berechnet. Dies entspricht

einer Zeitersparnis von über 99,9 %. Selbst unter Berücksichtigung der Zeit,

die die Reduktion in Anspruch genommen hat, bleibt die Zeitersparnis noch

über 99,9 %.

Zur Beurteilung der Approximationsgüte der Reduktion sei zunächst auf die

Abbildungen 5.10 hingewiesen, in der drei Ausschnitte, der in Abbildung 5.9

gezeigten Rotorauslenkung, noch einmal detaillierter gezeigt werden.

Kleine Schwingungen vor der Resonanz
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Abb. 5.10: Detaildarstellungen der in Abbildung 5.9 gezeigten transienten Simula-
tion des Hochlaufs.

In Abbildung 5.10 ist sehr gut erkennbar, dass die Phasen der ausgeführten

Schwingungen sehr gut übereinstimmen. Das bedeutet, dass das reduzierte

System die Schwingfrequenz des Originalen sehr gut approximiert. Dies ist

auch darin erkennbar, dass beide Systeme zum selben Zeitpunkt ihr Maxima
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5 Anwendung des ΩP-MOR Algorithmus

in der Auslenkung erreichen. Zudem ist erkennbar, dass es für die starken Aus-

lenkungen im Resonanzfall eine leichte Abweichung zum Originalsystem gibt.

Die Abweichung bei der maximalen Auslenkung liegt dabei bei gerade einmal

0,07 %. Die extrem gute Übereinstimmung in Phase und Frequenz kommt in

der nur minimalen Gangabweichung zum Ausdruck, so beträgt die Zeitdiffe-

renz für den Nulldurchgang nach einer simulierten Zeit von ca. 9,96 s lediglich

rund 4.10−5 s.

Aufgrund der Schwingung des Systems um die Nulllage ist für die Fehlerbe-

trachtung eine Berechnung des relativen Fehlers für die gesamte Bewegung

nicht sinnvoll, da für Werte nahe Null, eine Division Null durch Null durch-

geführt werden müsste. Daher wird in Abbildung 5.11 der absolute Fehler

gegenüber der absoluten Auslenkung in einer logarithmischen Darstellung be-

trachtet.
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Abb. 5.11: Betrag der Auslenkung und der Abweichung des reduzierten Systems
vom Originalsystem der in Abbildung 5.9 gezeigten Ergebnisse der tran-
sienten Simulation des Hochlaufs.

Bei der Betrachtung der Oberkante des absoluten Fehlers (der Einhüllenden)

fällt auf, dass dieser sein Maximum nicht während der Resonanzdurchfahrt

erreicht, sondern sich erst bei der maximalen Drehzahl einstellt. Für den Be-
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5.2 Reduktion eines realen Rotors

reich der Resonanzdurchfahrt liegen zwischen den Werten für die Auslenkung

und denen des absoluten Fehlers 3 Größenordnungen, so dass der relative Feh-

ler in diesem Bereich mit 0,1 % abgeschätzt werden kann. Im Bereich vor der

Resonanz liegt er noch deutlich darunter. Für die größten absoluten Fehler

bei konstanter Drehzahl ergibt sich eine relative Abweichung von ca. 1 % der

Auslenkung. Wird zudem die Genauigkeit der Rechnung gegenüber der Unsi-

cherheiten bei der Modellierung oder der Annahme der Unwuchten betrachtet,

so ist ein maximaler Fehler von 1 % bei der Simulation ein sehr gutes Ergeb-

nis.

System nach
Originalsystem ΩP-MOR

Systemaufbau 0,07 s 0,07 s
Reduktion nach ΩP-MOR − 0,055 s
Übertragungsfkt. berechnen 25,1 s 0,9 s
Simulation in Simulink 8196,9 s 3,3 s

Summe für Übertragungsfkt. 25,2 s 1,02 s
Relative Zeit 100,0 % 4,1 %

Summe für Simulation 8170,0 s 3,4 s
Relative Zeit 100,0 % 0,04 %

Tab. 5.1: Vergleich der Berechnungszeiten für den realen Rotor

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die neue Reduktionsmethode, so-

wohl für die Auswertung von Übertragungsfunktionen als auch für die transien-

te Simulation von Systemen sehr gute Ergebnisse liefert. Mit den reduzierten

Systemen konnte, selbst unter Berücksichtigung der Reduktionszeit, die Be-

rechnungszeit für Frequenzgänge um mehr als 96 % verringert werden. Für die

transiente Simulation eines realen Rotors konnte die benötigte Zeit sogar um

99,9 % verkürzt werden und das bei einer Ungenauigkeit von maximal 1 % und

in weiten Teilen auch deutlich darunter.

Die Simulation von Rotoren in einer kürzeren Zeit als die simulierte Echtzeit,

führt zu neuen Möglichkeiten für die Optimierung solcher Systeme, so dass

potentielle Schwachstellen schneller erkannt und neue Rotordesigns zügiger

getestet werden können.
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6 Reduktion großer Systeme unter

rotordynamischem Einfluss

mittels Mo(SeS-MOR)

In diesem Kapitel wird der Einfluss des Rotors innerhalb der gesamten Ma-

schine betrachtet und der Mo(SeS-MOR) Algorithmus vorgestellt, welcher es

ermöglicht solch große Systeme unter Beibehaltung der rotordynamischen Ef-

fekte zu reduzieren. Mo(SeS-MOR) beinhaltet hierbei die Wiederzusammen-

führung von getrennt reduzierten Systemen (engl.: Merge of Seperated Systems

MOR). Hierfür wird zunächst in Abschnitt 6.1 der Aufbau einer Maschine

und das Zusammenspiel von Rotor, Lager und Gehäuse erläutert. Der Fokus

liegt dabei auf der Modellierung der Kopplung von Rotor und Gehäuse über

Öllager. Die beschriebene Kopplung geschieht während der Modellerstellung

solcher Systeme automatisch bei der Konstruktion der Maschine. Die Modell-

erstellung und Vernetzung ist schon in großen Teilen automatisiert [89]. Daher

ist es meist nicht möglich nach der Erstellung eines Finite-Elemente-Modells

(FE-Modell) auf die einzelnen Teilsysteme zuzugreifen.

Nach der Erläuterung des neuen Ansatzes zur Berechnung solch großer Ma-

schinen in Abschnitt 6.2, welcher die Trennung des Systems in Teilsysteme

beinhaltet, wird in Abschnitt 6.3 ein neuer Algorithmus zur automatischen

Trennung von Rotor, Lager und Gehäuse vorgestellt (bereits veröffentlicht in

[90]). Im Unterschied zum Freischneiden in der Mechanik [41, S. 228], bei dem

die auf beiden Seiten des Schnittes wirkenden Kräfte betrachtet werden, stellt

die neue Methode eine Trennung dar, bei der Kräfte als Eingänge in das System

betrachtet werden und Auslenkungen als Ausgänge erzeugt werden.

Nach der Trennung der Systeme wird in Abschnitt 6.4 eine Möglichkeit zur

Reduktion der parameterunabhängigen Teilstruktur aufgezeigt. Im letzten Ab-
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Mo(SeS-MOR)

schnitt 6.5 werden die nun zum teil reduzierten Teilsysteme für eine effiziente

Berechnung wieder zusammengeführt.

Die in diesem Kapitel erarbeiteten Algorithmen sind durch rotordynamische

Systeme motiviert, lassen sich jedoch in vielen Fällen leicht auf ähnliche Pro-

blemklassen übertragen.

Innerhalb dieses Kapitels wird auf die Gleichungssysteme zum Rotor, Gehäuse

und auf die Übertragungsfunktionen im Lager eingegangen. Die Unterschei-

dung der verschiedenen Teilsysteme geschieht hierbei über die Indizes „s“ für

den Rotor (engl. shaft), „h“ für das Gehäuse (engl. housing) und „o“ für die

Kopplungen zwischen Rotor und Gehäuse, in diesem Fall also dem Gleitla-

gerölfilm (engl. oilfilm). Auch wenn im Text stets vom Gehäuse gesprochen

wird, so kann dieser Teil der Maschine auch deutlich mehr beinhalten. All-

gemein betrachtet sind hier alle Maschinenkomponenten, die nicht von der

Rotationsgeschwindigkeit abhängig sind, denkbar.

6.1 Modellaufbau einer gesamten Maschine

Im FE-Modell ist der Rotor weiterhin, wie bereits in Kapitel 2 beschrieben,

modelliert. Der Aufbau des Gehäuses und der Lager wird in den folgenden

Abschnitten kurz erläutert.

6.1.1 Finite-Elemente-Modell des Gehäuses

Das Gehäuse und bei Bedarf auch das Fundament werden üblicherweise, wie in

Abbildung 6.1, mit Schalenelementen modelliert. Um eine realitätsnahe Wie-

dergabe des Gehäuseverhaltens zu erreichen, muss eine ausreichende Vernet-

zung gewährleistet werden, wodurch die Modelle meist aus 10 000 und mehr

Knoten bestehen. Da bei Schalen und Volumenelementen alle Bewegungsfrei-

heiten zulässig sind, führen die Modelle häufig zu Gleichungssystemen mit

mehr als 50 000 Gleichungen.

Das Gehäuse kann durch das parameter-unabhängige Gleichungssystem

Mhz̈h(t) + Dhżh(t) + Khzh(t) = Jhuh(t)

yh(t) = Lhzh(t),
(6.1)
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Lagerknoten
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Abb. 6.1: FE-Modell eines Grundrahmens mit ca. 54 000 Freiheitsgraden.

dargestellt werden. In der Gleichung bezeichnen Mh, Dh, Kh ∈ R
n×n kon-

stante Matrizen, welche die Masse, Dämpfung und Steifigkeit des Gehäuses

repräsentieren. Der Vektor zh(t) ∈ R
n beinhaltet die generalisierten Zustände,

yh(t) ∈ R
p ist der Ausgangsvektor, welcher das nach außen sichtbare (messba-

re) Verhalten des Gehäuses repräsentiert. Dies ist durch die Ausgangsmatrix

Lh ∈ R
p×n festgelegt.

Der Vektor uh(t) ∈ R
m enthält alle auf das Gehäuse wirkenden externen

Kräfte, deren Wirkung auf die Knoten des Gehäuses über die Eingangsmatrix

Jh ∈ R
n×m bestimmt wird. Solche Kräfte sind zum einen die Erdbeschleuni-

gung, die auf jeden Knoten wirkt und zum Anderen kann es sich um Anregun-

gen von außen handeln. Es können z. B. Kräfte auf die Verbindungsstellen zum

Fundament aufgebracht werden, um Erdbeben zu simulieren. Eine Anregung,

die jedoch unabhängig von dem gewählten Szenario immer auf das Gehäuse

wirkt, ist der Rotor. Durch die Bewegung des Rotors und meist unvermeidba-

ren minimalen Schwingungen, die er erzeugt, wird auch das Gehäuse angeregt.

Die Schwingungen können durch die elektrischen Kräfte im Stator auf die Ma-

schine übertragen werden. Die stärkere Kopplung und somit auch die häufigste

Form der Übertragung der Schwingungen des Rotors auf das Gehäuse findet

in den Lagern statt.

6.1.2 Kraftübertragung durch die Lager

Die Lager sind das Bindeglied zwischen Rotor und Gehäuse. Dabei wird im

Wesentlichen zwischen Gleit-, Wälz- und Magnetlager unterschieden [38]. Sie
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koppeln den Rotor mit dem Gehäuse und umgekehrt. In dieser Arbeit sollen

zunächst nur Gleitlager betrachtet werden, da diese auch die am häufigsten

gewählte Lagerart bei den hier betrachteten Maschinen sind.

Die Eigenschaften von Gleitlagern lassen sich über komplexe nicht lineare Mo-

delle abbilden [91–93]. Diese Modelle werden jedoch nicht direkt in das FE-Mo-

dell eingebunden, sondern in dem eigens dafür entwickelten Programm Alp3t

[94] simuliert. Ein Ergebnis der Simulation der Lager sind z. B. die dimensions-

losen Sommerfeldzahlen, welche die Steifigkeiten und Dämpfungen der Lager

widerspiegeln. In das FE-Modell der Maschine werden dann die dimensions-

behafteten Ersatzdämpfungen und Ersatzsteifigkeiten für verschiedene Dreh-

zahlen integriert. Für die Simulation des Systems bei Drehzahlen, für die kei-

ne Ersatzgrößen berechnet wurden, wird zwischen benachbarten Stützstellen

linear interpoliert. Im FE-Modell werden die Ersatzgrößen mit Hilfe eines all-

gemeinen Feder-Dämpfer-Elementes erfasst.

Da die Dämpfung und die Steifigkeit analog zueinander aufgebaut sind, sol-

len im Folgenden, die Besonderheiten der Ersatzgrößen anhand der Steifigkeit

erläutert werden.

Fy

Fy
Fz

Fz

∆y

∆z

generalisierte Feder

x
y

z

Abb. 6.2: Veranschaulichung der Wirkungsweise einer generalisierten Feder, wie sie
im Folgenden als Ersatzfedern für die Ölfilmsteifigkeiten benutzt wird.
Eine Auslenkung in z-Richtung bewirkt sowohl eine Kraft in z- als auch
in y-Richtung und umgekehrt.

Im Gegensatz zu normalen Federelementen wirkt die Ölfilmsteifigkeit nicht

nur in die Richtung der Auslenkung. Federn, die den Ölfilm ersetzen, sind

generalisierte Federn, das bedeutet, dass eine solche Feder, auch wenn sie so

wie in Abbildung 6.2 nur in z-Richtung ausgelenkt wird, auch eine Steifigkeit

in y-Richtung besitzt und vor allem auch Koppelsteifigkeiten zwischen y und

z aufweist. Abbildung 6.2 veranschaulicht die Wirkung einer solchen Feder,

wenn sie einer Auslenkung in z oder y-Richtung ausgesetzt wird.
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Dies lässt sich, wie in Abbildung 6.3 dargestellt, unter anderem dadurch erklä-

ren, dass eine Auslenkung des Rotors im Lager in z-Richtung dazu führt, dass

in diese Richtung Öl verdrängt wird. Dadurch verändert sich in y-Richtung

ebenfalls die Ölmenge, diese Veränderung des Öldruckprofils führt somit zu

einer Veränderung der Steifigkeit sowohl in z- als auch in y-Richtung.

Fy

Fz

∆z

p

Ω

y

z

Abb. 6.3: Schematische Darstellung des sich ergebenen Öldruckprofils p in einem
Gleitlager bei einer Rotationsgeschwindigkeit Ω und einer Verschiebung
des Rotors um ∆z. Die sich verändernden Druckverhältnisse im Öl führen
zu einer Kraft in y- und einer Kraft in z-Richtung auf den Rotor.

Wird nun eine solche Steifigkeitsmatrix einer Ölfilm-Ersatzfeder betrachtet,

ergibt sich für eine feste Drehzahl

Ko =


kyy kyz

kzy kzz


 .

Zum besseren Verständnis wird im Folgenden die Wirkung des Ölfilms auf den

Rotor und das Gehäuse in zwei Schritten erläutert. In einem ersten Schritt

soll die Wirkung des Ölfilms auf den Rotor gezeigt werden. Dafür wird, wie in

Abbildung 6.4, die Ersatzfeder zwischen dem Lagerknoten 1 des Rotors und

einem festen Bezugspunkt betrachtet.

Die Kräfte

F1y = kyyy1 + kyzz1 ,

F1z = kzyy1 + kzzz1 ,

die auf den Lagerknoten 1 wirken, ergeben sich durch die Rückstellwirkung
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1

Rotor

Ersatzfeder

fester Bezugspunkt
x

y

z

Abb. 6.4: Minimalmodell des Rotors mit einer Ölfim-Ersatzfeder, welche zwischen
dem Rotorknoten 1 und einem festen Bezugspunkt eingespannt ist.

der Ölfeder in Folge der Auslenkung des Rotors um y1 und z1. Sie wirken

zusätzlich zu den Kräften, die sich aus den Rotorsteifigkeiten und -dämpfungen

ergebenen, so dass die Ölfedersteifigkeiten also noch zu den schon im System

vorhandenen Steifigkeiten dazu addiert werden müssen. Als Steifigkeitsmatrix

mit Ölfilmsteifigkeit Ks,o ergibt sich

Ks,o = Ks ⊕ Ko ,

wobei Ks die Rotorsteifigkeit ist und sich die Ölfilmsteifigkeitsmatrix Ko für

den Rotor wie folgt ergibt

Ko =




0 · · ·
...

. . .

+kyy
ii

+kyz
ij

+kzy
ji

+kzz jj

. . .
...

· · · 0




.

Hierbei sind die Positionen i und j im Zustandsvektor

zT =
(
· · · y1

i
z1 j

· · ·
)

,

den translatorischen Freiheitsgraden des Lagerknoten 1 in y- und z-Richtung

zugeordnet.
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Wird im nächsten Schritt nicht der Boden als zweiter Angriffspunkt der Ölfilm-

Ersatzfeder gewählt sondern ein Knoten des Gehäuses, wie es vereinfacht in

Bild 6.5 dargestellt ist, ergeben sich die Kräfte

F1y = kyy(y1 − y2) + kyz(z1 − z2),

F1z = kzy(y1 − y2) + kzz(z1 − z2),

F2y = kyy(y2 − y1) + kyz(z2 − z1),

F2z = kzy(y2 − y1) + kzz(z2 − z1),

welche durch die Relativbewegung des Rotorknotens 1 gegenüber dem Gehäu-

seknoten 2 hervorgerufen werden. Die Steifigkeiten k·,· sind auch hier wieder

die Steifigkeiten der Ölfilm-Ersatzfeder aus Ko.

1

2

Rotor

Ersatzfeder

Gehäuse

x
y

z

Abb. 6.5: Veranschaulichung der Interaktion zwischen dem Rotorknoten 1 und dem
Gehäuseknoten 2 über eine Ölfilm-Ersatzfeder.

Im Zusammenspiel mit den schon vorhandenen Systemsteifigkeiten Ks und Kh

des Rotors und Gehäuses, ergibt sich für die Gesamtsteifigkeit

Ks,o,h = Ks ⊕ Kh ⊕ Ko .

Im Unterschied zum ersten Fall ergibt sich die Ölfilmsteifigkeit jedoch als
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Ko =




0 · · ·
...

. . .

+kyy
ii

+kyz
ij

−kyy
ik

−kyz
il

+kzy
ji

+kzz jj
−kzy

jk
−kzz jl

−kyy
ki

−kyz
kj

+kyy
kk

+kyz
kl

−kzy
li

−kzz lj
+kzy

lk
+kzz ll

. . .
...

· · · 0




,

wobei

zT =
(
· · · y1

i
z1 j

y2
k

z2 l
· · ·

)

der zugehörige Zustandsvektor sei.

In diesem vereinfachten Beispiel ist der strukturelle Aufbau der gesamten Stei-

figkeitsmatrix gut erkennbar. Die Ölfilmsteifigkeit wirkt in den Teilsystemen,

Gehäuse und Rotor jeweils zusätzlich zu den inneren Steifigkeiten und zwischen

Rotor und Gehäuse als negative Kreuzkopplung. Mit diesem Wissen kann nun

der Systemaufbau einer kompletten Maschine weiter untersucht werden.

6.1.3 Modell einer gesamten Maschine

Durch die Zusammenführung der Systeme des Rotors (siehe Gl. 2.17) und des

Gehäuses (siehe Gl. 6.1) ergibt sich mit den entsprechenden Lagerkopplungen

das Gesamtgleichungssystem

Mz̈(t) + (D + G(Ω)) ż(t) + Kz(t) = Ju(t)

y(t) = Lz(t)
(6.2)

mit M , D, G, K ∈ R
n×n, wobei n die Summe aus Rotor- und Gehäusesystem-

größe ist, da das Ersatzmodell des Ölfilms selbst keine neuen Zustände zum

System beisteuert. Die Ein- und Ausgangsmatrizen J ∈ R
n×p, L ∈ R

q×n erge-

ben sich durch einfaches Zusammenführen beider, so dass p bzw. q sich jeweils

als Summe der Ein- bzw. Ausgänge der Teilsysteme ergeben. Dementsprechend

sind auch die Ein- und Ausgangsvektoren u ∈ R
p und y ∈ R

q eine Aneinander-
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reihung der Vektoren aus den Teilsystemen. Eine Außnahme bildet der Einfluss

der Gravitation. Die Erdbeschleunigung wirkt als ein Eingang. Hierbei wird

ein Hilfseingangsvektor b̃g benötigt, welcher jeweils für die Zustände, die zur

Translation in Erdbeschleunigungsrichtung gehören, eine Eins als Eintrag ent-

hält und ansonsten Nullen. Dieser Vektor b̃g wird mit der Massenmatrix und

der Erdbeschleunigung g multipliziert und ergibt dann den Eingangsvektor bg

der Erdbeschleunigung

bg = g · M · b̃g . (6.3)

Wenn also auf eines der beiden Teilsysteme die Erdbeschleunigung wirkt, muss

sie auch auf das andere wirken. Die Eingangsvektoren für die Erdbeschleuni-

gung werden jedoch im Gesamtsystem nicht einfach hintereinander geschaltet,

sonder zu einem Eingang zusammengefasst.

Zu beachten ist, dass in diesem Zusammenhang mit Gehäuse alle nicht para-

meterabhängigen Strukturen gemeint sind. Dazu zählt gerade bei der Model-

lierung der Lager z. B. auch das Lagergehäuse oder der Lagerbock.

In Abschnitt 6.1 wurde der Aufbau eines FE-Modells einer Maschine vorgestellt

und die Verknüpfungen über die Lager verdeutlicht. Jedoch wird die Model-

lierung von Rotor und Gehäuse nicht getrennt betrachtet, sondern es wird

in einem Arbeitsschritt ein Gesamtmodell erstellt. Modelle solcher komplexen

Maschinen werden schnell sehr groß und bestehen für eine gute Abbildung der

Realität meist aus sehr vielen Knoten. Daher sind Modelle mit mehr als 100 000

Freiheitsgraden keine Seltenheit. Für eine Berechnung und Simulation des Sys-

tems ist also eine Modellordnungsreduktion von großer Bedeutung.

Im nächsten Abschnitt wird daher darauf eingegangen, wie mit solchen Ge-

samtsystemen, welche eine innere Teilsystemstruktur aufweisen, bei der Re-

duktion verfahren werden kann.

6.2 Mo(SeS-MOR) – Eine neuer Ansatz zur

Berechnung einer kompletten Maschine

Das Gesamtmodell einer Maschine enthält natürlich auch wieder den Rotor als

einen wichtigen Bestandteil und weist daher eine Parameterabhängigkeit von
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der Drehzahl Ω auf. Um z. B. das Verhalten der Maschine während des Anfah-

rens zu simulieren, muss die Maschine parametrisch reduziert werden. Dafür

kann die Maschine für verschiedene Drehzahlen reduziert werden, was jedoch

auf Grund der Größe des Modells sehr zeitaufwändig ist. Mit dem Wissen,

dass die Parameterabhängigkeit lediglich aus dem Rotor resultiert, liegt die

Idee nahe, zunächst die Teilsysteme voneinander zu trennen und den parame-

terunabhängigen Teil der Maschine zu reduzieren um ihn dann wieder an den

parameterabhängigen Teil zu koppeln. Dies allein würde bereits zu einer dras-

tischen Einsparung an Rechenzeit führen. Die Berechnung des Gesamtsystems

könnte dann in einer Schleife, wie in Abbildung 6.6 gezeigt, erfolgen. Hierbei

wird davon ausgegangen, dass es sich um eine Maschine mit Öllagern handelt

und somit die Kopplung zwischen Rotor und Gehäuse über die Lager erfolgt.

Eine andere Art der Kopplung zwischen beiden Maschinenteilen besteht zwi-

schen dem Rotorballen und dem Stator, hier wirken magnetische Zugkräfte.

Diese Kopplung soll zunächst vernachlässigt werden, jedoch wird im Verlauf

der Arbeit noch einmal darauf eingegangen.

Rotor

Lager

Lager

Gehäuse
u

uh

us

y

yh

ys

Abb. 6.6: Berechnung des Gesamtsystems innerhalb einer Schleife. Dadurch kön-
nen das parameterabhängige System des Rotors (ca. 600 Zustände) und
das parameterunabhängige System des Gehäuses (meist mehr als 5 000
Zustände) voneinander getrennt reduziert werden und wieder als ein Ge-
samtsystem berechnet werden.

Es werden folglich zwei Differenzialgleichungssysteme für den Rotor und das

Gehäuse gesucht

Ms/hz̈s/h(t) +
(
Ds/h + Gs/h(Ω)

)
żs/h(t) + Ks/hzs/h(t) = Js/hus/h(t)

ys/h(t) = Ls/hzs/h(t) .
(6.4)
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Sowohl im Rotorsystem als auch im Gehäusesystem müssen die für die Kraft-

übertragung relevanten Freiheitsgrade an den Lagerknoten als Eingänge und

Ausgänge definiert werden. Bei der Trennung der Systeme entsteht zudem ein

Satz an Gleichungen

us/h = D̃o

(
±ẏs/h ∓ ẏs/h

)
+ K̃o

(
±ys/h ∓ ys/h

)
, (6.5)

welche die Lagerkräfte mittels der neu definierten Ein- und Ausgänge berech-

nen. Somit können aus den Bewegungen der Lagerknoten über die Lagerpara-

meter die auf die Teilsysteme wirkenden Lagerkräfte berechnet werden (siehe

Abschnitt 6.1.2).

Ein Vorteil der Definition der für die Kopplung relevanten Zustände als Ein-

gänge und Ausgänge liegt darin, dass bei der Reduktion eines Teilsystems

nicht zusätzlich auf diese Zustände geachtet werden muss, da Eingänge und

Ausgänge bei der Modellordnungsreduktion unverändert bleiben.

Für die Simulationen ist die Abspaltung des Lagers insofern interessant, da

sich gerade bei Öllagern die Lagerparameter mit der Drehzahl stark verändern

können und somit auch während der Simulation angepasst werden müssen.

Die Parameterabhägigkeit ist nicht linear. Die Parameter werden mit anderen

Programmen, wie z. B. Alp3T [94], für verschiedene vorgegebene Drehzahlen

berechnet. Während der Simulation müssen die Parameter für die verschiede-

nen Drehzahlen im System ständig angepasst werden. Dies wird durch eine

Abspaltung der Lager als eigenständiges System deutlich erleichtert.

Es ist leicht zu erkennen, dass dieser neue Ansatz zur Reduktion und Be-

rechnung einer komplexen Maschine viele Vorteile bietet. Da jedoch in vielen

Fällen die Modellbildung und die Simulation getrennt voneinander durchge-

führt werden, ist es keine Seltenheit, dass es lediglich ein Gesamtmodell gibt

und keine einzeln vorliegenden Teilmodelle von Rotor, Gehäuse und Lager

existieren.

In den nachfolgenden Abschnitten wird der neue Mo(SeS-MOR) Algorithmus

vorgestellt, welcher die Trennung, die Reduktion und die Wiederzusammen-

führung der Teilsysteme beinhaltet.
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6.3 Ein neuer Algorithmus zur automatischen

Trennung parametrischer und nicht

parametrischer Modellkomponenten

Da es sich bei den hier vorliegenden großen Systemen unter rotordynamischem

Einfluss um sehr große Modelle handelt, sollte die Zerlegung des Gesamtmo-

dells in Teilmodelle natürlich automatisiert ablaufen. Bei den hier vorliegenden

Strukturen kann dabei die Besonderheit des gyroskopischen Einflusses auf den

Rotor ausgenutzt werden, um die verschiedenen Teile der Struktur automati-

siert zu identifizieren.

6.3.1 Grober Ablauf des Algorithmus

Der Algorithmus benötigt zur vollautomatisierten Durchführung der Tren-

nung von paramtrischen und nicht parametrischen Modellteilen das aus Glei-

chung 6.2 bekannte System zweiter Ordnung

Mz̈(t) + (D + G(Ω)) ż(t) + Kz(t) = Ju(t) ,

y(t) = Lz(t) .

Eine Trennung der Teilsysteme ist nur dann sinnvoll, wenn das vom Para-

meter unabhängige Teilsystem größer ist als das vom Parameter abhängige

System. Anderenfalls kann die in Kapitel 4 vorgestellte Methode der Para-

meter erhaltenden Reduktion angewendet werden. Für den automatisierbaren

Algorithmus wird zusätzlich zu den Systemmatrizen eine Allokationsmatrix Q

benötigt, welche im nächsten Abschnitt erläutert wird.

Ergebnis des Algorithmus sind zwei Differentialgleichungssysteme, eines für

den parametrischen und eines für den nicht parametrischen Teil sowie ein

Gleichungssatz, welcher die Ausgänge der beiden Teilsysteme wieder in Ein-

gangskräfte für beide Teilsysteme umwandelt. Somit werden alle notwendigen

Gleichungen, welche für die vorgestellte Schleifenberechnung in Abbildung 6.6

benötigt werden, erzeugt.
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Grober Ablauf des Algorithmus:

• Lokalisieren des Rotors durch die Einträge in der gyroskopische Matrix

(siehe 6.3.3),

• Trennen der Anteile von Rotor und Gehäuse in der Massenmatrix M

und der Gyroskopiematrix G (siehe 6.3.4),

• Trennen der globalen Ein- und Ausgänge J und L (siehe 6.3.5),

• Extrahieren der Rotor- und Gehäusesteifigkeit sowie der Koppelsteifig-

keiten zwischen den Teilsystemen (siehe 6.3.6),

• Extrahieren der Rotor- und Gehäusedämpfungen sowie der Koppeldämp-

fungen zwischen den Teilsystemen (siehe 6.3.7),

• Erzeugen neuer lokaler Ein- und Ausgänge in den Teilsystemen zur Si-

cherstellung der korrekten Kraftübertragung durch die Koppelsteifigkei-

ten (siehe 6.3.8),

• Erzeugen neuer lokaler Ein- und Ausgänge in den Teilsystemen zur Si-

cherstellung der korrekten Kraftübertragung durch die Koppeldämpfun-

gen (siehe 6.3.9),

• Erstellen der Teilsysteme (siehe 6.3.10).

6.3.2 Aufbau der Allokationsmatrix

Mit der zusätzlichen Information einer sogenannten Allokationsmatrix Q las-

sen sich aus dem Gesamtsystem, wie es in Gleichung 6.2 vorgestellt wurde, die

Teilsysteme von Rotor, Gehäuse und Lager automatisiert extrahieren. Die für

den Algorithmus zur Trennung der Teilsysteme notwendige Allokationsmatrix

Q ∈ N
n×3 enthält hierbei die Zuordnung der Gleichungsnummer bzw. des Zu-

stands (erste Spalte) zu einem Knoten im FE-Modell (zweite Spalte) und der

Richtung der angreifenden Kraft (dritte Spalte). Hierbei sind die Kraftrich-

tungen der translatorischen Kräfte in x-, y- und z-Richtung mit 1, 2 und 3

bezeichnet und 4 bis 6 stellen die rotatorischen Freiheitsgrade des Systems um

die Achsen dar. Solche Allokationmatrizen sind in allen FE-Programmen für

die korrekte Auswertung der Systemlösungen notwendig und somit auch prinzi-

piell in allen FE-Programmen (wie Ansys, Salome u. Ä.) vorhanden, auch wenn

es nicht immer auf triviale Weise möglich ist, an diese Systeminformationen

zu gelangen.
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Beispiel 6a: Allokationsmatrix

Zur Veranschaulichung soll hier ein Minimalbeispiel eines Rotors,

wie in Abbildung 6.7, bestehend aus zwei Knoten und nur einem

Wellenelement betrachtet werden.

1
2

x
y

z

Abb. 6.7: Minimalbeispiel eines Rotors.

In diesem Beispiel sein nur folgende Freiheitsgrade für beide Knoten

zulässig: Translation in z-Richtung (Freiheitsgrad 3) und Rotati-

on um die y-Achse (Freiheitsgrad 5) und die Rotation um die z-

Achse (Freiheitsgrad 6). Eine mögliche Allokationsmatrix Q6a, in

Abhängigkeit des Modellaufbaus, könnte also wie folgt aussehen

Q6a =




1 1 5

2 1 6

3 2 3

4 2 5

5 2 6

6 1 3




.

Für das Gleichungssystem dieses Rotors bedeutet das, dass z. B.

der dritte Zustand (Q6a(3, 1) = 3) die Verschiebung des zweiten

Knotens (Q6a(3, 2) = 2) in z-Richtung (Q6a(3, 3) = 3) beschreibt.

Sollen beispielsweise alle zu einem bestimmten Knoten gehörenden

Zustände (bzw. Gleichungsnummern) herausgefunden werden, so

muss lediglich in der zweiten Spalte der Allokationsmatrix nach

dieser Knotennummer gesucht werden. Die Menge, der Zustände

die zum Knoten 1 gehören, wäre somit {1, 2, 6}.

Für den im nächsten Abschnitt vorgestellten Algorithmus ist es notwendig,

dass die Allokationsmatrix nach der ersten Spalte sortiert ist, d. h. in Zeile
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i ist auch die Information zum Zustand i zu finden. Die automatisierte Ex-

traktion der Teilsysteme wäre auch ohne diese Einschränkung möglich, jedoch

würde es die Erläuterung des Algorithmus unnötig erschweren, da die Bildung

der auftretenden Mengen mit Suchabfragen innerhalb der Allokationsmatrix

verknüpft wären.

6.3.3 Lokalisieren des Rotors

Für eine kompaktere Schreibweise werden zunächst die Menge der Gleichungs-

nummern I und die Menge aller Knotennummern N definiert

I = {1, . . . , n}, (6.6)

N = {i ∈ N | ∃j ∈ I : Q(j, 2) = i} . (6.7)

Dabei muss die Menge der Knotennummern N nicht zusammenhängend sein,

da sich z. B. durch Knotenlöschungen während des Modellierungsprozesses des

FE-Modells Lücken in der Nummerierung ergeben können.

Um die zum Rotor gehörenden Gleichungen von denen des Gehäuses zu tren-

nen, wird die gyroskopische Matrix G genutzt, da nur der Rotor von der Gyro-

skopie beeinflusst wird. So können alle Gleichungen mit Koeffizienten ungleich

Null in G bereits dem Rotor zugeordnet werden. Die Bezeichnung S leitet sich

hierbei wieder aus dem Englischen „shaft“ ab. Es ergibt sich

SG := {i ∈ I | ∃j ∈ I : G(i, j) 6= 0}, (6.8)

wobei dies nur die Rotorgleichungen sind, die von der Gyroskopie betroffen

sind. Da jedoch auch die Verschiebung entlang der Rotorachse ein Zustand des

Systems sein kann und dieser nicht von der Gyroskopie betroffen ist, müssen

in einem zweiten Schritt alle Gleichungen, die zu Knoten aus SG gehören, noch

zu der Menge der Rotorgleichungen hinzugenommen werden. Somit ergibt sich

mit

S := {i ∈ I | ∃j ∈ SG : Q(i, 2) = Q(j, 2)} (6.9)

die Indexmenge aller Rotorgleichungen.
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Die Indexmenge H aller zum Gehäuse („housing“) gehörenden Gleichungen ist

trivialer Weise

H := I \ S. (6.10)

Damit sind die Gleichungen nach Rotor- und Gehäusezugehörigkeit getrennt,

nun können die Massen- und Gyroskopiematrix getrennt werden.

6.3.4 Trennen der Massenmatrix und der Gyroskopiematrix

Die Massenmatrix und die gyroskopische Matrix können in eine Rotormatrix

(·s) und in eine Gehäusematrix (·h)

Ms = M (S, S), (6.11)

Mh = M (H, H), (6.12)

Gs = G(S, S) (6.13)

unterteilt werden. Hierbei sind Ms, Gs ∈ R
ns×ns und Mh ∈ R

nh×nh , wobei

ns = |S|, nh = |H| und es gilt ns + nh = n. Für das Gehäuse entsteht auf

Grund des nicht vorhandenen gyroskopischen Effektes auch keine gyroskopi-

sche Matrix. Die einfache Trennung der Massenmatrix ist nur möglich, da die

übrigen Koeffizienten Null sind

M (S, H) = M (H, S)T = Z .

Die Voraussetzung, dass diese Koeffizienten Null sind, ist erfüllt, da es sich

innerhalb der Teilsysteme zwar um inertial gekoppelte Systeme handelt, die

Teilsysteme untereinander jedoch inertial entkoppelt sind.

6.3.5 Trennen der Ein- und Ausgänge

Mit den bisherigen Erkenntnissen können auch die Ein- und Ausgangsmatrizen

in den zum Rotor und Gehäuse gehörenden Teil getrennt werden. Für beide

Systeme werden die jeweiligen Zeilen des Gleichungssystems extrahiert. Um

dabei jedoch entstehende Nullspalten in diesen Matrizen zu vermeiden, werden

zunächst die Mengen
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Us := {i ∈ {1, ..., p} | J(S, i) 6= Z} , (6.14)

Uh := {i ∈ {1, ..., p} | J(H, i) 6= Z} (6.15)

mit p aus J ∈ R
n×p definiert, welche die Indizes der vom Nullvektor verschie-

denen Spalten im Rotor- bzw. Gehäusepart der Eingangsmatrix sind. Damit

ergeben sich die neuen Eingangsmatrizen und Eingangsvektoren

Js = J(S, Us), (6.16)

Jh = J(H, Uh), (6.17)

us = u(Us), (6.18)

uh = u(Uh) (6.19)

mit Js ∈ R
ns×ps , us ∈ R

ps und Jh ∈ R
nh×ph , uh ∈ R

ph wobei ps = |Us| und

ph = |Uh| und es gilt

ps + ph ≥ p . (6.20)

Ungleichung 6.20 ergibt sich aus der Tatsache, dass ein und derselbe Eingang

auf beide Teilsysteme wirken kann, wie z. B. die Gravitation. In Gleichung 6.3

wurde bereits der Aufbau des Eingangsvektors der Erdbeschleunigung erläu-

tert. Die Erdbeschleunigung ist also im Gesamtsystem ein einziger Eingang,

muss aber auf beide Teilsysteme verteilt werden, um weiterhin auf den Rotor

und das Gehäuse zu wirken.

Die Trennung der Ausgangsmatrizen ist vom Ansatz her der Trennung der

Eingangsmatrizen sehr ähnlich. Im Allgemeinen handelt es sich bei den Aus-

gängen um messbare Verformungen bestimmter Maschinenteile. Dies würde

bedeuten, dass sich die Ausgänge eindeutig voneinander trennen lassen und

die Summe der Ausgänge der Teilsysteme gleich der Anzahl der Ausgänge des

Gesamtsystems ist. Um jedoch auch den Fall eines allgemeinen, frei wählbaren

Ausgangs und die eindeutige Zuordnung der Teilausgänge zu den Originalaus-

gängen zu gewährleisten, wird zusätzlich zur Trennung der Ausgänge auch noch

eine Rücktransformation in den Vektor der Gesamtausgänge angegeben.

Zunächst ergibt sich analog zu der Eingangstrennung wie in den Gleichun-

gen 6.14 und 6.15
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Ys := {i ∈ {1, ..., q} | L(i, S) 6= Z} , (6.21)

Yh := {i ∈ {1, ..., q} | L(i, H) 6= Z} (6.22)

mit |Ys| = qs und |Yh| = qh. Damit ergeben sich die Ausgangsmatrizen

Ls := L(Ys, S), (6.23)

Lh := L(Yh, H), (6.24)

aus der Gesamtausgangsmatrix L ∈ R
q×n mit Ls ∈ R

qs×ns und Lh ∈ R
qh×nh .

Für den Fall, dass qs +qh > q ist und für die eindeutige Zuordnung der Teilsys-

temausgänge zu den ursprünglichen Systemausgängen können nun die Rück-

transformationsmatrizen

L∗
s := Iq(:, Ys), (6.25)

L∗
h := Iq(:, Yh) (6.26)

definiert werden, wobei Iq die q-dimensionale Einheitsmatrix ist und somit

L∗
s ∈ R

q×qs und L∗
h ∈ R

q×qh . Mit ihnen ergibt sich der ursprüngliche Gesamt-

ausgang des Systems zu

y = L∗
s Lszs︸ ︷︷ ︸

=ỹs

+L∗
h Lhzh︸ ︷︷ ︸

=ỹh

. (6.27)

Dazu ist noch zu bemerken, dass, falls eine der Mengen Us, Uh, Ys, Yh leer

sein sollte, bedeutet dies, dass das jeweilige Teilsystem keine Ein- oder Aus-

gänge durch das Gesamtsystem zugewiesen bekommt. Für die Berechnung der

Teilsysteme stellt dies jedoch kein Problem dar, da sie, wie im Folgenden be-

schrieben, durch die Trennung neue interne Ein- und Ausgänge zugewiesen

bekommen.

6.3.6 Extrahieren der Rotor-, Gehäuse- und

Koppelsteifigkeiten

Durch die in Kapitel 6.1.2 beschriebenen Feder-Dämpfer-Elemente kommt es in

der Dämpfungs- und in der Steifigkeitsmatrix zu Kreuzkopplungen zwischen

den Rotor- und den Gehäusezuständen. Daher können diese beiden Matri-

zen nicht so einfach, wie die Massenmatrix, in die Teilsystemmatrizen zerlegt
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werden. Im Folgenden wird zunächst nur die Steifigkeitsmatrix des Systems

betrachtet, da viele der Schritte für die Dämpfung analog laufen.

Wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit davon ausgegangen, dass der Zu-

standsvektor

zsort =


zs

zh




so sortiert ist, dass sich im oberen Teil die Zustände des Rotors befinden und

im unteren die des Gehäuses, dann kann der Aufbau der Steifigkeitsmatrix

vereinfacht wie folgt dargestellt werden:

Ksort =


Ks⊕o K̃o

K̂o Kh⊕o


 .

Hierbei enthalten Ks⊕o und Kh⊕o die Informationen über die Rotor- bzw. Ge-

häusesteifigkeiten, jedoch in beiden Fällen noch beeinflusst durch die Feder-

steifigkeiten zwischen Rotor und Gehäuse. Die Matrizen K̃o und K̂o enthalten

die negativen Federsteifigkeiten der Ölfilm-Ersatzfedern. Das Ziel des nächsten

Schritts ist nun, die Rotor- und Gehäusesteifigkeiten von den Federsteifigkeiten

der Verbindungsfedern zu isolieren.

Das Isolieren der Ölfilmsteifigkeiten ist durch die komplexe Struktur der Ölfe-

dern (siehe Kapitel 6.1.2) nicht trivial durchführbar. Zunächst wird eine Hilfs-

matrix K−o mit

K−o(i, j) :=





K(i, j) für {i, j} ⊆ S ∨ {i, j} ⊆ H
0 sonst

(6.28)

definiert, die genau die Elemente aus K beinhaltet, die ausschließlich vom

Rotor auf den Rotor wirken oder vom Gehäuse auf das Gehäuse. Die Matrix

K−o kann nach Abzug der Ölfilm-Ersatzfedersteifigkeiten in die reine Rotor-

und Gehäusesteifigkeit unterteilt werden.

Für den Fall des geordneten Zustandsvektors ergibt sich somit die sortierte

Steifigkeitsmatrix ohne Koppelterme

Ksort
−o =


Ks⊕o Z

Z Kh⊕o


 .
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Die Menge der Koppelterme, welche zwischen Rotor und Gehäuse wirken, kann

durch die Menge

CK := {(i, j) | i ∈ S, j ∈ H : K(i, j) 6= 0} (6.29)

dargestellt werden. Die Koeffizienten an diesen Positionen sind die negativen

Ölfilm-Federsteifigkeiten (siehe Kapitel 6.1.2) der Kopplungen. Da die Koppel-

steifigkeiten in der Rotor- bzw. Gehäusesteifigkeit als positive Federsteifigkeit

auftreten (siehe Kapitel 6.1.2), müssen die über CK identifizierten Koppel-

steifigkeiten an den entsprechenden Stellen in der Rotor- bzw. Gehäusematrix

hinzu addiert werden, um die reinen Steifigkeiten beider zu erhalten. Hier-

zu muss beachtet werden, welcher Rotorzustand auf welchen Gehäusezustand

wirkt und umgekehrt. Dabei ist entscheidend, um welche Freiheitsgrade es sich

bei den beeinflussten Knoten handelt. Dieser Zusammenhang soll zunächst an

einem kleinen Beispiel erläutert werden.

Beispiel 6b: Trennen von Rotor- und Gehäusesteifigkeit

Zur Veranschaulichung soll ein Minimalbeispiel bestehend aus zwei

Knoten mit jeweils zwei Freiheitsgraden genügen. Der Zustands-

vektor des Systems und die nicht symmetrische Steifigkeitsmatrix

sein gegeben durch

z =




x1

y1

y2

x2




, K =




kxx kxy −kxy −kxx

kyx kyy −kyy −kyx

−kyx −kyy kyy kyx

−kxx −kxy kxy kxx




.

Zur besseren Übersicht soll hier auf die Allokationsmatrix verzich-

tet werden, dafür enthalten die Variablennamen der einzelnen Zu-

stände alle nötigen Informationen. Die Indizes geben die Zugehörig-

keit zu den Knoten 1 und 2 an und x, y beschreiben den Freiheits-

grad. Die Federsteifigkeit der Feder zwischen Knoten 1 und 2 ist

aus der Steifigkeitsmatrix erkennbar, da in diesem sehr einfachen

Beispiel keine zusätzlichen Steifigkeiten wirken. Die Vertauschung

von x2 und y2 soll veranschaulichen, dass durch kleinste Störungen

in der Ordnung des Zustandsvektors eine Zuordnung der jeweiligen

Steifigkeiten nicht mehr trivial ist.
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Wenn Knoten 1 einen Rotorknoten und Knoten 2 einen Gehäu-

seknoten repräsentieren, ergeben sich die Indexmengen von Rotor

und Gehäuse in trivialer Weise zu

S = {1, 2}
H = {3, 4} .

Somit kann als nächstes die Menge der Koppelterme

CK = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4)}

nach Gleichung 6.29 erstellt werden. Untersucht wird nun, zu wel-

chen Rotorsteifigkeiten diese Kopplungen addiert werden müssen,

um den Einfluss der Feder herauszurechnen. Es ergibt sich für den

Rotorteil der Steifigkeitsmatrix folgendes Bild

Ks =


K(1, 1) + K(1, 4) K(1, 2) + K(1, 3)

K(2, 1) + K(2, 4) K(2, 2) + K(2, 3)


 .

Es ist bereits an dieser Stelle erkennbar, dass die Koppelterme im-

mer zu Elementen aus derselben Gleichung hinzu addiert werden,

da sich in den Zeilen nur Elemente aus derselben Zeile befinden.

Die Zuordnung der Spalten aus der Kopplung zu den Spalten der

Rotormatrix erschließt sich jedoch einfacher, wenn anstelle der Po-

sitionen innerhalb der Matrix (1, . . . , 4) die Zustände (x1, . . . , x2)

verwendet werden.

Wird beispielsweise für das Matrixelement K(1, 1) + K(1, 4) die

Positionen durch die Zustände ersetzt, kann dieses Matrixelement

auch als (x1, x1) + (x1, x2) geschreiben werden. Für den gesamten

Rotorteil der Steifigkeitsmatirx bedeutet dies

Ks =


(x1, x1) + (x1, x2) (x1, y1) + (x1, y2)

(y1, x1) + (y1, x2) (y1, y1) + (y1, y2)


 .

Es ist erkennbar, dass die Koppelterme jeweils den Spalten zugeord-

net wurden, deren Freiheitsgrad dem Freiheitsgrad der Spalte des

Koppelterms entspricht, d.h. der Freiheitsgrad des zweiten Indizes
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ist bei den zwei Summanden jeweils identisch. Für den allgemeinen

Fall, dass mehr als ein Rotorknoten existiert, muss zudem darauf

geachtet werden, dass der Koppelterm zu einer Rotorspalte addiert

wird, die zu demselben Knoten gehört wie die Zeile, in der sich der

Koppelterm befindet.

Formalisiert bedeuten die Erkenntnisse aus dem Beispiel für die Hilfssteifig-

keitsmatrix aus Gleichung 6.28, dass einigen Termen neue Größen zugewiesen

werden

∀(i, j) ∈ CK : (∃t ∈ S : Q(t, 2) = Q(i, 2) ∧ Q(t, 3) = Q(j, 3)

⇒ K−o(i, t) := K−o(i, t) + K(i, j))
(6.30)

∀(i, j) ∈ CK : (∃t ∈ H : Q(t, 2) = Q(j, 2) ∧ Q(t, 3) = Q(i, 3)

⇒ K−o(t, j) := K−o(t, j) + K(i, j)) .
(6.31)

Um die Rotorsteifigkeit von der Koppelfedersteifigkeit zu trennen, wird in Glei-

chung 6.30 ein Zustand t für die gleiche Rotorgleichung i gesucht, der zum sel-

ben Knoten (Q(i, 2)) gehört wie der Rotorknoten, auf den sich die Gleichung

i bezieht, jedoch denselben Freiheitsgrad (Q(j, 3)) hat wie der Zustand j, der

gerade auf die Rotorgleichung wirkt.

Beim Isolieren der Gehäusesteifigkeit in Gleichung 6.31 verhält es sich ein

wenig anders. Hier wird die Gehäusegleichung t gesucht, die auf denselben

Knoten (Q(j, 2)) wirkt, zudem auch der gerade gewählte Zustand j wirkt,

jedoch denselben Freiheitsgrad (Q(i, 3)) besitzt wie die Rotorgleichung i, auf

die das betrachtete Element K(i, j) wirkt.

Der Rotor- und der Gehäuseteil der Matrix K−o sind nun von den Federstei-

figkeiten bereinigt und die Matrix kann in eine reine Rotorsteifigkeit

Ks := K−o(S, S) (6.32)

und eine Gehäusesteifigkeit

Kh := K−o(H, H) (6.33)

aufgeteilt werden.

100



6.3 Ein neuer Algorithmus zur automatischen Trennung parametrischer und

nicht parametrischer Modellkomponenten

6.3.7 Extrahieren der Rotor-, Gehäuse- und

Koppeldämpfungen

Die Rotor- und Gehäusedämpfung können auf dieselbe Weise gewonnen wer-

den. Analog zu den Gleichungen 6.28 bis 6.31 ergeben sich

D−o(i, j) :=





D(i, j) für {i, j} ⊆ S ∨ {i, j} ⊆ H
0 sonst

, (6.34)

CD = {(i, j) | i ∈ S, j ∈ H : D(i, j) 6= 0 ∨ D(j, i) 6= 0} , (6.35)

∀(i, j) ∈ CD : (∃t ∈ S : Q(t, 2) = Q(i, 2) ∧ Q(t, 3) = Q(j, 3)

⇒ D−o(i, t) := D−o(i, t) + D(i, j))
(6.36)

∀(i, j) ∈ CD : (∃t ∈ H : Q(t, 2) = Q(j, 2) ∧ Q(t, 3) = Q(i, 3)

⇒ D−o(t, j) := D−o(t, j) + D(i, j)) .
(6.37)

Der Rotor- und der Gehäuseteil der Matrix D−o enthalten nun keine Koppel-

dämpfungen mehr und die Matrix kann in eine reine Rotordämpfung

Ds := D−o(S, S) (6.38)

und eine Gehäusedämpfung

Dh := D−o(H, H) (6.39)

aufgeteilt werden.

6.3.8 Erzeugen neuer lokaler Ein- und Ausgänge zur

Berechnung der Koppelsteifigkeit

Mit der Extraktion der Subsystemdämpfungen und -steifigkeiten sind die Sys-

teme jedoch noch nicht vollständig beschrieben. Die Effekte, welche durch die

Koppelsteifigkeit und -dämpfung zwischen Rotor und Gehäuse auftreten, sind

bisher nicht abgebildet. In diesem Abschnitt wird wieder zuerst die Steifigkeit
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betrachtet. Aufbauend auf der vereinfachten Darstellung einer Steifigkeitsma-

trix aus Kapitel 6.3.6, lässt sich für solch ein sortiertes System die Steifigkeit,

wie bereits erläutert, als

Ksort =


Ks⊕o K̃o

K̂o Kh⊕o




darstellen. Die Kraft F sort
s , die auf den Rotor wirkt, ergibt sich damit zu

F sort
s = Ks⊕ozs − K̃ozh (6.40)

= Kszs + K⊕ozs − K̃ozh︸ ︷︷ ︸
=F sort

s,o

, (6.41)

wobei K⊕o die Steifigkeiten repräsentiert, welche durch den Ölfilm direkt auf

die Rotorzustände wirken.

Da nach der Trennung der beiden Subsysteme die Zustände des Gehäuses in-

nerhalb des Rotorsystems jedoch nicht mehr zur Berechnung zur Verfügung

stehen, muss ein anderer Weg gefunden werden, wie die Kraft F sort
s,o berechnet

werden kann. Im Folgenden soll nun F sort
s,o als ein auf das Rotorsystem wirken-

der Eingang betrachtet werden. Die Zustände aus dem Rotor- und Gehäusesys-

tem, die für die Berechnung der Kraft notwendig sind, werden als Ausgänge der

beiden Subsysteme definiert und können somit für die Berechnung der über-

tragenen Kraft herangezogen werden. Die Kraft F sort
s,o kann also als Eingang

usort
s,o in Abhängigkeit der Ausgänge ysort

s , ysort
h formuliert werden

F sort
s,o = usort

s,o = K⊕oy
sort
s − K̃oy

sort
h . (6.42)

Die Extraktion der Ölfilmsteifigkeit und der für die Berechnung notwendigen

Ein- und Ausgänge der Subsysteme ist jedoch etwas aufwändiger und bedarf

einiger Zwischenschritte.

Dass die Extraktion bereits für kleine Systeme nicht trivial ist, soll ein einfa-

ches Beispiel zeigen, anhand dessen auch die folgenden Schritte immer wieder

nachvollzogen werden können.

Beispiel 6c:

Abbildung 6.8 zeigt den Aufbau dieses zwei-dimensionalen Bei-

spiels. Der Knoten 1 sei hierbei ein Knoten des Rotors und Knoten
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1

2

3

Feder 1

Feder 2

x

y

Abb. 6.8: Vereinfachtes zwei-dimensionales Beispiel zur Veranschaulichung der In-
teraktion zwischen dem Rotorknoten 1 und den Gehäuseknoten 2 und 3
über Ölfilm-Ersatzfedern.

2 und 3 sein Gehäuseknoten. Die Bewegungsfreiheit des Knoten 3

sei in y-Richtung gesperrt. Der Zustandsvektor ist somit

z6c =
(
x1 y1 y2 x2 x3

)T
.

Da lediglich die Extraktion der übertragenen Kräfte veranschau-

licht werden soll, wird in dem Beispiel auf zusätzliche Steifigkeiten

am Rotor oder den Gehäuseknoten verzichtet. Feder 1 sei wie die

Ölfilmfedern eine allgemeine Feder mit Steifigkeiten in x und y-

Richtung sowie Koppelsteifigkeiten, so dass die Federsteifigkeits-

matrix geschrieben werden kann als

KFeder 1 =


kxx kxy

kyx kyy


 .

Die Federsteifigkeit der einfachen Feder 2 sei gegeben durch k2. Mit

der durch den Zustandsvektor vorgegebenen Ordnung ergibt sich

für die Steifigkeitsmatrix dieses Systems

K6c =




kxx + k2 kxy −kxy −kxx −k2

kyx kyy −kyy −kyx

−kyx −kyy kyy kyx

−kxx −kxy kxy kxx

−k2 k2




.
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Wird nun noch einmal Gleichung 6.42 betrachtet, könnten bereits jetzt die Ma-

trizen K⊕o und K̃o extrahiert werden. Dies hätte jedoch den Nachteil, dass ei-

ne Veränderung einer einzelnen Feder zwischen zwei bestimmten Knoten nicht

einfach möglich wäre. Eine solche Änderung ist z. B. für die drehzahlabhängige

Anpassung des Ölfilms während einer Simulation notwendig. Bereits in dem

einfachen Beispiel 6c ist der Zugriff auf k2 in den Matrizen nicht mehr einfach

möglich. Vorteilhafter ist also eine Übertragungssteifigkeitsmatrix, in der die

einzelnen Federsteifigkeiten getrennt voneinander sind. In einer solchen Matrix

Ko sollten somit alle Steifigkeiten einer Zeile oder Spalte zu genau einer Feder

des Systems gehören. Mit einer solchen Matrix können die Eingänge sowohl

für den Rotor ũsort
s,o als auch für das Gehäuse ũsort

h,o berechnet werden

ũsort
s,o = Koỹs − Koỹh (6.43)

= −ũsort
h,o . (6.44)

Beispiel 6d:

Für das gewählte Beispiel würde eine solche Matrix bis auf Vertau-

schungen von Spalten und Zeilen gegeben sein durch

K6c
o =




kxx kxy

kyx kyy

k2


 .

Bei einer trivialen Konstruktion von Ko sowie den Ein- und Ausgänge der

Teilsysteme, kann es passieren, dass ein Zustand eines Knotens, auf den meh-

rere Federn wirken, dazu führt, dass dieser Zuastand mehrmals in den neu

gewonnenen Ein- und Ausgängen auftaucht. Dies ist gerade für die Reduktion

der Subsysteme später von Nachteil, da sich mit der Anzahl der Eingänge und

Ausgänge meist auch die Reduktionsgöße erhöht. Ziel ist es also, Abbildungs-

matrizen zu finden, so dass jeder Zustand in den Eingangs- bzw. Ausgangs-

vektoren der Subsystem exakt einmal auftritt. Wie solche Abbildungsmatrizen

und die Matrix Ko erzeugt werden, wird im Folgenden gezeigt.

Die Positionen aller auftretenden Koppelsteifigkeiten des Gesamtsystems in der

Steifigkeitsmatrix wurde bereits in Gleichung 6.29 festgehalten. Diese Koppel-

steifigkeiten müssen in eine Matrix Ko überführt werden, so dass in jeder Zeile
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und in jeder Spalte jeweils nur Koppelsteifigkeiten stehen, die zwischen genau

einem Rotorknoten und genau einem Gehäuseknoten wirken. Für die formale

Schreibweise des Algorithmus wird eine Matrix K∗
o definiert, welche die ma-

ximal mögliche Größe einer Koppelmatrix hat. Dies ist genau dann der Fall,

wenn Rotor und Gehäuse mit Federn verbunden sind, welche keine Kreuz-

kopplungen aufweisen. In der programmiertechnischen Umsetzung wird später

lediglich bei jedem Schritt geprüft, ob eine neue Zeile oder Spalte in der Ma-

trix benötigt wird und diese gegebenenfalls hinzugefügt. Auch die noch leeren

Abbildungsmatrizen für die Abbildungen der Eingänge und Ausgänge werden

hier dementsprechend bereitgestellt

K∗
o = Z ∈ R|CK|×|CK| (6.45)

Υ K
y = Z ∈ R|CK|×n (6.46)

Υ K
u = Z ∈ R|CK|×n . (6.47)

Die Matrix Υ K
y wird später die Ausgänge auf die zu berechnenden Kräften ab-

bilden und Υ K
u wird die entstandenen Kräfte auf die entsprechenden Eingänge

abbilden. Die so vordefinierten Matrizen werden nach und nach besetzt, indem

jedes Element aus CK (siehe Gleichung 6.29) ausgewertet wird.

Beispiel 6e:

Für das Beispiel ist die Menge aller Koppelterme

CK,6c = {(1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4)}.

Im Folgenden soll die Wirkung des Koppelelementes (1, 3) ausge-

wertet werden, dafür muss sowohl die erste als auch die dritte Zeile

und Spalte der Steifigkeitsmatrix betrachtet werden. Zur Erinne-

rung sei hier noch einmal der Zustandsvektor neben die Steifig-

keitsmatrix geschrieben

K6c =




kxx + k2 kxy −kxy −kxx −k2

kyx kyy −kyy −kyx

−kyx −kyy kyy kyx

−kxx −kxy kxy kxx

−k2 k2




, z6c =




x1

y1

y2

x2

x3




.
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An der Stelle (1, 3) befindet sich in der Steifigkeitsmatrix das Ele-

ment −kxy. Dies ist ein Kreuzkoppelelement der Federsteifigkeits-

matrix der Feder 1, d. h. eine Relativbewegung der Knoten 1 und 2

in y-Richtung erzeugt durch eine solche Kreuzkopplung eine Kraft

in x-Richtung sowohl auf den Knoten 1 als auch auf den Kno-

ten 2. In diesem Beispiel lässt sich dies an der Schreibweise der

Zustände erkennen, welche die Informationen beinhaltet, die sonst

die Allokationsmatrix liefert. Über den Zeilenindex lässt sich al-

so ermitteln, auf welchen Rotorknoten die Kopplung wirkt und in

welche Richtung die resultierenden Kräfte wirken. Durch den Spal-

tenindex lässt sich dann zusätzlich der Gehäuseknoten ermitteln,

auf den die Kopplung ebenfalls wirkt.

In der Matrix K∗6c
o wird kxy als erstes Element an der Stelle (1, 1)

festgehalten. In Abbildungsmatrix Υ K,6c
y enthält die erste Zeile die

Informationen darüber, welche Relativbewegung von welchen Frei-

heitsgraden betrachtet wird. Die Matrix Υ K,6c
u hingegen enthält

die Informationen über die Freiheitsgrade, auf welche die entste-

henden Kräfte wirken. Die Informationen werden mit einer 1 an

den entsprechenden Positionen gekennzeichnet. Es ergeben sich al-

so folgende erste Zeilen der Matrizen

Υ K,6c
y (1, :) =

(
0 1 1 0 0

)
,

Υ K,6c
u (1, :) =

(
1 0 0 1 0

)
.

Formalisiert ergibt sich der folgende Algorithmus für alle Elemente aus CK

∀(i, j) ∈ CK :

ir ∈ N | Q(ir, 2) = Q(i, 2) ∧ Q(ir, 3) = Q(j, 3) , (6.48)

r :=





1 für Υ K
y = Z,

g für Υ K
y (g, ir) = 1 ∧ Υ K

y (g, j) = 1,

l sonst, wobei Υ K
y (l, :) = Z

∧ Υ K
y (l − 1, :) 6= Z

(6.49)
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jt ∈ N | Q(jt, 2) = Q(j, 2) ∧ Q(jt, 3) = Q(i, 3) , (6.50)

t :=





1 für Υ K
u = Z,

g für Υ K
u (g, i) = 1 ∧ Υ K

u (g, jt) = 1,

l sonst, wobei Υ K
u (l, :) = Z

∧ Υ K
y (l − 1, :) 6= Z

(6.51)

Υ K
y (r, ir) :=1 (6.52)

Υ K
y (r, j) :=1 (6.53)

Υ K
u (t, i) :=1 (6.54)

Υ K
u (t, jt) :=1 (6.55)

K∗
o(t, r) := − K(i, j) . (6.56)

Wenn für alle Koppelsteifigkeiten die Schritte aus Gleichung 6.48 bis 6.56

durchgeführt wurden, können nun die entstandenen Matrizen auf ihre endgül-

tige Größe gebracht werden. Wie schon erwähnt, würden bei der Programmie-

rung des Algorithmus keine Nullzeilen entstehen, da eine Zuweisung während

der Laufzeit möglich ist. Für die formale Schreibweise muss nun jedoch zu-

nächst ermittelt werden, ab welcher Zeile keine Informationen mehr vorliegen.

Die interessierenden Zeilenzahlen ergeben sich zu

ku ∈ N mit Υ K
u (ku, :) 6= Z ∧ Υ K

u (ku + 1, :) = Z (6.57)

ky ∈ N mit Υ K
y (ky, :) 6= Z ∧ Υ K

y (ky + 1, :) = Z . (6.58)

Mit ku und ky kann zunächst die Steifigkeitsmatrix K∗
o in ihre endgültige

Form

Ko = K∗
o (1 : ku, 1 : ky) (6.59)

überführt werden. Um die Matrizen Υ K
y und Υ K

u in ihre endgültige Form zu

bringen, ist es erforderlich, alle Zustände, welche für die Übertragung der Kop-

pelkräfte wichtig sind, zu kennen. Es werden folglich zwei Mengen definiert,

welche alle Koppelzustände des Rotors SK
o bzw. alle Koppelzustände des Ge-

häuses HK
o enthalten

SK
o := {i ∈ S | ∃j ∈ H : K(i, j) 6= 0} (6.60)

HK
o := {i ∈ H | ∃j ∈ S : K(i, j) 6= 0} , (6.61)
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wobei S und H die Mengen sind, welche die Zustände des Rotors bzw. des

Gehäuses zusammenfassen (siehe Gleichung 6.9 und 6.10).

Für Systeme ohne Koppeldämpfung können mit dem Wissen über die so defi-

nierten Koppelzustände auch die Matrizen Υ K
y und Υ K

u von Nullzeilen berei-

nigt werden und gleichzeitig auf die für die Übertragung der Kräfte relevanten

Spalten reduziert werden

Υ K
y,s = Υ K

y (1 : ky, SK
o ) (6.62)

Υ K
y,h = Υ K

y (1 : ky, HK
o ) (6.63)

Υ K
u,s = Υ K

u (1 : ku, SK
o ) (6.64)

Υ K
u,h = Υ K

u (1 : ku, HK
o ) . (6.65)

Beispiel 6f:

Werden die in den Gleichungen 6.48 bis 6.65 vorgestellten Schritte

für das Beispiel durchgeführt, ergibt sich

Ko =




kxy kxx 0

0 0 k2

kyy kyx 0




Υ K
y,s =




0 1

1 0

1 0


 Υ K

y,h =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




Υ K
u,s =




1 0

1 0

0 1


 Υ K

u,h =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


 .

Werden nun noch die Eingänge und Ausgänge der Teilsysteme

us = ys =
(
x1 y1

)T

uh = yh =
(
y2 x2 x3

)T

betrachtet, so ist leicht zu erkennen, dass sich die Kräfte, die durch

Koppelsteifigkeiten auf den Rotorknoten übertragenen werden, aus

folgendem Zusammenhang ergeben
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us =




1 0

1 0

0 1




T 


kxy kxx 0

0 0 k2

kyy kyx 0





−




0 1

1 0

1 0





x1

y1


 +




1 0 0

0 1 0

0 0 1







y2

x2

x3







=
(
Υ K

u,s

)T
Ko

(
−Υ K

y,sys + Υ K
y,hyh

)
.

Für die auf Zustand x1 wirkende Kraft ergibt sich folglich

us(1) = kxy (−y1 + y2) + kxx (−x1 + x2) + k2 (−x1 + x2) ,

welche exakt dem Eingang aus dem Gesamtsystem entspricht (siehe

Beispiel 6c).

6.3.9 Erzeugen neuer lokaler Ein- und Ausgänge zur

Berechnung der Koppeldämpfungen

Zur korrekten Definition aller neuen Ein- und Ausgänge für die Teilsysteme

muss die Rolle der Koppeldämpfung noch gesondert untersucht werden. Hier-

bei ergeben sich für den Algorithmus und das Definieren der Eingänge einige

Besonderheiten, welche für die Allgemeingültigkeit des Algorithmus von Be-

deutung sind. Daher kann die Dämpfung nicht völlig analog zur Steifigkeit

betrachtet werden.

Analog zur Vorgehensweise für Koppelsteifigkeiten, wie sie in den Gleichun-

gen 6.45 bis 6.65 gezeigt wurde, können für die Koppeldämpfung die Größen

Υ D
y , Υ D

u , du, dy, Do, SD
o und HD

o ermittelt werden.

Die Abbildungsmatrizen für die Abbildung der Ausgänge

Υ D
y,s = Υ D

y (1 : dy, SD
o ) (6.66)

Υ D
y,h = Υ D

y (1 : dy, HD
o ) (6.67)

bleiben im Vergleich zum Vorgehen bei der Steifigkeit unverändert. Jedoch

ändert sich der Aufbau von Υ D
u,s/h. Auch der Aufbau von Υ K

u,s/h muss für den Fall

des gleichzeitigen Auftretens von Koppeldämpfungen und Koppelsteifigkeiten

noch einmal angepasst werden. Dazu werden zunächst die Mengen aller aus der

Steifigkeit und Dämpfung hervorgehenden Koppelzustände definiert
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So = SK
o ∪ SD

o (6.68)

Ho = HK
o ∪ HD

o . (6.69)

Damit können die Abbildungsmatrizen für die Eingänge so definiert werden,

dass jeweils alle relevanten Spalten enthalten sind, egal, ob sie zu Zustän-

den gehören, die nur für die Dämpfung oder nur für die Steifigkeit relevant

sind

Υ K
u,s = Υ K

u (1 : ku, So) (6.70)

Υ K
u,h = Υ K

u (1 : ku, Ho) (6.71)

Υ D
u,s = Υ D

u (1 : du, So) (6.72)

Υ D
u,h = Υ D

u (1 : du, Ho) . (6.73)

Diese Maßnahme ist notwendig, damit im weiteren Verlauf die Konsistenz der

Matrizendimensionen weiterhin gegeben ist. Die Abbildungsmatrizen ergeben

sich für die Eingänge und Ausgänge des Rotorteilsystems zu

Υu,s =


Υ K

u,s

Υ D
u,s


 (6.74)

Υy,s =


Zky×qs Υ K

y,s Z

Zdy×qs Z Υ D
y,s


 , (6.75)

für die Eingänge und Ausgänge des Gehäuseteilsystems und zu

Υu,h =


Υ K

u,h

Υ D
u,h


 (6.76)

Υy,h =


Zky×qh Υ K

y,h Z

Zdy×qh Z Υ D
y,h


 (6.77)

mit qs und qh aus Abschnitt 6.3.5.

6.3.10 Erstellen der Teilsysteme

Damit sind die Abbildungsmatrizen für die Ein- und Ausgänge der Teilsyste-

me vollständig definiert, es fehlen noch die passenden Ein- und Ausgänge der
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Teilsysteme. Gäbe es lediglich eine Kopplung der Teilsysteme über die Stei-

figkeitsmatrix, so könnten alle relevanten Ausgänge aus dem System zweiter

Ordnung gewonnen werden. Da es jedoch auch Kopplungen über die Dämp-

fungsmatrix gibt, müssen die Teilsysteme zunächst in Systeme erster Ordnung

überführt werden. Der Übergang in das System erster Ordnung ist notwendig,

da für die Berechnung der Übertragungskräfte durch die Koppeldämpfungen

die Geschwindigkeiten der Zustände benötigt werden. Diese können erst im

System erster Ordnung als Ausgänge definiert werden.

Der Übergang zum System erster Ordnung geschieht, wie auch schon für den

Rotor in Kapitel 4 beschrieben, für beide Teilsysteme auf ähnliche Art und

Weise. Hier wird dies noch einmal für das Gehäuse beispielhaft gezeigt. Es

ergibt sich das Gleichungssystem erster Ordnung


Inh

Z

Z Mh





żh

z̈h


 =


 Z Inh

−Kh −Dh





zh

żh


 +


Znh×ph

Jh


 uh

yh =
(
Ls Zqh×n

)

zh

żh


 ,

(6.78)

wobei sich die einzelnen Teilmatrizen aus den vorangegangenen Abschnitten

ergeben. Die Ein- und Ausgänge werden nun endgültig festgelegt. Für den

Rotor ist lediglich die gyroskopische Matrix zusätzlich zu betrachten, welche

mit der Drehzahl Ω multipliziert und zur Dämpfung hinzu addiert wird.

Für die Teilsysteme können zunächst die durch die Kopplung zusätzlichen Ein-

und Ausgänge definiert werden durch

Js,o = In(S, So) (6.79)

Jh,o = In(H, Ho) (6.80)

LK
s,o = In(SK

o , S) (6.81)

LK
h,o = In(HK

o , H) (6.82)

LD
s,o = In(SD

o , S) (6.83)

LD
h,o = In(HD

o , H) . (6.84)

Im System erster Ordnung ergeben sich dann auf einfache Weise die Eingangs-

matrizen Bs bzw. Bh, welche sowohl die Eingänge aus der Trennung (siehe

Abschnitt 6.3.5) als auch die zusätzlichen Eingänge aus den Kopplungen (sie-
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he Abschnitte 6.3.8 und 6.3.9) enthalten

Bs =


Zns×ps Zns×|So|

Js Js,o


 (6.85)

Bh =


Znh×ph Znh×|Ho|

Jh Jh,o


 . (6.86)

Bei der Erstellung der Ausgangsmatrizen muss jedoch nach Ausgängen diffe-

renziert werden, die für die Steifigkeit relevant sind, und Ausgängen, die für

die Dämpfung relevant sind, da es sich zum Einen um die Auslenkungen und

zum Anderen um die Geschwindigkeiten der Knoten handelt. Somit ergibt sich

dann für die Teilsystemausgänge aus Abschnitt 6.3.8 und 6.3.9 in Kombination

mit den Ausgängen aus Abschnitt 6.3.5

Cs =




Ls Z

LK
s,o Z

Z LD
s,o


 (6.87)

Ch =




Lh Z

LK
h,o Z

Z LD
h,o


 . (6.88)

Für das Teilsystem ergibt sich mit den durch die Kopplung entstandenen zu-

sätzlichen Ein- und Ausgängen schließlich folgendes System, in dem die Null-

matrizen und Einheitsmatrizen wieder dieselben Dimensionen aufweisen sollen

wie bereits in Gleichung 6.78


I Z

Z Mh




︸ ︷︷ ︸
Eh


żh

z̈h




︸ ︷︷ ︸
ẋh

=


 Z I

−Kh −Dh




︸ ︷︷ ︸
Ah


zh

żh




︸ ︷︷ ︸
xh

+


Z Z

Jh Jh,o




︸ ︷︷ ︸
Bh


 uh

uh,o




yh =




Lh Z

LK
h,o Z

Z LD
h,o




︸ ︷︷ ︸
Ch


zh

żh




︸ ︷︷ ︸
xh

.

(6.89)

Die neuen Eingänge lassen sich aus den Ausgängen ys, yh und den Abbil-

dungsmatrizen Υy,s, Υu,s, Υy,h und Υu,h sowie den Koppelsteifigeiten Ko und

Koppeldämpfungen Do schnell berechnen.
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Dazu sei noch einmal auf Gleichung 6.42 verwiesen. In der Gleichung ist gut

zu erkennen, dass für die Berechnung einer übertragenen Kraft immer Diffe-

renzen von Auslenkungen (bzw. Geschwindigkeiten) zweier Knoten benötigt

werden. Mit den Matrizen Υy,s und Υy,h aus den Gleichungen 6.75 und 6.77

werden also die Ausgänge der Teilsysteme so auf Vektoren abgebildet, dass

sich die jeweils zueinander gehörenden Knotenauslenkungen ergeben. Mit den

Abbildungsmatrizen Υu,s und Υu,s aus den Gleichungen 6.74 und 6.76 werden

die Übertragungskräfte, welche zu ein und derselben Knotenauslenkungen ge-

hören, aufeinander abgebildet, so dass das unnötige mehrfache Auftreten von

Eingängen vermieden wird.

Es ergeben sich mit den beschriebenen Abbildungen und den gewonnenen Kop-

peldämpfungen und Koppelsteifigkeiten folgende Kraftübertragungen

uh,o = (Υu,h)T


Ko Z

Z Do


 (Υy,sys − Υy,hyh) (6.90)

us,o = (Υu,s)
T


Ko Z

Z Do


 (−Υy,sys + Υy,hyh) . (6.91)

Gemeinsam mit den Teilsystemen (vgl. Gleichung 6.89)

Esẋs = Asxs + Bs


 us

us,o




ys = Csxs

(6.92)

Ehẋh = Ahxh + Bh


 uh

uh,o




yh = Chxh

(6.93)

ist die Trennung des Gesamtsystems vollständig beschrieben und die Dynamik

des Systems kann, wie in Abschnitt 6.2, berechnet werden.

6.3.11 Anwendbarkeit des Algorithmus auf andere Probleme

Mit diesem Algorithmus können nicht nur Rotor-Gehäuse-Systeme getrennt

werden. Rotor und Gehäuse weisen lediglich den Vorteil auf, dass die Struktu-
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ren durch die gyroskopische Matrix automatisiert trennbar sind. Liegt jedoch

beispielsweise eine Knotenliste mit einer eindeutigen Zuordnung der Knoten

zu zwei oder mehr verschiedenen Teilen einer Struktur vor, so kann mit Hilfe

des Algorithmus eine solche Struktur ebenfalls in Teilsysteme unterteilt wer-

den. Einzige Voraussetzung an das System ist, dass die Teilsysteme inertial

entkoppelt sind.

Diese Teilsysteme würden dann genauso über ein Übertragungssystem (hier

Öllager) miteinander verbunden sein. Der Vorteil liegt hier, wie bei den Rotor-

Gehäuse-Strukturen, in der Verknüpfung der Systeme über Ein- und Ausgänge,

so dass die Teilsysteme getrennt voneinander nach unterschiedlichen Zielset-

zungen reduziert werden können.

Vorstellbar ist auch eine Anwendung in der Optimierung einzelner Abschnitte

einer Struktur. So kann z. B. der zu optimierende Teil herausgelöst werden und

der Rest der Struktur in reduzierter Form betrachtet werden. Dies würde für

die Optimierungsrechnungen eine erhebliche Zeitersparnis bedeuten.

Da die Kopplung des Rotors und des Gehäuses über Ölfilm-Ersatzfedern mit

unsymmetrischen Koppelmatrizen eine sehr allgemeine Form der Kopplung

darstellt, können mit dem Algorithmus auch andere Kopplungen getrennt wer-

den.

Dies ist von Vorteil, da zu der Trennung des Rotors vom Gehäuse in den La-

gerstellen mit der Einbeziehung eines Statormodells noch magnetische Kräfte

zwischen Rotor und Stator in das Modell miteinfließen. Das bedeutet, dass der

Rotor auch an diesen Stellen vom Gehäuse getrennt werden muss.

Die magnetischen Zugkräfte werden im FE-Modell mit der Hilfe von Federn

mit negativen Steifigkeiten modelliert. Eine solche Verbindung über Federn ist

in Bild 6.9 schematisch dargestellt. Die Trennung des Rotors vom Gehäuse

funktioniert weiterhin, wie im Algorithmus beschrieben, es entstehen lediglich

deutlich mehr Ein- und Ausgänge für die Teilsysteme. Die Anzahl der neuen

Ein- und Ausgänge für den Stator ist dabei meist mehr als viermal so groß wie

die Zahl der zusätzlichen Ein- und Ausgänge für den Rotor. Dies ist leicht daran

zu erkennen, dass die Federn, die an einem Rotorknoten angreifen, sich auf

meist vier Gehäuseknoten verteilen, um die magnetischen Zugkräfte innerhalb

der Rotor-Stator-Interaktion gut zu modellieren.
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Rotor

Stator

magnetischer Zug
x

y

z

Abb. 6.9: Modellierung des magnetischen Zugs zwischen Rotor und Stator über
jeweils vier Federn pro Rotorknoten mit negativen Steifigkeiten.

Eine weitere Anwendung, die bereits bei Siemens erprobt wird, ist die Untertei-

lung eines Rotors in einen Ballenabschnitt und die beiden Wellenenden. Nach

der Trennung kann der Ballen modal transformiert und mit modaler Dämp-

fung versehen werden. Nach der Rücktransformation des Ballen kann dieser

wieder mit den Wellenenden verbunden werden. Wie die Zusammenführung

von reduzierten oder anders bearbeiteten Teilsystemen zu einem Gesamtsys-

tem geschieht, wird in Kapitel 6.5 erläutert.

6.4 Reduktion der nicht parameterabhägigen

Struktur

Nach der Zerlegung der Maschine in den drehzahlabhängigen Rotor und das

vom Parameter unabhängige Gehäuse, kann dieses mit den Methoden der

Modellordnungsreduktion, wie sie in Kapitel 3 vorgestellt wurden, reduziert

werden. Da selbst ein FE-Modell eines Grundrahmens, welcher die kleinste,

sinnvoll an den Rotor anzubindende Struktur darstellt, über 50 000 Freiheits-

grade im System zweiter Ordnung besitzt, ist die Reduktion mit der Methode

des balancierten Abschneidens (siehe Abschnitt 3.3.2) nicht mehr möglich. Für

diese Art von Systemen muss also auf die Krylov-Unterraumverfahren (siehe

Abschnitt 3.4) zurückgegriffen werden.

Im Folgenden wird das Gehäusesystem aus der Gl. 6.93 in Abschnitt 6.3.10
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Ehẋh = Ahxh + Bh


 uh

uh,o




yh = Chxh ,

(6.94)

reduziert, wobei Eh, Ah ∈ R
nh×nh , Bh ∈ R

nh×ph , Ch ∈ R
qh×nh , yh ∈ R

qh ,(
uT

h uT
h,o

)T ∈ R
ph und nh Zuständen und damit dem Zustandsvektor xh ∈

R
nh . Dieses System kann mit dem Krylov-Unterraumeverfahren reduziert wer-

den zu

Eh,rẋh,r = Ah,rxh,r + Bh,r


 uh

uh,o




yh,r = Ch,rxh,r ,

(6.95)

mit Eh,r, Ah,r ∈ R
rh×nh , Bh,r ∈ R

rh×ph , Ch,r ∈ R
qh×rh ,

(
uT

h uT
h,o

)T ∈ R
ph×1,

yh,r ∈ R
qh×1 und xh,r ∈ R

rh , wobei rh ≪ nh ist.

Bei der Reduktion solch großer MIMO-Systeme ergeben sich mehrere Her-

ausforderungen. Zum Einen stellt sich die Frage nach dem günstigsten Ent-

wicklungspunkt, um den das System reduziert werden sollte, oder, ob es sich

eventuell anbietet, mehrere Entwicklungspunkte zu wählen. Zum Anderen sind

die sich aus den Gehäusen ergebenen Systeme stets MIMO-Systeme. Dies re-

sultiert unter anderem daraus, dass sich allein durch die Trennung mindestens

vier Ein- und Ausgänge an den Lagerstellen der Maschine ergeben. Hinzukom-

men dann noch, je nach Modell, die Interaktion zwischen Rotor und Stator.

Abhängig von der jeweiligen Fragestellung können die Bewegungen mehrerer

Punkte des Gehäuses von Interesse sein. Punkte, die für die Simulation häufig

interessant sind, sind unter anderem die Bewegung der Lagerwände oder die

Bewegung des Bodenblechs, da es sich hier meist um dünne Bleche handelt,

die schon durch geringe Eigenfrequenzen zum Schwingen angeregt werden. Die

Kräfte, die über das Gehäuse auf das Fundament übertragen werden, sind dann

besonders wichtig, wenn es sich um nicht starre Fundamente handelt, wie es

beispielsweise auf Ölbohrplattformen der Fall ist.

Das Problem der vielen Ein-und Ausgänge lässt sich mit Hilfe der in Ab-

schnitt 3.3.3 vorgestellten ESVD-MOR Methode verringern. Dabei wird die

Größe der Ein- und Ausgangsräume verringert. Erste Versuche ergaben, dass
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sich die Ein- und Ausgangsräume gut reduzieren lassen, da es sich im All-

gemeinen bei diesen Vektoren um Einheitsvektoren handelt (siehe Kapitel 2

und 6.1). Die einzige Ausnahme bildet der Vektor der Erdbeschleunigung, die-

ser sollte vor der ESVD Reduktion entfernt und nach der Reduktion wieder

hinzugefügt werden.

Zur Wahl des Entwicklungspunktes ist zu sagen, dass sich die Reduktion um

Null in den bisherigen Beispielen nicht negativ ausgewirkt hat. Es ist jedoch

vorstellbar, dass stark vom Rotor beeinflusste Grundrahmen nicht nur um Null

reduziert werden sollten. Ein Ansatz für die Wahl des Entwicklungspunktes

besteht darin, z. B. mit Hilfe des in Kapitel 3.4.2 beschriebenen RK-ICOP

Algorithmus, den günstigsten Entwicklungspunkt für den Rotor zu suchen und

diesen als zusätzlichen Entwicklungspunkt bei der Reduktion des Gehäuses mit

zu berücksichtigen.

6.5 Rückkoppeln der reduzierten Teilsysteme

Nach der Trennung der Teilsysteme und der Reduktion des Gehäuses und even-

tuell auch des Rotors kann das System nun simuliert werden. Hierfür kann das

System in einer Schleife berechnet werden, wie es bereits in der Grundidee des

Algorithmus (siehe Abschnitt 6.2) angedacht war, jedoch haben Schleifenbe-

rechungen verschiedene Nachteile. Zum Einen können die Teilsysteme immer

nur auf die berechneten Ergebnisse des vorherigen Zeitschrittes des anderen

Teilsystems zurückgreifen. Zum Anderen kann es bei stationären Berechnun-

gen in einer Schleife dazu kommen, dass sich der stationäre Zustand erst später

einschwingt als bei einer Berechnung ohne eine Schleife. Zudem sind Schleifen-

berechnungen in vielen Programmiersprachen verhältnismäßig langsam. Daher

ist es erstrebenswert, die Berechnung in der Schleife zu umgehen und wieder

zu einem gemeinsamen System zurückzukehren.

Für die Rückkehr zu einem gemeinsamen System ist es irrelevant, ob dies mit

den original Teilsystemen oder den reduzierten Teilsystemen vollzogen wird.

Daher soll für eine bessere Übersichtlichkeit der Übergang mit den Original-

systemen gezeigt werden, um die benötigten Indizes so gering wie möglich zu

halten.
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Es wird von dem Teilsystem des Rotors aus Gleichung 6.92 auf Seite 113

Esẋs = Asxs +
(
B̃s Bs,o

)

 us

us,o




ys = Csxs

und dem Teilsystem des Gehäuses aus Gleichung 6.93

Ehẋh = Ahxh +
(
B̃h Bh,o

)

 uh

uh,o




yh = Chxh

ausgegangen, wobei die Eingangsmatrix aufgespalten wird in B̃s/h, welche die

Eingangsvektoren zu den globalen Eingängen us/h enthält und Bs/h,o, welche

zu den lokalen Eingängen us/h,o gehört. Zudem können die Ausgänge der Teil-

systeme yh und ys in die Übertragungsgleichungen 6.91 und 6.90 eingesetzt

werden, daraus ergeben sich

us,o = Υ T
u,sAo (−Υy,sCsxs + Υy,hChxh) (6.96)

uh,o = Υ T
u,hAo (Υy,sCsxs − Υy,hChxh) (6.97)

mit Ao =


Ko Z

Z Do


 . (6.98)

Diese Übertragungsgleichungen können wiederum in die Eingänge der Rotor-

bzw. Gehäuse-Teilsysteme eingesetzt werden. Daraus ergeben sich zunächst

Esẋs =
(
As − Bs,oΥ

T
u,sAoΥy,sCs

)
xs + Bs,oΥ

T
u,sAoΥy,hChxh + B̃sus (6.99)

Ehẋh =
(
Ah − Bh,oΥ

T
u,hAoΥy,hCh

)
xh + Bh,oΥ

T
u,hAoΥy,sCsxs + B̃huh

(6.100)

für die Teilsysteme. Beide Gleichungen können in eine gemeinsame Gleichung

in Matrixschreibweise überführt werden zu


Es Z

Z Eh





ẋs

ẋh


 =


As − Bs,oΥ T

u,sAoΥy,sCs Bs,oΥ T
u,sAoΥy,hCh

Bh,oΥ
T
u,hAoΥy,sCs Ah − Bh,oΥ

T
u,hAoΥy,hCh





xs

xh




+


B̃s Z

Z B̃h





us

uh


 . (6.101)
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Die ursprüngliche Gleichung der Ausgänge ergibt sich mit den Rücktransfor-

mationsmatrizen L∗
s und L∗

h aus der Gleichung 6.27 auf Seite 96 zu

y =
(
L∗

sCs (1 . . . qs, :) L∗
hCh (1 . . . qh, :)

)

xs

xh


 , (6.102)

wobei qs und qh die aus Abschnitt 6.3.5 bekannten Größen der globalen Aus-

gänge der Teilsysteme des Rotors bzw. des Gehäuses sind.

Damit sind die Teilsysteme wieder in ein gemeinsames System 6.101 und 6.102

überführt. Hierbei ist der Unterschied zum Originalsystem vor der Trennung

für die Simulation lediglich der umsortierte Eingangsvektor. Es ist im System

zu einer Zustandstransformation gekommen, welche jedoch keinen Einfluss auf

die Simulation hat. Der Ausgangsvektor ist in beiden Fällen identisch.

Wird der unreduzierte Fall betrachtet, so ist es möglich, durch das Umsortie-

ren von Zeilen und Spalten im wiederzusammengeführten System, wieder exakt

auf die Darstellung des Originalsystems zu kommen. Das bedeutet, dass durch

die Trennung der Systeme und die anschließende Zusammenführung keinerlei

Informationsverlust auftritt, sondern es lediglich zu einer Vertauschung von Zu-

ständen kommt, was keinen Einfluss auf die Dynamik des Systems hat.

Für den Fall, dass eines oder beide Teilsysteme reduziert wurden, kommt es

natürlich zu einer Ungenauigkeit durch die Reduktion. Auch wenn nur das

Gehäuse reduziert werden sollte, kommt es auch für die Zustände des Rotors

zu einem Reduktionsfehler, da die Ausgänge des Gehäuses ungenau sein können

und auf den Rotor zurückwirken, was zu Ungenauigkeiten bei den Eingängen

des Rotors führt, welche sich zu dessen Ausgängen fortpflanzen.

Die Vorteile der Trennung der Teilsysteme und der anschließenden Wiederzu-

sammenführung nach der Reduktion liegen klar auf der Hand.

Zunächst ist durch die Trennung eine vom Parameter unabhängige Reduktion

eines großen Teils des Gesamtsystems bei gleichzeitigem Erhalten des parame-

terabhängigen Systems möglich. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die

Teilstruktur des Rotors, nach der Trennung mit der in Kapitel 4 vorgestellten

Methode, reduziert werden kann, wobei hier der Parameter des Systems er-

halten bleibt. Auch unter diesen Umständen ist eine Wiederzusammenführung

der beiden reduzierten Teilsysteme problemlos möglich.
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Ein großer Vorteil für die Berechnung des Gesamtsystems besteht darin, dass

die numerischen Nachteile einer Schleifenberechnung umgangen werden. Zu-

dem kann durch die Trennung der Systeme die Parameterabhängigkeit des Ro-

tors von der Rotationsgeschwindigkeit erhalten bleiben. Bereits vor der Tren-

nung der Systeme hätte die Systemmatrix bei einer transienten Berechnung

für jeden Zeitschritt neu aufgebaut werden müssen, um die veränderte Dreh-

zahl mit zu erfassen. Dies muss natürlich auch im wieder zusammengeführten

System geschehen, jedoch muss das System nur einmal reduziert werden. Auch

müssen zwischen zwei Zeitschritten keine Interpolationen oder Schaltvorgänge

berechnet werden. Das bedeutet, dass sich der Aufwand zwischen zwei Zeit-

schritten nach der Reduktion verringert, da sowohl beim Originalsystem als

auch beim reduzierten System die Matrizen mit dem neuen Parameter auf-

gebaut werden müssen, es sich im reduzierten System jedoch um wesentlich

weniger Gleichungen handelt.

Ein weiterer bisher noch nicht erwähnter Faktor, welcher jedoch in der Praxis

von großer Bedeutung ist, ist der Zugang zu den Lagerdaten. Durch die Tren-

nung ist es möglich, auf die Lagersteifigkeiten und -dämpfungen zugreifen zu

können und diese genauso, wie die Systemmatrix des Rotors, an die aktuelle

Rotationsgeschwindigkeit des Rotors anzupassen. Bisher wurde stillschweigend

angenommen, dass diese Parameter im vorliegenden System konstant sind.

In der Realität sind Öllager jedoch hochgradig nichtlinear und nur schwer

abzubilden. Daher werden im Siemens Dynamowerk meist mehrere Ölfilm-

Erstatzgrößen zu verschiedenen Drehzahlen im gesamten Drehzahlbereich er-

rechnet. Später, in der transienten Rechnung, wird zwischen ihnen interpoliert

oder sie werden mit Hilfe von hochgradigen Polynomen angepasst. Diese so

errechneten Ölfilm-Ersatzgrößen können in das in Gleichung 6.101 vorgestellte

System ebenso einfach für jeden Berechnungsschritt angepasst werden.

Somit ist die automatische Trennung, Reduktion und die anschließende Zusam-

menführung einer Maschine mit einem Rotor, Lagern und Gehäuse vollständig

beschrieben, wobei der Trennungsalgorithmus so allgemein wie möglich gehal-

ten wurde und somit auch für viele andere Problemstellungen herangezogen

werden kann (siehe Abschnitt 6.3.11). Zudem lässt sich durch den vorgestell-

ten Algorithmus auch eine parametrische Kopplung zwischen den Teilsystemen

sehr effizient realisieren.
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7 Anwendung des Mo(SeS-MOR)

Verfahrens auf ein großes

System unter rotordynamischem

Einfluss

In diesem Kapitel wird anhand eines Beispiels, die Funktionsweise des neuen

Mo(SeS-MOR) Algorithmus aus Kapitel 6.3 vorgestellt und dessen effizien-

te Anwendung für die Reduktion großer Strukturen unter rotordynamischem

Einfluss demonstriert.

x

y
z

UnwuchtmassenRotor

Lager A

Lager B

vereinfachter Grundrahmen

Ausgänge

Abb. 7.1: FE-Modell eines Synchronrotors mit vereinfachtem Grundrahmen. Der
Grundrahmen ist über sehr steife Federelemente (Mangenta) mit dem
Untergrund verbunden und über Federn, die eine ähnliche Steifigkeit
und Dämpfung wie die originalen Öllager aufweisen (Orange), mit dem
Rotor verbunden. Das Blechpaket des Rotors ist in Grün und die Erre-
germaschine auf der Welle in Dunkelblau gekennzeichnet.
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7.1 Modellaufbau der Beispielmaschine

Als Beispiel wurde hier ein Synchronmotor (siehe Abbildung 7.1) mit zwei

Lagern und einen innen liegender Erregermaschine gewählt. Die Nenndreh-

zahl dieses Rotors liegt bei 1500 min−1. Solche Rotoren werden unter Anderem

für Antriebe von großen Lüfteranlagen verwendet. Aufgrund der sehr vielen

Freiheitsgrade des Grundrahmens, wurde für dieses Beispiel eine vereinfach-

te Struktur als Grundrahmen gewählt. Dies war notwendig, da das System

für verschiedene Testzwecke der Reduktion genutzt werden soll. Dazu müssen

auch Vergleichsrechnungen mit dem Originalsystem durchführbar sein. Jedoch

hat eine Abschätzung der Berechnungszeit für eine 10 s Echtzeitsimulation mit

dem Originalgrundrahmen ergeben, dass diese mehr als zwei Jahre auf der

verfügbaren Hardware in Anspruch nehmen würde.

Das Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung dieses Modells besitzt 3774

Freiheitsgrade. Es wurden 4 Eingänge definiert, diese befinden sich an den

Kraftangriffspunkten der Unwuchtmassen am Blechpaket und der Erregerma-

schine, jeweils in y- und z-Richtung (siehe Abb. 7.1). Für dieses Beispiel wur-

den zudem 7 Ausgänge gewählt. Beobachtet wird die Bewegung des Lagers

A in y- und z-Richtung, die Auslenkung des mittleren Blechpaketknotens in

z-Richtung, die Bewegung eines Gehäuseknotens an der Seitenfläche in x- und

y-Richtung sowie die Bewegung eines Gehäuseknotens an der Stirnseite des

Lagers B in x- und y-Richtung (siehe Abb. 7.1).

An diesem Beispiel kann gut demonstriert werden, dass die Berücksichtigung

des Grundrahmens bei einer Rotoranalyse von Bedeutung ist, da die Dyna-

mik des Grundrahmens einen deutlichen Einfluss auf den Rotor hat. Hierzu

wird die Amplitude der Übertragungsfunktion des frei-freien Rotors, mit dem

des Rotors einschließlich des Grundrahmens verglichen. In Abbildung 7.2 ist

der Amplitudenverlauf der Übertragungsfunktion von der Unwuchtanregung

am Blechpaket in z-Richtung auf die Auslenkung des selben Knotens in z-

Richtung in Rot dargestellt. Zum Vergleich ist in Grün, der Amplitudengang

der gleiche Übertragungsfunktion mit angeschlossenem Grundrahmen gezeigt.

Dieser deutliche Unterschied zeigt, welchen starken Einfluss ein Grundrahmen

auf die Dynamik des Rotors haben kann.

Zusätzlich zum Übertragungsverhalten veranschaulicht Abbildung 7.3 einige

Eigenformen des dynamischen Systems. Hierfür wurde eine stark überhöhte
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Abb. 7.2: Vergleich der Dynamik des Gesamtsystems (Grün) mit der Dynamik
des frei-freien Rotors (Rot). Amplitudenverlauf der Übertragungsfunk-
tion vom mittleren Blechpaketknoten zum selben Knoten jeweils in z-
Richtung bei einer Drehzahl von 1500 min−1.

Darstellung der Amplituden gewählt, da sich die Auslenkungen im Mikrome-

terbereich bewegen.

2. Mode 4. Mode

7. Mode 8. Mode

Abb. 7.3: Ausgewählte Eigenformen des Synchronrotors mit vereinfachtem Grund-
rahmen (450 000-fach überhöhte Darstellung).
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7.2 Trennen der parameterabhängigen und

parameterunabhängigen Teilstrukturen

Um nun den drehzahlabhängigen Rotor von der parameterunabhängigen Struk-

tur des Grundrahmens zu trennen, wurde der erste Teil des Mo(SeS-MOR) Al-

gorithmus (siehe 6.3) angewendet. Die Trennung der Systeme hat dabei 2,63 s

in Anspruch genommen. Das Ergebnis der Trennung sind zwei Differentialglei-

chungssysteme zweiter Ordnung für den Rotor und das Gehäuse mit 246 bzw.

3528 Freiheitsgraden.

Durch die Trennung der Systeme haben sich für beide Teilsysteme jeweils

4 neue Eingänge und 8 neue Ausgänge an den Lagerstellen ergeben. Dabei

sind die Eingänge jeweils die Kraftangriffspunkte in y- und z-Richtung an den

Lagerstellen. Die Ausgänge ergeben sich aus den Verschiebungen in y- und

z-Richtung an den Lagerstellen und aus den Geschwindigkeiten der Knoten-

bewegungen in y- und z-Richtung an den Lagerstellen. Zusätzlich ist bei der

Trennung mit Mo(SeS-MOR) ein Gleichungssystem mit 8 Gleichungen erstellt

worden, welches aus den Verschiebungen und Geschwindigkeiten der Lager-

knotenbewegungen von Grundrahmen und Rotor die entstehenden Kräfte be-

rechnet, die auf den Grundrahmen bzw. den Rotor wirken.

Das zu reduzierende System erster Ordnung des Grundrahmens besteht aus

7056 Gleichungen mit 4 Eingängen und insgesamt 12 Ausgängen (4 globale und

8 neue lokale Ausgänge). Zur Reduktion wurde der Block-Arnoldi-Algorithmus

(siehe Abschnitt 3.4.2) herangezogen. Dabei wurden für jeden Eingang 12 Mo-

mente und für jeden Ausgang 7 Momente zur Übereinstimung gebracht, wo-

durch sich ein reduziertes System des Grundrahmens mit 84 Zuständen ergibt.

Für die Reduktion des Grundrahmens wurden 5,55 s benötigt.

Dass das Systemverhalten des Grundrahmens mit dieser Approximation sehr

gut wiedergegeben wird, zeigt Abbildung 7.4. Zu sehen ist die Übertragungs-

funktion von einer auf den Lagerknoten wirkenden Kraft in y-Richtung (La-

ger A) auf die Auslenkung des Knotens an der Seitenwand des Grundrahmens

in y-Richtung. Davon ausgehend, dass die durch die Unwuchten hervorgeru-

fenen Schwingungen innerhalb des doppelten Drefrequenzbereichs liegen (von

0 Hz bis 50 Hz), ist das System in diesem relevanten Frequenzbereich sehr gut
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Abb. 7.4: Vergleich des originalen und reduzierten Systemverhaltens des Grund-
rahmens ohne Rotor anhand der Übertragungsfunktion von einem La-
gerknoten des Lagers A zum Knoten auf der Seitenfläche jeweils in y-
Richtung.

approximiert. Hier liegt der relative Fehler im Amplitudengang unter 10−5. Zu-

dem bleibt der Fehler bis weit über 100 Hz Anregungsfrequenz unter 1 %. Der

Phasenverlauf wird im relevanten Frequenzbereich ebenfalls sehr gut getroffen.

Auch die Auswertung der anderen Übertragungsfunktionen haben ähnliche Er-

gebnisse aufgewiesen.

7.3 Erstellen des reduzierten Gesamtsystems

Das reduzierte Gesamtsystem wird für die Berechnung aus dem nicht redu-

zierten Rotor, den Lagergleichungen und dem reduzierten Grundrahmen zu-

sammengesetzt. Die Wiederzusammenführung nach dem Mo(SeS)-MOR Al-

gorithmus dauert dabei lediglich 0,04 s. Eine Veränderung beispielsweise der

Lagerparameter ist somit zeitlich problemlos möglich.

Nach der Wiederzusammenführung kann nun das ursprüngliche Gesamtsys-
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tem mit dem reduzierten Gesamtsystem verglichen werden. Für den Vergleich

wurden zwei Übertragungsfunktionen ausgewählt.
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Abb. 7.5: Vergleich der Amplituden der Übertragungsfunktionen bei Drehzahl
1500 min−1. Der Eingang ist jeweils der Kraftangriffspunkt der Unwucht
am Blechpaket in y-Richtung. Die Amplitude des Rotors wird am selben
Knoten erfasst, die des Gehäuse am Ausgang an der Seitenwand.

Zum Einen ist in Abbildung 7.5 der Amplitudenverlauf der Übertragungsfunk-

tion von einer Unwuchtkraft auf einen Rotorknoten gezeigt. Zum Anderen wur-

de der Amplitudenverlauf von dieser Unwuchtkraft auf einen Gehäuseknoten

verglichen. Beide Verläufe approximieren das Originalsystem bis 100 Hz sehr

gut. Der Phasenverlauf, welcher nicht mitabgebildet ist, ist von der Approxima-

tionsgüte vergleichbar mit dem Phasenverlauf aus Abbildung 7.4. Die Dynamik

des Gesamtsystems kann folglich sehr gut durch das reduzierte System abgebil-

det werden, so dass das reduzierte System für Analysen der gesamten Struktur

herangezogen werden kann. Die Zeitersparnis beim Berechnen einer solchen

Übertragungsfunktion lag dabei bei durchschnittlich 98,5 %. Alle Zeiten für

die Trennung, Reduktion, Wiederzusammenführung und Berechnung sind noch

einmal in Tabelle 7.1 am Ende dieses Kapitels zusammengefasst.
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7.3 Erstellen des reduzierten Gesamtsystems

Es wurde bereits erwähnt, dass ein Vorteil der Mo(SeS-MOR) Methode darin

besteht, dass die Lagerparameter unkompliziert und effizient variiert werden

können. Das Austauschen der alten gegen die neuen Parameter erfordert im

getrennten System lediglich ein Eingreifen in das Gleichungssystem, das die

Ausgänge der Teilsysteme in Kräfte überführt. In diesem Fall muss also die

8×8 Matrix Ao (siehe Gl. 6.98) ersetzt werden. Im Anschluss muss das Ge-

samtsystem neu zusammengeführt werden. Wichtig ist dabei, dass jedoch keine

erneute Reduktion des Grundrahmens notwendig ist.

Um die Lagerparameter im nicht getrennten Originalsystem auszutauschen,

bedarf es mehr Aufwand. Hier müssen zunächst die Lager identifiziert und

dann die entsprechenden Parameter an den Grundrahmen- und Rotorknoten

ersetzt werden.
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Abb. 7.6: Amplitudenverlauf der Übertragungsfunktion für die veränderten Lager
mit einem Zehntel der Originallagersteifigkeit. Betrachtet werden diesel-
ben Übertragungsfunktionen wie in Abbildung 7.5.

In Abbildung 7.6 ist zu erkennen, dass eine Änderung der Steifigkeiten in den

Lagern einen deutlichen Einfluss auf die Übertragungsfunktion hat. Im hier
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gezeigten Fall wurden die Steifigkeiten der Federn auf ein Zehntel verringert.

Dies ist in der Praxis durch die Verwendung verschiedener Lagertypen eben-

falls möglich. Ein solcher Austausch erfolgt z. B. nach ungünstigen Ergebnissen

von Rotoranalysen während der Konstruktionsphase. Andererseits kommt es

bei Gleitlagern auch durch die Änderung der Drehzahl zu Änderungen der

Lagersteifigkeiten [38].

Auch im Fall des veränderten Lagers wird die Übertragungsfunktion, mit dem-

selben reduzierten System des Grundrahmens, wieder sehr gut für einen großen

Frequenzbereich approximiert. Die Übereinstimmung des Phasenverlaufs war

dabei wieder mit der Phasen aus Abbildung 7.4 vergleichbar. Das zeigt, dass

durch die Anwendung des Mo(SeS-MOR) Algorithmus auch eine effiziente Va-

riation von Lagerparametern möglich ist.

Der Vergleich einer Simulation eines Hochlaufs war bei diesem Beispiel derzeit

nicht möglich, da die Reduktion mittels der Block-Krylovmethode zu instabi-

len reduzierten Systemen führte. Für eine transiente Simulation im Zeitbereich

ist die Stabilität des Systems jedoch eine Voraussetzung. Dass die Reduktion

mittels der Krylov-Unterraummethode zu Instabilitäten führen kann, ist be-

reits in [44] erwähnt worden und hinlänglich bekannt. Die Forschung auf dem

Gebiet der Restabilisierung bietet bereits erste Lösungsansätze [95–97]. Diese

Verfahren sind jedoch nicht auf alle Problemklassen anwendbar. Meist wird für

die Restabilisierung eine SVD herangezogen, so dass diese Methoden, aufgrund

der hier vorliegenden Systemgrößen, nicht angewendet werden können.

System mit
Originalsystem Mo(SeS-MOR)

Trennen der Teilsysteme − 2,26 s
Reduktion des Grundrahmens − 5,55 s
Wiederzusammenführung − 0,004 s
Berechnung eines Bode-Diagramms 748,3 s 11,7 s

Summe der Zeiten 748,3 s 19,9 s
Relative Zeit 100,0 % 2,7 %

Tab. 7.1: Vergleich der Berechnungszeiten für das gesamte System
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die Notwendigkeit Systeme unter rotordynamischem Einfluss zu reduzieren,

wurde bereits in der Übersichtsarbeit von Wagner et al. [9] ausführlich dar-

gestellt und in Kapitel 1 noch einmal umrissen. Wobei sich zwei wesentliche

Fragen ergeben haben, die in dieser Arbeit beantwortet wurden.

Die Frage nach der Anwendbarkeit existierender Modellordnungsreduktions-

verfahren für die Reduktion rotordynamischer Systeme wurde in Kapitel 4.2

beantwortet. In dem neuen parametererhaltenden Algorithmus ΩP-MOR wer-

den bestehende Reduktionsmethoden genutzt und erweitert, so dass der ge-

samte Drehzahlbereich des Rotors mit nur einem reduzierten System erfasst

werden kann. Dies wird dadurch erreicht, dass für die Extrema des Parameter-

bereiches Projektionsmatrizen berechnet werden und diese dann zu einem ge-

meinsamen Projektionsraum zusammengeführt werden können. Zudem konnte

mathematisch bewiesen werden, dass dieses Vorgehen die Approximation des

Originalsystems im gesamten Parameterberich zwischen den Extrema sicher-

stellt.

Mit den durch den ΩP-MOR Algorithmus reduzierten Systemen ist es nun

möglich, auch transiente Rotoranalysen mit nur einem reduzierten System ef-

fektiv durchzuführen. Der zeitliche Aufwand für die Reduktion ist hierbei nur

doppelt so groß wie für eine Reduktion zu nur einer festen Drehzahl. Damit

eignet sich die Reduktion nach ΩP-MOR für alle Systeme, die für mehrere

Drehzahlen analysiert oder transient simuliert werden sollen.

Für die Reduktion der Beispiele aus Kapitel 5 wurde der gesamte Algorith-

mus bereits in MATLAB umgesetzt. Die Zeitersparnis, die sich aufgrund der

Reduktion für die Berechnung von Übertragungsfunktionen ergeben hat, lag

dabei über 95,5 %. Bei der transienten Simulation des realen Rotors konnte,

bei einem Fehler der Auslenkung von unter 1 % (in weiten Teilen auch deutlich

darunter), sogar mehr als 99,9 % der Rechenzeit eingespart werden.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die zweite Frage, nach effektiven Reduktionsmöglichkeiten kompletter Ma-

schinen, wurde in Kapitel 6 beantwortet. Hierfür wurde die Mo(SeS-MOR)

Methode eingeführt, welche zunächst vollautomatisiert die drehzahlabhängige

Rotorstruktur vom Rest der Maschine trennt. Dabei wird, im Gegensatz zum

Freischneiden in der Mechanik, darauf geachtet, dass die entstehenden Teil-

systeme nur über Ein- und Ausgänge miteinander gekoppelt sind. Dies wurde

erreicht, indem die Verbindung beider Systeme (hier das Öllager) nach der

Trennung als Gleichungssystem zwischen den beiden Teilsystemen „vermittelt“.

Da die Teilsysteme lediglich über Ein- und Ausgänge miteinander gekoppelt

sind, können diese unabhängig voneinander mit einem beliebigen Algorithmus

reduziert werden. Nach der Reduktion können die Systeme, abgesehen vom Ap-

proximationsfehler durch die Reduktion, wieder verlustfrei zusammengeführt

werden. Diese Zusammenführung ist sehr effizient möglich und erlaubt es, die

Kopplungseigenschaften (hier die Lagerparameter) auf sehr einfache Weise zu

ändern. Auch bei dieser Methode des Reduzierens nach dem Trennen der Sys-

teme und anschließendem Wiederzusammenführens, ist die Rotorstruktur mit

ihrem Parameter weiterhin erhalten, womit transiente Rechnungen weiterhin,

mit nur einem System, möglich sind.

In Kapitel 7 konnte anhand eines Beispiels gezeigt werden, dass der Mo(SeS-

MOR) Algorithmus ein effizientes Werkzeug zur Reduktion großer Systeme

unter rotordynamischem Einfluss darstellt. Zur Berechnung des Beispiels wur-

den alle Teile des Mo(SeS-MOR) Algorithmus in MATLAB umgesetzt. Hier-

mit konnte für die Erstellung einer Übertragungsfunktion eine Zeitersparnis

von über 97,3 % erreicht werden. Dabei war der Fehler des Amplitudengangs

weit über den relevanten Bereich hinaus kleiner als 1 %.

Für das Beispiel des Rotors mit einem Grundrahmen konnte jedoch bisher noch

keine transiente Rechnung durchgeführt werden. Der Grund hierfür liegt dar-

in, dass die Reduktion mittels der Krylov-Unterraummethode nicht zwingend

zu stabilen Systemen führt [44]. Jedoch ist die Stabilität eine Voraussetzung

für die Simulation im Zeitbereich. Neben der Krylov-Unterraummethode kann

auch die SVD im ΩP-MOR Algorithmus zu Instabilitäten führen. Ein mögli-

cher Grund hierfür sind numerische Schmutzeffekte, die bei einer zu geringen

numerischen Genauigkeit auftreten können.

Wie empfindlich eine Matrix auf numerische Abweichungen reagiert, kann un-

ter anderem mit der Schur-Zerlegung geprüft werden [95]. Da die hier betrach-
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teten Systeme vor der Reduktion stabil waren, sind die Instabilitäten nach der

Reduktion keine originalen Systemeigenschaften. Daher wird bereits in [44] ar-

gumentiert, dass diese instabilen Moden aus dem reduzierten System entfernt

werden können, um so wieder ein stabiles System zu erhalten. Sowohl in [44]

als auch in [95–97] werden Algorithmen zur Restabilisierung vorgeschlagen. Es

wird bereits an der Weiterentwicklung und Anpassung dieser Algorithmen auf

die hier vorliegende Problemklasse geforscht, wobei die Größe der hier betrach-

teten Probleme eine Herausforderung darstellt.

Um die Reduktionsgüte optimieren zu können, ohne Referenzrechnungen des

Originalsystems durchführen zu müssen, ist es von Bedeutung die Fehler der

Approximation im Frequenz sowie im Zeitbereich abschätzen zu können. Erste

Forschungsergebnisse auf dem Bereich der Fehlerschätzung von Krylov-Unter-

raumverfahren existieren bereits [98], jedoch ist die Abschätzung der Abwei-

chungen im Zeitbereich noch immer schwierig.

Ein weiterer noch zu prüfender Aspekt bei der Reduktion von großen Struk-

turen, ist die Reduktion von Systemen unter Schwerkrafteinfluss. Es wurde

bereits in Kapitel 6.1 gezeigt, wie die Erdbeschleunigung als ein Eingang des

Systems mit in die Betrachtung aufgenommen werden kann. Jedoch führt die-

ser Eingangsvektor meist zu deutlich schlechteren Reduktionsergebnissen. Ein

möglicher Grund für dieses Verhalten könnte die schlechte Konditionierung

der Eingangsmatrix mit dem Erdbeschleunigungsvektor darstellen. Bei allen

anderen hier betrachteten Eingangsvektoren handelt es um Einheitsvektoren.

Ein Ansatz zur Lösung dieses Problems besteht darin, vor der Reduktion den

Eingangserdbeschleunigungsvektor zu normieren und den auf das System wir-

kenden Eingang entsprechend anzupassen.

Trotz der noch offenen Fragen bieten die beiden neuen Algorithmen ΩP-MOR

und Mo(SeS-MOR) bereits jetzt neue Möglichkeiten für die Entwicklungsarbeit

von großen Elektromaschinen. Mit der Möglichkeit, transiente Rotoranalysen

in kürzester Zeit durchführen zu können, ergibt sich die Chance, selbst hoch

komplexe Optimierungsprozesse in einer akzeptabelen Zeit durchführen zu kön-

nen. Es sind z. B. automatische Lagervariationen in einer kompletten Struktur-

analyse denkbar. Zudem könnten transiente Rechnungen großer Systeme mit

Gehäusestrukturen innerhalb des normalen Entwicklungsprozesses und nicht
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8 Zusammenfassung und Ausblick

mehr nur als aufwendige Sonderrechnungen durchgeführt werden. Dadurch

lässt sich die Vorhersage des Systemverhaltens deutlich verbessern.

Die Algorithmen sind nicht nur auf Systeme unter rotordynamischem Einfluss

anwendbar. So kann der ΩP-MOR Algorithmus auf jedes System angewendet

werden, welches linear von einem beliebigen Parameter Ω abhängig ist und

sich durch

Eẋ = A1x + ΩA2x + Bu

y = Cx

darstellen lässt.

Der Mo(SeS-MOR) Algorithmus kann durch leichte Modifikationen ebenfalls

stark verallgemeinert werden. Wird dem Algorithmus anstelle der Suche nach

Einträgen in der gyroskopischen Matrix eine konkrete Knotenliste übergeben,

können beliebige Teile einer Struktur abgetrennt werden. Dadurch ist es bei-

spielsweise möglich, in einer FE-Struktur einen Teil zu fixieren und zu reduzie-

ren, während der andere Teil im Rahmen einer Optimierung verändert werden

kann.

Somit bietet diese Arbeit nicht nur Antworten auf zwei Fragen der Reduktion

von Strukturen unter rotordynamischem Einfluss, sondern auch Anregungen

für die Reduktionen allgemeiner parameterabhängiger Systeme.
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