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Hierarchische Basen zur e�zienten Kopplungsubstrukturierter Probleme derStrukturmechanikHans-Joachim Bungartz1, Ralf Ebner1 und Stefan Schulte21 Institut f�ur Informatik der TU M�unchen, 80290 M�unchen2 Siemens AG Erlangen, ZT AN2, 91050 ErlangenZusammenfassungBei der numerischen Simulation gekoppelter Probleme haben sichmodulare Ans�atze als vorteilhaft erwiesen. Hier erfolgt die L�osung derbetre�enden Teilprobleme verteilt und getrennt von der Behandlungder koppelnden Bedingungen. Als ein einfaches Beispiel gekoppelterProbleme k�onnen mittels eines Gebietszerlegungs- oder Substruktu-rierungsansatzes behandelte Probleme der Strukturmechanik angese-hen werden, bei denen auf jedem Interface als Koppelbedingung einKr�aftegleichgewicht hergestellt werden mu�.In der vorliegenden Arbeit wird ein entsprechender Substruktu-rierungsansatz untersucht, wobei durch die strikt modulare Formulie-rung auf den jeweiligen Teilgebieten auch unterschiedliche Diskreti-sierungsstrategien bzw. L�oser verteilt eingesetzt werden k�onnen. ZurBeschleunigung der Konvergenz des Koppelalgorithmus' werden diekoppelnden Gleichungen mittels hierarchischer Basen diskretisiert.1 EinleitungMit den gestiegenen M�oglichkeiten der numerischen Simulation in Technikund Naturwissenschaften wachsen auch die Anforderungen { sowohl hinsicht-lich der Genauigkeit der Rechnungen als auch im Hinblick auf die Komple-1



xit�at der zu behandelnden Probleme. Immer mehr r�ucken dabei nicht nureinzelne Bauteile, sondern ganze Systeme in den Vordergrund, die ihrer-seits wieder aus Komponenten oder Subsystemen bestehen. Diese Entwick-lung kann vor allem im Bereich der Mikrotechnologie beobachtet werden, wodas Zusammenspiel unterschiedlicher physikalischer E�ekte wie Str�omungs-mechanik, Strukturmechanik, W�armeleitung oder Elektrostatik gezielt zurKonstruktion von Sensoren und Aktoren herangezogen wird. U. a. dadurchgewinnt die numerische Simulation solcher Wechselwirkungen immer mehran Bedeutung. Aus Gr�unden der besseren Ausnutzung von Expertenwissen,der schnelleren und exibleren Modellierung, des m�oglichen Austauschs ein-zelner Simulationsbausteine sowie des leichteren Zugangs zu einer verteiltenBearbeitung erweisen sich hierbei modulare Ans�atze oftmals als vorteilhaft.Die Zerlegung eines komplexen Problems in leichter behandelbare Teilpro-bleme, die bei Wechselwirkungen unterschiedlicher physikalischer Diszipli-nen bisher nur sporadisch eingesetzt und erst in j�ungster Zeit eingehenduntersucht wird [3], hat bei der Bearbeitung komplexer strukturmechani-scher Aufgabenstellungen eine lange Tradition. Die grundlegende Technikder Gebietszerlegung geht auf H. A. Schwarz (1870) zur�uck und wird heutein zahlreichen Varianten eingesetzt, etwa in Form der Schurkomplement- undKapazit�atsmatrixmethode [6] oder als Methode der (rekursiven) Substruktu-rierung [11, 12]. F�ur einen �Uberblick �uber Gebietszerlegungsverfahren sei auf[13] verwiesen. F�ur die Realisierung solcher Ans�atze ist der Zugang zu der imRaum diskretisierten Form der Probleme (d. h. Stei�gkeits-, D�ampfungs- undMassenmatrix) notwendig. Dies wiederum erfordert eine Eingri�sm�oglichkeitin den Quellcode vorhandener (kommerzieller) Programme bzw. die Existenzentsprechender Schnittstellen, welche aber nur von wenigen Programmsyste-men in der ben�otigten Form angeboten werden (z. B. MSC/NASTRAN inForm der DMAP, [5]).Ein modularer Substrukturierungsansatz bietet nun die M�oglichkeit, dieseNachteile zu �uberwinden und zudem auch zu einem einfachen Aufbau hybri-der Verfahren, z. B. Kopplungen zwischen Finite-Elemente-Methoden (FEM)und Randelemente-Methoden (BEM), welche f�ur spezielle Anwendungsge-biete wie etwa die Modellierung von Geb�aude-Boden-Wechselwirkungen [9]entscheidende Vorteile bieten, zu gelangen. Bei entsprechender algorithmi-scher Realisierung kann ein solches hybrides Verfahren auch als eine Metho-de zur Kopplung beliebiger Teilprobleml�oser aufgefa�t werden. Diese Teil-probleml�oser k�onnen nun so ausgew�ahlt werden, da� sie optimal an die Be-2



handlung der speziellen Aufgaben angepa�t sind, wodurch eine Verbesserungder E�zienz der Gesamtprobleml�osung erzielt werden kann gegen�uber derVerwendung eines homogenen L�osungsverfahrens f�ur das Gesamtproblem.Neben der M�oglichkeit des Einsatzes optimaler Teilprobleml�oser bieten Sub-strukturierungsans�atze aber auch ein gro�es Potential hinsichtlich einerseitseiner verteilten Bearbeitung bei der Modellierung und andererseits einer ver-teilten Berechnung bei anschlie�enden Simulationsl�aufen. In [11] wurde dieSubstrukturtechnik unter dem Aspekt betrachtet, da� sie die Abbildung derTeamarbeit im Entwicklungsproze� komplexer Anlagen und Komponentenauf ein entsprechendes Rechnernetz ("Team von Rechnern\) erm�oglicht.Um die Vorteile der verteilten Berechnung nutzen und hybride Verfahren auf-bauen zu k�onnen, welche es erm�oglichen, beliebige, beim jeweiligen Anwendervorhandene Programme zur Teilprobleml�osung einzusetzen, ist die Bereitstel-lung eines strikt modular aufgebauten Kopplungsverfahrens erforderlich, dasohne Eingri�e in den Quellcode der Programme auskommt. Dies ist m�oglich,wenn zur Kopplung nur solche Informationen genutzt werden, die von denProgrammen standardm�a�ig geliefert werden. Der im folgenden vorgestellteAlgorithmus benutzt f�ur die Kopplung der Teilprobleml�oser nur die Ergeb-nisse dieser L�oser, wie z. B. Kr�afte und Verschiebungen auf dem gemeinsamenGebietsrand, und ist somit vom speziellen Typ des Teilprobleml�osers v�olligunabh�angig. Insbesondere ergibt sich somit auch die M�oglichkeit, analytischeund numerische L�osungsans�atze zu koppeln.Durch die Trennung von Teilprobleml�osung und Behandlung der eigentli-chen Kopplung f�allt letzterer besonderes Gewicht zu. Dies gilt insbesondereaufgrund der erw�unschten Austauschbarkeit von Teilprobleml�osern, wodurchE�zienzsteigerungen nur bei der Diskretisierung der Kopplungsbedingungenm�oglich werden. Bei FEM-Diskretisierungen spielt dabei neben dem Iterati-onsverfahren zur L�osung der entstehenden Gleichungssysteme die Wahl einergeeigneten Basis eine entscheidende Rolle. Hier haben sich hierarchische Ba-sen als vorteilhaft erwiesen [2, 4, 14, 15], da sie neben Vorteilen bei derKonvergenzgeschwindigkeit auch die einfache Realisierung von Adaptivit�atgestatten. Erste Untersuchungen zur expliziten Verwendung hierarchischerBasen bei der Methode der Substrukturierung wurden in [7] vorgestellt.Im folgenden besprechen wir in Abschnitt 2 kurz das Prinzip des modularenKopplungsverfahrens aus [1]. Die Hierarchisierung der koppelnden Gleichun-gen wird in Abschnitt 3 behandelt. Die Vorteile der Hierarchisierung werden3



anschlie�end in Abschnitt 4 anhand eines numerischen Beispiels studiert.Ein Ausblick auf das Anwendungspotential der in dieser Studie eingesetztenTechnik und zusammenfassende Bemerkungen schlie�en die Arbeit ab.2 Ein modulares KopplungsverfahrenIm folgenden soll das Grundprinzip des im Rahmen der Diplomarbeit [1] im-plementierten und analysierten Gebietszerlegungsverfahrens vorgestellt wer-den. Der vorliegende Bericht beschr�ankt sich auf lineare Gesamtprobleme,welche mittels eines Gebietszerlegungsansatzes in zwei Teilprobleme aufge-spalten werden. Das vorgestellte Verfahren ist jedoch nicht auf diese Pro-blemklasse beschr�ankt und kann, wie in [1] dargestellt, auf die Kopplungvon linearen und nichtlinearen Teilproblemen sowie auf die Zerlegung in einebeliebige Anzahl von Teilproblemen ausgedehnt werden.Ausgangspunkt des hier vorgeschlagenen Verfahrens ist eine zur Schurkom-plementmethode [13] analoge Zerlegung des Gesamtproblems in Teilproblemegem�a� Abb. 1. Die Zerlegung kann dabei sowohl auf nat�urliche Weise (z. B.bei aus mehreren Komponenten zusammengesetzten Bauteilen) als auch reinsynthetisch erfolgen (etwa beim Einsatz der Gebietszerlegung als blo�e Par-allelisierungsstrategie).
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2Gesamtproblem Teilproblem 1 Teilproblem 2(TP1) (TP2)Abb.1: Gebietszerlegungsansatz zur Zerlegung des Gesamtproblems in Teilproble-meNach Anwendung einer Diskretisierungstechnik, z. B. der Finite-Elemente-Methode (FEM) oder der Randintegralelemente-Methode (BEM), haben diebeiden Teilprobleme dann jeweils die Gestalt eines blockstrukturierten linea-4



ren Gleichungssystems:TP1: � A11 A13A31 (A33)1 �� u1u3 � = � b1(b3)1 � ; (1)TP2: � (A33)2 A32A23 A22 �� u3u2 � = � (b3)2b2 � : (2)Bei Vorgabe des Verschiebungsvektors u3 auf dem Interface 
3 lassen sichdie Teilprobleme im Inneren der jeweiligen Gebiete l�osen:u1 := A�111 (b1 � A13u3); (3)u2 := A�122 (b2 � A23u3): (4)Der wesentliche Rechenaufwand bei der Bestimmung von u1 und u2 gem�a�(3) und (4) entsteht durch die Invertierung der Matrizen A11 und A22, d. h.durch die L�osung der Teilprobleme, wobei die jeweilige Belastung aus einerKombination aus externen Lasten (repr�asentiert durch b1 bzw. b2) und ausder Vorgabe der Verschiebung am Interface u3 (der sog. Verschiebungslast)resultiert.Die Reaktionskr�afte auf dem Interface ergeben sich nun unter Verwendungder L�osungen u1 und u2 sowie der vorgegebenen Verschiebung u3:f1 := (b3)1 � A31 u1 � (A33)1 u3; (5)f2 := (b3)2 � A32 u2 � (A33)2 u3: (6)Die gesuchte L�osung des Gesamtproblems ist dadurch gekennzeichnet, da�sich die aus (5) bzw. (6) berechneten Reaktionskr�afte f1 und f2 zu Nulladdieren m�ussen, um die Forderung nach einem Kr�aftegleichgewicht zwischenlinkem und rechtem Schnittufer zu erf�ullen. Die Summe der Reaktionskr�aftesoll im folgenden als Residuum der Reaktionskr�afte bzw. kurz als Residuumbezeichnet werden. Formal l�a�t sich das Residuum also als eine Funktion derangenommenen Verschiebungen u3 auf dem Interface au�assen:r(u3) := f1(u3) + f2(u3): (7)Bei dem betrachteten linearen Problem ergibt sich aus den Gleichungen (3)bis (7) f�ur das Residuum eine lineare Funktionr(u3) =: Ku3 � c (8)5



bzw., mit v := u3, die Residuengleichungr(v) = Kv � c: (9)Die Matrix K, deren Gr�o�e durch die Anzahl der Freiheitsgrade auf demInterface 
3 bestimmt ist, ist dabei gerade das Schurkomplement.Somit kannK aus den Matrizen Aij berechnet werden (vgl. [1, 6]) und ist insbesonderesymmetrisch und positiv de�nit.Die gesuchte L�osung v wird nun aus der Forderungr(v) = 0 (10)ermittelt, indem ein geeignetes Iterationsverfahren zur Anwendung kommt.Damit ist die Kopplung der Teilprobleme TP1 und TP2 aus (1) bzw. (2)auf ein Interface-Problem f�ur v reduziert. Gem�a� dem Substrukturierungs-ansatz (vgl. [7, 11]) ist nun anstelle des Gesamtproblems nur die Berechnungder Werte auf dem Interface erforderlich. Die vollst�andigen L�osungen derTeilprobleme geschehen unabh�angig voneinander und k�onnen bei Bedarf aufmehrere Rechner verteilt werden. In Abb. 2 ist die Vorgehensweise bei demuntersuchten Algorithmus schematisch zusammengefa�t.
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L�osung der TeilproblemeResiduum am InterfaceAbbruchkriteriumIterationsverfahren:Abb.2: Flu�diagramm des modularen KopplungsverfahrensDa die Matrizen Aij; i 6= j und damit die Matrix K nicht explizit bekanntsind, kann zur L�osung der Residuengleichung (9) z. B. ein konjugiertes Gra-dientenverfahren verwenden. Dies ist wegen der speziellen Form der Residu-6



engleichung (9) m�oglich. Die mit einem derartigen Verfahren erzielten Ergeb-nisse sind in [1] dargestellt und sollen im im folgenden kurz zusammengestelltwerden.Der vorgeschlagene Ansatz l�a�t sich vollkommen modular realisieren, d. h.,es k�onnen f�ur die Berechnung der Reaktionskr�afte auf dem Interface gem�a�(5) bzw. (6) bei der Bestimmung von u1 und u2 in (3) und (4) beliebigeTeilprobleml�oser verwendet werden. Insbesondere ist damit die M�oglichkeitzur Realisierung hybrider Verfahren, d. h. zur Kopplung unterschiedlicherDiskretisierungstechniken bzw. unterschiedlicher Programme, gegeben.Die Gesamte�zienz des Verfahrens h�angt im wesentlichen von zwei Punktenab:1. vom Mehraufwand bei den jeweiligen Programmneustarts zur Berech-nung der Reaktionskr�afte und2. von der ben�otigten Anzahl der Iterationen bis zum Erreichen des Ab-bruchkriteriums.Die Programmneustarts sind in erster Linie ein Problem der verf�ugbarenSoftware-Techniken. Ein gewisser Teil des Mehraufwands, z. B. die mehrfa-che Invertierung der Matrizen A11 und A22, l�a�t sich durch Ausnutzung vonNeustarttechniken reduzieren, mit deren Hilfe die Gleichungen (3) und (4)f�ur mehrere Verschiebungen u3 gel�ost werden. Derartige M�oglichkeiten bietenheute bereits viele kommerzielle Programme, auf jeden Fall sollte von seitender jeweiligen Programmanbieter die Bereitstellung entsprechender Schnitt-stellen m�oglich sein.Zur E�zienzsteigerung des beschriebenen Ansatzes sind zwei Ma�nahmen er-forderlich. Zum einen sollte ein gegebenes Gesamtproblem derart unterteiltwerden, da� die resultierenden Schnitt�achen (Interfaces) m�oglichst wenigKnoten aufweisen, um so die Dimension des Interface-Problems niedrig zuhalten. Zum anderen mu� das zur L�osung der Residuengleichung (9) einge-setzte Iterationsverfahren beschleunigt werden, etwa durch den �Ubergang zu(multiplikativen) Multilevel-Techniken oder durch eine entsprechende Vor-konditionierung.Schlie�lich ist in [1] ausgef�uhrt, wie das hier vorgeschlagene Verfahren auchauf die Behandlung instation�arer Probleme angewendet werden kann. Ebensoist eine Kombination von linearen und nichtlinearen Teilproblemen m�oglich.7



3 E�zienzsteigerung durch Transformationauf hierarchische BasenUnter der Voraussetzung, da� ein expliziter Zugang zu den Matrizen Aij ausGleichung (1) und (2) m�oglich ist, lassen sich aus den Inversen von A11 undA22 e�ziente Vorkonditionierer f�ur das Schurkomplement gewinnen [6].Eine allgemeine M�oglichkeit zur substantiellen Verbesserung des Konvergenz-verhaltens iterativer L�oser f�ur Finite-Elemente-Probleme ist durch den Wech-sel von den standardm�a�ig verwendeten Knotenpunktbasen auf hierarchischeBasen gegeben [2, 4, 7, 8, 14, 15]. In [7] etwa wird durch eine explizite Dis-kretisierung mittels hierarchischer Basen eine deutliche Konvergenzbeschleu-nigung f�ur eine iterative Variante des in [11] vorgeschlagenen Verfahrens derrekursiven Substrukturierung erzielt. Au�erdem bietet ein solcher AnsatzM�oglichkeiten zu einem direkten Einbau von (multiplikativen) Multilevel-Algorithmen, zum Einsatz selektiver Relaxationstechniken (Gau�-Southwell)sowie zu einer einfachen adaptiven Verfeinerung der zugrundeliegenden Git-ter. Will man auf den expliziten Einsatz hierarchischer Basen verzichten,so er�o�net eine hierarchische Vorkonditionierung den Zugang zu (additiven)Multilevel-Techniken. Da die Herleitung solcher Vorkonditionierer auch f�urdas Schurkomplement K aus dem Interface-Problem (9) leicht und ohne ex-plizite Verwendung der Teilmatrizen aus (1) und (2) m�oglich ist, wurde f�urdie vorliegende Arbeit dieser Weg gew�ahlt.Im folgenden wird die Technik der Hierarchisierung (vgl. [2, 4, 14, 15]) voneindimensionalen Funktionen kurz eingef�uhrt und gezeigt, wie sie f�ur unserBeispielproblem aus Abb. 1 auf die iterative L�osung der Residuengleichung(9) angewendet werden kann.3.1 Funktionen in hierarchischer DarstellungEs seien gegeben ein Grundintervall 
 sowie ein diskretes Gitter 
l auf 
aus 2l + 1 �aquidistanten Punkten. Zur n�aherungsweisen Darstellung einerFunktion f : 
 7! R mittels eines bzgl. 
l st�uckweise linearen Interpolantenfl verwendet man �ublicherweise die Knotenpunktbasis Bl. Sie besteht aus den2l + 1 bzgl. 
l st�uckweise linearen Funktionen 'i, i = 0; : : : 2l, die jeweils angenau einem St�utzpunkt den Wert 1 und an allen anderen St�utzpunkten den8



Wert 0 annehmen. Entscheidend ist nun, da� der von Bl aufgespannte Raumauch mit Hilfe einer hierarchischen Basis Hl erzeugt werden kann. Diese istwie folgt rekursiv de�niert:H0 := V0 := B0; Hl := Hl�1 [ Vl = l[i=0Vi: (11)Dabei ist Vl � Bl die Menge der Basisfunktionen, die auf den zuBl�1 geh�oren-den Gitterpunkten verschwinden. In Abb. 3 ist links die KnotenpunktbasisB3 und rechts die hierarchische Basis H3 dargestellt.
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xAbb.3: Knotenpunktbasis B3 (links) und hierarchische Basis H3 (rechts)Eine Funktion fl aus dem von Bl aufgespannten Raum kann nun als Linear-kombination der Knotenbasisfunktionen 'i 2 Bl,fl(x) = 2lXi=0 vi'i(x); vi 2 R; (12)oder gleichwertig als Linearkombination von hierarchischen Basisfunktionen~'i 2 Hl,fl(x) = 2lXi=0 ~vi ~'i(x); ~vi 2 R; (13)eindeutig dargestellt werden. F�ur die Interpolierende einer Parabel und l = 3ergeben sich die Koe�zienten vi bzw. ~vi aus Abb. 4.W�ahrend die Koe�zienten vi der Knotenbasisdarstellung in der gleichenGr�o�enordnung liegen, fallen die Koe�zienten ~vi f�ur gen�ugend glatte Funk-tionen geometrisch ab. 9
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Abb.4: Interpolierende einer Parabel in Knotenpunkt-Basis und in hierarchischerBasis
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v vAbb.5: Datenstrukturen f�ur die Speicherung von v bzw. ~v (L = 3)Als Datenstruktur f�ur den Koe�zientenvektor (v0; : : : ; vn) wird �ublicherweiseein Array verwendet. Um der Hierarchie der Basisfunktionen Rechnung zutragen, h�alt man die hierarchischen �Ubersch�usse (~v0; : : : ; ~vn) dagegen in einemBin�arbaum gespeichert, siehe Abb. 5.Da aber L�oser aus numerischen Bibliotheken in der Regel nur auf Arrays ar-beiten, kann man alternativ die ~vi in einem Array lexikographisch gespeichertbelassen und Baumdurchl�aufe | wie sie z. B. bei der im n�achsten Abschnittdargestellten hierarchischen Transformation n�otig sind | durch geeignete In-10



dexrechnung nachbilden. Sei L die Tiefe das Baums. Alle Knoten der Ebenel des Baums werden besucht, indem man mit dem Startindex 2L�l beginntund die Schrittweite 2L�l+1 w�ahlt.3.2 Hierarchisierung und DehierarchisierungF�ur das modulare Kopplungsverfahren sind auf dem Interface die hierar-chischen Transformationen Hierarchisierung und Dehierarchisierung erfor-derlich, d. h. also die Transformationen von v = (v0; : : : ; vn)T nach ~v =(~v0; : : : ; ~vn)T und umgekehrt. Denn einerseits rechnen kommerzielle Finite-Elemente-Programme nur in der Knotenpunktbasis, andererseits konvergiertaber das umfassende Iterationsverfahren f�ur das Residuengleichungssystem(9) auf dem Interface schneller, wenn es durch Hierarchisierung vorkonditio-niert wird [13].Der hierarchische �Uberschu� ~vi an einem Knoten ergibt sich durch Abziehender gemittelten Werte vn1(i) und vn2(i) dessen hierarchischer Nachbarn:~vi = vi � (vn1(i) + vn2(i))=2: (14)Die Indizes der hierarchischen Nachbarn eines Knotens errechnen sich ausder halben Schrittweite des Levels l (vgl. den vorangehenden Abschnitt), indem sich der Knoten be�ndet:n1(i) := i� 2L�l;n2(i) := i + 2L�l: (15)Die lineare Abbildung S�1i , die diese hierarchische Transformation f�ur denKoe�zienten vi in (v0; : : : ; vn)T leistet, ist dann bestimmt durch
S�1i
0BBBBBBBBBBB@

...vn1(i)...vi...vn2(i)...
1CCCCCCCCCCCA =

0BBBBBBBBBBB@
...vn1(i)...vi � (vn1(i) + vn2(i))=2...vn2(i)...

1CCCCCCCCCCCA : (16)
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Wenn die hierarchische Transformation S�1 von v = (v0; : : : ; vn)T in situerfolgen soll, mu� (14) bez�uglich der Baumdarstellung von v levelweise vonunten nach oben, also bei den Bl�attern des Baums beginnend, angewendetwerden. Im Fall von l = 2 bedeutet das~v = S�1v = S�11 (S�12 (S�13 v)): (17)Allgemein ist die Transformation dann auszuf�uhren als~v = ( LYl=1 2lYi=2L�lstep 2L�l+1S�1i ) v: (18)Zur Dehierarchisierung S �uberlegt man sichS = (S�1)�1 = (S�11 S�12 S�13 )�1 =(S�13 )�1(S�12 )�1(S�11 )�1 = S3S2S1: (19)Hier mu� die Transformation an der Wurzel des Baums begonnen werden,und zwar nicht nur bei Rechnungen am Platz, da sonst die dehierarchisiertenKoe�zienten vn1(i) und vn2(i) an den hierarchischen Nachbarn noch nicht zurVerf�ugung stehen.Nach der Hierarchisierung ist anstelle des Residuengleichungssystems (9) das�aquivalente SystemSTKS~v = ST c; (20)zu l�osen, dessen Matrix STKS besser konditioniert ist als K (vgl. [7, 8, 13]).Die Transformation ST mu� | bez�uglich der Reihenfolge der bearbeitetenKnoten | umgekehrt wie S erfolgen, also von den Bl�attern des Baums hinaufzur Wurzel.3.3 Das Kopplungsprogramm mit hierarchischen Ba-senZur Integration des Hierarchisierungsverfahren wurde das Konzept des For-tran-Programms aus [1] in einen neuen Prototyp in der ProgrammierspracheC umgesetzt. Anstelle des CG-Verfahrens wird jetzt das Krylov-Unterraum-Verfahren GMRES [10] f�ur die L�osung der Residuengleichung eingesetzt. Dies12



hat den Vorteil, da� zum einen das Programm auch auf Probleme angewendetwerden kann, die auf nichtsymmetrische Gleichungssysteme auf dem Interfacef�uhren, und da� zum anderen gr�o�tm�oglicher Nutzen aus einer modernen,optimierten Numerik-Bibliothek gezogen wird.Wichtig bei der Auswahl des GMRES-L�osers war, da� er eine benutzerde�-nierte Vorkonditionierung des zu l�osenden Gleichungssystems erlaubt. Damitkann die Hierarchisierung ohne Probleme integriert werden. GMRES verlangtdazu die Bereitstellung einer Funktion msolve, die die Hierarchisierung derrechten Seite bzw. des Residuums vornimmt:msolve(r) = ~r = ST r: (21)Weiterhin ist der Einsatz von GMRES f�ur das neue hierarchisierte Kopp-lungsverfahren erst m�oglich, weil GMRES die Matrix des Gleichungssystemsnicht explizit ben�otigt. Wie beim CG-Verfahren ist nur eine Funktion matvecf�ur die Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts notwendig:matvec(v) = ~K~v = STKS~v =: ~y: (22)Dabei mu� ~v also zuerst dehierarchisiert werden (v = S~v). F�ur die Berech-nung von Kv kommen gem�a� (7) und (9) die Teilprobleml�oser zum Einsatz,welche die Reaktionskr�afte f1 und f2 f�ur die Punkte des Interface liefern:Kv = c+ f1 + f2 =: y: (23)Da diese Berechnung in Knotenbasis-Darstellung erfolgt, ergeben sich durchdas hierarchisierte Kopplungsverfahren keine Einschr�ankungen f�ur die Ver-wendung der Teilprobleml�oser. Schlie�lich ist noch die Hierarchisierung desMatrix-Vektor-Produkts erforderlich:~y = STy (24)Als Flu�diagramm ist das hierarchisierte Kopplungsverfahren in Abb. 6 dar-gestellt.Mit dieser Vorgehensweise ist also weder die Kenntnis der Matrix K nochdie explizite Aufstellung der Hierarchisierungs-Matrizen erforderlich, was sichentscheidend auf die Speichere�zienz und die m�oglichst universelle Einsetz-barkeit des vorgestellten Kopplungsverfahrens auswirkt.13
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Abb.6: Flu�diagramm des hierarchisierten modularen Kopplungsverfahrens4 Numerische BeispielrechnungenAls Beispielproblem wurde eine Kragscheibe mit den Abmessungen1 y 2[0; 2] und z 2 [0; 1] gew�ahlt (Abb. 7). Es interessiert die Verformung derKragscheibe, wenn auf deren oberer Kante eine Last aufgebracht wird.Der Zusammenhang zwischen dem Level l und der Anzahl der Knoten aufdem Interface nint im Beispiel von Abb. 1 ist gegeben durch die Beziehungnint = 2l + 1 (25)Da in jedem Knoten zwei Werte (horizontale und vertikale Verschiebung)gehalten werden, gilt dann f�ur die Anzahl N der Unbekannten auf dem In-terface:N = 2 � (2l + 1) (26)In der Implementierung des beschriebenen Kopplungsverfahrens wurde zur1Das verwendete FE-Programm behandelt 2-dim. Probleme grunds�atzlich in der y-z-Ebene, weshalb hier auch y und z gew�ahlt wurden.14



ADINA-PLOT VERSION 6.1.4, 16 APRIL 1997
Kragbalken aus 2D-plane-strain Elementen; Diskretisierung: Level 3
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Abb.7: Die zu untersuchende Kragscheibe ohne LastL�osung der Interface-Gleichung (9) der GMRES-L�oser DGMRES von P. Brown,A. Hindmarsh und M.K. Seager, Lawrence Livermore National Laboratory,Livermore (CA) verwendet. Als Teilprobleml�oser kam das Finite-Elemente-Programmpaket ADINA der Firma ADINA R&D, Watertown (NA), zumEinsatz.Als Interface wird y = 1 festgelegt. F�ur den Fall l = 3 (nint = 9) sinddie Ergebnisse in Abb. 8 durch das in ADINA integrierte Plot-Programmdargestellt.Die gestrichelten Linien in Abb. 8 zeigen die Kragscheibe ohne Belastung,die durchgezogenen die Verformung unter Einwirkung der Last auf die obereKante z = 1, y 2 [1:5; 2]. Die unterschiedliche Lage des Interface in denTeilberechnungen ist durch die automatische Skalierung des Plot-Programmsbedingt.Nach Verschieben des Interface des rechten Teils auf die Koordinaten deslinken Teils ergibt sich insgesamt auch bildlich die korrekte L�osung, die manin einer Kontrollrechnung ohne Zerlegung in Teilprobleme (Abb. 9) erh�alt.15



ADINA-PLOT VERSION 6.1.4, 16 APRIL 1997
Krag1 (Interface mit 9 Knoten)
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ADINA-PLOT VERSION 6.1.4, 16 APRIL 1997
Krag2 (Interface mit 9 Knoten)
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Abb.8: Ergebnisse der beiden Teilprobleme f�ur die Simulation der Kragscheiben-Verformung unter Last
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ADINA-PLOT VERSION 6.1.4, 16 APRIL 1997
Kragbalken aus 2D-plane-strain Elementen; Diskretisierung: Level 3
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Abb.9: Ergebnis der ADINA-Berechnung ohne Zerlegung in TeilproblemeMit dieser Implementierung des Kopplungsverfahrens wurde nun die Anzahlder ben�otigten GMRES-Iterationen einmal unter Verwendung hierarchischerBasen f�ur die Verschiebungen auf dem Interface (HB) und ohne Hierarchisie-rung (KPB) berechnet:Level #Interface-Knoten #Iterationenl N HB KPB1 6 6 62 10 10 103 18 13 174 34 16 255 66 17 386 130 18 527 258 20 75Ab Level l = 5 steigt die Anzahl der GMRES-Iterationen bei Verwendung derKnotenpunktbasis f�ur die Residuengleichung (9) linear mit der Anzahl derInterfacepunkte an. Das schon in [7] durch Hierarchisierung erreichte loga-rithmische Anwachsen der Iterationsanzahl f�ur einen einfachen Gau�-Seidel-17



L�oser ist auch bei dem hier vorgestellten Verfahren mit Vorkonditionierungund GMRES-L�oser in Abb. 10 zu beobachten.
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Abb.10: Anzahl der GMRES-Iterationen in Abh�angigkeit von NEs bleibt noch anzumerken, da� das GMRES-Programm ferner die M�oglich-keit bietet, eine Skalierung der Diagonale vorzunehmen. Im allgemeinen istjedoch die Diagonale des Schurkomplements nicht bekannt, so da� Technikenzur Approximation der Diagonale entwickelt werden m�u�ten.5 AusblickAuf der algorithmischen Seite w�are zu pr�ufen, ob die Transformation auf se-mide�nite Systeme, wie sie in [4] ausf�uhrlich untersucht werden, auch in derKombination mit GMRES gegen�uber den hierarchischen Basen eine nochma-lige Reduktion der Anzahl der ben�otigten Iterationen bringt. In [4] erreichtder CG-L�oser f�ur des semide�nite System eine (optimale) konstante Anzahlvon Iterationsschritten, wie sie auch mit Multilevel-Verfahren erreichbar ist.18



Eine interessante Erweiterung des beschriebenen Ansatzes ist die Anwendungauf sogenannte gekoppelte Probleme [16, 17]. Ein derartiges Problem ent-steht, wenn die beiden Teilprobleme aus Abb. 1 unterschiedliche physikalischePh�anomene beschreiben. Beispielsweise w�urde im Fall einer Fluid-Struktur-Kopplung das Teilproblem 1 die Str�omungsmechanik repr�asentieren, und dasTeilproblem 2 die Strukturmechanik.Bei einer Fluid-Struktur-Kopplung kann v�ollig analog wie in Abb. 2 darge-stellt vorgegangen werden. Wird also die Verschiebung des Interfaces als un-abh�angige Variable gew�ahlt, so bedeutet dies aus Sicht der Strukturmechanikdie Vorgabe einer Verschiebungslast am Interface; berechnet wird dann ent-sprechend die Kraft an diesem Interface (analog zu Gleichung (5) oder (6)).F�ur die Fluidmechanik folgt aus der Festlegung der Position des Interfacesdie Geometrie des Str�omungsgebiets, womit das uiddynamische Problem beiStellung entsprechender str�omungsmechanischer Randbedingungen eindeutigfestgelegt ist. Als Ergebnis der Str�omungsanalyse wird dann die Druckver-teilung am Interface geliefert, welche sich in Reaktionskr�afte an den Knotenumrechnen l�a�t. Als koppelnde Bedingung kann nun wieder das Kraftgleich-gewicht am Interface verwendet werden.Die sich f�ur ein Fluid-Struktur-Problem ergebende Residuengleichung ist ei-ne nichtlineare Funktion der vorgegebenen Interface-Verschiebung, so da�das beschriebene Kopplungsverfahren entsprechend erweitert werden mu�,beispielsweise durch Verwendung eines Newton-Krylov-Algorithmus'.Ebenso ist auch eine Elekrostatik-Struktur-Kopplung realisierbar. Dann ie-�en die durch elektrische Felder verursachten Kr�afte auf dem Interface dasKraftgleichgewicht mit ein.Um bei Problemen der Struktur-Struktur-Wechselwirkung eine weitere Lei-stungssteigerung zu erzielen, w�are eine Kombination des hier beschriebenenAnsatzes mit den ARESO-Techniken aus [7, 11] denkbar. Die grobgranulareAufteilung des Gesamtproblems auf unterschiedliche Teilprobleml�oser (z. B.FEM, BEM) w�urde mit Hilfe des hier beschriebenen modularen Kopplungs-verfahrens realisiert. Wenn der jeweilige Teilprobleml�oser den Zugri� auf dieMatrizen Aij erlaubt, k�onnte das Teilproblem mit ARESO-Techniken weiterzerlegt und verteilt werden, z. B. auf Workstation-Netze oder Parallelrechner.
19



6 Abschlie�ende BemerkungenDer in [1] untersuchte Ansatz erm�oglicht die Verteilung strukturdynamischerProbleme auf beliebige Teilprobleml�oser. Er basiert auf dem klassischen Ge-bietszerlegungsansatz und kann als eine modularisierbare Variante der Schur-komplementmethode angesehen werden; seine generelle Realisierbarkeit ist in[1] nachgewiesen.F�ur eine E�zienzsteigerung ist eine Vorkonditionierungsmethode notwendig,die ohne expliziten Zugri� auf die Matrizen Aij auskommt. Wir haben hierein entsprechendes Verfahren mit Hierarchisierung des Interface-Problemsentwickelt, das im Gegensatz zu [7, 11] auf die Kenntnis der Matrizen Aijder Teilprobleme verzichten kann.Das beschriebene Verfahren l�a�t sich auf weitere gekoppelte Probleme wiez.B. Fluid-Struktur- oder Elektrostatik-Struktur-Wechselwirkungen �ubertra-gen, wobei das zum Einsatz kommende L�osungsverfahren f�ur die Interface-Gleichung dem jeweiligen Problem angepa�t werden mu�.Literatur[1] Ahrens, S.: Entwicklung eines Ansatzes zur verteilten Berechnung struk-turdynamischer Probleme unter Verwendung kommerziell verf�ugbarerProgrammsysteme. Diplomarbeit, Institut f�ur Statik und Dynamik derLuft- und Raumfahrtkonstruktionen, Universit�at Stuttgart, 1995. DieDiplomarbeit wurde in Kooperation mit der Siemens AG, ZFE T SE 3,durchgef�uhrt und ist dort verf�ugbar.[2] Bungartz, H.-J.: D�unne Gitter und deren Anwendung bei der adaptivenL�osung der dreidimensionalen Poisson-Gleichung. Dissertation, Institutf�ur Informatik, Technische Universit�at M�unchen, 1992.[3] Bungartz, H.-J., Schulte, S: Coupled Problems in Microsystem Techno-logy. SFB-Bericht 342/07/95, Technische Universit�at M�unchen, 1995.[4] Griebel, M.: Multilevelmethoden als Iterationsverfahren �uber Erzeugen-densystemen. B.G. Teubner, Stuttgart, 1994.20
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