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1 Portfoliooptimierung

Ziel der Portfoliooptimierung ist (wie der Name schon sagt), fiir einen Investor die best-
mogliche Verteilung seines Anlagevermdgens auf verschiedene Anlagemoglichkeiten (Fest-
geld bei der Bank, Wertpapiere etc.) zu bestimmen. Dies geschieht, indem man die Kurs-
entwicklungen der einzelnen Aktien als stochastische Prozesse auffafit, aus diesen mit
Hilfe stochastischer Differentialgleichungen die Vermogensentwicklung (abhéingig von der
Handelsstrategie) herleitet und schliesslich diejenige Handelsstrategie bestimmt, die das

(bzgl. Risiko und erwartetem Ertrag) beste Ergebnis erzielt.

1.1 Das allgemeine Modell

Wir gehen davon aus, daf} es eine risikolose, festverzinsliche Anlage (z.B. Staatsanleihen)
und eine oder mehrere risikobehaftete Anlagemdoglichkeiten gibt, deren zugehorige Grofien
im Folgenden mit 0 bzw. ¢ = 1,...,d indiziert werden.

Die Kursentwicklung der risikolosen Anlage ist deterministisch und lautet Py(t) =
Py(0) exp(rt), t > 0, (kontinuierliche Verzinsung mit Zinssatz r), die Kursentwicklungen
der iibrigen Anlagen betrachten wir als stochastische Prozesse (P;(t))i>o auf einem mit
passender Filterung versehenen W-Raum (€2, §, (§:)i>0, P). Um diverse Ergebnisse aus der
Theorie der Stochastischen Differentialgleichungen anwenden zu kénnen, verlangen wir,
daf} die Preisprozesse bzgl. der Filterung adaptiert sind, dass die Filterung rechtsseitig
stetig ist (), 8s = §¢ VZ) und dass §, alle Nullmengen enthalt.

Um den Vermogensprozefl bestimmen zu kénnen, benétigen wir einen weiteren stocha-
stischen Prozefl, die Handelsstrategie ¢(t) = (po(t), ¢1(t), ..., @a(t)), t > 0, die angibt,

wieviele Anteile (=Nennwert) der jeweiligen Aktie im Portfolio sind. Dieser Prozef} soll
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progressiv messbar sein. (Interpretation: Entscheidungen aufgrund bereits bekannter Ak-
tienentwicklung, exakte Definition vgl. Jorg [5].)

Der Vermogensprozef} ist dann gegeben durch

X(t) = i@i(t)Pi(t), t>0.

Da wir den Wert des Portfolios durch geschicktes Handeln, nicht aber durch zusétzliches
Investieren erhhen wollen, verlangen wir auflerdem, dafl das Portfolio selbstfinanzierend

ist:

X(t) = X(0) + Z/ﬂt¢(s)da(s), t>0.

1.2 Das Ziel

Die Aufgabe besteht zunéchst darin, eine optimale Handelsstrategie zu finden. Dies er-

scheint analytisch kaum moglich, und man beschriankt sich daher auf eine Teilmenge der

moglichen Handelsstrategien. Die Beschrankung auf zeitlich konstante Handelsstrategien

ist allerdings uninteressant (dies wiirde ja bedeuten, dafli man gar nicht handelt). Man

kann aber eine andere Menge an Handelsstrategien, die nicht konstant und dennoch ana-
lytisch behandelbar sind, wie folgt erzeugen:

Wir definieren den Portfolioproze (7(t));>o durch die Komponenten

pi(t)Pi(l

)= BLOP0

d.h. m;(t) gibt den Anteil des (Markt-)wertes der Anlage i am Gesamtwert des Portfo-

lios an. Setzt man diesen als zeitlich konstant an, so ergeben sich i.a. nicht konstante

L t>0,i=0,1,...,d

Handelsstrategien.
Die Aufgabe lautet nun: Finde diejenige Portfoliozusammensetzung 7, die den Vermdogen-

sprozefl zu einem festen Zeitpunkt 7" optimiert.

1.3 Kriterien fiir Optimalitéit

Um das beste 7 zu finden, bendtigt man natiirlich noch Kriterien, nach denen wir den
Ertrag X (T) bewerten. Ublich sind hierbei zwei Ansitze:

1. Maximiere E(X (7)) bei vorgegebener Risikoschranke oder

2. Minimiere das Risiko bei vorgegebenem Mindesterwartungswert.

Als RisikomaBe nehmen wir die Varianz von X (7'), den VaR (d.h. das a-Quantil der
Verteilung von X (7)), oder den CaR, welcher als Differenz des Vermégens bei Investition

in die sichere Anlage zum VaR definiert ist.



2 Lévy-Prozesse

2.1 Definition und ein bekanntes Beispiel

Nach iiblicher Definition (siehe z.B. Sato [1]) ist ein d-dimensionaler stochastischer Prozef}

X = (X})i>0 ein Lévy-Prozef, wenn er folgende Bedingungen erfiillt:

1. X ist P-fast sicher rechtsseitig stetig und besitzt linksseitige Grenzwerte, d.h. es
existiert ein Qy € §, P(Qp) = 1, so dass fiir alle w € Qg der zugehorige Pfad diese
Eigenschaften besitzt.

2. X ist stochastisch stetig, d.h. X (s) N X(t) fir s —> ¢

3. X(0)=0
4. X hat unabhéingige und stationire Zuwéchse

Das bekannteste Beispiel fiir einen Lévy-Prozess ist die Brownsche Bewegung: Bedingun-
gen (3) und (4) werden bereits in der Definition der Brownschen Bewegung verlangt,
die anderen beiden folgen daraus, dass ihre Pfade P-fast sicher stetig sind (d.h. es gibt
eine Modifikation mit stetigen Pfaden). Ein weiteres Beispiel ist der zusammengesetz-
te Poissonprozefl (Sprungstellenabstéinde exp-verteilt, Sprunghthen iid). Dariiberhinaus
sind auch Summen unabhéngiger Lévy-Prozesse, ihre Vielfachen und Grenzprozesse wie-

der Lévy-Prozesse.

2.2 Zwei wichtige Strukturresultate

Eine wesentliche Teilklasse der Lévy-Prozesse sind Summen einer deterministischen Kom-
ponente, einer Brownschen Bewegung und eines zusammengestzten Poissonprozesses. Die
Klasse der Lévy-Prozesse 148t sich als Verallgemeinerung dieser Prozesse auffassen. Ge-

nauer gesagt gilt folgendes fiir jeden Lévy-Prozess L = (L(t))i>o:

(1) Die charakteristische Funktion von L(¢) kann man darstellen als

E(exp(isL(t))) = exp(t¥(s)), s € R%,

. 1 is'x .
U(s) = days — 5861608 + /d(e — 1 —is'z - 1jg<i)vr(de),
R

wobei a € R?, ) 31, eine postitiv definite und symmetrische d x d-Matrix ist, und v ein
MaB ist, das v({0}) = 0 und [, (|z|* A1)v(dz) < oo erfiillt (sogenannte Lévy-Khintchine-
Darstellung).



(2) Weiterhin entspricht dieser Darstellung der charakteristischen Funktion die Darstel-

lung von L als:

L(t) = at+ W (1) Z AL(s) - 1yjarn(s)|>1} +/ / M (dz,ds) —v(dx)ds), t >0,
0<s<t \<1

wobei fiir w € Q AL(t,w) := L(t,w) — L(t—,w), t > 0, und M(B,w) = #{(t,AL(t,w)) €

B} fiir jede Borelmenge B aus [0, 00) x (R?\ {0}).

(3) Falls [5, |z|v(dz) < oo, hat L Pfade von endlicher Variation und die Darstellung

L(t)=~t+BW(t)+ > AL(s), t>0,

0<s<t

mit vy =a — f\fv\<1 xv(dz).

3 Lévy-Prozesse in der Portfoliooptimierung

3.1 Das Lévy-Black-Scholes-Modell

Das Modell aus Abschnitt 1 ist sehr allgemein gehalten. Um brauchbare Resultate zu
erhalten, miissen wir das Modell konkretisieren, d.h. die Klasse der zu betrachtenden
Prozesse einschrinken. Wir nehmen daher an, dass die Preisprozesse der Anlagemdglich-
keiten 7 = 1,...,d exponentielle Lévy-Prozesse sind und die Abhéngigkeit zwischen den

risikobehafteten Wertpapieren linear ist, d.h.

d

R(t) = p; exXp (bzt+ ZU”LJ(t)) y t Z 0, 1= ]_, Ce ,d.
7=1

Dabei soll L ein d-dimensionaler Lévy-Prozess mit unabhédngigen Komponenten sein, mit

o kann man in dem Modell eine lineare Abhéngigkeitsstruktur der einzelnen Anlagen

modellieren. Ansonsten gelten weiterhin die Annahmen aus Abschnitt 1.

3.2 Der Vermogensprozess

Da wir die Anlagestrategie nur iiber die Gleichung X (¢) - m; = ¢;(t) - P;(t) kennen, und
X (t) ja gerade von der Handelsstrategie abhéngt, miissen wir zur Berechnung von X ()
eine stochastische Differentialgleichung (SDE) aufstellen. Da wir ¢ als selbstfinanzierend

vorausgesetzt haben, gilt zunéchst:

= @ilt)-dPi(t), t>0.



Emmer und Kliippelberg [4] nutzen die Tatsache, dass fiir jedes P; die SDE gilt
dP;(t) = Pi(t—)(bydt + dL;(t)), t >0, P;(0) =0,

mit exp(Z? L05L;) = E(Ly); fiir die Definition des stochastischen Exponentials vgl.
Protter [2]. Zusammengefaft ergibt sich damit:

AX() = >t

= po(t)Po(t)rdt + > (1) Pi(t=) (bidt + dLi(t))

= mX(t)rdt + Zd: X (t=)(bdt 4+ dL(t))

=1
= moX(t)rdt + X(t andeandL

= moX(t)rdt+ X (t —)(7r bdt+7rdL( ))

Dabei ist L der stochastische Prozef}, dessen Komponenten L; sind. Die Losung dieser

SDE lautet in kompakter Form:
X (t) = X(0) exp(t - (mor + 7'b))E(x'L(t)), > 0.

Mit diesem Ergebnis haben wir nun die SDE formal gel6st, es bleibt aber noch zunéchst
(L(t))>0 aus (L(t));>0 und anschliessend (£ (7'L(t)));>0 zu bestimmen.

3.3 Die explizite Bestimmung der Lésung

In Emmer und Kliippelberg [4] wird nun gezeigt, dafl (In X (¢)),;>o ein Lévy-Prozess ist,
dessen charakteristisches Triplet (mit [0]? := (Z;l:l 0ijBi;)) wie folgt lautet:

2 12
ax = mor+7(b+ [025} +o0a) — ™ ;5
—l—/d(ln(ﬂg + 77 )1 in(morern) <1 — T 0115 <1)v(d)
R
B2 = |m'oBl: vx(A) = v({z € RYIn(m + 7'(e°")) € A})

Mit diesem Ergebnis konnen wir nun fiir jeden zugrundegelegten Lévy-Prozel und je-
des 7 die charakteristische Funktion von In(X(¢)) berechnen und damit bei geeigneten
Regularitéitsvoraussetzungen auch (iiber den Zusammenhang zwischen charakteristischer
Funktion und momenterzeugender Funktion) dessen Momente. Will man dagegen den
CaR als Risikomaf} nutzen, so muss man die Quantile von In(X (¢)) berechnen. Da dies
meistens analytisch nicht moglich ist, muss man sie numerisch berechnen (z.B. durch

Berechnung der Dichte mittels Fouriertransformation)
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3.4 Approximation von kleinen Spriingen

Um die numerische Berechnung zu ermdglichen, wollen wir uns auf den Fall d = 1 be-
schrénken. In diesem Fall kann man 0 = 1 wihlen (indem man ggf. L geeignet wihlt). Aus-
serdem ist nun 7 diejenige reelle Zahl zwischen 0 und 1, die den Anteil der risikobehafteten
Anlage ausdriickt. In diesem Fall ist der interessierende Prozess (In &(7€ 1(L(t))))i>o0. Will
man nun die charakteristische Funktion von In(X (#)) bestimmen, so trifft man auf folgen-
des Problem: falls die zu vy, gehorende Dichte bei 0 eine Singularitit besitzt, so bereiten
die kleinen Spriinge (bzw. der Integrationsbereich um 0 herum) bei der Auswertung des
Integrals in der Lévy-Khintchin-Representation von L Schwierigkeiten, man approximiert
sie daher, wenn moglich, durch einen einfacheren Prozess, oft eine Brownsche Bewegung
(vgl. Asmussen und Rosinski [6]). Mathematisch exakt gilt folgendes:

Sei L ein beliebiger Lévy-Prozess, sein charakteristisches Tripel wie iiblich bezeichnet.
Sei weiter L(t) definiert als

Lo(t) = t(a - / w0(dn) + AW () + 3 AL(S) | ar)se

e<lz|<1 0<s<t

Dann gilt

genau dann, wenn

(me) ' (InE(mE(exp(L(t)))) — InE (7€ (exp(Lc(1))))) D, V(t), e —0.

Dabei bedeutet der hier verwendete Konvergenzbegriff, daf3
Ef(e (L~ L)) > Ef(V) (3.1)

fiir jede Funktion f : D[0;1] — R, die beschriinkt, stetig bzgl. der Supremumsnorm und

messbar ist. Insbesondere gilt damit fiir den gesuchten approximierenden Prozef:
InE(7€ exp(L(t)))) = InE (€ (exp(L(t)))) + eV (t)

Die charakteristische Funktion dieses Prozesses kann man nun ebenfalls (in Lévy-Khintchine-
Darstellung) bestimmen (s.o.), und sie ist (hoffentlich) numerisch einfacher zu behandeln

als die exakte Losung.

4 Der Varianz-Gamma-Prozess

Wir wollen nun die im vorhergehenden Abschnitt gewonnenen Ergebnisse auf einen spezi-

ellen Lévy-ProzeB, den Varianz-Gamma-Proze8 (VG-Prozess) anwenden. Dieser ist durch
L(t) = pt = 6C(1) + W(C (1)), =0,
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gegeben, wobei 11,6 € R, und der Lévy-Prozess (? ist der durch ¢?(1) ~ I'(£,0), £,0 >0
bestimmt. Durch geeignete Wahl der 4 Parameter kann man nun dieses Modell an reale

Daten anpassen. Fiir die Lévy-Khinchine Darstellung gilt
7
U(s) =ius — EIn(1l — ishd + 325), seR (4.2)
Dies ergibt ein Lévy-Mafl mit Dichte

fr(z) = % = %exp(— %—i— 6|z — dx), =xeR (4.3)

4.1 Bestimmung des Grenzprozesses

Als charakteristische Funktion von e 1(L(1) — L.(1)) ergibt sich (s.0.)

I 2
exp /(ezE 11— z'elssc)%| exp (— gt 0?|z| — ox)dx

. 2
= exp /(em -1- zs:r)|£ exp (e( — 7 + 82|z| — dz))dz .
T
S
Das charakteristische Triplet des Prozesses D.(t) := ¢ '(L(t) — L.(t)), t > 0, lautet damit

(0,0, v¢) mit

Ve(dx) & 2
= Tl exp(e(— g + 02|z = 0x)) - 1z1<1 -

Wie man mit den Mitteln der Analysis zeigt, konvergiert diese Lévydichte fiir ¢ — 0 gegen

1 1 s
. 2 1
exp /(e’” — 1)|%dx = exp /(cos(sx) — 1)fdx = exp 2{/(cosx - 1);dm
1 0 0

Es liegt also nahe, den Lévyproze V mit eben dieser charakteristischen Funktion als
Grenzprozel zu vermuten. Nach Emmer und Kliippelberg [4] ist es fiir die behauptete

Konvergenz hinreichend zu zeigen, dass fiir ¢ — 0

vp,. ([, 2]) = vv([z,2]), O0<ax<z und / v*vp, (dy) — / y? vy (dy).

ly| <K ly|<K

Dies folgt aber unmittelbar: Beim ersten Term handelt es sich um ein vom Parameter
¢ abhéngiges Integral, das eine integrierbare Majorante besitzt (Integrand im Integrati-
onsbereich beschrinkt, da Umgebung von 0 ausgeschlossen). Beim zweiten Term handelt
es sich ebenfalls um ein parameterabhingiges Integral, das durch die Multiplikation der

Dichte mit y? keine Singularitiit mehr aufweist.
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4.2 Approximation des Vermogensprozesses

Nach den bisherigen Uberlegungen ergibt sich der (angensherte) logarithmische Vermégens-
prozefl (ohne deterministischen Anteil) als:
InE(m& exp(L(t))) ~ In&(mE *(exp(L(t)))) + meV (t)
= gt 4+ M; (1) +meV(t) (4.4)
= X(t), t>0. (4.5)

Dabei ist (V(¢));>0 der Grenzprozess aus Abschnitt 4.1, sowie

Vo = m(u+/ zv(dz))
z[<e
My (1) = Z In(1 + 7y (eALuare=a — 1)),
0<s<t

mit dem Maf v aus Gleichung (4.3) und den Parametern des Prozesses.

5 Die numerische Berechnung des Quantils

Um das Portfolio unter CaR-Beschrankung zu optimieren, bendtigt man nun das Quantil
(4.5). Eine exakte Berechnung ist nicht moglich, daher berechnet man die Dichtefunktion
von X (T) numerisch fiir den Planungshorizont T > 0. Dazu berechnet man zuniichst
die charakteristischen Funktionen der letzten beiden Summanden (der erste Summand
ist eine exakt berechenbare Konstante), multipliziert diese miteinander und berechnet
abschliessend daraus die Wahrscheinlichkeitsdichte von X (7).

5.1 Berechnung von vy
Mit den Abkiirzungen ¢, := _(\/m+ 5) und ¢, = _(\/m _5) gilt:
7;1 = m <M+/ :EV(dm)) = m | pu +€/(601$ o 6c2$)d$
z[<e
0

B )

8] Co

Bei der numerischen Berechnung konnte hochstens ein Problem entstehen, ndmlich dafl bei
der direkten Berechnung von ¢, ein hoher relativer Fehler auftritt. (Falls % nahe an 0 liegt,
liegt auch ¢y nahe an 0, der bei der vorherigen Addition entstehende Fehler wird daher
zu einem hohen relativen Fehler.) Dies kann man aber umgehen, indem man ¢; - ¢; = %

benutzt (baw. ¢y = 7-).



5.2 Approximation der charakteristischen Funktion von M} (1)

Der Prozef (Mg (t))i>o ist ein reiner Sprungprozef, der von den Spriingen > e des ur-
spriinglichen Prozesses L herriihrt. Seine Sprungstellen sind (zeitlich) dieselben wie die des

AL(s) —1)). (Anmerkung:

urspriinglichen Prozesses, seine Sprunghéhen sind aber In(1+m (e
Da v eingeschrénkt auf Spriinge > € ein endliches Maf ist - vgl. Integrierbarkeitsforderung
mit 22 A 1 - handelt es sich bei diesen beiden Prozessen um zusammengesetzte Poisson-
prozesse.) Bezeichnet man mit f die Lévy-Dichte des VG-Prozesses (vgl. oben), so ergibt

sich nach Emmer und Kliippelberg [4] die charakteristische Funktion von L(1) als:

exp( [ (€ = g (d0) = exp( [ (€ = 1), (@)

iux e’ =1
= exp (/R(e o 1)fL(ln( + 1)) z __ (1 — 71-1) ’ 1{:1:>1n(1_7fl)} 1{\1n(ez 1 )>e}d'x> :

T €

Im folgenden bezeichnen wir die Funktion

T _ z

e e
fos (2 = (0 (= 1)) Gy Bt e i
auch kurz als fy(x). SchlieBlich definieren wir noch gy(u) := [ (™ — 1) farg, (x)dz. Wir

wollen nun den Exponenten g,(u) der charakteristischen Funktlon von L(1) mit einer com-
puterverwendbaren Funktion (d.h. einer Stufenfunktion) von u approximieren. Um bei der
Berechnung den FFT-Algorithmus nutzen zu kénnen, erscheint folgende Vorgehensweise

ratsam:

(1) Zunéchst definieren wir Diskretisierungsfunktionen uy(u), zy(x) wie folgt:

(W) = Lu\/gjﬂ)ﬁ @) = Lx-\/§J+0.5

(2) Nun approximieren wir fy; durch eine Stufenfunktion. Die Funktion fj; ist ausser-
halb von (In(1—7), In(m(e7*=1)4+1)) J (In(m(e*—1)+1), o) gleich 0. Da fj, am linken

Ende des ersten Intervalls gegen oo strebt (was numerisch Probleme bereitet), setzen wir

die Approximation fiir Werte in (In(1 — 7);In(1 — 7) + h), h geeignet gewéihlt, gleich 0

und schéitzen spiter den daraus entstandenen Fehler ab. Weiterhin sei
A:=(In(1=7)+h,In(r(e “=1)+1)) U (In(m(e = 1)+ 1), o).

Wir definieren also als Approximation fiir f,; die Treppenfunktion:

fapp() = fu(en(z)) |z[ < my /5 und (zy(z) - O'S% , oy () + O'fﬂ") CA,

0 sonst.



Dabei verwenden wir ein geeignet gewéhltes m < %, um spéter gute Fehlerabschitzungen

zu bekommen.

(3) Mit Hilfe von f,p, ergibt sich nun als Approximation fr g,(u) fiir u| < m,/3%:

) = [ (O 1) £y ()
R

(4) Wir speichern nun (fiir festes N) die Werte der beiden Approximationsfunktionen

im Bereich |.| < /&T mit 2 Vektoren der Lénge N nach folgendem Muster (dabei sind je
nach Wahl von m ggf. Eintriage = 0):

| N 2m
gk = g?app<_ T+(k+05) N), kZO,...,N—l,
INT 2m
fl = fapp( 7_(l+05) N), kZO,...,N—l.

Dies ergibt die Gleichung:

[N 2w
gk = gQapp(_ 2 (k + 0. 5) N)

— /R (exp(i(—\/gjL (k+ 0.5)\/%)501\7(:1:)) — 1) Japp(x)dz
_ Nzl(exp(( \/7 k+05\/§\/m 2W))—l)

=0

X fapp (@ —(I+ 0.5)@)@)
xZexp \/ﬁ\/ﬁ ) (exp(i \/ﬂ 05\/5\/§fz ﬁiﬁ

-1
2 -1 N 2
= ,/%exp(z’(k N T TW - % + 7)) ; o= 2mi(5) exp(i(ml — =) fi — 1/ = il Zﬂ 7.

(5) Wihlt man N = 2", n > 2, so vereinfacht sich dieser Ausdruck weiter zu

-1

2T k05 —omi(kly 27r

W(lk—l-l Z 22N Nfl [ 2T Zfl
=0

=0

Diesen Ausdruck kann man nun mittels FFT einfach ausrechnen.
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5.3 Approximation der charakteristischen Funktion von me V(1)

Analog zum vorigen Abschnitt definieren wir g; mit Hilfe der Gleichung exp(g;(u)) =

|71 eul

E exp(ium €V (1)). Wie aus Abschnitt 4.1 hervorgeht, gilt g, (u) =26 [ (cosz —1)1dz.
0

Wir wollen auch hier fiir [u| < m+/27/N die charakteristische Funktion durch eine Stu-
fenfunktion g¢y,,,(u) approximieren. Das dabei auszuwertende Integral konnte fiir Ober-
grenzen nahe bei 0 numerisch instabil werden. Wir werden daher fiir Obergrenzen bis 1
den Integranden in eine Potenzreihe entwickeln, diese gliedweise integrieren und bis zu
einer bestimmten Ordnung addieren, fiir hthere Obergrenzen (fiir den Restbereich) die
gewohnliche Integralapproximation mit Summen verwenden. Da wir hier keine FFT ver-
wenden, kénnen wir die Feinheit auch unabhéngig von der Anzahl N der Interpolations-
punkte wihlen; wir verwenden hier statt der Diskretisierungsfunktion xy(z) die Funktion
zry(z) mit k& € N. Weiterhin soll die Approximation der charakteristischen Funktion fiir
lu| > m\/27/N 0 ergeben; wir setzen daher die Approximation fiir g; in diesem Bereich
—o0. Damit ergibt sich folgende Definition:

falls me(un(|ul) — 0.5¢/N7/2) <1,

N R
glapp(u):< ;(—1)T \2/74(7274)! 4 / ( ( )) ld

—00 sonst.

\

Zur Berechnung repriisentieren wir auch hier wieder die Stufenfunktion gyap,(u) durch

einen Vektor ¢g* der Lange N, wobei gilt:

. N 2
9k = G1app <—\/ - (k+0.5) W)

5.4 Approximation von M¢(t) + me V (¢)

Die Dichte zum Endzeitpunkt T approximieren wir nun, indem wir analog zum Ab-
schnitt {iber M7 eine (umgekehrte) Fouriertransformation durchfiihren. Die Approxima-
tion der charakteristischen Funktion erhilt man wie folgt: Fiir |u| > my/27/N setzt

man sie gleich 0, im dazwischenliegenden Bereich setzt man sie gleich der Stufenfunktion
exP (T (g1app(1) + G2app(1))).
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5.5 Zusammenfassung des Algorithmus
5.5.1 Approximation der Verteilungsfunktion

Wir berechnen die Approximation F,,,(z) der Verteilungsfunktion F'(z) aus hgy,(z), in-
dem wir die Stufenfunktion integrieren (=aufsummieren bis zur oberen Integrationsgren-
ze). Da die Feinheit und Anzahl der Integrationspunkte bei hgp,, gekoppelt sind (wir
verwenden FFT), bekommen wir unter Umsténden bessere Fehlerabschétzungen, indem
wir hgp, = 0 ausserhalb eines bestimmten Intervalls setzen. Wir bekommen daher (mit
m < N/2 geeignet gewéhlt) folgende Definition (der numerische Algorithmus ist dann

unmittelbar klar):

( T
0 falls z < —m QW
_ fz happ(z)dz falls —my /2 < 2 < my /2
Fapp(z) =9 ‘ app - < < -
—my/ZE
[ 1 falls z > my /22

5.5.2 Approximation der Dichte

L[ exp(—iun (u)zn () gapp(uw) falls |z] < m %ﬂ
. / (it (1) () gugp () falls 2] < mo /%

0 sonst

5.5.3 Approximation der charakteristischen Funktion

o (1) = { exp(T(G1app (1) + Goapp(1)))  falls [u] < m \/%

0 sonst

5.5.4 Approximation der beiden Exponentenfunktionen

ety

falls mie(un(|u]) — 0.5¢/ %) <1

r=1

Giapp 1) = § S~y (73 VR /WW cos(ann (1) =1
2r(2r)! [V E N FEme TN (T)
Nrm 2
falls me(un(|ul) —0.54/57) > 1 und u < my/ 5

r=1

| —00 sonst
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gQapp

erevan @) 1y ro (1) falls [u] < my /22
| e Vfapp(@) falls Ju] < m /2
0

sonst

5.5.5 Approximation der Lévy-Dichte

Fur(en(z)) falls \x|<m\f wmd - (ay(x) — S av(n) + 35) C A
0 sonst,

mit A= (In(l—7)+h, In(r(e “—1)+1)) J(In(m (e = 1)+ 1), oc). Weiterhin definieren
e b ) C A und|z| < my/3}. Offenbar ist

fapp(2) =

wir noch B := {z|(zn(x) — \/z%,,’ ry(z) +

dann B von der Form B = (a;b) | J(c;m Wﬂ

6 Fehlerabschitzung zur numerischen Berechnung des

Quantils

Die folgenden Siitze werden im Anhang bewiesen (zur Definition der verwendeten Kon-
stanten siche Abschnitt 5) :

Satz 6.1 (Fehlerabschétzung von F,,,) Es gilt:

|F(2) = Fupp(2)]

27
m\'N

1
S ‘1 - / happ( )dx| + 4m 27TN sup ‘h(x) - ham)(x”
lal<my\/3F

2m
—m =

Satz 6.2 (Fehlerabschitzung fiir h,,,)
27| happ () — h(z)|

1-26T
e\ —2¢T 2 2m 2m
2T 26T — 1 N TE

2

m\/ N
2T
+mﬁ |gapp(“)‘du
)2
N
g(u
I TR eI
u€[—m %’,m\/%} Gapp .

N

13



Satz 6.3 (Fehlerabschétzung fiir g,,,)

u€[—m %;m\/%’} gapp(u)
< 2T sup 191(1) — Grapp(u)| + sup 192(1) — Goapp(u)])
u€l-my/ Fimy/ 5] u€[—my/2Ema/ 25

falls sup |g1(w) — grapp(w)] + sup (g2 (1) = g2app(u)| < 1

i€ _|\/27T/N.
V21 /N me

Satz 6.4 (Fehlerabschétzung fiir ¢i,,,) Es gilt mit ©q = |

5 2(R+1) 3
sup g1(u) — grapp(u)] < Lo + TEm——=
= wr - R+1(2(R+1))! N \/E

u€[-ma/ 5 imy/ 3]

Satz 6.5 (Fehlerabschétzung fiir ¢y,,,) Es gilt:

sup |92(1) = Gaapp(v)]
u€[—m 2]\’,' im 3\’;}

27

m\/ N

2

N | fapp () |d

—m

IN

27
N

+2 -« (exp(sup |(In f)'| 2—7T - 1) /fapp

zEB

1

- ¢ ol ﬁ; Li1) £ emer _ o 1n(6’;; +1))
+92. - _|__
- ln(% +1) —Cy —C2
mex /28
e1 In(E=1+1) cre c1 ln(¥+l)

ge ! 1 — € 1 é' e T
+2- (2 +

(6 C1 ™ 1 —C1 )

ln(i +1)

7 Simulation von Pfaden eines VG-Prozesses

7.1 Simulation eines Lévy-Prozesses

Wie direkt (vgl. Abschnitt 2.2) aus der Definition zu sehen ist, sind die aus einem Lévy-
Prozess L gebildeten Zufallsvariablen X := L(k- L) - L((k—1)-L), k=1,2,...,n,iid
mit charakteristischer Funktion exp(Z - ¥ (u)). Andererseits gilt dann L(k-L) = Z] 1 Xk
d.h. man kann die Pfade des Lévy-Prozesses L mit Hilfe von iid-Zufallsvariablen, deren

charakteristische Funktion bekannt ist, auf einem diskreten Gitter simulieren.

14



7.2 Simulation des VG-Prozesses

Aus Gleichung 4.2 kann man die charakteristische Funktion der Zufallsvariablen X, direkt
bestimmen:
T 7 T T 6
E(X;) = exp(= - (ips — EIn(1 — 5606 + s*=))) = exp(i(—pu)s — (=)EIn(1 — ish + 7))
n 2 n n 2
Die Verteilung dieser Zufallsvariablen gehort offenbar zur gleichen Klasse wie die (uns
bereits bekannte) Verteilung von L(1), es sind lediglich die Parameter geéndert. Es gilt
L(1) L =562+ Ce mit pdeR (2~ '¢,0), €~ N(0,1) und somit X <
Zp—6¢"+C poeR (*~T(L-£0), e~N(0,1).
Somit ist die Simulation von L moglich mit Hilfe von Gamma- und normalverteilten

Zufallsvariablen, die in S-Plus standardméfig zur Verfiigung stehen.

8 Ergebnisse

Die folgenden beiden Berechnungen des Quantils von 7€ V/(T') + M£ (T) in Abhéngigkeit

von m; € [0,1] wurden mit N = 2% Interpolationspunkten durchgefiihrt:

5 %—Quantil fur die Parameter T=20, xi=0.1, theta=0.35, delta=0
-0.02 T T T T

-0.04 .

-0.06 - 1

-0.08 |

-0.1f 1

Quantil

-0.12 1

-0.14 -

-0.16 1

—0.18 I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

pi
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5 %—Quantil fur die Parameter T=20, xi=0.35, theta=0.2, delta=0.2
0 T T T T T

-0.05

-0.1

-0.15

Quantil

-0.25

-0.3

-0.35

—0.4 ! ! ! ! ! ! !
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

pi

Einige Realisierungen des VG-Prozesses:

Abbildung 1: 10 Realisierungen eines VG Prozesses mit den Parameterwerten £ = 0.2, =
0.1, = 0.35, p = —0.03

VG-Prozess

Zeit

16



Abbildung 2: 10 Realisierungen eines VG Prozesses mit den Parameterwerten £ = 0.1, =
0,0 =0.2,u = —0.05

VG-Prozess

0 5 10 15 20

Zeit

A Beweise zu den angegebenen Fehlerschranken

A.1 Fehler bei der Berechnung von Fj;,,(z)

Mit der Definition aus Abschnitt 5.5.1 ergibt sich folgende Fehlerabschétzung:

_ 27 27
my\/ N my\/ N

F() = Fap(2)| < | [ ha)de| +| / (h(5) — happ())
- F
e
2
< - / n()dr] +2m /2T suph(r) — by (1)
— | <my/%F
g
ma/ 2x
N
2
< - / happ (@) + 4my |2 sup[h(x) — hagy(a)
— ja|<my/3F
/T

Der erste Term fallt direkt bei der numerischen Berechnung an, der zweite wird im

niachsten Abschnitt weiter untersucht
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A.2 Fehler bei der Berechnung von hg,(z)

Wieder setzen wir im Algorithmus ggp,(u) = 0 fiir |u| > my/27/N. Es gilt dann fiir
|z| < my/27/N-:

27 |happ () — h(z)| =

- / e g (u) du ‘/
R

e g(u)du
R

IN

/%
[ latwldus [ e, )~ gt du
RA[=m/FEim /5]

2m
—m =

IN

my/%F
[ el [ e
R\[=my/FFimy/5F]

27
my\/ N

b [ ganl) = gl)

—m 27

N

— " | gapp ()| du

27
LAV

IN

my/F
[ lewlaus [ e g, )
R\[=my/Fim/ 5]

[ a0~ gl

A.2.1 Abschitzung des ersten Summanden

Es gilt (falls my/27/Nme > 4m) wegen Re( [(e™® — 1) f(x)dz) < 0:

[ et < /Oo l9(u)|du

R\[=my/FFimy/5F]

mr/IE
N
umL€ 1
< / exp(2§T/(cosx—1)—dx)du
T
my/ 2 0
N
0o \_u;r,.l.epﬂ
1
< / exp (26T (cosx — 1)—dz)du
T
m QWW Am

18



00 ’“"15 -1 (1+1)2

/exp(ZfT / (cosx — 1) d:r)du

=

27 2m
N

IN

m

[e'e) u”leJ 1 l+1

1
/ exp (26T / (cosx — 1) l—da:)d
27
ma )2 l 127
N

IN

[e'e) L"‘""lEJ 1 l+1

27 127

VAN
—

0 \_%J—l 127

exp (26T Z / (—l)ldx)du

I3 =2 Dor

VAN
—

00 (1555 =1)2n

_ /exp(ng / (=1) L da)du

T
27 2

0 um €—2-2m

exp(26T / (—1)éd:r)du

VAN
—

—2))du

1-2¢T
mie\ — 2T 1 2T 2T
(3) 7 o [my 5 — 2= .
2m 26T — 1 N €
Diese Fehlerschranke ist direkt auszurechnen. Offenbar muss also 1 —2¢7T" deutlich negativ
sein, um eine gute Fehlerschranke zu gewihrleisten; wie man leicht zeigen kann, ist fiir

26T < 1 gar keine klassische Fouriertrafo méglich. In diesem Fall kénnte man eventuell

Konvergenz durch Einfiigen eines normalverteilten Termes erreichen.
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A.2.2 Abschitzung des zweiten Summanden

Wir setzen wieder g,,, = 0 auerhalb von |z| < m/27/N. Es gilt:

27

my/ %
/ |ei(uN(u)$N(x)_w) - 1H9app(u)‘du
g
. sup  [elluntan(-u) _q| / |Gapp () [du
uel—/ %5/ 77 ¥
/T
<

1 /2 2 "YE
™ m
25V ™ N / |Gapp ()| du
i/

27
my\/ N

27
m_
N

27

LAV

|gapp (u)|du

Dieser Term féllt bei der Berechnung an.

A.2.3 Abschitzung des dritten Summanden

" e (v
glu
u) — g(u)|du < / Gapp (1) |1 — du
[ ) = g(w) ()11~ L2
—maA/2E s/ 2m
N N
glu
< s =2 [
u€[—m %’,m\/%} Gapp .
e

Der zweite Faktor fillt wieder bei der Berechnung an, der erste wird im néchsten Abschnitt

weiter untersucht.

A.3 Fehler bei der Berechnung von g,,,(u)

sup 1o g(u) |
ue[-my/ZEmy/ 28] Gapp (W)
< sup 11— exp(T'(g1(u) + g2(u) — Grapp(1) — Goapp(w)))]|
u€[—m 2Wﬂ;m QW”}
< 27 sup 191 (1) = grapp(u)| + sup 192(1) = G2app(u)]),
u€[—m 2W"';m ZW"} u€[—m 2W";m ZW’T}
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falls sup |g1(u) — Grapp(w)| + sup |ga(u) — gogpp(u)| < 1 (Restgliedabschétzung der Expo-

nentialfunktion, vgl. Analysis). Diese beiden Terme werden nun weiter untersucht.

A.4 Fehler bei der Berechnung von g,

€ ] V21 /N
V2r /N me

Es gilt mit zq := |

o0 r2r cos ka(gj) —1 coszx—1
sup |91 () = grapp(u)| < Z W[(]QT)'—F / | ny(z) oz
u€[-m 2]\’,' m Zj\ﬂ r=R+1 - 1 -
9 xQ(RJrl) 2 cosxpn(x) — 1 cosz — 1
S s ramen T meny 5 -0 s | - |
+ ( ( + )) z€[1;7r1€m\/%} ka(x) !
9 xQ(RJrl) 2 coszripny(z) — 1 cost — 1
= R+1(2(;%+1))' T memy[g =1 sup (( )) - |
: ze[l;mem\/%} TeNE !

< 2 xS(RH -+ 2rl |27 |(cosx — 1),|
TiEM su —_—
= R+1ER+1) TV N2V EN P x

€[l;miemy/27/N]|

.2 g2 . 3r 1
T1EM—
= R+1(2R+1) "N VE

Diese Terme sind direkt berechenbar

A.5 Fehler bei der Berechnung von gag,,(u)

Es gilt:

Sllp |g2( ) g?app( | = / iun (w)zn (z —1 fapp dl‘—/ 'Luz_
R

u€[—m im 27’}

/|e“w @) | f () 42 / (@) — F(2)]d

IN

IN

R\B

x)dx|

/|6“‘NUIN — €| fapp(@ dSU-I—Q/ | fapp (@ —f(x)|dx+2/|fam,(:c)—f($)|d$

Dabei ist B die Menge, auf der f,,, mit Hilfe von f definiert wurde (vgl. Abschnitt 5.5.5).

Die drei Summanden werden nun einzeln untersucht.
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A.5.1 Erster Summand

Analog zu oben erhélt man:

/|6i“N(“)1‘N(I) — "7 fapp(x)da
R

ma/ 2%

N
< / @ | )| d
—my )
N
< sp [dn@es@oum) g / Fap ()]
rel VTV o
N
<

1 /2 /2 e
™ ™
—m ZW’T

e
71'
- N | fapp ()| dz.

—maA/2E

N

Dieser Term fillt bei der Berechnung an.

A.5.2 Zweiter Summand

Es gilt:

z€EB

[ fanta) = F@lds < (explsup (0 7)1y 20) = 1) [ fale)da

und weiter fiir z > 0:

r—1 r—1
(0 f)'] = [In€ — In(in( — 1)+ In(< — 1) 4o - (e — (L —m))
1 1
(ln %—Fl))(%—kl)ﬂ'l 161_(1—71'1) ez_(l—ﬂ'l)
e’ 1
< |— (|- 1 1
= |€x_(1—7'('1)|(|6|+|01‘+ |)+
< ! Arle+1)+1
— C
Sl (l—m (St
unabhéngig von z. Fiir z < 0 erhélt man:
et et e
Inf)| = |- - +(~)————+ 1
L R i o 2 ey RO s By e s gy
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627

< - @@

- ‘el’ —(1—=m)
1

‘eln(km)m —(1—m)

1
|(Z+\cQ|+1)+1

1
\(E+|02\+1)+1.

A.5.3 Dritter Summand

Auf R\ B ist fu,, = 0; es gilt somit:

[ o) = f@ldz = [ fa)aa

R\B R\B
a In(&=t ) c o0
= / f(x)dx + / f(x)dz + / f(x)dx + / f(x)dx
In(1-my) b In(E4+1) my/Z
1n(e‘jr—;1+1) . ln(e(;—zl—l—l) -
= / —ge’cﬂda: + / —ge’cﬂda: + / gec”ﬁdaj + /
x x x
—00 n(eb=1 € ma /27
: ( 1 +1) ln(e 7r1N _1+1)
In(€2=141) . 1n(ef{1+1)
< af,l / e “dr + ¢ / e “Tdx + ¢ / e dx
—In(5—=+1) € €
o0 (=141 €
o
+ i / e dx
In(“ mN =1 + 1) ma )28
(&=~ ~=L41)
< £ e M) e — e @ In(54) I £e (D) _ gene
- = ln(et;zl + 1) —C9 € —C9 € C1
mer/2m
. é. c1In(& TrlN _1-|—1)
%,1 —C
In(€ +1)

Dabei fallen a, b, ¢ (vgl. Abschnitt 5.5.5) bei der Berechnung an.

B Implementierung
Die Funktion, die die Lévy-Dichte von M[ berechnet:

fM_function(x,xi,theta,delta,pil,cl,c2)
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{
a_exp(x)/(exp(x)-1+pil)
b_log((exp(x)-1)/pil+1)
if (x>0)

{
fMWert_xi/b*exp(clx*b)*a
}

else

{
fMWert_-xi/b*exp(-c2*b) *a
}

return(fMWert)

}

Der FFT-Algorithmus:

FFT_function(x)

{

falt_x
fneu_rep(0:0,length(x))
i_complex(imaginary=1)
n_log(length(x))/log(2)
if (n-floor(n)==0)

{

for (m in n:1)

{

M_2" (m-1)
e_exp(-2%pi*i/(2°m))

d_1

for (k in 1:27°(m-1))

{

for (r in 0:(2°(n-m)-1))
{
fneul[r*M+k] _falt [r*2*«M+k]+falt [r*2xM+k+M]
fneul(r+2~ (n-m) ) *M+k] _d* (falt [r*2*M+k]-falt [r*2*M+k+M])
}

d_exd

}

falt_fneu

24



}
return(fneu/length(x))

}

else

{

return(’Laenge von x ist keine Potenz von 2°’)
}

}

Die Quantilberechnung:

quantilappr_function(alpha,t,n,m,k,h,R,xi,theta,delta,pil,epsilon)
{
N_2"°n

i_complex(imaginary=1)

source(file="FFT.s’)

source(file="fM.s’)

happrWert_rep(0:0,N)
gapprWert_rep(0:0,N)
glapprWert_rep(0:0,N)
fapprWert_rep(0:0,N)
cl_-(sqrt(2/theta+delta~2)+delta)
c2_(2/(cl*theta))

xschrittweite_sqrt (2*pi/N)*pil*epsilon ##Berechnung von glapp

k1 _min((floor(sqrt(N/(2*pi))*(1/(pil*epsilon)))+1) ,N/2)
print (N/2-k1)
for (1 in 1:k1) ##Berechnung mittels

##Potenzreihe im Bereich bis 1

{
x_(1-0.5)*xschrittweite
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s_0

a_1

b_1

for (r in 1:R)
{

a_-ax(x"2)

b_b* (2%r-1) *2xr

s_s+a/ (2xrx*b)

}

glapprWert [N/2+1]_s
glapprWert [N/2+1-1]_s
}

x_(k1+0.5)*xschrittweite
s_0

a_1

b_1

for (r in 1:R)

{

a_—a*x(x"2)

b_b* (2%r-1) x2*r

s_s+a/ (2*r+*b)

}

b_b* (2*%R+2) * (2¥R+1) ##Bereitstellung der Fakultt fr die
##Fehlerabschtzung weiter unten

for (1 in (k1+1):(N/2)) ##Berechnung mittels numerischer
##Integration im Bereich >1, erhhte Feinheit

{

glapprWert [N/2+1]_s

glapprWert [N/2+1-1]_s

for (u in 1:k)

{

x_(1-1+u/k) *xschrittweite
s_s+(cos(x)-1)/x*(xschrittweite/k)
}

}
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print (’Berechnung von gl fertig’)

xschrittweite_sqrt (2*pi/N)
xmin_xschrittweitex* (-N/2)
nl_max(N/2+1-m,floor((log(1l-pil)+h)/xschrittweite)+2+N/2)

##Aufstellung des Levy-Dichte-Vektors

n2_max(N/2+1-m,floor(log(pil*(exp(-epsilon)-1)+1)/xschrittweite)+N/2)
n3_min(N/2+m,floor(log(pil*(exp(epsilon)-1)+1)/xschrittweite)+N/2+2)
print(c(n1,n2,n3))

fapprintegral_0

for (1 in n1:n2)

{

fapprWert [N+1-1] _fM((xmin+(1-0.5)*xschrittweite) ,xi,theta,delta,pil,cl,c2)

fapprintegral_fapprintegral+abs (fapprWert[N+1-1])*xschrittweite

}

for (1 in n3:(N/2+m))

{

fapprWert [N+1-1] _fM((xmin+(1-0.5) *xschrittweite) ,xi,theta,delta,pil,cl,c2)
fapprintegral_fapprintegral+abs (fapprWert[N+1-1])*xschrittweite

3

print (’Berechnung von f fertig’)

##Durchfuehrung der FFT zur Berechnung von g2app

for(1 in (N/2+1-m): (N/2+m))

{

fapprWert[1] _fapprWert [1]1*((-1)~(1-1))*exp(-i*((1-1)/N)*pi)
}

g2apprWert_FFT (fapprWert)
for (1 in 1:N)
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{
g2apprWert [1] _sqrt (2*pi/N)*((-1) "1) *exp(i* ((-1+0.5) *pi/N) ) *N*g2apprWert [1]
-sqrt (2*pi/N) *s

print (’Berechnung von g2 fertig’)

suplnfstrich_max(1/abs(1-(1-pil)*((exp(epsilon)-1)/pil+1))*
(1/epsilon+abs(c1)+1)+1,1/abs (exp(log(1-pil)+h)-(1-pil))*(1/epsilon+abs(c2)+1)+1)

grenzel_-sqrt (N*pi/2)+(nl1-1)*sqrt (2*pi/N)
grenze2_-sqrt (N*pi/2)+n2*sqrt (2xpi/N)
grenze3_-sqrt (N*pi/2)+(n3-1) *sqrt (2xpi/N)
summand3_xi/log((exp(grenzel)-1) /pil+1)*1/c2xexp(-c2xlog((exp(grenzel)-1)/pil+1))
+xi/(epsilon*(-c2))*(exp(-c2*epsilon)-exp(-c2xlog((exp(grenze2)-1)/pil+1)))
summand3_summand3
+xi/ (epsilon*cl)*(exp(ci*log((exp(grenze3)-1)/pil+1))-exp(clxepsilon))
+xi/(-c1) *exp(cl*log((exp(m*sqrt (2*xpi/N))-1)/pil+1))
/log((exp(m*sqrt (2*xpi/N))-1)/pil+l)
print (’ summand3="’)
print (summand3)
g2apprfehler_(2*pi/N+2*(exp(suplnfstrich*sqrt(2*pi/N))-1))*fapprintegral
+2*summand3
print (’g2apprfehler=")
print (g2apprfehler)
x0_(floor(pil*epsilon/(sqrt (2xpi/N)))+1)*(sqrt(2*pi/N))/(pil*epsilon)
glapprfehler_2/(R+1)*x0~ (2% (R+1)) /b+pil*epsilon*m*3*pi/ (N*sqrt(k))
print (’glapprfehler=")
print (glapprfehler)
gapprfehler_2*t*(glapprfehler+g2apprfehler)
gapprintegral_0

print (’Berechnung von g fertig’)
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for (1 in (N/2+1-m):(N/2+m)) ##Durchfuehrung der umgekehrten FFT zur
##Dichteberechnung

{

gappriWert[1]_(-1) "~ (1-1)*exp(-i* (1-1) *pi/N)*exp (t* (glapprWert [1]+g2apprWert[1]))

gapprintegral_gapprintegral+abs (gapprWert[1])*xschrittweite

}

happrWert_sqrt (N/(2+pi) ) *FFT(gapprWert)

for (1 in 1:N)

{

happrWert [1] _Re (happrWert [1]*((-1) " (1)) *exp(-i*(1-0.5) *pi/N))
}

happrfehler_2x(pil*epsilon/(2xpi))~ (-2*xi*t)*(1/(2*xi*t-1))
* (m*xsqrt (2*%pi/N) -2*2xpi/ (pil*epsilon)) " (1-2*xix*t)
+(m*2*pi/N+gapprfehler) *gapprintegral

print(’2. Summand von happrfehler=’)

print ((m*2xpi/N+gapprfehler) *gapprintegral)

print (*happrfehler=’)

print (happrfehler)

s_0 ##Berechnung des Quantils
##aus der Dichte

for(1 in (N/2+1-m): (N/2+m))

{

s_s+abs (happrWert [1]) *sqrt (2*pi/N)

}

print (’Fehlerschranke=’)
print (abs(1-s)+4*m*sqrt (1/(N*2*pi))*happrfehler)

s_0

1.0

for (j in (N/2+1-m): (N/2+m))
{

if (s<alpha)
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{

1_]

s_s+happrWert [j]*sqrt (2*pi/N)

}

else

{}

}

quantilapprWert_-sqrt (Nxpi/2)+(1-(s-alpha) /happrWert[1])*sqrt (2*pi/N)
return(quantilapprWert)

3

Die Simulation der Pfade

simulation_function(t,n,xi,delta,theta,mu,zufall)

{

schrittweite_t/n
vg_rep(0:0,(n+1))  ##Bereitstellung des Vektors

muneu_mu*t/n ##"neue" Parameter

xineu_t/n*xi

set.seed(zufall)
y_rnorm(n,0,1)

v_rgamma(n,xineu,theta)

x_muneu-delta*v+sqrt (v) *y

vgl[1]_0

for(k in 2:(n+1))

{

vglk] _vgl[k-1]+x[k-1]

}
plot(rep(0:n,1),vg,type="1")
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