
Simulation des Varianz-Gamma-Prozesses undnumeris
he Bere
hnung des Capital-at-RiskUlri
h Mauthner �
1 PortfoliooptimierungZiel der Portfoliooptimierung ist (wie der Name s
hon sagt), f�ur einen Investor die best-m�ogli
he Verteilung seines Anlageverm�ogens auf vers
hiedene Anlagem�ogli
hkeiten (Fest-geld bei der Bank, Wertpapiere et
.) zu bestimmen. Dies ges
hieht, indem man die Kurs-entwi
klungen der einzelnen Aktien als sto
hastis
he Prozesse au�a�t, aus diesen mitHilfe sto
hastis
her Di�erentialglei
hungen die Verm�ogensentwi
klung (abh�angig von derHandelsstrategie) herleitet und s
hliessli
h diejenige Handelsstrategie bestimmt, die das(bzgl. Risiko und erwartetem Ertrag) beste Ergebnis erzielt.1.1 Das allgemeine ModellWir gehen davon aus, da� es eine risikolose, festverzinsli
he Anlage (z.B. Staatsanleihen)und eine oder mehrere risikobehaftete Anlagem�ogli
hkeiten gibt, deren zugeh�orige Gr�o�enim Folgenden mit 0 bzw. i = 1; : : : ; d indiziert werden.Die Kursentwi
klung der risikolosen Anlage ist deterministis
h und lautet P0(t) =P0(0) exp(rt); t � 0, (kontinuierli
he Verzinsung mit Zinssatz r), die Kursentwi
klungender �ubrigen Anlagen betra
hten wir als sto
hastis
he Prozesse (Pi(t))t�0 auf einem mitpassender Filterung versehenen W-Raum (
;F; (Ft)t�0; P ). Um diverse Ergebnisse aus derTheorie der Sto
hastis
hen Di�erentialglei
hungen anwenden zu k�onnen, verlangen wir,da� die Preisprozesse bzgl. der Filterung adaptiert sind, dass die Filterung re
htsseitigstetig ist (Ts>t Fs = Ft 8t) und dass F0 alle Nullmengen enth�alt.Um den Verm�ogensproze� bestimmen zu k�onnen, ben�otigen wir einen weiteren sto
ha-stis
hen Proze�, die Handelsstrategie '(t) = ('0(t); '1(t); : : : ; 'd(t)); t � 0, die angibt,wieviele Anteile (=Nennwert) der jeweiligen Aktie im Portfolio sind. Dieser Proze� soll�Center of Mathemati
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progressiv messbar sein. (Interpretation: Ents
heidungen aufgrund bereits bekannter Ak-tienentwi
klung, exakte De�nition vgl. J�org [5℄.)Der Verm�ogensproze� ist dann gegeben dur
hX(t) = dXi=0 'i(t)Pi(t); t � 0:Da wir den Wert des Portfolios dur
h ges
hi
ktes Handeln, ni
ht aber dur
h zus�atzli
hesInvestieren erh�ohen wollen, verlangen wir au�erdem, da� das Portfolio selbst�nanzierendist: X(t) = X(0) + dXi=0 Z t0 '(s)dPi(s); t � 0:1.2 Das ZielDie Aufgabe besteht zun�a
hst darin, eine optimale Handelsstrategie zu �nden. Dies er-s
heint analytis
h kaum m�ogli
h, und man bes
hr�ankt si
h daher auf eine Teilmenge derm�ogli
hen Handelsstrategien. Die Bes
hr�ankung auf zeitli
h konstante Handelsstrategienist allerdings uninteressant (dies w�urde ja bedeuten, da� man gar ni
ht handelt). Mankann aber eine andere Menge an Handelsstrategien, die ni
ht konstant und denno
h ana-lytis
h behandelbar sind, wie folgt erzeugen:Wir de�nieren den Portfolioproze� (�(t))t�0 dur
h die Komponenten�i(t) = 'i(t)Pi(t)X(t) ; t � 0; i = 0; 1; : : : ; dd.h. �i(t) gibt den Anteil des (Markt-)wertes der Anlage i am Gesamtwert des Portfo-lios an. Setzt man diesen als zeitli
h konstant an, so ergeben si
h i.a. ni
ht konstanteHandelsstrategien.Die Aufgabe lautet nun: Finde diejenige Portfoliozusammensetzung �, die den Verm�ogen-sproze� zu einem festen Zeitpunkt T optimiert.1.3 Kriterien f�ur Optimalit�atUm das beste � zu �nden, ben�otigt man nat�urli
h no
h Kriterien, na
h denen wir denErtrag X(T ) bewerten. �Ubli
h sind hierbei zwei Ans�atze:1. Maximiere E(X(T )) bei vorgegebener Risikos
hranke oder2. Minimiere das Risiko bei vorgegebenem Mindesterwartungswert.Als Risikoma�e nehmen wir die Varianz von X(T ), den VaR (d.h. das �-Quantil derVerteilung von X(T )), oder den CaR, wel
her als Di�erenz des Verm�ogens bei Investitionin die si
here Anlage zum VaR de�niert ist.2



2 L�evy-Prozesse2.1 De�nition und ein bekanntes BeispielNa
h �ubli
her De�nition (siehe z.B. Sato [1℄) ist ein d-dimensionaler sto
hastis
her Proze�X = (Xt)t�0 ein L�evy-Proze�, wenn er folgende Bedingungen erf�ullt:1. X ist P -fast si
her re
htsseitig stetig und besitzt linksseitige Grenzwerte, d.h. esexistiert ein 
0 2 F; P (
0) = 1, so dass f�ur alle ! 2 
0 der zugeh�orige Pfad dieseEigens
haften besitzt.2. X ist sto
hastis
h stetig, d.h. X(s) P�! X(t) f�ur s! t3. X(0) = 04. X hat unabh�angige und station�are Zuw�a
hseDas bekannteste Beispiel f�ur einen L�evy-Prozess ist die Browns
he Bewegung: Bedingun-gen (3) und (4) werden bereits in der De�nition der Browns
hen Bewegung verlangt,die anderen beiden folgen daraus, dass ihre Pfade P -fast si
her stetig sind (d.h. es gibteine Modi�kation mit stetigen Pfaden). Ein weiteres Beispiel ist der zusammengesetz-te Poissonproze� (Sprungstellenabst�ande exp-verteilt, Sprungh�ohen iid). Dar�uberhinaussind au
h Summen unabh�angiger L�evy-Prozesse, ihre Vielfa
hen und Grenzprozesse wie-der L�evy-Prozesse.2.2 Zwei wi
htige StrukturresultateEine wesentli
he Teilklasse der L�evy-Prozesse sind Summen einer deterministis
hen Kom-ponente, einer Browns
hen Bewegung und eines zusammengestzten Poissonprozesses. DieKlasse der L�evy-Prozesse l�a�t si
h als Verallgemeinerung dieser Prozesse au�assen. Ge-nauer gesagt gilt folgendes f�ur jeden L�evy-Prozess L = (L(t))t�0:(1) Die 
harakteristis
he Funktion von L(t) kann man darstellen alsE(exp(isL(t))) = exp(t	(s)); s 2 Rd ;mit 	(s) = ia0Ls� 12s0� 0L�Ls+ ZRd(eis0x � 1� is0x � 1jxj�1)�L(dx);wobei a 2 Rd , � 0L�L eine postitiv de�nite und symmetris
he d � d-Matrix ist, und � einMa� ist, das �(f0g) = 0 und RRd(jxj2^1)�(dx) <1 erf�ullt (sogenannte L�evy-Khint
hine-Darstellung). 3



(2) Weiterhin entspri
ht dieser Darstellung der 
harakteristis
hen Funktion die Darstel-lung von L als:L(t) = at+ �W (t)+ X0<s�t�L(s) � 1fj�L(s)j>1g+ Z t0 Zjxj�1 x(M(dx; ds)� �(dx)ds); t � 0;wobei f�ur ! 2 
 �L(t; !) := L(t; !)�L(t�; !); t � 0, und M(B; !) = #f(t;�L(t; !)) 2Bg f�ur jede Borelmenge B aus [0;1)� (Rd n f0g).(3) Falls RRd jxj�(dx) <1, hat L Pfade von endli
her Variation und die DarstellungL(t) = 
t + �W (t) + X0<s�t�L(s); t � 0;mit 
 = a� Rjxj�1 x�(dx).3 L�evy-Prozesse in der Portfoliooptimierung3.1 Das L�evy-Bla
k-S
holes-ModellDas Modell aus Abs
hnitt 1 ist sehr allgemein gehalten. Um brau
hbare Resultate zuerhalten, m�ussen wir das Modell konkretisieren, d.h. die Klasse der zu betra
htendenProzesse eins
hr�anken. Wir nehmen daher an, dass die Preisprozesse der Anlagem�ogli
h-keiten i = 1; : : : ; d exponentielle L�evy-Prozesse sind und die Abh�angigkeit zwis
hen denrisikobehafteten Wertpapieren linear ist, d.h.Pi(t) = pi exp bit+ dXj=1 �ijLj(t)! ; t � 0; i = 1; : : : ; d:Dabei soll L ein d-dimensionaler L�evy-Prozess mit unabh�angigen Komponenten sein, mit� kann man in dem Modell eine lineare Abh�angigkeitsstruktur der einzelnen Anlagenmodellieren. Ansonsten gelten weiterhin die Annahmen aus Abs
hnitt 1.3.2 Der Verm�ogensprozessDa wir die Anlagestrategie nur �uber die Glei
hung X(t) � �i = 'i(t) � Pi(t) kennen, undX(t) ja gerade von der Handelsstrategie abh�angt, m�ussen wir zur Bere
hnung von X(t)eine sto
hastis
he Di�erentialglei
hung (SDE) aufstellen. Da wir ' als selbst�nanzierendvorausgesetzt haben, gilt zun�a
hst:dX(t) = dXi=0 'i(t) � dPi(t); t � 0:4



Emmer und Kl�uppelberg [4℄ nutzen die Tatsa
he, dass f�ur jedes Pi die SDE giltdPi(t) = Pi(t�)(bidt+ dL̂i(t)); t � 0; Pi(0) = 0;mit exp(Pdj=1 �ijLj) = E(L̂i); f�ur die De�nition des sto
hastis
hen Exponentials vgl.Protter [2℄. Zusammengefa�t ergibt si
h damit:dX(t) = dXi=0 'i(t) � dPi(t)= '0(t)P0(t)rdt+ dXi=1 '(t)Pi(t�)(bidt+ dL̂i(t))= �0X(t)rdt+ dXi=1 �iX(t�)(bidt+ dL̂i(t))= �0X(t)rdt+X(t�)( dXi=1 �ibidt+ dXi=1 �idL̂i(t))= �0X(t)rdt+X(t�)(�0bdt+ �0dL̂(t)) :Dabei ist L̂ der sto
hastis
he Proze�, dessen Komponenten L̂i sind. Die L�osung dieserSDE lautet in kompakter Form:X(t) = X(0) exp(t � (�0r + �0b))E(�0L̂(t)); t � 0:Mit diesem Ergebnis haben wir nun die SDE formal gel�ost, es bleibt aber no
h zun�a
hst(L̂(t))t�0 aus (L(t))t�0 und ans
hliessend (E(�0L̂(t)))t�0 zu bestimmen.3.3 Die explizite Bestimmung der L�osungIn Emmer und Kl�uppelberg [4℄ wird nun gezeigt, da� (lnX(t))t�0 ein L�evy-Prozess ist,dessen 
harakteristis
hes Triplet (mit [��℄2i := (Pdj=1 �ij�jj)) wie folgt lautet:aX = �0r + �0(b + [��℄22 + �a)� j�0��j22+ ZRd(ln(�0 + �0e�x)1j ln(�0+�0e�x)j�1 � �0�x1jxj�1)�(dx)�2X = j�0��j2; �X(A) = �(fx 2 Rdj ln(�0 + �0(e�x)) 2 Ag)Mit diesem Ergebnis k�onnen wir nun f�ur jeden zugrundegelegten L�evy-Proze� und je-des � die 
harakteristis
he Funktion von ln(X(t)) bere
hnen und damit bei geeignetenRegularit�atsvoraussetzungen au
h (�uber den Zusammenhang zwis
hen 
harakteristis
herFunktion und momenterzeugender Funktion) dessen Momente. Will man dagegen denCaR als Risikoma� nutzen, so muss man die Quantile von ln(X(t)) bere
hnen. Da diesmeistens analytis
h ni
ht m�ogli
h ist, muss man sie numeris
h bere
hnen (z.B. dur
hBere
hnung der Di
hte mittels Fouriertransformation)5



3.4 Approximation von kleinen Spr�ungenUm die numeris
he Bere
hnung zu erm�ogli
hen, wollen wir uns auf den Fall d = 1 be-s
hr�anken. In diesem Fall kann man � = 1 w�ahlen (indem man ggf. L geeignet w�ahlt). Aus-serdem ist nun � diejenige reelle Zahl zwis
hen 0 und 1, die den Anteil der risikobehaftetenAnlage ausdr�u
kt. In diesem Fall ist der interessierende Prozess (ln E(�E�1(L(t))))t�0. Willman nun die 
harakteristis
he Funktion von ln(X(t)) bestimmen, so tri�t man auf folgen-des Problem: falls die zu �L geh�orende Di
hte bei 0 eine Singularit�at besitzt, so bereitendie kleinen Spr�unge (bzw. der Integrationsberei
h um 0 herum) bei der Auswertung desIntegrals in der L�evy-Khint
hin-Representation von L S
hwierigkeiten, man approximiertsie daher, wenn m�ogli
h, dur
h einen einfa
heren Prozess, oft eine Browns
he Bewegung(vgl. Asmussen und Rosinski [6℄). Mathematis
h exakt gilt folgendes:Sei L ein beliebiger L�evy-Prozess, sein 
harakteristis
hes Tripel wie �ubli
h bezei
hnet.Sei weiter L�(t) de�niert alsL�(t) = t(a� Z�<jxj�1 x�(dx)) + �W (t) + X0<s�t�L(s)1j�L(s)j�� :Dann gilt ��1(L(t)� L�(t)) D�! V (t); � �! 0;genau dann, wenn(��)�1(ln E(�E�1(exp(L(t))))� ln E(�E�1(exp(L�(t))))) D�! V (t); � �! 0:Dabei bedeutet der hier verwendete Konvergenzbegri�, da�Ef(��1(L� L�))! Ef(V ) (3.1)f�ur jede Funktion f : D[0; 1℄ ! R, die bes
hr�ankt, stetig bzgl. der Supremumsnorm undmessbar ist. Insbesondere gilt damit f�ur den gesu
hten approximierenden Proze�:ln E(�E�1(exp(L(t)))) � ln E(�E�1(exp(L�(t)))) + ��V (t)Die 
harakteristis
he Funktion dieses Prozesses kann man nun ebenfalls (in L�evy-Khint
hine-Darstellung) bestimmen (s.o.), und sie ist (ho�entli
h) numeris
h einfa
her zu behandelnals die exakte L�osung.4 Der Varianz-Gamma-ProzessWir wollen nun die im vorhergehenden Abs
hnitt gewonnenen Ergebnisse auf einen spezi-ellen L�evy-Proze�, den Varianz-Gamma-Proze� (VG-Prozess) anwenden. Dieser ist dur
hL(t) = �t� Æ�2(t) +W (�2(t)); t � 0;6



gegeben, wobei �; Æ 2 R, und der L�evy-Prozess �2 ist der dur
h �2(1) � �(�; �); �; � > 0bestimmt. Dur
h geeignete Wahl der 4 Parameter kann man nun dieses Modell an realeDaten anpassen. F�ur die L�evy-Khin
hine Darstellung gilt	(s) = i�s� � ln(1� is�Æ + s2 �2); s 2 R: (4.2)Dies ergibt ein L�evy-Ma� mit Di
htefL(x) = �(dx)dx = �jxj exp(�r2� + Æ2jxj � Æx); x 2 R: (4.3)4.1 Bestimmung des GrenzprozessesAls 
harakteristis
he Funktion von ��1(L(1)� L�(1)) ergibt si
h (s.o.)exp0� �Z�� (ei��1sx � 1� i��1sx) �jxj exp (�r2� + Æ2jxj � Æx)dx1A= exp0� 1Z�1 (eisx � 1� isx) �jxj exp (�(�r2� + Æ2jxj � Æx))dx :1ADas 
harakteristis
he Triplet des Prozesses D�(t) := ��1(L(t)�L�(t)); t � 0, lautet damit(0; 0; ��) mit ��(dx)dx = �jxj exp(�(�r2� + Æ2jxj � Æx)) � 1jxj�1 :Wie man mit den Mitteln der Analysis zeigt, konvergiert diese L�evydi
hte f�ur �! 0 gegenexp0� 1Z�1 (eisx � 1) �jxjdx1A = exp0� 1Z0 (
os(sx)� 1)2�x dx1A = exp0�2� jsjZ0 (
os x� 1)1xdx1A :Es liegt also nahe, den L�evyproze� V mit eben dieser 
harakteristis
hen Funktion alsGrenzproze� zu vermuten. Na
h Emmer und Kl�uppelberg [4℄ ist es f�ur die behaupteteKonvergenz hinrei
hend zu zeigen, dass f�ur �! 0�D�([x; z℄)! �V ([x; z℄); 0 < x < z; und Zjyj<K y2�D�(dy)! Zjyj<K y2�V (dy):Dies folgt aber unmittelbar: Beim ersten Term handelt es si
h um ein vom Parameter� abh�angiges Integral, das eine integrierbare Majorante besitzt (Integrand im Integrati-onsberei
h bes
hr�ankt, da Umgebung von 0 ausges
hlossen). Beim zweiten Term handeltes si
h ebenfalls um ein parameterabh�angiges Integral, das dur
h die Multiplikation derDi
hte mit y2 keine Singularit�at mehr aufweist.7



4.2 Approximation des Verm�ogensprozessesNa
h den bisherigen �Uberlegungen ergibt si
h der (angen�aherte) logarithmis
he Verm�ogens-proze� (ohne deterministis
hen Anteil) als:ln E(�1E�1(exp(L(t)))) � ln E(�1E�1(exp(L�(t)))) + �1�V (t)= 
��1t+M ��1(t) + �1�V (t) (4.4)=: eX(t); t � 0: (4.5)Dabei ist (V (t))t�0 der Grenzprozess aus Abs
hnitt 4.1, sowie
��1 = �1(�+ Zjxj�� x�(dx))M ��1(t) = X0<s�t ln(1 + �1(e�L(s)1fj�L(s)j>�g � 1));mit dem Ma� � aus Glei
hung (4.3) und den Parametern des Prozesses.5 Die numeris
he Bere
hnung des QuantilsUm das Portfolio unter CaR-Bes
hr�ankung zu optimieren, ben�otigt man nun das Quantil(4.5). Eine exakte Bere
hnung ist ni
ht m�ogli
h, daher bere
hnet man die Di
htefunktionvon eX(T ) numeris
h f�ur den Planungshorizont T > 0. Dazu bere
hnet man zun�a
hstdie 
harakteristis
hen Funktionen der letzten beiden Summanden (der erste Summandist eine exakt bere
henbare Konstante), multipliziert diese miteinander und bere
hnetabs
hliessend daraus die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte von eX(T ).5.1 Bere
hnung von 
��1Mit den Abk�urzungen 
1 := �(q 2� + Æ2 + Æ) und 
2 := �(q2� + Æ2 � Æ) gilt:
��1 = �1 ��+ Zjxj�� x�(dx)� = �10��+ � �Z0 (e
1x � e
2x)dx1A= �1 ��+ �(e
1� � 1
1 � e
2� � 1
2 )� :Bei der numeris
hen Bere
hnung k�onnte h�o
hstens ein Problem entstehen, n�amli
h da� beider direkten Bere
hnung von 
2 ein hoher relativer Fehler auftritt. (Falls 2� nahe an 0 liegt,liegt au
h 
2 nahe an 0, der bei der vorherigen Addition entstehende Fehler wird daherzu einem hohen relativen Fehler.) Dies kann man aber umgehen, indem man 
1 � 
2 = 2�benutzt (bzw. 
2 = 2�
1 ). 8



5.2 Approximation der 
harakteristis
hen Funktion von M ��1(1)Der Proze� (M ��1(t))t�0 ist ein reiner Sprungproze�, der von den Spr�ungen � � des ur-spr�ungli
hen Prozesses L herr�uhrt. Seine Sprungstellen sind (zeitli
h) dieselben wie die desurspr�ungli
hen Prozesses, seine Sprungh�ohen sind aber ln(1+�1(e�L(s)�1)). (Anmerkung:Da � einges
hr�ankt auf Spr�unge � � ein endli
hes Ma� ist - vgl. Integrierbarkeitsforderungmit x2 ^ 1 - handelt es si
h bei diesen beiden Prozessen um zusammengesetzte Poisson-prozesse.) Bezei
hnet man mit fL die L�evy-Di
hte des VG-Prozesses (vgl. oben), so ergibtsi
h na
h Emmer und Kl�uppelberg [4℄ die 
harakteristis
he Funktion von L(1) als:exp(ZR(eiux � 1)�M��1 (dx)) = exp(ZR(eiux � 1)fM��1 (x)dx)= exp�ZR(eiux � 1)fL(ln(ex � 1�1 + 1)) exex � (1� �1) � 1fx>ln(1��1)g � 1fj ln( ex�1�1 +1)j>�gdx� :Im folgenden bezei
hnen wir die FunktionfM��1 (x) := fL� ln (ex � 1�1 + 1)� exex � (1� �1) � 1fx>ln(1��1)g � 1fj ln( ex�1�1 +1)j>�gau
h kurz als fM(x). S
hlie�li
h de�nieren wir no
h g2(u) := RR(eiux � 1)fM��1 (x)dx. Wirwollen nun den Exponenten g2(u) der 
harakteristis
hen Funktion von L(1) mit einer 
om-puterverwendbaren Funktion (d.h. einer Stufenfunktion) von u approximieren. Um bei derBere
hnung den FFT-Algorithmus nutzen zu k�onnen, ers
heint folgende Vorgehensweiseratsam:(1) Zun�a
hst de�nieren wir Diskretisierungsfunktionen uN(u); xN(x) wie folgt:uN(u) := buq N2�
 + 0:5q N2� ; xN(x) := bx �q N2�
 + 0:5q N2� :(2) Nun approximieren wir fM dur
h eine Stufenfunktion. Die Funktion fM ist ausser-halb von (ln(1��) ; ln(�(e���1)+1)) S (ln(�(e��1)+1) ; 1) glei
h 0. Da fM am linkenEnde des ersten Intervalls gegen 1 strebt (was numeris
h Probleme bereitet), setzen wirdie Approximation f�ur Werte in (ln(1 � �); ln(1 � �) + h), h geeignet gew�ahlt, glei
h 0und s
h�atzen sp�ater den daraus entstandenen Fehler ab. Weiterhin seiA := (ln(1� �) + h ; ln(�(e�� � 1) + 1))[ (ln(�(e� � 1) + 1) ; 1):Wir de�nieren also als Approximation f�ur fM die Treppenfunktion:fapp(x) = 8<: fM(xN (x)) jxj � mq2�N und (xN (x)� 0:5p N2� ; xN (x) + 0:5p N2� ) � A ;0 sonst. 9



Dabei verwenden wir ein geeignet gew�ahltes m � N2 , um sp�ater gute Fehlerabs
h�atzungenzu bekommen.(3) Mit Hilfe von fapp ergibt si
h nun als Approximation fr g2(u) f�ur juj � mq2�N :g2app(u) = ZR(eiuN (u)xN (x) � 1)fapp(x)dx. (4) Wir spei
hern nun (f�ur festes N) die Werte der beiden Approximationsfunktionenim Berei
h j:j �qN�2 mit 2 Vektoren der L�ange N na
h folgendem Muster (dabei sind jena
h Wahl von m ggf. Eintr�age = 0):gk = g2app �rN�2 + (k + 0:5)r2�N ! ; k = 0; : : : ; N � 1;fl = fapp rN�2 � (l + 0:5)r2�N ! ; k = 0; : : : ; N � 1:Dies ergibt die Glei
hung:gk = g2app(�rN�2 + (k + 0:5)r2�N )= ZR exp(i(�rN�2 + (k + 0:5)r2�N )xN (x))� 1! fapp(x)dx= N�1Xl=0  exp(i(�rN�2 + (k + 0:5)r2�N (rN�2 � (l + 0:5)r2�N ))� 1!�fapp rN�2 � (l + 0:5)r2�N )r2�N != r2�N exp i(�rN�2 + (k + 0:5)r2�N )(rN�2 � 0:5r2�N !� N�1Xl=0 exp(�i(kr2�N lr2�N ))(exp(i(rN�2 � 0:5r2�N )lr2�N ))fl �r2�N N�1Xl=0 fl= r2�N exp(i(kN � 1N � � N�2 � �2N + �)) N�1Xl=0 e�2�i( klN ) exp(i(�l � �lN ))fl �r2�N N�1Xl=0 fl:(5) W�ahlt man N = 2n; n � 2, so vereinfa
ht si
h dieser Ausdru
k weiter zur2�N (�1)(k+1)e�i� k+0:5N N�1Xl=0 e�2�i( klN )(�1)lei�lN fl �r2�N N�1Xl=0 flDiesen Ausdru
k kann man nun mittels FFT einfa
h ausre
hnen.10



5.3 Approximation der 
harakteristis
hen Funktion von �1� V (1)Analog zum vorigen Abs
hnitt de�nieren wir g1 mit Hilfe der Glei
hung exp(g1(u)) =E exp(iu�1�V (1)). Wie aus Abs
hnitt 4.1 hervorgeht, gilt g1(u) = 2� j�1�ujR0 (
os x � 1) 1xdx.Wir wollen au
h hier f�ur juj � mp2�=N die 
harakteristis
he Funktion dur
h eine Stu-fenfunktion g1app(u) approximieren. Das dabei auszuwertende Integral k�onnte f�ur Ober-grenzen nahe bei 0 numeris
h instabil werden. Wir werden daher f�ur Obergrenzen bis 1den Integranden in eine Potenzreihe entwi
keln, diese gliedweise integrieren und bis zueiner bestimmten Ordnung addieren, f�ur h�ohere Obergrenzen (f�ur den Restberei
h) diegew�ohnli
he Integralapproximation mit Summen verwenden. Da wir hier keine FFT ver-wenden, k�onnen wir die Feinheit au
h unabh�angig von der Anzahl N der Interpolations-punkte w�ahlen; wir verwenden hier statt der Diskretisierungsfunktion xN (x) die FunktionxkN(x) mit k 2 N . Weiterhin soll die Approximation der 
harakteristis
hen Funktion f�urjuj > mp2�=N 0 ergeben; wir setzen daher die Approximation f�ur g1 in diesem Berei
h�1. Damit ergibt si
h folgende De�nition:
g1app(u) =

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
RPr=1(�1)r (�1�uN (juj))2r2r(2r)!falls �1�(uN(juj)� 0:5pN�=2) � 1;RPr=1(�1)r (d 1�1�q N2�eq2�N )2r2r(2r)! + uN (juj)�1�Zd 1�1�p N2� ep 2�N �1� 
os(xkN(x))� 1xkN(x) dxfalls �1�(uN(juj)� 0:5qN�2 ) > 1 und u � mq2�N ;�1 sonst.Zur Bere
hnung repr�asentieren wir au
h hier wieder die Stufenfunktion g1app(u) dur
heinen Vektor g� der L�ange N , wobei gilt:g�k = g1app �rN�2 + (k + 0:5)r2�N !5.4 Approximation von M ��(t) + �� V (t)Die Di
hte zum Endzeitpunkt T approximieren wir nun, indem wir analog zum Ab-s
hnitt �uber M�� eine (umgekehrte) Fouriertransformation dur
hf�uhren. Die Approxima-tion der 
harakteristis
hen Funktion erh�alt man wie folgt: F�ur juj > mp2�=N setztman sie glei
h 0, im dazwis
henliegenden Berei
h setzt man sie glei
h der Stufenfunktionexp(T (g1app(u) + g2app(u))). 11



5.5 Zusammenfassung des Algorithmus5.5.1 Approximation der VerteilungsfunktionWir bere
hnen die Approximation Fapp(z) der Verteilungsfunktion F (z) aus happ(x), in-dem wir die Stufenfunktion integrieren (=aufsummieren bis zur oberen Integrationsgren-ze). Da die Feinheit und Anzahl der Integrationspunkte bei happ gekoppelt sind (wirverwenden FFT), bekommen wir unter Umst�anden bessere Fehlerabs
h�atzungen, indemwir happ = 0 ausserhalb eines bestimmten Intervalls setzen. Wir bekommen daher (mitm � N=2 geeignet gew�ahlt) folgende De�nition (der numeris
he Algorithmus ist dannunmittelbar klar):
Fapp(z) = 8>>>>><>>>>>: 0 falls z < �mq2�NzR�mp 2�N happ(x)dx falls �mq2�N � z � mq2�N1 falls z > mq2�N5.5.2 Approximation der Di
htehapp(x) = 8><>: 12� ZR exp(�iuN (u)xN(x))gapp(u) falls jxj � mq2�N0 sonst5.5.3 Approximation der 
harakteristis
hen Funktiongapp(u) = ( exp(T (g1app(u) + g2app(u))) falls juj � mq2�N0 sonst5.5.4 Approximation der beiden Exponentenfunktionen

g1app(u) =
8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

RXr=1(�1)r (�1�uN(juj))2r2r(2r)!falls �1�(uN(juj)� 0:5qN�2 ) � 1RXr=1(�1)r (d 1�1�q N2�eq2�N )2r2r(2r)! + Z uN (juj)�1�d 1�1�p N2� ep 2�N �1� 
os(xkN (x))� 1xkN(x) dxfalls �1�(uN(juj)� 0:5qN�2 ) > 1 und u � mq2�N�1 sonst 12



g2app(u) = 8<: ZR(eiuN (u)xN (x) � 1)fapp(x) falls juj � mq2�N0 sonst5.5.5 Approximation der L�evy-Di
htefapp(x) = 8<: fM(xN (x)) falls jxj � mq2�N und (xN (x)� 0:5p N2� ; xN (x) + 0:5p N2� ) � A;0 sonstmit A := (ln(1��)+h ; ln(�(e��� 1)+1))S(ln(�(e�� 1)+1) ; 1). Weiterhin de�nierenwir no
h B := fxj(xN (x)� 0:5p N2� ; xN(x) + 0:5p N2� ) � A undjxj � mq2�N g. O�enbar istdann B von der Form B = (a; b)S(
;mq2�N )6 Fehlerabs
h�atzung zur numeris
hen Bere
hnung desQuantilsDie folgenden S�atze werden im Anhang bewiesen (zur De�nition der verwendeten Kon-stanten siehe Abs
hnitt 5) :Satz 6.1 (Fehlerabs
h�atzung von Fapp) Es gilt:jF (z)� Fapp(z)j� j1� mp 2�NZ�mp 2�N happ(x)dxj + 4mr 12�N supjxj�mp 2�N jh(x)� happ(x)jSatz 6.2 (Fehlerabs
h�atzung f�ur happ)2�jhapp(x)� h(x)j� ��1�2� ��2�T 22�T � 1  mr2�N � 2 2��1�!1�2�T
+m2�N mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jdu+ supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ j1� g(u)gapp(u) j mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jdu13



Satz 6.3 (Fehlerabs
h�atzung f�ur gapp)supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ j1� g(u)gapp(u) j� 2T ( supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg1(u)� g1app(u)j+ supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg2(u)� g2app(u)j)falls sup jg1(u)� g1app(u)j+ sup jg2(u)� g2app(u)j � 1Satz 6.4 (Fehlerabs
h�atzung f�ur g1app) Es gilt mit x0 := d �1�p2�=N ep2�=N�1� :supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg1(u)� g1app(u)j � 2R + 1 x2(R+1)0(2(R + 1))! + �1�m3�N 1pkSatz 6.5 (Fehlerabs
h�atzung f�ur g2app) Es gilt:supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg2(u)� g2app(u)j� 2�N mp 2�NZ�mp 2�N jfapp(x)jdx+2 � (exp(supx2B j(ln f)0jr2�N )� 1) ZB fapp(x)dx+2 � ( �� ln( ea�1�1 + 1) e�
2 ln( ea�1�1 +1)�
2 + �� e�
2� � e�
2 ln( eb�1�1 +1)�
2 )+2 � (�� e
1 ln( e
�1�1 +1) � e
1�
1 + �ln( emp 2�N �1�1 + 1) e
1 ln( em�p 2�N �1�1 +1)�
1 )7 Simulation von Pfaden eines VG-Prozesses7.1 Simulation eines L�evy-ProzessesWie direkt (vgl. Abs
hnitt 2.2) aus der De�nition zu sehen ist, sind die aus einem L�evy-Prozess L gebildeten Zufallsvariablen Xk := L(k � Tn )�L((k�1) � Tn ); k = 1; 2; : : : ; n, iidmit 
harakteristis
her Funktion exp(Tn �	(u)). Andererseits gilt dann L(k � Tn ) =Pkj=1Xk,d.h. man kann die Pfade des L�evy-Prozesses L mit Hilfe von iid-Zufallsvariablen, deren
harakteristis
he Funktion bekannt ist, auf einem diskreten Gitter simulieren.14



7.2 Simulation des VG-ProzessesAus Glei
hung 4.2 kann man die 
harakteristis
he Funktion der ZufallsvariablenXk direktbestimmen:E(Xk) = exp(Tn � (i�s� � ln(1� is�Æ + s2 �2))) = exp(i(Tn�)s� (Tn )� ln(1� is�Æ + s2 �2))Die Verteilung dieser Zufallsvariablen geh�ort o�enbar zur glei
hen Klasse wie die (unsbereits bekannte) Verteilung von L(1), es sind ledigli
h die Parameter ge�andert. Es giltL(1) d= � � Æ�2 + �� mit �; Æ 2 R; �2 � �(�; �); � � N(0; 1) und somit Xk d=Tn�� Æ� 02 + � 0�; �; Æ 2 R; � 02 � �(Tn � �; �); � � N(0; 1).Somit ist die Simulation von L m�ogli
h mit Hilfe von Gamma- und normalverteiltenZufallsvariablen, die in S-Plus standardm�a�ig zur Verf�ugung stehen.8 ErgebnisseDie folgenden beiden Bere
hnungen des Quantils von �1� V (T )+M ��1(T ) in Abh�angigkeitvon �1 2 [0; 1℄ wurden mit N = 215 Interpolationspunkten dur
hgef�uhrt:
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Einige Realisierungen des VG-Prozesses:Abbildung 1: 10 Realisierungen eines VG Prozesses mit den Parameterwerten � = 0:2; Æ =0:1; � = 0:35; � = �0:03
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Abbildung 2: 10 Realisierungen eines VG Prozesses mit den Parameterwerten � = 0:1; Æ =0; � = 0:2; � = �0:05
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A Beweise zu den angegebenen Fehlers
hrankenA.1 Fehler bei der Bere
hnung von Fapp(z)Mit der De�nition aus Abs
hnitt 5.5.1 ergibt si
h folgende Fehlerabs
h�atzung:jF (z)� Fapp(z)j � j �mp 2�NZ�1 h(x)dxj + j mp 2�NZ�mp 2�N (h(x)� happ(x))dxj� j1� mp 2�NZ�mp 2�N h(x)dxj + 2mr2�N supjxj�mp 2�N jh(x)� happ(x)j� j1� mp 2�NZ�mp 2�N happ(x)dxj+ 4mr2�N supjxj�mp 2�N jh(x)� happ(x)j :Der erste Term f�allt direkt bei der numeris
hen Bere
hnung an, der zweite wird imn�a
hsten Abs
hnitt weiter untersu
ht
17



A.2 Fehler bei der Bere
hnung von happ(x)Wieder setzen wir im Algorithmus gapp(u) = 0 f�ur juj � mp2�=N . Es gilt dann f�urjxj � mp2�=N :2�jhapp(x)� h(x)j = ������ZR eiuN (u)xN (x)gapp(u)du� ZR eiuxg(u)du������� ZRn[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg(u)jdu+ mp 2�NZ�mp 2�N jeiuN (u)xN (x)gapp(u)� eiuxg(u)jdu
� ZRn[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg(u)jdu+ mp 2�NZ�mp 2�N jeiuN (u)xN (x) � eiuxj jgapp(u)jdu+ mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)� g(u)jdu
� ZRn[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg(u)jdu+ mp 2�NZ�mp 2�N jei(uN (u)xN (x)�ux) � 1j jgapp(u)jdu+ mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)� g(u)jduA.2.1 Abs
h�atzung des ersten SummandenEs gilt (falls mp2�=N�1� � 4�) wegen Re(R (eiux � 1)f(x)dx) � 0:12 ZRn[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg(u)jdu � 1Zmp 2�N jg(u)jdu� 1Zmp 2�N exp(2�T u�1�Z0 (
os x� 1)1xdx)du� 1Zmp 2�N exp(2�T bu�1�2� 
2�Z4� (
os x� 1)1xdx)du18



� 1Zmp 2�N exp(2�T bu�1�2� 
�1Xl=2 (l+1)2�Zl2� (
os x� 1)1xdx)du� 1Zmp 2�N exp(2�T bu�1�2� 
�1Xl=2 (l+1)2�Zl2� (
os x� 1) 1l2�dx)du� 1Zmp 2�N exp(2�T bu�1�2� 
�1Xl=2 (l+1)2�Zl2� (�1) 1l2�dx)du� 1Zmp 2�N exp(2�T bu�1�2� 
�1Xl=2 l2�Z(l�1)2� (�1)1xdx)du= 1Zmp 2�N exp(2�T (bu�1�2� 
�1)2�Z2� (�1)1xdx)du� 1Zmp 2�N exp(2�T u�1��2�2�Z2� (�1)1xdx)du= 1Zmp 2�N exp(�2�T ln(u�1�2� � 2))du= 1Zmp 2�N (u�1�2� � 2)�2�Tdu= 1Zmp 2�N (�1�2� )�2�T (u� 2 2��1�)�2�Tdu= ��1�2� ��2�T 12�T � 1  mr2�N � 2 2��1�!1�2�T :Diese Fehlers
hranke ist direkt auszure
hnen. O�enbar muss also 1�2�T deutli
h negativsein, um eine gute Fehlers
hranke zu gew�ahrleisten; wie man lei
ht zeigen kann, ist f�ur2�T � 1 gar keine klassis
he Fouriertrafo m�ogli
h. In diesem Fall k�onnte man eventuellKonvergenz dur
h Einf�ugen eines normalverteilten Termes errei
hen.
19



A.2.2 Abs
h�atzung des zweiten SummandenWir setzen wieder gapp = 0 au�erhalb von jxj � mp2�=N . Es gilt:mp 2�NZ�mp 2�N jei(uN (u)xN (x)�ux) � 1jjgapp(u)jdu� supu2[�pN�2 ;pN�2 ℄ jei(uN (u)xN (x)�ux) � 1j mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jdu� 212r2�N mr2�N mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jdu= m2�N mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jduDieser Term f�allt bei der Bere
hnung an.A.2.3 Abs
h�atzung des dritten Summandenmp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)� g(u)jdu � mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jj1� g(u)gapp(u) jdu� supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ j1� g(u)gapp(u) j mp 2�NZ�mp 2�N jgapp(u)jdu:Der zweite Faktor f�allt wieder bei der Bere
hnung an, der erste wird im n�a
hsten Abs
hnittweiter untersu
ht.A.3 Fehler bei der Bere
hnung von gapp(u)supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ j1� g(u)gapp(u) j� supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ j1� exp(T (g1(u) + g2(u)� g1app(u)� g2app(u)))j� 2T ( supu2[�mp2�N ;mp 2�N ℄ jg1(u)� g1app(u)j+ supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg2(u)� g2app(u)j);20



falls sup jg1(u) � g1app(u)j + sup jg2(u) � g2app(u)j � 1 (Restgliedabs
h�atzung der Expo-nentialfunktion, vgl. Analysis). Diese beiden Terme werden nun weiter untersu
ht.A.4 Fehler bei der Bere
hnung von g1appEs gilt mit x0 := d �1�p2�=N ep2�=N�1� :supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg1(u)�g1app(u)j � 1Xr=R+1 x2r0(2r)(2r)!+ �1�mp 2�NZ1 j
os xkN(x)� 1xkN(x) �
os x� 1x jdx� 2R + 1 x2(R+1)0(2(R + 1))! + (�1�mr2�N � 1) supx2[1;�1�mp 2�N ℄ j
os xkN(x)� 1xkN(x) � 
os x� 1x j� 2R + 1 x2(R+1)0(2(R + 1))! + (�1�mr2�N � 1) supx2[1;�1�mp 2�N ℄ j
os xkN(x)� 1xkN(x) � 
os x� 1x j� 2R + 1 x2(R+1)0(2(R + 1))! + �1�mr2�N 12r 2�kN supx2[1;�1�mp2�=N ℄ j(
os x� 1x )0j� 2R + 1 x2(R+1)0(2(R + 1))! + �1�m3�N 1pk :Diese Terme sind direkt bere
henbarA.5 Fehler bei der Bere
hnung von g2app(u)Es gilt:supu2[�mp 2�N ;mp 2�N ℄ jg2(u)� g2app(u)j = j ZR (eiuN (u)xN (x) � 1)fapp(x)dx� ZR (eiux � 1)f(x)dxj� ZR jeiuN (u)xN (x) � eiuxjfapp(x)dx + 2 ZR jfapp(x)� f(x)jdx� ZR jeiuN (u)xN (x) � eiuxjfapp(x)dx + 2 ZB jfapp(x)� f(x)jdx+ 2 ZRnB jfapp(x)� f(x)jdxDabei ist B die Menge, auf der fapp mit Hilfe von f de�niert wurde (vgl. Abs
hnitt 5.5.5).Die drei Summanden werden nun einzeln untersu
ht.
21



A.5.1 Erster SummandAnalog zu oben erh�alt man:ZR jeiuN (u)xN (x) � eiuxjfapp(x)dx� mp 2�NZ�mp 2�N jei(uN (u)xN (x)�ux) � 1jjfapp(x)jdx� supx2[�pN�2 ;pN�2 ℄ jei(uN (u)xN (x)�ux) � 1j mp 2�NZ�mp 2�N jfapp(x)jdx� 212r2�N mr2�N mp 2�NZ�mp 2�N jfapp(x)jdx= 2�N mp 2�NZ�mp 2�N jfapp(x)jdx:Dieser Term f�allt bei der Bere
hnung an.A.5.2 Zweiter SummandEs gilt: ZB jfapp(x)� f(x)jdx � (exp(supx2B j(ln f)0jr2�N )� 1) ZB fapp(x)dxund weiter f�ur x > 0:j(ln f)0j = j[ln � � ln(ln(ex � 1�1 + 1)) + 
1 ln(ex � 1�1 + 1) + x� ln(ex � (1� �1))℄0j= j � ex(ln( ex�1�1 + 1))( ex�1�1 + 1)�1 + 
1 exex � (1� �1) + 1� exex � (1� �1) j� j exex � (1� �1) j(j1� j+ j
1j+ 1j) + 1� 11� (1� �1)( e��1�1 + 1)(1� + j
1j+ 1) + 1unabh�angig von x. F�ur x < 0 erh�alt man:j(ln f)0j = j � ex(� ln( ex�1�1 + 1))(ex � (1� �1)) + (�
2) exex � (1� �1) + 1� exex � (1� �1) j22



� j exex � (1� �1) j(1� + j
2j+ 1) + 1� j 1eln(1��1)+h � (1� �1) j(1� + j
2j+ 1) + 1 :A.5.3 Dritter SummandAuf R nB ist fapp = 0; es gilt somit:ZRnB jfapp(x)� f(x)jdx = ZRnB f(x)dx= aZln(1��1) f(x)dx+ ln( e���1�1 +1)Zb f(x)dx+ 
Zln( e��1�1 +1) f(x)dx + 1Zmp 2�N f(x)dx
= ln( ea�1�1 +1)Z�1 � �xe�
2xdx + ��Zln( eb�1�1 +1) � �xe�
2xdx + ln( e
�1�1 +1)Z� �xe
1xdx + 1Zln( emp 2�N �1�1 +1) �xe
1xdx
� �� ln( ea�1�1 + 1) ln( ea�1�1 +1)Z�1 e�
2xdx+ �� ��Zln( eb�1�1 +1) e�
2xdx+ �� ln( e
�1�1 +1)Z� e
1xdx+ �ln( emp 2�N �1�1 + 1) 1Zln( emp 2�N �1�1 +1) e
1xdx� �� ln( ea�1�1 + 1) e�
2 ln( ea�1�1 +1)�
2 + �� e�
2� � e�
2 ln( eb�1�1 +1)�
2 + �� e
1 ln( e
�1�1 +1) � e
1�
1+ �ln( emp 2�N �1�1 + 1) e
1 ln( em�p 2�N �1�1 +1)�
1 :Dabei fallen a; b; 
 (vgl. Abs
hnitt 5.5.5) bei der Bere
hnung an.B ImplementierungDie Funktion, die die L�evy-Di
hte von M�� bere
hnet:fM_fun
tion(x,xi,theta,delta,pi1,
1,
2)23



{a_exp(x)/(exp(x)-1+pi1)b_log((exp(x)-1)/pi1+1)if(x>0){fMWert_xi/b*exp(
1*b)*a}else{fMWert_-xi/b*exp(-
2*b)*a}return(fMWert)}Der FFT-Algorithmus:FFT_fun
tion(x){falt_xfneu_rep(0:0,length(x))i_
omplex(imaginary=1)n_log(length(x))/log(2)if(n-floor(n)==0){for (m in n:1){M_2^(m-1)e_exp(-2*pi*i/(2^m))d_1for (k in 1:2^(m-1)){for (r in 0:(2^(n-m)-1)){fneu[r*M+k℄_falt[r*2*M+k℄+falt[r*2*M+k+M℄fneu[(r+2^(n-m))*M+k℄_d*(falt[r*2*M+k℄-falt[r*2*M+k+M℄)}d_e*d}falt_fneu 24



}return(fneu/length(x))}else{return('Laenge von x ist keine Potenz von 2')}}Die Quantilbere
hnung:quantilappr_fun
tion(alpha,t,n,m,k,h,R,xi,theta,delta,pi1,epsilon){N_2^ni_
omplex(imaginary=1)sour
e(file='FFT.s')sour
e(file='fM.s')happrWert_rep(0:0,N)gapprWert_rep(0:0,N)g1apprWert_rep(0:0,N)fapprWert_rep(0:0,N)
1_-(sqrt(2/theta+delta^2)+delta)
2_(2/(
1*theta))xs
hrittweite_sqrt(2*pi/N)*pi1*epsilon ##Bere
hnung von g1appk1_min((floor(sqrt(N/(2*pi))*(1/(pi1*epsilon)))+1),N/2)print(N/2-k1)for (l in 1:k1) ##Bere
hnung mittels##Potenzreihe im Berei
h bis 1{x_(l-0.5)*xs
hrittweite 25



s_0a_1b_1for (r in 1:R){a_-a*(x^2)b_b*(2*r-1)*2*rs_s+a/(2*r*b)}g1apprWert[N/2+l℄_sg1apprWert[N/2+1-l℄_s}x_(k1+0.5)*xs
hrittweites_0a_1b_1for (r in 1:R){a_-a*(x^2)b_b*(2*r-1)*2*rs_s+a/(2*r*b)}b_b*(2*R+2)*(2*R+1) ##Bereitstellung der Fakultt fr die##Fehlerabs
htzung weiter untenfor (l in (k1+1):(N/2)) ##Bere
hnung mittels numeris
her##Integration im Berei
h >1, erhhte Feinheit{g1apprWert[N/2+l℄_sg1apprWert[N/2+1-l℄_sfor (u in 1:k){x_(l-1+u/k)*xs
hrittweites_s+(
os(x)-1)/x*(xs
hrittweite/k)}} 26



print('Bere
hnung von g1 fertig')xs
hrittweite_sqrt(2*pi/N)xmin_xs
hrittweite*(-N/2)n1_max(N/2+1-m,floor((log(1-pi1)+h)/xs
hrittweite)+2+N/2)##Aufstellung des Levy-Di
hte-Vektorsn2_max(N/2+1-m,floor(log(pi1*(exp(-epsilon)-1)+1)/xs
hrittweite)+N/2)n3_min(N/2+m,floor(log(pi1*(exp(epsilon)-1)+1)/xs
hrittweite)+N/2+2)print(
(n1,n2,n3))fapprintegral_0for (l in n1:n2){fapprWert[N+1-l℄_fM((xmin+(l-0.5)*xs
hrittweite),xi,theta,delta,pi1,
1,
2)fapprintegral_fapprintegral+abs(fapprWert[N+1-l℄)*xs
hrittweite}for (l in n3:(N/2+m)){fapprWert[N+1-l℄_fM((xmin+(l-0.5)*xs
hrittweite),xi,theta,delta,pi1,
1,
2)fapprintegral_fapprintegral+abs(fapprWert[N+1-l℄)*xs
hrittweite}print('Bere
hnung von f fertig') ##Dur
hfuehrung der FFT zur Bere
hnung von g2appfor(l in (N/2+1-m):(N/2+m)){fapprWert[l℄_fapprWert[l℄*((-1)^(l-1))*exp(-i*((l-1)/N)*pi)}g2apprWert_FFT(fapprWert)for (l in 1:N) 27



{g2apprWert[l℄_sqrt(2*pi/N)*((-1)^l)*exp(i*((-l+0.5)*pi/N))*N*g2apprWert[l℄-sqrt(2*pi/N)*s}print('Bere
hnung von g2 fertig')suplnfstri
h_max(1/abs(1-(1-pi1)*((exp(epsilon)-1)/pi1+1))*(1/epsilon+abs(
1)+1)+1,1/abs(exp(log(1-pi1)+h)-(1-pi1))*(1/epsilon+abs(
2)+1)+1)grenze1_-sqrt(N*pi/2)+(n1-1)*sqrt(2*pi/N)grenze2_-sqrt(N*pi/2)+n2*sqrt(2*pi/N)grenze3_-sqrt(N*pi/2)+(n3-1)*sqrt(2*pi/N)summand3_xi/log((exp(grenze1)-1)/pi1+1)*1/
2*exp(-
2*log((exp(grenze1)-1)/pi1+1))+xi/(epsilon*(-
2))*(exp(-
2*epsilon)-exp(-
2*log((exp(grenze2)-1)/pi1+1)))summand3_summand3+xi/(epsilon*
1)*(exp(
1*log((exp(grenze3)-1)/pi1+1))-exp(
1*epsilon))+xi/(-
1)*exp(
1*log((exp(m*sqrt(2*pi/N))-1)/pi1+1))/log((exp(m*sqrt(2*pi/N))-1)/pi1+1)print('summand3=')print(summand3)g2apprfehler_(2*pi/N+2*(exp(suplnfstri
h*sqrt(2*pi/N))-1))*fapprintegral+2*summand3print('g2apprfehler=')print(g2apprfehler)x0_(floor(pi1*epsilon/(sqrt(2*pi/N)))+1)*(sqrt(2*pi/N))/(pi1*epsilon)g1apprfehler_2/(R+1)*x0^(2*(R+1))/b+pi1*epsilon*m*3*pi/(N*sqrt(k))print('g1apprfehler=')print(g1apprfehler)gapprfehler_2*t*(g1apprfehler+g2apprfehler)gapprintegral_0
print('Bere
hnung von g fertig')

28



for (l in (N/2+1-m):(N/2+m)) ##Dur
hfuehrung der umgekehrten FFT zur##Di
htebere
hnung{gapprWert[l℄_(-1)^(l-1)*exp(-i*(l-1)*pi/N)*exp(t*(g1apprWert[l℄+g2apprWert[l℄))gapprintegral_gapprintegral+abs(gapprWert[l℄)*xs
hrittweite}happrWert_sqrt(N/(2*pi))*FFT(gapprWert)for (l in 1:N){happrWert[l℄_Re(happrWert[l℄*((-1)^(l))*exp(-i*(l-0.5)*pi/N))}happrfehler_2*(pi1*epsilon/(2*pi))^(-2*xi*t)*(1/(2*xi*t-1))*(m*sqrt(2*pi/N)-2*2*pi/(pi1*epsilon))^(1-2*xi*t)+(m*2*pi/N+gapprfehler)*gapprintegralprint('2. Summand von happrfehler=')print((m*2*pi/N+gapprfehler)*gapprintegral)print('happrfehler=')print(happrfehler)s_0 ##Bere
hnung des Quantils##aus der Di
htefor(l in (N/2+1-m):(N/2+m)){s_s+abs(happrWert[l℄)*sqrt(2*pi/N)}print('Fehlers
hranke=')print(abs(1-s)+4*m*sqrt(1/(N*2*pi))*happrfehler)s_0l_0for (j in (N/2+1-m):(N/2+m)){if(s<alpha) 29



{l_js_s+happrWert[j℄*sqrt(2*pi/N)}else{}}quantilapprWert_-sqrt(N*pi/2)+(l-(s-alpha)/happrWert[l℄)*sqrt(2*pi/N)return(quantilapprWert)}
Die Simulation der Pfadesimulation_fun
tion(t,n,xi,delta,theta,mu,zufall){s
hrittweite_t/nvg_rep(0:0,(n+1)) ##Bereitstellung des Vektorsmuneu_mu*t/n ##"neue" Parameterxineu_t/n*xiset.seed(zufall)y_rnorm(n,0,1)v_rgamma(n,xineu,theta)x_muneu-delta*v+sqrt(v)*yvg[1℄_0for(k in 2:(n+1)){vg[k℄_vg[k-1℄+x[k-1℄}plot(rep(0:n,1),vg,type='l') 30
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