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Kapitel 1

Einleitung

Erdbeben, Sturmfluten und Taifune richten immer gewaltigere Schiden an, die von Ver-
sicherungen ersetzt werden miissen. Immense Kursverluste belasten die finanzielle Lage
aller Unternehmen. Dies sind grofle Risikofaktoren fiir die Firmen. Krisen in der Ver-
gangenheit haben gezeigt, dass professionelles Risikomanagement zur Uberlebensfrage fiir
Unternehmen werden kann. Dabei spielen extreme Ereignisse eine grofie Rolle.

Als Standardwerkzeug wird in Banken der Value at Risk (VaR) als Risikomaf} verwen-
det, der als das 5%-Quantil der Gewinn-Verlustverteilung, auch Profit-Loss Verteilung
genannt, definiert wird. Die Schétzung eines solch kleinen Quantils ist sehr schwierig, da
man Aussagen iiber das extreme Verhalten von Datenséitzen machen will. Jedoch werden
hohe Risiken oft zu optimistisch bewertet.

Ein wichtiges mathematisches Mittel, um Risiken besser zu modellieren und zu messen,
liefert die Extremwerttheorie. Dabei spielt der extremale Index eine spezielle Rolle. Mit
Methoden wie der POT Methode versucht man den VaR besser zu schitzen. Wichtig ist
es dabei, Cluster richtig zu identifizieren. Ein Cluster in den Extrema bedeutet, dass die
Volatilitdt der Exzedenten so grofle Ausschlige zeigt, dass sie iiber einer hohen Schwelle
sichtbar wird. Zur Schéitzung des extremalen Index und zur Beschreibung der Cluster sind
Methoden wie die Blockmethode und die run Methode entwickelt worden.

Jedoch sind diese Methoden der Schitzung des extremalen Index eher naiv. Es gibt dafiir
neuere Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt werden. Ziel dieser Methoden ist es, einen
neuen Weg der Clusteridentifizierung zu finden und neue Schitzmethoden anzuwenden.






Kapitel 2
POT Methode

Die wohl bekannteste Methode um Tails oder ein Quantil zu schéitzen ist die POT Metho-
de (,,Peaks Over Threshold“). Die Methode setzt sich aus drei Komponenten zusammen.
In diesem Kapitel soll die POT Methode nur kurz beschrieben werden, damit man den
Zusammenhang zwischen dem extremalen Index und der Schitzung von Quantilen ver-
steht. Mehr Informationen dazu findet man unter Emmer, Kliippelberg und Triistedt [6]
und Borkovec und Kliippelberg [2].

2.1 Standard POT Methode

1. Grenzprozess des Punktprozesses
Der erste Schritt ist, einen Grenzprozess fiir den Punktprozess der Uberschreitungen von
hohen Schwellen herzuleiten. Wir betrachten den Prozess der Beobachtungen (X;),.
Die Anzahl der Beobachtungen, die die Schwelle u iiberschreiten, also die Anzahl der
Exzedenten, sei

N,=#{i: X;>u; i=1,...,n}.
Im Kapitel 4 (Satz 4.1) kann man sehen, dass die Verteilung von N, gegen einen Poisson-

prozess mit Intensitét 7 konvergiert, falls n P(X; > u,) — 7.

2. Verallgemeinerte Paretoverteilung
Die Verteilungsfunktion der verallgemeinerten Paretoverteilung (GPD) ist gegeben durch:

L= (1+&5)7"¢ wenn £#0
. _ 5 J 2.1
()¢, {1 _ /8 wenn & =0, &y
wobei
z >0 wenn & >0, (2.2)

0<x< =0/ wenn & < 0.

Die Dichte der GPD 1afit sich leicht durch Differenzieren berechnen. Die GPD und die
Dichte der GPD sind fiir verschiedenen £ in Abbildung 2.1 und Abbildung 2.2 dargestellt.



Y sei ein Exzess und sei definiert durch YV : = X — u. Mit Y7, ..., Yy, bezeichnen wir die
die Exzesse der Beobachtungen Xj,..., X, beziiglich der Schwelle u. Man kann zeigen,
dass fiir eine reelle Funktion a(u) gilt:

P (i(;)u > y|X > u> = (1+¢&y) e

Dies ist der Tail einer GPD. Mehr Informationen zur GPD findet man unter Embrechts,
Kliippelberg und Mikosch [5] (S. 165).
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Abbildung 2.1: Verteilungsfunktion der GPD fiir drei verschiedene & und 3 =1
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Abbildung 2.2: Dichte der GPD fiir verschiedene & und 3 =1



3. Unabhéngigkeit
Sei FF=1— F und F,(y) = P(Y1 > y|X > u). Dann ist klar, dass

Fu) = P(X = >y > ) = 0
Folglich gilt, dass
F(u+y) = F(u) Fu(y). (2.3)

Schétz man nun F(u) mit
= N,
F=—
n

und F,(y) mit

so gilt wegen (2.3)

Somit ist

:%q:u+§: ((%(1—(;))5—1) (2.4)

das g-Quantil der Verteilung F.

3 und € werden durch die Maximum Likelihood Methode (ML) oder den Hillschéitzer (vgl.
Embrechts, Kliippelberg und Mikosch [5] (S. 330ff, 336)) geschétzt. Da in die Schitzung
nur die Exzesse Y7,..., Yy, einflielen, hat man zur Schéitzung oft nur wenig Daten zur
Verfiigung. Aus diesem Grund kann man sich nicht auf die asymptotischen Optimalitéits-
eigenschaften des MLE verlassen.

Die Verteilung der Exzesse (Y;)* sei eine GPD mit der Dichte:

o) = (1 +5%)_§_1, 2.5)

mit £ # 0 und y wie in (2.2).

Die Maximum Likelihood Funktion von # und £ ergibt sich demnach aus:
1 ¢
(& B);Y) = —Nuln = (14 2) S (1 + (X —w)
i=1

Setzt man nun fiir ¢ = 5% so bekommt man das 5%-Quantil der Verteilung der Daten
und somit das Downside Risk Capital (DRC). Der VaR ist das DRC korrigiert durch
den Erwartungswert. Damit hat man DRC = %5 und VaR = E(X) — DRC, dessen
Schétzung bei der Risikomessung das Ziel ist.



2.2 Die POT Methode fiir stationire Zeitreihen

Das ganze dndert sich nun ein wenig bei stationédren Zeitreihen. Im stationéren Fall haben
wir meist keine iid verteilten Zufallsvariablen, also bildet man eine assoziierte Folge von
iid verteilten Zufallsvariablen. Jedoch die Vorgehensweise der POT Methode in diesem
Fall ist dieselbe.

Sei (X;)™, eine Folge stationiirer Beobachtungen, (X;)™, die assoziierte unabhiingige Fol-
ge und F sei die dazugehdrige Verteilungsfunktion.

Sei M,, = max(Xy,...,X,), M, = max()?l, ..., X,) und wu, sei der Schwellenwert der
Daten X1,...,X,.

Es gilt wieder
nP(X; > u,) — 1,

da hierzu die Daten nicht unabhingig sein miissen. Somit geht die Verteilung von N,
wieder gegen einen Poissonprozess mit Intensitét 7.

Fiir die assoziierten unabhénigen Folgen gilt weiter (vgl. Embrechts, Kliippelberg und
Mikosch [5], Prop. 3.1.1, S. 116), dass

P(Mn <u,)—e .

Fiir die nicht iid verteilten Zufallsvariablen gilt demnach, wegen der Definition des extre-
malen Index (Definition 4.3)

P(M, < uy) ~ P(M, < u,)’ = (™) =e 7" (2.6)
Fiir eine hohe Schwelle u sei nun

N¢ = #{Cluster von Exzedenten von u}

und der Punktprozess ist wegen des Satzes von Poisson (vgl. Satz 4.1) ein Poissonprozess
mit Intensitét 6 7. Dies zeigt, dass die Cluster unabhénigig voneinander sind.

Zur Anndherung der GPD werden nun die Clustermaxima herangezogen, d.h.

MG — .
lim P <(7u > y|M® > u) =(1+&y)75
a

U— 00 U)
wobei M@ das Maximum im i-ten Cluster ist.

Mit den Methoden, die spiter in dieser Arbeit ndher beschrieben werden, kénnen die
Cluster identifiziert werden bzw. die Maxima berechnet und 6 geschiitzt werden.



Nun schétzt man F(u) mit
NC
n,

d.h. es wird mit 1/éu, der mittleren Clustergréfie ', multipliziert.

=P

= Lo\ LE
Weiterhin gilt wie bei nichtstationéiren Zeitreihen F,(y) = (1 +£& %)

und damit p
~ NC R -1/¢
Flu+y) = —2 <1+§%> .
n 6, B
Somit kann man das g-Quantil z, wieder mit
. A —£
N B n 0y
xq:u+g Nf(l_q) -1 (2.7)

bestimmen, wobei B und f wieder durch Maximum Likelihood oder den Hillschitzer
geschitzt werden konnen. Die Schitzmethoden fiir # werden in den folgenden Kapiteln
besprochen.

Man zieht zur Schitzung nur die Clustermaxima M® heran, die laut Borkovec und
Kliippelberg [2] (S. 17) pseudo-iid verteilt sind. Die Verteilung der Maxima sei eine GPD
und die Dichte hat die Gestalt (2.5).

Die Maximum Likelihood Funktion von § und £ ergibt sich demnach aus:

(€9 X) = ~NE B — (14 9) D (1 + S0 - )

Fiir ¢ = 5% bekommt man nach der Schitzung der drei Parameter und Berechnung vom
DRC wieder den Schitzer fiir den VaR.

Besondere Beachtung verdient folgende Tatsache

Je nach Datensatz ergibt sich ein unterschiedlicher Risikobereich, der entweder im 5%-
Quantil oder im 95%-Quantil liegt. Untersucht man z.B. Schadensdaten durch Naturka-
tastrophen, so sind hohe Ausschlige nachteilig. Also liegt das Risiko oberhalb des 95%-
Quantils. Zur VaR Berechnung mufl man dann ¢ = 0.95 setzen. Untersucht man jedoch
Indexkurse, so ist es ein grofles Risiko, falls der Kurs fillt, negativ ist. Demnach liegt das
Risiko im 5%-Quantil und ¢ = 0.05 zu wihlen. In Kapitel 10 werden die negativen Log
Return von Indexkursen analysiert, darum ist wieder das 95%-Quantil fiir die Schitzung
des VaR zu wéhlen.

Eine Beispielrechnung der POT Methode angewendet an die Datensitze S&P 500 und
FTSE 100 findet man unter Kapitel 10.

!Die mittlere Clustergréfe wird im Kapitel 4 niher erliutert

7






Kapitel 3

Die Exzessfunktion

Eine exzellente explorative Methode, die Tails zu unterscheiden, ist die Exzessfunktion,
die fiir positive Daten entwickelt wurde. Um sie daher auf den Datensatz S&P 500 und
FTSE 100 anwenden zu kénnen, nehmen wir zur Untersuchung nur die positiven Daten
der Zeitreihe. Nidhere Beschreibungen findet man im Kapitel 10 in der Datenanalyse.

Sei 2z = max(z,0) der Positivteil von z und #A die Anzahl der Elemente in einer endli-
chen Menge A. Die empirische Funktion:

1 n
X, —u)", >0
#{i:Xi>u,i:1,...,n}Zz::4( v) v=

en(u) =

schitzt die Exzessfunktion:
e(u)=EX —u|X >u), u>0

Die Tabelle 3.1 beinhaltet einen kleinen Uberblick iiber einige Standardverteilungen. Da-
von sind vier Exzessfunktionen in Abbildung 3.1 zusammengefasst.

Exponential At
— a—1 1
Gamma | 3 1(1+W+0(5)>
Lognormal ln”z—_“u(l +o0(1))
Pareto B o> 1
Weibull w7 (14 0(1))

Tabelle 3.1: empirische Exzessfunktion von verschiedenen Standardverteilungen
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Abbildung 3.1:
Die empirische FEzzessfunktion wvon verschiedenen Standardverteilungen unter Ver-
nachlifiigung der Restdaten.

Die Exzessfunktion der Exponentialverteilung ist eine Konstante, ndmlich gerade ihr Pa-
rameter. Die Exzessfunktion von Verteilungen, deren Tail leichter ist als der Tail der
Exponentialverteilung, fillt gegen Null. Bei Verteilungen mit fetterem Tail strebt die Ex-
zessfunktion gegen unendlich.

Um eine gute Schétzung fiir den VaR zu bekommen, mufl der Schwellenwert u geeignet
gewahlt werden. Hierfiir ist die Exzessfunktion niitzlich. Im Falle einer verallgemeinerten
Paretoverteilung steigt die Exzessfunktion monoton linear. Eine mégliche Wahl von u ist
somit der Wert, ab dem die empirische Exzessfunktion linear nach oben strebt. Es ist
natiirlich schwierig eine eindeutige Wahl zu treffen.

So kann man zum Beispiel fiir den Datensatz S&P 500 v = 0.009 (vgl. Abbildung 10.5)

und fiir FTSE 100 v = 0.008 (vgl. Abbildung 10.23) wihlen. Diese Werte wurden auch
fiir die VaR Berechnung mit der POT Methode in Tabelle 10.4 und Tabelle 10.8 verwendet.

10
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Abbildung 3.2:
Die empirische Exzessfunktion simulierter Daten (n = 10000) (gepunktet) im Vergleich
zur theoretischen Exzessfunktion (Linie) einer Standard Ezxponentialverteilung.
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Abbildung 3.3:

Die empirische Ezzessfunktion simulierter Daten (n = 10000) (gepunktet) im Vergleich
zur theoretischen Exzessfunktion (Linie) einer Gammaverteilung mit Parametern 3 = 1
und o > 0.
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Kapitel 4

Der extremale Index

Der extremale Index ist eine Grofle, die die Beziehung zwischen der Abhéngigkeitsstruk-
tur von Daten und ihrem extremen Verhalten beschreibt. Bei der Schétzung des Index
besteht das gleiche Problem wie bei der Schitzung von kleinen Quantilen, ndmlich das
Problem der kleinen Stichproben.

Um zu erkldren, was der extremale Index mit der Clusterbildung zu tun hat, betrachtet
man die klassische Extremwerttheorie. Die Extremwerttheorie beschreibt das Verhalten
der grossten Werte einer Stichprobe bzw. der Exzedenten iiber einer hohen Schwelle. Bei
einer Stichprobe Xy,..., X,,, die iid verteilt ist, betrachtet man die partiellen Maxima

M1:X1, Mn:maX(Xl,...,Xn), n € N.

Die Anzahl der Beobachtungen, die die Schwelle w,, iiberschreiten, ist
#{i:X;>u,; i=1,...,n}.

Diese Beobachtungen sind natiirlich binomialverteilt mit Parameter n und der Wahr-
scheinlichkeit P(X; > uy,).

Betrachtet man nun

nP(X; > u,) =1 € (0,00), (4.1)
so konvergiert nach dem klassischen Satz von Poisson die Verteilung von
#{i:X;>u,; i =1,...,n} gegen eine Poissonverteilung mit Parameter 7.

Satz 4.1. (Satz von Poisson)

o)

Sei X ~ bin(n, p,) verteilt und np, "=° 7, dann gilt

k
lim P(X, = k) = lim bin(k,p,) = — e~ ™ = Poi(r)

n— 00 n— 00 k!

Beweis. vgl. Behnen und Neuhaus [1] (Lemma 3.3.1 S. 118) O

13



Markiert man in dem Intervall [0, n] die Punkte {i: X; > u,; i =1,...,n}, so wird das
Intervall immer grofler, die markierten Punkte werden immer seltener, da die Schwelle w,,
mit n zunimmt. Die Schwelle u,, findet man dadurch, indem man die Anzahl der Exze-
denten vorgibt.

Deswegen bekommt man eine bessere Darstellung, wenn man das Intervall auf [0,1] nor-
miert. Ein Exzedent X; von u, wird dann also nicht bei i, sondern bei i/n auftreten.

Definition 4.1. (zeitnormierter Punktprozess)

Die Anzahl der Exzedenten kann man mit
No((a, b)) = #{i/n € (a,b] : X; > u,, i=1,...,n} fir(a,b] C (0,1] (4.2)

beschreiben. N, definiert einen Punktprozess auf dem Intervall (0,1]. Diesen nennt man
den zeitnormierten Punktprozess der Exzedenten.

Wenn man die Daten in k£ Blocke der Grofie r aufteilt, kann man fiir jeden Block dessen
Maximum mit

M(Z) :ma‘X(X(ifl)T+17"'7XiT‘)7 L= ]‘""’k

definieren. Jetzt kann analog zu (4.2) der zeitnormierte Punktprozess der Clusterexzeden-
ten definiert werden.

Definition 4.2. (zeitnormierter Punktprozess der Clusterexzedenten)
Die Folge N,,¢
N.%((a,0)) = #{ir/n € (a,b] : X; > up, i=1,...,k} fiir(a,b] C (0,1]

ist der zeitnormierte Punktprozess der Clusterexzedenten.

Diese Folge N,,“ von Punktprozessen konvergiert fiir n — oo gegen einen Poissonprozess
mit Intensitiat 07 fiir ein 6 € (0, 1]. Also sind die Cluster unabhéngig.

Dieser Parameter 6 heifit extremaler Index der Zeitreihe. Er spielt eine wesentliche Rolle
bei der Modellierung und Interpretation fiir die Tail- und Quantilschéitzung.

Definition 4.3. (extremaler Index)

Sei (X,) eine stationire Folge und 6 eine nicht-negative Zahl. Falls man fiir 7 € (0, 00)
eine Folge (u,,) findet, so dass

lim nP(X; > u,) =7, (4.3)
n—oo
lim P(M, <u,) =exp(—07), (4.4)
n—o0

gelten, dann heifit 6 der extremale Index der Folge (X,,).

14



Aquivalent zu den Bedingungen der Definition 4.3 sind folgende Aussagen:

lim nP(X; > u,) =T,

n—oo

lim P(M, < u,) =exp(—07),
n— o0

lim P(M, < u,) = exp (—7),
n—oo

Mit M, = max(X;,...,X,) und M, = max(Xi,...,X,),

wobei (X,,) wieder die assoziierten unabhinigen Folgen von Zufallsvariablen sind und F
sei die dazugehorige Verteilungsfunktion.

Nun hilft uns der Grundlagensatz der Extremwerttheorie, der Folgendes besagt:
Satz 4.2. (Satz von Fisher und Tippett)

(Xn)m>1) sei eine Folge von iid Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F. Falls es nor-
mierende Konstanten a,, > 0,b, € R und eine nicht-degenerierte Verteilungsfunktion H
qibt, so dass

lim P(M,, < ayx + b,) =lim F™"(a,z +b,) = H(z),z € R
dann ist H eine der folgenden Verteilungsfunktionen:
0, z <0

Fréchet :  ®,(z) = a>0.
exp (—z7%), r>0

—(— [ <
Weibull : U, (x) = {exp( (=2)%), w<0 a>0.
1, x>0
Gumbel :  A(x) =exp(—e ¥), reR

Beweis. Eine Skizze des Beweises findet man in Embrechts, Kliippelberg und Mikosch [5]
(Theorem 3.2.3, S. 121f). O

Um sich die Verteilungen aus Satz 4.2 vorstellen zu kénnen, gibt Abbildung 4.1 einen
Uberblick.

Die Funktion H(x) wird auch Fisher-Tippett Funktion genannt und hat folgende Gestalt:

exp(—(1+£5)7¢)  wenn € #0,
H(zx) = p
() {exp(— exp(—3)) wenn & = 0.

Fiir &€ > 0 ergibt sich die Fréchet Verteilung, fiir £ < 0 die Weibull- und fiir £ = 0 die
Gumbel Verteilung. Satz 4.2 besagt eben, dass die asymptotische Verteilung der Maxima

15
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Abbildung 4.1:
Dichten der Fréchet, Weibull und Gumbel Verteilung. Bei Fréchet und Weibull wurde
B =1 gewdhlt.

eine dieser drei Verteilungen ist.

Da uns Satz 4.2 also die Grenzverteilung der Maxima liefert, hilft dieser sehr viel bei den
Schiatzmethoden des extremalen Index. Es gilt: lim P(M,, < a,x+b,) = lim F™(a,z+b,).

Mit der Aussage P(M, < u,) =~ P(Mn < u,)? (siehe (5.4)) und Satz 4.2 kann man die

Tabelle 4.

1 erstellen.

Verteilung | Verteilungsfkt. | limp o0 P(Mp < ) | limp oo P(Mn < u) | 7
Fréchet exp (—z=%), >0 exp(—x~%) (exp(—27%))? x~®
Weibull | exp (=(—2)%), z <0 | exp(=(-2z)?) (exp (=(=2)%))" | (o)
Gumbel exp (—e "),z € R exp(—e?) (exp(—e~7))? el=?)

Tabelle 4.1: Ubersicht diber die asymptotische Verteilung der Mazima
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0 liegt im Intervall (0, 1]. = 0 ist ein pathologischer Fall, der fiir uns nicht in Betracht
kommt. # > 0 gilt, da dies im praktischen Sinne liegt. Also bleibt nur noch # < 1 zu
zeigen. Dies ist jedoch einfach.

Es ist klar, dass

PM, <u,)=1-P (0{)(2 > un}> >1—nF(u,)

i=1
& P(M, <u,) >1—nF(u,)

& nlg& P(M, <u,) > nlggj (1 — nF(un))
& e mT>1-1

Fiir 7 > 1 ist die Aussage trivial, da die Exponentialverteilung immer gréfier Null ist. Fiir
7 € (0,1) betrachte folgende Grenzwerte:

In(1 — "Hopital ;. 1
leim—ulH:ptlllm =1
T—0 T =01 — 171
In(1 —

b <lim-21=7) _
T—1 T

Da die Aussage e~ %7 > 1 — 7 fiir alle 7 gelten mu$B, gilt also 6 < 1.

Demnach ist 6 € (0, 1].

Interpretation von ¢

Wir erinnern uns an die Definition des Punktprozesses der Exzedenten (4.2).

N.((a,b]) = #{i/n € (a,b] : X; > u,, i=1,...,n},

wobei die X; nicht unabhéngig sein miissen.

Sei Y, die Zufallsvariable, die die Clustergréfle beschreibt. Mit Hilfe des Konvergenzver-
haltens von N¢ gegen einen Poissonprozess mit Intensitiit # 7, weiff man dass N, fiir eine
stationiire Zeitreihe in Verteilung gegen einen zusammengesetzten Poissonprozess kon-
vergiert (unter bestimmten Eigenschaften (vgl. Embrechts, Kliippelberg und Mikosch [5]
Abschnitt 4.4), der wie folgt aussieht.

NE(b)—N(a)

M@= Y Y o (@ic1]

n=1

wobei 320_ ¥, = 0 und N der Grenzprozess der Punktprozessfolge NC, also ein Pois-
sonprozess mit Intensitéit 0 7, ist.

17



Also gilt folgendes Lemma.

Lemma 4.1. (Interpretation von 0)

0 kann als Kehrwert des Erwartungswertes interpretiert werden. Also gilt:

E(Y,)=1/6
Beweis. Es gilt
T=01E(Y7)
wegen
T €9 lim nP(X > u,) Pl lim E(N,(0,1]) = E(N(0,1]) =
n—oo n—oo
NO(I)fNO(O) o NO(I)
() e () < sy
n=1 n=1

— B(NC(1) E(v) N g B(vy)

Mit (4.6) ergibt sich demnach:
E(Y1) =1/6.

Also ist die mittlere Clustergrofle gerade 1/6 (unter schwachen Bedingungen).
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Kapitel 5

Alte Schatzmethoden des extremalen
Index

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den extremalen Index zu schitzen. Dazu gehoren die
Blockmethode, run Methode oder das Interpretieren als den Kehrwert des Erwartungs-
wertes, die in diesem Kapitel kurz beschrieben werden. Das asymptotische Verhalten, wie
z.B. die Konsistenz, des run und des Blockschitzers konnen bei Hsing [10, 11], Smith und
Weissman [22] und Weissman und Novak [23] nachgelesen werden.

5.1 Blockmethode

Die vielleicht einfachste Moglichkeit ist die Blockmethode.

Man erhélt aus der Definition des extremalen Index im Kapitel 4 auch folgende Aussagen:

nlgglo nF(u,) =T, (5.1)
lim P(M, < uy,) = exp (—7), (5.2)
n—oo
lim P(M, < u,) =exp(—0T7). (5.3)
n—oo
M, sei wieder max (X7y,...,X,) und Mn sei max ()?1, ) ~,)?n) Auch hier seien wieder

(X;)™_, eine Folge von stationidren Beobachtungen und (X;)" ; wieder die assoziierte un-
abhéingige Folge.

Mit diesen Aussagen a3t sich leicht nachweisen, dass
P(M, < up)  exp(=07) = (exp(= 7))’ ~ PY(My < ) = F™(u,),  (5.4)

wobei F die Verteilungsfunktion der Folge (X;), sei.
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Lemma 5.1. (0 als Grenzwert)

Es sei (5.1), (5.2), (5.8) und (5.4) erfillt. Dann Gt sich der Grenzwert

. InP(M, < uy,)
lim
n—oo  n In F(uy)

.y (5.5)

berechnen.

Bewezs.

(1) P(M, < u,) — exp

(2) Flu)" 2 P(M, < u,) = exp(—7)
= nlnF(u,) =InF(u,)" — Inexp(—7) = —7
P(M, <wu,) —0r
1 = = =0
W+ = Tpestel 27
U
N 1 O
= Ly = ) (5:5)
ist eine empirische Methode den Tail von F(u,) zu schiitzen.
Aus Embrechts, Kliippelberg und Mikosch [5] (S. 211, 419) wissen wir:
P(M, < up) = PH( My, < up). (5.7)

Diese Aussage ist die Basis der Blockmethode. Im ersten Schritt der Blockmethode wird
der Datensatz in k Blocke der Gréfle r aufgeteilt, also ist n = rk. Damit man keine
Probleme mit der ganzzahligen Groe der Blocke bekommt, wéhlt man » = |n/k]. Somit
sieht unser Datensatz folgendermaflen aus:

Xla s JXT‘; tee ;X(ifl)r+17 s 7Xkr
Das Maximum fiir jeden Block sei:
MDD =max(Xi 1)ri1y--s Xip), i =1,...,k

Mit diesen Teilergebnissen wollen wir nun P(M,, < u,) anschauen und 6 schétzen.
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Lemma 5.2. (P(M, < u,) mit der Blockmethode)

Sei K die Anzahl der Bliocke, in denen einer oder mehrere Exzedenten auftreten, d.h.
K = #{Anzahl der ,Cluster-Ezzedenten“}.

Dann gilt:

Beweis. Aus (5.6), (5.7) folgt:

P(M, < u,) = P(max MY <u,) ~" P¥M, <u,)~

1<i<k

(5:6) (1 o )

5.6

~ (EZI{MTW%}) -
=1

Lemma 5.3. (Schitzung von 0 mit der Blockmethode)

Sei N = #{ Exzedenten von u,} und K die Anzahl der Blicke, in denen einer oder meh-
rere Ezzedenten auftreten, d.h. K = #{Anzahl der ,Cluster-Exzedenten“}.

Dann lafst sich 0 durch die Blockmethode wie folgt schdtzen:

A 1In(1 — K/k)
(Block) _ -
0 (tn) rin(l — N/n) (5:8)
Beweis
guptot) () PO <) In (1= K/B)* gy b In(1 = K/k) _ 1In(1 ~ K/b

n In F(uy) In(1—N/n)" ~ krin(l —N/n)  rIn(l = N/n)
I

Aus (5.6) und einer Taylorentwicklung folgt:

jempirise) (y, y = K _ VKT ncpe LK LE/E sipiock)

O (un)_N_rkN B rkN_rN/nNgn (tn)-
Bei der Blockmethode wird ein Cluster identifiziert, falls das Maximum in einem Block
iiber der Schwelle u liegt. Sobald es Blocke gibt, in denen mindestens eine Beobachtung
iiber der Schwelle u liegt, werden alle Exzedenten in diesem Block zu einem Cluster
zusammengefasst (vgl. Borkovec und Kliippelberg [2], S. 11). Zur Veranschaulichung in
Abbildung 5.1 ein theoretisches Beispiel.
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Clusterbildung mit der Blockmethode

15

|

0 10 20 30 40

Nr1 Nr 2 Nr 3 Nr 4 Nr5 Nr 6 r7 Nr 8

Abbildung 5.1:

Theoretisches Beispiel fiir die Blockmethode. Es wurde die Blockgréfie r=5 gewdhlt und die
Blécke sind durch die verschiedenen Farben erkenntlich gemacht. Die Punkte kennzeichnen
die Maxima, die oberhalb der Schwelle u liegen. Somit befindet sich im Block Nr. 1, 2, /,
5 und 8 ein Cluster, die mit ,*“ gekennzeichnet sind.

5.2 Der extremale Index als Kehrwert des Erwar-
tungswertes

In Kapitel 4 wurde schon gezeigt, dass der extremale Index als Kehrwert des Erwartungs-
wertes dargestellt werden kann (vgl. (4.5))

Damit bekommt man auf der Basis der Blockmethode einen Schitzer fiir #, der folgen-
dermaflen aussieht:

»,Anzahl der Blockmaxima grofier u*
,Anzahl der Exzedenten* N

k
2ict sy K

a Z?z‘:l) Iixi>un) N

égKehrwert)(un) - —

wobei I die Indikatorfunktion ist und M = max (X 1)1, - - - » Xir).
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5.3 run Methode

Wenn man das asymptotisches Verhalten von P(M,, < ¢,) fiir n — oo untersucht, kommt
man auf das Ergebnis des Theorems 5.1 (vgl. O’Brien [21]).

Sei M;; = max(Xiiq,...,X;) und M; = My,; = max(Xy,..., X,).
Definition 5.1. (asymptotische Unabhéngigkeit von Maxima (AUM))

Eine stationire Folge (X,,) hat eine asymptotische Unabhéngigkeit von Maxima (AUM)
relativ zur Folge (¢,), wenn es eine Folge (¢,) mit ¢, = o(n) gibt, so dass

ap, :=max |P[M; < ¢, Mitqivgrj < ] — P[M; < ¢,] PIM; < ¢,]| =0
wobei das Maximum {iber alle 1 > ¢ und j > ¢ mit < + ¢ + 7 < n gebildet wird.
Theorem 5.1. (asymptotisches Verhalten von P[M, < ¢,])

Sei (X,,) eine Folge, die AUM hat, wobei (c,) eine Folge von reelen Zahlen sei. (g,) und
(o) seien wie in Definition 5.1 definiert. (p,) sei eine Folge von positiven Integern, so
dass

p=o(n), na=o(p) und q=o(p).

Wenn entweder
liminf F"(c,) > 0

oder
liminf P[M;, < ¢,| X1 > ¢,] >0

qilt, dann gelten
PIM, < 0] = (F(e))" Mo Xizal g

und
P[M, < cp| —exp{—nP[X| > ¢,, M1, <]} =0

Beweis. vgl. O’Brien [21] (S. 282ff) O
Wegen Theorem 5.1 gilt

p(Mn < Un) — (F(un))nP(Mz,sgun|X1>un) + 0(1)
= exp {—TLP(X1 > U, MQ,s < un)} + 0(1)7

wobei n F(u,) — 7, My, = max(Xs,..., X,), s=s(n), und s/n — 0.
Nach der Definition des extremalen Index gilt zusétzlich

P(M, < u,)=exp(—0T1).
Dies kann auch interpretiert werden als

P(M, < u,)=exp(—071)+o(1).
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Mit den oben genannten Eigenschaften 148t sich Folgendes herleiten:

lim 6, (up,s(n)) = im P(My, < up| Xy > up, ) =6 (5.9)
n—o0 n—o0
Hier kann also 6 als Grenzverteilung interpretiert werden. Die bedingte Wahrscheinlichkeit
0,(s(n), uy) ist ein Maf fiir eine Tendenz zu grofien Cluster. O'Briens Schitzung von 6
beruht auf ,,runs“:

firan)( (n)) »Anzahl der Cluster* Yoy I, (5.10)
Uy, s(n)) = = = , .
" »Anzahl der Exzedenten® > °"  Iix,su.}

wobei A;, = {X; > up, Xit1 < tp, ..., Xitr < u,} und I die Indikatorfunktion ist.

Ein Cluster beginnt bei der run Methode beim ersten Exzedenten. Ein Cluster endet, wenn
mindestens s aufeinander folgende Daten unterhalb der Schwelle u liegen. Das néchste
Cluster beginnt dann wieder beim ersten Exzedenten nach den mindestens s Daten, die
unterhalb der Schwelle lagen. Hierzu auch eine theoretische Veranschaulichung:

Clusterbildung mit der run Methode

15

m_
o ‘H I‘o I‘ H ‘IH‘ ‘
T

T T T
0 10 20 30 40

Abbildung 5.2:

Theoretisches Beispiel fir die run Methode mit der run Linge s = 5. Wie immer ist
natirlich v der Schwellenwert. Es wurden die gleichen Daten wie bei Abbildung 5.1 ver-
wendet. Die Punkte kennzeichnen den Beginn bzw. das Ende eines Clusters. Ein Cluster
wird dadurch kenntlich gemacht, dass die Daten mit einer Linie verbunden sind. Also sind
die Daten mit i von 3 - 4, 10, 17 - 25, 36 - ..., Cluster. Wie der Datenpunkt mit ¢ = 10
zeigt, kann ein Cluster im Extremfall auch nur aus einem Datenpunkt bestehen.
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Kapitel 6

Neue Methode 1:
Theoretische Momenten Methode

Ein Problem bei den bisherigen Methoden ist die Wahl der Clusterparameter. Die Cluster
hingen von der Laufzeit und anderen Parametern ab, auf die die Methoden sehr sensibel
reagieren. Es wurden Methoden entwickelt, die den Einfluf§ dieser Parameter vermindern
sollen.

Eine dieser Methoden bedient sich der theoretischen Momente der Grenzverteilung. Auf
diesem Weg bekommt man ein automatisches Clusteridentifizierungsschema, das nicht
auf die Wahl von Hilfsparametern angewiesen ist. Zusétzlich ermoglicht diese Methode
die Berechnung von Konfidenzintervallen mit Hilfe eines Bootstrap Prozesses.

6.1 Asymptotische Verteilung

Sei (X,,)n>1 der Prozess der Beobachtungen, die den Schwellenwert u {iberschreiten. T'(u)
sei die zum minimalen Zeitabstand zwischen Exzedenten zugehorige Zufallsvariable.

Definition 6.1. (kleinster Zeitabstand)
Sei M;, = max(Xy,...,X,), dann ist
min{n > 1, X, >u}, X, >u (6.1)
der kleinste Zeitabstand zwischen Exzedenten.
(6.1) kann auch folgendermafien geschrieben werden:
P{T(u) =n}=P(M, <u,Xpp1 >ulXy >u), n>1

bzw.
P{T(u) > n} = P(M p+1 < u|X; > u), n>1.
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Lemma 6.1. (asympt. Verteilung)

Die asymptotische Verteilung von F(u) T (u) ist im Fall von iid verteilten Zufallsvariablen

eine Standard Fxponentialverteilung.

Beweis. Im Fall von iid verteilten Zufallsvariabeln gilt:

P{T(u) >n} =F)", n>1,

so dass

P{F(u)T(u) >z} = exp [[z/F(u)]log{F(u)}]

(6.3) ist leicht nachzurechnen, da

P{F(u)T(u) > v} = P{T(u) > |z/F(u)|} =
= exp [|z/F(u)|log{F(u)}] .

(6.2)

fiir x >

0.

Sei w der Endpunkt der Verteilung und log(1 + €) = ¢, fiir ¢ — 0, dann gilt

lim [P{F(u)T(u) > x}] = exp (—x)

u—swt

wegen

lim [P{F(u) T(u) > x}] = lim exp

u—wt u—wt

F(u)

——
—1—(1+¢)

log {F(u)}

—1+4€

—€

- 7 eXp {

T
— €
—€

(6.2)

(6.3)

F(u)#T®) = exp [log { F(u)#/Fw) H

} “=exp(—x)

Also ist die asymptotische Verteilung von F(u) T (u) eine Standard Exponential-
verteilung und der Punktprozess der Exzedenten ist ein Poissonprozess.

O

Wir betrachten nun den generellen Fall § € [0,1]. Fiir 1 < k <[ sei Fy,(u) die o-Algebra,
die durch die Ereignisse {X; > u,k < i < [} erzeugt wird. Damit kann man sich die

gemischten Koeffizienten

Onalt) = pax_sup |P(BIA) — P(B)|

definieren, mit A € Fy ;(u), P(A) >0 und B € Fiign(u).

26



Theorem 6.1. (asymptotische Verteilung)

Sei r, positiv und u,, der Schwellenwert, n > 1, so dass

rp — 00,

rn F(up) — 1

und
P(M,, <u,)—exp(—0r1),

fir 7 € (0,00) und 6 € [0, 1].
Wenn ein positives q, = o(ry) existiert, so dass oy, 4, (un) = o(1), fir alle ¢ > 0, dann
qilt:

P{F(u,) T(u,) >t} — 0 exp(—0t), fir t>0.

Beweis. vgl. Ferro und Segers [8] (S. 555, Appendix A, Theorem 1) O

Wenn man die Konvergenz in Verteilung betrachtet, kommt man wegen Theorem 6.1

auf F(u)T(u) % Ty, fiir u — w', wobei Ty die Zufallsvariable ist, die sich auf die
Mischungsverteilung

(1—0)ex + Oy (6.4)

bezieht. Dabei ist ¢y das Diracmafl an der Stelle 0 und py steht fiir eine Exponentialver-
teilung mit dem Erwartungswert 1/6.

0 hat demnach zwei Bedeutungen. Zum einen ist # der Anteil der Interexzedentenzeiten

ungleich Null und zum anderen ist § der Kehrwert des Erwartungswertes der Interexze-
dentenzeiten ungleich Null.

6.2 Schitzung des extremalen Index

Seien X1, ..., X, Zufallsvariablen und u ein hoher Schwellenwert. Sei
N =Ny(u) => I(X; > u)
i=1

die Summe aller Exzedenten, die grofler sind als der Schwellenwert u. Zusétzlich sei-
en 1 < §; < --- < Sy < n die Zeiten, zu denen Exzedenten auftreten. Somit sind
T;':Si_H—Si fllI"ZZI,,N—l
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6.2.1 Intervallschitzer
Lemma 6.2. (zweites Moment von T')

Das zweite Moment von T mit der Mischungsverteilung (6.4) ist E(T?) =2/

Beweis. Das zweite Moment einer Zufallsvariabel X mit X ~ exp(#) ist.

v*fexp(—0z)dr =

9{{95 exp(— 0.7) <—$>]:o—/0002xexp(—9x) <_%> dx} _

:2/0 - 9x)dx:—§{[xexp(—9x)]g°— Oooexp(—ex)dx}:
_ %/Ooo exp(~02)dr = - [exp(—@x) (-%)K

2
T2

Sei nun Y eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion ¢, und X eine Zufallsvariable
mit der Verteilungsfunktion py. Wie allgemein fiir Mischungsverteilungen bekannt, laf$t
sich das zweite Moment von 7" wie folgt berechnen.

E(T?) = (1-0)E(Y?) +0E(X?) = 9@ - %

wegen E(Y?) =0. O
Lemma 6.3. (erster Momentenschdtzer)

Mit Lemma 6.2 bekommt man den ersten Schétzer fir 0. Dafir sei ﬁn(u) ein Schdtzer
fir F(u). Somit ist der Momentenschdtzer fir 6

A 2(N -1
0w = o X (65)
F2(u) o) T?
Beweis
2 1 =, o A1) 2(N —1) 2(N —1)
A(l):fZF(U)Ti g O — I N—1 2
On N 1z:1 Z F2()T FQ(U)Zz1Tz'
O

Wiihlt man als Schitzung fiir F(u) zum Beispiel F, (u) = N ergibt sich fiir 0 (w)

2n? (N —1)

0 () = NN
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Das erste Moment von T ist 1, da (1 — 0)E(Y) + 0E(X) = 0+ 05 = 1, wobei Y wieder
eine Zufallsvariable vom Diracmaf ¢, ist und X ~ exp(#) (aus der Mischungsverteilung
(6.4)). Somit ist var(T) = v* = E(T?) — E(T)*? = E(T?) — 1. Damit kann man folgende
Beziehung herleiten:

E(T?) 2 6.6)
E(T)? 0 (6.
Die Interexzedentenzeiten sind zerstreut, mit Clustern an den Grenzen, genau dann, wenn
f < 1. Diese Beziehung veranlafit einen dazu, einen anderen Schétzer fiir # zu finden.

1+ =E(T?) =

Lemma 6.4. (zweiter Schitzer fiir 6)

Mit (6.6) bekommt man den folgenden Schitzer fiir 6:

2(x0,'m)

ég)( ): N_1
(N=1)3., 17
Bewezs.
5 ;N
(1) BT = P TN_1 Fi(u) T?
A 2(N—1)
(6.5) = h = = pp—
7%(“) Zz’:l 17
1 N
2 E(T)= — n(uw) T;
@) BI) = 3 Faw)

shry 2N -DE@ (S5'T) 2 (Sim)
E(T?2)  (N-12F2)Sr 12 (N—1) X 17

Der Vorteil dieses Schétzers ist es, dass man F(u) nicht schitzen muf.

Eine weitere Verbesserung des Schétzers ist moglich, indem man die folgende Approxi-
mation der Mischungsverteilung (6.4) betrachtet. Setzt man im Beweis von Theorem 6.1
r, = n, so erhélt man fiir die Verteilung der Interexzedentenzeiten

P(T(u) > n) = 0F (u)"’ + o(1).

Mit dieser Beziehung kann ein Schétzer fiir # bestimmt werden. Sei 1" eine Zufallsvariable,
die folgende Verteilung hat:

P(T >n) =0p"’ fir n>1 (6.7)
wobei 6 € (0,1] und p € (0,1].
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Lemma 6.5. (Folgerungen aus der Verteilung (6.7))

Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit (6.7) der Approzimation der gemischten Grenz-
verteilung (6.4), so erhdlt man

2E(T)* 2(1—(1—0)p")?
E(T?)  260p° +60p°(1—p’) + (1 —p?)?

:9+9<2—¥> (1—p)+0{(1 -p)?}.

Beweis. Hier soll nur eine Beweisskizze dargestellt werden, da einige Zwischenergebnisse
spéter noch benotigt werden. Der vollstdndige Beweis befindet sich im Anhang A.1.

(1) E(T-1)=ET)-1
= E(T)=E(T-1)+1

@ (M) - (B0~ f e - )

LT; 1)> + E(T)

(3) E(T—l):iP(T>n):iGpM:Qip("H)g:Qpeipne:
n=1 n=1 n=0 n=0

geo.ieihe 9]90(]_ . pg)_l

(4) E(@):ZnP(T>n):Zn0p”9:92np”9:

H_,y

(1) (,,0\d a5_901_9—2
a;’ (") | = 0p"(1—p)

:>E(T2):2E<

geo.ieihe 0 [(1 . pa)—l—l

Jj=1

2 (0p°(1—p")" + 1)
- 292?9(1 _pe)—2 _|_9p0(1 _pG)—l +1 -
2(02p?(1—p%) 2 +20p°(1—p') ' +1)
200°(1—p?) 2 +0p°(1—p0) ' +1
2(07p* +20p°(1—p”) + (1 —p")?)
20p" +0p°(1 —p°) + (1 —p")2

2=

S 200+ 0p°(1 —pf) + (1 —p)?
2(1-(1-6)p")°

200 +0p°(1—p) + (1 —p?)?
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Definition 6.2. (bias erster Ordnung)
Sei R(X) die Schétzstatistik und ¢(f) eine Funktion des zu schéitzenden Parameters 0,

dann ist
bias(erster Ordnung) = E(R(X)) - Q(e)

unter Vernachlidffigung der quadratischen Terme der bias erster Ordnung.

Der Bias erster Ordnung fiir o (u) bzgl. einer Schwelle u und fiir die Verteilung (6.7) ist
6(2 —36/2)F(u). Dies folgt aus Lemma 6.5.

(xnn) ) emniem)

bias(erster Ordnung) — E N_ - N_
(N=-1)35 17 (N =15 B(T)

_2(N—-1)’B(Th)? ) Lemma6.5 30 o) —
= (N—I)ZE(Tf) 0= 9+9<2 2)(1 p)—0=

:9(2—%) (1—p):9<2—3—29>F(u)

Die letzte Folgerung gilt, weil  F(u)"? = 0p"? = F(u)=p = 1—F(u)=(1-p).

Ferner gilt die Beziehung

2 (BT -1
(-7 -2) " (6:8)
da
2 (E(T — 1))2 _ 2 [Gpa(l — pa)_l]Q Beweis Lemnzla 6.5(1)+(2)

E(T -1)(T—-2)) E(T?) —3E(T)+2
_ 292p20(1 _pﬂ)—2 _
C20pP(1 —pf) 2+ 0pP(1 —pf) L+ 1 —-30p(1 —0) 1 —3+2

B 292p20(1 _ pﬂ)—Z B 9p0(1 _ pﬂ)—Q B
S 20p°(1—p) 2 —20p'(1—p0) Tt (1-p) - (1 -p0)t
_ 0
T

=0

Damit kommt man zum Schéatzer

dessen Bias erster Ordnung 0 ist.
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Der Bias erster Ordnung fiir §£L3)(u) 148t sich wie folgt verifizieren:

2 (o5 -1)

bias(erster Ordnung) — E N_1 -0~
(N=1) 352 (T = D(Ti - 2)
2 (S5 B - 1)
~ _h=
(N =135 BT - )(T; 2))
2N DB -V,

_ ) )
~ (VDN - DB - (T - 2)
(BT - 1)’ :

(T, — 1)(T1 - 2)
=0—-0=0

Die kleinsten Interexzedentenzeiten werden vom Grenzmodell (6.4) so wie 0 modelliert.

Y

Der Schitzer 65 (u) sichert, dass der Einflu§ der kleinsten Interexzedentenzeiten tatsichlich

0 ist. Die groBen Interexzedentenzeiten sind so gut wie nicht betroffen. Der Schéitzer 65" (u)
kann Werte annehmen, die grofler als 1 sind, und ist fiir Interexzedentenzeiten, die nicht
grofler als 2 sind, nicht definiert. Um diese Fille zu vermeiden, definiert man sich den

Intervallschatzer fiir den extremalen Index 0:

. (2 .
Q(Intervall) (U — mln(lv QASZS) (u))a wenn maX{T'i 1<i<N - 1} <2, (69)
" min(1, 8 (v)), wenn max{T;:1<i< N —1}>2.

Die Konsistenz des Intervallschitzers wird im Theorem 6.2 gekldrt. Dabei erinnern wir
uns, dass fiir einen positiven Integer m, die Folge (X,,),>1 genau dann m-unabhéngig ist,
wenn fiir alle positiven Integer k, die o-Algebra o(X; : 1 <i < k) und die 0(X; : i > m+k)
unabhéngig sind.

Theorem 6.2. (Konsistenz des Intervallschitzers)
Sei r,, positiv und u,, der Schwellenwert, n > 1, so dass
rp = 0(n)
Tn — 00
T Fu,) — 1

und
P(M,, <u,)—exp(—0r1),
fiir T € (0,00) und 6 € (0,1]. Wenn (X,)n>1 m-unabhdingig ist, gilt:
én(un) LNy

Beweis. vgl. Ferro und Segers (2002) [7] (S. 12ff, Appendix B, Theorem 3.1) O
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6.2.2 Maximum Likelihood Schitzer

Man kann den extremalen Index mit Maximum Likelihood schétzen. Die Schétzer werden
unter der Annahme konstruiert, dass die Interexzedentenzeiten unabhéangig sind. Dann
gibt es einen Schitzer bzgl. des Grenzmodells (6.4) und einen bzgl. des Modells mit der
Verteilung (6.7) fiir den extremalen Index.

a) Sei t; = X dann ergibt sich der MLE des Grenzmodells (6.4) aus:

n

N-1

1(0) = 2(N —1)log(6) — 0> t;
wegen -

1(0) = [log (1 — 6)"“=0) +log ({6” exp(—0t:)} >0))] =

1

<.
Il

=

IOg [(1 - Q)I(tiZO){92 exp(—ﬂti)}l(ti>0)] Ti>0;>ti>0
1

=.
Il

=

log [0” exp(—0t;)] =

i

2
L

= 3 [log (¢?) + g (exp(—01))] =

=1

=

= [2log(0) — 0t:] =

=1

N-1
=2(N —1)log(d) — 0 ) t;, mit 0 <6 < 1.

=1

Demnach ist der MLE von 6 das min(1, %), wobei ¢ der Erwartungswert von ¢; ist. Dieser
Schéitzer konvergiert fiir wachsende n gegen 1. Dies ist ein Fehler des Modells, das al-
le Interexzedentenzeiten der exponentialen Komponente der Mischungsverteilung zuteilt.
Dieser Fehler kann behoben werden, indem man bestimmte kleinste Exzedenten zu einer
Gruppe verbindet und mit Null bewertet. Dazu braucht man aber wieder einen Hilfspara-
meter. Die Wahl ist zuféllig und kann signifikante Auswirkungen auf den Schétzer haben
und somit ist die Methode wieder so sensibel wie die Blockmethode oder run Methode.

b) Der MLE des Modells mit der Verteilung (6.7) ergibt sich aus:

N—1
1(8) = my log(1—0p") + (N — 1 —my) (log(0) +1og(1 —p”)) +0log(p) Y (T;—1), (6.10)
i=1
wobei m; die Anzahl der Interexzedentenzeiten ist, die Lange i haben. Der MLE kann
durch numerische Methoden gefunden werden.
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Die Formel (6.10) gilt, da

[(0) = log {P(T —1m ﬁP(T - Z)m} _
:log{(l—P(T> 1))m1ﬁ[P(T>i—1)—P(T>z)] } =

= log {(1 — oy T [t - epw}mi} -

1=2

:log{l—ﬁp mlﬁ )]ml}:
1=2

= log(1 —i—ZlogGml—i—Zlogpm”g—ierog "=
1=2 1=2 1=2

o0 o0 1 o
= my log(1 — 0p?) + logGZmi + log(p) Zml i+ Zml log (
i=2 i=2 i=2
= my log(1 — 0p”) + logﬁz m; + log(p?) Z m; i+ Z m;log(1 — p’) — Zmi log(p’) =
i=2 ; ; i=2

= my log(1 — 9p ) + (log @ + log(1 — Zml + log(p [Z( mz)]

=2

-1

Mit Zmz mi) =Y (T)—mi—(N=1-m) =Y (T}) = (N -1) folgt:

=
L
=

@
Il

—
-
Il
—

=

1(0) = milog (1 —6p”) + (N — 1 —my) (log 6 + log(1 — p’)) + O log (p) _(Ti—l)

=1

6.3 Bootstrap Prozess

Wie schon erwihnt, bendtigen die bisherigen Methoden einige Hilfsparameter zur Bestim-
mung der Cluster. Dies soll nun mit Hilfe der Grenzverteilung (6.4) umgangen werden. Die
Grenzverteilung unterstiitzt einen Bootstrap Prozess, der es ermdoglicht Konfidenzinter-
valle der Schitzer zu berechnen, um die Schéitzungenauigkeiten zu ermitteln. Man nutzt
den Grenzprozess der Exzedentenanzahl aus, der ein Poissonprozess ist, und unterschei-
det die Abhéngigkeit zwischen den einzelnen Clustern und dem abhéngigen Auftreten der

Exzedenten innerhalb eines Clusters.
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Man betrachtet N Zeiten S; < --- < Sy, zu denen Exzedenten auftreten, und die
Interexzedentenzeiten 7; = S, ; — 5;, fir t1=1,...,N —1.

Demnach kann man laut Ferro und Segers [8] (S. 551) annehmen, dass die
C—1=|6N] (6.11)
langsten Interexzedentenzeiten nahezu unabhéngig sind.

Im folgendem Abschnitt seien IEZ die Interexzedentenzeiten, ICZ die Interclusterzeiten
und IntraCZ seien die Intraclusterzeiten.

Sei Ty die C-te lingste IEZ
und
T;; die j-te IEZ, die T(¢) iiberschreitet.

Dann ist {7}, }$_, eine Gruppe von nahezu unabhingigen ICZ’s.

Sei Tj = {nj_l—l—la s 77—'2']'—1}7

wobei ig = 0, ic = N und 7; = (), wenn i; = i;_1 + 1.

Dann ist {7;}{_, eine Sammlung von nahezu unabhiingigen IntraCZ’s. Weiter ist mit
jedem 7; ein Cj = { X} : k € S;} verbunden, wobei S; = {S;, | 11,...,S5;,} ist.

Durch diese Interpretation kann man den Prozess in C' Cluster aufteilen, wobei das j-te
Cluster die Exzedenten von C; enthélt. Laut Ferro und Segers [8] (S. 551) ist dies dassel-

be wie die run Methode mit einer Laufzeit von T{¢). In der Praxis wird  durch 0 geschitzt.

Eine Ubersicht iiber diese Bezeichnungen und Berechnungen der Clusteridentifizierung
sind in Abbildung 6.1 dargestellt.

Jetzt soll eine Clusterfunktion H (z.B. die ,excess height statistic“ Z, = > (X; — u,)"
vgl. Leadbetter [16] (S. 257)) hergeleitet werden, so dass man fiir jedes Cluster die Werte
{H}5_, erhilt, die verwendet werden konnen, um eine Schitzung H fiir die Wahrschein-

lichkeit H zu finden. Man kann z.B. H durch H = C~Y(H, + ... H¢) schitzen. Den

Bootstrap Algorithmus kann man dazu nutzen, ein Konfidenzintervall fiir H und 0 zu
bekommen.

Bootstrap Algorithmus
e Resample mit dem Ersetzen von C' — 1 ICZ’s von {Tj; }]C:_f.

e Resample mit dem Ersetzen von C' Gruppen von IntraCZ’s (einige davon werden

leer sein) und assoziiere damit die Exzedenten von {(7;, C;)}5.,.
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e Benutze diese IEZ’s und ICZ’s um eine Bootstrap Replikation des Prozesses zu
beschreiben

e Berechne N fiir die Bootstrap Replikation und schétze 6

e Berechne H der clusterbildenden Bootstrap Replikation

Man erhilt nach B Bootstrap Prozessen die Schitzungen (él, el éB) und (Hqyy, ..., Hp)).
Damit kann man die Verteilung des Originals ann&hern. Das empirische a- und das (1—a)-
Quantil jedes Samples definieren ein (1 — 2«)-Konfidenzintervall.

Clusterbildung mit der Momenten Methode

o
-
T(i_1) . T(i_2)
taul tau2
________________________ *
o u
—
0
o S Ll L1 I‘ ________ ] ‘
T1 T2 T3 T4 T5
T T T T
5 10 15 20

Abbildung 6.1:

Theoretisches Beispiel fiir die Momenten Methode. Die farbigen Linien seien die Cluster.
Wenn man C = 3 wdihlt, dann sucht man jetzt die drittgrofite IEZ. T = Ty = 2. Also
sind T2 und TS die zwei grofiten IEZ’s, die T tberschreiten. Demnach ist i1 = 2 und
is = 5. Mit diesen Werten lassen sich dann die 7; berechnen. 7 = {Tj 11,...,T;—1} =
{TO—l—l; Ceey Tg_l} = {TI, e ,Tl} = T1 und ™ = {T,il—l—la e 71—;2—1} = {Tg, e ,T4}. In der
Prazis wird C nicht gewdhlt, sondern mit (6.11) berechnet. Dies ist dasselbe Ergebnis wie
bei der run Methode mit run Léinge s =Ty = 2.
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Kapitel 7

Neue Methode 2:
Kombination der subject-matter
Methode und der run Methode

Schon der Intervallschétzer aus Kapitel 6 (von Ferro und Segers) ist stabiler bzgl. der
Wahl der Hilfsparameter als die Schétzer der run Methode oder der Blockmethode, je-
doch nur fiir hohe Schwellenwerte u. Die Methode, die in diesem Kapitel dargestellt wird,
ist generell stabiler. Das Ziel ist es, die subject-matter Methode, die im letzten Absatz
kurz beschrieben wird, mit der run Methode zu kombinieren, um ein neues Schema zur
Clusteridentifikation zu erhalten.

Es ist sehr wichtig fiir die Schéitzung von 6 ein gutes Schema der Clusteridentifikation zu
haben. Dazu betrachtet man die Prozesse um die Exzedenten, entweder mit einem asso-
ziierten autoregressiven Verhalten fiir extreme Abhéngigkeiten (vgl. Abschnitt 7.1) oder
mit einem Volatilititsmechanismus (vgl. Abschnitt 7.2). Diese Abhéngigkeitstypen cha-
rakterisieren einen Unterraum der Prozesse, und man glaubt, dass diese Typen praktische
Situationen sehr gut wiedergeben und eine suffiziente Basis bilden, um bessere Annihe-
rungen zu liefern. Demnach spielt der Prozess, der um die extremen Werte stattfindet,
eine grofle Rolle.

Sowohl Block- als auch die run Methode sind eher naiv, weil sie eben nur grobe Infor-
mationen iiber den Prozess, der um die extremen Werte stattfindet, verwenden. Die run
Methode ignoriert z.B. die s — 1 aufeinander folgenden Beobachtungen nach einem Exze-
denten und setzt voraus, dass diese keine Exzedenten sind. Es konnte jedoch sein, dass der
Prozess knapp unter der Schwelle u fiir die s — 1 Werte verbleibt und nach wenigen lags
wieder iibersteigt. Dann wiirden die alten Methoden ein Cluster beenden, obwohl die s —1
Werte nur knapp unter der Schwelle gelegen waren. Die alten Methoden beriicksichtigen
also die ,Bahn“ bzw. den ,,Pfad“ des Prozesses nicht.

Bisher gibt es vier Méglichkeiten um Cluster zu identifizieren: Blockmethode, run Metho-
de, fixierte Léngen iiber lokalen Ausreiflern und niedrige Schwellen. Die vierte Moglichkeit

macht man sich in der neuen Methode zu Nutze. In der Subject-matter Methode fiir Fi-
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nanzzeitreihen werden diese Zeitreihen in ihre Volatilitits- und Residuenkomponenten
aufgeteilt. Dabei werden die drei Typen der Volatilitdts-Abhéngigkeits-Modelle ARCH,
SV und GARCH verwendet.

Die Kombination der Struktur der subject-matter Methode und der run Methode fiihrt
zu einem neuen Schema der Clusterbildung.

7.1 Zwei-Schwellen Index

Die Erweiterung durch eine zweite Schwelle beendet ein Cluster, wenn ein geniigend kleiner
Wert des Prozesses zwischen zwei Exzedenten gefunden wird.

Sei wp = inf{z : F(z) > 0} und w! = sup{z : F(z) < 1}. Die zwei Schwellenwerte seien
v und ¢ mit wp < ¢ < u < wf und

LY =min(X;,..., X)) und M, = max(X;,...,X;)  fiir i <} (7.1)
Die Schitzung fiir # ist gegeben durch
) s—1
ggéwez—Schwellen)(u, S, C) =P {M;,(s < u oder U T;',c,u|X1 > u} (72)
i=2

mit
X X
Tiew=1{c< Ly;y, M3,y <u, X; < c}.

Die Formel (7.2) kann man auch schreiben als

oGS (s, ) = Ple < Ly, My < ulX1 > u) + Y P(Tisel X1 > w).  (7.3)
i=2
Es ist klar, dass v 5mwellem) o ¢) > 9rum)(y, 5). Weiter sieht man an der Formel

(7.2), dass sowohl das Kriterium der run Methode einfliefit (M, < u), aber zusitzlich
wird ein Cluster identifiziert, falls der Prozess unter den Schwellenwert ¢ fallt.

Wenn man die Abbildung 7.1 mit Abbildung 5.2 vergleicht, sieht man sofort, dass die
Anzahl der Cluster gestiegen ist und die Cluster kleiner geworden sind. Das liegt eben an
der zusétzlich eingefiihrten zweiten Grenze, die den Ablauf des Prozesses beriicksichtigt.

Fiir s = 2 ist die Schwelle ¢ iiberfliissig, also ist 93¢~ Swellen(y, 9 ¢) = §rvm) (y, 2). Liegt
die Schwelle ¢ nahe an der Schwelle u, so entspricht die Zwei-Schwellen Methode ungefiahr
der run Methode mit s = 2, da ein Cluster schnell beendet wird. Jedoch eine Schwelle
¢, die sich eher wgr annédhert, wird im Vergleich zur run Methode fast keine zusétzlichen
Cluster ergeben. Demnach gilt, dass

lim Hggwei_smwe”en)(u, s,¢) = 0" (4, 2) und

c—ut

. (zwei—Schwellen) _ plrun

lim 0% (u,s,¢) = 0™ (u, 5).
c—wp
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Mit dieser Wahrscheinlichkeit und den Ergebnissen von O’Brien [21] ist klar, dass fiir

. i—Schwell
n — oo und ¢, — wr gilt H;wel e en)( ) Sn,Cn) =0.

7.2 Volatilitiats-Schwellen Index

Ahnlich wie beim Zwei-Schwellen Index wird beim Volatilitiitsindex das Cluster beendet,
wenn die lokale Varianz geniigend klein ist. Dabei wird angenommen, dass die grofiten
Werte von der lokalen Varianz des Prozesses beeinflusst werden.

Wir gehen also nun davon aus, dass die Cluster von der Volatilitit des Prozesses gebildet
werden. Dann hat der Prozess die Form

X, = UtZt;

mit E(Z;) = 0, Z; ~ uid, E(Z) = 0, Var(Z;) = o?. Fiir solch einen Prozess tendiert
X1 dazu, in den niedrigen Tail genauso oft wie in den fetteren Tail zu fallen, wobei
X, ein Exzedent ist. Also ist der Schiitzer 9&?“’“*50’“"8”6”) nicht so geeignet. Hier gibt der
Volatilitdtsmechanismus bessere Kenntnisse {iber den Pfad des Prozesses der extremen
Ereignisse wieder. Asymptotische Anndherungen zu diesem Problem findet man unter de
Haan, Resnick, Rootzén und de Vries [4], Breidt und Davis [3] und Mikosch und Starica

[20].

Um eine asymptotische Annidherung dieses Problems zu bekommen, untersucht man das
Quadrat des Prozesses. Dennoch liefert der Schitzer fx:(u, s, c) keine gute Annéherung,
wenn kleine Werte in Perioden mit hoher Volatilitdt auftreten. Also ist der Volatilitéts-
Schétzer von 6

g(Volatilitit) (s ) — P (MQXS < u oder U View X1 > u) (7.4)

o
=2

mit V; ., = {c < Lg,z.fl,MZX,i <w,0; <c}fir i=2,...,s.

Mit der Definition (7.1) kénnen wir die vorhergehende Wahrscheinlichkeit (7.4) umschrei-
ben in

gt(fVolatilitiit) (u,s,c) = P {C < Lg,, Mz),(s < u} + ZP{V;,C,u|X1 > u}.
i=2

Wieder wie beim Zwei-Schwellen Index gilt auch hier 65 ”*##(y s ¢) > 9rum) (4, s) und

es konnen folgende Grenzwerte gebildet werden:

lim egVolatilitiit) (U, s, C) — 0(run) (U, 2) und
c—00

liI% egVolatilit&t) (u, s, C) — e(run) (u, S).
c—

39



Mit dieser Wahrscheinlichkeit und ¢, — 0 n — oo gilt gy olatilitat(y, s ) = @ fiir jeden
Prozess.

Das einzige Problem ist, dass man angenommen hat, dass der Volatilitdtsprozess bekannt
ist. Der muf} in der Realitit natiirlich geschétzt werden.

Zur Veranschaulichung ein theoretisches Beispiel zur Zwei-Schwellen Methode:

Clusterbildung mit der Zwei-Schwellen Methode

o |

-

o Ju

—
C

0 -

o - ‘G—O |‘O oo ! o o1 ‘ |“‘ &
T T T T T
0 10 20 30 40

Abbildung 7.1:

Theoretisches Beispiel fiir die Zwei-Schwellen Methode mit der run Linge s = 5. u ist der
obere Schwellenwert und c die zusdtzliche untere Grenze. Es wurden die gleichen Daten
wie bei Abbildung 5.1 und Abbildung 5.2 verwendet. Die Punkte kennzeichnen den Beginn
bzw. das Ende eines Clusters. Ein Cluster wird dadurch kenntlich gemacht, dass die Daten
mit einer Linie verbunden sind. Also sind die Daten mit i von 3 - 4, 10, 17 - 18, 21, 23 -
25, 36 - ..., Cluster. Wie der Datenpunkt mit i = 10 zeigt, kann ein Cluster im Extremfall
auch nur aus einem Datenpunkt bestehen.

Verwendet man die Volatilitdts-Schwellen Methode mufl zuerst der Volatilitédtsprozess
geschiitzt werden und dann ist die Vorgehensweise die gleiche wie bei der Zwei-Schwellen
Methode.
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7.3 Schitzung des extremalen Index 0

Diese Schiitzung richtet sich nach dem Schiitzer fiir @ von Smith und Weisman [22], der 0
als einen empirischen Schitzer der Wahrscheinlichkeit definiert.

Sei W, = Itx,>u}, die Anzahl der Exzedenten N, (u,) = Y., W, , und die Anzahl der
Cluster

sn—l

Z an - nz+1) (1 - Wn,i-l—(sn—l))-

Mit (7.3) kann man die Schétzung fiir  durch

N 1 — O n n
egé?;)lez Schwellen)(um s(n), Cn) _ ]i[(, (Q(LU)) (75)
bestimmen, wobei
n—(sn—1) Sn—1 Sn—1
CX N un - Z Wn,z ( H Bn Ji+j Z n,i+k H Bn z-l—r) ’
i=1 =
rnit Bé{z = I{cn<Xi§un} und Sr)zfz = I{Xigcn}
Der Schiitzer fiir 85 @ ist demnach gegeben durch
R - Con ()
Q(Volatzlztat) — —on\"n/ 7.6
o,n (Una S(n)a Cn) Nn(un) 9 ( )

wobei
n—(sn—1) Sn—1 Sn—1
O'TL Un — E an H an-i—] § z—|—k:Han+7" ’

e _
mit By ; = Ix,<u, 8;>c,} und Sn,z' = I{Xigun,fngcn}-
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Kapitel 8

Simulationsstudie

8.1 Unabhéingige Prozesse

Hat man nun Xy,..., X, iid verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F', so ist
6 =1 (siehe Laurini und Tawn [14], S. 198).

Lemma 8.1. (Extremaler Index 0 eines unabhdngigen Prozesses mit der Zwei-Schwellen

Methode)

(5.9)

Mit §(run) P(M3, <u) ={F(u)}*"" und (7.3), folgt

gipuei=Sehuelien) _ p {0 < [X MY, < ulX, > u} + XS:P{E,C,U|X1 >u} =
(o) + {F(u) — F(e)} {1 — P(u)}
1—{F(u) - F(c)}

Bewess.

P{c< Ly, My <ulXy>u}+ > P{Tic0 | X1 > u}

1=2

—P{c<L28,M§s<u|X1>u}+ZP{c<LQZ WMy <u, X < e Xy > ul

=2

= {F(u) - }“JrZ{F ()} F(c) =

={F(u) = F(o} '+ Z{F(U) — F(c)}'F(c) =

—{F(u) = F(e)}*™"
—{F(u) = F(c)}

={F(u) = F(} "+ F(c )
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_{FW) - F} {1 = (F(u) = F(c))} + F(e) = F(O){F(u) — F(e)}*~
1= {F(u) = F(c)}

_{F(w) = F(o)} ' = {F(u) = F(0)}* + Fe) = F(c{F(u) = F(o)}"
1—{F(u)—F(c)}

( (c)
F(e) + {F(u) = F(e)}*"{1 - F(u) + F(c) - F(c)}
1= {F(u) - F(c)}
F(c) + {F(u) = F(o)} {1 — F(u)}
1= {F(u) = F(o)}

Weiter ist klar, dass fiir ein festes ¢, ¢ — w’ und ¢ < u
1— 00y, s) ~ (s —1){1 — F(u)} fiir u— (w")*

und fiir ein festes ¢

P {1;(5)(0)}8_ (1- F(u)}.

1— 0(zwez Schwellen)(

Fl’irc,sodassF()—>1m1t (())—>c wobei 0 < ¢ < 1, dann gilt:

1— 0(zwez Schwellen)(u, s, C) -~ {1 . F(U)}
Somit folgt zum Schluf} in diesem Fall von 6 =1
g(run) (u, S) S egéwei—Schwellen)(u, s, C) S 0

unabhéngig von der Wahl von u, s und ec.

8.2 ARMAX Prozess

Wir betrachten den ARMAX(1) Prozess, der definiert ist durch

Definition 8.1. (ARMAX(1))

Sei 0 < aw < 1, ¢ ~ iid und E(e;) = 0, dann ist
X; = max(aX;_1, €)

ein ARMAX(1) Prozess.

Nun nehmen wir fiir die Verteilungsfunktion F, = exp{—(1 — a)/x} an, denn dann ist
(X};) unit Fréchet verteilt (= ®;(z) = exp (—z 1), fiirz > 0).
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Sei

k
= max k
n nax P Mn—ks

wobei 0 < p < 1 und (7,) eine iid Folge von Zufallsvariablen mit Dichte exp(—1/z) ist.
Dann ist der extremale Index 6 = 1 — p (vgl. Leadbetter [15] (S. 302/303)).

Beim ARMAX(1) Prozess gilt £ =1, p = o und damit ist der extremale Index # = 1 — .

Analytisch ist 877%™ (u, s) leicht zu berechnen.

(
:P(Xs§u|XsflSu;-.-;X2§uaX1>U)P(XS,ISU,,...,X2§U|X1>u):
= P(X, < u|X, 1 Sw)P(Xooy Sy, X SulXy > ) 5 TETET
= Ples Su)P(Xsor S uyo, Xo S ulXy > 0) =

= {F.(w)}) ?P(Xy < ulX; >u) = {F.(u)}*?P(aX; <u,e <ulX; >u)=
= Pla X, <u|lX; >u){F.(u)}*!

_ PlaX; <u,X; >u) o1 _

ST P s wy =

= P 2 oxpl (1 - ) u) ) =

— Plu< Xy <uja) exp{—(s —1)(1 —a)/u} =

_ exp(—(iﬁ/_ai;p)(:jxlp)(—u_ ) exp{—(s = 1)(1 = a)/u} =
- PO S exp— (s~ 1)(1 - o)/

Q

(1—a)l={(s—1)(1 —a)+ «a/2}/u] fir groBe u
(8.1)

Also ist der relative Fehler
Orun) (y, 5) — 6 N 1-—a)l={(s—11—-a)+a/2}/u]l—(1—a)
6 1 -«
=1—-{(s—-1)1-a)+a/2}/Ju—1
=—0(s—1)/u

mit 6(k) = k(1 — a) + a/2.

45



Sei, wie bekannt, o(g(z)) und O(g(x)) wie folgt definiert:
Definition 8.2. (klein o und grof§ O)
Wenn f(h) = O(g(h)), dann gilt
[f(R)] < Clg(h)].
Wenn f(h) = o(g(h)), dann gilt
f(h)

h—lﬁl;éo g(h) =0

Fiir ¢ = o(u) gilt, dass

ggéwei—Schwellen)(u, s, C) —0 g(run)(u, 3) — 0

~J

6 6

fiir u — oo.

Fiir den Fall, dass ¢ = O(u), definieren wir uns eine Variable J, so dass
al < < a’'mit e =ud und 0 < ¢ < 1. Demnach ist X; > u, Xy < u, X; > ¢
und X492 < c.

Fiir J > s — 1 gilt fiir das approximative Verhalten von Ggﬁweiﬂ%hwe”e”)(u, s, c) dasselbe
wie bei ¢ = o(u).

Fiir J < s — 1 hiéingen die Grenzen fiir 75 (s ¢) — (run) (4, 5) davon ab, ob
(zwei—Schwellen)

Xyi1 < coder Xyp1 > c. Dann ist 65 (u,s,c) — 07" (u, s) gegeben durch die
Wahrscheinlichkeit, dass Xy die Schwelle u unterschreitet, X ;,; oder X, unterschreitet
die Schwelle ¢ und ein X; mit ¢ < s iiberschreitet wieder die Schwelle u. Die zwei Moglich-
keiten, dass X ;,; oder X ;.5 kleiner als die Schwelle ¢ sind, bestimmen die folgenden zwei
Grenzen:

—(1—)?(s = J) < lim w{ 5PN (s ¢) — 00 (4, )} < —(1 — )(s — J — 1)
U—>00
(8.2)
Mit (8.1) und den Grenzen aus (8.2) ergibt sich:

g(zweifschwellen) By
—0(J+1) < limu{ X } < —=4(J)

U—00 9

In Abbildung 8.1 wurde ein ARMAX(1) Prozess der Linge n=10000 mit ov = 0.3 simu-
liert. Somit ist der wahre Wert fiir # = 0.7, was der horizontalen Linie bei 0.7 entspricht.
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Abbildung 8.1:

10000 Daten eines ARMAX(1) Prozesses mit a = 0.3 simuliert. Es sind 0™ (schwarz)
fir s =3, 10 und 50 (von oben nach unten), Hgéwei_scme”en) (orange) fir s = 50 und fir c
mit F(c) = 0.75 und F(c) = 0.25 (von oben nach unten) und U™trv) (blau) abgebildet.
6 = 0.7 ist durch die horizontalen Linie kenntlich gemacht.

Fiir die obere Schwelle u wurde mit der Funktion threshold (vgl. Anhang A.2) das 89%
bis 99.9%-Quantil berechnet und in einer — log,,(—In (F(u))) Skala abgebildet.

6(rvn) wurde fiir s = 3, 10 und 50 berechnet. Dabei wurde die nicht approximierte Formel
(8.1) verwendet. Man sieht sehr schon, dass die run Methode wieder sehr sensibel auf die
Wahl von s reagiert hat. Die Zwei-Schwellen Methode néhert sich schnell und stabil dem
wahren Wert von # an, dabei wurde zur Schitzung von 6 die Formel (7.5) angewendet mit
der run Linge s = 50 und ¢ mit F(¢) = 0.75 und F(c) = 0.25, wobei F die Verteilungs-
funktion der Daten darstellt. Somit ist also ¢ der Wert des 75%- und des 25%-Quantils
der 10000 simulierten Daten des ARMAX(1) Prozesses. Der Intervallschitzer schwank
zwar sehr, aber ist trotzdem stabiler als die run Methode und ist nur von der Wahl von
u abhéingig. Der Grund fiir die grofieren Spriinge der Werte ab — log;,(—In (F(u))) = 2
liegt an der mit dem Logarithmus transformierten x-Achse.
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8.3 AR Prozess

Im Folgenden soll ein AR(1) Prozess untersucht werden.

Definition 8.3. (AR(1) Prozess)
Sei

X, =aX, 1+ 7 mit Z, " N(0,1).

Dann heifit X; AR(1) Prozess.

In Abbildung 8.2 wurde ein AR(1) Prozess der Linge n=10000 mit « = 0.3 simuliert. Die
Wahl von u ist dieselbe wie im ARMAX(1) Prozess.

Bei der Berechnung von #U*® mit (5.10) wurde s = 3, 10 und 50 gewihlt. Die Zwei-
Schwellen Methode reagiert wie immer weniger auf die Wahl der Hilfsparameter als die
Schitzer der run Methode. Fiir 6“5 wyrde wieder (7.5) mit der run Léinge

1.0

0.8

0.4

0.2

0.0
1

T T T T T
1.0 15 2.0 25 3.0

-log10(-In(F(u)))

Abbildung 8.2:
10000 Daten eines AR(1) Prozesses mit a = 0.3 simuliert. Es sind 07" (schwarz) fiir

s =3, 10 und 50 (von oben nach unten), 9§§“’ei*50"we”e”) (orange) fiir s = 50 und fiir ¢
mit F(c) = 0.75 und F(c) = 0.25 (von oben nach unten) und U™ (blay) abgebildet.
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s = 50 und ¢ mit F(¢) = 0.75 und F(¢) = 0.25 angewenden, wobei F die Verteilungsfunk-
tion der Daten darstellt. Somit ist also ¢ der Wert des 75%- und des 25%-Quantils der
10000 simulierten Daten des AR(1) Prozesses. Der Intervallschitzer verhilt sich ebenfalls
wieder stabiler als die run Methode, jedoch schwankt er etwas mehr als der Schétzer der
Zwei-Schwellen Methode.

8.4 ARCH Prozess

Wir betrachten nun den ARCH(1) Prozess, der definiert ist durch

Definition 8.4. (ARCH(1) Prozess)

Mit
Xt = O'tZt mit Zt %i N(O, 1),

wobei
o7 =B+ IX7,

ist X; ein ARCH(1) Prozess.

B und A sind positive Parameter, damit die Stationaritéit gesichert ist. de Haan, Resnick
und Rootzén [4] haben den extremale Index in diesem Fall durch einen random walk, der
auf Monte Carlo Methoden beruht, hergeleitet. Jedoch nur A beeinflusst unseren extremen
Index. Hier betrachtet man dann natiirlich 85 @ (y, s ¢). Wihlt man A = 0.9 und
(B = 0.5 ist der Wert fiir # = 0.612 (vgl. Laurini und Tawn [14] (S. 202) und Embrechts,
Kliippelberg und Mikosch [5](S. 480)).

In Abbildung 8.3 wurde ein ARCH(1) Prozess der Liange n=10000 mit A = 0.9 und g = 0.5
simuliert. Der wahre Wert fiir # = 0.612 wurde von Embrechts, Kliippelberg und Mikosch
[5] berechnet. Was die Wahl von u angeht, siehe ARMAX(1) Prozess.

s = 3, 10 und 50 wurde bei der Schitzung von #"®) in (5.10) eingesetzt. Es ist zu
beachten, dass bei einem ARCH Prozess wegen dem Volatilitdtsmechanismus die Vola-
tilitdts-Schwellen Methode zu wéhlen ist. Dazu wird die Formel (7.6) verwendet. Die
Schiitzung fiir 057" wurde mit der run Linge s = 50 durchgefiihrt und ¢ mit
F,(¢) = 0.75 und F,(c) = 0.25 angewenden, wobei F, die Verteilungsfunktion des
geschétzen Volatilitdtsprozesses oy ist. ¢ ist also hier der Wert des 75%- und des 25%-
Quantils der 10000 simulierten o;. Der Intervallschitzer konvergiert ebenso gegen den
wahren Wert von # und schwankt um 0.612. Der Grund fiir die grofleren Spriinge der
Werte ab —log,o(—In (F(u))) = 2 liegt wieder an der mit dem Logarithmus transformier-

ten x-Achse.
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Abbildung 8.3:
10000 Daten eines ARCH(1) Prozesses mit A\ = 0.9 und 3 = 0.5 simuliert. Es sind 6"

(schwarz) fir s = 3, 10 und 50 (von oben nach unten), LY cletiita) (orange) fir s = 50
und fiir ¢ mit F,(c) = 0.75 und F,(c) = 0.25 (von oben nach unten) und vl (play,)
abgebildet. @ = 0.612 ist durch die horizontalen Linie kenntlich gemacht.

8.5 GARCH Prozess

Der GARCH(1,1) Prozess, den wir untersuchen, hat folgende Form

Definition 8.5. (GARCH Prozess)

Sei .
Xt = O'tZt mit Zt % N(O, 1),

wobei
Ut2 =0+ )‘Xt{l + 7015271'

Dann heifit X; GARCH(1,1) Prozess.

Ein GARCH(1,1) Prozess ist ein Mitglied der Klasse der verallgemeinerten ARCH Po-
zesse. Er hat eine dhnliche Stuktur wie ein SV Prozess (vgl. Laurini und Tawn [14] (S.
203f)). Damit die Stationaritéit gesichert ist, miissen (3, A und 7 bestimmte Eigenschaften
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haben. Mikosch und Starica [20] haben den extremalen Index des Prozesses (X?) hergelei-
tet. Jedoch laBt sich # mit Hilfe von Monte Carlo Methoden berechnen (vgl. Laurini und
Tawn [14] (S. 205f)). Wie schon erwihnt, beeinlfusst 5 bei einem ARCH Prozess nicht die
Berechnung von 6. So ist der extremale Index bei einem GARCH Prozess eine Funktion
von A und 7. Den grofiten Einfluss jedoch hat der Parameter A. Fiir § = 0.005, A = 0.2
und v = 0.7 ergibt sich fiir  der Wert 0.722, der in der Abbilung 8.4 wieder durch eine
horizontale Linie eingezeichnet wurde.

In Abbildung 8.4 wurde ein GARCH(1,1) Prozess der Linge n=10000 mit A = 0.2, v = 0.7
und B = 0.005 simuliert. Der wahre Wert fiir # ist somit 0.722. Auch hier wurde u mit
der Funktion threshold (vgl. Anhang A.2) das 89% bis 99.9%-Quantil verwendet und in
einer —log,,(— In (F(u))) Skala abgebildet, was wieder die stark auseinander gezogenen
Wert ab x = 2 erklért.

Zur Schitzung von 6 mit der run Methode wurde die run Linge s = 3, 10 und 50 ab-
gebildet. Bei einem GARCH Prozess ist wegen dem Volatilitdtsmechanismus wieder die
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Abbildung 8.4:

10000 Daten eines GARCH(1,1) Prozesses mit A = 0.2, v = 0.7 und 3 = 0.005 simuliert.
Es sind 0™ (schwarz) fir s = 3, 10 und 50 (von oben nach unten), LY elotilitit) (orange)
fir s = 50 und fir ¢ mit F,(c) = 0.75 und F,(c) = 0.25 (von oben nach unten) und
gUntervall) (plaw) abgebildet. = 0.612 ist durch die horizontalen Linie kenntlich gemacht.
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Volatilitéits-Schwellen Methode besser. 65 @) wwurde wie beim ARCH(1) Prozess mit
(7.6) fiir s = 50 durchgefiihrt. ¢ wurde mit F,(¢) = 0.75 und F,(¢) = 0.25 berechnet,
wobei wie beim ARCH Prozess F), die Verteilungsfunktion des geschitzen Volatilitétspro-
zesses oy ist. Somit ist ¢ der Wert des 75%- und des 25%-Quantils der 10000 simulierten
0. Der Intervallschitzer schwank zwar sehr stark um den wahren Wert von 6, aber da
er nur von der Wahl von u abhéngt, ist die Schitzung trotzdem stabiler als bei der run
Methode. Der run Schétzer mit s = 50 und der Zwei-Schwellen Schétzer fiir F,(c) = 0.25
und s = 50 fallen fast zusammen.
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Kapitel 9

Vergleich der Methoden

Mit den Schitzern ™ sowie (B%*) kann man unabhéngige Cluster identifizieren. Die
run Methode ist die bevorzugte Methode. Jedoch sind beide Methoden eher ein naiver
Weg 6 zu schitzen. Fiir jede Methode werden zwei Parameter gebraucht. Zum einen die
Schwelle u = u,,, die GréBe der Blocks = r, und die run Linge s = s,, (vgl. (5.9)). Beide
Methoden sind sehr sensibel beziiglich der Wahl von » und die run Methode ist stark
von der Wahl von s abhéngig. Beim Zwei-Schwellen Index und Volatilitdtsindex wurde
festgestellt, dass die Sensibilitdt der Schitzung fiir # gegeniiber der Wahl von « und der
Laufzeit s reduziert werden kann.

An Abbildung 9.1 kann man sehen, dass die mit der run Methode berechneten Werte von
0 fiir s = 3, 10 und 50 sehr variieren. Jedoch die mit der Zwei-Schwellen Methode berech-
neten Werte fiir s = 3 und s = 10 liegen sehr nahe beieinander. Die Methode reagiert
also nicht so sensibel auf die Wahl von s. Berechnet man z.B. zusétzlich noch die Werte
fiir s = 50 mit der Zwei-Schwellen Methoden fallen die Linien fiir s = 10 und s = 50 fast
zusammen, wie man an Abbildung 9.2 sieht.

Fiir die Tabellen 9.1, 9.2 und 9.3 wurden die negativen Log Returns von S&P 500 (vgl.
Kapitel 10) untersucht. Die Werte fiir # wurden bei der Momenten Methode mit (6.9), bei
der run Methode mit (5.10) und bei der Zwei-Schwellen Methode mit (7.5) verwendet.

An den Ergebnissen aus Tabelle 9.2 und Tabelle 9.3 kann man sehen, das fiir kleine s
das Kriterium der run Methode iiberwiegt. Jedoch fiir mittelméBige s und grofie ¢ als
auch fiir grofle s iiberwiegt das Kriterium der Zwei-Schwellen Methode und identifiziert
fast alle Cluster. Was jedoch leicht nachvollziehbar ist. Denn ist s ziemlich klein, dann
werden schon alleine durch die run Bedingung sehr viele Cluster gefunden und die zusétz-
lich Bedingung iiberschneidet sich mit diesen. Ist jedoch s grof}, dann entdeckt die run
Methode nicht so viele Cluster, denn es wird schwieriger s aufeinander folgende Daten zu
finden, die sich unterhalb der Schwelle u befinden. Jetzt findet also die zweite Bedingung
dazwischen einige Cluster, die die run Methode , iibersieht“. Betrachtet man die Werte
fiir s = 2 ist ) ungefihr @(zwei-Schwellen) Nzhert sich ¢ der Schwelle u, so wird ein
Cluster sehr schnell beendet und die Zwei-Schwellen Methode entspricht ungefihr der run
Methode mit run Linge s = 2. Nimmt jedoch die untere Schwelle ¢ einen sehr niedrigen
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Wert an, so ergeben sich fast dieselben Werte wie der run Methode unabhéngig von der
Wahl von s. Dies verifiziert die Grenzaussagen aus Kapitel 7.1.

Der Intervallschitzer ist in der Tabelle 9.1 abgebildet. Die Werte fiir §7™¢rvall) schwanken,
wenn die Schwelle u steigt. Der Intervallschitzer ist stark von der Wahl von u abhingig,
da damit die run Linge s = T(C) (vgl. Kapitel 6.3) berechnet wird.

Momenten Methode ‘ u="75% ‘ u = 80% ‘ u = 95% ‘ u = 99%

‘ 0.9958843 ‘ 0.9245999 ‘ 0.4723417 ‘ 0.2729402

Tabelle 9.1: 6 geschdtzt mit der Momenten - Methode fiir verschiedene s und u

run Methode s=2 s=3 s =10 s =50 s =100
u = 95% 0.8618182 | 0.7963636 | 0.4545455 | 0.09454545 | 0.03272727
u = 99% 0.8909091 | 0.8545455 | 0.6545455 | 0.2909091 | 0.1818182

Tabelle 9.2: 6 geschdtzt mit der run Methode fiir verschiedene s und u

Zwei-Schwellen s =2 s=3 s =10 s =50 s =100

u=95% c=1% | 0.8654545 0.8 0.5090909 | 0.2145455 | 0.1781818
¢ = 25% | 0.8909091 | 0.8472727 | 0.8036364 0.8 0.8
c="T5% | 0.9018182 | 0.8981818 | 0.8981818 | 0.8981818 | 0.8981818
c=90% | 0.9127273 | 0.9127273 | 0.9127273 | 0.9127273 | 0.9127273

u=99% c=1% | 0.8909091 | 0.8545455 | 0.7090909 | 0.5272727 | 0.4727273
c=25% | 0.8909091 | 0.8727273 | 0.8727273 | 0.8727273 | 0.8727273
¢ ="75% | 0.8909091 | 0.8909091 | 0.8909091 | 0.8909091 | 0.8909091
c=90% | 0.9090909 | 0.9090909 | 0.9090909 | 0.9090909 | 0.9090909

Tabelle 9.3: 6 geschditzt mit der Zwei-Schwellen Methode fiir verschiedene s, u und c
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Abbildung 9.1: o
05" (schwarz) fir s = 3, 10 und 50 (von oben nach unten) und egjjff“c"we”e”) (blau) fir
s =3 und 10 (von oben nach unten) dargestellt.
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Abbildung 9.2: égﬁzemhwe”en) abgebildet fiir s = 10 (schwarz) und fir s = 50 (orange).
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Kapitel 10

Datenanalyse

10.1 S&P 500

Wenn man nur einen Index will, um die Wirtschaft der U.S. zu messen, verwendet man
den S&P 500. Als der fiihrende Index deckt der S&P 500 80% des U.S. Marktes ab. Er
umfasst mehr als 100 verschiedene Industriegruppen mit 50 Stocks. Der S&P 500 ist nur
einer der S&P Indexreihe und kann gut zur Konstruktion von Portfolios verwendet werden.
Der Index wird von einem S&P 500 Index Komitee, einer Gruppe von Standard&Poors
Wirtschats- und Indexanalysten, aufrecht erhalten. Das Ziel dieser Gruppe ist, dass sich
der S&P 500 an der Spitze als fiihrender Index hélt. Zusétzlich hat sie natiirlich Aufgaben
wie die Liquiditdt zu waren, usw. Weitere Informationen findet man dazu auch unter der
Internetadresse [12]

S&P 500
400 600 800 1000 1200 1400
| | | | | |

200
I

o 1000 2000 3000 4000 5000
Tage

Abbildung 10.1: Tdgliche Schlufidaten des SEIP 500 - 1982 bis 2004
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Der untersuchte Datensatz S&P 500 hat 5497 Daten, die in Abbildung 10.1 dargestellt
sind. Die negativen Log Returns X; = —(log P, — log P;_ 1) werden in Abbildung 10.2
aufgezeichnet. Diese haben dementsprechend n = 5496 Daten. Es wurden die téglichen
Schlufldaten des S&P 500 gewéhlt und davon die negativen Log Returns gebildet. Folgen-
de Tabelle gibt einige interessante Werte der negativen Log Returns wieder.

n Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
5496 -0.2288678 -0.0046772 0.0004752 0.0003764 0.0056934 0.0870853

Schiefe Kurtosis

-1.924438 42.06168

ﬂ;abelle 10.1:
Ubersicht iber die wichtigsten Kenngrofien der negativen Log Returns des SEP 500.

Die Abbildung 10.3 bildet die Autokorrelationsfunktion und ein Histogramm der nega-
tiven Log Returns ab. Da die Autokorrelationsfunktion fiir lags > 1 im wesentlichen
innerhalb der Grenzen liegt, kann man von unkorrelierten Daten ausgehen. Am Wert der
Schiefe, der kleiner Null ist, sieht man, dass die Daten eher linksschief angeordnet sind.
Die Kurtosis, die viel grofler als Null ist, beweist, dass die Daten sehr ,,spitz® verteilt sind.

0.05
|

00

sp.neg.In.ret
010 -0.05

-0.15

-0.20

o 1000 2000 3000 4000 5000

Abbildung 10.2:
Negative Log Returns der tiglichen Schlufidaten des SEIP 500 - 1982 bis 200.
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Abbildung 10.3:
Autokorrelationsfunktion und Histogramm der negativen Log Returns des SESP 500 - 1982
bis 2004.
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Abbildung 10.4:

Anpassung der negativen Log Returns des SEP 500 an eine GPD (Standard POT Metho-
de). & und 3 wurden durch einen Maximum Likelihood Schitzer geschitzt und sind in der
Tabelle 10.2 zu finden.

29



0.014
I

o~

—

L=

o
w
vy
[<53
o
& -
= g N
[5~3 o o -
2 = L2

4
u = 0.009

[ee]

o

o

) /J"/\.

T T

T T T T
0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Threshold

Abbildung 10.5:
Die Exzessfunktion der positiven Daten der negativen Log Returns des SEP 500.

S&P500| w | € | B | n |N,

‘ 0.009 ‘ 0.0991 ‘ 0.00601 ‘ 5496 ‘ 854

Tabelle 10.2:

Der Schwellenwert u, der mit Hilfe der Exzessfunktion (vgl. Kapitel 3) ermittelt wurde, die
Anzahl der Daten n, die Anzahl der Exzedenten N, und die Mazximum Likelihood Schdtzer
fir & und 3 des Datensatzes SEP 500. (Standard POT Methode)

~ ~ ~

S&P 500 u S c £ 15} n | N¢ 0
run 0.009 | 5 0.0289 | 0.00809 | 5496 | 369 | 0.43208
Methode

Zwei- 0.009 | 5| -0.00468 | 0.045 | 0.00746 | 5496 | 564 | 0.66042
Schwellen
Methode

Tabelle 10.3:

Der Schwellenwert u, der mit Hilfe der Exzessfunktion (vgl. Kapitel 3) ermittelt wurde,
die Schwelle ¢, fir die das 25%-Quantil genommen wurde, run Linge s, die Anzahl der
Daten n, die Anzahl der Clustermazima NS, die Schitzer der run bzw. Zwei-Schwellen
Methode und die Mazximum Likelihood Schdtzer fir & und (3 des Datensatzes SEP 500
(POT Methode fiir stationdre Zeitreihen).
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S&P 500 | empirisch | Standard| POT fiir stat. Zeitrei- | POT fiir stat. Zeitrei-
POT hen (run Methode) hen (Zwei-Schwellen
Methode)
VaR -0.01585 | -0.01584 | -0.01795 -0.01730
DRC 0.01623 | 0.01621 | 0.01833 0.01768

Tabelle 10.4:
POT Methoden angewandt auf die negativen Log Returns des Datensatzes SESP 500.

Man sieht, in Abbildung 10.4 die Anpassung der Exzedenten an die GPD. Die Parameter
der GPD wurden mit Maximum Likelihood geschétzt. Der Schwellenwert u wurde mit
Hilfe der Exzessfunktion ermittelt (vgl. Abbildung 10.5). Wir erinnern uns, dass die beste
Wabhl fiir u der Wert ist, ab dem die Exzessfunktion linear steigt. Im Fall der negativen
Log Returns steckt das Risiko in den Werten grofier Null, also werden bei der Anpassung
an die GPD automatisch die richtigen Daten verwendet. Die geschéitzten Parameter fin-
det man in der Tabelle 10.2. Die Funktion meplot wahlt nicht automatisch nur die Werte
grofler 0 aus, also mufl man bei der Anwendung dieser Funktion aufpassen. An der Tabel-
le 10.4 sieht man die Ergebnisse der Schiatzung durch die Standard POT Methode. Fiir
die Schitzung von VaR muf} bei den negativen Log Returns das 95%-Quanitl geschétzt
werden, da dort das Risiko steckt. Mit den geschétzten Parametern kann dann das 95%-
Quantil der Verteilung mit (2.4) berechnet werden und somit erhélt man das DRC, das
korrigiert um den Erwartungswert den VaR ergibt. Was sofort auffillt, ist, dass der VaR
durch die Standard POT Methode viel hoher geschétzt wird als durch die empirische Me-
thode, d.h. das der VaR weiter links liegt. Es werden also mehr Daten als Risiko gewertet.

In Tabelle 10.4 wurden auch die Ergebnisse der Schitzung des VaR mit der POT Me-
thode fiir stationédre Zeitreihen zusammengefasst. Dabei mufl zuerst 6 geschétzt werden.
Dazu wurden die run und die Zwei-Schwellen Methode verwendet. Es hat sich gezeigt,
dass die Wahl von s = 5 geeignet ist. Die Ergebnisse der Schitzungen der Parameter
findet man in der Tabelle 10.3. Das 95%-Quantil wird bei der POT Methode fiir stati-
onére Zeitreihen mit (2.7) berechnet. Wieder féllt auf, dass der VaR héher kalkuliert wird.

Die Schiatzung des extremalen Index mit den verschiedenen Methoden sieht man in Abbil-
dung 10.6. Fiir die run Methode wurde die Formel (5.10), fiir die Zwei-Schwellen Methode
die Formel (7.5) und fiir die Momenten Methode die Formel (6.9). Die Ergebnisse der
Blockmethode findet man in der Abbildung 10.7, die auch fiir verschiedene Schwellenwer-
te u angewandt wurde.

Die Abbildungen 10.8 bis 10.18 zeigen die Ergebnisse des Declustering der Daten mit Hilfe
der verschiedenen Methoden. Bleibt die Schwelle ¢ und w gleich und nur s &dndert sich,
kann man beobachten, dass bei fast allen Methoden weniger Cluster identifziert werden.
Nur die Zwei-Schwellen Methode findet fast immer die gleichen Cluster, wenn die Schwelle
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Abbildung 10.6:

0 geschitzt fiir die negativen Log Returns des SEIP 500 mit der run Methode (schwarz) fiir
s =3, 10 und 50 (von oben nach unten), mit der Zwei-Schwellen Methode fiir s = 50 und
c mit F(c) = 0.75,0.25 (von oben nach unten) und der Momenten Methode. u entspricht
dem 89%- bis 99.9%-Quantil des Datensatzes und ist in einer —logio(In(F(u))) Skala
abgebildet.

u hoch ist. Die Cluster werden weniger mit steigendem u, da auch die Exzedentenanzahl
sinkt. Wenn der Schwellenwert u sehr hoch ist und die run Lénge s sehr niedrig ist, bringt
die run Methode fast das gleiche Ergebnis wie die Zwei-Schwellen Methode (vgl. Abbil-
dung 10.16). Man kann auch beobachten, dass die Clusteranzahl stark abnimmt, falls s
und c klein sind und konstant bleiben und nur der Schwellenwert u groler wird (siehe Ab-
bildung 10.15, 10.16). Andert sich die run Liinge nicht viel, so wie in Abbildung 10.11 und
10.12, ist das Ergebnis fast dasgleiche. Abbildung 10.17 verifiziert nochmal die Aussage,
dass sich das Ergebnis der Zwei-Schwellen Methode fiir grole ¢ der run Methode mit nied-
riger run Linge s anndhert. Allgemein sieht man, dass die Zwei-Schwellen Methode im
Vergleich zu anderen Methoden sehr viele Cluster identifiziert. Da die Momentenmethode
nur vom Schwellenwert u abhingt, sind die Ergebnisse fiir u=95% und u=99% immer
dasgleiche. Deshalb wird das Resultat der Momenten Methode in der Abbildung 10.18
alleine dargestellt. Man bemerkt sofort, dass bei einer kleinen Erhshung von u (95%-
auf 99%-Quantil), die run Lénge stark ansteigt. Die run Lénge wird bei der Momenten
Methode berechnet (siehe (6.11)) und ist nicht frei wihlbar.
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Abbildung 10.7:
0 geschdtzt fiir die negativen Log Returns des S€IP 500 mit der Blockmethode. Dabei wurde
die Blockgrife 3, 10 und 50 (von oben nach unten) gewdhlt.
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Abbildung 10.8:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 50.
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Abbildung 10.9:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des S€SP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.10:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des S€SP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 50.
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Abbildung 10.11:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des S€SP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.12:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des S€SP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 150.
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Abbildung 10.13:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 25%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.14:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 25%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.15:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 10.

Clustermaxima mits = 10,u= 001623 ¢ = -0.01608, Zwei-Schwellen Methode
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Abbildung 10.16:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 10.
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Abbildung 10.17:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 80%-Quanitl und s = 50.
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Abbildung 10.18:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des SEP 500 durch die
Momentenmethode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil (oberen zwei Graphen)
und , u=99%-Quanitl (unteren zwei Graphen).
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10.2 FTSE 100

Der untersuchte Datensatz FTSE 100 hat 5139 Daten, die in Abbildung 10.19 dargestellt
sind. Da alle Berechnungen mit den negativen Log Returns X; = —(log P; — log P;_1)
durchgefiihrt werden, deshalb wurden diese in Abbildung 10.20 aufgezeichnet. Es ist klar,
dass diese Daten nur noch die Lénge n = 5138 haben. Es wurden die tédglichen Schlufldaten
des FTSE 100 gewéhlt und davon die negativen Log Returns gebildet. Folgende Tabelle
gibt einige interessante Werte der Daten der negativen Log Returns wieder.

n Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
5138 -0.1302860 -0.0054545 0.0005720 0.0002687 0.0063944 0.0759697
Schiefe Kurtosis

-0.5377097 7.825408

Tabelle 10.5:
Ubersicht diber die wichtigsten Kenngrofien der negativen Log Returns des FTSE 100.

Die Abbildung 10.21 bildet die Autokorrelationsfunktion und ein Histogramm der Daten
ab. Da auch hier die Autokorrelationsfunktion fiir alle lags > 1 im wesentlichen innerhalb
der Grenzen liegt, kann man von unkorrelierten Daten ausgehen. Da die Schiefe kleiner
Null und die Kurtosis gréfler Null ist, sind die Daten wieder linksschief und sind eher
,Spitz* angeordnet.

FTSE100
3000 4000 5000 6000 7000
| | | |

2000
|

1000

o 1000 2000 3000 4000 5000

Tage

Abbildung 10.19: Tagliche Schlufidaten des FTSE 100 - 1984 bis 2004.
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Abbildung 10.21:
Autokorrelationsfunktion und Histogramm der negativen Log Returns des FTSE 100

Fiir die negativen Log Returns wird die POT Methode und POT Methode fiir stationére
Zeitreihen angewandt. Die Ergebnisse der geschétzten Parameter und der Wert fiir den
VaR findet man in den Tabellen 10.6, 10.7 und 10.8. Der Wert fiir die Schwelle u wurde
mit der Exzessfunktion bestimmt und kann in der Abbildung 10.23 abgelesen werden. In
der Abbildung 10.6 wurden die Exzesse bzgl. der Schwelle u der negativen Log Returns an
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eine GPD (Standard POT Methode) angepasst. Wieder wird bei der POT Methode das
95%-Quantil geschitzt und damit das DRC berechnet. Der Wert des VaR ist das DRC
korrigiert um den Erwartungswertes. Auch beim Datensatz FTSE 100 wird bei den POT
Methoden hoher angesetzt als bei der empirischen Methode. Fiir die Schétzer fiir £ und
( wurden bei der Standard POT Methode der Maximum Likelihood der Exzedenten und
bei der POT Methode fiir stationére Zeitreihen der ML. der Maxima benutzt.

Die Schétzung von § mit den verschiedenen Methoden sieht man in Abbildung (10.24),
dabei wurde fiir die run Methode (5.10), fiir die Zwei-Schwellen Methode (7.5) und fiir
die Momenten Methode (6.9) verwendet. In Abbildung 10.25 werden die Resultate der
Schiatzung mit der Blockmethode abgebildet.

Die Abbildungen 10.26 bis 10.36 zeigen die Ergebnisse des Declustering der Daten mit Hil-

fe der verschiedenen Methoden, die in dieser Arbeit beschrieben wurden. Die Auswertung
dieser Abbildungen entspricht den Ergebnissen des Datensatzes S&P 500.

[ w | E] 4 | n|N

FTSE 100 ‘ 0.008 ‘ 0.13 ‘ 0.00514 ‘ 5138 ‘ 1015

Tabelle 10.6:

Der Schwellenwert u, der mit Hilfe der Exzessfunktion (vgl. Kapitel 3) ermittelt wurde, die
Anzahl der Daten n, die Anzahl der Exzedenten N, und die Mazximum Likelihood Schdtzer
fir & und 3 des Datensatzes FTSE 100. (Standard POT Methode).

FTSE 100 u S c & 15} n | N¢ 0
run 0.008 | 5 0.081 | 0.0069 | 5138 | 345 | 0.33990
Methode

Zwei- 0.008 | 5| -0.00545 | 0.0411 | 0.0072 | 5138 | 582 | 0.5734
Schwellen
Methode

Tabelle 10.7:

Der Schwellenwert u, der mit Hilfe der Exzessfunktion (vgl. Kapitel 3) ermittelt wurde,
die Schwelle ¢, fir die das 25%-Quantil genommen wurde, run Linge s, die Anzahl der
Daten n, die Anzahl der Clustermazima NS, die Schitzer der run bzw. Zwei-Schwellen
Methode und die Mazimum Likelihood Schétzer fir & und 3 des Datensatzes FTSE 100
(POT Methode fiir stationdre Zeitreihen,).
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FTSE 100 | empirisch | Standard| POT fiir stat. Zeitrei- | POT fiir stat. Zeitrei-
POT hen (run Methode) hen (Zwei-Schwellen
Methode)
VaR -0.01516 | -0.01546 | -0.01776 -0.01791
DRC 0.01543 | 0.01573 | 0.01803 0.01818

Tabelle 10.8:
POT Methoden angewandt auf die negativen Log Returns des Datensatzes FTSE 100.

10

Fu(x-u)

04

02

0.0
I

0.01 0.05 0.10

x (on log scale)

Abbildung 10.22:
Anpassung der negativen Log Returns des FTSE 100 an eine GPD. & und 3 wurden durch
einen Mazimum Likelihood Schétzer geschdtzt und sind in de Tabelle 10.6 zu finden.
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Abbildung 10.23:
Die Exzessfunktion der positiven Daten der negativen Log Returns des FTSE 100.
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Abbildung 10.24:

0 geschitzt fiir den Datensatz FTSE 100 mit der run Methode (schwarz) fir s = 3,
10 und 50 (von oben nach unten), mit der Zwei-Schwellen Methode fir s = 50 und c
mit F(c) = 0.75,0.25 (von oben nach unten) und der Momenten Methode. u entspricht
dem 89%- bis 99.9%-Quantil des Datensatzes und ist in einer —logio(In(F(u))) Skala
abgebildet.
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Abbildung 10.25:
0 geschdtzt fiir den Datensatz FTSE 100 mit der Blockmethode. Dabei wurde die Block-
grifle 3, 10 und 50 (von oben nach unten) gewdhlt.

80



0.05

0.02

Jmmul N 1 T llw
00 02 04 06 08 10

Exzedenten

8 ‘

o

N

g .I|”| ||||Illll|||||h.”|| L I |I.|.|| ||I |I|I| .lI || ll I||||.
00 02 04 06 08 10

Clustermaxima mits = 50,u= 0.01543 , Blockmethode
8
o

N
g M| L [T “l ||.|I| I||
06

00 02 04

Clustermaxima mit s = 50 u = 001543, run Methode

0.05

0.02

Y |LJ|. 11

00 02 04

Clustermaxima mits = 50 u= 001543 ¢ = -0.01585, Zwei-Schwellen Methode

Abbildung 10.26:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 50.
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Abbildung 10.27:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.28:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 50.
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Abbildung 10.29:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.30:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 150.
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Abbildung 10.31:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 25%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.32:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 25%-Quanitl und s = 100.
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Abbildung 10.33:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 10.

88



0.05

0.03

Exzedenten

0.07

0.03

02 04 06 08 10

Clustermaxima mits = 10,u= 0.02659 , Blockmethode

0.03 0.05 0.07
—_—

02 04 06 08 10

Clustermaxima mit s = 10,u = 002659, run Methode

0.07

0.05

| ..||I| | |

02 04 06 08 10

0.03

Clustermaxima mits = 10,u= 002659 ¢ = -0.01585, Zwei-Schwellen Methode

Abbildung 10.34:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 99 %-Quantil,
¢ = 5%-Quanitl und s = 10.
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Abbildung 10.35:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
die Block-, run, Zwei-Schwellen Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95%-Quantil,
¢ = 80%-Quanitl und s = 50.
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Abbildung 10.36:

Vergleich der Clusteridentifizierung bei den negativen Log Returns des FTSE 100 durch
Momenten Methode. Die gewdhlten Werte waren u = 95 %-Quantil (oberen zwei Graphen,)
und v = 99%-Quanitl (unteren zwei Graphen).
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Kapitel 11

Abschliessende Bemerkungen

Alle Berechnungen und Graphen wurden mit Hilfe des Programms SPlus und dem Pa-
ket EVIS hergestellt. Informationen zu EVIS findet man unter [19]. Fiir die Untersuchung
der Datensétze wurden auch eigene Funktionen geschrieben, die im Anhang zu finden sind.

Allgemein wurde gesehen, dass die Zwei-Schwellen Methode und Volatilitats-Schwellen
Methode eine der stabilsten Methoden sind. D.h. dass diese Methoden weniger sensibel
auf die Wahl von Hilfsparametern reagieren. Sie beriicksichtigen den Pfad der Daten. Der
Intervallschétzer ist nur von u abhéngig und somit ist nur ein Parameter zu wihlen. Dies
vereinfach die Sache in der Hinsicht, da es oft schwierig ist, die richtige run Linge s oder
untere Schwelle ¢ zu wihlen.

In dieser Arbeit wurde ein ausfiihrlicher Vergleich der alten und neuen Methoden durch-
gefiihrt und an zwei Datensitzen veranschaulicht. Dabei wurden die theoretischen Tatsa-
chen verifiziert. Auch die Simulationsstudie soll dazu dienen, die Theorie zu veranschau-
lichen. Vor allem ging es darum, den extremalen Index # so gut wie moglich zu schétzen
und Cluster zu identifizieren.
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Anhang A

A.1 Beweis Lemma 6.5

Die Aussage von Lemma 6.5 war: Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit 6.7 der Appro-

ximation der gemischten Grenzverteilung (6.4), so erhélt man

2 - _ 0\2
9(6:6)2E(T) _ 2(1-(1-0)p") — 040 2_%
E(T?)  20p° +0p°(1—p%) + (1 —p’)

Beweis. Es gilt P(T > n) = 6p™?

(1)  E(T—-1)=ET) -1
— BE(T)=E(T —1)+1
@ e(M) —p (T T) =L e - )

n=0
=P(T>0 —i—Zn—l— P(T >n) — ZnPT>n
n=1
=>» P(T>n)
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Jetzt wird eine lineare Approximation von p’ in p = 1 durchgefiihrt. Informationen zur

linearen Approximation findet man in Konigsberger [13] (S. 139f). Sei f(p) = p°.

= f'p)=0") =0p""

Fiir p =1 gilt:
[y =9.

Demnach sieht die lineare Approximation von p? in p = 1 folgendermafen aus:
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2E(T)?
E(T?)

Die lineare Approximation von ¢(p) := in p =1 hat die Gestalt:

g(p) = ~ g(1) — d(1 —p) + O((1 — p)?),

wobei d = ¢'(1) sei.
Mit der linearen Approximation von p’ in p =1 (A.1) gilt:
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Demnach gilt fiir die lineare Approximation:
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A.2 Verwendete Funktionen in SPlus

A.2.1 Voreingestellte Funktionen von EVIS

Alle Berechnungen und Graphen wurden mit Hilfe des Programms SPlus und dem Paket
EVIS hergestellt. Informationen zu EVIS findet man unter [19]. Dabei wurde zur Erstel-
lung der Exzessfunktion die Funktion meplot, zur Anpassung an die GPD die Funktion gpd
und fiir den QQplot in den decluster Funktionen gplot verwendet. Neben den von EVIS
voreingestellten Funktionen habe ich die Funktionen in den néchsten Kapitel entwickelt.
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A.2.2 Berechnung der Schwellenwerte

Berechnung der oberen Schwellen

Neben der Funktion findthresh aus EVIS, die eine Schwelle u dadurch findet, indem man
die Anzahl der Exzedenten angibt, berechnet die Funktion threshold die Schwellen bzgl.
der Quantile der Daten. Dabei gibt man fiir serie den Datensatz, fir beginn/ende das
Quantil, mit dem man starten/enden will, schritt gibt die Schrittlinge vor. Dadurch
bekommt man einen Vektor von mehreren Schwellen v bzgl. der Quantile. Gibt man
z.B. threshold(danish,89,99,0.1) bekommt man vom 89%-Quantil bis 99%-Quantil im 0.1
Schritt die Quantile des Datensatzes danish, der auch in EVIS enthalten ist, und diese
kann man fiir die Schwellenwerte u verwenden.

threshold_function(serie,beginn,ende,schritt)

{
thres_seq(beginn,ende,schritt)/100
g_quantile(serie,thres)

q
}

Berechnung der unteren Schwelle ¢

Dementsprechend berechnet die Funktion untere.gre die untere Schwelle ¢ mit den Quan-
tilen der Daten, die man untersuchen will. serie, beginn, ende und schritt sind wie bei der
Funktion threshold zu interpretieren.

untere.gre_function(serie,beginn,ende,schritt)

{
unten_seq(beginn,ende,schritt)/100
q2_quantile(serie,unten)

q2
3

A.2.3 Simulationsstudie

ARMAX(1) Prozess
Mit dieser Funktion kann man n Daten eines ARMAX(1) Prozesses simulieren. alpha steht
fiir @ aus der Definition des ARMAX(1) Prozesses (Definition 8.1).

armax <- function(n,alpha,start=0)

{
X <- rep(0,n)
X[1] <- start

epsilon <- rep(0,n)
uni_runif (n)

for (i in 1:n)
{epsilon[i] <- (alpha-1)/log(unif[i])}

for (t in 2:n)
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{X[t] <- max(alpha*X[t-1],epsilon[t-1])}

ARMAX theta run
Hiermit kann man 6 eines ARMAX(1) berechnen auf der Basis der Formel (8.1). alpha

steht natiirlich fiir o, run fiir die run Lénge s und u fiir die Schwelle u aus derselben
Formel (8.1).

theta.armax.run <- function(alpha,run,u)

{
theta_rep(0,length(u))

for (i in 1:(length(u)))
{
thetal[i] <- ((exp(-alpha/ulil)-exp(-1/ulil))/(1-exp(-1/uli])))*
*xexp (- (run-1)*(1-alpha) /ulil)
}

theta
}

AR Prozess
ar.1 simuliert n Daten AR(1) Prozesses. alpha steht fiir o in der Definition des AR(1)
Prozesses (Definition 8.3).

ar.1l <- function(n,alpha,start=0)

{
X <- rep(0,n)
X[1] <- start

Z_rnorm(n,0,1)

for (t in 2:n)
{X[t] <- alphax*X[t-11+Z[t]}

X
}

ARCH(1) Prozess
Mit dieser Funktion kann man n Daten eines ARCH(1) Prozesses simulieren. lambda steht
fiir A und beta fiir  aus der Definition des ARCH(1) Prozesses (Definition 8.4).

arch <- function(n,lambda,beta,start=0)

{
X <- rep(0,n)
X[1] <- start

Z <- rnorm(n,0,1)
sigma <- rep(0,n)

100



for (t in 2:n)
{
sigmal[t] <- sqrt(betat+lambdaxX[t-1]"2)
X[t] <- sigmalt]*Z[t]
}

return(X,sigma)

}

GARCH(1,1) Prozess
garch simuliert n Daten eines GARCH(1,1) Prozesses, wobei beta steht fiir 3, lambda fiir
A und gamma fiir v aus der Definition des GARCH(1,1) Prozesses (Definition 8.5).

garch <- function(n,beta,lambda,gamma,start=0)

{
X <- rep(0,n)
X[1] <- start

Z <- rnorm(n,0,1)
sigma <- rep(0,n)

for (t in 2:n)
{
sigmal[t] <- sqrt(betat+lambda*X[t-1] 2+gamma*sigma[t-1]"2)
X[t] <- sigmalt]*Z[t]
}

return(X,sigma)

¥

A.2.4 Clusteridentifizierung mit den verschiedenen Methoden

Bei den Funktionen cluster.* ist zu beachten, dass sie nur dann ein richtiges Ergebnis
liefern, falls alle Clustermaxima unterschiedlich sind. Wenn gleiche Maxima vorhanden
sind, findet die Funktion match nicht die richtigen Positionen der Maxima im Datensatz.

Identifizierung der Cluster mit der Blockmethode

Fiir serie gibt man den Datensatz ein, den man untersuchen will, fiir obere.grenze gibt
man die obere Schwelle u ein und fiir r die Blockgréfe. Die Schéitzung wird mit der
Formel (5.8) berechnet. Wiahlt man plot=T werden die Exzedenten (links oben) und der
zugehorige QQ-Plot (rechts oben), als auch die Maxima der Cluster (links unten) und der
zugehorige QQ-Plot (rechts unten) geplotet.

cluster.block_function(serie,obere.grenze,r,plot=T)
{

times <- (1:length(serie))/length(serie)

daten <- signalSeries(serie,times)

daten.exce <- daten[daten>obere.grenzel

nblock <- (length(daten) %/% r)+1
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grouping <- rep(1l.:nblock, rep(r,nblock)) [1:1length(serie)]
block.max <- tapply(as.numeric(serie),grouping,max)
block.gap <- block.max>obere.grenze

b <- {}
for (i in 1:nblock) {if(block.gap[i]l==1) {b <- c(b,i)}}

blockseries <- daten[match(block.max[b],daten)]

if (plot)
{
cat ("Declustering Graph...\n")
cat(paste("Daten wurden reduziert von ", length(as.numeric(daten.exce)),

"auf", length(as.numeric(blockseries)), "\n"))
par (mfrow = c(2., 2.))
plot(positions(daten.exce) ,as.numeric(daten.exce), type="h",xlab="Exzedenten",

ylab=" " ,x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
gaps <- as.numeric(diff (positions(daten.exce)))
gplot (gaps)
plot(positions(blockseries),as.numeric(blockseries),type="h",xlab="Blockmaxima",
ylab=" ",x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
newgaps <- as.numeric(diff(positions(blockseries)))
gplot (newgaps)
par(mfrow = c(1, 1))
}
blockseries

¥

Identifizierung der Cluster mit der run Methode

Mit der Funktion cluster.run werden die Cluster mit der run Methode identifiziert. serie
und obere.grenze haben dieselbe Bedeutung wie bei der Funktion cluster.block. Die run
Linge wird bei run eingegeben. Wéhlt man plot=T, ergeben sich dieselben Plots wie bei
cluster.block. Die Funktion sucht sich die Exzedenten, berechnet die Interexzedentenzeiten
in gaps und untersucht in longgaps, welche gaps gréfler als die run Lénge sind. Mit der
Funktion tapply bildet man die Maxima der Gruppen, die durch die cumsum gebildet
werden. Die Positionen der Maxima werden mit match gesucht.

cluster.run <- function(serie,obere.grenze,run,plot=T)
{

times <- (1:length(serie))/length(serie)

daten <- signalSeries(serie,times)

daten.exce <- daten[daten>obere.grenze]

r <- run/length(serie)

times2 <- positions(daten.exce)

gaps <- as.numeric(diff (times2))

longgaps <- gaps>r

if (sum(longgaps)<=1.)

stop("Der Cluster-Parameter s ist zu gross.")

cluster.run.meth <- c(0.,cumsum(longgaps))

cluster.max <- tapply(as.numeric(daten.exce),cluster.run.meth,max)
newseries <- daten.exce[match(cluster.max,daten.exce)]
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if (plot)
{
cat ("Declustering Graph...\n")
cat(paste("Daten wurden reduziert von ", length(as.numeric(daten.exce)),
"auf", length(as.numeric(newseries)), "\n"))
par(mfrow = c(2., 2.))
plot(positions(daten.exce) ,as.numeric(daten.exce),type="h",xlab="Exzedenten",

ylab=" ",x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
gplot (gaps)
plot(positions(newseries),as.numeric(newseries) ,type="h",xlab="Clustermaxima",
ylab=" " ,x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
newgaps <- as.numeric(diff(positions(newseries)))
gplot (newgaps)
par(mfrow = c(1, 1))
}
newseries

}

Identifizierung der Cluster mit der Momenten Methode

Die Funktion cluster.intervall benutzt fiir die Identifizierung der Cluster die Momenten
Methode. Fiir serie und obere.grenze setzt man wie immer den Datensatz und die obere
Schwelle u ein. plot=T liefert diesleben Plots wie bei der Funktion cluster.block.

cluster.intervall <- function(serie,obere.grenze,plot=T)

{
daten <- signalSeries(serie)
daten.exce <- daten[daten>obere.grenze]
times <- positions(daten.exce)
gaps <- as.numeric(diff (times))
N <- length(as.numeric(daten.exce))

if (max(gaps) <= 2)
{schatzer <- min(1, (2*(sum(gaps))~2)/((N-1)*(sum(gaps~2))))}
else
{schatzer <- min(1, (2*(sum(gaps)-(N-1))"2)/((N-1)*(sum(gaps~2)-sum(3*gaps)+2*(N-1))))}

C.Wert <- trunc(schatzer * N) + 1

cluster.run(serie,obere.grenze,C.Wert,plot=T)

¥

Identifizierung der Cluster mit der Zwei-Schwellen Methode

Die Funtkion cluster.zwei.schwellen identifiziert die Cluster mit der Zwei-Schwellen Me-
thode. serie steht fiir den Datensatz, obere.grenze fiir die Schwelle u, untere. grenze fiir die
zweite Schwelle ¢ und run fiir die run Linge s. plot=T erzeugt wieder die Plots wie bei
cluster.block. Die Funktion sucht sich die Exzedenten, berechnet die Interexzedentenzeiten
in gaps und untersucht in longgapsi, welche gaps groler als die run Léinge sind. In long-
gaps?2 werden die Daten gepriift, ob sie unter die Schwelle ¢ fallen. longgaps1+longgaps2
liefert also die Clusterenden. Damit keine Cluster doppelt gezdhlt werden, wird longgaps
iiberpriift, ob eine 2 vorkommt und auf 1 zuriickgesetzt. Das restliche Vorgehen ist wie
bei der run Methode.
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cluster.zwei.schwellen <- function(serie,obere.grenze,untere.grenze,run,plot=T)
{

times <- (1:length(serie))/length(serie)

daten <- signalSeries(serie,times)

daten.exce <- daten[daten>obere.grenze]

r <- run/length(serie)

times2 <- positions(daten.exce)
gaps <- as.numeric(diff (times2))
longgapsl <- gaps>r

cluster.pos <- times2*length(serie)
number <- length(longgaps1)
longgaps2_rep(0,length(longgaps1))

for(i in 1:number)
{
daten.neu <- as.numeric(daten[cluster.pos[i]:cluster.pos[i+1]])
test <- daten.neu<(untere.grenze)
if (sum(test)==0){longgaps2[i] <- 0}
else {longgaps2[i] <- 1}
}

longgaps <- longgapsl+longgaps2

for(i in 1:number)
{
if (longgaps[i]==2) {longgaps[i] <- 1}
}

if (sum(longgaps)<=1.)
stop("Der Cluster-Parameter s ist zu gross oder die untere.grenze ist zu niedrig.")

cluster.zwei.schw <- c(0.,cumsum(longgaps))
cluster.max <- tapply(as.numeric(daten.exce),cluster.zwei.schw,max)

newseries <- daten.exce[match(cluster.max,daten.exce)]

if (plot)
{
cat ("Declustering Graph...\n")
cat(paste("Daten wurden reduziert von ", length(as.numeric(daten.exce)),
"auf", length(as.numeric(newseries)), "\n"))
par(mfrow = c(2., 2.))
plot(positions(daten.exce) ,as.numeric(daten.exce),type="h",xlab="Exzedenten",

ylab=" " x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
gplot (gaps)
plot(positions(newseries),as.numeric(newseries),type="h",xlab="Clustermaxima",
ylab=" " x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
newgaps <- as.numeric(diff(positions(newseries)))
gplot (newgaps)
par(mfrow = c(1, 1))
}
newseries

}
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Identifizierung der Cluster mit Volatilitdts-Schwellen Methode
cluster.vola funktioniert genauso wie cluster.zwei.schwellen nur, dass die zweite Bedin-
gung nicht die zweite Schwelle ¢ ist, sondern die Volatilitdtsbedingung.

cluster.vola <- function(serie,obere.grenze,untere.grenze,run,plot=T)
{

times <- (1:length(serie))/length(serie)

daten <- signalSeries(serie,times)

daten.exce <- daten[daten>obere.grenzel

r <- run/length(serie)

times2 <- positions(daten.exce)
gaps <- as.numeric(diff (times2))
longgapsl <- gaps>r

cluster.pos <- times2*length(serie)
number <- length(longgapsl)
longgaps2 <- rep(0,length(longgapsl))

for(i in 1:number)
{
daten.neu <- as.numeric(daten[cluster.pos[i]:cluster.pos[i+1]])
test <- stdev(daten.neu)<(untere.grenze)
if (sum(test)==0){longgaps2[i] <- 0}
else {longgaps2[i] <- 1}
}

longgaps <- longgapsl+longgaps2

for(i in 1:number)
{
if (longgaps[i]==2) {longgaps[i] <- 1}
}

if (sum(longgaps)<=1.)
stop("Der Cluster-Parameter s ist zu gross oder die untere.grenze ist zu niedrig.")

cluster.zwei.schw <- c(0.,cumsum(longgaps))
cluster.max <- tapply(as.numeric(daten.exce),cluster.zwei.schw,max)
newseries <- daten.exce[match(cluster.max,daten.exce)]

if (plot)
{
cat ("Declustering Graph...\n")
cat(paste("Daten wurden reduziert von ", length(as.numeric(daten.exce)),
"auf", length(as.numeric(newseries)), "\n"))
par(mfrow = c(2., 2.))
plot(positions(daten.exce) ,as.numeric(daten.exce),type="h",xlab="Exzedenten",
ylab=" ",x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
gplot (gaps)
plot(positions(newseries),as.numeric(newseries),type="h",xlab="Clustermaxima",
ylab=" " x1im=c(0,1),ylim=c(0,max(daten.exce)))
newgaps <- as.numeric(diff(positions(newseries)))
gplot (newgaps)
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par(mfrow = c(1, 1))
}

newseries

}

A.2.5 Berechnung von # mit den verschiedenen Methoden

Auch hier gilt, dass die Funktionen theta.* nur dann ein richtiges Ergebnis liefern, falls
alle Clustermaxima unterschiedlich sind, da diese Funktionen auf die cluster.* zugreifen.

Schitzung von # mit der Blockmethode

0.%1°®) wurde mit der voreingestellten Funktion exindexr aus dem EVIS Paket berechnet.

Schitzung von f mit der run Methode

Mit theta.run wird der Schétzer fir @ mit Hilfe der run Methode (vgl. (5.10)) berech-
net. Die Eingabewerte serie, obere.grenze und run sind wie immer der zu untersuchende
Datensatz, der Schwellenwert « und die run Lénge s.

theta.run_function(serie, obere.grenze, run)

{
exce <- length(obere.grenze)
for(n in 1:length(obere.grenze))
{
exce[n] <- length(serie[serie > obere.grenze[n]])
}
clus <- rep(0, length(obere.grenze))
for(i in 1:length(obere.grenze))
{
cluster.best <- cluster.run(serie, obere.grenze[i], run, plot = F)
clus[i] <- length(cluster.best)
}
theta.r <- rep(0, length(obere.grenze))
for(j in 1:length(obere.grenze))
{
theta.r[j] <- clus[jl/excelj]
}
theta.r
}

Schétzung von f mit der Momenten Methode
theta.intervall berechnet # mit dem Intervallschitzer (6.9). Die Eingabewerte serie und
obere.grenze sind der zu untersuchende Datensatz und die Schwelle wu.

theta.intervall <- function(serie,obere.grenze)
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theta <- rep(0,length(obere.grenze))

for (i in 1:length(obere.grenze))
{
daten <- signalSeries(serie)
daten.exce <- daten[daten>obere.grenze[i]]
times <- positions(daten.exce)
gaps <- as.numeric(diff (times))
N <- length(as.numeric(daten.exce))

if (max(gaps) <= 2)
{thetali] <- min(1, (2% (sum(gaps))~2)/((N-1) *(sum(gaps~2))))}
else
{theta[i] <- min(1, (2*(sum(gaps)-(N-1))"2)/((N-1)*(sum(gaps~2)-sum(3*gaps)+2*x(N-1))))}

theta

Schitzung von # mit der Zwei-Schwellen Methode

Die Funktion theta.zwei.schwellen schitzt 0 mit der Zwei-Schwellen Methode (vgl. (7.5)).
serie, obere.grenze, untere.grenze und run stehen fiir den zu untersuchende Datensatz,
den Schwellenwert u, die zweite Schwelle ¢ und die run Lénge s.

theta.zwei.schwellen_function(serie, obere.grenze, untere.grenze, run)

{
exce <- length(obere.grenze)
for(n in 1:length(obere.grenze))
{
exce[n] <- length(serie[serie > obere.grenze[n]])
}
clus <- rep(0, length(obere.grenze))
for(i in 1:length(obere.grenze))
{
cluster.best<—cluster.zwei.schwellen(serie,obere.grenze[i],untere.grenze,run,plot=F)
clus[i] <- length(cluster.best)
}
theta.zwei <- rep(0, length(obere.grenze))
for(j in 1:length(obere.grenze))
{
theta.zweil[j] <- clus[j]/excel[j]
}
theta.zwei
}

107



Schitzung von # mit der Volatiltidts-Schwellen Methode

Die Funktion theta.vola schitzt 6 mit dem Volatilitétsschitzer (7.6). serie, obere.grenze,
untere.grenze und run stehen fiir den zu untersuchende Datensatz, den Schwellenwert w,
die Volatilitdtsschwelle ¢ und die run Lénge s.

theta.vola_function(serie, obere.grenze, untere.grenze, run)

exce <- length(obere.grenze)

for(n in 1:length(obere.grenze))
{
exce[n] <- length(serie[serie > obere.grenze[n]])

}
clus <- rep(0, length(obere.grenze))

for(i in 1:length(obere.grenze))
{

cluster.best<-cluster.vola(serie,obere.grenze[i] ,untere.grenze,run,plot=F)
clus[i] <- length(cluster.best)
}

theta.vol <- rep(0, length(obere.grenze))

for(j in 1:length(obere.grenze))

{
theta.vol[j] <- clus[jl/excelj]
}

theta.vol
}

A.2.6 Fréchet-, Weibull- und Gumbel-Verteilung

Fréchet Verteilungsfunktion

Diese Funktion gibt fiir verschieden Werte von x die Verteilungsfunktion der Fréchet Ver-
teilung wieder. Dabei steht alpha fiir o aus der Definition der Fréchet Verteilung (vgl.
Satz 4.2).

frechet <- function(x,alpha,plot=T)

{
frechet <- rep(0,length(x))

for (i in 1:length(x))
{
if (x[i]<=0) frechet[i] <- O
else frechet[i] <- exp(-(x[i])~(-alpha))*(x[i]) "~ (-alpha-1)*alpha
}

if (plot=T)
plot (frechet,type="1")
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Weibull Verteilungsfunktion

Diese Funktion gibt fiir verschieden Werte von x die Verteilungsfunktion der Weibull
Verteilung wieder. Dabei steht alpha wieder fiir o aus der Definition der Weibull Verteilung
(vgl. Satz 4.2).

weibull <- function(x,alpha,plot=T)

{
weibull <- rep(0,length(x))

for (i in 1:length(x))
{
if (x[1]1<=0) weibull[i] <- exp(-(-x[i])~(alpha))*alpha*(-x[i]) ~(alpha-1)
else weibull[i] <- 0
}

if (plot=T)
plot (weibull,type="1")
}

Gumbel Verteilungsfunktion
Diese Funktion gibt fiir verschieden Werte von x die Verteilungsfunktion der Gumbel
Verteilung wieder. Formel der Gumbel Verteilung vgl. Satz 4.2.

gumbel.vert <- function(x,plot=T)

{
gum <- exp(-(exp(-x)))*exp(-x)
if (plot=T)
plot (gum, type="1")

}

Vergleich der drei Verteilungen

Diese Funktion ermdglicht es fiir verschiedene Werte von x die Verteilungsfunktion der
Fréchet, Weibull und Gumbel Verteilung wieder. Dabei steht alpha fiir o aus der Definition
der Fréchet und der Weibull Verteilung (vgl. Satz 4.2).

vergleich.vert <- function(x,alpha,plot=T)

{
frechet <- rep(0,length(x))

for (i in 1:length(x))
{
if (x[i1<=0) frechet[i] <- 0
else frechet[i] <- exp(-(x[i])~(-alpha))*(x[i])~(-alpha-1)*alpha
}
weibull <- rep(0,length(x))

for (i in 1l:length(x))
{

if (x[1]1<=0) weibull[i] <- exp(-(-x[i])~(alpha))*alpha*(-x[i]) ~(alpha-1)
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else weibull[i] <- 0
}

gum <- exp(-(exp(-x)))*exp(-x)

if (plot=T)
{
plot(x,frechet,type="1",ylim=c(0,1) ,xlab=" ",ylab=" ")
lines(x,weibull,col=5)
lines(x,gum,col=6)

¥

A.2.7 GPD

GPD-Verteilungsfunktion

Mit dieser Funktion kann fiir verschieden Werte von x die Verteilungsfunktion der GPD
berechnet. Dabei steht daten fiir die Werte x, die man berechnen will, und zz und beta
fiir die Parameter der GPD Verteilungsfunktion (vgl. (2.1)).

gpd.vert <- function(daten,xi,beta)

{
g <- rep(0,length(daten))

if(xi > 0)
{
for (i in 1:length(daten))
{if (daten[i] > 0) gl[i] <- 1-(1+xix*daten[i]/beta)”(-1/xi)
else g[i] <- 0}
}

if(xi == 0)
{
for (i in 1:length(daten))
{if (daten[i] > 0) gl[i] <- 1-exp(-daten[i]/beta)
else g[i] <- 0}
}

if(xi < 0)
{
for (i in 1:length(daten))
{if (daten[il < 0) gl[il <- 0
if (daten[i] > 0) gl[i] <- 1-(1+xixdaten[i]/beta)”(-1/x1i)
if (daten[i] > -(beta/xi)) glil <- 1}
}

g
}

GPD Dichte

Mit dieser Funktion kann fiir verschieden Werte von x die Dichte der GPD berechnet
werden. Dabei steht daten fiir die Werte x, die man berechnen will, und zi und beta fiir
die Parameter der GPD Dichte (vgl. (2.5)).
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gpd.dichte <- function(daten,xi,beta)

{
dgpd <- rep(0,length(daten))
if(xi > 0)
{
for (i in 1:length(daten))
dgpd[i] <- (1/beta)*(l+xi*daten[i]/beta)”(-(1/xi)-1)
}
if(xi == 0)
{
for (i in 1:length(daten))
dgpd[i] <- (1/beta)*exp(-daten[i]/beta)
}
if(xi < 0)
{
for (i in 1:length(daten))
{
if (daten[i] < (-beta/xi))
dgpd[i] <- (1/beta)*(1+xixdaten[i]/beta)”~(-(1/x1i)-1)
}
}
dgpd
}
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