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Kapitel 1

Einleitung

Ein wesentliches Bindeglied zwischen der wissenschaftlichen Theorie der Finanzmathema-
tik und der finanzwirtschaftlichen Praxis besteht in der Modellierung von Finanzzeitrei-
hen. Bei dieser geht es darum, die Entwicklung realer Finanzzeitreihen wie die des Dow
Jones oder des DAX - natiirlich aber auch einzelner Derivate - moglichst realistisch zu
simulieren. Ein Ziel ist dabei, charakteristische Eigenschaften dieser Finanzzeitreihen -
und damit vor allem mogliche Trend-unabhéngige Risiken fiir Investoren - nachzubilden.

Hierbei hélt man sich an die so genannten stylized facts. Diese beruhen auf der Ana-
lyse realer Finanzzeitreihen und unterstellen diesen bestimmte Eigenarten. Eine davon
nennt sich leverage effect und besagt, dass Finanzmérkte asymmetrisch auf Nachrichten
reagieren: gute Nachrichten verringern die Volatilitdt der Mérkte, schlechte Nachrichten
erhohen sie.

Das bekannteste zeitdiskrete Modell, welches den leverage effect nachbilden kann, heif3t
Ezponential Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity-Modell, in Kurz-
form EGARCH-Modell. In diesem wird der Renditeprozess (X;);cz einer Finanzzeitreihe
als Produkt seines Volatilitatsprozesses (0;);cz und seines Noiseprozesses (€;);cz, dessen
einzelne Zufallsvariablen unabhéngig identisch verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz
1 sind, dargestellt; insgesamt also

Xt = Ot€q, teZ.

Dies stellt noch keine Innovation dar, da in anderen Modellen identisch vorgegangen wird.
Das eigentlich Neue am EGARCH ist die Art, wie die Volatilitéit simuliert wird, namlich
durch

logo? = u—chig(et_i), teZ. (1.1)
i=1
Hierbei ist g : R — R eine deterministische Funktion, u € R und (¢;);en eine Folge reeller
Koeflizienten, so dass

Elg(er)] < oo, Varg(er) < oo, 3 Jai] < o0
i=1
gelten. Standardwahlen hierbei sind g(z) := Az + B(|z| — Ele;|) mit A, B,z € R und
e1 < N(0,1).
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Der Unterschied zu anderen Modellen besteht darin, dass die Funktion ¢ einfliefit,
durch welche man den leverage effect nachbilden kann.

Der EGARCH wurde bisher weitreichend, jedoch noch nicht umfassend analysiert.
Insbesondere extremwerttheoretische Ergebnisse und Punktprozessresultate konnten nur
fiir endliche EGARCH Prozesse - solche also, fiir die ¢, = 0 fiir n > ng und ng € N
gilt - nachgewiesen werden. Extremwerttheoretische Ergebnisse wéren hierbei das Wissen
iiber die Wahrscheinlichkeit extremer Ereignisse sowie die Kenntnis iiber das Verhalten
der Maxima eines EGARCH Prozesses. Genauere Erkenntnisse erhdlt man mit Punkt-
prozessresultaten: anhand dieser lassen sich Aussagen iiber die Ordnungsstatistiken, also
iiber eine beliebige Anzahl der grofiten Werte eines EGARCH Prozesses machen. Dariiber
hinaus ermoglichen diese, den Pfad eines EGARCH Prozesses in der Néhe seiner extremen
Ausschldage zu analysieren.

In dieser Diplomarbeit werden zum ersten Mal die beschriebenen extremwerttheore-
tischen Ergebnisse und Punktprozessresultate fiir unendliche EGARCH Prozesse herge-
leitet. Dies ist deshalb von so grofler Bedeutung, weil sich so genannte EGARCH(p, q)
Prozesse - das sind Prozesse, in denen die Volatilitdt durch

P q
logo? = ag + Z ig(€—) + Z Bjlog Utz—p teZ

i=1 j=1

definiert wird, wobei noch einige technische Bedingungen an die Koeffizienten gestellt
werden - nicht mehr in endliche, sondern nur in unendliche EGARCH Prozesse iiberfithren
lassen, sobald ¢ > 1 gilt. In der Praxis wird jedoch iiberwiegend mit EGARCH(p, q)
Prozessen gearbeitet. Endliche EGARCH Prozesse wurden hierbei bereits in [14] und [9]
behandelt.

Um den EGARCH Prozess (X;)icz verstehen zu konnen, muss man sich zunéchst
(log 0?)iez, einem unendlichen Moving Average Prozess, kurz MA(o0), aus (1.1) wid-
men. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Innovationsfolge (g(€;))iez GaufS’sche Tails hat.
Dies bedeutet vor allem - neben anderen schwachen Voraussetzungen - dass die Funktion
P(g(e1) > t) sehr schnell fiir t — oo abfillt. Eine Beispiel hierzu ist

P(g(e1) > t) ~ cexp(—tP), t — o0

mit ¢ > 0 und p > 1.

Dies fiihrt zunéchst zur Betrachtung von MA(n) Prozessen mit n € N im zweiten Ka-
pitel. Dieses folgt in grofien Teilen [1], worin ein fiir den weiteren Verlauf der Diplomarbeit
essentieller Faltungssatz hergeleitet wurde. Einzig die Notation wurde iiberarbeitet und
iibersichtlicher gestaltet.

In [7] wurde der Ubergang zu MA(co) Prozessen mit leicht taillierten Innovationen
gemacht, jedoch mit der Voraussetzung einer nicht negativen Koeffizientenfolge (¢;);en.
Dies ist jedoch beim EGARCH Prozess nicht vorausgesetzt. Auflerdem interessiert vor
allem der Prozess

log X} =logof +loge =+ Zcig(et_i) + log €2, teZ.
i=1
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Dieser fillt jedoch nicht in die Klasse der MA(oo) Prozesse. Insofern basiert das dritte
Kapitel auf [7]. Die Neuerung besteht darin, dass nun endliche Summen von unabhéngigen
unendlichen Moving Average Prozessen, welche mit (Y;);cz bezeichnet werden, betrachtet
werden. Insbesondere die Wahrscheinlichkeit extremer Ereignisse von (Y;)cz sowie der
Anziehungsbereich von Y, werden aufgezeigt. Dies erlaubt die Betrachtung von (log X?);cz
mit einer beliebigen Koeffizientenfolge (¢;);en-

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit Punktprozessresultaten fiir den im dritten Ka-
pitel definierten Prozess (Y} )iez. Hierbei wird zunéchst in die Theorie der Punktprozesse
eingefiihrt. Daraufhin werden die elementaren Bedingungen D’(u,,) und D,(w,) fiir sta-
tiondre Prozesse sowie die daraus resultierenden Punktprozessresultate vorgestellt. Im
dritten Abschnitt wird analysiert, unter welchen Voraussetzungen der Prozess (Y;);cz die
Bedingungen D’(u,) und D,(u,) erfiillt. Dies ist mathematisches Neuland, da dies bis-
her nur fiir unendliche Moving Average Prozesse getan wurde, jedoch nicht fiir endliche
Summen derselben.

Im fiinften und letzten Kapitel werden der EGARCH und der EGARCH(p, q) Prozess
vorgestellt, sowie die Standardwahl fiir dieselben. Unter der Standardwahl und einigen
weiteren Voraussetzungen kann gezeigt werden, dass (log X?)icz, welcher eine endliche
Summe von unendlichen Moving Average Prozessen ist, die Bedingungen D’(u,) und
D, (w,) erfiillt, woraus die im vierten Kapitel vorgestellten Punktprozessresultate fiir die-
sen Prozess folgen. Dieselben Resultate kénnen anhand einiger Transformationen auch
fiir die Prozesse (X?)ez, (07)tez und (X;)iez nachgewiesen werden. Dies sind die zentra-
len - und zuvor noch nicht bewiesenen - Ergebnisse der Diplomarbeit. Zuletzt wird ein
EGARCH(1, 1) Prozess numerisch simuliert und graphisch dargestellt.



Kapitel 2

Dichten mit Gaufd’schen Tails

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit der Faltung von Zufallsvariablen. Haben eine
endliche Anzahl von unabhéngigen Zufallsvariablen eine bestimmte Eigenschaft, ndmlich
Gauf$’sche Tails, so bleibt diese Eigenschaft auch bei der Faltung dieser Zufallsvariablen
erhalten. Gauf$’sche Tails bedeutet hierbei vor allem - neben einigen sehr allgemein gehal-
tenen Voraussetzungen - leichte Tails. Das meint, dass fiir eine betrachtete Zufallsvariable
X die Funktion P(X > t) sehr schnell fiir t — oo abfillt. Eine Beispiel hierzu ist

P(X >t) ~ cexp(—t"), t — oo

mit ¢ > 0 und p > 1. Die Relation ~ bedeutet hierbei, dass der Quotient der beiden
Funktionen fiir ¢ — oo gegen 1 geht. Man nennt diese Eigenschaft Taildquivalenz. Wiirde
im beschriebenen Beispiel 0 < p < 1 gelten, so spridche man bereits von mittelschweren
Réndern.

Ein intuitiver Grund fiir die Bezeichnung Gauf§’sche Tails liegt darin, dass die ezpo-
nentielle Familie von Zufallsvariablen mit Gaufi’sche Tails asymptotisch normalverteilt
ist. Was das genau heifit, lernen wir in Abschnitt 2.3 kennen.

Die zentrale Aussage des Kapitels befindet sich in Satz 2.6, dessen Beweis jedoch kom-
pliziert ist. Insofern beschéftigt sich der Rest des Kapitels vornehmlich mit der Zuarbeit
auf diesen Beweis. Einige in dieser Zuarbeit getroffene Aussagen werden jedoch auch in
spateren Abschnitten verwendet.

Das Kapitel hilt sich eng an [1], die Beweise wurden jedoch oftmals - dem Stile einer
Diplomarbeit entsprechend - umfangreicher und anschaulicher gestaltet. Die Notation
wurde hierbei an [7] angepasst.

Definition 2.1 Sei ¢ : D — R eine Funktion auf einem Intervall D C R. Dann ist
oo := sup(D)
der obere (bzw. rechte) Endpunkt von 1.

Die folgenden beiden Konvergenzarten tauchen im Laufe der Diplomarbeit haufiger
auf.
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Definition 2.2 Es seien D C R? mitd € N sowie f,, : D — R mitn € Nund f : D — R
Funktionen.

Dann konvergiert f, lokal gleichméfig gegen f, falls fiir jedes & € D eine nicht-triviale
Umgebung Ug existiert, so dass f,, auf Ug gleichmdflig gegen f konvergiert.

fn konvergiert kompakt bzw. gleichméfig auf beschrankten x-Mengen gegen f, falls
fn auf allen kompakten Teilmengen von D gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

Korollar 2.3 Es seien D C R mit d € N sowie f, : D~ R mitn € Nund f : D — R
Funktionen. Dann konvergiert f,, genau dann lokal gleichmdf$ig gegen f, wenn f,, kompakt
gegen f konvergiert.

Definition 2.4 FEine Funktion o : D +— R, die strikt positiv auf dem Intervall D C R
st und den oberen Endpunkt to, hat, heifit selbst-vernachléssigend in t, < t.,, in Zeichen
o€ SV(t,), wenn
o(t+o(t)r)
o(t)

gleichmdj$ig auf beschrinkten x-Intervallen gilt und aufSerdem

— 1, t1t,

t+o(t)r <t,
fiir x € R und hinreichend groffe t < t,.

Definition 2.5 Sei v : D — R in C? und strikt konvex auf dem Intervall D C R. Sei
auflerdem t, € D und o := 1/\/{" € SV (t,). Eine Funktion v : D — R, welche in einer
linken Umgebung von t, strikt positiv ist, heifst flach fiir ¢ in ¢,, falls
v(t+o(t)x)
v(t)

gleichmdf$ig auf beschrinkten x-Intervallen.

-1, t1t, (2.1)

Satz 2.6 Seien Xi,...,Xy fir d € N unabhingige Zufallsvariablen mit beschrinkten
Dichten fi,..., fa, wobei tino := sup{t € R : f;(t) > 0} > 0 miti € {1,...,d}. Seien
weiter ;, v; : [to, tiso) — R Funktionen fiir ein ty € R. Samtliche Dichten f; seien strikt
positiv auf einer linken Umgebung von t;s. und gentigen dem Tailverhalten

fi(t) ~ vi(t) exp(—1;(t)), t T tico, (2.2)
wobei fiir jede Funktion 1; gelte, dass
W ist C?, Yl(te) = 0 und ! ist strikt positiv, (2.3)
woraus die strikte Konvexitdt von ; folgt. Sei auflerdem
0; = 1/7/4V) selbst-vernachlissigend in t;s,. (2.4)
Die Funktionen v; geniigen dem asymptotischen Verhalten

vi(t + oy(t)z)
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gleichmdf$ig auf beschrdankten x-Intervallen, seien also flach fir 1; in t;s. Auflerdem sei
angenommen, dass

sup i(t) =: Too < 00 ist unabhingig von i. (2.6)
t
Dann gilt fiir die Dichte fo:= fi*...% fgvon Xo:= X1+ ...+ Xy

fo(t) ~ vo(t) exp(—o(t)), t 7 too == t10o + - -+ + Ldoos

wobei Yy : [ty, too) — R mit t, < dty eine strikt konveze C* Funktion und vy : [ty ts) — R
flach fiir 1y in ts ist. Eine exakte Darstellung von vy und vy kann iber die inversen
Funktionen q; = () der streng monoton wachsenden Funktionen 1. gegeben werden.

Sei
G(7) =@ (1) + ...+ qa(7), T € [0, Too)-

Dann ist qo eine stetige, streng monoton wachsende Funktion, die [0,7) auf [dty,tso)
abbildet. Fiir T € [0,7) gilt nun

Vamoo(ao(wla(r) = [T {V2roar)nia)] (2:9)

<i<d

[y

sowie qo(1) = (V5) (7). Auferdem ist o2(t) = 1/v((t) fiir ein beliebiges t € [dtg, to) und
sup, (1) = Too-

2.1 Selbstvernachlissigende Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften selbst-vernachlissigender Funktionen
nach Definition 2.4 zusammen getragen, welche im weiteren Verlauf des Kapitels noch
bend6tigt werden.

Die folgende Proposition zeigt unter Anderem auf, dass zu jeder selbst-vernachléssi-
genden Funktion eine taildquivalente C*° Funktion existiert.

Proposition 2.7 Seien o,v : D +— R strikt positiv auf einem Intervall D € R, jeweils
mit oberem Endpunkt t.,. Hierbei sei o € SV (t). Die Funktion v geniige

v(t+o(t)x)
v(t)
gleichmdf$ig auf beschrinkten x-Intervallen. Dann existiert fir ein D 3 s1 < to, eine C'™

Funktion 3 : [s1,tx) — R, so dass  ~ v und (2.10) mit 3 anstelle von v ebenfalls erfiillt
wird. Auflerdem gilt fir alle n € N

=1, ]t (2.10)

o™ (t)B"™(t)

30 — 0, ] too.
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Beweis Sei f : [0,1] — [0,1] eine C*° Funktion mit den Eigenschaften f(0) = 0,
f(1) =1, f ist auf [0, 1] monoton wachsend und f™(0) = f™(1) = 0 fiir ein beliebiges
n € N. Sei nun die Folge (s,)nen durch einen beliebig gewéhlten Startpunkt s; < ., und
Spi1 = Sn + 0(8,) definiert. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte
L olttolt)a) (2.11)
2 o(t)
fur |z] < 1 und t > s1, was wegen 0 € SV (o) moglich ist. Dann gilt s, — to. An-
genommen, dem wire nicht so, so miisste 0(s,) = Sp+1 — S, — 0 und per Definitionem
0(800) = ¢ > 0 gelten. Nun ergéibe (2.11) ausgewertet an s, dass ¢ > ¢/2 auf dem
Intervall (s — €, 800 + €).
Definiere nun die Funktion (3 fiir ¢ € [s,, $,41) durch

t— s,

B0) = v(s) + 1 ) W) = visn))

Sn+1 — Sn
Wenn man die rechte Seite durch v(s,) dividiert, so konvergiert diese unter Beachtung
von (2.10) gleichméafig gegen 1. Weil nun v(s,) ~ v(t) fiir t € [s,, Sp+1) wiederum nach
(2.10)) gilt, folgt B ~ v. Aufgrund der Definition von # wird (2.10) mit 3 anstelle von v
natiirlich auch erfiillt. Weiterhin ist offensichtlich 5 € C*. Dann gilt fiir ¢ € [s,, Sp11)
und k € N wegen (2.10) sowie der Voraussetzungen an f und o

- s ) V(sur1) = ’/<;")a(t)’“/6(t)

A (1)/8() = f(’“)(

Sn+1 — Sn (Sn—l—l — S
k
< max f®(u) o(t) |.V(5n+1> — v(sn)]
u€lo,1) o(sp)* min{v(s,), v(Sns1)}
S—— ~
—1 —0
— 0, t 1 teo,
da f® auf [0, 1] fiir jedes k € N beschrinkt ist. a

Nun einige hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir, dass eine Funktion selbst-
vernachlassigend ist.

Proposition 2.8 Sei 0 : D — R strikt positiv auf einem Intervall D C R und C* mit
oberem Endpunkt t,. Falls to, = 00, so ist 0 € SV (ts), wenn

a(t) — 0, t 7 too- (2.12)

Falls to < 00, s0ist 0 € SV (), wenn zusdtzlich zu (2.12))

—0, t1ts (2.13)

gilt.

Ist andererseits 0 € SV (ts) (nicht zwingend C1), so existiert ein sy € D und eine C*
Funktion 7 : [s1,t0) — R mit 7 ~ 0 und 7 € SV (tw), so dass 7'(t) — 0 firt 1 te gill.
Falls to, < 00, so gelten zusdtzlich T(t),0(t) = o(tee —t) fiirt T te.
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Beweis Sei zunéchst t,, = oo und gelte (2.12). Sei nun ¢y € D. Dann gilt

olt) _ Sy o @detole) o

t t ’

Daher gilt o(t) = o(t) fiir t — oo, woraus folgt, dass t+ o (t)r — oo fiir t — oo und r € R.
Also existiert nach dem Satz von Taylor ein € € [0, 1], so dass fiir x € R

o(t+o(t)z)
o(t)

Sei nun to, < oo und gelten (2.12) und (2.13). Dann gilt das eben Gezeigte, falls
t+o(t)r <ty fir € R. Dies ist gerade wegen (2.13) der Fall.

Sei nun o € SV (t). Konstruiere 7 exakt so, wie 3 im Beweis von Proposition 2.7.
SchlieBlich erfiillt ja o die Voraussetzungen von Proposition 2.7. Also gilt 7 ~ ¢ und fiir

t € [Sn, Sni1)
R

~
—0

=1+d{t+ & (t)r)r — 1, t — oo.

— 0,  t1t,

weil f” auf [0, 1] nach Voraussetzung beschrankt ist.
Sei nun zusétzlich t,, < co. Nach Definition 2.4 muss fiir jedes x > 0 und hinreichend
grofie t < to

t+ot)r < too,

<_

gelten. Da z frei gewdhlt wird, folgt (2.13)) fiir 0 und aufgrund der Taildquivalenz auch
fiir 7. O

Korollar 2.9 Sei 0 : D — R strikt positiv auf einem Intervall D C R mit oberem
Endpunkt too < 00. o ist genau dann selbst-vernachlissigend, wenn s; € D und eine C*
Funktion 7 : [s1,te) — R ezistieren, so dass T € SV (te) und o ~ 7 sowie 7'(t) = o(1)
Fiir t T ta.

Die folgende Proposition ist insbesondere fiir die Summe asymptotisch parabolischer
Funktionen, welche wir in Abschnitt 2.2 kennen lernen werden, wichtig.

Proposition 2.10 Seien o1 : D; — R und o9 : Dy — R strikt positiv auf Intervallen
Dy, Dy C R mit dem selben oberen Endpunkt to, und o1,09 € SV (ts). Setze D = D1ND;.
Dann ist die Funktion o : D — R, welche fiirt € D durch

definiert ist, ebenfalls in SV (t).
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Beweis Aufgrund der Definition von o gilt ¢ < min{oy, 05 }. Daher gibt es fiir alle z € R
(von t abhéngige) x1,xs € R mit |z1], |z2] < |z|, so dass fiir ¢ < to

O'(t).il? = 01(t>$1 = 0'2(15)332

gilt. AuBlerdem gilt wegen oy, 09 € SV (to) fiir t T to

1 1 -1 1 1 -t
<a%<t+a<t>x>+o§<t+a<t>x>> - (%<t>(“"“”+a§<t>(”"“”)

Insgesamt folgt also

(I(t;—g)(t)) - (o—%lof) i a%l<t>) (am +1o—<t>x> o3t +10<t)x))_1 )
- (o—%l@) i a%1<t>) <a%<t T ;(tm)_l o3+ i—2<t>x2>>
~ (a%1<t> i a§1<t>) <a%1<t> " a§1<t>>
= 1, t1ts
Zieht man nun die Wurzel, so folgt die Behauptung. 0

2.2 Asymptotisch parabolische Funktionen

Der folgende Abschnitt analysiert die Eigenschaften so genannter asymptotisch paraboli-
scher Funktionen. Diese sind fiir uns deshalb von solcher Bedeutung, weil sich herausstel-
len wird, dass in unserem zentralen Satz 2.6 die Funktionen v;, mit denen ja die Dichten
fi ~ v;e™¥ verbunden sind, asymptotisch parabolisch sind.

Zunéchst erst einmal die Definition von asymptotisch parabolisch.

Definition 2.11 Sei ¢ : D — R eine Funktion und D C R ein Intervall. Dann heifst 1
asymptotisch parabolisch (AP), wenn 1 eine konvere C*-Funktion ist, so dass 1" strikt
positiv und o := 1/\/4" selbst-vernachlissigend im oberen Endpunkt t, ist. o heifst hierbei
Hilfs- oder Skalenfunktion. Weiterhin definiert man 7o = sup,cp¢¥'(t). Mit AP(t)
bezeichnet man auch die Menge aller asymptotisch parabolischen Funktionen mait dem
gemeinsamen Endpunkt t..
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Bemerkung Mit der Notation von eben gilt 7, = 9/(f) aufgrund der Konvexitit
von 1. Sollte t, ¢ D gelten, so sei 1(ty) durch den - wie sich herausstellen wird -
uneigentlichen Grenzwert

U(tos) = lfgg”ﬁ(too —h)
definiert. Selbige Definition gelte fiir beliebige Ableitungen von .

Es werden jetzt einige Eigenschaften der Klasse der AP Funktionen beziiglich Abge-
schlossenheit vorgestellt.

Proposition 2.12 Die Menge der AP Funktionen ist abgeschlossen beziiglich der Additi-
on von Konstanten und linearen Funktionen: wenn v : D +— R mit dem Intervall D C R
AP ist, so ist es auch ¢ + o, wobei a : R — R affin sei.

Beweis Die Konvexitét bleibt erhalten und die zweite Ableitung &ndert sich nicht. O

Proposition 2.13 Die Menge der AP Funktionen mit identischem oberen Endpunkt ist
ein konvexer Kegel, dass heifit

(a) Wenn 1 : D — R mit dem Intervall D C R asymptotisch parabolisch mit Skalenfunk-
tion o ist, so ist fiir jedes ¢ > 0 die Funktion cip AP mit Skalenfunktion o/+/c.

(b) Wenn vy : D1 — R und ¢ : Dy — R mit Intervallen Dy, Dy C R jeweils in AP(ts)
mit Skalenfunktionen oy, 09 sind, dann ist mit D = D1 N Dy die Funktion 11+ : D — R
ebenfalls in AP(ts) mit Skalenfunktion o = (072 + 0y ?) Y2

Beweis Nachdem die Menge der konvexen Funktionen ein konvexer Kegel ist, muss nur
die Beschaffenheit der Skalenfunktion gezeigt werden.

(a) 1/+/(c)" = o /+/c, was natiirlich auch selbst-vernachlissigend ist.
(b) 1/+/(11 +109)" = 1/y/1/0? +1/02 = 0. Nach Proposition 2.10 ist ¢ auch selbst-

vernachlassigend. a

Von entscheidender Bedeutung in diesem Kapitel ist die so genannte konver Konju-
gierte einer Funktion.

Definition 2.14 Sei v : D +— R eine Funktion und D C R ein Intervall. Die durch
V¥ (1) == sup(rz — ¥(z)), T€eR
z€D

definierte Funktion 1* heifft konvex Konjugierte von 1.

In der folgenden Proposition werden die fiir uns wichtigsten Eigenschaften der konvex
Konjugierten zusammengefasst.

Proposition 2.15 Sei ¢ : D — R mit Intervall D C R asymptotisch parabolisch. Dann
qilt fiir alle 7 € D

T (r) = (W)(7) = (7).
Sei A :='(D) und 7 € A. Dann gilt
(1) = 7)) (1) = ()7 (7))
und (¥*)'(r) = ()7 (7).
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Beweis Sei 7 € D. Dann gilt

P(r) = itelﬂg(m —p*(z)) = ilelg(m - fg}g(ﬂ:t —Y(t))).

Léasst man das innere Supremum weg und setzt dafiir ein beliebiges ¢ ein, so muss sich
insgesamt etwas Grofleres ergeben. Wihlt man ¢ = 7, so kommt

(1) < sup(ra — 27 +9(7)) = ¢(7)

zeR

heraus. Lasst man das duflere Supremum weg und setzt dafiir ein beliebiges x € R ein, so
wird das Ergebnis kleiner. Wahlt man x = /(1) so ergibt sich

Y (1) > (1) — fgg(t//(f)t — (1))
=:h(t)

Nun gilt weiter

Ht) = @) -9 =0 & t=r
R'(t) = —¢"(t) <0, Vt € D.

Aufgrund dieser beiden Ergebnisse nimmt h(f) sein Maximum an der Stelle ¢ = 7 an.
Hieraus folgt

7 (7) = sup(0/ (1) = 6(8)) = 7¢/(7) — 7' (7) + ¥(7) = 0(7).
te
Insgesamt folgt also ¢** = ¢ auf D.
Sei nun 7 € A. Mit der selben Rechnung wie eben stellt man fest, dass die Funktion
g(x) == 7o —Y(x), v € D ihr Maximum an der Stelle z = (¢')(7) € D annimmt. Es
ergibt sich also

() = 7)) () = ()7 (7))

und weiter
W)'(r) = @) (1) + (")) (1) =" (@) (1) (¥)7)(7)
= @) (1) + (")) (7) = ()7 (7
= ()7 (7).
Dies entspricht der Behauptung. O

Proposition 2.16 Die Klasse der AP Funktionen ist abgeschlossen beziiglich Konjugati-
on im folgenden Sinne: falls ¢ : D — R mit Intervall D C R und oberem Endpunkt to in
AP(ts) mit Skalenfunktion o ist, so ist die Restriktion von ¥* auf A :=¢'(D) in AP(Tx)
mit oberem Endpunkt 1. = {'(ts) und Skalenfunktion s = 1/0 o q, wobei die Funktion
q: AR durch q(1) := (V") (1) = (') (7) definiert wird.
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Beweis Fiir 7 € A gilt einerseits

und andererseits )

q(r) = @")"(r) = S

da die Skalenfunktion s von ¥* ja gerade durch s := 4/1/(¢*)"” definiert wird. Dies be-
weist das behauptete Verhéltnis von s zu 0. Weil A = ¢/(D) ein Intervall ist und ¢* ja
offensichtlich auf A eine strikt konvexe C? Funktion ist, zeigte dies auBerdem, dass die
Restriktion von ¢* auf A AP mit Endpunkt 7., = ¢'(t) ist, falls bewiesen werden kann,
dass s selbst-vernachlissigend in 7., ist. Man beachte nun, dass fiir ein |§| < 1 und ¢t € D,
uelR

Y(t+ot)u) = ') +o)u"(t + 0o (t)u) (2.14)
o u a?(t)
= YO F S 2T o)

gleichméfig auf beschriankten u-Mengen gilt. Dies aufgrund der Tatsache, dass o selbst-
vernachlassigend ist. Definiere nun die Funktion r, : D X R +— R durch

o?(t + 0o (t)x)

ru(t,z) == u (1)

Da r,(t,z) — w fiir t — t., existieren zg,z; € R fiir hinreichend grofe ¢ (ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit (0BdA) ¢ > ¢, € D), so dass 7,(t,z9) < zo und auflerdem
ru(t, x1) > x1. Dann existiert nach dem Zwischenwertsatz ein v, € R, fiir dass

’Ut7u € (min{an xl}? maX{flfo, 271}), 7du(ta ,Ut7u) = Ut,ua t Z tO
gilt. Definiere jetzt v : [ty, to) X R +— R durch

a?(t + o (t)v(t,u))
o2(t)

v(t,u) == v = u (2.15)

gilt. Weil o selbst-vernachléssigend ist, gilt

1i t,u) = u.
tTltrgv(,u) u

Setzt man nun v(¢, u) anstelle von u fiir ¢t > o und v € R in (2.14) ein, so folgt mit (2.15))

P (t+ o(t)v(t,u)) = ' (t) + o) (2.16)
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Seien nun 7 = ¢/(t), u € R und t > to. Dann gilt

s(tr+us(r)) = 1/o
= 1/o
= 1/o
= 1/o
= s(7).

Hieraus folgt s € SV (7). O

(¥ (7 +us(r)))

@)~ (@' (1) + u/o(t)))

(@) (W't + vt u)o(t))))
t+o(t,uo(t) ~1/o(t), 17t

o~ o~ o~ —~

Jetzt folgen einige niitzliche asymptotische Eigenschaften von asymptotisch paraboli-
schen Funktionen.

Proposition 2.17 Sei ¢ : D — R mit Intervall D C R asymptotisch parabolisch mit
oberem Endpunkt to.. Dann ist |{(ts)| = 00

Beweis Dies ist offensichtlich, wenn t,, = 0o und 7., = sup/’(t) # 0. Es bleiben also
noch die Falle, in denen t,, < oo oder t,, = 0o und 7, = 0.

Sei zuniichst t,, < oco. Nachdem o := 1/y/4" € SV (ts) , folgt aus Proposition 2.8,
dass o(t) = o(te — t) fiir ¢t T ts. Folglich gilt fiir jedes M > 1 und hinreichend grofle ¢,
dass ¥ (t) > M/(ts — t)? und fiir t > tg

! 1 1
V0 - = [ oo a (- ), (2.17)
o to — 1 te —to
falls ¢y ebenfalls gro8 genug ist. Hieraus folgt ¢'(t) — oo fiir ¢ T ¢, und weiter
tlTi{n(too — 1)’ (t) = oo. (2.18)

Sei nun oBdA ¢/(t) > 0 fiir ¢ > ty. Aufgrund der Konvexitit von ¢ und (2.18) gilt dann
Utoe) 2 U(t) + ¢ () (e — 1)
t
= [ W@t vlte) V@t~ 00, t b
to

Nun seien to, = oo und 7, = 0. Weil nach Korollar 2.9 ein s; € D und eine Funktion
vt [s1,00) — R mit v € SV (), v ~ o und v € C? existieren, wobei v/(t) = o(1) fiir
t — oo gilt, existiert ein ¢y > 0, so dass

o(t) (1) _ i A/ (x)da + (ko)

~ —)O, t—>OO,
t t

folgt, also o(t) = o(t) fiir t — oo. Dieses impliziert fiir jedes M > 0 und hinreichend grofie
t, dass ¢ (t) > M/t*> und — [ ¢"(x)dz = ¢/(t) < —M/t. Hieraus folgt das Grenzverhal-
ten

{Too — V' (t) }t — o0, t — 0. (2.19)
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AuBlerdem ergibt sich aus

too too 1
/ Y (z)dx < —M/ —dz = —Mlogx]if’;to
to to x
fir hinreichend grofe ¢y, dass (ts) = —00. O

Korollar 2.18 Sei ¢ : D — R mit Intervall D C R asymptotisch parabolisch mit oberem
Endpunkt to.. Wenn to endlich ist, so gelten 7o, = oo und (2.18)). Falls T endlich ist,
so gelten too = 00 und (2.19).

Beweis Sei zunichst ¢, < 00. Die Giiltigkeit von (2.18)) ergibt sich durch Multiplikation
von (2.17) mit t,, — t. AuBlerdem muss wegen Proposition 2.17 7., = oo sein.

Sei nun 7., < 0o. Da auch jetzt - auf dieselbe Weise, wie im Beweis von Proposition
2.17 - gezeigt werden kann, dass o(t) = o(t) fir t — oo gilt, folgt die Aussage aus dem
zweiten Teil des Beweises von Proposition 2.17, unter Beachtung dass dann fiir beliebige
M >0und t — o0

Too — V' (t) = /OO " (z)dx > /OO %dx =M/t

gilt. O

In den néchsten Propositionen wird die Klasse der fiir eine asymptotisch parabolische
Funktion 1 flachen Funktionen genauer charakterisiert.

Proposition 2.19 Sei ) : D — R mit Intervall D C R und oberem Endpunkt to, asym-
ptotisch parabolisch. Dann ist Y" flach fiir ¢ in to,. Auferdem ist das Produkt zweier fiir
Y in ty flachen Funktionen vy @ Di — R und vy : Dy — R mit Intervallen Dy, Dy C R
flach fiir ¢ in ts.

Beweis Sei x € R. Per Definitionem ist o = 1/4/1” flach fiir ¥ in t. Nun gilt

Witoltr) o)
) Rrenn)

weshalb auch ¢” flach fiir ¢ in t., ist. Weiter gilt

t ] tes,

(- w)(t+ot)z) _ nt+o(t)r) wt+ot)r)
(i -w)t)  n(t) Vo (t) Lo 1T e,

weshalb das Produkt zweier flacher Funktionen wieder flach fiir ¢ in ¢, ist. a

Es folgt eine fiir uns wichtige Definitionen.

Definition 2.20 Sei ¢ : D — R mit Intervall D C R in AP(ts,) mit Skalenfunktion o.
Zu einer Funktion v: D w— R sei v : A — R mit A := /(D) durch

v(r) =v (W) (), TeA (2.20)

definiert.
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Der Nutzen der Definition 2.20) erschlieit sich in der nachfolgenden Proposition.

Proposition 2.21 Sei ¢ : D — R mit Intervall D C R und oberem Endpunkt to in
AP(ty). Sei v : D R strikt positiv und v : A — R wie in (2.20) mit A := /(D). Wenn
v fiir ¢ in ts flach ist, so ist U flach in 7o fiir ¥* eingeschrinkt auf A.

Beweis Seien o Skalenfunktion von v sowie s Skalenfunktion von ¥* eingeschrénkt auf
A. Dann existieren nach dem Beweis von Proposition 2.16/ und (2.16) ein ¢y € D und eine
Funktion v : [tg, ) X R — R, so dass fiir t > to, 7 = ¢/(t) und v € R

T4 us(t) =Y (t +v(u,t)o(t))  mit tlTltm v(t,u) = u.

Hieraus und anhand von (2.20)) folgt mit 7 = ¢'(t) und ¢ T oo
(T +us(t)) =v(t+ov(u, t)o(t)) ~v(t) = (7).

Wegen 7., = 1'(t) folgt die Behauptung. O

Die néchste Proposition beschreibt die Eigenschaften asymptotisch parabolisch und
flach genauer.

Proposition 2.22 Sei ¢ : D — R mit Intervall D C R asymptotisch parabolisch mit
Endpunkt to, und Skalenfunktion o, und v : D +— R sei flach fiir ¢ in ty. Seien aufferdem
D3>ty <te, M >1unde>0. Dann existiert t; € (to,tx), so dass fir alle t € (t1,tx0)

Jy=1[t—Mo(t),t+ Mo(t)] C (to,teo0),

v(t+uo(t))

l—e< ——22 <1 <M
¢ 0 +e  ful <M,
1, I
|g0t(u)—§u]§§eu, lu| < M

gilt, wobei @ : R— R fiirt € (t1,t) die normalisierte Funktion

pi(u) = P(t + uo(t)) — p(t) — uo(t)y' (1)

von ¥ ist. Speziell gelten
0(0) =¢(0) =0  und  "(0) =1

Beweis Die erste Aussage folgt aus der Definition 2.4/ der selbst-vernachliassigenden
Funktionen. Die zweite Aussage folgt aus der Definition 2.5/ der fiir ¢ in ¢, flachen Funk-
tionen. Insbesondere gilt sie fiir die nach Proposition 2.19 fiir ) in ¢, flache Funktion 1" .
Das heifit, dass

() — 1) = |00 <

P(t)
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Hieraus ergibt sich

1 U t U t 1
i (u) — —u?| < / / | () — 1]dzdt < / / edzdt = —eu?, lu| < M.
2 o Jo o Jo 2

Hierbei wurde mit einbezogen, dass ¢;(0) = ¢;(0) = 0, welches sich durch reines Einsetzen
ergibt. a

Es folgt eine Aussage zum Tailverhalten der Ableitungen asymptotisch parabolischer

Funktionen.

Proposition 2.23 Sei ¢p : D — R mit Intervall D C R und rechtem Endpunkt t.,
asymptotisch parabolisch mit Skalenfunktion o. Auferdem sei ¢'(t) > 0 firt >ty € D.
Dann ist ' fiir ¢ in to flach und es gilt

lim o' (t)o(t) = 0. (2.21)

t—too

Beweis Nach Voraussetzung ist ¢ monoton wachsend. Sei nun x € R. Weil 0 € SV (t),
folgt

Yt + o)) — () = / U+ o(By)o(t)dy
o
- A ﬁ@+a@ydy

)
N /ma(t)dy:i 1t
0

o2(t) a(t)’

Entsprechend gilt fiir ¢ T ¢4
P(t+olt)r) - x
P'(t) V'(t)o(t)

Nun muss nur noch ¢/(t)o(t) — oo fiir t T to gezeigt werden. Nun existiert aber fiir jedes
M > 1 nach Proposition 2.22/ ein t; € D so dass t — o(t)M > t, fiir t > ¢;. Daher gilt
nach Voraussetzung fiir t > ¢,

H(olt) = (W) — ¥t — olt)M)}o(t)
— o) / ' (y)dy

—o(t)M

B 0 02(75)
N /_M 02(t+0(t)u)du_>M’ ET b

Also gilt
ligltinf P (t)o(t) > M

fir jedes M, woraus (2.21)) folgt. O

Nachfolgend werden die Voraussetzungen von Satz 2.6 mit Hilfe unseres neuen Wissens
iiber asymptotisch parabolische Funktionen genauer analysiert.
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Proposition 2.24 FEs seien die Voraussetzungen von Satz 2.6 erfillt. Dann ist 7o, > 0
und ;(tio) = 00 fiiri € {1,...,d}. Falls tjsn < 00, s0 ist fi(t) = 0(tico — )" fiir t T tico
und alle n € N. Falls 7., < 00, so gilt fiir allen € N

t~me™t fi(t) — oo, t — 00.

Weiterhin ezistieren fir jedes i € {1,...,d} ein sy € (to,lio) und eine C*° Funktion
Bi i [8i1, tico) — R, die fiir vy in tis flach ist und fir die §; ~ v; gilt, so dass die Funktion
©i © [si1, tico) — R, definiert durch

@i(t) == i(t) — log Bi(1),

asymptotisch parabolisch mit oberem Endpunkt tio, ist und auflerdem 1/p;"(t) ~ aZ(t) fiir
13 T tzoo mit Supy @;(t) = Teo-

Beweis Nach Proposition 2.17/ist [¢;(ts)| = 0o0. Weil die f; Dichten sind und f; ~ v;e™%
vorausgesetzt ist, muss 1;(t;o) = 00 und damit nach Proposition 2.17 7., > 0 gelten.

Sei nun t;,, < oo fiir ein beliebiges i € {1,...,d} und n € N. Dann gilt fiir ¢ T ;,, und
beliebiges to < t

(tico — ) "vi(t) exp(=2i(t)) = wi(t) exp(—thi(t) — nlog(tico — 1))
= t) exp ( —i(x x) dz — C’)

= v;(t)exp —/t tiool— x(zﬂg(:ﬂ)(tm —z)— @)dx - C

~
—o0 wegen (2.18)

— 0,

wobei C' := 1);(tg) + nlog(tieo —tg). Wegen der Taildquivalenz der f; folgt die Behauptung.
Sei nun 7., < oo fiir ein beliebiges i € {1,...,d} und weiterhin n € N. Dann folgt
implizit ¢;,, = oo aus Proposition 2.17 und es gilt fiir ¢t — oo

t7e™ (1) exp(—1i(t)) = vilt) exp(—i(t) + Toot — nlogt)

= y(t) exp (/tt <—@/J§(m) + Too — g) de — O)

0

= wes | [ L = v~ s - €

to N~
—o0 wegen (2.19)

— 00,

wobei C' 1= Y;(tg) — Tooto + nlogty.
Konstruiere f; fiir i € {1,...,d} zundchst wie in Proposition 2.7, Dann ist 3; flach fiir
Y5 in t;se mit §; ~ v; und es gilt ebenfalls nach Proposition 2.7 fiir t > s

o) = vt - S+ G
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— () - Uf(t)ﬁ/’(t)/ﬁz(t)az—((gi(t)ﬁé(t)/ﬁi(t)f

- wi”(t)u t T tzoo

Daher und aufgrund der strikten Konvexitéit von v; existiert ein t; € [s;1, tis0), SO dass
" (t) > 0 fiir t > ¢;. Sei o0BdA s;; = t;. Nun gilt zusétzlich nach Proposition 2.7/ fiir ¢ > s;

i) = vl - “i(t)ﬁgfft))/ =
—  Toos t T tico- (2.22)

Aufgrund der Konstruktion ist ¢; AP mit oberem Endpunkt ¢, und 1/¢;”(t) ~ oZ(t) fiir
t 1 tico. Daher und wegen (2.22) ist sup, ¢} (t) = Too. O

Die letzte Proposition dieses Abschnittes widmet sich der Frage, wann die momenten-
erzeugende Funktion von Dichten, wie sie im Satz 2.6/ vorkommen, endlich ist und wann
nicht.

Proposition 2.25 Die Zufallsvariable X habe die Dichte f ~ ve™, wobeit) : D +— R mit
Intervall D C R und oberem Endpunkt t., asymptotisch parabolisch mit Skalenfunktion o
1st und v : D +— R flach fiir ¢ in ty. Sei T > 0. Dann gilt

(1) := Ee™ < o0, 0<7 < Too.
Falls 7o, < 00, 50 ist ®(7,) = o0.

Beweis Sei v oBdA C?, ansonsten konstruiere man eine Funktion 3 : [s;,ts) — R
fiir ein s; € D wie im Beweis von Proposition 2.7, betrachte dann 3 anstelle von v und
verwende die Taildquivalenz von 3 und v.

Zunéchst sei angenommen, dass 7., < 0o und 7 < 7. Es folgt t,, = 0o, was man
anhand des ersten Teils des Beweises von Proposition 2.17 erkennen kann. Auflerdem
folgt nach (2.21) o(t) — oo fiir t — oo, weshalb (logv)'(t) — 0 wiederum fiir ¢ — oo nach
Proposition 2.7 folgt. Deshalb existiert fiir jedes € > 0 ein ty > 0, so dass

(logv)'(t) <€, Vit > to.
Wihle nun € > 0 so, dass 7 + 3¢ < To,. Dann gibt es ein t; > 0, so dass
P'(t) > T + 3e, Vit > t.

Wegen der letzten beiden Ungleichungen gilt

P'(t) > % (logv(t) + (T + €)t) + ¢, Vit > max{tg,t1} =: ts. (2.23)

Weiter existiert wegen t,, = 0o ein t3 > to, so dass

G(t — t2) — 10g V(tg) — (T + €>t2 + ¢(t2) > 0, vt > t3
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gilt und damit aufgrund von (2.23))

P(t) = /tt ' (z)dx + Y (t) > logv(t) + (T + €)t, Vit > ts. (2.24)

Definiere nun ¢ : D — R durch ¢(t) := 1(t) — logv(t). Wegen (2.24) folgt
o(t) — 1t > et, vt > t3,

weshalb nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz das Integral ftzo exp(Tt—(t))dt
konvergiert. Nun gilt ja

br) <o+ [ ettt = e+ [ explre+ log f(0)

t3 t3

Aus —p(t) ~ log f(t) fiir t — oo folgt die Endlichkeit von ®(7).

Sei nun 7,, = 00. Zu beachten ist, dass nun keine Aussage iiber ., moglich ist, was
aber nicht stort. Sei zunéchst t,, = co. Dann gibt es nach Proposition 2.7 fiir jedes € > 0
ein tg > 0, so dass

(logv)'(t) < €/o(t), Vit > to.

Nun ist noch zu zeigen, dass es ein t; > 0 gibt, so dass

P'(t) > T+2e+€/o(t), Vit > ty,
& o) (t) > o(t)(T+ 2€) + e

Sollte nicht o(t) — 0 fiir t — oo gelten, so ist die obere Ungleichung wegen 7., = oo
korrekt. Falls doch, so konvergiert die rechte Seite der unteren Ungleichung gegen ¢, die
linke divergiert jedoch nach Proposition 2.23 gegen co. Daraus folgt (2.23) und hieraus
wiederum die Endlichkeit von ®(7). Fiir t,, < co beachte man, dass fiir 7 € R}

oo
O(1) = / e f(t)dt < ™ < o

gilt.
Sei nun wieder 7., < 0o. Dann gelten t., = oo und (2.19) nach Korollar 2.18. Aufgrund
der Konvexitét von v existiert ein tq € D, so dass

e(t) < (t—to)d' (1) +¥(to), > to
Hieraus folgt fiir ¢t > tg

Falls nun gezeigt werden kann, dass logv(t) = o({7 — ¢/(t)}t) fiir t — oo, so folgt mit
(2.19), dass
Tool — (t) — 00, t — o0. (2.25)
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Falls nun nicht |logv(t)| — oo fiir t — oo gilt, so ist dies klar. Falls doch, so wendet man
die Regel von L’Hospital an, aus welcher

log v(t) N V'(t)
{700 —0'(1)}1 v(t)(7o0 — ¥/ (t) =" (1))
T
Y@ Yol o)
v(t)t v(t) <1
— 0, t — o0 -

nach Proposition 2.7/ und dem Beweis von Proposition 2.17 folgt. Dies ergibt (2.25). Weil
nun einerseits o
(I)(Too) — / eTootJrlOg f(t)dt

—00

gilt und andererseits log f(t) ~ —p(t) fiir t — 00, ist P(75,) = 0. O

2.3 Asymptotische Normalitit der exponentiellen Fa-
milie

Im folgenden Abschnitt wird das Konvergenz-Konzept der asymptotischen Normalitdt
mit exponentiellen Tails vorgestellt. Weiterhin wird die exponentielle Familie eingefiihrt.
Wie sich herausstellen wird, ist unter den Voraussetzungen von Satz 2.6 die exponentielle
Familie einer Zufallsvariable X; asymptotisch normal mit exponentiellen Tails. Daher ist
dieses Konvergenz-Konzept fiir den Beweis von Satz 2.6/ elementar.

Definition 2.26 Eine Folge von Zufallsvektoren X,, € R? mit n € N heif$t asymptotisch
normal (AN), wenn eine Folge affiner Transformationen o, : R? — R?, definiert durch
an(z) = A Y (x — a,) exzistiert, wobei A, : R — R? eine Folge invertierbarer linearer
Abbildungen ist und a, € R, so dass

an(X,) 2 U.

Hierbei ist der Zufallsvektor U standardnormalverteilt. Die Folge (X,,) ist asymptotisch
normal mit exponentiellen Tails (ANET), falls zusdtzlich die Vektoren o, (X,) Dichten
gn haben, welche folgende Bedingung erfillen: fiir jedes € > 0 existiert n. € N, so dass fiir
allen > n,

gn () — pa(x)| < eeI1®/e, xc RY (2.26)

wobei g die Dichte der Standardnormalverteilung auf R ist und ||-| die Euklidische
Norm. In diesem Sinne sagt man auch, die Folge von Dichten (gn)nen ist ANET.

Der Sinn hinter der Bezeichnung mit exponentiellen Tails erschliefit sich durch die
folgende Proposition.
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Proposition 2.27 FEine Folge von beschrinkten Dichten (g,)nen ist genau dann ANET,
wenn
gn(®) = @a(®), N — 00 (2.27)

lokal gleichmdfig fiir x € R? und fiir jedes noch so kleine € > 0 ein Indexr n. € N sowie
M > 1 existieren, so dass

gn() < e~ I1®l/e lz|| > M, n>n. (2.28)

Beweis Sei zunichst die Folge von Dichten (g, )neny ANET. Dann folgt (2.27) aus (2.26)).
Fiir den Beweis von (2.28) sei o0BdA g, (x) > @q(x). Setze M > 4/e. Dann gilt wegen (2.26)
fir n > n. und ||zf| > M

1 2
e o~ —l1T)7/2
gn(x) < ee + (27r)d/2e
< ol | TP/

< co /e (e—nazn/s)?

< e l/e | %e—nw/e

—|| L]
< e l@/e

wobei die Tatsache, dass t? < t/2 fiir 0 < ¢t < 1/2 gilt, unter der Annahme, das ¢ hierfiir
klein genug gewahlt wurde, mit einbezogen wurde.

Nun seien die Gleichungen (2.27) und (2.28) erfiillt. Aus (2.27) und der Beschaffenheit
der Dichte der Standardnormalverteilung folgen, dass g,(x) > 0 fiir hinreichend grofie
n € N und z € R? Daraus folgt

wa(x)

— 1, n — oo, & € R%
In(T)

Dies ergibt, dass fiir sdémtliche € > 0 ein N € N existiert, so dass

n(x) — palx
() - pu(@)] = |20 g @) < dgu(a. w2 N oeRL (229
Sei nun € > 0 beliebig klein. Definiere
¢ = ee M/ max g,(x),

wobei M die Konstante aus (2.28) bezogen auf e ist. Nach (2.29) existiert ein N € N, so
dass fir || < M und n > N

190 () — pa(@)| < &ga(@)] < e < e

gilt. Dies zusammen mit (2.28) ergibt (2.20). O

Die néchste Proposition zeigt, dass die ANET Eigenschaft unter affinen Surjektionen
beibehalten bleibt.
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Proposition 2.28 Die Folge von Zufallsvektoren X, € R? fir n € N mit beschrinkten
Dichten sei ANET. Sei vy, : R — R™ mit m < d eine Folge affiner Surjektionen, so dass

W, = v.(X,) 2, W, n — oo,

wober W ein m-dimensional normalverteilter Zufallsvektor mit nicht-singuldrer Kovari-
anzmatriz sei. Dann ist die Folge (W,,) ANET. Uberdies sind die bedingten Dichten fuw
von X, gegeben, dass W, = w ist, ANET.

Beweis Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei angenommen, dass W € R™ stan-
dardnormalverteilt ist,

X, 2 U e RY, n — 00,
wobei U ebenfalls standardnormalverteilt ist und +, die Projektion auf die ersten m
Koordination ist. Dies ist aufgrund der Definition 2.26 der ANET Konvergenz moglich.

X, habe die Dichte f,, auflerdem seien w € R™ und y € R¥™. ~,(X,,) habe die Dichte
Jn, fiir die

m(w = [ ilw gy

gilt. Die Dichte f,, (w, y) konvergiert lokal gleichméfig gegen ¢4(w, y), die Dichte der Stan-
dardnormalverteilung auf R?. Daher konvergiert g, (w) lokal gleichmiBig gegen ,, (w). Sei
nun € > 0. Dann gibt es nach (2.28) ein M > 1, so dass fiir ||w|| > M und n > n,

gn(w) < / e W Y/eqq < / e~ (WY e gy
Rd—m

Rd—m

e—|w||/e/ o 1Y/edy,
Rd—m

9(d-—m)/2
— —H’wll/ﬁ(d_ —1)! d—m
e m le
I'((d—m)/2)
< oW/
fiir hinreichend kleine €. Somit ist W,, ANET. Nun ist
n\W, m —-m
fojw(y) = fn(w.y) weR™, yeRI™ (2.30)

 Jpoew fo(w, x)da’

Sei w auf die abgeschlossene Kugel mit Radius > 0 um den Ursprung in R beschrénkt.
Deshalb folgt

frjw(y) — Pl ) _ pa-m(y),  n—oo, ye R,
Om(w)
wodurch (2.27) aufgrund der lokal gleichméfiigen Konvergenz von Zahler und Nenner
erfiillt wird. Weil der Nenner von (2.30) wegen der Beschrianktheit von w groer als eine
Konstante C' > 0 ist, reicht es zu zeigen, dass fiir € > 0 eine Konstante r’ > 0 existiert,
so dass fir n > n.

folw,y) < Ce IYIe || <7, [yl > 7.
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Dies ist jedoch der Fall, da ein ¢ > 0 beliebig kleiner gewéhlt werden kann, f,, ANET ist
und ein r” > 0 existiert, so dass

{llwll <7 llyll = r'} C{ll(w y)| ="}

Da r > 0 frei gewahlt werden kann, folgt die Aussage. a

Die folgende Proposition wird fiir den Beweis von Satz 2.6 benttigt.

Proposition 2.29 Sei X,, = (X,,1,...,Xn4) € R? fiir n € N eine Folge von Zufallsvek-
toren mit Dichten f, und unabhdngigen Randverteilungen, also f,(x) = H?:1 fni(z;) fir
z € R? und fni Dichte von X, ;. Auflerdem seien die f,; beschrinkt. Dann ist (X,,)nen
genau dann ANET, wenn simtliche (X, ;)nen ANET sind.

Beweis Die eine Richtung folgt aus Proposition 2.28. Seien jetzt also alle (X, ;)nen
ANET. Dann gilt f,;(z) — ¢(z) lokal gleichméBig fiir x € R und n — oo, wobei ¢ die

Dichte der Standardnormalverteilung sei. Dann gilt fiir := (zy,...,24) € R?
d
i=1
d
— [[en) " ewp(—1i/2)
i=1
= @m) Pep(—|zl?/2), n— oo

Weil die Randverteilungen lokal gleichméfig konvergieren, konvergieren auch die f,, lokal
gleichméBig. Damit gilt also (2.27). Sei nun € > 0 und € = ¢/2d. Wahle nun n. € N und
M > 1 so, dass fir alle i € {1,...,d}, |z| > M und n > n,

i) < e Hl/E

gilt. Setze nun
C, = max fni(z), C = glzanx C,.
i€{1,...,d}
Nach Voraussetzung ist C' < oco. Fiir ||«|| > dM ist mindestens ein |x;| > ||z||/d > M. Sei
nun ||z|| > max{dM, 2dé(d—1)log C'}, n > n. sowie ohne Beschrankung der Allgemeinheit

.....

< Ol lmde

1 .
= exp (—QTE(2||:B|| — 2dé(d — 1) log C’))

< o l®Ij2de _ /e

Hieraus folgt (2.28). O
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Definition 2.30 Die Funktion (-,-) : R x R — R definiere sich durch

d
<$, y> = Z$2yza T,y € Rd7
i=1

entspricht also dem kanonischen Skalarprodukt. Weiterhin sei 1; die Finheitsmatrix auf
dem R<.

In der folgenden Proposition wird die Konvergenz der momentenerzeugenden Funktio-
nen aufgezeigt, sofern eine asymptotisch normale Folge mit exponentiellen Tails vorliegt.

Proposition 2.31 Sei X,, € R? firn € N ANET und Y, = A, (X, — a,) 2, U,

wobei U eine standardnormalverteilte Dichte auf R habe. Dann konvergiert die Folge der
momentenerzeugenden Funktionen von Y, gegen die momentenerzeugende Funktion der
Standardnormalverteilung. Ezplizit heifit dies, dass

Ee<t’ Y.) e||t||2/2, teRY n— 0.

Beweis Sei t € RY. Wihle € > 0 so, dass 1/e > 1 + ||#||. Die Dichte g,, von Y,, geniigt
dann fiir n > n, und ||y|| > M der Ungleichung

oY) g () < elltlYle-1I/e < o191

wobei (2.28) und die Cauchy Schwarz’sche Ungleichung Einzug fanden. Unter Verwendung
des Satzes von der majorisierten Konvergenz folgt die Aussage. a

Korollar 2.32 FEs gelten die Voraussetzungen von Proposition 2.31. Dann konvergieren
die Momente von Y, gegen die von U. Weiterhin seien p, die Erwartung und ¥, die
Kovarianz von X,,. Dann gilt A, (1, — a,) — 0 und ALY, A, — 1 fiir n — .

Die folgende Proposition zeigt eine ebenso einfache wie bedeutungsvolle Méglichkeit
auf, eine Folge von Dichten (f,),en als ANET zu charakterisieren.

Proposition 2.33 Sei (f,)nen €ine Folge beschrinkter Dichten von Zufallsvektoren auf
dem R%, so dass
fo(@)

— s =1 n — oo
coe P2

gleichmifsig auf beschrinkten x-Mengen des R, Sei nun (Vn)nen eine Folge konvezer
Funktionen. Falls Konstanten L > 0, N € N und M > 1 existieren, so dass fiirn > N
und ||x|| > L die Ungleichungen

fal@) < e ®
fn(m) > efwn(m) /M
gelten, dann folgt

Cp — n — 00

(2m)i/2’
und die Folge (fp)nen ist ANET.
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Beweis Es miissen neben dem Grenzwert von ¢, (2.27) und (2.28)) gezeigt werden. Sei
K C R? eine Kugel mit Radius 7 > 0 um den Ursprung. Aufgrund der Voraussetzung gilt

lim/ fn(w)d:c:/ o 1224y, (2.31)
K n K

n—o00 C

wobei man mit der rechten Seite beliebig nahe an (27)%2 heran kommt, da r beliebig
grof} gewéhlt werden kann. Weil f,, Dichten sind, kommt man durch die Integration von
fn iiber eine grofle Kugel beliebig nahe an 1 heran. Hieraus folgt, dass

1
(27)4/2

Cp —

und dass f, gleichmiBig auf beschrinkten x-Mengen des R? gegen die Dichte der Stan-
dardnormalverteilung konvergiert, mithin gilt also (2.27).
Sei nun € > 0. Wihle nun n. € N so, dass fiir ein beliebiges £ € R? und n > n,

fo()
el < Lte
2l
= fo(x) < exp 5 + log ¢, + log(1 +¢)

gilt. Aufgrund der Voraussetzung f,(x) > e %@ /M auf ||z|| > L und n > N folgt
hieraus fiir ||z|| > L und n > max{N,n.}

2
—p(x) —logM < —@ +log ¢, + log(1 +¢€)
[ElR

5 —loge, —log(1 +¢€) — log M.

= Uy () >
Es folgt also, dass fiir ||«|| > L und n > max{N,n.}
fol@) < e~ ¥n(®) - —lIT?/2+10g cn+log(1+e)+log M
gilt. Nun existiert nach dem ersten Teil des Beweises ein n. € N, so dass
log ¢, < log ((1+€)(2m)™%?) = —d/2log 2m + log(1 + ¢), n>n,
gilt. Mit C' := 2log(1+¢€) +log M — d/2log 27 folgt fiir ||| > L und n > max{N,n.,n.}

—|| L]
< @

falls L grofer ist, als die Nullstellen des Polynoms ||z||*/2 — ||«|| /e — C'. Hieraus ergibt
sich (2.28)). O

Die folgende Aussage ist eine einfache Konsequenz von Proposition 2.33.
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Proposition 2.34 Sei f,(x) = e @ fir n € N die Dichte eines Zufallsvektors auf
dem R? und auferdem 1, : R? — R konvex und in C?. Falls 1 (0) — 0 und v, (x) — I,
gleichmipig auf beschrinkten x-Mengen des RY, jeweils fiir n — oo, dann ist die Folge
(fn)nEN ANET.

Beweis Fiir z € R? existiert nach dem Satz von Taylor ein 7 € [0, 1], so dass

Un(@) = 6,(0) + ¥4 (O)e + STy (rm)a

gilt. Aufgrund der Tatsache, dass die f,, Dichten sind, folgt also ,(0) — log(27)d/2 fiir
n — oo und damit )
]|

d
() — 5 log(2m) + 5

gleichmiiBig auf beschrinkten z-Mengen des R%. Dadurch geniigen die f, den Vorausset-
zungen von Proposition 2.33. O

Definition 2.35 Sei X ein Zufallsvektor auf dem RY mit einer Dichte f. Mit
O(1) = Ee<T7X>, T eR?
wird die momentenerzeugende Funktion von X definiert. Weiterhin sei
A= {1 € RY®(T) < 00}.

Die zu [ assoziierte exponentielle Familie von Dichten ffX wird fir T € A durch
T
x () = TP f(x)/D(T), z c R? (2.32)
T
definiert. Der mit ffX assoziierte Zufallsvektor wird mit X+ bezeichnet.
T

Das folgende, so genannte Stetigkeitslemma findet sich zum Beispiel in [2] und wird
unter Anderem zum Beweis von Proposition 2.37 benotigt.

Lemma 2.36 Es seien [ CR, f:Q x I — R messbar, p ein Maf$ auf Q und 19 € I, so
dass gelten:

(a) fir jedes T € I ist f(-,7) € L*(p),
(b) fiir fast alle w € Q ist f(w,-) stetig in 79,
(c) Es gibt eine Umgebung U von 1y, so dass sup,¢y |f(+,7)| € L' ().

Dann ist die Abbildung [ f(w,-)u(dw) stetig in 7.

Beweis Siehe Lemma 16.1, [2]. O

Nachfolgend zwei niitzliche Eigenschaften der exponentiellen Familie.
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Proposition 2.37 Sei X eine Zufallsvariable auf R und A C R Borel-messbar. Dann
gelten

P(X € A)=FE (e*TXqXTGA) Ee™™,  7>0 (2.33)
und o B
(€X), £ cX..,  ¢,7>0. (2.34)

Hat X eine Dichte f ~ ve™", wobei ) : D +— R mit Intervall D C R und oberem Endpunkt
teo asymptotisch parabolisch mit 7o > 0 ist und v : D — R flach fiir 1 in to,, dann ist
(1) = Ee™ stetig fiir alle 0 < 7 < T

Beweis Es gilt zunéchst

Ee™*E (e_TXT 1)2.764) — CI)(T) /Ae_thXT (t)dt W =

I
iy
2

und auflerdem

P((cX), € 4) = /A fiox, (Dt
) /e”f(t/C)/cdt
A

EeTcX

= fx., (x)dx
Alc
= P ()_(CT S A/c) =P (CXCT € A) )
Hieraus folgen die Gleichungen (2.33) und (2.34).
Nun habe X die beschriebene Dichte f. Sei 0 < 7 < 7. Dann ist

O(1) = /emf(x)dx < 00
nach Proposition 2.25. Weiterhin ist e™ f(z) stetig in 7. Und weil

™ f(2)| = e™ f(x)

ist, sind damit die drei Bedingungen von Lemma 2.36 erfiillt. Weil 7 frei gewahlt war, ist
® stetig auf [0, 7). 0

Proposition 2.38 Seien X1,..., Xy fird € N unabhdngige Zufallsvariablen mit Dichten
fi,--o, fa. Wenn fir 7 > 0 simtliche momentenerzeugenden Funktionen ®;(7) endlich
sind, dann guilt

(X1+...+Xd)Ti(X1)7+...+(Xd)T = X1, + ...+ Xy,
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Beweis Definiere Xy := X; + ... + Xy und bezeichne mit fx, die Dichte der Zu-

fallsvariable X;, und mit g, die der Zufallsvariable (X1 +...+ Xd)T' Weiter sei ®(7)
die momentenerzeugende Funktion und f, die Dichte von X,. Dann gilt aufgrund der
Unabhéngigkeit der X;

d
®(r) = Ee™¥0 = HEeTX []2:()
=1

Es folgt aus den Gesetzen der Faltung

(t) = /.../[ﬁexp (T{t—gtz}) fi (t—gti)'

H{exp (1t;) fi(t; ]Hdtl

Gl S

e 1

Tt
= _ i = t
q)(T) ( z—lf) ( ) cb( ) fO( )
= onﬂ— <t)
Hierbei sei ® das Faltungssymbol. Es folgt die Behauptung. a

Der folgende Satz zeigt die ANET-Konvergenz der exponentiellen Familie der Dichten
fi aus Satz 2.6, der zentralen Aussage des Kapitels, auf und ist entsprechend von elementa-

rer Bedeutung fiir den Beweis von Satz 2.6. Wir benétigen hier nur den eindimensionalen
Fall.

Satz 2.39 Die Zufallsvariable X habe eine beschrinkte Dichte f ~ ve™", wobei die Funk-
tion 1 : D +— R AP mit Intervall D C R, rechtem Endpunkt t,, > 0 und Skalenfunktion o
ist und v : D — R flach fiir ¢ in to,. Seien 7o =sup, ¥'(t), A :=¢'(D) und fx. sowie A
definiert wie in Definition 2.35. Dann ist AN [0,00) = [0, 7o) und q(7) := (¢')(7) — teo
genau dann, wenn T — Ts. Die normalisierten Dichten

g%, (u) = o(q(7)) fx,(q(1) + o(q(T))u), uweR, T€A

sind ANET. Die momentenerzeugende Funktion ®(7) von X und die konvexr Konjugierte
Y* von 1 hingen durch das asymptotische Verhalten

(1) ~ V2 (q(1)o(q(r))e? ™, T — T (2.35)

Beweis Weil f eine Dichte ist und wegen der Taildquivalenz von f und Proposition 2.17
gilt 7. > 0. Aus Proposition 2.25 folgt A N [0,00) = [0, 7). Weiterhin ist ¢(7) — too
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genau dann, wenn 7 — T, da ¢’ auf D streng monoton steigt und 7., = sup ¢¥’(D). Setze
nun z := ¢(7) + o(q(7))u fir 7 € A und

ro(u) = %qf C W+ o) — b(t) —uo(P (1)), uER, teD.

Dann gilt mit 7 € A, Proposition 2.15/und ¢ = ¢(7)

re () = ra(r)+ rola(r)u—b{a(r) + ola(r))u)
= W)+ la(r) + Tola(r))u — la(r) + ola(r))u)
Y(r) = (0t + o6)u) = 9(6) — uo (61
= W)~ 5o )
= ¢*<T) — %uQ + To(r) (u)

Weil nun, wie vorhin gezeigt, ¢(7) — to genau dann gilt, wenn 7 — 7., gilt, verschwindet
der Restterm gleichméflig auf beschrankten u-Mengen fiir 7 — 7., aufgrund von Proposi-
tion 2.22. Setze nun

() = v(q(t))o(q(1))e?" D jd(7), TEANA.
Aufgrund des eben Gezeigten, der Voraussetzungen an f und der Flachheit von v folgt

9x,(w) _ o(q(7))fx,(a(T) + o(q(7))u)
o(7) v(q(r))o(q(r))e )
_ Sz (@) $) Py

( e ®(7)

)
~ A oxpre — o) — v7(0)

.2
— e/ T — Too

o(7)

A

gleichméfig auf beschrankten u-Mengen.

Um Proposition 2.33 auf gg_ anwenden zu kénnen, schliefen wir den negativen Expo-
nenten der Dichte g zwischen zwei konvexen Funktionen ein und zwar folgendermaflen:
nach Proposition 2.24! existieren ein s; € D und ¢ : [s1,ts) — R, so dass f ~ e™¥ und
v € AP(t) ist. Setze nun ¢ beliebig auf D fort, so dass ¢ : D +— R weiterhin strikt
konvex und in C? ist und auBerdem (D) = A gilt. Wir kénnen davon ausgehen, dass

1/2 < f(u)e¥™ < 2

auf einer linken Umgebung von t.., sagen wir auf u € [tg, ) mit o > 0. Es gilt also fiir
u € [to, too)

fluer®/e < 2/e<1
= flu)er®—1 < 1
N fu) < e-(p-D),
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Andersherum gerechnet ergibt sich fiir u € [tg, 1)

flu)efWe > e/2>1
= flu) > e (Pw=1=2

Wiihle nun M > 1 — ¢(ty), so dass f(t) < eM fiir t € R. Definiere nun

1 (u) ::{ o e oo

SO(U) - 17 u € (t()?tOO)

Insgesamt gilt f(u) < e 1™ fiir 4 € R. Sei nun ¢ : (—00,%s) — R die konvexe Hiille
von 1, woraus @o(u) < ¢1(u) und damit

flu) <e M 4 eR (2.36)

folgt. Es gilt ¢* € AP(7) nach Proposition 2.16. Wegen (¢*)'(7) = (¢')"(7) fir 7 € A
nach Proposition 2.15 folgt aus Proposition 2.17 und Proposition 2.15 ¢*(7,) = 00, also

(@) (1) =) (1)) = oo, 717 (2.37)
falls sup, (¢*) (1) = teo > 0, was jedoch nach Voraussetzung der Fall ist. Setzt man
u=(¢)"(7) in (2.37), so folgt

Nun ist

o = ) + /()00 = ) = (ol — ) (1- —EX )
' (w)u — p(u)
der Wert der Linearisierung von ¢ in v € D an der Stelle #y. Ist nun 7, < oo, so folgt
aufgrund des eben Gezeigten vy, — —oo fiir u | to. Falls 7., = 00, so gilt mit der Regel
von L’Hospital

/ t iz t t
SO(U)D — SO(U)O —0<1 UTtooa

P (wu—p(u)  "(wu+@(u) —¢'(u)  tx

und damit y,, — —oo fiir u T t.. Hieraus folgt, dass ein ¢; € (tg, ) existiert, so dass
wo(u) = @(u) — 1 fiir u € (¢1,t) gilt und daher auch

fu) >e =2 4 e (t,ty). (2.38)
Definiere nun h,(u) := q¢(7) + o(q(7))u fiir v € R und 7 € A und die Funktion
pr(u) = wo(hr(u)) = The(u) —logo(q(r)) +log®(r), uweR, T€A

welche konvex in w ist, da ¢y konvex ist und h, affin mit strikt positiver Steigung.
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Sei nun 7 € A. Es folgt, dass einerseits fiir u € R wegen (2.36))

I
Q

I

Q
/N TN N

Q

\]
— N

gx, (u)

IN
Q

= exp(—{wo(h,(u)) — Th (u) —logo(q(T)) + log ®(7)})

Il
@
e
o

|
S
3
£

gilt. Nun existiert nach Proposition 2.22 fiir jedes r > 0 ein ¢y € (t1,ts), so dass fiir alle
t e (tg, too)

[t —o(t)r,t+o(t)r] C (t1,te0)
gilt. Fiir u € R existiert also hinreichend grofle 7 € A, sagen wir 7 € (7, 7o) fiir 7, € A,
so dass h,(u) € (t1,ts). Hieraus und mit (2.38) folgt fur ueR

gx, (1) > o(q(r))eMem ol ()22 /(1)
= exp(—{¢o(hr(u)) — Th,(u) —logo(q(r)) +1log ®(7)} — 2)
exp(—p-(u))

= 6—27 T € (Tua’roo)-

Nun kann Proposition 2.33 angewendet werden, woraus folgt, dass gx, fiir 7 — 7. ANET
ist. Speziell folgt ¢(7) — 1/v/2m, was zu Gleichung (2.35) fiihrt. O

2.4 Der Beweis

Bemerkung Mit der Dichte f; einer Zufallsvariable X; fiir ¢ € N wird im eindimensio-
nalen Fall die exponentielle Familie von Dichten fx, ~mit zugehorigen Zufallsvariablen
)_(w in Verbindung gebracht.

Beweis von Satz 2.6 Sei f die Dichte des Zufallsvektors X = (X3,...,X,;) mit un-
abhiingigen Komponenten X;, deren Dichten f; ~ ve=%i fiir i € {1,...,d} den Voraus-
setzungen von Satz 2.6/ gentigen. Die exponentielle Familie der Dichten fg, =~ wurde in
(2.32) definiert. Setze A = (7,...,7) € R¢mit 7 € A := [0, 7,) und sei die Zufallsvariable
U ~ N(0,1) verteilt. Wendet man nun Satz 2.39 an, so ergibt sich, dass die normalisierten
Dichten fiir ¢ € {1,...,d}

9x,., (wi) = 0i(qi(7)) fx,, (0:(7) + 0i(q(T))w), TEA u €R
ANET sind fiir 7 — 7, und fiir die dazugehorigen Zufallsvariablen

Xw - Qi(T) 9
5 = U’ T — TOO7 239
@) (2:59)

folgt. Sei u := (u1,...,uq) € R? und setze Yy := (Yi,,...,Ys,). Weil die f; unabhingig
sind, hat Y, Dichte [] 9gx, - Sie ist nach Proposition 2.29 ebenso ANET und es gilt fiir

Vi =
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u e R?Y

d

Imem»=:IIm% )fx,. (@i(7) + 0ilgi(T)w;)

~ ﬁ (e—ufﬂ/\/%) , T = Too- (2.40)

Wegen (2.39) folgt aus Korollar 2.32] dass
EXi,T —qi(7)
i(q(7))

Nach Proposition 2.29/ und Proposition 2.28 ist die Summe XO,T = XLT +...+ de mit
der Dichte fg, fiir 7 — 7o ANET und es gilt fiir u € R

Var(X;,) ~ 07(g;(7)), und — 0, T — Too- (2.41)

0(a0(7)) o (00(7) + o(qo(T))u) — ™/ /Vor, 17— 7y, (2.42)

wobei aufgrund von (2.41)) und des Satzes von der Typenkonvergenz fiir 7 € A

oo(q(7)) = ot(qa(r) + ...+ 03(qa(r)),
@(T) = q(1)+...+ qa(7)

gelten muss; vergleiche hierzu Korollar 2.32. Seien ¢(7) := (qi(7),...,qu(7)) fiir 7 € A
und fy die Dichte der Zufallsvariable X := X +...+ Xj4. Setzt man nun in (2.40) v =0
bzw. in (2.42) u = 0, so ergeben sich jeweils fiir 7 — 7

HfXW(qi(T)) = HeTqi(T)fi(%(T))/EeTXi

1

d —
e f(q(r) [EeA ) LT (aila(r))ver)  (243)
i=1
und anhand von Proposition 2.38

[0, (a0(T)) = ™) fo(go(T)) /B0 ~ <Uo(qo(7))\/%> _1. (2.44)

Die Definition von A ergibt Ee™° = Ee{AX). Entsprechend folgt aus (2.43) und (2.44),

dass
oy Midoaovemy
fo(gqo(7)) o0(qo(r))V2r fla(7)), 0

Schreibt man nun f(¢(7)) = H?:l vi(q;(7))e @) fiir 1 € A, was aus der Unabhiingig-
keit der Randverteilungen von X folgt, so erglbt sich

mmm~“ﬂ“mmM@mN%%w(§ﬂmmﬁ’ T

UO(CIO(T))\/%
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Wenn nun 1y und v geschrieben werden, wie in (2.7) und (2.9), also fiir 7 € A

S ot ooy — i o)) v2r}
olan(r) = 3 _vilan), wolan(r) = PR ,

und substituiert man ¢ = qo(7), so ergibt sich die beschriebene Tail-Aquivalenz
folt) ~ p(t)e ™Dt St e

Nun ist ja gerade ¢}(7) = 0Z(¢:(7)) fiir 7 € A. Differenziert man jetzt Gleichung (2.7), so
ergibt sich

d

Yolao(r))ao(7) = D ¥ilai(r))gi(7) = ZTQ§(T) =7q(7), TEA

i=1

Daraus folgen ¢{(to) = Too und auBerdem - weil gy stetig und streng monoton wachsend
ist - qo(7) = (¢) (7) fiir 7 € A. Differenziert man Letzteres unter Verwendung der
Definitionen von ¢y und o3, so ergibt sich

d
m - ZOE(%(T» =05(qo(7)),  TEA,

woraus oa(t) = 1 /1" () fiir t € [dt, o) folgt.

Noch bleibt zu zeigen, dass 1y asymptotisch parabolisch und 1 flach fiir ¥y in . ist.
Die erste Aussage folgt daraus, dass die Funktionen v} eingeschrénkt auf A nach Propo-
sition 2.16/ asymptotisch parabolisch mit dem gemeinsamen Endpunkt 7., sind. Daraus
ergibt sich, dass die Funktion v¢§ := ¢] + ... + ¢ eingeschrénkt auf A nach Proposition
2.13(b) in AP(7.) ist, weshalb ¢§* eingeschréinkt auf [dty, t») wiederum nach Propositi-
on 2.16 in AP(ty) ist. Nun ist nach Proposition 2.15 gerade 1y = 1§* eingeschrankt auf
[dto, ts).

Definiere nun fiir 7 € A

5i(qi(r)) = V2moi(q(T))vi(ai(r)),  ie{l,...,d},
do(qo(7)) = H5i(Qi(7))I\/%UO(QO(T))VO(QO(T))-

Fiir sémtliche 7 ist Funktionen ¢; nach Proposition 2.19 fiir 1; flach in t;,,, da es die
Faktoren o; und v; nach den Voraussetzungen (2.4) und (2.5) ebenfalls sind. Die Funk-
tion &; : A — R (siche Definition 2.20) ist nach Proposition 2.21] flach in 7 fiir ¢}
eingeschrankt auf A. Nun gilt fiir die Skalenfunktion sy von ¢ fir 7 € A
So(T) = ! = ! < ! = s;(7), Vie{l,...,d}.
Wo)"(T) /S () (r) (¥7)"(7)

i=1\"1

Dies impliziert sy < mins; auf A. Daher ist §; auch fiir % = 3 4¢F eingeschriinkt auf
A flach in 7. Also ist nach Proposition 2.19 auch das Produkt dy := 6; - ... - 04 fiir ¢
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eingeschrankt auf A flach in 7. Daher ist nach Proposition 2.21 dy fiir Yo (da ¥ nur auf
[dto, te) definiert ist) flach in t,. Nun gilt genau deshalb aber nach Definition 2.20

A

do(qo(7)) = doldy (90(7))) = do(T)
= 6(7) ... - 04(1) = 01(qu (7)) - ...+ balqa(T))
= 50(Q0(7')), T € A,

was zeigt, dass dg flach fiir ¥y in t., ist und daher auch

do
ooV 21 .

Vg =



Kapitel 3

Tailverhalten und Anziehungsbereich
fiir endliche Summen von

MA (0c0)-Prozessen

In diesem Kapitel wird das Extremwertverhalten von endlichen Summen unabhéngiger
unendlicher Moving Average Prozesse, im Folgenden mit (Y},),ez bezeichnet, analysiert.
Speziell werden an die Innovationen dieses Prozesses Voraussetzungen gestellt, die denen
von Satz 2.6/ entsprechen. Unter zusétzlichen Voraussetzungen kann gezeigt werden, dass
die exponentielle Familie von Y,, ANET ist. Dadurch ist es moglich, in Satz 3.8 das asym-
ptotische Verhalten der Tails von Y,, zu bestimmen. Weiterhin kann in Satz 3.18 gezeigt
werden, dass die mit (Y},),ez assoziierte i.i.d. Folge im Anziehungsbereich der Gumbel
Verteilung liegt.

Die eben genannten Sétze sind die zentralen Aussagen dieses Kapitels. Zuvor werden
die Voraussetzungen, welche an (Y},),ecz gemacht werden, aufgefithrt und besprochen.

Das Kapitel hélt sich eng an [7] und erweitert dieses ausschliefllich auf endliche Sum-
men unabhéngiger unendlicher Moving Average Prozesse.

Definition 3.1 Sei (Z;);cz eine Folge identisch verteilter, unkorrelierter Zufallsvariablen
mit E|Zy| < oo. Sei weiter (¢;)icz eine absolut summierbare Zahlenfolge. Dann wird die
durch

Yn = i CiZnJri’ nez

definierte Folge von Zufallsvariablen als unendlicher Moving Average (kurz: MA(o0))
Prozess bezeichnet. Weiter nennt man (Z;);cz die Innovationen des M A(oco) Prozesses.

Bemerkung In unserem Fall werden die Innovationen sogar unabhéngig und nicht nur
unkorreliert sein.

Definition 3.2 FEine Folge von Zufallsvariablen (Y, )nez heifit strikt stationér, wenn fir
alle h, ty,...,t, € Z undn € N

(Ytu s 7}/tn) i (}/t1+h7 s 7Ytn+h)

35



KAPITEL 3. ENDLICHE SUMMEN UNABHANGIGER MA(oc0)-PROZESSEN 36

gilt.

.....

negativer reeller Zahlen, nicht alle gleich Null. Fir k € {1,..., K} haben die Zufalls-
variablen Zy endlichen Erwartungswert. Weiter existiere eine Folge von Zufallsvariablen
(Zik)icz- Hierbei sei Z; . identisch verteilt wie Zy, firi € Z und k € {1, ..., K'}. Zusdtzlich

seien alle (¢;xZik)iczkefr,...k} unabhdngig.

.....

Definition 3.4 FEs gelte die Voraussetzung 3.3l Dann st

o0

Y, = Z Z CikDnti ks nez (3.1)

k=1 i=—o0

eine endliche Summe von unabhéngigen MA (oo)-Prozessen.

Die nachfolgende Voraussetzung erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.6/ und macht
entsprechend eine Anwendung desselben moglich.

Voraussetzung 3.5 Es sei Voraussetzung 3.3 erfillt. Fir k € {1,..., K} habe Z die
Dichte fi. Diese sei beschrdankt und geniige der Gleichung

fe(t) = wi(t) exp (=¢(t)), = tox, (3.2)

wobei to), € R und vy, Uy : [tox, 00) — R und zusditzlich ¥y, € C?, ) (tox) = 0, auferdem
YPr(00) = oo, " strikt positiv auf [toy,o0) und 1/y/1;" selbst-vernachlissigend in oo
gelten. Die Funktion vy, sei messbar und flach fir 1y in oo.

In der nachfolgenden Definition werden die meisten der in diesem Kapitel verwendeten
Funktionen eingefiihrt. Die Notation hélt sich moglichst nahe an die des zweiten Kapitels.
So sind fiir beliebiges £ die Zufallsvariablen X;; und die Funktionen ¢;; analog zu den
X, und ¢; des vergangenen Kapitels. Zu beachten ist, dass die Uz . den o2 o ¢; des vor-
angegangenen Kapitels entsprechen. Auflerdem ist ¢., mit gy aus Kapitel 2 vergleichbar
und 02 mit 02 o go. Hier wurde die Notation veréndert, um explizit auf die nicht endliche
Anzahl der Summanden von ¢, und o2, hinzuweisen.

Definition 3.6 Es gelte die Voraussetzung 3.5. Definiere fir v € [0,00), i € Z und
ke{l,...,K}

Xik CikZi s
D, (1) Ee™Xik
®(1) = Ee™,
@(T) = () (1),
Gik(T) = cipqr(cirT),
oi(r) = qi(r) = 1/8" (gi(7)),
UZk(T) = qg,k(T) = C?,k/l/)k”(CIk(Cz’,kT))a
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K

Gol7) = D Y aik(7)

k=1 it=—00
K

05(T) = ZZ ) = (7).

k=1 i=—o00

Bemerkung Sei Voraussetzung 3.5 erfiillt und (Y},),ez definiert wie in (3.1). Aus der
Minkowski’schen Ungleichung folgt

K o)
ElY,| < Z Z ci kBl Zk| < o0.

k=1 i=—o00

AuBerdem ist (Y},)nez strikt stationér nach Definition [3.2.
Fiir k € {1,..., K} folgt, dass ¢, € C' und streng monoton wachsend ist. AuBerdem
bildet g; die Menge [0, c0) auf [t , 00) ab. Weil

Z Z |cik] < o0 (3.3)

k=1 it=—00

und wegen 1" > 0 auf [tox, 00) sind die Funktionen ¢, und o2 wohldefiniert. Hierbei

gilt
K 00
(o - [07 OO) = [Z Z tO,kci,ka OO) .

k=1 i=—00
Zusétzlich ist ¢, streng monoton wachsend, aufgrund der Stetigkeit also invertierbar.
Auflerdem gilt

Z Z oi k(1) < 00, >0 (3.4)

wegen (3.3). Die Zufallsvariable X aus Definition 3.2 habe die Dichte h; x, fiir die nach
dem Transformationssatz fiir Dichten mit x € R, i € Z und k € {1,..., K}

hzk(iﬁ) = fk(x/ci,k)/ci,k
gilt. Daher gilt ®; ;(7) = Ee™i* < oo fiir 7 > 0 nach Proposition [2.25.
Mit der nachfolgende Voraussetzung ist es moglich, auch die ANET Eigenschaft der

exponentiellen Familie von abzéhlbar unendlichen Summen von Zufallsvariablen, die den
Voraussetzungen von Satz 2.6 geniigen, nachzuweisen.

Voraussetzung 3.7 Sei (¢ )iczrc(1
folgenden beiden Bedingungen:

Ky wie in Voraussetzung3.3. Zusdtzlich gelten die

.....

K 2
_ o O (T
lim lim sup 2kt ZQIZN” +(7) =0, (3.5)
e o2(7)
K
- D ket Z|7j|>m 0ii(T)
lim lim sup

m—oo  r 00 000 (7-)

= 0. (3.6)
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Bemerkung Manchmal werden die Indizes, iiber die summiert wird, im Folgenden
verkiirzt dargestellt. Hierbei bedeuten

D=3 ()
und )

D=3

k,Jil<m k=1i=—m

Vergleichbare Abkiirzungen der Indizes sind auf oben beschriebene Weise zu interpretie-
ren.

3.1 Tailverhalten

Dieser Abschnitt setzt sich mit dem Tailverhalten der Zufallsvariable Y, 4 Yy fiirn € Z,
welche in Gleichung (3.1) definiert wurde, auseinander. Der Beweis des Satzes 3.8, welcher
wiederum das Tailverhalten beschreibt, ist kompliziert und benotigt einige Hilfslemmas,
bevor er am Ende des Abschnittes folgt.

Satz 3.8 Wenn die Voraussetzungen 3.5 und 3.7 erfillt sind, dann folgt

P (Z Z CikZik > qoo(T)> ~ eXp(\/_%];(Tzr)MT), T — 00. (3.7)

Weiter gibt es eine Funktion p(1) = o(1/0x0(T)), T — 00, so dass firt — oo

Ko exp (= [P, [0 () + plaz ()] dv)
' (Zz;) e t) ) Vg ()7 (az(0)

gilt, wobei 1/0s(T) = 0o(T), T — 00, so dass der erste Term des Integranden dominiert.

k=1 it=—o00

(3.8)

Das folgende Lemma zeigt die ANET Eigenschaft der exponentiellen Familie (Zj. ,),>0
der Zufallsvariable Z; aus Voraussetzung 3.5

Lemma 3.9 Es sei die Voraussetzung 3.5 erfiillt. Dann ist [{Zy. — qu(7)}/0%(T)]r>0 fiir
ke{l,...,K} ANET und es gilt
Zk:,r — qi(7)
ok (T)

wobei die Zufallsvariable U standardnormalverteilt sei.

— U, T — 00,

Beweis Die Zufallsvariable Z; erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.39. Fiir die Dich-
te gz, . der Zufallsvariable {Z; . — qi(7)}/o%(7) gilt nach dem Transformationssatz fiir
Dichten

QZ,M(U) = Uk(T)ka,T(Qk:(T) + ow(T)u),
Diese Dichte entspricht bei genauer Betrachtung der Definition von o (7) in der Definition
3.6 genau der normalisierten Dichte aus Satz 2.39. a
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Bemerkung Mit der Dichte h;, einer Zufallsvariable X, aus Definition 3.6/ wird die
exponentielle Familie von Dichten fx, , = mit zugehorigen Zufallsvariablen X, - fir 7 > 0
in Verbindung gebracht.

Lemma 3.10 Es seien die Voraussetzungen 3.5 und 3.7 erfillt. Dann existiert die mo-
mentenerzeugende Funktion ® von Zkﬂ. Xik = Z,“ CikZiy und ist endlich fir alle 7 >0

und es gilt
K 00
=11 II ®s(=)., >0,
k=11i=—o00
sowie
i1ogc1> Z Z —1ogc1>m Z Z EXipr,  T2>0,
k=1 i=—o00 k=1 1i=—o00

wobei sowohl die Summe als auch das Produkt auf Teilmengen von [0, oo) gleichmdfsig
konvergieren. Die mit Zkl ik assoziierte exponentielle Familie ist (D, . X i Xik )r>0, Wobei
die Summe fiir alle T > 0 fast sicher absolut konvergiert.

Beweis Seien im weiteren Verlauf i € Z, k € {1,..., K} und 7 > 0. Aufgrund der
Definition 2.35 der exponentiellen Familie folgt

E (X; e ¥k < k(e dt  qd, d d
( 7ke ) — f—OO ’k( ) — ’57}9(7—)/ T —- log (bLk(T)-
D, (1) D, (1) D, x(7) dr

Weiterhin gilt fiir 7 > 0 wegen E|X; x| < oo

EXi,k,T =

_ tle™h; 1 (t)dt thix( te™ h, . (t)dt
B - L ha0a_ JO sl e ()t
D, (1) . P, (T ) ) D ()
=: g<oo
[ elm Dy, (1) dt
< C+2° :
(I)i,k(T)
- 0+ T o
(I)@k(T)

Da 7 > 0 beliebig war, ist die dritte und damit auch die erste Bedingung von Lemma
2.30] erfiillt. Die zweite Bedingung wird durch die Stetigkeit von ®; ;(7) erfiillt. Deshalb
ist die Funktion

7 E| X1,

auf [0, 00) stetig nach Lemma 2.36. Weil nach Lemma 3.9

{Zkr — a(r)}/ok(T)]r20

ANET ist und gegen eine N (0, 1) verteilte Zufallsvariable konvergiert, konvergiert nach
Proposition 2.31 fiir 7 — oo das absolute Moment

E|{Zl€,7' — qr(7)}/on(7)]
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gegen das einer N(0, 1) verteilten Zufallsvariable, namlich (2/7)"/2. Auerdem sind nach
Voraussetzung 3.5, den eben gemachten Berechnungen und (2.34) E|Z; .|, 1/o4(7) und
qx(7) auf kompakten Teilintervallen von [0, 0o) beschriankt. Daher existiert eine Konstante
C' >0, so dass

E|Zyr — ai(7)| < Coy(T)

fiir alle 7 > 0. Weil nach Definition 3.6, Voraussetzung 3.5/ und (2.34)

Xi,k,r - Qi,k(T) = (Ci,kZi,k>‘r - Ci,ka(Ci,kT) 4 Cik (Zk,cz,kr - Qk(ci,kT))
gilt, folgt

E|Xinr — qx(T)] < Coip(r), Vr >0, VieZ, Yke{l,...,K}. (3.9)
Insbesondere gilt fiir sémtliche s > 0

sup E| X1, < C sup oi4(7) + sup qx(7),

0<7<s 0<7<s 0<7<s

was wegen der Voraussetzungen 3.5/ und 3.7 sowie (3.4) absolute und gleichméfige Kon-

vergenz von
K [e's)

Z Z EXi,k,T

k=1 i=—o00
auf Kompakta impliziert. Die Konvergenz von , ; E|X; 1| zieht die absolute Konvergenz
von ), . X i Xik,r nach sich. Uberdies impliziert die gleichmiBige Konvergenz von

K K
ZZ d_logq)zk ZZEszT

k=1 1= k=1 i=—o00

zusétzlich die von ), . log ®; x(7) und weiter die von

H H P, (1) = H H E[exp (T¢ix Zi k)]

k=11i=—00 k=11i=—00
jeweils auf Kompakta. Nun konstruiere man fiir k € {1,..., K} eine Zufallsvariable Z;
durch
5 o Z, Zy >0,
Tl e0,1], Zp <0,

so dass Zk eine beschriankte Dichte habe. Sei nun (ZZ k)zeZ fir alle k eine unabhang1g
identisch verteilte (kurz: i.i;d ) Folge mit der Verteilung von Zj und seien die ZZ i fur alle ¢
und k£ unabhéngig. Da die Z, ;, der Voraussetzung 3.5 geniigen, folgt mit den Berechnungen

von eben
K (o)

H H E [exp <7'Ci,kZi,k>:| < 00, 7> 0.

k=11i=—o00
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Nun gilt aber auch fiir alle n € Nund 7 > 0

0 < exp (iz{z}) con (S Lrenz)

k=1 i=—n k=1 j=— n+1

und daher folgt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz und durch die Unabhéngig-
keit der Z;

K o) K n
E [exp (Z Z {TCZkZZk}> = T}EEOE [H H exp (TchZi?k)
k=1 i=—o0 . k:nl 1=—n
— 1Lm H H E [exp <7—Cszzk>i|
k=1i=—-n

K )
= I L e[ (renzi)] <oe 720

k=11i=—o00

Well aulerdem fiir alle n € N und 7 > 0

exp (i i {Tci,kZLk}) < exp (i i {TCiykZi’k}>

k=1i=—n k=1 i=—o00

gilt, folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz und durch die Unabhéngigkeit
der Z;

(1) =

exp( Z Z {cszzk}>

k=1 1=—00

K n

— nh—{goE [H H exp (T¢ xZi k)

k=1i=—n

_ H H Elexp (T¢ix Zi)]

k=1i=—o00

= H H D, (1) 7> 0.

k=1i=—o00

Dass (D ki Xisk +)r>0 die mit Zk ik assoziierte exponentielle Familie ist, folgt aus Glei-
chung (3.4), [13] O

Nachfolgendes Lemma ist eine Variante von Slutsky’s Theorem und wird zum Beweis
des darauf folgenden Lemmas benotigt.
Lemma 3.11 Seien V, W, fir v € N Zufallsvariablen auf dem metrischen Raum S
mit der Metrik p. Seien weiter (Vy,,., V) Zufallsvektoren auf S x S fir u,n € N. Falls

Vin 2 W, fiir ein festes u € N und n — oo und falls W, Zy fiir u — 0o und zusdtzlich

lim limsup P(p(Vyn, Vi) >€) =0

U—00 500
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fiir ein beliebiges € > 0, dann gilt

Beweis Siehe Theorem 3.2, [3]. O

Lemma 3.12 FEs seien die Voraussetzungen 3.5 und 3.7 erfillt. Dann gilt

ZZ{X’Lk’T i (T )}zN(O,l), T — 00. (3.10)

k=1 1=—00

-----

sind

(Kinr — a1} | —— — ! ,

= ) (Saenn@)

Bm,T = Z{sz‘r QZk )}

)k 1 |i|>m

v . Zk,mgm{Xi,k,f — qik(7)}

(zk<<mafk<7>)”2
V., = ZZ{X”” C]zk )}

k=1 i=—00

Ms

K
Apr = Z

k=11

Dann folgt
‘/;' - Vm,T = Am,T + Bm,T-

Nun gilt nach (2.34) und Lemma 3.9 fiir : € Z und k € {1,..., K}
1 - d 1

—— (Xikr — @ = —F—

0ik(T) (Xir = x(7)) ox(cikT)

Vergleiche hierzu (2.39). Aufgrund von (2.42) folgt also fiir m € N

(Zhesnr — Gi(CinT)) 2 N(0,1), T — 00.

Vs ist ANET, V.. 2 N(0,1), 7 — oo, (3.11)
Gleichung (3.10) folgt nun aus Lemma [3.11], vorausgesetzt fiir simtliche € > 0 gilt

lim limsupP(|A,, | >€) =0= hm lim sup P(| By -| > €). (3.12)

Mm—00 100 —X0 oo

In diesem Fall wére ndmlich R der metrische Raum mit der Metrik p(a,b) = |a — b|. Um
nun (3.12) zu zeigen, werde A,, ; folgendermafien umgeschrieben:

Zk,|i|Sm{Xz’,k,T — qik(7)} (Zk,ﬂgm 0-2‘2,k<7—>> 1/2 »
(Supszmota(n)” )

Am,T =
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Weil nun nach Proposition 2.31

Xz r—q
lim E Zk' |<m{ b \/7/ ze Py = \/j,

<Zk\ i|<m zk:

folgt aufgrund von (3.5), dass

1/2
2 A mo'i2 T
lim sup lim sup E|4,, .| < \/jlimsuplimsup 1— (Zk < ! )> =0.
T

m— o0 T—00 m—00 T—00 O-go (T)

Hieraus folgt die linke Gleichung von (3.12)) durch die Markov’sche Ungleichung, welche
fiir eine beliebige Zufallsvariable X und ¢ > 0

1
P(IX| > ¢) < ~E|X|
C

besagt. Die rechte Seite von (3.12) folgt mit derselben Methode durch (3.6) unter Be-
trachtung, dass

E|B. .| =

was aus (3.9) folgt. 0

Lemma 3.13 FEs seien die Voraussetzungen 3.5 und 3.7 erfillt. Dann hat

eine Dichte, bezeichnet durch r., welche fiir T — oo lokal gleichmdfig gegen die Dichte o
der Standard Normalverteilung konvergiert. Uberdies gibt es ein C' > 0 und ein 7, > 0, so
dass r-(x) < C fir beliebiges © € R und 7 > 7.

Beweis Aufgrund von (3.5) existiert ein m € Ny, so dass fiir hinreichend grofie 7, sagen
wir 7 > 19 > 0

Z > o? (3.13)

k=1 |i|<m

L\Dlr—t

gilt. Sei g, die Dichte von

Zk,|i|§m{X@kﬂ' — qik(7)}
, /2 -
<Zk,|i|§m Ui,kz(T)>
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Wegen der ANET Eigenschaft nach (3.11) konvergiert aufgrund von Proposition 2.27 g,
lokal gleichméBig gegen die Dichte ¢ der Standardnormalverteilung fiir 7 — co und es
existieren fiir jedes € > 0 ein M > 1 und ein 7. € N, so dass

gr(w) <e Ve al > M, 7> 7. (3.14)

Also gibt es ein M, > M, so dass g,(x) < € fiir alle |x| > M,.. Weil global g, > 0 gilt,
folgt hieraus
9-(2) —g: ()| <€, x|, Jy| > M, 7> 7. (3.15)

Nun folgt aus lokal gleichméfiger Konvergenz punktweise Konvergenz von ¢, gegen die
Dichte ¢ der Standardnormalverteilung fiir 7 — oo. Auflerdem ist ¢ gleichméBig stetig
auf [—M,, M,]. Sei nun é = ¢/3. Dann existieren ein 6; > 0 und 7, > 0, so dass

|9-(z) — p(@)] + [p(x) — e(y)| + le(y) — g-(y)]
3€ =, lz], |y| < M, |z —y| <01e, T> Toe (3.16)

|g'r(x) - gr(y)l

IN N

Die Ungleichungen (3.15) und (3.16) implizieren, dass fiir alle € > 0 ein 6, > 0 und
T1,e > 0 existieren, so dass

l9-(z) — g-(y)| <, VT 2> T, Yo,y €R o —y| < 6. (3.17)

Die Dichte von Zk"ilém{f(@kﬁ — qik(7)}/000(7) ist nach dem Transformationssatz fiir
Dichten gegeben durch

‘700<T) ‘700(7_)
V kiiem OR( ¢zk||<m o2,(7)

Aufgrund von (3.13), (3.17) und (3.18)) existieren fiir alle € > 0 ein dy > 0 und 7 > 0,
so dass

= h. (). (3.18)

T gy

|hr () — h(y)] <, VT > T, Yo,y €R: |z —y| < 0g.
H, sei die Verteilungsfunktion von Zk’|i|>m{f(@k77 — qix(7)}/000(7). Dann hat

E:hﬁjgkﬁ_'%kwd}__EZhM§m{X;hT_'%k@ﬂ}_%Ejhm>m{j%h7_‘%k6ﬂ}

000 (T) a 0oo(T) 000 (T)

eine durch
r(z) = /hT(x —t)dH,(t)

bezeichnete Dichte, welche fiir alle 7 > 75 und z,y € R : |z — y| < 03 der Ungleichung

ro(2) = r2(y)] = \ [t~ ety - t>}dHT<t>' < [Canm=c o
geniigt. Auflerdem gilt wegen (3.13) und (3.18) fir 7 > 79 und x € R
o) =| [ e =) <2 [ a0t - (o). (620
— o xe xe
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Nun ist aber lokal gleichméfiige Konvergenz von g, gegen ¢ nach Korollar 2.3 dquivalent
zu kompakter Konvergenz. Das heifit, fiir M > 0 konvergiert g.(z) fir x € [-M, M|
gleichméBig gegen die Dichte ¢(z) der Standardnormalverteilung fiir 7 — co. Es gibt also
fiir jedes € > 0 ein 73, > 0, so dass

g-(x) < p(x) + € < 1/V271 + €, lz| < M, 7> 73,

gilt. Dies gemeinsam mit (3.14) bedingt die gleichméfige Beschrianktheit von r,(z) fiir
grofie 7. Angenommen, r,(z) konvergierte nicht fiir alle z € R gegen p(z) fiir 7 — oc.
Fiir ein hinreichend kleines € > 0 existierte dann ein xy € R, so dass oBdA

©(xg) + 2¢ < limsup r,(xg)
stimmte. So gébe es eine gegen oo divergente Subfolge (7, )nen, so dass durch diese Tatsa-
che lim,, .o 7., (o) = limsup,_, 7, (xg) folgte. (3.19) implizierte nun die Existenz eines
0 > 0, so dass fiir hinreichend grofie n

. (y) > @y)+e, Yy € [xg— 8,10+ 0]

gelte. Hieraus folgte

x0+0 x0+0

im [ )y = / (o) + e}y,

n—0oo zg—5 zo—é

welches wiederum Lemma [3.12 widerspriche. Also konvergiert r,(z) gegen ¢(x) fiir alle
x € Rund 7 — oo. Aus der Ungleichung (3.19) folgt die lokale GleichméBigkeit dieser
Konvergenz. Hieraus sowie aus (3.20) und der ANET Eigenschaft von g, folgt die ANET
Eigenschaft von h.. a

Lemma 3.14 FEs seien die Voraussetzungen 3.5 und 3.7 erfillt. Dann gilt fir T > 0

K 00

d

I log (e*quo(r)CID(T)) = —7102 (1) + Z Z {EXipr — qir(7)}
= —702(7) + 0(0s(T)), T — 00.

Beweis Wegen Lemma 3.10 und der Definition von ¢/_(7) folgt fiir 7 > 0

Llog (e T=00(r)) = L {-rgu(r) + log @(r))

K o'}
= =7 (7) —4ee(T)+ D D EXiks
k=1 i=—o00

114
K %)
= —70% (1) + Z Z {EXikr — qir(7)}
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Sei nun € > 0. Durch (3.9) und (3.6) existiert ein m, € N, so dass

hmsupz Z EX””_q”“( <11msupz Z X”” qsk( ")

T k=1 |i|>me T k=1 |i|>me

Wegen der ANET Eigenschaft von
Zk,mgme{Xi,k,T — qix(7)}
) 1/2
<Zkz,\i|§me O-i,k<7—)>

fiir 7 — oo nach (3.11) folgt nach Korollar 2.32

<e (321)

. Zk,mgme{EXi,kJ — qix(7)} . E Zk,|i|§m€{Xi,km — qik(7)}
lim sup lim sup
oo 000 (T) 700 2 1/2
<Zk,\i|§me Ui,k<7>>
= 0. (3.22)
Die Behauptung folgt durch (3.21) und (3.22), da € > 0 beliebig war. O

Beweis von Satz 3.8 Unter Verwendung von (2.33), Lemma [3.10/ und Lemma 3.13
ergibt sich fiir 7 > 0

P (Z Z Ci,kZi,k: > qoo(’/')>

k=1 it=—o00

ki

ZE{GXN Tdoo(T)) exP (—TZ i — Gkl ))>1Pk,ixi,k,f>qoo<7>}¢(7)

Xi,k;r — qik(7) -
=E {GXP (-TUOO(T) Z o (7) 1P (Xikr—ais()} om0 (€ Mo(r)

ki

:e_TQW(T)CI)(T)/ e oM ().
0

Nach Definition 3.6 ist

1/2
TILIEOTUOO (ZZquk ) .

k=1 i=—o0
Nun existieren nach Voraussetzung 3.7 ein ¢ € Z und k € {1,..., K}, so dass ¢;; > 0 und
damit wiederum nach Definition 3.6/ gilt
c?, 72
lim 72¢} (1) = lim Lk
roeo o0 i ((43,)~ (cinT))
2 / t 2
R (1 1))

e U () () i 0 (t)
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wobei der letzte Grenzwert nach Proposition 2.23 gegen oo divergiert, da ¢, nach Vor-
aussetzung 3.5 asymptotisch parabolisch ist. Hieraus folgt, dass

lim 704 (7) = oo. (3.23)

T—00

Unter Verwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz und Lemma [3.13! folgt

lim TO'OO(T)/ e =M ()dr = lim leT( - )dz
0 0

T—00 T—00 TO-OO (T)

= / lim e *r;, (;) dz
o T T0(T)

= e z = -,
0 vV 27T 27T

woraus (3.7) folgt.
Nach (3.7) und Lemma 3.14! existiert eine Funktion ((7) = o(0 (7)) fiir 7 — 00, so
dass gilt

. (Z S QM(T)) o Tl ) )

P 27T 00 (T)

Setzt man nun t = ¢..(7) und definiert p(7) := ((7)/0% (1) = 0(1/05(T)), T — 00, 50
folgt (3.8) aufgrund der Gleichung

/Oq;m (uqéo(u) + qifzg) q;o(u)> du = /j lg= () + p (g (v)]dv, (3.25)

ki 10,k Ci

wobei mit g (u) = v substituiert wurde. Dass 1/0,,(7) = o(7) fiir 7 — oo gilt, folgt aus
(3.23). 0

3.2 Anziehungsbereich

In diesem Abschnitt wird analysiert, wie sich das Maximum einer Folge von Zufallsva-
riablen (Y;,)nez unter geeigneter Zentrierung und Skalierung verhélt. Hierbei sind die Y,
identisch verteilt wie Yy aus (3.1), jedoch zusétzlich unabhéngig voneinander. Es stellt
sich heraus, dass (?n)nGZ im Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung liegt.

Was das genau bedeutet, wird - da dies nicht das Thema der Diplomarbeit ist - in
aller Kiirze in der folgenden Definition und nachfolgenden Bemerkung geklart. Fiir eine
ausfiihrlichere Beschreibung dieser Phinomene seien dem geneigten Leser Kapitel 0 und

1, [11] ans Herz gelegt.

Definition 3.15 Se: V' eine nicht-degenerierte Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
G. Dann ist eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen (X,)nen mit Verteilungsfunktion F' im
Anziehungsbereich von G, geschrieben

X, € D(G), oder F € D(G),
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falls normierende Konstanten a,, > 0 und b,, € R existieren, so dass
an(max{Xy,..., X} —b,) zV, n — 00

oder dquivalent dazu
lim F"(x/a, + b,) = G(x)

n—oo

oder ebenfalls dquivalent

lim n{l — F(z/a, + b,)} = —log G(x)

n—oo

in jedem Stetigkeitspunkt von G.

Bemerkung Fiir n € N ist die Verteilungsfunktion von max{Xj,..., X, } aus obiger
Definition (also insbesondere mit unabhéngigen X;) gerade F™. Aulerdem kann nach
Theorem 1.4.2, [8] die Verteilungsfunktion G aus obiger Definition ausschliefllich einem
der drei nachfolgend definierten Typen angehoren:

(a) Typ 1:
G(z) = A(z) :=exp(—e™™), z€R,

(b) oder Typ 2:

0, x <0,
exp(—z~%) fir ein a > 0, x>0,

(c) oder Typ 3:

exp(—(—x)%) fiir ein > 0, z <0,
1, x> 0.

Die Funktion A heifit Gumbel Verteilung und ist der fiir uns interessante Fall, da unter
Anderem X; € D(G) dann eintreten kann, wenn die Zufallsvariablen (X,,),en aus obiger
Definition leichte Tails haben. Typ 2 heifit Fréchet Verteilung und kann ausschlieflich
bei schweren Tails der X,, eintreten. Typ 3 heifit Weibull Verteilung und setzt insbe-
sondere t,, < oo voraus, was Voraussetzung 3.5 widerspricht. Allgemein heiflen die drei
beschriebenen Verteilungsfunktionen Eztremwertverteilungsfunktionen.

Man konnte anstelle des Maximums von Zufallsvariablen auch das Minimum betrach-
ten, schliefllich gilt ja min{X,...,X,,} = —max{—Xj,...,—X,}. Auch deshalb spielt
die Extremwerttheorie eine bedeutende Rolle bei der Abschétzung von Risiken in der
Finanz- und Versicherungswirtschaft.

Definition 3.16 Seien (X, ),ez eine identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen mit

~

Verteilungsfunktion F und (X, )nez eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen ebenfalls mit
Verteilungsfunktion F. Dann heif$t (X, )nez die mit (X,,),ez assoziierte i.i.d. Folge.
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Bemerkung Sei (X,,),ez eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen sowie (a,, )nen und (by, )nen
Folgen mit a,, > 0 und b,, € R. Da nun fiir m,n € N

d
am+n+1(maX{X,m, ce 7XTL} — bm+n+1) = am+n+1(maX{X1’ e ,Xm+n+1} - bm+n+1>

gilt, lasst sich die Definition [3.15! beliebig auf Folgen in Z erweitern.

Lemma 3.17 Seien : [ty,00) — R in C?, 1'(00) = 0o, ¥" > 0 und q := (¢')~. Dann ist
1/\/Y" genau dann selbst-vernachlissigend in oo, wenn /1" o q selbst-vernachldssigend
1m 0o 1st.

Beweis Die Aussage ist eine direkte Konsequenz von Proposition 2.16. O

Satz 3.18 FEs seien die Voraussetzungen 3.5 und 3.7 erfillt. Dann folgt

. PMo>t+a/g(t)
1 = =e " R. 2
e (3:20)

Auflerdem ist die mit (Y,)nez assoziierte i.i.d. Folge im Anziehungsbereich der Gumbel
Verteilung, wober die normierenden Konstanten a, und b, gegeben sind durch

lim nP(Yy >b,) =1 und a,:=q5(b,), n € N. (3.27)

Beweis Sobald (3.26) gezeigt werden konnte, folgt daraus direkt

P(Y, -

was zeigt, dass nach Definition 3.15/ und der darauf folgenden Bemerkung die assoziierte
i.i.d. Folge in D(A) mit normierenden Konstanten a,, und b,, liegt. Also muss nur (3.20)
gezeigt werden. Setze nun fiir x € R und hinreichend grofe ¢

T:=q-(t) und 7 :=q (t+ L) .

5 (1)

Dann folgt aus (3.7),

— * —T*Qoo (T7) *
o PO I fasl) PO () row(r) o700
t—00 P(Yy > t) t—o0 P(Yo > qoo(T)) 1200 75040 (7%) e =N d(7)

Demnach folgt (3.26) wenn erst einmal gezeigt wurde, dass

oo (1) : Too (255 (1))
im == =1= lim - , reR 3.28
M e o ®) T R et + 2/as ) (3:28)
und i
lim d log (e_“q“’(”)@(u)) du = —x, reR (3.29)

t—oo J_ du



KAPITEL 3. ENDLICHE SUMMEN UNABHANGIGER MA(oc0)-PROZESSEN 50

gelten. Aus (3.28) folgt namlich

im 0= 3 L eR
t—00 T* 0o (T%)

und aus (3.29)

schliellich gilt

*

/ % log (e_“q‘x’(“)@(u)) du = log (e_T*QW(T*)qD(T*)) —log (e_Tq‘x’(T)@(T))

Definiere nun

woraus folgt, dass

Wegen (3.5) existiert fiir jedes € > 0 ein m = m, € N und ein u,. € R, so dass
Pl (u) < ¢ (u) < (1+€e)P. (u), Yu > u. (3.30)
Betrachtet man Lemma 3.12, so stellt man fest, dass fiir das dort definierte V;, . gerade

_ Zk,|i|§m X@',k,f — Pn(7)
(P ()"

Vi r

gilt. Eingedenk der Gleichungen (3.11) und (2.42) erkennt man, dass /P’ (P:) gerade o
aus dem Beweis des Satzes 2.6/ entspricht. Dieses ist dort Skalenfunktion einer asympto-
tisch parabolischen Funktion und damit selbst-vernachléssigend. Nach Lemma 3.17 folgt
daraus, dass 1/ \/P_/n selbst-vernachléssigend in oo ist. Speziell bedeutet dies, dass

Py (e a/y/Pw)

lim =1

wte Py

gleichméBig auf beschrankten z-Intervallen. Nun folgt aus (3.30)), dass

1 P (ot VEW) e (et o/ V) Py (u+ 2/ /do(w))

L+e £y, (u) G () £y, (u)

< (1+¢)
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gleichméfig fiir beschréinkte = und hinreichend groBle u. Nachdem P) < ¢/ und 1/\/P!,
selbst-vernachléssigen in oo ist, ergibt sich

o (u + I/\/qgo(U)) . 0o (u + x/\/Q’oo(U)>
—— < liminf < lim sup

<1l+e€
I+e™ uco b (u) u—00 (1) B

gleichméBig auf beschrinkten a-Intervallen, weshalb 1/1/¢7_ selbst-vernachlissigend in oo
ist und daher auch o, o ¢ nach Lemma [3.17. Dies wiederum impliziert die rechte Seite
von (3.28), da fiir grofie ¢ nach (3.23) 1/¢5(t) kleiner als 0o, (g5; (t)) ist. Es sei festgehalten,
dass nach (3.23)

G~ ) e~ 0t (3.31)

Sei nun = € R und ¢ hinreichend grof}. Dann gilt

trefas ) /1 \/
t QOO

Sei nun € > 0. Weil ¢t + x/¢5;(t) — oo fiir t — oo und auBerdem (3.31) gilt, existiert ein

te € R, so dass fiir t > ¢,
t+x/q5 (1) 1\’
t 9%

45 (1)
G5t + /g5 (1))
gilt, woraus die linke Seite von (3.28) folgt. Zum Beweis von (3.29) sei festgehalten, dass
eine Funktion, die o(04(u)) ist, wegen (3.23) auch o(uc? (u)) jeweils fiir u — oo ist. Nach
Lemma 3.14/ und (3.23) folgt also

1 1
‘q;(tﬂ/q;(t)) - qo:(t)‘

< elz/q5 (1))

und daher fir t > ¢,

— 1| < ¢|x|

% log (e_"q‘x’(“)@(u)) = —uo’ (u) + o(uc? (u)) = —uoc? (u)(1 — o(1)), u — 0.

Nun gilt nach dem Satz von Taylor fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: R +— R

/t P = f(t) — fto) = FIE) — to)

fiir ein £ € [to, t1]. Daher existiert ein & € [¢,t + x/q ()], so dass
- 4 (/s (1) /g (0 .
[ o= | wdluida= [ gz (o) = 50
T g (t) t 5 (1)

gilt . Fiir t — oo konvergiert der letzte Ausdruck gegen x, da 7*/7 — 1 und ¢, auferdem
monoton wachsend ist. Hieraus folgt (3.29). a




Kapitel 4

Extremwerttheorie fiir endliche
Summen von MA (oco)-Prozessen als
Punktprozessresultat

In diesem Kapitel werden Punktprozessresultate fiir den in (3.1) definierten Prozess (Y} )iz
aufgezeigt.

Dabei wird zunéchst in aller Kiirze in die Theorie der Punktprozesse eingefiihrt. Dar-
aufhin werden die Bedingungen D’(u,) und D, (u,) fiir stationdre Prozesse vorgestellt,
sowie die daraus resultierenden Punktprozessresultate. Zuletzt wird nachgewiesen, dass
(Y})iez unter Voraussetzungen, die etwas schérfer als die Voraussetzungen 3.5 und 3.7
sind, die beiden eben genannten Bedingungen erfiillt.

4.1 Punktprozesse

Es folgen einige Definitionen zum Thema Punktprozesse, die im Wesentlichen dem dritten
Kapitel von [11] entlehnt sind.

Definition 4.1 Sei E ein lokal kompakter Raum mit abzihlbarer Basis (zum Beispiel RY
oder auch eine offene Teilmenge des RY, jeweils mit der euklidischen Metrik versehen)
und &€ die Borelsche o— Algebra auf E. Fir x € E sei das Maf$ €, definiert durch

1, €A,
E$(A):{0 v é A Aek.

Sei nun die Menge {x; : i € N} von Punkten auf E derart, dass das Mafi m, definiert

durch
o
m = E €xss
i=1

auf allen kompakten Elementen von £ endlich ist. Dann ist m ein Punktmaf.

Seien Mp(E) der Raum aller Punktmafe auf E, (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und N : Q — Mp(FE) eine beliebige Abbildung. Dann heifft N Punktprozess auf E,
wenn fir jedes A € € die Abbildung w — (N(w))(A) von (2, F) nach ([0, 0], B([0, c]))
messbar ist. Hierbei ist B([0,00]) die durch [0, 00] erzeugte Borelsche o— Algebra.

02
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Bemerkung Mit der Notation von eben ist also N genau dann ein Punktprozess, wenn
(N)(A) fiir ein beliebiges A € £ eine Zufallsvariable mit Werten in Ny ist.

Definition 4.2 Mit der Notation von Definition 4.1 seien N ein Punktprozess auf E und
i ein Radon-Maf auf €. Dann heifit N Poisson Prozess mit Intensitdtsmafl pu, falls

(a) fir jedes A € € und k € Ny

P((N)(A) = k) = { gfp<—u<A>><u<A>>k/k!, Z&g <o

gilt und

(b) fiir jedes k € N und paarweise disjunkte Elemente Ay, ..., Ay von € die Zufallsvaria-
blen

unabhdngig sind.

Definition 4.3 Mit der Notation von Definition 4.1l seten N und N, fir n € N Punkt-
prozesse auf E und Cy(Mp(E)) die Menge aller Funktionen f : Mp(E) — R, die stetig
und beschrdankt sind. Dann konvergiert N, genau dann schwach gegen N, in Zeichen

2
N, — N, n — oo,

E(f(Na)) = E(f(N)), V[ € G(Mp(E)).

4.2 Die Bedingungen D'(u,) und D,(u,) und daraus
resultierende Punktprozessresultate

Dieser Abschnitt folgt Kapitel 5, [8]. Hierbei werden die Bedingungen D’(u,,) und D, ()
vorgestellt und die fiir uns wesentlichen Resultate wiedergegeben.

Bemerkung Wenn nachfolgend die Rede von stationéren Folgen (Y},)ncz sein wird, so
ist damit eine strikt stationédre Folge von Zufallsvariablen nach Definition 3.2 gemeint.
Wenn (Y),)nez eine stationdre Folge ist, v € R™ und I = {iy,...,4,} fiir m € N, so
bezeichnet
Fr(v):=F, . (v1,...,00) =PY;, <wv,....Y;, <o)

die multivariate Verteilungsfunktion von Y := (Y;,,...,Y;, ). Aulerdem seien M und
M(I)*) jeweils die k-te Ordnungsstatistik von {Yi,...,Y,} bzw. {Y;,,...,Y; } sowie spe-
ziell M, := M\ = max{Yy,..., Y, } fir I = {iy,...,i,} und n € N. Weiterhin bezeichnen
MY und M (I)™® die entsprechenden Ordnungsstatistiken der assoziierten i.i.d. Folge.
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Definition 4.4 Eine stationdre Folge (Y, )nez erfillt die Bedingung D,.(w,) firr € N und
eine Folge von Konstanten (w,)neny mit w, € R", falls fir jede Wahl von I = (iy,...,1i,)
und J = (J1,. ..y 0q) mit 1 <ip < ... <ip, <j1 <...<j,<nundj —i,>1

|FI,J<vn7wn) - Fl<vn>FJ<wn)’ S Oén,l (41)
gilt. Hierbei seien v, = (U1, ..., Unp) Und wy, = (W1, ..., Wn,), wobei jedes v, ; und wy, ;
etnem beliebigen der r Werte w1, ..., Uy, entspreche. Weiter gelte fiir die Funktion o,
mit l,, = o(n)

1, — 0, n — 00.

Bemerkung Die Bedingung D;(w,) wird iiblicherweise (und daher auch im Folgenden)
mit D(u,) bezeichnet.

Lemma 4.5

(a) Die Funktion o, aus der Bedingung D,(w,) kann fir jedes n € N als nicht-wachsend
i I angenommen werden.

(b) Fiir o, wie in (a) beschrieben ist die Bedingung oy, — 0 mit 1, = o(n) fir n — oo
dquivalent zu
On,nx| — 0, YA > 0. (4.2)

Beweis (a) Man konnte oy, ; durch das Maximum der linken Seite von (4.1) iiber alle ¢’s,
j’s und u, ;s ersetzen. Dieses wire moglicherweise kleiner als «,;, wére jedoch fiir jedes
n nicht-wachsend in [ und erfiillte natiirlich «,,;, — 0 fiir n — oo, falls die Bedingung
D, (u,) erfilllt wére.

(b) Die eine Richtung ist klar. Sei jetzt also (4.2) erfiillt. Dies impliziert die Existenz einer
Folge monoton wachsenden Konstanten my, so dass au, [n/k] < k=1 fiir n > my. Setze nun
kn =, fir m, <n <my4q, v € N. Dann ist my,, < n, so dass o, |n/k,| < k' — 0. Setze
nun l, = [n/ky,]. 0

Definition 4.6 FEine stationdre Folge (Y, )nez erfillt die Bedingung D' (u,,) fiir eine Folge
von Konstanten (uy)nen, wenn

[n/k]
kh_)rgo liglésogpn z; P(Yy > u,,Y; >u,) =0 (4.3)
iz

qgilt.

Proposition 4.7 Sei (Y,,)nez eine stationdre Folge, so dass die Bedingungen D'(u,,) und
D(uy,) fir simtliche u, = x/a, + b,, * € R mit normierenden Konstanten a,, > 0 und
b, € R, n € N gelten. Sei G eine Extremwertverteilungsfunktion (EWVF). Dann gilt
genau dann P(a,(M, —b,) < z) — G(z), wenn P(an(]\/fn —b,) < x) — G(z) jeweils fir
n — oo gilt.
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Beweis Siehe Satz 3.5.2, [§]. O

Proposition 4.8 Sei (Y,,)nez eine stationdre Folge, so dass die Bedingungen D'(uy,) und
D(u,) fir simtliche u, = x/a, + b,, © € R mit normierenden Konstanten a, > 0 und
b, € R, n € N gelten. Sei G eine EWVF. Weiterhin gelte P(a,,(M,, — b,) < z) — G(z)
fiir n — oo. Dann gilt fiir jedes k € N

k-1

1
Plan(M® —b,) <z AT o)) G

M
S
!
:

2:0

Beweis Siehe Satz 5.3.4, [§]. O

Proposition 4.9 Sei (Y,,)nez eine stationdre Folge, so dass P(an(M, —b,) < z) — G(x)
mit normierenden Konstanten a, > 0 und b, € R firn € N und EWVF G gelte. Sei
auflerdem zo = inf{x : G(x) > 0}. Sei weiter N, mit n € N ein Punktprozess auf
(0,00) x R mit den Punkten {(j/n,a,(Y; —b,)) :j € N} und N ein Poisson Prozess auf
(0,00) X (z9,00) mit dem Intensititsmafl du = dt x d(log G(z)).

Angenommen, D'(u,) gilt fir samtliche u, = x/a, + b,, © € R und D,(w,) gilt fir
simtliche r € N und w,, , = xi/an, + by, 1 < k <7, 2, € R. Dann folgt

2
N, = N, n — oo.

Beweis Siche Satz 5.7.2, [§]. O

4.3 D'(u,) und D,(u,) fiir Summen von MA (co) Pro-
zessen

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass der in (3.1)) definierte Prozess (Y}, ),ez unter der
Voraussetzung 4.14 die Bedingungen D’(u,,) und D, (w,) erfiillt. Voraussetzung4.14/ist ei-
ne Verscharfung der Voraussetzungen 3.5/und 3.7, was bewiesen wird. Anhand dessen kann
in Satz 4.26/ die zentrale Aussage des vierten Kapitels getéitigt werden: die Anwendung
des Punktprozessresultats aus Proposition 4.9 auf endliche Summen von unabhéingigen
MA (o0) Prozessen.

Zur Einfiihrung von Voraussetzung 4.14/ bendtigen wir die Definition der regulér vari-
ierenden Funktionen.

Definition 4.10 Sei o € R. Eine Funktion f : [ty,00) — RT mit tg € R heifit regulér
variierend mit Index «, kurz f € RV (), falls fiir ein beliebiges x > 0

_ flte)
i O

qgilt.
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Proposition 4.11 Seien o € R und f : [tg,00) — RT mit ty € R. Dann ist f € RV(«)
genau dann, wenn zwei beliebige Konstanten a > ty, ¢ > 0, eine messbare Funktion
¢ :la,00) — R und eine lokal Lebesque integrierbare Funktion € : [a,00) — R existieren,
so dass lim,_, c(x) = ¢, lim,_, €(x) = 0 und

Te(t
f(x) = x%(z) exp (/ #dt) : T >a (4.4)
Beweis Siehe Theorem 1.4.1(iii) und Theorem 1.3.1, [4]. O

Definition 4.12 Fine Funktion f : R — R ist ultimativ absolut stetig auf Kompakta,
wenn ein T € R existiert, so dass f auf [T, T + x| fir belicbiges x > 0 absolut stetig ist.

Lemma 4.13 Seien ty € R und v : [tg,00) — R in C%. Weiterhin gelte 1)'(c0) = oo und
" > 0. Sei q := (¢')” und definiere mit 3 € [—1, 0]

1/<1+6)_17 ﬁe (_1700)7
ﬁ, = _17 ﬁ = 00,
0, 6 =-—1.
(a) Es gilt v' € RV(1 + ) genau dann, wenn q € RV(1 + (') gilt.

(b) Falls ¢" € RV(B) mit 8 € R, dann gilt § > —1. Auflerdem folgen ¢’ € RV(1 + f3),
¢ € RV(F) und 1//4" ist selbst-vernachlissigend in oco. Falls f € (—1,00), dann gilt
" € RV(8) genau dann, wenn q' € RV(3') gilt.

(c) Sei ' € [-1,00). Dann ist V" genau dann ultimativ absolut stetig auf Kompakta und

erfillt
A
e dE 47 (1)

=140,

wenn ¢' € RV(J').

(d) Falls ¢ € RV(—1), dann gilt " € RV(oco) und 1//4" ist selbst-vernachlissigend in
0.

Beweis (a) Dies folgt aus Proposition 1.5.15 und Theorem 2.4.7, [4].

(b) Weil ¢/(00) = oo, ¢ > 0 und 9" € RV(f), folgt mit Proposition 4.11/ und der Regel
von L’Hospital, dass ¢/ € RV(8 + 1) und 1 + 8 > 0. Wegen ¢'(7) = 1/¢"(q(7)) folgt
q¢ € RV(f') durch Komposition, falls § € (—1,00). Die Gegenrichtung beweist man mit
derselben Methode. Falls § = —1, so folgt ¢ € RV(0) und daher ¢ € RV(o0). Nach
Theorem 1.5.3, [4] ist ¢ asymptotisch dquivalent zu einer monoton fallenden Funktion,
sagen wir h. Hierbei gilt natiirlich h € RV(—1). Weiterhin existiert fir ¢ € (0,1) und
€ > 0 ein 7, so dass ¢(c7) < eq(7) fiir 7 > 7, weil ¢ € RV(00). Dies impliziert

¢(cr)  Nla(r)) _ hig(7))
¢'(r)  hlgler)) = hleg(r))
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woraus ¢ € RV(o0) folgt. Um zu zeigen, dass 1/+/1” selbst-vernachlissigend in oo ist, sei

angemerkt, dass
t+x/P"(t)
t

lim =
t—o00

14 lim ——
t—oo ¢ 'l/}// (t)

gleichméBig in € R, nachdem ¢ — ¢1/4"(t) in RV(1 + 3/2) ist.
(c) " ist genau dann ultimativ absolut stetig auf Kompakta und geniigt der Gleichung

. d (1)
PR A ()

—1+4,

wenn ¢ ultimativ absolut stetig auf Kompakta ist und

L) =) ) e
o g () P a(r))? P02

gilt. Dies ist dquivalent dazu, dass ¢’ absolut stetig auf Kompakta ist und der Gleichung

=5

lim Td(T_’B/q,(T))/dT

=0
e T P()

geniigt, was wiederum dquivalent zu ¢’ € RV(—1) ist, wobei die Funktion ¢ aus Proposition
4.11 in diesem Fall einer Konstante entspricht; siehe hierzu S. 15, [4].

(d) Der Beweis hiervon verlduft &dhnlich zu dem von (b), wobei Lemma 3.17 verwandt
wird, um zu zeigen, dass 1/4/1" selbst-vernachlissigend in oo ist. a

Anhand der nachfolgenden Voraussetzung werden wir die im letzten Abschnitt vorge-
stellten Punktprozessresultate auf endliche Summen von unabhéngigen MA (co) Prozessen
anwenden kénnen.

Voraussetzung 4.14 FEs gelte Voraussetzung 3.5. Fir beliebiges k € {1,..., K} gelte
" € RV(By) mit By € [—1,00]. Falls B, = oo, so sei ¢y" ultimativ absolut stetig auf
Kompakta und es gelte

d ¢i(t)

e dt gl (1)
Definiere nun
ﬁ],g = _17 Bk = oG,
o0, 6k = -1

Zusitzlich gelte EZE < 0o und c;p = O(|i|=%%) fiir |i| — oo mit ¥}, > max{1,2/(2+ 3,)}.
Auflerdem gelte oBdA (] > ... > (. Falls K' == card{2 < k < K : 3, = 81} > 0, so
gelte firk € {2,...,K' + 1}
/

tim &) _ g,

o0 ¢4 (7)
mit dy, € [0,1]. Definiere weiterhin dy := 1 und dy, :== 0 fir k € {K'+2,..., K}, falls
hierbei K' < K — 1.
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Korollar 4.15 FEs sei Voraussetzung 4.14] erfillt. Setze 9 := min{v1,...,0x}. Dann gel-
ten 9 > 1 und c;j, = O(|i|™") fiir |i| — oo. Weiterhin gilt mit dem Satz von L’Hospital

TG d,.

Uberdies sind Konstanten Dy, ..., Dg > 0 vorhanden, so dass qj(1) < Dyd,(7) fiir >0
und k € {1,...,K}.

Definition 4.16 Seien ¢,d > 0, K € N und 0 € [0,2). Mit G.qpx definiert man die
chi;e < d, Zk’ici;@m < dund ¢/2 < max{c : k € {1,...,K},i € Z} < c.
Aufserdem schreibt man Ge a0 = Ged0.1-

Korollar 4.17 FEs sei Voraussetzung 4.14 erfillt und k € {1,...,K}. Es werde jetzt
Or € [0,2 — 2/0y) derart gewdhlt, dass O + (), > 0. Sei ¢, := max{c;y : i € Z}. Dann
existiert ein dy, > 0, so dass (¢ik)icz M Geydy0, 15t Mit ¢ :== max{cy : 1 < k < K} und
0 :=min{0;, : 1 <k < K} existiert ein d > 0, so dass (Cik)iczreq1,..k} N Gedox-

Beweis Es gilt
(1= 6/2)0) > (1 — (2= 2/0,)/2)0 = 1.

Nach Voraussetzung ist 0329’“/2 = O(|i|~U=%/2%) fiir |i| — oo, weshalb
o0 [o¢]
Z cz.lyza’“ﬂ < oo und Zci;g’“ < 00
i=1 =1
folgen. Weil (¢; 1 )icz absolut summierbar ist, ergibt sich die Existenz von dj. O

Aufgrund der nachfolgenden Proposition lassen sich die Sitze 3.8 und 3.18 auf endliche
Summen von unabhéngigen MA(oco) Prozessen iibertragen, welche Voraussetzung 4.14
erfiillen. Dies ist zwingend nétig, um die Punktprozessresultate aus Abschnitt 4.2/ zu
erhalten.

Proposition 4.18 Es seien Voraussetzung 414 erfillt und 6, fir k € {1,..., K} wie in
Korollarld.17. Dann ist ebenfalls Voraussetzungl3.7 erfillt. Auflerdem existiert ein D > 0,

so dass
oo

AO=DS Y () den, 20 (15)
k=11

C

1=—00

fiir beliebiges ¢ > max{c;, 1 € Z, 1 <k < K}.

Beweis Nach Lemma 4.13 gilt ¢, € RV(3,). Definiere nun p; (1) := 7%¢qj (1) fiir 7 > 0.
Dann gilt p;, € RV(6y + 3),) nach Proposition 4.11, wobei 6 + 5, > 0 nach Korollar
4.17. Daher existiert eine monoton wachsende Funktion pyy : [0,00) — R, so dass die
Ungleichung py x(7) < pog(7) fiir 7 > 0 und pyx(7) ~ pag(7) fiir 7 — oo erfiillt sind.
Fiir 3;, # oo folgt dies aus Theorem 1.5.3, [4] und fir 5, = oo aus q,.(7) = 1/U" (qr(T)),
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der Monotonie von ¢; und der Anwendung von Theorem 1.5.3, [4] auf 1/¢;” € RV(1).
Weiterhin existiert eine Konstante dyj > 0, so dass pox(7) < dygp1x(7) fiir 7 > 1. Sei
nun ¢ > max{c;; : ¢ € Z, 1 <k < K}. Dann gilt, falls ¢ > 1

PrLi(CinT) < pog(cinT) < por(er) < dygpri(cr).

Weil ¢, stetig und strikt positiv auf [0, 1] ist, existiert eine Konstante dyy > 0, so dass
7. () < doxqp(y) fir alle z,y € [0,1]. Speziell fir er < 1 gilt g} (c;x7) < dogqp(cT). Mit
er := max{dy s, ds } folgt

g (cin) < e dyler), T >0, (4.6)

woraus

K L\ 2-0
o2 (1) < Z Z ek <cz’k) ' c*q(cT), 7>0

c
k=1 1i=—o0
folgt. Aufgrund von Voraussetzung [4.14/ und nach Korollar 4.15! existiert ein D > 0, so
dass exq(ct) < Dgqj(er) fiir 7 > 0, woraus (4.5) folgt. Sei nun 6 wie in Korollar 4.17.

Weil >, . 63’;9/ ? < oo, folgt aus (4.6), dem Satz von der dominierten Konvergenz und
q, € RV(5;,), dass

/ 0 ./
D i Gk V G (CipT) Cigp 102 i k0 (CikT)
lim = 5 — lim — T
oo e/ gi(er) TN C 7o || fgy(er)
0+,
Z (Ci,k>19/2 g C’i,k k
= ' - kCOJﬁBi
ki

Cik\ 1H51/2
- ()
- C
ki

mit dj aus Voraussetzung 4.14, wobei angemerkt sei, dass dj, = 0, falls 3;, # ;. Die rechte
Seite ist als card{(i € Z,k € {1,..., K}) : ¢;, = ¢} anzusehen, falls ] = co. Auf nahezu
identische Weise zeigt man fiir beliebiges m € N

li

woraus (3.0) folgt. (3.5) folgt mit derselben Beweisidee. O

. Zk||>mczk Qk Csz 1/2 Cik 1+ﬂ1/2
m ‘ -2 (%)

Mit Hilfe des nachfolgenden Lemmas kann die Bedingung D, (w,) nachgewiesen wer-
den.

Lemma 4.19 FEs seien Voraussetzung 3.3l erfillt und (Y, )nez definiert durch (3.1). Seien
weiter a, > 0 und b, € R fiir n € N normierenden Konstanten, G eine EWVFE und

P(an(M, — b,) < z) — G(z),  n— oo, x> inf{t: G(t) > 0} (4.7)
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erfillt.

(a) Wenn fir beliebige e,v > 0 und n — oo

K 00 K —|nv]
nP an Z CinZix >€| —0, nP anz Z CinZip > €| —0, (4.8)
k=1 i:anJ k=1 i=—0c0

gilt, dann erfillt (Yy,)nez die D,(w,) Bedingung fir simtliche r € N und u,; = x;/a, + b,
mitl <i<r undz; € R.

(b) Falls a, = O((logn)®) fiir n — oo mit a > 0, c;, = O(|i|™?) fiir |i| — oo mit ¥ > 1
und EZ} < oo, jeweils fir k € {1,..., K}, dann gilt (4.8).

Beweis (a) Sei r,n € Nund I = (iy,...,4,) und J = (j1,...,7j,) mit

1<ip<...<ip<ji <...<j,<m, J1—ip > 2 |nv].
Definiere nun Y7 := (Y},...,Y] ) sowie Y, = (Y5 ..., Y;, ), wobei
K |nv]|-1 K 00
Y=Y Y anZivws Vi =) Y GinZik
k=1 i=—o0 k=1 i=—|nv]+1

Nachdem ja j, — i, > 2 |nv] gilt, sind Y, und Y, unabhingig. Setze weiter

1"

M! :=max{|Y1 = Y/|,...,|Y, = Y|}, M, :=max{|Y1 = Y!"|,....|Y, = Y.,)"|}
und €; € R’, wobei séimtliche Komponenten den Wert € haben. Seien v, = (vy1, ..., Unyp)
und w, = (Wy1, ..., Wnq), WObel Uy, Wy 5 € {Un1,. .., Uy, }. Hierbei sei u, , = x5 /an + by,

mit 1 < k <r und z; € R. Sei nun mit € > 0

ko := arg rnkax{P(un,k <Yy < upi+2€)}, ky := arg mkaX{P(un,k —2e <Yy < upp)}

Dann folgt

P(Y; <, Y; <w,)
= P(Yfé'vn, Y, - (Y;-Y)) S'wn>

- P(Yfg'vn, Y < w, + (Y, — YJ),M;;§6>

+P (Y1 <0, Yy S w,+ (Y - Y5), M, > )

IN

P(Ylgvn, Y;gwn+eq)+p(M;;>e)

IN

Y, <wv,+e, legwn—keq)+P<M;>e>+P<M7:>e>

P
P(lﬂlgvn+ep)P(Y;§wn+eq>+P(M;>e>+P(M,’;>e)
P(Y;

IN

< v+ 26) P (Y < wy 4+ 2¢,) + 2P (M), > ) + 2P (M) > )
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< P(Y,gvn+zep)P(Yngn)+2P(M;>e)+2P(M;;>€)
+P (Y, <w,+2¢,3ke{l,...,q}: Y}, > wi)

< P(YISvn—|—26p)P(YJ§'wn)+2P<M;L>6>+2P<M;L/>6)
+P 3k e{l,....q} twni <Y, <wpyp+ 2e)

< P(Yfgvn+2ep)P(YJ§wn)+2P(M;>e +2P(M;;>e>

q
-+ ZP (wmk < Y}k < Wy + 26)
k=1
< P(Y;<v,)P(Y,<w,)+2P (M; >e> 4 2P (M,;’ >e>
+nP (un gk, < Yo < Upp, + 2€).

Auf vergleichbare ergibt sich

P(Y; <w,, Y; < w,)
= P(Yi <0, Y <w,+ (Y, - Yy), M, <e)

—|—P<YI§ v, Y < wy + (Y — Yy), M >e)

> P(Ylgvn,Y}gwn—eq)+P(Y,§vn,1’i}§wn+(1{',—YJ),M;’>6)
> P(ngvn,Yi;gwn eq>

> P(Y}gvn—ep,Yf}gwn eq>

= P(Y'Igvn—ep)P<Yi}§wn—eq>

> P(Y;<w,—2¢,)P(Y; <w,—2¢,)

> P(Y; <wv,)P(Y; <w,) —nP (upr, —2¢ <Yy <upg,)

> P(Yfgvn)P(ngwn)—QP(M;>e>—2P<M;;>e)

—nP (U, — 26 <Yy < tpp,)-

Mit ky := arg maxy{P(u,r—2€ < Yy < upr+2¢)} und dem Wissen, dass 1 —z" < n(l1—=x)
fir 0 <z <1 und n €N, gilt dann auf jeden Fall mit [ := 2 |nv|

Qn,l(L J) = |P(YI < Un, YJ < wn) - P<YI < 'Un)P(YJ < wn)‘
< nP (un,kg —2< YE] < U, ko + 26) + 2P (MT; > 6) +2P <M7I1l > 6)
< 0P (g, — 26 < Yo < Upp, + 26) + 20P (|Y — Y| > €)

+2np <|Y0—Y0"| > e>.

Also héngt die Schranke oy, (I, J) weder von der spezifischen Wahl von I und J, noch
von r ab. Sei u,, o0BdA x1/a, + b,. Ersetzt man nun e durch €/a,, so édndert sich die
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Korrektheit der Ungleichungen nicht. Daraus folgt

Oy = supozml(], J) <nP ((x1 —2€)/a, + b, < Yy < (x1+ 2¢)/a, +b,)
K —|nv]
+ 2nP anz Z CikZig > €| +2nP anz Z Ciklik > €
k=1 i= |_n'uJ k=1 i=—o0

Die letzten beiden Summanden gehen nach (4.8) gegen 0. Nach Theorem 1.5.1, [8] und
(4.7) gilt nP(Yy > x1/a, + b,) — —log G(x1) und daher

nP ((zy — 2¢)/a, + b, < Yo < (1 + 2€)/a, + b,) — log G(x1 + 2¢) — log G(x1 — 2¢).

Nachdem G eine EWVF ist, ist G auch stetig. Weil aulerdem G(z;) > 0 vorausgesetzt
wurde, gilt log G(z1 4 2¢) — log G(z1 — 2¢) — 0 fiir € — 0. Daher gilt a,,; — 0 fiir n — oo
und weil [ = 2 [nv| mit beliebigem v > 0 gesetzt wurde, folgt nach Lemma [4.5(b) die
Bedingung D, (w,,).

(b) Sei oBdA [a] =: j € N. Dann existieren C, Cy, ..., C; > 0, so dass

K K -
anz Z Cik < C’(logn)o‘z Z i~

k=1 i=|nv| k=1 i=|nv|
~ Go (IZ%Z)
a-1
~ O (loil?_)l ~
~ Cj (loipf ’ — 0, n — oo,

wobei die Stammfunktion von t +— ¢~? zur Abschitzung der Summe gebildet wurde und
die Regel von L’Hospital j-Mal verwandt wurde. Daher ergibt sich durch die Ungleichung
von Chebycheff fiir € > 0, Cy := max{VarZy,..., VarZg}, Crp := max{EZ;,... , EZx}
und grofle n € N

K [e%9)
nP | a, Z Z Ciklik| > €
k=1 i=|nv|
K o0
< nPlan > Y ciwlZin—EZ) >e—anz Z ¢ xEZ;
k=1 i=|nv| k=1 i=|nv|

n a, Zszl Z?ihwj ¢ VarZj,

(6 — Y 2 iz no) Ci,kEZk:>2
n Cya;, Zli(:l ZanUJ C?,k

(6 ~ Cpan Y1 252 ) Cz@k>2

IN

IN




KAPITEL 4. PUNKTPROZESSRESULTATE FUR MA(occ0)-SUMMEN 63

(log )™
a1
1 [e%
= C((ogn)) — 0, n — 00,
no—1
wobei ¢ > 0. Der zweite Grenzwert von (4.8) ergibt sich auf identische Weise. a

Lemma 4.20 FEs gelte Voraussetzung 4.141. Sei tg := Z,“ toxCik. Dann existieren Kon-
stanten D1, Do, t1 > 0, so dass

t
Dy
p CixZip >1 | < Dyexp (—/ [q;(v) — —} dv) , t>t. (4.9)
(%z: ) to UW(Q;(U))
Dariiber hinaus existieren Konstanten Ds, Dy, to > 0, so dass

p (Z CikZig > t) > Djexp (— /t: [q;(v) + ﬁ} dv) : t>1ty. (4.10)

-
ki oo

Beweis Mit Proposition 4.18 ist auch Voraussetzung 3.7 erfiillt, weshalb Satz 3.8/ gilt.
Aufgrund von (3.24) aus dem Beweis von Satz (3.8 folgen dann die Existenz einer Funktion
C(7) = 0(000 (7)) fiir 7 — 00 und eines 75 > 0, so dass mit Dy := /2/7

P (Z > et > qmm) < Do (- [ cian) @)

k=1 i=—o0 TOoo

fiir 7 > 79 gilt. Aufgrund von (3.9), dem Beweis von Proposition 4.18 sowie Korollar 4.17,

existieren positive Konstanten C,ey,..., ek, so dass mit ¢, := max{c;; : i € Z} sowie
eo := max{ey,...,ex}

K ) K [e'S)

d Y EXikr—gin(n)] < CY D ouklr)

k=1 i=—o00 k=1 i=—o0

K [e%S)
1-0/2 01/2 /
< C E E Cin exq, (ckT)

k
K 00 1-6y/2
< >0y (Z:) e/ dh(exT)
k=1 i=—o00
=y
K
< ZCkO‘OO(T), 7>0
k=1
=:D

gilt, wobei D < oo. Daher gilt |((7)| < Doy (7) fiir 7 > 0 eingedenk Lemma [3.14' und
dem einleitenden Satz vor (3.24). Nun sei 77 > 79 so gewihlt, dass qx(cxm1) > 0 und
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d >3 Cik- Unter Anwendung der Monotonie von gy gilt fiir t > ¢1 :=d ), qr(cxm1)

K
t> dZQk(Cle) > Zci,ka(Cle) > Z CikQre(CikT1) > Goo(T1). (4.12)
k=1 ki

ki

Dies zeigt, dass (4.11)) fiir alle t = goo(7) > t; gilt. Wegen (3.23) kann man Dy /(704 (T))
in (4.11) durch ein D; > 0 ersetzen. Dann folgt (4.9) unter Anwendung von (3.25).

Um (4.10) zu zeigen, sei angemerkt, dass aufgrund von (3.24)) ein 75; > 0 existiert, so
dass

(Z Z CikZig > Qoo(T )) = 370;( exp( / {ug’ (u) + ¢(u )}du)

k=1 1=—00

fiir 7 > 7 gilt. Wenn erst einmal gezeigt wurde, dass ein 79 > 0 existiert, so dass

rom(7) < exp ( /0 ' aoo(v)dv) R (4.13)

gilt, dann folgt hieraus, dass fiir 7 > 7 := max{m 1,72} und ¢t = ¢oo(7)

P (Z cinZin > qoo(7)> > éexp (_ /OT [uqéo(U) + /¢ (u) + g(u)] du)
| exp | — [ do(uw) |u \/KJFC du
s
(

oo ()

- / O Sy ) )
R O N =

gilt, woraus (4.10) folgt. Aus (4.5) und dem Theorem von der dominierten Konvergenz
folgt die Existenz einer Konstante Cy > 0, so dass 0(7) ~ Co\/q}(coT) fiir 7 — 0o mit
co :=max{c, : 1 <k < K}. Falls nun 8, € (—1,00], also ¢; € RV(5}) mit g} € [—1, 00),
so gilt

TGOO(T)//OTJOO(u)dUHl—kﬁi/Z, T — 00

nach Theorem 1.5.11(i), [4]. Hieraus folgt natiirlich (4.13)). Falls jedoch ;" € RV(—1), also
¢, € RV(c0) zutrifft, so gilt 7o (1) < (¢}(co7))?/® nach Proposition 4.18 fiir hinreichend
grofie 7. Sei kg := argmax{c; : 1 < k < K}. Der Einfachheit halber sei angenommen,
dass cg = 1. Mit t = ¢;(7) folgt also

ai (Dos(gi (1) < (ar(ai (8))*° = (1/4 (1)*?,

wobei letztere Funktion in RV(2/3) liegt. Andererseits gilt

g 0 iy 0 : ] :
/ Ooo(v)dv > / @, (v)dv = / ———du = / \/ Vo (w)du
0 0 t0,kg 4 /q;CO (q;ﬁ_o (u)) t0,kq
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welches (als eine Funktion von t) in RV(1 + £, /2) liegt, wobei 1 + (,/2 > 1/2, welches
wiederum (4.13)) impliziert. O

Nachfolgend wird die D,(u,) Bedingung fiir endliche Summen von unabhéngigen
MA (o0) Prozessen, welche Voraussetzung 4.14! erfiillen, nachgewiesen.

Proposition 4.21 Es sei Voraussetzung 4141 erfillt und (Y )nez definiert durch (3.1).
Seien weiter (ap)nen und (by)nen normierenden Konstanten, definiert durch (3.27). Dann
erfillt (Yn)nez die D,(w,) Bedingung fir simtliche r € N und u,; = x;/a, + b, mit
1 <i<rundz; €R sowie w, = (Up1,...,Upy).

Beweis Zunichst sei erwihnt, dass 1/0.(¢ (1)) = o(g(t)) fir t — oo wegen (3.23).
Definiere nun ¢y := >, . to x¢;x. Dann gilt

/to oliznio=o [ i), (4.14)

Dies ist offensichtlich, falls ft (v))dv < oo, da ¢ (t) — oo fiir t — oo. Falls dem
nicht so ist, so wende man die Regel von L’Hospital an, woraus sich

Jiwolaz(0)dv_ ofg5 (1))
[las)de  ax()

ergibt. Aus (4.14) und (4.9) sowie (4.10) folgt

(ZZcZkZ,k>t)—eXp( / (v)dv+0(/t:q;(v)dv)), t — o0.

k=1 i=—o00

— 0, t — 00

Nachdem nach Voraussetzung P(Z,“ CixZix > by) ~n ! und damit b, — oo jeweils fiir

n — oo, gilt
bn bn
logn = / ¢ (v)dv + o (/ q;(v)dv) ) n — oo.
to to

Division durch ft v)dv ergibt

bn
J 4o (v)dv
logn

Nach Voraussetzung und Lemma 4.13(b) gilt ¢, € RV(G,) fir k € {1,..., K}, wobei
B, > —1. Sei nun ¢;,1 := max;ez{c;1}. Weil nach Voraussetzung b, = ¢ (a,), existieren
Konstanten C4, 7 > 0, so dass fiir hinreichend grofie n € N

bn Qn
[ e = [
to 0
> / C?O,luzg/zqi(cio,lu)u_l/zdu
0

01/ a2y = 20, (v — V) |

T1

OO

— 1, n — 00.

Vv
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nachdem lim, ., u%/2¢|(c;,1u) = oo aufgrund von (4.4). Das zeigt, dass a,/(logn)? be-
schrinkt ist und damit a, = O((logn)?) jeweils fiir n — oo . Hieraus und anhand der
Voraussetzung 4.14 sowie Korollar 4.15! folgt mit Lemma 4.19(b) die Behauptung. O

Anhand des folgenden Lemmas lésst sich die D’(u,,) Bedingung zeigen.

Lemma 4.22 FEs sei Voraussetzung 3.3 erfillt und (Y, )nez definiert durch (3.1). Seien
weiter a, > 0 und b, € R fiir n € N Konstanten. Wenn nun fir ein v € (0,1] und mit
n' = |nY| und u, = x/a, + b, fir alle x € R gilt, dass

2n’
nY P(Yo+Yi>2u,) =0, n— oo, (4.15)

i=1

K 0o —n/—1
n*P (anz > inZip > 1) —0, n’P (anz > cinZip > 1) 0, (4.16)

k=1 i=n'+1 k=1 i=—0o0

fiir n — oo und

P <Z i Ciklig > un> =0(1/n), P (Z Z CinZig > un> =0(1/n), (4.17)

k=1 i=—n' k=1 i=—0c0
dann erfillt (Yy)nez die D'(u,) Bedingung mit u, = x/a, + b, und beliebigem x € R.

Beweis Es muss (4.3) fiir sdmtliche z € R und u,, = x/a,, +b, gezeigt werden. Nachdem
ja P(Yo > up, Y; > u,) < P(Yo 4+ Y; > 2u,) gilt, folgt aus (4.15))

2n/
nZP(Yb > Uy, Y; > uy) — 0, n — 00. (4.18)

i=1
Definiere nun
K n' K 00
/. "no.__
Yy = g g CikLi s Y," = g g Cik Litt ks
k=1 i=—o0 k=1 i=—n’

so dass Y, und Y;” fiir ¢ > 2n/ unabhéngig sind. Es folgt fiir t > 2n/

P(Yo > u,,Y; > uy,)
= P(Yy>u,, Y + Y =Y") > u,)
= P(Yo>un, V" >u, — (Vi =Y"),Y; =Y < 1/ay)
+P(Yo > u,, Yy > u, — (Y, =Y, Y, =Y > 1/a,)
P(Yy > upn, Yy > u, — 1/a,) + P(Y; =Y > 1/a,)
P(Yy > up — 1/ay, V" > u, — 1/a,) +P(Y; = V" > 1/a,) +P(Yo =Yy > 1/a,)
P(Yy > u, — 1/a,)P(Yy" > u, — 1/a,)

—n'—1 K %)
—i—P(anZ Z Cszzk>1> +P< nz Z Ci,kZi,k>1> .

k=1 i=—cc k=1 i=n'+1

IAINA
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Verwendet man nun die Stationaritét von (Y;);ez und schreibt w), = (x — 1)/a, + by, so
folgt

Ln/k]
n Y P(Yo>u,, Y > u,)

1=2n'+1

< 2/1{3 (Z Z ClkZ & >Uu )P (i i Cz’,kZi,k > U;)

k=1 1=—00 k=1 i=—n/
—n/—1
+n’P (anz Z CikZik > 1) +n’P (anz Z Ciklik > 1)
k=1 1=—00 k=1 i=n/+1

Die letzten beiden Terme konvergieren nach (4.16) gegen 0. Nachdem (4.17) auch fiir u/,
gilt, existiert ein ¢ > 0, so dass

Ln/k]
limsupn Z P(Yo > un,Y; > uy,) < c¢/k — 0, k — oo

O i—on/4l

folgt. Dies zusammen mit (4.18) impliziert (4.3). O

Lemma 4.23 FEs gelte Voraussetzung 3.5. Weiterhin sei vy" fir ein k € {1,..., K} ulti-
mativ absolut stetig auf Kompakta und es gelte

d ()
tirgloagbg(t) N

Dann existiert eine Konstante 11, > 0 und eine C* Funktion py : [0, 00) +— (0, 00), welche
fast tiberall zweimal differenzierbar ist und die

Pe(7) = qr(7), T 2 Tik,

erfillt und zusdtzlich p,.(7) > 0 fir alle 7 > 0, pi” < 0 fir 7 > 0 fast berall und fir
beliebige Konstanten co > ¢y > 0 und 7> 0

c1+ec 3(cy — c1)? c1 + 3¢
c1pr(c1T) +copr(cat) — (1 +c2)pi ( : 5 27) > %7’?2 ( - 2

r) > 0. (4.19)
Offensichtlich wird die Ungleichung (4.19) mit echt grofier Null erfiillt, falls ¢p > ¢;.

Beweis Aus Lemma 4.13(c) und dessen Beweis wissen wir, dass ¢, € RV(—1) und dass
¢ (1) ~ —q,(7)/7 fir T — 00, wobei ¢," fast tiberall existiert. Insbesondere gibt es ein
71 > 0, so dass ¢ (1) existiert und

3 1" 5
—Z—lq;g(T) > 7q, (1) > —Zq;(T), T > 1, fast iiberall.
Setze p:= —71qx" (1) /q,(m1). Dann gilt 3/4 < o < 5/4. Definiere die Funktion pj durch

pe(7) ::{ q(T), T2,

@ (m) — qp(m)er [Memimdt, 0<7 <.
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Dann ist p;, in C! und fast iiberall zweimal differenzierbar und es gilt fiir 0 <7 <7

/

Ph(r) = gi(m)ete ™7/ p(r) = —pph () /71,

und daher fir 0 <7< 7y

" T
Tpy(T) = —uT—lpk(T) > —ppl(T) > —Zpk(T)-

Dann gelten pj(7) > 0 fir 7 > 0 und p"(7) < 0 sowie 7p,"(7) > —3p}(7) jeweils fiir
7 > 0 fast iiberall. Weiterhin gilt pi(0) > qr(71) — ¢, (71)e*m > 0 fiir hinreichend grofies
71, nachdem lim, o 7¢;(7)/q(7) = 0 nach Karamatas Theorem, S. 26, [4].
Sei nun 0 < ¢; < ¢ und setze ¢ := ¢; + ¢ und ¢g = %cl + icg. Fiir festes 7 > 0 sei
J 10, ¢c] — R durch
j(a) = apy(ar) + (c— api(lc —alr),  ae[0,d
definiert. Dann gelten fiir a € [0, ¢]

j'(a) = arpi(at) + prlar) — pr([c — a]r) — (¢ — a)Tp([c — d]T),
J"(a) = 7 |arpy(ar) + 2w (a7) + (¢ = a)rpg([c — al7) + 2p}([c — a]7)

> ZT [p).(aT) + pi([c — a]T)] > 0, fast iiberall.

Das zeigt, dass j' auf [0, ¢| streng monoton wichst. Aus j'(¢/2) = 0 folgt, dass j sein
eindeutiges absolutes Minimum bei a = ¢/2 hat. Zur Auswertung von j(c;) — j(c¢/2) sei
angemerkt, dass ¢; < ¢p < ¢/2 < ¢1/4+43c2/4 < c¢. Unter Anwendung des Mittelwertsatzes
ergibt sich

C—C

Jler) = je/2) = j(er) = jleo) = (co — en)li" ()] = 15" (co)l,

wobei £ € e, ¢g]. Mit j'(¢/2) = 0 ergibt sich

c/2
(o) = / j"(a)da (4.20)

c/2
> o / ph(a7) + (e — al7)]da (421)
3

= 1 {n(5r) —plen —p (57) +mille—aln) ). @22)

Unter Verwendung des Mittelwertsatzes und der Tatsache, dass pj monoton fillt, ergibt

sich

3(02 — Cl)
16

3(02 — 01)27' ’

Jler) = j(e/2) = [pr(le = colm) = pr(com)] = ——5——ni(le = col7).

Weil aulerdem

j(e1) = j(c/2) = apr(arT) + capr(ceT) — (1 + c2)py <Cl ; = T)
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gilt, ergibt sich die Behauptung. a

Mit Hilfe des folgenden Lemmas lésst sich (4.15) fur endliche Summen von unabhéngi-
gen MA(00) Prozessen, welche Voraussetzung 4.14 erfiillen, zeigen. Dies ist der eindeutig
schwierigste Abschnitt im Nachweis der D’(u,,) Bedingung.

Lemma 4.24 FEs sei Voraussetzung 4.14] erfillt. Dann existieren 7o € (0,1], mg € N,
ts > to und eine Familie (By)i>y, nicht-negativer reeller Zahlen, fir welche limy_,o, By = 0
qilt, so dass

P (Z;ﬁ; Yo %(Czk + Cimmp) Zig > t)
o 1+70
[P (Z;ﬁ; Yo oo Cik ik > tﬂ
(Zk 1 Zz——oo 2(61 k+ Ci—m k)Zz,k > t>

lim = 0, Ym e {1,...,my— 1} (4.24)
e P (Zk:l Yo o CikZig > t)

qgilt.

Bt, \%7 Z tg, vYm Z my, (423)

Beweis Sei k € {1,...,K}. Fiir m € Ny werde die Folge (¢;m)iczreq,. k}y durch
Cikom = (Cig + Ci—mx)/2 definiert. Entsprechend werden ¢u. ,m, und oo, definiert, also

K 00
Cik + Cimmk Cik + Cimmyk
Goom(T) 1= Z Z 5 qk ( 5 7') : T >0.

k=1 t=—00

Falls m = 0, so wird der Index iiblicherweise weggelassen, so dass ¢; ;0 = ¢; ; usw. Definiere
aulerdem ¢ty := Z,” toCiks Ck = max{c; g 1 € Z} und ¢g = max{cy : 1 <k < K}. Seien
weiter Gy, := max{c; pm : 1 € Z} und &, := max{¢x, : 1 <k < K}.

Es folgt aus (4.9) und (4.10) die Existenz von Konstanten t3, Dy, ..., Dy > 0, so dass
fiir alle m € Ny, v > 0 und ¢t > t3

(Zk 1 Zz—foo C; ka'L k > t)

[ (Zk LD CinZig > tﬂ 4y
< Dl;iv exp (_ /t: {q;,m(v) — (1 +7)g5(v) — Uoo,m(fgym(v)) - (ij ((;g(:)ﬂ dv) |

Die Behauptungen werden folgen, sobald bewiesen werden konnte, dass ein mg € N und
ein vy € (0, 1] existieren, so dass

i nf [ 0) — (L4 0@l = o (1.25)
oy sy T L) o

t

lim [ [g5,,(v) — ¢ (v)]dv = oo, Vm e {1,...,mg— 1}, (4.27)

t—o0 to

o Tt () + 05 a5 ()

— 0, VYme{l,... mg—1}. (4.28
gl () e 8 { o 1) (428)
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Es sei darauf hingewiesen, dass (4.27) und (4.28) redundant sind, falls mq = 1 gilt.
Um nun (4.25) bis (4.28)) zeigen zu konnen, muss zwischen den Féllen 8, = oo fiir alle
ke{l,...,K}und 3 € [—1,00) (siehe hierzu Voraussetzung 4.14)) unterschieden werden.

Sei zunéchst G, = oo, also f), = —1 fir k € {1,..., K}. Sei my := 1. Nachdem Modifi-
kationen an ¢ auf beschrinkten Intervallen durch die Funktion v, aus Voraussetzung 3.5
kompensiert werden koénnen, kénnen wir davon ausgehen, dass g, bereits die Eigenschaf-
ten von py aus Lemma [4.23 fiir beliebiges £ € {1,..., K} inne hat. Insbesondere ist gy
strikt positiv auf [0, 00) und streng monoton wachsend. Weiterhin gilt fiir ein beliebiges
m € N

K 00

Cik T Ci—m,
Gom(27) 2 Y D = g(max{ei, Cima}7) 2 guol7), T 20,

k=1 i=—o0

Dariiber hinaus existiert aufgrund von Voraussetzung 4.14 eine Funktion j : N — Z, so
dass infien{cjm)1 — Cjm)—ma1} > 0. Dann folgt aus (4.19), dass Konstanten by,b, > 0
existieren, so dass

Goo(T) = Goom(T) = 017¢ (baT), V7 >0, Vm € N.
Insgesamt ergibt sich
G=(t) < gom(t) <2¢5(t),  VE>ty, VYmeN. (4.29)

Wendet man den Mittelwertsatz an, so findet sich fiir festes t >t ein &, € [t, goo (50, (1))},
so dass

Goom(t) =@ (1) = 45(00(a%,, (1)) — ax(t)
oo (@oo,m (1)) = Goom (@50, (1))
T (055 (6m))
D150 m (1)1 (0205 1 (1))
0o (055 (&m))

Weil g5 (&m) € [a5 (1), 45.m(t)], folgt aus (4.5) und der Tatsache, dass ¢; monoton fallend
ist, dass Konstanten b3, by > 0 existieren, so dass

0o (05 (Em)) < 0361 (Daq5 (€m)) < b3qy (bags (1))

gilt. Aus (4.29) folgt nun

— / b — t
1> qOo(t) > ﬁqlf 2qoo,m( )) > 07
Goom(t) ~ b3 ¢i(bagss (1))

Weil ¢; € RV(—1) und ¢} monoton fallend ist, gilt mit 7 = ¢;_(¢) und (4.29)

/ — / — / —1
Q1/<62qoo,m(t)> > Ch/(%QC_Ioo(t)) _ %/(2527') R (2_52) >0, oo
1(bagss ()~ qi(bagss(t)) ¢4 (bar) bs

Vit > to, ¥m € N.
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Insgesamt folgt die Existenz von Konstanten aq, as,ty > 0, so dass
¢1 (b2q5% 1 (1))
¢ (bag (1))

Dann folgt aus den vorherigen Resultaten und wiederum aus (4.29), dass es ein ag > 0
gibt, so dass

a < < ao, Vit > ty, Ym € N.

Toomn(t) = @ (t) > azqs(t),  Vt>ty, Ym €N,

Hieraus folgt (4.25) mit 7o := min{as/2,1}. Um (4.26) zu beweisen, sei darauf hingewie-
sen, dass mit denselben Argumenten wie eben Konstanten bs,t5 > 0 existieren, so dass
mit 7 = ¢ (v) fiir beliebige n € Ny und v > t;

(45 () 0% m(@m () = (45(0))*E 101 (Crmog m (V)
> (45 (0))? 1h (261,05 (v))
~ b7’y (1) — o0, T =%,
weil ¢; € RV(1) nach Proposition 4.11 fiir die Funktion ¢ : [0, 00) +— R, definiert durch
q1(7) := 72q)(7) fiir 7 > 0. Aus Proposition 1.5.1, [4] folgt ¢;(7) — oo fiir 7 — oco.
Nun gelte ) € [—1,00), also 3] > —1. Wiederum stellt eine Modifikation derart, dass

sdmtliche Funktionen g strikt positiv auf [0, c0) sind, keine Einschrénkung dar. Zunéchst
zeigen wir, dass Konstanten Ay > A; > 0 und 75 > 0 existieren, so dass

Goom(T) < A1qu(com) < A2qi(coT) < goo(T), VT > T, Vm >1 (4.30)

und, falls #] = oo, dass zusétzlich Konstanten mg > 1, 73 > 0 und ¢ < ¢ existieren, so
dass
Qoo (T) < A1qu(c'T), V7T > 713, Vm > my. (4.31)

Um (4.30) zu zeigen, sei zunéchst angemerkt, dass fiir & € {1,..., K} nach Voraussetzung
4.14 und Lemma 4.13(a) und (b) ¢, € RV(5,+1) und daher fiir ¢ € Zund k € {1,..., K}
durch die Theoreme 1.5.2 und 2.4.1, [4]

[ +2

Cio@r(CikT) (Ci,k: ) Pt

) = | = : T — 00
crgr(crT) Ck

und auBerdem nach Voraussetzung 4.14

ceqr(ert)  crqu(erT) ae(7) (1) . <6k>ﬁi+2 .

coq1(coT) 0 a(1) @1(7) q1(coT) C_o

weshalb

Cka(CkT)
Cle(CoT)

CoQ1(CoT)

)~ 3 (2)" oo
)

K'4+1 o0 B1+2
Cik
~ E E dkCOQI<COT)7 T — 00
. Co
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nach Voraussetzung 4.14/ und dominierter Konvergenz gilt. Sollte 3] = oo gelten, so ist

Sy (e

k=1 i=—o0

Bl +2 K'+1
) dico = Z card{i € Z : ¢;, = ¢o }dyco.
k=1

Durch dieselbe Rechnung ergibt sich fiir 8] # co und m € Z

K'+1 o Ci 8,42
o)~ 3 3 ( m) deoqi(eor), 7= 00

k=1 i=—0c0

bzw. fiir ] = oo und &, = ¢ fiir ein k € {1,..., K’ + 1}. Man kann mit &hnlichen
Methoden wie im Beweis von Lemma 4.23, dass

K'+1 . Bl +2 K'+1 O\ B2
A3—COdesupZ<lkm) <COdeZ(Z’> =: Ay.

meN 1=—00 1=—00

Sei M C Z eine endliche Teilmenge, so dass ZkﬂM cir < (A4 — As)/4. Definiere jetzt
M,, := M U (M + m). Dann folgt aufgrund der Voraussetzung 4.14 und der strikten
Monotonie von ¢, dass

Z Citen @ (CikemT) < (Ag — A3)qi(coT) /4, T2>0.
kyig My

Dariiber hinaus folgt aufgrund der Endlichkeit von M durch die Theoreme 1.5.2 und 2.4.1,

[4], dass
. B1+2
lim Z & kak C; km7—> . dk (Cz,k,m) -0
T—00 Coq1 COT) Co

ki€ My,

gleichméBig fiir m € N. Daher existiert fiir jedes € > 0 ein 7 > 0, so dass fiir 7 > 7

B1+2
Z Cideom @ (CieomT) < (ECO + ¢ Z dy, ( ) ) q1(coT)
ki€My,

< (As + eco)qi(coT)

gilt. Insgesamt existiert ein 75 > 0, so dass fiir m € N und 7 > 7}

Ay — Ay
4

Ay — As Ay + As

Goo,m (T) < qi(coT) + (A3 + T) qi(coT) = TQI(COT)

folgt. Da auflerdem ein 7" > 0 existiert, so dass ¢oo(7) > q1(coT)(As+3A44)/4 fir 7 > ",
folgt die Ungleichung (4.30) nun mit A; := (A4 + A3)/2 und A, := (A3 + 3A4)/4 sowie
Ty = max{7y, 7" }. Ungleichung (4.31) beweist man auf dieselbe Art, wobei man my € N
und ¢ > 0 so wahlt, dass

sup ¢, < ¢ < . (4.32)

m>mg
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Nachdem ¢;(7) > qx(7) nach Voraussetzung 4.14 fiir & € {1,..., K} und hinreichend
grofle 7 gilt, folgt goom(T) < Z,“ ¢ikqi(com) fitr hinreichend grofie 7. Deshalb gilt fiir

hinreichend grofle ¢
1 t
Goom(l) = —a1” :

wobei Letzteres fiir m € N und ¢t — oo gleichméfig gegen oo konvergiert. Daher kénnen
wir (4.30) gleichméfig in m invertieren, weshalb sich eine Konstante tg > 0 findet, so dass

Co

1 t 1 t
o) < —q | +— —q; | ) < gt vVt >t > 1.
QOo( ) — COQI (AQ) < a; (Al) — QOo,m< )7 = 6, Vm -

Falls 3] # oo, also 81 > —1 gilt, so setze mgy := 1 und wéhle v € (0, 1], so dass ein
As € (Ay, Ag) existiert, so dass (1 + o)1 (t/As) < 91(t/As) fiir t > t6. Dies ist moglich
aufgrund des streng monotonen Wachstums von ] und der Tatsache, dass

Yi(t/A2) A\
s~ (%) <t

nachdem ¢, € RV(1 + () nach Lemma 4.13(b). Dann gilt fiir ¢ > tg und m € N

e (®) = (1 +20)a () = [w; (Ai) —y (A%)] -~ (Ai - A%) 1), (4.33)

wobei € € [t/As,t/A;]. Ist nun 51 = —1, so werden mg wie in (4.32) und As := Ay gewihlt.
Dann gibt es ein t; > 0, so dass fiir t > t;

(_ - 1 /1 1 "
Co A1 A5

wobei £ € [t/As,t/A;]. Wahlt man nun 0 < vy < min{cy/c’ —1,1} so gilt 1/¢ > (y0+1)/co

und es folgt durch Invertierung von (4.31), dass ein tg > 0 existiert, so dass fiir ¢t > tg und

m > my

1 1
Gom() = (L+20)ax(t) = vt (i)—ﬂwi (AL>

Co

L+ (1 1 "
> 1E (A—l - A—) 0! (€) (4.35)

gilt, wobei £ € [t/As,t/A1]. Nach Theorem 1.5.11, [4] gilt
2 (t
fto ] (x)dz
und aus Proposition 4.11 lisst sich schlieBen, dass t%1); (t) — oo fiir t — oo, so dass (4.25)

und (4.27) aus (4.33) bis (4.35) folgen. Sei nun ky = ko(m) definiert durch

ko := argmax{¢y, : 1 <k < K'+1, d;. > 0}.
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Um nun die Gleichungen (4.26) und (4.28) nachzuweisen, sei registriert, dass fiir m >0

T @oon (1)) = G g Crom@oo (1)), 1>t
gilt. Wegen
K'4+1 oo
QOo,m(T) ~ Z Z Ci,k,ka(Ci,k,mT)

k=1 i=—o0
K'+1 o

< Z Z Cikm Qi (Chom T)
k=1 i=—o0

K'4+1 oo ~ 41
dk Ck,m At ~
~ E E Ci,k,m_d Qko(ckg,mT)a T — 0Q,
ko

c
k=1 i=—oc0 ko,m
NS >

=:4¢/2
und cg, /2 < Gxy.m, existiert ein 73 > 0, so dass sich

C ~ ~
%q% (Cko,mT) < qooﬂn<7—) < AGQko (Cko,mT)v T 2 T3

ergibt. Daher existiert ein t9 > 0, so dass

— t ~ — — 2t
Qko (A_6) S Ckmmqoo’m(t) S Qko (_) ) t Z t9

folgt. Deswegen existiert ein 7,, € [t/Ag, 2t/c,] so dass Crymso m(t) = G (m), Woraus
wiederum

ez ® = (5) dfai ) = (5) G

folgt. Nun gilt 0}, (¢5,.(t)) = 1/(qgo7m(q;7m(t))l/2 fiir t > ¢y und auBerdem

lim i)

t=oe £2(¢) ()
gleichméBig fiir m > 0 aufgrund von Voraussetzung 4.14 und Proposition 4.11. Daher
implizieren (4.33) bis (4.35) die Gleichungen (4.26) und (4.28). 0

Es folgt der Nachweis der D’(u,) Bedingung fiir endliche Summen von unabhéngigen
MA (00) Prozessen, welche Voraussetzung 4.14! erfiillen.

Proposition 4.25 FEs sei Voraussetzung 4.14 erfillt und (Yy)nez definiert durch (3.1)).
Seien weiter (ap)neny und (by)nen normierenden Konstanten, definiert durch (3.27). Dann
erfillt (Y,)nez die D'(u,) Bedingung fir u, = x/a, + b, und x € R beliebig.
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Beweis Wir weisen die Bedingungen (4.15) bis (4.17) nach. Sei w, = z/a, + b, und
x € R beliebig. Es seien 79, myg, t3 und (By)i>; wie in Lemma 4.24 und n' := [n].
Weil Voraussetzung 4.14/ insbesondere Voraussetzung 3.7/ impliziert, gilt nach Satz 3.18
lim,, 0o nP(Yy > u,) = e und es folgt aus (4.24)

mo—1 mo—1
P(Yo + Y > 2u,) _,
nZP(Yg—l—Ym>2un)~Z DY > u) — 0, n— 0o.
m=1 m=1 n

Zusétzlich ergibt sich durch (4.23))

2n/ 2n’
(e7® + 1)1+ P(Yo + Y, > 2u,)
n > P(Yo+ Yo >2u,) < — > PO > )T
m=mgo m=mgo
< 2+ 1B,
— 0, n — 00.

Insgesamt folgt also (4.15).

Seien 7 > 0, k € {1,...,K}, i € N und X;; wie in Definition 3.6. Dann gilt nach
(2.34) EXi ., = civkEZk,ciM. Nachdem |¢; ;| < Coli|™ fiir 4 # 0, ¥ := min{dy, ..., 9k}
und ein Cy > 0 nach Voraussetzung 4.14 und Korollar 4.15! gilt, folgt fiir jedes n € N

lcinT| < Cs, r<n’, |i| >n.

Nachdem [0, 00) — R, 7 +— EZ}, ; nach Proposition 2.37 eine stetige Funktion ist, existiert
eine Konstante C3 > 0, so dass

EXi k.| < cixCs, r<n’, li| >n

gilt. Insgesamt ergibt sich fiir eine Konstante Cy > 0

K 00 00
DO EXiw ] SKCCs Y il <, r <t (4.36)

k=1 1=n+1 i=n+1

. = . . K .
Sei nun @, die momentenerzeugende Funktion von »7,° >°* . ¢;xZ; ;. Dann folgt wie

im Beweis von Lemma [3.10

d B K o) B
- log @, (1) = > > EXipr 720,
k=1 i=n+1

woraus wiederum

r K ]
P, () = exp (/ Z Z EXi,k,vdv> , T7>0
0 k=1 i=n+1

folgt, nachdem ®,,(0) = 1 ist. Aus (4.36) folgt

®,, (1) < exp(Cyn* 1), T <n’
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Ersetzt man n durch n’ und wihlt 7 := (n')?, folgt unter Anwendung des eben Gezeigten
und (2.33)

K o)
k=1 i=n'+1 ki>n’
< exp(—7/a,) P (T)
< exp(Cyn/ — (n)"/ay,)
< exp(n/(Cy— (n)" ' an)) = o(n™?),  n— oo,

nachdem a,, = O((logn)?) und (logn)? = o((n')?~!) jeweils fiir n — oo, was zum Einen
im Beweis von Proposition 4.21/ und zum Anderen im Beweis von Lemma 4.19(b) gezeigt
wurde. Hieraus folgt die linke Seite von (4.16)). Die rechte Seite wird auf identische Weise
bewiesen.

Wie im Beweis von Lemma 3.10 gezeigt wurde, existiert eine Konstante C5 > 0, so
dass fiir beliebiges n € N

K o)

Z Z |EX’L',’<5,T‘ < (s, T <n’

k=11i=—n

gilt. Sei nun @n die momentenerzeugende Funktion von Ele szn CikZik- Dann gilt

mit denselben Argumenten wie eben
®,(1) < exp(Cs7), T <n'.

Nun gilt w, — oo fiir n — co und beliebiges, aber festes € R, also insbesondere
u, > C5 + 1 fiir hinreichend groBe n. Sei nun k € N, so dass ¢ > 1/k. Ersetzt man
wiederum n durch n’ und wihlt 7 := (n/)?, so folgt fiir hinreichend grofie n’ durch die
Reihenentwicklung der e-Funktion.

K o)
P (Z Z Ciklik > un> < exp(—Tun)&)n/(T)
k=1 i=-—n'
< exp(—(n)"(un — C5))
< exp(—(n)")
k!
S n'yoﬁk:
k!
< —=0(1/n), n — oo,

n

woraus sich die linke Seite von (4.17) ergibt. Die rechte Seite wird auf identische Weise
bewiesen. a

Es folgt die zentrale Aussage des vierten Kapitels: ein Punktprozessresultat fiir endli-
che Summen von unabhéngigen MA (0co) Prozessen, welche Voraussetzung 4.14 erfiillen.
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Satz 4.26 FEs sei Voraussetzung 4.14 erfillt und (Y, )nez definiert durch (3.1). Seien wei-
ter (an)nen und (by)neny normierenden Konstanten, definiert durch (3.27). Dariber hin-
aus seien N, fir n € N Punktprozesse auf (0,00) x R mit den dazugehirigen Punkten
{(G/n,an(Y; —by,)) : j € N} und N ein Poisson Prozess auf (0,00) x R mit dem Inten-
sitdtsmaf$ dp := dt x exp(—=z)dx. Dann gilt

N, Z N, n — oo. (4.37)

Insbesondere liegt (Y, )nez im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung.

Beweis Nach Satz 3.18 gilt P(an(]ﬁn —by) < ) — exp(—e™*) fiir n — oo, was der
Verteilungsfunktion der Gumbel-Verteilung entspricht. Nach den Propositionen 4.21 und
4.25 erfiillt (Y},)nez die Bedingungen D’(w,) fir sdmtliche w, = z/a, + b,, v € R und
D, (w,) fir samtliche r € N und u,, = zr/a, + by, 1 < k < r, 25, € R sowie auflerdem
Uy, = (Up 1, ..., Uy, ). Nach Proposition 4.7 folgt also P(a, (M, —b,) < z) — exp(—e™™)
fiir n — oo, weshalb (Y,,)nez im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung liegt. Damit
sind die Voraussetzungen von Proposition 4.9 erfiillt, weshalb

2
N, = N, n — oo

nach Proposition 4.9 gilt. a

Korollar 4.27 Es sei Voraussetzung 4.14 erfillt und (Yy,)nez definiert durch (3.1). Seien
weiter (ap)nen und (by)nen normierenden Konstanten, definiert durch (3.27). Dann gilt
fiir jedes k € N

P(an(MT(lk) —b,) <x) — exp(—e™®)

Beweis Es sind die Voraussetzungen von Proposition 4.8 erfiillt, weshalb diese Anwen-
dung findet. a



Kapitel 5

Extremwerttheorie fiir EGARCH
Prozesse

Im folgenden Kapitel wird zunéichst der EGARCH Prozess - bezeichnet mit (X;)iez -
eingefithrt. Das Besondere am EGARCH Prozess ist, dass er den leverage effect nachbilden
kann, eine der wesentlichen Eigenschaften, welche Finanzmérkten unterstellt wird. Dieser
besagt, dass die Volatilitdt der Markte bei schlechten Nachrichten zunimmt und bei guten
abnimmt.

Daraufhin wird aufgefiihrt, dass (log X?)scz als endliche Summe von unabhiingigen
MA(00) Prozessen dargestellt werden kann. Unter schwachen Voraussetzungen kénnen
die Punktprozessresultate aus dem vierten Kapitel auf (log X?);cz angewandt werden.
Die selben Resultate kénnen durch einfache Transformationen auf (X?);cz, (07)tcz und
(X})iez ausgedehnt werden.

Im zweiten Abschnitt wird exemplarisch ein EGARCH(1,1) Prozess simuliert.

5.1 Der EGARCH Prozess

In diesem Abschnitt werden sdmtliche Punktprozessresultate fiir den EGARCH Prozess
vorgestellt. Zuvor werden die notigen Definitionen eingefiihrt.

Definition 5.1 Fin EGARCH Prozess ist ein Prozess (Xi)iez der Form
Xt = Ot€yq, te Z, (51)

wobei der Noiseprozess (€;)iez eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen mit Erwartungswert
0 und Varianz 1 ist, und der Volatilitétsprozess (0¢)icz der Gleichung

logo? =+ Zcig(et_i), teZ (5.2)
i=1

genitigt, wobei g : R — R eine deterministische Funktion ist, i € R und (¢;)ien €ine Folge
reeller Koeffizienten, so dass

E|g(e1)| < oo, Var(g(e;)) < o0 (5.3)

78
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und .
> eil < o0 (5.4)
i=1

gelten.

Definition 5.2 Die verallgemeinerte Fehler Verteilung (auf englisch: generalised error
distribution) GED(v) fiir v € R" hat eine Dichte f, fir die

U), reR

(272 (1j)\ _ v
A= (W) ) @-= A2+D/0T (1 /v)

und I der Gamma-Funktion entspricht.

f(z) == aexp <—% ‘;

qilt, wobei

Definition 5.3 Sei (X,);ez ein EGARCH Prozess. Die Standardwahl fiir (¢;)iez und die
Funktion g lautet

& L GED(v), tez

und
g(z) := Az + B(|z| — Eley]), z € R,

wobei A, B € R und v > 0 gelten.

Bemerkung Sei (X;)cz ein EGARCH Prozess mit der Standardwahl. Dann gilt
Egle,) =0, teZ

aufgrund der Konstruktion. Falls ¢, > 0, so ist g affin linear in ¢; mit der Steigung A + B
und falls ¢, < 0, so ist g affin linear in ¢; mit der Steigung A — B. Dies erméglicht dem
EGARCH Modell, asymmetrisch auf die Innovationen zu reagieren und so den leverage
effect nachzubilden. Weiterhin ist eine GED(2) verteilte Zufallsvariable genau standard-
normalverteilt.

Definition 5.4 Seien p,q € Ny und ¢1,...,¢,,01,....0, € R sowie (Z;)iez eine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablen (englisch: White Noise Prozess) mit Erwartungswert 0 und
Varianz 0® > 0. Dann heifit der Prozess (X;)iez, welcher die ARMA Gleichung

Xt - ¢1Xt—1 — .. ¢pXt—p == Zt —|— 912,5_1 ‘l— e + qut—q; t € Z (55)
und fiir den zusdtzlich E|X,|* < oo fiirt € Z gilt, ARMA(p,q) Prozess. Die Polynome
Q(z) =1— 12— ... — pp2?, ze€C

und
O(z) =1+6b1z+...+ 0,2, zeC

heiflen charakteristische Polynome. Ein Prozess (Yi)iez heifft ARMA(p,q) Prozess mit
Erwartungswert p, falls (Y; — )iz ein ARMA(p, q) Prozess ist.
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Definition 5.5 Seien p,q € N, ag,...,ap,51,...,8, € R mit oy # 0. Auflerdem haben
die Polynome

O(2):=1— iz — ... — (3,2, z2eC
und

— P, z2eC

keine gemeinsamen Nullstellen und es gelte ®(z) # 0 auf {z € C : |z| < 1}. Sei (€)iez
eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 und g wie in
Definition 5.1), so dass (5.3) erfillt ist. Dann heifft (Xy)iez mit X, = ove; wie in (5.1) und

P q
logo? = ag + Zaig(et,i) + Zﬁj log o7, teZ (5.6)

i=1 j=1
(kausaler) EGARCH(p,q) Prozess.

Proposition 5.6 Sei (X;)icz ein EGARCH(p,q) Prozess mit Var(g(e;)) > 0. Dann ist
(Xt)iez ein EGARCH Prozess und (log 02)iez ein ARMA(q,p—1) Prozess mit i.i.d. Noise
Zy = aqg(€—1) fiirt € Z und charakteristischen Polynomen ® und ©. Speziell gilt

log O't2 = o + Z CiZtJrl,Z’, t e Z,
i=1
wobei sich die Koeffizienten ¢; durch die Potenzreihendarstellung

h(z) := () = ZCZ'_A'_lZi,

=0

welche auf {z € C: |z| <1+ €} fir ein € > 0 giiltig ist, errechnen lassen. Es gilt also
Cit1 = h(l)(O)/Z', 1€ No.

Beweis Das logo? die ARMA Gleichung (5.5) erfiillt, ist klar. Fiir das Weitere sei auf
S. 83, [6] verwiesen. O

Bemerkung Der Einfachheit halber betrachten wir in Zukunft nur EGARCH Prozesse,
fir die p in (5.2) bzw. ag in (5.6) gleich 0 ist. Die sich hierbei ergebenden Resultate lassen
sich selbstverstdndlich dank einfachster Faltung verallgemeinern.

Nachfolgend wird aufgezeigt, dass sich (log 0?);cz und (log X?):cz als endliche Summen
unabhéngiger unendlicher Moving Average Prozesse darstellen lassen.

Proposition 5.7 Sei (X;)icz ein EGARCH Prozess, wobei i = 0 und E|loge?| < oo
gelten. Setze ¢; =0 fiiri € Z \ N und definiere

cip =max{0,¢}, ¢o:=—min{0,¢}, c¢3:=do,, 1 €7,
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wobei 0p; = 1 fiir i = 0 und sonst 0 ist. Setze weiter
Ziv=9(&), Zia=—g(e), Ziz=loge:, i € Z.

Dann erfiillen (Z; y)iczre{1,2,3) und (Cik)iczkefi,2,3) die Voraussetzung 3.3. Zusdtzlich gilt
dank der Konstruktion

00 2

1OgU§:Zng Etz chzkzt i,k» tez
i=1 k=1 i=—00
und ,
log X? = logo? +loge; = Z Z CikDt—i ks teZ. (5.7)
k=1 i=—o0
Beweis Klar. O

Lemma 5.8 Seien (X;)iez ein EGARCH Prozess und (Z; )icz,re{1,2,3) jeweils wie in Pro-
position 5.7.

(a) Es habe €, eine Dichte f und es sei g ein Diffeomorphismus. Dann haben die Z; . eine
Dichte fy, firi € Z und k € {1,2,3}, wobei

1

filz) = 7l @) flg™(z)), r €R,

L “(—x T
folz) = mf(g (—z)), € R,
B = D pepa),  wem

qgilt.

(b) Seien (€)iez und g nach der Standardwahl aus Definition 5.3, wobei —B # A # B
und s = sgn(A + B) = sgn(A — B) gelten. Definiere nun
x -+ BE’€1|

x 4+ BE’Gl‘ v i 1 1
A(A + B) =" \| A4 = B)

BE|ey| — z[\" 1 (| BE|e| — x
=1 —_— lise = | | =
va() o= 1}2( NA—B) ) =g (’ MA+ B)

i = L](SEY ]

Ui(z) = 1@:1}%(

) s T > —£3:|‘__*)|€1|7

) s .Z'ZBE’G”,

2 A
(07 (07
Vl(l') = 1{8:1}m —|— 1{5:_1}m, X 2 —BE|€1|,
() | C 41 a > BE|¢|
bo\r) = s=1}7T 1 s=— ) r =z )
2 =B T AT B “

v3(z) = %, r e R.
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Setze to1 = —BEle1|, to2 := BE|ei| und to 3 := %log (%) + 2log A. Dann haben die Z;,
eine Dichte fi, firi € Z und k € {1,2,3}, wobei

fr(z) = v () exp(—r(2)), x> toy, ke{l,23} (5.8)
qgilt.

Beweis (a) Die Aussage folgt aus dem Transformationssatz fiir Dichten.
(b) Die Aussage folgt aus den Definitionen von f und g¢. Insbesondere gilt

x + BE|¢| z + BEl¢ |
- = lypop—mn----— o, > _BE
9@ = Loy ey g+ @2~ BEal
z + BEle | z + BEl¢ |
- = lyop—r— o _BE
g (@) =g THe=wgpg o ©<BEAL

J(x) = A+ B, x>0,
g(x) = A-B, z < 0.

O

Im folgenden Lemma wird aufgezeigt, unter welchen Bedingungen an den EGARCH
Prozess die Voraussetzungen 3.5/ bzw. 4.14! erfiillt sind.

Lemma 5.9 Seien (X;)iez ein EGARCH Prozess mit der Standardwahl, wobei p = 0,
Elloge?| < oo, —B # A # B und s := sgn(A + B) = sgn(A — B) gelten. Auferdem
seien (Zik)iczke{1,2,3) und (Cik)iczkef,2,3) wie in Proposition 5.7 und 1y, v, und toy, fiir
k€ {1,2,3} wie Lemmal5.8(b).

(a) Wenn v > 1 ist, dann erfillen (Z;x)icz, (Cik)icz, Yr, vk und toy fir k € {1,2,3} die
Voraussetzung 13.5.

(b) Wenn zusitzlich zu (a) noch E|g(e;)]? < oo, E(log(e3))? < oo und ¢; = O([i|™?) fiir
|li| = oo mit ¥ > max{1,2—2/v} und (¢;);en wie in Definition'5.1, dann erfillen (Z;)icz,
(Cik)iezs Yk, Vi und toy die Voraussetzung 4.14.

Beweis (a) Die Dichten haben eine Darstellung wie in (3.2). Die iibrigen Kriterien von
Voraussetzung 3.5 sind ebenfalls erfiillt. Um zu zeigen, dass 1/1/1;” und 1/1/19” selbst-
vernachlissigend in oo sind, werde die bis auf Verschiebung und Skalierung mit 1/+/10;,”
fiir k € {1,2} identische Funktion h(z) := 2'=%/2 mit 2 > 0 betrachtet. Hierbei gilt fiir
x € R fest

h(t +h(t)z) = (t+ 7 2) /2
= (H(1+t v Px))l v
= R(t) (1 +t7V2x) 72, t — oo,

'

—1

weil t7%/2 — 0 fiir t — oco. Weiterhin ist die mit 1/y/4b5” bis auf Verschiebung und Skalie-
rung identische Funktion hy(z) := exp(—zwv/4) fiir x > 0 offensichtlich selbst-vernachléssi-
gend in oo.
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(b) Es gelten ¢,"”, 19" € RV(v—2) und 13" € RV(00). Allerdings ist ¢3” ultimativ absolut
stetig auf Kompakta und es gilt
1, (eE/2)\" 1
d i) d zl’< B ) —32  d2
5, = 7, v - = =
dt oy (1) dt%w<m§m> dt v

Weiterhin gelten ¢;,q¢5 € RV(1/(v — 1) — 1) und ¢} € RV(—1) nach Lemma 4.13. Zum
asymptotischen Verhalten von ¢; fiir |i| — oo sei angemerkt, dass

2 I B
2+1/(v—1)—-1 w/(v—-1) = v
Da ] = 3}, wird nun lim,_,, ¢|(7)/q¢5(7) betrachtet. Sei hierfiir oBdA s = 1 (die Rech-
nung fiir s = —1 wére dieselbe). Dann gelten
2A(A + B)r\ /Y
(1) = (%) AMA+ B) — BE|ey|, T >0,
2M(A — B)r\ /Y
QQ(T) = (%) )\(A—B)+BE|61|, TZO

Hieraus folgt, dass

q/1<7_> A+ B 1/(v=1)+1
= > 0.
¢5(7) (A—B) .

Falls hierbei B < 0 gelten sollte, miisste umnummeriert werden. Damit sind s&mtliche
Kriterien von Voraussetzung 4.14 erfiillt. a

Bemerkung Wenn nachfolgend von Funktionen ¢, ;, die Rede ist, so seien diese definiert
wie in Definition 3.6. Hierbei seien ¢;; wie in Proposition 5.7 und v, wie in Lemma [5.8.

Es folgt die erste wesentliche Aussage des Kapitels, ndmlich das Punktprozessresultat
fiir (logo?)iez und (log X2)scz.

Satz 5.10 Sei (X;)iez ein EGARCH Prozess mit der Standardwahl, wobei p =0, v > 1,
—B # A # B, s :=sgn(A+ B) = sgn(A — B), E|g(e1)]? < o0, E(log(€2))? < oo und
ci = O(|i|™?) fiir |i| — oo mit ¥ > max{1,2—2/v} und (¢;)ien wie in Definition’5.1 gelten.
Auferdem seien (Z; )iz pe1,2,3) Und (Cik)icz kef1,2,3 wie in Proposition5.7. Definiere nun

Y1 :=log afb, EPRE logXZ, ner
und fir j € {1,2}

Jj+l o~
Qoo (T) 1= Z Z qik(T), 720
k=1 i=—o00

und fiir n € N die normierenden Konstanten b, ; und a, ; durch

lim nP(Y;; > b,,) =1, Unj = Q5% (bnj)- (5.9)

n—oo
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Dariiber hinaus seien N, ; firn € N Punktprozesse auf (0,00) x R mit den dazugehdrigen
Punkten {(i/n,a,;j(Y;; —bn;)) @ € N} und N ein Poisson Prozess auf (0,00) x R mit
dem Intensititsmaf$ du := dt x exp(—xz)dx. Dann gilt

2
Ny, — N, n — oo.

Insbesondere liegen (log 02) ez und (log X2),cz im Anziehungsbereich der Gumbel Vertei-
lung.

Beweis Es sind sdmtliche Voraussetzungen von Satz [4.26! erfiillt. Daher findet dieser
Anwendung. O

Um die Resultate von (log X?2),ez und (log 02),.cz auf (X2),ez, (02)nez und (X,,)nez
iibertragen zu konnen, werden so genannte Von Mises Funktionen benotigt.

Definition 5.11 Sei F, eine Verteilungsfunktion mit xo := sup,cp{Fi(z) < 1}. Dann

heifit F, Von Mises Funktion, falls ¢ > 0 und zy < x¢ existieren, so dass

C d ) <z < (5.10)
———au |, 20 T ZTo .

20 f*(u)

mit einer Hilfsfunktion f, : [20,20) — R, welche absolut stetig ist und deren Ableitung
fi dem Grenzwert limy,,, fi(u) =0 gendigt.

1 — F.(x) = cexp (—

Lemma 5.12 Eine Verteilungsfunktion F' mit xo := sup,cp{F(z) < 1} ist genau dann
im Anziehungsbereich der Gumbel- Verteilung, wenn eine Von Mises Funktion F, mit Hilfs-
funktion f, existiert, so dass o = sup,cp{Fi(z) < 1} und

. 1—F(x)

lim ————~ =1

xlTrfg 1 — F* ({I?)
gelten. Als normierende Konstanten kinnen

1
n(l—F(b,)) =1, a,= ) n €N

gewdhlt werden.
Beweis Siehe Kapitel 1, [11]. O

Proposition 5.13 Sei (X;)iez ein EGARCH Prozess mit der Standardwahl, wobei simt-

liche Voraussetzungen von Satz5.10 erfillt seien. Dann liegen (02)iez, (X2)iez und (Xy)ez

im Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung. Definiere

oo (T) = %’,k(T)v

g
IM8

k=1 1=—00

w |l

Goo(T) = ik (T), 7> 0.

s

i
N
<
I
|
8
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und &, sowie d,, durch nP(logo? > d,) =1 und &, := §(dy,) fir n € N als normierende
Konstanten von (log 02)iez, sowie ¢, und d,, durch nP(log X? > d,) = 1 und ¢, := q2(d,,)
fir n € N als normierende Konstanten von (log X?)icz. Dann lauten die normierenden
Konstanten fiir (X?)iez

. < (logb,
b, :==exp(dy,), a,:= %, neN (5.11)
und fiir (02)sez }
) - 7= (log by
by = exp(dy), Gn = %, neN (5.12)
sowie fiir (X)iez
- exp (3dnj2) ., n gerade, _ 25 (2logb,,) neN (5.13)
’ m7 n ungerade = bn, ’ ' .

Beweis Seien Fy, Fx» und Fj, x2 die Verteilungsfunktionen von X;, X7 und log X7.
Nach Satz 5.10 liegt (log X?);cz im Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung. Also exis-
tiert nach Lemma [5.12 eine Von Mises Funktion F, mit Hilfsfunktion f,, Endpunkt oo
und Darstellung wie in (5.10), so dass

1— EogXQ(x)

li =1 teZ
e 1= F.(2) ! <
gilt. Aus nahe liegenden Griinden muss nun
lim g5 (8) f(t) = 1 (5.14)

gelten, da sowohl ¢,, als auch 1/f.(d,) fir n € N als normierende Konstanten von
(log X?)sez moglich sind und d,, — oo fiir n — oo gilt. Es folgt nun fiir z > 0

1 —Fx2(z) = 1— Fgx2(loga)

logx 1
e (‘/ f*<u>d“>

v 1
= cexp —/ —dt) , T — 00.
( exp(zo) tf* (log t)

Weiterhin ist

ditf*(log t) = f.(logt) +t fl(logt) ! — fu(logt), t — oo.
t ——t

—0

Wegen (5.14) und der Tatsache, dass ¢5_(t) — oo fiir t — oo, gelten f,(¢) — 0 und deshalb
Lt f.(logt) — 0 jeweils fiir t — oo. Daher ist 1 — Fi tail-dquivalent zu einer Von Mises
Funktion und deshalb im Anziehungsbereich der Gumbel Verteilung nach Lemma [5.12.



KAPITEL 5. EXTREMWERTTHEORIE FUR EGARCH PROZESSE 86

Aus P(log X7 > x) = P(X? > exp(x)) folgt b, = exp(d,). Nach Lemma [5.12 kann
an = 1/(bnfi(logb,)) fir n € N gewahlt werden. Wegen (5.14) geht also auch

_ 7% (log l;n)

, n € N.
bn

n

Auf exakt identische Weise erhilt man die normierenden Konstanten von (02):ez.
Aufgrund der Definition X; = oy¢; und der Symmetrie von ¢, fiir t € Z folgt fiir x > 0

1
L= Fx(z) = 5 (1— Fx(z))

1
c v 1

~ —exp|— —dt
2 < /exp(zo) tf*(lOg t) )
c ( /x 2 q )

= —exp|— ——du | , r — OQ.
2 exp(z0/2) u.f* (2 IOg U)

Wiederum gilt

1
itf*(21og1§)/2 = f.(2logt) /2 +t fi(2logt) = — 0, t — oo.
dt —— —t

—0 —0

Daher ist 1 — F'x tail-dquivalent zu einer Von Mises Funktion und hiermit im Anziehungs-
bereich der Gumbel Verteilung nach Lemma 5.12.
Aufgrund der selben Argumente wie eben folgt

SP(log X7 > 1) = TP(X] > exp(e) = P(X, > exp(z/2)).

Aus diesem Grund wahlt man

b, =

1
(1=-Fx)=(n)’

{ exp (%dn/g) , n gerade,

n ungerade.

Wiederum wegen (5.14) kann
2¢5;(2logby,)
bn

gewahlt werden. a

Qn

Bemerkung Aufgrund des Definitionsbereiches von ¢ aus Proposition [5.13 besteht
die Moglichkeit, dass a, und a, fiir kleine n nicht wohldefiniert sind. Fiir solche Fille
miissten a,, und a, wie in Lemma 5.12 gewahlt werden.

Im Folgenden ist log  als (log xy, ..., logxs) mit £ € RY und d € N zu interpretieren.
Weiterhin sei

Ty <ﬂ+b,...,@+b)
a a a
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mit ¢ > 0 und b € R.

Im kommenden Satz folgen die wohl zentralen Aussagen der gesamten Diplomarbeit:
die Punktprozessresultate fiir (X?)icz, (02)iez und insbesondere (X;)sez.

Satz 5.14 Sei (X;)iez ein EGARCH Prozess mit der Standardwahl, wobei simtliche Vor-
aussetzungen von Satz 5.10] erfiillt seien. Seien samtliche normierenden Konstanten defi-
niert wie in Proposition 5.13.

Dariiber hinaus seien N, fir n € N ein Punktpmzess auf (0,00) x R mit den da-
zugehorigen Punkten {(i/n,an,(X; — b)) 1 ¢ € N}, Nyo fir n € N ein Punktprozess auf
(0,00) xR mit den dazugehérigen Punkten {(i/n, a,(X2—b,)) : i € N}, N, ns fiirn € N ein
Punktprozess auf (0,00) X R mit den dazugehérigen Punkten {(i/n,an(0? —by)) : i € N}
und N ein Poisson Prozess auf (0,00) X R mit dem Intensititsmafl du := dt X exp(—x)dz.
Dann gilt

N.; 5N, n—oo, je{1,3}.

Beweis Nach Proposition 5.13 gilt

lim P(a,(max{X;,...,X,} —b,) <x) = lim P(a,(max{X? ..., X2} —b,) < z)
= lim P(a,(max{o?,... 02} —b,) < )

= exp(—e™®), z € R.

Nun miissen die Bedingungen D’(u,) und D, (w,) fir (X?)icz, (07)tez und (X;)ez nach-
gewiesen werden, um Proposition 4.9/ anwenden zu konnen.

Wir betrachten zunichst (X?);cz und hierbei D’(u,). Es sei angemerkt, dass ¢, — oo
und d,, — oo fiir n — 00. Seien nun z € R fest und

[ 1/2, z>0,
C'_{Q, x < 0.

Dann existiert ein € > 0, so dass log(x +1) > Cz, falls |z| < e. Es gilt nun fiir j € N\ {1}
und _binreichend groe n € N, so dass x/a, + b, > 0, was aufgrund der Definition von a,,
und b,, auch moglich ist,

P(Xf>£+6n,xf>&£+6n)

= P(logX12>log(A£+lA)n),logX32>log<A£+lA7n))
(7% Qp,
2 (Snﬂi =~ 2 ZA)nLU -~
= PllogXjy >log| — +0b,|,log X; >log | — + by
Cp, Cn
2 x 9 x
= PllogX] >log|—+1)+dnlogX;>log|(—+1)+d,
Cp, Cn

Czx
< P(log X} > ——i—dn,logX2 > —+d )
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Weil (log X?)ez nach Satz 5.10 die D'(u,,) Bedingung erfiillt, erfiillt sie auch (X?);cz.

Um D, (u,) zu zeigen, ist (4.1) nachzuweisen. Seien n,l,p,q € N und I, J und ay,
wie in Definition 4.4, wobei a,,; derart ist, dass (log X?)iez die D,(u,) mit a,; erfiille.
Seien auBerdem xy,...,xp,y1,...,y, € R sowie v, := (z1/a, + by, . . . Tyl + Bn) und
wy, = (y1/a, + i)n, e Yg/ O F l;n) Dann gilt fiir hinreichend groflie n € N

[P(X} < 0a, X < wy) = P(X] < 0,)P(X] < wy))|
= |P(log X7 < log v,,log X7 < logw,) — P(log X} < log v,)P(log X7 < log w,)|

= |P (logXI2 < log (E + 1) + dp, log X5 < log (E + 1) + dn) —
Cp, Cn,

(. /

:Tgn

P (logXIQ < log (E + 1) + dn) P (1ogX3 < log (ﬂ + 1) + dn) .
Cn Cn

N J/

=Yn

Falls nun (3, > 7,, so wihle C,,, D,, € {1/2,2} so, dass

C,xz

n Cn

Cn
P(logX?S +dy,log X2 < y+dn) > B, neN, (515)

D,z

D,
p (logXIQ < 2Ty dn) p (1ogX3 < Y +dn) < 4m neN.  (5.16)
C

n n

Falls 3, < v,, so wahle C,,, D,, € {1/2,2} so, dass die Ungleichungen in (5.15) und (5.16)
mit umgekehrten Vorzeichen erfiillt sind. Fiir hinreichend grofle n ist dies aufgrund der
Taylor Entwicklung von log(z + 1) um 1 mdoglich. Dann gilt

’P(Xlz < 'Uan3 < wy) — P(X? < 'Un)P(X3 < wy)|
c, C,
Y dlog X2 < y+dn)—

n Cn

< ‘P (ng? <

n n

D D,
P (1ogX12 < +dn) p (1ogxi < Y +dn)‘

C,x

IN

Cy
P (1ogXI2 < + dp,log X3 < Y + dn) —

n n

p (logX? <2 id,l0gx2< Y +dn) ‘ +

Cn Cn

‘P (logXIz <Z g logx2< ¥ +dn> .
C

n C’I’L

p (logXI2 < z +dn) p (logX?, < cﬂ ~|—dn) +
Cn

n

‘P (logXIQ <z +dn> p (1ogX3 <Y +dn) -
C

n n
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D,x

Cn

D,
P <logXI2 < + dn> P (logX3 < Y + dn)‘

n

S €n,1 + Qn 1 + €n,2,

wobei €, ; dem Wert des ersten Betrages entspreche und €, dem des dritten. Falls nun
€n1,€na — 0 fiir n — oo, so folgt D,(u,) fiir (X?);cz. Dies ist jedoch der Fall, da
x/cn, y/c, — 0 fiir n — oo und die Verteilungsfunktionen aufgrund von (5.8) fiir hin-
reichend grofle Argumente stetig sind.

Auf absolut identische Weise reduziert man die Nachweise von D’(u,,) und D, (u,) fiir
(02)iez auf (log o2)iez.

Nun werden (X})iez und D'(u,) fiir € R betrachtet. Es sei angemerkt, dass b, — oo
fiir n — oo. Definiere C wie eben. Dann gilt fiir j € N\ {1} und hinreichend groie n € N,

so dass |
z x
— + b, > 1 —d,,, >0,
an o= (2%/2J i )eXp (2 L /2J> -

was aufgrund der Definition von a, und b,, auch moglich ist,

P(X1 > i+bn,Xj>ﬁ+bn)
an

n

1
< _p (|X1| > L b X > 2 +bn)
2 ay, y,

2 2
P<X12> (aﬁmn) X2 > (aﬁ+bn> )

P (long > 2log (1 +bn> ,logXJZ > 2log (ﬁ +bn>)
an, a

n

T

NI~ N~ N -

IN

P(logX12>210g( —i—l) +d|n2),

Cln/2

X
log X? > 21 1 di,
0g X og <2CW2J + )+ L/2J)

Cx

Cx

+ dLn/gj,long >
Cln/2] T clya)

< %P (long > + dLn/2J) .
Nachdem (log X?);c7 nach Satz5.10 die D’(u,,) Bedingung erfiillt, erfiillt auch (X;);c7 die
D'(u,) Bedingung.

Jetzt wird D, (u,) gezeigt. Seien n,l,p,q¢ € N und I, J und «,; wie in Definition
4.4, wobei a,,; derart ist, dass (log X?)icz die D,(w,) mit a,; erfiille. Seien auBerdem
1y Tp Y, Yy € R, Uberdies v, = (z1/an, + by,...,2p/a, + b,) und weiterhin
wy, = (y1/an + by, ..., Yg/an + b,). Dann gilt fiir hinreichend grofie n € N

|P(XI S vn>XJ S wn) - P(XI S vn)P(XJ S wn)|
< [P(log X7 < 2log v,,log X7 < 2log w,) —
P(log X7 < 2log v,)P(log X7 < 2log w,,)|
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< P(logX2<210g< )+dg,logX2<210g(2y +1)+d9n)—

Cg

N J/

=:6n
P(logX2<210g( >+d9n)-
=n,1

N

P <1ogX§ < 2log (QL + 1) + dgn) :

Cyn,
NG J
'

=Tn,2

Setze nun 7, := Yn17n2. Die Zahlenfolge (g, )neny werde durch [n/2] oder [n/2] so de-
finiert, dass |3, — 7,| maximal werde. Der Rest des Beweises lauft vergleichbar mit der
D, (u, ) Bedingung fiir (X?)sez.

Damit sind séimtliche Voraussetzungen von Proposition 4.9 fiir (X?)icz, (67)ez und
(X})iez erfiillt, weshalb diese anwendbar ist. a

Korollar 5.15 Sei (X;)iez ein EGARCH Prozess mit der Standardwahl wobei sdmtliche
Voraussetzungen von Satz 5.100 erfillt seien. Seien b, bn, bn, U, Gn und a, firn € N
wie in (5.11), (5.12) bzw. (5.13) und Mw) die k-te Ordnungsstatistik von {Xi, ..., X7}

fiir j € {1,2} und Mékg die k-te Ordnungsstatistik von {o3,... 02}. Dann gilt fiir jedes
keN

k—1

Plan(MY b)) <7) — exp(—e) Y SR
’ — 7!
L exp(—a)’
N (k) 2 —x -
P (MY ) S2) — exploe) X O,

k-1 ;
P(dn(M(kg) —b,) <zx) — exp(—e ) Z M, n — oo.
i!
i=0

Beweis Es sind die Voraussetzungen von Proposition 4.8 erfiillt, weshalb diese Anwen-
dung findet. O

5.2 Simulation eines EGARCH(p,q) Prozesses

Nachfolgend wird ein EGARCH(1,1) Prozess mit der Standardwahl simuliert. Hierbei
wird (log 02)sez festgelegt durch

log o := 0.7g(e;_1) + 0.4log o}, teZ.
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Abbildung 5.1: Simulation von (log 62)cz.

Weiterhin wird g : R +— R definiert durch

g(x) =2z — (Jz| — Ele1]), z € R,

wobei € < GED(2), also standardnormalverteilt fiir t € Z. Durch die Definition von ¢
flieen negative Innovationen ¢, - verglichen mit positiven Innovationen - fiir t € Z mit
dreifachem Gewicht in logo? ein. Hierdurch wird der in der Einleitung angesprochene
leverage effect nachgebildet.

Die Simulation des EGARCH(1,1) Prozesses folgt der im vierten Kapitel, [10] beschrie-
benen Methodik.

In den Abbildungen 5.1 und /5.2 erkennt man gut den leverage effect. Die negativen
Innovationen flieen deutlich stérker gewichtet in (logo?);cz und (log X?)ez ein als die
positiven.

In den Abbildungen 5.3, /5.4 und 5.5/ erkennt man, dass kein Clusterverhalten vorliegt,
dass also grofle Ausschldge nicht in Haufen auftreten.

Nun wird anhand eines probability plots (kurz: PP-plot) die Giite der Gleichung (3.8)),
mit welcher man das Tailverhalten von (logo?);cz abschiitzen kann, analysiert. Hierbei

betrachtet man n € N unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen &;,...,&, mit
Verteilungsfunktion F'. Nun bildet man deren Ordnungsstatistiken &,, < -+ < &,.
Dabei gilt
n—k+1
F(fk,n) - —, kG{l,...,n}.

n+1
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Abbildung 5.2: Simulation von (log X2)ez.
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Abbildung 5.3: Simulation von (67)cz.
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Abbildung 5.4: Simulation von (X?);cz.
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Abbildung 5.5: Simulation von (X});ez.
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Daher betrachtet man den Graph

{(F(fkn),n;—jﬂjl) :kzl,...,n}

und erwartet, dass im Idealfall simtliche Punkte des Graphen auf der Winkelhalbierenden
des Koordinatensystems zwischen den Punkten (0,0) und (1,1) liegen.

Wir wollen sowohl den rechten, als auch den linken Tail von (logo?);c7 betrachten.
Aus diesem Grund definieren wir in letzterem Fall die Funktion g durch

g(x) :=2x + (|| — Eleq]), z € R,

um so einen nahezu gespiegelten Datensatz zu erhalten, so dass wir in diesem Fall wieder-
um nur den rechten Tail betrachten konnen. Zunéchst betrachten wir jedoch den tatséchli-
chen rechten Tail.

Gleichung (3.8) besagt, dass

oxb (< P11, [0 + 0laz (1) )
V2r g ()0 (g (1)) ’

P(logaf>t)~ t — o0.

In unserem Beispiel gilt
logo} =0.7) 0.4'g(e——1), tEL
=0

so dass wir mit g (7) = %T 1t fiir 7 > 0 und ¢ 1= %(%)1/2

! ex (—Q(t—t)Q) t>t
Tt —t) P\ ) =

definieren. Nun schétzen wir Fjog,2(t) durch Eog »2(t), jedoch erst fiir so groflie t € R, dass

1-— Floga? (t) :==

das Ergebnis Sinn macht, sich also F’logJQ (t) > 0 ergibt. Es sei darauf hingewiesen, dass
fiir uns ausschliefllich das Verhalten der PP-Plots in der Umgebung von (1, 1) interessant
ist, da wir keinen Test auf die Verteilungsfunktion ausfiihren, sondern einen auf die Tails.
Das Ergebnis ist in Abbildung 5.6 festgehalten.

Nun betrachten wir den linken Tail von (log 0?);ez iiber die beschriebene Anderung
der Funktion g. Dabei ergeben sich g (7) = %7’ + to fiir 7 > 0 und ¢ty := _%(%)1/2’ SO
dass wir die Abschéitzung

1

2 2
et —t0) P (_ﬁ(t_“) ) =

fiir den gespiegelten linken Tail von (log 07);c7 erhalten. Das Resultat findet sich in Ab-
bildung /5.7.

In Abbildung /5.6 befindet sich der Graph in der Umgebung von (1, 1) leicht iiber der
Winkelhalbierenden, welche gestrichelt eingezeichnet ist. Dies heifit, dass der rechte Tail

1-— Floga?(t) =
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Abbildung 5.7: Abschétzung des linken Tails von (log 0?);cz anhand eines PP-Plots.
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von (log 0?)ez leichter ist, als unsere Tailschitzung vermuten lieBe. Anders in Abbildung
5.7: in der Umgebung von (1,1) ist die Tailapproximation nahezu perfekt.

Es ist zu vermuten, dass die leicht unterschiedlichen Resultate daher riihren, dass der
Term p o g5 aus (3.8) mit 0 geschitzt und daher nicht beriicksichtigt wurde. In welcher
Weise pog_ fiir ¢, welche nicht nahe oo sind, ins Gewicht fiele, ist jedoch nicht abschétzbar;
in dieser Situation befinden wir uns jedoch.
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