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1 Einleitung

Ziel der physikalischen Geodasie ist die Bestimmudey Erdfigur und des &ul3eren
Schwerefeldes. Um dieses Ziel zu erreichen wurde ¥ielzahl von Verfahren entwickelt,
mit denen Schwerefeldgrofien gemessen werden kanmerein Formelapparat entworfen,
mit dem auf verschiedenen Wegen das Schwerefedtiveet werden kann.

Eines der Verfahren ist die Gravimetrie, bei denirebeschleunigungen gemessen werden.
Dies geschieht zumeist durch Gerateaufstellungehaaml, kann aber auch vom Flugzeug
oder vom Schiff aus erfolgen. Gravimetrie liefeunRtwerte, die alle spektralen Anteile des
Schwerefeldsignals enthalten. Da Gravimetrie nurkBuerte erfasst, ist es schwer, sie fur
grof3flachige oder gar globale Aufgaben zu verwenden

Das globale Schwerefeld hingegen wird im Rahmen Schwerefeldsatellitenmissionen
gemessen. Hierzu wurden spezielle Methoden entWjckémlich Satellite-to-Satellite-
Tracking (SST) bzw. Satellite-Gravity-Gradiometr$GG). Da mit steigender Entfernung
von der Erde vor allem das hochfrequente Schwelsfgial gedampft wird, kdnnen
Satelliten nicht das volle Spektrum des Schweretldvahrnehmen. Da durch die
Satellitenbahnen allerdings die Erde komplett Ubekd wird, kbnnen besonders der lang-
und mittelwellige Anteil des Schwerefelds hochgebastimmt werden.

Ozean- und Eisflachen konnen mit Hilfe der Satsiitimetrie beobachtet werden. Mit ihr
wird zwar eigentlich nicht direkt das Schwerefetdrgessen, dafir jedoch andere Gréf3en, aus
denen sich wiederum Schwerefeldbeobachtungen ablieissen.

Alle Verfahren messen das gleiche Schwerefeld,gennjedoch verschiedene Vor- und
Nachteile mit sich. Um das Schwerefeld also beshatogmit seinem kompletten
Informationsgehalt zu bestimmen, scheint es notigenal sein, moglichst alle verschiedenen
Verfahren miteinander zu kombinieren und gemeingamerarbeiten, um den Vorteil jeder
Methode abgreifen zu kdnnen. Wie aber lassen sietBdobachtungen der verschiedenen
Methoden kombinieren? Wie macht man eine Messuhgl@m Erdboden mit der Messung
in einem Flugzeug vergleichbar? Als gutes Beisfiiedie schwierige Vergleichbarkeit dient
z.B. die Rolle der Atmospharenmassen. Diese wirkesh auf die unterschiedlichen
Messverfahren verschieden aus. Ein Satellit bdmpese, der sich oberhalb der
Atmosphéarenmassen befindet, nimmt das Schwerefdtebend aus Erde und Atmosphare
wahr, wahrend bei terrestrischen Messungen die #pimére tber dem Messpunkt in erster
N&herung Uberhaupt nicht wahrgenommen wird.

Neben der Kombination der verschiedenen Verfahigit sich dartiber hinaus auch noch die
Schwierigkeit, mit dem komplexen Formelapparat ugehen. Es gilt zu Uberlegen, was
getan werden muss, um die Messgrol3en in dieseseflkmrsett zu ,zwingen®. Man sollte
Uberdies auch die Gultigkeit der Formeln an sicftdnfragen. Unter was fur Bedingungen ist
eine Formel gultig, welche Vereinfachungen zur R&#alsetzt diese Formel voraus?
Insbesondere die Frage nach der Genauigkeit dpiedt eine entscheidende Rolle. Viele
Approximationsformeln wurden schon vor langerert Zitwickelt und man muss sich die
Frage stellen, ob sie die Genauigkeitsanforderundienz.B. die neuen Satellitenmissionen
stellen, noch erfillen.

Wie man sieht muss also eine Vielzahl von Fragetadtlet werden, bevor ein Schwerefeld
berechnet werden kann. Ziel dieser Arbeit ist es,Messgrol3en auf ihrem Weg von der
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1 Einleitung

Messung bis zu dem Schritt, bei dem sie in die ®ckfgldberechnung eingehen, zu
begleiten. Es soll gezeigt werden, wie sie mitedlgirkombiniert werden kénnen und wie
man sie bearbeitet, damit sie in den Formalappeasden.

Hierzu ist die Arbeit in folgende Schritte unteeglert:

- Grundlegendes zum Schwerefeld

Es soll ein kurzer Uberblick dariiber gegeben werdéa das Schwerefeld der Erde entsteht
und aus welchen Anteilen es sich zusammensetzsoltsgezeigt werden, durch welche
Funktionale das Schwerefeld beschrieben wird uné wdiese berechnet werden und
zusammenhangen.

- Beschreibung der Messsysteme

Hier soll ein Uberblick dartiber gegeben werden,weilchen Messverfahren das Schwerefeld
gemessen werden kann. Das Augenmerk liegt hietrai @nen auf der Funktionsweise des
Verfahrens, sowie zum anderen auf der SchwereféRigr welche das entsprechende
Verfahren liefert. Besonders wird hierbei beachtetrden, ob das Verfahren einzelne
Punktwerte oder flachenhafte Werte liefert, unddals Verfahren das Schwerefeld auf der
Erdoberflache oder im Raum erfasst.

- Randwertaufgabe:

Es soll dargelegt werden, wie die Messgrol3en, disveder auf einer Randflache oder
dartber liegen, zur Schwerefeldberechnung verwemgstlen kdnnen. Es wird erortert,
welche Rolle Stér- und Anomaliengrof3en hierbeilspie

- Modellierungsansatze:

Modellierungsansatze beschreiben konkrete Mdoglitbke aus Messgrol3en Schwerefelder
zu berechnen. Vorgestellt werden hier unter anderéerfahren, bei denen zur
Schwerefeldberechnung die Messwerte auf der Rardfl&iorliegen missen und die nur eine
Schwerefeldbeobachtung verarbeiten kdnnen, wielrdegralformel nachStokes als auch
Verfahren, fur die die Messwerte nicht auf die Rbiuthe reduziert werden missen und die
verschiedene Schwerefeldbeobachtungen auf einnrarbesten kénnen, wie Kollokation
oder Ausgleichung. Die Verfahren sollen hinsiclutlibrer Vor- und Nachteile, sowie ihrer
Anwendungsmaoglichkeiten miteinander verglichen werd

- Korrekturen / Reduktionen:

Auf diesem Schritt liegt das Hauptaugenmerk der eftrb In ihm sollen die
Verarbeitungsschritte der MessgréRen erdrtert werderarbeitungsschritte sind zum Einen
notwendig, um die Messgrol3en miteinander vergleictin machen, und zum Andren, um
Vorraussetzungen und Bedingungen, die die Modehligsansatze fordern, zu erfillen.
Darum werden fir die verschiedenen MessverfahreluRmonen und Korrekturen vorgestellt
und es soll moglichst gezeigt werden, wie grol3 Fghler ist, der entsteht wenn man die
Korrektur oder die Reduktion nicht beachtet.
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- Schema zu Schwerefeldbestimmung:

AbschlieRend sollen die wichtigsten Zusammenhangs \der Messung Uber die

Modellierungsansatze bis hin zu den Korrekturereimem Schema zusammengefasst und
erlautert werden. Dadurch soll die Verbindung zWwest den einzelnen bei der

Schwerefeldberechnung auftretenden Elementen vilickgwverden.






2 Grundlegendes zum Schwerefeld

Das Schwerepotential

Ein Korper auf oder aul3erhalb der Erdoberflachel weeinflusst vom Schwerefeld der Erde,
das durch die Rotation der Erde und die Gravitatier Erde erzeugt wird. Das
Zentrifugalpotential Z eines Punktes? ist nur von seinem Abstand zur Rotationsachse

(xp, yp) und der Winkelgeschwindigketb abhangig

Z(P):%w2(>§+ yﬁ)z—;wzrzcoszq). (2.1)

Darum wird das Zentrifugalpotential fur einen Pumkt den Polen null, wahrend es flr
Punkte auf Aquatorhohe maximal wird.

I'p

; Fam >y
dm = p dQ

Abbildung 2.1: Zentrifugal- und Schwerkraft wirkamf einen Korper auf3erhalb der Erde

Das Gravitationspotential i erhalt man nach deiewtonschen Gravitationsgesetzt durch
die Integration der Massenelemerdm des Erdkorpers und es ist vom Abstdndwischen
P und dem jeweiligen Integrationspunkt abhangig

V(P)= Gjijl_ldrm qyl_lp @. (2.2)

G ist die allgemeine Gravitationskonstante.
Aus der Summe des Zentrifugalpotentials und desvi@tenspotentials resultiert das
Schwerepotential
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W(P)=V(P+ Z B= cﬂj% dm%wz( i+ 3). (2.3)

2
Die Einheit des Schwerepotentials [&2}
S

Schwerevektoren, Niveauflachen und Lotlinien

Wendet man auW( P) den Gradientenoperatgrad an, so erhélt man die auf den Puikt
wirkende Schwerebeschleuniguryg, welche die Richtung der starksten Potentialamegru
beschreibt

oW oW ow
=gradW=| —,—,— |. 2.4
9=9 (ax oy GZJ @4

Der Schwerebeschleunigungsvektor lasst sich auéspal seinen Betrag und seine Richtung.
Den Betrag der Schwerebeschleunigung bezeichnet amnSchwere. Die Einheit der

Schwere is{mz}. In der Geodasie nutzt man allerdings meist diehEt['mgal] =10" [mz}
S S

Die Richtung der Schwerebeschleunigung entspriehtvéihren Lotrichtung.
Flachen mit konstantem SchwerepotentiW(x, Y, 3: kons bezeichnet man als

Niveauflachen des Schwerefelds.

Lotlinien

Niveauflichen

W=konst.

Abbildung 2.2: Niveauflachen und Lotlinien

Der Schwerebeschleunigungsvekrim Punkt P steht senkrecht auf der Niveauflache, die

durch P verlauft. Darum sind die horizontalen Komponentdie, in der Tangentialebene an
die Niveauflache anliegen Null und es wirkt keinesBhleunigung in der Horizontalen.
Entlang einer Niveauflache flief3t folglich kein Vgas.

Die Niveauflache, welche ungefahr mit dem idealisie Meeresspiegel, also dem
Meeresspiegel, der unbeeinflusst von &ulReren Krafisie z.B. Wellen oder
Meeresstromungen ist, zusammenfallt, bezeichnet alm&Geoid. Man kann sich das Geoid
als unter den Kontinenten fortgesetzt vorstellemn stellt die wichtigste Niveauflache in der
Geodasie dar, da es als Bezugsflache fur ein Hyktam verwendet wird.

Die Niveauflachen werden senkrecht von den Lotlingeschnitten. Wegen der Abplattung
der Erde sind die Lotlinien leicht zu den Polen ¢ikrimmt. Der Schwerevektor ist in jedem
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2 Grundlegendes zum Schwerefeld

Punkt eine Tangente an die Lotlinie, was in Abhilg2.2 sehr schon zu erkennen ist und
stellt somit den vertikalen Gradienten des Schwaeegials W dar. Die Hohe Uber dem
Geoid, die man als orthometrische HoHe bezeichnet, wird entlang der Lotlinie gemessen.
Die naturlichen Koordinaten (astronomische Lanye astronomische Breit&d und H)
hangen somit vom Schwerefeld ab, werden also palsdh definiert.

Geoidhthe, Schwerestbérung, Schwereanomalie und Ldtaeichung

Demgegeniber sind geodatische Koordinaten (gectiétisdngeA, geodatische Breite
und ellipsoidische Hohd&) vom Erdschwerefeld unabhangig. Sie beziehen aithein der
Erde angepasstes Ellipsoid. Dieses Ellipsoid rotrer derselben Winkelgeschwindigkeit wie
die Erde selbst und verfigt Uber ein Schwerepa@kntiwelches man als
Normalschwerepotentidl bezeichnet und welches auf der Ellipsoidoberfladieatisch mit
dem Potential auf dem Geoid sein soll, di, =W,. Das Normalschwerepotential ist bis zu
99% mit dem wirklichen Schwerepotential identisaid tapproximiert dieses somit relativ
gut.

g(P)

Abbildung 2.3: Beziehungen wichtiger geodéatischexugjsflachen zueinander

Folglich existieren auch im Normalschwerefeld Niviéchen. Diese werden senkrecht von
den Ellipsoidnormalen geschnitten. Der Abstand eies dem Ellipsoid und dem Geoid
gemessen entlang der Ellipsoidnormalen wird alsdbéie N bezeichnet. In Abbildung 2.3

wird die Beziehung der Flachen Geoid, Ellipsoid Ufdioberflache zueinander graphisch
dargestellt. Dem  Schwerevektor g entspricht im  Normalschwerefeld der

Normalschwerevektoy. Beobachtet man beide Vektoren in einem PunkgpiedsweiseR,
auf dem Geoid, so bezeichnet man ihre DifferenBétrag als Schwerestorung

69 = gpo _VPO . (25)

Die Differenz in der Richtung in diesem Punkt beheet man als Lotabweichung. Sie
lasst sich aufspalten in eine Nord-Sud Komponéntend eine Ost-West Komponemnte Die
Komponenten erhalt man durch einen Vergleich ddfirhehen mit den geodatischen
Koordinaten im Punk®,

(2.6)
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iEllipsoidnormale

Lotlinie:

Geoid

Ellipsoid

v

Abbildung 2.4: Schwere- und Normalschwerevektor

Vergleicht man den Schwerevektor iR, mit dem Normalschwerevektor in einem
zugeordneten Punk®,, in dem das Normalschwerepotential gleich dem &cepotential in
P, ist - Q, liegt also auf dem Ellipsoid, da dort das Normiaserepotential gleich dem

Schwerepotential auf dem Geoid ist - , so bleibtifferenz der Vektoren in der Richtung
naherungsweise unverandert. Diese ist also ebgem@l|Lotabweichung. Die Differenz im
Betrag wird allerdings jetzt durch die Schwereaniama

Ag = gp0 —yQO (2.7)

beschrieben.
Quellstarke der Schwerevektoren / Laplace- und Paos®n-Gleichung

Die Schwerevektorerg stellen ein Vektorfeld dar. Dessen Quellstarkedkerman, indem
man den Divergenzoperatdiv auf die Schwerevektoren anwendet

 — ,innerhalb der Erdoberflach
div g = divgradw=| 2% ~4TCP ) (2.8)
= 2w’ ,auRerhalbder Erdoberflact
Der Anteil 2w resultiert aus dem Zentrifugalpotential,
div grad Z= 2w, (2.9)

der Term - #4Gp mit p fur die Dichte der Erdmassen resultiert aus dem
Gravitationspotential:

divgradV =-4n®. (2.10)
Gleichung (2.10) bezeichnet man RisissorGleichung.

Da aul3erhalb der Erde die Dichte Null ist, gilt las Gravitationspotential aul3erhalb der
Erdoberflache:
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divgradV, =0. (2.11)

Dies bezeichnet man dlaplaceGleichung.

Marussi-Tensor

Wendet man den Gradientenoperator auf den Schweogvg an, so erhalt man den so
genannten Marussi-Tensor

W 0°'W  9*W
x> Oxdy 0x0z
W AW 92w “ b h
W, = grad g= grad grad W= =-g,t X o (2.12)
= dyox 0y 0ydz 4G — 207
W W IPW ot -29+—pg =
0z0x 02y 02

k, und k, beschreiben hierbei die Krimmung der NiveauflaictheBeobachtungspunkt in
Nord- bzw. Ostrichtungt, die Torsion undf, bzw. f, die Krimmung der Lotlinie im

BeobachtungspunktH im ersten Term von%—zvzv beschreibt die mittlere Krimmung der
z

Niveauflach£=L2k2, den zweiten Term4nGp- 2w’ haben wir weiter oben in

Gleichung (2.8) kennen gelernt. Da die Diclpteauf3erhalb der Erde Null ist, vereinfacht er

sich auRerhalb der Erde zu2w’. Fur eine kugelfdrmige Erde wiirden alle Elemente
aul3erhalb der Hauptdiagonalen Null werden, da diinien dann gerade waren und keine

Torsion vorlage. Die Einheit der Tensorelement{%t] Weit verbreitet ist allerdings auch
S
noch die Einheif Eotvod =10° [iz}
S
Fur eine ausfuhrliche Herleitung der Elemente dearuski-Tensors sei verwiesen auf

RUMMEL (2005). Fur die Elemente des Marussi-Teasowird oft der Name
Schweregradienten verwendet.

Reihendarstellungen

Das Gravitationspotential kann alternativ zur Dellshg in Gleichung (2.2) auch in einer
Reihendarstellung ausgedriickt werden

V(A= 5(B] o)

N (2.13)
:G?M (r_Rj Y P (cosB)[ C,,, cogm\) + S, sif )]

Hierbei stehtﬁm(cose) fur die voll normalisierten zugeordneten LegenBuektionen, die

aus einer Reihendarstellung des reziproken Abst?nctssultleren. Die voll normalisierten
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und dimensionslosen KoeffizienterC —~ und S, werden als Potentialkoeffizienten

bezeichnet. In ihnen ist das komplette Signal deshwSrefelds enthalten. Die
Potentialkoeffizienten stellen eine Art Gewicht flie so genannten Kugelflachenfunktionen

P.(cost) cogmh) bzw. P, (cosB) sin(mh) dar. n und m beschreiben Grad und Ordnung
der Reihenentwicklung, wobei die Summe fiivon 0 biseo und flrm von 0 bisn lauft. r,
steht flr den Abstand des Berechnungspunktes zuoneBaum.

Abbildung 2.5: Kugelflachenfunktionen (n=10, m=4)

Der aus dem ProdukGM aus Gravitationspotential und Masse der Erde, esosem
Kugelradius R bestehende Ausdruch?M legt die Dimension des Gravitationspotentials

fest.
Mit (2.13) lasst sich das Schwerepotential nuntéden als

n+l
GM «( R
W(P)= = (Tj
n P

Y P, (cosd)[ G, co i)+, silf m)]+%oo2 ¥ cdsh .(2.14)

m

Analog zum Schwerepotential lasst sich auch das mischwerepotential in
Reihendarstellung abbilden

_GM

u(p)=22

(TRJ > Pn(cosd)[ T,, cog M)+, sif m)]+%oo2 ? cdsh.(2.15)

AulRer den geraden zonalen Koeffizienter), sind alle Potentialkoeffizienten des
Normalfelds Null. Das Geodetic Reference Frame 1@3RS80) beispielsweise verfligt nur
uber die Koeffizienterc,, =1, T,,, C,,, C UNA Gy .

Ein grol3er Vorteil der Reihenentwicklungen ist, ddsAbleitungen des Schwerepotentials

sehr leicht berechnet werden kodnnen. Die ersteneifdinigen von (2.14) sind (mit
cosp = sirf):

10



2 Grundlegendes zum Schwerefeld

ow_GM (—)nﬂzm:m[c cos(m\)+ S, sin( M) |+’ f co® sif

00 R S \r 00
dW _ GM "5 = o ~
oS (Tj . P (cos) -G, sir{ d) + i, cof. )] (2.16)

W __GCM Zn:(n +1)($jn+zzm: Pn(cod)| C,,, co§ m)+ §,, sif iv) |+ rsite

Die zweiten Ableitungen sind:

0°W _ GM (_R) Za Pna(ecziose) [Cnmcos(m}\)"' S, s|r( m ]+w ?[ co$0 - Slf'le]

r

06° R
0°W _ GM (_Rjnﬂzw[—ménmsin(m\)‘F m§, cog{ m)]

m

wn R =\r) & o8
ge—Z\Q:Z_GRE/I ( ) ﬂ[ nCog( M)+ §,. sir( )|+ 29°r cosd sirp
n (2.17)
n+l
%2)\\/;/:6_;“ ( j Y P (cosB)[ -n?C,, cof )~ m'§,, sif )]

3;\21 GME( )(7R %f’nm(cose)[—m_cnm si{ M)+ m$, coé )]

"ZW GM (n+1)(n+2)($jn+3zm“l5nm(cosﬁ)[f:nmcoén)\)+_$]m sif )] +o? sy

n

Sie sind, wie z.B. in RUMMEL (1997) ersichtlich ,idblgendermal3en mit dem Marussi-
Tensor verknupft:

ga_w+iazw 1 oW, cod oW 10w 1° W
ror r? 0o’ r 2sin@ 080X r *sin’® oA r 200 r 009
W= 1 oW  cod oW W, 1 oW, 1 oW 1 9°W 19 W
"7 rZsing 060)\ r’sif@on r & r’tar® o8 r >sif@ oA r siBOAd r 2 sifl OA

LW 10°W 1 W 1 W 0w
200 r 060 r sin@oAd r 2sinB oA or?
(2.18)

Der Marussi-Tensor ist hier im lokal spharischerokKiinatensystem dargestellt.

11
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3 Beschreibung der Messsysteme

Nachdem einige grundlegende Dinge zum Schweref&dtert wurden, sollen im Folgenden
einige Verfahren mit denen man das Schwerefeld emessinn vorgestellt werden. Die
Verfahren liefern Beobachtungen, die jeweils enh@roben vorgestellten Schwerefeldgrol3en
entsprechen.

3.1 Terrestrische Schweremessungen

Terrestrische Schweremessungen werden zur Bestigjmen Schwere in einem rdumlich
begrenzten Gebiet verwendet. Mit jeder Aufstelles Geréats erhalt man einen neuen
Messwert auf der Erdoberflache. Liegen gentigendsidede in einem ausreichend grol3en
Gebiet vor, lassen sich diese zu einem Netz veffienii@uf dessen Grundlage ein lokales
Schwerefeld berechnet werden kann. Jeder Schwdrewiasst das vollstandige Signal des
aktuellen Schwerefelds am Messort. Um das Schwdr&fegréRere Gebiete oder gar global
berechnen zu konnen, mussen allerdings die Schweteewnehrerer Messkampagnen
miteinander verknipft werden, was oftmals nichtelhmriteres mdglich ist, da die Werte aus
verschiedenen Kampagnen oft Gber unterschiedliohea@gkeiten verfiigen und zudem in
der Vergangenheit in Datenbanken zumeist nichtralse Schwerewerte abgespeichert
wurden, sondern als Schwereanomalien (die GroReveSehAnomalie wird im Kapitel 4
ausfuhrlich erlautert). Dies ist problematisch,idalie Berechnung der Anomalien zumeist
die orthometrische HOhe des Messpunktes eingehttchDwersatz zwischen den
Hohensystemen (unterschiedlicher Pegelanschlussmkoes zu einem Versatz zwischen
verschiedenen Anomaliendatensatzen, was einen &lnggn systematischen Fehler
verursacht. Au3erdem liegen nicht in jedem Gebieicly viele Schwerewerte vor. Fir
globale Berechnungen stellt sich gar das Probleass dn einigen Gebieten gar keine
Schweremessungen existieren oder nur reduziertemAlen, wie Bogoueranomalien,
vorliegen.

Um die Hohe des Messpunktes zu erhalten, werdegsteésche Schweremessungen meistens
von Nivellements begleitet. Aus den HOheninkremenies Nivellements und den
Schweremessungen lasst sich die orthometrische Héhebestimmen. Die Lage des
Messpunkts wird zumeist nicht extra bestimmt, somdes werden Koordinaten aus dem
Landesnetz Ubernommen. Diese werden dann in eingordihatentransformation in
ellipsoidische Koordinaten umgerechnet. Fir den ddeskt liegen also letztendlich die

Lagekoordinater(q),}\) zusammen mit der orthometrischen Hadtevor.
Heutzutage wird es allerdings mehr und mehr Usclsw8remessungen von GPS-Messungen
begleiten zu lassen. Diese liefern direkt die gésdden Koordinaten(}\,q),h) fur den

Messpunkt, was vorteilhaft ist, wie weiter unteldetert werden wird.
Bei der Schweremessung wird zwischen zwei untegdiibhen Verfahren unterschieden, der
relativen und der absoluten Schweremessung.
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3 Beschreibung der Messsysteme

Relative Schweremessungen

Relative Schweremessungen sind gebrauchlicher teslide Schweremessungen, da sie
leichter und schneller auszufiihren sind und diga@dbilliger und einfacher zu transportieren
sind. Wie der Name bereits vermuten lasst, liefieet relative Schweremessung an einem
Punkt P den Schwereunterschiéd,, zu einem anderen Schwerepurikt, so dass flr die

Schwere am Messpunkt gilt:

Jp = Op, 00y - (3.1)
Es ist auch moglich, die Anderung der Schwere aameiPunkt mit der Zeit zu messen, was
besonders fir Gezeitenanalysen interessant ish N@RGE (2003) werden bei der relativen
Schweremessung entweder Zeit- oder Ortunterschiedbachtet, die jeweils andere GroR3e
wird konstant gehalten. Zumeist wird das Prinzip Bederwaage nacNewtonverwendet.
Wenn sich die Schwere &ndert, verandert sich aiechahge der Feder, wobei das statische
Gleichgewicht zwischen Schwer- und Federkraft eemalbleibt. Bei einer vertikalen
Federaufhdngung filhren Schwereé&nderungen allerdioigs nur zu einer geringen
Federauslenkung. Diese ist sehr schwer zu mes&=wegen eine hohe relative Genauigkeit
kaum zu erreichen ist. Darum wird die Feder zunmshtef - und damit instabil (a-statisch) -
aufgehangt, was zu einer gréReren Federauslenkinmyy Beispiel hierfur ist die allgemeine
Hebelfederwaage, bei der die Feder-Gegenkraft wbtem bestimmten Winkel an den die
Masse tragenden Hebel angreift.

0%
Abbildung 3.1: Prinzip der allgemeinen Hebelfedeaga.
Nach TORGE (2003) lautet die Gleichgewichtsbedinpder allgemeinen Hebelfederwaage

mgasin(a +3) - kbdl_lﬁ sina = 0, (3.2)

wobei

h=(@jsina (3.3)
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der senkrechte Abstand zwischen dem Puhkind der Feder istm ist die Testmasse ist
die Federkonstante urldbzw. |, die Lange der belasteten bzw. unbelasteten FEdestige

Langen und Winkel sind in Abbildung 3.1 ersichtlich

Absolute Schweremessungen

FUr absolute Schweremessungen ist eine gleicheditigigen- und Zeitmessung von Néten,
weswegen das Verfahren aufwendiger ist als dig¢ivel&chweremessung. Allerdings kénnen
dafir aus den Langen- und Zeitmessungen direkt e der Name schon sagt -
Absolutschwerewerte abgeleitet werden. Mehrere &dndJahre lang wurde flr
Absolutschweremessungen die Pendelmethode verwerddet auf der Messung der
Schwingungsdauer eines frei schwingenden Pendelshtee Sie verlor an Bedeutung und
heute wird fast ausschlie3lich die Freifallmethedenvendet.

Bei der Freifallmethode wird der Weg einer entlagiger senkrechten Linie fallenden
Testmasse beobachtet und die dazugehdrige ZeitsgemeDie Beobachtung erfolgt in einer
Vakuumkammer und als Testmasse wird zumeist einlelkef verwendet. Die
Streckenmessung erfolgt in der Regel mit Laselfietemetrie.

Nach TORGE (2003) verbindet dann folgende GleichdiegPositionz des frei fallenden
Kdrpers zur Zeit mit der Schwere

z=zo+‘%t+%f, (3.4)

wobei z, und z, fur den Ort und die Geschwindigkeit zu Beginn #iéessung stehen.
Gleichung (3.4) basiert auf der zweifachen Intagratier Bewegungsgleichung

mz= mq 32 (3.5)

eines frei fallenden Kérpers der Masse ein homogenes Schwerefeld langs der Fallstrecke
vorausgesetzt. Fur die Lésung von (3.4) benotigh rBaPositionen mit den zugehérigen
Zeiten. Es folgt:

_2(23—4)(5—3)—(22— 2)( 4~ 9 (3.6)

97 (ta_tl)(tz_tl)(ts_tz)

Da wir durch hochgenaue Zeitmessungen und die irdsderometrie allerdings tber viel
mehr als drei Zeit/Positionspaare verfigen, bestimman g in der Regel durch eine
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quedrain der (3.4) als
Beobachtungsgleichung dient.

3.2 Flug- und Schiffsgravimetrie

Fluggravimetrie wird in erster Linie in Gebieten gawandt, in denen bislang kaum
Schweremessungen vorliegen. Ein gutes Beispiel Umiesihd polare Regionen. Hier kann
naturgemal nur bedingt mit terrestrischer Gravimeajearbeitet werden und auch von den
meisten Satelliten kann das polare Schwerefeldsauhd zu geringer Inklination nur schwer
erfasst werden. Auch fir andere Gebiete, die zu delfdver oder gar nicht erreichbar sind,
eignet sich die Fluggravimetrie. Dies sind vor @mllelochgebirgsregionen, Ozeane oder auch
Walder. Im Gegensatz zu Satellitenmethoden, dieema rAumliche Auflésung von bis zu 70
km erreichen, kann mit Fluggravimetrie eine rauhdi@uflésung von 4 km erreicht werden,
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3 Beschreibung der Messsysteme

wobei laut BOEDECKER & STURZE (2006) bei zukunftig&ampagnen eine raumliche
Auflésung von 1 km bei einer Genauigkeit von 1 meyakicht werden kénnte.
Fluggravimetrie ist komplizierter als terrestriscii&avimetrie, da eine Vielzahl von
zusatzlichen Einflissen bedacht werden muss. Im ez zur terrestrischen
Schweremessung, bei der das Gravimeter unbewegeauktrdboden steht, befindet sich das
Gravimeter jetzt in einem bewegten Objekt, dessigertbewegung bericksichtigt werden
muss. Auf das Flugzeug wirken sogenannte Schetekrdfe immer enstehen, wenn eine
Bewegung im Inertialraum vom erdfesten System aesbéchtet wird. Vor Allem die
Coriolisbeschleunigung ist hier zu nennen. Diesessrhei jeglichen Bewegungen in einem
beschleunigten Bezugssystem berucksichtigt werden.

Gravimeter auf stabilisierten Plattformen

Fur die Fluggravimetrie verwendet man oft modifiteeterrestrische Gravimeter, die auf
gedampften zweiachsigen Plattformen aufgebaut wefde Plattform sorgt dafiir, dass sich
das Messsystem immer in der Horizontalen befin@&¢. Schwere ergibt sich dann aus
folgender Beobachtungsgleichung:

2
g=1f,—-X,+2wcosp sim v+VT. (3.7)

Hierbei ist f, die vertikale Komponente des Beschleunigungsvekider Testmasse
gegeniber dem Gehéause, also die Grolie, die eaentjemessen wird. Der
Beschleunigungsmesser wird auch als spezifisch&é Kezeichnet. Die Eigenbewegung der
Plattform, wird durch die vertikale Beschleunigung, ausgedrtickt, v ist die
Plattformgeschwindigkeit gegeniber der Erdeder Abstand zum Geozentrum und das

geodatische Azimut. Die beiden letzten Terme aarf chten Seite bezeichnet man als
E6tvosKorrektur

2

50 = 200 COSP Sirm V+VT, 3.8)

wobei der erste der beiden fur den radialen Amterl Coriolisbeschleunigung steht, und der
zweite fur eine Zentrifugalbeschleunigung, die diie fast kreisférmige Plattformbewegung
um den Erdschwerpunkt steht.

Azimut: 905 Geschwindigkeit: 300 krmvh

o

1400 T T T T T T T
| | Eottvaskorrektur
] I . .
1200 = mmle I | @ndlsbeschleunlgung .
TNl eigene Zentrifugalbeschleunigung
| TSsal | T T T T
| | \~\ | | | |
=000 — — e m IS N e m e ]
ol | | | V"\\ | | | |
g | | | Y | | |
= | | | 1o | | |
13 O e e e e i i N At Sl oty
E | | | | s I | |
[ I I I I AN I I
8 | | | | | N | |
[ C O i s i A i R A e
F | | | | | | |
| | | | | | Ll |
R | | | | | | N, |
in 4D7777F77777777777777V777777#177T77ﬁ
| | | | | | [N
| | | | | | N
| | | | | | | "\
ZCX)**77\777777777777777\77777777777M: " |
| | | | LN,
| | | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1
] 10 20 30 40 50 60 70 80 20

Abbildung 3.2: E6tvds-Reduktion
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Wie man sieht, wird der Anteil der radialen Cosbkeschleunigung Null, fir ein geodéatisches
Azimut von 0° oder 180°. Darum liegt es nahe, Masgsagnen in Nord-Sudrichtung, bzw.
in Sud-Nordrichtung stattfinden zu lassen, da dat@ Coriolisbeschleunigung nicht
bertcksichtigt werden muss. Einzelne, rechtwinkig den Nord-Sidspuren angelegte
Spuren, kdnnen zur Kontrolle der Messungen an denz(ngspunkten verwendet werden.
Wie man in Abbildung 3.2 sehen kann, betragt diev&s3Reduktion fir ein Flugzeug, das
mit 300 km/h in West-Ostrichtung fliegt je nach Beagrad bis zul320 mgal. Dies zeigt
zum Einen, dass die Reduktion nicht vernachlassggten darf, und zum Andren, warum es
sinnvoll ist, die Flugspuren in Nord-Sidrichtungalegen.

Aus Position und Geschwindigkeit des Flugzeugs, clael man mit GPS-
Tragerphasenmessungen erhalt, kann man die Eiggneesigung X, der Plattform

berechnen, indem man die erste Ableitung der Gesdgkeit oder die zweite Ableitung der
Hohe bildet. Die Hohe lasst sich alternativ Gbers¥éa oder Eisflachen auch mit Altimetrie
messen.

Die Genauigkeit, die mit Fluggravimetrie erreichérden kann, betragt laut TORGE (2003)
etwa £2bis +5 mgal bei einer Auflésung von flnf bis zehn Kiloeret

StrapDown-Vektorgravimetrie

Als Gegenmodell zu den auf stabilisierten Plattfennfixierten Gravimetern existieren so
genannte StrapDown-InertialNavigationsSysteme pBtoavn-INS), die sich wahrscheinlich
in Zukunft einer immer starkeren Nutzung erfreuesgrden. StrapDown bedeutet, dass der
Bezugsrahmen des Messsystems (,body frame*) festdmm des Fahrzeugs (,vehicle
frame"“) verbunden ist, wahrend er bei stabilen tRlahen mit dem ,local-level-frame”
verbunden ist, da die Plattform das System in datizdntalen halt. Diese Systeme sind im
Gegensatz zu den Plattformsystemen klein und rpBostit handlicher und auch einfacher
zu bedienen. Wesentlicher Vorteil im Gegensatz ea Gravimetern auf zweiachsigen
Plattformen ist, dass der komplette Schwerebesnlgangsvektorg bestimmt wird.

INS-Systeme werden eigentlich wie der Name schat zar Navigation verwendet und

liefern Position, Orientierung und Geschwindigkaines Fahrzeugs ohne dafir Information
von auf3en zu bendtigen. Lediglich eine Anfangspmsiind -orientierung muss bekannt sein.
Das StrapDown-INS System besteht aus 3 Beschlengsmoessern und 3 Gyroskopen. Die
Beschleunigungsmesser messen die spezifische Kliaftauf eine Testmasse wirkt. Zieht
man den gravitativen Anteil von der spezifischenafkKrab, bleiben kinematische

Beschleunigungen ubrig, deren zweifache IntegradierEntfernung zum Ausgangspunkt der
Messung liefert. Die Gyroskope messen Drehratemendéntegration die Anderung der

Lagewinkel gegeniiber der Ausgangslage beschrelitienAnderung der Lagewinkel und die

Entfernung im Vergleich zum Ausgangspunkt liefemsammen die neue Position.

FUr gravimetrische Zwecke nutzt man das INS-Systden,es, wie bereits erwahnt, die
spezifische Kraft misst. Diese besteht aus dem 8dyeschleunigungsvektay und der

kinematischen Beschleunigung, die auf die Messanordnung, also auf das Flugzeirgt.
Die kinematische Beschleunigung wird meistens miffei@ntiellen GPS-Messungen
bestimmt, kann aber auch mit Precise-Point-Positgppr(Absolutpositionierung in Post-
Prozessierung mit genauen Bahnen und Uhren) bestivenden.

Bildet man dann die Differenz aus der spezifischiéraft und der kinematischen
Beschleunigung, so erhalt man den Schwerebeschleuysvektor. DieE6tvosReduktion
muss auch hier beachtet werden.

Schiffsgravimetrie

Bei der Schiffsgravimetrie findet wie bei der Fluggmetrie die Messung der Schwere in
einem bewegten System statt. Darum lassen sichiralliesem Kapitel hinsichtlich der
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Fluggravimetrie aufgezeigten Inhalte auf die Sclgifavimetrie Ubertragen. Diese findet
haufig in Kustenregionen oder in Gebieten von ggistthem Interesse statt. Nach TORGE
(2003) liegt die Messgenauigkeit in der Schiffsgraetrie bei + 0.5 bis +2 mgal bei einer
raumlichen Auflésung von 1 km in Fahrtrichtung.

Im Weiteren soll hinsichtlich der Gravimetrie imvimegten System nur die Fluggravimetrie
bertucksichtigt werden.

3.3 Satellite-Gravity-Gradiometry (SGG)

Mit Gradiometrie misst man Differenzen der Schwesshleunigung in verschiedenen
Raumrichtungen. Dieses Signal entspricht den Gméelie des Schwerebeschleunigungs-
vektors, also dem so genannten Marussi-Tensor uredertl wichtige lokale
Schwerefeldinformation.

Satellitengradiometrie wurde bislang von der Wisskaft nur theoretisch behandelt. Erst im
Sommer 2008, wird mit dem ESA Satelliten GOGEgvityfield-and-steady-stai®cean-
CirculationExplorer) das erste Mal ein Satellit mit einem Gosaeter ausgeristet sein, der
Schwerebeschleunigungsdifferenzen vom Weltraumnaessen wird. Aus aktuellem Anlass
wird darum das Verfahren der Satellitengradiometriedieser Stelle ein wenig ausfuhrlicher
beschrieben, als die anderen Schwerefeldmessverntahr

Prinzip der Satellitengradiometrie

In RUMMEL (1986) wird das Prinzip der Satellitendrametrie an Hand eines einfachen
Beispiels erlautert. Dieses Beispiel ist hilfreiom ein Gefuhl daflir zu erlangen, was bei der
Gradiometrie Uberhaupt gemessen wird:

Ausgangspunkt ist eine kugelformige Erde mit honmegeMassenverteilung. Im Abstarmgl
vom Geozentrum befindet sich der Puiiki der sich im freien Fall um die Erde befindet. Auf
der Lotlinie - diese entspricht bei unserer Ausgaitgation der Kugelnormalen -, die mit der

z-Achse zusammenféllt, befinden sich in gIeichemstAbdg unter und UberP die

Testmassefl; undT,, deren Schwerebeschleunigungsdifferenz bestimmdemesoll.

Lotlinie

Abbildung 3.3: Prinzip der Satellitengradiometrie

FUr das Gravitationspotential und die Schwerebesciung inP gilt dann:
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V(P)= GrM (3.9)
0

g(P)z—Gr';/I 0. (3.10)
P11

Da die Lotlinie in unserem Beispiel der Kugelnoremalentspricht, sind die x- und y-
Komponente der Schwerebeschleunigung Null. Durche eiraylorreine mit P als
Ausgangspunkt lasst sich die Schwerebeschleunigaliig, auf die Testmassen wirkt,
entwickeln als

9

9(T)= o P)+a—%D[‘T1) (3.11)
09 _ )

9(T)=9(P+--0r", (3.12)

wobei ri(Tl/Tz) fur den jeweiligen Koordinatenvektor zwischen desstmassen undP steht

0
und a—g den Marussi-Tensor beschreibt. Da alle PunktedaufKugelnormalen liegen, sind
r.

die x- und y-Komponenten vom(
dg o
—Null. Es entspricht r;
rIZ
Schwerebeschleunigungen in den Testmassen

%) sowie alle Elemente des Marussi-Tensors auRer

W) zudem —g bzw. 2 Man erhalt also fir die

oM 0 . 0 00
g(T,)=-—-00|-2—-00 0 OEEO o-sj (3.13)
= r re 2

1 001

GM 0 GM 099
g(T,)=-—2 0 [+22200 0 OEEO o-sj, (3.14)
= r rs 2

1 001

und erhalt aus deren Differenz die gesuchte Schhesohleunigungsdifferenz zwischen den
Testmassen

0 0O 0
GM GM
dg=9g(T)-o(T)=2—=-|0 0 0|(0 0 §=2=- 50. (3.15)
" lo 0 1 o 11

Teilt man die vertikale Komponentdg durch den Abstand zwischen den Testmagses),
so erhélt man den Schweregradienten
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dg _, M

v, =—
s s

zz

(3.16)

Fur den Fall, dass die Testmassen nicht in derké&beh, sondern horizontal zum PunRt
liegen, sowie fur den allgemeinen Fall, sei verereauf RUMMEL (1986).

Gradiometrie bei der GOCE Mission

Im Gegensatz zu den Vereinfachungen, die fir obgaspiel getroffen wurden, ist die Erde
in der Realitat nicht kugelférmig und die Masseme#ung ist nicht homogen, so dass der
Marussi-Tensor voll besetzt ist. Aul3erdem sind Téstmassen nicht nur der Gravitation
ausgesetzt, sondern es wirken noch zusatzlicheitidisse auf sie. Dies sind vor allem der
Luftwiderstand und der solare Strahlungsdruck. Budie Drehung des Satelliten im Raum
entstehen Uberdies Winkelgeschwindigkeiten und cideanigungen, die von den
Beschleunigungsmessern wahrgenommen werden. Diwi&djkeit besteht also darin, das
gemessene Signal aufzuteilen in gravitativen AntaiVinkelbeschleunigungen und
Storeinflisse.

Im Falle von GOCE besteht das Gradiometer aus ahteiogonal aufeinander stehenden
Beschleunigungsmesserpaaren. Diese messen die isblesehleunigungsdifferenz zwischen
den sechs Testmassen in drei rdumliche Richtund@n. Basislinie zwischen den
Beschleunigungsmesserpaaren betragt 50 cm. Die uMigs®rfolgt im Gradiometer-
Reference-Frame  (GRF), welcher  durch die Basislinie zwischen den
Beschleunigungsmessern aufgespannt wird.

Xﬁ X3
..... é Z... ,. ﬂ:Tﬂ Z ..
v, ¢ Y}ﬁ“:" ZGRF
,@)Z X
Y, ‘
‘ EE—) Z
Yorr Ve

Abbildung 3.4: Anordnung der Beschleunigungsmeass&OCE Gradiometer

Zusatzlich verfugt jeder Beschleunigungsmesser fibehn ein eigenes Referenzsystem.
Von den drei Achsen eines jeden Beschleunigungsresind jeweils zwei hochgenau mit
10™°ms? /v Hz. Aus bautechnischen Griinden ist die jeweils ddithse weniger sensitiv

mit 10°ms? /v Hz. In Abbildung 3.4 sind die weniger sensitiven Aeh durch gestrichelte
Linien gekennzeichnet. Generell betragt die Mesdbeeite des Gerats 5 — 100 mHz. Die
untere Grenze von 5 mHz entspricht dabei einer ligdben Auflosung von ca. 3000 km.
Darum, und auch wegen der kurzen Basislinienlanggann der langwellige Anteil des
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Schwerefeldes mit der Gradiometrie nur ungenatirbeg werden. Zu dessen Bestimmung
wird Satellite-to-Satellite-Tracking verwendet, wasiter unten erlautert wird.

Mit Hilfe eines ,Drag-Free Control* Systems, welsh@us zwei lonenantriebsystemen
besteht, sollen nicht-gravitative Storeinflisse i Flugrichtung auf den Satelliten wirken,
eliminiert werden. Die Information zur Steuerungs denenantriebs resultiert aus den so
genannten ,Common Mode* Beschleunigungen, die imgdfaen noch ausfuhrlicher

beschrieben werden.

Allgemeine GOCE Gradiometergleichungen

Wir folgen dem Weg nach MULLER (2001) und beobachteines der GOCE
Beschleunigungsmesserpaare. Die Beobachtungsghgjctim die beiden Beschleunigungen
a und a, lautet dann wie folgt:

a= |V, +Q+QQ|Ax+ f, = TAx+ f,

_ : (3.17)
a,=—[V, +Q+QQ|Ax+ f, =-TAx+ f,
Ax ist hierbei der Vektor vom Schnittpunkt der Koaratienachsen bis zum entsprechenden
Beschleunigungsmesser, Q ist eine  schiefsymmestrische Matrix, die die
Winkelgeschwindigkeiten enthalt - demzufolge mu@€ symmetrisch sein - undf
beschreibt die nicht-gravitativen Kréfte, die auénd Beschleunigungsmesser wirken.

Summiert man beide Beschleunigungen und teilt dunekei, so lassen sich die nicht-
gravitativen Krafte extrahieren

—~

f o(ara)

. ; (3.18)

Dies bezeichnet man bei GOCE als ,Common Mode* ModDadurch, dass die
Storbeschleunigungen bekannt sind, kann der lortieelargezielt gegen diese ansteuern. Im
.Differential Mode" werdena, und a, voneinander abgezogen und durch zwei geteilt

rax= (B 2) (3.19)

Da Ax mit 25 cm bekannt ist, miissen im Weiteren lediglite einzelnen Anteile voit
bestimmt werden. Auf Grund der Symmetrieeigensenafter Matrizen - welche ausfuhrlich
z.B. in HOFFMAN-WELLENHOFF & MORITZ (2005) beschben werden - gilt weiter

(r-r7) _4
2 . (3.20)
(r+r7)
=V, +00

Mit Q (3.20) kannQ durch Integration bestimmt werden

Qt)= Q(t0)+j§2dt, (3.21)

f
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wobei Q(to) durch zusatzliche Messsensoren geliefert wirdt 3etd alle GrofRen aul3er den
Schweregradienten bekannt, die man erhalt mit

(rer)
v, = -0, (3.22)

ij

Da nicht alle Achsen der Beschleunigungsmesser seodlitiv sind, kénnen nicht alle
Winkelbeschleunigungen und Schweregradienten hoehgéestimmt werden. Bei GOCE
wurden die Genauigkeiten der Achsen (siehe AbbgdB8ml) so gewahlt, dass die Terme

Vo Vyys Vo, UndV,, hochgenau bestimmt werden konnen.

3.4 Satellite-to-Satellite-Tracking (SST)

Wie bereits erwahnt, kann mit dem GOCE Gradiomdtar langwellige Schwerefeldanteil
nicht hochgenau bestimmt werden. Darum verwendat mssatzlich das Verfahren des
Satellite-to-Satellite-Trackings, welches schon ka##n Schwerefeldsatellitenmissionen
CHAMP (CHAIllenging Minisatellite Payload) und GRACEGravity RecoveryAnd Climate
Experiment) erfolgreich verwendet wurde und hierzkoeschrieben werden soll.

Beim Satellite-to-Satellite-Tracking im high-low Mos befindet sich an Board eines
Schwerefeldsatelliten ein GPS-Empfanger, den mamuthe um die Positionx eines
Schwerefeldsatelliten kontinuierlich mit GPS zutbemen, so dass die Bahn des Satelliten
bestimmt werden kann.

Abbildung 3.5: Prinzip des Satellite-to-Satelliteadkings (SST) im high-low Modus

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten, wie man aus Bk#nn SchwerefeldgroRen berechnen
kann. GERLACH et al. (2003) schlagen einen Weg wdar, erfolgreich im Rahmen der
CHAMP Mission getestet und auch bei der GOCE Missverwendet werden wird.
Ausgehend von kinematischen Bahnen kann man dasit&mnspotential wie folgt
berechnen:

Die Bewegungsgleichung des Satelliten im erdfeSkstem lautet

0°X
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3 Beschreibung der Messsysteme

wobei f der Vektor der spezifischen Kraft ist, bestehemsl@len Beschleunigungen, die auf
den Satelliten wirken, ist. Multipliziert man (3)26it v=% und integriert die Gleichung

Uber die Zeit, erhalt man das so genannte Enetggial

2
l(ﬁ(j =jf@dt. (3.24)
2\ dt t

Die linke Seite beschreibt die kinetische Energes &atelliten, die rechte entspricht der
Arbeit, die notwendig ist, um den Satelliten englaser Bahn zu bewegen. Der Vektor
beschreibt die Geschwindigkeit des Satelliten. Beschleunigungsvektorf lasst sich

aufspalten in einen gravitativen Anteil, einen B&$chleunigungsanteil (Luftwiderstand,
solarer Strahlungsdruck) und einen Anteil flr dastdfugalpotential, so dass sich ausgehend
von Gleichung (3.24) das Gravitationspotential lergait

_1(0x ?
V=== —ja[vdt— Z- (3.25)
2lat)

wobei ¢ eine unbekannte Integrationskonstantalisthier nicht weiter beachtet werden soll.
Das Zentrifugalpotential kann bei bekanntem OrtHeiberechnet werden, so dass im
Weiteren nur noch der durch die Stérbeschleunigurgeerursachte Energieverlust von der
kinetischen Energie subtrahiert werden muss, darait das Gravitationspotential berechnen
kann. Zur Bestimmung voa kann, wie es bei der CHAMP Mission gemacht wurde wie

es auch in Abbildung 3.5 zu sehen ist, ein Beschdungsmesser benutzt werden. Dieser ist
im Massenzentrum des Satelliten angebracht, bdfside also im ,freien Fall“ um die Erde.
Demzufolge nimmt der Beschleunigungsmesser keiaetgtiven Signale war, da Testmasse
und Gehause gleich auf diese reagieren und somitTdstmasse relativ zum Gehause
unbewegt bleibt. Der Beschleunigungsmesser miggidio nur die Oberflachenkrafta, die

wir benétigen um Gleichung (3.25) zu l6sen.

Bei der GOCE Mission soll theoretisch mit Hilfe d@smmon Mode das System frei von
Oberflachenkréften gehalten werden, so dass dagit@ranspotential direkt bestimmt
werden kann.

Alternativ zu dem in GERLACH (2003) beschriebeneerfghren, kann auch die in
REIGBER (1989) beschriebene ,dynamische Methodetveadet werden. Dabei wird auf
Grundlage eines dynamischen Modells durch numezidctegration eine a-priori Bahn
gerechnet. Aus der Analyse der Differenzen zwisaarbeobachteten und der a-priori Bahn
werden in einem Ausgleichungsprozess Verbesserufigetie Parameter des dynamischen
Modells geschéatzt. Hierunter finden sich unter aewhe die Koeffizienten eines a-priori
Schwerefelds.

Satellite-to-Satellite-Tracking ist ein Verfahremit dem der langwellige Anteil des
Schwerefelds hochgenau bestimmt werden kann. Diegt Idaran, dass durch die
Satellitenbahnen die Erde annahernd komplett Ubktdard. Dass das hochfrequente Signal
mit Hilfe von SST nicht bestimmt werden kann, lieddran, dass das Schwerefeld in
Satellitenhdhe stark gegléattet ist. So wurde bei @elAMP Mission das Signal des
Schwerefeldes ungefahr bis Grad und Ordnung 7@sdrfa

Bei Satellite-to-Satellite-Tracking im low-low Moduwwvird neben den mit Hilfe von GPS

bestimmten Positionen der Abstanid und die Abstandsénderun® zwischen zwei
Schwerefeldsatelliten mit Hilfe eines Mikrowellestgms gemessen. In den
Abstandsanderungen zwischen beiden Satelliten edpisigh die unterschiedliche Wirkung
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3 Beschreibung der Messsysteme

des Schwerefeldes auf die Satelliten wieder. Ddasgen sich auch hohere Frequenzen des
Schwerefeldes ableiten, als es bei SST im highMwdus der Fall ist, wo nur die Wirkung
des Schwerefeldes auf einen Satelliten beobaclntet w

Fur jeden der beiden Satelliten kann nach (3.25)@&vitationspotential berechnet werden.
Die PotentialdifferenzdV zwischen dem voraus fliegenden Satellit 1 und dwemerher
fliegenden Satelliten 2 lasst sich dann berechnén m

dav —V —\4
(at j t t [ (a)t(lj t j ( )

PETERS (2007) zeigt, wie sich Gleichung (3.26) ummen lasst, um den Bezug zu den
beiden HauptmessgréRen im low-low Verfahrenund D, herzustellen:

dv = ;DZ 2[1) (%% %,)" +[ % D+ ¥ g, jazD\éd‘f! dyd z z ¢ .(327)

Hierbei sind x, die Relativbewegung undk, die Relativgeschwindigkeit undi der

Differenzvektor zwischen der Richtung des Geschigkeltsvektors im Satellit 1 und der
Richtung der Verbindungslinie zwischen den beidatelBten.

SST im low-low Modus wird im Rahmen der GRACE Masierfolgreich durchgefihrt.
Hierbei konnte das Schwerefeld bis circa Grad &8iimmt werden.

3.5 GPS-Nivellement

Ein modernes, allerdings noch nicht sehr weit \atbtes Verfahren, mit dem sich
Beobachtungen des Erdschwerefeldes gewinnen laissaeigs GPS-Nivellement. Eigentlich
wird das GPS-Nivellement zur Hohenbestimmung vedeénZieht man von mit Hilfe von
GPS gemessenen ellipsoidischen Hohen die Geoidhgiine so gewinnt man die
orthometrische Hohe. Allerdings lasst sich diesesfahren nattrlich auch umkehren, und
man kann bei bekannter orthometrischer und ellggsoher Hohe ,direkt* die Geoidhdhe
messen. Es ist auch méglich, die Storpotentialdifie zwischen zwei Punkten zu bestimmen.
(Die Grol3e Storpotential wird in Kapitel 4 ausfitinlerlautert).

Fur die Bestimmung der Storpotentialdifferenz wizlindchst die orthometrische
HohendifferenzdH zwischen zwei Messpunkten, sowie Schweremessumngéethen den
beiden Punkten bendtigt. Daraus lasst sich, wieSHENEN & MORITZ (1967) in Kapitel

4-4 zeigen, klassisch der Potentialunterschdl (R, B) zwischenP, und P, bestimmen.

Mit Hilfe des ellipsoidischen Hohenunterschieath und den Normalschwerewerten
zwischenR, und P, kann analog die Normalpotentialdiffereat) (B, B,) berechnet werden.

Wie im nachsten Kapitel in Formel (4.3) zu seheny kann die Storpotentialdifferenz
zwischen beiden Punkten mit

AT(R,R)=AW(R B)-A U B B. (3.28)
hergeleitet werden.

Ist das Storpotential z.B. am PurlRt bekannt, ergibt sich das StorpotentiaHnmit
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3 Beschreibung der Messsysteme

T(R)=T(R)+AT(R B). (3.29)

Dieses Verfahren ist besonders fir regionale oddmalé Anwendungen geeignet. Es
empfiehlt sich, in Gebieten, in denen bereits umfaithe Schweremessungen und
Nivellements stattgefunden haben, nachtraglich GfeSsungen durchzufihren, um so in
diesen Gebieten Stérpotentialwerte ableiten zu &inn

3.6 Satellitenaltimetrie

Ein weiteres Verfahren, das zwar nicht das Schwé&talirekt beobachtet, mit dessen Hilfe
sich aber eine Vielzahl von Schwerefeldbeobachtundeerleiten lassen, ist die

Satellitenaltimetrie. Diese kann zwar nur Uber Wdkichen angewandt werden, liefert dort
aber eine Vielzahl von groR3flachigen, konsisteiéhenbeobachtungen.

Bestimmung der Geoidhdhe aus altimetrischen Messurg

Die wesentliche Messgrol3e der Satellitenaltimestiedie Entfernung des Satelliten von der
Meeresoberflached . Diese wird mit Hilfe eines Radaraltimeters an dBales Satelliten
bestimmt. Das Radaraltimeter sendet kurze Impulss. @Diese bewegen sich mit
Lichtgeschwindigkeitc und werden von der Meeresoberflache reflektieds Deflektierte
Signal wird am Satelliten empfangen. Mit der Latifzies Signals lasst sich der Abstaad
zwischen Satellit und Meeresoberflache ermitteln mi

d= c%. (3.30)

Des Weiteren wird mit Hilfe von Bahnbestimmung @esition des Satelliten ermittelt, so
dass die Hohdy,; des Satelliten Gber dem Ellipsoid bekannt ist.

| Tl

d
h SAT
Meeresoberfldche
4
/
DOT
el IR S I

h|IN

..................................................... Ellipsoid

Abbildung 3.6: Prinzip der Satellitenaltimetrie

Zieht man von ihr den Abstand ab, so bleibt der Abstand von der Ellipsoidobetii& zur
Meeresoberflache Ubrig, die so genannte MeereshdheéDiese wirde der Geoidh6he
entsprechen, wenn es keine Meeresstromungen géiveh Diese entsteht die so genannte
MeerestopographidOT (= Dynamic Ocean Topography), die zwar m2m relativ klein

ist, aber bei Weitem nicht vernachlassigt werderh. dlae Beobachtungsgleichung lautet also
wie folgt:
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hes = N+ DOT+ d= h+ d. (3.31)

Die fir Beobachtungen des Schwerefeldes interessanif3e in dieser Gleichung ist die
Geoidh6heN . Da d aus der Altimeter- undh,,, aus der Bahnbestimmung bekannt ist, muss

nur noch die MeerestopographiEOT ermittelt werden, um die Geoidhdhe zu erhalten.

Laut Diskussion in GRUBER (2000) empfiehlt sichrhieein ,Ozeanographischer Ansatz".
Bei diesem berechnet man ein auf der hydrostatisdéferentialgleichung basierendes
sterisches Nivellement. Die Basisgleichung desssteen Nivellements

gaDOT:%Gp (3.32)

sagt aus, dass die Schwere entlang einer diffetkmti Wassersaul@DOT , der inversen
Dichte p entlang eines differentiellen hydrostatischen Rfeicles dp entspricht. Die

Integration dieser Gleichung liefert die Meerestmaphie
p=0 1
DOT=] gdDOT= j ZL (3.33)
Po p

Die Dichteverteilung entlang der Wassersaule wirdzeanographischen Schiffsexpeditionen
bestimmt und ist von Temperatur und Salzgehalt \Wessers abhangig. Nachteil dieser
Methode ist, dass eine Referenzflache fur die hatean gewéhlt werden muss, auf der der
Startwert p, liegt. Man benutzt hierfir die hypothetische Refeflache ,Level of no

Motion“, die mit einer Niveauflache zusammenfallsil. Das ist problematisch, da man so
nur eine Topographie relativ zu einer Flache ehtkdé nicht mit dem Geoid Ubereinstimmt.
Ausgehend von einem so berechneten Topographiehadel mit Hilfe von Windfeldern,
Warmeflussdaten, Oberflachentemperatur und Sal#gelas Topographiemodell zeitlich
fortgeschrieben werden, so dass globale Ozeanati@osmodelle entstehen.

Bei diesen wird die Tiefe, bis zu der sich Obetkiakrafte fortpflanzen kdnnen mitbestimmit,
so dass der Startwert der Integratigny nicht langer hypothetisch ist. Die absolute
Meerestopographie kdnnte also bestimmt werdenuggesetzt das Modell ware fehlerlos.

Neben dem ozeanographischen Ansatz existiert giBaistimmung der Meerestopographie
der altimetrische Ansatz, der in GRUBER (2000) ahsdich beschreiben wird.

Bestimmung von Lotabweichungen aus altimetrischen Essungen

Neben der Geoidhthe lassen sich als weitere Scheldiveobachtung auch Lotabweichungen
mit Hilfe altimetrischer Messungen bestimmen. Affggn kénnen Lotabweichungen aus der
Neigung des Geoids berechnet werden. Da die Neigdag Meeresoberflache im

Wesentlichen der Neigung des Geoids entsprichth ksie direkt benutzt werden, um
Lotabweichungen zu bestimmen.

Aus der Analyse der Meereshthen benachbarter Mekspin Flugrichtung lasst sich die

Neigung der Meeresoberflache in Flugrichtung besim, was in SAVCENKO (2003)

ausfuhrlich beschrieben wird. Hierbei wird unteieden zwischen der Neigung der

Meeresoberflache in Flugrichtung entlang des aigistelen BahnknotensN, und der
Neigung der Meeresoberflache in Flugrichtung ewtldes absteigenden BahnknoteXs.

Aus N_ und N, in einem Kreuzungspunkt der Bodenspuren ergitit gie Neigung der
Meeresoberflache in Langenrichtung mit
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ON 1 /. .
—=—(N_+N 3.34
und in Breitenrichtung mit
ON 1, .
—=——(N,_+ N, ). (3.35)
Gl 2|¢|( )

Hieraus kann wiederum die Lotabweichung bestimnrtiere:

1 N
Rcosd oA
1 oN
E=-—"—
R o¢

(3.36)

Die Bestimmung der Lotabweichungen hat gegenibeBdstimmung von Geoidhéhe den
Vorteil, dass keine aufwendige Schatzung der Mégpegraphie mehr notwendig ist.
Allerdings muss bedacht werden, dass, wie besdmiebler Unterschied zwischen der
Neigung der Meeresoberflache und der Neigung desd&&ernachlassigt wird.

Bestimmung von Schwereanomalien aus altimetrischeviessungen

Aus den aus altimetrischen Messungen abgeleitetend@ohen und Lotabweichungen lassen
sich auch Schwereanomalien ableiten. Dies ist vwgchta, wie weiter hinten ersichtlich
werden wird, einige Modellierungsanséatze zur Schfedlbestimmung nur einen
Beobachtungstyp des Schwerefelds auf einmal vatarbé&dnnen. Leitet man also aus
altimetrischen Messungen Schwereanomalien ab, sonekd diese gemeinsam mit
terrestrischen Schwereanomalien verarbeitet wefglehe hierzu Kapitel: 5.1).

Die Schwereanomalie ist Uber ditokes~ormel (5.2) mit den Geoidhdhen verknlpft. Die
Verknupfung mit der Lotabweichung ergibt sich Gbdier Formal naciening-Meinesgsiehe
HEISKANAN & MORITZ (1967), Formel (2-210)).

Die Inversion beider Formeln fihrt jeweils zu Scheaomalien. Dies soll an dieser Stelle
nicht weiter ausgeftihrt werden, es sei auf GRUBHER(Q) verwiesen.

Fehlereinflisse bei der Altimetermessung

Abschlie3end sei erwadhnt, dass bei Altimetermegsunnoch einige Fehlereinflisse
beriicksichtigt werden mussen. So wird die Laufdeg Radarimpulses in der lonosphéare und
der Troposphéare verzdgert, was zu einem Fehler gteMereich fuhrt. Da die lonosphéare
dispersiv ist, kann der Fehlereinfluss durch diesddemg mit zwei Frequenzen eliminiert
werden, der Trophosphareneinfluss muss jedoch rnerdelerden.

Die genaue Herleitung und Beschreibung dieser &8s#, so wie weiterer Effekte die z.B.
durch die Oberflachenbeschaffenheit des Wassesteben, ist in STEIGENBERGER (2003)
ersichtlich.

Festzuhalten bleibt, dass Satellitenaltimetrie zwacht direkt die Bestimmung des
Schwerefeldes zum Ziel hat, allerdings fur die ktetipn Ozeangebiete die Geoidhdhe
naherungsweise liefert. Dies ist sehr bedeutendied&komplette Ozean nie vollstandig mit
gravimetrischen Messungen Uberdeckt werden koadurch nimmt die Satellitenaltimetrie
eine gewichtige Rolle in der Schwerefeldbestimmeimg
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3.7 Ubersicht Messsysteme

Dieses Kapitel soll mit einer Ubersicht tiber dieolvorgestellten Schwerefeldmessverfahren
beendet werden. Besonders im Blickpunkt liegt teerlivelche Grdl3e beobachtet wird. Es
soll allerdings auch festgehalten werden, welchek®um die Messung grob erfasst und fur
welche rdumlichen Ausdehnungen das Verfahren irReégel angewendet wird.

SST- Flug- Satelliten-
Energieintegral gravimetrie gradiometrie
Gravitations- Schwere Schwere
potential (-vektor) gradienten
............................ im
V(r) Vi(r) Vi) | Raum
V(R) |- _ ¥4 >3 Y RETE - auf der
R) Vi(R) V,j(R) Erdoberfliche
Geoid Lotabweichungen,
héohe Schwere
GPS- Satelliten- terrestrische

Nivellement altimetrie Gravimetrie
Abbildung 3.7: Schweremessverfahren und ihre Vdiyg zum Schwerepotential

In Abbildung 3.7 wird aufgezeigt, wie alle hier gestellten Messgrof3en mit dem
Schwerepotential verknipft sind und ob die Messgriaf® Raum oder auf der Erdoberflache
liegt.

Die terrestrische Gravimetrie und das GPS-Nivellgningen den Nachteil mit sich, dass
mit ihnen nur Punktwerte bestimmt werden. Auf Grules Messaufwands muss bei beiden
Verfahren die Messung auf regional begrenzte Gelbeschrankt werden. Beide Verfahren
liefern Messwerte auf der Erdoberflache, die je hn&lanung nur wenige Kilometer
voneinander entfernt sind. Beide Verfahren sindzttem sehr interessant. Die terrestrische
Gravimetrie ist ein Messverfahren, bei dem im Gegénzu den meisten anderen Verfahren
das komplette Schwerefeldsignal gemessen wird. GRS-Nivellement besticht dadurch,
dass das Storpotential ,direkt* gemessen werdem kard nicht erst aufwendig berechnet
werden muss. Auch die Messgro3en aus der Satelliteetrie liegen auf der Erdoberflache
(=0Ozeanoberflache). lhre raumliche Auflosung betrégmige Kilometer und sie erstrecken
sich im Gegensatz zu den Messgrolien aus den vgehannten Verfahren nicht auf regional
begrenzte Flachen, sondern auf die kompletten Glaehen, also nahezu zwei Drittel der
gesamten Erde. Die Satellitenaltimetrie ist alseDqtielle in Ozeangebieten sehr wertvoll, da
es vom Aufwand unmdoglich ware, ahnliche DatenmasserSchiffsgravimetrie (oder auch
Fluggravimetrie) zu erhalten.

Bei der Fluggravimetrie werden die Messgrof3en immrRéetrachtet. Dies ist besonders dann
von Vorteil, wenn in einem Messgebiet nur sehr sahwerrestrische Messungen durchgefuhrt
werden kdnnen. Messungen der Fluggravimetrie findaegional begrenzten Gebieten statt.
Auch in geringer Flughohe ist das Signal des Schigltes bereits gedampft. Mit den
Schwerefeldsatelliten kann das Schwerefeld inixelairzer Zeit global beobachtet werden.
Allerdings ist das Schwerefeldsignal in der Flughdion Satelliten sehr stark gedampft, es
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kann nur der lang- bis mittelwellige Anteil des &ehnefeldes bestimmt werden, dieser jedoch
daflr sehr genau.

MessaréRe: Lage der Position: Raumliche Einsatz-
9 | Messgrole: ' Auflésung: gebiet:
Terrestrische Schwere- Geodatische
Gravimetrie | differenz Koord.(A, ¢, h)
(relativ) Qi Erd- ODER wenige km* .
: oberflache regional
Terrestrische Geod. Lage(¢,A)
. ) Schwere
Gravimetrie g und
(absolut) Orthom. H6heH
Flug-
Gravimetrie Schwere Raum s
(Plattform) 9 Geodatische _ _
Koord. wenige km regional
Flug- Schwere- (A, ¢,h)
Gravimetrie vektor Raum
(StrapDown) 9
Satelliten- Schwere- Geodatische bis 80 km
Gradiometrie| gradienten Raum Koord. (ungefahr global
(GOCE) W, (A, 0,h) Grad 250)
SST high-low Gravitations- Geodatische | pjs 280 km
Energie- potential Raum Koord. (ungefahr global
Integral \Y; (X, ¢,h) Grad 70)
SST low-low| Potential Geodatische | pjs 130 km
Energie- (-differenz) Raum Koord. (ungefahr global
integral V (dV) (A.9.h) Grad 150)
Br- Geodatische
GPS- Stor- Erd- oord o .
Nivellement potential oberfliche . wenige km regional
T (A, 9,h)
Satelliten- Geoid- Ozean- Geodatische wenige km global
S imetric héhe (=Erd-) Koord. g (nur Ozean-
N oberflache (A, 9,h) flachen)
Lotab- ** -
X - Geodatische
Satelliten- | Wweichungen ?Zea” Koord wenige km global
altimetrie (£.n) (=Erd-) - (nur Ozean-
’ oberflache (A, 9,h) flachen)
SChwere,- ** Ozean_ GGOdétiSChe g|0ba|
Satelliten- anomalie ~Erd Koord wenige km
altimetrie Ag (=Erd-) \ (nur Ozean-
oberflache (X, ¢,h) flachen)

Tabelle 3-1: Ubersicht iiber die Messverfahren

*. Punktabstand zwischen den Messpunkten
**:aus den altimetrischen Geoidhdhen abgeleitet®3¥8n
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4 Randwertaufgabe

In Kapitel 3 wurden mehrere Verfahren beschrielveit,denen das Schwerefeld gemessen
werden kann. Darauf aufbauend soll jetzt erlauteerden, wie diese GroRRen fir die
Schwerefeldberechnung verwendet werden kénnen.

Um das Schwerefeld der Erde zu berechnen, mussReindwertaufgabe gelost werden, das
heil3t, dass man ausgehend von Beobachtungen dei@ttdes auf einer Randflache das
Schwerefeld der Erde bestimmt. Hierzu wird die @kkit der LaplaceGleichung im
Aullenraum vorausgesetzt, was dazu fuhrt, dass ir Se¢hwerefeldberechnung auch
Beobachtungen verwendet werden kdnnen, die nidhtl@uRandflache vorliegen, sondern
im AufRenraum und das sich Uberdies alle linearemktianale des Schwerefelds auf der
Randflache und im Aulzenraum berechnen lassen, den&chwerefeld bekannt ist.

Einige Ansétze zur Losung der Randwertaufgabe @efor dass alle Beobachtungen auf der
Randflache liegen. D.h., wir missten alle Beobaugn in Flugzeug- oder Satellitenhthe,
auf die Erdoberflache reduzieren bzw. die Gesamtikar Beobachtungen auf das Geoid.
Besonders die Reduktion von Beobachtungen auf deeidGist schwierig, da die
Beobachtungen an Land dann in die Landmassen haakeiniert werden missen, was weitere
Probleme mit sich fuhrt.

Als Randflache kann das Geoid dienen. Da sich &alBerdes Geoids Land- und
Atmospharenmassen, sowie die Meerestopographiedaesfj was in Abbildung 2.3 sichtbar
ist, wird die wesentliche Bedingung déaplaceGleichung, namlich Massenfreiheit im
Aul3enraum, verletzt. Allerdings kann der Effektr darch diese Massen entsteht, mit Hilfe
von verschiedenen Verfahren reduziert werden. Bodisveiter unten gezeigt werden.

Des Weiteren kann die Erdoberflache als Randflatbeen. Diese bringt den Vorteil mit
sich, dass sich aul3erhalb von ihr keine Landmabséinden, so dass der Giultigkeit der
LaplaceGleichung lediglich die Atmospharenmassen im Weghen. Nachteil dieser
Moglichkeit ist allerdings, dass die Erdoberflacira Gegensatz zum Geoid keine
Niveauflache des Schwerefeldes ist.

Allgemein kann man sich alle Beobachtungen des 8cifeldes als eine Funktion des
Schwerepotential$/ und des PunkteB, an dem die Beobachtung stattfindet vorstellen

b=b(W, P. (4.1)

Zur Berechnung des Schwerefeldes versucht man dezeshung umzukehren, und auf
Grund der Kenntnis vot das Schwerefeld zu bestimmen. Schwierig hiertiedess diese
Aufgabe nicht linear ist. Dieses Problem lasst sicliRahmen einer Linearisierung umgehen.

Storgrol3en

Die Linearisierung setzt eine naherungsweise Kesirdes Schwerepotentials voraus. Als
Naherungsgrol3e dient das Normalschwerepotedtialvelches, wie weiter oben erwéhnt, zu
Uber 99% dem Schwerepotentiéll entspricht.

Mit dem Normalpotentiald lasst sich dann der erste Schritt der Linearisigruollziehen
mit
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3b=b(P,W)- B(R V), (4.2)

wobei db die Differenz zwischen Mess- und NaherungsgroRePunkt P darstellt. Eine
residuale Grol3e wiedb bezeichnet man als Stoérgrof3e. Sie vergleicht Bleesgrofle am
Messort (im Schwerefeld) mit einer NaherungsgroffeMessort (im Normalschwerefeld).
Vergleicht man gemald Gleichung (4.2) in einen Punktlas Schwerepotenti&/ mit dem
Normalschwerepotentid) , so erhalt man das Stérpotential

T(P)=w(P-y(B. (4.3)

Das Storpotential beschreibt den Anteil des Schieketes, der durch das Normalschwerefeld
nicht abgedeckt ist. Seine Reihendarstellung lautet

n+l
T(p)= M (ifj S B, (cosB)[ AT, cof M) +A§, sif b)],  (4.4)
wobei AC, ,AS, . fir die (Differenz-)PotentialkoeffizientenAC, =C_-TC, bzw.

AS,. =S,- S, steht. Im Storpotential ist der Anteil des Zewigilpotentials, der sehr

genau bekannt ist, eliminiert, weil dieser nicht im Schwerepotential, sondern auch im
Normalpotential enthalten ist. Demzufolge ist dadr@tential eine harmonische Funktion,
was auch folgende Gleichung zeigt:

div grad T= divgrad W~ U= divgra(i s ,Mp'):o. (4.5)

Da das Storpotential den unbekannten Anteil desw8idfeldes beschreibt und eine
harmonische Funktion im AufRenraum ist, ist das 4let Schwerefeldberechnung das
Storpotential zu bestimmen.

Weitere Beispiele fur StorgroR3en sind die skalarkew®restorung, die bereits aus Gleichung
(2.5) bekannt ist und die Lotabweichungen, die Gleschung (2.6) bekannt ist. Diese sind
mit dem Stdrpotential verbunden durch

101
0
; ¢6T %
grad T= grad(W- U = Toos(8) n =-m |, (4.6)
ar
or

sind also die Gradienten des Storpotentials. Gleigh (4.6) verknlpft verschiedene

Schwerefeldbeobachtungen mit dem Stérpotential.

Wie wir festhalten kénnen, muss anscheinend fi@ B#obachtungen aus Kapitel 3, die mit
dem Schwerepotential verbunden sind, wie Schwetex@k oder Schweregradienten, die
Differenz mit einer NaherungsgroRe gebildet werden,sie fur die Schwerefeldberechnung
verwendbar zu machen. Dies ist fur Messungen, die GPS-Messungen begleitet werden
problemlos durchfiihrbar, da mit den geodéatischeor#ioaten aus der GPS-Messung der
Messort in Bezug zum Ellipsoid bekannt ist und dodie Naherungsgréie am Messort
berechnet werden kann. Nicht ohne Weiteres durchéihst dies allerdings, wenn fir eine

Messung die Position in Bezug zum Ellipsoid nickkdnnt ist, wie das der Fall ist, wenn fur
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4 Randwertaufgake

einen Messpunkt nur die orthometrische Hohe bekatnDann kann keine StorgréRe nach
(4.2) berechnet werden.

Anomaliengréf3en

In diesem Fall bendtigt man zusatzlich zum Naheswsyt des Messwertes einen
Né&herungsort des Messpunktes.

WQn o sRI———

Abbildung 4.1: Das Telluroid in Beziehung zu Erddldehe und Ellipsoid

Ist das Geoid die Randflache, so eignet sich ddatiRonsellipsoid als Naherung des Geoids,
da das Potential auf dem Geoid gleich dem Normeij@t auf dem Ellipsoid ist. Etwas
schwieriger ist es, eine Approximation fur Punkié @der Erdoberflache zu finden, falls diese
als Randflache dient, da die Erdoberflache keineedliflache des Schwerefelds ist, und
demzufolge die Naherungsflache auch keine Nivealdld&ein kann. Es wird eine Flache mit
dem Namen Telluroid eingefuhrt, fir das die Bedmgwilt, dass das Normalpotential in
jedem Telluroidpunkt gleich dem Schwerepotentialdem Oberflachenpunkt ist, dem er
zugeordnet ist. Die Telluroidpunkte bilden demzgéoldas Profil der Erdoberflache nach,
weswegen das Telluroid hervorragend als Approxiomatder Erdoberflache verwendet
werden kann (siehe Abbildung 4.1). Den Abstand ales Ellipsoid und Telluroid entlang
der Lotlinien durch das Telluroid nennt man Norndéid H" . Diese lasst sich, wie die
orthometrische Ho6he, aus Schweremessungen und |&hait bestimmen. Der Abstand
zwischen Telluroid und Erdoberflache wird als Hédmomalie ( bezeichnet. Diese kann

man als eine Art Geoidhohe an der Erdoberflachsteieen. Die Normalhohel™ von der
Erdoberflache nach unten abgetragen liefert dasi@Qe@id, dessen Verlauf ungefahr dem des
Geoids entspricht, aber keine Niveauflache des Safeldes ist.

Da die DifferenzAx zwischen Naherungspunk) (siehe Abbildung 4.1) und MesspuniRt

unbekannt ist, wird ein weiterer Linearisierungsagtmotwendig. Dieser wird im Rahmen
einer Taylorreihe vollzogen, die nach dem erstaadzbgebrochen wird
b*(P,U) = b'(QU)+d, b( QA x+ (). (4.7)

Setzt man (4.7) in (4.2) ein, so erhalt man

Ab=b(PW)-B(QU=K PW- { PY+0, i ¥ =3 b0, 0 )& , (4.8
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4 Randwertaufgabe

was man als Anomaliengrof3e bezeichnet. Diese hestehschon zu erkennen ist, aus der
Storgréf3edb und dem linearen Teil der Taylorentwicklung.

Ein Beispiel fur eine Anomaliengrof3e stellt die ®eheanomalie dar, die wir aus Gleichung
(2.7) kennen. Nach HEISKANEN & MORITZ (1967) lassth die Schwereanomalie nach
Formel (4.8) darstellen mit

T 10y 10y oy
Ag=——+="LT|=8g+=—L T=dg+—C |, 4.9
97" y oh { g yah g ahz} (4.9)

und ist somit eine Linearkombination zwischen defirg@tential und dessen erster vertikalen
Ableitung. Gleichung (4.9) bezeichnet man als Fumelatalgleichung der physikalischen
Geodasie, da sie die traditionell am haufigstetretehde Beobachtung Schwereanomalie mit
dem Storpotential verknupft. Wie zu erkennen ist]ltsdie skalare Schwerestérung einen
Anteil der Schwereanomalie dar. Da das Referempselid nur geringfiigig von einer Kugel
abweicht, namlich mit einer Abplattun§ von f =1:2983, ist es Ublich bei Berechnung

von Ag, N oderT das Referenzellipsoid spharisch zu nahern. Dademtsteht ein Fehler,
der weiter unten behandelt werden soll. Fir digitgspbhe Naherung gilt

:GM ﬂ:ﬂ:—zG_M:

VELLLEN oY (4.10)
r

oh or rs r

was dazu fuhrt, dass (4.9) vereinfacht werden kaongass die sphéarische Naherung der
Fundamentalgleichung entsteht

ng=-2T_271. (4.11)
or r

Hierbei findet kein Ubergang auf eine Kugel stdi, Schwereanomalie bleibt am selben Ort.
Im Gegensatz zu (4.9) wird jetzt allerdings digaBdRichtung betrachtet.

Freiluftkorrektur

Im Rahmen der Berechnung von Schwerestérungen -ademalien muss eine sogenannte
Freiluftkorrektur durchgefuhrt werden. Korrekturererden zwar eigentlich erst in Kapitel 6
behandelt, allerdings wird die Freiluftkorrekturf &rund ihrer Bedeutung fir die Definition
der Schwereanomalie und der Schwerestérung beagitglieser Stelle erdrtert. Sie ist
notwendig, um Schwerewerte auf das Geoid, oder BEischwerewerte an den Mess- oder
Néaherungspunkt zu bringen. Es muss also zwischenkalien unterschieden werden:

Reduktion von Schwerewerten auf das Geoid

Der erste Fall ist ein Spezialfall, der allerdirgghr wichtig ist, da er historisch eine starke
Bedeutung hat. Ausgangssituation ist, dass manRamelwertaufgabe I6sen mochte, bei der
vorausgesetzt wird, dass alle Beobachtungen auf@eaid liegen. Als Randwerte werden
Anomaliengrél3en gebildet zwischen Beobachtungendauai Geoid und N&herungsgrol3en
auf dem Ellipsoid. In der Realitat liegen die Beditangen allerdings - je nach
Messverfahren - auf der Erdoberflache oder im Ra8m. missen also zunachst mit der
Freiluftkorrektur auf das Geoid reduziert werdenls Aeispiel beobachten wir einen

Schwerewertg(P) am PunktP auf der Erdoberflache, der durch die Freiluftkkiue zum

Schwerewertg(Fg) am GeoidpunktP, reduziert werden soll. Dieses Szenario ist in
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4 Randwertaufgake

Abbildung 2.3 sichtbar. Mit Hilfe einer Taylorreineann g(P) entlang der Lotlinie zu
g(R) entwickelt werden

_ ag
g(P) = of %)+%DH.., (4.12)

wobei H flir die orthometrische HOhe steht. Die Entwicklumgd in der Regel nach dem
ersten Glied abgebrocheng—ﬁ bezeichnet man als vertikalen Freiluftgradientep, . Mit

(4.12) kann die Berechnung der Schwereanomaliesatzfenverden mit

Ag=(g(P)—%D4j—v(Q)=(g(P)+ dg OH-v( Q). (4.13)

wobei y(QO) fur die Normalschwere im Ellipsoidpunk), steht. Diese Schwereanomalie ist

mit der Hohe des Messpunktes korreliert, da dieogogphischen Massen zwischen
Messpunkt und Geoid in der Freiluftkorrektur nidtgricksichtigt werden (dies soll weiter
unten geschehen). Um die Berechnung durchzuflihness mallerdings noch der vertikale

Freiluftgradientdg,, bestimmt werden. Er entspricht, wie man an demfdierung —%

sehen kann, dem Negativen des Schweregradi&iieim Aulenraum (siehe auch Gleichung
(2.12))

99 _ -W,, = -2gH - 2u’. (4.14)

Diese Gleichung verbindet den vertikalen Freildtjenten mit der mittleren Krimmung der

NiveauflachenH . Da die mittlere Krimmung in der Regel unbekashtkann der vertikale
Freiluftgradient mit dieser Formel nicht ohne Witebestimmt werden.

0g

Es empfiehlt sich darum% aufzuspalten in seinen normalen und anormalenilAnte
99 _0Ag , 0y (4.15)
oh odh o0h

Da der anormale Anteil kompliziert zu berechneel{si HEISKANEN & MORITZ (1967),
S.115-116) und im Vergleich zum normalen Anteil rsklein ist, da er nur den geringen
Anteil zwischen Schwere- und Normalschwerefeld besbt, kann man annehmen

9 =ﬂ, (4.16)
oh oh
und es wird Gleichung (4.14) zu
LUy 2= —2yH gy, — 207, (4.17)

oh
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4 Randwertaufgabe

wobei HEmp_ als mittlere Krimmung des Ellipsoids leicht beresthwerden kanny ist nur

von der Definition der Ellipsoidparameter und desbikeite 6 abhangig und berechnet sich
mit

2 2
V=G|;/I 1—3(9j JZ(E CO§9—EJ+ “_ 12 sidg |, (4.18)
r 2 2) GM

r

Eine Reihenentwicklung von (4.17) fuhrt zu dem éaks nur von den Ellipsoidparametern
und der Kobreite abhéangigen Ausdruck

_:_z—g(1+f+m—2fsir129), (4.19)
oh oh a

der leicht berechnet werden kann. Oftmals verwendat flr den linearen Freiluftgradienten
auch einfach den konstanten We@308angal /m, was z.B. von TORGE (2003)

vorgeschlagen wird.
Mit Gleichung (4.19) kann die Schwereanomalie lai€hung (4.13) berechnet werden.

Der zweite Fall fur die Freiluftkorrektur wird betngt, wenn zur Berechnung von Stér- oder
Anomaliengréf3en die Messgrol3en am Messort belagseden, dafir aber die Normalgréfe
am Messpunkt bzw. N&herungspunkt benétigt wird. Wétrachten hierzu wiederum das
Beispiel der Schwereanomalie und aul3erdem dasotierebestorung.

Die Normalschwere muss jetzt vom Ellipsoid mit deeiluftkorrektur nach oben gebracht
werden (dies ist in Abbildung 4.1 zu sehen flr 8afi, dass die Schwereanomalie in einem
Messpunkt auf der Erdoberflache berechnet werdién so

Analog zum ersten Fall benétigt man eine Tayloréskiung um die Normalschwere vom
Ellipsoid nach oben zu entwickeln

V(Q)ZV(Q))"'%EHN"' (4.20)

Anstelle der orthometrischen Hohg wird jetzt eigentlich die Normalhohé" benotigt.
Oftmals verwendet man trotzdem die orthometrischighed Da nach HEISKANEN &
MORITZ (1967) die Differenz zwischen orthometrischh@d Normalhdhe in Gebirgen bis zu
maximal 2m betragt, ist der maximal mdgliche Fehiardurch bei der Freiluftkorrektur
ungefahr 2m0.3086mgal/m0.6mgal.

Da % aus Gleichung (4.19) bekannt ist, lasst sich diengreanomalie direkt berechnen mit
0
b9=0(F)-(v(Q)+ S1H' = A A-(v(Q)- dg.H). @2
Die Schwereanomalie auf diese Weise zu berechneroiteilhaft gegeniber der Methode
nach (4.13), da dort der vertikale Freiluftgradidatch Annahme (4.16) nur ndherungsweise

bekannt ist.
Die Schwerestdrung ergibt sich mit

29=0(P)~(v(Q)+ 3L th)= f A-(v( @)~ da i) 22)
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wobei h die Hohe des Messpunktes tber dem Ellipsoid ist.

[mgal]

Breite [

o] 50 100 150 200 250 300 350

_ Breite [q Lange [

Abbildung 4.2: vertikaler Freiluftgradient in Abbildung 4.3: Freiluftkorrektur global
Abhangigkeit von der Breite

In Abbildung 4.2 ist der vertikale Freiluftgradient Abh&ngigkeit von der Breite dargestellt.
Man sieht, dass der Unterschied zwischen Minimal Maximalwert circa0.002 mgal/m
betragt. Bei der Freiluftkorrektur eines Punkie4000 m Hohe am Aquator - die Differenz
zwischen tatsachlichem und angenommenem Freildfignéen 0.3086 mgal/m betragt hier
also ungefahi0.001 mgal/m - wirde bereits ein Fehler von ciicangal in Kauf genommen
werden.

Deswegen scheint es in der Regel besser zu seMt, dgen konstanten We@.3086 mgal/m

als vertikalen Freiluftgradienten zu verwenden.Alobildung 4.3 ist die Freiluftkorrektur
dargestellt. Diese betragt bis 2600 mgal, wenn man global Werte auf der Erdoberflache
auf das Geoid hinunterreduziert.

Da Schwerewerte historisch eine starkere Bedeualm@g@ndere Schwerefeldgréfien haben,
wurde ausfuhrlich beschrieben, wie sie zu Schwénesgen oder -anomalien verarbeitet
werden. Es soll der Vollstandigkeit wegen noch kemZutert werden, wie mit den anderen
Schwerefeldbeobachtungen zu verfahren ist. SowehlSatellite-to-Satellite-Tracking, als
auch bei Satellitengradiometrie werden in der R&3Jé6tgrol3en gebildet, da auf Grund von
GPS-Messungen die Position des Satelliten bekahnt i

Zieht man von den in Satellitenh6he gemessenen delgradienten W, die
Normalschweregradientds), ab, so erhalt man
T(P)=W(A-y (M. (4.23)

Um U; am Messort zu erhalten, berechnet man zunachsogaza (2.17) die zweiten

Ableitungen des Normalschwerepotentials in Sasglhibthe mit Hilfe von spharisch
harmonischen Reihen. Kombiniert man diese Ableiéungnalog zu (2.18), so erhalt mdp

und kann den Tensdirj berechnen.

Fur die Gravitationspotentialwerte, die aus dem -E&&rgieintegral resultieren, empfiehlt
sich ebenfalls mit einer Reihenentwicklung das Napatential am Messpunkt zu berechnen,
um das Storpotential am Messort zu bestimmen.
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Die Grol3en, die mit Satellitenaltimetrie gewonnegraden, missen grundséatzlich nicht mehr
bearbeitet werden. Die Lotabweichungen und Schwerealien stellen, wie wir in
Gleichung (4.6) gesehen haben, bereits Stor- bzwnratiengroflen da. Die Geoidhéhe

beschreibt eine Sonderrolle. Sie ist fur den Fass das Schwerepotential im PuRktgleich
dem Normalpotential in der®, zugeordneten Punky, ist, nach der berihmtésruns'schen
Formel direkt mit dem Storpotential verknipft

vl

Y

(4.24)

und kann darum direkt in die Schwerefeldberechreinfiie3en. Wie wir weiter unten sehen
werden, gibt es allerdings Schwerefeldberechnuntgsden, fir die es erforderlich ist,

Lotabweichungen und Geoidhtéhen in Schwereanomalmster Schwerestorungen
umzurechnen.
Ubersicht
MessgroRRe:| Linearisierung Messgroi3e: Linearigreg:
_ Schwere- Gradienten der
Terrestrische Schwere- Satelliten- dienten vektoriellen
Grav||rrt1_etr|e stérung Gradiometrie g W Schwerestérung
(relativ) Schwere o9 ” T
T <ch g Schwere- SST Gravitati
errestrische anomalie (high-low und ravitations-| - g otential
Gravimetrie A potential
(absolut) g low-low) vV T
Energieintegral
- Schwere- . o N
Flyg . Schwere - Satelliten- Geoidhthe *| Geoidhdhe **
Gravimetrie g storung altimetrie N N
(Plattform) g
ektorielle pa
% [ :
- - abweichungen
FI_ug . Schwere Schwere- Satelliten- Geoidhohe * J
Gravimetrie vektor 5 o (&n)
g storung altimetrie N
(StrapDown) S 5q aus der
Geoidneigung
Schwere- **
. : . . nomali
GPS- Storpotential|  Storpotential Satelliten- Geoidhohe * a zgale
Nivellement T T * altimetrie N .
aus der inversen
Stokesformel

Tabelle 4-1: Schwerefeldbeobachtungen und zugete@®tér- bzw. AnomaliengrofRen

*. Eigentliche Messgrof3e der Satellitenaltimetisé der Abstand zwischen Satellit und
Ozeanoberflache, aus der sich mit ZusatzinformatierGeoidhdhe ableiten lasst.

k-

andere Stor- bzw. AnomaliengréRe umgewandelt.

Da die Messgrol3e bereits eine StoérgrofRe istrde diese Ubernommen oder in eine

In diesem Kapitel wurde die Bedeutung von Stor- ukabmaliengréRen verdeutlicht.

Festzuhalten ist hierbei besonders, dass die $®eglie Differenz zwischen Messgrof3e und
NéherungsgrofRe im Messpunkt ist, wahrend die Aniemgio3e die Differenz zwischen
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MessgrofRe im Messpunkt und Naherungsgrof3e im Nagspunkt beschreibt. Die StorgrofRe
ist Uberdies immer in der entsprechenden Anomaldd$e enthalten. Obige Tabelle zeigt, in
welche Stor- oder Anomaliengréf3en die urspringlgémessenen SchwerefeldgréfRen
verarbeitet werden. Hierbei stehen in der Spklessgrofledie in Kapitel 3 vorgestellten
Beobachtungen, und in der Spalteinearisierung die zugehérigen Stor- oder
Anomaliengrél3en, in die die Beobachtungen in deyelReerarbeitet werden.

Wie man sieht, werden die meisten Beobachtungetztige in Storgrolien verarbeitet, da
nahezu alle Messungen von GPS begleitet werden somdit die Koordinaten des
Messpunktes im Bezug auf das Ellipsoid vollstarmbgannt sind, weswegen problemlos die
Normalschwere im Messpunkt berechnet werden kaarsek allerdings nochmals erwéhnt,
dass aus historischen Grinden die Schwereanomake gdoRte Datenquelle flr
Schwerefeldberechnungen darstellt, und Anomaliddgmd darum auch heute noch sehr
bedeutsam sind. Die Beobachtungen, die wir aus Messungen der Satellitenaltimetrie
ableiten, sind, wie weiter oben erlautert wurdeehs Storgréf3en (auch die Geoidhohe ist im
Grunde eine Storgrofie, wie ddeunssche Formel zeigt).

Die folgenden Grafiken zeigen, wie Stor- oder Anbemgrof3en aus den Beobachtungen
berechnet werden kdnnen.

Abbildung 4.4 zeigt, wie mit Hilfe der Freiluftkaktur aus der Schwere im Messpurkt
entweder die Schwereanomalie auf dem Geoid oderEddoberflache berechnet werden
kann, oder die Schwerestorung auf der Erdoberflache

|g_@

v(Q)

Ag(R)  ag(P) |8y(P)

Abbildung 4.4: Ubersicht tiber Verarbeitungsmdglieidn der Schwere

In Abbildung 4.5 wird gezeigt, wie aus verschiedenen Aul3enraum gemessenen
Beobachtungen Stérgréf3en berechnet werden konméscHeidend hierbei ist, dass mit Hilfe
von Reihenentwicklungen die zugehorige Naherundsgrin Messpunkt direkt berechnet
werden kann.
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SST-Energieintegral Schweregradiometrie

v(P) W (P

Fluggravimetrie

Abbildung 4.5: Ubersicht Verarbeitungsmoglichkeibai SGG und SST
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5 Modellierungsansatze

Im obigen Kapitel wurde dargelegt, dass das ScHheldrberechnet werden kann, indem man
eine Randwertaufgabe |6st. Hierbei wird, wie begtlen, die Gdultigkeit detaplace
Gleichung vorausgesetzt und es ist notig, die Belabiagen des Schwerefeldes in Stor- oder
Anomaliengréf3en zu verarbeiten. Im Folgenden sdledellierungsansatze zur Losung der
Randwertaufgabe vorgestellt werden. Besonderes mkagek soll hier auf die Bedingungen
gelegt werden, die fur die Anwendung eines Verfatinorausgesetzt werden.

5.1 Schwerefeldberechnung nach Stokes

Zunachst soll die Schwerefeldberechnung nach Sto&egestellt werden. Die sogenannte
Stoke&sche Integralformel

45 j j P) SWer)cost d &, (5.1)

oder kurz

T= [[a0s(y) (5.2)

ist die Losung der geodatischen Randwertaufgabe aleér Grundlage der
Differentialgleichung (4.11), also der sphéarischidgtherung der Fundamentalgleichung der
physikalischen Geodasie.

Jp—
__

N
T
|
|
4
|
|
4
|
|

i

Abbildung 5.1: Stokesfunktio®(y)
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Sie sagt aus, dass die Integration von SchweredmamAg, die in Abh&ngigkeit ihres
spharischen Abstandgy zum BerechnungspunkP mit Hilfe der StokesfunktionS(Lp)

gewichtet werden, Uber die Erdkugel hinweg zum @&ttantial T flhrt. Dadurch, dass die
Formel auf einer sphéarischen Approximation basieristeht ein Approximationsfehler.
Dieser soll weiter unten betrachtet werden.

Wie man sieht, kann mit Hilfe deBtokeschen Formel nur die Beobachtungsgrofie
Schwereanomalie verarbeitet werden. Aul3erdem wind die Anwendung der Formel
vorausgesetzt, dass alle Schwereanomalien auf éinerauflache, in der Regel dem
Ellipsoid, liegen. Nichts desto trotz ist sie se&bichtig und historisch sehr bedeutsam, da
friher die meisten Beobachtungen SchweremessungeenwDa es noch keine GPS-
Messungen gab, die die Koordinaten des Messpumkt&ezug zum Ellipsoid lieferten, und
mit Hilfe von Nivellement nur physikalische H6hehne Ellipsoidbezug bestimmt werden
konnen, konnten aus den Schwerewerten nur Schweredien berechnet werden.

Weiterer Nachteil dieser Formel ist, dass vorausigésvird, dass Schwereanomalien global
als Funktion vorliegen. Wie weiter oben bereits @&@mit, liefern Schweremessungen
allerdings nur Punktwerte, und es gibt sogar Gebiatf der Erde, fur die kaum
Schweremessungen vorliegen. Eine Losung fur diesalslem liefert die kleinste-Quadrate-
Pradiktion, die in RUMMEL (1991) ausfihrlich besefren wird und auf die spater
nochmals eingegangen werden soll.

Entsprechend derStokeschen Integralformel gibt es fir Schwerestérungele
Integralformel naciNeumann-Hotine

= f[saH(w) oo, (5.3)

die sich von deBtoked~ormel lediglich durch den Integralkekh unterscheidet.

Da Schwerestdrungen in der Regel allerdings nightlas Ellipsoid reduziert werden, findet
Gleichung (5.3) in dieser Form nur selten Anwendung

Theoretisch kann aus jeder SchwerefeldbeobachtasgSdorpotential mit Hilfe ahnlicher
Integralformeln berechnet werden.

Wie bereits erwdhnt, ist ein Nachteil solcher Inddfgrmeln, dass sie ohne weitere
Modifikationen keine gleichzeitige Nutzung von w&r®denen Schwerefeldbeobachtungen
zulassen, sondern immer nur ein Beobachtungstypieretet werden kann, wie bei der
Stokeg~ormel die Schwereanomalien. Um trotzdem vielelddebtungen in die Berechnung
einflieBen lassen zu konnen, versucht man, andeteveefeldbeobachtungen in die
bendtigte Schwerefeldbeobachtung zu Uberfuhren.Olreangebieten, in denen kaum
Schweremessungen vorliegen, werden beispielswais@@dhen oder Lotabweichungen, die
mit Hilfe von Satellitenaltimetrie gewonnen wurdemj der inverserstokesd~ormel oder der
inversen Formel nacWening-Meinesz die Vening-MeinesEormel berechnet eigentlich
Lotabweichungen aus Schwereanomalien (siehe HEISKMNE:. MORITZ (1967), S.114) -
zunachst in Schwereanomalien umgewandelt, um sia dameinsam mit den terrestrisch
gewonnenen Schwereanomalien fur die Schwerefeldbeuag naclStokeszu nutzen (siehe
hierzu GRUBER (2000)).

Ein weiterer Nachteil, namlich dass alle Beobach&imauf das Geoid reduziert werden
missen, kann durch eine Modifizierung der Integrafieln beseitigt werden, wie die
Schwerefeldberechnung naklolodenskizeigt.
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5.2 Schwerefeldberechnung nach Molodenski

Der Versuch, die Randwertaufgabe mit Schwereanemailn der Erdoberflache zu I6sen, mit
dem Ziel, Reduktionen zu vermeiden, wird aldolodenskiProblem bezeichnet.
Schwereanomalien an der Erdoberflache zu belassengt allerdings zunéchst eine
Schwierigkeit mit sich. Diese ist darin begrind#dss Schwereanomalien im Rahmen der
Randwertaufgabe als Randwerte verwendet werdemcheielwie wir bisher aufl3er Acht
gelassen haben, streng genommen eine Linearkondmnatis Storpotential und dessen
Ableitung in Richtung der Flachennormalen sind {eieHOFMANN-WELLENHOF &
MORITZ (2005), S.30). Wir betrachten aber bei dechyereanomalien an Stelle der
Ableitung in Richtung der Flachennormalen die Atbleg in vertikale Richtung. Dies ist fur
den StokesFall auch kein Problem, da die Flachennormale fB@oid mit der vertikalen
Richtung zusammenféllt. Fir dévolodenskiFall jedoch fallen die Erdoberflachennormale
und die vertikale Richtung nicht zusammen. Diesigtbbildung 5.2 (linke Seite) zu sehen.

hpU n,

P1 h-hp

P1

Punkt-Level Ag* | ‘
Ag Ag

............................ I o

Abbildung 5.2: Schwerefeldberechnung nach Molodensk

Folglich kann Formel (5.2) nicht angewendet werdeann die Schwereanomalien auf der
Erdoberflache liegen. Allerdings lasst sich dieseicBung erweitern, so dass mit Hilfe eines
Kunstgriffs das Storpotential berechnet werden kdbiesen vonMoritz vorgeschlagenen
Lésungsweg bezeichnet man als ,Analytische Fortsegfz Hierzu betrachtet man das so-
genannte ,Punkt-Level“, die Niveauflache, die duddn jeweiligen Berechnungspunkt
verlauft. Die Flachennormale des Punkt-Levels félit der vertikalen Richtung zusammen
(siehe Abbildung 5.2, rechte Seite). Setzt man Jjéden Berechnungspunkt alle
Schwereanomalienwerte analytisch auf dessen Nif@ukann das Storpotential berechnet
werden. Dies geschieht mit Hilfe déaylor-Reihe,

0Ag

Ag* =Ag- h

—(h-h), (5.4)

die nach dem linearen Term abgebrochen wird.
Die Integrationsformel ergibt sich dann aus (5:/2) (5.4) mit

()= 2 ([[a0-2%(n- 1) stw) &= Lfjo o ) @. 9
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5 Modellierungsanséatze

Der Unterschied zustokes-ormel entsteht also durch die gelandeabhangigemd der so-
genannteMolodenskiReihe, die umso kleiner werden, je flacher dasiGa ist. Sind diese
sehr klein, so ist die Losung d8sokedntegrals der Losung dédolodenskiProblems sehr
ahnlich. Darum ist dasStokedntegral auch eine Naherung der Ordnung Null fias d
MolodenskiProblem.

Mdchte man aus Schwerestérungen das Storpotertiatinen, und diese an ihrem Messort
belassen, so kann analog formuliert werden

T(P)= e 30~ 1) | Hw) . 5.6

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass in dehebi®ehandelten Ansatzen zur
Schwerefeldberechnung immer nur eine Beobachtungsdliel3en kann. Wie wir aber schon
in der Einleitung festgestellt haben, ist es notmglichst alle Schwerefeldbeobachtungen
gemeinsam zu verarbeiten, um ein bestmogliches bigezu erhalten. Es folgen nun
Anséatze, mit denen alle Gro3en verarbeitet werdemén.

5.3 Kollokation

Die Kollokation ist ein statistisches Verfahren,tdiem alle Schwerefeldbeobachtungen
gemeinsam verarbeitet werden kdonnen und das esnwzed@ubt die Beobachtungen am
Messort direkt fur die Schwerefeldberechnung zuveeden. Kollokation kann auch als
Interpolationsverfahren betrachtet werden, da, elusigd von Funktionswerten verschiedener
(allerdings miteinander verbundener) Funktionen,Feinktionswert einer Funktion an einem
unbekannten Ort berechnet werden kann. Ein Speltialér Kollokation ist die kleinste-
Quadrate-Pradiktion, kurz LSP (aus Englisch: L&giares-Prediction), mit der, ausgehend
von gleichartigen Funktionswerten, der Wert diefenktion an einem beliebigen Ort
bestimmt werden kann. Eine wichtige Bedeutung flie Kollokation hat die

KovarianzfunktionC (g).

Kovarianzfunktion

Die Kovarianzfunktion beschreibt die Korrelationigehen Funktionswerten einer Funktion

und gibt so die Signaleigenschaften der Funkticedei. Da sie nur vom sphéarischen Abstand
Q abhangt, wird vorausgesetzt, dass es sich um leneogene und isotrope Funktion

handelt. Ist die Kovarianzfunktion Null fur einerphérischen Abstand, so sind die

Funktionswerte, die sich in diesem Abstand vonalearentfernt befinden, unabhangig

voneinander. Die SignalvarianZ, beschreibt den Wert der Kovarianzfunktion beim
spharischen Abstand von Null und ist deren Maxinealywda die Funktion an jedem Punkt
natdrlich mit sich selbst am ahnlichsten ist.

Die Kovarianz zwischen den Funktionswertgnund y' einer global vorliegenden Funktion

mit dem Mittelwert Null an den Punkte® und P', die im spharischen Abstang
voneinander entfernt sind, berechnet sich in eiRaftungsprozess mit

c(m)=§myy'dacb, (5.7)

wobei die Integration Uber die Oberflaclme Homogenitat, und die Integration Uber den
Azimut a Isotropie erzwingt. Wird Gleichung (5.7) fur aleeliebigeny durchgefuhrt, so

erhalt man die Kovarianzfunktion
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Die Kovarianzfunktion liefert mit den Signaleigehaften einer Funktion die wesentliche
Information fur die kleinste-Quadrate-Pradiktion.iefe wendet man an, um aus
Schwereanomaliendatenséatzen an jedem Punkt der dedeWert der Schwereanomalie

berechnen zu konnen. Die Schwereanomalig P') am PunktP' ergibt sich so mit Hilfe
der kleinsten-Quadrate-Pradiktion aus dem Schwemah'xensatzAg(F{) mit

Ag(P)=C(P,P)C'ad P. (5.8).

Hierbei istC(P', R) ein Vektor, der die Kovarianzen zwischen den BebhangspunkterP

und P' enthalt { steht fir transponiert), un@ eine Matrix mit den Kovarianzen zwischen
den Beobachtungspunkten.

Da es sich bei einer Pradiktion um keine exaktee@8®mung handelt, entsteht der
Préadiktionsfehler

0’=C,-C'(P,R)C*q P P). (5.9)

Die Kovarianzfunktion lasst sich durch die LegerBdynome P,(cosp) in
Reihendarstellung bringen:

C(w):icﬁ P (cosy). (5.10)

n=0

Hierbei steht ¢ fur die Signalgradvarianzen, die den spektralenhaie einer
Schwerefeldgréf3e wiedergeben.

Gradvarianzen
Diese berechnen sich aus der Quadratsumme dertitieeffizienten [ AC,,,AS,, | pro
Gradn

¢2=>(AC2,+AS). (5.11)

m=0

Die Kovarianzfunktion lasst sich folglich nicht naus der Faltung einer Funktion berechnen,
sondern auch, indem man aus den Potentialkoefteneder global vorliegenden Funktion
zunachst Gradvarianzen berechnet, und aus diesendia Kovarianzfunktion.

Dies ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Die Richturter Pfeile verdeutlicht, dass der
Faltungsprozess, bzw. die Berechnung der Gradwaaraaus den Potentialkoeffizienten nicht
mehr rickgangig gemacht werden kann.
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5 Modellierungsanséatze

AC.| 1. = COSMA
AS } - E{J‘ Y I:;m(cose){sinrm} do

y s " AC, ,AS,
P..(cosB)[ AC, cos\+AS,, sinm o "
33 Ruco)] ]
éﬂ [yydudo i(Aéﬁmméfm)
\ 2n2+ljc(q;) P, (cosy) sinp dy \
c(y) - : - c
> c2 P (cos)

n=0

Abbildung 5.3: Verbindung zwischen Funktion, Patdkbeffizienten, Gradvarianzen und
Kovarianzfunktion

Im Gegensatz dazu kann zwischen Funktion und Raliepeffizienten, sowie zwischen
Kovarianzfunktion und Gradvarianzen hin- und zurgekechnet werden kann. So lautet der
inverse Ausdruck zu (5.10)

2= 2n2+ 1IC(L|J) P (cosy) sinpdp. (5.12)

0
Als Beispiele fur Gradvarianzen sind in Abbildungd 5die des Storpotentials und der
Schwereanomalien dargestellt (berechnet aus dem3QWbdell). Die Gradvarianzen des
Storpotentials sind fur die niedrigen Grade am Btah und fallen mit steigenden Graden
rasch ab. Das bedeutet, dass der Signalanteiligidngen Grade am Storpotential viel hGher
ist als der der hohen Grade. Die niedrigen Grageasentieren den langwelligen bzw.
tieffrequenten Signalanteil und demzufolge ist d&grpotential eine Funktion mit
langwelligem Charakter.

Abbildung 5.4: Dimensionslose Gradvarianzen deri@gihe und der Schwereanomalien

Die Werte der Schwereanomaliengradvarianzen werdear auch kleiner mit steigendem
Grad, allerdings geschieht dies sehr langsam. Dgratanteil der hohen Grade ist darum
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5 Modellierungsanséatze

nicht viel kleiner als der der niedrigen Grade, wiagu fuhrt, dass die Charakteristik der
Schwereanomalien von rdumlichen Details gepragt.wir

In Abbildung 5.5 und Abbildung 5.6 sind Kovarianzktionen dargestellt, wiederum fur

Storpotential und Schwereanomalien (Berechnung ri&ct0) mit den Gradvarianzen des
EGM96 Modells). Wie zu erkennen ist, ist die Sigaailanz in der Tat der Maximalwert der

Kovarianzfunktion. Beide Kovarianzfunktionen gehait steigendem sphérischem Abstand
gegen Null. Die Kovarianzfunktion des Storpotemstiélit allerdings im Gegensatz zu der
Schwereanomalie deutlich langsamer. Das bedewtss, lnkim Stdrpotential auch noch relativ
weit voneinander entfernte Punkte stark miteinanklerreliert sind. Dies belegt den

langwelligen Charakter des Storpotentials, dennvdert an einem Punkt wird nicht nur von

Punkten aus der Umgebung beeinflusst.

25
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Abbildung 5.5: dimensionslose Abbildung 5.6: dimensionslose
Kovarianzfunktion des Storpotentials Kovarianzfunktion der Schwereanomalie

Bei den Schwereanomalien ist die Korrelation miitereentfernten Punkten sehr gering. Dies
zeigt, dass ein Schwereanomalienpunktwert am s$&irkson den Punkten in seiner direkten
Umgebung gepragt wird, wodurch abermals belegt,wdabs kleinraumige Details bei der
Schwereanomalie starker zu Tage treten.

Es ist auch mdglich, zwischen den Gradvarianzen Kiodarianzfunktionen verschiedener

Funktionale des St(‘jrpotential’s(T) hin und her zu rechnen. Fur Gradvarianzen ist siés

einfach moglich, da diese Uber Eigenweme der isotropen Operatoren miteinander
verbunden sind:

CE(T) =A2( £(T), L(T))( &(T)). (5.13)

Nach (5.13) konnen also die Gradvarianzen einerwBefeldgroRe mit Hilfe des
Eigenwertes in die Gradvarianzen einer anderen Safeldgrofle Uberfihrt werden, wobei
wir hier der Ubersicht wegen wie auch im Folgendén Dimension der Funktionale nicht

bertcksichtigen. Beispielsweise sind Uber den Higen )\n(T,Ag):— die
n_
Schwereanomalien mit dem Stdrpotential verbunden
2 l
c2(T)= ¢(Ag). (5.14)

(n-1)°
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5 Modellierungsanséatze

n+l
Uberdies kann mit dem Eigenwext, (T(R), T( r)) :(LRJ eine MessgroRe im AuRenraum

mit einer MessgroRRe auf der Kugeloberflache vereanglerden

T.(R)= (ij (1), (5.15)

wobei R hierbei dem Kugelradius entspricht undsich ausR und der Hoheh Uber der
Kugeloberflache zusammensetzt (dies wird in Kagitglausfuhrlich behandelt).
Wenn der Eigenwert nicht quadratisch multipliziemdyso wie in (5.13), ist es auch mdglich

Gradvarianzen ¢ ( f,(T), f,(T)) zu berechnen, die die Verbindung zwischen zwei
Funktionen ausdriicken. Allgemein lautet die Glerdhhierzu

¢ (£(T). (7)) =AZ( (7). (5.16)

und fir die Verbindung zwischen Stérpotential ucthviereanomalien

c2(T.Ag) =

(nl—l) ¢(ag). (5.17)

Wie in RUMMEL (1991) erlautert wird, kbnnen die @leungen (5.13) und (5.16) in dieser
einfachen Form allerdings nur angewendet werdennwgvei Schwerefeldgrof3en tber einen
isotropen Operator miteinander verknipft sind urel Ahwendung des isotropen Operators
S auf die Kugelfunktionen der Anwendung eines EigerisvA, auf die Kugelfunktionen

entspricht

P,.(cost) cogm\) | R, ( co8) cdsm)
S{ﬁnm(cose) sir(rm)_)\”{_lﬁm( co8) sifm) (5-18)

Tabelle 5-1 enthalt die Funktionale des Storpotemtdie mit dem Storpotential Uber einen
isotropen Operator verknupft sind. AuRRerdem sind Higenwerte dargestellt, die die
jeweiligen Funktionale mit dem Stérpotential veden.

SchwerefeldgréRe  Eigenwert
f(T) A (T £(T))

o9 1/(n+1)
Ag 1/(n-1)
T, 1/((n+1)(n+ 2))
T(r) (r/R)n+l

Tabelle 5-1: SchwerefeldgrofRen und der Eigenwertste mit dem Storpotential verbindet.

Berechnet man nach Gleichung (5.10) aus den Griamzan c’(f,(T), f,(T)) eine
Kovarianzfunktion, so bezeichnet man diese als Kkevarianzfunktion
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5 Modellierungsanséatze

ct () =Y &( 4(T), £(T)) R(cosy). (5.19)

n=0

Die Kreuzkovarianzfunktion beschreibt nun nicht melfe Korrelation einer Funktion mit
sich selbst, sondern die Ahnlichkeit einer Funktioit einer anderen. Die Verbindung
zwischen Stérpotential und Schwereanomalien erBagiber die Kreuzkovarianzfunktion

C(p) =2 ¢(T.ag) Rlcosy) =21 &(89 R(cos).  (520)

n=0 n=0 N~

Mit der Kreuzkovarianzfunktion aus (5.20) lassthsiGleichung (5.8) modifizieren und
anstelle der Schwereanomalie das Storpotemtiah PunktP' bestimmen

T(P)=(c™(P.P) c'ag B. (5.21)

Gleichung (5.21) ist ein Beispiel fur eine Kollokatsgleichung. Generell lasst sich aus
einem Satz Beobachtungen einer Schwerefeldgro3eHie der Kollokation eine andere
Schwerefeldgréie an einem unbekannten Punkt beechidierzu wird nur die
Kreuzkovarianzfunktion bendtigt. Der Fehler, der der Kollokation entsteht, betragt analog
zu (5.9)

o?=Cy-(c™ (P, P)) ct q R P)"™. (5.22)

In einem Kollokationsansatz ist es auch moglichhmals eine Beobachtungsgrof3e zu
verarbeiten. Dies zeigt folgendes kleines Beispiel:
Gegeben seien eine Schwereanomale am PunktR, eine Schwerestérundg am Punkt

P, und der Schweregradieiif, am PunktP,. Das Storpotential im Puni®' ist dann

Tag | [ ~o08g AQg gT, 17t
Cow | |Cat® Cai® Can” | [Ag(R)

T(P)=|GE || G&° GF GF°| [3d B)|: (5.23)

CylCi i Cii LT=(R)
Hierbei ist C(P',P) jetzt ein Vektor, der die Kreuzkovarianzen zwisthelen
unterschiedlichen Funktionalen an den Beobachtwrddpn P und dem Stdrpotential am

BerechnungspunkP' enthalt, undC eine Matrix mit den Kreuzkovarianzen zwischen den
Beobachtungspunkten.

Analog zu (5.19) lauten beispielsweise die Kreuzk@nzfunktionen zwischen
Schwerestérung und Schwereanomalie

C*% (y i (39,A9) R(cosy :i:+1 A g P(cos) (5.24)

n=0 n=0 1

bzw. zwischen Schweregradiefy, und Schwerestérung
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= (n+1)(n+ 2)

qu 89) R(cosyp) =3

n=0 n+1

¢(59 P(cosp). (5.25)

Es sei nochmals erwahnt, dass der Ubersicht unthdiheit wegen die Dimensionen der
GrolR3en, also ihre Einheiten, vernachlassigt wurden.

Es wurde gezeigt, wie einfach Kreuzkovarianzfunigio im spektralen Bereich gebildet
werden kénnen, wodurch die Kollokationsaufgabe mnereichtert wird.

Kreuzkovarianzfunktion bei nicht - isotropen Operatoren

Da eine Vielzahl von Schwerefeldbeobachtungen, etwwa Lotabweichungen oder die
meisten Komponenten des Schweregradiententensolns,mit dem Storpotential Gber einen
isotropen Operator verbunden sind, kann fur siekdieuzkovarianzfunktion nicht einfach
Uber den spektralen Weg gebildet werden, sondern ne8ssen aufwandige
Differentationsoperationen durchgefiihrt werden.

Wir folgen der Erlauterung aus MORITZ (1980):

Gegeben seien Messungen eines Funktiorlaldes Stdrpotentials, die mit dem Storpotential

in den PunkterP uber die linearen Funktionalg verbunden sind
L, =LT(R). (5.26)

Die Kovarianzen des Storpotentials zwischen denkP&r und den Punkter® werden als

MutterkovarianzenK (P',R) bezeichnet und aus ihnen ergeben sich die Kreazkmzen

C™ (P, ) zwischen dem Stérpotential und dem gemessenertibnakbei Anwendung des
OperatorsL, auf K (P',R) mit

c"(P,R)=LK(P,P) (5.27)

und die KovarianzfunktiorC"' zwischen den Messungen mit
c" =LLK(P,P). (5.28)

Alle fur Kollokationsaufgaben notwendigen Kovarifurktionen konnen also alternativ zum
spektralen Weg auch nach (5.27) bzw. (5.28) beetcherden, indem der gleiche Operator,
der die gemessene Funktion mit dem Storpotentiarbivget, auch auf die

Mutterkovarianzfunktion angewendet wird. Dies bekaet man als Kovarianzfortpflanzung.

Beispiele fiir Kreuzkovarianzfunktione@™ (P', I) und C"', die nicht tiber den spektralen

Weg berechnet werden kdnnen, sind bis zu den eibdeitungen des Storpotentials in
MORITZ (1980) oder TSCHERNING & RAPP (1974) zu ferd Wir wollen zusatzlich noch
einige Kreuzkovarianzfunktionen bis zu den zweAdxeitungen des Storpotentials herleiten:

c = — 1 9°K N cosB ' oK
r'>sin@'o8'oA"' r 2sirf® oA "
mo_ 10K 1 0K
C - |2 ] 1 1
69 r'oe'or
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o 1 K 1 K
r'sin@'ox'or ' r ®sind ‘oA "
CTE :l_la_K
yr'oo'
c™ :—1 1 a_K (529)
yr'sinG'oA’
o= 10K 10K
r'or' r'o@ev
2
cwoloK, 1 oK, 1 0K
r'or’ r*“tan0'o8' r  sirf® oA *
ceo 1 K 1
rr' 0608’ y*
omo_ 1 %K 1
rr 'sin® sin@ 'OAOA 'y?
cno__ 1 K1
rr 'sin® '080A 'y
co(10,10°J10K1 ((10°K 1 90K 1
ror r>00°)r'o8'y \rr '@ d8' rF '00%98')y
e[ 1 9° L CoH 0 1 oK1
r’sin@ d8oA r?sin®@ oA Jr 'sirB oA Yy
_ 1 0°K cosh 0°K | 1
r’r'sin@sind '9080A0A ' rT 'sirfO si® ONOA )y
2 2
CTxxTxx: Ei+_16_ _16_K+_16 K
ror r200*\r'a"' r 200"
:iazK_l_l 03K+103K+1 0K
rr'ord ' rr“@08” rr ?9 '96%rr*'?0090'?
T, (10 1 0 1 0% ) 10K 1 oK 1 09K
Crww=|="+ —+ ==+ — +
ror r’tan8ad r*sinB@oA*){r'or' r “tar@ 900 ' r ® sirf@ O\ ?
:i 9°K + 1 0°K + 1 0°K + 1 9°K
rr'ord' rr “tan@'d 00" r ¢ 'tarB 00D 'r r* ? ta® taB 960
3 3 3
1 GK_I_ 1 6K+ 1 0K+ (5.30)
rr2sin®@'ardN® rt?sin"@d@ OAZ r P “tar® sirfd OO\
1 9°K 1 9K

+

+
r’r'?sin’0tand '9OA00 ' r t ° sirf® sirfd O\ 9\ *

Chv = ii_} 9° 1 0°K B 1 G_K
r’00 r 00ar )r'sin@'oA'd ' r 2sinG O\ "

1 oK, 1 oK 1 K 1 0K
r’r'?sinB'06oA "' r 7 'sin@ '080A @ 'rr Z sirD 068 O\ 'rr  '®:10' d00roA 'or '
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Aus Grinden des Umfangs wurden hier nicht alle mbgh Kombinationen hergeleitet,
sondern nur eine kleine Auswahl. Die Berechnung Kellokation kann mit Hilfe der
Kovarianzen analog zu Gleichung (5.23) erfolgen.

Einschradnkungen der Kollokation

Ein Problem, das bei der Kollokation auftritt, istass die Matrix, die die Kovarianzen
zwischen den Bebachtungen enthalt, je nach AnzeahlBéobachtungen sehr grof3 werden
kann. Die notwendige Inversion dieser Matrix gdetakich dann auf Grund des grof3en
Rechen- und Speicherplatzbedarfs auf3erst schwil@RITZ (1980) liefert Ansatze, wie
sich dieses Problem umgehen lasst.

5.4 Ausgleichung

Einen weiteren Modellierungsansatz fur die Schvetdélerechnung stellt die Ausgleichung
nach der Methode der kleinsten Quadrate dar. Dertaubt, wie die Kollokation, die
gemeinsame Bearbeitung verschiedener Schwerefddbktungen unabhangig von ihrer
Lage im Raum in einem Ansatz. Als Ergebnis der Aeisgung resultieren
PotentialkoeffizientenAC, . und AS,, die, wie in Kapitel 2 erlautert, das Signal des
Schwerefeldes beschreiben. Vorraussetzung zur Aduvendieses Verfahrens ist, dass die
Schwerefeldbeobachtungen global vorliegen, alsialeplette Erde Gberdecken.

Allgemeiner Modellansatz
Der allgemeine Ansatz der kleinsten Quadrate Audgleg lautet

Ax=I[+v. (5.31)

Hierbei stehtl fur den Vektor der Beobachtungem, fir den zugehdrigen Vektor der
Beobachtungsfehler bzw. Verbesserungeriir den Vektor der Unbekannten urd fir die
Koeffizientenmatrix, die die Ableitungen der Beobtamgen nach den Unbekannten enthélt,
welche somit die Beobachtungen mit den Unbekanhterar verknipfen. Es gilt fir den
Erwartungswerte der Beobachtungsfehler

E(v)=0. (5.32)

Die Fehler-Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtung®, lautet in Abhangigkeit der
Gewichtsmatrix der Beobachtung@und der Varianz der Gewichtseinhett

Q =0o°P™. (5.33)
Da Gleichung (5.31) neben den Beobachtungen und aley den Beobachtungen
berechenbaren Koeffizientenmatrix die beiden unbeten Vektorenx und v enthéalt, kann
sie nicht einfach geldst werden. Allerdings gili ber kleinsten Quadrate Ausgleichung die
Bedingung

v'Pv=min., (5.34)

die aussagt, dass die Schatzung der Unbekannteerfalgen soll, dass die Summe der
Verbesserungsquadrate minimal wird.
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Aus (5.31) und (5.34) kann mit Hilfe derLagrangeschen Funktion die
Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannten gebildetden (siehe hierzu GRUBER (2000),
S.63)

x=(APA” API= N* AP, (5.35)

die direkt die Unbekannten liefert und aus der mdarch Anwendung des
Fehlerfortpflanzungsgesetztes die Varianz-Kovamnaaizix der Unbekannten

Q. =0*(APA " =0?N* (5.36)

erhalt. N ist hierbei die Matrix der Normalgleichungen.
Reihendarstellung der Schwerefeldbeobachtungen

Bei der Schwerefeldberechnung entsprechen die ®at@effizienten den Unbekanntex
und die Stor- und Anomaliengro3en stellen den Beato@gsvektorl dar. Da fur die
Koeffizientenmatrix die Ableitung der Beobachtungeach den Potentialkoeffizienten
erforderlich ist, muss fur jede Beobachtung einelehtungsgleichung in Reihendarstellung
formuliert werden. Diese lautet allgemein

l+v= 1, f,> f[AC, f.+AS, f]. (5.37)

Hierbei steht der Parametdy fir die Dimension der Beobachtun§, enthalt den spektralen

Eigenwert der Funktionale inklusive Fortsetzung dasktionales auf die HoOhe des
Messortes,f, steht fur die Legendre Polynome bzw. deren Abhgian und f, bzw. f, fur

die Sinus- und Kosinusfunktionen bzw. deren Ablggien. Die Parameter und Funktionen fir
die einzelnen Beobachtungstypen sind in Tabelled&rgestellt.
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Beobachtung f, f, f f. f,
n+l
T G?M (Bj Pn(cosB)  cos(mh) sin(m\)
r
n+l
N R (Bj 5. (cos)  cos(mh) sin(mh)
r
n+2
Ag GR|\2/| (n_l)(TRj P.n(cosB)  cos(mh) sin(m\)
n+2
5 GRI\Z/I (n+l)(TRj Pn(cosB)  cos(mh) sin(m\)
GM R 9P, (cosd) .
= —mA\T7) cos{mA sin(mA
a > - o) cos(m) (m)
-GM n+l
n RPysin® (TR Pn(cos) -msin(m\)  mcos(m)
GM R\ 0°P,,(cosp) _
Too R (T 00° COS(m}‘) S|n(m>\)
T G?M (B e . (cosd) -’ cos(m\)  —n’sin(m\)
r
R n+3
T, i (”+1)(”+2)H P,(cos8)  cos(m) sin(m)
n+l =
T, GM (Bj w -msin(m\)  mcos{ m\)
R r 00
-GM R\ oP, . (cosd .
T, = (n+1)(7j # cos(m\) sin(mh)
n+2
T, _S;l\/l (n+1) (TRJ Pn(cosB)  -msin(m\)  mcos(m)

Tabelle 5-2: Faktoren fiir die verschiedenen Beohaalstypen

(Anmerkung:T,,, T, T,,, T,, T, und T, erhalt man durch Kombination der Gréf3en in Tabelle

xx? lyy? tzzr Txy ' x

5-2 nach Gleichung (2.18) .)
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5 Modellierungsanséatze

Die partiellen Ableitungen der Beobachtungen nagh dnbekannten lassen sich aus (5.37)
bilden mit

al
dAC

ol
NS,

= fd fu fI fc
nm . (5.38)
= fd fu fl fs

m

Fehler-Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungen

Die Fehler-Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungathélt die Korrelationen zwischen
den verschiedenen Beobachtungen und deren Feldz@n. Da eine vollbesetzte Matrix zu
einem sehr hohen Rechen- und Speicherplatzbedadrfiwirde, geht man der Einfachheit
halber davon aus, dass die verschiedenen Beobgemumkorreliert sind. Das fuhrt dazu,
dass nur die Diagonale der Fehler-Varianz-Kovanaaizix, die die Varianzen der

Beobachtungen enthalt, besetzt ist.

Losung der Bestimmungsgleichung

Die Bestimmungsgleichung der Unbekannten (5.35nkaachdem alle Elemente auf deren
rechten Seite bekannt sind, geldst werden. Es ehipfich hierzu, die beiden Teila&' PA-
diesen Teil bezeichnet man als Normalgleichungsmah - und A'Pl gesondert zu
betrachten. Nach GRUBER (2000) berechnet sich jed&ement der
Normalgleichungsmatrix, welches einen Potentialioiehten von Gradn und Ordnungm

mit irgendeinem anderen Potentialkoeffizienten v@mad k und Ordnungh verknupft,
ausgehend von (5.37) und (5.38) mit

APAS
( );amglgh o . .I:Ca(m')\k) fcb(ha)\k)
(APA) " b= B REREY (3 (nme,) P(kKe) D ri £ m,) £ n,)(639)
. %= MR (my) £2(hA
(At P,A)C ,S ( k) ( k)
n,m,k, h
wobei a und b jeweils fur einen Beobachtungstyp stehen.
Analog dazu ergibt sich
(AIPI) ) 0, Ak fa(m)\ )
ML= £212) £2(n,m8, L4 S0 "k, 5.40
(AtPI)Sa d e% | ( j))\;\l B jk{fca(m’)\k) ( )

was die Potentialkoeffizienten mit den Beobachtungerkntpft. Mit (5.39) und (5.40) kann
(5.35) jetzt berechnet werdep,, steht fur die Gewichtsfaktoren der Beobachtungen.

Einschrankungen der Ausgleichung und daraus folgeral Vereinfachungen

Ein Nachteil, den das Verfahren der kleinsten Qai@dAusgleichung mit sich bringt, ist, dass
wie Gleichung (5.35) zeigt, die Normalgleichungsmxanvertiert werden muss. Ist diese voll
besetzt, so verlangt die Invertierung einen enor@eeicher- und Rechenplatzbedarf. Es ist
darum nicht ohne Weiteres moglich, eine héchaufideeSchwerefeldldsung zu berechnen.
Allerdings gibt es verschiedene Vereinfachungen,e dizu einer gunstigeren
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5 Modellierungsanséatze

Normalgleichungsmatrix flihren und so eine Bereclgriis zu héheren Graden ermdglichen.
Ohne diese Vereinfachungen ist derzeit nur einevBafeldberechnung bis circa Grad 360
maoglich. Sie sollen hier nur kurz genannt werdeém, dine ausfuhrliche Beschreibung und
Erlauterung sei auf GRUBER (2000) Kapitel 4 verwies

Im ersten Schritt lassen sich die Unbekannten swdaen, dass sich eine Bock-Diagonal-
Struktur ergibt, die dazu fuhrt, dass grof3e Teds dlormalgleichungssystems mit Nullen
besetzt sind (Anordnung siehe GRUBER (2000), SA&R)weitere Bedingung fuhrt man ein,
dass die Beobachtungen in einem gleichmaRigenrGitiegleichen Langenintervallen und
Aquatorsymmetrie vorliegen missen und die Beobagfen vollstandig und gleichartig sind,
sowie, dass die Gewichtung der Einzelbeobachtumgeht langenabhéngig sein darf. Dies
fuhrt dazu, dass Orthogonalitatsbeziehungen angdetemerden konnen, auf Grund derer

alle Korrelationen zwischel© und S Koeffizienten Null werden. Mit der Bedingung der
Gleichartigkeit der Daten geht allerdings ein wéisghrer Vorteil der Ausgleichungsmethode
verloren, namlich dass verschiedene Beobachtungstygemeinsam verarbeitet werden
konnen.

Sind Uberdies die Einzelbeobachtungen aquatorsynstietgewichtet, so entstehen in den
Normalgleichungen auf Grund der Symmetrieeigensctief Legendre Polynome weitere
Null-Terme fur Koeffizienten gleicher Ordnung.

Um ein hochaufgelostes Schwerefeldmodell zu bemthwerkntpft man in der Realitéat die
genaue Technik mit den eben beschriebenen Verbéuf@en, so dass zum Einen ein
vollstdndiges Normalgleichungssystem beschriebemdeve kann bis zu den niedrigen
Graden, und zum Anderen, wenn die Rechenkapazitéleerschritten werden, die

Vereinfachungen eingefuhrt werden, so dass furrelslichen Grade die Matrix in Block-

Diagonal-Struktur aufgestellt wird.

5.5 Downward Continuation

Das Signal des Erdschwerefeldes wird mit zunehman@élestand von der Erde gedampft, da
die Gravitation proportional zum Quadrat des redpn Abstands abnimmt. Die Dampfung
des Schwerefeldes ist bereits bei Messungen devesehin einem Flugzeug, aber vor allem
bei Messungen der Schwere in Satellitenh6he spiubdrwirkt sich vor allem auf den
kurzwelligen Anteil des Schwerefelds aus.

FUr uns interessant ist hierbei die Frage, wieBBaug zwischen Schwerefeldbeobachtungen
in verschiedenen Ho6hen hergestellt werden kann,. bz eine Beobachtung auf die
Randflache gebracht werden kann. Die Losung hiesfiird durch die Downward
Continuation beschrieben.

Bevor wir uns mit dieser befassen, soll zunachstpward Continuation, der Gegensatz der
Downward Continuation betrachtet werden. Diese wuri$torisch zuerst betrachtet und ihr
Lésungsansatz kann zum Losungsansatz der Downwartination umgeformt werden.

Upward Continuation

In Zeiten, weit bevor man das Schwerefeld im Rauassan konnte, wurde Uberlegt, wie
ausgehend vom Potential auf der Randflache dasffaten AulRenraum berechnet werden
kann. Die Losung dieser mit ,erste Randwertaufgdee Potentialtheorie” odeDirichlet-
Problem bezeichneten Aufgabe findet sich bereitSleichung (2.13)

V(e,)\,r)=% ) (—?jmvn(e,x),
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5 Modellierungsanséatze

die aussagt, dass das Potential eines Punktesiclem Abstand vom Massenzentrum der
n+l
Erde im Aulenraum befindet, mit Hilfe des Fakt{gj aus dem Potential auf einer
r

spharischen Randflache mit Radiés berechnet werden kann. Dieser Faktor enthalt das
Verhéltnis des Erdradius zu und stellt in Abhéngigkeit des Entwicklungsgradesein
Gewicht fur die Potentialkoeffizienten dar. Wie menkennen kann, wird diese Gewichtung
umso kleiner, je hoher der Entwicklungsgrad ist untso grof3er wird.

Gleichung (2.13) setzt die Kenntnis der Potentiefiizienten voraus, die sich in einer

spharisch harmonischen Synthese des Gravitatiozisjais auf der Erdkugél/(e',}\', R)

herleiten lassen. HEISKANEN & MORITZ (1967) setz#ie Analyseformel direkt in (2.13)
ein und liefern unter Bericksichtigung einiger west Umformungen als direkte Losung fur
dasDirichlet-Problem das so genanrmeissonintegral

V(B,A,r)= RZ( )j

V(e
| sind 'de 'dA °, (5.41)
‘0’

mit

| = Jr?+R?-2Rrcogy). (5.42)

Wie man in Gleichung (5.41) erkennen kann, wird diie Berechnung des Potentials im

Aul3enraum vorausgesetzt, dass der Wert des Pdgeatibder gesamten Erdkugel bekannt
ist, was nicht verwundert, da diese Formel ja disung der ersten Randwertaufgabe ist. Die
allgemeine Darstellung von Gleichung (5.41) fue &lnktionale des Storpotentials lautet

el R o 649
oder auch
= RISt B r(com) F{T(R) o (5.44)
i
R(r “R). Zn:(Zn+1)(Rjn+la(COSb). (5.45)

Downward Continuation allgemein

Nachdem wir gesehen haben, wie das Schwerefeld ufeAraum berechnet werden kann,
soll nun gezeigt werden, wie ausgehend vom Scheléreh Raum das Schwerefeld auf der
Randflache berechnet werden kann.

Aus Gleichung (2.13) lasst sich enthnehmen

V,(r)= (Bjmvn (R), (5.46)
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was sich umkehren lasst zu

V,(R)= (ij v (1). (5.47)

Dies stellt die Grundlage fiur die Downward Contitioia dar, die mit (5.47) im Signalraum
berechnet werden kann. Problematisch hierbei &sts @&leichung (5.47) fin — oo singular
wird. Auch kann im Ortsraum keine entsprechendaniébrzu (5.43) gefunden werden. Eine
weitere Schwierigkeit ist, dass die Downward Camition nicht nur auf das Signal, sondern
auch auf den Fehler einer Messung wie ein Verstankekt. Die eben genannten Punkte
begriinden, dass die Downward Continuation eineggkté&ausforderung der physikalischen
Geodasie darstellt.

Downward Continuation in den Modellierungsansatzen

Bei der Kollokation mussen die Messgrof3en nicht digf Randflache gebracht werden,
sondern die MessgroRe kann direkt in den Rechetramsaflielen. Dies geschieht, wie
weiter oben bereits erlautert, mit Hilfe der Kreov&rianzfunktion, in der direkt die
Beziehung zwischen der Messhdhe und der Randfléetgestellt werden kann.

Auch in die Ausgleichung kann der Messwert am Meskp direkt in die Berechnung
eingehen. Hier wird die Beziehung zwischen der Raode und dem Messpunkt Gbdy

hergestellt.

Ein Problem entsteht nur dann, wenn der Modelligsansatz verlangt, dass die
Beobachtungen alle auf der Randflache vorliegemjesaas bei deStokedntegralformel
oder deMNeumann-Hotin&leichung der Fall ist.

Hier kann man entweder mit (5.47) arbeiten oder mensucht dieses Problem im Rahmen
eines Ausgleichungsprozesses mit Gleichung (5.48)Baobachtungsgleichung zu l6sen.

Signalverlust in der Hohe
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Abbildung 5.7: Differenz zwischen Abbildung 5.8:
Schwerestdrungen in 0 und 10 Kilometern Signalgradstandardabweichung(kummulativ)
Hohe der Schwerestérung in 0 und 10 Kilometern

Hohe und deren Differenz

An dieser Stelle soll verdeutlicht werden, wie hatdr Signalverlust bei Schwerestérungen
ist, wenn man diese in einer Hohe von zehn Kilonmetend nicht auf der Erdoberflache
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5 Modellierungsanséatze

misst. Hierzu wurde aus dem EGM96 Modell ein Gitter Schwerestoérung in zehn und null
Kilometern Hohe berechnet und deren Differenz gégidAbbildung 5.7). Wie man sieht,
kann ein Unterschied von mehr aBOmgal in Gebieten mit extremer Topographie

festgestellt werden. Der kurzwellige Signalantstl also bereits in dieser geringen Hohe
spurbar gedampft. Die kummulative Signalgradstatedawveichung (Abbildung 5.8) der
Schwerestérung in einer Hohe von zehn Kilometeth fid der Tat eher ab, als die der
kummulativen Signalstandardabweichung in Ho6he vaml Nilometern. Die Differenz
betragt bis zu Grad 360 ungefahrrhgal.

5.6 Ubersicht

In obigem Kapitel wurden verschiedene Modellieramgsitze beschrieben, die zeigen, wie
das Schwerefeld berechnet werden kann. Das Withtggdl an dieser Stelle nochmals kurz
zusammengefasst werden. In erster Linie muss beMimlellierungsansatzen unterschieden
werden zwischen Verfahren, die nur einen oder mehwerschiedene Beobachtungstypen auf
einmal verarbeiten konnen. Abbildung 5.9 fasst dieginer kurzen Ubersicht zusammen.
Integralkerne  (z.B. Stokedntegralkern) kénnen immer nur eine einzelne
Schwerefeldbeobachtung zur Schwerefeldberechnungewnelen, aber theoretisch kann so
aus jedem Satz einer Beobachtung eine Schweredalalip berechnet werden. Praktisch
liegen allerdings fur viele Beobachtungen nur Séidekal begrenzten Gebieten vor, so dass
mit den Integralkernen fir die meisten Beobachttypgsn nur das lokale Schwerefeld
berechnet werden kann. Die verschiedenen Schwel@&fehgen, die Uber Integralkerne
berechnet werden, kbnnen spéater theoretisch mitderaverknipft werden.

Am sinnvollsten erscheint jedoch, von vorneherdim Beobachtunget in einem Ansatz zu
verwenden und eine gemeinsame Schwerefeldldsurayslau berechnen. Dies ist mdglich
mit Kollokation oder mit der Ausgleichung nach delethode der kleinsten Quadrate.
Kollokation kann sowohl in réumlich begrenzten @&bn, als auch zur globalen
Schwerefeldberechnung verwendet werden. Die Auduleig liefert als Ergebnis
Potentialkoeffizienten, wird also zur globalen Sengfeldberechnung verwendet.

Integralkerne Beobachtungen

T, TN
— ([s(w) — AT AC,,
L lIsw) AG  we (e an—
T, — [[H(w)—3g
77777777 | b
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T @) T —Te(e(eR) e T
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Abbildung 5.9: Ubersicht Modellierungsansatze
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Historisch gesehen spielt der Integralkern naSlokes die gréfite Rolle in der
Schwerefeldberechnung, was man auch am Aufbaur\eg@ischlagiger geodatischer Werke
erkennen kann. In HEISKANAN & MORITZ (1967) beisjseeise ist dasStokedntegral
ein zentrales Element. Dies liegt daran, dass, beieits erlautert, in der Vergangenheit
zumeist Schwereanomalien als Beobachtungen vorlagesh heute noch besteht ein
Grol3teil der Datenquellen zur SchwerefeldberechraugySchwereanomaliendaten. Dies ist
auch der Grund, warum die Schwereanomalie in diggmgit oftmals ausfuhrlicher betrachtet
wird als andere Datenquellen. Heutzutage gewinnea Yerfahren, die mehrere
Schwerefeldbeobachtungen verarbeiten kénnen algsdimmer mehr an Bedeutung, da
durch die verschiedenen Schwerefeldmessverfahrare eVielzahl unterschiedlicher
Beobachtungen geliefert werden, und das Hauptaugénnicht mehr auf Schwereanomalien
liegt.

Zur Erlauterung von Abbildung 5.9 muss abschlie3gachuf hingewiesen werden, dass nur
GrolRen, die Uber einen isotropen Operator mitei@anderknipft sind, Uber einen
Integralkern miteinander verbunden werden konnemalhweichunen, sowie die tangentialen
oder gemischttangentialen Elemente des Marussieferngnnen nur in Kombination tber
einen Integralkern mit dem Schwerefeld verknipftdea. Der Zusammenhang zwischen den
entsprechenden Grof3en wird in RUMMEL (1997) erldute
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Bislang wurde in dieser Arbeit dargelegt, welchaf&leren verwendet werden kdnnen, um
das Schwerefeld der Erde zu beobachten. Es wumgggedass die Beobachtungen in Stor-
oder Anomaliengrof3en verarbeitet werden musseniumié Schwerefeldberechnung genutzt
werden zu koénnen und im vorigen Kapitel wurden Mibeleingsansatze beschrieben, mit
denen das Schwerefeld berechnet werden kann. Degr We der Beobachtung bis zum
Schwerefeld wird dadurch klar. Allerdings sind iendletzten Kapiteln einige Probleme
deutlich geworden. Diese Probleme hé&ngen zumemitdaisammen, dass Annahmen oder
Bedingungen vorausgesetzt werden, die in der Realicht zutreffen, wie z.B. dass der
Aulenraum massenfrei sein muss. Dies ist er namiieh unabhéngig von der gewdahlten
Randflache, man bedenke die Atmospharenmassen.eMeRrobleme entstehen, indem
Vereinfachungen zur Realitat eingefuhrt werden.rfidiekann beispielsweise d&Stokes
Integral genannt werden. Dieses l6st schliel3lichdie spharische Naherung, und nicht die
exakte Fundamentalgleichung der physikalischen &sed

Dieses Kapitel soll darum Korrekturen und Reduldimibehandeln, die nétig sind, um das
Schwerefeld nach den oben beschriebenen Methodghcimgil genau zu berechnen. Werden
diese Korrekturen und Reduktionen vernachlassigiverden Fehler in Kauf genommen.
Grundsétzlich muss zwischen den Begriffen Korreliust Reduktion unterschieden werden.
Eine Korrektur dient dazu, eine fehlerbehaftete($&r@au berichtigen, eine Reduktion nutzt
man, um eine reale Grof3e einem Modell anzupassen.

Im Sprachgebrauch allerdings werden beide Begoiffimals miteinander vermischt, so dass
man manchmal, wenn man von einer Korrektur spriohteiner Reduktion sprechen musste.
Kapitel 6 ist von der Struktur ahnlich aufgebauevidapitel 3. Dies bedeutet, es werden
erneut nacheinander die verschiedenen Messsystamfgelistet und die jeweiligen
Korrekturen und Reduktionen, die mit der Messgri@dunden sind, welches das System
liefert, erlautert.

6.1 Terrestrische Gravimetrie

Zunachst sollen alle Korrekturen und Reduktioneinaobtet werden, die in Zusammenhang
mit der terrestrischen Gravimetrie stehen. Dieserdddionen oder Reduktionen werden an
den aus der Messung abgeleiteten SchwerestérudgsSehwereanomalienwert angebracht.
Die Messgenauigkeit moderner Gravimeter betragigeqmal.

Allgemein kann man sagen, dass zufdllige Einflisad eine Messung nur dann
beriicksichtigt werden mussen, falls sie im Beraleh Messgenauigkeit liegen oder grofier
als diese sind. Systematische Einflisse dagegesemiss zu einer GréRenordnung unter der
Messgenauigkeit bertcksichtigt werden, da durchesiegrof3erer Fehler verursacht werden
kann.

6.1.1 Quadratische Normalschwerekorrektur

Eine fir die terrestrische Gravimetrie elementaoer&ktur, die Freiluftkorrektur, mit der man
Schwerewerte auf das Geoid reduzieren kann odemaleschwerewerte auf das Telluroid
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bzw. den Berechnungspunkt, wurde auf Grund ihredeB&ung fir die Definition der
Schwereanomalie und der Schwerestérung bereitamié! 4 behandelt.

Dabei haben wir gesehen, dass sich die SchweradeuErdoberfliche mit Hilfe einer
Taylorreihe in die Schwere auf dem Geoid entwickilsst und ebenso, dass sich die
Normalschwere auf dem Ellipsoid ebenso mit eineyldraeihe in die Normalschwere auf
dem Telluroid (oder auch auf den Ort der Messungwiekeln lasst. Dies zeigen die
Gleichungen (4.12) und (4.20). In beiden Gleichungeirde die Reihe nach dem linearen
Term abgebrochen, so dass also nur der lineare igatadir die Berechnung der
Freiluftkorrektur verwendet wurde.

Durch den Abbruch nach dem linearen Grad wird dabrAchfehler in Kauf genommen, der
verhindert, dass hohe Genauigkeitsanspriiche irSdewerefeldberechnung erftillt werden

konnen. Darum empfiehlt es sich, zusatzlich einemadgatischen Korrekturterm in die
2

Freiluftkorrektur einzufiihren, einen der den qu#dcaen Gradienten%(%j bzw.

2
1 6_\2/ berticksichtig.
2{ oh

Auf Grund des geringen Unterschieds zwischen Salhwed Normalschwerefeld kdnnen wir

analog zu (4.16) annehmen
1(0°g) 1(o%
E(aTj_z(ﬁ - (6.1)

Nach TORGE (2003) ist es zudem ausreichend, dedragtischen Normalschweregradienten

in sphérischer Naherung zu berechnen. Die Normaksehauf einer Kugel betragt= G';/l
r

und folglich ergibt sich

9°g 0% 0% __GM y
= = =6 = 6—. 6.2
oh* oh*> or? re r2 (6-2)

Mit (6.2) lassen sich die Gleichungen fir die Scteseomalien (4.13) und (4.21) sowie flr
die Schwerestérung (4.22) erweitern um den quisdran Anteil der Freiluftkorrektur zu

ng(R) :(g( p)-%uH_lazg DHZJ—V( Q)

2 0n
- oy v, 10°g
Ag(P)=g(P)- Lo+ =S OHY |, :
9(P)=9(P) (y(cz)+ah Yoo j (6.3)

s0()= ol B~ (@) + 2 1280k

Mit (4.19) und (6.2) findet sich eine geschloss&wmemel, mit der die Normalschwere an
einem Punkt auRRerhalb des Ellipsoids berechnet emekénn unter Berlcksichtigung des
linearen und des quadratischen Gradienten

_ _2 ot 3
y(h,q))—y(QO)(l a(1+f+m 2fs.rf<|>)h+a2 Hj (6.4)
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und es kann direkt berechnet werden nrta

8g(R)=7— g(P)_ 5 v(Q)
(1—a(1+f+m—2f3|rf¢) H+ 5 H J
Ag(P) = gof P)—y(Q)(1—§(1+ f+ m-2 fsirfq)) H: +;3; H\‘Zj. (6.5)

5(P) = g P)—y(Q)(l—E(H 2 fsirt ) v ﬁj

a

In Abbildung 6.1 ist die quadratische Normalschweresktur in Abhangigkeit von der Hohe
dargestellt. Abbildung 6.2 zeigt die quadratischmmalschwerekorrektur flr ein Gitter des
Topographiemodell JPG95. Die Korrektur betragtzns2mgal im Himalajagebirge, in den

Anden deutlich Gberrgal.

[mgal]
= =
0
! Lange []
Abbildung 6.1: Quadratische Abbildung 6.2: Quadratische
Normalschwerekorrektur in Abhangigkeit von Normalschwerekorrektur flr das
der Hohe Topographiemodell JPG95

In einer spharisch-harmonischen Analyse lassen giah Potentialkoeffizienten der
guadratischen Normalschwerekorrektur bestimmen ausl den Potentialkoeffizienten lasst
sich der Einfluss der quadratischen Normalschwarektur in Geoidhéhen berechnen.
Dieser ist in Abbildung 6.3 abgebildet. Man siatdss dieser bis zL.8mbetragt. Abbildung
6.4 zeigt die aufkummulierten Signalgradvarianzesr th Geoidhdhen ausgedriickten
Normalschwerekorrektur. Die letzten Abbildungemderitichen den enormen Einfluss der
quadratischen Normalschwerekorrektur. Diese mugBgeravielleicht in Gebieten die sich
nicht hoch tber dem Meeresspiegel befinden, beiSdbiverefeldberechnung beriicksichtigt
werden um systematische Fehler zu vermeiden.
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Abbildung 6.3: Quadratische Abbildung 6.4: Aufkummulierte
Normalschwerekorrektur in Geoidhéhen  Signalstandardabweichung zu Abbildung 6.3

6.1.2 Atmospharenkorrektur

Wie wir in Kapitel 4 erdrtert haben, wird in dert®eerefeldberechnung die Gultigkeit der
LaplaceGleichung im Aul3enraum vorausgesetzt. Das Systede Erfiillt diese Bedingung
allerdings nicht, da der AuRenraum auf Grund dendsphare nicht massenfrei ist.

Man versucht dieses Problem zu l6sen, indem man Stdsverefeld der Erde unter
Bertcksichtigung des Atmosphareneinflusses betachDie Beriicksichtigung des

Atmosphéareneinflusses wird deutlich im Te@ravitationskonstante x Mass(éSM). Dieser

ist so definiert, dass die Mas$& nicht nur fur die Erdmasse an sich steht, sontiereine
totale Masse, die sich im Wesentlichen aus der Bsdm (inklusive Eis- und Wassermassen)

und der Atmospharenmassé, zusammensetzt.

Das Normalschwerefeld enthadlt durch seine Definiticiber GM folglich die
Atmospharenmasse und man kann sich vorstellen, Alimosphdre ware in das
Rotationsellipsoid hinein verschoben. Ein Punkty deeh auf oder tUber dem Ellipsoid
befindet, erfahrt somit die Anziehung der Atmosginénassen aus derselben Richtung wie
die eigentliche Anziehung des Ellipsoids. Modetlieman die Atmospharenmasse
einfachheitshalber als Punktmasse, betragt dieetnrig der Atmosphare auf den Punkt in
Abhangigkeit von seinem Abstand zum Geozentrum

M

Feype =G—2. (6.6)
r

Ellips.

Kugelférmiges Atmospharenmodell

Um die Anziehung der Atmospharenmassen im tatsdedi Schwerefeld zu

veranschaulichen, empfiehlt sich ein vereinfachikésdell einzufihren, dass z.B. von
MORITZ (1980) oder von PAVLIS (1988) verwendet witdierflir geht man anstelle von

einem Ellipsoid von einer kugelférmigen Erde aug dmgeben ist von kugelférmigen
Atmospharenschichten, siehe Abbildung 6.5. Au3erdemmt man der Einfachheit halber
an, dass sich aufRerhalb der Erde keine Topogragbiggdern nur Atmosphérenmassen
befinden (diese musste man sich in Abbildung 6.§deeken).
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Abbildung 6.5: Kugelférmiges Atmospharenmodell

Die AnziehungF auf einen PunkP setzt sich dann zusammen aus der Anziehgnder
SchichtenA zwischen der Kugeloberflache und der Kugel um@aezentrum, auf der sich
P selber befindet, und der Anziehufg der SchichtenA, aul3erhalb davon mit

F=F+F,. (6.7)

Da, wie aus der Potentialtheorie bekannt ist, digidhung einer Kugelschale auf einen Punkt
innerhalb der Kugelschale Null ist, folgt

F,=0, (6.8)

woraus sich schlie3en lasst, dass die Atmosphériesen Uber dem Beobachtungspunkt
keine Anziehung auf diesen ausiben. Dies bedeuBsgrdem, dass ein Punkt, der direkt auf
der Erdkugel liegt, nicht von den Atmospharenmassegezogen wird. Fir diesen Punkt ist
also der Bezug zu dem in der Definition des Norotalerefelds enthalteneGM Wert
zunachst falsch, da er nur von der eigentlichemmasse Anziehung erfahrt. Damit ergibt sich
folgendes Problem:

Eine Schweremessung auf der Kugeloberflache wirdvon den Massen der festen Erde
beeinflusst, wahrend ein zugehdriger Normalschwerewper Definition auch von der
Anziehung der Atmosphare beeinflusst wird. Es kénntur verfalschte Stoér- und
Anomaliengréf3en berechnet werden, da die Messgraffierden NaherungsgrofRen nicht
wirklich vergleichbar waren. Mess- und NaherungBegrd sind zunachst nur vergleichbar,
wenn sich der Messpunkt - wie es z.B. bei Satalitessungen der Fall ist - tGber den
Atmosphérenmassen befindet. Denn dann erfahren-Megs Naherungspunkt die gleiche
Anziehung der Atmospharenmassen im Betrag undriiRodntung.

Atmospharenkorrektur

Um dieses Problem zu umgehen, wird die Atmosphameektur dg, eingefihrt. Diese

beschreibt den Teil der Anziehung der Atmosphéaes, \in einer Schweremessung nicht
wahrgenommen wird, reprasentiert also die Atmospisthichten, die Uber dem Messpunkt
liegen. Addiert man diese Korrektur zu einer Sclenerssung, so wird diese genau wie die
zugehdrige Normalschwere von der kompletten Atmasph beeinflusst. Die
Atmospharenkorrektur dient also eigentlich daze, Realitdt an ein Modell anzupassen, ist
also streng genommen eher eine Reduktion als esnekur.
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Nun kann man Stor- oder Anomaliengro3en bilderdanen durch die Differenzbildung der
komplette Atmosphéareneinfluss eliminiert wird, degplaceBedingung wird also erfillt. Wie
berechnet sich aber die Korrektur?

Zunachst kann man sagen, dass sich die Anzielfyndie mit der radialen Ableitung%
r
des Atmospharenpotentials identisch ist, berecimitet

_ Gm(r)

2 L]

F -

(6.9)

was, wie MORITZ (1980) schreibt, sich wiederum &r dPotentialtheorie begrindet, da das
aul3ere Schwerefeld eines spharisch symmetrischgrek&dem eines Punktes entspricht, der
Uber die selbe Masse wie der Korper verfugt undd@ssen Zentrum gelagert ist. Der

Ausdruckm(r) steht fur die Atmospharenmassen des Lagers

Die atmospharische Schwerekorrektur erhélt man liéblg indem man die in der
Schweremessung gemessene Anziehufg von der Anziehung der kompletten

Atmosphérenmasseg% abzieht
r

dg,=——%*-——>5—"= > (6.10)

Die Atmosphérenmassél (r) des LayersA, lasst sich berechnen durch Integration der
Atmosphéarendicht@ innerhalb des Layers mit

M (r) :4Tr]op(r Ir 2dr . (6.11)

r

Betrachtet man Gleichung (6.10) so fallt auf, ddissKorrektur maximal wird fir Punkte auf
der Kugeloberflache. Dies ist logisch, da, wie weiter oben beschrieben haben, Punkte auf
der Kugeloberfliche von den darliber liegenden Aphasnmassen keine Anziehung
erfahren und somit die komplette Atmospharenanzighais Korrektur angebracht werden
muss. In Satellitenhdhe wird die Korrektur Null, siah alle Atmosphérenmassen unterhalb
des Satelliten befinden und, wie schon weiter dimschrieben, die komplette Anziehung der
Atmosphéare wahrgenommen wird.

Abbildung 6.6 stellt die Atmospharenkorrektudg,, die radiale Ableitung des

Atmosphérenpotentials‘% und die Anziehung der kompletten Atmospharenmaseen
r

Abhangigkeit von der Hoéhe gegeniber und zeigt scdéass die beiden zuerst genannten
GroRRen die Dritte ergeben. Es wird auch sehr sci@ilonahme der Atmosphéarenkorrektur

mit der Hohe deutlich. In Abbildung 6.7 ist die Adepharenkorrektur fur ein globales Gitter
dargestellt (Berechnung mit JPG95). Es wird bedtatigss die Korrektur in Gebieten auf

Meereshohe maximal wird. Stellt man die Korrektue wm Kapitel 6.1.1 in Geoidhéhen dar,

so sieht man, dass bei Vernachlassigung dieserekiom ein Geoidfehler von bis zu einem

halben Meter auftritt. Die kummulative Signalstari#doweichung betragt bei Grad 360 Uber
25cm. Die Atmospharenkorrektur ist somit zwar kleinels adie quadratische

Normalschwerekorrektur, daftr allerdings grofl3flgeni und muss somit auf alle Falle
bertcksichtigt werden, um grobe Fehler zu vermeiden
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Abbildung 6.6: Atmosphéarenkorrektur Abbildung 6.7: Atmosphéarenkorrektur global
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Abbildung 6.8: Atmospharenkorrektur in Abbildung 6.9: Kummulative
Geoidhohen Signalstandardabweichung zu Abbildung 6.8
Atmospharenmasse

Fur die Berechnung der Atmospharenkorrektur mussien Atmospharenmasse und der
Verlauf der Dichte entlang der Atmospharenschiclitekannt sein. Fur die Berechnung der
obigen Plots wurden Werte aus einem Kombinationgthoder Cospar International
Reference Atmosphere von @B (CIR61) und derUS Sandart Atmosphere von Bb

(USSA65) verwendet. Die Atmospharenmasse wird dmit M, =5.31694118kg

angenommen. Die Berechnung der Atmospharenmastaevererer Werte dieses Modells
sind in WENZEL (1985) ersichtlich. Fir dieses Mddeéxistiert auch eine
Approximationsformel, mit der die Atmospharenkotreldirekt berechnet werden kann

39,[moal =0.874- 9.9010 OH[ nj+ 3.5628 IOOH| nj. (6.12)

Fur geodatische Zwecke wurden in der Vergangezieieist ahnliche Atmospharenmodelle
verwendet.
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Wie die neueren wissenschaftlichen Ergebnisse viemmiassen, liegt die tatsachliche Masse
der Atmosphare allerdings deutlich unter der vordém Geodasie verwendeten Modellen.
Klimatologische Untersuchungen nach TRENBERTH & $MI(2005) fihren zu einer

Atmospharenmasse vo’.148001¢8° k¢  Ahnliche Ergebnisse liefern GRUBER et al.

(2008), die die Atmospharenmasse in einer Analyses dGrades Null des

Atmospharenpotentials schatzen, welches sich aos ldgtdruck auf der Erdoberflache

berechnen lasst. In GRUBER et al. (2008) ist zueam schone Ubersicht zu finden, in der
verschiedene Schatzungen der Atmospharenmasseeaudetzen Jahrhundert aufgelistet
werden.

Zeitvariable Veranderung der Atmospharenmassen

Neben der eigentlichen Atmospharenkorrektur mush reone weitere, wesentlich kleinere,
Korrektur an den Schwerewert angebracht werdendutieh die Atmosphare verursacht wird.
Diese ist darin begrindet, dass sich die Atmospimagner standigen Fluktuation befindet.
Die Anderung der Atmosphare wahrend einer Messkgngpavirkt sich nach TORGE (2003)
durch einen direkten und einen indirekten Effektdia Schweremessungen aus. Der direkte
Effekt beschreibt die Anderung der Schwere in Falge veranderten Anziehung durch die
Luftmassen und der indirekte Effekt die Anderung &shwere in Folge der aus der
Anderung des Luftdrucks resultierenden DeformatienErde.

Beide Effekte kompensieren sich ein wenig gegeigseDies liegt daran, dass mehr
Atmosphéremasse uber der Station den SchwerewekKt dierringert, aber gleichzeitig wird
die Schwere auch indirekt vergréRRert, da durchAtrmospharenmassen die Erdoberflache
nach unten gedrtckt wird.

Um Schwerewerte vergleichbar zu machen, die untschiedenem atmosphérischem
Einfluss gemessen wurden, wird eine Schwerekorretkty an den Schwerewert angebracht.

Diese kann mit Hilfe des am Beobachtungspunkt geemesn Luftdrucksp berechnet
werden, da die Anderung der Atmosphare Uber einemktPzu einer Anderung des
Luftdrucks an diesem Punkt fuhrt. Mit der Korrekt@rsucht man, den Schwerewert auf den
Normaldruck p, am Messpunkt zu beziehen, so dass fur alle Schweete gleiche

atmospharische Bedingungen simuliert werden. Aus Déferenz des gemessenen
Luftdrucks p und des Normaldruckg, ergibt sich die Schwerekorrektur

dg, =300*(p- p) [ modl. (6.13)

Der Faktor3[10™ steht fir den Luftdruckschweregradienten, der Airiélransferkoeffizient
darstellt, der den direkten und indirekten Effe&tirksichtigt. Der Luftdruck muss in hPa in
die Gleichung eingehen. Die Korrekturwerte liegenBereich von4—-51gal. Dies liegt in
der Messgenauigkeit der Gerate und muss demnadblsehtigt werden. In der Regel wird
diese Korrektur direkt im Rahmen der Messung besigbikigt und muss nicht nachtréaglich
angebracht werden.

6.1.3 Ellipsoidische Korrektur

Eine weitere wichtige Korrektur fiir die Schwerefsddechnung ist die ellipsoidische
Korrektur. Viele Modellierungsansatze, die versdeige Stor- und Anomaliengréfen
miteinander verbinden, vernachlassigen die Abphattler Erde und verlangen somit, dass in
spharische Richtungen abgeleitete GroRen in demélapparat eingehen. Wenn aber in
einem Modellierungsansatz die wirklichen EingangBgn von den theoretisch geforderten
abweichen, entstehen Fehler, die verhindern, dadgse hGenauigkeitsanspriiche in der
Schwerefeldberechnung erfullt werden konnen. Dddwvad die ellipsoidische Korrektur
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notwendig, die diesen ,Fehler” ausgleicht. Da maih der ellipsoidischen Korrektur eine

GrofR3e an ein Modell annéghern méchte und nicht efaesd@chlichen Fehler korrigiert, musste
hier eigentlich von einer ellipsoidischen Reduktg@sprochen werden.

In dieser Arbeit wurden verschiedene Ansatze vdefes die unter anderem die

Schwereanomalie und die Schwerestérung mit demp&imtial verbinden. Alle diese

Ansatze verwenden spharische Approximationen. sBdeispielsweise die Integralformel
nachStokegGleichung (5.2)), die die Schwereanomalie mit d&iirpotential verbindet, wie

bereits weiter oben Dbeschrieben, die Losung der arggathen Naherung der

Fundamentalgleichung der physikalischen Geodadeiqi@ung (4.11)) und nicht die Losung
der Fundamentalgleichung an sich. Demzufolge mudseSchwereanomalie, die in die
Integralformel eingeht, die Ableitung des Storptitda in radialer Richtung beinhalten. In
die tatsachlich beobachteten Schwereanomalie gdlerdiags die Ableitung des

Storpotentials in Richtung der Holre bzw. der Normalem ein. Dieses Problem ergibt sich
entsprechend fur dideumann-Hotingsleichung (5.3).

Auch im Ausgleichungsansatz nach Kapitel 5.4 isteespharische Naherung in der
Beobachtungsgleichung (5.37) enthalten, die diewS8okanomalie mit dem Stdrpotential
verbindet, da auch die Reihentwicklung der Schwesewrlie nur die spharische Naherung
der Fundamentalgleichung wiedergibt, da nacibgeleitet wird:

M (—?jm (n+1)Y" B, (co)[AC,, cosm +A'S,, sint |

m

n+2
M (—'?j 2) P (co®)| AC,, costh +AS,, sinh| . (6.14)

M R n+2 _
(_rj ~1)}"R,,(co)[AC,, cos +A 'S, sinm |

In Gleichung (6.14) entspricht der erste Term aaf dechten Seite der Ableitung des
Storpotentials in radialer Richtung. (Zudem erkemain schon, wie sich aus beiden Termen

auf der rechten Seite der Term mit dem Eigensert1) ergibt.)

Allgemeiner Ansatz

Einen einfachen Ansatz zur Berechnung der ellipsoin Korrektur liefert MORITZ
(1980). Hierbei geht man davon aus, dass sich jeelebige gemessene Stor- oder
Anomaliengréf3eF in einer Potenzreihe nach einem Abplattungspammezttwickeln lasst.
Als Abplattungsparameter kann die Exzentritat

2 2
z_a_b
€= 2

a

(6.15)

verwendet werden. Auf Grund des geringen Untersishmvischen den betrachteten Grol3en
kann die Reihe ab dem quadratischen Term abgebrachelen, so dass gilt

F=F°+e’F". (6.16)

Das Produk&’ F*(6,A) bezeichnet man als ellipsoidische Korrektur.
Im Weiteren wird festgelegt, dass bei der ellipsmden Korrektur des Storpotentials gilt

T'=0 (6.17)
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und folglich fiir das Stérpotential
T=T°. (6.18)

Dies kann angenommen werden, da das Storpotenti@egensatz zu den restlichen Stor-
oder Anomaliengréfen unabhangig von einer Richwiniggung ist. Uber spharische

Beziehungen sind so Schwereanomallg? und Schwerestérungedy® mit T° verbunden
und die wirklich gemessenen Schwereanomalign und Schwerestérungedg sind tber

ellipsoidische Beziehungen niit=T° verbunden.
Streng genommen lauten demnach z.B. die Gleichu¢g2h (5.3) und (6.14)

T=T° =4—F:_[J;[Ag°S(lJJ) @, (6.19)

_—o_R 0
T=T _E[Ljag H(w) do (6.20)

und

Ag° = i::l ;(-‘?jm (n—l)zm: P (co)[AC,, cosm+A'S, sink].  (6.21)

Als Eingangsgrof3en fur die Schwerefeldberechunghietft auf das Ellipsoid bezogene Stor-
oder AnomaliengroRefr vor. Diese kdnnen theoretisch direkt in das Stignpioal Gberfuhrt
werden. Allerdings ist der Formelapparat hierfihrskompliziert bzw. liegt fur manche
Schwerefeldgréf3en nicht vor. Darum ist es einfaclsphérische Naherungsformeln zu
verwenden, die die GroReR° in das Storpotential liberfiihren. Dies ist in Atbilg 6.10
dargestellt. Wie man sieht, muss hierfir zunacR&tberechnet werden, unfF in F°
Uberfuhren zu kénnen.

Abbildung 6.10: Rolle der ellipsoidischen Korrektur

Ellipsoidische Korrektur der Schwereanomalie und de Schwerestdrung
Nach Gleichung (6.16) qilt fur Schwereanomalien b@ahwerestdérungen

Ag=Ag°+€E€NG

_ (6.22)
5y =39’ + €d¢g

Es miissen alsag' bzw. 8g* bekannt sein, umhg® und 3g° berechnen zu kénnen.
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Nach PAVLIS (1988) entspricht die ellipsoidischerkaktur flir Schwereanomalien den drei
Korrekturtermeng,, e, unde,

eAg =g+ et g (6.23)
Hierbei beschreibt

g, = €sinb cose(%j (6.24)

den Unterschied der Normalenableitung— zur sphéarischen Néherun% in der
n r
Randwertbedingung und
a2 2.2

3w°r
e :{GJ2 = R(cosp) - oM

QﬁG}T (6.25)

mit J, = c,, den Unterschied der Normalschwereind des zugehorigen Gradient% von

der spharischen Naherung in der Randwertbedinggngst der Unterschied zwischen dem

Betrag der Schwereanomalie unter Annahme von zusafatlenden Lotrichtungen von
Schwere- und Normalschwerevektor und der isozemit&rojektion und soll formell weiter
unten erlautert werden. Wie man erkennt, setzenGlechungen (6.24) und (6.25) die
Kenntnis des Storpotentials voraus. Da dieses daligs eigentlich die ZielgroRe der
Schwerefeldberechnung darstellt, muss eine bek&utieverefeldlosung eingefuhrt werden,
aus der die Korrektur dann berechnet werden kana. ®eichungen (6.24) und (6.25)
kénnen in Reihendarstellung gebracht werden un#oemen dann Potentialkoeffizienten
eines bekannten Schwerefeldes eingefuhrt werdenRBihendarstellungen lauten

L (PGP EID EEA ) () RN

n m n

(6.26)

r n n

J =3CZK§(3)”§ Bl inPr HZ@Z D, nanHZ(r—ajan D ¥y R H

r

s{xizfzen
(6.27)

Aus g, lasst siche, in Naherung berechnen mit

O

=

—_ 2
=@, (6.28)
G
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Alle Faktoren der Gleichungen (6.26), (6.27) un@8 zu erlautern wiirde an dieser Stelle zu
weit fihren, es sei auf PAVLIS (1988), S.32 oderUBER (2000), S.165 verwiesen. Dort ist
zudem eine Herleitung der Reihendarstellungenrmiefi.

Ausgehend vom EGM96 Modell (sieche LEMOINE et aB98) wurde in dieser Arbeit die
ellipsoidische Korrektur bis Grad 360 berechnetiran Einfluss abschatzen zu kdénnen. Die
Korrektur ist in den folgenden Plots (Abbildung 5.1 Abbildung 6.14) dargestellt. Die
Summe der Korrekturen kann, wie Abbildung 6.14 gems zu 1.5mgal betragen. Zur
besseren Veranschaulichung des Einflusses der saliischen Korrektur der
Schwereanomalie wird diese dann in Geoidhéhen daalife(Abbildung 6.15 - Abbildung
6.18). Dies geschieht erneut, indem die Korrektuerespharisch harmonischen Analyse
unterzogen wird und die daraus resultierenden Ratkoeffizienten in Geoidhéhen
entwickelt werden. Der Einfluss der ellipsoidisch&worrekturen €, €,, & betragt in

Geoidhohen bis zi0.9m. Die ellipsoidische Korrektur an Schwereanomakeann folglich
nicht vernachlassigt werden, da sonst ein gro3gtesyatischer Fehler in Kauf genommen
werden wirde.

Die ellipsoidische Korrektur fir die Schwerestérikagnn analog mit den Formeln (6.26) und
(6.28) berechnet werden, da sie aus den Korrektoete ¢ und e, besteht. Da die

Normalschwere und deren Gradient bei der Berechden&chwerestdrung unerheblich sind,
spielt e, bei der Korrektur der Schwerestorung keine Rélkegilt also

2 —
e’5g'= g+ 8. (6.29)
[mgal] [mgal]
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Abbildung 6.11: Ellipsoidische Korrektur an Abbildung 6.12: Ellipsoidische Korrektur an
Schwereanomalies, Schwereanomaliem,
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Ellipsoidische Korrektur in den Modellierungsansatzn

Die in Kapitel 5 beschriebenen Modellierungsanségeen sich unter Beriicksichtigung der
ellipsoidischen Korrektur darstellen. So lautet 8iekesntegralformel (5.2) jetzt

T=T=n [[(ag-é06) qv) o (6.30)

Vom gemessenen Schwereanomalienmesswiyt muss die ellipsoidische Korrektur
e€Ag =g+ e+ ¢ abgezogen werden, weil der Ansatz die spharisclideNing als

EingangsgroRe verlangt. Gleichung (6.18) zeigt datass das Ergebni§® dem exakten
Ergebnis entspricht. Analog ergibt sich fur die Wehestorung (5.3)

== [[(39-¢84) H) . (6.31)

Die ellipsoidische Korrektur kann auch in den KkHtionsansatz eingefligt werden, wie
MORITZ (1980) zeigt. Es ergibt sich (5.21) jetzt mi

T(P)=T(P)=(c*)(P.p C'(ad B- & B (632

Auch hier muss vom gemessenen Wert die Korrektgezaiigen werden. Der Vollstandigkeit
halber sei auch die Beobachtungsgleichung fur desgkeichungsansatz, Gleichung (5.37),
unter Bertcksichtigung der ellipsoidischen Korreldargestellt:

|-’ +v= 1,3 £,> f,[AC,, f.+AS,, f]. (6.33)

6.1.4 Gezeiten

Eine weitere Problematik in der Schwerefeldbestimgnargibt sich durch den Einfluss der
Gezeiten. Als diese werden von Sonne und Mond sadhmte Anziehungskréafte auf einen
Punkt - dies kann ein Punkt auf der Erdoberflacherom Raum sein - relativ zum
Massenzentrum der Erde bezeichnet. Die vom Mondrsachten Gezeiten sind starker als
die der Sonne. Die Sonne hat zwar eine deutliclet@®Masse, ist aber im Gegensatz zum
Mond sehr weit von der Erde entfernt. Da die Gereiimmer wirken, wird der
Gezeiteneinfluss bei jeder Schwerefeldmessung faéstr Das Problem hierbei ist, dass die
Gezeiten nicht durch Massen innerhalb der Erdofehr#, sondern durch Massen im
AulRenraum verursacht werden. Dies widerspricht @nesh der durch dieLaplace
Bedingung geforderten Massenfreiheit im Auf3enradia, bei der Schwerefeldberechnung
vorausgesetzt wird. Folglich muss Uberlegt werdeie, mit dem Gezeiteneinfluss auf die
Messungen zu verfahren ist.

Gezeitensysteme

Die Gezeitenwirkung wird im Schwerefeld sichtbardtudirekte und indirekte Effekte. Als
direkte Effekte werden die konkret von Sonne unchtleerursachten Potentialanderungen
bezeichnet, wahrend die indirekten Einflisse derze@en auf das Schwerefeld eine
Potentialanderung beschreiben, die aus einer \etiog des Erdkorpers infolge des
Gezeiteneinflusses resultieren. Die indirekte Whigkifolgt also aus der Massenanordnung
des Erdkdrpers selbst und steht somit der Erfultllerg.aplaceBedingung nicht im Weg.
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Desweiteren bestehen die Gezeiten aus einem zeitdngigen und einem zeitabhéngigen
Anteil. Der zeitabh&ngige Anteil der Gezeiten wierursacht durch die Rotation der Erde
(halbtagliche und tagliche Perioden) und die Bahwem Mond und Sonne (14-tdgige und
halbjahrliche Perioden). Die Perioden werden nabedéutert und veranschaulicht in
RUMMEL (2005). Wéahrend sich dieser periodische Ariber die Zeit herausmittelt, wirkt
der zeitunabhangige Gezeiteneinfluss immerfort wmdd deswegen als ,permanente
Gezeiten" bezeichnet. Die permanenten Gezeitentedygis in Abhangigkeit von der
geographischen Breite des Beobachtungspunktes tisdem bei der Schwerefeldberechnung
bertcksichtigt werden, um Fehler zu vermeiden. @sételich existieren hierzu drei
Systeme:

DasMean Tide (MT) System gibt das Schwerefeld inklusive der permame(direkten und
indirekten) Gezeiten wieder, also unter dem Eirsflusn Sonne und Mond.

Das Zero Tide (ZT) System beschreibt ein Schwerefeld, das dem eimekinfluss von
Sonne und Mond nicht ausgesetzt ist, bertcksiclatigr die permanente Deformation des
Erdkdrpers durch die Gezeiten.

Im Tide Free (TF) System hingegen wird das Schwerefeld der Erde biebem, wie es
existieren wirde, wenn Sonne und Mond nicht exetievirden bzw., wenn diese unendlich
weit entfernt waren, d.h., alle direkten und inkliem Gezeiteneffekte sind entfernt.

Tide Free
Mean Tide
& - = ~
= - _ _ Y 4
Zero Tide

Abbildung 6.19: Grobform des Geoids im MT, ZT uRdSlstem

Abbildung 6.19 gibt die grobe Form des Geoids imgiligen Gezeitensystem wieder.
Wahrend im Mean Tide System das Geoid am meistege@attet” ist, da in diesem System
der meiste Gezeiteneinfluss enthalten ist, istHiefluss im Zero Tide System schon geringer
und im Tide Free System gar nicht vorhanden.

Wie HUGHES & BINGHAM (2006) schreiben, entspriclasdGeoid bei der Wahl des Mean
Tide Systems einer realen Niveauflache, namlich déeeresspiegel, vorausgesetzt dieser
wird nicht von Strémungen usw. beeinflusst. In diesSystem ist das Geoid zum Einen am
besten fur ozeanographische Zwecke (z.B. Erstelloig Meerestopographiemodellen)
nutzbar und zum Anderen mit Daten aus der Satadlitenetrie kombinierbar. Auch die
Uberwiegende Anzahl der Hohensysteme bezieht sitldas MT System und nur im MT
System geben Potentialunterschiede den wahren Wlasseauf der Erde wieder.

Nachteil des Mean Tide Systems ist, dass Beobagétuin diesem System nicht ohne
Weiteres fir die Schwerefeldberechnung verwendetleve konnen. Dies liegt daran, dass,
wie weiter oben bereits erlautert, die Beobachtandeer auf Grund des direkten
Gezeiteneinflusses von Massen im Auf3enraum der Bgdaflusst werden und folglich die
LaplaceBedingung nicht erfullt ist. Liegen also Schweldfieobachtungen in diesem
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System vor, so kénnen sie nicht ohne eine zush&li€orrektur, die den Kraften im
Aullenraum Rechnung tragt, angewandt werden, eslesei, auch in der Definition des
Ellipsoids sind die permanenten Gezeiten enthattardann bei der Bildung einer St6r- oder
AnomaliengroRe Krafte von aul3erhalb der Erdobedn#aeliminiert werden. Wie EKMAN
(1989) zu entnehmen ist, wirde ein Geoidfehler v@em entstehen, wenn man das Geoid

mit der Stokesformel (5.2) aus Mean Tide Schwertamdberechnet.

Das Mean Tide System verflgt also zum Einen Uber derteil, dass es die Realitat
beschreibt, aber zum Andren Uber den Nachteil, dass grundsatzlich fur die
Schwerefeldberechnung ungtinstig ist.

Die meisten Schwerefeldgréf3en liegen gemald der R&Solution von 1983 im Zero Tide
System vor. Dies scheint zweckméaRig, um den Bediggn der Schwerefeldberechnung
gerecht zu werden. Allerdings werden gerade Schweste und HOhen oft gemeinsam
miteinander verwendet, woraus ersichtlich ist, dassbleme entstehen, wenn beide Grol3en
in unterschiedlichen Systemen vorliegen. Darum hatiaige Lander (z.B. Schweden und
Finnland) mittlerweile den Héhenbezug auf das ZEide System umgestellt und auch das
.Welthohensystem*“ ist im Zero Tide System geplaiie aber MAKINEN und IHDE in
ihrem IUGG Vortrag in Perugia herausgestellt habemss hinterfragt werden, ob die
Problematik der Schwerefeldberechnung als Begrimduwsreichend ist, um alle GroRen auf
dieses System festzulegen. Dies begriindet siclifilal@ss dieses System, wie erwahnt, nicht
die Realitat wiedergibt und so fur spezielle Anwemgen in der Metrologie, der
Ozeanographie oder auch fur Uhren (, da die Uhegonz vom Potential abhangt,) nicht
ohne Weiteres zu gebrauchen ist.

Etwas im Hintertreffen bei der Diskussion um dahtige System ist das Tide Free System.
Wie beim Zero Tide System wird auch hier HagplaceBedingung erfillt, was dieses System
fur die Geodasie zunachst interessant macht. GdgsernSystem allerdings spricht, dass es
nicht exakt realisierbar ist, da die Beobachtungah Grund der ungenauen Kenntnis der
durch die permanenten Gezeiten verursachten Veuiognder Erde nicht exakt ins wirkliche
Tide Free System Ubertragen werden konnen.

Die Wahl muss also zwischen Mean Tide und Zero Hgstem getroffen werden, was, wie
es MAKINEN und IHDE in ihrem oben erwahnten Vortiagzeichnen, einer Wahl zwischen
der Einfachheit fur den Anwender (einfache Bezig/am zwischen den ublichen
geodatischen GrolRen) und der Schonheit der Thégri@llung der Bedingungen fur die
Schwerefeldbestimmung) entspricht. Die Meinungendi@sem Thema sind geteilt und es
kann in naher Zukunft wohl nicht mit der Entscheigufir eines der beiden Systeme
gerechnet werden.

Die fur die Schwerefeldberechnung entscheidendéhiSse konnen jedoch bereits aus dieser
Diskussion gezogen werden. Wir haben zwei Moglidieke

Bei der Schwerefeldberechnung mussen alle Beohagétuentweder:

a) im Zero Tide System vorliegen, um direkt vorausizzee, dass die
Schwerefeldbeobachtungen nur von Kraften innerlaib Erdoberflache beeinflusst
werden, oder im

b) Mean Tide System, vorausgesetzt die Definition Bigpsoids enthalt ebenso die
Definition der permanenten Gezeiten, damit siche&tadke ist, dass bei der Bildung
von Stor- oder AnomaliengréRen der Einfluss von fi€ra aul3erhalb der
Erdoberflache eliminiert ist.

FiUr die Geodasie ist es also durchaus moglichiiss Tide System zu verwenden, was mit
Rucksicht auf andere Wissenschaften bzw. Probldionsgen auch sehr sinnvoll erscheint.
Falls die Definition des entsprechenden Ellipsaiiés Gezeiten nicht berlcksichtigt, muss
dann vor der Schwerefeldberechnung eine Korrekiwlia Gezeiten angebracht werden, die
diesen Umstand bertcksichtigt.
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Korrekturformeln fur Schwerewerte

An dieser Stelle wollen wir Uberlegen, wie man dierschiedenen Gezeitensysteme
ineinander Uberfiihren kann, bzw. Uberhaupt einnme Blessgrol3e, die ja den kompletten
Gezeiteneinfluss (direkte und indirekte, wie aueltabhangige und -unabhangige Anteile)
enthalt, in eines der Systeme Ubertragt. Dies wiBd auch in den IERS Konventionen (siehe
MC CARTHY et al. (2004)) erlautert.

Wie MAKINEN & IHDE in ihrem Vortrag dargestellt hah, ist es historisch uiblich gewesen,
eine Beobachtung zunachst ohne Unterscheidung etabhangigem und permanentem
Anteil von jeglichen Gezeiteneinflissen zu befreimo dass diese im sogenannten
konventionellen Tide Free System vorliegt. Diesche=ht mit Hilfe der konventionellen
Love’schen Zahlen, Proportionalitatsfaktoren, die dlastische Deformation der Erde in
Folge der Gezeiten beschreiben. Da die konventemdlove'schen Zahlen die wirkliche
Deformation nicht exakt beschreiben - exakte Loskees Zahlen fur die permanente
Deformation sind nicht bekannt -, entspricht dasvemtionelle Tide Free System nicht dem
wirklichen TF System.

Die Berechnung der gesamten auf eine Schweremessiukgnde Gezeitenbeschleunigung
kann, wie wir es im Folgenden machen, nach TOR®B3Rerfolgen.

W+V,+V, =konst.
KAr
W+V,=konst.
A

.= -

PR -7 ~ <« _ Erdoberfliche
----- Ar ~ (Deformiert)
! Ar=hAr,

- ~

~ . . Erdoberfliche
(Undeformiert)

-
-

Abbildung 6.20: Vertikale Verschiebung der Erdoldmtie und der Niveauflache durch die
Gezeiten

Sonne und Mond verursachen das Gezeitenpotential

dVv(P)=

N | =

GMSM%(scow— ), (6.34)

wobei Mg, fir die Masse der Sonne bzw. des Mondes steft, fur den Radius vom

Massenzentrum der Erde zu Sonne bzw. Mond updfir den Winkel zwischen

Beobachtungspunkt (also der Punkt, an dem die @&ezbetrachtet werden) und Sonne bzw.
Mond im Bezug zum Massenzentrum der Erde.

Ein auf der Erdoberflache aufgestelltes Gravimetenmt dann bei der Messung die
Gezeitenbeschleunigurdy, wabhr, die sich aus dem Gezeitenpoterdid| ergibt mit

(6.35)
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Ware die Erde starr und nicht deformierbar, so wibjddie Gezeitenbeschleunigung bereits
vollstandig beschreiben.

Die von den Gezeiten verursachte Deformation derdeErverursacht das
DeformationspotentiatlVD. Dieses kann in Reihenentwicklung dargestellt werd

dvp(p)=Men 3 K[ijn (Bjm R(cosy), (6.36)

Msm r

wobei k, flr die Love Zahlen stehen.
Aus dem Deformaionspotential folgt die radiale Bégsanigung

(3Jn (—ij R(cosy). (6.37)

Y r

dvD, (P)=-Msu 3y N+1

f'sm n=2 r

Der Hauptsignalanteil ist im Grad=2 enthalten. Der Signalanteil der weiteren Grade ist
relativ klein und nimmt mit steigendem Grad ab. Wreiteren soll nur der Gradh =2
betrachtet werden. Dies wird den Formelapparatbdidieerleichtern. Es sei allerdings darauf
hingewiesen, dass in der Realitdt auch héhere Gradeericksichtigen sind, um den hohen
Genauigkeitsansprtiche der Schwerefeldberechnueglgezu werden.

Bei Beschrédnkung aufn=2 werden (6.36) und (6.37) unter Bertcksichtigungn vo

P, (cosy) =%( 3co8 |y - )Lund mitr =R zu
dVD=% szNISMrRT(300§ Y- 1=k Odv (6.38)

3 R 3
dvD =—EkZGI\/ISMrT(3CO§Lp— ]):_E k CdV. (6.39)

SM

Beide GroRRen sind proportional Uber die Love Z&hl mit dem GezeitenpotentiadlV
verbunden.

Neben den Beschleunigungei, und dVD, muss noch ein weiterer Einfluss auf die
Gravimetermessung bedacht werden. Das Messergel@sisGravimeters wird von der
Vertikalverschiebung der Erdoberflache beeinflugsirch die Defomration und die daraus
resultierende Verschiebung steht das Gravimeteeia@m anderen Ort. Hierdurch ensteht
eine Potentialanderung

dvv(P)=h dv, (6.40)

die proportional Uber die Love Zatl, mit dem GezeitenpotentiadlV verbunden ist. Die
entsprechende Beschleunigung lautet

dvV (P)= i dy. (6.41)

Die Herleitung vondVV und dVV, wird ausfihrlich in TORGE (2003) erlautert.
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Das vollstandige Gezeitenpotential ergibt sich #o m

dV,.=dV(1+ k - h) (6.42)

ges

und die vollstéandige Gezeitenbeschleunigung lautet
_ 3
d rges 1_5 kz + hz dVr (643)

Als Love’sche Zahlen werden in der Redel=0.60 und k, = 0.30 verwendet.
Zieht man die vollstandige Gezeitenbeschleunigdilg,, von einem Schwerewert ab, so ist

dieser von allen Gezeiteneinfliissen befreit, einldet sich also im konventionellen Tide Free
System.

Ausgehend vom konventionellen TF System lasst diehBeobachtung ins Zero Tide und

Mean Tide System transferieren, indem zunachsindiéekte Gezeiteneinfluss (mit Hilfe der

konventionellen Love’'schen Zahlen) und dann deekie Gezeiteneinfluss modelliert und

zurickaddiert werden. (Dies entspricht einem Rest#worgang.) Hierzu muss zunéchst das

permanente Gezeitenpotentidy berechnet werden. Dies ist mdglich, indem manenid
TORGE (2003) aufgezeigten Formel (3.123) die nidrialen Anteile vernachlassigt.
Alternativ kann man auch die von POUTANEN et al998) aufgezeigte Formel flr das
permanente Gezeitenpotential verwenden

— 1., 1 .
dv = D(Esm s—éj(Bsmzq)— ]) (6.44)

die von der Schiefe der Ekliptik und der Doodson Konstanf2 abhangt.

Hieraus lasst sich dann nach (6.35) die permar(é(m‘aitenbeschleunigurlg_vr berechnen,

mit der die totale permanente Gezeitenbeschleugighn .. nach (6.43) berechnet werden
kann. Addiert man dann diese¥, ., zu den Schwerewerten im TF System, gelangt man ins
Mean Tide System. Um ins Zero Tide System zu g@anglarf in (6.43) der Anteil der
direkten Gezeiten nicht bertcksichtigt werden (aleoerste Term in der Klammer).

Der Schwereunterschied zwischen den Systemendigéshach EKMAN (1989) auch direkt
berechnen mit

(-30.4+ 91.2sifi$) 010 | mgal

(-30.4+ 91.2sif$) 01.16 10 [mgal. (6.45)
:(—30.4+ 91.25iﬁ¢)D0.1 10 [mgal

MT _ 7T _
— g =

MT _ TF _
— g =

ZT _ TF
-9

g
g
g

Eine Beobachtung im wahren Tide Free System kotingeretisch aus der Beobachtung im
ZT System berechnet werden, wenn die exakten Lokers Zahlen fur die permanente
Deformation der Erde bekannt waren.

All diese Vorgange sind in Abbildung 6.21 zusamnefagst.
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Beobachtung MT System

Direkter,
permanenter

Gezeiteneffekt

Beobachtung ZT System

Indirekter, permanenter Indirekter, permanenter Totaler Gezeiteneffekt
B Gezeiteneffekt Gezeiteneffekt (kon- B (direkt, indirekt,
(wahre Love Zahlen) ventionellen Love Zahlen) periodisch, permanent)
(konventionelle Love Zahlen)

Beobachtung im kon-
Ecoc g Sl ventionellen TF System

Abbildung 6.21: Verknipfung der Beobachtungen mwgschiedenen Gezeitensystemen

In Abbildung 6.22 ist die Differenz zwischen denh&erewerten im Mean Tide und Zero
Tide System dargestellt. Der Unterschied ist sahg\Wellig und betragt bis z20.06 mgal.

[mgal]
_ -

Breite [q

8 & &

o] 50 100 150 200 250 300 350

Lange [
Abbildung 6.22: Differenz zwischen SchwerewerteMean Tide und Zero Tide System

Fur Berechnungen jeglicher Art (also nicht nur 8ahwerefeldberechnung) ist es wichtig,
dass alle Beobachtungen im selben System vorlieg@rsonst keine Vergleichbarkeit der
Beobachtungen gewahrleistet ist und sonst FehlerKauf genommen werden. D.h.
altimetrische Meereshdhen, GPS-Positionen und Semaessungen mussen im gleichen
System sein.

Fur die Schwerefeldberechnung und im Allgemeinerssriiberlegt werden, welches System
am besten und praktischsten erscheint.

6.1.5 Gelandekorrektur

Wie bereits mehrfach in dieser Arbeit erlautert,ssndas Storpotentidl eine harmonische
Funktion im Auf3enraum sein, damit die Schwerefeldtienung als ein Randwertproblem
betrachtet werden kann, was bedeutet, dass demfailde massenfrei sein muss. Wir haben
bereits gesehen, dass diese Bedingung von Naturi@wsfullt ist, was am immerwahrenden
Einfluss der Atmosphére und der Gezeiten liegterlings wurden bereits Losungsansatze
erortert, die zeigen, wie wir mit diesen Problemergehen kdnnen.
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Ein weitaus grol3eres Problem als die Gezeiten ure Atmosphéare stellen die
topographischen Massen der Erde dar, vorausgetetzBeoid wird als Randflache gewahlt.
Durch die topographischen Massen wird die BedingdegMassenfreiheit im Aul3enraum
erheblich verletzt und es muss eine Mdglichkeitugdén werden, wie mit den Massen zu
verfahren ist, um eine Schwerefeldberechnung dilekh zu kénnen. In HOFMANN-
WELLENHOF & MORITZ (2005) wird eine Vielzahl von Asétzen hierzu beschrieben.
Einer dieser Losungsansatze ist die Kondensaticihemie nachHelmert Wie der Name
schon sagt, stellt man sich bei dieser Methode dass alle topographischen Massen entlang
der Vertikalen auf das Geoid kondensiert werdeh, ds befindet sich keine Topographie
aullerhalb des Geoids, sondern alle Massen befirglen in einer Schicht mit
dementsprechend hoher Dichte auf dem Geoid. Dédis Btassenfreiheit im AuRenraum des
Geoids sicher, ohne dabei die Gesamtmasse zu werand

Die Kondensation der Massen fiihrt zu einer Schwele@ing, da die Anziehund, der

topographischen Massen auf den Messpunkt andegdsiddie AnziehungA. der auf das

Geoid kondensierten Massen. Darum muss auf den sgemen Schwerewert die
Schwerekorrektur

SA=-A + A (6.46)

angebracht werden, um zu simulieren, dass diesedeo Massenschicht auf dem Geoid und
nicht von der Topographie angezogen wird.

\\
H A \
AC
Geoid
oN
: NC Co-Geoid
Ellipsoid

Abbildung 6.23: Kondensationsmethode nach Helnadtder indirekte Effekt

GRUBER (2000) beschreibt ausfuhrlich, wie die Kktoe dA global berechnet werden
kann. Mit Hilfe von Kugelfunktionsentwicklungen déotenzenk der normalisierten

k
topographischen therE%j ergibt sich mit der mittleren Dichte der topograguhien

Massenp = 2.67g /cn?

on oy (B pdel AL ea

r k=2 n

Bei der Berechnung geht man von einer kugelférmigete aus, wodurch ein Fehler entsteht,
der vernachlassigt werden kann, da die Korrektilnssé&lein ist.

Abbildung 6.24 stellt digHelmertsche Gelandekorrektur in Schwereanomalien dark&ms

im extremen Gebirge bis 20mgal betragen. Sie stellt damit die bislang grofl3te &ldur
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dar, die an Schwerewerte angebracht werden muggegeben vom linearen Anteil der
Freiluftkorrektur).

[mgal]
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Abbildung 6.24: Gelandekorrektur nach Helmert itn@ereanomalien

Indirekter Effekt

Durch die Kondensation der Landmassen kommt es @widGzu einer Anderung des
Schwerepotential®W , infolgedessen auch das Geoid verschoben wirds Bezeichnet man
als indirekten Effekt. Das verschobene Geoid béireitman als Co-Geoid und die Hohe des
Co-Geoids Uber dem Ellipsoid bezeichnet man als Géoidhdhe N€. Der
Potentialunterschie®dW zwischen Geoid und Co-Geoid kann unter Berickigjahy der
Formel nachBruns (4.24) in den HohenunterschiedN zwischen Geoid und Co-Geoid
umgerechnet werden

SN ==, (6.48)

und es ergibt sich so die wahre Geoidhdhe mit
N = N +3N. (6.49)

Diese Gro63en sind in Abbildung 6.23 dargestellt.

Berechnet man aus den um den Gelandeeinfluss kesteig Schwereanomalien Geoidhdhen -
die Schwereanomalie wird dabei auf dem Co-Geoidildgth und hierzu muss der
Berechnungspunkt midN vom Geoid aufs Co-Geoid gebracht werden -, soltenhén als
Ergebnis das Co-Geoid. Um die tatsachlichen Gediehtzu erhalten mus8N addiert
werden. Versucht man aus diesen SchwereanomalgeStdgpotential zu berechnen, so muss
auf das Ergebnis noch der Potentialunterscidat addiert werden, um das wahre Ergebnis
zu erhalten.

Da sich das Co-Geoid unter dem Geoid innerhaldldedmassen befindet, musste eigentlich
eine zweite Massenreduktion in den Berechnungeiicksichtigt werden. Deren Einfluss ist
aber so gering, dass er nach HOFMANN-WELLENHOF & RIDZ (2005) nicht
bertcksichtigt werden muss.

Analog zu Gleichung (6.47) kamdN berechnet werden mit
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6N=—4nepizz 1 Z{(—l)“w(—hjk} (6.50)

Y mo2n+1i3 k!(n—2)! R/,

Abbildung 6.25 stellt den indirekten Effekt der &sdlekorrektur in Geoidhdhen dar. Dieser
kann im Hochgebirge bis ZLi5m betragen.
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Abbildung 6.25: Indirekter Effekt der Gelandekotrek dN in Geoidhdhen

6.2 Fluggravimetrie

Die Fluggravimetrie liefert den Schwerebeschleunggvektor, aus dem sich

Schwerestérungen und —anomalien sowie Lotabweidmnperleiten lassen. Da die

Korrekturen und Reduktionen fur die Schwerestérangad —anomalien grol3tenteils im

vorherigen Kapitel betrachtet wurden, sollen hier allem die Lotabweichungen behandelt
werden. In der Fluggravimetrie soll, wie bereitseoberwahnt, nach BOEDECKER &

STURZE (2006) fiir Schwerewerte eine Messgenauigkait 1 mgal bei einer raumlichen

Auflésung von 1 km erreicht werden, bzw. 012ei Lotabweichungen. Systematische Effekte,
die mindestens eine GroRenordnung unter dieseneWeegen, missen nicht bertcksichtigt
werden.

6.2.1 Ellipsoidische Korrektur
Wie in Kapitel 3.2 beschrieben wurde, kann mit [gayimetrie der Schwere-

beschleunigungsvektog bestimmt werden. Aus diesem lassen sich die Sasi@ungdg

und die Lotabweichungskomponentén und n bestimmen. Wéahrend die ellipsoidische

Korrektur fur die Schwerestdrung bereits in Kapill.3 beschrieben wurde, soll die
Beschreibung der Korrektur fur die Lotabweichungskonenten an dieser Stelle folgen.
Nach Gleichung (6.18) qilt fir die Lotabweichungen

E:EO_l_eZEl

RN (6.51)
n=n’+en

Die gemessenen GroRénund n ergeben sich aus der Neigung des Geoids mit
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(6.52)

wobei sich die Krummungen des Ellipsoigs und v nach MORITZ (1980) ausdricken
lassen durch

1=%(1+65e2——§’e23in2¢j

H (6.53)
1—1(1——1e2 —1ezsin2¢j

v R 6 2

Da in spharischer Naherung die Exzentritat Null ist und sich Gleichung (6.53)
dementsprechend vereinfacht, ergeben &cbind n® zu

EO = —la_N
RO
1¢ N (6.54)
0 _— — _
n Rcosp oA

Anzumerken ist, dasgh,A) bei NaherungsgréRen fur spharische Koordinatéresteund bei

den originalen GrofRen fir geodatische Koordinateobei die numerischen Werte der
Koordinatendatensatze identisch sind. Dies ersthginachst verwirrend, wird allerdings
nachMoritz, dessen Weg wir folgen, so gehandhabt.

Die fur die Berechnung der Korrektur entscheiderntieme &' und n* lauten

0
& :G—g—gsinchjﬁh—gsinq) cosb%
6.55
n = 1—2——45|n ¢ |n

Ihre Herleitung ist wiederum in MORITZ (1980) zundien. Man sieht an Hand von Formel
(6.55), dass die ellipsoidische Korrektur, wie aufir die Schwereanomalie und
Schwerestdrung, nicht ohne a-priori Schwerefeldimttion zu berechnen ist. Es werden

Naherungswerte firg®, n° und N° benétigt. Es empfiehlt sich, diese mit Hilfe von
bekannten Schwerefeldmodellen zu berechnen. Dgefolen Abbildungen zeigen Plots der
ellipsoidischen Korrekture®®" und e’n'. Die Plots wurden erneut auf Basis des EGM96
Modells bis Grad und Ordnung 360 berechnet. Ausildbbg 6.26 ist ersichtlich, dass¢"

in den mittleren Breiten unce’n' in den &Aquatornahen Gebieten minimal wird, was

Abbildung 6.27 zeigt. Beides wird verursacht durdie Nullstellen der vonsin®¢

abhangigen Terme in Gleichung (6.55). Es sind in Kerrekturen auch noch die fur die
Lotabweichungskomponenten typischen Ost-West und{8a6d Strukturen zu erkennen.
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Abbildung 6.26: Ellipsoidische Korrektwe?€®  Abbildung 6.27: Ellipsoidische Korrektwe’n®
in Bogensekunden in Bogensekunden

Die ellipsoidischen Korrekturen fur die Lotabweidgen haben Werte bis z0.3". Bei
digitalen Zenitkameras betrdgt die Messgenauigkettva 0.1" und auch in der
Fluggravimetrie sollen in Zukunft Genauigkeiten vetwa 0.2" erreicht werden (dies ergibt
sich, wenn man den in Kapitel 3.2 genannten Ziglwen Boedeckerumrechnet). Die
ellipsoidische Korrektur liegt also im Bereich d&fessgenauigkeit und muss daher
bertucksichtigt werden.

6.2.2 Gezeiten

Bei im Flugzeug gemessenen Schwerewerten misseGaiieiten, wie fur jeden anderen
Schwerewert auch, zunéchst vollstdndig herausgeetciverden. Dies geschieht, wie in
Kapitel 6.1.4 erlautert, indem man die vollstandi@gezeitenbeschleunigung (Gleichung(6.43)
) vom Schwerewert abzieht. Da das Gravimeter andBigs Flugzeugs allerdings im
Gegensatz zum Gravimeter auf der ErdoberflacheVeéitikalverschiebung auf Grund der
Deformation der Erdoberflache selbst nicht erfaisttder letzte Term in der Klammer von
(6.43) (also der von der Love Zahlabhangige Anteil) Null.

Der Wechsel von der im Tide Free System vorliegar@3e in die anderen Systeme erfolgt
dann wie oben beschrieben, wobei erneut beachtetewenuss, dass dem Flugzeug selbst
keine Vertikalverschiebung widerfahrt.

Die Gezeiten spiegeln sich auch in den gemesseoatbWweichungen wieder. Dies ist darin
begrindet, dass sie zu einer Richtungsauslenkursg La¢es filhren. Diese betragt in
Nordrichtung

1 odv
dp=———— 6.56
¢ o 00 (6.56)
und in Ostrichtung
:;ad_v_ (6.57)
r [ cosdp OA

Die Deformation der Erde in Folge der Gezeiten ffUlmu den sekundaren
Horizontalverschiebunge\x.. und Ay, des Erdkdrpers, die sich mit der Love Zdhl
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proportional zu den primaren Verschiebungen ergels@@ sind in Nordrichtung und in
Ostrichtung

_ 1 odv
ec g aq)
Aysec = I ﬂ
gcosp OA

AX
(6.58)

Analog zu (6.43) lassen sich dann Gleichungen alldst die den kompletten Einfluss der
Gezeiten widerspiegeln. Diese sind in Nordrichtung

LoV, 1oV, 1y, (6.59)

rgap rig ap r >

d¢ges =

und in Ostrichtung

=, LT tay, (6.60)

dA = —
% ri@cosh ON rlg co® ON r

Die jeweils letzten Terme in den Gleichungen (6.29d (6.60) werden im Fall der
Fluggravimetrie Null, da sich das Flugzeug im Raomfindet und so die Verschiebung der
Erdoberflache nicht selber erfahrt.

Laut TORGE (2003), der die obigen Formeln in diesEapitel ausfuhrlich herleitet,
erreichen die durch den totalen Gezeiteneinflusevongerufenen Neigungen auf der
Erdoberflached.01" bis 0.02". Dies liegt eine Gréf3enordnung unter der Messdgkeit flr
Lotabweichungen. Demzufolge muss der Gezeiteneffigkit zwingend aus den gemessenen
Lotabweichungen eliminiert werden und der Untersdhiwischen den Gezeitensystemen ist
kaum wahrnehmbar.

6.2.3 Atmospharenkorrektur

An die aus der Fluggravimetrie resultierenden Scbwerte muss eine Schwerekorrektur
angebracht werden. Es sei hier auf Kapitel 6.1r&esen, wo diese ausfuhrlich beschrieben
wird. Wie in Abbildung 6.6 zu sehen, ist die Atmb&penkorrektur im Falle der
Fluggravimetrie viel geringer als im Falle der éstrischen Gravimetrie. Dies ist logisch, da
in Flughohe bereits ein sehr grol3er Teil der Atnh@spnanziehung wahrgenommen wird und
somit nur noch eine geringe Korrektur angebrachtdeme muss, um den Bezug zur
vollstandigen Atmospharenmasse herzustellen.

6.3 Satellitengradiometrie

An dieser Stelle werden Korrekturen hinsichtlichr d&chweregradienten betrachtet. Die

Gradienten kénnen nach STUMMER (2006) mit bis200° E6tvos Genauigkeit bestimmt
werden. Es missen also Effekte und Reduktionerckeidhtigt werden, deren Werte dariber
hinausgehen.

6.3.1 Atmospharenkorrektur

In der Satellitengradiometrie ist keine Atmosph#éoerektur notwendig. Dies liegt daran,
dass, wie bereits weiter oben beschrieben, sictsdtsllit oberhalb der Atmospharenmassen
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befindet. Er nimmt also, wie gefordert, schon datvw&refeld als Einheit von Erd- und
Atmosphéarenmassen war.

Allerdings muss die Bewegung der Atmospharenmasgmnicksichtigt werden.
Schwerefeldsatelliten nehmen die Verteilung der ddaswar, die sich unter ihnen befinden.
An ein und derselben Stelle wirkt demzufolge insgatseine andere Anziehung auf den
Satelliten, wenn sich die Verteilung der Atmosphérassen verandert. Darum werden die
Variationen in der Atmospharenmasse in Bezug auwkreiMittelwert, der aus einer
Standardatmosphare stammen kann, bertcksichtigtzidiberechnet man die Masse der
Luftsaule, die sich unter dem Satelliten befind®ese lasst sich aus dem Luftdruck auf der
Erdoberflache herleiten. Eine detaillierte Besdbuag, wie diese Berechnung durchzufihren
ist, findet sich in GRUBER et al. (2008). Bleibene datmosphérischen Variationen
unbericksichtigt, so kénnen sich die daraus erdgatddmn Ungenauigkeiten im Spektrum des
Schwerefelds widerspiegeln.

6.3.2 Ellipsoidische Korrektur

Auch fur alle Schweregradienten gilt nach (6.16)
T, = '|i'j° + e2'i|'1, (6.61)

Als Beispiel an dieser Stelle soll stellvertretefinl die ellipsoidischen Korrekturen der
Schweregradiente®’ T, dargestellt werden. Zu den restlichen Korrektusennur gesagt,

dass diese sich ahnlich herleiten lassen wie digseidischen Korrekturen der
Lotabweichungen.

[EStVOS]
. 04

Breite [q

Lange []

Abbildung 6.28: Ellipsoidische Schweregradientenéktur €T,

In MORITZ (1974) wird ausfihrlich der Weg zur Beheang vone®T, hergeleitet. Es ergibt
sich T;: mit
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Thlh:i—l\g/lznjzm‘,ﬁnm(co{%n—w—;ez cog Si@)j{( e me (e )1%53

(6.62)
—(n+1)co§(%n—¢+—;e2 cogh Sikbﬂ[qm cosh+ S simh]

In Abbildung 6.28 ist die ellipsoidische KorrektuT, dargestellt. Diese betragt fur

gradiometrische Messungen auf der Erdoberflachelb4E6tvos.
An die GOCE-Messungen muss diese Korrektur niclgelracht werden, da hier bereits
(zumindest nahezul),, gemesen wird, und nicft,, .

6.3.3 Gezeiten

An dieser Stelle soll Uberlegt werden, ob auch filie Schweregradienten eine
Gezeitenkorrektur berechnet werden muss. In Kapiz2 haben wir bereits gesehen, dass
sich die Gezeiten viel starker auf die vertikale alif horizontale Komponenten auswirken.
Deswegen soll an dieser Stelle exemplarisch furkaimponenteT,, der Gezeiteneinfluss
aufgezeigt werden.

Den direkten Gezeiteneinfluss auf diese Komponenkdélt man, indem man die radiale
Ableitung von Gleichung (6.35) bildet

2 = 2
or alr L (6.63)
=GM,, 5 (3cosy-1= 25
Den indirekten Einfluss erhalt man durch radialdeitbng von Gleichung (6.37) mit
9°dvD _ 0> [GMg, <, ( R ( R/™
D=2 SMausic [ KT [E]  (cosy)
or or rew 2 Usu) \I
(6.64)
_GMg, &, (n+)(n+2)( RY(RY™
L TR S prn
[ Few ) \F

und beschréankt man in Gleichung (6.64) die Entwicgl wiederum auh =2 so erhalt man

mit r =R und Pz(cosw)=%(3c0$p— 1

dvD, 6k2 SM(3 ody- ) kZDdV (6.65)

SM

Da die Messung der Schweregradienten im Raum eérfolgss kein dritter Korrekturterm
bertcksichtigt werden, da das Messgerat nicht ven \derschiebung der Erdoberflache
beeinflusst wird, d.h. der Messort bleibt unverahd®arum ergibt sich die komplette
GezeitenkorrektudV____ mit

Ir ges

dV, e = (1+6K)(dV, ). (6.66)
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Durch Abzug vondV, ... kann der gemessendp, Wert ins konventionelle Free Tide System

ubertragen werden. Mit den weiter oben beschriabeRestore-Schritten kann dann der
Ubergang ins Mean Tide oder Zero Tide System ste#h.

[E6tvos]

os)

reite [q

Abbildung 6.29: Unterschied zwisch&y im Mean und Zero Tide System

In Abbildung 6.29 ist der Unterschied zwischd@p, im Mean und Zero Tide System

dargestellt. Er betragt gerade einmal bis%00°Eodtvos. Der Unterschied zwischen Free
Tide und Mean Tide System betragt bis2A.0* E6tvos.

Dies liegt weit unter der Genauigkeit, mit der imalHen der GOCE Mission die
Schweregradienten gemessen werden. Diese liegt SFWMMER (2006) bei bis zu
2[10°E6tvos.

Darum kann davon ausgegangen werden, dass diet@ezeer vernachlassigt und nicht
bertcksichtigt werden mussen. Ursache ist wohls dls Gezeitenfeld sehr glatt ist und
kaum starke Krimmungen in diesem auftreten.

6.4 Satellite-to-Satellite Tracking
6.4.1 Ellipsoidische Korrektur

In Kapitel 3.4 wurde Satellite-to-Satellite Tracfim Zusammenhang mit der fur die GOCE-
Mission relevanten Energiebilanzmethode betraclidedse liefert das Gravitationspotential
V , aus dem wiederum das Storpotenfialberechnet werden kann. Anhand von Gleichung
(6.18) T =T° wird ersichtlich, dass hier keine ellipsoidischeriektur angebracht werden
MmusSs.

6.4.2 Gezeiten

Beim SST-Energieintegral muss der totale Gezeitekiefin den entlang der Bahn zu
integrierenden Beschleunigungen eliminiert werd&ies geschieht im Rahmen von
Gleichung (3.25), denn der totale Gezeiteneffakinislen Stérbeschleunigungenenthalten.
Der Gezeiteneffekt kann mit Hilfe von Formel (6.4Berechnet werden, wobei die vén
abhangigen Terme vernachlassigt werden missen.

Das Gravitationspotential, das man als Ergebnis Elesrgieintegrals erhalt, befindet sich
dann im Tide Free System. Der Wechsel in die amd8ysteme kann dann erneut im Restore
Verfahren geschehen.
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6.4.3 Atmospharenkorrektur

Das Schwerefeld in HOhe des Satelliten wird berais Einheit von Erd- und
Atmospharenmassen wahrgenommen, weswegen keine splid@enkorrektur an die
Messungen anzubringen ist.

Wie bei der Satellitengradiometrie miussen allerslibgim Satellite-to-Satellite-Tracking die
Variationen der Atmosphdrenmassen bedacht werdeéss Bt besonders beim low-low
Verfahren zu bertcksichtigen.

Im Rahmen der GRACE Mission wurde, wie GRUBER & EIHETNER (2008) zu
entnehmen ist, das Potentialfeld, das aus der t@riager Atmospharenmassen verursacht
wird, aus dem Atmospharenmodell des European CeioireMedium-Range Weather
Forecasts (ECMWF) berechnet. Aus den Abweichungesn Aktmospharendrucks von der
mittleren Atmosphére der Jahre 2001 und 2002 konrmdenn Korrekturkoeffizienten
berechnet werden.

6.5 Satellitenaltimetrie

Aus Satellitenaltimetriemessungen lassen sich Gébien, Lotabweichungen und
Schwereanomalien bestimmen. Lotabweichungen wurdemeits im Rahmen der
Fluggravimetrie behandelt. Wir haben gesehen, fiasisotabweichungen die ellipsoidische
Korrektur berticksichtigt werden muss.

Auch an Schwereanomalien mussen viele Korrekturegelaracht werden, wie wir weiter
vorne gesehen haben. Viele davon kénnen allerdimy&ahmen der Satellitenaltimetrie
aulBer Acht gelassen werden. Altimetrische Schwerealien werden aus der inversen
Stokeg~ormel hergeleitet. Die Anwendung der inver§takes~ormel setzt voraus, dass die
eingehenden Geoidhdhen bereits ellipsoidisch kiertigsind und im Zero-Tide System
vorliegen. Folglich liegen die resultierenden aéitnschen Schwereanomalien auch im Zero-
Tide System vor und sind bereits ellipsoidisch igpert. Die Schwereanomalien liegen direkt
auf dem maritimen Geoid, es ist also auch keindufilorrektur mehr notwendig.

Im Weiteren sollen die Korrekturen und Reduktiorfén Geoidhohen behandelt werden,
nachdem sie bereits fur Lotabweichungen und Sclamerealien betrachtet wurden.

6.5.1 Ellipsoidische Korrektur

Wie wir in Formel (4.24) gesehen haben, ist die iG&@he Uber die Normalschwere auf dem
Ellipsoid mit dem Stérpotential verbunden

Da nach (6.18) giltT =T°, liegt es Nahe, dass audd gleich N° ist, und somit keine
ellipsoidische Korrektur notwendig wird. Dies idteadings ein Irrtum, da man bei dieser
Annahme vernachlassigt, dass die Normalschwerauf dem Ellipsoid nicht gleich der

Normalschwerey® in spharischer Naherung ist. Folglich gilt fiir @eoidhohe

N=N°+¢& N. (6.67)

Die aus der Messung abgeleitete GeoidhOhe setztatso zusammen aus der spharischen
Néaherung fur die Geoidhdéhe und einer ellipsoidisci@rrektur. Es ergibt sich hierbei

analog zu (4.24N° mit
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_T_

VO

Man erkennt, dass fur die Berechnung der ellipsoltin Korrektur die Beziehung zwischen
y und y° entscheidend ist. MORITZ (1980) leitet einen Ausdrher, mit dem es mdglich

ist, y ausy’ darzustellen:

N® (6.68)

<3

y:y°(1—1e2+§ ezsinzq)j. (6.69)
4 4
‘ | | ‘ ‘ ‘ ‘ [m]
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Abbildung 6.30: Ellipsoidische Korrektwe® N* fiir Geoidhéhen.

Setzt man (6.69) in (4.24) ein, so erhélt man

_T(1+le 3agiy
N—YO(1+4e2 4628In ¢j. (6.70)

Zieht man dann noch (6.68) in Betracht, erhalt man
N = N°(1+1 -3 ésinzq)j - N+ é(—l——ssinchj N, 6.71)
4 4 4 4
woraus folgt, wie man im Vergleich mit Gleichungg®) feststellen kann,
1 3.
N'=| =-Zsin’¢ |N°. 6.72
EEIN 67

Erneut wird sichtbar, dass fur die Berechnung diipseidischen Korrektur a-priori

Information fiir N° benétigt wird.

Abbildung 6.30 stellt die ellipsoidische Korrektiir Geoidhéhen dar. Wie zu erkennen ist,
betragt diese zum Teil mehr as15 m. Deutlich zu sehen ist auch, dass die Korrekiuli
wird bei Breitenwerten von circa 35°, was wiederdanan liegt, dass der vop-abhéngige

Term in (6.72) hier Null wird.
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6.5.2 Gezeiten

Die permanenten Gezeiten spielen in der Satelliiemetrie eine entscheidende Rolle. Dies
liegt daran, dass, wie weiter oben erwahnt, dasddeeo unter Einfluss von Sonne und Mond
dem mittleren Meeresspiegel entspricht, vorausgedetser wird nicht von Stromungen usw.
beeinflusst. Demzufolge ist die Satellitenaltineetvon Natur her mit dem Mean Tide Geoid
verbunden.

Wie in RAPP (1989) ersichtlich wird, ist es auchdier Satellitenaltimetrie tGblich, zunachst
den vollstandigen Gezeiteneffekt von den Messungleruziehen und anschlielend den
permanenten Anteil zuriickzuaddieren. So erhalt diawon periodischen Einfliissen befreite
.permanente” Meereshdhe

h=h-dh+ dh, (6.73)

wobei dh fiir die Korrektur aller Gezeiteneinfliissel fiir die Korrektur der permanenten
Gezeiten unch fur die gemessene Meereshdhe stehen.
Aus h kann dann, wie in Kapitel 3.5 beschrieben, dasrVidde Geoid hergeleitet werden.

T T T T T T T T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
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Abbildung 6.31: Unterschied zwischen Mean Tide Ziewd Tide Geoid

Unter anderem in LEMOINE et al. (1989) sind Formel finden, mit denen die Differenz
zwischen Mean Tide Geoid und den Geoiden in derer@mdGezeitensystemen berechnet
werden kénnen. Diese sind

Nyr = N =9.9- 29.6sid¢ [cn]
N,r = Ny =0.3(9.9- 29.6sifip) [cn]. (6.74)
Nyr = Npe =1.3(9.9- 29.6sihg) [cn]

In Abbildung 6.31 ist die Differenz zwischen dem aneTide und dem Zero Tide Geoid
dargestellt. Diese betragt bis 20cm.
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6.6 GPS-Nivellement

Auch im Rahmen des GPS-Nivellements muissen einigereKturen und Reduktionen
bertcksichtigt werden.

Zunachst muss der totale Gezeiteneinfluss aus dewe®e- und GPS-Messungen eliminiert
werden. Ist dies geschehen, so kdonnen die Schweré-GPS-Messungen in eines der
Gezeitensysteme transferiert werden. Die Geoidhdtiendanach berechnet werden, liegen
dann im selben Gezeitensystem vor. Die Berechnasgtatalen Gezeiteneinflusses und des
Unterschiedes zwischen den Gezeitensystemen beieBelwerten wird in Kapitel 6.1.4
beschrieben. Fur die GPS-Messungen sei verwiesdPCIUTANEN et al. (1996).

6.7 Fazit

In Kapitel 6 wurden verschiedene Reduktionen undrédduren vorgestellt, die im Rahmen
der Schwerefeldberechnung bericksichtigt werdensemiswWie wir gesehen haben, werden
einige davon alleine durch die Wahl der Randflagtrairsacht.

Korrekturen und Reduktionen sind oftmals sehr klemd kdénnen vernachlassigt werden,
wenn sie eine GrolRenordnung kleiner als die Gekaitigind, mit denen Beobachtungen
gemessen werden konnen. Die Rolle von ReduktiomehKorrekturen ist umso grol3er, je
besser die Messgenauigkeit unserer Geréte istAlem bei dem sehr genauen Verfahren
der terrestrischen Gravimetrie spielen Korrektured Reduktionen eine grof3e Rolle.

Viele Korrekturen und Reduktionen werden oftmalederum auf Basis von Naherungen und
Vereinfachungen berechnet. Da sie sehr klein gietlf man davon aus, dass der Fehler, der
dadurch entsteht vernachlassigt werden kann.

Es ist davon auszugehen, dass die Genauigkeit igduir Verfahren in Zukunft weiter
ansteigt. Dies bedeutet, dass in Zukunft Korrektudie momentan bei einigen Verfahren
nicht notwendig sind, notwendig werden kénnten, andh im allgemeinen Korrekturen und
Reduktionen eine noch grol3ere Rolle spielen werden.
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7 AbschlieRendes Schema

In den vorherigen Kapiteln wurden verschiedene R&peder Schwerefeldbestimmung
dargelegt. Zunachst haben wir die verschiedenerfakiem betrachtet, mit denen das
Schwerefeld der Erde gemessen werden kann. Defeenliunterschiedliche Beobachtungen,
die die Grundlage der Schwerefeldbestimmung déestéiehe Tabelle 3-1). Dann haben wir
uns mit speziellen Anforderungen beschaftigt, deeReobachtungen erfiilllen missen, damit
sie fur die Schwerefeldberechnung verwendet wekdemen. Hier haben wir gesehen, dass
alle Beobachtungen, die zur Schwerefeldbestimmuegvendet werden, in Stoér- oder
Anomaliengréf3en umgewandelt werden mussen. Dietiggten Stér- und Anomaliengréf3en
sind in Tabelle 4-1 zusammengefasst. Zur Berechndeg Schwerefeldes kodnnen
verschiedene Modellierungsansatze verwendet wemiese wurden in Kapitel 5 vorgestellt
und sind in Abbildung 5.9 zusammengefasst. In Khp®h wurden die wichtigsten
Reduktionen und Korrekturen vorgestellt, die besitktigt werden missen, damit eine
hochgenaue Schwerefeldbestimmung maoglich ist. ésain Kapitel soll als Abschluss dieser
Arbeit ein Schema folgen, in dem die wichtigsterhdite der vorherigen Kapitel
zusammengefasst und miteinander verkntpft werden:

Vorgang im Raum ZeroTide Beobachtung wird von totalem Gezeiteneinfluss befreit,
dann ins Zero Tide System transferiert

Vorgang auf der Erdoberflache MeanTide GroRe wird ins Mean Tide System transferiert

Vorgang im Erdinneren Ellipsokorr. | GroRe wird ellipsoidisch korrigiert

. Schwerefeldbeobachtungsverfahren Atmokorr. GroRe wird atmospharisch korrigiert

GroRe wird mit Freiluftkorrektur auf eine

Urspriingliche Beobachtung Freiluft andere Ebene gebracht

GroRRe wird mit Downward Continuation auf eine

U Downward
Beobachtung fiir den Gesamtbeobachtungspool wnw andere Ebene gebracht

Schwerefeldldsung Helmert Gelandekondensation nach Helmert
Korrekturen und Reduktionen Indir.Effekt Indirekter Effekt in Folge der Geldndekondensation

Punkt auf der Erdoberflache

iy

Modellierungsansatz
Punkt im Raum

Stokes Integralformel nach Stokes Punkt auf dem Geoid

Molodenski | Integralformel nach Molodenski Punkt auf dem Co-Geoid

Néaherungspunkt auf dem Telluroid

Invers.
Inverse Integralformel nach Stokes

Stokes
QS Né&herungspunkt zu PS im Raum
\2/:{:9 Inverse Integralformel nach Verning Meinesz QO Néherungspunkt auf dem Ellipsoid
z

Beobachtung befindet sich im Zero Tide System
Ausgleichung Schwerefeldberechnung nach Ausgleichungsmethode
Beobachtung befindet sich im Mean Tide System

Kollokation Schwerefeldberechnung im Kollokationsverfahren

Alle weiteren Gréf3en und Beobachtungen
sind aus den vorherigen Kapiteln bekannt
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Abbildung 7.1: Schema zur Schwerefeldbestimmuitg (senden)
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7 AbschlieRendes Schema

Im Raum erhalten wir aus der SST Energieintegrdiou das Gravitationspotential - dieses
ist bereits frei vom Gezeiteneinfluss, da diesereite in den Beschleunigungen, die im
Rahmen der Energieintegralmethode integriert wemtéissen, eliminiert wurde -, aus der
Fluggravimetrie den Schwerevektor und aus der [Batejradiometrie Schweregradienten.
Alle diese GrolRen kdnnen, nachdem die notwendigemeKturen und Reduktionen (siehe
Abbildung 7.1) vorgenommen worden sind, durch Dédfebildung mit den entsprechenden
GroRRen im Normalfeld zu Stérgro3en verarbeitet weydl.h. das Gravitationspotential zum
Storpotential, der  Schwerebeschleunigungsvektor  z8chwerestérungen und
Lotabweichungen und die Schweregradienten zu deitenvAbleitungen des Stdrpotentials.
Die Storgrofen kénnen dann einem Beobachtungspmafizhrt werden, aus dem in einem
Ausgleichungs- oder Kollokationsprozess eine Schfe#tlésung berechnet werden kann.
Wirde man in den Ausgleichungs- oder Kollokationgpss nur die Storpotentialwerte aus
dem Energieintegral einfihren, wirde man eine Bat€nly Schwerefeldldsung erhalten.
Wirden auch noch die zweiten Ableitungen des Stérials aus der Satellitengradiometrie
bertcksichtigt, wirde man eine Schwerefeldldsuhglézn, wie man sie ungefahr von GOCE
erhalten wird. Die Schwerewerte im Raum, die mas @er Fluggravimetrie erhalt, kbnnen
alternativ auch in die Schwerefeldberechnung ristolkesoderMolodenskieingehen. Hierzu
missen sie zunachst mit Hilfe der Downward Contionaauf die entsprechende Randflache
gebracht werden, wo dann die Schwereanomalie ghildrden kann, die in di&tokesbzw.
Molodenskilntegralformeln eingehen. Bei d&tokesMethode missen zusatzlich noch die
Landmassen aul3erhalb des Geoids berucksichtigewewhs mit der Kondensationsmethode
nach Helmert moglich ist. Auch der dadurch entstehende indaekffekt darf nicht
vernachlassigt werden, mit dem ein Ubergang aufss€oid verbunden ist, der nach der
Anwendung der Integralformel wieder riickgdngig gelmaverden muss.

Auf der Erd- bzw. Meeresoberflache kann das Schelerenit Hilfe von GPS-Nivellement,
Satellitenaltimetrie und terrestrischer Gravimebeobachtet werden. Das GPS-Nivellement
und die Satellitenaltimetrie liefern Storpotentialte bzw. Geoidhéhen, also bereits
StorgroRen, die direkt, nachdem die notwendigen rékburen und Reduktionen
vorgenommen worden sind (siehe wiederum wie auchFahgenden Abbildung 7.1), dem
Beobachtungspool fur die Ausgleichung bzw. die &kdltion zugefuhrt werden kdénnen. Die
altimetrischen Geoidhdéhen kénnen mit Hilfe der nse® Formel nacNening-Meinesauch

in Lotabweichungen umgewandelt werden, die wiederum den Beobachtungspool
einflielen. Die Schwerewerte aus der terrestrisc@eavimetrie konnen, nachdem die
notwendigen Korrekturen und Reduktionen angebraarten sind, durch Subtraktion der
entsprechenden NaherungsgrofRen in Schwereanonml&nSchwerestorungen verarbeitet
werden, die wiederum in den Beobachtungspool eiddh. Mit Hilfe der Intragralformel
nach Molodenskikann aus den Schwereanomalien auch direkt das e8efeld berechnet
werden. Mit Hilfe der Freiluftkorrektur kénnen digchwerewerte auch auf das Geoid
gebracht werden. Hier muss dann wiederum der Esafder Landmassen und des daraus
resultierenden Effekts bedacht werden. Bildet manndSchwereanomalien, kann mit der
Stokes~ormel das Schwerefeld berechnet werden. Da tasdse Gravimetrie nur
Beobachtungen an Land liefert, ist es moglich, Hilte der inverserStokes~ormel aus den
altimetrischen Geoidhéhen Schwereanomalien zu bees; die zusatzlich zu den
terrestrischen Schwereanomalien in @&éokes oder die MolodenskiFormeln eingehen
konnen.

Aus dem Modellierungsansatz der Ausgleichung riesah Differenzpotentialkoeffizienten.
Addiert man Normalfeldkoeffizienten zu diesen, d¢rh@an einen fertigen Satz
Potentialkoeffizienten. Die Kollokation und die égralformeln liefern das Storpotential. Aus
diesem lassen sich mit Hilfe der spharisch harnoteis Synthese (siehe HEISKANAN &
MORITZ (1967)) ebenso Differenzpotentialkoeffizientberechnen, die durch Addition von
Normalfeldkoeffizienten in einen fertigen Satz MPwigkoeffizienten uberfuhrt werden
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7 AbschlieRendes Schema

konnen. In Bezugnahme auf Kapitel 6.1.4 empfiehk sich, die endglltige
Schwerefeldlésung ins Mean Tide System zu traresfem, um so einen moglichst
realitditsnahen Bezug herzustellen.

Im Rahmen dieser Arbeit sollte ein Uberblick (b&ndWeg von der Beobachtung des
Schwerefeldes bis zu dessen Berechnung gegebelenyanit besonderer Beriicksichtigung
der entsprechenden Korrekturen und Reduktionen.

Hierzu wurden viele verschiedene Themenbereichesaigitten, von denen auf Grund der
Masse leider nicht alle detailliert behandelt wertennten. Um einen vertieften Einblick zu
erhalten, sei auf die nachfolgende Literatur vesere auf die sich diese Arbeit stitzt.
Herauszuheben sind hierbei vor allem HEISKANEN & RIDZ (1967), die in ihrem
fundamentalen Werk die Besonderheiten der meisténv&efeldbeobachtungen darstellen,
ausfuihrlich die Thematik Randwertaufgabe und veesigme Integralformeln behandeln,
sowie MORITZ (1980), der das Kollokationsverfahramsfiihrlich vorstellt und zeigt, wie
dieses am besten angewendet werden kann, und GRUYBER), der die Ausgleichung
detailliert darstellt und verdeutlicht, was berlickigt werden muss, damit die
Ausgleichungssysteme mit normalen Rechen- und Bekapazitaten Uberhaupt gelost
werden kénnen.
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