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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung und Problemstellung

Die Simulation von Systemen mit deformierbaren Korpern wird in zahlreichen Fach-
gebieten eingesetzt. So lassen reale Systeme oft erst eine Aussage iiber Dynamik,
Schwingungsverhalten und Festigkeit zu, wenn man Komponenten als flexibel und
verformbar annimmt. Insbesondere in der Mechatronik, wo der Trend zu immer leich-
teren und schnelleren Maschinen geht, muss bei der Entwicklung, Auslegung und
Regelung auf elastische Komponenten geachtet werden. In den letzten Jahrzehnten
wurden viele Werkzeuge zur Simulation solcher Systeme entworfen und erfolgreich
eingesetzt. Die Genauigkeit der Modelle und der experimentelle Abgleich stehen
dabei bei industriellen Fragestellungen im Vordergrund, wéahrend die Rechenzeit oft-
mals nur ein beilaufiger Aspekt ist. Im Gegensatz dazu wurden in der Computergra-
fik Modelle entwickelt, die sehr schnell eine Deformation eines Korpers visualisieren
konnen. Diese basieren aber oftmals nicht auf physikalischen Grundlagen. Die Ver-
bindung dieser entgegengesetzten Ansatze, physikalische und genaue Modelle auf
der einen Seite und schnelle, sogar interaktive Simulationen auf der anderen Seite,
ist ein zur Zeit besonders aktives Forschungsgebiet. Der Bedarf solcher Simulation
zeigt sich in zahlreichen Anwendungen.

Ein Teil dieser Arbeit entstand aus dem Teilprojekt M7 | Kraft- und Bewegungs-
pradiktion bei Teleoperation mit weichen Kontakten“ des von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft (DFG) geforderten Sonderforschungsbereichs 453  Wirklich-
keitsnahe Teleprasenz und Teleaktion“. Die Ideen und Ansétze sind daher durch
Teleprasenzsysteme motiviert, aber nicht darauf beschrankt. Die Telerobotik bie-
tet die Moglichkeit, Arbeiten in fiir den Menschen nicht erreichbaren Umgebungen
durchzufiihren. Die moglichen Griinde hierfiir sind vielfaltig. So kann es zu teuer
oder zu aufwendig sein, den Menschen in eine bestimmte Umgebung zu bringen, wie
zum Beispiel fiir Arbeiten im Weltraum. Oder falls die Umgebung nicht weit entfernt
ist, kann sie dennoch ein hohes Risiko fiir den Menschen darstellen, wie beispiels-
weise die Entschéarfung einer Bombe oder die Arbeiten in radioaktiven Umgebungen.
Manche Szenarien machen durch eine Groflen- oder Krafteskalierung den Einsatz
eines Roboter notwendig, wie zum Beispiel die Mikromontage. Gemeinsam haben
die genannten Anwendungen, dass der Mensch mit seinem Eingabegerat vom Robo-
ter raumlich getrennt ist. Die anfangliche Idee war, eine Simulation der entfernten
Teleoperatorumgebung in das Telepréasenzsystem zu integrieren. Mit dieser Simula-
tion wird die Moglichkeit eroffnet, auf beliebige Signale und Groéflen des Systems
zuzugreifen. So kann eine parallel ablaufende Simulation fiir eine Kraftpradiktion
genutzt werden, um storende Zeitverzogerungen durch die Ubertragungsstrecke zZu
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kompensieren. Da der Teleoperator zumeist in einer unbekannten Umgebung agiert
und daher ein Modell vorab nicht bekannt ist, muss in einer Identifikationsphase das
Simulationsmodell erzeugt und parametrisiert werden. Greift oder manipuliert der
Teleoperator weiche Objekte in der entfernten Umgebung, so ist eine Modellierung
von deformierbaren Kérpern erforderlich. Diese Simulationen haben die oben genann-
ten Anforderungen der Echtzeitfahigkeit und der Genauigkeit. Uber Schnittstellen
muss es moglich sein, mit der Simulation zu interagieren und Daten auszutauschen.
Eine entscheidende Rolle spielt die Ubereinstimmung der Simulation mit der Rea-
litdt um eine Kraftpradiktion zu ermoglichen. Das Simulationsmodell muss daher
mit experimentellen Daten erzeugt werden und ein Abgleich mit den Messungen ist
notwendig.

Eine weitere Anwendung der echtzeitfahigen, deformierbaren Simulationsmodelle
findet sich im haptischen Rendering einer virtuellen Szene. Dabei wird iiber ein
haptisches Gerat eine Kraftriickkopplung zum Benutzer generiert. So ist es zum
Beispiel moglich bei einer Eingabebewegung eine virtuelle Tragheit zu spiiren oder
gegen virtuelle Wande zu stoflen. Haptisches Rendering wird unter anderem in chir-
urgischen Trainingssimulatoren eingesetzt, in denen reale Objekte wie Organe und
Gewebe schnell und genau simuliert werden miissen. Die Komplexitat steigt, wenn
Verformungen im Zusammenspiel mit Kontakten beriicksichtigt werden miissen.

Auflerhalb der wissenschaftlichen Anwendungen gibt es gleichzeitig einen steigenden
Bedarf in der Unterhaltungsindustrie an realistischen Modellen, wie zum Beispiel in
Animationsfilmen oder Computerspielen. Hier steht meist die Visualisierung im Mit-
telpunkt und es werden bewusst physikalische Gesetze verletzt, um beeindruckende
Effekte zu erzeugen.

1.2 Stand der Forschung

In dieser Arbeit werden Erkenntnisse aus mehreren Forschungsgebieten aufgegriffen.
Dies sind unter anderem aus dem ingenieurwissenschaftlichen Bereich des Maschi-
nenbaus die Kontinuumsmechanik zur Modellierung von deformierbaren Korpern.
Die Anséatze zur Echtzeitberechnung, zum haptischen Rendering und zur 3D Re-
konstruktion stammen aus der Computergrafik und der Computer Vision aus dem
Bereich der Informatik. Existierende Verfahren aus dem mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Bereich finden sich in der numerischen Aufbereitung der Algorithmen
zur Losung der Gleichungssysteme. Ein aktueller Stand der Forschung zu den ein-
zelnen Fragestellungen wird im Folgenden zusammengefasst.

Deformierbare Korper In vielen industriellen Fragestellungen werden Modelle fiir
elastische Komponenten zur Beschreibung von Phianomenen in Maschinen eingesetzt.
Der Forschungsbereich, der sich mit linearen und nichtlinearen Schwingungssyste-
men und mit deren experimenteller Identifikation beschaftigt, ist umfassend und
kann hier nur beispielhaft behandelt werden. Ein umfangreiches Standardwerk zum
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Thema der Schwingungsprobleme und Modalanalyse ist von HARRIS [57]. Einige Bei-
spiele von Schwingungen und deren Regelung im Bereich der Maschinendynamik und
Rotoren sind in den Biichern von ULBRICH [119], BREMER [19] und PFEIFFER [98]
aufgefiithrt. Die Beriicksichtigung von elastischen Bauteilen in Robotern findet in
den Arbeiten von BREMER [20] und THUMMEL [117] statt.

Eine sehr gute Zusammenfassung tiber die Simulationsansatze von deformierbaren
Korpern, insbesondere im Zusammenhang mit Mehrkorpersystemen, bietet der Uber-
sichtsartikel von WASFY [122] mit 877 Referenzen. Neben zahlreichen Konferenz-
und Zeitschriftenbeitragen existieren fast ebenso viele Lehr- und Fachbiicher, wie von
BATHE [14], WRIGGERS [123], ZIENKIEWICZ [125], BELYTSCHKO [16], SCHWERTAS-
SEK [108], SHABANA [109]. Die Biicher von PFEIFFER [99] und WRIGGERS [124]
behandeln ausfiihrlich die Kontaktmechanik bei starren und deformierbaren Kor-
pern.

Neben den wissenschaftlich-industriellen Fragestellungen werden deformierbare Kor-
per auch in der Computergrafik beschrieben und dargestellt. Hierbei haben die
Schnelligkeit und die Visualisierung der Deformation eine hohere Prioritat als die
physikalische Exaktheit. So gibt es eine Reihe von Modellierungsansatzen, die nicht
auf physikalischen Grundlagen basieren. In den Ubersichtsartikeln von NEALEN [88]
und GIBSON [54] werden die Ansétze zur Beschreibung von deformierbaren Kor-
pern in der Computergrafik zusammengefasst dargestellt. Dabei fasst GIBSON die
Forschungen von Beginn der Computergrafik bis zum Jahr 1997 zusammen und
NEALEN die Entwicklungen der letzten 10 Jahre. Alle diese Arbeiten unterscheiden
sich in den Anséatzen der Modellierung, Zeitintegration oder Berechnungsvorschrif-
ten und Algorithmen. Ein anfinglich beliebtes Verfahren war die Beschreibung des
deformierbaren Korpers mit einem Feder-Masse-System. Dies ist einer der einfachs-
ten Ansatze, der aber immer noch gerne eingesetzt wird, insbesondere da sich solche
Systeme leicht parallelisieren und somit auf aktuellen Grafikprozessoren sehr effizient
berechnen lassen, wie GEORGII [51] zeigt. GIBSON [53] stellt das sogenannte Chain-
Mail-Verfahren vor, das die Verformung eines Objekts ahnlich einer Verbindung
von einzelnen Kettengliedern berechnet. Eine der ersten Veroffentlichungen in der
Computergrafik, die einen deformierbaren Korper mit kontinuumsmechanischen Ge-
setzen beschreibt, ist von TERZOPOULOS [116]. Seit dem entwickelt sich dieses Fach-
gebiet unter Berticksichtigung neuer Modellierungsansatze, Losungsstrategien, nu-
merischer Verfahren und Rechnerarchitekturen bestandig weiter. BRO-NIELSEN [21]
wahlt einen linearen Finite-Elemente-Ansatz und die auftretende Systemmatrix wird
in einer Vorberechnung invertiert, wodurch eine echtzeitfahige Simulation ermog-
licht wird. In der Arbeit von JAMES [66] wird die Boundary-Element-Method zur
Beschreibung der Deformationen verwendet. GRINSPUN [56] verfeinert den defor-
mierbaren Korper lokal adaptiv, um Bereiche mit groflen Verformungen genauer
auflosen zu konnen als Bereiche mit kleinen Verformungen. GEORGII [50] 16st die
diskretisierten Gleichungen mit einem Mehrgitteralgorithmus. TAYLOR [115] imple-
mentiert eine nichtlineare Finite-Elemente-Methode mit einem expliziten Zeitinte-
grationsalgorithmus auf dem Grafikprozessor.

Die Modellierung mit dem korotierten Finite-Elemente-Ansatz erfolgt in der Com-
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putergrafik erst seit kurzem, beispielsweise durch MULLER [86,87], ETzMUSS [45],
HauTH [59,60], NESME [89]. Die korotierte Finite-Elemente-Methode wird auch von
GEORCII [49,52] diskutiert und in Kombination mit einem Mehrgitterverfahren ver-
wendet, um statische und dynamische Modelle mit vielen Elementen zu visualisie-
ren.

Haptisches Rendering Die obigen vorgestellten Arbeiten aus der Computergrafik
befassen sich hauptséachlich mit der schnellen Darstellung des deformierbaren Kor-
pers, dem visuellen Rendering. Eine Erweiterung davon ist das haptische Rendering,
bei dem die Simulation auch eine Kraftriickkopplung besitzt. Von SALISBURY [102]
wird als haptisches Gerat das PHANToM vorgestellt. Da der Mensch Kréfte zeit-
lich genauer auflosen kann als Bilder, sind die Zeitanforderungen beim haptischen
Rendering entsprechend grofler als beim visuellen Rendering. So wird versucht beim
haptischen Rendering eine Rate von 1000 Hz zu erreichen, wiahrend bei der Visuali-
sierung 30 Hz ausreichend sind. Die existierenden Techniken beim haptischen Ren-
dering werden in den Artikeln von LAYCOCK [74] und BASDOGAN [13] ausfiihrlich
vorgestellt. Aufgrund der grofleren Zeitanforderungen beim haptischen Rendering,
werden Simulatoren oft als Multirate-Systeme aufgebaut, das heifit die Simulatoren
besitzen intern unterschiedliche Taktraten fiir Grafik und Haptik. Der regelungs-
technische Entwurf solcher Systeme wird in den Arbeiten von BARBAGLI [10,11],
CAVUSOGLU [22], DURIEZ [39], LEE [75] vorgestellt.

Viele Ansétze fiir deformierbare Korper aus der Computergrafik werden um die Hap-
tik erweitert. So wird in der Arbeit von HIROTA [64] eine haptische Simulation vorge-
stellt, die auf der linearen Finite-Elemente-Methode basiert und die Systemmatrix
in einer Vorabrechnung invertiert. JAMES [67] kombiniert die Boundary-Element-
Method mit der Haptik und von DEBUNNE [34] wird eine lokale adaptive Verfeine-
rung von Bereichen mit grolen Verformungen ebenfalls mit einer Kraftriickkopplung
erweitert. MAHVASH [82] présentiert ein Verfahren zur Berechung des haptischen
Kontakts mit nichtlinearen Modellen deformierbarer Korper. Eine Koordinatenre-
duktion von nichtlinearen Modellen fiihrt BARBIC [12] durch. Kontakte mit Reibung
werden von DURIEZ [40] berticksichtigt und SAUPIN [103] 16st unilaterale haptische
Kontakte tiber ein lineares Komplementaritatsproblem. Ein Anwendungsbeispiel fiir
das haptische Rendering mit deformierbaren Kérpern sind Trainingssimulatoren fiir
die Chirurgie, wie sie von COTIN [28], KUHNAPFEL [70], ALLARD [3] vorgestellt wer-
den. Fiir die chirurgischen Simulatoren werden von COTIN [29], NIENHUYS [93,94],
MAHVASH [81], JERABKOVA [68] auch Modelle entwickelt, die Manipulationen wie
Schneiden ermoglichen. Das Stechen mit einer Nadel wird von DimAIO [37,38] be-
riicksichtigt. Ein experimenteller Abgleich von Stech- und Schneidevorgdngen wird
in den Arbeiten von HING [62] und CHANTHASOPEEPHAN [23] gegeben.

Modellidentifikation Um einen deformierbaren Korper simulieren zu konnen, wird
ein Modell benotigt. Dabei sind die relevanten Modellparameter die Geometrie und
die Materialparameter. Ist die Geometrie nicht vorab bekannt, wie zum Beispiel aus
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CAD-Daten, muss sie experimentell bestimmt werden. Es gibt unterschiedliche Me-
thoden um die Oberfliche eines Objekts zu erfassen. Diese konnen in kontaktlose
und kontaktbehaftete Messverfahren eingeteilt werden. Die kontaktlosen klassifizie-
ren sich in reflektive und transmissive Verfahren, wie beispielsweise die Computer-
Tomographie. Die reflektiven Verfahren konnen in nicht-optische und optische Ver-
fahren aufgeteilt werden. Die Klasse der nicht-optischen Verfahren beinhaltet unter
anderem das Sonar oder Mikrowellenradar. Alle kamerabasierten Verfahren, wie zum
Beispiel eine Stereokamera, zahlen zu den optischen Verfahren.

Das Fachgebiet des Computersehens (Computer Vision) beschéftigt sich mit der
Frage der Erzeugung von dreidimensionalen Informationen aus zweidimensionalen
Bildern. In den Biichern von SCHREER [106], FAUGERAS [47], FORSYTH [48] und
HARTLEY [58] werden die Grundlagen und Losungsansétze ausfithrlich aufbereitet.
Eine zentrale Frage bei der 3D Rekonstruktion ist das Korrespondenzproblem, bei
dem korrespondierende Punkte in verschiedenen Ansichten des gleichen Objekts ge-
funden werden miissen. Es gibt Algorithmen, wie zum Beispiel von LOWE [77], die
einzelne Merkmale in den Bildern extrahieren und zuordnen kénnen. Diese Algo-
rithmen werden auch in Programmen zur Panoramaerzeugung eingesetzt, wo meh-
rere Bilder mit iiberlappenden Randbereichen aneinandergesetzt werden. Ein Ver-
gleich der Algorithmen, die nicht mit Merkmalen, sondern eine Disparitatskarte
des gesamten Bildes erzeugen, fithrt SCHARSTEIN [104] durch. In dem quelloffenen
Programmpaket OPENCYV ist der Algorithmus von BIRCHFIELD [17] implementiert.
Von Lucas [79] und BOUGUET [18] wird eine weitere Moglichkeit zur Berechnung
der Verschiebung der Punkte zwischen den Bildern mit Hilfe des optischen Flusses
prasentiert. Eine Ubersicht tiber die Verfahren zum Verfolgen von 3D Objekten ist
in dem Artikel von LEPETIT [76] gegeben. Nach dem Losen des Korrespondenzpro-
blems muss aus der entstandenen Punktwolke eine Oberflache rekonstruiert werden.
Zahlreiche Methoden werden im Ubersichtsartikel von FABIO [46] zusammengefasst.
Ausgewéhlte Ansétze werden in den Arbeiten von EDELSBRUNNER [42], HOPPE [65],
TURK [118], CURLESS [30], AMENTA [4] diskutiert. Die Erzeugung eines Volumen-
netzes aus einer Oberflichenbeschreibung wird in der Arbeit von St [111] beschrieben
und in dem Programm [110] zur Verfiigung gestellt.

Die Erzeugung von Kraftmodellen und deren Materialparameteridentifikation an-
hand von Messungen wird in zahlreichen Arbeiten behandelt. Mit den Experimenten
von MAASS [80], DAULIGNAC [31] und KAUER [69] werden Modelle von Oberschen-
keln und menschlichen Gewebe fiir Chirurgiesimulatoren erstellt. Als Messverfahren
kommen dabei Ultraschall, Saugrohre und auch Roboter zum Einsatz. Weitere Bei-
trage, die ebenfalls einen Roboter mit Kraftsensorik zum Abtasten eines Objekts
verwenden, sind von PAI [95], LANG [71-73], SCHONER [105], ERICKSON [44] und
MAHVASH [83].

Telerobotik Ein zentrales Problem der Telerobotik ist die Zeitverzogerung durch
die Ubertragungsstrecke. Sind die Zeitverzogerungen zwischen dem menschlichen
Operator und dem Teleroboter in der entfernten Umgebung zu grofl, kann dies
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zu Instabilitaten des gesamten Systems fithren. Es gibt regelungstechnische An-
sitze von ANDERSON [6], NIEMEYER [90,91], ARTIGAS [7], [9], TANNER [114] und
HIRCHE [63] zur Stabilisierung des Systems mittels passivitatsbasierter Regler und
Wave-Variablen. Das Konzept der Wave-Variablen, die eine Linearkombination aus
Kraft und Geschwindigkeit sind, wird von NIEMEYER [92] zusammengefasst. Die
Anwendung in Testsystemen auf der Erde und im Weltall wird in den Arbeiten
von ARTIGAS [8] und PREUSCHE [100, 101] gezeigt. Weitere Ansétze, die insbeson-
dere Kontaktsituationen stabilisieren, wurden von CORTESAO [27], PARK [97] und
MITRA [85] vorgestellt.

Numerik Die Verfahren der numerischen Mathematik zur Losung von linearen
und nichtlinearen Gleichungssystemen, Zeitintegration, diinnbesetzte Matrizen und
Datenstrukturen sind vielféaltig. Etablierte Verfahren werden beispielsweise in den
Numerikbiichern von STOER [112,113], DEUFLHARD [35,36], SCHWARZ [107] und
Davis [32] behandelt. Ebenfalls bieten die FEM-Fachbiicher von BATHE [14] und
WRIGGERS [123] bereits fiir die Verformungsberechnung angepasste Einfiihrungen
und Zusammenfassungen.

1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die interaktive Simulation deformierbarer Korper fiir hap-
tische Anwendungen. Um ein geschlossenes Vorgehen zu erhalten, das insbesondere,
aber nicht ausschlielich, fiir Teleprasenzsysteme geeignet ist, wird diese Idee syste-
matisch ausgebaut, von der experimentellen Identifikation bis hin zur Anwendung.

An die Simulation der deformierbaren Korper werden dabei die folgenden Anfor-
derungen gestellt. Es soll moglich sein, kleine und grofle Verformungen realistisch
abzubilden, was bereits in der Modellierungsphase durch entsprechende nichtlineare
Terme berticksichtigt werden muss. Auflerdem sollen sowohl statische als auch dyna-
mische Simulationen erfolgen konnen. Um die Simulation als Modul innerhalb eines
grofleren Systems integrieren zu konnen, miissen Schnittstellen zum Datenaustausch
definiert werden.

Es wird davon ausgegangen, dass eine Modellbeschreibung zu Beginn nicht vorhan-
den ist und dass ein Objekt zuerst in einer Lernphase experimentell identifiziert
werden muss. Daher wird ein Verfahren vorgestellt, das in einem ersten Schritt die
Geometrie eines Objekts erfasst und in einem zweiten Schritt die Materialparameter
bestimmt. Die Messungen erfolgen dabei mit einem Robotersystem, das mit einer
Kamera und einem Kraft-Momentensensor ausgestattet ist.

Ist die Modellbeschreibung vollstédndig, soll eine moglichst schnelle Auswertung der
Systemgleichungen erfolgen. Je nach Simulationsanforderung werden hierfiir aufbe-
reitete effiziente Algorithmen bereitgestellt. Diese Algorithmen kommen in zwei An-
wendungen zum Finsatz: dem haptischen Rendering und der Kraftpradiktion in
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einem Telepriasenzsystem. Fiir die Kraftriickkopplung wird zudem ein Ansatz ent-
wickelt, dem Menschen diskretisierte Krafte als glattes Kraftsignal darstellen zu
konnen.

Der Aufbau der Arbeit ist im Bild [1.1 skizziert. Zunéchst werden in Kapitel 2 die
theoretischen Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik vorgestellt und die Diskre-
tisierung mittels der Finite-Elemente-Methode. In Kapitel 13| wird ein experimen-
telles Vorgehen zur Modellidentifikation vorgestellt, das speziell fiir Roboter und
Teleprisenzsysteme geeignet ist. Anschliefend werden in Kapitel [4| die numerischen
Algorithmen fiir eine schnelle Berechnung der deformierbaren Korper préasentiert.
Die erste Anwendung dieser Algorithmen erfolgt in Kapitel 5 im haptischen Rende-
ring. Die zweite Anwendung ist die Kraftpradiktion in Teleprasenzsystemen, die in
Kapitel 6 vorgestellt wird. Das Kapitel |7/ schliefit die Arbeit mit Vorschligen zur
Fortfithrung und Erweiterung der Arbeit ab.

Simulation deformierbarer Korper

Modellierung Numerische
(Kapitel 2) Auswertung
(Kapitel 4)

Experimentelle Identifikation

von Geometrie und Material
(Kapitel 3)

Anwendung

Haptisches Rendering Kraftpradiktion
(Kapitel 5) (Kapitel 6)

Bild 1.1: Aufbau der Arbeit



2 Modellierung deformierbarer Korper

Es gibt eine Vielzahl von Ansétzen um deformierbare Korper zu modellieren und
anschlieend zu simulieren. Dabei ist die Modellierung die Beschreibung des Korpers
mit dem Ziel, mit Gesetzmafigkeiten gewiinschte Eigenschaften zu erfassen und dar-
zustellen. Die Simulation ist die Auswertung der erzeugten Modelle. Die popularsten
Ansatze zur Modellierung von elastischen Bauteilen und deformierbaren Korpern
sind Feder-Masse-Systeme, modale Systeme und Finite-Elemente. Jeder Ansatz hat
Vor- und Nachteile bei der Beschreibung von einzelnen Effekten und dem damit ver-
bundenen Rechenaufwand. Modale Systeme beinhalten ausgewahlte Eigenformen
des deformierbaren Korpers, mit denen die Gesamtverformung beschrieben wird.
Dadurch besitzt das Modell eine relativ geringe Anzahl von Freiheitsgraden und ist
daher auch schnell berechenbar. Der Nachteil ist, dass sich nichtlineare Effekte, wie
grofle Verformungen oder nichtlineares Materialverhalten, nur ungenau darstellen las-
sen. Die Beschreibung dieser Effekte erfolgt meist mit der Finite-Elemente-Methode.
Diese erfordert aufgrund der hohen Zahl der Freiheitsgrade jedoch einen grofien Re-
chenaufwand. In der vorliegenden Arbeit wird aufgrund der hoheren Flexibilitat des
Ansatzes die Finite-Elemente-Methode verwendet. So konnen geometrische Nicht-
linearitaten beschrieben werden, aber auch durch eine lineare Systembetrachtung
eine echtzeitfahige Auswertung erzielt werden. Diese Methodik ermoglicht eine Ska-
lierung beziiglich Rechenzeit und Genauigkeit der Simulation.

Im Folgenden werden die funktionellen Zusammenhéange mit Hilfe der Kontinuums-
mechanik hergeleitet. Die anschlieBende Diskretisierung des Korpers erfolgt mit der
Finite-Elemente-Methode. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung der Theorie wird auf
die zahlreichen Lehr- und Fachbiicher fiir die Finite-Elemente-Methode und Konti-
nuumsmechanik verwiesen [14], [125], [123], [96], [16], [120].

2.1 Kontinuumsmechanik

In der Kontinuumsmechanik wird der Zusammenhang zwischen dem Bewegungs-
zustand und den Spannungen eines Korpers formuliert. Im Folgenden werden die
grundlegenden Begriffe und Grofien definiert, die spéter fiir die numerische Auswer-
tung und Simulation erforderlich sind.

In der Herleitung erfolgt die Notation, wie in der Kontinuumsmechanik tiblich, mit
Tensoren und in Indexschreibweise. Fiir eine rechentechnische Umsetzung wird spa-
ter anstelle der Tensornotation eine Matrixnotation verwendet. Die verwendete No-
menklatur folgt dabei dem Buch von PARISCH [96] und dem Skript von WALL [121]
und ist im Anhang Al zusammengefasst.
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Anfangskonfiguration Momentankonfiguration
zur Zeit tg O zur Zeit t

Bild 2.1: Korper in Ausgangskonfiguration und aktueller Konfiguration

Konfigurationen Zunéchst wird die zeitliche Abfolge von Konfigurationen eines
Korpers im Raum betrachtet, wie im Bild 2.1 skizziert. Eine Konfiguration B; des
Korpers zum Zeitpunkt ¢ ist das Gebiet, welches er im Raum zu dieser Zeit aus-
fiilllt. Diese Konfiguration B; wird auch momentane oder aktuelle Konfiguration ge-
nannt. Die Konfiguration By zum Zeitpunkt tq wird initiale, Anfangs-, Referenz-
oder Ausgangskonfiguration genannt. Der Rand des Korpers zum Zeitpunkt ¢, ist
0By und zur Zeit t lautet er 0B;. Das Koordinatensystem zum Zeitpunkt ¢, ist
{O,E 4} und zum Zeitpunkt ¢ lautete es {o,e,}. Die beiden sind kovariante Basen
und die dazugehorigen kontravarianten Basen sind {EB } und {eb}. Fiir die Indizes
gilt A,a,B,b=1,2,3.

Fiir eine erleichterte Lesbarkeit der mathematischen Formulierungen werden Groflen
in den verschiedenen Konfigurationen auch unterschiedlich notiert. So sind Groflen
mit Grofbuchstaben in der Ausgangslage definiert und Grofien mit Kleinbuchstaben
in der Momentanlage. Die Reprasentation von Gréflen in der Ausgangskonfiguration
wird materielle oder Lagrange’sche Betrachtungsweise genannt und die Darstellung
von Groflen in der Momentankonfiguration raumliche oder Euler’sche Betrachtungs-
weise.

Anstelle unabhangiger Basen ist es im Weiteren ausreichend, ein einheitliches, festes,
kartesisches Koordinatensystem zu wahlen. Es gilt daher o = O, e, = E 4 und
e’ = E®. Bei der Notation der weiteren Gréfen wird die Unterscheidung der Basen
mit Grof- und Kleinbuchstaben und Stellung der Indizes fortgefiihrt.

Ein Materialpunkt X € By wird beschrieben iiber den Ortsvektor X und hat die
Darstellung

—
X =0X=X'E, + X’E, + X’?E; = X*E,4 (2.1)

In der Momentankonfiguration wird ein Materialpunkt x € B; mit dem Ortsvektor
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x beschrieben und besitzt die Darstellung

—)
x =or =a'e; + 2’ey + e; = 2, (2.2)

Bewegung Als nachstes erfolgt eine mathematische Beschreibung des Zusammen-
hanges zwischen den Konfigurationen. Ein Materialpunkt, der sich zum Zeitpunkt %,
an der Stelle X € By befindet, befindet sich zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle x € B;.
Die Bewegung ¢, des Korpers wird definiert als die Abbildung der Anfangskonfigu-
ration By auf die Momentankonfiguration B;:

By — B
ww{o t (2.3)

Ferner existiert eine eindeutige Umkehrabbildung der Bewegung

-1, Bt—>Bo
¢t'{wHX=¢*@@=¢f@> (24)

Mit der Definition der Bewegung kann das Verschiebungsfeld U (X ,t) definiert wer-
den. Es ist die Differenz zwischen den Ortsvektoren eines Punktes X in der momen-
tanen Lage und der Ausgangslage

UXt)=@p(Xt)— X =x(X,t)— X oder U*=¢2"— XA (2.5)

Das Verschiebungsfeld U (X ,t) ist ein materielles Vektorfeld, das heifit es ist mit
GroBlen der Ausgangskonfiguration dargestellt. Das entsprechende rdumliche Ver-
schiebungsfeld w(x,t) beziiglich der momentanen Konfiguration lautet

u(xt) =x — @ *(x,t) =x — X(x,t) oder u®=az"—5,X" (2.6)

In einem einheitlichen Koordinatensystem sind die Verschiebungsfelder fiir einen
Punkt X +— x identisch

U(X.t) =u(x,t) (2.7)

In gleicher Weise wie das Verschiebungsfeld werden das Geschwindigkeits- und das
Beschleunigungsfeld definiert. Das Geschwindigkeitsfeld ist die zeitliche Anderung
der Lage der Materialpunkte. Fiir das materielle Geschwindigkeitsfeld V' (X t) ergibt

sich

:—):Qb(X,t):ib(Xat)

X +U(Xt) dU(Xt)
- - — 2 =U(XY) (2.8)




2.1 Kontinuumsmechanik 11

und fiir das réumliche Geschwindigkeitsfeld v(x,t)
v(zt) =u(x,t) =v(p(X,t),t)=V(X,1) (2.9)

Die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsfeldes ergibt das materielle Beschleuni-
gungsfeld A(X t)

AV (Xt) dU (Xt
. dt

=V (Xt)=U(X) (2.10)

A(X 1) =

und das rdumliche Beschleunigungsfeld a(x,t)

_ dv(=,t) _Ov (x,t) N Jv(xt)dx (X 1)

a(@i) = =4 ot dw ot
_Ov(xzt) Ov(xit)
i + 5% v(x,t) (2.11)

Ov(x,t)

57 und der konvektiven Ablei-

mit der Summe aus der raumlichen Zeitableitung

tung %v(m,t).

Deformationsgradient Um funktionelle Zusammenhénge zwischen den Groflen in
der Ausgangs- und Momentankonfiguration formulieren zu konnen, wird der Defor-
mationsgradient definiert, der eine Beziehung zwischen den beiden Konfigurationen
herstellt und daher eine zentrale Grofle in der Kontinuumsmechanik ist. Der De-
formationsgradient F' ist definiert mit Hilfe von infinitesimalen Elementen und er
bildet das materielle Linienelement d X der Ausgangskonfiguration auf das raumli-
che Linienelement dax der Momentankonfiguration ab

xr = ,t oder dx" = 1
de = F(Xt)dX oder dz®= F%dX* 2.12

Somit ist der Deformationsgradient F' definiert als

F(Xt) = 88—; = Grade oder F¢, = ;;A =24 (2.13)

mit dem materiellen Gradient Grad, der ebenso wie der raumliche Gradient grad im
Anhang [Al erlautert ist.

Mit dem Verschiebungsfeld aus Gleichung x = X + u folgt fiir den Deforma-
tionsgradienten

F(Xt)=1+Gradu oder F%=0"4+u", (2.14)

Es sei noch angemerkt, dass der Deformationsgradient ein Zwei-Punkt-Tensor ist,
der Basen in zwei Raumen besitzt und somit eine Verbindung zwischen den beiden
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g \

5
(3) )

Bild 2.2: Polare Zerlegung des Deformationsgradienten

Raumen darstellt. Die erste Basis liegt im Tangentialraum der Momentankonfigu-
ration und die zweite Basis liegt im Kotangentialraum der Ausgangskonfiguration.
Der Deformationsgradient ist der pushforward p, von der Referenzkonfiguration in
die Momentankonfiguration.

Da die Abbildung ¢, invertierbar ist, existiert der inverse Deformationsgradient

OX4 .

F 1= —
0zt @

X
—— =gradX oder F? =

5 (2.15)

Die Riicktransformation von der Momentankonfiguration in die Ausgangskonfigura-
tion ist der pullback p*.

Polare Zerlegung Der Deformationsgradient kann zerlegt werden in eine Starr-
korperbewegung und in eine Streckung. Wie im Bild 2.2/ dargestellt, gibt es zwei
Reihenfolgen fiir diese Transformationen der polaren Zerlegung. Die Zerlegung des
Deformationsgradienten in ein Rotationsfeld R und in ein materielles Streckungs-
feld @ beziehungsweise in ein raumliches Streckungsfeld q lautet

F=RQ=qR oder F", = R"36%Qca = q¢“64R", (2.16)

In der Literatur werden die Streckungstensoren @ und q, auch rechter und lin-
ker Strecktensor genannt, mit U und v bezeichnet. Um Verwechslungen mit dem
Verschiebungs- und Geschwindigkeitsfeld zu vermeiden, wurde hier eine andere Be-
zeichnung gewahlt.

Anderung von infinitesimalen Elementen Neben der Transformation eines infi-
nitesimalen Linienelements aus der Definition des Deformationsgradienten in Glei-
chung (2.12) dx = F'dX werden weitere Anderungen von infinitesimalen Elementen
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benotigt. Ein infinitesimales Volumenelement transformiert sich wie folgt

dv =det (F)dV = JdV (2.17)
mit der Determinante des Deformationsgradienten

J = det (F) (2.18)

Die Anderung eines infinitesimalen Flachenelements dA mit dem zugehoérigen Nor-
malenvektor N aus der Ausgangskonfiguration zu dem Flachenelement da mit Nor-
malenvektor n der Momentankonfiguration lautet

nda = det (F) F-"NdA = JF"TNdA (2.19)

VerzerrungsmaBBe Nach der Bereitstellung der elementaren Gréflen der Kontinu-
umsmechanik werden nun Verzerrungen und Spannungen definiert. Zur Beschrei-
bung von Verzerrungen konnen verschiedene Verzerrungsmafle eingefiihrt werden.
Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor beschreibt die Verzerrungen beziiglich der
Ausgangskonfiguration. Er ist definiert als

—_

E=_(F'F-1)= % ((Gradu)T + Gradu + (Gradu)” Gradu) (2.20)

2
oder

1 1
EAB = 5 (FAaéabeB — 5AB) = 5 (§Abub7B + (5aBu“7A =+ u“yAéabubyB) (221)

Der Green-Lagrange-Verzerrungstensor ist ein symmetrisches, materielles 2-Tensor-
feld. Ein weiteres Verzerrungsmaf ist der Fuler-Almansi- Verzerrungstensor. Er be-
schreibt die Verzerrungen in der Momentankonfiguration und ist definiert als

1 1
e=3 (1-F'F") = 5 ((gradu)T + gradu — (gradu)” grad’u,> (2.22)
oder
1 1
ear = 5 (0 = F, oapFh) = 5 (Qactt® y = depu’ , + u* aOcatt” ) (2.23)

Der Euler-Almansi-Verzerrungstensor ist ebenso ein symmetrisches 2-Tensorfeld, al-
lerdings in rdumlicher Betrachtungsweise. Die beiden eingefiihrten Verzerrungsten-
soren sind iiber pullback beziehungsweise pushforward ineinander iiberfithrbar. Der
Green-Lagrange-Verzerrungstensor ist das Ergebnis des pullback des Euler-Almansi-
Verzerrungstensors

E=¢"(e)=F"eF oder Eup=F, "l (2.24)
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Bild 2.3: Deformierter Korper mit Schnittflache

beziehungsweise der Euler-Almansi-Verzerrungstensor ist das Resultat des pushfor-
ward des Green-Lagrange-Verzerrungstensors

e=y¢.(E)=F T"EF™" oder eu=F,*"EspF% (2.25)

Die beiden Verzerrungstensoren (2.20) und (2.22) sind nichtlinear in den Verschie-
bungsableitungen. Als ein weiteres Verzerrungsmaf ist der lineare Verzerrungsten-
sor Fyy, definiert

1
E;, = 5 <(Gradu)T + Gradu) (2.26)
oder
1 b a
Enin ap = 3 (bast’ g+ dapu’ 4) (2.27)

Dieser wird in der linearen Elastizitatstheorie verwendet und ist hier der Vollstan-
digkeit halber angegeben. Die Herleitungen erfolgen weiterhin mit den nichtlinearen

Grofien.

Cauchy-Spannungen Zur Darstellung von Spannungen wird der Korper zunéchst
in seiner deformierten Konfiguration B; betrachtet, wie es im Bild 2.3 dargestellt ist.
Der Korper wird in zwei Teilkorper geschnitten und auf der Schnittfliche wird das
Flachenelement Aa herausgegriffen. Der dazugehorige Normalenvektor n ist dabei
nach auflen gerichtet. Die auf das Flachenelement wirkenden Schnittkrafte werden
zusammengefasst im resultierenden Kraftvektor Ar. Der Grenzwert fiir verschwin-
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es 4
A t e
- / (e3)
023
0'13/
t(e2)
032 /v
031 %—»
022
012 |
021 €2
011 t(61)

€1

Bild 2.4: Wiirfel mit Komponenten des Cauchy-Spannungstensors

dende Flachenelemente

t(n) = lim —- (2.28)
ist der Cauchy-Randspannungsvektor t fiir eine Schnittflaiche. Nimmt man nun drei
senkrecht aufeinander stehende Schnittflachen, so beschreiben sie den Spannungs-
zustand in einem Materialpunkt vollstandig. Die neun Koordinaten der Randspan-
nungsvektoren der drei Schnittflichen ergeben die Koordinaten des Cauchy-Span-
nungstensors o. Mit dem Zusammenhang

tin)=0-n oder t*=c"%n=0oc"n, (2.29)

und den Basisvektoren ey, ey, e3 als Schnittflichennormalen ergibt sich die Darstel-
lung

tle)) =0 -e =o'le; +oMey +o'e; (2.30)
tley) = 0 - ey = o%e; + 0%y + 0%es (2.31)
t(eg) =0 -e3 = 0'1381 + 0'2362 + 0'3363 (232)

Eine graphische Interpretation des Cauchy-Spannungstensors ist im Bild 2.4 darge-
stellt. Die drei senkrecht stehenden Schnittflachen werden zu einem Wiirfel erweitert
und die zugehorigen Cauchy-Randspannungsvektoren sind an die jeweilige Seitenfla-
che angehangt.

Der Cauchy-Spannungstensor o und die dazugehorigen Randspannungsvektoren ¢
beziehen sich auf die Momentankonfiguration. Der infinitesimale resultierende Kraft-
vektor ergibt sich daher zu

dr = tda (2.33)
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Neben dieser materiellen Beschreibung ist eine Darstellung der Spannungen in der
Ausgangskonfiguration erforderlich. Wird in Gleichung (2.33) anstelle der raumli-
chen Maffliche da die materielle Mafifliche dA verwendet und wird die Transfor-
mation (2.19) eines infinitesimalen Fldchenelements eingesetzt, so resultieren die
Piola-Kirchhoff-Randspannungen 1. Art to

dr =tda =0 -nda=Jo-F 1. .NdA (2.34)

to

to=Jo-F TN (2.35)
Aus dieser Beziehung leitet sich der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 1.Art P ab

to=P-N oder ti=P®55cN°=PBNp (2.36)

P=Jo -F ' oder P®=Jo"F," (2.37)

Bezieht man in Gleichung (2.34) schliefSlich die infinitesimale Resultierende dr von
der Momentankonfiguration auf die Ausgangskonfiguration dR mit der Gleichung
(2.15) dR = F'dr, so ergeben sich die Piola-Kirchhoff-Randspannungen 2. Art T

dR=F ' tydA =TdA (2.38)
T=F't=JF' o F'.N (2.39)
S

und es ergibt sich der Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 2. Art S

T=S-N oder T =84P53:N° = S48 Ny (2.40)

S=F'"P=JF"' o -F7T oder S =FAPB = JFAs"F B (241)

Bilanzgleichungen — starke Form Der mechanische Gleichgewichtszustand des
deformierbaren Korpers ist durch drei Bilanzgleichungen beschrieben: Massenbilanz,
Impulsbilanz und Drehimpulsbilanz. Hier wird eine Formulierung der Bilanzglei-
chungen beziiglich der Ausgangskonfiguration gewéhlt, da sich diese Lagrange’sche
Betrachtungsweise fiir strukturmechanische Probleme als geeigneter erweist.

Die Massenerhaltung bedeutet, dass die Masse unabhéngig von der Konfiguration
konstant bleiben muss. Die Masse m des Korpers ist

m(t) :/p(w,t) dv = /p(X)JdV:/po (X)dV (2.42)
By Bo Bo

wobei p die momentane Massendichte und py die Ausgangsdichte ist. Auflerdem
wurde Gleichung (2.17) zur Transformation des Volumenelements eingesetzt.
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Fiir die Massenerhaltung muss die materielle Zeitableitung der Masse verschwinden

d d :
0= &m(t) =3 /podV = /podV (2.43)
Bo Bo

Die Ableitung kann in das Integral gezogen werden, weil das Gebiet By zeitlich
konstant ist. Dadurch erhélt man als erste Bilanzgleichung die materielle Form der
Massenerhaltung

fo=0 (2.44)

Die Impulsbilanz besagt, dass die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses gleich
der Summe der aufleren Krafte ist. Fiir einen Korper lautet sie zunachst in der
Momentankonfiguration

d
/tda+/bdv =% pvdu (2.45)
OBy Bt Bt

Hier sind t die Cauchy-Randspannungen auf dem momentanen Rand 0B; des Kor-
pers, b die aufleren Volumenkrifte pro momentanen Einheitsvolumen und v das
Geschwindigkeitsfeld.

Bezieht man (2.45) auf die Ausgangskonfiguration lautet der Impulssatz

d
880 BO BO
oder
d
/tgdA+/b8dV: é/pOV“dV (247)
830 BO BO

dabei sind ty die Piola-Randspannungen auf dem Rand 0By, by die dufleren Volu-
menkrafte bezogen auf die Referenzkonfiguration und V' das materielle Geschwin-
digkeitsfeld. Durch Einsetzen von Gleichung (2.36) und Anwendung des Gaufi’schen
Integralsatzes erhalt man die lokale Form der Impulsbilanz

Div (P)+by— poV =0 oder PP, +b5 — pV* =0 (2.48)
beziehungsweise mit Gleichung P=F-S
Div (F - 8)+by—poV =0 oder (F'cSP) ,+b%—pV*=0 (2.49)

GemiB dem Drehimpulssatz ist die zeitliche Anderung des Dralls um einen ortsfesten
Punkt y mit dem Ortsvektor y gleich der Summe der duleren Momente. Fiir jeden
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Punkt z € B, sei der Differenzvektor d = o — 0 =  — y. Der Drehimpulssatz fiir
einen Korper in der Momentankonfiguration lautet

d
/dxtda—l—/dxbdv:&/dxpvdv (2.50)
8Bt Bz Bt

Mit dem Differenzvektor D = OX —OY = X — Y beziiglich dem Punkt Y lautet
der Drehimpulssatz in der Referenzkonfiguration

d
/Dxtod/H—/DxbodV:a/DXdeV (2.51)
BB() Bo BO

oder mit der Permutation ej, fiir das Kreuzprodukt

d
/ ef DPtSd A + / ef DPbEdV = " / g DPpVedV (2.52)
880 BO BO

Durch mehrere Umformungen und Anwendung des Gauf3’schen Integralsatzes erhalt
man die lokale Form des Drehimpulssatzes in der Ausgangskonfiguration

P-F'=F.-P" oder P*PFy=pFe,p* (2.53)
oder
ST =8 oder S84 =548 (2.54)

Aus der Drehimpulsbilanz folgt somit die Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoff-Span-
nungstensors S.

Randbedingungen Um das Problem vollstandig zu formulieren, muss der Rand
des Korpers noch Bedingungen beziiglich Beweglichkeit und Belastung gentigen, wie
im Bild 2.5 skizziert. Hierbei gibt es zwei unterschiedliche Randbedingungen.

Mit der Dirichlet-Randbedingung werden auf Teilbereichen 0,B; die Verschiebungen
u und somit auch die Lage vorgegeben. Dies beinhaltet unter anderem die Lagerung
des Korpers. In der materiellen Konfiguration lautet der Dirichlet-Rand 0,8, und
die vorgegebenen Randverschiebungen sind U.

Eine Neumann-Randbedingung liegt vor, wenn an Teilbereichen 0,8; des Randes 0B,
die Cauchy-Randspannungen ¢ wirken. Dies beinhaltet auch freie Rénder, das heit
die Randspannungen sind Null. In der materiellen Konfiguration ist der Neumann-
Rand 9,8, oleﬁniert als der Teilbereich des Randes 0By an dem die Piola-Rand-

spannungen t, wirken.

Die Neumann- und Dirichlet-Rander miissen disjunkt sein. Es muss in der Momen-



2.1 Kontinuumsmechanik 19

Oy By
9uBo 05 Bo ot
0By
t
Bild 2.5: Randbedingungen
tankonfiguration gelten
0B, N OB, =1 (2.55)
(9(,[5,5 U 8u8t = @Bt (256
und entsprechend in der Ausgangskonfiguration
0By N OBy =10 (2.57)
0,8y U 0,8y = 0B, (2.58)

Das bedeutet, dass auf jedem Randbereich genau eine Randbedingung vorliegen
muss.

Anfangsrandwertproblem Fasst man die Bilanzgleichungen (2.44), (2.49), (2.54)
und die Randbedingungen zusammen und fligt noch vertragliche Anfangswerte hin-
zu, erhélt man ein Anfangsrandwertproblem. Bezogen auf die Ausgangskonfiguration
lautet es

Div (F - 8) + by — poV =0 Impulshilanz

S =87 Drallbilanz
po = 0 Massenerhaltung

(2.59)

(2.60)

(2.61)

P-N=t, auf 9,8, Neumann-Randbedingung (2.62)
U=U aufd,By, Dirichlet-Randbedingung (2.63)

U (X to) =U, Anfangsposition (2.64)
V(X)) =V, Anfangsgeschwindigkeit (2.65)
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Schwache Form Das Anfangsrandwertproblem ist eine nichtlineare partielle Diffe-
rentialgleichung. Um von dieser lokalen Form zu einer schwachen Form zu kommen,
multipliziert man die Impulsbilanz mit dem virtuellen Verschiebungsfeld als zulés-
sige Testfunktion und integriert iiber das Gebiet. Durch das Einsetzen der weiteren
Bilanzgleichungen und der Randbedingungen ergibt sich das Prinzip der virtuellen
Arbeit. Es lautet bezogen auf die Ausgangskonfiguration

/S : (FT~Grad(5u)dV—/b06udV— / foéudA+/p0V5udV:O (2.66)

Bo Bo 05 Bo Bo

L | L | L |

Wing 6Wext dWiin

oder

/ SABF L 6u, 4dV — / b ou,dV — / ta6u,dA + / poVe%u,dV =0 (2.67)
Bo BO 8r)'BO BO

mit den Anteilen der virtuellen inneren Arbeit dWiy,

SWine = / S : (FT . Graddu)dV (2.68)
By

der virtuellen externen Arbeit dWey

Wt = / bodudV + / todudA (2.69)

Bo 0sBo

und der virtuellen kinetischen Arbeit 6 Wiy,

SWin = / poV éudV (2.70)

Bo

Materialgesetz Fiir eine vollstindige Problembeschreibung wird noch eine konsti-
tutive Beziehung zwischen den Spannungen und den Verzerrungen benotigt. Fiir
das verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz § = C* : E mit dem Tensor 4. Ord-
nung C* ergeben sich insgesamt 3* = 81 freie Parameter. Ein einfaches Material-
gesetz ist das St. Venant-Kirchhoff-Gesetz. Es beschreibt einen linearen Zusammen-
hang zwischen dem Green-Lagrange-Verzerrungstensor und dem 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor mit 2 freien Parametern A und pu

S =Aspur(E)1+2uE (2.71)

Die Lamé-Konstanten A und p konnen in den Elastizitatsmodul £ und die Querkon-
traktionszahl v umgerechnet werden mit
(BA +2p)p

E=-"C"00 2.72
s (2.72)
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A
= 2.73
YT a0t p) (2.73)
beziehungsweise umgekehrt mit
vE
A= 2.74
(T )1 —20) (2.74)
E
_ 2.
P50 1) (2.75)

2.2 Diskretisierung mit der Finite-Elemente-Methode

Mit der Finite-Elemente-Methode wird das betrachtete Kontinuum durch eine endli-
che Anzahl von Elementen diskretisiert. Auf jedes einzelne Element wird das Prinzip
der virtuellen Arbeit angewendet und anschlielend zu einem Gesamtsystem zusam-
mengesetzt.

Der gesamte deformierbare Korper sei mit ny,o; Knoten und mit ne Elementen dis-
kretisiert, n Knoten bilden dabei ein Element. Die Lage der Knoten in der Ausgangla-
ge sei )O(,LA, i = 1..nynot und die Knotenverschiebung sei 4, i = 1..nyn0t. Da n Knoten
der nyuor globalen Knoten ein Element bestimmen, ist ein notwendiger Schritt die
Zuordnung von globalen Knotenindizes auf lokale Elementknotenindizes. Dieselbe
Zuordnung wird spater auch bei der Einordnung der elementweisen Zusammenhange
in eine globale Struktur bendtigt. Es wird hier nicht naher darauf eingegangen und
angenommen, dass diese Zuordnungen durch geeignete Softwarestrukturen korrekt
aufgelost werden. Die Lage der Elementknoten wird mit )O(i(e)A, ¢t = 1l.n und die
Verschiebung der Elementknoten mit @\, i = 1..n bezeichnet. Der Index (e) soll
andeuten, dass es sich jeweils um Elementgrofien handelt.

Die Diskretisierung fiir ein Element erfolgt mit dem isoparametrischen Ansatz fiir
das Verschiebungsfeld und den Ort. Durch die Wahl von n Ansatzfunktionen ¢ =
D' (£1,69,83) , 1 = 1..n folgt fiir den Ort

XOA =g X firi=1.n (2.76)
und entsprechend fiir das Verschiebungsfeld

ul®® = i (2.77)
und fiir das Geschwindigkeitsfeld

V(e = gl = @i (2.78)

Um den Ansatz in das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.67) einsetzen zu kdénnen,
bendtigt man noch die Diskretisierung der Variation du

oul® =6 (@"&EE)“> = ¢i5a (2.79)
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und die partielle Ableitung du, 4 der Variation
ouly = &' 50 (2.80)

Dabei berechnet sich die Ableitung der Ansatzfunktionen @' nach den Variablen X4
wie folgt

g 0 _0p og _op' (XN
AT OXA T 961 OXA T 9¢i \ O¢
_ 0 (@ XN\ T oe (00 Jaey ! (2.81)
ol ol gei \ oei ‘

Setzt man die Diskretisierung in das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.67) ein, folgt
fir ein Element (e) in Indexschreibweise

/ SABFLad 5l dV — / Wb 5\ v — / fodion9dA

() () 9,00
+ / pd i D S0 AV = 0 (2.82)
()

Da die Gleichung (2.82) fiir alle Variationen gelten muss, erhélt man

[ / SAPFgd AV — / bad'dV — / ted'dA + / pd S AV | das = 0
(e) ne) O, $2(e) 0
I IR o
(2.83)
mit den diskretisierten inneren Elementkraften fi(net)ai
fa = / SAPFed AV (2.84)
n(e)
den diskretisierten externen Elementkraften fe(izm
FlQai — / WAV + / fagid A (2.85)
n) 8, 02(e)
und den diskretisierten kinetischen Elementkraften flgfgm
floa — / pd DAY = / PP B AV il (2.86)

n(e) nee)
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Da die Gleichung (2.83) fiir alle (5&2(2) gelten muss, muss das Kraftegleichgewicht fiir
jedes Element erfiillt sein

fa) = f R =0 (2.87)

Das Kréftegleichgewicht fiir ein Element besteht aus 3 - n Gleichungen, da
a = 1,23 und + = 1..n. Fir eine spatere Implementierung wird hier auf die Ma-
trixnotation iibergegangen. Dazu miissen Hilfsvektoren und -matrizen eingefiihrt

werden. Die Koordinaten der n Elementknoten )O(Z»(e)A werden zusammengefasst in
dem Knotenvektor X © € R3"

°_(e o o o o o T

X =[x X2 X X (2.88)

(e)A

und die Knotenverschiebungen «, '~ in dem Knotenverschiebungsvektor al® e R3"

. T
a® = [ W Al a0t ] (2.89)

Die globalen Knotenkoordinaten und -verschiebungen des gesamten Korpers werden
ebenfalls in Vektoren X € R3™wot und 41 € R3™xot zusammengefasst

X =[x x2 x3 X3 ... x2 | (2.90)

Mknot

I T . T
w=[af wf @ ay ... ad ] (2.91)

Mit den Ansatzfunktionen @' wird die Matrix der Ansatzfunktionen @ € R3*3n"
gebildet

0 0 ¢ 0 0 ... 0 0
=0 ¢ 0 0 & 0 ... 0 & 0 (2.92)
0 0 ¢ 0 0 & ... 0 0 "

Mit diesen Definitionen folgt fiir die Verschiebungen u(® € R?® der Punkte eines
Elements aus der Indexschreibweise

ul® = al (2.93)
Die Ortsvektoren X konnen nach (2.76) geschrieben werden als

o(€)

X =pX (2.94)

Da der Green-Lagrange-Verzerrungstensor E und der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungs-
tensor .S’ symmetrisch sind, bestehen sie aus sechs unabhéngigen Komponenten. Der
Vektor der Green-Lagrange-Verzerrungen E € R ist definiert als

E=[En Exn Es 2En 2Ex; 2Ej3]" (2.95)
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und der Vektor der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen S € RS als

S=[Sn Su S Siz Ses Siz (2.96)

}T

Das St. Venant-Kirchhoff-Materialgesetz kann angegeben werden mit der Matrix
C € R%*¢

l—v v v 0 0 0
v l—v v 0 0 0
E v v 1—v O 0 0
©= (I+v)(1—2v)| O 0 0 = 0 0 (2.97)
0 0 0 0 &2 0
| 0 0 0 0o 0 =

mit dem Elastizitatsmodul E und der Querkontraktionszahl v. Die konstitutiven
Gleichungen lauten somit

S=CE (2.98)

Des Weiteren werden die Matrizen Bi, € R und B}, € R bendtigt

@, 0 0]
0 &, 0
i 10 0 @ 3 .
Bj, = $, ¢, 0| i=1l.n (2.99)
0 o', &,
_@Z 73 0 @Z 1_
[ Qsl: AU1,1 @Z: 1U2.1 @Z: 1U3,1 i
P Hur D' U D' yus2
Bil _ i g 73U1,§ i og 73u27? i Pt ,3U3’§, Ci=1.m
@A QU1 T 95‘ 1U12 @A 2U21 T @‘ 1U2,2 QS‘ 2U31 + @A 1U32
P gurg + P yurg P guzp + P puss P guss + P yuss
_@Z 73u1’1 + Pt 717,L173 Pt 73'Ll,2’1 + Pt 7111,273 P! 73u371 + o8 ’1'LL3,3_
(2.100)
sowie deren Zusammensetzung zu Bry € R%3" und By, € R6*3"
By = [B1, Bi, ... B}] (2.101)
B, =[B], B, ... B}] (2.102)

und deren Summe B} beziehungsweise By,

B; = By, + B;, By =B+ Bu (2.103)
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Der Green-Lagrange-Verzerrungsvektor E kann mit den obigen Matrizen geschrie-
ben werden als

. 1
E = (BLO + 5Bm) al® (2.104)

Die Elementkrifte fi(net)ai, (©)ai 1nd fkln " werden analog zu Kraftvektoren fmt, £

ext
) ¢ R% zusammengefasst

T
(e)11 e)21 e)31 e)l2 e)3n
il = (R e gl g g (2.105)
T
P& = [ g g g g (2:106)
T
e S R G O (2.107)

In Matrixnotation lassen sich die Krafte fiir ein Element mit obigen Hilfsgrofien
berechnen

fil = / B, Sdv (2.108)
0(e)
£ [ @bV [ @t 2.109)
0 B,02()
o= / p® BV G (2.110)
()
M)

mit der Elementmassenmatrix M ()

M© = / p® BV (2.111)

0(e)

Die Matrix @, € R3*3" ist dabei die Matrix mit den Ansatzfunktionen @ fiir die
Oberflachenkréfte und wird in gleicher Weise wie (2.92) gebildet.

Das Kraftegleichgewicht (2.87) fiir ein Element lautet in Matrixnotation

5 ()

flnt -f((ei)t + -fl((ll’l flnt -fext + M(e) 0 (2112)

Der Ubergang auf den gesamten diskretisierten Korper erfolgt durch Einordnung
der Elementgleichungen in ein gemeinsames Gleichungssystem. Das Zusammenset-
zen der Elemente wird hier symbolisch mit | notiert. Es soll damit der Zusammen-
hang zwischen lokalen und globalen Knotenindizes veranschaulicht werden und auch
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ein Verfahren die Komponenten eines Elements in die Gesamtstruktur einzuordnen.
In der Literatur wird anstelle der symbolischen Darstellung auch eine mathemati-
sche Darstellung mit Einordnungs- beziehungsweise Zuordnungsmatrizen verwendet.
Diese bestehen aus Null- und Einseintragen an den entsprechenden Stellen. In einer
programmtechnischen Umsetzung sind diese Einordnungsmatrizen nicht empfehlens-
wert und finden keine Verwendung, da sie einen unnotig hohen Speicherbedarf bean-
spruchen. Die Zusammensetzung von (2.112) resultiert in dem Kréftegleichgewicht
fiir den gesamten diskretisierten Korper

Tele Nele Tlele
U -Usrd+ =0 (2.113)
e=1 e=1 e=1
fint _fext+fkin =0 (2114)

Fiir die globalen Krifte gilt fi.., foxt,fiin € R*™et. Die globale Massenmatrix M &
R3™knor 3o gotzt, sich analog aus den Elementmassenmatrizen M(©) zusammen

Nele
M= )M (2.115)

e=1

und die globale kinetische Kraft f,;, lautet

Frn = M (2.116)

2.2.1 Nichtlineare Finite-Elemente

Zur Losung der nichtlinearen Gleichung des globalen Kraftegleichgewichts (2.114
kann das Newton-Verfahren verwendet werden. Dazu wird die Linearisierung der
Residuumsform der Gleichung G = f, — fext + Frin = 0 benotigt.

Die Linearisierung von G erfolgt um den Punkt w.

G:G(ﬂ)+§ (u—u) +0((u-u)°)=0 (2.117)

du |, 4

Ktang

Die Ableitung des Kraftresiduums G nach den Verschiebungen w, ausgewertet an
der Stelle u, wird tangentiale Steifigkeitsmatriz Kan, genannt. Die Berechnung von
Kiang = Kiang (@) wird auf verformungsunabhéngige duere Krafte beschrénkt, das
heif3t

Af exs
ext _ g 2.11
T (2.118)

Da hier die Tragheitskrafte unabhangig von u sind, ergibt sich

dfkin

=0 (2.119)
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Somit lautet die tangentiale Steifigkeitsmatrix

dG dfint
du  du

Die globale tangentiale Steiﬁgkeitsma‘crix K, setzt sich aus den tangentialen Ele-

K ang = (2.120)

mentsteifigkeitsmatrizen ktang zusammen

Nele

Ko = |k (2.121)

e=1

Fiir ein Element berechnet sich die tangentiale Steifigkeitsmatrix wie folgt, wobei
die Auswertung der Groflen an dem Linearisierungspunkt @ erfolgt,

© A ;
Lo _dGY A / 4 prav = / (BL,S + BLS.,)dV

tang du du du
0 ()
/ B SdV + / BLS ,dv (2.122)
(2(6) ()
kb kS,

ko), =k + k)

tang geo mat

(2.123)

Fiir die Elementsteifigkeitsmatrizen gilt k:tang, kzé?o, k:gfgt € R3¥3" Der erste Sum-

mand wird geometrische Steifigkeitsmatriz genannt und beinhaltet die Ableitungen
der Matrizen mit den Ansatzfunktionen nach der Verschiebung

k() = / B! ,Sdav (2.124)
Qe
Mit den Hilfsmatrizen BLO Bio Bio BZO € R9x3n
o, 0 0]
$, 0 0
N (R
} 0 &, 0
By=|0 &, 0|, i=ln (2.125)
0 &, 0
0 0 &,
0o 0 o,
| 0 0 & 3
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und S € R9X9
[S 0 o0
S=10 S 0 (2.126)
0 0 S

kann man die geometrische Steifigkeitsmatrix fiir ein Element auch schreiben als

e ! or
k() = / B;,SB,dV (2.127)
n(e)
Der zweite Summand in (2.122)) ist die materielle Steifigkeitsmatriz und beinhaltet
die Ableitung der Spannungen nach den Verschiebungen
k), = / BTS AV (2.128)
170!
Setzt man ein lineares St. Venant-Kichhoff-Materialgesetz voraus, lautet die materi-
elle Steifigkeitsmatrix fiir ein Element
k), = / BTCB. 4V (2.129)
n(e)

Setzt man noch die Beziehung By, = By + By ein, ergibt sich
k), = / Bl,CBdV + / (BL,CBy, + B{,CBy,+ B{,CBy,) dV (2.130)
() ()
Zusammengefasst ergibt sich die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix

ki = / B1,8BiodV + / BICB.dV (2.131)

0(e) n(e)
2.2.2 Lineare Finite-Elemente

Erfolgt die Linearisierung um die Nulllage uw = 0, so entspricht das Ergebnis dem
Vorgehen nach der linearen Finite-Elemente-Methode. Die Herleitung in der Litera-
tur erfolgt in der Regel nicht tiber die nichtlinearen Gleichungen, sondern iiber einen
linearen Verzerrungstensor (2.26).

Bei einer Linearisierung um w = 0 ergeben sich folgende Vereinfachungen

B, =0 (2.132)

S=0 (2.133)
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Die geometrische Steifigkeitsmatrix k:geo ist somit Null und die tangentiale Element-
steifigkeitsmatrix vereinfacht sich zu

ko), = / BT ,CB,dV = kY (2.134)

lin

n(e)

Die lineare Elementsteifigkeitsmatrix khn) ist nicht von w abhangig. Die globale li-

neare Steifigkeitsmatrix Ky, € R3MmoeX3mmot orhilt man durch entsprechendes Ein-
sortieren

Ky, = | ki) (2.135)
=1

Das linearisierte Kraftegleichgewicht (2.117) lautet somit fiir lineare Finite-Elemente

Kt —fo,+Mu=0 (2.136)

2.2.3 Korotierte Finite-Elemente

Zu dem nichtlinearen und dem linearen Ansatz wird noch ein weiterer Ansatz vor-
gestellt. Bei der korotierten Finite-Elemente-Methode wird in jedes Element des
Korpers ein eigenes Koordinatensystem gelegt. In der Literatur werden auch Ansét-
ze beschrieben, die in jeden Elementknoten ein Koordinatensystem legen, was aber
zu unerwiinschten Zusatzkraften fithren kann [87].

Die Rotationsmatrix zwischen dem Ausgangskoordinatensystem und dem Koordi-
natensystem der deformierten Lage des Elements (e) sei R und hiingt von der
Verformung ab

R© = R (@) (2.137)
Setzt man diese n-mal auf der Hauptdiagonalen einer Matrix R € R3™*3" ¢in, so
erhalt man

R 0
R— - (2.138)
0 R®

In dem rotierten System wird nun der folgende Ansatz fiir die interne Kraft des
Elements gemacht [87]

-fmt Rk(e

lin

(RTi@ - X(e)) (2.139)



30 2 Modellierung deformierbarer Korper

Mit der diskretisierten Form der Gleichung (2.6) #© = X © + @' ergibt sich

st = ) (7 (X ) %) 2110
il £, 2101

mit der korotierten Steifigkeitsmatrix kzl((z)mt
K, = R R 210

und dem korotierten Kraftvektor fl({i)rot

e e > (€) > (e)

1(<0)rot = Rkl(m) <RTX -X ) (2143)
Die globale korotierte Steifigkeitsmatrix erhéalt man durch Einsortieren der Element-
matrizen

Tlele

Kkorot = U k(E) (2144)

korot
e=1

und analog erhélt man den globalen korotierten Kraftvektor

Tlele

fkorot = U fl(j))rot (2145)
e=1

Das Kraftegleichgewicht (2.114) lautet nun mit dem korotierten Ansatz

Kkorotla' + fkorot - fext + Mﬁ =0 (2146)

Die globale korotierte Steifigkeitsmatrix Koot = Kyorot (@) héngt aufgrund der
Definition von der vorgegebenen Verformung @ ab. Ist die vorgegebene Verformung
u = 0, so ergibt sich flir die Matrix Koot = Kiin, da R = I. Da die Steifigkeits-
matrix von der Verformung abhangt, muss die Berechnung der korotierten Losung
iterativ erfolgen. Die Erfahrung zeigt, dass man bereits mit einer Iteration eine aus-
reichend gute Losung erzielt. Deshalb wird in der Literatur bei dem korotierten
Losungsverfahren oft genau ein Iterationsschritt angenommen.

Der Ansatz (2.139) fiir die interne Kraft kann wie folgt interpretiert werden. Mit
R”#® wird zunichst die deformierte Lage in die Ausgangslage rotiert. AnschlieBend

wird die Kraft mit kff) (R'2( — X(e)> berechnet. Diese Kraft wird schlieBlich
wieder mit R in die deformierte Lage rotiert.

Die bis jetzt noch nicht festgelegte Bestimmung der Rotationsmatrizen kann im Falle
der linearen Tetraeder mit Hilfe der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten
erfolgen. Es wird spater gezeigt, dass der Deformationsgradient fiir lineare Tetraeder
in einem Element konstant ist und sich daher genau eine Rotation fiir das Element
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aus der polaren Zerlegung ergibt. In Gleichung (2.16)) wird der Deformationsgradient
in einen Rotationstensor R und einen Strecktensor @ aufgeteilt

F = RQ (2.147)

Bei dem korotierten Ansatz muss nun bei einer gegebenen Verformung und damit ge-
gebenen Deformationsgradienten der Rotationsanteil extrahiert werden. Dazu eignet
sich der Algorithmus von HiIGHAM [61], der iterativ die Rotationsmatrix bestimmt.

Algorithmus 2.1 : Algorithmus zur Berechnung der Rotationsmatrix
RO - F
fori=1to k do
R, =1(Ri_i+ R
end

Dieser Algorithmus konvergiert schnell gegen die gesuchte Rotationsmatrix R, in
der Regel sind drei Iterationen ausreichend.

2.2.4 Tetraederelemente

Bild 2.6: Tetraeder

Fiir die Diskretisierung konnen verschiedene Elemente verwendet werden. Einen
Uberblick iiber die Menge der Elemente ist in [14], [125], [41] gegeben. In dieser
Arbeit werden Tetraeder mit vier linearen Ansatzfunktionen verwendet. Die Frei-
heitsgrade des Elements sind die vier Eckknoten des Tetraeders 20(1, )2'2, X3 und
X,. Die zugehorigen Ansatzfunktionen @ i = 1..4 lauten

gpl :gla 432 :§2a @3 2637 434: 1_51 _52_§3 (2148)

Durch diese Wahl ergeben sich einige Vereinfachungen in der Berechnung der System-
matrizen. Die Ableitungen der Ansatzfunktionen @ nach den lokalen Variablen ¢;
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sind jeweils konstante Funktionen

1 0 0

OP' 0 1 0

=0 0 1 (2.149)
-1 -1 -1

Daraus folgt unter anderem, dass innerhalb eines Elements der Deformationsgradient
konstant ist. Die Berechnung der Steifigkeitsmatrizen vereinfacht sich, da auf Grund
der konstanten Funktionen auf eine Gaufl-Quadratur verzichtet werden kann. So
ergibt sich zum Beispiel fiir die lineare Elementsteifigkeitsmatrix

k) = / Bl ,CB,dV = V©BL CBy, (2.150)

n(e)

wobei V(© das Volumen des Tetraeders ist.

Ein Nachteil des linearen Tetraederelements ist der sogenannte Locking-Effekt, der
auftritt, wenn sich der Materialparameter v dem Wert 0.5 nahert. Dies ist bei in-
kompressiblen Materialien der Fall. Eine Moglichkeit das Locking zu vermeiden ist
Ansatzfunktionen mit hoherer Ordnung zu verwenden, zum Beispiel quadratische
Ansatzfunktionen, und eine reduzierte Integration durchzufiihren [125]. Dies fiihrt
zu Systemen mit einer groBeren Anzahl von Freiheitsgraden und damit auch zu einem
hoheren Rechenaufwand. In dieser Arbeit wird auf Grund von Rechenzeitaspekten
auf Techniken zur Vermeidung von Locking verzichtet. Eine sorgfiltige Beobachtung
der Systemparameter ist daher stets notwendig.

2.2.5 Vergleich der Ansatze

Die Ansatze der nichtlinearen, linearen und korotierten Finite-Elemente fiihren zu
unterschiedlichen Ergebnissen. Fiir einen Vergleich wird als Beispiel ein statisches
Problem betrachtet. Ein Balken ist auf einer Seite eingespannt und er deformiert
sich auf Grund der Schwerkraft. Es wird jeweils die Verformung des Balken mit
den vorgestellten Ansétzen berechnet. Die Diskretisierung des Balkens und die Ma-
terialparameter sind identisch. Fiir die korotierte Losung wird die Verformung des
linearen Ansatzes als Vorgabeverformung verwendet und es wird nur ein Iterations-
schritt durchgefiihrt.

In den Bildern und 2.8 kann man die Verformungen des Balkens sehen. Bei
einer geringeren Schwerkraft (Bild [2.7) ergeben sich kleinere Verformungen und die
drei vorgestellten Ansétze stimmen gut tiberein. Bei einer grofien Verformung (Bild
2.8) kann man eine deutliche Abweichung der linearen Losung von der nichtlinearen
Losung erkennen. Die korotierte Losung stimmt mit der nichtlinearen Losung noch
gut tiberein und stellt somit einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und
Rechenaufwand dar.
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Nichtlinear Korotiert Linear

LA

AN
9

Bild 2.7: Vergleich der Anséatze bei kleiner Verformung

Nichtlinear Korotiert Linear

Bild 2.8: Vergleich der Ansétze bei grofler Verformung
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3 Experimentelle Modellidentifikation

Die Modelle aus dem vorherigen Kapitel haben jeweils zum Ziel, das Deformations-
verhalten eines realen Objekts zu beschreiben. Dabei wird von bekannten Modell-
parametern ausgegangen und basierend auf physikalischen Gesetzen ein System von
Gleichungen fiir das Kraftegleichgewicht hergeleitet. Die Erstellung eines Modells
fiir ein reales Objekt setzt die Bestimmung der notwendigen Modellparameter vor-
aus. Bei den meisten realen Objekten ist eine rechentechnische Objektbeschreibung,
wie zum Beispiel CAD-Daten, nicht vorhanden und es miissen daher experimen-
telle Verfahren zur Identifikation eingesetzt werden. Dadurch wird auch eine gute
Ubereinstimmung des Modells mit der Realitét gewéihrleistet.

Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mit einem einzigen System eine abgeschlos-
sene Losung, von der Identifikation der deformierbaren Korper bis zur Anwendung
der Simulation, zu bieten. Deshalb werden die Messungen fiir die Modellidentifikati-
on mit einem Robotersystem durchgefiihrt. Des Weiteren wird der Roboter als Teil
eines Teleprasenzsystems verwendet, in dem auch die Simulation des deformierbaren
Korpers integriert ist.

In diesem Kapitel wird ein Vorgehen zur Identifikation der Modellparameter ei-
nes deformierbaren Korpers prasentiert. Erfolgt die Modellierung mit dem Finite-
Elemente-Ansatz, so sind die notwendigen Modellparameter eine Beschreibung der
Geometrie und des Materials. Die experimentelle Bestimmung der dreidimensiona-
len Geometrie erfolgt durch die Auswertung von Kamerabildern. Zur Identifikation
der Materialparameter werden Verformungen und Kontaktkrafte des Korpers gemes-
sen.

3.1 Geometrische Modellbildung

Die geometrische Modellbildung verfolgt das Ziel, eine Darstellung der Objektgeo-
metrie zu erzeugen, die in dem FEM-Ansatz verwendet werden kann. Da in dieser
Arbeit die Diskretisierung mit linearen Tetraederelementen erfolgt, wird ein Volu-
mennetz des Korpers benotigt, das aus Tetraedern besteht. Um ein Volumennetz zu
erstellen, muss zunachst die Objektoberflache erfasst werden. Hierfiir gibt es viele ex-
perimentelle Verfahren, die nach verschiedenen Kriterien klassifiziert werden kénnen,
wie es im Kapitel 1 geschehen ist. Die eingesetzten Sensoren sind ebenso zahlreich,
bei den optischen Verfahren werden zum Beispiel Interferometer, Lasertriangulation,
einfache Kameras oder Stereokameras verwendet.

In dieser Arbeit kommt eine einfache Kamera zum Einsatz, mit der Bilder aus meh-
reren Ansichten aufgenommen werden. Damit lasst sich aus zwei Ansichten eine
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Pseudo-Stereokamera erzeugen, wodurch dreidimensionale Informationen der Szene
verfiighar sind und die Oberflache des Objekts rekonstruiert werden kann. Der Vor-
teil dieser Losung sind die geringen Kosten, da bereits eine einfache digitale Kamera
oder Webcam ausreichend ist. Der Nachteil ist, dass die Lage und Orientierung der
Kamera bekannt sein miissen. Auflerdem kann dieses Verfahren nur bei unbeweg-
ten Objekten angewendet werden, da eine gewisse Zeit flir die Positionierung der
Kamera notwendig ist und sich dabei die Szene nicht andern darf.

3.1.1 Computer Vision

Computer Vision ist das Fachgebiet, das sich mit der Analyse von natiirlichen Bil-
dern beschéftigt und daraus Informationen iiber die reale Welt ableitet. Anwen-
dungsbeispiele sind Objekterkennung und -verfolgung, Lageerkennung und Bauteil-
priifung, die in vielen industriellen und natiirlichen Umgebungen eingesetzt werden.
Einen guten Uberblick iiber die Méglichkeiten, Algorithmen und Prinzipien bieten
die Biicher [106], [58], [47], [48]. Im Folgenden wird ein Verfahren zur Rekonstruk-
tion eines 3D Punktes aus einem Stereobildpaar entwickelt. Dieser Schritt hat eine
zentrale Bedeutung um spater die gesamte Oberflache des Objekts zu rekonstruieren.
Die fiir das 3D Rekonstruktionsverfahren benctigten mathematischen Grundlagen
und Herleitungen werden in den folgenden Abschnitten zusammengefasst.

Grundlagen Die Grundlage fiir alle weiteren Uberlegungen ist ein mathematisches
Modell fiir eine Kamera. Eine Kamera ist eine Abbildung von einer dreidimensiona-
len Welt auf ein zweidimensionales Bild. Das grundlegende Prinzip dieser Abbildung
ist die Zentralprojektion und kann mit dem Lochkameramodell beschrieben werden,
wie im Bild 3.1 skizziert. Bei einer klassischen Lochkamera befindet sich die Bil-
debene hinter dem Projektionszentrum. Im Weiteren wird die Bildebene vor das
Projektionszentrum gelegt.

Das Projektionszentrum ist der Punkt C, in dem auch das Kamerakoordinaten-
system liegt. Die optische Achse der Kamera zeigt in Z-Richtung und schneidet
die Bildebene im Kamerahauptpunkt c¢. Ein Punkt M mit dem Ortsvektor M =
[X Y Z]T € R? des euklidischen Raums wird abgebildet auf den Punkt m mit

Bild 3.1: Lochkamera
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dem Ortsvektor m = [% %/}T € R? der Bildebene. Mit Hilfe der projektiven
Geometrie lautet die Projektionsabbildung in homogenen Koordinaten

X X f 000 g
= 1Y =10 F ool (3.1)
| Z 00 10]|]

Dabei werden die homogenen Koordinaten von M im projektiven Raum zusammen-
gefasst im Vektor

X
~ Y
M = 7 (3.2)
1
und vom Punkt m in der projektiven Ebene im Vektor
x
m= |y (3.3)
s

Die Bildkoordinaten von m sind somit
m = [ } (3.4)

Es werden Vektoren aus dem projektiven Raum beziehungsweise der projektiven
Ebene mit der Tilde ™ gekennzeichnet.

w k2o |8

Die Gleichung fiir die Gerade [ mit den Punkten p in der projektiven Ebene lautet

~T

I'p=0 (3.5)

Die Dualitat in der projektiven Ebene besagt, dass der Schnitt von zwei Geraden
einen Punkt ergibt und dass die Verbindung von zwei Punkten eine Gerade ergibt

p=1lxl (3.6)

[ = D1 X Dy (3.7)

Nach der bisherigen Festlegung befindet sich das Bildkoordinatensystem im Kamera-
hauptpunkt c. Legt man den Ursprung des Bildkoordinatensystems in die linke un-
tere Ecke des Bildes, wie im Bild [3.2 skizziert, muss bei der Projektionsabbildung
zusatzlich eine Verschiebung p, und p, berticksichtigt werden. Beim Einsatz einer
CCD-Kamera will man die Koordinaten in Pixeleinheiten dargestellt haben, was mit
einer entsprechenden Skalierung erfolgt. Nichtquadratische Pixel werden durch die
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Bild 3.2: Bild- und Kamerakoordinatensystem

Skalierungsfaktoren m,,, m, berticksichtigt. Die Abbildung (3.1) erweitert sich zu

Y Y
Sz =] = o fm, pym, O 7 (3.8)
1 0 0 1 0
1 1
mit den Pixelkoordinaten m = [u U}T des Punktes m. Die Matrix
fmz O DPzy Ay, 0 U
K=|0 fm, pmy| =10 a, v (3.9)
0 0 1 0 0 1

wird intrinsische Matriz genannt und beinhaltet ausschliefllich interne Parameter
der Kamera. Bisher sind die 3D Koordinaten beziiglich des Kamerasystems mit dem
Projektionszentrum als Ursprung dargestellt. Sind die Punkte M nicht im Kamera-
koordinatensystem gegeben, sondern in einem Weltsystem, muss diese Transforma-
tion in der Projektionsgleichung beriicksichtigt werden. Die Drehmatrix zwischen
Kamera- und Weltsystem ist R und der Translationsvektor ist ¢. Die homogene
Transformationsmatrix

[Ig ﬂ (3.10)

ist die extrinsische Matriz der Kamera, die die Lage der Kamera im Raum beschreibt.
Demnach ergibt sich die allgemeine Abbildungsvorschrift fiir eine Kamera

X U X a, 0 wuy O X
n 0
Y —s|vl =P - 0 a, vo O Rot) Y (3.11)
Z Z 0o 1| |Z
1 1 1 0O 0 1 0 1

mit der Projektionsmatrix P der Kamera

P=K|R t (3.12)
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Die Lage des Projektionszentrums C' im Weltsystem ist

C=-R"t (3.13)

Die Gerade durch das Projektionszentrum C' und den Bildpunkt m wird optischer
Strahl oder Sehstrahl genannt. Der Punkt D auf dem optischen Strahl im Unendli-
chen hat die homogenen Koordinaten

D= {10) ] (3.14)
mit
D=R'K'm (3.15)

Stereosystem Bei einem Stereosystem betrachten zwei Kameras dieselbe Szene,
wie im Bild 3.3 dargestellt. Der Punkt M wird in der Bildebene Z; der ersten Kamera
auf den Bildpunkt m, abgebildet und auf den Bildpunkt ms in der Bildebene Z, der
zweiten Kamera. Die Projektionsmatrizen fiir die Kameras sind P; und P, mit
den Projektionszentren C; und Cy. Die Projektionsgleichungen fiir die beiden Bilder
lauten nach (3.11)

my = P/ M (3.16)

Zur Veranschaulichung sind in Bild 3.4 zwei Ansichten einer virtuellen Szene darge-
stellt.

U1

u1

& U2
Uug 02

Bild 3.3: Stereosystem
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Bild 3.4: Zwei Ansichten einer virtuellen Szene

Epipolargeometrie In dem Stereosystem konnen tiiber geometrische Bedingungen
zusatzliche Groflen definiert und neue Zusammenhénge gefunden werden, die spéter
eine 3D Rekonstruktion erleichtern. Diese geometrischen Beziehungen bilden die
Epipolargeometrie und sind im Bild 3.5 skizziert.

Der Raumpunkt M und die beiden Projektionszentren C; und Cs bilden eine Ebene,
die Epipolarebene €. Die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden der Projektionszen-
tren mit den beiden Bildebenen sind die Epipole e; und es. Die Schnittgeraden der
Epipolarebene mit den Bildebenen sind die Epipolarlinien l; und ls.

Die Epipole sind die Projektionen der Zentren auf die jeweilig andere Bildebenen
und berechnen sich wie folgt

él = Plég (318)
é, = P,C, (3.19)

Bild 3.5: Epipolargeometrie
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Epipolarlinien Zur Berechnung der Epipolarlinien werden geméf8 (3.7) zwei Punk-
te auf der Geraden benotigt. Die folgenden Ausfithrungen werden fiir die zweite
Bildebene gemacht, gelten aber in gleicher Weise fiir die erste Bildebene. Auf der
Epipolarlinie I, im zweiten Bild liegt als erster benotigter Punkt der Epipol ey. Als
zweiter Punkt wird der Punkt im Unendlichen des optischen Strahls durch m, ver-
wendet. Die homogenen Koordinaten lauten nach (3.15)

. T gr—1,x
D= [Rl K01 ml} (3.20)
und dessen Projektion auf die zweite Bildebene
my = P,D = K,R,RT K ',y (3.21)
Die Epipolarlinie /5 lautet somit nach (3.7)
l~2 = ég X ’ﬁ’LQ
=é, x KhRyRTK ' my
— Friy (3.22)
mit der Matrix
F =&, KhRyRUK! (3.23)
Der schiefsymmetrische Tensor [€;],, ist definiert als
a 0 —c b
bl =c¢c 0 —a (3.24)
c b a O

X

mit dem sich das Kreuzprodukt als Matrix-Vektorprodukt schreiben lasst.

Die Matrix F' heif3t Fundamentalmatriz und beinhaltet die intrinsischen und extrin-
sischen Matrizen der beiden Kameras. Mit der Fundamentalmatrix ist die Stereoan-
ordnung eindeutig beschrieben. Fiir alle Punkte my auf der Epipolarlinie /5 gilt die
Geradengleichung

mi Frng =0 (3.25)

Die Gleichung wird auch Epipolargleichung genannt. Mit demselben Vorgehen erge-
ben sich die Epipolarlinien /; in der ersten Bildebene

I, = F'm, (3.26)
und es resultiert die Geradengleichung

m] F'my =0 (3.27)
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Bild 3.6: Epipolarlinien

Mit den Gleichungen (3.25) (3.27) ist es demnach mdglich zu einem Punkt in dem
einen Bild und gegebener Fundamentalmatrix die Epipolarlinie in dem anderen Bild
zu berechnen. Im Bild 3.6 sind drei Epipolarlinien fiir die beiden Ansichten der
virtuellen Szene eingezeichnet.

Korrespondenzproblem Fiir die Rekonstruktion eines 3D Punktes benotigt man
ein korrespondierendes Punktepaar in den beiden Bildern. Es existieren zahlreiche
Ansétze und Algorithmen [77], [78], [15], [84] zur Bestimmung dieser Punkte. Bei
der Korrespondenzsuche miissen zueinander gehorende Punkte mit gewissen Umge-
bungen in den beiden Ansichten erkannt werden. Anstatt korrespondierende Punkte
im gesamten Bild zu suchen, kann die Dimension des Suchraums reduziert werden,
indem man die Erkenntnisse aus der Epipolargeometrie nutzt. Es wurde zuvor ge-
zeigt, dass alle Punkte auf dem optischen Strahl denselben Bildpunkt ergeben. In
dem anderen Bild ergeben diese Punkte die Epipolarlinie. Sucht man nun zu einem
gegebenen Bildpunkt einen korrespondierenden Punkt in dem anderen Bild, so reicht
es, auf der Epipolarlinie zu suchen. Das Korrespondenzproblem reduziert sich somit
von einem zweidimensionalen auf ein eindimensionales. Die Voraussetzung ist, wie
bereits oben erwiahnt, eine gegebene Fundamentalmatrix. Dazu miissen entweder die
intrinsischen und extrinsischen Kameramatrizen bekannt sein, das heifit das System
muss kalibriert sein, oder es sind Punktkorrespondenzen bekannt, mit denen man
die Fundamentalmatrix bestimmen kann. Mit mindestens 8 gegebenen Punktkorre-
spondenzen kann mit dem 8- Punkt-Algorithmus die Matrix berechnet werden, indem
man die Epipolargleichung (3.25) ausmultipliziert und das lineare Gleichungssystem
16st [106], [58].

Um die eindimensionale Suche noch weiter zu vereinfachen, werden die beiden Bild-
ebenen in eine weitere Ebene abgebildet, so dass die Epipole im Unendlichen liegen.
Diese Ebene ist parallel zu der Verbindung der beiden optischen Zentren. Dadurch
werden die Epipolarlinien parallel, wie im Bild 3.7/ beispielhaft fiir die virtuelle Szene
vorgefiihrt ist. Dieses Vorgehen wird Rektifizierung genannt. Die Suche vereinfacht
sich dadurch nochmals, da nur noch entlang horizontaler Linien gesucht werden
muss.

Ein einfacher Suchalgorithmus ist das Block-Matching. Dabei wird mit einem Mafl
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Bild 3.7: Rektifizierte Bilder

ein Bildblock des einen Bildes mit einem Bildblock des anderen Bildes entlang
der Suchlinie verglichen. Ein mogliches Mafl ist der mittlere quadratische Fehler
(engl. sum of squared differences (SSD)). Das Minimum liefert die Verschiebung,
die sogenannte Disparitdt, der korrespondierenden Bildpunkte. Es gibt eine Reihe
von Erweiterungen dieses Verfahrens, wie zum Beispiel in [17] und auch Alterna-
tiven [106], [104]. Das Ergebnis ist eine Disparitétskarte, die angibt, um wie viele
Pixel ein Punkt in dem anderen Bild verschoben ist. Eine weitere Moglichkeit zur
Korrespondenzsuche ist der optische Fluss, der die Verschiebungsgeschwindigkeit der
Bildpunkte beschreibt [79], [18]. Den optischen Fluss kann man auch fir unrektifi-
zierte Bilder berechnen, jedoch erhalt man eine sehr robuste Losung, wenn man den
Algorithmus auf rektifizierte Bilder anwendet. Wurden korrespondierende Punkte in
den rektifizierten Ansichten gefunden, kénnen diese durch die inverse Abbildung der
Rektifizierung auf das korrespondierende Punktepaar in den urspriinglichen Ansich-
ten abgebildet werden.

Rekonstruktion eines Punktes Liegt ein korrespondierendes Punktepaar my, mq
vor, konnen daraus die dreidimensionalen Koordinaten des Punktes M {iiber eine
Triangulation gewonnen werden. Dazu werden die beiden optischen Strahlen mit-
einander geschnitten und man erhélt den gesuchten Raumpunkt, wie im Bild 3.3
skizziert.

Die Grundlage fiir die Rechnung bilden die Projektionsgleichungen (3.16)), (3.17),
die fiir die Bildpunkte zunéchst ausfiihrlich geschrieben werden. Fiir den Punkt m;y
im ersten Bild lautet die Gleichung

) u R A S 2
my=s (v | =PM=|pi' p® p® pi'| M= |pi pi*| M (3.28)
1 pit o PP Y pi pi’
mit den Zeilenvektoren pj = [p* p?? pi*]. Der Skalierungsfaktor s kann durch

die Bildung des Kreuzprodukts m; x P;M = 0 eliminiert werden und es folgt das
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Gleichungssystem
uq ~ [0y piM + pi*
v | Xx PPM = |v | x |p?M + p¥
1 1 piM + pit
v (piM +pi') — ptM +pi’
= | —u(@PiM +pi') +piM +pi* | =0 (3.29)

w1 (PP M + p?) — v (ptM + pl*)

Von diesen Gleichungen sind zwei linear unabhangig, beispielsweise die ersten beiden
Gleichungen. Fiir den Punkt my im zweiten Bild ergeben sich ebenfalls zwei linear
unabhangige Gleichungen, die man nun zu einem iiberbestimmten Gleichungssystem
fiir den gesuchten Punkt M zusammensetzen kann

pl — wps wiptt — pit
p% - /Ulp? M = Ulpil))4 - p%4 (330)
p% - U2p§ U2p§4 - p§4
p3 — v} vapst — p3!
- 1 - 1
A b

Das iiberbestimmte Gleichungssystem AM = b kann als ein lineares Ausgleichs-
problem behandelt werden. Es ergibt sich die folgende Gleichung zur Losung der
unbekannten Raumkoordinaten M

ATAM = A"b (3.31)

Fiir die Bestimmung des Raumpunktes M wiirden bereits drei Gleichungen reichen.
Da sich aber aufgrund von Ungenauigkeiten in Bildverarbeitung die beiden optischen
Strahlen nicht exakt schneiden, werden die vier Gleichungen verwendet und das
Ausgleichsproblem gelést. Dadurch wird der Raumpunkt berechnet, der minimalen
Abstand zu den Strahlen hat.

3.1.2 3D Rekonstruktion

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Formeln zur Rekonstruktion eines Punktes
aus einem korrespondierenden Punktepaar aus zwei definierten Ansichten hergeleitet
wurden, werden die einzelnen Schritte zur 3D Rekonstruktion des gesamten Objekts
zusammengefasst. Das Ziel ist, wie eingangs erwahnt, die Erzeugung eines Volumen-
modells des Objekts unter Verwendung von Bildern aus verschiedenen Ansichten.

Die ersten drei Schritte ergeben sich aus den vorgestellten Herleitungen zur Rekon-
struktion eines Punktes. Die verbleibenden Schritte zeigen eine Losung zur Generie-
rung eines Volumennetzes aus einer Punktwolke.
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1. Schritt: Aufnahme des Objekts und Speicherung der intrinsischen und extrin-
sischen Kameraparameter. Fir jede Ansicht muss die intrinsische und extrin-
sische Kameramatrix verflighbar sein. Wenn sich die Kamerageometrie nicht
andert, bleiben die intrinsischen Parameter fiir alle Ansichten gleich.

2. Schritt: Rektifizierung der Bildpaare und Korrespondenzsuche. Uber die Epipo-
largeometrie wird jedes Bildpaar rektifiziert und ein anschlieSender Suchalgo-
rithmus erzeugt eine Liste von korrespondierenden Punkten. Hier kann man
zusatzliche Filteralgorithmen einbinden um die Anzahl der Punkte zu begren-
zen und die Qualitat zu erhohen. So kann man die Verarbeitung auf bestimmte
Bereiche der Bilder einschrianken oder die Korrespondenzsuche nur auf charak-
teristische Punkte, sogenannte Features, anwenden. Durch die Umkehrabbil-
dung der Rektifizierung erhalt man die korrespondierenden Punkte in den
urspriinglichen Ansichten.

3. Schritt: 3D Rekonstruktion der Punkte durch Triangulation. Fiir jedes Punkte-
paar wird eine Triangulation durchgefiihrt und es ergibt sich eine Punktwolke
im 3D Raum. Hier kénnen Ausreifler, die aus einer schlechten Punktekorre-
spondenz entstehen, aussortiert werden.

4. Schritt: Erzeugung eines Oberflichennetzes. Die Punktwolken aus den Bildpaa-
ren werden zusammengefiihrt und mit Dreiecken vernetzt. Falls das Oberfla-
chennetz verrauscht ist, kann noch eine Glattung des Netzes erfolgen.

5. Schritt: FErzeugung eines Volumennetzes. Aus dem Oberflachennetz wird ein Vo-
lumennetz aus Tetraedern erstellt. Da das Netz die Kondition der Systemmatri-
zen der FEM beeinflusst, sollte das Netz moglichst keine Tetraeder mit spitzen
Winkeln beinhalten.

3.1.3 Experimente

Die einzelnen Schritte des Vorgehens werden im Folgenden anhand eines Beispiels
demonstriert. Als Experimentierplattform wird ein Roboter mit montierter Kamera
verwendet, der im Bild[3.8/dargestellt ist. Der Roboter besteht aus Amtec Powercube
Modulen und besitzt sechs Freiheitsgrade. Eine genaue Beschreibung des Roboters
ist in der Arbeit [43] gegeben. Die Kommunikation der Module erfolgt {iber einen
CAN-Bus. Die Kamera ist an der Spitze der Roboters befestigt und kann im Arbeits-
raum beliebig positioniert werden. Mit diesem Aufbau aus Kamera und Roboter ist
es moglich die extrinsischen Parameter der Kamera zu bestimmen.

Die Kamera ist eine Logitech Quickcam Pro for Notebooks und ist im Bild 3.9
abgebildet. Die 2 Megapixel Kamera kann Bilder bis zu einer Auflésung von 1600 x
1200 Pixel aufnehmen.

Die Kalibrierung, das heifit die Identifikation der intrinsischen Matrix, kann einmalig
zu Beginn durchgefiihrt werden, da sie sich im Weiteren fiir eine gewahlte Bildauflo-
sung nicht mehr dndert. Dazu miissen mehrere Bilder eines vermessenen Referenzob-
jekts aufgenommen werden. Mit den bekannten Weltkoordinaten und zugehérigen
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Bild 3.8: Roboter mit Kamera Bild 3.9: Logitech Kamera

Bildkoordinaten des Objekts konnen die unbekannten Parameter der intrinsischen
Matrix bestimmt werden. Dafiir geeignete Algorithmen sind in [106], [58], [47], [48]
beschrieben. Hier wird ein Kalibrierungsalgorithmus aus dem Paket OPENCYV [2] ge-
nutzt, der als bekanntes Objekt ein Schachbrettmuster verwendet. Im Bild [3.10 sind
mehrere Aufnahmen fiir die Kalibrierung der Kamera abgebildet. Fiir die Logitech
Kamera ergibt sich so die intrinsische Matrix

1.347 - 10° 0 829
K = 0 1.361- 103 566 (3.32)
0 0 1

Werden die Kalibrierungsaufnahmen mit der am Roboter montierten Kamera ge-
macht, so kann ebenfalls eine Kalibrierung des Roboters beziiglich des Referenzob-
jekts durchgefiihrt werden. Dadurch konnen Ungenauigkeiten in der Roboterkinema-
tik kompensiert werden und das System besitzt eine hohere Absolutgenauigkeit.

Das zu rekonstruierende Objekt in diesem Experiment ist ein Kunststoffkrokodil.
Im Bild [3.11 ist der Roboter mit dem Objekt zu sehen. Der erste Schritt ist die
Aufnahme des Objekts aus mehreren Ansichten. Dazu wird zu jedem Bild die int-
rinsische und extrinsische Kameramatrix gespeichert, wahrend sich der Roboter um
das Objekt herum bewegt. Bild [3.12 zeigt mehrere Ansichten des Objekts. Da die
Objektoberflache glatt ist und eine gleichméaflige Farbe besitzt, wurde zusatzlich ein
Rauschbild auf das Objekt projiziert um die Korrespondenzanalyse zu erleichtern.
Dadurch ist das Bild kontrastreicher und die Algorithmen funktionieren robuster.
Aus zwei gewéhlten Ansichten kann die Fundamentalmatrix (3.23) aus der gemeinsa-
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Bild 3.10: Kalibrierung der Kamera mit einem Schachbrettmuster

men intrinsischen und den zwei extrinsischen Matrizen berechnet werden und damit
auch die Epipolarlinien. Diese sind im Bild [3.13 fiir zwei Ansichten eingezeichnet.
Die explizite Berechnung der Epipolarlinien ist in diesem Verfahren nicht notwendig,
wird aber fiir eine verbesserte Anschauung hier mit aufgefiithrt. Die beiden Ansich-
ten werden nun rektifiziert, wie im Bild [3.14/ zu sehen ist, um die Epipolarlinien
horizontal auszurichten. Weiter erfolgt im zweiten Schritt des Vorgehens die Korre-
spondenzanalyse. Sie liefert zunachst Punktepaare in den rektifizierten Ansichten,
die im Bild [3.15 eingezeichnet sind. Nach der Umkehrabbildung der Rektifizierung
erhalt man die korrespondierenden Punkte in den beiden urspriinglichen Ansichten,
wie im Bild [3.16/ dargestellt. Fiir jedes Punktepaar wird mittels der Triangulation
der entsprechende Raumpunkt berechnet. Die dabei entstehende Punktwolke ist im
Bild zu sehen, wobei die Kontur eines Teiles des Objekts erkennbar ist. Die
Punktwolken aus den Ansichtspaaren werden zu einer gemeinsamen zusammenge-
fiigt und man erkennt im Bild [3.18 die Form des ganzen Objekts. Aus der Gesamt-
punktwolke wird in dem vierten Schritt ein Oberflaichennetz mit dem Algorithmus
POWERCRUST [4] und dem Programm MESHLAB [25] erstellt. Die Objektoberfliche
aus Dreiecken ist im Bild[3.19 zu sehen. Das Programm bietet zudem die Moglichkeit
das Netz zu glatten und zu vereinfachen. Der letzte Schritt ist die Erzeugung eines
Volumennetzes mit Tetraedern aus dem Oberflaichennetz, wie es im Bild [3.20 darge-
stellt ist. Dafiir wurde das Programm TETGEN [110] verwendet, welches als Option
die Generierung von Tetraedern mit spitzen Winkeln vermeidet. Das resultierende
Tetraedernetz kann bei Modellierung mit der Finite-Elemente-Methode verwendet
werden, womit die geometrischen Modellparameter bekannt sind. Fiir die vollstan-
dige Modellbeschreibung verbleiben die Materialparameter, deren Identifikation im
nachfolgenden Abschnitt behandelt wird.

Die Genauigkeit des Rekonstruktionsverfahrens wird von mehreren Faktoren beein-
flusst, wie beispielsweise der Kameraauflosung oder dem Abstand der Kamera zum
Objekt. Fiir eine Genauigkeitsaussage kann ein Groflenvergleich des Testobjekts ver-
wendet werden. Aus der Rekonstruktion resultiert eine Lange von 245 mm, eine Hohe
von 95 mm und eine Breite von 101 mm. Mit einer separat durchgefiihrten Langen-
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messung ergibt sich eine Lange, Hohe und Breite von 241 mm, 96 mm und 102 mm.
Somit weist die Objektdimension in diesem Experiment einen relativen Fehler von
weniger als 2% auf.

Bild 3.11: Roboter mit Objekt

Bild 3.12: Objekt in vielen Ansichten



48

3 Experimentelle Modellidentifikation

’4

NTOVL Y
i l‘:'n / , !
Repie Ay

"

Bild 3.13: Objekt in zwei Ansichten mit Epipolarlinien

Bild 3.14: Rektifizierte Ansichten
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Bild 3.15: Korrespondierende Punkte in den rektifizierten Ansichten
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Bild 3.18: Zusammengesetzte Punktwolke
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Bild 3.19: Oberflachennetz
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Bild 3.20: Volumennetz aus Tetraedern



3.2 ldentifikation der Materialparameter 51

3.2 ldentifikation der Materialparameter

Neben einer Beschreibung der Geometrie werden bei einer FEM-Modellierung Pa-
rameter zur Beschreibung des Materials benotigt. Bei einem St. Venant-Kirchhoff-
Material sind die zwei Parameter der Elastizitdtsmodul und die Querkontraktions-
zahl (2.71). Ein Vorgehen zur experimentellen Identifikation der Materialparameter
wird in diesem Abschnitt vorgestellt.

Die Identifikation erfolgt mit einer Optimierung, in der Simulationsergebnisse mit
Messdaten abgeglichen werden. Das Simulationsmodell wird mittels der Finite-Ele-
mente-Methode erstellt, wie es in Kapitel 2| erlautert wurde. Dies setzt voraus, dass
eine Geometriebeschreibung des Objekts bereits vorliegt. Als Messdaten fiir die Ma-
terialparameteridentifikation werden die Verformung des Objekts und die Kontakt-
kraft verwendet, die wiahrend eines Deformationsvorgangs aufgezeichnet werden.

3.2.1 Optimierung der Materialparameter

Der Ablauf der Optimierung ist im Bild skizziert. Die Simulation fiir defor-
mierbare Korper wird mit einem Optimierungsalgorithmus gekoppelt. Die Optimie-
rungsparameter sind die Materialparameter p der Korpers. Das Simulationsmodell
wird an den gemessenen Verformungen U . ausgewertet. Als Gilitefunktional wird
die Norm der Differenz zwischen gemessener Kraft F' . und simulierter Kraft Fl,,
verwendet. Das Funktional soll minimiert werden und man erhalt die Optimierungs-
aufgabe

m}inHFmess — Fim(p)|l (3.33)

Die simulierte Kraft Fy, resultiert aus der Auswertung des Kréftegleichgewichts
aus dem vorherigen Kapitel. Da sich die Gleichgewichtsgleichungen fiir die vorge-
stellten Modellierungsansatze, nichtlinear, linear oder korotiert, unterscheiden, kann
die Materialparameteroptimierung jeweils nur fiir einen gewahlten Ansatz erfolgen.
Fiir die Optimierung wird der statische Fall des Kraftegleichgewichts verwendet.
Die kinetischen Krafte verschwinden und es wird die Dynamik des Objekts nicht
identifiziert. Eine Berticksichtigung der Dynamik kann mit demselben prinzipiellen
Optimierungsaufbau geschehen. Der Vektor der Optimierungsparameter muss dafiir

Fmess Umess
.| Optimierungs- | P S Fg,
algorithmus imulation

Bild 3.21: Optimierungsschleife
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um die Dynamikparameter des Objekts, wie zum Beispiel Dichte oder Dampfung,
entsprechend erweitert werden.

3.2.2 Experimente

Zur Demonstration der experimentellen Materialidentifikation kommt ebenfalls das
Kunststoftkrokodil als Testobjekt zum Einsatz. Die Objektgeometrie ist bereits in
dem vorherigen Experiment bestimmt worden und wird nun als bekannt weiter ver-
wendet. Die Modellierung des deformierbaren Korpers erfolgt mit dem statischen,
linearen FEM-Ansatz.

Fiir die Experimente und Messungen wird wie im vorherigen Versuch der Roboter
eingesetzt, wobei anstelle der Kamera ein Kraft-Momentensensor mit einer Werk-
zeugspitze montiert ist. Der Roboter mit Sensor ist im Bild [3.22 abgebildet. Als
Sensor wird das Modell Mini40 SI-80-4 der Firma ATI verwendet. In dem Experi-
ment fahrt der Roboter eine vorprogrammierte Bahn ab, wobei die Roboterspitze
auf das Testobjekt driickt, wie im Bild [3.23 zu sehen ist. Die Eindriicktiefe wird
schrittweise um einen Millimeter erh6ht und die Sensorkrafte werden zusammen mit
der Roboterposition aufgezeichnet. Die vertikale Position der Roboterspitze und die
entsprechende Kontaktkraft sind im Bild zu sehen. Da sich zu Beginn des Ex-
periments der Roboter noch nicht in Kontakt mit dem Testobjekt befindet, ist die
Kraft Null und steigt erst bei Kontakt in etwa linear an. Die lokalen Spitzen im
Kraftverlauf sind die Folge des Regelfehlers beim Positioniervorgang.

Fiir die Optimierung wird nicht der gesamte Kraft- und Verformungsverlauf ver-
wendet, sondern nur Messungen wahrend der Roboter sich in Ruhe befindet. In
diesem Fall ergeben sich 25 Messpaare fiir die Optimierung. Der Optimierungsal-
gorithmus ist in Matlab implementiert und ist ein direktes Simplex-Suchverfahren
(Matlab-Funktion fminsearch), das fiir eine nichtlineare Optimierung mit mehreren
Variablen geeignet ist. Die gemessene und die mit optimierten Materialparametern
simulierte Position-Kraft-Beziehung ist im Bild [3.25 dargestellt. Da ndherungsweise
ein lineares Verhalten in der Messung zu erkennen ist, ist die Wahl eines linearen
Simulationsmodells gerechtfertigt. Der Optimierungsalgorithmus konvergiert und lie-
fert den Elastizitatsmodul £ = 25529% und die Querkontraktionszahl v = 0.01. Ein
Vergleich des gemessenen Kraftverlaufs mit dem simulierten Kraftverlauf ist im Bild

zu sehen.

Die Modellierung erfolgt mit einem Volumenmodell aus Tetraedern, obwohl das un-
tersuchte Objekt hohl ist. Dieses Experiment bestétigt durch die sehr gute Uberein-
stimmung von Simulation und Messung die Erkenntnis aus anderen durchgefiihrten
Untersuchungen, dass dieses Ersatzmodell mit optimierten Materialparametern in
der Lage ist hohle Objekte realistisch abzubilden.
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Bild 3.22: Roboter mit Kraft-Momentensensor

Bild 3.23: Roboter driickt auf Testobjekt
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Bild 3.24: Kraft- und Positionsverlauf wahrend des Driickvorgangs
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Bild 3.25: Position-Kraft-Beziehung nach der Optimierung
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4 Simulation von weichen Kontakten

Die Simulation von weichen Kontakten beinhaltet die Berechnung der Verformung
eines elastischen Korpers auf Grund von aufleren Einwirkungen. Zu Grunde liegt
dabei das Kraftegleichgewicht, das mit einer FEM-Modellierung hergeleitet wurde.
Die Simulation entspricht somit der numerischen Auswertung der Gleichgewichts-
bedingungen. Je nach Anforderung und Modellierung ergibt sich eine Simulation
mit unterschiedlichen Rechenablaufen. In diesem Kapitel werden diese Ablaufe ana-
lysiert und in Algorithmen zusammengefasst. Auflerdem wird untersucht, bei wel-
chen Schritten des Simulationsablaufs sich Groflen d&ndern oder wéahrend eines Si-
mulationslaufs konstant bleiben. Diese Analyse ermdglicht spater eine effiziente und
rechenzeitoptimierte Implementierung. Abschlieend werden die Rechenzeiten der
einzelnen Algorithmen gegeniibergestellt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Simulation von deformierbaren Korpern als
eigenstandiges Modul betrachtet, das selbst wieder ein Teil eines grofleren System-
aufbaus sein kann. Das bedeutet, dass andere Module iiber eine Schnittstelle mit
der Simulation kommunizieren koénnen und somit tiber Eingédnge Daten an die Si-
mulation liefern und iiber Ausgange Daten erhalten konnen. Beispielsweise konnen
an festgelegten Netzknoten die Verschiebungen oder externe Kréfte vorgegeben wer-
den, oder, wenn der Korper mit einem weiteren Korper in Kontakt kommt, die
Kontaktknotenindizes mit einer Kollisionserkennung ermittelt werden. Die Simula-
tion des deformierbaren Korpers liefert dann Verformungen oder Reaktionskrafte
zuriick. Innerhalb der Simulation findet somit keine geschlossene Losung eines Kon-
taktproblems statt, wie sie beispielsweise in [124] mittels Lagrange-Multiplikatoren
fiir einen Kontakt zwischen zwei deformierbaren Korpern ermittelt wird.

Die Aufstellung der Systemgleichungen und des Simulationsablaufs erfordert zu-
néchst eine Klassifizierung der an die Simulation gestellten Anforderungen. Dies
kann anhand von drei Kriterien geschehen, die im Bild 4.1/ dargestellt sind. Das
erste Kriterium ist der Modellierungsansatz. So kann zwischen linearer, nichtlinea-
rer und korotierter FEM unterschieden werden. Als Zweites kann die Simulation in
statische und dynamische Problemstellungen eingeteilt werden. Der dritte Klassifi-
zierungspunkt ist die Schnittstellendefinition der Simulation. Hier wird festgelegt,
auf welche Art mit der Simulation interagiert wird. Als Simulationseingang kann
die Randkraft oder die Randverschiebung gewahlt werden. Aufgrund dieser Klas-
sifizierungskriterien ergeben sich unterschiedliche Gleichungssysteme und Varianten
von Simulationsablaufen. Die Analyse der Simulation hinsichtlich der einzelnen Klas-
sifizierungspunkte erfolgt in den folgenden Abschnitten, wobei die Unterscheidung
beziiglich der Modellierung bereits ausfiihrlich in Kapitel 2| erfolgte.
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FEM-Modellierung Simulationsart Interaktion
nichtlinear  linear korotiert dynamisch statisch Kraft Verschiebung
explizit implizit

Bild 4.1: Klassifizierung der Simulationen

Der algorithmische Ablauf der Simulation erfolgt in mehreren Schritten. Fiir die
weiteren Erklarungen ist es hilfreich, zwischen den verschiedenen Schritten und Zeit-
punkten innerhalb eines Simulationslaufs zu unterscheiden. Die Zeitpunkte, an de-
nen die Simulation iiber die Ein- und Ausgénge der Schnittstellen Daten austauscht,
sind die Simulationszeitpunkte ¢; mit entsprechenden Simulationsschritten /. Die
Zeitpunkte der Zeitintegration sind die ¢; mit den Integrationsschritten ¢. Inner-
halb eines Simulationsschritts konnen auch mehrere Zeitintegrationsschritte erfol-
gen. Der Laufindex in einem iterativen Losungsverfahren, wie zum Beispiel dem
Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme, ist k.

In diesem Kapitel wird eine kleine Anderung der Notation vorgenommen. Im Kapitel
2 wurden die kontinuierlichen Grofien des Korpers, wie beispielsweise der Ortsvektor
X (2.1) oder die Verschiebung u (2.6), ohne iiberstehenden Zeichen notiert. Um die
diskretisierten Grofien davon zu unterscheiden, wurden diese mit einem Kreisakzent °
gekennzeichnet, wie zum Beispiel X (2.90) und @ (2.91). Da im Folgenden stets mit
diskretisierten Groflen gerechnet wird, wird der Kreisakzent fiir eine erleichterte
Lesbarkeit weggelassen.

4.1 Simulationsarten

In jedem Simulationsschritt ist die Losung des Kraftegleichgewichts (2.114) des de-
formierbaren Korpers gesucht

fint_fext+fkin:0 (41>

Dies ist die zentrale Gleichung der gesamten Simulation, die im Folgenden analy-
siert und algorithmisch aufbereitet wird. Das erste Klassifizierungskriterium ist die
Simulationsart, bei der man zwischen einer statischen und einer dynamischen Pro-
blemstellung unterscheiden kann.
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4.1.1 Statische Simulation

Bei einer statischen Simulation ist die Geschwindigkeit und Beschleunigung gleich
Null und es folgt, dass die kinetischen Krafte verschwinden

Fin=0 (4.2)
Das Gleichungssystem (4.1) reduziert sich im statischen Fall zu
fint = fext (43)

Dieses Gleichungssystem muss in jedem Simulationsschritt I gelost werden, Zeit-
integrationsschritte ¢ existieren in diesem Fall nicht.

Bei der Modellierung des deformierbaren Korpers mit der nichtlinearen FEM sind
die internen Krafte f., eine nichtlineare Funktion der Verschiebungen u. Das sta-
tische Kréftegleichgewicht (4.3) ist ein nichtlineares Gleichungssystem, das iterativ
mit dem Newton-Verfahren gelost werden kann. Fiir den Algorithmus des Newton-
Verfahrens wird die Linearisierung (2.117) verwendet, die im statischen Fall an der
Stelle u* lautet

ffnt - fext + Kfang (uk+1 - u’k) = 0 (44)
Mit AuF = w**!' — uF lautet somit der Iterationsalgorithmus fiir das Newton-
Verfahren

Algorithmus 4.1 : Newton-Verfahren fiir statische, nichtlineare FEM

foreach Simulationsschritt I do
for Newton-Iteration £k = 1 to k.. do
Berechne K¥ == K., (u")

tang
. k b k
Lose KtangAu - fext - fint
ub Tl = uf + Au®
end

end

In jedem Iterationsschritt k& miissen die Krifte f£ und die tangentiale Steifigkeits-

matrix K fang neu berechnet werden, da diese von der Verformung abhangen.

Da die Berechnung der tangentialen Steifigkeitsmatrix rechenaufwendig sein kann,
kann sie auch nur fiir jeden neuen Simulationsschritt einmal berechnet und wahrend
der Iteration beibehalten werden. Man erhalt dadurch das sogenannte modifizierte
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Newton-Verfahren, welches eine geringere Konvergenzordnung besitzt. Der Algorith-
mus fiir das modifizierte Newton-Verfahren lautet

Algorithmus 4.2 : Modifiziertes Newton-Verfahren fiir statische, nichtlineare FEM

foreach Simulationsschritt I do
Berechne K iang = Kiang(u?)
for Newton-Iteration kK =1 to k. do
Lose KtangAuk = fext - f?nt
uf ! = uf + Aut
end

end

Die Problematik der Eindeutigkeit der Losung und Singularitaten der tangentialen
Steifigkeitsmatrix werden hier nicht ndher behandelt. Eine ausfiihrliche Darstellung
dieser Thematik, von pfadabhangigen Losungen und Pfadverfolgungsalgorithmen
findet in den Biichern [123] und [96] statt.

Das Kraftegleichgewicht der linearen FEM (2.136)) ist im statischen Fall ein lineares
Gleichungssystem und lautet

Klinu = fext (45>

Die lineare Steifigkeitsmatrix Ky, ist unabhangig von der Verformung und muss
bei einer Simulation daher nur einmal berechnet werden. Jeder Simulationsschritt
erfordert somit die Losung des linearen Gleichungssystems (4.5). Der Algorithmus
lautet

Algorithmus 4.3 : Losung fiir statische, lineare FEM
Berechne Kj;,
foreach Simulationsschritt I do

| Lose Kjzu=f
end

ext

Das Kréftegleichgewicht fiir die Modellierung mit der korotierten FEM lautet gemafl
Gleichung (2.146

Kkorotu = fext - fkorot (46>

Bei der korotierten FEM muss in jedem Simulationsschritt ein lineares Gleichungs-
system gelost werden. Die korotierte Steifigkeitsmatrix Ky, und der korotierte
Kraftvektor f,.... hangen dabei von einer Vorgabeverformung @ ab und miissen
folglich in jedem Simulationsschritt ausgewertet werden. Der Aufwand dieser Be-
rechnung verringert sich, wenn eine Berechung der linearen Steifigkeitsmatrix bereits
erfolgt ist, da sich die korotierte Steifigkeitsmatrix geméf (2.142) aus der Multipli-
kation der linearen Steifigkeitsmatrix mit einer Rotationsmatrix ergibt. In der Regel
wird bei der korotierten FEM als Vorgabeverformung w die Verformung des letzten
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Simulationsschritts genommen. Der Algorithmus fiir die statische, korotierte FEM
lautet also

Algorithmus 4.4 : Losung fiir statische, korotierte FEM

foreach Simulationsschritt 7 do
Berechne Koot = Kiorot (W)

Lose Kkorotu - .fext - fkorot
end

4.1.2 Dynamische Simulation

Bei einer dynamischen Simulation wird das vollstandige Kraftegleichgewicht
gelost. Mit der kinetischen Kraft aus (2.116) lautet die Differentialgleichung 2. Ord-
nung

Mu + .fint (’U;) = fext (47)

Die Losung der Gleichung erfolgt in der Regel durch eine Zeitintegration mit ei-
nem gewahlten Diskretisierungsverfahren. Hierzu existieren in der Literatur zahl-
reiche Methoden [35], [113]. In dieser Arbeit werden zwei Ansétze vorgestellt, die
insbesondere bei der FEM-Simulation weit verbreitet sind. Das erste ist das zen-
trale Differenzenverfahren und das zweite ist das Newmark-Verfahren. Das zentrale
Differenzenverfahren ist ein explizites Integrationsverfahren, wahrend dagegen das
Newmark-Verfahren ein implizites Verfahren ist. Beide Verfahren verwenden in der
hier vorgestellten Form eine konstante Zeitschrittweite At.

Die Bewegungsgleichung wird oftmals um einen Dampfungsterm erweitert, um die
Strukturdampfung des Korpers zu berticksichtigen. Dies kann durch Einfiihrung
einer konstanten Dampfungsmatrix D geschehen, die man als eine Kombination aus
Massen- und linearer Steifigkeitsmatrix ansetzen kann. Mit den Faktoren a und b
resultiert die Dampfungsmatrix

D=aoM + bKlin (48)
Mit der Dampfungsmatrix erweitert sich die Bewegungsgleichung zu

Mﬁ’—i_Du—i_fint(u):fext (49)

Explizites Verfahren Ein explizites Verfahren zur Integration der Bewegungsglei-
chungen ist die zentrale Differenzenmethode. Hierzu wird eine Diskretisierung der
Beschleunigung und der Geschwindigkeit in der folgenden Form durchgefiihrt

1

s (s y (4.10)
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1

INL (Wis1 — wi-1) (4.11)

u,- -
Setzt man diese Diskretisierung in die Bewegungsgleichung zum Zeitpunkt ¢;
ein, so ergibt sich

1 1
M— (ui+1 — 2’11;1 + ’U,ifl) + D—

A S (Wipr — Wim1) + fie (Wi) = fore (412)

Aufgel6st nach den unbekannten Verschiebungen w,,; zum Zeitpunkt ¢, folgt

1
(MAtQ + D2At) Uit = fext - fint (ul)

1 1

At 3 2At’ui,1 (413)

Diese Gleichung ist noch fiir alle drei Modellierungsansatze giiltig und unterscheidet
sich erst durch die Formulierung der internen Kraft f,, gem&f einem Ansatz aus
Kapitel 2. Fiir die nichtlineare FEM muss f,, (u;) nach berechnet werden.
Fiir die lineare FEM gilt nach (2.136))

fmt ( ) Khnuz (414)

und fiir die korotierte FEM gemafl (2.146)

fmt ( ) Kf(orotul + fkorot (415)

Die Matrix auf der linken Seite von (4.13) wird als Systemmatrix A geschrieben

A=m' p L

= (4.16)

At
Da sich die Massen- und Dampfungsmatrix wahrend der Simulation nicht andern, ist
auch die Matrix A konstant und eine Berechnung einmalig zu Beginn der Simulation
ausreichend.

Zusammengefasst ergibt sich der folgende Algorithmus fiir die Zeitintegration mit
dem zentralen Differenzenverfahren

Algorithmus 4.5 : Zeitintegration mit zentralem Differenzenverfahren

1 1
Berechne A = Mm2 + D5

foreach Simulationsschritt 7 do
for Zeitintegrationsschritt ¢ = 1 to t¢,q do

t; = 1At
Berechne f,, = fi (@;) geméf gewdhltem FEM-Ansatz
Berechne b= f., — fie + MAt2 (2u; —u;q) + DMtul 1

Lose Aui+1 =b
end

end
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Implizites Verfahren FEin implizites Zeitintegrationsverfahren ist das Newmark-
Verfahren. Es basiert auf der folgenden Diskretisierung der Beschleunigung und der
Geschwindigkeit

1 1 1
..i - —5 i — i) T T .i - - — 1 "i 4.17
it aAt? (i —w) aAt” (2a ) v ( )

) ) )

mit den beiden Parametern a € [0;3] und § € [0;1]. Fiir @ = 1 und § = 1 erhalt

2
man die Trapezregel.

Setzt man die Diskretisierungen in die Bewegungsgleichung (4.9) zum Zeitpunkt ¢,
ein, so ergibt sich

1 1 1
M| —— (i1 — ;) — —=U — (- — 1) U
(aAt2 (Wi =) aAt” <2a ) u)

) 0\ . ) .

+ Fine (Wig1) = foe = G (uip1) =0 (4.19)

Die diskretisierte Gleichung wird mit G abgekiirzt und es muss gelten G = 0. Die
Berechnung der gesuchten Verformungen u;,; zum Zeitpunkt ¢, unterscheidet sich
fiir die vorgestellten Modellierungsansatze.

Bei der nichtlinearen FEM wird zur Losung der nichtlinearen Gleichung (4.19) fiir
u;;1 das Newton-Verfahren eingesetzt und es ergibt sich die Iterationsvorschrift mit
dem Iterationsindex k

1)
Ikrk
AT

1
(M +D
@

A ) Au* = -G (uf,) (4.20)

tang
ultl =l + AdF (4.21)

Die Summe der Matrizen auf der linken Seite der Gleichung (4.20) ist hier die Sy-
stemmatrix A

1 o
A=M D K}
o Vot
Mit diesen gewéhlten Ansédtzen besteht der Simulationsablauf aus drei ineinander

geschachtelten Schleifen. Zusammengefasst lautet der Rechenalgorithmus fiir die Zei-

(4.22)

tang
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tintegration des nichtlinearen Ansatzes mit dem Newmark-Verfahren

Algorithmus 4.6 : Zeitintegration mit Newmark-Verfahren des nichtlinearen An-
satzes
foreach Simulationsschritt 7 do
for Zeitintegrationsschritt ¢ = 1 to 7¢,q do
t; = 1At
for Newton-Iteration k =1 to k.« do
Berechne A = M —-5 + DaéAt + Kfang (ul,))
Berechne G (u z+1)
Lose AAuk = —G( k1)
ulf) = uf,; + Auf
end
Berechne ;4
Berechne ;4
end

end

Beim Ansatz mit der linearen FEM kann (4.19) nach w;,; aufgelost werden und
man erhalt das lineare Gleichungssystem

1 )
M D Kin 7 = Jex
( aAt2+ aAt+ ! )UH Fext

1 1 1
M it ——1)u;
waa (gt ot (5 -1) )

+D < Zt (1 - g) (1 - %) Am) (4.23)

Die Summe der Matrizen auf der linken Seite A ist wahrend der Simulation konstant,
da die einzelnen Summanden konstant sind. Die Matrix muss daher nur einmal zu
Beginn der Simulation berechnet werden.

1 )
+D—+ Klin (424>

A=M
aAt? aAt

Die Berechnungsvorschrift fiir die Zeitintegration des linearen Ansatzes mit dem
Newmark-Verfahren ist im Algorithmus 4.7 dargestellt.

Beim Ansatz mit der korotierten FEM kann (4.19) nach w,,; aufgelost werden. Es
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

1 )
<M@At2 + DOéAt + KkOTOt (ul)) Uit1 = fext - fkorot

1 1 1
M 1 e
+ ( A2 it alt + <2a )u)

o (e (1 i (1 2) e az
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Algorithmus 4.7 : Zeitintegration mit Newmark-Verfahren des linearen Ansatzes
Berechne A = MaTltg + Dﬁ + Kiin

foreach Simulationsschritt I do

for Zeitintegrationsschritt ¢ = 1 to icnq do

t; = 1At

Berechne b = f . + M (ﬁuz + Ao+ (55— 1) Uz) +

D (i — (1= &) s~ (1 - &) Ata)

Lose Au;p 1 =0

Berechne ;41

Berechne ;41
end

end

Die Systemmatrix A als Summe der linken Seite von Gleichung lautet

1 )
A= MaAt2 +DaA

M + Kkorot (’U/1> (426)

Da die korotierte Steifigkeitsmatrix K04 von der Verformung abhéangt, dndert sich
die Summe der Matrizen auf der linken Seite in jedem Zeitschritt. Der Algorithmus
lautet zusammengefasst fiir die Zeitintegration des korotierten Ansatzes mit dem
Newmark-Verfahren

Algorithmus 4.8 : Zeitintegration mit Newmark-Verfahren des korotierten Ansat-
zes

foreach Simulationsschritt 7 do

for Zeitintegrationsschritt ¢ = 1 to 7¢,q do

Berechne A = M —— + D2 + Koo ()

Berechne b = f . — frorot T M (ﬁuz + ﬁui + (i o 1) ul) +
D (- (1= 2) i~ (1 £) Bhii)

Lose Au; 1 =0

Berechne ;4

Berechne ;.

end

end

Vergleich der Verfahren Fiir den Vergleich der beiden Integrationsverfahren wird
das Beispiel des eingespannten Balkens verwendet. Der Balken ist zur Zeit ¢t =0
unverformt und in Ruhe. Er wird losgelassen und die Verformung konvergiert gegen
die statische Verformung. Fir die Darstellung des Zeitverlaufs wird die vertikale
Komponente des ausgewiesenen Knotens P verwendet, der im Bild[4.2 eingezeichnet
ist.

Das Newmark-Verfahren ist fiir alle Zeitschrittweiten stabil, wahrend dagegen die
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t=0s t=0,3s t=0,6s

Bild 4.2: Dynamische Verformung des Balkens (Momentaufnahmen)

Stabilitat des zentralen Differenzenverfahrens von mehreren Groflen abhangt, wie
beispielsweise von der Diskretisierung des Volumens, von den Materialparametern
oder von den Parametern der Zeitintegration. Die Zeitschrittweite At muss dabei
stets kleiner oder gleich einer kritischen Zeitschrittweite Aty, sein

At < At (4.27)

Die kritische Zeitschrittweite ist die kleinste Elementlange L., in diesem Fall der
kleinste Abstand zwischen zwei Knoten des Netzes, geteilt durch die Wellengeschwin-
digkeit ¢

L.
Aty = = (4.28)

Die Wellengeschwindigkeit in einem St. Venant-Kirchhoff-Material lautet [115]

B E(1—-v)
B \/p(l +v)(1 - 2v) (4.29)

Fiir das gewihlte Beispielmodell ist jeweils eine Zeitschrittweite kleiner 1072 notwen-
dig um das System stabil zu integrieren, unabhangig von der Modellierungsart. In
den Bildern 4.3] 4.4 und 4.5/sind die Zeitverlaufe mit den beiden Integrationsverfah-
ren dargestellt. In den vergroBerten Bereichen kann man keinen grofien Unterschied
im zeitlichen Verlauf erkennen. Der Zeitverlauf im Bild [4.4 bei der Modellierung
mit der linearen FEM schwingt stark um die statische Losung. Wie schon im stati-
schen Fall weicht auch hier die lineare Losung stark von der nichtlinearen ab, wie
ein Vergleich mit Bild 4.3/ zeigt. Im Bild 4.6/ sind die Ergebnisse mit dem Newmark-
Verfahren der nichtlinearen und der korotierten FEM zusammen aufgetragen. Es
ist eine qualitativ gute Ubereinstimmung der beiden Zeitverlaufe erkennbar, wie sie
bereits in Kapitel 2| Bild 2.8 bei der statischen Rechnung festgestellt wurde.
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Bild 4.3: Vergleich Dynamik nichtlineare FEM (explizit/implizit)
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Bild 4.4: Vergleich Dynamik lineare FEM (explizit/implizit)
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Bild 4.5: Vergleich Dynamik korotiert (explizit/implizit)
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Bild 4.6: Vergleich des Zeitverlaufs bei nichtlinearer und korotierter FEM
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4.2 Interaktionsarten

Das dritte Klassifizierungskriterium fiir die Simulation ist die Interaktionsart. Sie
definiert die Schnittstelle zum Datenaustausch mit der Simulation. Es gibt zwei
Arten um mit der Simulation zu kommunizieren, die im Bild [4.7 skizziert sind. Zum
einen kann die externe Kraft an gegebenen Knoten als Simulationseingang genutzt
werden. Der Ausgang ist in diesem Fall die Verformung des Korpers. Zum anderen
kann die Verformung an gegebenen Knoten als Eingang dienen. Die Reaktionskrafte
auf Grund der Verformung stellen dann den Ausgang der Simulation dar.

Kraftinteraktion
Knotenindizes
Y
Verschiebung
Simulation
Kraft

Verschiebungsinteraktion

Knotenindizes

Kraft

) Simulation
Verschiebung

—>

Bild 4.7: Interaktionsarten

Um die beiden Interaktionarten in die Simulation zu integrieren, werden zunéchst
die Systemgleichungen genauer betrachtet. Alle bisher untersuchten Modellierungs-
ansatze und Simulationsarten resultieren in derselben Gleichungsstruktur. Es muss
jeweils ein lineares Gleichungssystem der Form

Az =b (4.30)

gelost werden. Der Losungsvektor a ist entweder der Verschiebungsvektor w oder
dessen Anderung Awu. Die Systemmatrix A und der Vektor b werden nach Wahl
des FEM-Ansatzes und der Simulationsart, wie in den vorherigen Abschnitten dar-
gestellt, berechnet.

Die Interaktion erfolgt iiber die Vorgabe von Randbedingungen. Im Folgenden wird
vorausgesetzt, dass eine endliche Zahl der Knoten eine Dirichlet-Randbedingung
erfiillen, zum Beispiel durch eine feste Einspannung, und damit das Gesamtproblem
immer statisch bestimmt ist.

Zunachst werden die Auswirkungen durch eine Vorgabe von Randbedingungen auf
das Gleichungssystem (4.30) untersucht. Durch die Vorgabe einer Dirichlet-Rand-
bedingung in Form einer Knotenverschiebung sind Komponenten des Vektors a ge-
geben und die entsprechenden Komponenten auf der rechten Seite b sind gesucht.
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Zur Losung dieses Problems wird das Gleichungssystem partitioniert

Ay Ap| |z | _ (4.31)

Ag A b, '
Alle gegebenen Komponenten von  werden in dem Vektor s zusammengefasst. Die
entsprechenden Komponenten b, auf der rechten Seite sind somit unbekannt. Die
unbekannten Komponenten der freien Knoten sind im Vektor x; zusammengefasst,

mit der entsprechenden rechten Seite b;, deren Komponenten wieder alle gegeben
sind. Die Losung des Gleichungssystems erfolgt in zwei Schritten

Anz = b — Apx (4.32)
by = An a1 + Agxy (4.33)

Die Partitionierung des Gleichungssystems wird somit durch die Interaktionsart und
natiirlich durch die betroffenen Knotenindizes bestimmt. Fiir den Fall, dass sich
die Interaktionsart oder die Knotenindizes andern, muss die Partitionierung neu
durchgefiihrt werden.

Kraftinteraktion Bei der Kraftinteraktion (Bild[4.7 oben) werden in jedem Simula-
tionsschritt Kréafte an Knoten vorgegeben. Diese Kraftvorgaben konnen nur an freien
Knoten erfolgen und gehen daher in Komponenten des Vektors b; ein. Es andert sich
dadurch die rechte Seite des Gleichungssystems. Die Partitionierung des Gleichungs-
systems bleibt gleich, auch wenn die Kraftvorgaben in jedem Simulationsschritt an
unterschiedlichen freien Knoten erfolgen.

Verschiebungsinteraktion Bei der Verschiebungsinteraktion (Bild[4.7 unten) wer-
den in jedem Simulationsschritt Verschiebungen an Knoten vorgegeben. Diese Kom-
ponenten sind ein Teil des Vektors x,. Neben dem Betrag dieser Verschiebungsvor-
gabe kann sich auch die Menge der Knoten mit Verschiebungsvorgabe andern, wenn
beispielsweise an einem zunéchst freien Knoten eine Verschiebung vorgegeben wird.
Das hat zur Folge, dass die Partitionierung des Gleichungssystems erneut durchge-
fithrt werden muss.

4.3 Numerische Losungsverfahren

Die Simulation von deformierbaren Korpern mit den vorgestellten Algorithmen er-
fordert die Losung eines grofien linearen Gleichungssystems (4.30). In den vorherigen
Abschnitten wurde gezeigt, dass sich die Systemmatrix A wahrend der Simulation
andern kann. So kann es sein, dass sich die Matrix nie, in jedem Simulationsschritt,
in jedem Zeitschritt oder in jedem Iterationsschritt andert. Das mogliche Ande-
rungsverhalten aufgrund des gewahlten Modellierungsansatzes, der Simulationsart
und des Integrationsverfahrens ist in der Tabelle[4.1] zusammengefasst.
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Tabelle 4.1: Anderung der Systemmatrix

Systemmatrix A
andert sich

FEM-Ansatz Simulationsart Zeitintegration Algorithmus

linear statisch - 4.3
nichtlinear dynamisch explizit
nie linear dynamisch explizit 4.5]
korotiert dynamisch explizit
linear dynamisch implizit 4.7
in jedem
Simulationsschritt  korotiert statisch -
in jedem
Zeitschritt korotiert dynamisch implizit 4.8
in jedem nichtlinear statisch - 4.1
Iterationsschritt nichtlinear dynamisch implizit

Zur Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b konnen direkte und indirekte
Verfahren eingesetzt werden. Die Wahl des Verfahrens hangt von der Grofe, der
Struktur und auch vom Anderungsverhalten der Matrix ab.

Die Matrix A ist symmetrisch, positiv definit und diinnbesetzt. Die Belegung der
linearen Steifigkeitsmatrix des Balkenbeispiels ist im Bild [4.8/zu sehen und hat eine
Belegungsdichte von 4%. Zur Speicherung von diinnbesetzten Matrizen kann man
verschiedene Strukturen verwenden. Ein einfaches Format ist das coordinate-Format.
Es speichert die Zeile, die Spalte und den Wert des entsprechenden Matrixeintrages
ab. In den Implementierungen fiir diese Arbeit wurde das compressed sparse row-
Format verwendet. Es besitzt einen geringeren Speicherbedarf als das coordinate-
Format, da fiir jede Matrixzeile nur ein Vektor mit Spaltenindizes gespeichert wird.

Direkte Verfahren Die direkten Verfahren basieren auf einer Cholesky-Zerlegung
der symmetrisch, positiv definiten Matrix A

A=LL" (4.34)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L. Liegt die Cholesky-Zerlegung vor, kann durch
ein Vorwarts- und Riickwartseinsetzen der Losungsvektor @ berechnet werden.

Lz=b (4.35)

L'r ==z (4.36)

Der grofite Rechenaufwand bei diesem Verfahren liegt in der Zerlegung der Ma-
trix. Insbesondere bei grofien, diinnbesetzten Matrizen miissen spezielle Algorith-
men eingesetzt werden. Es existieren hierfiir eine Reihe von Softwarebibliotheken,
wie LAPACK [1], [5] fir vollbesetzte Matrizen oder CHOLMOD [33], [24] fiir

diinnbesetzte Matrizen.

Die direkten Verfahren bieten sich insbesondere an, wenn sich die Systemmatrix A
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Bild 4.8: Belegung der Steifigkeitsmatrix des Balkenbeispiels

wahrend der Simulation nicht andert. Die Cholesky-Zerlegung kann in diesem Fall zu
Beginn der Simulation berechnet werden. Zur Losung des Gleichungssystems muss
dann lediglich ein Vorwéarts- und Riickwartseinsetzen durchgefiihrt werden.

Wenn sich die Partitionierung der Matrix A auf Grund einer Anderung der In-
dexmenge bei der Verschiebungsinteraktion andert, kann dies durch entsprechendes
Setzen der Spalten und Zeilen in der Dreiecksmatrix L der Cholesky-Zerlegung be-
riicksichtigt werden. Das bedeutet, dass man anstelle von (4.32)

Anxy = by — Apws (4.37)

das erweiterte Gleichungssystem

o (139

16st. Da die Cholesky-Zerlegung der Matrix A bereits berechnet wurde, bestimmt
sich die Cholesky-Zerlegung des erweiterten Systems zu

ﬁ)n 2} B {LOH ﬂ {Lon ﬂT (4.39)

Somit muss bei einer Anderung der Partitionierung der Matrix durch verdnderte
Randbedingungen keine erneute Cholesky-Zerlegung durchgefiihrt werden.
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Iterative Verfahren Es gibt eine Reihe von iterativen Verfahren zur Losung von
linearen Gleichungssystemen [55]. Das Ziel ist durch Rechenoperationen eine Fol-
ge von Losungsvektoren zu erzeugen, die gegen die exakte Losung konvergiert. Fiir
symmetrisch, positiv definite Matrizen eignet sich das konjugierte Gradientenver-
fahren (CG-Verfahren). Dabei miissen in jedem Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-
Multiplikation und mehrere Skalarprodukte berechnet werden. Die Iterationsschleife
wird abgebrochen, wenn das Residuum unterhalb einer gesetzten Toleranz ist oder
wenn eine maximale Anzahl von Iterationsschritten erreicht ist.

Das CG-Verfahren kann beschleunigt werden, indem eine Vorkonditionierung ver-
wendet wird. Als einfache und auch schnelle Vorkonditionierer bieten sich eine inver-
se Diagonalmatrix und eine unvollstandige Cholesky-Zerlegung an. In dieser Arbeit
wird eine unvollstandige Cholesky-Zerlegung verwendet, die die Diinnbesetztheit der
Matrix erhalt und keine sogenannten Fill-in erzeugt.

4.4 Rechenzeitvergleich

Ein Vergleich von Rechenzeiten unterschiedlicher Algorithmen ist im Allgemeinen
schwierig, da er von vielen Faktoren abhéngig ist. Neben vergleichbaren Genauig-
keitsvorgaben, spielt die Implementierung und die Optimierung durch den Compiler
eine grofle Rolle. Im Folgenden werden zwei verschiedene Rechenzeitvergleiche pra-
sentiert. Der erste ist die bendtigte Zeit zur Losung des diinnbesetzten Gleichungs-
systems. Dabei wird das direkte mit dem indirekten Verfahren fiir unterschiedliche
Matrixgrolen verglichen. Beim zweiten Vergleich wird die Rechenzeit fiir einen Zeit-
schritt des Newmark-Verfahrens untersucht. Dieser Vergleich dient als Ausgangs-
punkt fiir eine spatere Echtzeitsimulation. Wenn die Zeitschrittweite des Integrati-
onsverfahrens gleich der benotigten Rechenzeit ist, dann stimmt die Simulationszeit
mit der realen Zeit iiberein. Als Beispiel dient wieder der einseitig eingespannte
Balken, der mit unterschiedlich feinen Tetraedernetzen diskretisiert wird. Mit der
Diskretisierung andert sich die Systemgrofie und die Matrixdimension und es kon-
nen die Auswirkungen auf die Rechenzeit analysiert werden.

Losung des linearen Gleichungssystems Zum Vergleich des direkten mit dem in-
direkten Verfahren zur Losung des groflen diinnbesetzten Gleichungssystems wird
ein Cholesky-Verfahren und ein CG-Verfahren verwendet. Das Cholesky-Verfahren
ist implementiert in dem Paket CHOLMOD. Das CG-Verfahren ist selbstimple-
mentiert mit einer eigenen Bibliothek zur schnellen Berechnung der Matrix-Vektor-
Operationen. Samtliche Rechnungen wurden mit einem PC mit Intel P4 Prozessor
mit 3.2 GHz Taktrate und 1 GB Hauptspeicher durchgefiihrt.

In Tabelle 4.2 und 4.3 sind die Rechenzeiten fiir eine statische Losung des Balkens
mit linearer FEM eingetragen. Das Gleichungssystem wird geméafl Algorithmus 4.3
genau einmal gelost. Fiir das CG-Verfahren wurden unterschiedliche Abbruchtole-
ranzen getestet und als Startvektor wurde der Nullvektor eingesetzt. Beim direkten
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Verfahren umfasst die Rechenzeit die Cholesky-Zerlegung und das Vorwarts- und
Riickwartseinsetzen. Die Zeit zum Aufstellen der Systemmatrix wird in beiden Ver-
fahren nicht berticksichtigt, da dies identisch erfolgt.

Im Bild 4.9 wird der Einfluss eines Vorkonditionierers auf die Gesamtrechenzeit des
CG-Verfahrens fiir die Abbruchtoleranz von 10~% dargestellt und mit der Rechenzeit
des direkten Verfahrens verglichen.

Tabelle 4.2: Rechenzeit des CG-Verfahrens in ms

Matrixdimension CG (ohne Vorkond.) CG (Diag.) CG (Unvollst. Chol.)
0% 10 10 107* 107% 107® 107* 107¢ 1078

261 ) 5 6 3 3 4 4 4 4

489 18 18 21 10 11 11 11 12 12

849 37 38 42 22 23 24 24 25 26

1317 69 71 82 44 46 47 47 49 51

1920 131 136 148 87 89 93 92 96 99

2835 255 266 298 167 173 186 164 170 177
5097 615 639 677 432 446 460 392 409 427
9597 1484 1543 1648 1068 1118 1150 970 1014 1049

Tabelle 4.3: Rechenzeit des Cholesky-Verfahrens in ms

Matrixdimension Eintrdge Cholesky-Zerlegung Gesamtrechenzeit

261 7533 2 2
489 15021 3 4
849 28467 9 10
1317 46629 18 20
1920 71190 34 36
2835 106515 29 62
5097 201123 162 170
9597 392391 511 535

Die Rechenzeit fiir die Losung mit dem Cholesky-Verfahren kann noch genauer ana-
lysiert werden (siche Tabelle [4.3). Es zeigt sich, dass den Grofiteil der Rechenzeit
die Cholesky-Zerlegung bendtigt und das Vorwarts- und Riickwértseinsetzen demge-
geniiber nur kurze Zeit beansprucht.

Zusammenfassend kann man erkennen, dass bei den untersuchten Systemdimensio-
nen das direkte Verfahren stets schneller ist als das indirekte. Ein weiterer Vorteil des
Cholesky-Verfahrens ist die Vorabberechnung der Zerlegung. Wenn sich die System-
matrix wahrend der Simulation nicht &ndert, kann die Cholesky-Zerlegung zu Beginn
durchgefiihrt werden und zur Losung ist lediglich ein schnelles Vorwarts- und Riick-
wartseinsetzen erforderlich. Zusatzlich ist die benotigte Rechenzeit fiir ein System
immer identisch und somit planbar, was fiir eine echtzeitfahige Simulation wichtig
ist. Die Vorteile des CG-Verfahrens sind der Zugriff auf Naherungslosungen zwischen
den Iterationen, die Nutzung von Startlésungen aus vorherigen Simulationsschritten
und die Einstellbarkeit der Abbruchtoleranz. Da fiir die spateren Anwendungen die
Rechenzeit ausschlaggebend ist, erweist sich das direkte als das besser geeignete
Verfahren.
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Bild 4.9: Vergleich des Rechenzeitbedarfs

Zeitschritt mit Newmark-Verfahren Der zweite Vergleich untersucht die Rechen-
zeit flir einen Zeitschritt mit dem Newmark-Verfahren fiir die vorgestellten FEM-
Modellierungsansatze (Algorithmus 4.6, 4.7/ und [4.8). Innerhalb der Zeitintegration
wird das Cholesky-Verfahren zur Losung des Gleichungssystems eingesetzt. Beim
nichtlinearen Ansatz wird die Anzahl der Newton-Iterationen variiert und deren
Auswirkung auf die Rechenzeit und Genauigkeit untersucht.

In Tabelle 4.4 sind die ermittelten Rechenzeiten in Millisekunden eingetragen. Der
lineare Ansatz ist erwartungsgemaf hier am schnellsten. Der Grund liegt in der Vor-
abberechnung der Cholesky-Zerlegung (Algorithmus|4.7), womit in jedem Zeitschritt
nur ein schnelles Vorwarts- und Riickwartseinsetzen durchgefiihrt werden muss. Mit
dem korotierten Ansatz (Algorithmus/4.8) muss in jedem Zeitschritt das Gleichungs-
system neu aufgebaut und anschliefend gelost werden. Die Rechenzeit fiir einen Zeit-
schritt ist daher grofler als bei der alleinigen Losung des linearen Gleichungssystems
(Tabelle|4.3). Die Rechenzeit fiir den nichtlinearen Ansatz (Algorithmus|4.6) skaliert
mit der Anzahl der durchgefiihrten Newton-Iterationen. Bei einer Newton-Iteration
muss ein Gleichungssystem gelost werden und der Aufwand entspricht daher in etwa
dem des korotierten Ansatzes. Bei mehr Newton-Iterationen steigt die Rechenzeit
entsprechend. So wird bei flinf Iterationen ungefahr die fiinffache Rechenzeit beno-
tigt.

Des Weiteren stellt sich die Frage, wie viele Newton-Iterationen durchzufithren sind.
Im Bild[4.10 wird der Einfluss der durchgefiihrten Newton-Iterationen auf die Genau-
igkeit der Losung dargestellt. Dazu wurde der zeitliche Verlauf der Knotenverschie-
bungen w(t) mit fiinf Newton-Iterationen w*=5(¢) als Referenzlosung angenommen.
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Fiinf Iterationen sind fiir das betrachtete Beispiel ausreichend, da eine grofiere An-
zahl keine Verbesserung der Genauigkeit mit sich bringt. In jedem Zeitschritt wird
die Differenz der Verschiebungsverliufe w*=1(t), w*=2(t), «*=3(¢t) und u*=4(t) von
der Referenzlosung gebildet. Mit der Norm dieser Abweichung zu jedem Zeitpunkt ¢;
erhélt man ein Ma W fiir die Ubereinstimmung der Verformung und somit fiir die
Genauigkeit. Als Berechnungsvorschrift ergibt sich beispielsweise fiir eine Iteration

W(t) = lu™="(t:) — ()] (4.40)

Der Verlauf von W ist im Bild[4.10 fiir eine und im Bild4.11/zwei Newton-Iterationen
dargestellt. Mit einer Newton-Iteration kann man einen geringen Unterschied zur
Referenzlosung erkennen, wahrend man mit zwei Iterationen kaum noch einen Un-
terschied feststellen kann. Mit drei und vier Iterationen befindet man sich bereits
unterhalb der Darstellungsauflosung.

Tabelle 4.4: Rechenzeit fiir einen Zeitschritt des Newmark-Verfahrens in ms

Matrixdimension | Linear | Korotiert Nichtlinear (k Iterationen)

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

261 0,1 4 4 8 12 16 20

489 0,2 9 9 18 27 35 44

849 0,8 21 21 43 64 86 107

1317 1,5 38 39 79 118 158 198

1920 2,4 66 67 135 203 269 337

2835 4.0 108 111 223 335 446 557

5097 8,6 262 269 540 808 1079 1349

9597 21,2 734 759 1490 2235 2976 3734
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Bild 4.11: Maf} der Verformungsabweichung W fiir zwei Newton-Iterationen



7

5 Haptisches Rendering

In den vorherigen Kapiteln wurde die Simulation von deformierbaren Korpern aus-
fithrlich untersucht. Eine Anwendung davon ist das haptische Rendering. Haptisches
Rendering ist die interaktive Simulation einer virtuellen Umgebung mittels eines
haptischen Gerats, welches eine Kraftriickkopplung ermoglicht. Ein Einsatzgebiet
ist die virtuelle Realitat, um realistischere Szenarien zu schaffen, wie zum Beispiel
Trainingssimulatoren fiir die Chirurgie. Die Anforderungen beim haptischen Rende-
ring sind hoher als beim visuellen Rendering, bei dem eine Bildrate von etwa 30 Hz
ausreichend ist, um eine fliissige Animation zu erzeugen. Beim haptischen Rendering
ist eine Taktrate bis 1000 Hz notwendig, um Krafteindriicke realistisch darzustellen.
Die Berechnung der Kraft in der Simulation muss daher dementsprechend schnell
erfolgen.

Im Folgenden wird die Simulation der deformierbaren Korper mit einem haptischen
Gerat gekoppelt, wobei die Simulation fiir die Berechnung der Krifte in Echtzeit
erfolgen soll. Bei groflen Simulationssystemen kann die Kraftberechnung viel Zeit
beanspruchen, wodurch die Echtzeitanforderung verletzt werden kann. Daher wird
ein Ansatz vorgestellt, der auch bei langeren Rechenzeiten dem menschlichen Benut-
zer noch eine realistische Kraftwahrnehmung eines deformierbaren Korpers ermog-
licht.

Der Systemaufbau ist im Bild [5.1] dargestellt. Die Position des haptischen Geréts
wird dabei an ein Interaktionsmodul gesendet. Dieses Modul ist dafiir verantwortlich,
die Indizes und Verschiebungen der Knoten fiir die Interaktion mit dem deformierba-
ren Korper zu ermitteln. Im einfachsten Fall entspricht die Position des haptischen
Gerats genau der Verschiebung eines einzelnen Knotens des Netzes. Bei komplexe-
ren Szenarien kann das Interaktionsmodul eine Kollisionserkennung oder auch eine
Mehrkorpersimulation beinhalten. Auf der anderen Seite hat das Modul die Aufgabe,
aus den Reaktionskréaften an den ermittelten Knoten genau eine dreidimensionale
Kraft abzubilden, die an das haptische Gerat gesendet wird. Das Interaktionsmodul
dient aulerdem als Verbindung zwischen den verschiedenen Taktraten, mit denen
das haptische Gerédt und die Simulation arbeiten.

Haptisches Gerat

‘ \ Position Knoten
- ¥ Interaktions- Position Simulation
& ‘8 Kraft mOdUI Kraft
/ )

Bild 5.1: Systemaufbau fiir haptisches Rendering
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5.1 Menschliche Wahrnehmung

Das Ziel des haptischen Rendering ist, die Manipulation des deformierbaren Korpers
moglichst realistisch darzustellen. Diese Arbeit beschrankt sich auf die realistische
Darstellung der Reaktionskrafte bei weichen Kontakten.

Die Kraftriickkopplung zum Menschen erfolgt iiber ein Gerat, dessen Taktfrequenz
vom darzustellenden Effekt abhangt. So wird fiir eine Kraftriickmeldung eine Fre-
quenz von 300 Hz empfohlen und fiir eine Vibrationsriickmeldung eine Frequenz
von 3 kHz. In virtuellen Umgebungen héngt die notwendige Taktfrequenz von der
Umgebungssteifigkeit ab und reicht von 100 Hz bis 1kHz. Oftmals wird eine Taktfre-
quenz von 1kHz realisiert, was einen guten Kompromiss zwischen Darstellungstreue,
Rechenzeit und auch Kosten ermoglicht.

Eine funktionelle Beschreibung fiir die menschliche Kraftwahrnehmung ist das We-
ber’sche Gesetz. Es kann auch bei anderen Sinnesmodalitdten angewendet werden
und lautet

= CWeber (5 1)

Hierbei ist ' der neue wahrgenommene Sinnesreiz, in diesem Fall eine Kraft, Fret
ist die Referenzkraft und cweper ist eine Konstante. Der Zahler wird auch just no-
ticable difference (JND) JND = F' — Frer genannt und bezeichnet die gerade noch
wahrnehmbare Kraftanderung. In Worten bedeutet das Weber’sche Gesetz, dass die
wahrnehmbare Kraftanderung in Relation zur Referenzkraft ein konstantes Verhalt-
nis bilden. Mehrere experimentelle Untersuchungen zeigten, dass bei Kraften die
Weber’sche Konstante cweper zwischen 7% und 10% liegt. Wird beispielsweise eine
Referenzkraft von Fres = 10N und eine Konstante cweper = 10% angenommen, so
wird nach Gleichung (5.1) davon ausgegangen, dass der Mensch eine Kraftanderung
erst wahrnehmen kann, wenn die Kraft kleiner 9N oder grofier 11 N ist.

Beim haptischen Rendering muss fiir die Kraftriickkopplung die Reaktionskraft mit-
tels Simulation berechnet werden. Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass bei
deformierbaren Kérpern die Berechnung in der Regel langer dauert als die fiir eine
Kraftriickkopplung zulassigen 1 — 3 ms. Die Simulation der Krafte steht somit nicht
in Echtzeit zur Verfligung und durch die grolere Rechenzeit entsteht eine Diskretisie-
rung des sonst glatten Kraftverlaufs. Zur Illustration dieses Problems wird zunéachst
ein linearer eindimensionaler Zusammenhang zwischen Verschiebung = und Kraft F
angenommen

F=cz (5.2)

mit einer Steifigkeit c¢. Das kontinuierliche Kraftsignal ist im Bild [5.2 veranschau-
licht. Aufgrund der Rechenzeit ergibt sich eine Diskretisierung des Kraftsignals. Das
mit einer fiktiven Rechenzeit von 50 ms diskretisierte Kraftsignal ist im Bild (5.3
gezeichnet.
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Bild 5.2: Kontinuierliches Kraftsignal

Das diskretisierte Kraftsignal wird vom menschlichen Benutzer als stérend und un-
realistisch wahrgenommen. Der Benutzer spiirt Kraftspriinge, obwohl er einen kon-
tinuierlichen Kraftverlauf erwartet. Dies kann zu Irritationen beim Benutzer, zu
ungenauen oder unkontrollierten Bewegungen und auch zur Instabilitat des Gesamt-
systems fithren. Daher sollte der Kraftverlauf stets so glatt sein, wie ein Benutzer es
mit seiner Erfahrung erwartet.

5.2 Glattung von diskretisierten Kraftsignalen

Ein Verbesserungsansatz ist der Einsatz eines Filters zur Glattung des diskretisierten
Kraftsignals. Dieses kann in das Interaktionsmodul (siehe Bild[5.1) integriert werden.
Einfache, aber auch effiziente Filter in Form von PT1, PT2 und allgemeinen PTn-
Ubertragungsgliedern werden im Folgenden untersucht und fiir die Anwendung der
Kraftriickkopplung ausgelegt. Ein grofler Vorteil dieser Filter ist die geringe Anzahl
von Parametern, die einfach und schnell variiert werden konnen. Dies ist insbesonde-
re wichtig, wenn die Filter nach dem subjektiven Empfinden von Personen ausgelegt
werden und deswegen auf eine kurze Experimentierzeit geachtet werden muss.

Ein einfaches Tiefpassfilter ist das PT1-Glied. Es ist ein proportional wirkendes
Verzogerungsglied 1.0rdnung. Die Differentialgleichung lautet

Thy(t) +y(t) = ku(?) (5:3)
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Bild 5.3: Diskretisiertes Kraftsignal

mit dem Ausgang y(t), dem Eingang wu(t), der Zeitkonstanten 7} und dem Ver-
starkungsfaktor k. Im Folgenden wird k£ = 1 verwendet um stationdre Genauigkeit
sicherzustellen.

Bild zeigt die Filterung der diskretisierten Kraftsignale aus Bild mit unter-
schiedlichen Zeitkonstanten T7.

Die Differentialgleichung eines PT2-Glieds lautet
T3j(t) + 2dTay(t) + y(t) = u(t) (5.4)

mit der Zeitkonstanten 75 und der Dampfung d. Im Folgenden wird eine kritische
Dampfung d = 1 vorausgesetzt und das PT2-Glied entspricht damit der Reihenschal-
tung von zwei PT1-Gliedern. Im Bild sind die mit einem PT2-Glied gefilterten
Kraftsignale eingezeichnet, wobei die Zeitkonstante 15 variiert wird.

Ein PTn-Glied kann als Reihenschaltung von n PT1-Gliedern konstruiert werden.
Die zugehorige Differentialgleichung lautet

> (Z) Ty ™(t) = u() (55)
k=0
mit der k-ten Ableitung y*)(¢) und der Zeitkonstanten T},.

Die gefilterten Kraftsignale mit PTn-Gliedern bis zur Ordnung 4 sind im Bild (5.6
dargestellt. Es wurde dabei jeweils die gleiche Zeitkonstante T;, i = 1..4 verwen-
det.
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Bild 5.4: PT1-Glied zur Glattung des diskretisierten Signals
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Bild 5.5: PT2-Glied zur Glattung des diskretisierten Signals
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Bild 5.6: Vergleich der Filterordnung bei gleicher Zeitkonstante

In den Bildern 5.4 und kann man erkennen, dass mit einer kleinen Zeitkonstan-
te das diskretisierte Signal genauer angenahert wird und die Stufencharakteristik
des Eingangssignals weitgehend erhalten bleibt. Dagegen bewirkt eine grofie Zeit-
konstante ein flacheres Ausgangssignal und auch eine grofiere Zeitverzogerung. Bei
dem Vergleich der Filterordnungen im Bild (5.6 zeigt sich, dass das Ausgangssignal
bei Filtern hoherer Ordnung glatter ist und eine hohere Differenzierbarkeitsordnung
besitzt, was sich auch mit der Gleichung (5.5) theoretisch bestédtigen lasst.

Die Auswahl und Auslegung des Filters soll mit den Anforderungen der menschlichen
Wahrnehmung geschehen. Dadurch ergeben sich widerspriichliche Vorgaben an das
Filter. Auf der einen Seite soll das Filter moglichst schnell sein, um keine zuséatzliche
Zeitverzogerung zu erzeugen, das heifit die Zeitkonstante T; soll klein sein. Auf der
anderen Seite soll das Signal so glatt sein, dass der Mensch das Kraftsignal als
kontinuierlich wahrnimmt. Dies entspricht einer grofien Zeitkonstanten 7; oder einer
hohen Ordnung des Filters.

Die Wahl der Zeitkonstante héangt von der diskretisierten Kraftsprunghohe ab, die
geglattet werden soll. Die Kraftspriinge selbst hdngen von mehreren Faktoren ab. Als
erstes von der Modellierung des deformierbaren Korpers und der damit verbundenen
Rechenzeit. Bei hoher Rechenzeit ist nicht nur die Zeit zwischen den Kraftspriingen
grofler, auch die Hohe der Kraftspriinge kann grofler sein. Aulerdem héangen die
Kraftspriinge vom Material des Objekts ab. Bei hoher Steifigkeit bewirken auch
kleine Verformungsinderungen eine groBe Anderung der Kraft. Ein weiterer Faktor
ist die Eingangsbewegung. So andert sich bei einer schnellen Bewegung die Reakti-
onskraft entsprechend schnell und es treten dadurch grofiere Kraftspriinge auf.
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Bild 5.7: Zeitverzogerung eines PT1-Gliedes in s

Die Zeitverzogerung, die durch die Filterung entsteht, kann durch den Phasenwinkel
¢ des Ubertragungsglieds abgeschatzt werden. Beim PT1-Glied lautet er

¢ = arctan (—wT}) (5.6)

wobei w die Frequenz des Eingangssignals ist. Die frequenzabhéangige Zeitverzoge-
rung At durch das Filter ist somit

Ao ¥ _ arctan (—wTh) (57)
w w

In Bild 5.7/ sind die Zeitverzogerungen eingezeichnet, die sich durch ein PT1-Glied
mit verschiedenen Zeitkonstanten 77 ergeben.

Man erkennt, dass ein niederfrequentes Signal eine grofiere Zeitverzogerung als ein
hochfrequentes besitzt. Die maximale Zeitverzogerung ist gleich der Zeitkonstanten
des PT1-Glieds. Dies ergibt sich aus der Grenzwertbetrachtung

lim At =T (5.8)

Die Berechnung der Zeitverzogerung durch Glieder héherer Ordnung erfolgt analog
und es resultiert die maximale Zeitverzogerung fiir ein PTn-Glied

lir% At =nT, (5.9)

Die bisherigen Betrachtungen der Filter erfolgten mit kontinuierlichen Signalen. Fiir
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einen Rechnereinsatz miissen diese nach der Auslegung noch diskretisiert werden.
Dazu wird die Ableitung durch den Differenzenquotienten angenahert

§(te) = g ~ % (5.10)

mit der Zeitschrittweite h des Filters. Setzt man diese Approximation in die Dif-
ferentialgleichungen der Ubertragungsglieder ein, erhélt man eine zeitdiskretisierte
Form. Wenn man diese Darstellung nach dem aktuellen Ausgang v, auflost, ergibt
sich ein Filtergesetz, in dem der Ausgang nur vom Eingang und von zuriickliegenden
Ausgéangen abhangt.

Fiir das PT1-Glied mit der Differentialgleichung lautet das digitale Filterge-
setz
h T

I A

Yk Yr—1 (5.11)

Approximiert man die Differentialgleichung (5.4) des PT2-Glieds mit (5.10), ergibt
sich das digitale Filtergesetz

b’ T T\’
= 2 - _ 5.12
vk (T2+h) S R (T2+h) Yh=2 (5.12)
Fiir das allgemeine PTn-Glied erhélt man aus der Gleichung (5.5) das Filtergesetz
i ' + En (5.13)
= U CilYk—; .
Yk T +h k - Yk

mit den Koeflizienten

¢ = (—1)""! (?) (TnT-Z h)i (5.14)

5.3 Experimente und Ergebnisse

Im Folgenden werden zwei Experimente prasentiert. Das erste Experiment zeigt die
Auslegung des Filters fiir haptische Anwendungen. Dadurch erhalt man Werte fiir
die Filterparameter, um diese mit einem haptischen Gerat einsetzen zu konnen. Das
zweite Experiment ist ein Beispiel fiir das haptische Rendering. Dabei wird eine
Simulation eines virtuellen Objekts durchgefiihrt, wobei der Benutzer interaktiv das
Modell verformen kann und die Reaktionskrafte spiirt.

Filterauslegung Das Ziel der Filterauslegung ist eine obere Grenze fiir die Zeit-
konstante eines PThn-Filters zu ermitteln, so dass sich ein diskretisiertes Signal glatt
anfithlt. Als Versuchsumgebung wird ein PHANToM Desktop verwendet und die
Kraftriickkopplung ist proportional zur Eingangsposition. Der Versuch entspricht
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somit dem Ziehen an einer virtuellen linearen Feder. Es werden mehrere Steifigkei-
ten eingestellt, um deren Auswirkungen auf die Kraftspriinge zu untersuchen. Fiir
die Diskretisierung des Kraftsignals wird eine kiinstliche Rechenzeit von 100 ms ein-
gestellt. Die interne Taktrate des Gerats und somit auch die Zeitschrittweite des
Filters ist 1000 Hz beziehungsweise 1 ms. Die Aufgabe fiir die Versuchspersonen ist,

die Zeitkonstante fiir die Filter anzupassen, so dass sich das gefilterte Kraftsignal
kontinuierlich anfiihlt.

In Tabelle [5.1 sind die experimentell ermittelten Zeitkonstanten bis zur Filterord-

nung 4 eingetragen. Es wird dabei der Mittelwert der Ergebnisse von 8 Versuchsper-
sonen gebildet.

Tabelle 5.1: Experimentell ermittelte Zeitkonstanten

Filter Zeitkonstante

PT1 0.025
PT2 0.013
PT3 0.008
PT4 0.007

In den Bildern|5.8/und 5.9 sind aufgezeichnete Kraftsignale dargestellt. In dem Expe-
riment wird das kontinuierliche, das diskretisierte und das gefilterte Signal abgespei-
chert. Die Zeitkonstante fur das PT1-Glied ist 77 = 30ms und fir das PT2-Glied

T, = 15ms. Das mit diesen Einstellungen gefilterte Kraftsignal wird von den Ver-
suchspersonen als glatt wahrgenommen.
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Bild 5.8: Filterung mit PT1-Glied mit 73 = 0.03 s
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Bild 5.9: Filterung mit PT2-Glied mit T, = 0.015s

Echtzeit Manipulation eines virtuellen Objekts Die vorgestellten Techniken wer-
den nun in einem virtuellen Szenario demonstriert. Das virtuelle Objekt, das mani-
puliert beziehungsweise verformt werden kann, ist ein Hase (siche Bild [5.10). Der
Hase ist Teil des Stanford 3D Scanning Repository [118]. Das urspriingliche Modell
wurde reduziert und besteht hier aus 571 Punkten und 1873 Tetraedern. Die Model-
lierung erfolgt unter Beriicksichtigung der geometrischen Nichtlinearitaten und das
System wird dynamisch betrachtet. Die Zeitintegration erfolgt mit dem Newmark-
Verfahren geméfl Algorithmus [4.6, wobei die Zeitschrittweite der Rechenzeit eines
Integrationsschritts angepasst wurde. Dadurch ist die Simulationszeit in etwa syn-
chron zur realen Zeit. In diesem Beispiel betragt die Zeitschrittweite 100 ms. Als
Interaktionsart wird die Verschiebungsinteraktion gewahlt. Das Eingabegerat ist ein
PHANToM Desktop und der Benutzer kontrolliert iiber den Eingabestift einen Kno-
tenpunkt des Modells. Fiir diesen Knoten wird die Position vorgegeben und die
Reaktionskraft berechnet. Zur Glattung der durch die Berechnung diskretisierten
Signale wird ein PT2-Glied mit einer Zeitkonstanten 7, = 0.015s integriert.

Einige Momentaufnahmen der Simulation sind im Bild 5.11] zu sehen. Der Knoten-
punkt P, an dem die Verschiebungsinteraktion stattfindet, ist ebenfalls eingezeichnet.
Im Bild [5.12 ist der Kraftverlauf fiir eine Bewegung dargestellt. Es sind zum einen
die diskretisierten Krafte aus der Simulation eingezeichnet und zum anderen die
durch das PT2-Filter geglatteten Krafte. Die gefilterten Krafte werden dabei vom
Benutzer als glatt empfunden.

Mit der vorgestellten Simulationsarchitektur besteht die Moglichkeit ein haptisches
Rendering von nahezu beliebigen Objekten durchzufiithren. Die notwendige Geome-
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triebeschreibung des Modells kann aus vielen Konstruktions- und Modellierungs-
programmen mit standardisierten Dateiformaten exportiert werden. Anschliefend
miissen fiir die vollstandige Beschreibung die Materialparameter und die Simulati-
onseigenschaften gewahlt werden. Diese Wahl bestimmt die Simulationskomplexitat
und somit die Rechenzeit. Fiir die Echtzeitfahigkeit muss die Simulationszeit mit
der realen Zeit synchronisiert werden. Bei einer konstanten Anzahl von Iteration
innerhalb eines Simulationsschrittes, lassen sich sogar harte Echtzeitanforderungen
erfiillen, da die Anzahl der Rechenoperationen gleich bleibt.

==l _ﬁ:‘qj._vﬂ

Bild 5.10: Modell des Hasen
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Bild 5.12: Kraftverlauf
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6 Kraftpradiktion in der Teleprasenz

Die zweite Anwendung ist die Kraftpradiktion in Teleprasenzsystemen. Teleprasenz
bedeutet, einem Menschen mit technischen Mitteln ein Empfinden zu geben, so dass
er sich in einer entfernten Umgebung prasent fithlt. Dies kann mit visuellen, auditori-
schen und haptischen Eindriicken geschehen. Angewendet in der Telerobotik ist das
Ziel dabei, die Durchfiihrung von Manipulationsaufgaben in entfernten, meist nicht
zuganglichen Umgebungen durch den Menschen. Als Anwendungsbeispiele knnen
hier Satellitenreparatur im Weltraum, Minenentscharfung oder chirurgische Ope-
rationen genannt werden. Im Allgemeinen sind das Umgebungen, in denen es zu
gefahrlich, zu teuer oder zu aufwendig ist einen Menschen vor Ort zu haben. Ein
Teleprasenzsystem besteht dabei auf der einen Seite aus einem menschlichen Ope-
rator, der mit entsprechenden Eingabe- und Riickkopplungsgeraten ausgestattet ist.
In der entfernten Umgebung befindet sich ein Teleoperator, mit dessen Aktorik, Sen-
sorik und Werkzeugen man Arbeiten verrichten kann. Der Operator steuert dabei
den Teleoperator und gemessene Groflen werden vom Teleoperator an den Operator
gesendet. Der Operator und der Teleoperator bilden einen geschlossenen Regelkreis.
Die Kommunikation zwischen der lokalen Operatorumgebung und der entfernten
Teleoperatorumgebung erfolgt iiber Ubertragungswege, wie zum Beispiel LAN, In-
ternet oder Funk.

Als Beispiel eines Teleprasenzsystems ist hier ein System eines Teilprojekts des Son-
derforschungsbereichs 453 Wirklichkeitsnahe Teleprasenz und Teleaktion“ aufge-
fiihrt. Das Szenario wurde am Deutschen Zentrum fiir Luft- und Raumfahrt (DLR)
im Institut fiir Robotik und Mechatronik realisiert. Verschiedene Algorithmen zur
Kraftsimulation und Kraftpradiktion aus dieser Arbeit wurden mit diesem System
getestet. Das Szenario entspricht einer Satellitenreparatur im Weltraum, bei der der
Satellit zunéchst eingefangen werden muss und anschliefend mehrere Manipulati-
onsaufgaben durchzufiihren sind, wie zum Beispiel Kabelverbindungen &ffnen und
umstecken. Die Operatorseite ist im Bild /6.1 oben zu sehen. Der Operator bedient
einen Leichtbauroboter, der als haptisches Gerat dient, iiber den er den Teleopera-
tor ansteuert und die Kréafte riickgekoppelt werden. Das Sichtsystem ist ein Head-
Mounted Display (HMD), welches ein Videobild der Umgebung wiedergibt. Die ent-
fernte Umgebung besteht aus einem Teleoperator und einer Versuchsflache (Bild [6.1]
unten), die einen Teil eines Satelliten darstellt. Der Teleoperator ist ebenfalls ein
Leichtbauroboter mit einem Greifer als Werkzeug.

Im Allgemeinen besteht das Teleprisenzsystem aus einer haptischen, visuellen und
auditorischen Signalriickfithrung. Im Folgenden wird der haptische Kanal des Sys-
tems genauer untersucht und erweitert. Im Bild ist der haptische Kanal mit
Zeitverzogerungen durch die Ubertragung dargestellt.
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Bild 6.1: Teleprasenzplattform am DLR

Die unvermeidlichen Zeitverzogerungen durch die Ubertragungsstrecke wirken sich
storend auf das Teleprasenzsystem aus. Ist die Zeitverzogerung zu grof, ist ein stabi-
les Arbeiten sogar unmoglich. Zur Losung dieses Problems existieren verschiedene re-
gelungstechnische Ansétze, die bereits erfolgreich demonstriert wurden [91], [92], [9].
Diese Ansétze funktionieren bei kleinen Zeitverzogerungen sehr gut, bei grofieren
Zeitverzogerungen verringert sich aber die Agilitat des Systems stark. Ein neuer
Ansatz zur Kompensation der Latenzzeiten ist die Anwendung von lokalen Simu-
lationsmodellen in Teleprasenzsystemen. Mit den Simulationsmodellen kénnen die
Krafte, die in der entfernten Umgebung auftreten, pradiziert werden.

Ein zusatzlicher Ansatz zur Kraftpradiktion ist die Bewegungsprédiktion zur Vorher-
sage der Operatorbewegung. Die Bewegungspradiktion reduziert dabei die Differenz
zwischen Operator- und Teleoperatorbewegung und verringert somit den Einfluss
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Bild 6.2: Teleprisenzsystem

der Zeitverzogerung im Ubertragungskanal vom Operator zum Teleoperator. Dieser
Ansatz ist mit den Algorithmen in [26] genauer beschrieben.

6.1 Kraftpradiktion zur Kompensation von
Latenzzeiten

Die Idee der Kraftpradiktion ist eine Erweiterung des Teleprasenzsystems um ein
Pradiktionsmodul, das die Kontaktkréfte simuliert (siehe Bild [6.3)). Die simulierten
Krafte werden anstelle der zeitverzogerten, gemessenen Krafte zum Operator riick-
gefithrt und sind somit zeitsynchron zur Operatorbewegung. Die Kraftpradiktion
entspricht dabei einem lokalen Simulationsmodell der entfernten Umgebung. Das
Simulationsmodell muss somit in einem ersten Schritt erstellt werden. Bei einer un-
bekannten Umgebung kann dies in einer experimentellen Lernphase erfolgen, in der
die zeitverzogerten Messdaten zur Modellerzeugung und zur Parameteridentifikation
verwendet werden. Nach der Lernphase werden die Messdaten zur Modellvalidierung
genutzt, und bei einer Abweichung des Modells von den Messungen erfolgt eine Mo-
dellanpassung oder eine erneute Identifikation.

In dieser Arbeit wird der Ansatz der Kraftpradiktion insbesondere auf weiche Kon-
takte, die in der entfernten Umgebung auftreten, angewendet. Der weiche Kontakt
wird mit den Algorithmen aus den vorherigen Kapiteln simuliert. Ein Vorgehen zur
Modellidentifikation, das sich fiir unbekannte Umgebungen eignet, wurde in Kapi-
tel 3/ prasentiert. Dabei wird angenommen, dass der Teleoperator mit einer Kamera
und einem Kraft-Momentensensor ausgestattet ist. Damit kann das deformierba-
re Objekt erfasst und parametrisiert werden. AnschlieBend dient die Simulation der
deformierbaren Korper als Kraftpradiktion im Teleprasenzsystem. Die Wahl des Mo-
dellierungsansatzes — nichtlinear, linear oder korotiert — hangt von der Umgebung
und dem Objekt ab, und ebenso, ob eine statische oder dynamische Betrachtung
erfolgt.
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Bild 6.3: Kraftpradiktion

6.2 Experimente und Ergebnisse

Das folgende Experiment soll den Einsatz der Kraftpradiktion demonstrieren. Dazu
wird ein Teleprasenzsystem aufgebaut, das die Strukturen aus den Bildern 6.2/ und
6.3| realisiert. Der menschliche Operator steuert iber das haptische Gerat, einem
PHANToM Desktop, den Teleoperator. Der Teleoperator ist der Roboter mit einem
Kraft-Momentensensor an der Spitze, der auch in den Experimenten in Kapitel [3
verwendet wurde. Der Operator und der Teleoperator sind iiber ein lokales Netz-
werk verbunden und die Kommunikation findet mit dem UDP-Protokoll statt. Da
die Zeitverzogerung in diesem lokalen System gering ist, besteht die Moglichkeit eine
simulierte Zeitverzogerung tiber einen Ringpuffer in das System zu integrieren. Es
wird eine Zeitverzogerung von 200 ms in jede Signalrichtung eingestellt, wodurch
sich eine Zeitverzogerung von insgesamt 400 ms zwischen Operatorbewegung und
riickgekoppelter Kraft ergibt. Das Objekt in der entfernten Umgebung ist ein de-
formierbarer Kunststoffball, der im Bild 6.4/ dargestellt ist. Die Geometrie und die
Materialparameter sind bereits identifiziert und der Ball wird mit der linearen FEM
modelliert. Die in diesem Experiment einfache Aufgabe des Operators ist, mit dem
Teleoperator auf den Ball zu driicken.

Der erste Versuch wird ohne Zeitverzogerung und ohne Kraftpradiktion durchge-
fithrt. Die Position des Operators und die Kraft sind im Bild 6.5 dargestellt. Es ist
jeweils nur die Komponente normal zur Balloberfliche aufgetragen. Ist die Opera-
torposition kleiner als Null, befindet sich der Roboter in Kontakt mit dem Ball und
die Position entspricht der Verformung des Balles. Die Kraft verschwindet, wenn
der Roboter nicht in Kontakt ist, das heifit wenn die Position grofier Null ist. Beim
zweiten Versuch ist die simulierte Zeitverzogerung von 400 ms in das System in-
tegriert. Im Bild [6.6 ist der zeitliche Versatz zwischen Position- und Kraftverlauf
deutlich zu erkennen. Ein Kontakt wird als Kraftsignal verzogert tibermittelt und
somit vom Operator zu spat wahrgenommen. Aufgrund der Latenzzeit ist es dem
Operator nicht moglich, stabil mit dem Teleoperator auf den Ball zu driicken. Man
erkennt das in den starken Signalschwankungen im Bild [6.6. Im dritten Versuch ist
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die Kraftpradiktion zur Kompensation der Zeitverzogerung aktiviert. Die simulier-
ten Kréfte werden anstelle der gemessenen an den Operator gesendet. Im Bild 6.7
sind die pradizierten und die gemessenen Krafte eingezeichnet. Man kann erkennen,
dass die simulierten Krafte zeitsynchron zur Operatorposition sind und es dadurch
dem Operator moglich ist, stabil auf den Ball zu driicken.

Dieses Experiment zeigt die Leistungsfahigkeit des Ansatzes der Kraftpradiktion. Da-
bei wird nach einer Identifikationsphase das haptische Rendering zur Vorhersage der
Kréfte eingesetzt. Fiir eine Funktionalitdt des Systems in dieser Form ist eine gute
Ubereinstimmung des Simulationsmodells mit der entfernten Umgebung notwendig.
Von dieser Architektur ausgehend lassen sich Varianten des Systemaufbaus ablei-
ten, die robuster in unbekannten Umgebungen sind. So konnen die zeitverzogerten
Messsignale verarbeitet werden und nach einem detektierten Ereignis kann eine Mo-
dellanpassung erfolgen. Darauf basierend kénnen problemangepasste Explorations-
und Lernverfahren fiir unbekannte Umgebungen entwickelt werden.

Bild 6.4: Laboraufbau
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6 Kraftpradiktion in der Teleprasenz
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Der Einsatz von Simulationen von Systemen mit deformierbaren Korpern ist in
vielen Fachgebieten ein bewahrtes Mittel. Benotigt man aber schnelle oder sogar in-
teraktive Simulationen miissen die Modelle hinsichtlich einer schnellen Auswertung
aufbereitet und mit effizienten Strukturen und Algorithmen implementiert werden.
In dieser Arbeit werden Algorithmen zusammengestellt, die eine interaktive Simu-
lation von deformierbaren Koérpern ermoglichen. Je nach Anforderung entsteht ein
Simulationsablauf, der auf unterschiedlichen Modellierungsarten, Simulationsarten
und Interaktionsarten basieren kann. Von der Idee der Kraftpradiktion in Telepra-
senzsystemen inspiriert, wird ein geschlossenes Vorgehen zur experimentellen Model-
lidentifikation, Simulationsaufbau und Systemintegration prasentiert. Im Folgenden
werden die einzelnen Aspekte der Arbeit zusammengefasst.

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen aus der Kontinuumsmechanik
ausgearbeitet. Es werden drei verschiedene Moglichkeiten zur Modellierung eines de-
formierbaren Korpers mittels der Finite-Elemente-Methode vorgestellt. Die lineare
Finite-Elemente-Methode eignet sich fiir kleine Verformungen des Korpers, wiahrend
der nichtlineare und korotierte Modellierungsansatz auch grofle Verformungen rea-
listisch abbilden kann. Die Vernetzung des Korpers erfolgt in dieser Arbeit mit
Tetraederelementen.

Die Vorstellung eines Vorgehens fiir eine experimentelle Modellidentifikation, die
speziell fiir Teleprasenzszenarien geeignet ist, erfolgt in Kapitel 3. Die Geometrie-
rekonstruktion verwendet eine an einem Roboterarm montierte Kamera. Mit Auf-
nahmen des Objekts aus mehreren Ansichten kann ein dreidimensionales Modell er-
stellt werden. Mit dem zu Grunde liegenden Geometriemodell konnen anschlieend
die Materialparameter durch einen Druckversuch und eine Parameteroptimierung
identifiziert werden.

In Kapitel |4/ werden die Simulationsalgorithmen fiir eine schnelle Auswertung der
Systemgleichungen aufbereitet und analysiert. Es werden dabei sowohl statische als
auch dynamische Probleme beriicksichtigt. Aulerdem werden Schnittstellen zur In-
teraktion mit der Simulation in die Systemgleichungen integriert. Ein Rechenzeit-
vergleich gibt Anhaltspunkte, welche Simulation fiir eine Anwendung am besten
geeignet ist.

Die erste Anwendung der Simulation der deformierbaren Korper wird in Kapitel 5
prasentiert. Es handelt sich um das haptische Rendering, bei dem fiir eine Kraftriick-
kopplung die Reaktionskrafte in Echtzeit berechnet werden miissen. Da die hohen
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Rechenzeitanforderungen oftmals nicht erfiillt werden konnen, wird ein Tiefpassfil-
ter als Glattungsalgorithmus vorgeschlagen und fiir haptische Anwendungen mit
Versuchen ausgelegt.

In Kapitel 6 erfolgt die zweite Anwendung der Simulation der deformierbaren Korper.
Sie wird zur Kompensation der Zeitverzogerung in Teleprasenzsystemen eingesetzt.
Dazu wird das System um eine operatorseitige Simulation der entfernten Umge-
bung erweitert. Diese dient zur zeitsynchronen Krafteberechnung bei auftretenden
weichen Kontakten. Die Leistungsfahigkeit der Kraftpradiktion wird in einem Tele-
prasenzsystem experimentell demonstriert.

7.2 Ausblick

Die behandelten Forschungsfragen besitzen noch Potential fiir Verbesserungen zur
Fortfithrung der Arbeit. Dies geschieht bereits zum Teil in einem Nachfolgeprojekt
des Sonderforschungsbereichs 453 ,Wirklichkeitsnahe Teleprasenz und Teleaktion“.
Im Folgenden werden Vorschlage zur Erweiterung gegeben, die im Laufe der Arbeit
entstanden sind.

Eine Erweiterung der Modellierung kann die Berticksichtigung weiterer physikali-
scher Effekte sein. So konnten Reibung, Stée und Strukturbriiche mehr Mdoglich-
keiten in der Manipulation der deformierbaren Korper bieten. Die dafiir benotigten
zusatzlichen Modellparameter kénnten dann auch experimentell identifiziert wer-
den.

Das Vorgehen zur Objektrekonstruktion ist im Moment auf statische Umgebungen
beschrankt. Eine Erweiterung wire die Erfassung von zeitabhéangigen Objekten und
dynamischen Umgebungen. Eine weitere Verbesserung ware eine erhohte Automati-
sierung der 3D Rekonstruktion, was durch eine Verkniipfung der einzelnen Rekon-
struktionsschritte erreicht werden konnte.

Eine Effizienzsteigerung der numerischen Auswertung konnte neben einer weiteren
Programmoptimierung auch durch eine Parallelisierung der Algorithmen geschehen.
Die Nutzung von Grafikprozessoren konnte die Rechenzeit verringern, ebenso ein
Mehrgitterverfahren zur Losung der Systemgleichungen, das sich in anderen For-
schungsarbeiten bereits als effizient erwiesen hat. Dadurch konnten detailliertere
Modelle mit mehr Freiheitsgraden simuliert werden.

Die Interaktion zwischen dem haptischen Gerat und der Simulation erfolgt tiber
Knotenindizes, die in der Implementierung als bekannt angenommen werden. Um
die Knoten wéihrend der Simulation bestimmen zu konnen, miisste das System um
eine Kollisionserkennung fiir deformierbare Korper erweitert werden. Damit ware es
moglich, den Kontakt eines beliebig geformten Starrkorpers mit einem deformierba-
ren Korper zu simulieren.

Der vorgestellte Ansatz der Kraftpradiktion eignet sich fiir statische beziehungswei-
se langsam verdnderliche Umgebungen, weil dann das Simulationsmodell mit der
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Realitat tibereinstimmt. Weicht das Modell zu stark von der Realitat ab, konnen
die Kréafte nicht mehr richtig vorhergesagt werden. Durch Erweiterungen koénnte
man auch veranderliche Systeme abbilden und das lokale Simulationsmodell mit
den zusatzlichen Informationen anpassen. So konnte man ein vorhandenes Video-
signal nutzen um Objekte zu erkennen und zu verfolgen. Mit der Beriicksichti-
gung starrer Korper in der Kraftpriadiktion kénnte ein breiteres Spektrum an An-
wendungsszenarien abgedeckt werden. Erste Architekturerweiterungen mit einem
Online-Identifikationsverfahren und einer Modellanpassung zur Laufzeit wurden be-
reits getestet. Diese konnte man spezifischer fiir ein Szenario anpassen, um nicht
nur einen Funktionstest im Labor zu verifizieren, sondern auch eine Validierung mit
einem realistischen Telemanipulationsvorgang durchfiithren zu konnen. Ein weiterer
Punkt ware die Entwicklung fortgeschrittener Regelungsstrategien, die die Simula-
tion beinhalten, wie beispielsweise ein nichtlinearer Beobachter, der die Simulation
zur Zustandsschatzung verwendet.
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A Nomenklatur

Es folgt eine kurze Beschreibung der verwendeten Schreibweise. Die Darstellung ist
dabei auf die Ausdriicke beschrankt, die in der vorliegenden Arbeit Verwendung
finden. Die Schreibweise entspricht der Notation aus dem Buch von PARISCH [96]
und dem Vorlesungsskript von WALL [121] und ist dort ausfiihrlich dargestellt.

Indizes a,b,c,A,B,C' laufen, wenn nicht anders angegeben, von 1 bis 3.

Es gilt die Einsteinsche Summenregel

3
X*Es=) X'Ey4 (A1)

A=1
Die Definition des Kronecker-Delta lautet

« | 1, fallsa=A
5A_{O,h%a#A (A-2)

Die Definition des Permutationssymbols € ist

+1, falls{a,b,c} = {1,2,3},{3,1,2},{2,3,1}
e ={ —1, falls{abc} = {32,1},{1.32},{2,1,3} (A.3)

0 sonst

Das duflere oder dyadische Produkt zweier Vektoren a,b € R? lautet

a, aiby aiby aibs
a® b= (05} [bl b2 b3} = CLle a2b2 a2b3 (A4)
as CL3b1 agbg a3b3
und es gilt
(a®b)-c=a(b-c) (A.5)

Die Basisdarstellung eines Tensors T' 2.0rdnung lautet

T="T%¢e,2e" (A.6)
T=T,""® e, (A7)
T =T%, ® e, (A.8)
T =Tue"® e (A.9)
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A Nomenklatur

Die Matrixdarstellung eines Tensors ist

[Tab} - T31 T32 T33
T° T°% 1T°

Die Tensormultiplikation in der Basisdarstellung ist definiert als
T-8=T1°5"¢€,® €

und lautet in der Matrixdarstellung

Tl1 Tl2 T13 Sll 5«12 813
[Tab} ) [Sbc] = [Tabsbc] = |T% T% T%| |S% S S%
T31 T32 T33 531 532 533

Das innere Produkt zweier Tensoren lautet in der Basisdarstellung
T:8="T"Sy
und in der Matrixdarstellung

(7] + [Su] = spur([T%)” [S.a])

Der raumliche Gradient eines materiellen Tensorfeldes X ist

axll ax; ax;

ox ox ox

0X 2 2 2

madX = o oder [XL]=19r G7 G
oX3 9X3 9X3

oxt  0x*  0x®

und der materielle Gradient eines raumlichen Tensorfeldes a lautet

ozt ozt Ox!

ox %X21 %X22 %X23

Grade =7 oder ["a) = 1951 5x7 ox
oz® 02 02

oxX' ox* ox°

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

Die raumliche Divergenz eines raumlichen Tensorfeldes f ist definiert als

of*
oz’

af  of

o f3
5 b: a _
o = dxt  0a?

o3

divf = spur(gradf) =

(A.17)
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und die materielle Divergenz eines materiellen Tensorfeldes F' ist

OFt  9oF* OF®
5,0 =F = oxT Taxz Taxr  (A18)

oFA
oXP

DivF = spur(GradF') =
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