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Kurzfassung

Blasenströmungen finden Anwendung in zahlreichen technischen Prozessen. Deren
Optimierung setzt ein gutes Verständnis der Wechselwirkungen zwischen der defor-
mierbaren Phasengrenzfläche und den Wirbelstrukturen im Nachlauf voraus. Mittels
Direkter Numerischer Simulation von einzelnen Gasblasen wurden diese Wirkmecha-
nismen untersucht. Die Beschreibung von bewegten Oberflächen erfolgte durch die
hybride Partikel-Level-Set-Methode (HPLS). Es wurde eine modifizierte Version der
HPLS-Methode für eine verbesserte Genauigkeit der Grenzflächenbeschreibung ent-
wickelt und diese für Simulationen von Zweiphasenströmungen mit großen Dichte- und
Viskositätsgradienten sowie mit Oberflächenspannungskräften an Phasengrenzflächen
validiert. Die numerischen Untersuchungen von Blasen mit linearen Aufstiegspfaden
in einem Schwerkraftfeld ergaben eine sehr gute Übereinstimmung der Blasenformen,
der Größe der Nachlaufgebiete und der Aufstiegsgeschwindigkeiten mit den experimen-
tellen Daten. Durch Simulationen von Blasen mit zickzackförmigen Aufstiegsbahnen
konnte das periodische Ablösen von untereinander verbundenen Haarnadelwirbeln von
der Blasenunterseite als Ursache der lateralen Blasenbewegung identifiziert werden.
Auf Grund des turbulenten Nachlaufs stellten sich zudem symmetrische und asymme-
trische Oszillationen der Blasenform ein.

Abstract

Bubble laden flows play an important role in process engineering. For the optimization
of technical applications a deep knowledge of the bubble-wake interaction is necessary.
We have performed direct numerical simulations of single gas bubbles rising in liquids
under the influence of a gravitational field. For representing the phase interfaces the
hybrid particle-level-set method (HPLS) is employed. This method has been validated
for the computation of two-phase flows characterized by large density and viscosity ra-
tios and by the presence of surface-tension forces at the phase interfaces. Furthermore,
a modified HPLS-method with improved accuracy of the interface description has been
developed. For bubbles rising steadily along a linear path the bubble shape, the wake
geometry and the terminal rising velocity obtained by numerical simulations have be-
en found to be in excellent agreement with experimental data. For bubbles ascending
along zig-zag paths we were able to capture the mechanism of periodic shedding of
connected hairpin vortices which cause the lateral bubble motion. The turbulent wake
leads to symmetric and asymmetric bubble-shape oscillations.
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1 Einleitung

Blasenströmungen sind in einer Vielzahl von technischen und auch geophysikalischen
Prozessen von großer Bedeutung. So wird beispielsweise bei der Aluminiumherstel-
lung ein inertes Gas in die Schmelze eingebracht, um vorhandene Verunreinigungen,
wie Wasserstoff oder feste Schwebeteilchen, an die Oberfläche der Schmelze zu trans-
portieren. Weitere technische Anwendungen von Blasenströmungen sind in Kühlan-
lagen und Dampferzeugern von Wärmekraftwerken, in Entgasungsanlagen sowie für
Mischungsprozesse in chemischen Reaktoren zu finden. Für den natürlichen Gasaus-
tausch zwischen der Atmosphäre und den Ozeanen können Gasblasen ebenfalls eine
wichtige Rolle spielen.
Blasenströmungen sind den Mehrphasenströmungen zuzuordnen, welche durch das
Vorhandensein mehrerer homogener Gebiete, den sogenannten Einzelphasen, charakte-
risiert sind. Diese Einzelphasen sind durch Trennflächen voneinander abgegrenzt. Zum
einen spricht man von einer Mehrphasenströmung falls ein Stoff, beispielsweise Wasser,
in mehreren Aggregatzuständen gleichzeitig im betrachteten System vorliegt. Zum an-
deren werden jedoch auch oft Mehrkomponentenströmungen, welche aus Stoffen unter-
schiedlicher chemischer Zusammensetzung bestehen, als Mehrphasenströmung be-
zeichnet. In Abhängigkeit der Stoffpaarungen treten an den Grenzflächen verschiedene
Effekte wie Oberflächenspannungskräfte, Diffusion von Stoffen, Phasenübergang und
chemische Reaktionen auf. Als Blasenströmung werden Gas-Flüssigkeitsströmungen
bezeichnet, in denen die Gasphase dispers verteilt als Blasen vorliegt.

Die Auslegung und Optimierung von technischen Anlagen setzt eine hohe Vorher-
sagegenauigkeit der eingesetzten Strömungsberechnung voraus. Auslegungsrechnungen
werden derzeit hauptsächlich mit RANS-Codes durchgeführt, in denen der Einfluss
der Strömungsturbulenz durch Turbulenzmodelle wiedergegeben wird. Hierbei wird
jedoch in der Regel nicht zwischen Gas- und Flüssigkeitsphase unterschieden, sondern
ein homogenes Fluidgemisch betrachtet. Diese Verfahren erfordern daher möglichst
genaue Modelle, welche den Einfluss vorhandener Gasblasen auf die Eigenschaften
des Gemisches und auf die gemittelten Strömungsgrößen beschreiben. So kann die
durch den Blasennachlauf induzierte Turbulenz (BIT - ’bubble induced turbulence’)
große Auswirkungen auf den Austausch von Masse, Impuls und Energie in Zweiphasen-
strömungen haben. Während Turbulenzmodelle für einphasige Strömungen durch jahr-
zehntelange Forschung ein gewisses Maß an Ausgereiftheit besitzen, weisen die heute
verfügbaren Modelle für blaseninduzierte Turbulenz noch großes Potential für Ver-
besserungen auf, siehe Sato et al. [129], Lance und Bataille [72] sowie Troshko und
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1 Einleitung

Hassan [155].

Für die Entwicklung von leistungsfähigen Modellen für RANS-Codes oder auch
für Grobstruktursimulationen (LES) ist eine genaue Kenntnis der Wirkmechanismen
zwischen der Gasblase, deren möglicherweise sehr komplexen Nachlaufstrukturen und
der umgebenden Strömung eminent wichtig. In zahlreichen experimentellen Unter-
suchungen konnten diesbezüglich bereits wertvolle Informationen gewonnen werden.
Auf Grund der vielen das Experiment beeinflussenden Randbedingungen wurden je-
doch teilweise unterschiedliche Blasenformen und Aufstiegspfade bei gleichen Aus-
gangskonfigurationen gefunden. Weiterhin sind die aus der Metallurgie bekannten
Anwendungen von Blasenströmungen durch undurchsichtige Flüssigkeiten charakte-
risiert. Die Messung von Geschwindigkeiten und Blasenformen mit bekannten opti-
schen Methoden ist somit nicht möglich. Unter diesen schwierigen Messbedingungen
können Röntgenverfahren oder Ultraschallverfahren eingesetzt werden. Diese Mess-
methoden liefern jedoch nur begrenzte Informationen zum Strömungsfeld und die
Blasenform selbst ist derzeit kaum reproduzierbar.

Bei numerischen Simulationen sind derartige Unbestimmtheiten und Einschrän-
kungen nicht vorhanden, und somit entwickelten sich Strömungssimulationen zu einem
wichtigen Werkzeug für die Erforschung der in Blasenströmungen beobachteten Phä-
nomene. Allerdings stellen zum einen die in Systemen mit Gas- und Flüssigkeits-
phasen auftretenden hohen Dichteunterschiede von mehreren Größenordnungen hohe
Anforderungen an die Stabilität des verwendeten numerischen Schemas. Zum anderen
muß die numerische Methode zur Beschreibung dynamischer Grenzflächen in der Lage
sein, Blasenoberflächen auch bei komplexen Verformungen, sowie während Teilungs-
oder Vereinigungsvorgängen mit vertretbarem Rechenaufwand und dennoch möglichst
exakt zu rekonstruieren. Diese Forderungen haben zur Entwicklung von verschiedenen
Ansätzen, sowohl in Lagrange- als auch in Euler-Betrachtung, für eine numerische
Beschreibung von Grenzflächen geführt, siehe Abschnitt 2.2.

In der vorliegenden Arbeit werden Strömungen mit niedrigem Gasgehalt, in
welchen die Gasphase als dispers verteilte Blasen vorliegt, betrachtet. Es werden
Direkte Numerische Simulationen von einzelnen Gasblasen vorgestellt und analy-
siert. Ergebnis der Simulationen sind Geschwindigkeitsfelder von hoher Auflösung
in Raum und Zeit, die eine detaillierte Analyse sowohl des Aufstiegsverhaltens der
Blasen als auch der Wirbelstrukturen in deren Nachlauf ermöglichen. Die nume-
rische Beschreibung der Phasengrenzen erfolgt mittels der Hybriden Partikel-Level-
Set-Methode (HPLS) [39]. Das Verfahren stellt Blasenoberflächen durch eine Level-
Set-Funktion implizit dar. Für eine Verbesserung der Massenerhaltungseigenschaften
des Level-Set-Verfahrens [110, 134, 151] werden zusätzlich Marker-Partikel für die
Verfolgung von Grenzflächen eingesetzt. Diese Methode wurde bereits erfolgreich in
numerischen Testrechnungen mit bewegten, deformierbaren Festkörpern [39] und für
Probleme mit freien Oberflächen [40] verwendet. Ein weiterer Schwerpunkt der vorlie-
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genden Arbeit ist die Validierung und Weiterentwicklung des Hybriden Partikel-Level-
Set-Verfahrens für numerische Simulationen von Zweiphasenströmungen mit realis-
tischen Parametern und mit Berücksichtigung von Oberflächenspannungskräften.

In Kapitel 2 dieser Arbeit wird ein einleitender Überblick zu bisherigen analy-
tischen, experimentellen und numerischen Untersuchungen von Blasenströmungen ge-
geben. Die Navier-Stokes-Gleichungen, welche allgemeine Kontinuumströmungen be-
schreiben, sowie deren notwendige Modifikation für eine Betrachtung mehrphasiger
Systeme sind in Kapitel 3 aufgeführt. Grundlegende Gleichungen der HPLS-Methode
werden ebenso in diesem Abschnitt eingeführt. Die Diskretisierung der Gleichungen
und Details des HPLS-Algorithmus werden in Kapitel 4 beschrieben. Die Ergebnisse
von Validierungsrechnungen sowie Parameterstudien für das HPLS-Verfahren sind in
Kapitel 5 zusammengefaßt. In diesem Abschnitt wird zudem eine verbesserte Version
des ursprünglichen HPLS-Verfahrens [39] vorgeschlagen und es werden Anmerkungen
für dessen effiziente Implementierung auf parallelen Vektorrechnern gegeben. Die Er-
gebnisse numerischer Simulationen von sowohl geradlinig aufsteigenden Gasblasen als
auch Blasen auf instationären Aufstiegspfaden werden in Kapitel 6 vorgestellt und
analysiert. Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung in Kapitel 7.
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2 Stand der Forschung

In Flüssigkeiten aufsteigende Gasblasen können faszinierende Formen annehmen und
sehr unterschiedliche Aufstiegsbahnen beschreiben. Bereits Leonardo da Vinci (1452-
1519) beschäftigte dieses Strömungsphänomen. Ausgehend vom damaligen Kenntniss-
stand der Mechanik und Strömungsmechanik suchte da Vinci nach einer Erklärung
für die beobachteten spiralförmigen Aufstiegsbahnen [81, 118]. Mit Beginn des vorigen
Jahrhunderts entwickelten sich Blasenströmungen zum Forschungsschwerpunkt einiger
Wissenschaftler und es wurden zahlreiche experimentelle Untersuchungen und theore-
tische Betrachtungen von aufsteigenden Gasblasen durchgeführt.

Die Herleitung analytischer Beziehungen, beispielsweise für die Endgeschwindig-
keit oder den Widerstandbeiwert von Einzelblasen, ist nur für den Grenzbereich von
sowohl sehr kleinen als auch sehr großen Blasen-Reynoldszahlen möglich. Als ein
wesentlicher Beitrag zur Beschreibung von Blasen im Bereich Re ¿ 1 ist das Sto-
kes’sche Gesetz zu nennen, welches die Widerstandskraft auf kugelförmige Festkörper
auf Grund ihrer Bewegung in einem viskosen Medium [139] beschreibt. Hadamard und
Rybczynski [53, 123] wendeten sich von der Analogiebetrachtung von kugelförmigen
Festkörpern und Blasen ab und entwickelten eine Gleichung für die Widerstandskraft
auf ein Fluidvolumen von konstanter, kugelförmiger Gestalt, welches sich in einem vis-
kosen Medium bewegt. Boussinesq [15] ging von der gleichen Betrachtungsweise aus
und leitete eine ähnliche Formel für die Widerstandskraft her, welche allerdings zusätz-
lich den Boussinesq-Koeffizient der zusätzlich eingeführten ’Oberflächenviskosität’ e

enthält

FW,Stokes = 6π µb UT rB

FW,Hadamard = 6π rB µb UT
2µb + 3µd

3(µb + µd)

FW,Boussinesq = 6π rB µb UT
e + rB(2µb + 3µd)

e + 3rB(µb + µd)
.

Ausgehend von einer potentialtheoretischen Umströmung der Blase fanden Levich [75],
Chan und Prince [20] sowie Moore [93] die Beziehung cD = 48/Re für den Wider-
standsbeiwert von kugelförmigen Blasen für den Bereich großer Blasen-Reynoldszahlen
Re À 1. Später stellte Moore [94] Gleichungen für die Grenzschichtströmung entlang
einer kugelförmigen Blase sowie für die Strömung in deren geschlossenen Nachlauf auf.
Durch eine Betrachtung der viskosen Dissipation in diesen beiden Zonen konnte Moore
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2 Stand der Forschung

eine modifizierte Gleichung für den Widerstandsbeiwert ableiten

cD =
48

Re

[
1− 2,2

Re

]
+O(Re−11/6).

Durch Bilanzierung der Normalspannungen an ausgewählten Punkten auf einer ab-
geflachten, elliptischen Blase stellte Moore [95] eine Gleichung für deren Deformation
auf. Somit konnte auch für Blasen mit einer von der Kugelform abweichenden Gestalt
eine Beziehung für den Widerstandsbeiwert hergeleitet werden.

Für die Klassifizierung von in Flüssigkeiten aufsteigenden Einzelblasen wurden
dimensionslose Ähnlichkeitskennzahlen eingeführt, welche zum einen das Stoffsystem
(Mortonzahl) und zum anderen die Größenverhältnisse der in der Strömung wirkenden
Kräfte beschreiben

Mo =
(ρb − ρd) g µ4

b

ρ2
b σ3

=
Eo ·We2

Re4
Mortonzahl,

Re =
ρb UT dB

µb

=
Trägheitskräfte
Reibungskräfte

Reynoldszahl,

We =
ρb U2

T dB

σ
=

Trägheitskräfte
Kapillarkräfte

Weberzahl,

Eo =
(ρb − ρd) g d2

B

σ
=

Auftriebskräfte
Kapillarkräfte

Eötvöszahl,

Fr =
UT√
g dB

=

√
We

Eo
=

Trägheitskräfte
Gravitationskraft

Froudezahl.

Eine Blasenströmungen ist durch Angabe von drei Kennzahlen, beispielsweise Re, We

und Eo, vollständig charakterisiert. In der Literatur werden auch andere Kombina-
tionen von Ähnlichkeitskennzahlen verwendet, welche anhand der oben angegebenen
Abhängigkeiten darstellbar sind.

2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in
Flüssigkeiten

Als einer der ersten Wissenschaftler veröffentlichte im Jahr 1900 Allen [3]
experimentelle Ergebnisse für die Aufstiegsgeschwindigkeiten sehr kleiner Luftbla-
sen (dB < 1,0 mm) in Wasser. Weitere Arbeiten zur Bestimmung von Aufstiegs-
geschwindigkeiten und Widerstandsbeiwerten auch für größere Blasendurchmesser
wurden von Miyagi [90], O’Brien und Gosline [105], Gorodetskaya [51], Datta et al. [33],
Rosenberg [119], Davies und Taylor [34], Haberman und Morton [52] und Aybers und
Tapucu [6, 7] durchgeführt.

6



2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in Flüssigkeiten

Saffman [128] untersuchte in Wasser aufsteigende Luftblasen in einem Größenbereich
von dB = 0,5...4,0 mm. Für Blasen mit einem volumenäquivalenten Durchmesser von
dB ≤ 1,0 mm beobachtete Saffman geradlinige oder zickzackförmige Blasenbahnen.
Dagegen stellten sich bei dB > 1,0 mm ausschließlich instationäre Zickzack- oder Spi-
ralbahnen ein. Unter Annahme einer reibungsfreien Strömung an der Blasenoberseite
und der daraus resultierenden Druckverteilung an der Blasenoberfläche entwickelte
Saffman Gleichungen für die Blasenform, für die Parameter der Aufstiegsbahn und
für die Aufstiegsgeschwindigkeit von Blasen auf Spiralbahnen. Diese Beziehungen er-
gaben jedoch von den experimentellen Daten abweichende Werte, was Saffman auf
mögliche Verunreinigungen des Wassers und damit einhergehende Veränderungen des
Oberflächenspannungskoeffizienten zurückführte. Durch die Analyse von Blasen auf
Zickzackbahnen leitete Saffman eine die Stabilität der geradlinigen Aufstiegsbewegung
beschreibende Gleichung her. Basierend auf dieser Beziehung konnte eine kritische
Weberzahl angegeben werden, ab welcher der stationäre Blasenaufstieg in eine insta-
tionäre Bewegung übergeht. Diese Instabilität des geradlinigen Aufstiegs in Verbin-
dung mit periodischen Oszillationen des Blasennachlaufs sah Saffman als Ursache für
die beobachteten zickzackförmigen Blasenbahnen.

Clift et al. [27] fassten die Ergebnisse dieser frühen Arbeiten in ihrem Buch zu-
sammen. Basierend auf den damals verfügbaren experimentellen Daten erstellten sie
ein Diagramm, welches die Blasenform und die erreichten Blasen-Reynoldszahlen für
Gasblasen in Flüssigkeiten beschreibt, siehe Abbildung 2.1. Für die Bestimmung
dieser Informationen sind lediglich Daten zum Stoffsystem, repräsentiert durch die
Mortonzahl (Mo), und der Blasendurchmesser, welcher in dimensionsloser Form durch
die Eötvöszahl (Eo) angegeben wird, notwendig. Ein Überblick der experimentellen
Forschungsarbeiten aus jüngster Vergangenheit wird von Magnaudet und Eames [82]
gegeben.

Um Gasblasen in Umgebungsmedien mit hoher Viskosität zu untersuchen, verwen-
deten Hnat und Buckmaster [59] mineralisches Öl und Frank et al. [43], Maxworthy
et al. [84] und Raymond und Rosant [116] Gemische aus Wasser und Glycerin. In
diesen Stoffsystemen bilden sich selbst für große Blasendurchmesser von dB = 5,0 mm

geschlossene, symmetrische Nachlaufgebiete aus. Die hohe Viskosität der Flüssigkeit
verhindert die Entwicklung von Instabilitäten im Blasennachlauf und somit bleibt die
Aufstiegsbahn geradlinig, wogegen sich bei Luftblasen diesen Durchmessers in Was-
ser längst zickzack- oder spiralförmige Bahnen eingestellt hätten. Bhaga und We-
ber [12] untersuchten Luftblasen, welche in einer Lösung aus Glukose und Wasser
aufstiegen. Verschiedene Glukosekonzentrationen erlaubten hierbei die Variation der
dynamischen Viskosität der Flüssigkeit über einen weiten Bereich von 2,8 kg/(ms)

bis 0,0836 kg/(ms) und somit konnten Morton-Zahlen von 850 bis 7,4 · 10−4 reali-
siert werden. Die Geometrie von spheroid- und kappenförmigen Blasen wurde anhand
von Filmaufnahmen ausgewertet. Der geschlossene Nachlauf dieser Blasen konnte mit
Hilfe von elektrolytisch erzeugten Wasserstoffbläschen sichtbar gemacht und dessen
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2 Stand der Forschung

Abbildung 2.1: Blasenform und erreichte Blasen-Reynoldszahl von Gasblasen in
Flüssigkeiten. Aus dem Buch ’Bubbles, Drops and Particles’ [27].

8



2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in Flüssigkeiten

Ausdehnung somit ebenfalls angegeben werden. In Abhängigkeit von den Ähnlich-
keitskennzahlen wurden zwei Formen des Blasenaufstiegs identifiziert: Für Systeme
mit Mo > 4 · 10−3 und einer Blasen-Reynoldszahl Re < 110 wurde ein symme-
trischer, geschlossener, laminarer Nachlauf beobachtet, während bei Re > 110 die
in der anfänglichen Beschleunigungsphase vorhandene Symmetrie gebrochen wurde
und sich ein offener, instationärer Nachlauf einstellte. Experimente mit derart hohen
Mortonzahlen ermöglichen detaillierte Untersuchungen von ausgedehnten, laminaren
Nachlaufgebieten und können als Datenbasis zur Validierung von numerischen Simu-
lationsverfahren von Zweiphasenströmungen dienen.

In den letzten zwei Jahrzehnten wurden mittels neuartigen Messmethoden zahlreiche
Untersuchungen von in Wasser aufsteigenden Luftblasen durchgeführt. Eine Wechsel-
wirkung zwischen dem instationären Blasennachlauf und der Blase wurde bereits 1956
von Saffman [128] als mögliche Ursache für die beobachteten zickzack- oder spiral-
förmigen Aufstiegspfade genannt. Basierend auf detaillierten experimentellen Daten
hoffte man nun grundlegende Wirkmechanismen zwischen dem Blasenpfad, Oszilla-
tionen der Blasenform und dem Blasennachlauf identifizieren zu können.

Duineveld [37] konnte neben Widerstandsbeiwerten und Aufstiegsgeschwindigkeiten
auch die Gestalt von Luftblasen bis dB = 2,0 mm mittels Hochgeschwindigkeits-
Filmaufnahmen sehr genau bestimmen. Für die Visualisierung des Blasennachlaufs
experimentierten Lunde und Perkins [77] mit einer eingefärbten Fluidschicht am
Boden der Versuchsbehälter. Eine aufsteigende Gasblase tritt durch diese Schicht
hindurch und transportiert Farbstoff innerhalb ihres Nachlaufs in Bereiche klaren
Wassers. Mit dieser Technik konnten eindrucksvolle Aufnahmen der Nachlaufstruk-
turen erstellt werden. Desweiteren untersuchten Lunde und Perkins [78] mit Hilfe
von Hochgeschwindigkeitskameras die bei Blasen großen Durchmessers auftretenden
Formoszillationen. Für Blasen der Größen dB = 2,4...5,36 mm konnten zwei sich
überlagernde Schwingungsformen festgestellt und deren jeweilige Frequenz bestimmt
werden. Basierend auf analytischen Betrachtungen zu Kapillarwellen entwickelten
Lunde und Perkins [78] ein Modell zur Berechnung der Frequenzen für die verschiede-
nen Moden der Blasenoszillation.

Brücker [19] nutzte ein PIV-Verfahren (’particle image velocimetry’) um die
Strömungsgeschwindigkeiten im Blasennachlauf zu quantifizieren sowie ein Hochge-
schwindigkeits-Videosystem um Forminstabilitäten der Blasen zu untersuchen. Für
eine ellipsoidförmige Blase der Größe dB = 5,2 mm fand Brücker, ähnlich wie zu-
vor Lunde und Perkins [78], eine symmetrische Oszillation der Blasenbreite bzw. der
Blasen-Exzentrizität, welche durch eine zweite Mode in Umfangsrichtung entlang der
Äquatorialebene überlagert wurde. Als Ursache für die beobachtete Zickzackbahn iden-
tifizierte Brücker periodische Ablösungen von gestreckten Wirbelringen an der Blasen-
unterseite. In der Literatur werden diese wechselseitig abschwimmenden Wirbel auf
Grund ihrer Form auch Haarnadelwirbel (’hairpin vortices’) genannt. Weiterhin un-
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2 Stand der Forschung

tersuchte Brücker eine ellipsoidförmige Luftblase mit dB = 3,7 mm, welche auf einer
Spiralbahn aufstieg. Diese Blasenbahn wird durch ein Paar gegensinnig rotierender
Wirbel erzeugt, welche an einer außermittigen Position stationär an der Blasenunter-
seite fixiert sind. Für diese Aufstiegsart konnten keine Formoszillationen der Blase
festgestellt werden.

Die von Ellingsen und Risso [38] untersuchten ellipsoidförmigen Luftblasen der
Größe dB = 2,5 mm entwickelten instationäre Aufstiegspfade, jedoch traten keine oder
nur sehr schwach ausgeprägte Oszillationen der Blasenform selbst auf. Parameter der
Blasenbahn wurden mit Hilfe von Filmaufnahmen bestimmt. Auf die anfängliche Be-
schleunigungsphase mit geradliniger Blasenbahn folgte die Entwicklung einer ersten
Instabilität im Blasennachlauf, welche zu einem zickzackförmigen Aufstieg führte. Mit
fortschreitender Zeit entwickelte sich eine zweite Instabilitätsmode mit gleicher Fre-
quenz, jedoch mit einer Phasenverschiebung von π/2. Diese zweite Mode bewirkt eine
Umwandlung der Zickzackbahn in eine spiralförmige Aufstiegsbewegung. Anhand von
LDA-Messungen (Laser Doppler Anemometrie) wurden Strömungsgeschwindigkeiten
sowohl vor der Blase als auch in einiger Entfernung hinter der Blase gemessen. Vor
der Blase hat das Strömungsfeld potentialtheoretischen Charakter. Hinter der Blase
bildet sich ein ausgedehnter Nachlauf aus, welcher an der Blasenunterseite starke Wir-
bel aufweist. Diese Wirbel haben großen Einfluss auf das Strömungsfeld direkt an der
Blasenunterseite und beeinflussen die hydrodynamischen Kräfte auf die Blase und so-
mit deren Aufstiegsverhalten. In einer Entfernung von wenigen Blasendurchmessern
hinter der Blase ist der Einfluss dieser Wirbel auf den Gesamtnachlauf nur noch sehr
gering und der Nachlauf kann als quasistationär angesehen werden.

Wu und Gharib [164] stellten eine Abhängigkeit des Aufstiegsverhaltens von Luft-
blasen von der gewählten Methode für deren Einbringung in die Flüssigkeit fest. Zur
Erzeugung von Luftblasen gleichen Volumens wurden zwei unterschiedlich große Kapil-
larröhrchen und die sogenannte ’gentle-push’-Methode verwendet. Bei Verwendung des
kleineren Kapillarröhrchens nahmen die Blasen ellipsoidförmige Gestalt an und stie-
gen auf spiralförmigen Bahnen auf. Im Gegensatz dazu erzeugte das Kapillarröhr-
chen größeren Durchmessers kugelförmige Blasen, welche sich auf Zickzackbahnen
bewegten. Desweiteren wurden für ellipsoidförmige Blasen etwa doppelt so hohe
Aufstiegsgeschwindigkeiten im Vergleich zu kugelförmigen Blasen gleichen Volumens
festgestellt. Der Grund für die unterschiedlichen Blasenformen und -bahnen trotz
gleichen Volumens konnte nicht vollständig geklärt werden. Eine Kontamination der
Experimentieranordnung durch Substanzen, welche beispielsweise den Oberflächen-
spannungskoeffizienten verändern, schlossen Wu und Gharib jedoch aus.

De Vries et al. [36] verwendeten die Schlieren-Methode um Nachlaufstrukturen von
Blasen auf einer Zickzackbahn zu visualisieren, siehe Abbildung 2.2. Wie Lunde und
Perkins [77] und Brücker [19] zuvor stellten die Autoren das periodische Abschwimmen
von Wirbelringen als Ursache für die Zickzackbewegung der Blase fest.
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2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in Flüssigkeiten

(a) t = 0ms (b) t = 20ms (c) t = 28 ms

(d) t = 64 ms (e) t = 76ms

Abbildung 2.2: Schlieren-Aufnahmen einer Blase mit dB = 2,0 mm auf einem Zick-
zackpfad, aus [36]. Die linken Bildhälften zeigen Draufsichten auf die
Ebene der Zickzackbewegung. Die rechten Bildhälften zeigen seitliche
Ansichten der Zickzackebene (die Blickrichtung ist um 90◦ gedreht
bzgl. des linken Bildes).
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2 Stand der Forschung

In Untersuchungen von Luftblasen (dB ≥ 3,0 mm) in hochreinem Wasser beobach-
teten Veldhuis et al. [160] ausgeprägte Formoszillationen, welche hauptsächlich in
Gestalt der 2,0- und 2,2-Schwingungsform auftraten. Durch eine Analyse der Nach-
laufstrukturen mit Hilfe der Schlieren-Methode konnten Wirbelablösefrequenzen fest-
gestellt werden, welche gleich der Frequenzen der Formoszillationen der 2,0-Mode
waren. Davon abweichend ergaben Untersuchungen von Blasen in Trinkwasser Wirbel-
ablösefrequenzen in Höhe der zweifachen Pfadoszillationsfrequenz. Dieser Unterschied
wird oberflächenaktiven Substanzen im Trinkwasser zugerechnet und diese Vermutung
wird durch eine Modellrechnung untermauert.

Ein Ziel der Untersuchungen von Shew et al. [137] war die Ermittlung der insta-
tionären hydrodynamischen Kräfte auf die Blase. Neben der Auftriebs- und der Wider-
standskraft wirkt auf eine zickzackförmig aufsteigende Blase eine seitliche Ablenkungs-
bzw. Driftkraft mit periodisch wechselndem Vorzeichen, verursacht durch den unsym-
metrischen, instationären Nachlauf. Zur Aufzeichnung des Blasenpfades wurde ein
Hochgeschwindigkeits-Videosystem verwendet. Die Aufstiegsgeschwindigkeiten wur-
den mit einem Ultraschall-Messverfahren ermittelt. Basierend auf den Messdaten
konnten mit Hilfe der Kirchhoffschen Gleichungen die seitliche Driftkraft auf die Blase,
sowohl für das Zickzackstadium als auch für den sich anschließenden spiralförmigen
Aufstieg, berechnet werden. Weiterhin stellten Shew et al. fest, dass sich letztlich jeder
Zickzackpfad zu einer Spiralbahn umwandelte. Die Anzahl der Zickzackperioden bis
zu dieser Wandlung variierten jedoch stark von 2 bis zu 15 Zyklen.

In Abbildung 2.1 können die verschiedenen Erscheinungsformen von Luftblasen in
Wasser entlang der Isolinie logMo = −10,6 nachvollzogen werden. Basierend auf ex-
perimentellen Untersuchungen und numerischen Simulationen, auf Letztere wird in
Abschnitt 2.2 näher eingegangen, gibt Tabelle 2.1 einen Überblick über das Aufstiegs-
verhalten von Luftblasen in Wasser. Hierbei dienen die angegebenen Blasendurch-
messer und Blasen-Reynoldszahlen nur der ungefähren Eingrenzung der jeweiligen
Aufstiegsart. So stellte Duineveld [37] einen instationären Aufstiegspfad für Blasen
mit dB > 1,8 mm fest, während Aybers und Tapucu [6] bereits bei dB = 1,3 mm

spiralförmige Blasenbahnen beobachteten. Eine Ursache für die unterschiedlichen Er-
gebnisse in den Experimenten könnte die Kontamination des verwendeten Wassers mit
Substanzen sein, welche den Oberflächenspannungskoeffizient beeinflussen und daher
zu anderen Blasenformen und somit auch veränderten Nachläufen führen.

Aybers und Tapucu [6] führten zudem Experimente mit Blasen gleichen Durchmes-
sers von dB = 1,31 mm bei unterschiedlichen Wassertemperaturen und somit unter-
schiedlichen Viskositäten µb durch. Bei einer Temperatur von 18,0 ◦C stieg die Blase
mit UT = 0,32 m/s auf einem geradlinigen Pfad auf, während bei einer Temperatur von
39,0 ◦C eine Aufstiegsgeschwindigkeit von UT = 0,37 m/s gemessen wurde und sich eine
spiralförmige Bahn einstellte. Wenngleich unterschiedliche Aufstiegsgeschwindigkeiten
bei unterschiedlichen Viskositäten durch die Reynoldszahl berücksichtigt werden, so
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2.1 Experimentelle Untersuchung von Gasblasen in Flüssigkeiten

dB < 0,8 mm Re < 70 Kugelförmige Blasen mit gerad-
linigem Aufstiegspfad, cD vergleich-
bar mit dem Widerstandsbeiwert für
feste, umströmte Kugeln

0,8 < dB < 1,8 mm 70 < Re < 650 Kugelförmige oder ellipsoidförmige
Blasen mit geradlinigem Aufstiegs-
pfad, cD kleiner als für feste Kugeln

1,8 < dB < 17,5 mm 650 < Re < 5000 Ellipsoidförmige Blasen auf zick-
zack- oder spiralförmigen Aufstiegs-
pfaden, auch unregelmäßige chao-
tische Blasenbahnen sind möglich,
ab dB ≈ 2,0 mm treten Oszillationen
der Blasenform auf

dB > 17,5 mm Re < 5000 Kappenförmige Blasen mit gerad-
linigem Aufstiegspfad

Tabelle 2.1: Aufstiegsverhalten von Luftblasen in Wasser.

ist dennoch beim Vergleich experimenteller Ergebnisse der Temperatureinfluss auf die
Viskosität und somit auf die Nachlaufstrukturen und den Aufstiegspfad zu beachten.

Eine weitere Ursache für unterschiedliche experimentelle Ergebnisse bei gleichen
Blasengrößen kann das Vorhandensein von sehr kleinen Partikeln im Wasser sein
[82]. Zum einen kann davon ausgegangen werden, dass das in den Experimenten
verwendete Trinkwasser stets eine gewisse Menge an unlöslichen Schwebeteilchen
enthält. Zum anderen wird für PIV-Messungen das Wasser zusätzlich mit Tracer-
Partikel versetzt. Diese Partikel lagern sich an der Blasenoberfläche an, wirken ver-
steifend auf die Blasenform und haben somit den gleichen Effekt wie ein erhöhter
Oberflächenspannungskoeffizient. Blasen mit Partikelanlagerungen können auch bei
höheren Reynoldszahlen noch eine Kugelform aufweisen und Formoszillationen sind
weniger stark ausgeprägt. Ybert und di Meglio [166] fanden in Experimenten mit
kontaminierten Luftblasen stark reduzierte Aufstiegsgeschwindigkeiten und ein hydro-
dynamisches Verhalten, welches jenem von festen Kugeln entspricht. Generell kann ge-
sagt werden, daß experimentelle Untersuchungen der Nachlaufstrukturen von Blasen
auf instationären Aufstiegsbahnen eine sehr anspruchsvolle Aufgabe für Experimen-
tatoren darstellt. Starke seitliche Blasenbewegungen beeinträchtigen die Ausrichtung
der Messinstrumente auf eine bestimmte Position relativ zur Blase und erschweren
daher detaillierte quantitative Messungen.
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2.2 Numerische Modellierung und Simulation von
Zweiphasenströmungen

Die wahrscheinlich ersten numerischen Berechnungen von Widerstandsbeiwerten auf-
steigender Gasblasen wurden 1975 von Brabston und Keller [16] durchgeführt. Für
kugelförmige Blasen in viskosen Medien mit Re = 0,1...200 wurden die Navier-Stokes-
Gleichungen in der Stromfunktion-Wirbelstärke-Formulierung aufgestellt, die Lösung
durch Legendre-Polynome approximiert und das resultierende System gekoppelter,
nichtlinearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung für deren Koeffizienten nume-
risch gelöst.

Für den Grenzfall von Zweiphasenströmungen mit sehr hohen oder sehr nied-
rigen Reynoldszahlen können die Navier-Stokes-Gleichungen umformuliert und mittels
Randintegral-Methoden (’boundary-integral methods’) numerisch gelöst werden.
Mit dieser Methode ermittelten Miksis et al. [87] und Miksis [88] die Gestalt von
Blasen bei einer reibungsfreien Umströmung, Miksis et al. [89] berechneten Aufstiegs-
geschwindigkeiten, Widerstandsbeiwerte und Blasenform mit Berücksichtigung von
Reibungskräften, und Lundgren und Mansour [79] untersuchten Oszillationsmoden
und Oszillationsfrequenzen für Tropfen großen Durchmessers, ebenfalls mit Berück-
sichtigung von Reibungskräften, jedoch ohne Schwerkrafteinfluß. Die Entstehung von
ringförmigen Gasblasen sowie deren weiterer Aufstieg wurde von Lunde und Man-
sour [80] mit einem Randintegral-Verfahren untersucht. Bei sehr niedrigen Reynolds-
zahlen, speziell für kriechende Strömungen, wurden auch ’Lattice-Gas’-Metho-
den [108, 120, 121] und ’Lattice-Boltzmann’-Methoden [10] für die Berechnung
von Zweiphasenströmungen angewandt.

Für numerische Simulationen ohne die vereinfachende Annahme sehr hoher oder
sehr niedriger Reynoldszahlen wurden verschiedene Verfahren entwickelt. Eine Über-
sicht wird u.a. von Hyman [62], Kothe [69] und Scardovelli und Zaleski [130] gegeben.
Die Verfahren können entsprechend nach der Art der Grenzflächenbeschreibung unter-
teilt werden: Phasengrenzen können mit Lagrangeschen Elementen verfolgt oder, in der
Eulerschen Betrachtungsweise, mittels geeigneten Funktionen auf festen Diskretisie-
rungsgittern abgebildet werden. Weiterhin sind Methoden bekannt, welche Elemente
aus beiden Kategorien verwenden, siehe hierzu Tabelle 2.2.

Das erste Lagrangesche Marker-Partikel-Verfahren wurde von Harlow und
Welch [55] bereits 1965 vorgestellt. In ihrer ’Marker-and-Cell’-Methode (MAC) werden
in jede Rechenzelle, welche mit Flüssigkeit anstelle von Gas gefüllt ist, masselose
Partikel platziert. Diese Marker-Partikel bewegen sich mit dem Strömungsfeld und
deren Verteilung im Rechengebiet entspricht somit der Verteilung der flüssigen Phase.
Die Methode wurde von Amsden und Harlow [4] weiterentwickelt und erfolgreich für
die Simulation von Dammbruchproblemen, Ausflußvorgängen und der Bewegung von
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Lagrangesche Verfahren Eulersche/Lagrangesche
Verfahren

Eulersche Verfahren

Marker-Partikel-
Verfahren

Verfahren mit mitbeweg-
ten Gittern

Front-Capturing-
Verfahren

Smoothed-Particle-
Hydrodynamics (SPH)

Hybride Partikel-Level-
Set-Methode (HPLS)

Volume-of-Fluid (VOF)

Level-Set-Methode

Kombiniertes Level-Set-
Volume-of-Fluid-
Verfahren (CLSVOF)

Tabelle 2.2: Einteilung der numerischen Verfahren nach der Art der Grenzflächenbe-
schreibung.

Treibstoffen in Tanks eingesetzt. Verfahren, welche verschiedenartige Partikel im ge-
samten Rechengebiet für die Verfolgung der einzelnen Fluide verwenden, werden als
’volume-tracking’ -Verfahren bezeichnet, siehe Abbildung 2.3(c). Als Alternative zum
’volume-tracking’ können die Partikel auch ausschließlich direkt auf Grenzflächen posi-
tioniert werden, siehe Abbildung 2.3(d). Anhand einer Partikelliste sind benachbarte
Marker-Partikel identifizierbar und somit kann die Oberfläche rekonstruiert werden.
Die Rekonstruktion erfolgt im einfachsten Fall stückweise linear, jedoch wurden auch
Verfahren entwickelt, welche die Grenzfläche als eine Reihe untereinander verbun-
dener Polynome beschreibt. Diese sogenannten ’surface-tracking’ -Verfahren wurden in
[22, 31, 112, 156, 157] für die Simulation von 2d- und 3d-Zweiphasenströmungen ange-
wandt. Mit Partikel-Verfahren kann die Position von bewegten Grenzflächen mit hoher
Genauigkeit dargestellt werden. Nachteilig ist der hohe Rechenaufwand für die Rekon-
struktion von komplexen 3d-Oberflächen, dies gilt im Speziellen für ’front-tracking’-
Verfahren mit Marker-Partikel. Zudem erfordert die Behandlung von Vereinigungsvor-
gängen zweier Objekte, beispielsweise von zwei Gasblasen, und auch die Aufspaltung
eines Objektes eine gesonderte algorithmische Behandlung.

Mit der ’Smoothed-Particle-Hydrodynamics’-Methode (SPH) [28, 91] wird
vollständig auf ein Rechengitter verzichtet und eine rein Lagrangesche Betrachtungs-
weise verfolgt. Als Diskretisierungselemente werden Partikel verwendet, welche die
lokale Strömungsgeschwindigkeit und die lokale Dichte repräsentieren. Durch Inter-
polationsfunktionen sind diese Strömungsgrößen an beliebigen Punkten im Strömungs-
feld, beispielsweise auch auf einem Eulerschen Gitter, ermittelbar. Zweiphasen-
strömungen können durch zwei Partikelmengen unterschiedlichen Typs, beispielsweise
Wasser-Partikel und Öl-Partikel, beschrieben werden. Die Definition von Abstoßungs-
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kräften zwischen verschiedenartigen Partikeln und von Anziehungskräften zwischen
gleichartigen Partikeln erlaubt hierbei die Berücksichtigung von Oberflächenspan-
nungskräften in den Simulationen [92, 107]. Ein SPH-Verfahren für inkompressible
mesoskopische und makroskopische Zweiphasenströmungen wurde u.a. von Hu und
Adams [60] vorgestellt.

Verfahren mit mitbewegten Gittern stellen die Phasengrenze als eine Grenz-
fläche zwischen zwei Rechengittern dar. Ryskin und Leal [124, 125, 126] und Dandy
und Leal [32] verwendeten krummlinige, orthogonale Gitter für die Beschreibung axial-
symmetrischer Blasen. Mittels eines Finiten-Differenzen-Verfahrens konnten Wider-
standsbeiwerte, Druckverteilungen, stationäre Blasenformen und Stromlinienbilder der
Blasenumströmung in einem Reynoldszahlbereich von Re = 0,1...200 ermittelt werden.
Fyfe et al. [44] nutzten unstrukturierte, oberflächenangepasste Gitter mit dreiecki-
gen Elementen für 2d-Simulationen von oszillierenden Flüssigkeitstropfen. Ebenfalls
mittels adaptiver randangepasster Gitter untersuchten Yang et al. [165] 2d-Blasen
mit ausgeprägten Formoszillationen. In jüngster Vergangenheit verwendeten Blan-
co, Magnaudet und Mougin [13, 83, 98, 99, 100] oberflächenangepasste, orthogona-
le Gitter für Simulationen von aufsteigenden Gasblasen mit vorgegebenen rotations-
elliptischen Formen, siehe Abbildung 2.3(b). Mit diesem Verfahren konnten Blasen
auf zickzack- und spiralförmigen Pfaden simuliert und die für diese Aufstiegstypen
charakteristischen Wirbelstrukturen im Blasennachlauf abgebildet werden [100]. Ein
wesentlicher Nachteil von mitbewegten, oberflächenangepassten Gittern ist die Not-
wendigkeit einer periodischen Neuvernetzung der Blasenoberfläche. Besonders im Fall
komplexer, dreidimensionaler Blasenverformungen führt dies zu einem beträchtlichen
Rechenaufwand.

Die sogenannten ’Front-Capturing’-Verfahren [14] basieren auf Finiten-Volu-
men-Diskretisierungen und benötigen keine zusätzlichen Elemente, wie beispielsweise
Marker-Partikel, oder zusätzliche Funktionen zur Beschreibung von Phasengrenzen.
Vielmehr werden für die Zustandsgrößen, welche Diskontinuitäten an den Phasen-
grenzen aufweisen, Advektionsgleichungen mit Verfahren hoher Ordnung auf Gittern
hoher Auflösung gelöst und somit wird eine Grenzflächenverfolgung möglich. Um Os-
zillationen in der Lösung, hervorgerufen durch numerische Instabilitäten auf Grund
der hohen Gradienten an den Phasengrenzen, zu verhindern, wird ein gewisses Maß
an numerischer Diffusion in diesen Bereichen zugelassen.

Mit der Phasenfeld-Methode [63] wird ein Konzentrationsfeld für die Beschrei-
bung der räumlichen Verteilung der Einzelphasen verwendet. Dieses Verfahren gehört
zur Klasse der ’diffuse-interface models’ und stellt die Phasengrenze zwischen zwei
Fluiden als eine Übergangsschicht im Konzentrationsfeld dar. Diese Schicht weist eine
gewisse Dicke auf, welche durch das numerische Gitter aufgelöst werden muß. Für die
zeitliche Entwicklung des Konzentrationsfeldes, und somit auch der Phasengrenzen,
wird eine Advektions-Diffusions-Gleichung gelöst. Mittels der Diffusion kann hierbei
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(a) Elliptische Gasblase (b) Adaptive oberflächenange-
paßte Gitter, aus [13]

(c) Partikelverfahren, Volume-
Tracking

(d) Partikelverfahren, Surface-
Tracking
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Abbildung 2.3: Darstellung von Phasengrenzflächen mit verschiedenen Modellie-
rungen.

die Dicke der Übergangsschicht beeinflußt werden. Basierend auf Modellierungen der
freien Energie der Fluide wird die Oberflächenspannung in die Navier-Stokes-Glei-
chungen eingeführt. Für isotherme Strömungen erlaubt dies eine konservative For-
mulierung des Energieaustauschs zwischen kinetischer Energie der Strömung und der
Oberflächenenergie der Blase. Somit wird das Auftreten parasitärer Strömungen wirk-
sam vermieden, siehe hierzu auch [64].

Volume-of-Fluid-Methoden (VOF) haben seit ihrer Einführung in den siebziger
Jahren weite Verbreitung gefunden und sind auch Bestandteil einiger kommerzieller
CFD-Codes. Diese Verfahren können als eine Weiterentwicklung der MAC-Methode
von Harlow und Welch [55] angesehen werden, in der anstelle von Partikeln nun
der Volumenanteil f eines Fluides innerhalb einer Zelle zur Beschreibung der räum-
lichen Verteilung der einzelnen Phasen genutzt wird, siehe Abbildung 2.3(e). Falls die
Phasengrenzfläche durch eine Rechenzelle verläuft, so nimmt die Funktion f Werte
zwischen null und eins an, beispielsweise entsprechend dem Volumenanteil der Gas-
phase. In Rechenzellen, welche vollständig entweder mit Flüssigkeit oder Gas gefüllt
sind, beträgt f = 0 bzw. f = 1. Für die Beschreibung bewegter und deformierbarer
Grenzflächen wird die räumliche Funktion der Volumenanteile f(x,t) mittels einer
Advektionsgleichung in der Zeit integriert

ft +∇ · (uf) = 0.
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Die diskretisierten Gleichungen der VOF-Methode sind konservativ bezüglich der Mas-
se des betrachteten Systems. Für numerische Simulationen von Blasenströmungen,
welche vergleichsweise lange Integrationszeiten aufweisen, sind die guten Massen-
erhaltungseigenschaften der VOF-Methode von großem Vorteil. Anhand der VOF-
Funktion f kann mittels eines Rekonstruktionsalgorithmus der Verlauf der Phasen-
grenze ermittelt werden. Die zu diesem Zweck entwickelten Verfahren basieren alle auf
dem Grundsatz der lokalen Volumenerhaltung. Der rekonstruierte Grenzflächenverlauf
teilt eine Rechenzelle somit in zwei Volumina, welche den diskreten Fluidvolumenan-
teilen f bzw. (1− f) der beiden Phasen entsprechen.

Da die Rekonstruktion der Phasengrenze wesentlicher Bestandteil von VOF-
Verfahren ist, wurden zahlreiche Ansätze entwickelt, die sich in zwei Kategorien ein-
teilen lassen: Zu den ’piecewise constant tracking methods’ gehört das von Noh und
Woodward vorgestellte SLIC-Verfahren (’simple line interface calculation’) [102]. Für
den zweidimensionalen Fall werden Grenzflächen durch Geraden dargestellt, welche
in jeder Zelle parallel zu einer der beiden Achsen des Koordinatensystems verlaufen.
Die Methode von Hirt und Nichols [58] beruht auf einem ähnlichen Prinzip, jedoch
kann die Grenzfläche auch durch eine treppenartige Linie innerhalb einer Zelle dar-
gestellt werden, wobei auch bei dieser Methode die Linienabschnitte parallel zu einer
der beiden Koordinatenachsen verlaufen müssen. Das Längen- und Anzahlverhältnis
der senkrechten und waagerechten Linienabschnitte wird anhand der Volumenfrak-
tionen f der umliegenden Rechenzellen ermittelt. Diese recht einfachen Rekonstruk-
tionsmethoden sind u.a. von Chorin [26] und Barr und Ashurst [8] weiterentwickelt
worden und bieten Vorteile in Mehrphasensimulationen, in denen drei und mehr Flui-
de gleichzeitig in einer Rechenzelle vorhanden sein können. Weiterhin lassen sich diese
Methoden recht einfach implementieren. Ein gravierender Nachteil ist jedoch das Auf-
treten von sogenannten ’treibgutartigen’ Fluidkörpern [102]. Durch numerische Fehler
im Rekonstruktionsalgorithmus können sich beispielsweise von einer großen Gasblase
mehrere kleine Gasbläschen mit Durchmessern von der Größenordnung einer Rechen-
zelle abspalten. Dieser unphysikalische Effekt tritt häufig in Strömungen mit hohen
Wirbelstärken auf und hat besonders in Simulationen, welche die Oberflächenspan-
nung berücksichtigen, negative Auswirkungen auf das Ergebnis. Die von De Bar [35]
erstmalig 1974 vorgeschlagene stückweise lineare Rekonstruktion (PLIC-’piecewise li-
near interface calculation’ ) ermöglicht eine wesentlich glattere Darstellung von Grenz-
flächen. In jeder Rechenzelle wird die Phasengrenze durch eine Gerade (2d) oder Ebene
(3d) mit beliebiger Orientierung im Raum approximiert, siehe Abbildung 2.3(e). Von
Youngs [167] wurde eine verbesserte Rekonstruktion für 2d-Simulationen vorgestellt
und Verfahren für 3d-Rechnungen sind u.a. in [127, 168] zu finden. Basierend auf den
Arbeiten von Youngs wurden VOF-Verfahren für Simulationen auf nicht-orthogonalen
Gittern [2] und unstrukturierten Gittern [70] entwickelt. Zahlreiche Simulationen
haben eine klare Überlegenheit der PLIC-Technik verglichen mit dem SLIC-Ansatz
gezeigt. In [29, 114, 115] wurde das VOF-Verfahren mit einer adaptiven Gitterver-
feinerung gekoppelt. Eine Grenzflächenrekonstruktion basierend auf kubischen Spli-
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nes wurde von Ginzburg und Wittum [49] vorgestellt. Derartige Rekonstruktions-
algorithmen scheinen jedoch nur in 2d-Simulationen mit vertretbarem Rechenaufwand
anwendbar zu sein.

Die Level-Set-Methode wurde erstmals 1988 durch Osher und Sethian [110] vor-
gestellt. Dieses Verfahren stellt Grenzflächen implizit mittels einer skalaren Funktion
φ(x,t) dar. Typischerweise ist diese sogenannte Level-Set-Funktion φ als Abstands-
funktion, |∇φ| = 1, definiert und Grenzflächen sind als Null-Level dieser Funktion
φ(x,t) = 0 identifizierbar, siehe Abbildung 2.3(f). Die Bewegung der Grenzflächen
wird durch die partielle Differentialgleichung

φt + F ·∇φ = 0

mit Vorgabe der Anfangswerte φ(x,t0) beschrieben. Die Advektionsgeschwindigkeit
F kann hierbei in Abhängigkeit des zu simulierenden Problems, zum Beispiel durch
Eigenschaften der Oberfläche wie deren lokale Krümmung, der Richtung des Normalen-
vektors oder auch durch chemische oder physikalische Vorgänge in der Umgebung der
Oberfläche bestimmt werden. Level-Set-Methoden ermöglichen eine einfache Beschrei-
bung komplexer 3d-Grenzflächen, sowie von Teilungs- und Vereinigungsvorgängen
von Geometrien und bieten eine hohe Flexibilität hinsichtlich der zeitlichen Grenz-
flächenentwicklung durch entsprechend gewählte Geschwindigkeitsfunktionen F . Auf
Grund dieser Eigenschaften hat die Level-Set-Methode ein sehr breites Anwendungs-
spektrum und wird beispielsweise auch für die Simulation von Kristallwachstumspro-
zessen [136, 143], Verbrennungsvorgängen [117, 170] und für die Identifikation von
Strukturen in der Medizintechnik [42] verwendet. Eine Einführung und Übersicht zu
Level-Set-Methoden wird in [109, 133, 134, 135] gegeben.

In der Strömungsmechanik werden Level-Set-Techniken u.a. bei der Simulation von
Zweiphasenströmungen angewendet [21, 104, 149, 151]. Für nichtreagierende Stoffkom-
binationen und ohne Berücksichtigung von Phasenübergängen wird die Advektions-
geschwindigkeit F gleich der lokalen Strömungsgeschwindigkeit u(x,t) gesetzt. Die
kontinuierliche Definition der Level-Set-Funktion ist von großem Vorteil, da dies eine
vergleichsweise genaue und glatte Berechnung der Krümmung und der Normalvek-
toren von Oberflächen ermöglicht. Ebenso wird die Verwendung von Methoden ver-
einfacht, welche unstetige oder singuläre Größen an der Grenzfläche innerhalb eines
bestimmten Bereiches um die Grenzfläche glätten. Die Glättung von Dichte- und Vis-
kositätssprüngen sowie eine in der Nähe der Phasengrenze kontinuierlich definierte
Oberflächenspannungskraft kann sich positiv auf die Stabilität numerischer Verfahren
auswirken.

Ein Nachteil von Level-Set-Verfahren sind die unter Umständen auftretenden Mas-
senfehler für die betrachteten Fluide. Die Advektion der Level-Set-Funktion durch die
Strömungsgeschwindigkeiten transportiert die Phasengrenze φ(x) = 0 exakt, jedoch
kommt es zu einer Verzerrung der Level-Set-Verteilung und die Distanzeigenschaft
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|∇φ| = 1 ist nicht mehr gewährleistet. Für deren Wiederherstellung wird nach jedem
Zeitschritt ein Reinitialisierungsprozess ausgeführt, indem die Differentialgleichung

φτ + sign(φ) · (|∇φ| − 1) = 0

bis zum Erreichen eines stationären Zustandes gelöst wird. Die Reinitialisierung ak-
tualisiert jedoch nicht nur die Level-Set-Werte abseits der Phasengrenze, sondern führt
auch zu Verschiebungen des Null-Level-Sets und somit zu unphysikalischen Massen-
änderungen. Um diese Bewegungen der Phasengrenzfläche während der Reinitialisie-
rung zu vermindern, wurden verschiedene Methoden, angefangen bei der Diskreti-
sierung der Reinitialisierungsgleichung mit Verfahren hoher Ordnung und der Ver-
wendung spezieller Vorzeichenfunktionen [111], über die Einführung von Zusatzbedin-
gungen bei der Lösung der Differentialgleichung [148], bis hin zur Kopplung des Level-
Set-Verfahrens mit anderen Methoden zur Beschreibung von Phasengrenzen [39, 150]
vorgeschlagen. In Kapitel 5.2.2 wird auf einige der hier angesprochenen Modifikationen
näher eingegangen.

Da die Massenfehler mit zunehmender Auflösung der Grenzflächen abnehmen, wurde
die Level-Set-Methode in [23, 54, 147] mit Algorithmen für eine adaptive Gitterverfei-
nerung in Bereichen um Grenzflächen gekoppelt. Mulder et al. [101] verwendeten ein
Level-Set-Verfahren für die Simulation von Rayleigh-Taylor- und Kelvin-Helmholtz-
Instabilitäten in kompressiblen Zweiphasensystemen. Von Fedkiw et al. [41] wurde die
Ghost-Fluid-Methode vorgestellt, welche für kompressible Strömungen eine scharfe
Abbildung der Dichte- und Temperaturverteilung ohne Glättung über Phasengrenzen
hinweg erlaubt, ohne zu numerischen Oszillationen zu führen. In [61] wurde dieses
Verfahren für 2d-Simulationen von einer Luftblase in Wasser sowie einer Heliumblase
in Luft, die jeweils von einer Stoßfront getroffen werden, verwendet. Kang et al. [68]
setzten die Ghost-Fluid-Methode auch für die Simulation inkompressibler Zweiphasen-
strömungen ein.

Das hybride ’Combined Level-Set and Volume-of-Fluid’-Verfahren
(CLSVOF) verbindet die guten Massenerhaltungseigenschaften von Volume-of-Fluid-
Verfahren mit den Vorteilen der Level-Set-Technik: Eine Grenzflächenbeschreibung
hoher Ordnung sowie glatte Verläufe der berechneten geometrischen Größen an der
Phasengrenze. In der von Sussman und Puckett [150] vorgestellten Methode erfolgt
eine zweifache Kopplung dieser beiden Verfahren: Für die Advektion der Volume-of-
Fluid-Verteilung ist eine Rekonstruktion der Grenzfläche erforderlich, um die Flüsse
über jede Zellseitenfläche berechnen zu können. Die für diese Rekonstruktion not-
wendigen Normalenvektoren der Oberfläche werden anhand der Level-Set-Funktion
berechnet. Weiterhin wird die aus der VOF-Verteilung ermittelte Grenzflächenposi-
tion als Grundlage für die Reinitialisierung der Level-Set-Funktion genutzt. Auf diese
Weise sollen Bewegungen des Null-Level-Sets und somit Massenfehler in der Level-
Set-Beschreibung vermindert werden. Details zur Implementierung der CLSVOF-
Methode sind u.a. in [158] nachzulesen. Eine Kombination des CLSVOF-Verfahrens
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mit einer Methode zur adaptiven Gitterverfeinerung wird in [146] beschrieben und
es werden Simulationsergebnisse von 3d-Blasenströmungen und Schiffskörperum-
strömungen präsentiert. Basierend auf den Arbeiten von Sussman et al. [145, 147, 150]
führten Ohta et al. [106] Simulationen von Gasblasen auf zickzackförmigen Aufstiegs-
pfaden durch.

Ein weiteres hybrides Verfahren stellt die ’Hybride Partikel-Level-Set’-
Methode (HPLS) von Enright et al. [39] dar. In dieser Methode wird die Eulersche
Level-Set-Technik mit einem Lagrangeschen Partikelverfahren gekoppelt, erneut um
Massenfehlern in der Level-Set-Funktion entgegenzuwirken. Die Phasengrenze wird
zusätzlich durch Partikel verfolgt, welche in der Lage sind Massenfehler in der Level-
Set-Darstellung der Phasengrenze zu identifizieren und diese zu korrigieren. Details
dieses Verfahrens werden in den Kapiteln 3.2 und 4.3 besprochen. In Simulationen von
Festkörperrotationen und -deformationen [39] zeigte das HPLS-Verfahren eine deut-
liche Überlegenheit hinsichtlich der Massenerhaltung im Vergleich zu reinen Level-Set-
Verfahren. Die HPLS-Methode wurde in [40] für die Berechnung von Strömungen mit
freien Oberflächen verwendet und in [46] wurden die Eigenschaften dieses Verfahrens
für Simulationen von Zweiphasenströmungen mit Oberflächenspannung untersucht.
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3 Mathematische Beschreibung

3.1 Navier-Stokes-Gleichungen

In dieser Arbeit werden inkompressible, nichtreagierende Zweiphasenströmungen von
unmischbaren Fluiden betrachtet. Diese Strömungen sind durch eine disperse Phase
im Gebiet Ωd, eine die disperse Phase umgebende ’bulk’-Phase im Gebiet Ωb und eine
Trennfläche Γf zwischen den beiden Fluiden charakterisiert, siehe Abbildung 3.1(a).
Stoffdaten der dispersen Phase werden im Folgenden mit dem Index ’d’ und Stoff-
daten des umgebenden Mediums mit ’b’ gekennzeichnet. Das Dichteverhältnis von
disperser und umgebender Phase ist mit Γρ = ρd/ρb und das Viskositätsverhältnis mit
Γµ = µd/µb definiert. Auf dem das gesamte Gebiet begrenzenden Rand Γr können
problemabhängig Dirichlet- und/oder Neumann-Randbedingungen definiert werden.
Die zeitliche Entwicklung der beiden Fluide wird jeweils durch die Navier-Stokes-Glei-
chungen beschrieben

ρm
Dum

Dt
= −∇pm +∇· (2µmDm) + ρmg in Ωm, (3.1)

∇· um = 0 in Ωm. (3.2)

Die Gleichungen (3.1) und (3.2) enthalten folgende dimensionlose Größen: um ist
der Geschwindigkeitsvektor, Dum

Dt
:= ∂t(um) + (um ·∇)um ist die materielle Ablei-

tung des Geschwindigkeitsvektors, ρm und µm bezeichnet die jeweilige Dichte bzw.
die dynamische Viskosität, D ist der Schubspannungstensor mit den Komponenten
Dij = 1

2
(ui,j + uj,i) und g ist der Gravitationsvektor.

Für eine vollständige Beschreibung des Systems sind auf dem gemeinsamen Rand
der beiden Fluide Γf noch Randbedingungen zu definieren. Diese Grenzfläche wird
als scharfer Übergang zwischen den beiden Fluiden angesehen und besitzt keinerlei
Schichtdicke und somit auch keine Masse [73]. Da keine chemischen Reaktionen, kei-
ne Phasenübergänge und keine Diffusionsvorgänge über Phasengrenzen berücksichtigt
werden, fließt keine Masse durch die Phasengrenze

n ·ud = n · ub. (3.3)

Hierin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor auf der Oberfläche Γf . Für viskose
Fluide ist die Geschwindigkeit über die Grenzfläche hinweg stetig. Es existiert eine ’no-
slip’-Randbedingung an der Oberfläche und somit vereinfacht sich obige Bedingung,
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Γf

Γr

Ωd
ρd, µd

Ωb

ρb, µb

(a) Rechengebiet.
Rt1

Rt2

n
t1

t2

(b) Geometrieparameter an Phasengrenzen.

Abbildung 3.1: Modellierung von Zweiphasenströmungen.

Gleichung (3.3), zu
ud = ub auf Γf . (3.4)

Falls zunächst keine Oberflächenspannung betrachtet wird, so müssen die Spannungen,
welche durch beide Fluide an der Grenzfläche verursacht werden, sich gegenseitig auf-
heben

(Td + Tb) ·n = 0 , mit Tm = (−pmI + 2µmDm). (3.5)

Durch die Kohäsionskräfte zwischen den Flüssigkeitsmolekülen ist jedoch eine Ober-
flächenspannungskraft an der Trennfläche Γf vorhanden. Bei Berücksichtigung dieser
zusätzlichen Randbedingung stehen die Spannungstensoren mit einem entsprechenden
Quellterm im Gleichgewicht

(Td + Tb) ·n = σκn. (3.6)

κ bezeichnet die mittlere lokale Krümmung der Oberfläche, welche sich aus den beiden
Hauptkrümmungsradien berechnet, siehe Abbildung 3.1(b)

κ =
1

2

(
1

Rt1

+
1

Rt2

)
. (3.7)

Der Oberflächenspannungskoeffizient σ ist als Verhältnis der geleisteten Arbeit zur
erreichten Oberflächenvergrößerung definiert, σ = dW / dA, und ist im Allgemeinen
von den beteiligten Stoffen und der Temperatur abhängig. Die Gleichung der freien
Energie eines Systems mit freien Oberflächen weist einen Term auf, welcher sich pro-
portional zum Flächeninhalt der Oberfläche verhält. Da ein stabiles Gleichgewicht des
Systems die Minimierung der freien Energie erfordert, verringert sich die Oberfläche,
soweit dies mit anderen Randbedingungen des Systems vereinbar ist.

Neben der Randbedingung für Spannungen in normaler Richtung zur Phasengrenz-
fläche, Glg. (3.6), gilt für die Spannungen in den beiden tangentialen Richtungen t1
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und t2

(Td + Tb) · t1 =
∂σ

∂t1
= 0, (3.8)

(Td + Tb) · t2 =
∂σ

∂t2
= 0, (3.9)

siehe hierzu auch [73]. Die Formulierung einer separaten Navier-Stokes-Gleichung für
jede Phase und die Anwendung entsprechender Randbedingungen kann in Simula-
tionen von Strömungen mit freien Oberflächen vorteilhaft sein, wie beispielsweise
in [40].

Mittels der Randbedingungen auf Γf , Gleichungen (3.4), (3.6), (3.8) und (3.9), kön-
nen die Navier-Stokes-Gleichungen der individuellen Phasen, Gleichungen (3.1) und
(3.2), miteinander gekoppelt werden und man erhält Navier-Stokes-Gleichungen für
das gesamte Rechengebiet

ut + u ·∇u = − 1

ρ(φ)
∇p +

1

Reref · ρ (φ)
∇ · (2µ(φ)D) +

+
g

u

Fr2
ref

− 1

Weref · ρ (φ)
δ(φ)κ(φ)n(φ), (3.10)

∇· u = 0 . (3.11)

Die Randbedingungen an Grenzflächen sind in dieser Formulierung implizit durch
den letzten Term in Gleichung (3.10) enthalten. Dieser neue Quellterm repräsentiert
die Oberflächenspannungskräfte und tritt singulär an Phasengrenzen auf, was durch
Multiplikation mit einer Delta-Funktion δ(φ) erreicht wird. Die Variable φ bezeich-
net die Level-Set-Funktion, welche Grundlage für die Berechnung von geometrischen
Größen an der Phasengrenze und der Dichte- und Viskositätsverteilung ist.

Die Überführung der dimensionsbehafteten Navier-Stokes-Gleichungen in die hier
verwendete dimensionlose Form wird von Schlichting und Gersten [132], ab S. 89, aus-
führlich beschrieben. Bei der Entdimensionalisierung können folgende Ähnlichkeits-
kennzahlen eingeführt werden:

Reref =
Lref Urefρb

µb

Referenz-Reynoldszahl,

Frref =
Uref√
g Lref

Referenz-Froudezahl,

Weref =
Lref U2

refρb

σ
Referenz-Weberzahl.

Hierin bezeichnet Lref eine Referenzlänge, welche in Simulationen von Einzelblasen
gleich dem Durchmesser dB einer volumenäquivalenten, kugelförmigen Blase gesetzt
wird. Die Referenzgeschwindigkeit wird mit Uref =

√
g Lref definiert.
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Um die Auftriebskräfte in den Navier-Stokes-Gleichungen zu berücksichtigen, wurde
ein hydrostatischer Referenzzustand definiert, in welchem an jedem Ort die Dichte
ρ0(x) = ρb vorliegt und für den Druckgradienten

∇p0 = ρ0 · g (3.12)

gilt. Gleichung (3.12) wird von Gleichung (3.10) subtrahiert, und mit der Bedingung,
dass der Gravitationsvektor g parallel zur y-Achse des Koordinatensystems verläuft,
ergibt sich für den Auftriebsterm

F gravi =

(
1− ρb

ρ(x)

)
ey

Fr2
ref

. (3.13)

Dieser Quellterm ist nur innerhalb der dispersen Phase ungleich null. Der Druck-
gradient in den Navier-Stokes-Gleichungen beschreibt nun Druckunterschiede auf
Grund von Oberflächenspannungskräften oder hydrodynamischen Vorgängen.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden mit Hilfe der Projektionsmethode nach Cho-
rin [25] gelöst. Dies ist ein sehr effizienter Ansatz um die Divergenzfreiheit in nume-
rischen Simulationen inkompressibler Strömungen zu gewährleisten. Zunächst wird die
rechte Seite von Gleichung (3.10), ergänzt durch den konvektiven Term, jedoch ohne
den Druckgradienten, berechnet und in der Zeit integriert. Für ein explizites Euler-
Verfahren als Zeitintegrationsschema ergibt sich ein vorläufiges Geschwindigkeitsfeld ũ

aus

ũ− un

4t
= −(un ·∇)un +

1

ρ(φ)

[
1

Reref

∇· (2µ(φ)D) +

+

(
1− ρb

ρ(x)

)
g

u

Fr2
ref

− 1

Weref

δ(φ) ·κ(φ) ·n(φ)

]
. (3.14)

Für das Geschwindigkeitsfeld zum nächsten Zeitpunkt un+1 gilt nun

un+1 = ũ− 1

ρ(φ)
∇p ·4t. (3.15)

Es wird ∇p ·4t = ∇p̂ definiert und der Divergenzoperator auf Gleichung (3.15) an-
gewandt. Somit ergibt sich

∇· un+1 = ∇· ũ−∇ ·
(

1

ρ(φ)
∇p̂

)
. (3.16)

Mit Berücksichtigung der Kontinuitätsgleichung (3.11) ist∇· un+1 = 0 und man erhält
eine Poisson-Gleichung für den Druck

∇·
(

1

ρ(φ)
∇p̂

)
= ∇· ũ. (3.17)
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Nach Lösung von Gleichung (3.17) erhält man die Geschwindigkeit zum nächsten
Zeitpunkt durch einen Korrekturschritt,

un+1 = ũ− 1

ρ(φ)n+1
∇p̂ , (3.18)

welcher die diskrete Divergenzfreiheit von un+1 gewährleistet.

3.2 Hybride Partikel-Level-Set-Methode

Die Hybride Partikel-Level-Set-Methode (HPLS) [39, 40] nutzt sowohl die Level-Set-
Methode als auch Marker-Partikel für die Beschreibung von Grenzflächen. Im Folgen-
den werden die Grundlagen beider Methoden besprochen.

3.2.1 Level-Set-Methode

Level-Set-Verfahren beschreiben Phasengrenzen implizit als Nullniveau φ(x) = 0 einer
skalaren Gitterfunktion φ(x,t), siehe Abbildung 2.3(f). Die Level-Set-Funktion ist als
vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion definiert, |∇φ| = 1, und gibt somit an jedem
Punkt des Rechengebietes die Distanz zur nächstgelegenen Phasengrenze an. In der
dispersen Phase wurde die Level-Set-Funktion als negativ und in der umgebenden Pha-
se als positiv definiert. Diese implizite Beschreibung von Grenzflächen ermöglicht eine
einfache Abbildung von komplexen 3d-Geometrien. Ebenso ist die Teilung oder Verei-
nigung von Körpern mit Level-Set-Methoden ohne zusätzliche Algorithmen darstell-
bar. Falls mehr als zwei Phasen vorhanden sind, werden mehrere Level-Set-Funktionen
φ1, φ2...φn für die Darstellung der unterschiedlichen Fluide verwendet.

Die Level-Set-Verteilung wird mit der lokalen Strömungsgeschwindigkeit u(x,t)

transportiert
φt + u ·∇φ = 0. (3.19)

Gleichung (3.19) ist jedoch nur exakt für die Zeitintegration des Nullniveaus der Level-
Set-Funktion, also der Phasengrenze selbst. Für allgemeine Strömungsfelder u(x,t) ver-
liert die Level-Set-Funktion in Bereichen abseits der Grenzfläche mit fortschreitender
Integrationszeit ihre Distanzeigenschaft, |∇φ| 6= 1. Eben diese Eigenschaft ist jedoch
Voraussetzung für eine korrekte Krümmungsberechnung und für eine gleichmäßige
Glättung der Sprünge in den Stoffgrößen nahe der Phasengrenze.

Die für die Wiederherstellung der Distanzeigenschaft entwickelten Methoden können
in zwei Klassen eingeteilt werden: Entweder es kommen sogenannte ’Fast-Marching’-
Verfahren zum Einsatz, oder es wird eine Reinitialisierungsgleichung iterativ gelöst.
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3 Mathematische Beschreibung

Die Fast-Marching-Methode [56, 134] wird auch als nicht-iteratives Verfahren bezeich-
net und definiert zunächst drei Klassen von Level-Set-Werten entsprechend deren
Lage zur Grenzfläche: Alle Level-Set-Werte von Gitterknoten die sich direkt neben
der Grenzfläche befinden werden als akzeptiert markiert. Die Nachbarknoten der
akzeptierten Knoten erhalten den Status Nahbereich. Alle restlichen Level-Set-Knoten
werden als im Umfeld liegend markiert. In jedem Rechenschritt der Fast-Marching-
Methode wird nun genau ein Level-Set-Wert, welcher mit Nahbereich markiert ist,
zunächst aktualisiert und dann als akzeptiert eingestuft. Hierfür wird die Gleichung

|φ| = 1 (3.20)

für alle Level-Set-Knoten des Typs Nahbereich mit upwind-Verfahren des Godunov-
Typs [122] diskretisiert

[
max(D−x

ijkφ, −D+x
ijkφ, 0)2+

max(D−y
ijkφ, −D+y

ijkφ, 0)2+ (3.21)

max(D−z
ijkφ, −D+z

ijkφ, 0)2
]1/2

= 1.

Bei der Auswertung dieser Gleichungen wird für alle Knoten des Bereichs Umfeld an-
stelle des tatsächlichen Level-Set-Wertes eine sehr große Zahl (→ ∞) angenommen.
Dies stellt den upwind-Charakter des Verfahrens sicher, indem für das Update eines
Level-Set-Wertes des Typs Nahfeld immer die kleineren, der Grenzfläche näher liegen-
den Level-Set-Werte verwendet werden. Da nun alle Nachbarwerte der Nahfeld -Level-
Set-Knoten bekannt sind, ergibt die Beziehung (3.21) eine quadratische Gleichung für
deren neue Level-Set-Werte. Aus dieser Menge wird jedoch nur der kleinste Level-Set-
Wert tatsächlich aktualisiert und als akzeptiert eingestuft. Alle restlichen Nahfeld -
Level-Sets nehmen wieder am nächsten Rechenschritt teil. Dieser findet nach einer
Aktualisierung der Nahfeld - und Umfeld -Listen statt. Die Fast-Marching-Methode ist
sehr effizient hinsichtlich der notwendigen Anzahl von Operationen für die Aktualisie-
rung eines Level-Set-Wertes. Eine Parallelisierung durch Gebietszerlegung ist jedoch
auf Grund des stark sequentiellen Charakters der Fast-Marching-Methode nur mit
großem Aufwand möglich.

In dieser Arbeit wird eine andere Vorgehensweise verfolgt um die Distanzeigenschaft
zu wahren: Die momentane Level-Set-Funktion mit der Eigenschaft |φ| 6= 1 wird als
Anfangswert für die Lösung der Differentialgleichung

φτ + sign(φ) · (|∇φ| − 1) = 0 (3.22)

verwendet [135]. Gleichung (3.22) wird in der ’Pseudo’-Zeit τ bis zum Erreichen eines
stationären Zustandes entwickelt. Der Ausdruck sign(φ) steht für das Vorzeichen der
Level-Set-Funktion. Diese sogenannte Reinitialisierungsgleichung kann in

φτ + c ·∇φ = sign(φ) mit c = sign(φ)
∇φ

|∇φ| (3.23)

28
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umgeformt werden. Auf Grund der Charakteristiken der nichtlinearen Differential-
gleichung (3.23) laufen die Informationen zur Wiederherstellung von |∇φ| = 1 von
der Phasengrenze φ(x) = 0 ausgehend mit einer Geschwindigkeit von 1 als zwei
Wellenfronten in das Gebiet negativer und positiver Level-Set-Werte. Die Level-Set-
Funktion wird also zuerst in der Nähe der Phasengrenze reinitialisiert. Die Erhal-
tung der Distanzeigenschaft ist lediglich im Nahbereich der Phasengrenze von großer
Bedeutung. Somit ist eine Reinitialisierung der Level-Set-Funktion innerhalb eines
vordefinierten Bandes um φ(x) = 0 ausreichend. Dies entspricht der Lösung von Glei-
chung (3.22) für nur wenige Zeitschritte und ermöglicht erhebliche Einsparungen hin-
sichtlich der Rechenzeit. Weiterhin ist eine Parallelisierung dieser Reinitialisierungs-
methode vergleichsweise einfach möglich.

In Simulationen von Zweiphasenströmungen sind Oberflächenspannungskräfte zu
berücksichtigen, siehe Gleichung (3.10). Die hierfür benötigten Normalenvektoren und
lokalen Krümmungen der Grenzfläche können effizient mittels der Level-Set-Funktion
berechnet werden

n(φ) =
∇φ

|∇φ| , (3.24)

κ(φ) = ∇·n(φ) = ∇·
( ∇φ

|∇φ|
)
. (3.25)

Ebenso ist die Dichte- und Viskositätsverteilung anhand der Level-Set-Funktion aus

ρ(φ) = ρd + (ρb − ρd) ·H(φ), (3.26)

µ(φ) = µd + (µb − µd) ·H(φ), (3.27)

ermittelbar. H(φ) ist eine Heaviside-Funktion

H(φ) =





0 , falls φ < −ε

1
2
(1 + φ

ε
+ 1

π
sin(πφ

ε
)) , falls −ε ≤ φ ≤ ε,

1 , falls φ > ε

(3.28)

welche innerhalb eines Bereichs ε beiderseits der Grenzfläche geglättet wurde [109,
135]. Typische Glättungsbreiten sind ε = 1,5 .. 3h, wobei h die Breite einer Gitterzelle
bezeichnet.

Für viele Problemstellungen sind die Level-Set-Werte und Größen wie die Krüm-
mung der Level-Set-Isoflächen in Gebieten mit einigem Abstand zur Grenzfläche nicht
von Interesse. Für diese Fälle können mit der ’Narrow-Band-Methode’ alle Berech-
nungen innerhalb des Level-Set-Algorithmus auf ein schmales Band um Grenzflächen
konzentiert werden [1, 24]. Somit reduziert sich der Rechenaufwand für ein 2d-Problem
mit N Gitterpunkten in jede Raumrichtung von O(N ·N) auf O(k ·N) Operationen
im Level-Set-Algorithmus, wobei k die Breite des betrachteten Bandes um die Grenz-
fläche ist. Ein Nachteil von Level-Set-Verfahren, welcher allerdings nicht nur bei deren
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Anwendung in der Strömungsmechanik auftritt, sind mögliche Defizite hinsichtlich
der Massenerhaltung der einzelnen Gebiete. Besonders in Bereichen starker Ober-
flächenkrümmung mit unzureichender Auflösung durch das Rechengitter können Level-
Set-Verfahren zu erheblichen Massenfehlern für die beteiligten Phasen führen.

3.2.2 Marker-Partikel-Verfahren

Neben der Level-Set-Funktion nutzt die HPLS-Methode Marker-Partikel zur Be-
schreibung der Grenzfläche. Ähnlich wie bei ’volume-tracking’-Methoden, siehe Ab-
bildung 2.3(c), wird auf beiden Seiten der Grenzfläche eine bestimmte Anzahl von
Partikel in jede Gitterzelle platziert. Im Bereich negativer Level-Set-Werte, also in-
nerhalb der dispersen Phase, werden negative Partikel (signP = −1) und in Gebieten
positiver Level-Set-Werte werden positive Partikel (signP = +1) verwendet. Für die
Verfolgung von Phasengrenzen ist es ausreichend, die Partikel nur in Zellen innerhalb
einer gewissen Bandbreite um die Grenzfläche zu positionieren. Eine Beschreibung des
gesamten Fluidvolumens mittels Partikel, beispielsweise der dispersen Phase Ωd wie
in [55], ist nicht erforderlich.

Neben einem Vorzeichen wird jedem Partikel ein Radius rP (t) zugeordnet. Dessen
Größe ist durch einen oberen und unteren Grenzwert rmax bzw. rmin beschränkt, wel-
cher jeweils in Abhängigkeit der Gitterzellengröße gewählt wird. Im Rahmen dieses
Wertebereichs wird der Partikelradius während der Simulation so angepasst, dass die
Phasengrenze φ(x,t) = 0 eine Tangente an die Kugel beschreibt, welche durch die
Partikelkoordinaten xP (t) und den Partikelradius definiert ist,

rP (t) =





rmax , falls signP ·φ(xP ) > rmax

signP ·φ(xP ) , falls rmin ≤ signP ·φ(xP ) ≤ rmax.

rmin , falls signP ·φ(xP ) < rmin

(3.29)

In Abbildung 3.2 ist die Partikelverteilung entlang der Grenzfläche schematisch dar-
gestellt, wobei in den Simulationen sehr viel mehr Partikel je Zelle verwendet werden.
Da die Partikel keinerlei Fluidmasse repräsentieren, können sich die durch den Partikel-
radius definierten Kugeln überlappen. Somit wird für den Grenzfall einer unendlichen
Partikelzahl je Gitterzelle die Phasengrenzfläche exakt abgebildet.

Die Partikel werden mit der lokalen Strömungsgeschwindigkeit transportiert

dxP

dt
= u(xP ) . (3.30)
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Ωb

φ > 0

positive Partikel

Ωd

φ < 0

negative Partikel

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der Partikelverteilung an einer Grenzfläche.

Marker-Partikel-Verfahren sind für ihre hohe Genauigkeit hinsichtlich der Grenzflä-
chenverfolgung bekannt und weisen sehr gute Massenerhaltungseigenschaften auf. Die-
se Genauigkeit nutzt man in der HPLS-Methode, um die in der Level-Set-Funktion
auftretenden Massenfehler zu korrigieren. In Bereichen unzureichender Auflösung der
Grenzfläche durch das Rechengitter kann es zu unphysikalischen Verschiebungen des
Nullniveaus der Level-Set-Funktion kommen. In diesem Fall erscheinen jedoch Par-
tikel eines Typs in Bereichen, in denen die Level-Set-Funktion ein entgegengesetztes
Vorzeichen aufweist. Es werden also entweder negative Partikel in Gebieten mit φ > 0,
oder positive Partikel in Gebieten mit φ < 0 gefunden. Diese Partikel werden als aus
ihrem ursprünglichen Gebiet ’entkommen’ bezeichnet und für die lokale Korrektur der
Level-Set-Funktion genutzt. Eine detaillierte Beschreibung des Korrekturmechanismus
ist in Abschnitt 4.3.2 zu finden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass mit der HPLS-Methode die effiziente
Beschreibung komplexer Grenzflächen durch die Level-Set-Methode beibehalten, deren
Genauigkeit jedoch mit Hilfe von Marker-Partikeln erhöht und somit Massenfehlern
entgegengewirkt wird.
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Die in Kapitel 3 angegebenen Gleichungen werden auf einem orthogonalen, gerad-
linigen, versetzten Rechengitter diskretisiert. Skalare Variablen sind im Zentrum der
Gitterzellen definiert und Komponenten vektorieller Strömungsgrößen sind im Mittel-
punkt der Zellseitenflächen definiert, siehe Abbildung 4.1. Das Rechengebiet der Größe
Lx×Ly×Lz wird in Nx×Ny×Nz Gitterzellen unterteilt. In alle drei Raumrichtungen
werden periodische Randbedingungen vorgegeben. Für alle im Rahmen dieser Arbeit
durchgeführten Simulationen wurden äquidistante Netze der Gitterweite h verwendet.

4.1 Numerische Methode für inkompressible
Zweiphasenströmungen

4.1.1 Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Die konvektiven Terme der Navier-Stokes-Gleichungen werden in der schiefsymme-
trischen (’skew-symmetric’) Form verwendet, welche für die Richtung ’i’ durch

[Fkonv]i =
1

2

∂ujui

∂xj

+
1

2
uj

∂ui

∂xj

(4.1)

gegeben ist. Die Diskretisierung der konvektiven Terme erfolgt mit finiten Differenzen
vierter Ordnung [97]. Dieses Schema ist konservativ bezüglich Masse, Impuls und

x

y

z

u

v

w

p,ρ,µ,φ

Abbildung 4.1: Definition der Strömungsgrößen für versetzte Rechengitter.
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kinetischer Energie auf äquidistanten, versetzten Rechengittern. In [159] wurde das
Diskretisierungsschema auf nicht-äquidistante Rechengitter erweitert. In Abhängigkeit
der Form des konvektiven Terms, kann auf gestreckten Gittern jedoch nur die Masse
und entweder der Impuls oder die kinetische Energie konservativ behandelt werden.

Für die Diskretisierung der Reibungsterme wurden zwei Möglichkeiten in Be-
tracht gezogen. Der Reibungsterm kann in Divergenzform diskretisiert werden, welche
beispielsweise für die x-Richtung durch

[Fvisk]x =
1

Reref · ρ(φ)


∂

(
µ

(
2∂u

∂x

))

∂x
+

∂
(
µ

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

))

∂y
+

∂
(
µ

(
∂u
∂z

+ ∂w
∂x

))

∂z


 (4.2)

gegeben ist. Auf Grund der wiederholten Anwendung des diskreten Operators für ers-
te Ableitungen kann der Abbruchfehler dieses Schemas jedoch höher sein, als wenn
Gleichung (4.2) nach der Kettenregel entwickelt wird und die ersten und zweiten Ablei-
tungen direkt diskretisiert werden [74]. Beide Varianten wurden mit zentralen Differen-
zen zweiter Ordnung diskretisiert. In Testrechnungen, wie zum Beispiel Simulationen
des Taylor-Green-Wirbels (siehe Kapitel 5.1.1), konnte jedoch kein signifikanter Unter-
schied zwischen beiden Versionen festgestellt werden. Daher werden die Reibungsterme
in Divergenzform verwendet, was zu einem etwas geringeren Rechenaufwand in den
Simulationen führt.

Die Oberflächenspannungskraft stellt einen weiteren Quellterm in den Navier-
Stokes-Gleichungen dar

F kap =
1

Weref · ρ(φ)
δ(φ) κ(φ) n(φ). (4.3)

Formal tritt diese Kraft singulär an Grenzflächen zwischen zwei Fluiden auf. Jedoch
wird aus Gründen der numerischen Stabilität die Oberflächenspannungskraft als eine
kontinuierliche Kraft modelliert, welche innerhalb einer Bandbreite 2 · ε um die Grenz-
fläche wirkt [18]. Hierfür wird der Quellterm mit einer geglätteten Delta-Funktion
multipliziert

δ(φ) =





1

2ε

(
1 + cos

(
πφ

ε

))
, falls |φ| < ε

0 , andernfalls
, (4.4)

wobei die Glättungsbreite ε von der Größenordnung der Gitterweite ist. Nach Test-
rechnungen wurde ε = 2.0 ·h festgelegt. Ähnliche Glättungsbreiten sind in [147, 151]
vorgeschlagen worden. Der Einheitsnormalenvektor auf der Phasengrenze

n(φ) =
∇φ

|∇φ| (4.5)

wird mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung diskretisiert. Für die Berechnung der
Ableitungen in Gleichung (4.5) wurden zwei mögliche Diskretisierungen untersucht.
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Einerseits können die Ableitungen im Zellzentrum mit zentralen Differenzen und einem
Abstand der Stützstellen von 2h berechnet werden. In diesem Fall ist keine Interpola-
tion des Einheitsnormalenvektors für die Auswertung von Gleichung (4.3) im Zellzen-
trum notwendig. Anschließend werden die Komponenten der Oberflächenspannungs-
kraft in x-, y- und z-Richtung mittels Lagrangescher Interpolation dritter Ordnung
an den Mittelpunkten der jeweiligen Zellseitenflächen interpoliert. Andererseits erhält
man bei Verwendung von zentralen Differenzen mit einem Stützstellenabstand von h

die Komponenten des Normalenvektors direkt an den Zellseitenflächen. Da jedoch die
Ableitungen in verschiedene Raumrichtungen an verschiedenen Positionen des Gitters
vorhanden sind, werden zusätzliche Interpolationen für die Normalisierung der Kom-
ponenten mit |∇φ| notwendig. Somit ist der Rechenaufwand dieser letzteren Variante
höher. Die Oberflächenkrümmung im Zellzentrum

κ(φ) = ∇·n = ∇·
( ∇φ

|∇φ|
)

(4.6)

kann entweder durch Berechnen der Divergenz des Einheitsnormalenvektors ermittelt
werden,

κ(φ) = nx,x + ny,y + nz,z , (4.7)

oder es wird die Kettenregel in Gleichung (4.6) angewandt und die folgende Gleichung
für die Krümmung diskretisiert

κ(φ) =
φ2

x (φyy + φzz) + φ2
y (φxx + φzz) + φ2

z (φxx + φyy)−
...

−2 (φxφyφxy + φxφzφxz + φyφzφyz)(
φ2

x + φ2
y + φ2

z

)3/2
. (4.8)

Ähnlich wie bei der Diskretisierung der Reibungsterme wird mit Gleichung (4.8) die
wiederholte Anwendung des diskreten Operators für erste Ableitungen vermieden, was
sich positiv auf die Stabilität und Genauigkeit der Simulationen auswirken kann.

Es wurden drei Diskretisierungen von Gleichung (4.3) hinsichtlich ihres Einflusses
auf die Massenerhaltung in Simulationen von Zweiphasenströmungen untersucht:

• Kapillar-A: Der Einheitsnormalenvektor wird im Zellzentrum berechnet und
die Oberflächenkrümmung nach Gleichung (4.8) ermittelt.

• Kapillar-B: Es wird das ’marker-and-cell’-Diskretisierungsschema (MAC)
nach Brackbill et al. [18] verwendet. Die Komponenten des Einheitsnormalen-
vektors werden auf den Zellseitenflächen berechnet und die Krümmung wird aus
der Divergenz des Einheitsnormalenvektors ermittelt, Gleichung (4.7).

• Kapillar-C: Der Einheitsnormalenvektor wird im Zellzentrum berechnet und
die Krümmung wird aus der Divergenz des Einheitsnormalenvektors berechnet,
Gleichung (4.7).
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Ergebnisse der numerischen Testrechnungen werden in Abschnitt 5.1.2 präsentiert.
Für die Berechnung der geglätteten Delta-Funktion, Gleichung (4.4), und der lokalen
Dichte, Gleichung (3.26), auf den Zellseitenflächen wurden in allen drei Versionen
die Level-Set-Werte an diesen Positionen mittels Lagrangescher Interpolation dritter
Ordnung bestimmt.

4.1.2 Fringe-Technik

Für die Untersuchung des Verhaltens von Gasblasen in Flüssigkeiten und von Strö-
mungsstrukturen in deren Nachläufen werden in Experimenten vorwiegend einzelne
Blasen betrachtet, die in einer ruhenden Flüssigkeit aufsteigen [19, 38]. Die in der
flüssigen Phase induzierten Geschwindigkeiten werden nur langsam durch Reibungs-
effekte gedämpft. So konnten Ellingsen und Risso [38] in ihren Untersuchungen von
Luftblasen in Wasser in einer Entfernung von 50 Blasendurchmessern unterhalb der
Blase noch vertikale Geschwindigkeiten von etwa 10% der Aufstiegsgeschwindigkeit UT

feststellen. In numerischen Simulationen ist die vertikale Ausdehnung des Rechenge-
bietes begrenzt. Die in dieser Arbeit verwendeten Rechengebiete weisen Höhen in
einem Bereich von Ly = 8..12 dB auf und es wurden periodische Randbedingungen in
alle Raumrichtungen verwendet. Für diese Konfiguration würde die Blase allerdings in
ihren eigenen Nachlauf hineinlaufen. In Simulationen von Luftblasen in Wasser kön-
nen diese Störungen in der Blasenanströmung zu gänzlich anderen Blasenformen und
einem völlig veränderten Aufstiegsverhalten führen. Vergleiche der Simulationsergeb-
nisse mit experimentellen Daten wären somit kaum noch möglich.

Daher führen wir eine sogenannte ’Fringe-Zone’ der Breite b in einem vertikalen Ab-
stand s über einem Bezugspunkt innerhalb der Blase ein, siehe Abbildung 4.2(a). In
diesem Bereich werden die Geschwindigkeiten u(x) mittels einer zusätzlichen Volumen-
kraft G so modifiziert, daß sich in dieser Zone ein gewünschtes Strömungsfeld U(x)

einstellt. Bereits Spalart [144] verwendete die Fringe-Technik erfolgreich um nicht-
periodische Lösungen der Navier-Stokes-Gleichungen auf einem periodischen Rechen-
gebiet zu berechnen. Die Methode wurde in [11] und [76] für die Simulation von
transitionellen und turbulenten Strömungen angewandt. Eine detaillierte Analyse der
Fringe-Technik sowie Anwendungsrechnungen für sich räumlich entwickelnde Blasius-
Grenzschichten sind in [103] zu finden.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden um einen Quellterm G erweitert,

ut + u ·∇u = −1

ρ
∇p + F visk + F gravi + F kap + G,

welcher sich aus dem aktuellen Strömungsfeld u(x), dem angestrebten Strömungs-
feld U(x) und der Fringe-Funktion λ(x) berechnet

G(x) = λ(x) · [U(x)− u(x)]. (4.9)
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Abbildung 4.2: Fringe-Zone zur Dämpfung von Nachlaufstrukturen in periodischen
Rechengebieten.

Da wir Blasenaufstiege in ruhender Flüssigkeit betrachten, wird U(x) = 0 gesetzt. In
den hier durchgeführten Simulationen ist die Fringe-Funktion nur von der vertikalen
Koordinate abhängig, λ = λ(y). Während diese Funktion außerhalb der Fringe-Zone
gleich null ist, wird sie innerhalb dieses Bereichs durch eine geglättete Stufenfunktion
S mit dem Maximalwert λmax beschrieben

λ(y) = λmax

[
S

(
y − ystart

bstart

)
− S

(
y − yende

bende

+ 1

)]
, mit (4.10)

S(yf ) =





0 , falls yf ≤ 0

1/
[
1 + exp( 1

yf−1
+ 1

yf
)
]

, falls 0 < yf < 1.

1 , falls yf ≥ 1

(4.11)

Gleichung (4.10) entspricht der von Schlatter et al. [131] verwendeten Fringe-Funktion
und lieferte gute Ergebnisse in den Testrechnungen. Abbildung 4.2(b) zeigt den Ver-
lauf der Fringe-Funktion mit λmax = 15. Um die Startkoordinate der Fringe-Zone
ystart zu ermitteln, wird zunächst der Bezugspunkt innerhalb der Blase (xB, yB, zB)

bestimmt. Dieser wird als die Position des kleinsten Level-Set-Wertes definiert, welche
man in einem FORTRAN-Quellcode recht schnell mittels einer ’MINLOC’-Operation
auf dem Level-Set-Feld erhält. Für Blasen mit rotationssymmetrischer Gestalt ist die-
ser Bezugspunkt zugleich der Massenschwerpunkt (xcg, ycg, zcg). Die Startkoordinate
der Fringe-Zone ergibt sich dann aus

ystart = Modulo(yB + s, Ly),
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Abbildung 4.3: Dämpfung der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit durch eine
Fringe-Zone.

wobei die Modulo-Operation die Periodizität des Rechengebietes berücksichtigt. Die
Endkoordinate yende berechnet sich aus

yende = Modulo(ystart + b, Ly).

In den Simulationen sind einige Gesichtspunkte bei der Parameterwahl im Fringe-
Algorithmus zu berücksichtigen. Die Zonenbreite b sollte möglichst klein gewählt
werden um große Teile des Rechengebietes für eine Auswertung der Strömungsdaten
verwenden zu können. Dennoch müssen die Nachlaufstrukturen innerhalb der Fringe-
Zone ausreichend gedämpft werden. Falls die Dämpfungszone zu nah vor der Blase
positioniert wird, der Abstand s wurde zu klein gewählt, so kann dies die Verdrän-
gungswirkung der Blase auf das über ihr befindliche Fluid behindern und eine redu-
zierte Blasenaufstiegsgeschwindigkeit UT ist die Folge.

Für die Simulation einer in Wasser aufsteigenden rotationssymmetrischen Luft-
blase mit dB = 1,0 sind in Abbildung 4.3 die momentanen Vertikalgeschwindigkeiten
V (y) als Funktion der y-Koordinate dargestellt. Das Rechengebiet hat die Größe
Lx × Ly × Lz = 5 · dB × 12 · dB × 5 · dB. Der Blasenschwerpunkt befindet sich zum
betrachteten Zeitpunkt bei ycg ≈ 7,0 und die Fringe-Zone beginnt in einem Abstand
s = 3,0 vor der Blase bei y ≈ 10,0. Innerhalb der Zonenbreite b = 0,25 werden die
Vertikalgeschwindigkeiten auf Werte kleiner als 1% der Blasenaufstiegsgeschwindig-
keit UT gedämpft. Auf Grund der langsamen und stetigen Zunahme der vertikalen
Geschwindigkeit im Bereich oberhalb der Blase kann von einem unbehinderten Bla-
senaufstieg ausgegangen werden. In zahlreichen Testrechnungen war bereits bei einem
Abstand der Fringe-Zone zum Blasenschwerpunkt von s = 2,5 · dB keine Verminderung
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der Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase mehr feststellbar. Zudem wurden in experimen-
tellen Untersuchungen von Ellingsen und Risso [38] keine nennenswerten Vertikalge-
schwindigkeiten in dieser Distanz vor der Blase gemessen.

4.1.3 Zeitintegration

Für die explizite Zeitintegration der Gleichung (3.14) wird ein Runge-Kutta-Verfahren
dritter Ordnung [140, 141, 163] verwendet. Dieses Verfahren stellt eine konvexe Kom-
bination von Euler-Zeitschritten dar. In expliziten Verfahren ist die Zeitschrittweite
beschränkt um die numerische Stabilität zu gewährleisten. Die konvektiven Terme er-
lauben eine maximale Zeitschrittweite, entsprechend dem Courant-Friedrichs-Lewy-
Kriterium, von

4tkonv =
h

max|u| .

Weiterhin wird der Zeitschritt durch Auftriebskräfte beschränkt [150]

4tgravi =
2h

max|u|+
√

(max|u|)2 +
4h

Fr2
ref

,

und auf Grund der viskosen Terme [150]

4tvisk = min
(

ρb

µb

,
ρd

µd

)
· 3

14
·Reref ·h2 .

Die explizite Behandlung von Oberflächenspannungskräften ist stabil, wenn mit dem
gewählten Zeitschritt die Ausbreitung von Kapillarwellen auf dem Gitter abgebildet
werden kann [18]. Es gilt

c∗kap ·4t∗kap

h∗
=

1

2
,

wobei die Zahl 1/2 auf der rechten Seite der Gleichung das Eintreten von zwei Ka-
pillarwellen in eine Zelle an gegenüberliegenden Zellseitenflächen berücksichtigt. Die
maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Kapillarwelle ist

c∗kap =

√
σ∗ · k∗max

ρ∗b + ρ∗d

mit der größtmöglichen Wellenzahl

k∗max =
2π

λ∗min

=
π

h∗
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und der kleinsten auf dem Netz darstellbaren Wellenlänge λ∗min = 2h∗. Somit ergibt
sich für die maximale Zeitschrittweite auf Grund von Kapillarkräften

4t∗kap =

√
(h∗)3 · (ρ∗b + ρ∗d)

4 ·σ∗ ·π ,

und nach Entdimensionalisierung

4tkap =

√
h3 ·Weref · (ρb + ρd)

4π
.

Die Fringe-Technik führt einen Dämpfungsterm G in die Navier-Stokes-Gleichung ein.
Für ein Runge-Kutta-Schema dritter Ordnung ergibt die Analyse der linearen zeit-
lichen Stabilitätscharakteristiken einen maximal möglichen Zeitschritt von

4tfringe =
2,51

λmax

,

siehe hierzu auch [131]. In jedem Zeitschritt wird die Zeitschrittweite aus

4t = CFL ·min(4tkonv,4tgravi,4tvisk,4tkap,4tfringe) ,

ermittelt, wobei in allen Simulationen CFL = 0,5 verwendet wurde.

4.1.4 Projektionsschritt

Nach Berechnung der rechten Seite von Gleichung (3.14) und Integration in der Zeit
ergibt sich eine Zwischenlösung für das Geschwindigkeitsfeld ũ. Durch Lösung der
Poisson-Gleichung für den Druck (3.17) und Ausführen eines Korrekturschrittes, Glei-
chung (3.18), erhält man das diskret divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld zum nächsten
Zeitpunkt un+1. Für eine Strömung mit räumlich variabler Dichte und unter Verwen-
dung eines versetzten, kartesischen Rechengitters stellt sich die Poisson-Gleichung für
den Druck wie folgt dar:

∂

∂x

(
1

ρ(φi+ 1
2
,j,k)

· ∂p

∂x

∣∣∣∣
i+ 1

2
,j,k

)
+

∂

∂y

(
1

ρ(φi,j+ 1
2
,k)
· ∂p

∂y

∣∣∣∣
i,j+ 1

2
,k

)
+

+
∂

∂z

(
1

ρ(φi,j,k+ 1
2
)
· ∂p

∂z

∣∣∣∣
i,j,k+ 1

2

)
=

∂ũ

∂x

∣∣∣∣
i,j,k

+
∂ṽ

∂y

∣∣∣∣
i,j,k

+
∂w̃

∂z

∣∣∣∣
i,j,k

. (4.12)

Die Diskretisierung von Gleichung (4.12) führt auf ein System von Nx ·Ny ·Nz quasi-
linearen Gleichungen. Diese Gleichungen bilden ein block-tridiagonales System der
Form Ap = b. Der Lösungsvektor p stellt die Gitterfunktion des Druckes dar und
die rechte Seite b ist die diskrete Divergenz der Zwischenlösung des Geschwindigkeits-
feldes ũ. Durch die Formulierung der Auftriebskräfte, Gleichung (3.13), ist das Druck-
feld periodisch in alle drei Raumrichtungen und somit ist die Koeffizientenmatrix A

symmetrisch bezüglich ihrer Hauptdiagonalen.
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Zunächst wurde eine direkte Lösung des Gleichungssystems im spektralen Raum
angestrebt. Colella und Pao [30] nutzten eine Helmholtz-Zerlegung für Strömungen
variabler Dichte, was auf eine Poisson-Gleichung für einen Skalar Ψ führt

∆Ψ = ∇ · ũ , mit ∆Ψ = ∇·
(

1

ρ
∇p

)
.

Leider hat dieser Ansatz barotrope Fluide als Voraussetzung und ist somit für die
hier betrachteten Strömungen nicht gültig. Für Zweiphasenströmungen sind Dichte-
und Druckunterschiede im Allgemeinen nicht gekoppelt und eine Anwendung dieses
Ansatzes würde baroklinisches Moment an der Phasengrenze unberücksichtigt lassen.

Für die iterative Lösung großer linearer Gleichungssysteme, welche aus der Dis-
kretisierung elliptischer Gleichungen resultieren, existiert eine Vielzahl verschiedener
Verfahren [9]. Stationäre Methoden, wie beispielsweise Jacobi- oder Gauss-Seidel-
Verfahren, konvergieren vergleichsweise langsam und eignen sich daher nicht für die
Lösung großer Gleichungssysteme. Das Konvergenzverhalten dieser Verfahren kann
durch Überrelaxation verbessert werden. Die erreichbare Konvergenzbeschleunigung
ist jedoch stark vom jeweiligen Fall, also von den Eigenschaften der Matrix A, abhän-
gig.

Mehrgitterverfahren [162] gehören derzeit zu den effizientesten iterativen Verfahren
und wurden von Unverdi und Tryggvason [157] für Simulationen von inkompressiblen
Zweiphasenströmungen verwendet. Versuche von Sussman et al. [147] ein Mehrgit-
terverfahren für Zweiphasenströmungen mit großen Dichtegradienten, beispielsweise
ρb/ρd = 816, einzusetzen, ergaben ein schlechteres Konvergenzverhalten im Vergleich
zur Methode der konjugierten Gradienten (CG). Um ein vorgegebenes Konvergenz-
kriterium zu erfüllen, benötigte das CG-Verfahren Iterationszahlen, welche um eine
Größenordnung kleiner waren als die des Mehrgitterverfahrens. Zudem divergierte das
Mehrgitterverfahren für bestimmte Konfigurationen, was einen Abbruch der Simula-
tion zur Folge hat.

In [40, 127, 147, 151] wurden vorkonditionierte Konjugierte-Gradienten-Verfahren
eingesetzt, ohne dass derartige Konvergenzprobleme auftraten. Auf Grund dieser Er-
gebnisse verwenden wir die Konjugierte-Gradienten-Methode [9, 138] für die Lösung
der Poisson-Gleichung. Gleichung (4.12) wurde mit zentralen Differenzen sowohl zwei-
ter als auch vierter Ordnung diskretisiert. In Abschnitt 5.1.3 wird der Einfluss der Ge-
nauigkeitsordnung des Projektionsschrittes auf die Massenerhaltung in Simulationen
von Zweiphasenströmungen untersucht. Weiterhin wird das Konvergenzverhalten des
CG-Verfahrens bei Verwendung verschiedener Vorkonditionierer analysiert.
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4.2 Diskretisierung der Level-Set-Methode

Die Level-Set-Funktion φ(x,t) wird durch das Strömungsfeld u(x,t) nach Glei-
chung (3.19)

φt + u ·∇φ = 0

transportiert. Die räumlichen Ableitungen in dieser Advektionsgleichung werden mit
einem WENO-Schema [66, 67] berechnet, welches eine Genauigkeit fünfter Ordnung
in glatten Bereichen der Lösung aufweist. Da die Level-Set-Werte im Zellzentrum de-
finiert sind, werden die Geschwindigkeitskomponenten durch eine Lagrangesche Inter-
polation dritter Ordnung an dieser Position ermittelt.

Nach jedem Zeitschritt wird eine Reinitialisierung der Level-Set-Funktion nach Glei-
chung (3.22)

φτ + sign(φ) · (|∇φ| − 1) = 0

zur Erhaltung der Distanzeigenschaft |∇φ| = 1 durchgeführt [109, 135]. Wie bereits
in Kapitel 3.2.1 angesprochen, ist für die Reinitialisierung der Level-Set-Werte in-
nerhalb eines Bandes um die Grenzfläche die Lösung von Gleichung (3.22) für nur
wenige Zeitschritte ausreichend. Wir reinitialisieren einen Bereich von 4 Gitterzellen
beiderseits der Phasengrenze. Mit Verwendung einer CFL-Zahl von 0,5 integrieren wir
daher Gleichung (3.22) für nur 8 Zeitschritte. In zahlreichen Testrechnungen hat sich
gezeigt, daß der in Level-Set-Methoden auftretende Massenfehler zum Großteil durch
den Reinitialisierungsprozess verursacht wird. Obwohl Gleichung (3.22) formal den
Null-Level-Set, also die Position der Phasengrenze, nicht verändert, ist dies für die
diskretisierte Gleichung nicht mehr sichergestellt. Für die Reduzierung dieser numeri-
schen Fehler wurden in der Literatur mehrere Methoden vorgestellt, von denen einige
hier näher untersucht werden.

Der mit Reinit-WENO bezeichnete Reinitialisierungsalgorithmus verwendet Dis-
kretisierungsschemata hoher Ordnung um Massenfehler zu reduzieren. Die räumlichen
Ableitungen in Gleichung (3.22) werden mit einem WENO-Schema [41] approximiert
und die geglättete Vorzeichenfunktion ist mit

sign(φ) =
φ√

φ2 + h2
(4.13)

definiert [151]. Für die Integration in der Zeit wird ein dreistufiges Runge-Kutta-
Verfahren verwendet. Diese Implementierung repräsentiert ein reines Level-Set-
Verfahren ohne einen Korrekturmechanismus für die Level-Set-Funktion basierend auf
den Marker-Partikel-Positionen.

Mit dem Algorithmus Reinit-Sussman wurde ein von Sussman und Fatemi [148]
vorgeschlagenes Verfahren zur Verminderung der Massenverluste implementiert: Wäh-
rend der Reinitialisierung wird als Zusatzbedingung gefordert, daß sich der integrale
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Wert einer geglätteten Heaviside-Funktion H(φ) über eine die Grenzfläche enthaltende
Gitterzelle Ωc nicht ändern darf

∂τ

∫

Ωc

H(φ) = 0. (4.14)

Diese Zusatzbedingung schränkt Bewegungen der Phasengrenze ein und verbessert so-
mit die Massenerhaltung.
Im Folgenden wird ein kurzer Überblick zu dieser Methode entsprechend den Ausfüh-
rungen in [148] gegeben. Die ursprüngliche Reinitialisierungsgleichung

φτ = L(φ0,φ) = sign(φ0)(1− |∇φ|) (4.15)
mit φ(x,τ = 0) = φ0(x)

wird mittels eines zusätzlichen Terms modifiziert

φτ = L(φ0,φ) + λ · f(φ). (4.16)

Der Faktor λ ist nur eine Funktion der Zeit τ und wird anhand der geforderten Be-
dingung, Gleichung (4.14), bestimmt. Zunächst soll gelten

∂τ

∫

Ωc

H(φ) =

∫

Ωc

Hφ(φ) φτ =

∫

Ωc

Hφ(φ) (L(φ0,φ) + λ · f(φ))︸ ︷︷ ︸
Glg. (4.16)

= 0. (4.17)

Somit berechnet sich λ aus

λ =
− ∫

Ωc
(Hφ(φ) L(φ0,φ))∫

Ωc
(Hφ(φ) f(φ))

, (4.18)

wobei die Funktion f(φ) mit

f(φ) := Hφ(φ) |∇φ| (4.19)

gewählt wurde. In [148] wurde die Heaviside-Funktion mit

H(φ) =





1 , falls φ > h

0 , falls φ < −h

1
2

(
1 + φ

h
+ 1

π
sin(πφ/h)

)
, andernfalls

(4.20)

und die Vorzeichenfunktion mit

sign(φ) = 2(H(φ)− 1/2) (4.21)

definiert. Falls Gleichung (4.15) exakt gelöst würde, so ist der Term L(φ0,φ) in Glei-
chung (4.18) gleich null und somit auch der Faktor λ im Korrekturterm der Glei-
chung (4.16). Für die diskretisierte Gleichung (4.15) ist dies allerdings nicht gege-
ben und selbst falls an der Phasengrenze |∇φ| = 1 gilt, ist der Term L(φ0,φ) auf
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Grund numerischer Fehler nicht notwendigerweise gleich null und erfordert somit eine
Korrektur. Desweiteren erfolgen die Korrekturen nur in Zellen, welche die Phasen-
grenze enthalten. Abseits der Phasengrenze sollen die Level-Set-Werte aktualisiert
werden und ein aktiver Korrekturmechanismus würde in diesen Bereichen dem Re-
initialisierungsprozess entgegenwirken. Diese Eigenschaft wird durch die Definition
der Funktion f(φ), Gleichung (4.19), sichergestellt. Die Ableitung der Heaviside-
Funktion Hφ(φ) entspricht einer Delta-Funktion an der Phasengrenze und ist ab-
seits dieser Grenzfläche null. Somit ist auch f(φ) für diesen Fall gleich null. Entspre-
chend [148] wurden die räumlichen Ableitungen durch ein ENO-Verfahren dritter Ord-
nung approximiert und die Zeitintegration erfolgte mit einem Runge-Kutta-Schema
dritter Ordnung.

In der hybriden Partikel-Level-Set-Methode werden die Marker-Partikel für Korrek-
turen von Massenfehlern in der Level-Set-Funktion genutzt. Der Algorithmus HPLS-1
repräsentiert die ursprüngliche Form dieser Methode [39], in welcher eine Korrek-
tur der Level-Set-Funktion nach deren Advektion durch das Geschwindigkeitsfeld,
Gleichung (3.19), und erneut nach deren Reinitialisierung mit dem Schema Reinit-
WENO, Gleichung (3.22), durchgeführt wird. Durch die Reinitialisierung kann es
zu unphysikalischen Verschiebungen des Null-Level-Sets kommen, während sich die
Positionen der Partikel jedoch nicht verändern. Somit können diese Fehler in der
Level-Set-Funktion mit Hilfe der Marker-Partikel detektiert und korrigiert werden.
Der Korrekturprozess selbst wird in Abschnitt 4.3.2 ausführlich beschrieben.

Der Algorithmus HPLS-2 stellt eine modifizierte Version von HPLS-1 dar, in wel-
cher der Korrekturschritt nur einmal je Zeitschritt nach der Reinitialisierung durchge-
führt wird. Eine Korrektur der Level-Set-Funktion nach deren Advektion unterbleibt.
Die vier beschriebenen Reinitialisierungsvarianten werden in Abschnitt 5.2.2 in Simu-
lationen von Zweiphasenströmungen hinsichtlich ihrer Massenerhaltungseigenschaften
untersucht und miteinander verglichen.

4.3 Partikel-Algorithmus

4.3.1 Initialisierung und Transport der Marker-Partikel

Für die Beschreibung von bewegten Grenzflächen mittels masseloser Marker-Partikel
platzieren wir Partikel in einem Band von 3 Gitterzellen jeweils beiderseits der Phasen-
grenze. Die Initialisierung der Marker wird wie in [39] beschrieben durchgeführt: In
jede Zelle innerhalb des Bandes mit der Gesamtbreite 6h wird zunächst eine festge-
legte Anzahl nP an positiven und auch negativen Partikeln eingebracht, siehe Abbil-
dung 4.4(a). Ergebnisse einer Parameterstudie zur Partikelzahl je Gitterzelle nP sind
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(a) Verteilung nach dem Säen.
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(b) Verteilung nach dem Entmischen.

Abbildung 4.4: Initialisierung der Marker-Partikel.

in Kapitel 5.2.3 zu finden. Die Ortskoordinaten der Partikel xP werden zufällig gene-
riert, allerdings mit der Einschränkung, dass sich die Partikel innerhalb der betrach-
teten Zelle befinden müssen. In einem zweiten Schritt erfolgt die ’Entmischung’ der
Partikelverteilung. Positive Partikel werden entlang des Normalenvektors der Ober-
fläche n(φ) in Gebiete positiver Level-Set-Werte, also der umgebenden Phase, ver-
schoben und negative Partikel werden entsprechend in die disperse Phase verschoben.
Nach dieser Entmischung befinden sich alle Partikel in einem Abstand von 0,1..3,0 h

zur Grenzfläche, wobei die individuellen Abstände erneut durch das Zufallsprinzip er-
mittelt werden, siehe Abbildung 4.4(b). Die erzeugte Partikelverteilung ist sowohl in
normaler als auch in den beiden tangentialen Richtungen bezüglich der Grenzfläche
zufällig. Der initialisierte Mindestabstand von 0,1h entspricht dem kleinsten möglichen
Partikelradius rmin und ist O(h). Mit einem Partikeltransport mit einer Genauigkeit
zweiter Ordnung können somit Fehler erster Ordnung in der Grenzflächenbeschreibung
durch die Level-Set-Funktion erkannt und behoben werden. Für eine höhere Korrektur-
genauigkeit, welche durch den kleinstmöglichen Partikelradius eingestellt wird, muss
auch die Partikelmethode mit Schemata höherer Genauigkeitsordnung implementiert
werden.

Entsprechend Gleichung (3.30) werden die Partikel mit den Strömungsgeschwindig-
keiten transportiert

dxP

dt
= u(xP ).

Die Geschwindigkeiten an den Partikelpositionen werden durch trilineare Interpola-
tionen ermittelt und die Zeitintegration erfolgt mittels eines dreistufigen Runge-Kutta-
Schemas. Nach jedem Zeitschritt werden die Partikelradien nach Gleichung (3.29) an-
gepasst, wobei in den Simulationen die Grenzwerte für den Radius mit rmin = 0,1h und
rmax = 0,5h gewählt wurden. Falls nach einem Zeitschritt die Grenzflächenbeschrei-
bungen durch die Level-Set-Funktion und die Marker-Partikel nicht übereinstimmen,
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werden letztere für eine Korrektur der Level-Set-Funktion verwendet. Der folgende
Abschnitt enthält eine detaillierte Beschreibung des Korrekturmechanismus.

4.3.2 Level-Set-Korrektur mittels Marker-Partikel

Die Korrektur der Level-Set-Funktion mit Hilfe der Partikel erfolgt in zwei Schritten:

1. Identifizierung aller ’entkommenen’ Partikel,

2. Berechnung korrigierter Level-Set-Werte mit Hilfe der entkommenen Partikel.

Nach der Aktualisierung aller Partikelradien rP , Gleichung (3.29)

rP =





rmax , falls signP ·φ(xP ) > rmax

signP ·φ(xP ) , falls rmin ≤ signP ·φ(xP ) ≤ rmax,

rmin , falls signP ·φ(xP ) < rmin

wird der Wert der Level-Set-Funktion an allen Partikelpositionen xP trilinear inter-
poliert. Dieser lokale Level-Set-Wert entspricht der Entfernung des Partikels von der
Phasengrenze. Falls sich ein Partikel eine Strecke, die größer als sein Radius ist, über
die Phasengrenze φ(x,t) = 0 hinweg bewegt hat, so wird es als aus seinem ursprüngli-
chen Gebiet ’entkommen’ eingestuft und zeigt einen Fehler in der Level-Set-Funktion
an.

Mit Hilfe der Menge der positiven entkommenen Partikel E+, und der Menge
der negativen entkommenen Partikel E− werden in jedem Zellzentrum nahe der
Phasengrenze korrigierte Level-Set-Werte berechnet. Hierfür wird eine lokale Level-
Set-Funktion φP für jedes entkommene Partikel definiert

φP (x) = signP (rP − |x− xP |) . (4.22)

Ausgehend von den jeweiligen Partikelkoordinaten xP ist diese Funktion gleich null auf
der Oberfläche einer Kugel mit dem Radius rP um das Partikel. Innerhalb dieser Kugel
weist die Funktion das Vorzeichen des Partikels und außerhalb das entgegengesetzte
Vorzeichen auf. Im Zentrum x einer betrachteten Gitterzelle wird Gleichung (4.22) für
jedes entkommene Partikel ausgewertet. Ein möglicher korrigierter Level-Set-Wert an
der Stelle x wird von allen positiven entkommenen Partikel durch

φ+ = max
p∈E+

(φP , φ) (4.23)
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x

φ = 0

φ < 0 φ > 0

Entkommenes negatives Partikel
xP = 3,0; φP = 0,6; rP = 0,25

Gitterpunkt
x = 3,5; φalt = 1,1

(a) Entkommenes negatives Partikel.

x

φ = 0
φ < 0 φ > 0

Negatives Partikel
xP = 3,0; φP = −0,25
rP = 0,25

Gitterpunkt
x = 3,5; φneu = 0,25

(b) Korrigierte Level-Set-Funktion.

Abbildung 4.5: Schematische Skizze zum Korrekturschritt.

und von allen negativen entkommenen Partikel durch

φ− = min
p∈E−

(φP , φ) (4.24)

ermittelt. Schließlich wird der korrigierte Level-Set-Wert durch

φ =





φ+ , if |φ+| ≤ |φ−|
φ− , if |φ+| > |φ−|

(4.25)

bestimmt. Entkommene positive Partikel befinden sich im Bereich φ < 0 und werden
genutzt um diese negativen Level-Set-Werte zu korrigieren. Desgleichen werden ent-
kommene negative Partikel durch eine Veränderung vormals positiver Level-Set-Werte
die Phasengrenze weiter in das Gebiet φ > 0 verschieben. Dabei bewirkt der Korrek-
turalgorithmus, Gleichungen (4.23), (4.24) und (4.25), dass stets das nächstliegendste
Partikel für die Korrektur des zellzentrierten Level-Set-Wertes herangezogen wird.

Anhand eines einfachen Beispiels soll der Ablauf des Korrekturschritts nochmals
verdeutlicht werden. In Abbildung 4.5(a) ist ein negatives Partikel dargestellt, welches
nach dem letzten Zeitschritt im Gebiet positiver Level-Set-Werte erscheint. Die Inter-
polation des Level-Set-Wertes an der Position des Partikels xP = 3,0 ergebe φ = 0,6.
Da der Partikelradius mit 0,25 kleiner ist als der interpolierte Level-Set-Wert, bzw. der
Abstand des Partikels zur Phasengrenze, wird das Partikel als entkommen angesehen
und für die Korrektur der Level-Set-Funktion am nahe gelegenen Gitterpunkt verwen-
det. Dieser Gitterpunkt hat die Koordinate x = 3,5 und die Level-Set-Funktion weist
einen Wert von φ = 1,1 an dieser Stelle auf. Werden die Daten in Gleichung (4.22)
eingesetzt, erhält man als neuen, korrigierten Level-Set-Wert an diesem Gitterpunkt

φP = −1 · (0,25− |3,0− 3,5|) = 0,25.
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In Abbildung 4.5(b) ist die Position der Phasengrenze nach der Korrektur des Level-
Set-Wertes dargestellt. Das negative Partikel befindet sich wieder innerhalb der dis-
persen Phase (φ < 0) und die Phasengrenze beschreibt eine Tangente an die Kugel
mit dem Radius rP um das Partikel, vergleiche auch Abbildung 3.2.

4.3.3 Reseeding der Partikel

Auf Grund des Transports der Partikel mit dem Strömungsfeld u(x) kann sich während
der Simulation die Partikeldichte entlang der Phasengrenze ändern. Um eine gleich-
mäßige Auflösung der Phasengrenze zu gewährleisten, wird ein periodisches ’Resee-
ding’, also eine periodische Aktualisierung der Partikelverteilung durchgeführt. Tests
mit einem einfachen Ansatz, welcher das gesamte Partikelfeld löscht und anschließend
einen Partikel-Initialisierungsschritt (wie in Abschnitt 4.3) ausführt, haben sich als
unvorteilhaft erwiesen. Durch Löschen aller Partikel werden Informationen bezüglich
der Grenzflächenposition durch Partikel, welche sich sehr nahe an der Phasengrenzflä-
che befinden, verworfen. Diese Partikel mit einem Abstand zur Grenzfläche |φ(xP )|,
der kleiner als ihr aktueller Radius rp = rmin ist, könnten im nächsten Zeitschritt für
eine lokale Korrektur der Level-Set-Funktion wichtig sein. Der Initialisierungsschritt
positioniert Partikel jedoch in einem Mindestabstand rmin zur Phasengrenze. In den
Zeitschritten direkt nach einer solchen einfachen Reseeding-Prozedur ist der Korrek-
turalgorithmus daher nicht in der Lage, Fehler in der Level-Set-Funktion von der
Größenordnung 2 · rmin zu korrigieren und die Massenerhaltung in den Simulationen
wird sich verschlechtern.

Aus diesem Grund wird ein adaptives Reseeding verwendet, siehe hierzu auch [39].
Um eine gleichmäßige Partikelverteilung sicherzustellen, müssen folgende Aufgaben
durch den Reseeding-Prozess gelöst werden:

1. Löschen aller Partikel, welche sich zu weit von der Phasengrenze entfernt haben
um noch an deren Korrektur mitwirken zu können.

2. In überfüllten Gitterzellen nahe der Grenzfläche, welche mehr Partikel enthalten
als die zu Simulationsbeginn festgelegte Partikelzahl pro Gitterzelle nP , werden
Partikel selektiv gelöscht.

3. In Gitterzellen nahe der Grenzfläche mit zu geringer Partikelzahl sind neue Par-
tikel hinzuzufügen.

Der gewünschte Aufenthaltsraum für Marker-Partikel ist ein Band der Breite 6 ·h um
die Grenzfläche. Alle positiven Partikel mit φ(xP ) > 3 ·h befinden sich außerhalb die-
ses Bereichs und werden zur Verbesserung der Recheneffizienz gelöscht. Mit negativen
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Partikeln, welche sich ebenfalls zu weit von der Phasengrenze entfernt haben, wird glei-
chermaßen verfahren. Die verbliebenen Partikel werden anhand ihrer Ortskoordinaten
xP Gitterzellen zugeordnet. Desweiteren wird eine Liste der Länge nP angelegt, welche
mit den Indizes der Partikel und den interpolierten Level-Set-Werten φ(xP ) an deren
Positionen gefüllt wird. Falls mehr als nP Partikel in einer Gitterzelle gefunden werden,
so sind die Marker mit dem größten Abstand zur Phasengrenzfläche zu löschen. Diese
Distanz ist durch den interpolierten Level-Set-Wert gegeben. Eine Sortierung der Liste
nach absteigenden Level-Set-Werten bewirkt, dass das Partikel mit dem größten Ab-
stand an oberster Stelle der Liste steht. Dessen Abstand zur Grenzfläche wird mit dem
eines Partikels verglichen, welches sich noch nicht in der Liste befindet und das am
weitesten entfernte Partikel wird gelöscht. Falls dieser Vorgang zur Aufnahme eines
neuen Partikels in die Liste führt, so ist diese erneut zu sortieren. Dieser Prozess wird
wiederholt bis nur noch nP Partikel in der betrachteten Zelle vorhanden sind. Für die
Sortierung wird die Methode ’straigth insertion’ verwendet, siehe [113]:

do j = 2, N

a = list(j)

i = j − 1

do while ( list(i) < a AND i > 0 )

list(i + 1) = list(i)

i = i− 1

end do

list(i + 1) = a

end do

Für eine Liste der Länge nP erfordert dieses Verfahren einen Rechenaufwand von (nP )2

und ist somit für nP < 100 eine geeignete Methode. Durch selektives Entfernen der
Partikel mit dem größten Abstand zur Phasengrenze wird deren genauere Beschrei-
bung durch Partikel mit kleineren Radien bevorzugt. Kleinere Partikel ermöglichen
eine genauere Korrektur der Level-Set-Funktion in den folgenden Zeitschritten. Falls
eine Gitterzelle zu wenige Marker-Partikel enthält, werden zusätzliche Partikel in die-
ser Zelle platziert. Die Koordinaten der neuen Partikel xP,neu werden mittels Zufalls-
zahlen innerhalb der Zelle bestimmt, wobei neue Partikel einen Mindestabstand von
rmin zur Phasengrenzfläche einzuhalten haben

|φ(xP,neu)| ≥ rmin. (4.26)

Neue positive Partikel werden natürlich prinzipiell nur in Gebieten positiver Level-
Set-Funktion positioniert. Entsprechendes gilt für neue negative Partikel.

Eine besondere Behandlung müssen Gitterzellen erfahren, welche die Phasengrenz-
fläche enthalten (z.B. |φ| < 1/2 ·h). Diese Zellen können beispielsweise positive Level-
Set-Werte aufweisen und dennoch zu einem beträchtlichen Volumenanteil die disperse
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Phase beinhalten. Der Reseedingalgorithmus muß in der Lage sein, in diesen Zellen
sowohl positive als auch negative Partikel hinzuzufügen falls dies eine zu geringe lo-
kale Partikeldichte erfordert. So wird beispielsweise in 3d-Simulationen für eine die
Grenzfläche enthaltende Zelle mit φ(x) > 0 der Volumenanteil der dispersen Phase
mit Vd = 1−

(
φ√

3 ·h2
+ 1

2

)
approximiert. Die im Reseeding angestrebte Zahl negativer

Partikel für diese Zelle ergibt sich somit aus ñP− = nP ·Vd. Für neue Partikel in Zellen,
welche die Phasengrenze enthalten, ist die durch Gleichung (4.26) gegebene Bedingung
ebenfalls gültig.

In zahlreichen Simulationen hat sich eine deutliche Beeinflussung der Rechenergeb-
nisse durch die im Reseedingschritt erreichte Qualität der Partikelverteilung gezeigt.
Falls beispielsweise Partikel eines Typs ausschließlich in Zellen mit gleichem Vorzeichen
der Level-Set-Funktion eingefügt werden und keine gesonderte Betrachtung für Zellen,
welche die Phasengrenze enthalten, vorgesehen ist, kann es zu signifikanten Fehlern
in der Beschreibung der Phasengrenze durch die Partikel kommen. Diese Fehler über-
tragen sich in den Korrekturschritten auch auf die Level-Set-Funktion und können de-
ren Glattheit nachhaltig stören. Diese Ungenauigkeiten führten z.B. in Simulationen
von Luftblasen in Wasser bei hohen Reynoldszahlen und turbulenten Nachläufen zu
einem unphysikalischen Aufstiegsverhalten der Blasen. Derartige Effekte traten mit
dem hier beschriebenen, verbesserten Reseeding-Algorithmus nicht mehr auf. Der Ein-
fluss der Reseedingfrequenz auf die Massenerhaltung in Simulationen von Zweiphasen-
strömungen wird in Abschnitt 5.2.3 näher untersucht.

50



5 Validierung und Optimierung der
Methode

5.1 Verfahren zur Lösung der
Strömungsgleichungen

5.1.1 Taylor-Green-Wirbel als Testfall für einphasige
Strömungen

Für die Validierung des numerischen Verfahrens für einphasige Strömungen wurden
Simulationen des Taylor-Green-Wirbels durchgeführt. Der reibungsbehaftete Taylor-
Green-Wirbel [152] ist eines der einfachsten Strömungsprobleme, mit welchem man die
Erzeugung von kleinen Skalen im Strömungsfeld durch Wirbelstreckung und die daraus
entstehende Turbulenz untersuchen kann. Brachet et al. [17] nutzten einen Spektral-
code für die Direkte Numerische Simulation dieser Strömung. Ein Vergleich der Daten
von Brachet et al. mit den Ergebnissen des hier verwendeten Finiten-Differenzen-
Verfahrens soll zu dessen Validierung dienen.

Die Anfangsbedingungen für das Geschwindigkeitsfeld sind

u(x, y, z, t = 0) =
2√
3

sin

(
θ +

2

3
π

)
sin x cos y cos z,

v(x, y, z, t = 0) =
2√
3

sin

(
θ − 2

3
π

)
cos x sin y cos z,

w(x, y, z, t = 0) =
2√
3

sin θ cos x cos y sin z.

Mit θ = 0 sind die Stromlinien für dieses Geschwindigkeitsfeld zunächst zweidimen-
sional, jedoch entwickelt sich für t > 0 ein dreidimensionales Strömungsfeld. Für
die untersuchten Reynoldszahlen Re = 100, 200 und 400 wurde ein Rechengebiet
mit 128 × 128 × 128 Zellen verwendet. Mit steigenden Reynoldszahlen bilden sich
immer kleinere Strömungsskalen, nach Kolmogorov gilt für die dissipativen Skalen
η/l0 ∼ Re−3/4. Daher wurde in den Simulationen mit Re = 800, 1600 und 3000 die
Anzahl der Gitterzellen in jede Richtung verdoppelt. Die zeitliche Entwicklung der
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Dissipationsrate der kinetischen Energie

ε(t) =
2

Re
Ω1(t) (5.1)

wurde als Vergleichskriterium ausgewertet, wobei sich die Enstrophie Ω1 aus den räum-
lich gemittelten Quadraten der ersten Ableitungen des Geschwindigkeitsfeldes, hier
transformiert in den spektralen Raum, berechnet [96]

Ω1(t) =
1

2

∑

k

|k|2|û(k,t)|2. (5.2)

In Abbildung 5.1 sind eigene Simulationsergebnisse sowie die Daten der spektralen
DNS von Brachet et al. dargestellt. Die Dissipationsrate ε(t) steigt auf Grund der nicht-
linearen Wirbelstreckung zunächst an. Die Verminderung von ε zu späteren Zeitpunk-
ten ist durch das Abklingen der Strömung durch viskose Dämpfung begründet. Bei
kleineren Reynoldszahlen, siehe Abbildung 5.1(a), kann eine gute Übereinstimmung
der Ergebnisse beider DNS festgestellt werden. Bei höheren Reynoldszahlen, Abbil-
dung 5.1(b), wird in unseren Simulationen der Anstieg der Dissipationsrate gut wieder-
gegeben, jedoch ist deren anschließendes Abklingen zu schwach ausgeprägt. Während
Brachet et al. [17] mit einem Spektralcode bis zu 256 Wellenzahlen berücksichtigten,
führt in unserem Fall eine Auflösung von 256 Gitterzellen je Raumrichtung zu einer
Begrenzung des Wellenzahlspektrums auf je 128 Moden. Dies ist offensichtlich nicht
ausreichend um bei Re = 1600 und Re = 3000 auch die kleinsten Skalen aufzulösen,
welche maßgeblich für Dissipationseffekte sind.

5.1.2 Implementierung des Oberflächenspannungsterms

Im Abschnitt 4.1.1 wurden drei Varianten Kapillar-A, Kapillar-B und Kapil-
lar-C für die Diskretisierung des Oberflächenspannungsterms vorgestellt. Die-
se Diskretisierungen werden hier hinsichtlich ihrer Genauigkeit, den erreichbaren
Konvergenzraten und bezüglich ihres Einflusses auf die Massenerhaltung des gesamten
Schemas untersucht, siehe hierzu auch [45]. Alle Testrechnungen wurden ohne Partikel
als reine Level-Set-Simulationen durchgeführt um eine Beeinflussung der Ergebnisse
durch die Partikelkorrektur zu vermeiden.

5.1.2.1 Drucksprung an stationären Phasengrenzen

Anhand des berechneten Drucksprungs an der Phasengrenze eines stationären 2d-
Flüssigkeitstropfens werden die Genauigkeiten sowie die Konvergenzraten von Kapil-
lar-A, Kapillar-B und Kapillar-C ermittelt. Die Simulationen berücksichtigen
Oberflächenspannungskräfte, jedoch keine Gravitation und keine Reibungsterme. Die
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(a) Re=100; 200; 400. Gitter mit 2,1 · 106 Gitterzellen.
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(b) Re=800; 1600; 3000. Gitter mit 16,8 · 106 Gitterzellen.

Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf der Dissipationsrate ε(t) für Taylor-Green Wirbel
bei verschiedenen Reynoldszahlen. Linien zeigen eigene Simulations-
ergebnisse, Symbole die Daten von Brachet et al. [17] bei folgenden
Reynoldszahlen: ¦: 100; B: 200; O: 400; ¤: 800; ©: 1600; M: 3000.
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Abbildung 5.2: RMS-Fehler des berechneten Drucksprunges an der Grenzfläche eines
Flüssigkeitstropfens, Glg. (5.4), als Funktion der Gitterauflösung für
verschiedene Diskretisierungen des Oberflächenspannungsterms.

numerischen Parameter wurden wie in [18] gewählt: Ein Tropfen der Dichte ρ∗d =

1000 kg/m3 und dem Radius r∗ = 0,02 m wird im Zentrum eines Rechengebietes der
Größe L∗x×L∗y = 0,06 m× 0,06 m initialisiert. Das umgebende Medium hat die Dichte
ρ∗b = 500 kg/m3 und der Oberflächenspannungskoeffizient beträgt σ∗ = 0,02361 N/m.
Eine analytische Beziehung für den Drucksprung an einer Grenzfläche mit Oberflächen-
spannung ist mit der Laplace-Gleichung gegeben

plaplace = σκ =
σ

r
. (5.3)

Für obige Parameter erhält man mit Gleichung (5.3) einen Drucksprung von p∗laplace =

1,1805 Pa.

Alle Gitterzellen mit einer lokalen Dichte von ρ∗ ≥ 999,0 kg/m3 werden in den
Simulationen als innerhalb des Tropfens befindlich angesehen. Unter der Voraus-
setzung, dass der Druck im umgebenden Medium null ist, ermittelt sich der relative
Fehler des numerisch berechneten Drucksprungs aus

L2(dp) =

∣∣∣∣
ph − plaplace

plaplace

∣∣∣∣
2

=

[∑Nd

i,j=1 (pi,j − plaplace)
2

Nd · p2
laplace

]1/2

. (5.4)

Nd ist die Gesamtzahl der Gitterzellen innerhalb des Tropfens und die Indizes i,j

bezeichnen die Indizes der Gitterzellen in x- bzw. y-Richtung. In Abbildung 5.2 ist das
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Nx ×Ny Kapillar-A Kapillar-B Kapillar-C

ph γh ph γh ph γh

16× 16 1,2252 - 1,2743 - 1,1068 -
32× 32 1,1850 3,3 1,1857 4,2 1,1868 3,5
64× 64 1,1811 2,9 1,1813 2,7 1,1816 2,5

128× 128 1,1809 0,6 1,1809 1,0 1,1810 1,1

Tabelle 5.1: Berechneter Drucksprung an der Phasengrenze eines Flüssigkeitstropfens
und Konvergenzraten, Glg. (5.5), für verschiedene Diskretisierungen des
Oberflächenspannungsterms.

Verhalten des L2-Fehlers in Simulationen mit verschiedenen Auflösungen dargestellt.
Die Konvergenzraten wurden mittels der 1-Norm des Fehlers des berechneten Druckes

γh =

log
|p2h − plaplace|1
|ph − plaplace|1

log2
(5.5)

bestimmt, wobei sich der Index h auf eine Referenz-Gitterweite bezieht.

Die berechneten Drucksprünge und Konvergenzraten sind in Tabelle 5.1 zusammen-
gefasst. Bei der höchsten untersuchten Auflösung von 128 × 128 Gitterzellen können
kaum noch Unterschiede hinsichtlich der Genauigkeit der drei Varianten festgestellt
werden. Die Schemata Kapillar-B und Kapillar-C weisen eine Konvergenz ers-
ter Ordnung auf. Dies entspricht den Ergebnissen von Tornberg und Engquist [154]
für Verfahren, welche singuläre Quellterme mittels geglätteter Delta-Funktionen ap-
proximieren. Auf den gröberen Rechengittern mit 32 × 32 und 64 × 64 Gitterzellen
ergeben die Simulationen mit Kapillar-C etwa 23% größere L2-Fehler verglichen
mit Kapillar-A. Für diese Auflösungen sind auch die L2-Fehler von Kapillar-B
rund 9% größer als für Kapillar-A. Auf dem gröbsten Gitter von 16 × 16 Gitter-
zellen wird der Durchmesser des Tropfens mit nur 9 Zellen aufgelöst. Daher weichen
die berechneten Drucksprünge um 4− 7% von der analytischen Lösung ab. Auf allen
anderen Gittern ist der Fehler hingegen kleiner als 0,5%.

Generell wird der Absolutwert des Drucksprungs durch die Diskretisierungen
Kapillar-A und Kapillar-B überschätzt. Mit steigender Gitterauflösung konver-
gieren deren Ergebnisse jedoch gegen die analytische Lösung. Mit Ausnahme der Rech-
nung auf dem gröbsten Gitter zeigt Kapillar-C ein ähnliches Verhalten. Auf dem
gröbsten Gitter wird mit Kapillar-C der Drucksprung jedoch zu niedrig vorherge-
sagt.
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Abbildung 5.3: ’Skirt-type’ Blase aus Experimenten von Bhaga et al. [12].

5.1.2.2 Aufstieg einer 3d-Gasblase in einer Flüssigkeit

In Simulationen von einzelnen, aufsteigenden Gasblasen soll der Einfluss der Diskre-
tisierung des Oberflächenspannungsterms auf die Massenerhaltung analysiert werden.
Wir betrachten nun instationäre Zweiphasenströmungen und steigern somit die Kom-
plexität der Testrechnungen. Eine 3d-Gasblase mit dem Durchmesser dB = 0,25 und
den Mittelpunktskoordinaten (x, y, z) = (0,5, 0,5, 0,5) ist in einem Rechengebiet der
Größe Lx × Ly × Lz = 1× 2× 1 von einer ruhenden Flüssigkeit umgeben. Die Simu-
lation wurde mit den Parametern Reref = 100, Weref = 2,5, Frref = 0,16, Γρ = 0,5

und Γµ = 1,0 durchgeführt. Während der Beschleunigungsphase verformt sich die
ursprünglich kugelförmige Blase bis eine stationäre Gestalt in Form eines rotations-
symmetrischen Ellipsoiden mit dem Halbachsenverhältnis a/b = 0,71 erreicht ist. Die
Endgeschwindigkeit der Blase entspricht einer Blasen-Reynoldszahl von Re = 67. Zum
Zeitpunkt t = 0,6 ist die Blase eine Strecke von etwa vier Blasendurchmessern aufge-
stiegen und die Simulationen wurden für eine Datenauswertung gestoppt.

Die Rechnungen wurden mit einem Gitter von Nx × Ny × Nz = 32 × 64 × 32 Zel-
len durchgeführt. Verglichen mit Anwendungsrechnungen wird der Blasendurchmesser
hier bewusst mit nur 8 Gitterzellen recht grob aufgelöst. Eine derartige Auflösung cha-
rakteristischer Längen von untersuchten Geometrien kann jedoch im Fall stark defor-
mierter Phasengrenzen auftreten. Hier sind die sehr dünnen Ränder von ’skirt-type’
Blasen, siehe Abbildung 5.3, sowie Vereinigungs- und Teilungsvorgänge von Blasen als
Beispiele zu erwähnen. Unter eben diesen numerisch anspruchsvollen Bedingungen sol-
len die Diskretisierungsschemata für den Oberflächenspannungsterm hinsichtlich ihrer
Massenerhaltungseigenschaften getestet werden. Für die hier verwendeten groben Git-
ter stellen sich Massenverluste der Gasphase von etwa 45% ein. In Simulationen mit der
doppelten Anzahl von Gitterzellen in jede Raumrichtung betragen die Massenverluste
weniger als 8% und es sind keine ausgeprägten Unterschiede zwischen den Diskreti-
sierungen Kapillar-A, -B und -C mehr feststellbar. Weiterhin ist anzumerken, dass
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(b) Varianten der MAC-Diskretisierung.

Abbildung 5.4: Masse einer 3d-Gasblase als Funktion der Zeit für verschiedene Dis-
kretisierungen des Oberflächenspannungsterms.

bei Verwendung der HPLS-Methode auf dem groben Gitter und 32 Marker-Partikel
pro Gitterzelle ein Massenverlust für die Blase von nur 2,6% gemessen wurde.

In Abbildung 5.4(a) ist der Massenverlust der Gasphase als Funktion der Zeit für
die drei untersuchten Varianten dargestellt. Bei Verwendung von Kapillar-C hat
die Blase 70% ihrer ursprünglichen Masse bei Beendigung der Simulation verloren.
Somit weist Kapillar-C die geringste Genauigkeit auf, was auch durch die Resul-
tate in Abschnitt 5.1.2.1 untermauert wird. Mit Kapillar-B werden 62% und mit
Kapillar-A 55% der Gasphase erhalten. Da Kapillar-B in den hier durchgeführ-
ten Tests bessere Eigenschaften als die anderen beiden Varianten gezeigt hat, wird
diese Diskretisierung im Folgenden weiter untersucht.

In Kapillar-B werden Oberflächenkrümmung und Level-Set-Werte auf den Zell-
seitenflächen durch eine Interpolation dritter Ordnung aus zellzentrierten Werten be-
rechnet. Basierend auf diesen interpolierten Level-Set-Werten wird die Dichte und
die Delta-Funktion auf den Zellseitenflächen ermittelt. Um den Rechenaufwand zu
reduzieren, wird in Kapillar-B.1 eine lineare Interpolation für die Berechnung von
Daten auf den Zellseitenflächen verwendet. In Kapillar-B.2 werden Dichte und
geglättete Delta-Funktion im Zellzentrum berechnet und anschließend an den Zell-
seitenflächen interpoliert. Für jeden Zeitschritt müssen daher mit Kapillar-B.2 die
Gleichungen (3.26), (3.28) und (4.4) nur einmal pro Gitterzelle ausgewertet werden,
wohingegen in Kapillar-B jeweils drei Auswertungen pro Gitterzelle notwendig sind.
In Testrechnungen zeigt sich jedoch, dass die Massenerhaltung sowohl von Kapillar-
B.1, als auch bei Verwendung von Kapillar-B.2 deutlich schlechter ist als in Simu-
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lationen mit Kapillar-B, siehe Abbildung 5.4(b). Besonders im Fall einer relativ
groben Auflösung von Phasengrenzen durch das Rechengitter ist eine Interpolation
der Oberflächenkrümmung mittels Schemata hoher Ordnung von Vorteil.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass eine MAC-ähnliche Diskretisierung des
Oberflächenspannungsterms [18], Kapillar-B, die besten Resultate in den Testrech-
nungen ergab. Obgleich alternative Diskretisierungen weniger Rechenoperationen er-
fordern, sind diese hinsichtlich der Genauigkeit, speziell auf groben Rechengittern, der
MAC-Variante unterlegen. Daher wird für alle weiteren Simulationen von Zweiphasen-
strömungen die Version Kapillar-B verwendet.

5.1.2.3 Oszillierender Wassertropfen

Es wird ein 2d-Wassertropfen der Größe d∗ = 2,5 mm betrachtet, welcher als Ellipse
mit einem Halbachsenverhältnis von a/b = 1,025 initialisiert wird. Die Oberflächen-
spannungskraft wirkt dieser Störung des Gleichgewichtszustandes entgegen. Daher
führt der Tropfen Formoszillationen aus, wobei ein Kreis flächenäquivalenten Durch-
messers der Gleichgewichtszustand ist. Dieser Test dient zur Bewertung der Genauig-
keit des Schemas für Simulationen mit instationär bewegten Phasengrenzflächen.

Die dimensionslosen Kennzahlen der Simulation sind Reref = 20, Weref = 0,5,
ρb/ρd = 0,01 und µb/µd = 0,01. Der Tropfen mit einem flächenäquivalenten Durch-
messer d = 1,0 wird im Zentrum des Rechengebietes der Größe Lx × Ly = 5 × 5

initialisiert. Eine analytische Beziehung für die Frequenz der n-ten Schwingungsmode
wird in [71] mit

ω2 = (2πf)2 = n(n + 1)(n− 1)(n + 2)
σ

[(n + 1)ρd + n · ρb] r3
(5.6)

angegeben. Die analytische Periodendauer für die hier untersuchte Schwingung der
zweiten Mode beträgt T = 1,81. Testrechnungen mit Kapillar-B und einem Gitter
von 120 × 120 Zellen ergaben eine Periodendauer von T = 1,83, was in guter Über-
einstimmung mit dem theoretischen Wert ist. Somit eignet sich das Diskretisierungs-
schema Kapillar-B für die Beschreibung instationärer Bewegungen von Phasengren-
zen auf Grund von Oberflächenspannung.

5.1.3 Projektionsmethode

Die Anwendung eines Projektionsverfahrens zur Lösung der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen führt auf eine Poisson-Gleichung (3.17) für den Druck. In diskre-
tisierter Form, Glg.(4.12), erfordert diese Vorgehensweise die Lösung eines Systems
linearer Gleichungen Ap = b. In Zweiphasenströmungen mit großen Dichtegradienten
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können die Konditionszahlen der Koeffizientenmatrix A deutlich größere Werte als
1 annehmen. Für diese Fälle weisen die für die Lösung der Poisson-Gleichung ver-
wendeten CG-Verfahren ohne geeignete Vorkonditionierung nur geringe Konvergenz-
raten auf. Daher wird hier das Verhalten des CG-Verfahrens in Kombination mit
folgenden Vorkonditionierungen untersucht:

• Jacobi-Vorkonditionierung [9, 50] (siehe Appendix A.1)

• Unvollständige Cholesky-Zerlegung der Matrix A ohne zusätzliche Nebendia-
gonalen (ICCG-0) [50, 86] (siehe Appendix A.2)

• Unvollständige Cholesky-Zerlegung der Matrix A mit 5 zusätzlichen Nebendia-
gonalen (ICCG-5) [50, 86] (siehe Appendix A.2).

Für die Bewertung der verschiedenen Vorkonditionierungen wurden Simulationen fol-
gender Zweiphasenströmung durchgeführt: Eine 3d-Gasblase wird als Kugel mit einem
dimensionslosen Durchmesser dB = 0,25 innerhalb eines Rechengebietes der Größe
Lx × Ly × Lz = 1 × 2 × 1 initialisiert. Das Rechengebiet wird mit Nx × Ny × Nz =

55 × 110 × 55 Gitterzellen aufgelöst. Das Viskositätsverhältnis beträgt µd/µb = 1

und das Dichteverhältnis ist ρd/ρb = 1/5. Die Ähnlichkeitskennzahlen wurden mit
Reref = 100, Weref = 2,5 und Frref = 1,0 vorgegeben. Aus insgesamt 20 Zeitschrit-
ten wurde die mittlere Rechenzeit für das einmalige Ausführen des Projektionsschrittes
bestimmt. Da alle Tests auf demselben Rechner (Workstation AMD Opteron 64-bit,
2,4 GHz) durchgeführt wurden, ist keine weitere Skalierung der gemessenen Rechen-
zeiten notwendig.

In iterativen Lösungsverfahren für Gleichungssysteme muss ein Abbruchkriterium
definiert werden. Für eine Beendigung des Iterationsprozesses wird gefordert, dass die
2-Norm des Residuums der Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes un+1 unterhalb eines
vorgegebenen Schwellenwertes Θ liegt

Θ ≥ ‖∇ · un+1‖2. (5.7)

Die mittlere Rechenzeit für einen Projektionsschritt bei einer Diskretisierung von Glei-
chung (4.12) mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung, einem Abbruchkriterium von
Θ = 10−3 und bei Verwendung des ICCG-0-Verfahrens wurde als Referenzzeit für die
Normierung aller anderen gemessenen Iterationszeiten genutzt.

In Abbildung 5.5(a) sind die Iterationszeiten und in Abbildung 5.5(c) die notwendige
Anzahl von Iterationsschritten für die Lösung der mittels zentralen Differenzen zweiter
Ordnung diskretisierten Poisson-Gleichung zusammengefasst. Bereits mit einer ein-
fachen Jacobi-Vorkonditionierung kann der Rechenaufwand des CG-Verfahrens merk-
lich verringert werden. So reduzierte sich die Rechenzeit um etwa 19% für das nied-
rigste untersuchte Abbruchkriterium von Θ = 10−8. Die auf einer unvollständigen
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Abbildung 5.5: Normierte Iterationszeit und Anzahl der Iterationen für die Lösung
der Poisson-Gleichung mittels CG-Verfahren und verschiedenen Vor-
konditionierungen.
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Cholesky-Zerlegung basierenden Vorkonditionierungen ermöglichen jedoch die größten
Effizienzsteigerungen, was durch eine Halbierung der Rechenzeiten deutlich wird. Für
Θ < 10−4 reduziert ICCG-5 die Rechenzeit verglichen mit ICCG-0 um maximal
9%. Für Θ = 10−3 bewirkt der hohe Rechenaufwand für die Konstruktion der Vor-
konditionierungsmatrix des ICCG-5-Schemas längere Iterationszeiten im Vergleich zu
ICCG-0. Für moderate Abbruchkriterien Θ scheint somit die Anwendung des komple-
xeren ICCG-5-Schemas nicht in jedem Fall vorteilhaft zu sein. Wird die Genauigkeits-
forderung, welche durch Θ repräsentiert wird, um eine Größenordnung erhöht, so ist
eine Verdoppelung der Rechenzeiten festzustellen. Typisch für CG-Verfahren ist auch
die Abschwächung dieser Tendenz bei höheren Genauigkeitsforderungen, was in dem
betrachteten Testbeispiel für Θ < 10−6 ersichtlich ist.

Um den Einfluss des Genauigkeitskriteriums Θ auf die Massenerhaltung des gesam-
ten Verfahrens beurteilen zu können, wurden die Simulationen bis zum Eintreten eines
stationären Zustandes fortgeführt und die verbleibende Masse der Gasblase ermittelt.
Zum Zeitpunkt t = 0,6 weist die Blase eine stationäre, rotationselliptische Gestalt
auf und erreicht eine Blasen-Reynoldszahl ReB = 67. In Simulationen mit Θ = 10−3

sind in diesem Stadium noch 96,3% und mit Θ = 10−8 noch 96,5% der ursprünglichen
Masse der Gasblase vorhanden. Somit ist für Θ < 10−3 nur ein sehr geringer Einfluss
des Parameters Θ auf die Massenerhaltung feststellbar.

Als mögliche Alternative zu einem Schema zweiter Ordnung wurde Gleichung (4.12)
mit zentralen Differenzen vierter Ordnung diskretisiert. Allerdings verzichten wir für
diese Diskretisierung auf die Implementierung einer unvollständigen Cholesky-Zerle-
gung mit 5 zusätzlichen Nebendiagonalen (ICCG-5). Diese Vorkonditionierung erfor-
dert einen sehr hohen Programmieraufwand und zudem hat der Vergleich von ICCG-0
und ICCG-5 für das Schema zweiter Ordnung keine deutlichen Effizienzsteigerungen
bei Verwendung der komplexeren Vorkonditionierung gezeigt. Die Rechenzeiten und
Anzahl der Iterationsschritte sind in den Abbildungen 5.5(b) und 5.5(d) dargestellt.
Erwartungsgemäß erreicht die Jacobi-Vorkonditionierung nicht die Effizienz des ICCG-
0-Schemas und benötigt etwa die doppelte Iterationszeit. Für ein gewähltes Genauig-
keitskriterium Θ und einer Diskretisierung vierter Ordnung erhöht sich die Rechenzeit
des ICCG-0-Verfahrens um den Faktor 3,7 im Vergleich zum Schema zweiter Ord-
nung. Die Anzahl der notwendigen Iterationsschritte für die Lösung der diskretisierten
Poisson-Gleichung vierter Ordnung nimmt durchschnittlich um 20% zu. In den Test-
rechnungen konnte jedoch keine Verbesserung der Massenerhaltung durch Verwendung
eines Projektionsschemas höherer Ordnung festgestellt werden.

Auf Grund dieser Resultate wird ein Projektionsschema zweiter Ordnung und für die
Lösung der entsprechenden Poisson-Gleichung das ICCG-0-Verfahren verwendet. Bei
der Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen (3.10), der Advektionsgleichung für
die Level-Set-Funktion (3.19) und des Partikeltransportes (3.30) treten Abbruchfehler
auf. Eine numerische Lösung der Poisson-Gleichung mit deutlich höheren Genauig-
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keiten erbringt keine Vorteile, beispielsweise hinsichtlich der Massenerhaltungseigen-
schaften, und ist somit rechentechnisch nicht sinnvoll. Das Konvergenzkriterium des
Projektionsschrittes wurde daher mit ‖∇ · un+1‖2 ≤ 10−5 festgelegt.

5.2 Hybride Partikel-Level-Set-Methode

5.2.1 Vergleich von Level-Set- und HPLS-Methode: Zalesaks
Scheibe

Um zunächst ausschließlich das HPLS-Verfahren zu untersuchen, wurde die Rota-
tion eines geometrisch komplexen Festkörpers simuliert. Es wird ein konstantes
Geschwindigkeitsfeld vorgegeben und somit ist eine numerische Lösung der Navier-
Stokes-Gleichungen für diesen Test nicht erforderlich. Wie in [169] beschrieben, rotiert
eine mittig geschlitzte Scheibe um das geometrische Zentrum eines zweidimensionalen
Rechengebietes. Für ein Rechengebiet der Größe Lx×Ly = 1×1 wird das Geschwindig-
keitsfeld mit

u(x,y) =
( π

314

)
(0,5− y)

v(x,y) =
( π

314

)
(x− 0,5)

initialisiert, wobei durch die Winkelgeschwindigkeit π/314 eine vollständige Umdre-
hung der Geometrie nach jeweils 628 Zeiteinheiten erreicht wird. In allen HPLS-
Rechnungen dieses Abschnittes wurden 16 Partikel je Gitterzelle verwendet.

In Abbildung 5.6 ist sowohl die analytische Form der Scheibe, als auch das Er-
gebnis von Level-Set-Rechnung und HPLS-Simulation auf einem Gitter von 100×100
Zellen nach einer Umdrehung dargestellt. Die Level-Set-Lösung zeigt deutliche Regu-
larisierungseffekte an den Ecken des Schlitzes, was letztlich zu einem Abnehmen der
Gesamtfläche der Scheibe, siehe Abbildung 5.7, führt. Die Gesamtfläche der Scheibe
hat jedoch nur eingeschränkte Aussagekraft bezüglich der tatsächlichen Geometrie-
änderungen, da sich die Flächenverluste an den äußeren Ecken der Schlitzöffnung teil-
weise mit den Flächengewinnen am geschlossenen Ende des Schlitzes kompensieren.
Dennoch sind die Regularisierungseffekte in den Level-Set-Rechnungen so stark aus-
geprägt, daß auf einem Gitter von 50×50 Zellen nach einer Zeit, welche vollen zwei
Umdrehungen entsprechen würde, gar keine Scheibe mehr vorhanden ist.

Den Geometrieänderungen wird durch die Partikelkorrektur in den HPLS-Simula-
tionen entgegengewirkt. Wie in Abbildung 5.6 zu sehen, behalten die Ecken des
Schlitzes nahezu ihre ursprüngliche Form und die Erhaltung der Scheibenfläche, Ab-
bildung 5.7, ist mit der HPLS-Methode deutlich verbessert. Bemerkenswert für die-
sen Testfall ist zudem, dass nur während der Anfangsphase der HPLS-Simulationen
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Abbildung 5.6: Konturen der Zalesak-Scheibe nach einer Drehung um 360◦, Gitter mit
100× 100 Zellen.
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Abbildung 5.7: Flächeninhalt der Zalesak-Scheibe. Gefüllte Symbole zeigen Level-Set-
Ergebnisse, leere Symbole stellen HPLS-Simulationen mit 16 Partikel
je Zelle dar. Verwendete Auflösungen: ¤/¥: 50×50 Zellen, O/H: 100×
100 Zellen, M/N: 200×200 Zellen.
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ein Flächenverlust zu beobachten ist und die Scheibenfläche danach nahezu konstant
bleibt. Offenbar ist dieser Anfangsverlust nur von der Auflösung durch das Rechengit-
ter und von der Partikelzahl pro Gitterzelle abhängig. Selbst die Level-Set-Rechnung
auf einem Gitter von 200 × 200 Zellen erreicht nicht die Genauigkeit der HPLS-
Rechnung auf dem gröbsten Gitter von 50 × 50 Zellen. Verglichen mit dieser HPLS-
Rechung erhöht sich zudem der Rechenaufwand für die Level-Set-Simulation auf dem
feinsten Gitter um einen Faktor von etwa 64.

5.2.2 Reinitialisierung der Level-Set-Funktion

Die in Abschnitt 4.2 vorgestellten Reinitialisierungsverfahren sollen hinsichtlich ihres
Einflusses auf die Massenerhaltung untersucht werden. Hierfür wird der Aufstieg einer
2d-Gasblase in einer Flüssigkeit mit den Parametern Reref = 58, Weref = 104,
Frref = 1, Γρ = 0,025 und Γµ = 0,012 simuliert. Die Blase wird als Kreis mit dem
Durchmesser dB = 1,0 und den Mittelpunktskoordinaten (x, y) = (1,25, 1,25) in einem
Rechengebiet der Größe Lx × Ly = 2,5 × 5,0 initialisiert. Zum Zeitpunkt t = 5,0 hat
die Blase einen Weg von etwa der Hälfte der Rechengebietshöhe zurückgelegt und
die Simulationen werden angehalten. Während ihres Aufstiegs wird die Blase stark
deformiert und es spalten sich zwei kleinere Blasen an den Rändern der Blase ab. Die
Hauptblase nimmt schließlich eine stationäre, abgeflachte Kappenform an, siehe Abbil-
dung 5.9. Auf Grund der komplexen Formänderungen der Phasengrenzfläche ist diese
Zweiphasenströmung sehr gut für Tests von Reinitialisierungsalgorithmen geeignet.

In Abbildung 5.8(a) ist die Masse der Gasphase als Funktion der Zeit für Simu-
lationen mit den verschiedenen Reinitialisierungsschemata auf einem Gitter mit
40 × 80 Gitterzellen dargestellt. Die Reinit-WENO-Variante ermöglicht eine glat-
te Beschreibung der Phasengrenzfläche, jedoch führt dieses Schema zu den höchsten
Massenverlusten aller untersuchten Varianten. Diese numerischen Fehler treten haupt-
sächlich in Gebieten hoher Oberflächenkrümmung auf. Die zwei kleineren, durch Ab-
spaltung entstandenen Blasen werden nicht abgebildet, siehe Abbildung 5.9(a). Der
Algorithmus Reinit-Sussman ist in der Lage die zwei kleineren Blasen darzustellen,
siehe Abbildung 5.9(b), und weist deutlich niedrigere Massenverluste auf.

In Simulationen mit dem HPLS-1-Schema nach Enright et al. [39] wird die Ab-
spaltung der zwei kleinen Blasen reproduziert, jedoch nehmen diese sehr schnell an
Größe ab und verschwinden letztendlich, siehe Abbildung 5.9(c). Unmittelbar vor der
Abspaltung ist eine geringfügige Erhöhung der Gasphasenmasse, Abbildung 5.8(a),
feststellbar. Dieses Verhalten kann durch die unterschiedlichen Genauigkeitsordnungen
der Methoden für die Grenzflächenbeschreibung erklärt werden: Für die Diskretisie-
rung der Advektionsgleichung der Level-Set-Funktion (3.19) werden Verfahren ho-
her Ordnung, sowohl für die Approximation der räumlichen Ableitungen als auch für
die Interpolation der Geschwindigkeitskomponenten im Zellzentrum, eingesetzt. Für
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Abbildung 5.8: Masse einer 2d-Gasblase als Funktion der Zeit für verschiedene Re-
initialisierungsverfahren und verschiedene Gitterauflösungen.

65



5 Validierung und Optimierung der Methode

(a) Reinit-WENO (b) Reinit-Sussman (c) HPLS-1 (d) HPLS-2

Abbildung 5.9: Kontur einer 2d-Gasblase zu den Zeitpunkten t = 0,0; 2,0; 3,5; 5,0 für
verschiedene Reinitialisierungsverfahren auf einem Rechengitter mit
40×80 Zellen.

den Transport der Partikel, Gleichung (3.30), wird eine trilineare Interpolation der
Geschwindigkeiten aus Gründen der Recheneffizienz verwendet. In einer Grenzwert-
betrachtung führt der letztere Algorithmus zu höheren Abbruchfehlern im Vergleich
zur Lagrangeschen Interpolation dritter Ordnung, welche im Rahmen der Diskretisie-
rung der Advektionsgleichung der Level-Set-Funktion genutzt wird. In der ursprüng-
lichen Form der HPLS-Methode wird ein Korrekturschritt nach der Entwicklung
der Level-Set-Funktion, Gleichung (3.19), und erneut nach dem Reinitialisierungs-
prozess, Gleichung (3.22), durchgeführt. Die letztere Korrektur verbessert die Massen-
erhaltungseigenschaften, da die Reinitialisierung Massenfehler erster Ordnung verur-
sachen kann [39]. Der erste Korrekturschritt jedoch kann die Grenzflächenbeschreibung
hoher Ordnung durch die diskrete Level-Set-Transportgleichung (3.19) zerstören. Die-
ser Effekt ist besonders auf groben Rechengittern zu sehen, siehe Abbildung 5.8(a)
und 5.9(c).

Um diesen Schwachpunkt zu beheben, verwenden wir eine modifizierte Varian-
te HPLS-2, in welcher eine Korrektur der Level-Set-Funktion mittels Marker-Partikel
nur nach der Reinitialisierung durchgeführt wird. Mit dieser Version werden die beiden
kleineren Blasen erhalten, Abbildung 5.9(d), und die Massenerhaltung verglichen mit
allen anderen Verfahren deutlich verbessert, Abbildung 5.8(a).

Ergebnisse der Simulationen auf einem verfeinerten Gitter von 60× 120 Zellen sind
in Abbildung 5.8(b) dargestellt. Erneut weisen die Varianten Reinit-WENO und
Reinit-Sussman geringere Genauigkeiten auf als die Verfahren mit einer Fehler-
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korrektur durch Marker-Partikel. Zwischen HPLS-1 und HPLS-2 können keine aus-
geprägten Unterschiede mehr festgestellt werden. Dies deutet auf eine ausreichend
genaue Interpolation der Partikelgeschwindigkeiten auf diesem verfeinerten Rechen-
gitter hin, so dass eine Korrektur der Level-Set-Funktion nach deren Advektion,
Gleichung (3.19), keine zusätzlichen Massenfehler hervorruft. Auf einem Gitter mit
120×240 Zellen wird der Massenverlust bei Verwendung des HPLS-2-Schemas weiter
verringert. Der größte Anteil dieses numerischen Fehlers wird während der Abspaltung
der zwei kleineren Blasen verursacht. Während der Advektion der Blasen sind jedoch
nur geringe Massenfehler zu verzeichnen.

Auf Grund dieser Ergebnisse verwenden wir in numerischen Simulation von Zwei-
phasenströmungen eine modifizierte Version, HPLS-2, des hybriden Partikel-Level-
Set-Verfahrens. Diese Variante zeichnet sich durch eine höhere Genauigkeit, besonders
für grob aufgelöste Geometrien, verglichen mit der ursprünglichen Methode [39] aus.
Die einmalige Ausführung des Korrekturschrittes pro Zeitschritt verringert zudem den
Rechenaufwand.

5.2.3 Parameterwahl im Partikelalgorithmus

Die Genauigkeit der Grenzflächenbeschreibung durch Partikel, und somit auch die
Genauigkeit der Level-Set-Korrektur, wird in großem Maße durch die Partikelzahl
pro Gitterzelle nP bestimmt. Enright et al. [39] schlagen die Verwendung von 4 Par-
tikel pro Zelle und Raumrichtung vor (16 Partikel für 2d- und 64 Partikel für 3d-
Simulationen). Um den Einfluss der Partikelzahl auf die Massenerhaltung zu analy-
sieren, wurde der Aufstieg einer 3d-Gasblase in einer Flüssigkeit mit den Parametern
wie in Abschnitt 5.1.2.2 angegeben simuliert. Es wurden zwei Gitterauflösungen mit
32 × 64 × 32 und 64 × 128 × 64 Zellen sowie 32, 64 oder 128 Partikel je Gitterzelle
verwendet.

In Abbildung 5.10 ist die Masse der Blase als Funktion der Zeit dargestellt. In
Simulationen auf dem groben Rechengitter kann eine deutliche Verbesserung der Ge-
nauigkeit durch eine Verdopplung der Partikelzahl von 32 auf 64 pro Zelle erreicht
werden. Für die Testrechnung mit 128 Partikel je Zelle erhöht sich die erhaltene Mas-
se um weitere 5%. Auf dem verfeinerten Gitter ist nur eine geringfügige Verbesse-
rung der Massenerhaltung bei einer Erhöhung der Partikelzahl von 64 auf 128 pro
Gitterzelle feststellbar. Falls die Grenzflächengeometrie, beschrieben durch die Level-
Set-Funktion φ(x) = 0, in angemessener Weise durch das Rechengitter aufgelöst wird,
so sind 64 Partikel pro Gitterzelle ausreichend für eine wirkungsvolle Korrektur der
Level-Set-Funktion durch Marker-Partikel. Daher verwenden wir diese Einstellung in
den weiteren Simulationen.

Ein weiterer Parameter mit großem Einfluss auf die Genauigkeit der Partikelkorrek-
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Abbildung 5.10: Masse einer 3d-Gasblase in Simulationen auf einem Gitter von 32 ×
64 × 32 Zellen (leere Symbole) und 64 × 128 × 64 Zellen (gefüllte
Symbole) sowie mit verschiedenen Partikelzahlen pro Gitterzelle: ©:
keine Partikel (reine Level-Set-Rechnung), ♦: 32 Partikel, .: 64 Par-
tikel und ¤: 128 Partikel.

tur ist der untere Grenzwert der Partikelgröße rmin, siehe auch Kapitel 4.3.2. Anhand
dieser Größe wird bestimmt, wann ein Partikel als ’entkommen’ eingestuft und für die
Korrektur der Level-Set-Funktion genutzt wird. Der Algorithmus in Kapitel 4.3.2 legt
nahe, dass je kleiner rmin gewählt wird, desto genauer kann die Level-Set-Funktion
korrigiert werden. Sollen jedoch auch kleinste Fehler in der Level-Set-Funktion durch
Partikel mit sehr kleinen Werte für rmin korrigiert werden, so sind Verfahren hoher
Ordnung für den Partikeltransport, Gleichung (3.30), und für die Interpolationen im
Korrekturalgorithmus nötig. Für die diskretisierten Gleichungen konnten wir die Exis-
tenz eines Optimums für den unteren Grenzwert der Partikelgröße feststellen.

Dieser Sachverhalt wird in Abbildung 5.11 deutlich. Es wurden erneut Simulationen
der im vorhergehenden Abschnitt betrachteten 3d-Blase auf einem Rechengitter von
32× 64× 32 Zellen und variierenden Werten für rmin durchgeführt. Falls die Partikel-
radien kleiner als 10% der Zellenbreite h gewählt werden, ist eine Verschlechterung
der Massenerhaltung durch die Partikelkorrektur im Vergleich zu einer reinen Level-
Set-Rechnung festzustellen. Auf einem Gitter mit der doppelten Anzahl von Zellen
in jede Raumrichtung und rmin = 0,05h trat dieser Effekt ebenfalls auf. Mit einem
unteren Grenzwert von rmin = 0,1h konnten hingegen deutliche Verbesserungen der
Massenerhaltung verglichen mit den Ergebnissen der reinen Level-Set-Rechnung er-
zielt werden. Dieses Verhalten kann durch eine Betrachtung der Diskretisierung der
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Abbildung 5.11: Masse einer 3d-Gasblase in Simulationen auf einem Gitter von 32×
64×32 Zellen und verschiedenen Partikelgrößen: ©: keine Partikel
(reine Level-Set-Rechnung), ♦: rmin = 0,05h, .: rmin = 0,10h, ¤:
rmin = 0,15h und ¤: rmin = 0,20h.

Abbildung 5.12: Querschnitt durch den Massenschwerpunkt der Blase zum Zeitpunkt
t = 0,6 in Rechnungen mit rmin = 0,05h (—–), rmin = 0,10h

(− · − ·−) und rmin = 0,20h (− − −).
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Reseeding-Intervall md(t = 0,6) / md(t = 0)

10 0,83
20 0,81
40 0,80
60 0,79
80 0,78

Tabelle 5.2: Masse einer 3d-Gasblase in HPLS-Simulationen mit verschiedenen
Reseeding-Intervallen.

Partikeltransportgleichung (3.30) erklärt werden: Die trilineare Interpolation der Par-
tikelgeschwindigkeiten beschränkt die diskrete Gleichung (3.30) auf eine Genauigkeit
zweiter Ordnung. Falls Fehler der Größenordung 0,05h mit Hilfe der Partikel ausge-
glichen werden sollen, so können die berechneten Korrekturwerte von der Größenord-
nung des Abbruchfehlers der diskretisierten Level-Set-Gleichungen (3.19) und (3.22)
sein und deren Lösung φ(x,t) hoher Ordnung zerstören. Mit der in dieser Arbeit ver-
wendeten Diskretisierung der HPLS-Methode und einer minimalen Partikelgröße von
rmin = 0,1h erfolgt eine Korrektur der Level-Set-Funktion nur, wenn deren Fehler groß
genug ist, so dass die Partikelkorrektur, wenngleich formal von geringerer Genauig-
keitsordnung, eine Reduktion des Massenfehlers bewirkt. Nach Enright et al. [39] sind
die im Reinitialisierungsprozess auftretenden Massenfehler von erster Ordnung und
können somit wirkungsvoll mit einem Partikelalgorithmus zweiter Ordnung korrigiert
werden. Für größere Werte von rmin = 0,15h oder rmin = 0,20h zeigt Abbildung 5.11
eine Zunahme der Blasenmasse in den letzten Stadien der Simulation. Die vergleichs-
weise grobe Korrektur der Phasengrenzfläche mit großen Partikeln führt jedoch zu
Beeinträchtigungen der Glattheit der Blasenkontur, siehe Abbildung 5.12. Bedingt
durch diese Störungen, ergibt die Auswertung der Blasenmasse somit nur scheinbar
eine höhere Genauigkeit für diese Fälle.

Während der HPLS-Rechnungen erfolgt ein periodisches Reseeding der Marker-
Partikel, um eine gleichmäßige Auflösung der Phasengrenzen zu gewährleisten. Der
entsprechende Algorithmus ist in Kapitel 4.3.3 beschrieben. Es wurde der Aufstieg
einer 3d-Blase, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, mit verschiedenen Reseeding-
Intervallen simuliert. Die Masse der Gasblase zum Zeitpunkt t = 0,6 ist in Tabelle 5.2
angegeben. Wenngleich ein häufigeres Reseeding zu Verbesserungen in der Massen-
erhaltung führt, so sind die erreichbaren Gewinne doch auf wenige Massenprozen-
te beschränkt. Da der Reseeding-Algorithmus einen vergleichsweise hohen Rechen-
aufwand erfordert, sollte ein möglichst großes Intervall für dessen Ausführung ange-
strebt werden. Für die hier untersuchte Zweiphasenströmung erscheint ein Reseeding-
Intervall von 40 Zeitschritten als angemessen.
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5.3 Effiziente Implementierung und Parallelisierung

Das Rechenprogramm wurde zunächst nach dem ’shared memory’ Prinzip mit Hilfe des
OpenMP -Standards parallelisiert. Da orthogonale Rechengitter verwendet werden und
die Diskretisierungsschemata vergleichsweise kleine Stützstellenbreiten aufweisen, ist
eine Aufteilung des Rechengebietes in mehrere Untergebiete sehr einfach zu bewerkstel-
ligen. Folglich entstand auch eine Codeversion mit hybrider Parallelisierung, bestehend
aus einer Gebietszerlegung mit Nutzung von MPI -Bibliotheken für die Kommunika-
tion und einer OpenMP -Parallelisierung innerhalb der Teilgebiete. Abbildung 5.13
zeigt beispielhaft die Aufteilung des gesamten Rechengebietes in acht Teilgebiete, wel-
che zudem in z-Richtung durch jeweils vier OpenMP -Prozesse parallelisiert wurden.

Optimierungen des Level-Set-Algorithmus

Neben der Parallelisierung kann eine Optimierung der Algorithmen zu wesentlichen
Verkürzungen der Rechenzeiten beitragen, siehe hierzu auch [47]. Für die Bestimmung
der geglätteten Dichte- und Viskositätsverteilungen ist eine Heaviside-Funktion, Glei-
chung (3.28) auszuwerten. In deren ursprünglicher Implementierung erforderte dies
das Auswerten einer rechenzeitintensiven if -Anweisung in jeder Zelle. Eine Glättung
dieser Stoffdaten erfolgt jedoch nur in einer Umgebung ε beiderseits der Phasengrenz-
fläche. Daher wird in jedem Zeitschritt eine Liste ’Prox ’ (für ’proximity’) aller Zellen
angelegt, welche sich innerhalb dieses Bandes um die Phasengrenzfläche befinden, siehe
Abbildung 5.14. Die Gesamtbreite dieses Bandes wird mit b = 2 ·max(ε, 3h) festge-
legt, wobei hier neben ε auch der größtmögliche Abstand der Marker-Partikel von der
Phasengrenzfläche von 3h berücksichtigt wird. Die lokalen Dichtewerte werden nun
zunächst anhand des Vorzeichens der Level-Set-Funktion mit ρd oder ρb bestimmt.
Anschließend erfolgt die Glättung dieser Verteilung durch Auswerten der Gleichungen
(3.26), (3.27) und (3.28) für die Zellen, welche in der Prox -Liste enthalten sind. Bei der
Berechnung der Viskositätsverteilung wird in gleicher Weise verfahren. In typischen
Anwendungsrechnungen befinden sich meist weniger als 1% aller Zellen im Band der
Breite b und entsprechend groß ist auch die erreichbare Einsparung an Rechenzeit.

Ebenso wird die Oberflächenspannungskraft nur noch in Zellen der Prox -Liste er-
mittelt. Da Gleichung (4.3) die Berechnung zahlreicher Ableitungen, Interpolationen
und die Auswertung einer Delta-Funktion erfordert, siehe Abschnitt 4.1.1, sind auch
hier merkliche Effizienzsteigerungen möglich.

Oftmals werden Rechenabläufe im Partikelalgorithmus in Abhängigkeit des Vorzei-
chens der Level-Set-Funktion ausgeführt. Oder die Lage eines Gitterpunktes, welcher
sich entweder innerhalb oder außerhalb der Glättungsbreite befindet, bestimmt die zu
berechnenden Heaviside- oder Delta-Funktionen. In den meisten dieser Algorithmen
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Abbildung 5.13: Parallelisierung durch Gebietszerlegung einschließlich Multithreading
mit OpenMP -Prozessen innerhalb der Subdomains.
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Abbildung 5.14: Zellen der Prox -Liste (graue Färbung) um die Phasengrenze (schwar-
ze Linie).
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können die rechenzeitintensiven if -Anweisungen durch eine geschickte Kombination
von min- oder max -Funktionen und einigen wenigen Multiplikationen ersetzt und so-
mit die Rechenzeit verringert werden.

Optimierungen des Partikel-Algorithmus

Bei Nutzung der NEC-SX8 des Höchstleistungsrechenzentrums Stuttgart (HLRS)
als Rechenplattform ist neben einer Parallelisierung ein hoher Vektorisierungsgrad
des Codes eminent wichtig. Die bei der Diskretisierung von partiellen Differential-
gleichungen verwendeten diskreten Operatoren für Ableitungen sowie die implemen-
tierten Interpolationsalgorithmen sind relativ einfach vektorisierbar.

Der Partikelalgorithmus jedoch enthält vergleichsweise komplexe und verschachtelte
Algorithmen, deren Vektorisierung einigen Aufwand erfordert [47]. Als Beispiel soll hier
die Reduzierung der Partikelanzahl in einer überfüllten Gitterzelle näher betrachtet
werden. Grundlegende Rechenschritte des in Abschnitt 4.3.3 beschriebenen Algorith-
mus sind der Vergleich zweier Level-Set-Werte, die Aktualisierung einer Liste aller
akzeptierten Partikel in der betrachteten Gitterzelle sowie die Neusortierung dieser
Liste. Zunächst läßt dieser Algorithmus eine Parallelisierung der äußeren Schleife über
alle Gitterzellen zu. Die innere Schleife über alle Marker-Partikel enthält jedoch einen
Aufruf des Sortierungsalgorithmus für die lokale Partikelliste, welcher eine Vektorisie-
rung verhindert. Dies ist eine Ursache für die schlechte Recheneffizienz von wenigen
hundert MFLOPS auf der NEC-SX8 in den ersten Testrechnungen. Der Reseeding-
Algorithmus nahm hierbei ca. 70% der gesamten Rechenzeit in Anspruch obgleich
dieser nur nach jeweils 40 Zeitschritten ausgeführt wurde. Für eine Vektorisierung des
eben angesprochenen Problems wurde eine deutlich einfachere und zugleich schnellere
Lösung gefunden:

Allen Zellen der Prox -Liste wird ein eindeutiger, globaler Index

iGC = i + j ·Nx + k ·Nx ·Ny

zugeordnet. Gleiches wird für die Partikel berechnet

iGP = iP + jP ·Nx + kP ·Nx ·Ny

und in einer neuen Partikelliste partcell gespeichert, welche drei Angaben enthält: Den
globalen Zellindex des Partikels iGP (1. Felddimension), die individuelle Partikelnum-
mer (2. Felddimension), sowie den interpolierten Level-Set-Wert φ(xP ) an der Position
des Partikels (3. Felddimension). Durch maskierte, intrinsische Feldoperationen kann
nun sowohl die Anzahl der Partikel in jeder Gitterzelle, als auch ein zu löschendes
Partikel schneller und vor allem in vektorisierbarer Form ermittelt werden. Um die
Anzahl ncell der aktuell in der Zelle iGC vorhandenen Partikel zu erhalten, wird eine
Summation über das maskiertes Feld partcell durchgeführt
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ncell = SUM( partcell ,
DIM = 1,

MASK = partcell .eq. iGC) / iGC .

Falls ncell > nP ist, können die zu löschenden Partikel mit dem größten Abstand zur
Grenzfläche durch eine maskierte MAXLOC(..)-Operation ermittelt werden. Mit den
angeführten Modifikationen und einigen weiteren Optimierungen konnte der Anteil
des Reseeding-Algorithmus an der Gesamtrechenzeit auf etwa 6% reduziert werden.

Optimierungen des Poisson-Lösers

Für die Lösung der Poisson-Gleichung (4.12) wurde in Abschnitt 5.1.3 das Verfahren
der konjugierten Gradienten in Kombination mit verschiedenen Vorkonditionierungen
untersucht. Testrechnungen auf Workstations ergaben eine deutliche Verringerung
der Iterationszahlen wenn Vorkonditionierungen basierend auf einer unvollständigen
Cholesky-Zerlegung der Koeffizientenmatrix A verwendet werden, siehe Abbildung 5.5.
Diese Vorkonditionierung erzeugt eine unvollständige LU-Zerlegung von A, welche auf
den Lösungsvektor p angewendet wird, siehe Appendix A.2. Leider ist die aufeinan-
derfolgende Multiplikation der unteren und oberen Dreiecksmatrix mit einem Vektor
nur schwer parallelisierbar und vektorisierbar. Die sequentielle Version des ICCG-0-
Verfahrens führte zwar auch auf der NEC-SX8 zu einer Reduktion der Iterationszahlen
verglichen mit einer CG-Methode mit Jacobi-Vorkonditionierung, jedoch stiegen die
Rechenzeiten auf Grund der fehlenden Parallelisierung und Vektorisierung des Vor-
konditionierungsschrittes enorm an.

Daher wurde ein paralleler Algorithmus für die Multiplikation z.B. der unteren
Dreiecksmatrix mit einem Vektor entwickelt. Ausgehend vom Koordinatenursprung
(0, 0, 0) können alle Gitterpunkte in einer Ebene, welche den Vektor (1, 1, 1)T als
Normalenvektor hat, parallel bearbeitet werden, siehe Abbildung 5.15. Dabei werden
schrittweise alle Ebenen beginnend vom Koordinatenursprung durchlaufen. Innerhalb
einer Ebene ist theoretisch auch die Vektorisierung der Rechenschritte möglich. Die
parallele Anwendung der oberen Dreiecksmatrix erfolgt nach dem gleichen Prinzip,
mit dem Unterschied dass nun die Ebenen von der Zelle (Nx, Ny, Nz) ausgehend ent-
lang des Vektors (−1, −1, −1)T durchlaufen werden. Für die Implementierung dieses
Ansatzes wird eine Indexliste generiert, welche alle Zellindizes (i, j, k) des 3d-Feldes p

einer Ebene zuordnet. In Testrechnungen auf einem ALTIX-System mit dieser paral-
lelisierten Version konnte eine Verminderung der Rechenzeiten verglichen mit dem
sequentiellen ICCG-0-Verfahren festgestellt werden. Leider verhindert die indirekte
Indizierung des p-Feldes durch die Indexliste eine Vektorisierung des Algorithmus auf
der NEC-SX8. Das CG-Verfahren in Kombination mit einer vollständig parallelisierten
und vektorisierten Jacobi-Vorkonditionierung führt zwar zu mehr Iterationen, jedoch
reduzierten sich die Rechenzeiten durch eine weitaus höhere Recheneffizienz auf der
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Abbildung 5.15: Parallele Anwendung einer LU-Zerlegung auf einem Rechengebiet von
4 × 6 Zellen. Gleiche Grautöne symbolisieren Gitterzellen, welche
parallel bearbeitet werden können.

NEC-SX8 drastisch im Vergleich zum parallelen ICCG-0-Verfahren. Daher muss für
Anwendungsrechnungen auf der NEC-SX8 derzeit auf das CG-Verfahren mit Jacobi-
Vorkonditionierung zur Lösung der Poisson-Gleichung zurückgegriffen werden.

Rechenzeitanteile von wesentlichen Komponenten des Programms

Abschließend werden folgende Programmteile hinsichtlich ihrer Recheneffiziens auf der
NEC-SX8 untersucht:

1. Transportalgorithmus der Level-Set-Funktion, Gleichung (3.19),
2. Reinitialisierung der Level-Set-Funktion, Gleichung (3.22),
3. Transport der Marker-Partikel, Gleichung (3.30),
4. Korrektur der Level-Set-Funktion mittels Marker-Partikel, Abschnitt (4.3.2),
5. Reseedingalgorithmus der Marker-Partikel, Abschnitt (4.3.3),
6. Berechnung der Oberflächenspannungskräfte, Gleichung (4.3),
7. Durchführung des Projektionsschrittes, Gleichung (3.17) und (3.18).

Der Anteil dieser Algorithmen an der gesamten Rechenzeit sowie die erreichten
MFLOPS-Raten (engl. ’million floating-point operations per second’) wurden in einer
Simulation einer in Wasser aufsteigenden Luftblase ermittelt. Das Rechengitter wies
6,75 · 106 Zellen auf und es wurde ein Knoten der NEC-SX8 mit 8 Prozessoren ver-
wendet.
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Abbildung 5.16: Anteilige Rechenzeiten ausgewählter Programmteile an der Gesamt-
zeit und deren durchschnittliche MFLOPS-Raten auf einem Prozessor
der NEC-SX8.

Abbildung 5.16 zeigt die gemessenen Rechenzeiten sowie die erreichten MFLOPS-
Raten für einen Prozessor. In die MFLOPS-Angabe fließt auch die Rechenleistung
aller notwendigen Subroutinen für die Ausführung der jeweiligen Aufgabe ein. So
enthalten beispielsweise die für den Transport der Level-Set-Funktion gemessenen
10312 MFLOPS sowohl die numerische Berechnung von ∇φ mittels WENO-Verfahren,
als auch die Interpolation der Geschwindigkeitskomponenten im Zellzentrum. Der von
NEC angegebene Maximalwert von 16 GFLOPS je Prozessor ist in praktischen An-
wendungen jedoch nicht zu erreichen. Vielmehr können Rechenprogramme mit einer
Gesamtrechenleistung von 8 GFLOPS bereits als sehr effizient angesehen werden.

Der Code erreichte eine Gesamtrechenleistung von 5.6 GFLOPS in dieser Simula-
tion und weist damit eine recht gute Effizienz auf. Die weitaus meiste Rechenzeit wird
für den Projektionsschritt benötigt. Die schlechte Konditionierung der Koeffizienten-
matrix A infolge des großen Dichteverhältnisses von Γρ = 1/1000 führt zu großen
Iterationszahlen im CG-Verfahren. Weiterhin entwickelt die Blase einen turbulenten,
offenen Nachlauf, was zu deutlich höheren Abweichungen von der Divergenzfreiheit
∇· ũ im Vergleich zu geschlossenen Nachläufen führt. Letzteres ist sehr deutlich in
der Anfangsphase des Blasenaufstiegs feststellbar: Der zunächst geschlossene, lami-
nare Nachlauf führt zu kleineren Iterationszahlen im CG-Verfahren und ermöglicht
eine Rechenleistung für den Gesamtcode von bis zu 8 GFLOPS in der Anfangsphase.
Die Reinitialisierung der Level-Set-Funktion erfordert die Berechnung von räumlichen
Ableitungen mittels eines WENO-Schemas. Dessen Implementierung ist zwar effizient
und vollständig vektorisiert, jedoch verursacht die mehrfache Auswertung dieser Ab-
leitungen eine recht hohe Rechenzeit für diesen Programmteil. Im Partikelalgorithmus
konnten keine hohen MFLOPS-Raten erzielt werden. Der Anteil des Partikelcodes an
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der Gesamtrechenzeit ist mit etwa 12% jedoch recht gering.
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6 Untersuchung von in Flüssigkeiten
aufsteigenden Gasblasen anhand
numerischer Simulationen

Hinsichtlich des Aufstiegsverhaltens von Gasblasen in Flüssigkeiten kann zwischen
Blasen mit geschlossenem stationären Nachlauf und Blasen mit offenem instationären
Nachlauf unterschieden werden, siehe hierzu auch Kapitel 2. Für den letzteren Fall
wurden verschiedenste Aufstiegspfade, angefangen bei geradlinigen Bahnen über Zick-
zackbahnen bis hin zu spiralförmigen Aufstiegspfaden, beobachtet. Ein geschlossener
symmetrischer Blasennachlauf hingegen führt immer zu geradlinigen Aufstiegspfaden.
Im Folgenden werden Ergebnisse von Blasensimulationen aus beiden Kategorien vor-
gestellt, siehe hierzu auch [48].

6.1 Blasen mit geradlinigen Aufstiegspfaden

Bhaga und Weber [12] untersuchten Luftblasen, welche unter Ausbildung eines sta-
tionären geschlossenen Nachlaufs in einer Wasser-Glukose-Lösung aufsteigen. Mittels
verschieden hoher Glukosekonzentrationen konnte die dynamische Viskosität der Flüs-
sigkeit µ∗l in einem Bereich von 2,8 kg/(m s) bis 0,0836 kg/(ms) eingestellt werden.
Die Flüssigkeitsdichte ρ∗l sowie der Oberflächenspannungskoeffizient σ∗ änderten sich
hierbei nur geringfügig von 1314 kg/m3 bis 1390 kg/m3 bzw. von 0,0769 N/m bis
0,0800 N/m. Durch die Variation der Mortonzahl in einem Bereich von 850 bis 7,4 · 10−4

nehmen Blasen gleichen Volumens unterschiedliche Formen an. In von Reibung domi-
nierten Systemen mit hohen Mortonzahlen nehmen die Blasen eine nahezu kugel-
förmige Gestalt an, während sich bei niedrigeren Mortonzahlen stark abgeflachte,
kappenförmige Blasen zeigen.

Für eine Luftblase mit einem volumenäquivalenten Durchmesser von d∗B = 2,61 cm

wurden Simulationen bei vier verschiedenen Mortonzahlen durchgeführt. Die Stoff-
daten dieser Fälle sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Parameter der numerischen
Simulationen sind Tabelle 6.2 zu entnehmen. Um eine gute Auflösung der äußeren
Ränder der kappenförmigen Blasen zu gewährleisten, wurden die Rechengitter mit
zunehmender Abplattung der Blase verfeinert. Als Startbedingung wurde eine kugel-
förmige Blase in ruhender Flüssigkeit vorgegeben. Nach einer anfänglichen Beschleu-
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Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4

Mo 848 41,1 0,103 4,63 · 10−3

d∗B [m] 0,0261 0,0261 0,0261 0,0261

ρ∗b [kg/m3] 1390 1380 1352 1325,1

ρ∗d [kg/m3] 1,29 1,29 1,29 1,29

µ∗b [kg/(ms)] 2,8 1,31 0,288 0,077

µ∗d [kg/(ms)] 18,2 · 10−6 18,2 · 10−6 18,2 · 10−6 18,2 · 10−6

σ∗ [N/m] 0,0800 0,0795 0,0785 0,0774

Tabelle 6.1: Kenngrößen der untersuchten Fälle von in Wasser-Glukose-Lösungen auf-
steigenden Luftblasen.

Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4

Lx × Ly × Lz 4 · dB × 8 · dB × 4 · dB

Nx ×Ny ×Nz 80×160×80 160×320×160 240×480×240 280×560×280

Reref 6,6 13,91 62,03 134,1

Weref 116 116 116 115

Frref 1,0 1,0 1,0 1,0

Γρ = ρd/ρb 9,28 · 10−4 9,35 · 10−4 9,54 · 10−4 9,74 · 10−4

Γµ = µd/µb 6,50 · 10−6 1,39 · 10−5 6,32 · 10−5 2,36 · 10−4

Tabelle 6.2: Parameter der numerischen Simulationen.

nigungsphase erreichen Blasenform und Blasennachlauf einen stationären Zustand. In
den folgenden Kapiteln werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen präsen-
tiert und den experimentellen Daten gegenübergestellt.

6.1.1 Geometrie von Blase und Nachlauf

In den Experimenten wurde die Geometrie der spheroid- und kappenförmigen Blasen
anhand von Aufnahmen mit einer Filmkamera ausgewertet. Der geschlossene Nach-
lauf dieser Blasen konnte mit Hilfe von elektrolytisch erzeugten Wasserstoffbläschen
sichtbar gemacht und dessen Ausdehnung somit ebenfalls angegeben werden.

In Abbildung 6.1 sind Aufnahmen der Blasenform aus Experiment und Rechnung
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6.1 Blasen mit geradlinigen Aufstiegspfaden

(a) Fall 1 Experiment (b) Fall 1 Simulation

(c) Fall 2 Experiment (d) Fall 2 Simulation

(e) Fall 3 Experiment (f) Fall 3 Simulation

(g) Fall 4 Experiment (h) Fall 4 Simulation

Abbildung 6.1: Blasenformen in Experiment [12] und Simulation.
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dargestellt. Ausgehend von einer an der Unterseite abgeflachten Ellipsenform mit einer
Vertiefung geringen Durchmessers bei Mo = 848 wird die Blase mit abnehmender
Mortonzahl immer flacher und nimmt schließlich eine kappenförmige Gestalt an. In
der Nähe des Blasenrandes kann der Verlauf dieser konkaven Unterseite jedoch auf
Grund der unterschiedlichen Brechungsindizes von Gas und Flüssigkeit anhand der
Filmaufnahmen in den Experimenten nicht exakt bestimmt werden. Kenngrößen der
Blasengeometrie aus Experiment und Simulation sind in Abbildung 6.2 als Funktion
der Blasen-Reynoldszahl dargestellt. Mit Ausnahme der Datenpunkte für Fall 1
und Fall 2 in Abbildung 6.2(e) ist eine sehr gute Übereinstimmung der experimen-
tellen und numerischen Ergebnisse festzustellen. Die Vorgehensweise zur Bestimmung
der angepassten Ellipse mit den Halbachsen a und b ist jedoch in [12] nicht eindeutig
definiert. Es wird lediglich angegeben, dass anhand von Photos die Blasenoberseite
mit Ellipsenkonturen in Deckung gebracht wurde. Ein Kriterium, welches hierbei das
Maß an Übereinstimmung beschreibt, beispielsweise ein Winkel θ, siehe Bild 6.2(a),
bis zu welchem eine genaue Deckungsgleichheit vorliegen muss, wurde nicht definiert.
Daher sind die Abweichungen für Fall 1 und Fall 2 in Abbildung 6.2(a) sehr wahr-
scheinlich in der Anpassung der Ellipse begründet. Dass die Daten für die Fälle 3
und 4 den experimentellen Ergebnissen entsprechen, untermauert diese Vermutung, da
die Oberseiten der kappenförmigen Blasen eine recht einfache Anpassung einer Ellipse
ermöglichen.

Sowohl in den Experimenten als auch in den Simulationen wurde der Widerstands-
beiwert cD aus dem stationären Gleichgewicht von hydrostatischer Auftriebskraft und
der Widerstandskraft bestimmt

cD =
4 · g · dB

3 ·U2
T

, (6.1)

wobei UT die stationäre Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase bezeichnet. Die in der
Rechnung ermittelten Widerstandsbeiwerte stimmen gut mit den experimentellen
Daten überein, siehe Abbildung 6.3. In der Literatur ist eine Vielzahl von Korrela-
tionen zur Berechnung des Widerstandsbeiwertes von Blasen zu finden, welche jedoch
meist einen eingeschränkten Gültigkeitsbereich aufweisen, siehe hierzu [82]. Auf Grund
der Vielfalt der möglichen Blasenformen sowie den unterschiedlichen Auswirkungen
von offenen oder geschlossenen Nachläufen ist eine allgemeingültige Gleichung, welche
beispielsweise den Blasendurchmesser und die Mortonzahl mit dem zu erwartenden
Widerstandsbeiwert in Beziehung setzt, nicht bekannt. Für sehr kleine bis mittlere
Blasen-Reynoldszahlen (Re . 50) fanden Taylor und Acrivos [153] die Gleichung

cD =
16

Re
+ 2. (6.2)

In reibungsdominierten Stokes-Strömungen (Re < 1) wird der Widerstandsbeiwert
hauptsächlich durch den Ausdruck 16/Re bestimmt. Bei Reynoldszahlen Re & 50

können die Blasen je nach Stoffsystem bereits ausgeprägte Kappenformen annehmen
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Abbildung 6.2: Stationäre Gestalt der Blasen. Mortonzahlen in den Experimenten [12]:
©: 711; ¤: 55,5;4: 4,17; ¦: 1,03; O: 0,108; /: 5,48 · 10−3. Simulationen:
H: Fall 1; ¥: Fall 2; N: Fall 3; ¨: Fall 4.
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⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

Re

c D
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103 Clift et al.
Mei et al.
Taylor, Acrivos

Abbildung 6.3: Widerstandsbeiwert der Blasen.
⊗

: Experiment mit Mo = 1,64 · 10−3,
für die Zuordnung der anderen Symbole zu Mortonzahlen siehe Abbil-
dung 6.2.

und der Widerstandsbeiwert nähert sich nach [153] asymptotisch dem Wert 2 an.
Für kugelförmige Blasen bei hohen Reynoldszahlen stellte Moore [94] Gleichungen
für die Grenzschichtströmung an der Blasenoberfläche sowie für deren geschlossenen
Nachlauf auf. Basierend auf diesen Beziehungen konnte Moore eine Gleichung für den
Widerstandsbeiwert ableiten. Das empirische Widerstandsgesetz von Mei et al. [85]

cD =
16

Re

(
1 +

[
8

Re
+

1

2
(1 + 3,315Re−0,5)

]−1
)

(6.3)

basiert auf Moores Arbeiten und soll sowohl für hohe als auch niedrige Reynoldszahlen
anwendbar sein. Da die Gültigkeit dieses Gesetzes jedoch auf Blasen mit annähernd
kugelförmiger Gestalt beschränkt ist, treten große Abweichungen von den experimen-
tellen Daten für kappenförmige Blasen bei Reynoldszahlen von Re > 5 auf. Die Be-
ziehung

cD =
14,9

Re0,78
(6.4)

von Clift et al. [27] ist ebenfalls nur für nahezu kugelförmige Blasen gültig. Eine
sehr gute Übereinstimmung, auch bei höheren Reynoldszahlen und stark deformierten
Blasen, ist zwischen den experimentellen und numerischen Daten und der Korrelation
von Taylor und Acrivos [153] feststellbar.

Auf Grund der hohen Viskosität der Flüssigkeit sind die Reynoldszahlen der hier
betrachteten Fälle vergleichsweise klein und somit entwickeln die Blasen ausgedehnte,
laminare, geschlossene Nachläufe. In Abbildung 6.4 sind Geometrieparameter des
Blasennachlaufs in Abhängigkeit der Reynoldszahl dargestellt. Die Simulation des
Falls 1 ergab keine laminare Ablöseblase im Nachlauf und somit ist eine sinnvol-
le Auswertung der in Abbildung 6.4(a) angegebenen Kenngrößen für diesen Fall nicht
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(c) Dimensionslose Nachlauflänge.
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Abbildung 6.4: Geometrie des Blasennachlaufs. Mortonzahlen in den Experimenten:
©: 258; ¤: 43,5;4: 4,41; ¦: 0,962; O: 0,144; /: 4,58 · 10−3; ⊗: 1,73 · 10−2

(Slaughter [142]);
⊕

: 6,5 · 10−2 (Hnat [59]). Simulationen: ¥: Fall 2;
N: Fall 3; ¨: Fall 4.
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6 Untersuchung von in Flüssigkeiten aufsteigenden Gasblasen

möglich. Die numerischen Ergebnisse der Fälle 2 und 3 zeigen eine sehr gute Überein-
stimmung mit den im Experiment gefundenen Nachlaufgeometrien. Auch ein Vergleich
der Stromlinienbilder für die Fälle 1 und 3, siehe Abbildung 6.5, läßt keine nennens-
werten Unterschiede erkennen. In der Simulation des Falls 4 ist das Nachlaufgebiet je-
doch zu klein ausgebildet, wie in Abbildung 6.4(c) und in den Stromlinienbildern 6.5(e)
und 6.5(f) zu sehen. Diese Abweichung ist das Resultat eines etwas zu klein gewählten
Rechengebietes im Fall 4. Bei einer dimensionslosen Breite des Rechengebietes von
4 · dB, siehe Tabelle 6.2, und einer stark abgeflachten Blase, welche eine Breite von
1,65 · dB erreicht, zeigt sich hier der Einfluss der periodischen Ränder auf das Simula-
tionsergebnis. Die Blase kann nicht wie im Experiment als Einzelblase frei aufsteigen,
sondern es wird eine Blase eines Blasenschwarms betrachtet, in welchem die Blasen
einen seitlichen Abstand von sx = sz = 4 · dB zueinander haben. Hinsichtlich der Bla-
senform selbst, Abbildung 6.2, ist dieser Einfluss nur unwesentlich. Der Nachlauf wird
jedoch in seiner seitlichen Ausbreitung behindert, was auch zu einer reduzierten Nach-
lauflänge führt. Ebenso kann auch die begrenzte Rechengebietshöhe von Ly = 8 · dB

eine Verringerung der Nachlauflänge bewirken.

6.1.2 Geschwindigkeiten in Flüssigkeit und Gasblase

Die ermittelten Aufstiegsgeschwindigkeiten der Blase UT sowie die entsprechenden
Blasen-Reynoldszahlen

Re =
dBUT ρb

µb

(6.5)

sind in Tabelle 6.3 zusammengefasst. Auch für diese Kenngrößen ist eine gute Über-
einstimmung der experimentellen und numerischen Werte festzustellen. Ein Modell
für die Vorhersage der Aufstiegsgeschwindigkeit wurde von Davies und Taylor [34]
vorgestellt,

UT = 2/3
√

g · rcap . (6.6)

Hierin beschreibt rcap den Radius einer der Blasenoberseite angepassten Kugel. Bhaga
und Weber [12] bestimmten rcap für einen Bereich von ±37,5◦ beidseits der verti-
kalen Symmetrieachse der Blase. Für den Bereich Re > 10 ergibt Gleichung (6.6)
Aufstiegsgeschwindigkeiten, welche lediglich um ±5% von den experimentellen Wer-
ten abweichen. Ein weiteres Modell für die Vorhersage von Aufstiegsgeschwindigkeiten
wurde von Wairegi und Grace [161] entwickelt. Ein Nachteil dieser beiden Methoden
ist, dass Informationen zur Gestalt der Blase notwendig sind. Für die Ermittlung der
benötigten Kappenradien oder Blasenhalbachsen sind daher Simulationen oder Expe-
rimente erforderlich. Solche Daten sind für das von Angelino [5] vorgestellte Modell
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6.1 Blasen mit geradlinigen Aufstiegspfaden

(a) Simulation Fall 1 (b) Experiment Fall 1

(c) Simulation Fall 3 (d) Experiment Fall 3

(e) Simulation Fall 4 (f) Experiment Fall 4

Abbildung 6.5: Blasenumströmung in Simulation und Experiment [12].
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Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4

UT Re UT Re UT Re UT Re

(m/s) (m/s) (m/s) (m/s)

Experiment 0,19 2,5 0,26 7,2 0,34 42,2 0,35 94,0

Simulation 0,19 2,5 0,25 6,9 0,33 40,2 0,35 91,8

Angelino, Glg.(6.7) 0,21 0,25 0,33 0,38

Tabelle 6.3: Endgeschwindigkeit und Reynoldszahl der Blasen.

nicht notwendig:

UT = K ·V m , mit (6.7)

K =
25

1 + 0,33 ·Mo 0,29
,

m =
0,167

1 + 0,34 ·Mo 0,24
.

Es werden lediglich Stoffdaten der verwendeten Fluide (Mo) sowie das Volumen der
Blase (V ) benötigt. Die durch Gleichung (6.7) vorhergesagten Aufstiegsgeschwindig-
keiten sind in Tabelle 6.3 angegeben und stellen bemerkenswert gute Näherungen der
tatsächlich gemessenen Geschwindigkeiten dar.

Bei Betrachtung der Strömungsfelder innerhalb der Gasblasen ist eine Steigerung der
Komplexität der Strömungsstrukturen mit zunehmender Reynoldszahl festzustellen.
Für Fall 1 mit der niedrigsten Reynoldszahl von Re = 2,47 ist zunächst nur ein
Wirbelring in der Blase vorhanden, siehe Abbildung 6.6(a). In einem mit der Blase
mitbewegten Bezugssystem wurde eine Maximalgeschwindigkeit von 0,13 m/s in der
Gasphase gemessen. Diese Maximalgeschwindigkeit steigt auf 0,19 m/s für Fall 2
und es bilden sich zwei stationäre, gegensinnig rotierende Wirbelringe innerhalb der
Gasblase, Abbildung 6.6(b). Für den Fall 3 treten Geschwindigkeiten von bis zu
0,53 m/s innerhalb der Blase auf. Desweiteren sind in Abbildung 6.6(c) viele Wirbel
zu beobachten, deren Zentren nicht mehr stationär an einer Position verharren sondern
sich ständig verschieben. Auch nach einer vergleichsweise langen Rechenzeit sind diese
Instationaritäten trotz einer stationären Blasenform immer noch vorhanden. Bei der
höchsten hier untersuchten Blasen-Reynoldszahl von Re = 94,0 nimmt die Blase eine
noch flachere Form mit dem kleinsten Seitenverhältnis h/w an. Die weiter reduzierte
Blasenhöhe schränkt die Bewegungen der Wirbel ein, so dass die für den Fall 3
beobachteten Instationaritäten abklingen und sich erneut zwei gegensinnig rotierende,
stationäre Wirbelringe ausbilden, siehe Abbildung 6.6(d).

Die in einer Horizontalebene auf Höhe des Blasenäquators gemessenen Vertikal-
geschwindigkeiten sind in Abbildung 6.7 dargestellt. Die Geschwindigkeiten wurden
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(a) Simulation Fall 1 (b) Simulation Fall 2

(c) Simulation Fall 3 (d) Simulation Fall 4

Abbildung 6.6: Strömungsfelder innerhalb der Gasblase.
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Abbildung 6.7: Vertikalgeschwindigkeiten in der Äquatorialebene der Blase. ¥: Experi-
ment zu Fall 1, N: Experiment zu Fall 3.
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Abbildung 6.8: Vertikalgeschwindigkeiten in der Horizontalebene durch das Zentrum
des Wirbelrings im Nachlauf der Blase für Fall 4. Durchgezogene
Linie: Simulation, H: Experiment.

mit der Blasenendgeschwindigkeit UT und die horizontale Koordinate mit der halben
Blasenbreite w/2 normiert. Die für die Fälle 1 und 3 vorhandenen experimentellen
Messwerte liegen auf oder sehr nahe an den numerischen Ergebnissen. Im Nahbereich
der Blasenoberfläche ist deutlich der Einfluss einer Scherschicht feststellbar. In einigem
Abstand zur Blase, x/(w/2) > 2, nähern sich die Verläufe der Vertikalgeschwindig-
keiten für Fall 1 und 2 dem Wert −1 an, welcher in der ungestörten Außenströ-
mung vorliegt. Besonders für den Fall 4 wird dieser asymptotische Wert jedoch nicht
erreicht. Dies wird auf den bereits angesprochenen Einfluss der Rechengebietsgröße
in Verbindung mit den periodischen Randbedingungen zurückgeführt. Abbildung 6.8
zeigt für Fall 4 die vertikalen Geschwindigkeiten in einer Horizontalebene durch die
maximale Nachlaufbreite, welche gleichzeitig auch das Zentrum des Nachlaufwirbel-
rings enthält. Auch für dieses Geschwindigkeitsprofil ist eine gute Übereinstimmung
von Experiment und Simulation gegeben. In den Bereichen x/(ww/2) > 2 ist erneut
der Einfluss der Rechengebietsgröße sichtbar, da die Simulation erneut etwas erhöhte
Geschwindigkeiten aufweist.
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6.2 Blasen auf zickzackförmigen Aufstiegsbahnen

Für die Untersuchung von Blasen auf instationären Aufstiegsbahnen wird eine in Was-
ser aufsteigende Luftblase des Durchmessers d∗B = 5,2 mm betrachtet. Die Mortonzahl
dieses Stoffsystems beträgt Mo = 2.33 · 10−11 und die Eötvöszahl dieser Konfigura-
tion ergibt sich zu Eo = 3,62. Somit ist entsprechend Abbildung 2.1 und Tabelle 2.1
ein instationäres Verhalten der Blase zu erwarten. In experimentellen Untersuchungen
von Blasen mit diesen Parametern zeigten sich unterschiedliche Aufstiegsverhalten:
Brücker [19] und Lunde und Perkins [78] (d∗B = 5,04 mm) fanden zickzackförmige Bla-
senbahnen. Dagegen beobachteten Veldhuis et al. [160] eine chaotische, im Englischen
auch als ’rocking’ charakterisierte, Aufstiegsbewegung.

Für die numerische Simulation dieses Blasenaufstiegs wurde zunächst ein Rechen-
gebiet der Größe Lx × Ly × Lz = 4× 8× 4 mit einer Auflösung von Nx ×Ny ×Nz =

150×300×150 Gitterzellen verwendet. Der dimensionslose Blasendurchmesser betrug
dB = 1 und die Kennzahlen dieser Zweiphasenströmung wurden mit Reref = 1204,
Weref = 3,66, Frref = 1,0, Γρ = 1,29 · 10−3 und Γµ = 1,86 · 10−2 ermittelt.
Brücker [19] stellte in Experimenten eine Periodendauer der Zickzackbewegung von
0,24 s fest. Da in der Simulation mehrere Perioden der Pfadoszillation abgebildet
werden sollen, ist die zu simulierende Zeitspanne sehr lang im Vergleich zu den Be-
rechnungen von stationären Blasenbahnen im vorhergehenden Kapitel. Mit der ge-
wählten Referenzzeit tref = Lref/Uref = 0,0231 s soll die Simulation bis mindes-
tens t = 50 fortgeführt werden. Zu Beginn der Simulation wurde die Referenz-
Reynoldszahl mit Reref = 600 festgelegt und im weiteren Verlauf der Rechnung schritt-
weise bis auf Reref = 1200 gesteigert, siehe hierzu auch Abbildung 6.9. Im Bereich von
600 ≤ Reref ≤ 800 konnte ein regelmäßiger Zickzackpfad festgestellt werden. Bei einer
weiteren Steigerung der Referenz-Reynoldszahl wurden die Oszillationsbewegungen je-
doch zunehmend unregelmäßiger. So sind ab Reref = 1000 bei t ≈ 60 kaum noch voll-
ständige Oszillationsperioden gleichzeitig in beiden Koordinaten der Horizontalebene
identifizierbar. Zudem führt die Blase zeitweise relativ lange seitliche Driftbewegungen
aus. Auch Veldhuis et al. [160] fanden in experimentellen Untersuchungen von Luft-
blasen dieses Durchmessers in hochreinem Wasser einen chaotischen Blasenaufstieg.
Vermutlich ist die von Brücker [19] und Lunde und Perkins [78] beobachtete regelmä-
ßige Zickzackbahn auf die Verwendung von Trinkwasser unterschiedlicher Qualität zu-
rückzuführen, siehe hierzu auch Kapitel 2.1. Unterstützt wird diese Vermutung durch
eine Untersuchung von Blasen gleicher Größe in sowohl hochreinem Wasser als auch in
Trinkwasser in [160]: In Abhängigkeit des Reinheitsgrades des Wassers wurden stark
unterschiedliche Frequenzen für die Wirbelablösungen im Blasennachlauf und ebenso
Unterschiede hinsichtlich der Formoszillationen der Blasen festgestellt. Eine spektrale
Analyse der Lateralbewegungen der Blase in der Simulation ergab ein ausgeprägtes
Maximum bei einer Frequenz von 4,5 Hz. In den Experimenten wurden ähnliche Werte
gemessen. Brücker [19] fand eine Pfadoszillationsfrequenz von 4,2 Hz und Veldhuis et
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Abbildung 6.9: Simulation mit Reref,max = 1200: Bewegung des Massenmittelpunktes
der Blase.

al. [160] stellten Änderungen der seitlichen Bewegungsrichtung der Blase mit einer
Frequenz von 5,2 Hz fest.

Um einen Vergleich mit den detaillierten Ergebnissen der Experimente von
Brücker [19], insbesondere hinsichtlich der Nachlaufstrukturen, zu ermöglichen, wird
eine regelmäßige Zickzackbahn auch bei einer Blasengröße von d∗B = 5,2 mm ange-
strebt. Durch die Wahl einer reduzierten Referenz-Reynoldszahl von Reref = 600

stellt sich dieses Aufstiegsverhalten ein und es treten Formoszillationen der Bla-
se auf. Um eine frühzeitige Auslöschung der Nachlaufstrukturen durch die mitbe-
wegte Fringe-Zone zu verhindern, siehe hierzu Abschnitt 4.1.2, wurde ein vergrößertes
Rechengebiet mit Lx × Ly × Lz = 5 × 12 × 5 verwendet. Die Auflösung betrug
Nx ×Ny ×Nz = 120× 288× 120 Gitterzellen.

6.2.1 Analyse von Aufstiegspfad und Blasenform

In der Simulation hat die Blase eine Gesamtstrecke von ca. 62 Blasendurchmes-
sern zurückgelegt und dabei 5 Perioden der Pfadoszillation ausgeführt. In Abbil-
dung 6.10(a) ist ein Ausschnitt der Lateralbewegungen der Blase in x- und z-Richtung
dargestellt. Bei Betrachtung der seitlichen Bewegungen als Funktion der Zeit in den
Abbildungen 6.10(b) und 6.10(c) ist nach einer Einschwingphase ab ca. t ≈ 25 ein
regelmäßiger Zickzackpfad der Blase in beiden Koordinatenrichtungen erkennbar. Die
Amplitude dieser Pfadoszillation wurde mit 0,5 · dB gemessen und ist somit kleiner als
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Abbildung 6.10: Simulation mit Reref = 600: Bewegung des Massenmittelpunktes der
Blase.
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Abbildung 6.11: Bewegung der Blase innerhalb der Zickzackebene.

in den Experimenten von Brücker [19], in welchen eine Amplitude von 0,75 · dB fest-
gestellt wurde. Zum einen könnte dies auf die reduzierte Referenz-Reynoldszahl von
Reref = 600 zurückzuführen sein. Zum anderen sind periodische Randbedingungen
in x- und z-Richtung vorgegeben. Somit wird das Verhalten einer von vielen neben-
einander aufsteigenden Gasblasen analysiert. Eine Wechselwirkung der Blasen unter-
einander kann nicht vollständig ausgeschlossen werden. Die Frequenz dieser Pfadoszil-
lation betrug in der Simulation 4,3 Hz und ist in guter Übereinstimmung mit dem
experimentellen Wert von 4,2 Hz. In den Experimenten führte die Blase Zickzackbe-
wegungen innerhalb einer Ebene aus, welche ihre Lage im Raum über die Zeit nicht
veränderte und somit einen konstanten Normalenvektor aufwies. In der Simulation
hingegen ist eine Drehung dieser Ebene, welche in Abbildung 6.11 mit Ψ bezeichnet
ist, festzustellen. Wenngleich die Winkelgeschwindigkeit, gemittelt über drei Oszil-
lationsperioden, mit ωΨ = 0,024 recht gering ist, wird dennoch in Abbildung 6.10(d)
die Verdrehung der Zickzackebene deutlich sichtbar. Daher ist die Abnahme der Oszil-
lationsamplitude in der x-Koordinate und deren Zunahme in der z-Koordinate in Ab-
bildung 6.10(b) durch diese Drehung bedingt, während die tatsächliche Amplitude mit
0,5 · dB nahezu konstant bleibt. Auf die Ursache der Drehung der Zickzackebene wird
im nachfolgenden Abschnitt 6.2.2 eingegangen.

Die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase wurde im Experiment mit 0,20 m/s gemes-
sen. In der Simulation wurden im Mittel 0,226 m/s erreicht, wobei periodische Schwan-
kungen dieses Wertes von ±4% feststellbar sind. Die höchsten lateralen Geschwindig-
keiten der Blase treten bei deren Durchgang durch die Mittellage der Pfadoszillation
auf. Diese Geschwindigkeitskomponente ist in Abbildung 6.11 mit uψ1 benannt und
erreicht im Experiment Maximalwerte von etwa 0,10 m/s. In der Simulation wurden
für uψ1 Maximalwerte von 0,09 m/s gemessen. Anhand des zeitlichen Verlaufs der Ge-
samtgeschwindigkeit

UB(t) =
√

uB(t)2 + vB(t)2 + wB(t)2

kann die momentane Beschleunigung der Blase A(t) = ∂UB(t)/∂t ermittelt werden,
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Abbildung 6.12: Beschleunigung der Blase in deren momentane Bewegungsrichtung.

siehe Abbildung 6.12. Die Blase erfährt ausgeprägte, periodisch positive und nega-
tive Beschleunigungen mit Maximalwerten von ±2,0 m/s2 in Richtung ihrer momen-
tanen Bewegung. Eine spektrale Analyse von A(t) ergab eine Oszillationsfrequenz
von 26,2 Hz. Lunde und Perkins [78] untersuchten experimentell Luftblasen mit einem
volumenäquivalenten Durchmesser von d∗B = 5,04 mm und fanden eine ähnliche Oszil-
lationsfrequenz der Blasenbeschleunigung von 24,9 Hz.

Um die Form- und Lageänderungen der Blase genauer beschreiben zu können, sollen
deren Hauptachsen d1, d2 und d3 bestimmt werden. Zunächst wurde eine Auswertung
basierend auf dem Massenmittelpunkt der Blase durchgeführt. Hierfür wird für je-
den Punkt auf der Blasenoberfläche der Abstand zum Massenmittelpunkt berechnet.
Der größte ermittelte Punktabstand wird als große Blasenhalbachse d1/2 definiert.
Zwischen dem Vektor d1, welcher die Richtung der Geraden zwischen diesen beiden
Punkten angibt, und der Horizontalebene kann der Neigungswinkel α der Blase be-
stimmt werden. Unter der Annahme einer elliptischen Blasengestalt sind die beiden
anderen Blasenachsen d2 und d3 innerhalb einer Ebene zu suchen, welche senkrecht
zu d1 steht und den Massenmittelpunkt enthält. Innerhalb dieser Ebene entspricht
der größte Abstand zwischen einem Punkt auf der Blasenoberfläche und dem Massen-
mittelpunkt der Blasenhalbachse d2/2 und der kleinste Punktabstand der kleinsten
Blasenhalbachse d3/2. Abbildung 6.13(a) zeigt die mit dieser Vorgehensweise ermit-
telten Daten. Sowohl für d1 als auch für d2 sind Oszillationen der Länge feststellbar,
welche sich jedoch als sehr unregelmäßig hinsichtlich ihrer Amplitude und auch der
zeitlichen Entwicklung zeigen. Die kleinste Blasenachse nimmt einen nahezu konstan-
ten Wert von d3 ≈ 0,43 an. Während des Durchgangs durch die Mittellage der Pfados-
zillation wird der maximale Neigungswinkel der Blase von α ≈ 30◦ erreicht. Auf Grund
der unregelmäßigen Daten für d1 und d2 wurden weitere Untersuchungen anhand von
2d-Schnitten der Blase durchgeführt. Abbildung 6.14(a) zeigt die Blase während
des Durchgangs durch die Mittellage der Pfadoszillation. In Abbildung 6.14(b) ist
für dieses Stadium die Kontur der Blase in der Ebene der Zickzackbewegung Ψ (wie
in Abbildung 6.11 definiert) dargestellt. Die Blase weist eine abgeflachte Oberseite
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Abbildung 6.13: Länge der Blasenachsen und Neigungswinkel α während einer Oszil-
lationsperiode. Unterbrochene Linie: x-Koordinate des Massenmittel-
punktes (schematisch); Durchgezogene Linie: Winkel α (rechte Or-
dinate); Linien mit Symbolen: ¥ - größte Achse d1, H - Achse d2,
N - kleinste Achse d3.

(a) 3d-Seitenansicht.
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Abbildung 6.14: Form der Blase bei deren Durchgang durch die Mittellage der Pfad-
oszillation.
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und eine deutlich fülligere Unterseite auf und ist somit nicht symmetrisch bezüglich
der Blasenachse, welche in diesem Fall als die Strecke der längsten Ausdehnung der
Blase d2 angenommen werden soll. Diese Asymmetrie ist besonders in Phasen ho-
her Lateralgeschwindigkeiten ausgeprägt. Der Massenmittelpunkt befindet sich somit
nicht auf sondern etwas unterhalb der Blasenachse d2. Diese Abweichung bleibt jedoch
in der oben beschriebenen Berechnung unberücksichtigt. Wenngleich in Simulationen
von Blasen, welche tatsächlich symmetrische Gestalt in Form von Spheroiden oder
Ellipsoiden annahmen, mit der eben beschriebenen Methode gute Ergebnisse erzielt
wurden, so erfüllt die hier betrachtete Blase nicht zu jedem Zeitpunkt die geforderten
Symmetriebedingungen und die Methode ist somit für den vorliegenden Fall ungeeig-
net.

Daher erfolgt die Auswertung der Blasenachsen graphisch. Die Achse d1 beschreibt
die größte horizontale Abmessung der Blase und verläuft jeweils senkrecht zu den
Koordinaten ψ1 und ψ2 der Ebene der Zickzackbewegung Ψ. d1 ist in einer Draufsicht
somit direkt ermittelbar, siehe Abbildung 6.16(a). Innerhalb der Ebene Ψ ist die Achse
d2 die größte Ausdehnung der Blase und Achse d3 entsprechend die größte Ausdeh-
nung senkrecht zu d2, siehe Abbildungen 6.14(b) und 6.16(a). In Abbildung 6.13(b)
sind die so ermittelten Daten als Funktion der Zeit dargestellt. Die zwei größten Bla-
senachsen zeigen nun näherungsweise periodische Oszillationen mit einer Amplitude
von jeweils bis zu 9% um ihre Mittelwerte d1 = 1,47 und d2 = 1,40. Brücker [19]
konnte in seinen Experimenten ebenfalls eine Oszillation der Blasenachse d1, bzw. ’b’
in FIG.4 in [19], mit Amplituden von etwa 10% feststellen. Die kleinste Achse weist
eine mittlere Länge von d3 = 0,60 auf. Die maximale Neigung der Blase bezüglich
der Horizontalen von zirka 30◦ wurde durch die Blasenkonturen in den 2d-Schnitten
bestätigt und entspricht dem von Lunde und Perkins [78] gefundenen Wert. Bei Ver-
nachlässigung der angesprochenen Asymmetrie würde sich für die Approximation der
mittleren Blasenform als Spheroid eine Elliptizität von E = d1/d3 = 2,40 ergeben.
Brücker [19] fand eine weniger stark verformte Blase mit E = 1,52, jedoch zeigte
sich im Experiment von Lunde und Perkins [78] eine vergleichbare Blasenform mit
E = 2,45. Eine Ursache für die unterschiedlichen Blasenformen in den Experimenten
könnte der Reinheitsgrad des verwendeten Wassers sein. Wie bereits in Kapitel 2.1
angesprochen, führt eine Kontamination des Wassers mit Fremdstoffen zu einer Ver-
änderung des Oberflächenspannungskoeffizienten und somit stellen sich auch andere
Blasenformen ein.

In den experimentellen Untersuchungen konnten periodisch symmetrische Blasen-
verformungen festgestellt werden, wobei Brücker [19] zudem eine Überlagerung die-
ser Formoszillationen mit asymmetrischen Deformationen beobachtete. Die symme-
trischen Verformungen sind hauptsächlich der zweiten Schwingungsmode zuzuordnen
und in zwei unterschiedlichen Formen anzutreffen: Falls ein Spheroid Schwingungen der
2,0-Mode ausführt, so laufen die Wellen vom vorderseitigen zum rückwärtigen Stau-
punkt, also vom Nordpol des Körpers zu dessen Südpol. Der Spheroid erscheint zeit-
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Abbildung 6.15: Oszillation der Blasenform.

weise stärker abgeflacht mit einem kurzen Abstand zwischen den Polen, und zeitweise
als in der Vertikalen gestreckt mit größerem Polabstand. Für die 2,2-Schwingungsform
hingegen bewegen sich die Oberflächenwellen entlang des Äquators des Spheroids. In
der Draufsicht äußert sich dies in einer elliptischen Blasenkontur, welche um eine ver-
tikale Achse durch den Massenmittelpunkt der Blase rotiert. Für eine Erfassung dieser
beiden symmetrischen Schwingungsformen kann nun jeweils ein Kriterium berechnet
werden [78]:

• Falls die beiden großen Achsen in Phase oszillieren, so wird ein aus
√

d1 d2 be-
rechneter flächenäquivalenter Durchmesser seine Größe ebenfalls periodisch än-
dern. Dies wiederum bedeutet eine periodische Änderung der projizierten Kreis-
fläche in der Draufsicht und zeigt somit eine Formoszillation der 2,0-Mode an.

• Die Änderung des Verhältnisses der beiden größten Blasenachsen d1/d2 ist ein
Maß für die gegenphasige Oszillation der Achsen. Dies ist gleichbedeutend mit
einer Oberflächenschwingung in der Äquatorialebene der Blase und somit cha-
rakteristisch für die 2,2-Mode.

Wie in den experimentellen Untersuchungen von Veldhuis et al. [160] konnte für
die 2,0-Mode keine eindeutige Schwingungsfrequenz gefunden werden, siehe Abbil-
dung 6.15(a). Eine spektrale Analyse ergab zwar eine lokale Amplitude bei einer Fre-
quenz von zirka 26,6 Hz, jedoch traten auch bei weiteren Frequenzen, beispielsweise
36,3 Hz, nur geringfügig kleinere Amplituden auf. Falls eine ausgeprägte Schwingung
der 2,0-Mode vorhanden wäre, so müsste sich zudem auch die kleinste Blasenachse
d3 periodisch und mit signifikanter Amplitude ändern. Dies ist allerdings nicht der
Fall, siehe Abbildung 6.13(b). Die von Lunde und Perkins [78] bestimmte Frequenz
von 25,8 Hz für die 2,0-Mode konnte in der Simulation nicht reproduziert werden.
In den Experimenten von Brücker [19] zeigte sich ein anderes Schwingungsverhalten
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der Blase: Es wurde eine dominante Oszillation der Blasenbreite d1 mit 8,4 Hz, also
der doppelten Frequenz der Wirbelablösungen, sowie eine höherharmonische Oszil-
lation mit zirka 17,0 Hz und deutlich schwächeren Amplituden identifiziert. Ursache
dieser Abweichungen könnten die stark unterschiedlichen Elliptizitäten der Blase von
E = 1,52 im Experiment und E = 2,40 in der Simulation sein.

Der zeitliche Verlauf des Achsenverhältnisses d1/d2 in Abbildung 6.15(b) zeigt perio-
dische Schwingungen, wobei die Oszillationsfrequenz dieser 2,2-Mode mit 14,6 Hz er-
mittelt wurde. Dieser Wert ist in sehr guter Übereinstimmung mit der von Veldhuis
et al. [160] im Experiment ermittelten Frequenz von f2,2 = 14,0 Hz. Lunde und Per-
kins [78] fanden für diese Schwingungsform eine etwas höhere Frequenz von 17,3 Hz,
jedoch führten deren Blasen auch Pfadoszillationen mit erhöhter Frequenz von 5,4 Hz

verglichen mit den in der numerischen Simulation beobachteten Pfadoszillationen mit
4,3 Hz aus. Das von Lunde und Perkins [78] vorgestellte Modell für die Berechnung
der Schwingungsfrequenzen eines Spherioden lautet für die 2,2-Mode

f2,2 =
1

2π

√
8 σ

ρc E r3
B

.

Für die in der Simulation gefundene Blasenform ergibt dieses Modell eine um 27%

erhöhte Frequenz von f2,2 = 18,6 Hz.

Nun sollen die asymmetrischen Blasendeformationen näher betrachtet werden. Be-
reits Brücker [19] fand eine asymmetrische Blasenform kurz vor dem Erreichen eines
Umkehrpunktes der Pfadoszillation und führte diese Gestaltänderung auf Veränderun-
gen im Druckfeld auf Grund abschwimmender Wirbel an der Blasenunterseite zurück.
In der numerischen Simulation zeigte sich ein ähnliches Verhalten. Die Abbildun-
gen 6.16 und 6.17 zeigen Draufsichten der Blase während einer Oszillationsperiode.
Da die Koordinatenachsen ein Rechtssystem bilden, siehe Abbildung 4.1, weicht die
Orientierung der z-Achse in diesen Bildern von der gebräuchlichen Darstellungsweise
ab. Die momentane Bewegungsrichtung der Blase wird durch einen Pfeil angezeigt,
wobei dessen Länge die Größe der Lateralgeschwindigkeit qualitativ wiedergibt.
Zum Zeitpunkt t̃ = 0,00, Abbildung 6.16(a), beschleunigt die Blase in positive x- und
negative z-Richtung. Nach Überschreiten der Mittellage der Pfadoszillation ist der ers-
te Umkehrpunkt in Abbildung 6.16(i) erreicht. Anschließend bewegt sich die Blase in
entgegengesetzte Richtung in der Horizontalebene um zum Zeitpunkt t̃ = 7,84, Abbil-
dung 6.17(e), den zweiten Umkehrpunkt zu erreichen. Abbildung 6.17(f) zeigt die Blase
in einem ähnlichen Stadium wie zu Beginn der Bildreihe zur Zeit t̃ = 0,00. Bevor die
Blase an ihrem ersten Umkehrpunkt ankommt ist die Ausbildung einer bezüglich der
Achse d1 asymmetrischen Deformation auf der der Pfadmittellage abgewandten Bla-
senseite zu beobachten. Beginnend in Abbildung 6.16(c) wächst diese hier als ’Blasen-
nase’ bezeichnete Ausbeulung in den Abbildungen 6.16(d) und 6.16(e) an. Gleiches
ist vor Erreichen des zweiten Umkehrpunktes in den Abbildungen 6.17(c) und 6.17(d)
zu sehen. Ursache dieser Deformation ist die Bildung eines neuen, wegen seiner Form
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Abbildung 6.16: Draufsicht auf die Blase zu verschiedenen Zeitpunkten während einer
Periode der Pfadoszillation.
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Abbildung 6.17: Draufsicht auf die Blase zu verschiedenen Zeitpunkten während einer
Periode der Pfadoszillation.
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Abbildung 6.18: Blasenform und Nachlaufstrukturen.
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so bezeichneten, Haarnadelwirbels (engl. ’hairpin-vortices’) an der Blasenunterseite.
Dieser Wirbel führt zunächst zu einer Reduktion der lateralen Blasengeschwindig-
keit und schließlich zur Umkehrung der Bewegungsrichtung. Der neue Haarnadelwir-
bel ist in Abbildung 6.18(a) unterhalb der Blasennase identifizierbar und beeinflusst
offensichtlich das Druckfeld um die Blase derart, dass es zu einer asymmetrischen
Deformation kommt. Eine detailliertere Untersuchung der Nachlaufstrukturen ist im
folgenden Kapitel zu finden. Die zunehmende Ausprägung der Blasennase bewirkt je-
doch eine Reduktion der Krümmungsradien in diesem Bereich und folglich nehmen
auch die Oberflächenspannungskräfte, welche derartigen Ausbeulungen der Blasen-
form entgegenwirken, an Größe zu, siehe Gleichung (4.3). Schließlich dominieren die
Oberflächenspannungskräfte und führen zu einer Rückbildung der Deformation. Die-
ser Vorgang findet verglichen mit der Ausbildung der Blasennase allerdings deutlich
schneller statt, was zu einem Überschwingen und Eindellen der Blase im Bereich der
vormaligen Blasennase führt, siehe Abbildungen 6.16(f) und 6.16(g). Es werden zwei
kleinere Ausbeulungen erzeugt, welche nun als Wellenberge am Blasenäquator ent-
langlaufen, siehe Abbildungen 6.16(g) und 6.16(h). In letzterer Darstellung nimmt die
Blase eine Gestalt an, wie sie auch von Brücker [19] kurz vor dem Erreichen eines Um-
kehrpunktes gefunden wurde (siehe FIG. 4.(A) in [19]): Die Blasenkontur ähnelt einer
Ellipse, welche auf der der Pfadmittellage abgewandten Seite abgeflacht und auf der
gegenüberliegenden Seite deutlich bauchiger erscheint. Der Umkehrpunkt der Pfados-
zillation ist in Abbildung 6.16(i) erreicht und in den folgenden Bildern bewegt sich die
Blase in die entgegengesetzte Richtung in der Horizontalebene. In Abbildung 6.16(l)
erscheint erneut eine Blasennase, allerdings etwas zu früh um das Ausbilden eines
neuen Haarnadelwirbels anzuzeigen. Dieser Vorgang findet erst später zu t̃ = 6,83 und
t̃ = 7,15 statt. Vielmehr sind die zwei Wellenberge aus Abbildung 6.16(g) nun an einer
diametraler Position bezüglich ihres Entstehungsortes angelangt und überlagern sich,
was zum Entstehen einer Blasennase an dieser Stelle führt. Diese Interpretation wird
durch die 3d-Darstellung der Blase und deren Nachlaufstrukturen unterstützt, siehe
Abbildung 6.18(b), in der kein Haarnadelwirbel unterhalb der Blasennase zu diesem
Zeitpunkt erkennbar ist.

6.2.2 Untersuchung des Blasennachlaufs

Charakteristische Wirbelstrukturen im Blasennachlauf

Da die beobachtete Zickzackbewegung der Blase durch Wirbel in deren Nachlauf verur-
sacht wird, erfolgt in diesem Abschnitt eine detaillierte Untersuchung des Blasennach-
laufs. In Abbildung 6.19 sind Wirbelstrukturen als Isoflächen des λ2-Kriteriums nach
Jeong und Hussain [65], koloriert mit der lokalen Wirbelstärke in vertikaler Richtung
ωy, dargestellt. Diese Momentaufnahme zeigt die Wirbelsysteme einer gesamten Peri-
ode der Pfadoszillation. Die Blase bewegt sich zu diesem Zeitpunkt in positive x- und

102



6.2 Blasen auf zickzackförmigen Aufstiegsbahnen

X0
2

4

Y

0

2

4

6

8

10

12

Z

0

2

4

2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

-0.5
-1.0
-1.5
-2.0

ωy

Abbildung 6.19: Momentaufnahme von Wirbelstrukturen (λ2 = −0,2) im Blasennach-
lauf.

negative z-Richtung. Unterhalb der Blase zwischen y ≈ 11,0..9,0 hat sich eine Kaskade
von Haarnadelwirbeln ausgebildet, welche in die entgegengesetzte Richtung bezüglich
der momentanen Blasenbewegung abschwimmt. Im Bereich von y ≈ 9,0..6,0 ist das
vorhergehende Wirbelsystem zu sehen, welches die Blase während ihrer Bewegung in
negative x-Richtung begleitet hat. Das Wirbelsystem im Bereich von y ≈ 6,0..3,0

rührt von der Blasenbewegung in positive x-Richtung während der vorangegangenen
Periode her und ist bereits stark zerfallen. Zu diesem Zeitpunkt befindet sich die
Fringe-Zone bei y ≈ 3 und bewirkt eine starke Dämpfung sämtlicher Wirbelstruk-
turen um eine möglichst ungestörte Zuströmung der Blase zu gewährleisten. Die
Pfadoszillationen der Blase werden nur durch Wirbel unmittelbar an deren Unterseite
bestimmt. Daher sollen diese Strukturen für eine Pfadoszillation der Amplitude a und
der Periodendauer T an 8 charakteristischen Zeitpunkten (P1 bis P8), siehe Abbil-
dung 6.20, untersucht werden:
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Abbildung 6.20: Schematischer Blasenpfad mit ausgewählten Zeitpunkten zur Analyse
des Nachlaufs.

• Punkt P1: Die Blase durchläuft die Mittellage der Oszillationsbewegung und hat
zu diesem Zeitpunkt das Maximum der lateralen Geschwindigkeit erreicht.

• Punkt P2: Die Blase nähert sich dem ersten Umkehrpunkt, die Lateral-
geschwindigkeit verringert sich merklich.

• Punkt P3: Der erste Umkehrpunkt ist erreicht. Die Hauptachse der Blase nimmt
eine waagerechte Lage im Raum ein.

• Punkt P4: Die Blase bewegt sich in die entgegengesetzte Richtung in der x-z-
Ebene. Die Hauptachse der Blase neigt sich um bis zu 30◦ bezüglich der Hori-
zontalen.

• Punkt P5: Nach Beschleunigung auf die maximale laterale Geschwindigkeit er-
reicht die Blase erneut die Mittellage der Pfadoszillation.

• Punkt P6: Bei Annäherung an den zweiten Umkehrpunkt erfolgt eine Abbrem-
sung der seitlichen Bewegung und eine Reduktion des Neigungswinkels.

• Punkt P7: Der zweite Umkehrpunkt ist erreicht.
• Punkt P8: Die Blase bewegt sich in die gleiche Richtung wie zum Zeitpunkt P1

und nähert sich der Mittellage der Zickzackbahn an.

Für eine Analyse der Nachlaufstrukturen wurde die Wirbelstärke in vertikaler Rich-
tung ωy in drei horizontalen Schnittebenen unterhalb der Blase ausgewertet: Die
Ebene E1 befindet sich in einer Distanz von 1,3 · dB, dies entspricht 30 Gitterzel-
len, unterhalb des Massenmittelpunktes der Blase. Ebene E2 liegt in einem Abstand
von 1,7 · dB (40 Gitterzellen) und die Ebene E3 in einem Abstand von 2,1 · dB (50
Gitterzellen) unter dem Massenmittelpunkt. In jedem Horizontalschnitt ist neben
der dimensionslosen Wirbelstärke ωy zudem die Projektion der Blasenkontur aus der
horizontalen Ebene durch den Massenmittelpunkt der Blase dargestellt. Die momen-
tane Bewegungsrichtung der Blase wird durch einen Pfeil angezeigt. Desweiteren wur-
den 3d-Bilder von λ2-Isoflächen erzeugt, welche für die Identifikation von Wirbelstruk-
turen sehr hilfreich sind.
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Abbildung 6.21: Wirbelstukturen im Blasennachlauf zum Zeitpunkt P1 und P2.
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Zum Zeitpunkt P1 bewegt sich die Blase durch die Mittellage der Pfadoszillation
in positive x- und negative z-Richtung. In Abbildung 6.21(d) sind sehr deutlich Haar-
nadelwirbel zu erkennen, wie sie u.a. auch von Brücker [19] in experimentellen Untersu-
chungen gefunden wurden. Während der seitlichen Bewegung der Blase zwischen den
zwei Umkehrpunkten konnte Brücker [19] die Ausbildung eines Haarnadelwirbels fest-
stellen, welcher sich bei Erreichen eines Umkehrpunktes von der Blase trennt und sich
stromab bewegt. In der numerischen Simulation sind jedoch mehrere Haarnadelwirbel
identifizierbar, siehe Abbildung 6.21(d), die an den Wirbelbeinen miteinander ver-
bunden sind und eine Art Wirbelkaskade bilden. Die zwei vertikalen Wirbelbeine des
obersten Haarnadelwirbels enden direkt an der Blasenunterseite. Während des Auf-
stiegs entstehen immer neue Haarnadelwirbel, nehmen an Größe zu und schwimmen
letztlich von der Blase in stromabwärtiger Richtung ab. In den Abbildungen 6.21(a),
6.21(b) und 6.21(c) sind horizontale Schnitte durch die zwei Wirbelbeine jeweils ober-
halb der drei horizontalen Wirbelschlaufen, welche die Wirbelbeine miteinander ver-
binden (siehe Abbildung 6.21(d)), zu sehen. Die Skalierung der Wirbelstärke ist in
Abbildung 6.21(a) angegeben und in allen drei Darstellungen gleich. Die Maximalwer-
te der Wirbelstärke ωy innerhalb der Wirbelbeine sind in allen drei Schnittebenen in
etwa gleich groß und entsprechen den von Brücker [19] gemessenen maximalen Wir-
belstärken von ωy,max ≈ ±5. Der Durchmesser dieser vertikal orientierten Strukturen
verringert sich nur langsam mit zunehmenden Abstand zur Blase. In den zwei unte-
ren Schnittebenen, Abbildung 6.21(b) und 6.21(c), ist innerhalb der Blasenkontur ein
weiteres Paar von Wirbeln zu sehen, welche allerdings eine umgekehrte Drehrichtung
und kleinere Durchmesser aufweisen. Dies sind die Ausläufer der Wirbelkaskade der
vorangegangenen Lateralbewegung der Blase in die entgegengesetzte Richtung, also in
negative x- und positive z-Richtung.

Bei Annäherung der Blase an ihren Umkehrpunkt zum Zeitpunkt P2 reduziert sich
deren laterale Geschwindigkeit und es werden keine vollständigen Haarnadelwirbel der
bisherigen Drehrichtung mehr ausgebildet. Die Wirbelbeine nehmen jedoch noch etwas
an Länge zu und reissen nicht sofort von der Blasenunterseite ab. In der 3d-Darstellung,
Abbildung 6.21(h), ist zudem ein neu entstandener Haarnadelwirbel zu sehen, welcher
im Vergleich zu den bisher beobachteten Wirbeln in die gegenüberliegende Richtung
innerhalb der Horizontalebene orientiert ist. Dessen Wirbelbeine weisen jeweils eine
entgegengesetzte Drehrichtung verglichen mit den gegenüberliegenden älteren Haar-
nadelwirbeln auf. Diese neue Wirbelstruktur ist bereits in der Ebene E1 in einem
Abstand von 1,3 · dB unterhalb der Blase identifizierbar. Die tiefer liegenden Ebenen
E2 und E3 wurden allerdings noch nicht erreicht und zeigen folglich nur die älteren
abschwimmenden Haarnadelwirbel.

Der Umkehrpunkt der seitlichen Blasenbewegung ist im Stadium P3 erreicht. Die
Hauptachsen d1 und d2 der Blase befindet sich in einer horizontalen Lage. In der
dreidimensionalen Darstellung des Nachlaufs, Abbildung 6.22(d), ist der neue, bereits
geschlossene Haarnadelwirbel an der Blasenunterseite zu erkennen. Das alte Wirbel-
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Abbildung 6.22: Wirbelstukturen im Blasennachlauf zum Zeitpunkt P3 und P4.
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system verliert an Stärke und es kommt zum Aufbrechen der horizontalen Wirbel-
schlaufen zwischen den Wirbelbeinen. Zentral unterhalb der Blase, Abbildung 6.22(a),
sind nun beide Wirbelpaare nahezu symmetrisch und in gleicher Stärke vorhanden.
Auch bereits in Ebene E2 sind die beiden neuen Wirbelbeine feststellbar.

Zum Zeitpunkt P4 beschleunigt die Blase in negative x- und positive z-Richtung.
Weitere Haarnadelwirbel sind entstanden, siehe Abbildung 6.22(h), und die Wir-
belstärke ωy in deren vertikal orientierten Wirbelbeinen hat in allen drei Schnitt-
ebenen, Abbildung 6.22(e), 6.22(f) und 6.22(g), deutlich zugenommen. Jedoch ist
deren Stärke offensichtlich noch nicht ausreichend, um das Bestehen von geschlos-
senen Haarnadelwirbeln über eine größere Distanz unterhalb der Blase zu ermöglichen.
In Abbildung 6.22(h) sind die unteren beiden Wirbelschlaufen bereits aufgebrochen,
während beim Durchgang der Blase durch die Mittellage der Pfadoszillation in Ab-
bildung 6.21(d) drei vollständige Haarnadelwirbel im Blasennachlauf vorhanden sind.
Diese Beobachtung läßt vermuten, daß die Stabilität bzw. Stärke der Wirbelstrukturen
im Blasennachlauf mit steigenden lateralen Blasengeschwindigkeiten zunimmt.

Bei Erreichen der Mittellage der Pfadoszillation zum Zeitpunkt P5 weist die Bla-
se erneut die höchsten Geschwindigkeiten in x- und z-Richtung auf. Ebenso nimmt
ωy Maximalwerte in allen drei Ebenen E1, E2 und E3 an. Im Vergleich zum vor-
hergehenden Stadium P4 sind die abschwimmenden Haarnadelwirbel sehr viel stabi-
ler und zerfallen erst deutlich später, siehe Abbildung 6.23(d). Desweiteren sind zu
verschiedenen Zeitpunkten unterschiedliche Blasenkonturen in den zweidimensionalen
Schnitten feststellbar. So kann im Stadium P5 eine in Richtung der seitlichen Bewe-
gung abgeflachte Blasenkontur festgestellt werden, während an den Umkehrpunkten
P3 und P7 die Kontur kreisähnlichere Formen annimmt. Dies hat zwei Ursachen: Zum
einen sind tatsächlich periodische Formoszillationen der Blase vorhanden, siehe Ab-
schnitt 6.2.1. Zum anderen ändert sich der Neigungswinkel der Hauptachse d2 der
Blase bezüglich der Horizontalen in einem Bereich von ±30◦ während einer Oszillati-
onsperiode, was natürlich zu unterschiedlichen Blasenkonturen in der x-z-Ebene durch
den Massenmittelpunkt führt. Somit sind die in die Ebenen E1, E2 und E3 projizierten
Blasenkonturen nur bedingt für eine Analyse der Formänderungen verwendbar.

Zum Zeitpunkt P6 liegen ähnliche Verhältnisse wie im Stadium P2 vor. Die seit-
liche Bewegung der Blase wird durch die Ausbildung eines neuen, in entgegengesetz-
ter Richtung orientierten Wirbelsystems abgebremst. Dessen Wirbelbeine sind in den
ersten zwei Schnittebenen, Abbildung 6.23(e) und 6.23(f), sehr gut sichtbar. In Ab-
bildung 6.23(h) können diese Wirbelbeine einem zwar noch etwas unförmigen, je-
doch vollständig ausgebildeten Haarnadelwirbel an der Blasenunterseite zugeordnet
werden. Weiterhin ist in den Abbildungen 6.23(e), 6.23(f) und 6.23(g) eine Verdre-
hung des alten, abschwimmenden Haarnadelwirbels um die y-Achse erkennbar. Um
dies besser zu veranschaulichen, wurden in allen drei Ebenen die Zentren der Wirbel-
beine mit einer Linie verbunden. Ausgehend von Ebene E1 ist in E3 eine Drehung
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Abbildung 6.23: Wirbelstukturen im Blasennachlauf zum Zeitpunkt P5 und P6.
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des Wirbelsystems um etwa 45◦ gegen den Uhrzeigersinn festzustellen. Eine Rotation
der Haarnadelwirbel um die vertikale Achse ist auch zu anderen Zeitpunkten zu be-
obachten, siehe Abbildung 6.23(d) sowie die Bildfolge 6.21(a), 6.21(b) und 6.21(c).
In Experimenten [19, 137] und ebenso in numerischen Simulationen [99] von Blasen-
strömungen mit vergleichbaren Parametern (Re, We, Fr) wurde anfangs ein gerad-
liniger Aufstieg gefunden, welcher durch Entwicklung einer ersten Nachlaufinstabilität
in eine Zickzackbahn übergeht. Mougin und Magnaudet [99] stellten in numerischen
Untersuchungen die Entwicklung einer zweiten Instabilität fest, die den Übergang
von einem zickzackförmigen Aufstieg in eine Spiralbahn bewirkt. Weiterhin fanden
Shew et al. [137] in ihren Experimenten, dass Blasen auf Zickzackpfaden nach einer
gewissen Anzahl von Oszillationsperioden stets eine spiralförmige Aufstiegsbahn als
Endstadium entwickelten. Die hier festgestellte Asymmetrie der Nachlaufstrukturen
bezüglich der aktuellen Bewegungsrichtung der Blase in der x-z-Ebene könnte die Ur-
sache für die in Abschnitt 6.2.1, Abbildung 6.10(d), beobachtete Drehung der Ebene
Ψ der Zickzackbewegung sein und somit die Entwicklung einer zweiten Nachlaufinsta-
bilität anzeigen, welche den Zickzackpfad in eine Spiralbahn überführt.

Der nächste Umkehrpunkt der Zickzackbewegung ist zum Zeitpunkt P7 erreicht.
Der zum vorherigen Zeitpunkt P6 festgestellte neue Haarnadelwirbel mit entgegen-
gesetzter Orientierung hat merklich an Stärke gewonnen. Dessen Wirbelbeine sind
sehr gut in den Schnittebenen E1 und E2 unterhalb der Blase sichtbar, siehe Abbil-
dung 6.24(a) und 6.24(b). In Abbildung 6.24(d) ist erneut eine Verdrehung des alten
abschwimmenden Wirbelsystems um die y-Achse zu beobachten.

Im Stadium P8 bewegt sich die Blase in die gleiche Richtung wie zur Zeit P1 auf
die Mittellage der Pfadoszillation zu. Die momentane Lateralgeschwindigkeit ist noch
vergleichsweise gering und daher zerfallen die neuen Haarnadelwirbel bereits in kurzer
Entfernung unterhalb der Blase, siehe Abbildung 6.24(h). Zum Zeitpunkt P8 ist eine
Oszillationsperiode abgeschlossen.

Induzierte Geschwindigkeiten durch die aufsteigende Gasblase

Abschließend soll das Geschwindigkeitsfeld um die Blase an einem ihrer Umkehrpunkte
analysiert werden. Zum betrachteten Zeitpunkt hat der Massenmittelpunkt der Blase
die Koordinaten (xCG; yCG; zCG) = (3,70; 7,24; 2,44). Die Blasenachsen d1 und d2

nehmen eine horizontale Lage im Raum ein und der momentane Geschwindigkeits-
vektor der Blase verläuft senkrecht und somit parallel zur y-Achse. In Abbildung 6.25
ist sowohl die Vertikalgeschwindigkeit v als auch die laterale Geschwindigkeit innerhalb
der Ebene der Zickzackbewegung uψ1, jeweils normiert mit der Aufstiegsgeschwindig-
keit der Blase UT = VT , entlang einer senkrechten Geraden durch den Massenmit-
telpunkt der Blase dargestellt. Der Abstand zum Massenmittelpunkt wurde mit dem
Blasenradius rB normiert. Als experimentelle Vergleichsdaten sind leider nur vertikale
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Abbildung 6.24: Wirbelstukturen im Blasennachlauf zum Zeitpunkt P7 und P8.
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Abbildung 6.25: Geschwindigkeiten in der Flüssigkeit, die Blase befindet sich an einem
Umkehrpunkt der Pfadoszillation.

und laterale Geschwindigkeiten für eine kleinere Luftblase mit d∗B = 2,5 mm, gemessen
von Ellingsen und Risso [38], verfügbar. Diese Blase steigt mit einer deutlich höheren
Geschwindigkeit von 0,31 m/s auf. Die experimentellen Daten wurden ebenso an einem
Umkehrpunkt der Pfadoszillation gemessen und sollen hier nur für einen qualitativen
Vergleich mit den in der numerischen Simulation ermittelten Geschwindigkeiten heran-
gezogen werden. Die Fringe-Zone, im Diagramm durch Strichpunktlinien eingegrenzt,
befindet sich zu diesem Zeitpunkt bei y/rB ≈ −6,2 und stellt eine ausreichende Dämp-
fung der Nachlaufstrukturen sicher. Daher nimmt die Vertikalgeschwindigkeit vor der
Blase stetig zu, wobei dieser Anstieg in guter Übereinstimmung mit den experimen-
tellen Daten ist. Im Blasennachlauf jedoch, y/rB > 1,0, ist ein unregelmäßiger Verlauf
der vertikalen Geschwindigkeitskomponente auf Grund der Nachlaufwirbel feststellbar.
Auch die laterale Geschwindigkeit uψ1/VT weist einen ungleichmäßigen Verlauf direkt
nach der Blase auf. Unterhalb der Blase befinden sich horizontale Wirbelschlaufen der
Haarnadelwirbel, welche Geschwindigkeiten in das umgebende Fluid induzieren. Die
lateralen Geschwindigkeiten unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Richtung, je nachdem
ob sich das betrachtete Fluidelement oberhalb oder unterhalb einer Wirbelschlaufe be-
findet. Dies erklärt auch den Vorzeichenwechsel in der Lateralgeschwindigkeit uψ1/VT .
Im Bereich y/rB ≈ 6,0..9,5 sind nur sehr geringe Geschwindigkeiten feststellbar. Da
sich die Blase an einem ihrer Umkehrpunkte befindet, sind Nachlaufstrukturen mit
dieser Entfernung zur Blasenunterseite in Bereichen nahe der Mittellage der Pfados-
zillation zu finden, jedoch nicht auf einer senkrechten Achse durch den Massenmit-
telpunkt der Blase an deren Umkehrpunkt, siehe hierfür auch Abbildung 6.19. Die
vertikalen und lateralen Geschwindigkeiten im Bereich y/rB ≈ 9,5..15,0..− 2,0 zeigen
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das Wirbelsystem der vorangegangenen Periode der Pfadoszillation an. Auf Grund des
bereits fortgeschrittenen Zerfalls dieser Strukturen sind die Geschwindigkeitsbeträge
jedoch deutlich geringer als für die Wirbel direkt unterhalb der Blase.
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7 Zusammenfassung

Für die Direkte Numerische Simulation von Zweiphasenströmungen wurde ein Rechen-
programm erstellt, wobei die Behandlung von bewegten Grenzflächen mittels der
hybriden Partikel-Level-Set-Methode (HPLS) [39] erfolgt. Ein Schwerpunkt der Arbeit
ist die Untersuchung verschiedener numerischer Methoden und Algorithmen, welche
Teil des HPLS-Verfahrens sind. So wurden verschiedene Diskretisierungen des Ober-
flächenspannungsterms mittels finiter Differenzen für ein versetztes Rechengitter hin-
sichtlich ihrer Genauigkeit und Konvergenzraten untersucht. In Tests mit teils recht
groben Rechengittern zeigte das MAC-Verfahren [18] die günstigsten Eigenschaften.
Der Reinitialisierungsprozess der Level-Set-Funktion wurde als Hauptursache für das
Auftreten von Massenfehlern identifiziert. In der Literatur sind verschiedene Metho-
den für eine Verringerung dieser numerischen Fehler zu finden. Basierend auf zahl-
reichen Testrechnungen wurde eine modifizierte Version des ursprünglichen HPLS-
Verfahrens entwickelt, in welcher die Korrektur der Level-Set-Funktion durch die
Marker-Partikel nur noch einmalig nach dem Reinitialisierungsprozess durchgeführt
wird. Dieses ’HPLS2’ genannte Verfahren zeigt eine deutliche Überlegenheit hin-
sichtlich der Massenerhaltungseigenschaften verglichen mit den anderen getesteten
Reinitialisierungsmethoden. Weiterhin wurden die Auswirkungen wesentlicher Para-
meter des Partikelalgorithmus, wie der Partikelanzahl je Rechenzelle, der Partikel-
größe, sowie der Reseedingfrequenz, auf die Massenerhaltung des Schemas untersucht.
Die Wahl eines geeigneten Reseedingverfahrens für die Sicherstellung einer gleich-
mäßigen Partikelverteilung in Zellen, welche die Phasengrenze enthalten, hat sich als
besonders wichtig für die Genauigkeit des Verfahrens erwiesen. Generell kann gesagt
werden, dass mit dem modifizierten hybriden Partikel-Level-Set-Verfahren HPLS2 die
Massenerhaltung in numerischen Simulationen verglichen mit der Level-Set-Methode
erheblich verbessert wird.

Das Rechenprogramm wurde für die Nutzung von Hochleistungsrechnern wie der
NEC-SX8 parallelisiert und vektorisiert. Nach Implementierung und Validierung der
numerischen Methode wurden Simulationen von Gasblasen mit realistischen Para-
metern durchgeführt. In den Untersuchungen von geradlinig aufsteigenden Blasen
wurden die Formen der Blasen, deren Widerstandsbeiwerte, die Nachlaufgeometrien
sowie Geschwindigkeiten in Gas- und Flüssigkeitsphase analysiert. Es konnte eine sehr
gute Übereinstimmung der experimentellen und numerischen Ergebnisse festgestellt
werden. Dies unterstreicht die Eignung der Methode für die Beschreibung von Blasen-
strömungen, welche sich durch hohe Dichte- und Viskositätsgradienten an der Grenz-
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7 Zusammenfassung

fläche sowie durch das Vorhandensein von Oberflächenspannungskräften auszeichnen.
Weiterhin wurde eine in Wasser auf einer zickzackförmigen Bahn aufsteigende Luft-
blase simuliert. Die Parameter der numerischen Simulation wurden weitestgehend in
Übereinstimmung mit dem Experiment von Brücker [19] gewählt. Es konnte eine
gute Übereinstimmung der Pfadparameter von Experiment und Simulation festgestellt
werden. Im Nachlauf wurden periodisch von der Blase abschwimmende Haarnadel-
wirbel identifiziert, welche die Ursache für die Zickzackbahn der Blase sind. Während
Brücker nur einen Haarnadelwirbel während der Lateralbewegung der Blase zwischen
zwei Umkehrpunkten fand, war in der Simulation zeitweise eine Kaskade von bis zu
drei untereinander verbundenen Haarnadelwirbeln zu beobachten. Die Stärke und Sta-
bilität der Haarnadelwirbel wird dabei offensichtlich von der momentanen Lateralge-
schwindigkeit der Blase bestimmt. Eine Analyse der beobachteten Formoszillationen
der Blase ergab Schwingungsfrequenzen wie sie auch von Veldhuis et al. [160] in expe-
rimentellen Untersuchungen gefunden wurden. Den symmetrischen Oszillationen sind
asymmetrische Formänderungen der Blase überlagert. Diese konnten dem Entstehen
eines neuen Haarnadelwirbels an der Blasenunterseite zugeordnet werden, welcher dem
bisher dominanten Wirbelsystem bezüglich der Position unterhalb der Blase und der
Drehrichtung der Wirbelbeine entgegengesetzt orientiert ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen die Eignung der HPLS-Methode für die Simula-
tion von sowohl stationär als auch instationär aufsteigenden Gasblasen. Die numerische
Methode erlaubt zudem die Behandlung von mehreren Blasen sowie von Teilungs- und
Verschmelzungsvorgängen ohne zusätzliche Maßnahmen oder Algorithmen. In Simu-
lationen von Gasblasen bei hohen Reynoldszahlen stellen sich ausgedehnte Nachlauf-
gebiete und zunehmend kleinskaligere Wirbelstrukturen ein. Ein Ziel ist die Analyse
eines möglichst großen Bereichs des Nachlaufs, was Rechengebiete von entsprechender
Größe in der vertikalen Richtung erfordert. Desweiteren sind die kleinskaligen Wirbel
im dissipativen Bereich des Wellenzahlspektrums für eine DNS von eminenter Bedeu-
tung und bedürfen somit einer angemessenen Auflösung durch das Rechengitter. Diese
beiden Forderungen führen auf die Notwendigkeit einer adaptiven Gitterverfeinerung
für die effiziente Simulation von Blasenaufstiegen bei hohen Reynoldszahlen. Adap-
tive Gitter ermöglichen zudem eine verbesserte Auflösung der Scherschicht entlang
der Blasenoberfläche und zugleich verringern sich die durch das Level-Set-Verfahren
verursachten Massenfehler.
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A Methode der konjugierten Gradienten
mit Vorkonditionierung

Die Methode der konjugierten Gradienten wurde erstmals von Hestenes und Stiefel [57]
vorgestellt und kombiniert die Methode des steilsten Abstiegs mit der Methode der
konjugierten Suchrichtungen, siehe hierzu auch [9, 138]. Dieses iterative Verfahren wird
für die Lösung des Gleichungssystems

Ap̂ = ∇· ũ = b

eingesetzt, welches sich durch die Diskretisierung der Poisson-Gleichung für den Druck
unter Berücksichtigung einer räumlich variablen Dichte ergibt (Glg. 3.17). Eine Dis-
kretisierung mit zentralen Differenzen zweiter Ordnung auf einem versetzten Diskre-
tisierungsgitter mit periodischen Randbedingungen
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führt auf eine symmetrische, positiv definite, schwach besetzte, bandstrukturierte
Matrix A mit sieben Diagonalen
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In jedem Iterationsschritt i des konjugierten Gradienten Verfahrens wird eine neue
Approximation des Lösungsvektors p̂(i), das zugehörige Residuum r(i) und ein aktua-
lisierter Vektor für die Suchrichtung s(i) berechnet. Ausgehend von einer geschätzten
Startlösung für den Druck, beispielsweise p̂(0) = 0, wird folgender Algorithmus bis zur
Erfüllung eines Abbruchkriteriums ausgeführt:

Algorithmus 1
1 Berechnung des Startresiduums r(0) = b−Ap̂(0)

2 for i = 1, itermax

3 Ausführen des Vorkonditionierungsschrittes Mz(i−1) = r(i−1)

4 γi−1 = r(i−1)T
z(i−1)

5 if i = 1 # neue Suchrichtung berechnen
6 s(1) = z(0)

7 else

8 βi−1 = γi−1/γi−2

9 s(i) = z(i−1) + βi−1s
(i−1)

10 end if

11 q(i) = As(i)

12 αi = γi−1 / s(i)T
q(i)

13 p̂(i) = p̂(i−1) + αis
(i) # Lösungsvektor aktualisieren

14 r(i) = r(i−1) − αiq
(i) # Residuum aktualisieren

15 Konvergenz überprüfen und falls notwendig mit Iteration fortfahren
16 end

118



A.1 Jacobi-Vorkonditionierung

α, β und γ sind Skalare und q(i) sowie z(i) bezeichnen Hilfsvektoren. Im Vergleich
zu anderen instationären Iterationsverfahren erfordert ein Iterationsschritt des CG-
Verfahrens mit der Berechnung einer Vektor-Matrix-Multiplikation, zweier Skalarpro-
dukte von Vektoren und von drei Vektoradditionen nur wenige Rechenoperationen.

Die Konvergenzrate von iterativen Methoden zur Lösung von Gleichungssystemen
wird durch die spektralen Eigenschaften der Koeffizientenmatrix A bestimmt. Mit-
tels einer Vorkonditionierungsmatrix M, welche eine relativ einfach zu invertierende
Approximation der Matrix A darstellt, wird das System Ap̂ = b in ein anderes Glei-
chungssystem transformiert

M−1Ap̂ = M−1b.

Dieses Gleichungssystem hat ebenfalls die Lösung p̂, jedoch weist M−1A günsti-
gere spektrale Eigenschaften auf, wie beispielsweise eine reduzierte Konditionszahl
oder eine bessere Bündelung (’clustering’) der Eigenwerte. Einen Überblick zu ver-
schiedenen Vorkonditionierungen ist in [9] zu finden. Im Folgenden wird die Jacobi-
Vorkonditionierung und die Vorkonditionierung mittels unvollständiger Cholesky-
Zerlegung der Koeffizientenmatrix vorgestellt.

A.1 Jacobi-Vorkonditionierung

Die Jacobi-Vorkonditionierung stellt die einfachste Möglichkeit für eine Konvergenzbe-
schleunigung des CG-Verfahrens dar. Die Vorkonditionierungsmatrix M besteht ledig-
lich aus der Hauptdiagonalen der Koeffizientenmatrix A

mi,j =

{
ai,j , falls i = j,
0 andernfalls.

Somit beschränkt sich die Anwendung des Jacobi-Vorkonditionierers auf die Division
des Residuumvektors r(i−1) durch die Hauptdiagonalelemente, Term A in Glg. (A.1).
Vorteilhaft ist der geringe Speicherbedarf und eine gute Parallelisierbarkeit der
Rechenoperationen. Jedoch ist die Hauptdiagonale eine vergleichsweise schlechte Ap-
proximation der Matrix A und somit sind nur geringe Konvergenzbeschleunigungen
mit einer Jacobi-Vorkonditionierung zu erreichen.

A.2 Unvollständige Cholesky-Zerlegung

Die Verwendung von Vorkonditionierern, welche auf einer unvollständigen Faktorisie-
rung der Koeffizientenmatrix A basieren, führt im Allgemeinen zu einem deutlich
verbesserten Konvergenzverhalten des CG-Verfahrens verglichen mit der einfachen
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Jacobi-Vorkonditionierung. Ein wichtiger Vertreter dieser Klasse ist die unvollständige
Cholesky-Zerlegung. Eine Faktorisierung und somit auch die erzeugte Matrix M wird
als unvollständig bezeichnet, falls Elemente mi,j, welche während der Faktorisierung
Werte ungleich null annehmen, zu null gesetzt werden. Sogenannte Füllelemente (engl.
’fills’) werden zur Begrenzung des Rechenaufwandes unterbunden. Folglich wird eine
schwach besetzte Matrix M erzeugt, welche die vollständige Cholesky-Zerlegung ap-
proximiert. Als ein Kriterium zur Unterdrückung von Füllelementen kann die Struktur
der Koeffizientenmatrix A herangezogen werden: Falls ein Element von A an der Po-
sition (i,j) den Wert null aufweist, so wird auch während der Faktorisierung der ent-
sprechende Wert mi,j zu null gesetzt. Zur Berechnung der unteren Dreiecksmatrix L

basierend auf einer Koeffizientenmatrix A der Größe n×n kann folgender Algorithmus
aus [50] verwendet werden:

Algorithmus 2

1 L(: , :) = A(: , :)

2 for k = 1, n

3 L(k,k) =
√

L(k,k)

4 for i = k + 1, n

5 if L(i,k) 6= 0

6 L(i,k) = L(i,k)/L(k,k)

7 end if

8 end

9 for j = k + 1, n

10 for i = j, n

11 if L(i,j) 6= 0

12 L(i,j) = L(i,j)− L(i,k) ·L(j,k)

13 end if

14 end

15 end

16 end

Durch eine Modifikation der if -Anweisungen in den Zeilen 5 und 11 können beliebig
viele zusätzliche Nebendiagonalen erzeugt werden.
Die Vorkonditionierungsmatrix kann in die Form M = LDU gebracht werden, hierin
bezeichnet L die strikte untere und U die strikte obere Dreiecksmatrix und D die
Diagonalmatrix. Für symmetrische Matrizen gilt U = LT und somit ergibt sich für den
Rechenschritt in Zeile 3 des Algorithmus 1 LDLT zi−1 = ri−1. Die Vorkonditionierung
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erfolgt durch Auswertung der folgenden drei Ausdrücke

Lyi−1 = ri−1,
Dgi−1 = yi−1,
LT zi−1 = gi−1.

Die in dieser Arbeit gewählte Diskretisierung der Poisson-Gleichung (A.1) auf einem
dreidimensionalen Gebiet der Größe N1×N2×N3 führt auf eine symmetrische hepta-
diagonale Koeffizientenmatrix A. Falls keine zusätzlichen Nebendiagonalen während
der Faktorisierung erzeugt werden sollen, kann die Konstruktion der oberen Dreiecks-
matrix U = LT wesentlich vereinfacht werden, siehe hierzu auch [86]. Sämtliche Ein-
träge der Nebendiagonalen B, D und F bleiben unverändert. Lediglich die Elemente
auf der Hauptdiagonalen werden modifiziert

b̃i = bi, d̃i = di, f̃i = fi,

ãi = ai − b̃2
i−1

1

ãi−1

− d̃2
i−N1

1

ãi−N1

− f̃ 2
i−N1 ·N2

1

ãi−N1 ·N2

,

mit dem Zeilenindex der Matrix i = 1, 2, .., N1 ·N2 ·N3, wobei nicht definierte
Elemente durch null ersetzt werden.
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