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Abstract

The topic of this thesis is the depth of invariant rings of infinite groups. The main result
is a lower bound for the Cohen-Macaulay defect

cmdef K[V]¢ := dim K[V]¢ — depth K[V]“

of the invariant ring K[V]% of a rational representation V (also called a G-module) of a
reductive group G. With K we denote an algebraically closed field. So far, such bounds
have only been known for finite groups. In particular, we will show the following result:

For each reductive group G that is not linearly reductive, there exists a faithful rational
representation V of G such that

G
n
cmdef K @V >n—2 forallneN,
k=1
in particular we have
n G
nlg]go cmdef K ke_? V| =oc.

In the proof, such a G-module V will be given explicitely. We show a similar result for
additive and unipotent groups of positive characteristic (these groups are not reductive).

In another chapter, we concentrate on the group SLo, and refining our methods that lead
to the above result, we receive the following:

Let (X,Y) denote the natural representation of the group SLg, char K = p > 0. Let
further denote (XP,YP) the submodule of the pth symmetric power SP((X,Y)) spanned
by the pth power of the variables. Then we have

k SLy
cmdef K [(XP,Y?) o P(X,Y)| >k-3.

i=1

It is worth noting that the underlying module is self-dual and completely reducible (as a
direct sum of self-dual, irreducible modules).

In the final chapter, we develop an algorithm to compute these special invariant rings.
With an implementation in MAGMA, this allowed us to compute the Cohen-Macaulay de-
fect explicitely for the cases (p, k) = (2,4),(2,5),(3,4) to 1,2,1, so the lower bound is sharp
in these cases.

This thesis also contains a chapter on the cohomolgy of groups, chapter 2, which is
almost independent of the others. In this chapter we investigate annihilators of n-cocycles
of infinite groups. In particular, we show the following: Let G be any (possibly infinite)
group, dy : KG — K the augmentation map (which sends each 0 € G to 1 € K). Then
for each K G-module V' (not necessary finite-dimensional) and each g € H"(G, V') we have
do-g=0¢ H"(G,Homg (KG,V)).



Einleitung

Einleitung

Die Tiefe von Invarianten endlicher Gruppen ist ein in den letzten 25 Jahren viel beachtetes
und gut untersuchtes Gebiet. Als eine (sicher unvollsténdige) Liste von Arbeiten zu diesem
Thema seien hier [5, 9, 15, 17, 18, 19, 21, 25, 30, 32, 34, 35, 42, 43, 49, 57, 58] genannt. Als
bahnbrechend muss hier sicher die Arbeit von Ellingsrud und Skjelbred [15] hervorgehoben
werden.

Dagegen ist die vorliegende Dissertation die erste Arbeit, die sich mit der Tiefe von
Invariantenringen unendlicher (genauer: zusammenhéngender) Gruppen befasst. Genau-
er betrachten wir folgende Situation: K ist ein algebraisch abgeschlossener Koérper und
G eine iiber K definierte lineare algebraische Gruppe, die linear und rational auf einem
endlich-dimensionalen Vektorraum V operiert. Dadurch wird auch eine Operation auf
dem Ring der Polynomfunktionen K[V] auf V induziert, und die Menge aller invarian-
ten Polynomfunktionen bezeichnen wir mit K[V]¥. Wir interessieren uns dabei nur fiir
den Fall, dass K[V]“ endlich erzeugt ist (z.B. wenn G eine reduktive Gruppe ist), es sich
also um eine graduierte affine Algebra handelt. Wichtige Kenngréflen einer solchen Al-
gebra R sind die Tiefe depth R, die Dimension dim R und der Cohen-Macaulay-Defekt
cmdef R := dim R — depth R, welcher stets grofler gleich 0 ist. Je grofler der Cohen-
Macaulay-Defekt, desto ,komplizierter” ist die Struktur von R. Ringe mit cmdef R = 0
(die ,,schonsten® also) heien Cohen-Macaulay. Der Satz von Hochster und Roberts besagt,
dass fiir linear reduktive Gruppen G und jeden G-Modul V der Invariantenring K[V]“
stets Cohen-Macaulay ist, also stets cmdef K[V]% = 0 gilt. Ziel dieser Arbeit ist es, untere
Schranken fiir cmdef K[V]“ zu finden (da dim K[V]® meist bekannt, ist dies dquivalent
zum finden oberer Schranken fiir die Tiefe depth K[V]%), wenn G nicht linear reduktiv
ist. Das Ergebnis ist unser (technischer) Hauptsatz 3.6. Ein Grofteil der restlichen Arbeit
beschéftigt sich dann mit der expliziten Konstruktion von G-Moduln V', auf die der Haupt-
satz anwendbar ist. Als ,griffiges“ Ergebnis erhalten wir (siehe Korollar 3.9, Bemerkung
3.10 und Abschnitt 4.2):

Fiir jede reduktive, nicht linear reduktive Gruppe G existiert ein treuer G-Modul V' (den
wir explizit angeben koénnen) mit

G
n
cmdef K EBV >n—2 firallenéeN,
k=1
insbesondere also
n G
nlg]rglO cmdef K ke_? V| =o0.

Dies ist eine Verschérfung des Resultats von Kemper [33], welches besagt, dass fiir jede
reduktive, nicht linear reduktive Gruppe G ein G-Modul V mit cmdef K[V]¢ > 0 existiert.

Die nach diesem allgemeinen Resultat konstruierten G-Moduln V' haben eine relativ
grofle Dimension und komplizierte Struktur. In Satz 4.28, dem zweiten Hauptresultat die-
ser Arbeit, wird eine sehr einfach gebaute Folge von SLo- bzw. G,-Moduln angegeben,



deren Cohen-Macaulay-Defekt der zugehorigen Invariantenringe gegen unendlich geht. Un-
ter anderem zeigen wir dort (Satz 4.28):

Ist (X,Y) die natiirliche Darstellung der SLg, char K = p > 0, so gilt

K SLy
cmdef K [(XP,Y?) o P(X,Y)| >k-3.

i=1

Alle hier dargestellten Ergebnisse spielen sich in positiver Charakteristik ab, denn in Cha-
rakteristik 0 ist jede reduktive Gruppe auch linear reduktiv, und damit Invariantenringe
reduktiver Gruppen stets Cohen-Macaulay. Bevor ich mich dem Thema der vorliegenden
Arbeit gewidmet habe, habe ich ein halbes Jahr lang ohne nennenswertes Ergebnis ver-
sucht, einen nicht Cohen-Macaulay Invariantenring in Charakteristik 0 zu konstruieren.
Dabei war mein Ansatz hauptsichlich experimenteller Natur, d.h. ich habe fiir verschie-
dene Darstellungen V nicht reduktiver Gruppen G den Invariantenring heuristisch auf die
Cohen-Macaulay-Eigenschaft getestet (mit Hilfe von MAGMA). Zwar kann man auch fiir
nicht reduktive Gruppen mit Lemma 3.2 leicht drei Elemente ay, as, a3 € K[V]¢ konstruie-
ren, die als Annullatoren eines Kozyklus g € H'(G, K[V]) keine regulire Sequenz in K [V]¢
sind und ein phsop in K[V] bilden. (Dies ging sogar leichter als fiir reduktive Gruppen, da
die Kozyklen einfacher waren). Doch leider ist fiir reduktive Gruppen Lemma 1.55 falsch
(dies ist das Haupthindernis), also hat man kein a priori Kriterium fiir das Vorliegen eines
phsops im Invariantenring. Um zu testen, ob nun doch ein phsop vorliegt, bleibt also nichts
iibrig, als (heuristisch) Generatoren fiir den Invariantenring K[V]% und deren Relationen-
ideal zu berechnen, und so den Test im Restklassenring eines Polynomrings mit MAGMA
durchzufiihren.

Da kein Algorithmus bekannt ist, um fiir nicht reduktive Gruppen den Invariantenring
zu berechnen, habe ich einfach jeweils geniigend viele Invarianten berechnet, so dass ich
von der davon erzeugten Unteralgebra A vermutete, dass sie gleich K[V] ist. Dabei ist
im Allgemeinen nicht einmal garantiert, dass K[V]“ iiberhaupt endlich erzeugt ist. In den
Fillen, in denen ich das Relationenideal von A berechnen konnte, hat sich A immer als
Cohen-Macaulay herausgestellt. Insbesondere haben die drei Annullatoren eines Kozyklus
kein phsop in A gebildet.

Fiir einige Darstellungen, die mir als , heisse“ Kandidaten vorkamen, lies sich das Re-
lationenideal von A nicht in akzeptabler Zeit berechnen, so dass ich hier keine Aussage
machen konnte.

Aufbau der Arbeit

Abschnitt 1 gibt die benétigten Grundlagen wieder. Obwohl sich hier keine wesentlich
neuen Resultate finden, ist der Abschnitt sehr ausfiihrlich gehalten. Zum einen sollte die
Darstellung natiirlich so selbsttragend wie moglich sein, zum anderen werden etwa die Re-
sultate, die wir fiir noethersche graduierte Ringe benotigen, in der Literatur (etwa Eisenbud
[14] oder Bruns und Herzog [6]) fast ausschliesslich fiir noethersche lokale Ringe formuliert.
Die dortigen Beweise gehen zwar meist mit kleinen Modifikationen auch fiir den graduier-
ten Fall durch, aber um nicht durch ,sinngeméfles Zitieren“ eine Liicke entstehen zu lassen
habe ich wo nétig einen vollstindigen Beweis fiir den graduierten Fall gegeben.



Einleitung

Hierzu noch eine Bemerkung, die auch fiir die anderen Abschnitte gilt: Natiirlich kann
auch diese Arbeit nicht bei Null beginnen. Vorausgesetzt werden die Grundlagen der kom-
mutativen Algebra und der algebraischen Geometrie, wie sie sich etwa in (der ersten Hilfte
von) Standardlehrbiichern wie Eisenbud [14] oder Kunz [40] finden. Der Leser sollte also mit
Begriffen wie noethersche Ringe und Moduln, Ringerweiterungen und Ganzheit, Lying-over,
Going-up und Going-down, Dimension und Hohe, assoziierte Primideale, Grobner Basen,
affine Varietdten und Morphismen etwas anfangen kénnen. Die meisten der hier erwéhnten
Begriffe werden wir aber zumindest erkldren und Referenzen geben. Wenn méglich verwei-
sen wir fiir die Grundlagen der Theorie der linearen algebraischen Gruppen immer auf die
erste Auflage des vergleichsweise elementar gehaltenen Lehrbuchs Springer [59]. Teilweise
miissen wir auf dessen tiefer gehende zweite Auflage [60] bzw. auf Humphreys [29] verwei-
sen. Die Grundlagen der ,modernen® (im Gegensatz zur , klassischen®) Invariantentheorie
finden sich etwa in Derksen und Kemper [12]. Unter diesen Voraussetzungen sind die Be-
weise dieser Arbeit vollstindig. Ein Leser ohne die genannten Kenntnisse wird zwar nicht
jedes Detail auf Korrektheit verifizieren, aber wie ich hoffe doch mit Hilfe der angegebenen
Referenzen nachvollziechen kénnen.

Im Unterabschnitt iiber lineare algebraische Gruppen geben wir ein Kriterium fiir die
lineare Reduktivitdt von Gruppen, Satz 1.39, welches sich innerhalb eines Beweises von
Nagata [45] findet und wenig bekannt zu sein scheint. Wir werden von diesem Kriterium
intensiv Gebrauch machen, und geben daher einen (bei den genannten Vorkenntnissen)
vollstéandigen, geglatteten Beweis.

Es folgt eine Einfiihrung in die erste Kohomologie algebraischer Gruppen, welche unser
wichtigstes technisches Hilfsmittel darstellt. Wir schliessen mit der Bereitstellung der von
uns benotigten Resultate der Invariantentheorie.

Abschnitt 2 hat als wesentliches Ziel, ein Resultat von Kemper iiber die Annullation von
1-Kozyklen auf n-Kozyklen zu erweitern, siehe Satz 2.28. Insbesondere erhalten wir hieraus,
dass die Augmentationsabbildung KG — K (G eine beliebige, nicht notwendig endliche
Gruppe) jeden n-Kozyklus annulliert, Korollar 2.29, was das entsprechende Resultat fiir
endliche Gruppen verallgemeinert.

Dieses Ergebnis steht in dieser Arbeit fiir sich allein und wird hier nicht mehr verwendet.
Daher ist es moglich, dieses Kapitel beim ersten Lesen zu iiberspringen und nur bei Interes-
se an dem dargestellten Resultat darauf zuriickzukommen. Das Versténdnis der restlichen
Kapitel wird dabei nicht gestort.

Abschnitt 3 enthélt den technischen Hauptsatz, die bereits angesprochene untere Schran-
ke fiir den Cohen-Macaulay Defekt. Wir vergleichen unser Resultat mit den entsprechenden
FErgebnissen fiir endliche Gruppen.

Im ankniipfenden Abschnitt 4 flieen die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte zu-
sammen, und wir erhalten so explizit Darstellungen, deren Cohen-Macaulay-Defekt der
Vektorinvarianten gegen unendlich geht. Wir untersuchen die explizite Konstruktion fiir ei-
nige Félle konkret und kommen so fiir diese Félle noch zu Vereinfachungen. Der Abschnitt
schlieft mit der bereits erwidhnten einfach gebauten Serie von SLs-Invariantenringen fiir
beliebige Charakteristik p > 0, deren Cohen-Macaulay-Defekt gegen unendlich geht.

Im letzten Abschnitt 5 untersuchen wir die Ringe dieser Serie mit algorithmischen Me-



thoden (mit Hilfe von MAGMA) genauer. Insbesondere entwickeln wir einen Algorithmus,
der in kurzer Rechenzeit und mit wenig Speicherbedarf (hieran scheitert der Standardalgo-
rithmus) Generatoren dieser speziellen Invariantenringe liefert. Fiir drei Félle konnen wir
so den Cohen-Macaulay-Defekt exakt bestimmen (wir erhalten als Defekte zweimal 1 und
einmal 2).
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An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei meinem Betreuer, Prof. Dr. Gregor
Kemper bedanken. Zum einen weil er es immer geschafft hat, mich wenn nétig fiir eine
bestimmte Richtung zu motivieren, zum anderen aber auch, weil er mir immer gentigend
Freiraum gelassen hat, um eigenverantwortlich zu forschen.

Bei Dr. Frank Himstedt bedanke ich mich fiir die immer kompetente Hilfe bei meinen
Fragen zur Darstellungstheorie von Gruppen.

Weiter bedanke ich mich beim Graduiertenkolleg ,, Angewandte Algorithmische Mathe-
matik*, von dem ich im ersten Jahr dieser Arbeit finanziell unterstiitzt wurde.
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der
Invariantentheorie

Wir geben zunichst die bendtigten Grundlagen und Begriffe der kommutativen Algebra
und Invariantentheorie wieder. Dabei soll auch jeweils der algorithmische Aspekt beriick-
sichtigt werden.

Standardvoraussetzung. In dieser Arbeit bezeichnen wir mit K stets einen algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p > 0.

1.1 Graduierte affine Algebren

Eine K-Algebra ist (in dieser Arbeit, es gibt inkompatible Definitionen) ein K-Vektorraum
R, der zusitzlich ein kommutativer Ring mit 1 # 0 ist, so dass stets A(ab) = (Aa)b = a(A\b)
fir A € K,a,b € R gelten (insbesondere ist K =2 K -1 C R). R heif}t graduiert, falls es eine
direkte Zerlegung in Vektorrdume R = @;°, R; gibt, wobei zusitzlich R;R; C R;; fiir alle
i,j € Ny gelten soll. Dabei soll in dieser Arbeit dann auch immer Ry = K = K -1 gelten,
d.h. R soll dann zusitzlich zusammenhingend sein. Dann ist das Ideal Ry = @;°, R;
wegen R/Ry = Ry = K maximal, es heiit das mazimale homogene Ideal von R.

Die Elemente aus R;\{0} heiflen homogen vom Grad i. In der iiblichen Weise ist dann auch
eine Gradfunktion deg auf R\ {0} definiert (oft setzen wir auch deg0 := —o0). Ein Ideal
I <R heifit homogen, wenn es von homogenen Elementen erzeugt wird, was gleichbedeutend
damit ist, dass es mit jedem f € I auch alle homogenen Komponenten von f enthélt. Im
wesentlichen interessieren uns in dieser Arbeit nur affine (d.h. endlich erzeugte) graduierte
Algebren. Dann gibt es homogene Elemente ay,...,a, € R mit R = Klay,...,ay]. (Ei-
ne zusammenhingende graduierte Algebra ist genau dann affin, wenn sie noethersch ist.
In unserem Standardfall fiir Algebren sind also affin und noethersch synonym.) Man hat
dann einen Epimorphismus ¢ vom Polynomring P = K[Xj,..., X, auf R, gegeben durch
X, — a;, welcher bei Verwendung der Graduierung deg X; := dega; auf P homogen wird,
d.h. homogene Elemente auf homogene Element gleichen Grades (oder die 0) abbildet. Ins-
besondere ist dann I := ker ¢ ein homogenes Ideal in P, das Relationenideal, und es gilt
R = P/I. Eine nullteilerfreie, endlich erzeugte K-Algebra heifit ein K -Bereich.

Standardvoraussetzung. Wenn nicht anders vermerkt, bezeichnen wir mit R von nun
an stets einen zusammenhéngenden, graduierten, endlich erzeugten K-Bereich.

Um mit affinen graduierten Algebren rechnen zu kénnen, bendtigt man praktisch immer
eine solche Darstellung als Restklassenring eines Polynomrings modulo des Relationenideals
(auBer falls zusétzliche Eigenschaften bekannt sind). Ist R endlich erzeugte Unteralgebra
eines Polynomrings, so kann man das Relationenideal I mit Standard-Methoden (Elimi-
nationstheorie) berechnen, siehe etwa Eisenbud [14, Proposition 15.30]. In MAGMA [4] ist
ein solcher Algorithmus bereits implementiert und kann mit dem Befehl RelationIdeal
aufgerufen werden. Oft scheitert hier bereits das weitere Vorgehen aufgrund der zu langen
Rechenzeit.



1.1 Graduierte affine Algebren

1.1.1 Dimension, Hohe und Noether-Normalisierung

Sei R eine affine Algebra, p ein Primideal von R. Dann ist die Héhe von p, bezeichnet mit
height(p), die maximale Lange n einer echt aufsteigenden Kette von Primidealen pg C g1 C
... C pn mit p, = . Ist I # R ein beliebiges Ideal von R, so ist height(/) das Minimum der
Hohen der I umfassenden Primideale. (Dabei haben echte Ideale in noetherschen Ringen
nach dem Krullschen Hauptidealsatz stets endliche Hohe.) Die Krulldimension von R ist
das Maximum der Hohen aller Primideale von R, d.h. die maximale Liénge n einer echt
aufsteigenden Kette von Primidealen pg C o1 C ... C @, von R, und wird mit dim R
bezeichnet. Ist R ein K-Bereich, so gilt dim R = trdeg Quot(R)/K ([14, Theorem 13.A]).
Man setzt dim [ := dim R/I. Zwischen H6he und Dimension eines Ideals besteht folgende
fundamentale Relation:

Proposition 1.1 Ist R eine affine Algebra und I # R ein Ideal, so gilt
dim R > dim I + height I.
Ist R ein affiner Bereich, so gilt sogar Gleichheit.

Beweis. Sei pg D 91 D ... D pm =2 I eine Kette von Primidealen von R mit m = dim R/I.
Offenbar gilt dann dim R > m+height p,, > dim R/I+height I. Fiir das Gleichheitszeichen
im Fall eines affinen Bereichs siche [14, Corollary 13.4]. O

Ist R ein Polynomring, so lisst sich dim I mit Grobner-Basis Methoden berechnen [12,
Algorithm 1.2.4]. Insbesondere ldsst sich die Dimension eines affinen Rings berechnen, wenn
das Relationenideal bekannt ist. Zentral ist der folgende

Satz 1.2 (Noether-Normalisierung) Sei R eine graduierte affine K -Algebra. Dann gibt
es homogene, iber K algebraisch unabhingige Elemente aq,...,a, € Ry, so dass R ganz
tiber A := Klaq,...,ay] ist (oder dquivalent: R ist endlich erzeugt als Modul iiber A). Dabei
ist n = dim R eindeutig bestimmd.

Ein Beweis folgt nach Korollar 1.7.
Definition 1.3 Fine Menge {aq,...,a,} mit den im Noetherschen Normalisierungssatz
genannten Eigenschaften heifit ein homogenes Parametersystem (hsop). Eine Menge heifst

partielles homogenes Parametersystem (phsop), wenn sie Teilmenge eines hsops ist.

Fiir eine alternative Charakterisierung von Parametersystemen (in affinen Bereichen)
bendtigen wir zunéchst ein allgemeines Lemma.

Lemma 1.4 Sei S/R eine ganze Erweiterung noetherscher Integrititsringe und zusdtzlich
R normal. Ist I # R ein Ideal von R, so ist height(I) = height(ST).

Beweis. Unter den gemachten Voraussetzungen gilt ,,going-down* [14, Theorem 13.9]. Ins-
besondere gilt fiir jedes Primideal P <1 S, dass

height(P) = height(P N R)
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(siehe Kunz [40, Korollar VI.2.9]). Sei nun p<IR ein I umfassendes Primideal mit height(p) =
height (7). Nach ,lying-over“ ([40, Satz VI.2.3]) existiert ein Primideal P <1.S mit p = PNR.
Da I C p C P, gilt auch ST C P, und damit

height(SI) < height(P) = height(P N R) = height(p) = height([).

Sei umgekehrt P <15 ein ST umfassendes Primideal mit height(7P) = height(ST). Dann ist
I CPNR,und damit

height(I) < height(P N R) = height(P) = height(ST).

Insgesamt gilt also height(I) = height(ST). O

(Der in [32, Lemma 1.5.¢] gegebene Beweis fiir diesen Satz ohne die gemachten Vorausset-
zungen an R und S (R normal und S nullteilerfrei fehlen) enthélt eine Liicke.) Wie iiblich
bezeichnen wir fiir einen R-Modul M mit Assp M die Menge der assoziierten Primideale
von M in R (siche Eisenbud [14, Chapter 3.1]).

Lemma 1.5 Sei R eine graduierte affine K-Algebra. Es gilt stets height Ry = dim R.
Seien weiter ay,...,ar € R (k = 0 mdglich) homogene Elemente positiven Grades, sowie
I # R ein homogenes Ideal von R.

(a) Gilt height(ay,...,ar) =k, so ist ai,...,a ein phsop von R. Ist hierbei k = dim R,
so handelt es sich sogar um ein hsop. Ist R nullteilerfrei und aq,. .., ax ein phsop von
R, so gilt umgekehrt height(aq,...,a;) = k.

(b) Ist ay,...,ar € I mit height(ay,...,ar) = k und r = height I, so gibt es homogene
Elemente positiven Grades api1,...,a, € I mit height(ay,...,a,) =r. Ist R nulltei-
lerfrei, so kann man also ein in I liegendes phsop zu einem in I liegenden phsop mit
height(I) Elementen erginzen.

Fiir einen affinen Bereich ist also ay, . .., ax genau dann ein phsop, wenn height(ay, ..., ax) =
k gilt.

Beweis. (b) Sei height(ay,...,ar) = k. Ist k& = height(I), so sind wir fertig, sei also
k < height(I). Es geniigt offenbar fiir den Beweis, ein weiteres homogenes Element ay1 € 1
zu finden, so dass height(ai,...,ax+1) = k+ 1 ist (da I # R hat ap41 dann automatisch
positiven Grad). Sei {p1, ..., ps} die Menge der minimalen, (a1, ..., ax) umfassenden Prim-
ideale. Diese Menge ist endlich und alle Primideale sind homogen, da sie Teilmenge der
endlichen Menge homogener Primideale Assg(R/(a1,...,ax)) ist ([14, Theorem 3.1.a], [40,
Satz C.23]), und es gilt height(p;) < k fur alle ¢ nach dem Krullschen Hauptidealsatz ([14,
Theorem 10.2]). Es gilt sogar Gleichheit, da height(p;) > height(as,...,a;) = k. Wire
I C |J;_ pi, so gibe es ein ¢ mit I C p; (Lemma iiber das Vermeiden von Primidealen,
[14, Lemma 3.3] oder [40, Lemma II1.3.6]). Dann wére height(/) < height(gp;) = k, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung. Also gibt es ein nach dem zitierten Lemma sogar homogenes
ap+1 € I'\ U;_; pi- Ein minimales Primideal p mit (ai,...,ar41) C p umfasst dann eins
der minimalen Primideale ; ([40, Satz I11.1.10.b]), und da ag11 ¢ g;, ist die Inklusion
echt. Es folgt height(p) > height(p;) + 1 = k 4+ 1. Nach Krulls Hauptidealsatz gilt auch
height(p) < k+ 1, also Gleichheit. Da dies fiir jedes solche minimale Primideal p gilt, folgt
also height(ay,...,ar11) = k + 1, was zu zeigen war.
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(Ist R nullteilerfrei, so bilden aq,...,ar € I nach (a) genau dann ein phsop, wenn
height(ay,...,ar) = k. Daher kann man ein in I liegendes phsop zu einem in I liegen-
den phsop mit height(I) Elementen erginzen. Dies beweist dann den Zusatz in (b), den
wir natiirlich nicht fiir den folgenden Beweis von (a) brauchen.)

(a) (i) Sei height(ay,...,ar) = k. Nach (b) mit I = Ry und n := height R lassen sich
die k Elemente aus R, zu einer in R liegenden Menge homogener Elemente {a1,...,a,}
mit height(aq,...,a,) = n = height R, ergéinzen. Wir zeigen, dass eine solche Menge ein
hsop ist, und das height R, = dim R gilt, was die ersten beiden Teile der Behauptung
(a) sowie die Behauptung im Vorspann zeigt. Ein iiber (ai,...,a,) liegendes minimales
Primideal p ist homogen (s.0.), liegt also im maximalen homogenen Ideal R, und aus n =
height(ay,...,a,) < height(p) < height(R;) = n folgt o = R4. Also ist p maximal, und
damit ist dim R/(ay,...,a,) = 0. Ist A := Klay,...,ay], so bedeutet dies dim R/ALR = 0,
d.h. dimg R/A4R < co. Nach dem graduierten Nakayama Lemma [12, Lemma 3.5.1] ist
dann R endlich erzeugt als A-Modul, also ist R ganz iiber A. Damit ist dim A = dim R.
Ist J < K[Xy,...,X,] = K[X] das Relationenideal von ay,...,a,, so ist A = K[X]/J.
Wiren ay,...,a, nicht algebraisch unabh#ngig, also J # (0), so wire dim R = dim A =
dim K[X7,...,X,]/J < n = height(R). Da aber offenbar height Ry < dim R gilt, ist dies
ein Widerspruch und J = (0). Also ist aq, ..., a, ein hsop, und wir haben dim R = dim A =
n = height R, gezeigt.

(ii) Sei nun R zusitzlich nullteilerfrei. Man ergéinze das phsop ai,...,ar zu einem
hsop aq,...,a, von R. Dann ist R ganz iiber dem (normalen, da faktoriellen) Polynom-
ring A = Klay,...,a,]. Mit Lemma 1.4, das wir wegen der Nullteilerfreiheit von R und

der Normalitdt von A auf die Erweiterung R/A anwenden konnen, folgt daher sofort
height(ay,...,ar)r = height(ay,...,ax)a = k.
Der Zusatz ist lediglich ein Spezialfall von (a). O

Bemerkung 1.6 Da die Hohe eines Ideals nicht von der Graduierung abhéngt, folgt im
nullteilerfreien Fall aus Teil (a), dass Elemente die beziiglich zweier verschiedener Gradu-
ierungen von R homogen und positiven Grades sind und ein phsop beziiglich einer dieser
Graduierungen bilden, auch beziiglich der anderen ein phsop bilden.

Korollar 1.7 Sei S/R eine ganze Erweiterung noetherscher graduierter affiner Bereiche
und zusdtzlich R normal. Homogene Elemente a1, . ..,ar € Ry bilden genau dann ein phsop
in R, wenn sie eines in S bilden.

Beweis. Dies folgt sofort mit Lemma 1.5 (a) und
height(aq,...,ax)r = height(aq,...,ax)s
nach Lemma 1.4. |

Beweis des Noetherschen Normalisierungssatzes 1.2. Man ergénze die leere Menge gem#fl
Lemma 1.5 (b) mit I = R4 zu einer Menge homogener Elemente positiven Grades aq, ..., a,
mit height(ay,...,a,) = n = height R4 = dim R. Nach Teil (a) des Lemmas ist diese Menge
ein hsop von R. Ist umgekehrt R ganz iiber einem Polynomring A, soist n = dim A = dim R
eindeutig bestimmt. O
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Bemerkung 1.8 Ist aq,...,a, ein hsop von R, (also n = dim R), so gilt umgekehrt stets
height(ay,...,a,) = n (auch wenn es Nullteiler gibt). Sei ndmlich A := KJay,...,a,| und
p 2 (ai,...,a,) ein minimales Primideal. Dann ist p homogen, also p C R;. Damit gilt
A, CpNACR;NA=A, (Definition der Graduierung von A), also Gleichheit. Uber
dem Primideal A4 von A (wg. A/A; = K) liegen also die Primideale p C R, von R, und
da R/A ganz, darf es keine echte Inklusion geben [40, Satz VI.2.3], d.h. p = R,. Also ist
height(aq, ..., a,) = height p = height R, = dim R = n.

Damit wir die dargestellten Resultate stets voll verwenden kénnen, haben wir , R null-
teilerfrei“ in unsere Standardvoraussetzung mit aufgenommen.

Aus der Definition der Hohe folgt sofort, dass ein Ideal I gleiche Hohe wie sein Radikal-
ideal VT hat, also

height(I) = height(v/1). (1)
Dies ergibt
Lemma 1.9 Seien fi,..., fx € Ry homogen und iy, ... i > 1. Dann ist f1,..., fr genau
dann ein phsop in R, wenn fi*,... ,f,z’“ eines ist.

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 1.5 (a) und

height(f1,..., fi) & height \/(f1, ..., i) = height \/ (£, ..., £*) & height(fi*, ..., £%).
Od

Bemerkung 1.10 Wir haben den Begriff ,phsop® nur fiir graduierte affine Algebren de-
finiert. Ist R allgemeiner ein Noetherscher Ring, so heifit etwa in Kemper [32, vor Lemma
1.5] ai,...,ar € R ein partielles Parametersystem (psop), wenn (ai,...,a;) # R und
height(ay,...,a;) =1 fiir alle i = 1,...,k gilt. Fiir graduierte affine Bereiche stimmt diese
Definition im Fall homogener a; mit unserer iiberein, denn wenn die letzte Gleichung fiir
i = k gilt, also nach Lemma 1.5 ein phsop vorliegt, so ist aufgrund unserer Definition erst
Recht ai,...,a; ein phsop fiir jedes ¢ < k, und wieder nach Lemma 1.5 gilt dann auch
height(aq, ..., a;) = 1.

Ist R = P/I als Faktorring eines Polynomrings gegeben und nullteilerfrei, so kann man
mit Lemma 1.5 leicht entscheiden, ob gegebene homogene Elemente (aq,...,ax) ein phsop
bilden. Dann ist ndmlich height(ay,...,ax)r = dim R — dim R/(a4,...,ax)r = dim P/I —
dim P/(I + (a1,...,ar)p), und in Polynomringen lésst sich die Dimension von Idealen wie
bereits bemerkt berechnen.

Um eine Algebra R genauer zu untersuchen, ist die Konstruktion eines (p)hsops oft
unerlésslich. Der Algorithmus von Kemper [31] berechnet ein ,,optimales* hsop, wobei (u.a.)
das obige Kriterium verwendet wird. Hier muss also das Relationenideal bekannt sein.

Exkurs: Berechnung eine hsops

In diesem Exkurs verlassen wir kurz den systematischen Aufbau der Grundlagen. Die Resul-
tate dieses Abschnitts werden nicht weiter verwendet, so dass dieser Abschnitt bedenkenlos
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tibersprungen werden kann.

Die meisten Beweise des Noetherschen Normalisierungssatzes sind in irgendeiner Form
ebenfalls konstruktiv, sieche z.B. Eisenbud [14, Theorem 13.3] oder Fogarty [20, Theorem
5.44]. Wir wollen hier kurz ein Verfahren zur Bestimmung eines hsops angeben, das im
Prinzip im explizit machen der Beweise aus Eisenbud/Fogarty besteht, und ohne die Be-
rechnung des vollstdndigen Relationenideals auskommt. Leider ldsst sich der angegebene
Algorithmus zwar theoretisch leicht umsetzen, scheitert in der Praxis aber daran, dass die in
jedem Schritt auftretenden Relationenhauptideale von Polynomen von immer grofier wer-
dendem Grad erzeugt wurden, bis diese nicht mehr (in akzeptabler Zeit) gefunden werden
konnten. Hier also zunéchst die Rohfassung des Verfahrens:

Algorithmus 1.11 Bestimmung eines hsops einer Unteralgebra R eines Polynomrings K[X]
Eingabe: Erzeuger fi,..., f, € K[X] von R, also R = K[fi,..., fn] C K[X].

Ausgabe: Ein hsop fiir R.

BEGIN

1. hsopg :=0
2. Fori:=1tondo

a) Falls hsop;—1U{f;} algebraisch unabhingig ist, so setze hsop; := hsop;—1 U{f;}.
b) Sonst bestimme ein hsop fiir K[hsop;—1 U {f;}] und setze hsop; :== hsop.

3. Return(hsopy,)
END

Bevor wir erkldren, wie die Schritte (a) und (b) umzusetzen sind, machen wir zunéchst
folgende Beobachtung: Es ist stets hsop; ein hsop von K|f1,..., f;] (insbesondere also hsop,
ein hsop von R).

Beweis. Offenbar ist in jedem Schritt hsop; algebraisch unabhéngig. Wir machen Induktion
nach ¢, um die Ganzheitsrelation zu zeigen.

i = 0: Die leere Menge hsopq ist ein hsop fiir K.

(i — 1) — i : Nach Voraussetzung sind f,..., fi_1 ganz iiber K[hsop;—1]. Da diese Ele-
mente dann auch ganz iiber K[hsop;_1, f;| sind, und f; dies natiirlich ebenfalls ist, ist
also K[f1,..., fi| ganz iiber Klhsop;_1, f;]. Damit folgt die Aussage im Fall, dass hsop;
nach (a) berechnet wird. Im Fall (b) ist nun K [hsop;_1, f;] nach Konstruktion ganz iiber
K[hsop;], und aufgrund der Transitivitéit der Relation ,ganz* ist also K[fi,..., f;] ganz
iiber K [hsop;]. O

Umsetzung der Schritte (a) und (b):

Zu (a). Es sei zunéchst bemerkt, dass der Algorithmus nicht falsch wird, wenn man in
jedem Schritt nach (b) vorgeht, z.B. weil aufgrund des folgenden Korollars keine Aussage
gemacht werden kann.

Satz 1.12 (Jacobi-Kriterium) Seien gi,...,9, € K[X1,...,X,] Elemente eines Poly-
nomrings, und J := (aa—)%)‘ - die zugehorige Jacobi-Matrix. Dann gilt:
i,j=1,...n

K(X1,...,Xn)/K(g1,...,9n) ist genau dann eine endliche und separable Kdorpererwei-
terung, falls det J £ 0 ist.

11
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Beweis. Siehe [1], Proposition 5.4.2. O

Korollar 1.13 Seien g1,...,9x € K[X1,...,X,] Elemente eines Polynomrings, und J :=

<§fgj> i die zugehorige Jacobi-Matrix. Dann gilt: Gibt es eine k X k Teilmatriz
1= PARSS] ’j: 7"'7n

von J mit Determinante ungleich 0, so sind g1, ..., gr algebraisch unabhdngig. In Charak-
teristik 0 gilt sogar die Umkehrung dieser Aussage.

Beweis. Falls es eine solche Teilmatrix mit Determinante ungleich 0 gibt und ji,..., jk
die zugehorigen Spalten sind, so hat die zu {g1,...,gx}U{X; i € {1,....,n}\ {j1,-.-,Jk}}
gehorige Jacobi-Determinante Wert ungleich 0. Nach dem Jacobi-Kriterium ist die betrach-
tete Menge also eine Transzendenzbasis, und die Teilmenge {¢1,..., gr} damit algebraisch
unabhéngig.

Sind umgekehrt {gi,...,gx} algebraisch unabhingig, so kann man diese Menge mit
n — k Elementen aus der Transzendenzbasis {Xi,...,X,} zu einer Transzendenzbasis
erginzen (Austauschsatz fiir Transzendenzbasen). Sei also {g1,..., 9%, Xj,,..., Xj,_,} ei-
ne Transzendenzbasis, mit zugehoriger Jacobi-Determinante J. Dann ist die Korperer-
weiterung K(X1,...,Xn)/K(91,---, 9% Xj,,...,Xj,_,) endlich und in Charakteristik 0
automatisch separabel, also det J # 0. Dies bedeutet, dass die zu den Zeilen/Spalten
{1,...,n}\ {j1,-- -, Jn—k} gehorige Teilmatrix von J Determinante ungleich 0 hat. O

Der Beweis zeigt auch, wie man ggf. die gegebenen Polynome mit den Variablen zu einer
Transzendenzbasis ergdnzen kann. Im Falle positiver Charakteristik p wird die Umkehrung
des Kriteriums falsch; etwa ist X? eine Transzendenzbasis von K (X), aber J = (pXP~1) =
(0) - die Erweiterung K (X)/K(XP) ist zwar endlich, aber nicht separabel.

In positiver Charakteristik wird man bei der Durchfithrung des Algorithmus also so vor-
gehen: Man testet im Schritt (a) zunéchst auf die Existenz einer nicht-singuldren i x ¢
Teilmatrix. Hat man eine solche, so ist die betrachtete Menge algebraisch unabhéngig und
man kann wie beschrieben vorgehen. Ansonsten kann man keine Aussage machen, und man
muss Schritt (b) durchfiihren.

Die Voraussetzung des Korollars bedeutet natiirlich nichts anderes, als das rangJ =
k iiber dem rationalen Funktionenkérper K(Xi,...,X,), und man kann dies mit dem
Gauss-Algorithmus entscheiden, und erhilt so ggf. auch die Spalten einer nicht-singuléren
Teilmatrix. Die folgende Variante um zu testen, ob J eine solche Teilmatrix besitzt, lies
sich mit den in MAGMA vorhandenen Funktionen jedoch etwas schneller implementieren,
und lieferte in den betrachteten Fillen das Ergebnis praktisch in Nullzeit.

Test ob eine nichtsinguldre k X k Teilmatrix von J existiert, wobei gleich die zugehdrigen
Spalten j1,...,Jn dieser Matriz, falls sie existiert, mitbestimmt werden: Wahle zunéchst
J1 als den kleinsten Index j mit g%(z # 0. Falls es keinen solchen Eintrag gibt, so gibt es
auch keine nichtsingulédre k x k& Teilmatrix. Seien nun ji, ..., j; bereits konstruiert, so dass
die zu diesen Spaltenindizes und zu den ersten ¢ Zeilen gehorige Teilmatrix Determinante
ungleich 0 hat. Fiir ;41 wihle man nun den kleinsten Index 1,. .., n, so dass die zugehorige
(1 +1) x (i+ 1) Determinante einen Wert ungleich 0 hat. Gibt es keinen solchen Index, so

gibt es auch keine nichtsinguldre k x k Teilmatrix.

Zu (b) in Algorithmus 1.11, Schritt 2. Als erstes miissen wir das Relationenideal von
hsop;—1 U {f;} bestimmen. Wir gehen hier davon aus, dass man im Schritt (b) ankommt,

12
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weil bekannt ist, dass die in (a) betrachtete Menge hsop;—1 U{ f;} algebraisch abhéngig ist.
Ist dies nicht der Fall, etwa in positiver Charakteristik, so muss man eines der Standard-
(Grobner-Basis)-Verfahren verwenden, um das Relationenideal von hsop;—1 U {f;} zu be-
stimmen. Ist es das Nullideal, so zeigt das nachtréglich die algebraische Unabhingigkeit
dieser Menge. Das folgende Lemma zeigt, dass das Relationenideal jedenfalls stets ein
Hauptideal ist (nach Konstruktion ist hsop;_1 stets algebraisch unabhingig, und daher
ist das folgende Lemma anwendbar).

Lemma 1.14 Sei {f1,..., fra1} € KI[Y] eine algebraisch abhingige Menge von Polyno-
men, so dass {f1,..., fx} algebraisch unabhingig sind. Sei p(Xg+1) € K[f1,. .-, fr][Xkt1]
dasjenige Polynom, das aus dem Minimalpolynom p von fir1 dber dem Quotientenkdrper
K(f1,..., frx) durch Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizienten hervorgeht.

Dann ist das Relationenideal von {f1,..., frr1} in K[X1,..., Xp11] ein Hauptideal, er-
zeugt von dem Polynom, das aus p durch Ersetzen von (den algebraisch unabhingigen
Elementen) fi,..., fr durch Xu,..., Xy hervorgeht.

Beweis. Nach Voraussetzung ist R := K|[f,..., fr] & K[Xy,..., X}, insbesondere ist R
faktoriell. Sei F' := Quot(R) = K(f1,..., frx) und p(Xy11) das Minimalpolynom von fiq
iiber F'. Mit ¢ bezeichnen wir den Inhalt eines Polynoms aus F[ X 1], der mit Hilfe eines fest
gewdhlten Reprisentantensystems der Primelemente von R berechnet wird. (Erinnerung:
Der Inhalt ¢(f) eines Polynoms f € R[X] ist der g¢gT' seiner Koeffizienten, berechnet mit
dem Représentantensystem (¢(0) := 0). Ist f € Quot(R)[X] und a € R\{0} mit af € R[X],
so ist ¢(f) := c(af)/c(a). Fir f,g € Quot(R)[X] gilt ¢(fg) = ¢(f)c(g), und aus ¢(f) =1
folgt f € R[X]. Insbesondere ist fiir f # 0 stets f/c(f) € R[X].) Dann ist p = p/c(p).

Sei nun 0 # g € K[X1,...,Xky1] = R[Xj41] eine Relation, d.h. g(f1,..., frt1) = 0.
Fassen wir g als Element von R[Xj11] auf, so bedeutet dies ¢g(fx+1) = 0. Es ist zu zei-
gen, dass g polynomiales Vielfaches von p/c(p) € R[Xj41] ist. Da p das Minimalpolynom
von fk+1 iiber F ist, gibt es ein h € F[Xy11] mit ph = g, also ¢(p)c(h) = c(g). Damit ist

g= ﬁ C(];L) ¢(g), und da jeder der drei Faktoren in R[Xj.1] liegt, folgt die Behauptung. O

Da in unserem Fall alle Polynome homogen sind, ist die das Relationenideal erzeugen-
de Relation ebenfalls homogen bei Gewichtung deg X; := deg f;. Falls man weis, dass die
in (a) betrachtete Menge algebraisch abhéngig ist, es also Relationen positiven Grades
gibt, kann man nacheinander alle Grade d = 1,2, 3,... durchlaufen, in jedem Grad d die
Menge der Monome vom Grad d in hsop;—1 U {f;} bilden und hiervon dann eine nichttri-
viale Linearkombination der 0 suchen - in jedem Schritt wird also ein homogenes lineares
Gleichungssystem gelost. Sobald man eine Losung hat, ist diese dann somit die minimale,
erzeugende Relation, und das Verfahren terminiert. Wie bereits erwidhnt wurden die mini-
malen Grade d in der Praxis meist bald so grof, dass die erzeugende Relation nicht mehr
gefunden werden konnte.

Hat man die Relation erstmal gefunden, ist die Berechnung des hsops vergleichsweise
leicht. Sind némlich f = f1, fa,..., fn € K[X1,...,X,] = K[X] und interpretiert man
f als Relation, so sind fs,..., f, genau dann ein hsop fiir K[X]/(f), falls f, fo,..., fn
ein hsop fiir K[X] ist. Nach Eisenbud [14, Lemma 13.2.c] kann man dazu fir ¢ > 2 z.B.
fi = X; — a; X1 (ggf. vorher homogenisiert) wihlen mit a; € K geeignet. In der Praxis
reicht es meist, zwei der a; ungleich 0 zu wéhlen. Héufig ist z.B. (nach umnumerieren)
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fe X{Xg + (X3,...,X,), und fiir fo bietet sich dann eine Homogenisierung von X; + X»
an, und fiir die restlichen Elemente f; = X;, i > 2. Dies ist dann tatséchlich ein hsop, da
die gemeinsame Nullstellenmenge der n Polynome offenbar nur aus 0 € K™ besteht (aus
X, =...= X3 =0 folgt mit f = 0 dann X; X5 = 0; zusammen mit X; + X5 = 0 dann
auch X; = Xy = 0). Hilberts Nullstellensatz liefert die Ganzheit von K[X]/K|[f1,..., fa]-
Man sieht bereits, dass das Relationenideal des néchsten hsops entsprechend komplizierter
wird.

1.1.2 Tiefe und regulire Sequenzen

Definition 1.15 Sei R kommutativer Ring mit 1, und M ein R-Modul. Eine Folge von
Elementen ay,...,a, € R heifit eine M-regulire Sequenz (der Lange n), falls gelten:

(a) (a1,...,an)M # M.

(b) a; ist kein Nullteiler von M/(ay,...,a;—1)M fir allei=1,...,n. (D.h.: Ist aymy +
.t aim; =0 mit my,...,m; € M, soist m; € (a1,...,a;—1)M.)

Ist I ein Ideal von R mit IM # M, so wird mit depth(I, M) die Tiefe von I auf
M bezeichnet, die grisste auftretende Ldnge einer in I liegenden, M -requldren Sequenz
(diese Zahl ist endlich fiir R noethersch und M endlich erzeugter R-Modul ([14, Propo-
sition 18.2])). Man schreibt auch depth(I) := depth(I, R). Eine solche regulire Sequenz
grofitmaoglicher Linge heifit dann eine die (I-)Tiefe messende reguldre Sequenz.

Eine in I liegende regulire Sequenz (ay,...,a,) heiffit maximal, wenn sie nicht zu einer
langeren requldren Sequenz in I erginzt werden kann, d.h. I besteht nur aus Nullteilern von
M/(ai,...,an)M.

Ist R sogar eine eine graduierte Algebra, und M ein graduierter R-Modul (d.h. M =
D2, M; als K-Vektorriume, b € Z, und R;M; C M,y; fir allei,j), und sind alle Ele-
mente einer requliren Sequenz zusdtzlich homogen, so spricht man von einer homogenen
reguldren Sequenz. Ist Ry das mazimale homogene Ideal von R, so heifit depth(M) :=
depth(Ry, M) die Tiefe von M (# 0), insbesondere ist depth(R) = depth(R, R) die Tiefe
von R.

Ein Ideal I von R ist auch ein R-Modul. Mit depth(/) meint man dann aber immer
depth(Z, R) und nie depth(Ry,I).

Ist R = P/I als Quotient eines Polynomrings P nach einem Ideal I gegeben, so lisst sich
algorithmisch entscheiden, ob eine Folge a1, ...,a, € R R-regulir ist. Offenbar ist ndmlich
ay genau dann kein Nullteiler von R, wenn fiir das Quotientenideal I : (a1) = I gilt. Weiter
ist genau dann ay kein Nullteiler auf R/(a1) = P/(I 4 (a1)), wenn (I + (a1)) : (a2) =
I + (aq) gilt u.s.w. Quotientenideale lassen sich aber mit Grobner-Basen berechnen, siehe
z.B. [12, section 1.2.4]. Ein entsprechender Algorithmus ist in MAGMA mit dem Befehl
IsZeroDivisor implementiert.

Satz 1.16 (Rees) Sei R ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul und I
ein Ideal von R mit IM # M. Dann haben je zwei maximale M -requlire Sequenzen in
I die gleiche Linge, nimlich depth(I,M). Eine M -requlire Sequenz in I ist also genau
dann mazimal, wenn sie die Tiefe misst. Insbesondere kann jede in I liegende M -regulire
Sequenz zu einer die Tiefe von I messenden M -requliren Sequenz erginzt werden. Ist daher
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1.1 Graduierte affine Algebren

(a1,...,a,) eine M-regulire Sequenz in I, so ist
depth(I, M/(ay,...,a,)M) = depth(I, M) —r. (2)
Beweis. Siehe Bruns und Herzog [6, Theorem 1.2.5] oder [40, Satz E.7]. O

Der folgende Satz besagt, dass wir uns zur Bestimmung der Tiefe in den uns interessie-
renden Fillen auf homogene regulére Sequenzen beschrinken kénnen.

Satz 1.17 Ist R eine graduierte affine Algebra, M ein endlich erzeugter, graduierter R-
Modul, und I ein homogenes Ideal von R mit IM # M, so existiert eine homogene
M -regulire Sequenz der Linge depth(I, M) in I. Genauer lisst sich jede in I liegende
homogene M -requlire Sequenz zu einer die Tiefe depth(I, M) messenden, in I liegenden
homogenen M -reguldren Sequenz ergdnzen.

Beweis. (Vgl. Bruns und Herzog [6, Propositon 1.5.11].) Sei aq,...,ar € I eine homoge-
ne M-regulire Sequenz (k = 0 erlaubt). Ist k = depth(Z, M), so sind wir fertig. Sei also
k < depth(I, M). Nach Satz 1.16 ist die M-Sequenz ay,...,a; dann nicht maximal, d.h.
I besteht nicht nur aus Nullteilern von N := M/(ay,...,ar)M # 0. Da die Menge der
Nullteiler von N in R (und der 0) durch |JAssg N gegeben ist (Eisenbud [14, Theorem
3.1.b)), gilt also I € |JAssg N. Da die a; homogen sind, ist N ein graduierter R-Modul,
und damit sind die (endlich vielen) Elemente von Assgp N homogene Primideale (Eisen-
bud [14, Theorem 3.1.a, 3.12]). Nach dem (graduierten) Lemma iiber das Vermeiden von
Primidealen ([40, Lemma II1.3.6] oder [6, Lemma 1.5.10]) existiert dann ein homogenes
ag+1 € I mit ag41 € JAssg N. Dann ist ag4q kein Nullteiler von N = M/(aq,...,ax)
und damit aq, ..., ars1 eine homogene M-reguldre Sequenz in I. Durch Induktion folgt die
Behauptung. O

Tragt R also zwei verschiedene Graduierungen, die beide das gleiche maximale homogene
Ideal R4 haben, so gibt es fiir jede der Graduierungen jeweils eine homogene regulire
Sequenz der gleichen Lénge depth R.

Die Giiltigkeit dieser Sétze zu gewéhrleisten ist einer der Griinde fiir die Forderung
IM # M in der Definition der Tiefe eines Ideals. In der graduierten Situation bedeutet die
Standardbedingung I'M # M iibrigens lediglich M # 0 und I C R...

Homogene regulire Sequenzen haben - im Gegensatz zu den nicht homogenen - sehr
angenehme Eigenschaften. Zum Beispiel gilt

Satz 1.18 Sei R eine graduierte Algebra, M # 0 ein graduierter R-Modul. Ist dann
(a1,...,a,) eine homogene M -requlire Sequenz, so ist fir jede Permutation m € Sy, auch
(@r(1)s- -+ Qr(n)) €ine homogene M -regulire Sequenz.

Beweis. Da S,, von den Transpositionen (k,k+1) mit 1 < k < n— 1 ezeugt wird, geniigt es
den Satz fiir eine solche Permutation zu beweisen. Hierfiir ist lediglich noch zu zeigen, dass
ax+1 kein Nullteiler von N := M/(aq,...,ar_1) und a; kein Nullteiler von N/(aps1)N
ist, wobei ag,ar1q1 eine N-regulire Sequenz ist. Es geniigt also den Satz fiir n = 2 und
m = (1,2) zu beweisen.

Wir zeigen zuerst, dass ag kein Nullteiler auf M ist. Sei ndmlich m € M mit agm = 0. Da
dies dann auch fiir jede homogene Komponente von m gilt (weil as homogen ist), kénnen
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

wir m als homogen annehmen. Es gilt dann erst recht asm = 0 € M/(ay)M, und wegen
der M-Regularitit von aq,as folgt m € (a1)M. Es gibt also m’ € M mit m = aym/. Da
m und a; homogen sind, konnen wir dann auch m’ homogen wihlen, und es ist wegen
dega; > 0 dann m = 0 (dann sind wir fertig) oder degm’ < degm. Aus 0 = agm = ajasm’
und weil a; kein Nullteiler ist, folgt agm’ = 0. Da die Graduierung von M nach Definition
nach unten beschrinkt ist, folgt durch Induktion nach degm (genauer: ,Jagd nach dem
kleinsten Verbrecher“) dann m' = 0 und damit dann doch m = aym’ = 0.

Sei nun my € M mit aymq =0 € M/(ag)M, d.h. es gibt me € M mit aymq + agmg = 0.
Wir miissen m; € (a2)M zeigen. Da aj,as M-regulir ist, gilt mo € (a1)M, d.h. es gilt
my = aym’ mit m’ € M. Also ist 0 = aymy + agmo = aymy + ajagm’ = a1(mq + agm’).
Da a; kein Nullteiler auf M ist, folgt also m; = —asm’ € (a2) M, was zu zeigen war. (Vgl.
auch [40, Korollar E.16 und Satz E.17] fiir eine Verallgemeinerung (mit anderem Beweis).) O

Satz 1.19 Sei R eine graduierte affine K-Algebra, M ein endlich erzeugter graduierter
R-Modul, I ein homogenes Ideal von R und a ein homogenes Element von R. Ist dann
(I + (a)M # M, so gilt

depth(I + (a), M) < depth(I, M) + 1.

Wir geben zunéchst einen allgemeinen Beweis, und dann einen elementaren Beweis unter
einer Zusatzannahme, die in dieser Arbeit stets eintreffen wird, da bei uns immer M = §
eine nullteilerfreie Oberalgebra von R sein wird. Der 1. Beweis kann daher ggf. {ibersprun-
gen werden.

1. Beweis (mit Homologie). Wir {ibersetzen den in Eisenbud [14, Lemma 18.3] gegebe-
nen Beweis (fiir einen lokalen Ring R) in unsere graduierte Situation. Sei zy,...,z;, ein
homogenes Erzeugendensystem von I, und sei

k+1:=depth({ 4 (a), M).

Sei dann K (z1,...,%,,a) der zu diesem Erzeugendensystem von I + (a) gehorende Koszul-
Komplex, siehe [14, Section 17.2]. Nach der Charakterisierung der Tiefe durch das Ver-
schwinden der Homologie des Koszul-Komplexes [14, Theorem 17.4] ist dann H'(M ®
K(x1,...,2p,a)) = 0 fir ¢ < k. Nun hat man nach [14, Corollary 17.11] eine exakte Se-
quenz

H(M @ K(z1,...,2,)) = H(M ® K(21,...,2,)) = H™N M @ K(x1,...,2,,0)),

wobei die erste Abbildung durch Multiplikation mit a gegeben ist. Fiir ¢ < k — 1 sind die
rechten Homologiemoduln gleich 0, d.h. die Linksmultiplikation mit a ist surjektiv. Also
gilt
H{(M @ K(z1,...,2,)) = (a)g - H(M @ K(21,...,,)).

Nun sind die Homologien des Koszul-Komplexes graduierte R-Moduln, und (a)g ist ein ho-
mogenes Ideal in R. Aufgrund obiger Gleichung folgt dann aus dem graduierten Nakayama-
Lemma [14, Exercise 4.6] oder [40, Lemma A.9], dass H'(M ® K (z1,...,z,)) = 0 fiir
i < k — 1. Wieder aufgrund der Charakterisierung der Tiefe mittels Homologie folgt
depth(I, M) > k, und mit der Definition von k die Behauptung. O
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1.1 Graduierte affine Algebren

Die Idee fiir den folgenden Beweis hat mir Gregor Kemper beim Kaffee-trinken mitgeteilt.

2. Beweis (elementar) unter der Zusatzvoraussetzung, dass a kein Nullteiler auf M ist, (a)
also selber eine regulire Sequenz der Lénge 1 in I + (a) ist. Nach Satz 1.17 kann man a
zu einer maximalen homogenen reguliren Sequenz a,b; + ria, bs + roa, ..., by + ria, mit
b; € I,7; € R homogen, in I + (a) ergénzen. Insbesondere gilt dann

depth(I + (a), M) =k + 1. (3)
Nun gilt aber fiir alle s = 1,...,k, dass
(a,by + ria,by +roa, ... bi—1 +ri—1a)M = (a,by,ba, ..., bi—1)M,
und fiir m € M ist dann
(b; +ria)m € (a,by +7r10,b2 + 120, ... ,b;—1 +1i1a)M < bym € (a,by,ba,...,bi_1)M, (4)
und ebenso
m € (a,by +ria,by +rea, ..., bi—1 +ri_1a)M < m € (a,by,ba,...,bi—1)M. (5)

Da a,by + ra,by + raa,...,bg + rpa regulér ist, ist dann also auch (a,by,be, ..., bx) M-
regulér - man lese dazu (4) von rechts nach links, verwende die Regularitéit und lese dann
(5) von links nach rechts. Zusétzlich ist die Sequenz homogen, und damit ist nach Satz 1.18

auch die Permutation (b1, ba,...,bk,a) M-regulédr. Insbesondere ist dann (by, bo, ..., by) ei-
ne regulire, in I liegende Sequenz. Es folgt k < depth(I), mit (3) also depth(I + (a), M) <
depth(Z, M) + 1. |

Korollar 1.20 Sind in obiger Situation ay, ... ,a, € R homogen mit (I+(a1,...,a,))M #
M, so gilt
depth(I + (a1,...,a,), M) < depth(I,M) +n

Beweis. Induktiv folgt depth(I + (ai,...,a,), M) < depth({ + (a1,...,an—1),M) + 1
depth(I + (a1,...,ap—2),M)+2 < ... <depth(I,M)+n

O IA

Mit Hilfe des folgenden Satzes ldsst sich die Tiefe eines Ideals oft bestimmen. Er ist
inspiriert von Shank und Wehlau [57, Theorem 2.1}, welche sich nach eigenen Angaben von
Eisenbud [14, Corollary 17.12] inspirieren lieflen.

Satz 1.21 Sei R eine graduierte affine K-Algebra, M # 0 ein endlich erzeugter graduierter
R-Modul. Seien aq,...,a, € Ry homogen und aq,...,a; eine M-requlire Sequenz (k < n).
Gibt es dann ein m € M mit m ¢ (ay,...,ap)M, aber aym € (ay,...,ax)M fir alle i =
1,...,n, so gilt

depth((ay,...,an)r, M) = k.

Aquivalente Formulierung: Ist I # R ein homogenes Ideal, a,...,a; € I eine ho-
mogene M-regulidre Sequenz, und gibt es ein m € M mit m ¢ (a1,...,ax)M, aber
rm € (ay,...,a;)M fir alle r € I, so gilt

depth(I, M) = k.
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

Beweis. Nach Satz 1.16 geniigt es zu zeigen, dass ay, . .., a; eine maximale regulére Sequenz
in I :=(ay,...,a,)R ist, denn dann misst sie die Tiefe. Wire dem nicht so, so giibe es ein
a=ria; +...+rpay, € I (mit r; € R fiir alle i), so dass aq, ..., ax,a ebenfalls M-regulir
ist. Nach Voraussetzung ist aber am = riaym + ... + rpap,m € (ai,...,ax)M, jedoch
m ¢ (a1,...,ar)M, was im Widerspruch zur Regularitéit von aq, ..., ak, a steht.

Fiir die dquivalente Formulierung wihle man einfach homogene agy1,...,a, € I mit [ =
(a1,...,an). Genau dann ist rm € (a,...,a;)M fiir alle r € I, wenn a;m € (aq,...,ar)M
firi=1,...,n.

Man kann auch so schliefen: Nach Voraussetzung besteht I nur aus Nullteilern von
M/(aq,...,ar)M. Daher ist aq,...,a; eine maximale M-regulidre Sequenz in I und misst
damit die Tiefe. O

Es gilt auch die Umkehrung: Ist ay,...,ar eine mazimale homogene M -requlire Sequenz
in I, so gibt es ein m € M mit m & (ay,...,ax)M aber Im C (aq,...,ax)M.

Beweis. Nach Voraussetzung besteht I nur aus Nullteilern von N := M/(aq,...,a;)M.
Nach [14, Theorem 3.1.b] ist also I C ¢ ags,(n) > und nach [14, Lemma 3.3] gibt es dann
p € Assg N mit I C p. Zu p gibt es dann ein n € N \ {0} mit p = Anngn, und fiir m € M
mit n =m + (a,...,a)M gilt dann m & (aq,...,ax)M aber Im C (aq,...,a)M. O

1.1.3 Die Cohen-Macaulay Eigenschaft

In diesem Abschnitt fithren wir die Cohen-Macaulay Eigenschaft ein und bringen den Zu-
sammenhang zwischen phsops und reguldren Sequenzen.
Ab jetzt sei immer R eine graduierte affine K-Algebra und M ein endlich erzeugter
graduierter R-Modul.
Fiir jedes Ideal I # R gilt
depth(I) < height(]), (6)

siehe [14, Proposition 18.2]. Daher ist die im Folgenden definierte Zahl stets grofier gleich 0.

Definition 1.22 Der Cohen-Macaulay-Defekt eines echten Ideals I von R ist die Differenz
von Hohe und Tiefe,
cmdef(I) := height(I) — depth([]).

Der Cohen-Macaulay-Defekt von R ist die Differenz von Krulldimension und Tiefe, also
cmdef(R) := dim(R) — depth(R) = cmdef(R4).

R heifit Cohen-Macaulay, falls cmdef(R) = 0, also wenn es eine homogene reguldre Sequenz
der Linge dim(R) gibt.

Beispielsweise sind Polynomringe R = K[Xj, ..., X,] Cohen-Macaulay, da offenbar die
Folge der Variablen X7, ..., X, eine reguldre Sequenz der Lénge n = dim R bildet.

Satz 1.23 (a) Jede homogene R-regulire Sequenz ai,...,ar € R4 erzeugt ein Ideal der
Héhe k, height(ay,...,ar) =k, ist also insbesondere ein phsop.

(b) Ist R Cohen-Macaulay, so ist auch umgekehrt jedes phsop (der Linge k) eine R-
requldre Sequenz (und erzeugt damit nach (a) ein Ideal der Héhe k).

18



1.1 Graduierte affine Algebren

(c) R ist genau dann Cohen-Macaulay, wenn fir ein hsop ai,...,a, von R und A :=
Klay,...,ay,] der dann iber A endlich erzeugte A-Modul R sogar frei ist. Wenn diese
Eigenschaft fiir ein hsop gilt (also R Cohen-Macaulay ist), dann gilt sie sogar fir jedes
hsop.

Beweis. (a) Seiay, ..., a) eine homogene regulire Sequenz. Diese ist dann natiirlich maximal
reguldr in dem Ideal (aq,...,ax)r, und daher ist

(6)
k = depth(ay,...,ax)r < height(ai,...,ax)r <k,

wobei im letzten Schritt Krulls Hauptidealsatz verwendet wurde. Also gilt Gleichheit, und
mit Lemma 1.5 ist a1, ..., a; ein phsop.

(b) und (c). (i) Sei zunéchst aq,...,a, ein hsop von R, n = dim R, so dass R frei iiber
A:= Klay,...,ay] ist. Dann gibt es g1,...,gmn € R mit

m
R= EBAgj und A — Ag;, aw ag; injektiv fir j =1,...,m.
j=1

(Die zweite Bedingung, die fiir ein nichtnullteilerfreies R nétig ist um ,,R frei iiber A*
zu formulieren, wird in der Literatur oft vergessen.) Wir zeigen, dass dann aq,...,a, e€i-
ne reguldre Sequenz ist - dann ist insbesondere R Cohen-Macaulay. Sei also & < n und
r1,...,7y € R mit

ria; + ...+ rgap = 0.

Zur; € @i, Agj,i=1,....k gibt esdann p;; € A, j=1,...,mmit r; = 377", p;;g;. Es

folgt
k. m
D> pigiai =0,
i=1 j=1

Aufgrund der Direktheit der Summe R = @;n:1 Ag; und der Injektivitdt von A — Ag;
folgt Zle pija; =0 fir j =1,...,m. Aus

k—1
Prjak = —sz‘jaz‘, J=1....m,
i=1

und weil A ein Polynomring ist, folgt, dass die rechte Seite (nach Zusammenfassen) nur aus
Monomen besteht, von denen jedes durch a; und wenigstens durch ein a;, ¢t =1,..., k—1
teilbar ist. Es folgt

Prj € Aay + ... +Aap_1 j=1,...,m,

und daher

m
T = Zpkjgj € Ra1+ ...+ Raj_1.
j=1
Dies zeigt die Regularitéit der Folge ay, ..., a,, und da n = dim R ist R Cohen-Macaulay.
(ii) Sei nun umgekehrt R Cohen-Macaulay, also depth R = dim R =: n, und ay, ..., a, ein
hsop sowie A = K]ay,...,ay]. Aufgrund des nachfolgenden Lemmas 1.24 ist dann ebenfalls
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depth(A4, R) = n. Da R endlich erzeugter A-Modul ist, besitzt R nach dem Hilbertschen
Syzygien Satz ([14, Cororllary 19.8]) eine endliche freie Auflgsung iiber dem Polynomring A.
Insbesondere ist damit die projektive Dimension von R als A-Modul endlich, pdy R < oc.
Damit sind die Voraussetzungen zur Anwendung der graduierten Auslander-Buchsbaum
Formel (Eisenbud [14, Exercise 19.8]) erfiillt, und nach dieser gilt dann

pdy R = depth(A4, A) — depth(A4+,R) =n —n=0.

Daher gibt es eine projektive Auflésung von R der Lénge 0, d.h. R ist selbst projektiv als
A-Modul. Endlich erzeugte projektive graduierte Moduln iiber graduierten noetherschen
Ringen sind aber frei ([14, Theorem 19.2]). Also ist R frei als A-Modul.
Zusammenfassend haben wir also gesehen: (i) Wenn es ein hsop gibt, so dass R frei
iiber A = K[hsop] ist, so ist dieses hsop eine regulidre Sequenz. Insbesondere ist R Cohen-
Macaulay. (ii) Wenn R Cohen-Macaulay ist, so ist R frei iiber A. Insbesondere ist also nach
(i) das zu A gehorige hsop eine regulidre Sequenz. Dies zeigt (b) und (c). O

So wie cmdef R = 0 bedeutet, dass R frei iber A = Khsop] ist, so bedeutet cmdef R =
1, dass der erste Syzygien-Modul (der Generatoren von R als A-Modul) frei iiber A ist.
Allgemein folgt aus der Auslander-Buchsbaum-Formel

pdy R = depth(A;, A) — depth(A4, R) = dim R — depth R = cmdef R,
dass cmdef R = k dquivalent ist zur Existenz einer minimalen freien Auflésung
0—-A" — ... > A" - A™ - R—0.

Also bedeutet cmdef R = k, dass der k-te Syzygien-Modul im(A™ — A™-1) = ker(A™ -1 —
A™-2) (dabei ,A"1 := R, A2 :=0“) frei iiber A ist.

Ist M ein R-Modul und A ein Unterring von R (mit 1z € A), so ist M auch ein A-Modul.
Sind aq,...,a, € A, so gilt

(a1, ...,an)M :=(a1,...,an)rM = (a1,...,an)aM.

Beweis. Die Inklusion ,, 0% ist wegen R DO A offensichtlich. Ist b = (D_"  a;ri)m €

(a1,...,an)RM mit ri,...,7, € R, m € M, so ist wegen r;m € M auch b= " | a;(r;m) €
(a1,...,an)aM. Da die betrachteten Elemente b den linken Modul erzeugen, zeigt dies die
Inklusion ,,C*. O

Aufgrund dieser Eigenschaft kann man also den Index R bzw. A bei der betrachteten
Menge weglassen.

Lemma 1.24 Sei A eine graduierte affine Unteralgebra von R, so dass R ganz tiber A ist
(2.B. A die von einem homogenen Parametersystem erzeugte Unteralgebra), und M # 0
ein endlich erzeugter graduierter R-Modul (2.B. M = R). Dann gilt

depth(Ry, M) = depth(Ay, M),

d.h. die Tiefe von M als R-Modul ist gleich der Tiefe von M als A-Modul.
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Beweis. (vgl. [12, Lemma 3.7.2].) Da R endlich erzeugt als A-Modul, ist auch M endlich
erzeugt als A-Modul. Sei ai,...,ar € Ay eine maximale M-reguldre Sequenz in A,. Es
geniigt zu zeigen, dass diese auch in R, maximal ist (wegen Satz 1.16), also dass R nur aus
Nullteilern von N := M/(ay,...,ax)M besteht (wir nehmen hier die 0 auch als Nullteiler).
Nach Voraussetzung besteht jedenfalls A, nur aus Nullteilern von N. Dann liegt A, erst
recht in der Menge aller Nullteiler von N in R, welche nach [14, Theorem 3.1] gleich der
Vereinigung der assoziierten Primideale von N in R, also gleich | J Assg N ist. Dann gilt also
At C Upeassp v PN A, und rechts steht eine endliche ([14, Theorem 3.1]) Vereinigung von
Primidealen von A. Nach dem Lemma iiber das Vermeiden von Primidealen [14, Lemma
3.3] liegt A, also in einem dieser Primideale, d.h. es gibt P € Assg N mit AL C ANP C A
(da 1 ¢ P). Da A} maximales Ideal ist (wg. A/A; = K), folgt also A, = AN P. Nach
Definition der Graduierung auf A gilt auch A, = AN R,;. Nach [14, Proposition 3.12] ist
P ein homogenes Primideal, also P C R.. Da R/A ganz ist, gibt es zwischen den iiber A
liegendenen Primidealen P und R, aber keine echte Inklusion [14, Corollary 4.18]. Also
gilt P = R4, d.h. als assoziiertes Primideal besteht R, nur aus Nullteilern von N. Dies
war zu zeigen. O

Korollar 1.25 Ist aq,...,a, ein hsop von R, so ist
depth R = depth(ay,...,an)R.
Beweis. Nach dem vorigen Lemma gilt mit A := KJaq, ..., ay,]
depth(R) = depth(R4, R) = depth(A4, R)
depth(A4 R, R) = depth((ay,...,an)r, R)
depth(R4, R) = depth(R).

Also gilt iiberall Gleichheit. O

Satz 1.26 Sei R eine graduierte affine K-Algebra, und I # R ein homogenes Ideal. Dann
gilt
cmdef R > cmdef I = height I — depth [.

Ist insbesondere R Cohen-Macaulay, so gilt fir jedes homogene Ideal I # R
depth I = height I.

Beweis. Sei aq,...,a, eine maximale homogene regulidre Sequenz in I, also depthl = r
(vgl. Sédtze 1.16, 1.17). Dann gilt height(ay,...,a,) = r (Satz 1.23 (a)). Nach Lemma 1.5
(b) gibt es homogene a,41,. .., a1, € I mit height(ay,...,a, ;) = r+k = height(/). Dann
ist
k = height(I) — depth([I).

Nochmals nach Lemma 1.5 (b) (mit [ = Ry) ergénze man ay,...,a,+; zu einer Menge
homogener Elemente aq,...,a, € Ry mit n = height(ay,...,a,) = height Ry = dim R.
Nach Lemma 1.5 (a) ist diese Menge insbesondere ein hsop von R. Es folgt

depth(R) = depth((ai,...,an)r,R) (Korollar 1.25)
< depth((ai,...,ar4%)r, R) + (n —7r — k) (Korollar 1.20).
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Nun ist (a1,...,a,4%)r € I, und ay, ..., a, ist maximale regulire Sequenz in I. Also ist es
erst recht eine maximale reguldre Sequenz in (ay,...,ar4+%)r, d.h.

depth((a1,...,ar4k)r, R) =7

(Satz 1.16). Damit folgt aus obiger Ungleichung also depthR < r+ (n —r — k) = n — k,
oder k = height I — depth I < n — depth R = dim R — depth R = cmdef R.

Ist nun R Cohen-Macaulay, also cmdef R = 0, so gilt nach der gerade bewiesenen Un-
gleichung 0 > height(I) — depth([), und wegen depth(/) < height(/) (sieche (6)) gilt sogar
Gleichheit. O

An der Stelle in obigem Beweis, bei der Korollar 1.25 verwendet wird, konnte man statt-
dessen auch nochmal Lemma 1.24 verwenden und dann mehrmals zwischen der Betrachtung
von R als R- oder A-Modul hin und her wechseln. Die Betrachtung als A-Modul kann auch
deshalb niitzlich sein, weil Ideale in (dem Polynomring!) A oft besser iiberblickbar sind als
in R.

Wir wollen fiir diesen Satz, der unser wichtigstes Hilfsmittel sein wird, noch den , Lehr-
buch“-Beweis angeben (in den Lehrbiichern findet sich - wie fast immer - nur der Fall
noetherscher lokaler Ringe aufgeschrieben). Die folgende Proposition ist dabei auch von
unabhéngigem Interesse.

Proposition 1.27 Sei R eine graduierte affine Algebra und M # 0 ein endlich erzeugter
graduierter R-Modul. Dann gilt fiir jedes assoziierte Primideal o € Assgp M

depth(Ry, M) < dim(R/p).

Bemerkung. Hieraus folgt mit dim M := dim R/ Anng M = max{dim R/p| o € Assp M }
auch depth M < dim M.

Beweis. (Bruns und Hezog [6, Proposition 1.2.13] oder [40, Satz VII.2.3] fiir den lokalen
Fall). Wir machen Induktion nach der Tiefe depth(R4,M). Ist diese gleich 0, so ist die
Aussage klar. Sei also depth(R, M) > 0. Dann gibt es eine homogene M-regulére Sequenz
a € Ry der Lénge 1, und es gilt depth(R4,M/(a)M) = depth(Ry, M) — 1 (Satz 1.16).
Nach Induktion gilt also

depth(R4+, M/(a)M) < dim(R/P) fiir alle P € Assg M/(a)M. (7)

Da p € Assg M und M noethersch ist, gibt es ein nach [14, Proposition 3.12] homogenes
0 #m € M, so dass Rm maximaler von einem homogenen Element erzeugter Modul mit
der Eigenschaft p- Rm = 0 ist. Dann ist die Restklasse m von m in M/(a)M ungleich Null:

Sei ndmlich stattdessen m € (a)M, also m = am’ mit m’ € M. Da m und a homogen,
und a kein Nullteiler ist, ist dann auch m’ homogen. Wegen 0 = o - m = a - pm’ und der
M-Regularitéit von a wire dann auch p - m’ = 0, also p - Rm’ = 0 und Rm C Rm/. Da
dega > 0,m # 0 und m = am’ ist jedoch degm’ < degm, also Rm C Rm’ im Widerspruch
zur Maximalitdt von Rm.

Da also m # 0 und p - m = 0, besteht p nur aus Nullteilern von M/(a)M und liegt
daher in einem assoziierten Primideal P € Assgp M/(a)M, p C P. Weiter ist a ¢ p (da a
M-regulér und p € Assp M) aber a € P (da a € Anng M/(a)M C P), also p C P. Mit
Gleichung (7) folgt also

depth(Ry, M) —1 =depth(Ry,M/(a)M) < dimR/P <dimR/p — 1
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1.2 Lineare algebraische Gruppen und G-Moduln

und damit die Behauptung. O

Korollar 1.28 Sei R eine graduierte affine Algebra und I # R ein homogenes Ideal. Dann
qgilt

depth R < depth I + dim I.
Insbesondere gilt cmdef R > cmdef 1.

Beweis. (Bruns und Herzog [6, Exercise 1.2.23]). Sei ay, ..., a; € I eine maximale homogene
reguldre Sequenz in I, also k = depth(I, R). Wir wéhlen M := R/(ay,...,a) in der
Proposition. Da I nur aus Nullteilern von M besteht, also I C Upe Assp M £ gibt es ein
p € Assp M mit I C p. Mit der Proposition und Satz 1.16 gilt dann

depth(Ry, M) =depthR — k <dimR/p < dim R/I,

also depth R < depth I 4+ dim I. Da in jeder affinen Algebra dim I 4 height I < dim R gilt
(Proposition 1.1), folgt hieraus auch depth R < depth I + dim R — height I. O

1.2 Lineare algebraische Gruppen und G-Moduln

In diesem Abschnitt beziehen sich topologische Begriffe immer auf die Zariski-Topologie.
Dabei ist eine Teilmenge von K™ genau dann abgeschlossen, wenn sie eine affine Varietét
ist, d.h. Nullstellenmenge eines Systems von Polynomen in K[Xi,...,X,]. Morphismen
sind Abbildungen zwischen affinen Varietdten, die durch Polynome gegeben sind.

Definition 1.29 Fine lineare algebraische Gruppe ist eine affine Varietit G C K" zu-
sammen mit Morphismen - : G x G — G und ~' : G — G, so dass (G,-) zusammen mit
der durch ~1 gegebenen Inversenbildung eine Gruppe wird.

Wenn nicht anders vermerkt, bezeichnen wir das Einselement einer Gruppe immer mit ¢.

Standardvoraussetzung. Ab jetzt bezeichnen wir mit GG stets eine lineare algebraische
Gruppe, und mit V einen G-Modul (siehe die folgende Definition).

Definition 1.30 FEin G-Modul oder eine rationale Darstellung von G ist ein endlich-
dimensionaler K -Vektorraum V' zusammen mit einer linearen Operation von G auf V', die
durch einen Morphismus G — GL(V') gegeben ist.

In der iiblichen Weise wird V' dann Linksmodul iiber dem (im Allgemeinen nichtkommu-
tativen) Gruppenring KG. Dabei handelt es sich um den K-Vektorraum mit Basis G, der
durch distributive Fortsetzung der Multiplikation von G zu einem Ring wird.

Bemerkung 1.31 Ist V = K", soist GL(V) = GL,, als affine Varietét realisiert durch die
Menge

X:={(A4e) e K" xK:e-detA—1=0}.
Sind f;; € K[G], i,j = 1,...,n so, dass durch f : G — GL,, 0 — (fij(0));; ein Grup-
penhomomorphismus gegeben ist, so ist durch F : G — X, 0 — (f(0),det(f(c71))) ein
Morphismus (und damit eine rationale Darstellung von G) gegeben; Denn o +— o~ ist ein

Morphismus (also durch Polynome gegeben), und damit auch o + det(f(oc~1)), und es ist
det f(o=1)det f(o) = det f(o~lo) = 1.
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Die d-te symmetrische Potenz S*(V') eines G-Moduls V besteht aus den ,homogenen
Polynomen vom Grad d in den Basiselementen von V und der Null* - genauer handelt es
sich um den Faktormodul des d-fachen Tensorproduktes von V' mit sich selbst modulo allen
Relationen, die Polynome erfiillen (Kommutativitiit). Insbesondere setzt man S%(V) := K.
S4(V) ist in kanonischer Weise ebenfalls ein G-Modul.

FEin Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen G, H ist ein Morphismus f : G — H,
der zugleich ein Gruppenhomomorphismus ist. (Insbesondere ist ein G-Modul V' also nichts
anderes als ein algebraischer Homomorphismus G — GL(V')). Dann ist f(G) C H auto-
matisch eine abgeschlossene Untergruppe von H ([59, Proposition 2.2.5 (ii)]). Zwei lineare
algebraische Gruppen G, H heilen (algebraisch) isomorph, wenn es einen Isomorphismus
von Gruppen f : G — H gibt, so dass f und f~! Morphismen von Varietéiten sind.

Bemerkung 1.32 (Normalteiler und Faktorgruppen) Ist N ein abgeschlossener Nor-
malteiler von G, so kann man G /N die Struktur einer linearen algebraischen Gruppe geben,
derart dass die kanonische Abbildung G — G/N ein Homomorphismus linearer algebrai-
scher Gruppen wird ([59, Proposition 5.2.5] oder [29, Theorem 11.5] zusammen mit [59,
Proposition 2.2.5 (ii)]).

Ist X eine affine Varietit und f : G — X ein Morphismus von affinen Varietiten mit
f(gn) = f(g) firalleg € G,n € N, so induziert f einen Morphismus von affinen Va-
rietdten G/N — X, gN — f(g) ([59, Exercise 5.2.6 (2)] oder [29, Section 12.3]).

Ist V ein G-Modul, so ist VV ein G/N-Modul. Ist nimlich v € V¥ und g € G, so gibt

N
eszun € N einn’ € N mit ng =gn’, also ist n-gv = g-n'v vl gv, also gv € VN, und

N
damit ist V'V ein G-Untermodul. Weiter ist fiir ¢ € G, n € N stets gn - v vy g - v. Damit
ist der Morphismus G — GL(V®) konstant auf den Nebenklassen von N und induziert
damit nach oben einen Morphismus G/N — GL(VY), so dass V¥ also ein G /N-Modul ist.

Satz 1.33 Jede lineare algebraische Gruppe ist (algebraisch) isomorph zu einer abgeschlos-
senen Untergruppe einer geeigneten GL,(K). Dann ist V. = K" ein G-Modul mit einer
treuen Darstellung G — GL(V).

Beweis. Siehe [59, Theorem 2.3.6] O

Eigenschaften, die Matrixgruppen bzw. ihren Elementen zukommen, kénnen so auch
linearen algebraischen Gruppen zugeordnet werden, indem man sie mittels dieses Satzes
als Untergruppe einer GL,,(K) auffasst. So heifit ein o € G C GL,,(K) unipotent, wenn es
ein k € N gibt mit (o0 —)¥ =0 € K™ (hier ist ¢ = I,;x, € K™ die Einheitsmatrix). G
heifit unipotent, wenn jedes ihrer Elemente unipotent ist. Ein Element ¢ € G C GL,,(K)
heift halbeinfach, wenn o dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist. (Achtung: Eine Gruppe heifit
nicht halbeinfach, wenn jedes ihrer Elemente halbeinfach ist!)

Die Eigenschaften ,unipotent“ und ,halbeinfach* sind dabei wohldefiniert, denn wenn
sie fiir das Bild eines o € G unter einer treuen rationalen Darstellung G — GL,, (K) gelten,
so auch fiir das Bild unter jeder solchen Darstellung (siehe [59, Theorem 2.4.8]).

Satz und Definition 1.34 Mit GO bezeichnen wir die Zusammenhangskomponente von
G, die das neutrale Element v enthdlt. Sie ist die eindeutig bestimmite irreduzible Kom-
ponente von G, die v enthdlt, und ein abgeschlossener Normalteiler von G von endlichem
Index. G heifit zusammenhingend, wenn G = G°. (Siehe [59, Proposition 2.2.1]).
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Definition 1.35 G heifit reduktiv, wenn jeder abgeschlossene, zusammenhdngende und
unipotente Normalteiler von G trivial ist, d.h. nur aus dem FEinselement i besteht.

Alle klassischen Gruppen SL,,, GL,,, Sp,,, SOy, O, sind in allen Charakteristiken reduktiv
(siehe etwa [54, Chapter 5.9]). Auch alle endlichen Gruppen sind reduktiv, da die einzi-
ge zusammenhingende Untergruppe die Einsgruppe {:} ist. Dagegen sind die additiven
Gruppen G, = (K, +) nicht reduktiv, da sie selbst zusammenhéngend und unipotent sind.

Definition 1.36 G heifit linear reduktiv, wenn jeder G-Modul vollstindig reduzibel ist.
D.h. fiir jeden G-Modul V' und jeden G-Untermodul U <V existiert ein Komplement, d.h.
ein G-Untermodul W <V mit V=UdW.

Wir werden noch sehen, dass jede linear reduktive Gruppe auch reduktiv ist. Die klas-
sischen Gruppen sind nur in Charakteristik 0 linear reduktiv. In positiver Charakteristik
gibt es nur sehr wenige linear reduktive Gruppen. Es gilt ndmlich

Satz 1.37 (Nagata [45]) Seichar K = p > 0. G ist genau dann linear reduktiv, wenn G°
ein Torus ist und (G : G°) nicht durch p teilbar ist.

Diesen Satz kénnen wir erst auf Seite 36 beweisen. Deshalb werden wir Teile von ihm in
den folgenden Sétzen nochmals formulieren und ihn dann aus diesen folgern.

Dabei ist ein Torus eine zu einer G¥, isomorphe Gruppe (k > 0), wobei G,, = GL; =
{(a,b) € K? :ab—1 =0} = (K \ {0},-) die multiplikative Gruppe des Kérpers ist. Tori
sind in allen Charakteristiken linear reduktiv [59, Theorem 2.5.2], in positiver Charakteri-
stik sind sie nach obigem Satz sogar die einzigen zusamenhéngenden und linear reduktiven
Gruppen.

Interessanterweise geniigt fiir die lineare Reduktivitéit sogar die Forderung, dass ein spe-
zieller G-Modul vollstéindig reduzibel ist. Zunéchst noch eine

Bemerkung und Definition 1.38 Sei G eine lineare algebraische Gruppe, char K = p >
0, und V ein G-Modul mit Basis { X1, ..., Xy }. Dann ist der Untervektorraum (X¥, ..., XF) k
von SP(V') wegen des Frobenius-Homomorphismus sogar ein G-Untermodul und unabhdngig
von der speziellen Wahl der Basis von V. Daher kann er basisunabhdingig bezeichnet werden
als die p-te Frobenius-Potenz von V,

FP(V) = (XP ... XPY CSP(V).
Offenbar besteht FP(V') genau aus den p-ten Potenzen aller Elemente aus V', also
FP(V)={fe SP(V): esgibtveV mit f=0vP}.

Satz 1.39 (Nagata [45]) Sei G eine lineare algebraische Gruppe, V ein treuer G-Modul
(existiert stets nach Satz 1.33) und p = char K.

(a) Ist p =0, so ist G genau dann linear reduktiv, wenn V wollstindig reduzibel ist.

(b) Ist p > 0 und G zusdtzlich zusammenhéngend, so ist G genau dann linear reduktiv,
wenn der Untermodul FP(V) von SP(V') ein Komplement in SP(V') hat. Dies ist weiter
genau dann der Fall, wenn G ein Torus ist.
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Beweis. (a) Siehe [45, Theorem 3].

(b) ist im Beweis von [45, Theorem 1] versteckt. Da Nagatas Beweis etwas kryptisch
ist und wir das Resultat an entscheidender Stelle verwenden werden, bringen wir der
Vollstandigkeit halber einen geglitteten Beweis im folgenden Unterabschnitt. Diesen Teil
werden wir auch zum Beweis von Satz 1.37 verwenden. O

Korollar 1.40 Sei char K = p > 0, G eine lineare algebraische Gruppe, so dass die Zu-
sammenhangskomponente G° kein Torus ist, und V ein treuer G-Modul. Dann hat der
Untermodul FP(V') von SP(V') kein Komplement in SP(V'). Insbesondere ist G nicht linear
reduktiv.

Beweis. Da G kein Torus ist, hat nach Satz 1.39 (b) dann FP(V) (welches sowohl G-, G-
als auch GL(V)-Untermodul ist) kein G-invariantes Komplement in S?(V). Dann gibt es
erst recht kein G-invariantes Komplement, und damit ist G nicht linear reduktiv. O

Unter einer speziellen Zusatzvoraussetzung, die fiir viele Darstellungen klassischer Grup-
pen erfiillt ist, wollen wir kurz noch einen sehr anschaulichen Beweis dafiir geben, dass
FP(V) kein Komplement in SP(V) hat. Wir nehmen an, dass G C GL(V) eine nichttri-
viale abgeschlossene unipotente Untergruppe U enthiilt, so dass (V)Y = K[f] mit einem
f € V gilt. (Da U nichttrivial folgt dimV > 2. Weiter ist U° C G° eine abgeschlosse-
ne, zusammenhéngende nichttriviale unipotente Untergruppe, so dass G° kein Torus ist
- es handelt sich also tatséichlich um eine Zusatzvoraussetzung). Insbesondere ist dann
dim SP(V)V = dim K [f], = 1. Wire nun SP(V) = FP(V)® W mit einem G- (also erst recht
U-) invarianten Komplement W, so enthielten (etwa nach Springer [59, Theorem 2.4.11])
sowohl FP(V') als auch W # 0 (wegen dimV > 2) eine von 0 verschiedene U-Invariante,
also dim SP(V)V > 2, Widerspruch.

Hier nun eine Situation, unter der die gemachte Voraussetzung gilt. Wir betrachten V =
(X1,...,X,) als Dual von V* := K" = (eq,...,e,) (mit Standardbasis), also X;(ej) = d;;
fiir alle 4,j. Sei weiter U C GL(V) eine abgeschlossene Gruppe oberer Dreiecksmatri-
zen mit U -e; = {e1 + > 1y Nie; : \i € K} (Zariski-Abschluss) (). Dann gilt S(V)V =
K[V*)V = K[X;]. Offenbar ist niamlich X; € K[V*]V. Sei umgekehrt f = f(X3,...,X,) €
K[V*)Y. Fiir ein festes 1 € K \ {0} gilt dann wegen f € K[V*]V stets f((x1,0,...,0)) =
flo(x1,0,...,0)) fir alle 0 € U. Wegen (x) und weil Multiplikation mit x; # 0 ein
Homoéomorphismus ist, gilt dann f((x1,0,...,0)) = f((z1,22,...,2y)) fir alle z; € K
mit 1 # 0. Weil die Menge der x1 # 0 Zariski-dicht in K liegt, gilt dies dann auch fiir
x1 € K beliebig. Insbesondere erhalten wir damit

f((.%'l,xg, ces ,.%‘n)) = f((ml,O, Ce ,O)) = f(Xl,O, ce ,0)(.%'1,1‘2, ces ,Jjn)

fiir alle z; € K, und weil |K| = oo dann f = f(X1,0,...,0) € K[X;]. O

Dagegen ist etwa fiir char K = 2, G = Zy = {1,0} (also G® = {1} ein Torus) und
V = (X,Y) die reguldre Darstellung (mit 0 X =Y, 0¥ = X) durch K - XY ein Komple-
ment zu F2(V) in S?(V) gegeben. Dennoch gilt die Aussage des Satzes in vielen weiteren
Fallen, etwa wenn p > 3 und G C GL(V) eine Transvektion enthélt, siche Satz 4.6 und die
anschliessenden Bemerkungen nach dessen Beweis.
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Wir fiihren nun fiir den Rest der Arbeit noch etwas Notation ein: Ist V' ein G-Modul, so
meinen wir mit V' = (X1,..., X,,), dass {X1,..., X, } eine Basis von V als K-Vektorraum
ist, und eine eventuelle Darstellung G — GL,,(K), o — A, beziiglich dieser Basis berechnet
wird. Ist G C GL,,(K), so bezeichnen wir mit (Xi,..., X,,) auch die natiirliche Darstellung
von G, also fiir 0 = (a;;) € GL,(K) soll 0X; = >"7" | a;;X; gelten. Im Fall n = 2 schreiben
wir meist X und Y statt X; und Xs. Symmetrische Potenzen schreiben wir entsprechend
als homogene Polynome in den Basisvektoren, etwa S?((X,Y)) = (X2, Y2 XY).

Wir werden auch héufig den bekannten Kalkiil zum Rechnen mit Darstellungen ver-
wenden: Hat V' = (Xi,...,X,) die Darstellung o — A, = (a;), so hat der Dual V* =
Homg (V, K) = (X§,...,X}) mit Operation o-¢ := poo~! (mit ¢ € V*,0 € G) beziiglich
der angegebenen Dualbasis (also X;(X;) = 6;;) die Darstellung o — AL_,.

Ist W = (Y1,...,Y,,) ein weiterer G-Modul mit Darstellung o — B,, so hat V @ W =
(X19%,...,. X1 ®Y,,....X, ®Y,..., X, ® Y,,) die Darstellung 0 — A, ® B, :=
(aijo)z‘,sz...,n (Block-Matrix, Kronecker-Produkt von Matrizen). Ist T = (¢;;) Koordina-
tenmatrix eines Elements ¢ = ZZ j t;; X; ®Y; € V@ W, so hat o -t die Koordinatenmatrix
A,TBT.

1.2.1 Beweis von Satz 1.39 (b)

Wir benétigen zunéchst noch zwei Lemmata iiber zusammenhéngende lineare algebraische
Gruppen.

Lemma 1.41 Falls jedes Element einer zusammenhéngenden linearen algebraischen Grup-
pe G halbeinfach ist, dann ist G ein Torus.

Beweis. Da das einzige halbeinfache und unipotente Element einer Gruppe das Einselement
¢ ist, also insbesondere {¢} die einzige unipotente Untergruppe von G ist, ist G nach De-
finition reduktiv. Als zusammenhéngende reduktive Gruppe wird G nach Humphreys [29,
Theorem 26.3(d)] von einem maximalen Torus und den ,, Wurzeluntergruppen* erzeugt. Da
die Wurzeluntergruppen nur aus unipotenten Elementen bestehen (ebenfalls [29, Abschnitt
26.3]), sind sie also trivial, und damit ist G ein Torus. O

Ich danke Frank Himstedt fiir die Hilfe bei diesem Beweis; In Nagatas Arbeit [45, Lemma
3] steht hierzu einfach: ,,the following was proved by Borel“.

Lemma 1.42 Ist G zusammenhdngend und u € G unipotent, so existiert eine abgeschlos-
sene, zusammenhdngende, unipotente Untergruppe U von G mit u € U.

Beweis. Nach [59, Theorem 7.3.3 (i)] liegt u in einer zusammenhéngenden, abgeschlossenen
auflésbaren Untergruppe B von G, einer sog. ,Boreluntergruppe“ (vgl. [59, vor Theorem
7.2.6]). Fiir die auflésbare, zusammenhéngende Gruppe B bildet die Menge all ihrer uni-
potenten Elemente U nach [59, Corollary 6.9 (ii)] ebenfalls eine abgeschlossene, zusam-
menhéngende, unipotente Untergruppe, und offenbar ist u € U. O

Schliesslich noch ein einfaches Lemma {iber das Transformationsverhalten gewisser Ko-
ordinatenringe.
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Lemma 1.43 Sei V C K™*" eine affine Varietit, o € GL,,,7 € GL, und W := oV1 C
K™ ™. Dann ist ¢ : V.— W, v+ ovt ein Isomorphismus von Varietiten. Seien K[V] =
KX;j:i=1,....m, j=1,....,n]und K[W|:=K[Y;;:i1=1,...,m, j=1,...,n| jeweils
die Koordinatenringe mit X;;(v) = v, v = (v;5) € V bzw. Yij(w) = w;j, w = (w;;) € W.
Sei o* : K[W] — K[V, f — foy der zu ¢ gehirige Isomorphismus der Koordinatenringe.
Dann gilt

Auflerdem ist

@*(K[ﬁi’}:lﬁiﬁm,lﬁjgn]) = Klp"(Yi)P:1<i<m, 1<j<n]
= K[Xf;:lgigm,lgjgn]).

Beweis. Da ¢ Einschrinkung eines linearen Isomorphismus von K™*™ ist, ist klar dass
auch W eine Varietét, ¢ ein Isomorphismus von Varietédten sowie ¢* ein Isomorphismus
der Koordinatenringe ist. Sei nun v = (v;j) € V,0 = (0y;) € GLp,, 7 = (745) € GL,. Dann
ist

" (Yig)(v) = Yij(p(v)) = Yij(ovT)

= > OikUkiTlj
k=1,...m,=1,....,n
= Z ik Xpm;(v)  fiirallev €V,

k=1,...m,=1,....n

also gilt die angegebene Transformationsformel. Die letzte Aussage des Satzes folgt mit
dem Frobenius-Homomorphismus. O

Damit kommen wir zum

Beweis von Satz 1.39 (b). Es sei G eine zusammenhéngende lineare algebraische Grup-
pe, char K = p > 0, V = K" = (Xy,...,X,) ein G-Modul mit der treuen rationalen
Darstellung p : G — GL(V) = GL,, und

W= FP(V) = (XP,..., XP) C SP(V).

Wenn G ein Torus ist, so ist G nach Springer [59, Theorem 2.5.2 (c)| linear reduktiv
(der Beweis ist elementar fiihrbar). Wenn G linear reduktiv ist, so ist klar, dass W ein
Komplement in SP(V') hat.

Sei nun umgekehrt U C SP(V') ein G-Untermodul mit

SP(V)=UaW.

Wir zeigen, dass dann G ein Torus ist. Angenommen, G sei kein Torus. Nach Lemma 1.41
ist dann nicht jedes Element von G halbeinfach. Da es fiir jedes € G nach [59, Theorem
2.4.8] eine eindeutige Zerlegung x = xpx, mit x; € G halbeinfach und z, € G unipotent
gibt, enthélt also G ein vom neutralen Element verschiedenes unipotentes Element. Dieses
liegt dann nach Lemma 1.42 in einer nichttrivialen, zusammenhéngenden, abgeschlossenen
unipotenten Untergruppe H von G. Dann ist auch p(H) C GL,, eine nichttriviale, zusam-
menhéngende, abgeschlossene unipotente Untergruppe von GL,, (Springer [59, Proposition
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2.2.5, Theorem 2.4.8]). Da SP(V'),U, W erst recht H- bzw. p(H)-Moduln sind, kénnen wir
ab jetzt G = p(H) annehmen, um die Existenz der Zerlegung SP(V) = U & W fiir eine
abgeschlossene, zusammenhéngende, unipotente, nichttriviale Gruppe G C GL,, zum Wi-
derspruch zu fiithren. Nach [59, 2.4.11] gibt es ein 0 € GL,, so dass alle Elemente aus cGo !
obere Dreiecksmatrizen sind. Dann sind o SP(V') = SP(V'), U und oW = W (Frobenius-
Homomorphismus!) jeweils cGo~!-Moduln, und damit SP(V) = oU @ W, d.h. W hat
auch als cGo~'-Modul ein Komplement. Wir nehmen also weiter an, dass alle Elemente
aus G bereits obere Dreiecksmatrizen sind. Fiir o = (045)i j=1,..n € G gilt also 0 = 1
firi =1,...,n und o;; = 0 fiir ¢ > j. Wir konnen also G als abgeschlossene Teilmenge

n(n—1)

1 .. - . Lon(n—
von K2 auffassen, d.h. wir identifizieren o € G mit (04j)1<i<j<n € K3=1 Der

entsprechende Koordinatenring von G ist dann
K[G]=K[S;j:1<i<j<n] mitS;o)=o0 fir o= (o) €.
(Denn es ist Si; = 1 und S;; = 0 fiir i > j.) Wir setzen
A=K |S:1<i<j<n|={f:feK[G]}

die Unteralgebra von K[G], die aus allen p-ten Potenzen besteht.
Behauptung: Es existiert 1 < k <! <n mit Sy ¢ A.

Denn nach Humphreys [29, Corollary 17.5] ist G als unipotente Gruppe nilpotent, also
auflésbar. Da G auch zusammenhéngend und kein Torus ist, gibt es nach Springer [59,
Lemma 6.10] eine abgeschlossene Untergruppe H < G mit H = G,. Daher gibt es Mor-
phismen f : G, — H und g : H — G, mit g(f(t)) = t firallet € G,. Zu f gibt es
dann Polynome in einer Variable f;; € K[T| mit f(t) = (fi;(t))ij=1,.n € H < G. Da
9((fij(t))ij=1,...n) =t und g ebenfalls durch Polynome gegeben ist, gibt es wenigstens ein
Indexpaar (k,l), so dass T' als Monom in f; vorkommt. Dann gilt k£ < [, denn f; = 1 fiir
alle i und fi; = 0 fiir alle i > j. Es folgt fru(T) ¢ K[f;(T) : 1 <4 < j < n], denn in
keinem Element der rechten Seite kommt 7" als Monom vor. Damit ist erst recht Sy ¢ A,
sonst gébe es ndmlich F' € K[G] mit Sg; = FP, und auswerten an der Stelle f(¢) € G liefert
fkl(t) = Fp((fij(t))i7j:17...7n) fiir alle t € G, also doch fkl(T) = Fp((fij(T))i7j:17___7n) S
K[fZ(T) :1 <i < j <n]- Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung.

Aufgrund der Behauptung existiert nun genau ein Indexpaar (k,1), so dass gilt

e Su¢A SyecAfiri<j<l, SyeAfiri<k (dabei ist k < 1). (%)

Man erhélt es, indem man erst ein maximales | wéhlt so dass S;; € A fiir alle 1 < j < gilt
und dann das kleinste k£ mit Sy ¢ A. Auf der Menge {(¢,7) : 1 < i < j < n} fithren wir
nun folgende Ordnung ein:

(11,71) < (i2,J2) & j1 < j2 oder ji = jo, i1 < 2.

Fiir jede unipotente, obere Dreiecksmatrix 7 € GL, ist 7G7~! ebenfalls eine zusam-
menhéngende, unipotente Gruppe oberer Dreiecksmatrizen, und daher existiert zu jeder
solchen Gruppe genau ein Indexpaar (k, 1) mit der Eigenschaft (). Da die Menge der Ind-
expaare endlich ist, konnen wir ein 7 mit mazimalem zugehorigen Indexpaar geméfl obiger
Ordnung wihlen, und wir ersetzen G durch 7G7~! (dann ist entsprechend 7U das neue
Komplement zu W). Wir zeigen nun, dass die Maximalitéit von (k,!) folgende Konsequenz
hat:
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

NEKfiri=1,...,n, M £0=>> XSy ¢ A (8)
=1

Sei némlich stattdessen » ;" | \iSy € A. Da A\ # 0, kénnen wir O.E. A\;, = 1 annehmen.
Da S; € A fiir i < k nach (%), Sy =1€ Aund S;; =0 € A fiir i > [, gilt dann auch

-1
Annahme: dASaed, mit =1 (und )€K fivxi=Fk,...,l—-1). (9
i=k

Sei I, € K™ die m x m Einheitsmatrix. Wir betrachten nun die unipotente obere
Dreiecksmatrix

I
1 Mest oo o N
1 0o ... 0

In—141

Beim Inversen 7! erhalten dann lediglich die \; in obiger Matrix ein Minuszeichen. Sei
dann K[Y;; : 1 <i < j <n] = K[rGr~!] der zur Varietiit 7G7~! gehorige Koordinatenring
(wobei wieder Y;; = 1 und Y;; = 0 fir 4 > j). Nach Lemma 1.43 gibt es dann einen
Isomorphismus ¢* : K[Y;; : 1 <i < j < n] — K[G] mit

(QO*(Y; ‘))i,j:L...,n =T~ (Srs)r,szl,...,n ' 7-71-

Ist e; € K™ der i-te Einheitsvektor, d;; das Kronecker-Symbol und setzen wir A; = 0 fiir
i < koder¢>1,soist also fir alle 1 <14, <n

" (Vi) = ezTT (Srs)rs=1,..n - (6 — Ajex + djker).
Fiir j <[ bestehen wegen k < [ bereits die Komponenten von
(Srs)rs=1,..n - (€j — Ajer + 0jrer)
nur aus Linearkombinationen von S,s mit s < [, liegen also nach () in A. Damit gilt auch
o*(Y) €A firj<l
Fir j =1l und i < k ist

QD*(Y;Z) = 6;_1" : (Srs)r,szl,...,n e =9 € A

wegen ().
Schliesslich ist fiir j =1 und i = k

-1
SO*(Ykl) - eg‘T . (Srs)r,szl,...,n €l = Z )\rSrl €A
r=k
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nach (9). Nach der letzten Aussage von Lemma 1.43 gilt A = ¢* (K[Yg 11 <i<j<nl).
Da ¢* ein Isomorphismus ist, folgt nun aus obigen drei Enthaltenseinsrelationen, dass das
zu TGT~ ! gehorige, () erfiillende eindeutige Indexpaar (k') grofer ist als (k,1), was im
Widerspruch zur Maximalitidt von (k,[) steht. Damit ist die Annahme (9) falsch, d.h. (8)
ist richtig.

Sei nun o = (05)ij=1,..n € G (fest). Wir betrachten

¢: K[G] = K[G], [ — ¢(f)

mit
o(f):G— K, z— f(ox).
Es folgt
$(Sij)(z) = Sij(ox) =D (oirar;) = Y _0irSpj(x) fiir alle x € G,
r=1 r=1
also

$(Sij) = > 0irSrj.
r=1

Der Frobenius-Homomorphismus liefert sofort ¢p(A) C A. Da S;; € A fiir i < k nach (x), ist
dann also auch ¢(S;;) € A, d.h.

¢(Si) = > 0irSn € A,
r=1

also o = 0 nach (8). Dies gilt fiir alle i < k, und da o eine unipotente obere Dreiecksmatrix
ist, ist die k-te Spalte von ¢ damit gleich dem k-ten Einheitsvektor e;. Dies gilt fiir alle
o € GG, d.h. X}, ist unter G invariant:

o X=X, firalleoedG. (10)

Wir kehren nun zuriick zur Zerlegung SP(V) = U @ W. Fiir @ # k betrachten wir die
eindeutige Zerlegung

XiX]f_l =u; +w; mitwu; € Uyw; € W. (11)

Fir o = (04j)ij=1,..n € G ist

l
o - XlXIZ:_l (;0) ZUilXiX/I;_l (12)
=1
und damit
l !
g - u = O'(XlX]f_l — wl) = ZailXiX]I;_l —ow; = Z O’Z'lXZ'XIZ:_l + O'leIZ: — owy
=1 i1=1,i#k

l l

= E ol + E o w; + O'leg — owj.
i=1,i#k i=1,i#k
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

Die letzten drei Terme liegen dabei alle in W = (XP ... X%), und der erste Term in U.
Da U ein G-Modul ist, also ou; € U, folgt damit aus U N W = {0}:

l
g - uy = Z O;1U;. (13)

i=1,i#k

Sei (X7)* € SP(V)* das Funktional, dass von einem Polynom in SP(V) gerade den Koeffi-
zienten von X7 liefert. Dann ist

G K, o (XD (o w)
durch Polynome gegeben, also f € K[G]. Wegen (13) ist

! l
flo) = | Z o (X)) (u;) = | Z (XP)"(us)Sq(o)  fiir alle 0 € G,

also mit \; := (X7)*(u;)

f: Z )\zSzl (14)

1=1,i#k
Es ist aber
(f=Sw)0) = (XD w)—ouZ (XD (0 (XL —w)) — on
l
= (X0)* (Z o X XPTt — 0wz> — o = o — (X}) (owy) — op
i=1

= —(Xg)*(owl).

Da aber w; € W = (X?, ..., X}), sind die Koeffizienten der Monome von o - w; Polynome

in den p-ten Potenzen ij der Koeflizienten von o, und damit
f — Sy € A.
Wegen (14) ist dann aber

I
> XiSa— Su € 4,
i=1,i#k

im Widerspruch zu (8). Damit war die Annahme, dass G kein Torus ist falsch, und der Satz
ist bewiesen. O

1.3 Erste Kohomologie algebraischer Gruppen

Sei V' ein G-Modul. Ein (1)-Kozyklus ist ein Morphismus
g:G—V mit g, =09, + g, firalle o,7 € G.

Insbesondere gilt fiir das neutrale Element 1 € G : g, = g,, = 19, +g,, also g, = 0. Ist v € V,
so ist durch o — (0 — 1)v := ov — v ebenfalls ein Kozyklus gegeben, und ein Kozyklus der
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1.3 Erste Kohomologie algebraischer Gruppen

sich so schreiben lédsst, heiflt ein Korand oder ein trivialer Kozyklus. Die additive Gruppe
aller Kozyklen wird mit Z'(G, V') bezeichnet, die Untergruppe aller Koréinder mit B*(G, V),
und die Faktorgruppe (1. Kohomologiegruppe) mit H'(G,V) = ZY(G,V)/BY(G,V). Fiir
ein g € Z'(G,V) definiert man den erweiterten G-Modul V := V @ K mit der Operation
o(v,A) := (ov+Agy, A) fiir v € V, XA € K. Man rechnet sofort nach, dass dadurch tatséchlich
eine Operation auf V definiert ist. In V wird ¢ zu einem Korand, g € BY(@G, f/), denn
9o = (95,0) = (0 — 1)(0,1) fiir alle 0 € G.

Ist V = K™ mit Darstellung o — A, € K™ und 0 — g, € K™ ein Kozyklus, so hat V

die Darstellung
UH<A<’ 9{’). (15)

(Liicken in Blockmatrizen wie hier werden wie iiblich mit Nullen aufgefiillt).

Seien V, W jeweils G-Moduln. Dann ist auch Homg (V, W) ein G-Modul mit Operation
gegeben durch o- f := 0o foo~! fiir f € Homg(V,W), o € G. Fiir den Fixmodul schreiben
wir Homg (V, W)¢ =: Homg(V, W) = Homgg(V, W).

Satz und Definition 1.44 Sei V' ein G-Modul und W ein Untermodul. Dann ist
Homg (V,W)o := {f € Homg (VW) : flw =0} =W & (V/W)*
ein Untermodul von Hompg (V, W). Damit gilt
dimgx Homg (V, W)y = dimg (W & (V/W)*) = dimg W - (dimg V' — dimg W).

Beweis. Nur die angegebene Isomorphie ist beweisbediirftig. Sei p: V' — V/W der kanoni-
sche Epimorphismus. Dann ist Homg (V/W, W) — Homg (V, W), f — f o p ein Isomor-
phismus von G-Moduln, und daher

Hompg (V,W)o = Homg (V/W, W) 2 W @ (V/W)*.
g
Zur Anwendung der néchsten Proposition ist die folgende einfache Aussage oft hilfreich:

Bemerkung 1.45 Sei U <V < W eine Kette von G-Moduln. Wenn U kein Komplement
mn V' hat, so auch nicht in W.

Beweis. Angenommen, W = U @ U’. Dann gilt auch V = U & (U' N V), im Widerspruch
zur Voraussetzung: Fiir v € V' < W gibt es nimlich v € U,v’ € U’ mit v = u + o/, also
W =v—ueU NV.Auflerdem ist UN(U'NV) CUNU" ={0}. O
Proposition 1.46 Sei W Untermodul eines G-Moduls V', sowie + € Homg(V,W) mit
tw = idw. Dann ist durch o — g, = (0 — 1)t ein Kozyklus in Z'(G,Homg (V,W)g)
gegeben, welcher genau dann ein Korand ist, wenn W ein (G-invariantes) Komplement

'V hat.

Beweis. Zunichst ist g, € Hompg (V, W) fiir o € G zu zeigen: Fiir w € W ist

go(w) = ((oc — 1)) (w) =0 (L(O'_l’w)) w3 oy = 0, (16)
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

also g,|w = 0 und damit g, € Homg (V, W)g. Es ist klar, dass g ein Kozyklus ist.

Sei nun ¢ ein Korand, d.h. es gibt f € Homg(V, W)y mit g, = (0 — 1)t = (o0 —
1)f fir alle 0 € G. Fiir h := ¢+ — f folgt dann oh = h, also h € Homg(V, W), und ker h
ist damit ein Untermodul (G-invarianter Untervektorraum) von V. Fiir w € W gilt fer-
ner h(w) = t(w) — f(w) = w—0 = w, also h|lyw = idw. Da dann h(V) = W, folgt also
h(h(v)) = h(v) fir alle v € V. Also ist h Projektion auf W, und in iiblicher Weise folgt
nun V =W @ ker h:

firalleveV: v=(v—h(v))+h(v),
—— =~
€ker h cw
denn h(v — h(v)) = h(v) — h(h(v)) = h(v) — h(v) = 0. Ferner gilt fiir v € W N ker h, dass

p MWW h(v) = 0, also ist die Summe direkt.

Gilt umgekehrt V =W @& U mit einem G-invarianten Teilraum U, so wéhle
f € Homg (V,W)o mit flw =0, flu=t|v.
Wir zeigen g, = (0 — 1) f: Fiir w € W,u € U ist

ga(w +u) (E) go—(u) — ((O’ o 1)L)(’LL) — a(a(a’lu)) _ L(u) f‘U;L|U

o(flo~1w) — f(u) = (0 = D)) "= (0 = 1) f)(w + ),
also Gleichheit auf V =W @ U, und g ist ein Korand. O

Diese Proposition zeigt, dass wenn es einen G-Modul gibt, der einen Untermodul ohne
Komplement besitzt (also wenn G nicht linear reduktiv ist), dann gibt es einen nichttrivialen
Kozyklus (der Gruppe G). Ist umgekehrt V ein G-Modul und g € Z'(G, V) ein nichttrivialer
Kozyklus, so hat V kein G-invariantes Komplement in V = V & K - insbesondere ist G
nicht linear reduktiv. Ware némlich K (v, A) ein solches (v € V,A € K \ {0}), so wére
o(v,\) — (v,A) = (6(v) —v+ Agy,0) € K(v,A\) NV = {0} fiir alle 0 € G, also 0 — g, =
(o0 — 1)(—%v) doch ein trivialer Kozyklus. Damit ist folgender Satz gezeigt (Kemper [33,
Proposition 1], in weniger moderner Formulierung im wesentlichen auch bei Nagata [45,
Theorem 4]):

Proposition 1.47 FEine lineare algebraische Gruppe G ist genau dann linear reduktiv,
wenn jeder Kozyklus ein Korand ist, d.h. HY(G,V) = 0 fiir jeden G-Modul V gilt.

Korollar 1.48 Sei G eine lineare algebraische Gruppe und N <1 G ein abgeschlossener
Normalteiler. Ist G linear reduktiv, so auch G/N. Sind umgekehrt N und G/N linear
reduktiv, so auch G.

Man beachte hierbei, dass man G/N die Struktur einer linearen algebraischen Gruppe
geben kann, siehe Bemerkung 1.32.

Beweis. Ist G linear reduktiv, so ist jeder G/N-Modul via des Homomorphismus G — G/N
auch G-Modul mit den gleichen Untermoduln und damit vollstdndig reduzibel, so dass auch
G/N linear reduktiv ist. Seien umgekehrt N und G/N linear reduktiv und V' ein G-Modul.
Nach der Proposition miissen wir H'(G,V) = 0 zeigen. Sei also g € Z'(G, V). Dann ist
erst recht g|y € ZY(N,V) = BY(N,V), denn N ist linear reduktiv, also H'(N,V) = 0
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1.3 Erste Kohomologie algebraischer Gruppen

nach der Proposition. Damit gibt es ein v € V mit g, = (7 — 1)v fiir alle 7 € N. Fiir
he = go — (0 — 1)v fiir alle 0 € G gilt dann

h; =0 fiiralleT e N (17)

sowie h € ZY(G,V) mit h + BY(G,V) = g + B}(G,V). Es geniigt also h € BY(G,V) zu

. 17 . . . .
zeigen. Fir o € G, 7 € N gilt hyr = ch,y + hs (:) he. Weiter ist 7o = o7’ mit einem

7/ € N, und damit ist dann auch h,, = hy,~ = h, nach eben, insgesamt also
hor = hre = h, firallece G, ™€ N. (18)

Mit der Kozyklus Eigenschaft gilt dann

Thy = hoy — e B0 firalle o € Gor € N,

also hy € VN fiir alle 0 € G. Wegen (18) und Bemerkung 1.32 ist also mit H : G/N —
VN 6N + h, dann H € Z}(G/N,VYN) = BY{(G/N,V¥), denn G/N ist linear reduktiv.
Also gibt es w € VY mit H(oN) = (6N — 1)w d.h. h, = (¢ — 1w fiir alle 0 € G, und
damit h € BY(G, V). Also ist G linear reduktiv. a

Korollar 1.49 (Maschke) FEine endliche Gruppe, aufgefasst als lineare algebraische Grup-
pe tber einem Korper der Charakteristik p > 0, ist genau dann linear reduktiv, wenn p kein
Teiler der Gruppenordnung ist.

Beweis. ,=.“ Sei p = char K kein Teiler der Gruppenordnung |G|, und g € Z}(G,V) ein
Kozyklus eines G-Moduls V. Da |G| in K invertierbar ist, ist

v = @ Z gr € Vv
TG
wohldefiniert. Aus der Kozyklus Eigenschaft og, = g, — g folgt
-1
ov—v = @Z(goﬂ'_go)_v
TG

1
= v—i—]G!-@ga—v:gg fiir alle 0 € G.

Daher ist jeder Kozyklus ¢ ein Korand, also nach Proposition 1.47 G linear reduktiv.
»< .“ Sei p ein Teiler von |G|. Betrachte den reguliren G-Modul V' mit Basis {e; }seca
und der Operation gegeben durch 7e, = e;,. Offenbar ist dann

e:= Z es € Ve,
oeG

Wire G linear reduktiv, so hiitte Ke ein Komplement U in V, also V = Ke ® U (mit U
Untermodul). Sei v =} 7Aoo € U mit A, € K fiir alle 0 € G. Es folgt

Z TU = Z Ao Z Crg = Z A€ € U (da U Untermodul).

TeG ceG TG oeG
——

e
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

Da e ¢ U, folgt

Z A =0 fiir alle u = Z Aoty € U. (19)
ceG ceG
Sei
W::{Z)\geaeV: Z)\U:O}.
ceG ceG

Dann ist dim W = dim V' —1 und U C W nach (19). Da auch dimU = dim V — 1, folgt also
U=W.Daaber |G|-1=0,ist auche=3 _-1-e, € W = U. Dies ist ein Widerspruch
zu KenU = {0}. O

Aus dem Beweis notieren wir

Korollar 1.50 Sei G eine endliche Gruppe, p = char K ein Teiler der Gruppenordnung
|G|, V' die regulire Darstellung von G mit Basis {e;}oeq und e := Y. e, € VE. Dann
hat der Untermodul Ke kein Komplement in V.

ceG

Nun kénnen wir den Satz von Nagata beweisen:

Beweis von Satz 1.37. Sei G linear reduktiv. Nach Korollar 1.40 ist dann G° ein Torus.
Nach Korollar 1.48 ist auch die (endliche, Satz 1.34) Faktorgruppe G/G° linear reduktiv,
und nach dem Satz von Maschke gilt damit p (G : G°). Ist umgekehrt G° ein Torus und
p /(G : GY), so sind der Normalteiler G° bzw. die Faktorgruppe G//G® nach dem bereits
zitierten Springer [59, Theorem 2.5.2(c)] bzw. dem Satz von Maschke linear reduktiv. Nach
Korollar 1.48 ist dann auch G linear reduktiv. O

Die folgende Proposition (allgemeiner in Kemper [33, Proposition 2|, allerdings ohne
die Formel (20)) besagt, dass man jeden nichttrivialen Kozyklus annullieren kann. Sie wird
eines der wichtigsten Hilfsmittel fiir den Beweis unseres Hauptresultats sein. Wir verwenden
folgende Notation: Fiir G-Moduln V,W und 7 € W%, g € Z'(G,V) bezeichnen wir mit
T®g € H(G,W ® V) die Restklasse des durch ¢ — 7 ® g, gegebenen Kozyklus aus
ZHG,W V).

Proposition 1.51 Sei V' ein G-Modul, g € Z}(G, V) und V der entsprechende erweiterte

G-Modul. Sei {vy,...,v,41} eine Basis von V, derart dass {v1,...,v,} Basis von V ist
und ovpy1 = Vpy1 + go fiir alle o € G gilt (vgl. die Darstellung (15), S. 33). Ist dann
{vl,...,v5 1} die zugehorige Dualbasis von V* (also vi(v;) = d;5), so ist ™ := v} | in-

variant, und der Kozyklus o — 7 ® g, aus ZYG,V*® V) ist trivial (dh. T®g =0 €
HY G, V*®V)). Genauer gilt

TRGgr=—(c—1)f@uvi+...+ v, Quv,) fir alle o € G. (20)

Beweis. Bekanntlich ist durch lineare Fortsetzung von ¢ ® v — vp(-) ein G-Modul-Isomor-
phismus V*®V — Hom K(V, V') gegeben, und wir identifizieren deshalb beide Moduln mit-
einander. Es geniigt dann zu zeigen, dass beide Seiten von (20) auf der Basis {v1,...,vp41}
von V iibereinstimmen. Da {vy, ..., v,} Basis von V ist, ist (v} @uvy+...+vE@uv,)|y = idy.
Da V ein Untermodul von V ist, folgt o -idy = idy, so dass die rechte Seite von (20) ein-
geschriankt auf V' gleich 0 ist, und damit gleich der linken Seite eingeschriankt auf V' (da
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7|y = 0). Es bleibt Ubereinstimmung auf v, 1 zu zeigen. Die linke Seite liefert g,, und die
rechte wegen (v @ v1 + ... 4+ v} ® v,)(vp+1) = 0 ebenfalls

n n
— <Z ovU; (len+1)> = -0 <Z vivf (U1 + ga—l)> = —009s-1 = Jo,
i=1

=1

wobei im letzten Schritt die Kozyklus Eigenschaft 0 = g,,-1 = 0g,-1 + ¢, von g ausgenutzt
wurde. O

Mit einem 7w € V*¢ wie in Proposition 1.51 erhalten wir eine kurze exakte Sequenz von
G-Moduln
0—-V—-=VILK-—0, (21)

wir kénnen also jedem Kozyklus eine solche kurze exakte Sequenz zuordnen. Umgekehrt
sinduziert* eine kurze exakte Sequenz der Form (21) eindeutig ein Element aus H'(G,V).
Sei némlich v € V mit 7(v) = 1. Esist ov—v € kerm = V (0 € G), und damit ist mit h, :=
ov — v dann h € ZY(G,V). (Fiir die Situation aus der Proposition und v = v,,1 erhalten
wir gerade h = g zuriick.) Ist auch v € V mit 7(v/) = 1, so ist wegen 7(v — v') = 0 dann
u:=v—v €V, und fiir b, := ov' — ' gilt hy —h!, = (0 — 1)u, also h—h' € BY(G, V). Der
exakten Sequenz kann also wohldefiniert das Element h+ BY(G,V) € H'(G, V) zugeordnet
werden.

Wir verfolgen diesen Zusammenhang allgemeiner in Abschnitt 2. Dort werden wir als
Verallgemeinerung von Proposition 1.51 Annullatoren von Kozyklen in héherer Kohomolo-
gie behandeln.

Hat V eine Darstellung wie in Gleichung (15), so hat V* die Darstellung

o )
9?;-1 1
woran man nochmal unmittelbar sieht, dass der letzte Basisvektor 7 invariant ist.

Wir untersuchen kurz das Zusammenspiel der Propositionen 1.46 und 1.51: Sei V' ein
G-Modul, 0 # v € V% so, dass Kv kein G-invariantes Komplement in V hat. Sei weiter
V = Kv & U mit einem Untervektorraum U, und ¢ € Homg (V, Kv) mit ¢|y = 0 und
t(v) = v. Dann ist durch g, = (0 — 1)¢ ein nichttrivialer Kozyklus mit Werten in M :=
Hompg (V, Kv)g &£ Kv ® (V/Kv)* = (V/Kv)* gegeben. Der zugehorige erweiterte Modul
ist dann M = Hompg (V, Kv)o + Kt = Homg (V, Kv) = V*. Es folgt M* = V, und wegen
ot =t+ g, und v(2) := t(v) = 1 - v, kann man ¢ und v zu einem Paar dualer Basen in M
bzw. V = M* wie in Proposition 1.51 ergiinzen, so dass v = ¢*. Nach dieser Proposition
wird dann g € H'(G, M) von v € V = M* annulliert.

Quintessenz: Jede Invariante ohne Komplement tritt als Annullator eines nichttrivialen
Kozyklus auf.

1.4 Invariantentheorie

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Nach Wahl einer Basis kann man V als K"
auffassen. Dann bezeichnet K[V] die zum Polynomring K[X7, ..., X, ] isomorphe Algebra
der Polynomfunktionen auf V. Die Graduierung ist hier durch den Totalgrad gegeben, und
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K[V]; bezeichnet dann die Menge der homogenen Polynome vom Grad d und die 0. Ist V/
sogar ein G-Modul, so operiert G auf K[V] mittels o - f := foo~! fiir f € K[V],0 € G.
Damit ist K[V] isomorph zur symmetrischen Algebra S(V*) des Duals, K[V] = S(V*) =
>azo SUVY).

1.4.1 Invariantentheorie reduktiver Gruppen

Wir kommen zur invariantentheoretischen Charakterisierung der Reduktivitét.

Satz 1.52 Sei G eine lineare algebraische Gruppe.

(a) G ist genau dann reduktiv, wenn G geometrisch reduktiv ist, d.h. wenn fir jeden
G-Modul V und 0 # v € VY ein homogenes f € K[V]§ existiert mit f(v) # 0.

(b) G ist genau dann linear reduktiv, wenn fir jeden G-Modul V und 0 # v € VC ein
f e K|V|Y = V*C existiert mit f(v) # 0.

Insbesondere ist jede linear reduktive Gruppe auch reduktiv.

Da wir nun alle Arten von Reduktivitit beisammen haben, noch eine Bemerkung zum
Begriffsbabylon in der Literatur: In &lteren Arbeiten wie denen von Nagata wird mit dem
Wort ,,semi-reduktiv® unser geometrisch reduktiv bezeichnet (was also nach Satz 1.52 mit
unserem reduktiv zusammentfillt), und mit dem Wort ,reduktiv® unser linear reduktiv. (Na-
gata definiert ,,semi-reduktiv® iiber den Dual und mit speziellen Koréindern, man sieht aber
leicht, dass seine Definition zu unserer von , geometrisch reduktiv® dquivalent ist). Unser
yreduktiv® wird daher zur besseren Unterscheidung oft als gruppentheoretisch reduktiv be-
zeichnet. Insbesondere bei der Verwendung von ,reduktiv® ist also Vorsicht geboten.

Beweis. (a) Nach Nagata und Miyata [48, Theorem 2] ist jede geometrisch reduktive (also
,semi-reduktive® bei Nagata) Gruppe reduktiv. Mumford et al. [44] folgend kann man diese
Beweisrichtung auch so fiithren: Wenn G geometrisch reduktiv ist, so ist nach Nagata [46]
K[X]9 endlich erzeugt fiir jede G-Varietit X. Nach Popov [51] folgt hieraus jedoch, dass
G reduktiv ist.

Fiir die Umkehrung siehe Haboush [23].

(b) Ist G linear reduktiv und 0 # v € VY, so existiert ein Untermodul U von V mit
V = Kv@® U. Dann existiert ein lineares Funktional f € V* mit f(v) = 1, f|y = 0, und ein
solches ist G-invariant.

Sei umgekehrt die zweite Bedingung erfiillt. Wir zeigen, dass jeder Kozyklus g € Z*(G, V)
eines G-Moduls V trivial ist, wobei wir die Bezeichnungen aus Proposition 1.51 verwenden.
Mit Proposition 1.47 folgt dann die lineare Reduktivitét von G. Offenbar ist vy, | € VG,
Daher existiert nach Voraussetzung ein v € V**¢ = V¢ mit v(vi ;) = vi, (v) # 0,
wobei wir den iiblichen Isomorphismus V — V** verwendet haben. Wir kénnen O.E.
v51(v) = 1 annehmen, und dann ist v = v,41 — u mit einem v € V. Da v € VE, gilt
ov =w fiir alle o € G, also vy 41 + go — U = Vy 41 — u, oder g, = (0 — 1)u fiir alle 0 € G.
Da u € V ist also g € BY(G, V) ein Korand. O

In Charakteristik 0 fallen die Begriffe reduktiv und linear reduktiv zusammen:

Satz 1.53 (Nagata und Miyata [48]) In Charakteristik O ist eine lineare algebraische
Gruppe genau dann reduktiv, wenn sie linear reduktiv ist.
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Der folgende Beweis ist im wesentlichen der Originalbeweis, wobei wir jedoch Naga-
tas Begrifflichkeiten in unsere #quivalente iibersetzt haben. (Insbesondere Nagatas ,semi-
reduktiv® in unser geometrisch reduktiv.)

Beweis. Wir wissen bereits, dass jede linear reduktive Gruppe auch reduktiv ist.

Sei umgekehrt also G reduktiv in Charakteristik 0. Wir zeigen wieder, dass jeder Kozyklus
g € ZY(G,V) eines beliebigen G-Moduls V ein Korand ist, was nach Proposition 1.47 die
lineare Reduktivitédt von G zeigt. Wir verwenden wieder die Notation von Proposition 1.51.
AuBerdem identifizieren wir V = K[V*];. Da v}, € V*¢, existiert wegen der Reduktivitiit
von G ein homogenes f € K[V*|¢ = S(V) vom Grad d > 1 mit f(v},;) = 1 (O.E.).
Damit hat f die folgende Form:

f=vly +ag1vi] + ..+ ag mit a € STTR(V).
Also ist

of = (Uni1+90)" +0as1(vni1+90)" "+
= vfll_H + (dgo + Jad_l)vgji +...
Da S(V) G-invariant ist und of = f, erhilt man durch Koeffizientenvergleich bei vgji
also dg, + oag_1 = ag_1 mit ag_; € S} (V) = V. Da char K = 0, ist d invertierbar, also
9o = (0 —1)(—3aq_1) fiir alle ¢ € G mit —3ay_1 € V. Damit ist g € BY(G, V) ein Korand.
O

Wie wir bereits im Beweis von Satz 1.52 bemerkt haben, ist nach Nagata [46] fiir reduktive
Gruppen G und einen G-Modul V der Invariantenring K[V] endlich erzeugt (das gilt
sogar wenn V' blos eine G-Varietit ist), und damit also ein graduierter, affiner Bereich
(und nach Popov [51] folgt umgekehrt aus der endlichen Erzeugbarkeit von K[X]¢ fiir jede
G-Varietit X die Reduktivitdt von G). Damit konnen also Invariantenringe reduktiver
Gruppen mit den in Abschnitt 1.1 entwickelten Methoden und Begriffen untersucht und
beschrieben werden. Dies ist einer der Griinde, warum man heute ausreichend Theorie
nur fiir Invariantenringe reduktiver Gruppen zur Verfiigung hat. Das folgende Lemma, das
im wesentlichen von Nagata stammt, ist eines der Hauptwerkzeuge bei der Arbeit mit
Invariantenringen reduktiver Gruppen:

Lemma 1.54 (Nagata) Sei G eine reduktive Gruppe, V ein G-Modul und I C K[V]%
ein Ideal. Dann gilt
VIK[VINK[V] = VI

Beweis. (vgl. [33, Lemma 3]). Nach Nagata [46, Lemma 5.2.B] (oder Newstead [50, Lemma
3.4.2)) gilt
IK[VINK[V]Y CVI

fiir jedes endlich erzeugte Ideal I von K[V]“. Da Nagata in derselben Arbeit zeigt, dass
K[V]% eine endlich erzeugte K-Algebra, also noethersch ist, gilt diese Gleichung also fiir
jedes Ideal von K[V]%. Gilt nun f € /IK[V] N K[V]®, so existiert ein n mit f* €
IK[V] N K[V]®, also f € /I nach obiger Gleichung. Gilt umgekehrt f € /I, so gibt
es ein n mit f* € I C IK[V]N K[V]%, und dann gilt auch f € \/TK[V]N K[V]. O
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Damit kénnen wir die fiir uns wichtigste Eigenschaft reduktiver Gruppen beweisen (Kem-
per [33, Lemma 4]):

Lemma 1.55 Ist G reduktiv und bilden aq,...,a; € K[V]f ein phsop im Polynomring

K[V], so bilden sie auch ein phsop im Invariantenring K[V]%.

Beweis. Sei I := (ay,...,ax) ke Nach Lemma 1.5 ist height(/) = k zu zeigen. Sei p 2 I
ein minimales Primideal. Nach dem Krullschen Hauptidealsatz ([14, Theorem 13.2]) gilt
height(p) < k, d.h. wir miissen noch height(p) > k zeigen. Nach Lemma 1.54 gilt

p2VI=\IKVInK[V]= (| PnK[V]
POIK[V]
min. Primideal
Da @ prim und rechts ein Schnitt iiber endlich viele Ideale steht ([40, Satz I11.1.10.c]),
umfasst p eines dieser Ideale. Daher existiert ein minimales Primideal P O IK[V] mit
© O PN K[V]® D I. Da aber p ein minimaler Primteiler von I ist, folgt ¢ = P N
K[V]%. Da P ein minimaler Primteiler von IK[V] = (a1,... , k) i [v] ist, gilt nach Krulls
Hauptidealsatz height(P) < k. Da ay,...,a, ein phsop in K[V] ist, gilt aber auch k =
height(ay,...,ar) k) < height(P) nach Lemma 1.5 und nach Definition der Héhe, ins-
gesamt also height(P) = k. Wir ergédnzen nun das phsop zu einem hsop ay,...,a, von
K[V] (wobei i.a. apy; ¢ K[V]9), und setzen A := Klay,...,a,]. Offenbar gilt PN A D
(a1,...,ar)a, und da K[V]/A eine ganze Erweiterung von Integrititsringen mit A normal
ist, gilt ,,going-down* und damit ([40, Korollar VI.2.9]) k = height(P) = height(P N A) >
height(ay,...,ax)a = k, also PN A = (ay,...,axr)a, denn auf beiden Seiten stehen Prim-
ideale von A. Nun gibt es nach ,,going-down* ([14, Theorem 13.9]) eine Kette von Prim-
idealen P =Py, D Pr_1 D ... D Py von K[V]| mit P;,NA = (a1,...,a;)a firi =0,...,k.
Dann ist p = P, NK[V]¢ D P,_1NK[V]® D ... D PynN K[V]Y eine Kette von Primidealen
in K[V]% mit echten Inklusionen; Es gilt némlich a; € (ay,...,a;)a C P; fiir 1 < i < k,
also a; € P; N K[V]Y, und wire a; € P;_; N K[V]%, so hitte man auch a; € P;_1 N A =
(a1,...,a;—1)4a, ein Widerspruch (da A Polynomring). Dies zeigt height(p) > k. O

Die Invariantentheorie linear reduktiver Gruppen wird entscheidend geprégt von

Satz 1.56 (Hochster und Roberts [28]) Ist G linear reduktiv, so ist K[V]¢ Cohen-
Macaulay fir jeden G-Modul V.

Zusammen mit dem Satz von Nagata und Miyata 1.53 sind also in Charakteristik 0
Invariantenringe reduktiver Gruppen stets Cohen-Macaulay. Bis heute kennt man in Cha-
rakteristik 0 kein Beispiel eines nicht Cohen-Macaulay Invariantenringes.

1.4.2 Roberts’ Isomorphismus

Wir werden spéter massiv von einem Isomorphismus von SLo-Invariantenringen nach G-
Invariantenringen gebrauch machen, der (in Charakteristik 0) auf Roberts [52] aus dem Jahr
1861 zuriickgeht. Wir geben hier einen Beweis, der im wesentlichen eine Spezialisierung des
in [7, Theorem 3.2] gegebenen Beweises fiir einen allgemeineren Satz ist. Weitere Referenzen
sind Tyc [61], Seshadri [55] und Weitzenbock [62].
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Ist V' ein SLo-Modul, so ist V' auch ein G,-Modul via

t

0 1>€SL2 firveV, teG,. (22)

t-v:=o04-v mit O'tZ:<

Satz 1.57 (Roberts’ Isomorphismus) Sei V ein beliebiger SLo-Modul und U = K? der
SLs-Modul mit der natirlichen Darstellung

a b x1 \ _ [ axi+ bxo .. a b 1
<c d><x2>_<cx1+dx2> fur(c d>€SL2(K)’<x2>€U'
Wir schreiben f € K[U @ V]SL2 mit drei Koordinaten, d.h. fiir die Auswertung von f an
einem ((z1,22),v) € U @V schreiben wir f(xy1,x2,v). Dann ist durch

o: KUV = K[VI%, e 6(f) = f(1,0,)
(d.h. firveV ist ¢(f)(v) = f(1,0,v)) ein Algebren-Isomorphismus gegeben.

Beweis. Wir priifen zuniichst die Wohldefiniertheit von ¢. Sei also f € K[U @ V|82, Zu
zeigen ist, dass ¢(f) € K[V] dann G,-invariant ist. Fiir ¢t € G,, o wie oben und (1,0) € U
ist 04(1,0) = (1,0). Daher ist fiir t € Gg,v € V

(t ' ¢(f))(v)) = (ﬁ(f)(O;ﬂ)) = f(L 07 U—tv) = (f o U—t)(lv 07 U)
TERIEEVIT . £(1,0,0) = o(f)(v).

Da dies fiir alle v € V gilt, ist also ¢ - ¢(f) = ¢(f) fiir t € Gg, oder ¢(f) € K[V]Ce.
Offenbar ist ¢ linear und erfiillt auch ¢(fg) = o(f)p(g) fiir f,g € K[U @ V|32, d.h. ¢
ist ein Algebren-Homomorphismus.
Nun zur Injektivitit von ¢. Sei f € K[U @ V|52 und ¢(f) = 0. Dann ist

f(1,0,v) =0 firalleveV.

Da fiir alle o = < Z 2 > € SLy gilt dass f = f oo~ !, ist dann auch

f(l,O,v):<fo< d _ab >>(1,0,v):f(d,—c,01v):0 fiir alle v € V.

—C

Ist w € V beliebig und setzt man v := ow, so gilt also f(d, —c,w) = 0 fiir alle w € V
und alle ¢, d, die an entsprechender Stelle in Elementen aus SLy vorkommen konnen, also
(¢,d) # (0,0). Da die beschriebene Menge aller (d, —c,w) in K2 @V Zariski-dicht liegt, ist
also f =0¢€ K[U @ V]. Also ist ¢ injektiv.

Nun zum schwierigsten Teil des Beweises, der Surjektivitdt von ¢. Wir konstruieren ein
Urbild zu einem g € K[V]%. Dazu betrachten wir

G:SLyxV = K, (0,v)+ G(o,v) := glo" ).
Fiir o; wie in (22) gilt goo_; = g wegen g € K[V]%e. Also gilt

G(oot,v) = g(o_so ) = glo™ ) = G(o,v) fiir alle 0 € SLy,t € G,v € V. (23)
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a b

Wir interpretieren diese Gleichung nun fiir o = ( e d

) € SLy (also ad — bc = 1) und

unterscheiden die Félle a # 0 und ¢ # 0.
1.Fall: a # 0. Dann setzen wir ¢ := —3 und erhalten aus (23)

G(o,v) = G(ao—t,v):G<<Z %>,v>

1
= Jpl(a,c, v) mit k € Ngund p; € K[U @ V].

@)

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass G(c,v) = g(o~1v) ein Polynom in den Koordina-
ten von o und v ist, da g ein Polynom ist und die Operation von SLs auf V' durch Polynome
in den Koordinaten a, b, ¢, d eines o € SLo gegeben ist. Da man fiir eine Variable % einsetzt,
kann man einen Hauptnenner der Form a* ausklammern, und erhélt dann das Polynom p;.
Mit diesem (festen) Polynom gilt obige Gleichung dann fiir alle o, v mit a # 0.

2.Fall: ¢ # 0. Dann setzen wir t := —% und erhalten aus (23) analog wie oben

G(o,v) = G(Uo—t,v):G<<Z _0%>,v>

1
gpg(a,c,v) mit | € No und pp € K[U & V].

Sind nun a # 0 und ¢ # 0, so sind beide Ausdriicke fiir G(o,v) gleich, und man erhilt
dpi(a,c,v) = a¥py(a,c,v)  fiir alle a # 0,¢ # 0,0 € V.

Da die rechts beschriebene Menge jedoch Zariski-dicht liegt und es sich um eine Polynom-
gleichung handelt, gilt die Identitdt allgemein, also gilt auch mit unabhéngigen Variablen
A,Cund X = (Xy,...,X,,),n =dimV eines Polynomrings K[A, C, X], dass

C'pi(A,C, X) = AFpy(A, C, X).

Da A,C teilerfremd sind, folgt C!|ps(A, O, X) und AF|p;(A, C, X). Daher gilt mit dem
Polynom f := pi(A,C,X)/A* = py(A,C,X)/C! € K[U @ V], dass

G(a,v):g(glv):g« d —b

—c a
Wir behaupten, dass f das gesuchte Urbild zu g ist, also f € K[U @ V]2 und g = ¢(f).
Wir zeigen zuerst, dass f invariant ist. Sei also (x,y) € U \ (0,0),v € V, o € SLy. Dann ist

(0 )@ y,v) = flo(z,y),00) = flaz + by, cz + dy, ov),

und wir miissen zeigen, dass dies gleich f(x,y,v) ist. Aufgrund der Zariski-Dichtheit der
beschriebenen Koordinatenmenge in U @ V' folgt dann allgemein die Invarianz von f. Wir

unterscheiden wieder x # 0 und y # 0.
1

1. Fall: x # 0. Dann ist < z 2 ) € SLy, und es folgt

o @ 5((4,2))=0((4 ) (% )
- 9(( —(cx*—|— dy) a:ﬂj—by )"”)

@) flaz + by, cx + dy, ov).

) v) = f(a,c,v) furalle o € SLo,v € V.  (24)
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2. Fall: y # 0. Wir erhalten analog
(24) 0 3 B 0 5 d —b
e o(( 1)9-o((4 (4 )
B * *
- 9 —(cx +dy) ax+by oy

@) flaz + by, cx + dy, ov).

Damit ist f € K[U @ V]5“2 gezeigt. Schliesslich gilt mit der Definition von ¢

(24)

o)) = 10,00 @ (5 1 )v) =ow
fiir alle v € V', also ¢(f) = g, so dass f das gesuchte Urbild ist. O

Wir haben Roberts’ Isomorphismus hier auf der Ebene von Koordinatenringen K[V] =
S(V*) angegeben. Fiir uns fast wichtiger ist er auf der Ebene der symmetrischen Algebra
S(V). Wir verwenden die Notation im Satz und wie auf S. 27 beschrieben. Es hat U =

(X,Y) die Darstellung o — ( (CI Z ) Daher hat U* = (X*,Y™*) die Darstellung o —

( —db —ac ), also ist U* = (Y,—X) - man hat also die Entsprechung X* — Y und
Y* — —X und wir wollen hier kurz sogar identifizieren. Roberts’ Isomorphismus

SUX* Y*) @ V)2 = S((Y, - X) @ V*)Sl2 — §(v*)Be
l&sst sich dann beschreiben durch

f(X5 Yy 1) = f(Y,-X,T) — f(1,0,T),

wobei T' = (T1,...,T),) eine Basis von V* ist. Ersetzen wir V* durch V, so erhalten wir
also als Umformulierung:

Korollar 1.58 (Roberts’ Isomorphismus fiir die symmetrische Algebra) SeiV ein
SLo-Modul mit Basis T = (T1,...,T,), (X,Y) der SLa-Modul mit der natiirlichen Darstel-
lung. Dann ist durch

¢:S((X,Y) @ V) — S(V)%, f(X,Y.T)— f(0,1,T)
ein Isomorphismus gegeben.

Wir wollen uns noch die Umkehrabbildung ansehen. Sei wieder T' eine Basis von V. Ist
dann g € K[V*]% so hat man fiir ein Urbild f € K[U@V*]3"2 und (z,y) € U,z # 0,v € V*

et (20): 1/z 0 z 0
pew=a((%5 2))=((3 ) o)

Die Operation von SLg ist durch Polynome gegeben. In diese lassen sich aber nicht nur
Korperelemente, sondern auch neue Variablen einsetzen. Da wir die Entsprechungen = <
X*—Yund y < Y* <~ —X und T < v haben, erhalten wir so aus der letzten Gleichung

rv-xn=(( 2y ) ).
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Wir diirfen hier den Ubergang zu Variablen machen, da links eine Polynomfunktion in den
Koordinaten z,y, v steht und rechts eine rationale Funktion in x,y,v mit hochstens einer
Potenz von x im Nenner. Multipliziert man mit diesem Nenner, hat man ein Gleichung
von Polynomfunktionen, die fiir alle x # 0 gilt, also auf einer Zariski-dichten Menge. Dann
miissen aber auch die entsprechenden Polynome gleich sein, und insbesondere kann der
Nenner gekiirzt werden, so dass auf beiden Seiten Polynome stehen. Da f(Y, —X,T) das
gesuchte Urbild von g ist, erhalten wir also

Korollar 1.59 (Umkehrung von Roberts’ Isomorphismus) Es sei V' ein SLa-Modul
und (X,Y) der SLo-Modul mit der natiirlichen Darstellung. Dann ist durch

671 (V)% - S(X, V) e V)Sle, g ( o 1/Oy > 9

die Umkehrung von Roberts’ Isomorphismus gegeben. Das angegebene Urbildelement ¢~ (g)
erhdlt man dabei dadurch, indem man in die durch Polynome gegebene Operation von Slg

auf g € S(V) statt Korperelemente neue unabhdngige Variablen X,Y wie angegeben in die
entsprechenden Polynome einsetzt (Details im Beweis).

Beispiel. Sei V = (X1,Y7) & (X»,Ys) die zweifache Summe der natiirlichen Darstellung
von SLy. Wir berechnen die Urbilder der G,-Invarianten X7 und X;Ys — XoY7:

¢ 1(X,) =YX — XY;, und

XY, — XoV)) = (VX — XY]) - Yo /Y — (YXo — XY3)- V1 /Y = X Y5 — XuY).

Man verifiziert sofort, dass tatséchlich
(Y X1 —XY1) = X1, ¢(XiYa — XoV1) = XiY2 — XoV)
gilt.

An diesem Beispiel sehen wir auch, dass Roberts’ Isomorphismus nicht homogen ist,
zumindest dann, wenn wir beidemale die Standardgraduierung verwenden. So ist deg Y X7 —
XY; = 2, aber deg X7 = 1. Zumindest bildet ¢ aber die maximalen homogenen Ideale
aufeinander ab, d.h. es gilt

B(S((X,Y) @ V)T2) = S(V)§e. (25)

Beweis. Sei f € S(X,Y) @ V)iLQ. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung f = g + h mit
g€ SHX,Y))-S(V); (die Menge der endliche Summen aller Produkte aus beiden Mengen)
und h € S((X,Y)). Da die letzten beiden Mengen SLy-invariant sind, sind mit f auch g und
h invariant, also h € S({(X,Y))%"2 = K. Da f € S((X,Y) ® V), und g keinen konstanten
Anteil hat, ist also h =0 und f =g € S((X,Y))S(V)+. Da die Anwendung von ¢ einfach
ersetzen von X =0, Y = 1 bedeutet, ist also ¢(f) € S(V);. Dies zeigt die Inklusion ,,C*

n (25). Da weiter ¢(K) = K, also ¢( (X,)Y) o V)SLQ) = S(V)5* und ¢ bijektiv ist, gilt
sogar Gleichheit. O

Wir kénnen ¢ nun dadurch homogen machen, dass wir auf S(V)® einfach die Gradu-
ierung von S({X,Y) @ V)52 via ¢ vererben. Nach (25) #indert sich bei diesem Wechsel

44



1.4 Invariantentheorie

der Graduierung das maximale homogene Ideal von S(V)®e nicht, und damit auch nicht
depth S(V)Ba = depth(S(V)E“, S(V)®a) (vgl. Definition 1.15). Insbesondere haben wir fiir
jeden SLo-Modul V, dass

cmdef S(V)® = emdef S((X,Y) @ V)52, (26)

Man beachte, dass Roberts’ Isomorphismus nicht besagt, dass jeder G,-Invariantenring
S(V)®a zu einem SLy-Invariantenring isomorph ist. Als Voraussetzung hierfiir muss sich
die G4-Darstellung auf V' zu einer SLo-Darstellung erweitern lassen, so dass man die G-
Darstellung geméf (22), S. 41 zuriickerhélt. Eine solche fortsetzbare Darstellung von G,
heilt dann fundamental. Ein Beispiel fiir eine nicht fundamentale Darstellung in positiver
Charakteristik p ist

G, — GL3, t~ 1 )

sieche Fauntleroy [16, vor Lemma 2]. In Charakteristik 0 dagegen ist jede G,-Darstellung
fundamental. Wir geben hier nur einen elementaren Beweis fiir K = C, fiir den allgemeinen
Beweis (fiir den man die Theorie der Lie-Algebren benétigt) siehe [22, Lemma 10.2] oder [39,
I11.3.9]. Dann ist also in Charakteristik 0 jeder G,-Invariantenring isomorph zu einem SLo-
Invariantenring (insbesondere also endlich erzeugt - das ist der Satz von Weitzenbock [62]),
und damit nach Hochster und Roberts (Satz 1.56) Cohen-Macaulay. In Charakteristik 0
kann man also nicht nur fiir reduktive Gruppen, sondern auch fiir die einfachste nicht-
reduktive Gruppe G, kein Beispiel eines nicht Cohen-Macaulay Invariantenringes finden.

Satz 1.60 Sei K = C, und (X,Y) die Einschrinkung der natirlichen Darstellung von SLq

auf G,, d.h. die Darstellung G, — GLo, t — < Lt . Dann ist jede Darstellung von G,

01
isomorph zu einer direkten Summe von symmetrischen Potenzen S™((X,Y)) (fir m =0
ist dies gleich K, die triviale Darstellung) und damit insbesondere fundamental.

Beweis. Wir berechnen zunichst die Darstellung von S™((X,Y)) = (X™ X™~ 1y, ... Y™).
Es ist

J .
t- XTIy = XMI(X + Y)Y =) X7 (}7{) (tX)Iky*k
k=0

i
3 <‘;> ik xm—kyk, (27)
k=0

Sei nun p : C — GL,, t — p(t) eine beliebige Darstellung von G,, d.h. p(z + w) =
p(2)p(w) = p(w + 2) = p(w)p(z) fir alle z,w € C und p(0) = I, wobei I,, die n X n
Einheitsmatrix ist. Da die Eintréige von p(z) Polynome in z sind, ist die Einschréinkung p|r
differenzierbar. Mit Hilfe der Funktionalgleichung fiir p erhalten wir dann

dp . _ . plt+h)—p(t) .. plh)pt) — p(t)
a® = fm h = Hm, h

I,
pth) = I p(t) = Ap(t) fiir alle t € R.
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Die Losung der reellen Differenzialgleichung p = Ap, A € C"*™ mit Anfangswert p(0) = I,
ist bekanntlich eindeutig bestimmt und gegeben durch p(t) = exp(A - t), t € R. Da aber
jede Komponente von z — p(z) und z — exp(Az) eine holomorphe Funktion ist, und
beide Funktionen auf R iibereinstimmen, stimmen sie auf ganz C iiberein, also gilt p(z) =
exp(Az) fiir alle z € C.

Wir zeigen als néchstes, dass alle Eigenwerte von p(z) gleich 1 sind fiir jedes z € C. Sei
also A € C ein Eigenwert von p(z) und v € C" \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor, also
p(z)v = Av. Sukzessives multiplizieren mit p(z) ergibt p(nz)v = A" fiir alle n € N. Da
die Eintrdge von p(nz) Polynome in nz sind und v eine Komponente v; ungleich 0 hat,
ergibt sich durch Betrachten dieser Komponente von p(nz)v = A"v und Division durch v;
die Existenz eines Polynoms P(n) mit P(n) = A" fiir alle n € N. Es folgt

P(n+1) = A"t = \P(n) fiir alle n € N.

Da also die beiden Polynomfunktionen x — P(x+1) und z +— AP(z) auf N iibereinstimmen,
sind sie auch als Polynome gleich, also P(X + 1) = AP(X). Da aber P(X + 1) denselben
Grad und Leitkoeffizient wie P(X) hat, folgt A = 1.

Da also alle Eigenwerte von p(z) gleich 1 sind, gilt (p(z) — I,,)™ = 0 fiir alle z € C, also

auch <M%>n =0 fiir alle h € R\ {0}. Der Grenziibergang h — 0 liefert A™ =0, d.h. A

ist nilpotent. Die Jordanblocke von A sind damit von der Form

I = g Crmtixmtl,
-
0

Ist J = SAS~! die Jordan-Normalform von A, so ist exp(Jz) = Sexp(Az)S~! = Sp(2)S~1,
liefert also eine eine zu p isomorphe Darstellung. Die verschiedenen Jordanblécke von J
entsprechen dabei direkten Summanden der Darstellung. Wir beenden den Beweis, indem
wir zeigen dass z — exp(J,2) (bei geeigneter Basiswahl) eine Darstellung von S™((X,Y"))
ist. Bekanntlich ist

2 3 m
Lt g & i
2 .
N ) 1t L5 :
(Jmt) (4
exp(Jmt) = Z 7]:! = Lot 32! (28)
k=0 T L
: 2!
1 t
1
Aus (27),
1 e AL |
te= XMy =) . xmkyk
J! Z (j— k) k! ’
k=0
ersehen wir, dass die Darstellung von S™((X,Y’)) beziiglich der Basis {%Xm_ij cj =
0,...,m} genau durch (28) gegeben ist. O
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1.4.3 Die Dimension von Invariantenringen

Wir geben hier einige Zusammenhinge von dim K[V]¢, dimg V und dimG. Sei ferner
K (V) := Quot(K|[V]) der Kérper der rationalen Funktionen auf V. Fiir einen G-Modul V'
operiert G in kanonischer Weise auch auf K (V). Dann ist

KW ={feKV):0-f=f firalleoeG}

der Invariantenkdrper. Da er Zwischenkorper der endlich erzeugten Korpererweiterung K <
K (V) ist, ist er nach [47, Theorem 4.1.5] stets endlich erzeugt tiber K.

Offenbar gilt K (V)¢ O Quot(K[V]%). Das folgende Lemma (siche [13, Exercise 6.10])
gibt ein Kriterium, wann Gleichheit gilt.

Lemma 1.61 Sei G eine lineare algebraische Gruppe, so dass jeder algebraische Gruppen-
homomorphismus G — Gy, = (K \ {0}, ) trivial ist. Dann gilt

K(V)% = Quot K[V]¢
fir jeden G-Modul V.

Man beachte dabei, dass ein algebraischer Homomorphismus x : G — G, = {(a,b) €
K?:ab—1 =0} = (K \ {0},-) ein Gruppenhomomorphismus ist, der durch einen Mor-
phismus von Varietéiten gegeben ist. Schreibt man x = (x/, x”), so ist also ¥’ € K[G] und
X' induziert einen Gruppenhomomorphismus G — (K \ {0}, ).

Ist umgekehrt durch x’ € K[G] ein Gruppenhomomorphismus G — (K \ {0}, -) gegeben,
so ist durch x : G — G, 0 — (x'(), X (¢71)) ein algebraischer Gruppenhomomorphismus
gegeben, denn x'(a)x' (¢ 1) = X'(607!) = 1 (also x(0) € Gy,), und da G — G, 0 +— o1
ein Morphismus ist (und damit (o — x/'(c7!)) € K[G]), ist auch x ein Morphismus.

Die algebraischen Gruppenhomomorphismen G — G, entsprechen also eindeutig den
X' € K|G], die einen Homomorphismus G — (K \ {0}, -) induzieren. (Vgl. Bemerkung 1.31;
es ist G, = GLy.)

Beweis des Lemmas. Sei 0 # f € K(V)¢ und g,h € K[V] teilerfremd mit f = £ sowie
o€ G. Aus f = o - f folgt g(o - h) = h(o - g), also h|g(o - h). Da h, g teilerfremd, folgt
also hlo - h, und da degh = dego - h gibt es ein x(0) € K \ {0} mit ¢ - h = x(0)h. Da
die Operation von ¢ auf h durch Polynome in den Koordinaten von o gegeben ist, gilt
X € KJ[G]. Ferner sieht man aus x(o7)h = (o7) - h = o(th) = o - (x(7)h) = x(o)x(7)h,
dass x(o7) = x(o)x(7) fiir alle 0,7 € G, also dass x ein algebraischer Homomorphismus
G — G, ist. Nach Voraussetzung ist also x = 1 und damit » € K[V]“. Dann ist auch
g = fh € K[V]9. Dies zeigt f € Quot(K[V]%) und damit die fehlende Inklusion. O

Dass die Aussage des Lemmas fiir endliche Gruppen G gilt (wo es durchaus nichttriviale
Homomorphismen G — Gy, geben kann, z.B. G C G, endliche Untergruppe), sicht man
an der Gleichung (Bezeichnungen wie im Beweis)

9 _ 9 Iloecriy ol
h [legoh

Dann ist [] . oh € K[V] und mit f ist auch f-[[,cqoh =g- [,ec\qy oh invariant,
also in K[V]%. Damit ist f € Quot K[V]Y.

f=
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1 Grundlagen der kommutativen Algebra und der Invariantentheorie

Satz 1.62 Sei G eine lineare algebraische Gruppe und V' ein G-Modul. Dann gilt
trdeg K (V)¢/K > dimV — dim G.

Ist jeder algebraische Homomorphismus G — G, = (K \ {0},-) trivial, und ist K[V]
endlich erzeugt, so gilt insbesondere

dim K[V]¢ > dim V — dim G. (29)

Hierbei ist dim G = dim K [G] die Krulldimension der affinen Varietdt G und dim V' die
Dimension von V' als K-Vektorraum (was gleich der Dimension von V' als affine Varietét ist).

Beweis. Die erste Aussage des Satzes folgt aus Dolgachev [13, Corollary 6.2] oder Po-
pov/Vinberg Invariant Theory in [56, Corollary zu Lemma 2.4, p. 156 und Formel in
Section 1.4, p. 151]. Unter der Zusatzvoraussetzung gilt dann nach Lemma 1.61, dass
K(V)% = Quot K[V]%, und aus dim K[V]% = trdeg Quot(K|[V]%)/K fiir endlich erzeugtes
K[V]€ folgt dann die Behauptung. O

Satz 1.63 FEs gibt keinen nichttrivialen algebraischen Homomorphismus G, — Gy,. Ins-
besondere gilt fiir jeden Go-Modul V stets K(V)® = Quot K[V]%. Ist K[V]® endlich
erzeugt, so gilt auferdem dim K[V]% > dimV — 1.

Beweis. Sei
A:Go— G, ar > Ma®  mit Ay € K und A, # 0
k=0

ein algebraischer Homomorphismus. Es folgt

1=X0) = Aa)A(—a) = (i )\kak> (i )\k(—a)k> fiir alle a € K.
k=0 k=0

Koeffizientenvergleich liefert sofort n = 0, also A(a) = Ao = A(0) =1 fiir alle a € G,.

Die restlichen beiden Aussagen folgen sofort aus Lemma 1.61 und Satz 1.62 mit dim G, =
dim K' = 1. O

Dagegen ist exp : (C,+) — (C\ {0},:) zwar ein Gruppenhomomorphismus, aber eben
nicht algebraisch.

Satz 1.64 FEs gibt keinen nichttrivialen Gruppenhomomorphismus SL, — G,,. Insbeson-
dere gilt fiir jeden SLy,-Modul V stets K (V)5 = Quot K[V]3" und

dim K[V]3E > dim V — n? + 1.

Beweis. Sei ¢ : SL,, — G, ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist ¢(SL,) C G, insbeson-
dere abelsch, und damit liegt die Kommutatorgruppe SL!, im Kern von ¢, also SL!, C ker ¢.
Nach Hein [24, Satz 1.6.9] gilt aber SL! = SL,, (d.h. SL,, ist perfekt), also ist ker ¢ = SL,
und damit ¢ trivial.
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Die restlichen beiden Aussagen folgen nun wieder aus Satz 1.62 mit dim SL,, = n? — 1.
Da SL,, reduktiv ist, ist K[V]3" stets endlich erzeugt. O

Dass es keinen algebraischen Homomorphismus SL,, — G,, gibt, kann man auch leicht
beweisen, ohne dass man die Perfektheit von SL,, benutzen muss: Sei also ¢ : SL, — G,,
ein algebraischer Homomorphismus. Sei I, € K™*" die n x n Einheitsmatrix und E;; =
(0kid1;) € K™*™ die Matrix, die genau in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 und sonst
nur Nullen hat. Fiir ¢ # j sei N;j(a) := I, + aFE;;. Bekanntlich wird SL,, erzeugt von der
Menge {Njj(a) : i # 7,1 <i,j <n,a € K} (Gauss-Algorithmus, siche auch Hein [24, Satz
1.2.8]). Da Njj;(a)N;;(b) = Njj(a+b) fiir a,b € K, ist die Abbildung

(b e} Nij : Ga — Gm, a — ¢ (Nz] (a))

ein algebraischer Homomorphismus, also nach Satz 1.63 trivial. Damit gilt ¢ (N;; (a)) =1
fiir alle ¢ # j und a € K. Da also ¢ auf einem Erzeugendensystem von SL,, konstant gleich
1 ist, ist ¢ trivial.

Dagegen ist etwa det : GL, — G,, ein nichttrivialer algebraischer Homomorphismus.
Seien (X;,Y;) jeweils die natiirliche Darstellung der GLg und V* := @, (X;,Y;). Dann ist
bekanntlich K[V]%2 = K (siehe etwa [11]). Dagegen ist % € K(V)G2, Es ist also
K (V)2 £ Quot K[V]92. AuBerdem ist dim K[V]%"2 = 0 # dimV — dim GLg = 2n — 4

fiir n > 2. Gleichung (29) gilt also nicht allgemein.

Satz 1.65 Sei G eine lineare algebraische Gruppe und V' ein G-Modul, so dass die Dar-
stellung G — GL(V') unendliches Bild hat. Ist dann K[V]© endlich erzeugt, so gilt

dim K[V]¢ < dim V.

Beweis. Sei n = dimV und ¢ — A, € K"*™ die Darstellung von G auf V bzgl. einer
Basis. Nach Voraussetzung ist die Menge {A, : 0 € G} unendlich. Dann gibt es auch eine
Zeile i, so dass {el A, : 0 € G} (mit e; € K™ i-ter Spalteneinheitsvektor) unendlich ist.
Ist V* = (Xy,...,X,) mit Darstellung o Az_l, SO ist Az_lei der Koordinatenvektor
von o - X;. Also ist {0 - X; : ¢ € G} unendlich. Es ist K[V] = S(V*) = K[X1,...,X,].
Jedenfalls ist dim K[V]¢ = trdeg Quot(K[V]%)/K < trdeg K(V)/K = n. Angenommen, es
wiire dim K [V]¢ = n. Dann wire trdeg Quot(K[V]%)/K = n = trdeg K (V)/K, also wegen
der Additivitit des Transzendenzgrades trdeg K (V')/ Quot(K[V]%) = 0. Insbesondere wiire
X; € K(V) algebraisch iiber Quot(K[V]%). Daher gébe es ein 0 # f € Quot(K[V]9)[T]
mit f(X;) = 0. Da die Koeffizienten von f invariant unter G sind, folgt dann

0=0-0=0-f(X;)=f(c-X;) firalleoceg.
Also hiitte f die unendlich vielen Nullstellen o - X;, 0 € GG, ein Widerspruch. O

Damit erhalten wir die folgende Charakterisierung endlicher Gruppen:

Korollar 1.66 Sei G eine reduktive Gruppe. G ist genau dann endlich, wenn fir jeden
G-Modul V dim K[V]¢ = dim V' gilt.
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Beweis. Ist G endlich, so ist K[V]/K[V]® sogar ganz, insbesondere also dim K[V]¢ =
dim K[V] = dim V. Ist G unendlich, so ist fiir eine nach Satz 1.33 existierende treue Dar-
stellung V' das Bild von G — GL(V) mit G unendlich, und nach obigem Satz gilt dann
dim K[V]¢ < dim V. O
Bemerkung 1.67 Jede echte abgeschlossene Teilmenge (insbesondere jede echte abgeschlos-

sene Untergruppe) von G, = K ist endlich. Insbesondere hat eine nichttriviale rationale
Darstellung p : G, — GL(V) stets endlichen Kern und unendliches Bild p(Gy,).

Beweis. Da K[G,| = K[X] ein Hauptidealring ist, ist jede echte abgeschlossene Teilmen-
ge von G, Nullstellenmenge eines nichtkonstanten Polynoms und somit endlich. Ist p eine
nichttriviale rationale Darstellung von Gy, so ist ker p = p~!(idy/) also als echte abgeschlos-

~

sene Untergruppe von G, endlich. Dann ist p(G,) = G,/ ker p natiirlich unendlich. O

Ein Beispiel fiir eine nichttriviale und nichttreue Darstellung der G, ist zum Beispiel fiir

q_
La a>mitkerp:Fq.

char K =p, ¢ =p™ > 1 gegeben durch p: G, — GLs, a — < 1

Korollar 1.68 Sei V' ein nichttrivialer G,-Modul und K[V]% endlich erzeugt ist. Dann
gilt
dim K[V]® = dimV — 1

Beweis. Dies folgt mit der Bemerkung sofort aus den Sétzen 1.63 und 1.65. O

Korollar 1.69 Sei V' ein nichttrivialer SLy-Modul, (X,Y) die natiirliche Darstellung der
SLy und V :=V' @ (X,Y). Dann gilt

dim K[V]3"2 = dim V — 3.
Beweis. Nach Roberts’ Isomorphismus 1.57 ist K[V]3% = K[V']C Wir zeigen, dass

V' auch nichttrivialer G,-Modul ist, wobei hier G, = {( 1 Cll > ta € K} C SLs. Sei

p : SLy — GL(V') die Darstellung von V’. Nach Voraussetzung ist ker p <t SLy ein echter
Normalteiler. Nach Hein [24, Satz 1.2.12, 1.2.10] folgt hieraus ker p C {I3, —I2}. Insbeson-
dere ist G, Nker p = {I5} und damit V' sogar ein treuer G,-Modul. Also gilt nach dem
letzten Korollar

dim K[V]®"2 = dim K[V']® = dim V' — 1 = dim V — 3.

O
An dem Beweis sehen wir auch, dass jede nichttriviale, fundamentale (also auf SLgy fort-
setzbare) Darstellung der G, treu ist; Insbesondere ist die oben angegebene nicht treue
Darstellung der G, nicht fundamental.

Bemerkung 1.70 Das Korollar gilt auch, wenn V = (X?, YP)&V' ist. Wir werden ndmlich
in Satz 5.1 sehen, dass

SUXP,YPY e V)2 = S((X,Y) @ V)2 N K[XP, YP] @ S(V)

gilt. AuBerdem ist Ry := S({X,Y)®V")52 ganz iiber Ry := S({(X,Y)oV')S2NK[XP, YP]|®
S(V"), denn fiir f € Ry ist fP € Ry. Dann ist also dim Ry = dim Ry = dim V' — 1, und
damit auch dim (V)32 = dim Ry = dim V' — 3.
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2 Kohomologie von Gruppen

Dieser Abschnitt ist im wesentlichen als Exkurs zu verstehen, da die Resultate im weite-
ren nicht verwendet werden. Ziel ist es, eine Verallgemeinerung von Proposition 1.51 fiir
hohere Kohomologie zu geben. Das Ergebnis konnte zwar im Zusammenhang etwa mit
[32, Theorem 1.4 oder Corollary 1.6] von Bedeutung sein, aber da sich die gemeinsamen
Voraussetzungen schwer unter einen Hut bringen lassen, ist das Ergebnis mehr von ,aka-
demischem Interesse“. Wer an dieser Verallgemeinerung nicht interessiert ist, kann diesen
Abschnitt daher (evtl. nach Einfithrung der Grundbegriffe in Abschnitt 2.1) iiberspringen.
Im Gegensatz zu der in der Literatur {iblichen abstrakten Einfithrung der n-ten Kohomo-
logiegruppen als Ext’ (K, V) verwenden wir den expliziten und elementaren Zugang iiber
n-Kozyklen.

Eine weitere Besonderheit dieses Abschnitts ist eine andere Bedeutung bereits verwen-
deter Begriffe. Zunéchst ist G hier eine beliebige (also nicht notwendig lineare algebrai-
sche) Gruppe. Trigt G zusitzlich eine algebraische Struktur, wird diese ignoriert. Einen
G-Modul (oder auch KG-Modul) nennen wir in diesem Abschnitt einen (nicht notwendig
endlich-dimensionalen) K-Vektorraum V', auf dem G linear operiert (auch fiir eine lineare
algebraische Gruppe muss die Operation nicht durch einen Morphismus gegeben sein).

2.1 Koketten, Kozyklen und Kordnder
Sei G eine Gruppe und V ein G-Modul. Es sei
cC"(G,V)={9:G" -V} n>1
die Menge aller Abbildungen von G™ nach V und
cUG, V) :=V.

Ist v € C°(G, V) und f: V — W eine Abbildung in einen G-Modul W, so schreiben wir
auch fow fiir f(v). Dann ist fov € C%G,W). Ein Element g € C™(G,V) mit n > 0
heifit n-Kokette (mit Koeffizienten in V' ). Offenbar ist C™(G, V') in kanonischer Weise K G-
Modul (fiir g € C™"(G, V), o € G ist og definiert durch (og)(z) := o(g(z)) fur alle z € G™),
inbesondere also auch K-Vektorraum und additive Gruppe. Wir betrachten fiir n > 0 die
K-lineare Abbildung

6,‘{ :C"G,V) — C”H(G, V), g~ 8Xg

mit
n .
0y g(o1,... ong1) = 019(02,.. ., 0ng1) + ¥ _(=1)'g(01,...,0i1,0i0i11,0i42, .., Ont1)
i=1
+(=1)"g(or,...,0,) fiir (o1,...,0041) € G"TL (30)

Falls keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir auch 8, statt 9Y. Wir schreiben die
Formel fiir n = 0,1,2 und jeweils g € C"(G, V') explizit auf:

doglc) = og—g firalleo € G (hierist g€ C°(G,V)=V)
og(o,7) = og(r) —g(or) +g(o) firalle o,7 € G
dag(o1,02,03) = 019(02,03) — g(0102,03) + g(01,0203) — g(01,02) Vo1,02,03 € G.
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Wir definieren

Z"G,V) :=kerd) C C"(G,V), n>0,

die additive Gruppe der n-Kozyklen (mit Koeffizienten in V' ). Im néchsten Unterabschnitt
zeigen wir 8X+1 00Y =0 fiir alle n > 0, daher ist die Gruppe der n-Kordnder (mit Koef-
fizienten in V),

B™(G,V):=imdY | C Z"(G,V), n>1,

eine Untergruppe von Z"(G, V). Die Faktorgruppe
H"(G,V):=Z"(G,V)/B"(G,V), n>1

heilt n-te Kohomologiegruppe von G (mit Koeffizienten in V). Wir setzen auch H°(G, V) :=
Z%(G,V) = V& und B°(G,V) := 0. Ein n-Kozyklus g € Z"(G,V) heift trivial, falls
g € B"(G,V), sonst nichttrivial.

Ein 0-Kozyklus ist also eine Invariante ¢ € V. Ein 1-Korand ist eine Abbildung g :
G — V, fiir die es ein v € V = C°G,V) gibt mir g(o) = ov — v fiir alle ¢ € G. Ein
1-Kozyklus ist eine Abbildung g : G — V, die die Funktionalgleichung g(o7) = og(7) +
g(o) fiir alle o, 7 € G erfiillt. In Abschnitt 1.3, wo wir die erste Kohomologie algebraischer
Gruppen definiert haben, haben wir zusétzlich gefordert, dass g ein Morphismus ist. Um
die n-te Kohomologie algebraischer Gruppen zu definieren, wiirde man fiir eine lineare
algebraische Gruppe G und eine rationale Darstellung V' iiberall C"(G, V') durch

n
CEHOT

(G,V):={f:G" =V, [ Morphismus}

ersetzen (fiir endliche Gruppen ist dies gleich C™(G,V)). In diesem Exkurs werden wir dies
jedoch nicht weiter verfolgen.

2.2 Der Kokomplex

Wir miissen noch zeigen, dass

\4 \4
8n+2

On1 O ~ntl M1 o
.= C"G, V)3 C"H(G, V) = CMTH(G, V) =
ein Kokomplex ist, d.h. dass
Oy 1 00) =0 € Homg (C™(G,V),C" (G, V))

ist. (Bei einem Kokomplex ist die Indizierung nach rechts aufsteigend, bei einem Komplex
absteigend). Dies ldsst sich direkt durch Anwenden der Definitionsgleichung zeigen, doch
ist die entstehende Rechung etwas uniibersichtlich. Stattdessen gehen wir dhnlich wie in
Benson [2, section 3.4] in mehreren Schritten vor.

Beweis. (1) Wir betrachten fiir n > 1 folgenden Untervektorraum von C™(G, V),
L"(G,V):={h € C"(G,V) : h(ooy1,...,00,) =ch(o1,...,0,) furo,o1,...,0n € G}.
Dann ist durch

v, :C"(G,V) — L"'H(G, V), g—%,9 (n>0)
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mit
U,g(00,...,00) = aog(ao_lal, 01_102, ... ,U;_llan) fiir alle og,...,0, € G
eine K-lineare Abbildung gegeben; Fiir die Wohldefiniertheit iiberpriifen wir

U,g(oog,...,00,) = Uaog(ao_lal, 01_102, .. ,O’;Elo'n)

= o¥,g(o0,...,0p) fiir alle o,09,...,0, € G,
also tatsichlich W, g € L""Y(G, V). Weiter betrachten wir die lineare Abbildung
®, : L"TNG, V) = CY(G,V), h— ®,h (n>0)
mit
®,h(01,...,0,) :=h(1l,01,0109,...,01092 ... -0,) firalle oy,...,0, € G.

Wir bezeichnen hier mit 1 € G das neutrale Element von G.
(ii) Wir zeigen

\I’n o ‘I)n == idL"‘H(G,V) und ‘I>n o \I’n == idC"(G’,V) (TL Z 0) (31)

(Die zweite Gleichung benétigen wir nicht und dient nur der Vollstdndigkeit.)
Fiir 0g,...,0, € G und h € L"Y(G,V),g € C"(G, V) gilt niamlich

\I]nq)nh(O-Oa-.- ,O'n) = O-Oq)nh(o-()_lo-l?o-l_lo-2"" ’Ugilo-n)
= ooh(l,05 01,05 02,05 0n)
= h(O’O’...70-n)

(im letzten Schritt haben wir h € L"*1(G, V) verwendet), also ¥,,®,h = h, und analog

¢, ¥, 9(01,...,00) = Yu9(l,01,0102,...,01 ... 0p)
= g(o1,...,0n),

also ¢,V,g =g.
(iii) Wir betrachten nun die lineare Abbildung

6n : L"(G,V) = L"™YG, V), h—6b,h (n>1)

mit
n

onh(og,...,on) = Z(—l)ih(ao ey Oiyee.,0p)  firalle og,...,0, € G,
=0

wobei das Dach ~ bedeutet, dass der Eintrag gestrichen wird. Man priift leicht nach, dass
Sph € LG, V) gilt. Als niichstes zeigen wir

Ons1 00, =0 € Homg (L™(G, V), L"2(G,V)) (n>1), (32)
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2 Kohomologie von Gruppen

dass also ein Kokomplex vorliegt: Fiir og,...,0,41 € G gilt
n+1 '
5n+16nh(0'0, e ,O-nJrl) = Z(—l)l(gnh(ao e ,OA'Z‘, e ,O'n+1)
=0
n+1 il ‘
= Z(—1)1<2(—1)Jh(0'0, ces ,dj e ,O’AZ‘, e ,O-nJrl)

i=0 j=0
n+1

+ Z ]Jrlh .,éi...,fj,...,0n+1)>:0.
Jj=i+1

(iv) Wir zeigen nun
O =@, 100,10V, (n>0). (33)

Fir g € C"(G,V) und o1,...,0,4+1 € G gilt

q)n+16n+1\1]ng(0'1,--->0-n+1) = 6n+1\1]ng(1,0-1,...,0-10-2‘...‘Jn+1)
= \Ijng(0'170'10'27---70'10'2'---'Un+1)
n+1
—_—
—|—E ngldl,..., 1-...-O’Z‘,...,O'lo'g-...-O’n+1)
= 0'19(0’2, . O'n+1 + E 0'1,...,0'Z'O'i+1,...,0'n+1)

+(=1)""g(o1, 00, ... 7Un)
= 8;{9(0'1,0'2, ce ,O'n+1).

(v) Damit folgt dann fiir n > 0

Vv v (33)
8n+1 00, =" Pp200p420 Ypp10Ppiy 0dpy1o ¥,
—_—

=idpni2gyy (31)
= ®p1200p4200,410¥,
————
=0 (32)
= 0 €Homg(C™(G,V),C" (G, V)).

Dies wollten wir zeigen. O

2.3 Die bar resolution

In diesem Abschnitt geben wir eine freie Auflosung von K als K G-Modul an, die sogenannte
bar resolution. Wie {iblich operiert hier G trivial auf K. Sei

P,:={f:G"— KG: f(z) # 0 nur fir endlich viele z € G"} (n>1)
der freie KG-Modul mit Basis {[o1,...,04] : 01,...,0, € G}, wobei

[01,...,Jn] :G" — K@G, (7'1,---77'11) '_>601,T1 T '60n,Tn'
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2.3 Die bar resolution

(Hier ist ¢ das Kronecker-Symbol.) Weiter sei
Py := KG mit einzigem Basiselement [| =1 € KG.
Wir betrachten die Folge von Abbildungen d,, € Homgg(P,, Pp—1) (n > 1) gegeben
durch K G-lineare Fortsetzung von
dp(lo1,...,00]) = o1loo,. +Z 01,...,Ji0¢+1,...,0n]
+(_1) [017---70n—1]7 (34)
sowie dy € Homg (P, K) gegeben durch K G-lineare Fortsetzung von
do([]) == 1. (35)

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass

Ltp tp  Mip L, Bphptg g (36)
eine exakte Sequenz ist (d.h. es gilt kerd, = imd,; fir allen > 0), also eine freie

Auflosung des KG-Moduls K. Diese Auflosung heifit bar resolution.

Beweis. Fiir jeden KG-Modul V und n > 0 definieren wir eine lineare Abbildung
wy : C"(G,V) — Homgg(Pn, V), g+ wy (9) (37)
mit
Ww(g):Po—V, [o1,...,00]— g(o1,...,0,) (KG — linear fortgesetzt).

Dann ist w)! bijektiv, denn fiir

en € C"(G, P,) mit ey(01,...,0p) :=[01,...,04] (38)
gilt
wY(g)oe, =g fiiralle g€ C™(G,V) (39)
und
wY(poey,) =¢ fiir alle p € Homgg (P, V). (40)
Insbesondere fiir ¢ = idp, folgt
whr(en) =idp, . (41)

Anhand der Definitionen (30) und (34) priift man leicht, dass fir g € C"(G,V) (n > 0) die
Gleichung

W10y 9) = wy, (9) © dn (42)
gilt. Insbesondere haben wir fiir e, € C"(G, P,,)

42
n+2(aﬁlap”€n) &) Wﬁil(a&@n)odnw
-0
(42)

= wf;n (en) 0 dnt1 0 dny2

).
=" idp, odpy1 0 dpyo = dpy1 0 dpya,
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2 Kohomologie von Gruppen

und damit d,, 11 0 dpy2 =0 (n > 0). Da auch dyod; = 0 (es ist do(d1([o])) = do(a]] = []) =
1—1=0 fiir alle 0 € G), ist also (36) ein Komplex, also imd,+; C kerd,, fiir alle n > 0.
Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, betrachten wir die K-linearen Abbildungen

tn: Py — Ppy1, oolol,...,0n] — [00,01,...,0,] (K-linear fortgesetzt).
Da {og[o1,...,04] : 00,...,0, € G} eine Basis von P, als K-Vektorraum ist, ist ¢, wohl-

definiert. Dann gilt
idPn = dnJrl oty +th_10dy (TL > 1),

denn unter der rechten Abbildung erhalten wir

oolo1y. .. on] — duy1([o0,01,. .. 00]) + tho1 <00 (01 (02, ..., 0On]

n—1
+ Z(_l)i[ala <3 030441, .- ,O'n] + (_1)”[0.1’ s >O-n71])>
i=1

n—1
= oolo1,...,0n] + Z(—l)“‘l[ao, ey OOy ey Op)
=0
+(=1)" oo, ...,0n_1] + [0001, 00, . . ., O]
n—1 '
+ (—1)1[0'0,0'1, ey 00541, - - ,O'n] + (—1)”[0’0, ce ,O'nfl]
i=1
= 00[017---70n]7

d.h. die rechte Abbildung ist gleich der Identitéit. Damit kénnen wir nun kerd,, C im d;,41
fiir n > 1 zeigen: Fiir x € ker d,, ist
x=idp,(z) = dpt1 0 tn(z) + tp—10dp(z) = dpy1 0 ty(z) € iImd, 4.
—_——
=0
Bleibt noch der Fall n = 0. Fiir z = 2?21 Xioi[] € kerdy mit A\; € K,0; € G folgt
do(z) = S0, N = 0. Mit y := 3% | \i[oy] folgt

k k
di(y) =Y Niloil| =) =D Nioil] =,
i=1 i=1
also auch ker dy C im d;. Damit ist nun bewiesen, dass (36) eine exakte Sequenz ist. O

2.4 Beschreibung der Kohomologie durch Ext
Ist V ein G-Modul, so erhélt man aus dem Komplex (36) den Kokomplex

dg i i d i1
0 - Homgq(FPo,V) — ... = Homgg(P,—1,V) = Homgg(P,,V) — ... (43)

mit Differentialen

d;, : Homgg(Pn-1,V) — Homga(P,, V), f—dy(f)=fod, (n=>1),
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2.5 Von kurzen zu langen exakten Sequenzen

und dfj := 0. Man bezeichnet mit
Extkq(K,V) :=kerd, ,/imd;, (n>0)

die n-te Kohomologiegruppe dieses Kokomplexes. Wir zeigen die Isomorphie der additiven
Gruppen
H"(G,V) = Extiq(K,V),

womit (im wesentlichen) der Bogen zu der in der Literatur iiblichen Beschreibung gespannt
ist.
Aus Gleichung (42) folgt sofort

14 Vo g% 14
wnJrl Oan _dnJrl O Wn (n Z O)

und aus der Bijektivitit von w! fiir alle n > 0 folgt hieraus

wy (ker0Y) =kerd),; und wy (imd))=imd},, fiir allen > 0.

Daher induziert w) einen Gruppenisomorphismus von kerd) /im Y , = H™(G,V) auf
ker i /imd}, = Ext}o(K,V) (n > 1), und wy einen Gruppenisomorphismus von ker 8} =
HY(G, V) auf ker df = Ext%o(K,V).

2.5 Von kurzen zu langen exakten Sequenzen

Wir wollen der Vollstindigkeit halber noch eine hiufig benutzte Eigenschaft der Koho-
mologiegruppen beschreiben (wir verwenden diese nicht weiter, so dass dieser Abschnitt
iibersprungen werden kann):

Satz 2.1 FEine kurze exakte Sequenz von G-Moduln
0-USVIEW =0
induziert eine lange exakte Sequenz von Kohomologiegruppen
0—-UBVvERWES gYG,U) S HYG, V) D HY(G,W) X HY(G,U) 3 ...
LS EN G, W) S HY(GLU) B HYG, V) T Y G, W) B BN G, U) TS
mit folgenden Ubergangshomomorphismen (n > 0):

en: H"(G,U)— H"(G,V), ¢g+B"(G,U)—cog+B"(G, V) (g€ Z"(G,U))

m™: H"(G,V)— H"(G,W), ¢+ B"(G,V)—mog+B"(G,W) (geZ"(G,V))

Yo : H™G,W)— H"YG,U), g+ B"(G,W)+— dYh+B" (G, U) (g€ Z™(G,W)),
wenn h € C"(G,V) mit g =mo h.

Beweis. (i) Wir zeigen zuniichst die Wohldefiniertheit von ,,. Ist g € Z™(G, V), also 8Y g =
0, soist O (rog) =m0/ g=0,also Tog e Z"(G,W).Ist g € B*(G,V), also g = " _,h
mit h € C" (G, V), soist rog=m00Y h =0 (7 oh) mit moh € C" G, W). Dies
zeigt mo g € B™"(G,W). Es folgt die Wohldefiniertheit von m,. Die Wohldefiniertheit von
€n, zeigt man genauso. Es ist klar, dass m, und &, Gruppenhomomorphismen sind.
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2 Kohomologie von Gruppen

(ii) Wir zeigen die Exaktheit an der Stelle H"(G, V). Aus moe = 0 folgt sofort m,0e,, = 0,
also ime,, C ker 7,,. Fiir die umgekehrte Inklusion sei g € Z™(G, V') mit 7, (¢g+B"(G,V)) =
0, d.h. m o g € B*(G,W). Dann existiert ein A’ € C""1(G,W) mit Trog = 9!V ;h/. Da 7
surjektiv, existiert zu A’ ein h € C"Y(G, V) mit b’ = moh. Es folgt rog =0} ;(moh) =
m00dY 1h,also mo(g—0Y 1h) =0. Aus ker 7 = U folgt also f :=g— 0¥ ;h € C"(G,U).
Wegen U C V ist dann

oUf =0V g—0Y oY h=0

wegen g € Z"(G,V) =kerd) und 9, 09,1 = 0. Also ist f € Z"(G,U) und
en(f+B"G,U)) = f+B"G,V)=g-09,_h+ B"(G,V) =g+ B"(G,V).

Es folgt ker m,, C ime,.

(iii) Wir zeigen die Wohldefiniertheit von ~,. Ist g € Z™(G, W), so existiert wegen der
Surjektivitdt von 7 jedenfalls ein h € C™(G, V) mit g = moh. Es folgt 0 =0V g = 100V h,
also 0Y h € C"*HG,U). Es folgt 0Y,,(8) h) = 0Y,,0Y h =0, also 9y h € Z"T1(G,U). Ist
auch ' € C"(G,V) mit g =7woh’, soist 0 =mwo (h—h'), also h—h' € C*(G,U). Dann ist
OV h—0Yh = 9dY(h—h') € B (G, U) und damit 8Y h+ B"*(G,U) = 8Y '+ B"*1(G,U).
Daher ist die Abbildung

I,:Z2"G,W)— H""Y(G,U), g~ 0 h+B" ™G U) (gez2™(G,W))
wenn h € C"(G,V) mit g=mwoh

wohldefiniert. Man sieht auch leicht, dass I';, ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir zeigen,
dass B"(G,W) im Kern von I';, liegt, was dann zeigt, dass 7y, wohldefiniert und ein Grup-
penhomomorphismus ist. Ist g € B"(G, W), so gibt es f € C" (G, W) mit g = 9!V , f. Zu
f gibt es dann t € C"Y(G, V) mit f = wot. Dann ist g = 9% ;(wot) = m0d) ;t, und fiir
h:=0Y it € C"(G,V) gilt dann g = T o h und )/ h = 9Y 0¥ t = 0, also I';,(g) = 0. Dies
zeigt B"(G,W) C kerT'y,.

(iv) Exaktheit an der Stelle H"(G,W). Sei g € Z"(G,V). Dann ist m o g € Z"(G,W).
Es folgt

Yn(mo g+ B"(G,W)) =09y g+ B"tHG,U) = 0+ B""(G,U),

da (9,‘{ g = 0. Also ist v, om, = 0 und imm, C ker~,. Fiir die umgekehrte Inklusion sei
g € Z"(G,W) mit v,(¢9 + B"(G,W)) = 0, d.h. fiir h € C*"(G,V) mit g = 7o h gilt
OY'h € B""(G,U). Dann gibt es f € C™(G,U) mit 0} h = 9Y f, also 8Y (h — f) = 0 oder
h—feZ"(G,V).Damo f=0 (wegen f € C"(G,U)), folgt also g =moh =mo(h— f)
und damit g + B"(G,W) = m,(h — f + B"(G,V)). Dies zeigt kery,, C imm,.

(v) Exaktheit an der Stelle H"(G,U). Sei f € Z"Y(G,W) und h € C" }(G,V) mit
f = moh. Dann ist y,_1(f + B"1(G,W)) = dY_,h + B*(G,U) und damit &, (vn_1(f +
B 1(G,W))) =0V 1h+B"(G,V) =0+B"(G,V),dah € C" G, V). Also ist €,,07,_1 =
0 und im~,—1 C kere,. Sei umgekehrt g € Z"(G,U) mit g + B"(G,U) € kere,, also
g € B*(G,V). Dann gibt es f € C" YG,V) mit g = 9,_1f. Fiir ro f € C" 1(G, W) gilt
dann OY | (wof) = mod) | f =mog=0,dag € Z"(G,U). Alsoist mo f € Z" (G, W) und
Yn1(mof+B" Y G, W)) =3dY | f+B"(G,U) = g+ B"(G,U). Dies zeigt ker,, C im,,_1.

Insgesamt haben wir die Exaktheit der langen Sequenz gezeigt. O
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2.6 Von exakten Sequenzen zu Kozyklen

2.6 Von exakten Sequenzen zu Kozyklen

In diesem Abschnitt wollen wir eine Konstruktion angeben, bei der gewissen exakten Se-
quenzen ein bis auf einen Korand eindeutiger Kozyklus zugewiesen wird.

Satz und Definition 2.2 Sein > 1,

0= Uy B Upy 5 Upy ™57 ... B Uy B U, (44)
eine exakte Sequenz von G-Moduln und w € Ufl Nimmy. Fiur k = 0,...,n sei g €
Ck(G, Ug) mit

U N
mo(go) =w und wpogr =0, g1 firk=1,...,n. (%)

Dann ist g, € Z™(G,U,,). Eine Folge (gi) mit den Eigenschaften (x) existiert immer, und
die Restklasse g, + B™(G,U,) ist unabhingig von der speziellen Wahl einer Folge (gy) mit
den Eigenschaften (x). Ist g, € g, + B"(G,U,,) ein weiterer Reprisentant der Restklasse,
so existieren dazu gj, € CH@G,U), k=0,...,n—1 mit der () entsprechenden Eigenschaft,
d.h. jeder Kozyklus der induzierten Restklasse kann durch die Konstruktion auch ,realisiert”
werden.

Ezistiert ein v € U§ mit mo(v) = w, oder fiir ein 0 < ko < n ein G-Homomorphismus
Hko @ Ugg—1 — Uk, mit Ty, 0 pig, = idUkr1 (d.h. ein rechts-Splitting an der Stelle ko) oder
Hko © Ty = idUkO (d.h. ein links-Splitting an der Stelle kg ), so ist g, € B"(G,Uy,).

Im Falle einer exakten Sequenz der Lénge n in Standardform,

Tn—1 Tn—2

0-U, BU, 1 5 Ups = ... 30U BK—0 (45)
und w =1 € K nennen wir g, einen von der exakten Sequenz (45) induzierten Kozyklus.

In Beispiel 2.4 werden wir sehen, dass die angegebenen Kriterien fiir das Vorliegen eines
Korands nur hinreichend, aber nicht notwendig sind. Falls man ein links/rechts Splitting
hat, dass nicht am linken/rechten Rand liegt, so ist das Kriterium relativ trivial, da dann
die links/rechts benachbarte Abbildung die Nullabbildung ist.

Interpretiert man m, als Inklusion U,, < U,,_1, so folgt aus (%), das g, = T[LJZII Jn—1, also
gn € B"(G,Up—1). In U,,—1 wird g,, also zu einem Korand.

Beweis. (i) Wir zeigen zuniichst die Existenz einer Folge (g) mit der Eigenschaft (x). Da
w € immg (dies gilt insbesondere fiir den Fall der Sequenz (45) und w = 1 € K = K%),
existiert ein gg € C°(G,Up) = Up mit mo(go) = w. Dann gilt fiir o € G, dass 95°go(0) =
9o — go, also 770(85]090(0)) =ow—w =0 (w € U%). Da kermp = imm, existiert also
g1 € CYG,Uy) mit agogo = m 0 g1. Wir haben also (x) fiir &k = 1.

Es sei nun g, ..., gr mit (%) bereits konstruiert. Es folgt

Up_ *) AUk—1 qUk—
Tk 0 Y Fgp = 8" (k0 gi) . OO gk = 0, (46)
(da ) 0 Op_1 = 0) und wegen kerm, = immy, 1 gibt es also gry1 € CFH(G,Upyq) mit

Tkt1 0 Ght1 = ag’“gk. Dies ist (x) fiir k + 1.
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(ii) Ist nun (g) ein Folge mit (x), so gilt insbesondere fiir k¥ = n, dass

() Up
i o@,[{”gn = (9,5]”‘1(%,1 ogn) = 8,[{"‘1(9,1 1 gn—1=0.

(Der Leser mag einwenden, dass diese Gleichung nur ein Spezialfall von (46) fiir & = n ist.
Auf (46) werden wir aber durch Konstruktion einer speziellen Folge gefiihrt, die (x) erfiillen
soll, wihrend wir vorige Gleichung fiir jede Folge zeigen, die (x) erfiillt. Die Rechnung ist
natiirlich die gleiche.) Da =, injektiv, folgt dann aber dYg, = 0, also g, € Z™(G,U,).

(iii) Sei nun hy € C*(G,Uy) fiir k = 0, ..., n eine weitere Folge mit der Eigenschaft (x),
also

mo(ho) =w und wRohy = a,fﬁ;lhk_l firk=1,...,n
Wir miissen g, + B"(G,U,) = h, + B"(G, U,,) zeigen.
Wir zeigen zunichst: Fiir k = 1,...,n existiert ein f, € C*~1(G,Uy) mit

ko (gr — hi) = T 0 5,5f1fk- ()

Da 7my(go—ho) = w—w = 0 und ker mp = im 7y, gibt es f1 € CO(G, U1) mit 7m0 f1 = go— ho.
Dann ist

w0 (g1 —h) © 95°(go — ho) = 8\ (m1 0 f1) = m1 0 " fu.

Dies ist (xx) fiir k = 1. Sei nun fi, ..., fr mit (x*) bereits konstruiert. Dann ist
o (gk — hi — 0% fx) =0
und wegen ker 7, = im 7y existiert ein fry 1 € C*(G, Upy1) mit
g — hy — 0% fr = Ty 0 frpr-
Anwenden von ng liefert
O g — Ok hy, — RO fr = 0% (Th1 © frg1) = h © 6,5’““fk+1,

und wegen 6,2]’“ o 8gf , = 0 und (x) folgt

Uk+1
Tht1 © (Ghg1 — Pg1) = 100, frg1-

Dies ist (#x) fiir k + 1. Insbesondere fiir £ = n folgt aus (xx) und der Injektivitét von 7,

dass
— by =8 f,, € BY(G, U,).

Damit ist also die Restklasse g, + B"(G,U,) = h,, + B"(G,U,,) von der speziellen Wahl
der Folge (gx) mit (%) unabhéngig.

(iv) Sei nun g}, € g, + B"(G,U,) ein weiterer Reprisentant der Restklasse, d.h. ¢/, =
In —1—87({21]” mit f € C"YG,U,). Wir setzen ¢/, | := gn_1 +7Tn of € C"YG,U, 1)
und gj, = g fiir k = 0,...,n — 2. Dann hat die Folge der g; mit k = 0,...,n die (x)
entsprechende Eigenschaft und induziert damit g/,. Nach Konstruktion mﬁssen wir dabei
(*) nur noch fiir K =n und k = n — 1 testen. Da

Un Un—
Twodg, = Tno(gn +8U"1f) 0" gn—1+ 0, "1 (mp o f)

Un Un
= 8 1(gn 1+7Tnof) n 11941 15
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also (*) fiir die Folge (g.) und k = n gilt, sowie
Tn—10TnR=0
Tp—1 © g;L—l = Tp-10° (gn—l + 7 © f) = Tn—1 © gn—1

*) Up—2 Un—2 1
= anZZ gn—2 = anZZ 9n—2

—

gilt, also (x) fiir die Folge (g;,) und k = n — 1 gilt, erfiillt also auch die Folge (g},) fiir
k=0,...,n die Bedingung (x) und induziert den Reprisentant der Restklasse ¢/,. (Im Fall
n=1und k =n —1 =0 erhilt man analog m(g()) = mo(go + 71 0 f) = w).

(v) Wir nehmen nun die Existenz eines v € U§ mit mo(v) = w an. Wir definieren
g, € CH(G,Uy) fiir k = 0,...,n durch g := v und g, := 0 fiir K = 1,...,n. Dann gilt
m0(g6) = w. Weiter gilt

UG
Aogh(0) = ov —v "= 0= 0} (0),

und offenbar auch 7 0 g) = 0 = 8&119(,;_1 fir k = 2,...,n. Dies ist (x) fiir die Folge
(93,), und nach der bereits bewiesenen Unabhéngigkeit der induzierten Restklasse folgt
gn + B"(G,U,) =g, + B"(G,U,) =0+ B"(G,U,), d.h. g, ist ein n-Korand.

(vi) Sei nun fiir ein 0 < ky < n ein G-Homomorphismus g, : Ugy—1 — Uy, mit mg, opig, =
idy,,_, gegeben, also ein rechts-Splitting. Im Fall kg = 0 setzen wir v := po(w) € U§ (dann
gilt mp(v) = w) und kommen zum vorherigen Fall (v). Sei daher nun 1 < kg < n. Sei weiter
(9k)k=o0,...n €ine Folge mit (). Aus ker w1 = immy, = Ugy—1 (da 7, 0 pg, = idUkrl)
folgt mr,—1 = 0 und daraus sofort, dass man gy = 0 € B*(G,Uy) fiir k > ko — 1 wihlen
kann.

Wir geben noch ein alternatives Argument. (Der eilige Leser kann zu (vii) springen).
Dieses funktioniert auch dann, wenn gy, nur auf einem , hinreichend grofien Untermodul
U' C Uy,—1 definiert ist und g, o pug, = idys erfiillt; Hinreichend grof heifit hier, dass

ko—

Uy © 822_11 Jko—1 definiert ist, die Bedingung héngt also von der Wahl der Folge (gx)
ab. Wir setzen g}co (= ik, © gff;lgko_l € C*(G,Uy,) und g, =0 € Ck(@G,Uy,) fir
k = ko + 1,...,n, und behaupten, dass die Folge go,...,gko,l,g;co,g,’m_H,...,g,’1 die (%)
entsprechende Eigenschaft mit g/, € B"(G,U,,) erfiillt. Dann gilt g, — ¢/, € B"(G, U,,) nach
dem bereits bewiesenen, und damit auch g, € B"(G,U,). Offenbar ist () nur noch fiir
k =kound k = ko + 1 (wenn kg < n) zu priifen. Fiir k¥ = k¢ erhalten wir

Ug,— Uk,— Uk,—
ro_ kg—1 . kg—1 Uk
Tky © Gky = Tk © Mko © ko—1 Gko—1 = ldUk0,1 Oak0,1 Gko—1 = ak0,1 Gko—1,

also (x) fiir k = ko, und fiir k¥ = ko + 1 erhalten wir

Uky 1 U Ukg—1 Ukg—1 qUkg-1 /
8k009ko = akoo </‘ko © ak031 9k0—1> = Mo © akoo 81@031 Gko—1 = 0 = To41 0 G415

da 8,Z)k°_l o 8,2]0’6311 =0 und g; ,; = 0, also (x) fiir k = ko + 1. Ist kg < n, so ist g;, = 0 €

B"(G,U,). Fiir kg = n erhalten wir nach Definition ebenfalls g/, = g;m = Lk © ;Zfﬂ;lgkofl =

U,
8k0k31(:uk0 o gkO*l) S Bn(G7 Un)
(vii) Wir kommen zum Fall, dass fiir ein 0 < kg < n ein G-Homomorphismus py, :
Uko—1 — Uy, mit pp, o mpy = idUkO gegeben ist, also ein links-Splitting. (Auch hier geniigt
es, dass py, auf einem , hinreichend groflen Untermodul definiert ist, vgl. die Bemerkung
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oben). Sei wieder (gi)r=o,...n eine Folge mit (). Im Fall ky = 0 folgt aus m(go) = w nach
Anwendung von pg, dass go = po(w) € U (da w € U%)); Nach dem bereits betrachteten
Kriterium mit v := gy folgt g, € B"(G,U,). Sei also kg > 1. Wir setzen g, := 0 €
Ck(G,Uy) fiir k = ko +1,...,n und zeigen, dass die Folge 90,---,91907920“7---,9;1 die

(*) entsprechende Eigenschaft erfiillt. Dabei ist () diesmal offenbar nur fiir k& = ko + 1

(falls kp < m) zu priifen. Aus mg, © gk, ® 622’“211 Jko—1 folgt nach Anwenden von puy,

unter Beachtung von pu, o mg, = idU,cO dann g, = a,ngl(ukO O Gro—1). Also gilt g, €

BkO(G, Uk, ). Ist kg = n, so haben wir damit bereits die Behauptung. Wenn ko < n, so gilt
U, .

Thot1 © Jyp1 = 0 = (9k0k°g/m (da gj, 41 = 0 und gy, € B (G, Uy,)), also (x). Wir erhalten

gn = gn — g), € B"(G,U,), also die Behauptung,. O

Bemerkung 2.3 Wihlt man jeweils die konstruierte Folge (mit der Mischung aus g, und
gr) in einem der Kriterien fiir das Vorliegen eines Korands als alternative Folge (hy) zur
Konstruktion der Folge (fi) gemé&f (x%), so erhélt man wegen m, injektiv im Fall h, = 0
aus (k*) also insbesondere g, = 9,,—1 fn, (wenn h,, # 0, so konnten wir g,, im Beweis sowieso
schon so schreiben). Da die Konstruktion der Folge (fx) explizit ist (sofern man Urbilder
unter den 7 explizit angeben kann), zeigt der Beweis also auch, wie man dann g,, explizit
als n—Korand schreiben kann.

Beispiel 2.4 Wir betrachten die exakte Sequenz von G,-Moduln
0-KB3K?DK2T8K -0

mit mo(x) := (x,0), m1(x,y) = (y,0) und mo(x,y) = y fiir z,y € K. Die Operation auf K ist
dabei trivial, und die Operation auf K? gegeben durch a - (z,y) := (z + ay,y) fiir alle a €
Ga, (x,y) € K2. Offenbar ist m(0,1) = 1, also wihlen wir gg = (0,1) € C°(G,, K?). Sei ab
jetzt z,y € K, a,b € G,. Es ist dygo(a) = (a,1) —(0,1) = (a,0) = 71(0, a), und wir wihlen
daher g; € C1(G,, K?) mit g1(a) := (0,a). Es ist

ohgi(a,b) =a-gi1(b) —gi(a+0b)+ gi(a) = (ab,b) — (0,a +b) + (0,a) = (ab,0) = ma(ab).

Daher wihlen wir go € C?(G,, K) mit ga(a,b) = ab. Dann ist go € Z%(G,, K).
Ist char K # 2, so ist mit h € C1(G,, K) gegeben durch h(a) := —3a?

%(a Fb)? - %a2 — 4 h(b) — h(a+b) + h(a) = dih(a,b),
also go € B%(G,, K). Dennoch gibt es kein (z,y) € (K?)% mit mo(z,y) = 1. Dann gibt es
erst recht kein pg : K — K? mit 7y o pg = id. Aus pg o mo = id folgte der Widerspruch
w1 = 0. Gébe es pu : K? - K? mit m opy = id bzw. p; om = id, so wire mg = 0
bzw. mo = 0. Gédbe es po : K? — K mit mp 0 o = id, so wire m; = 0. Es bleibt der Fall
wa o my = id. Dann wire aber ker ps ein Gg-stabiles Komplement zu immy = K - (1,0)
in K? - ein Widerspruch. Unsere Kriterien fiir das Vorliegen eines Korands sind also nur
hinreichend, aber nicht notwendig.
Sei nun char K = 2. Angenommen, es giibe h € C1(G,, K) mit go = O1h. Dann ist

1
g2(a,b) = ab = —§b2 +

g2(a,b) =ab=a-h(b) — h(a+0b) + h(a) = h(a) + h(b) + h(a +b) fiir alle a,b € K.

Fiir a = b folgt hieraus a®> = h(0) fiir alle a € K, ein Widerspruch. Dies zeigt go ¢
B?(Gy,, K) fiir char K = 2.
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2.7 Pushout und Pullback

2.7 Pushout und Pullback

Fiir die Konstruktion von exakten Sequenzen aus Kozyklen benotigen wir die Konstruktio-
nen ,,Pushout“ und ,,Pullback®. Diese sind Spezialfille von direktem und inversem Limes.
Fiir diese allgemeineren Konstrukte siehe etwa [53, S. 39ff]. Wir beschréanken uns hier auf
KG-Moduln. Die Formulierung fiir R-Moduln mit einem beliebigen Ring R ist wortlich
dieselbe.

2.7.1 Pushout

Satz und Definition 2.5 Seien X, Y7, Ys jeweils G-Moduln und 1 : X — Y1, oo : X —
Yy jeweils G-Homomorphismen. Der Pushout von @1 und @s ist der G-Modul

Z=MeaeY)/W mit W:={(p(z),—p2(z))eY1dYs:x€ X}
zusammen mit den. Homomorphismen
m:Y1—=Z, oy (41,00 + W

und
mo Yo — Z, ya+— (0,y2) + W.

Dann gilt T 0 o1 = T9 0 o,

P2
X—Y
Y1 T2

Y
Y1 > 7,

und es gilt folgende universelle Eigenschaft: Fiir jeden weiteren G-Modul Z' und Homo-
morphismen 7 1 Y1 — Z' und 7w : Yo — Z' mit 7 o p1 = 7 0 @y existiert genau ein
Homomorphismus 7 : Z — Z', der das folgende Pushout-Diagramm kommutativ macht:

X —2-Y,

Ww——~2

™
Weiter gilt: Ist v1 injektiv/surjektiv, so ist auch o injektiv/surjektiv.

Beweis. Offenbar ist W ein G-Untermodul von Y7 @ Y5 und daher Z ein G-Modul. Fiir
r € X ist

mopi(z) = (p1(2),0) + W = (p1(2),0) — (p1(z), —p2(z)) + W
(0, p2(x)) + W = m3 0 pa(z),

also 7 0 1 = 7 0 a. Sind weiter Z’, 7}, 7, wie beschrieben, so gilt fiir

77, : Yi ©® Y2 - Z/, (yby?) = 7T/1(y1) + Wé(yQ)
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wegen 71 0 1 = h o g offenbar W C ker n’. Daher induziert 7’ eine Abbildung
T Z=MeYs)/W -2, mit  (y1,y2) + W= m(y) + m(y2),

die offenbar 7 om; = 7] und 7o my = 7 erfiillt. Ist 7 eine weitere solche Abbildung, so gilt
offenbar

T((y1,y2) + W) = w(mi(y1) + m2(y2)) = w1 (y1) + mo(y2) = 7((y1,y2) + W),

also m = T.

Sei nun ¢; injektiv, und yo € Y2 mit ma(y2) = 0, d.h. (0,y2) € W. Dann gibt es x € X
mit p1(x) = 0 und @a(z) = y2. Aus der Injektivitét von ¢ folgt 2 = 0 und damit dann
auch yo = @o(z) = 0, d.h. my ist injektiv.

Sei nun g surjektiv. Zu (y1,y2) + W € Z (mit y; € Y;, i = 1,2) existiert dann ein x € X
mit y; = p1(z). Dann gilt

mo(y2 +p2(z)) = (0,92 +p2(2)) + W = (0,42 + p2(2)) + (p1(2), —p2(z)) + W
= (p1(2),92) + W = (y1,92) + W,

also ist auch mo surjektiv. O

Der Rest dieses Unterabschnitts wird nur fir eine alternative Konstruktion gebraucht
und kann ibersprungen werden.

Korollar 2.6 Im folgenden Diagramm von G-Moduln

€1 €2
Y —=Y,——Y1;3
smi P2 ¥3

\ \
X1 >-X2 7r2>X3

1

sei die obere Zeile exakt und @1 surjektiv. Weiter sei Xo der Pushout von o1 und €1 mit
Homomorphismen w1 und @2, sowie X3 der Pushout von s und €0 mit Homomorphismen
mo und @s. Dann sind auch o, @3 surjektiv, und auch die untere Zeile ist exakt.

Beweis. Die Surjektivitit von s und 3 folgt direkt aus dem Satz. Aufgrund der Kon-
struktion ist das angegebene Diagramm jedenfalls kommutativ. Daher gilt

Ty oM 0@ =@30ep0¢e] =0,
~——
=0

und wegen der Surjektivitéit von ¢ folgt auch ms o 1 = 0, also imm; C ker ms.

Sei umgekehrt xo € Xy mit mo(z2) = 0. Nach Definition des Pushouts ist X3 = (X3 @
Y3)/W mit W = {(2(y2), —2(y2)) € Xoa @ Y3 : y2 € Yo}, und ma(x2) = (22,0) + W € X3.
Aus mo(z9) = 0 folgt daher (z9,0) € W, d.h. es gibt yy € Yo mit x5 = a(y2), €2(y2) = 0.
Mit der Exaktheit der oberen Sequenz gibt es also wegen o € keres = ime; ein y; € Y7 mit

y2 = €1(y1). Damit ist o = pa(y2) = w2(e1(y1)) = m1(¢1(y1)) € im 7y, also ker mo C im 7.
O
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Beispiel 2.7 In diesem (Gegen-)Beispiel wollen wir zeigen, dass die Surjektivitéit von ¢q
in Korollar 2.6 notwendig ist, damit die induzierte Sequenz iiberhaupt ein Komplex ist. Sei
K™ jeweils ein trivialer K G-Modul. Wir betrachten mit den Bezeichnungen des Korollars
das folgende kommutative Diagramm

K2 = K3 o K2
mit
e1(z1) = (21,0), ea(z1,22) = 22
e1(71) = (21,0),  @2(r1,72) = (71,72,0), p3(72) = (22,0)
m(z1,23) = (21,0,23), mo(w1, 22, 23) = (T2, 73)

jeweils fiir x1,x9,x3 € K. Man beachte, dass hier ¢ nicht surjektiv ist. Dabei sind in der
unteren Zeile die rechten beiden Moduln Pushouts wie im Korollar beschrieben. Jedoch ist
mg o1 (z1,23) = (0,23), d.h. die untere Zeile ist nicht einmal ein Komplex.

2.7.2 Pullback

Wir kommen zu der zum Pushout ,,dualen“ Konstruktion.

Satz und Definition 2.8 Seien X1, Xo,Y jeweils G-Moduln und ¢1 : X1 — Y sowie
g : X9 — Y jeweils G-Homomorphismen. Der Pullback von @1 und @9 ist der G-Modul

Z :={(x1,22) e X1 ® Xo: ¢1(x1) = pa(x2)}
zusammen mit den Homomorphismen
7T1:Z—>X1, (.%'1,.%'2)'—>.%’1

und
7T2:Z—>X2, (1‘1,1‘2)'—>x2.

Dann gilt p1 0o ™ = 2 0Ty,

A Xo
™1 l@Q
Y
Xl ?‘ Y,

und es gilt folgende universelle Eigenschaft: Fiir jeden weiteren G-Modul Z' und Homo-
morphismen ) : Z' — Xy und ©h : Z' — X5 mit p1 o w = pg o 7w existiert genau ein
Homomorphismus 7 : Z' — Z, der das folgende Pullback-Diagramm kommutativ macht:
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Weiter gilt: Ist po injektiv/surjektiv, so ist auch w1 injektiv/surjektiv.

Beweis. Offenbar ist Z ein G-Untermodul von X7 ® Xs. Aufgrund der Definition von Z gilt
1 0T = pg 0 my. Sind weiter Z', 7}, w, wie beschrieben, so ist

m:Z' = Z, 2 (m(d), my ()

wohldefiniert, denn 1 (7] (2")) = pa(7h(2")), also (7} ('), 75 (2")) € Z. Ferner gilt fiir 2’ € Z’
offenbar 71 (7(2")) = m (7] (2'), 74(2"))) = 71 (2'), also 71 o 7 = 7} und analog 79 o ™ = 7).
Ist nun 7 : Z/ — Z eine weitere Abbildung mit diesen Eigenschaften, so gilt fiir 2/ € Z’
und 7(2') = (21, 22) mit z; € X;, 4 = 1,2 dann 21 = m ((x1,22)) = m(7(2")) = 7} (2') und
analog xo = mh(2'). Also ist 7(2") = (7} (2'), 75(2")) = w(2'), also T = 7.

Sei nun ¢y injektiv. Fiir z = (x1,22) € kerm folgt dann 0 = m(2) = z;. Da 2z € Z
gilt w2(x2) = wi1(x1) = 0. Aus der Injektivitdt von @9 folgt dann xo = 0, und damit
z = (x1,22) = (0,0) =0 € Z. Also ist ker m; = 0 und 7; injektiv.

Sei nun ¢y surjektiv. Zu x; € X, gibt es dann xo € Xo mit ¢1(z1) = @a(z2). Also ist
(r1,22) € Z und 71 ((x1,x2)) = 1, d.h. mp ist surjektiv. O

Der Rest dieses Unterabschnitts wird nur fir eine alternative Konstruktion gebraucht
und kann dibersprungen werden.

Korollar 2.9 In dem folgenden kommutativen Diagramm von G-Moduln

™

1 2
X1 >-X2 >-X3

a)

©1 ®2 ®3
Y Y

s

sei die untere Zeile exakt und @3 injektiv. Weiter sei Xa der Pullback von €9 und @3 mit
Homomorphismen o und o, sowie Xy der Pullback von €1 und o mit Homomorphismen
p1 und 1. Dann sind auch p1 und po injektiv und die obere Zeile ist ebenfalls exakt.

Beweis. Die Injektivitéit von @9 und ¢ folgt direkt aus dem Satz. Aufgrund der Konstruk-
tion ist das Diagramm kommutativ. Damit ist

pzomaom =¢eg0¢e10p1 =0,
~——
—0

und wegen der Injektivitdt von 3 folgt auch m o w1 = 0, also im m; C ker mo.

Sei nun umgekehrt x4 € kerme. Da 29 € Xo = {(y2,23) € Yo ® X3: e2(y2) = ps(x3)},
gibt es also y2 € Yo, x3 € X3 mit 2 = (y2,x3) und e2(y2) = p3(x3). Aus 0 = ma(z2) =
m2((y2,x3)) = 3 (Definition von mq) folgt 0 = @3(x3) = e2(y2), also Yy € kereg = imey
(Exaktheit der unteren Sequenz). Daher gibt es y; € Y7 mit yo = £1(y1). Wir setzen
x1 = (y1,22) € Y1® Xo. Dae1(y1) = y2 = ¢2((y2,x3)) = @a(x2), gilt sogar 1 € X;. Dann
ist m1(x1) = m1((y1, 22)) = x2, also x5 € imm; und damit ker mo C im 7. O

Beispiel 2.10 Auch fiir den Pullback wollen wir anhand eines Gegenbeispiels zeigen, dass
die Injektivitdt von 3 in obigem Korollar eine notwendige Voraussetzung ist. Es seien
jeweils wieder K™ triviale KG-Moduln. Wir betrachten
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2

K? = K3 - K2
©1 ©»2 \L%@S
v 4

K K2 K

mit
e1(z1) = (21,0), ea(x1,22) =22
o1(r1,23) = w1, (w1, 22,23) = (21,72), @3(T2,23) = 22
mi(z1,23) = (21,0,23), mo(z1,22,23) = (T2, 23)

jeweils fiir 1, x9, 23 € K. Man beachte, dass hier 3 nicht injektiv ist. Dabei sind in der
oberen Zeile die linken beiden Moduln Pullbacks wie im Korollar beschrieben. Jedoch ist
mg o mi(z1,23) = (0,23), d.h. die obere Zeile ist nicht einmal ein Komplex.

2.8 Homomorphe Bilder von Kozyklen

Seien U,V jeweils G-Moduln, ¢ : U — V ein Homomorphismus von G-Moduln und g €
Z™(G,U) ein Kozyklus, d.h. ¥ g = 0. Dann ist offenbar auch eog € Z™(G, V) ein Kozyklus,
denn es gilt auch 9) (¢ 0 g) = £ 0 9Yg = 0. Ein hiufiger Fall ist hierbei, dass U C V ein
Untermodul und € : U — V die Inklusion ist.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, wie man aus einer exakten Sequenz, die g €
Z™(G,U) induziert, eine exakte Sequenz machen kann, die € o g € Z"(G, V') induziert.

Satz 2.11 Sein > 1,

0= U, BU,_, ™' Uy ™" ... B U B U,
eine exakte Sequenz von G-Moduln und w € Ugl Nimmy. Fir k = 0,...,n sei g, €
Ck(G, Uk) mat
Ui — .
mo(go) =w und wpogy=0."'gk—1  firk=1,....n (¥

eine Folge, die g, € Z"(G,U,,) gemdf$ Definition 2.2 induziert.
Sei U] ein weiterer G-Modul und e, : U, — U}, ein Homomorphismus von G-Moduln.
Sei weiter U], _, der Pushout von &, und m, mit Homomorphismen 7, und €,_1. Gemdfs
der universellen Eigenschaft des Pushouts bilde man weiter die Abbildung ©),_, : U} | —
Un—2, die folgendes Diagramm kommutativ macht (Details im Beweis):

Tn Tn—1 Tn—2 ™2 ™1 ™0

0 Un( Un—l Un—2 U—l-

Uy Uo

En En—1
’ v
7, !/
> Un—l

Us

0= UL

Dann ist die nach unten abknickende, zu U] fiihrende Sequenz exakt und induziert (mit
gleichem w € U%, Nimmg) gemdf Definition 2.2 den Kozyklus €, o g, € Z™(G,U).
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Beweis. Da 7, injektiv ist, ist nach Satz 2.5 auch 7/, injektiv und damit die untere Sequenz
an der Stelle U/ exakt. Ferner gilt mit der Nullabbildung 0 : U}, — im(7,—1), dass 0o g, =
T,_107n, denn die obere Sequenz ist exakt. Nach der universellen Eigenschaft des Pushouts,
angewendet auf die Abbildungen 0 : U}, — im(7,,—1) und m,—1 : Up—1 — im(m,—1) (beachte
die Einschrinkung des Bildbereichs!) existiert also wie behauptet eine Abbildung 7/, _; :
U _, — im(my—1) C Up—_2, die das Diagramm kommutativ macht. Nach Definition gilt dann
im(n/,_;) € im(m,—1). Aufgrund der Kommutativitét des Diagramms gilt n],_; 0 &,—1 =
Tn—1, und damit umgekehrt auch im(m,—;) C im(n],_,), folglich im(n,_;) = im(m,—1) =
ker(m,_2). Damit ist die nach unten abgebogene Sequenz an der Stelle U,,_ exakt.

Weiter folgt aus der Kommutativitéit des Diagramms 0 = «/,_,on),, also im 7, C ker 7/, 1
Nach Konstruktion des Pushouts als Faktormodul U},_; = (U}, ® U,,—1)/W, Wobe1 dann 7/,
und &,,_; die entsprechenden Projektionen sind (siche Definition 2.5), gilt U,,_; = (U} )+
en—1(Up—1). Insbesondere gibt es zu = € kern),_; C U},_; dann zy € U}, und z2 € U,_4
mit = 7, (1) + €p—1(x2). Anwenden von 7/, _; auf diese Gleichung unter Beachtung der
Kommutativitdt des Diagramms liefert 0 = 0 + m,_1(x2), also z € ker 7,1 = im m,. Also
gibt es x3 € U, mit z9 = m,(x3), und wir erhalten z = 7/ (71) + ep_1(x2) = 7, (x1) +
en—1(mn(x3)) = 7, (x1) + 7, (en(23)) € im ). Es gilt also auch ker 7/, ; C im ), und damit
insgesamt ker 7/, _; = im x},. Also ist die nach unten abgebogene Sequenz auch an der Stelle
U;L_l exakt. Damit ist sie dann iiberall exakt.

Wir setzen nun ¢/, := ¢, 0 g, € C"(G,U}), g, 1 = €n—10° gn—1 € C"YG,U!_;) und
g, = gr. € C¥(G,Uy,) fiir k =0,...,n—2, und zeigen, dass die Folge (g,) die entsprechende
Eigenschaft (x) aus Satz 2.2 besitzt. Geméf Definition induziert die Sequenz dann den
Kozyklus g, = €, 0 g, € Z™(G,U])) wie behauptet. Dabei ist (x) offenbar nur noch fiir
k=mnund k£ =n — 1 zu priifen. Wir verfizieren

! r_ ! o (%) 0”
TOogn = TpO&nOgn = &n— 1O7Tnogn—5n 10 1gn1

(o n
= anfll(ffn—l Ogn—l) 8 1 In—1>
also die (x) entsprechende Eigenschaft fiir die Folge (g;,) und k = n, und ebenso

/ () AUn—2
Tp— logn 1_7Tn 19€n—199n—1 = Tn—19°gn— 1_ann2 In— 2_an2 gn 25

also die (*) entsprechende Eigenschaft fir kK = n — 1. Fiir n = 1 und k& = 0 erhélt man
entsprechend 7((g()) = m0(g0) = w. O

2.9 Der generische n-Kozyklus
Wir betrachten nochmals die bar resolution

1 dn—2

d d d
P,y 5 .. 3P3P2K—0

1
”*P—>Pn1’;

und verwenden die Bezeichnungen aus Abschnitt 2.3. Aus den Definitionen von d,, (S. 55,
(34)), 0P (S. 51, (30)) und e, (S. 55, (38)) erhalten wir sofort

do(eg) =1 wund d,oe, = b " len—1 firallen > 1. (47)

Wir betrachten nun o
P, :=P,/imd, (48)
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mit der kanonischen Projektion

Dn Py — P_n (49)
sowie
€n=pnoen, € C"(G,P,). (50)
Dann gilt
P D, P, (47)
3n"en = 8nn(pn o en) =Pno© annen ="ppodpi10e, =0,

(da pn odyy1 = 0), also &, € Z™(G, P,). Wir nennen diesen ,,allgemeinsten® Kozyklus den
generischen n-Kozyklus.
Da imd,, 11 = ker d,, existiert eine injektive Abbildung

dp: P, — P,_1 mit d,op,=d, (51)

und wir erhalten so die generische exakte Sequenz des generischen n-Kozyklus

0P P, " p " Bphp B (52)

Wegen (47) und
drotn Ddiopnoen D dyoen =) ghrle, (53)
erfiillt die Folge eg,...,e,—1,€, die Voraussetzung (*) von Definition 2.2, so dass €, von

der generischen Sequenz induziert wird.

Satz 2.12 Der generische n-Kozyklus €, € Z™(G, P,) besitzt folgende universelle Eigen-
schaft: Zu jedem G—Modul_V und jedem n-Kozyklus g € Z™(G,V) existiert genau eine
K G-lineare Abbildung ¢y : P, =V mit g = ¢ o€y
Beweis. Wir betrachten geméfl der Konstruktion (37), S. 55 die K G-lineare Abbildung
wWwY(g): Po—V, mit [o1,...,00] — g(01,...,00).
Nach Gleichung (42) gilt
wy (9) 0 dny1 = wy1(9y 9) = wy41(0) =0,

da g e Z"(G,V). Also ist wX (9)lim dysr = 0, und damit existiert eine Faktorisierung

¢y Py = Py/imdyyr =V mit wy (9) = @) opy (54)
(siehe (49)). Wir erhalten

n _ — (60) ., 54 39
¢gO€n (: ¢g0pn06n (:)wX(g)oen (:)g

wie gewiinscht. Die Eindeutigkeit folgt, weil P, als KG-Modul von &, (G") erzeugt wird.O
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2.10 Von Kozyklen zu exakten Sequenzen

In Satz 2.2 haben wir gesehen, dass jeder exakten Sequenz der Form (45) ein bis auf einen
Korand eindeutiger Kozyklus zugeordnet werden kann. Wir wollen nun zeigen, dass jedem
Kozyklus auch eine ihn induzierende Sequenz der Form (45) zugeordnet werden kann.

Satz 2.13 Sein > 1, U, ein G-Modul und g, € Z™(G,U,) ein n-Kozyklus. Dann ezistiert
eine exakte Sequenz der Form (45), die gy, induziert. Genauer kann man hierfir die nach
unten abknickende Sequenz des folgenden Diagramms wdihlen,

Hierbei ist die obere Zeile die generische exakte Sequenz des generischen n-Kozyklus (52),
by, + P — Uy die KG-lineare Abbildung aus Satz 2.12, und die untere Zeile wird mit Hilfe
des Pushouts wie in Satz 2.11 gebildet.

Beweis. Die obere Zeile induziert nach Abschnitt 2.9 den generischen n-Kozyklus e, €
Z™(G, P,). Nach Satz 2.12 gilt fiir den KG-Homomorphismus by, - P, — U, dann
gn = ¢y, oe,. Nach Satz 2.11 induziert dann die nach unten abknickende Sequenz den
Kozyklus g,. O

Dieser Satz liefert eine eher unhandliche exakte Sequenz zuriick. Insbesondere sind fiir
unendliches G die P, unendlichdimensional, wihrend man den Kozyklus dennoch oft durch
eine Sequenz aus endlichdimensionalen Moduln induzieren kann.

Beispiel 2.14 Um eine induzierende Sequenz fiir einen Korand g, € B"(G,U,) anzuge-
ben, kénnen wir nach Satz 2.2 ohne Einschrénkung g, = 0 € B"(G,U,,) annehmen (denn
eine Sequenz induziert jeden Représentanten der Restklasse). Dann ist ¢y, = 0, und nach
Konstruktion des Pushouts gilt dann U' |, = (U, ® P,_1)/{(0,—d,(x)) : * € BP,} =

Uy, ® (Pp—1/1imd,) ) Up & P,_1. Es ist dann d], durch die Einbettung U,, — U,, & P,

gegeben, und es existiert ein ,links-Splitting* wu, : U} _; — U, mit u, o d,, = idy,, wie in
einem der Kriterien von Satz 2.2 fiir das Vorliegen eines Korands gefordert. Auch wenn die-
ses Kriterium nicht notwendig fiir das Vorliegen eines Korands ist (wie wir in Beispiel 2.4
gesehen haben), gibt es also wenigstens eine induzierende Sequenz zu einem gegebenen

Korand, die dieses Kriterium erfiillt.

Beispiel 2.15 Wir untersuchen die Konstruktion im Fall n = 1 noch etwas expliziter. Sei
also g = g1 € Z'(G,Uy). Wir haben also das Diagramm
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Dann ist Up := (U; & KG)/W mit
W={(g(0),=(c =) eUh & KG: 0€G})gq-
(v € G das neutrale Element.) Da

(rg(0), —(0 — 1)) = (9(r0), ~ (70 — 1)) — (g(7), —(r — 1))
(aufgrund der Kozyklus-Eigenschaft), gilt sogar
W={(glo),=(c—1) e1®KG: o0€G})k. (55)
Wir definieren U~'1 := Uy @& K mit G-Operation
o-(u,\) :=(cu+ Ag(o),\) firuelU,\eK, oG
(wie in Abschnitt 1.3) und behaupten, dass durch
F:U — Uy, (A (uX-)+W
ein Isomorphismus von K G-Moduln gegeben ist. Die K-Linearitét ist klar. Ferner ist
F(o-(u,)\) = F((ou+Ag(o),\) = (cu+Ag(o),A-v)+ W
= (ou+Ag(o),A\ 1) =Ag(o),—(c =)+ W =
= (ou, o)+ W =0F(u,\) fiiralleue U, )€K,
d.h. F ist KG-linear. F ist injektiv, denn fiir v € Uj,A € K mit F((u,A)) = 0 folgt
(u, A -¢) € W. Nach (55) gibt es dann 0; € G, \; € K, i =1,...,n mit

n

(u, A1) = Z(Aig(ai)a —Ai(oi —t)). (56)
i=1
Dabei kénnen wir O.E. 0; # o fiir ¢ # j annehmen. Da g(¢) = g(«) = tg(¢) + g(¢), also
g(¢t) = 0, kénnen wir auBerdem o; # ¢ fiir alle ¢ annehmen. Da in der zweiten Komponente
der linken Seite von (56) kein Term mit o; # ¢ vorkommt, rechts aber \;o;, folgt \; =
0 fiir alle 4. Mit (56) folgt (u, A) = 0, also ist F injektiv.
Zum Beweis der Surjektivitdt geniigt es wegen der K G-Linearitidt von F' ein Urbild fiir
(u, o) + W (u € Uy, A € K, € G) anzugeben. Da

F((u+Xg(0),A) = (u+Aglo), ) +W
= (u+Ag(o), ) = Ag(o),—(c — )+ W
= (u,Ao) + W,
ist F' also auch surjektiv.
Der Abbildung dy : Uy — Up, u — (u,0) + W entspricht via F' dann die Abbildung
m Uy — Uy, u— (u,0).
Nach dem Beweis zur universellen Eigenschaft des Pushouts (Satz 2.5) gilt fiir df, ferner
dy((us, A1) + W) =0(u) +do(A-¢) =X fiir alle w € Uy, A € K.

Also entspricht df, via F' der Abbildung m : U, — K, (u, ) — A, und wir erhalten die
exakte Sequenz .
0—-U1 53U B K—0.

Damit entspricht unsere Konstruktion einer exakten Sequenz aus einem 1-Kozyklus genau
der im Text nach Proposition 1.51 angegebenen.
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Konstruktion durch sukzessive Pushout-Bildung

In diesem erginzenden Abschnitt wollen wir eine weitere Konstruktion einer exakten Se-
quenz angeben, die einen vorgegebenen Kozyklus induziert. Diese funktioniert zwar nur
unter Zusatzvoraussetzungen, fithrt aber im Allgemeinen zu ,kleineren® Moduln in der Se-
quenz. Dieser Abschnitt kann ibersprungen werden.

Ist U}, C U, ein Untermodul und ¢, € Z"(G,U,), so dass g,(G™) C U}, so ist offenbar
auch g, € Z"(G,U}). Mit Hilfe von Satz 2.13 kann man dann also auch eine exakte Sequenz
konstruieren, die g, € Z™(G,U,,) induziert. Ist g, € Z"(G, U, ) nichttrivial, so gilt dies erst
recht fiir g, € Z™(G,U]). Der kleinste Untermodul U], C U,, mit g,,(G™) C U}, ist offenbar
gegeben durch (g, (G™))k¢a, und wegen 0,¢g, = 0 und der Definition von 9, ist

(9n(G")) i = (9n(G")) kG

also der von den g,(o1,...,04), 01,...,0, € G erzeugte K-Unterraum sogar ein KG-
Untermodul. Ist also g, € Z"(G, U, ) nichttrivial, so erst recht g, € Z"(G, (gn(G"))k ). Es
ist daher keine grofie Einschrinkung, wenn wir g, € Z"(G,U,,) nichttrivial und

fordern. (Gegebenenfalls kann man mit Satz 2.11 dann nachtréiglich U, in einen gréfieren
Modul einbetten und erhélt so auch fiir den groferen Modul eine exakte Sequenz). Unter
diesen Voraussetzungen wollen wir in diesem Abschnitt eine alternative Konstruktion einer
exakten Sequenz (45) (S. 59) angeben, die g, induziert.

Wir verwenden wieder die Notation von Abschnitt 2.3, S. 54, insbesondere benétigen wir
die numerierten Gleichungen.

Offenbar ist (57) genau dann erfiillt, wenn

O = wg” (9n) € Hompgg(Py, Uy)

(siehe (37), S. 55) surjektiv ist. Durch sukzessive Pushout-Bildung erhalten wir aus der bar
resolution (36) (S. 55) und ¢,, das folgende kommutative Diagramm:

dn+1 dn, dn—1 dn—2 ds do d1 do
Prp P, Pr Pr—o e Py Py R K 0
¥n $n—1 Pn—2 P2 P1 %0 P-1 P2
v v v v ¥ ¥ v
0 Up gz Uncr o= Upg oo oo Uy o= Uy o= Up o= Uy o= U
Hierbei ist fiir k =n—1,...,—2 jeweils Uy der Pushout von ;11 und d4; mit Homomor-

phismen 71 und @g.

Satz 2.16 Sein > 1 und g, € Z"(G,U,) ein nichttrivialer n-Kozyklus, so dass

Un = {gn(o1,- . 00) 1 01,..,00 € Gl

Dann ist die untere Zeile des obigen kommutativen Diagramms eine exakte Sequenz der
Form

Tn—1 Tn—2 3 2 T o

Uo K 0

0—=Up —"Up1 Uy Ux
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und induziert (gemdfS Satz/Definition 2.2) den Kozyklus gy,.

Da die ¢ zwar surjektiv sind, in der Regel aber nicht injektiv sein werden, sind die Uy
also als Faktormoduln der P, ,kleiner” als die Moduln der nach Satz 2.13 konstruierten
Sequenz.

Beweis. Da die obere Sequenz exakt und ¢, nach Voraussetzung surjektiv ist, ist nach
Korollar 2.6 auch die untere Sequenz (bis evtl. an der Stelle U,,) exakt und alle ¢, ebenfalls
surjektiv. Fiir die Exaktheit an der Stelle U, zeigen wir, dass 7, injektiv ist. Sei also
u € Uy, mit m,(u) = 0 € U,—1. Nach Konstruktion ist U,_1 = (U, ® P,—1)/W mit W =
{(pn(x),—dp(z)) €U, ® Py—1: x € Py}, und es ist m,(u) = (u,0) + W. Aus 7,(u) =0
folgt also (u,0) € W, d.h. es gibt ein z € P, mit v = ¢,(x) und 0 = d,(z). Wegen der
Exaktheit der oberen Sequenz und z € kerd,, = imd,+1 gibt es y € P41 mit x = dp4+1(y).
Dann ist also

42) 1. :
= w,({+1(5g gn)(y) =0,
da 9Yrg, = 0 wegen g, € Z™(G,U,,). Also ist ker 7, = 0 und die untere Sequenz exakt.
Aus der Surjektivitit von ¢_o folgt aulerdem U_o = 0.
Mit ey, wie in (38) gilt

u = (Pn(x) = ©n O dn+1(y) = leLJn (gn) © dn—l—l(y)

39
Pn O €n = w,[{"(gn) O €n (:) 9n;
und wir setzen daher auch fir k=n—1,...,0
gr ‘= proeg € Ck(G, Uk) (58)
Dann gilt
wg’“ (9x) = wgk (pr o ex) @) o furalle k=0,...,n. (59)

Mit der Kommutativitdt des Diagramms erhalten wir

(58) (59) Uk,

TLOgy = Tpoproer=wp_10dyoer = wy'7 ' (gr—1)odoey
42 39
@) wgk_l(agfilgk,l) o e 29) 8&11%,1 firalle k =1,...,n,
also
Tk O G = 8gfilgk,1 fir alle k =1,...,n, (60)

d.h. die g erfiillen den zweiten Teil der Bedingung (x) von Satz 2.2 (S. 59). Wenn wir
nun noch U_; = K und my(gg) = 1 zeigen, so ist die untere Sequenz von der behaupteten
Form und induziert nach Satz 2.2 den Kozyklus g,. Wir zeigen m(gp) # 0. Dann ist
insbesondere U_; # 0 (da mo(go) € U-1), und aus der Surjektivitit der K G-linearen
Abbildung ¢_1 : K — U_; folgt dann U_; = K. Da man den Isomorphismus so w#hlen
kann, dass m(go) # 0 gerade 1 € K entspricht, sind wir dann fertig.
Wir nehmen also stattdessen m(go) = 0 an, und zeigen fiir £ = 1,...,n die Existenz
eines
hy € CFYG,Uy)  mit 7o gy = 7 0 OLF By (61)

Da gg € ker mp = im 7y, gibt es ein hy € Uy = C°(G, Uy) mit go = 7 o hy. Es folgt

(60)

T 0 g1 90 g0 = A\ (1 0 hy) = m1 0 8 I,
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also (61) fir k = 1.
Sei nun hy, ..., h bereits konstruiert. Aus (61) folgt
T © (gx — O ) = 0.
Da ker m, = im 7y 1, gibt es also hyi 1 € CF(G, Upy1) mit
g — 0% by = T i1 0 by (62)
Mit Hilfe von Bg’“ o 8gf 1 = 0 erhalten wir hieraus

(60)

U, (62) U, Uk+1
Thk410 Gkl O Fgr =" 0" (Mhy10hiq1) = Try1 00, "y,

also (61) fiir k + 1.
Mit der Injektivitdt von m,, erhalten wir aus (61) insbesondere fiir k¥ = n, dass
gn = 0" hn € BM(G,Uy),

im Widerspruch zur vorausgesetzten Nichttrivialitdt von g,. Also ist my(go) # 0. O

Beispiel 2.17 Wir wollen noch kurz zeigen, dass auch diese Konstruktion im Fall n = 1
zum selben Ergebnis fithrt wie in Abschnitt 1.3. Dabei sehen wir auch gut, wo die Surjek-
tivitdt von ¢, ins Spiel kommt. Wir haben dann also das Diagramm

da di do

Py Py KG K 0
smi ©0 w1
Y v
OH—Ul 7T1>-U0 7r0>-U,1 > ()

Wir kénnen hier an Beispiel 2.15 ankniipfen (und verwenden die dortigen Bezeichnungen):
Die Konstruktion von Uy = (U; @ KG)/W ist identisch, und es ist d} = m;. Es bleibt
also noch die Konstruktion von U_; und mg. Um my explizit anzugeben, schreiben wir
(u,2)w = (u,z) + W fiir u e Uy, z € KG, und es ist U_1 = (Uy ® K)/Wy. In U_; gilt

((0,0)w,0) = ((0,0)w,1) fiir o € G. (63)

Es ist mp : Uy — U_q, (u,2)w — ((u,x)w,0) + Wy. Nach Voraussetzung ist U; =
(g(o) : 0 € G)k. Fiir ein u € Up gibt es also eine Darstellung u = > | X\jg(o;) mit
Ni € K,0; € G fiir alle i (hier geht also die Surjektivitdt von ¢; ein!). Da (g,,0)w =
(0,0 — v)w fiir alle o € G, ist also fir A € K

(u, \)w = (Z Aig(oi), )\L) = (0, AL+ Z)‘i(gi - L)) .
w i=1 w

i=1

Daher ist
7T0((u, )\L)W) = ((0, )\L+Z)‘i(0i —L)) ,0) +W0
i=1 w

= ((O,O)W,)\'l—Fi)\i'(1—1)))—|—W0
i=1
= ((0,0)w, ) + Wo.

Also entspricht 7o via F der Abbildung U; — K, (u, \) — X wie erwartet.
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2.11 Induktion von Kozyklen durch Standardsequenzen

Geméf Satz 2.13 kénnen wir jeden Kozyklus durch eine ,,Standardsequenz®, also eine ex-
akte Sequenz der Form (45) (S. 59) induzieren. Dabei sind die P jedoch oft ,unnétig
grof“. Ist der Kozyklus bereits durch eine exakte Sequenz der Form (44) (S. 59) gegeben,
so kann man mit Hilfe des Pullbacks diese Sequenz auf eine Standardform bringen, die
denselben Kozyklus induziert. Wir verwenden dazu jeweils ein zu den Konstruktionen aus
Abschnitt 2.10 ,,duales* Verfahren. Beim ersten Verfahren bilden wir einmal einen Pullback
und héngen diesen mittels dessen universeller Eigenschaft an die alte Sequenz an. Bei der
zweiten Methode (die wieder nur unter einer Zusatzvoraussetzung funktioniert) bilden wir
sukzessive Pullbacks. Der Vorteil dieser Verfahren gegeniiber einer Anwendung von Satz
2.13 besteht darin, dass die Moduln in der gegebenen Sequenz vermutlich einfachere Struk-
tur haben als in der bar resolution, und bei den in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren
bleibt diese Struktur eher erhalten. Besteht insbesondere eine gegebene Sequenz (44) nur
aus endlich-dimensionalen Moduln, so gilt dies auch fiir die daraus in diesem Abschnitt
konstruierten Sequenzen.

Satz 2.18 Ein n-Kozyklus (n > 1) werde durch eine exakte Sequenz der Form (44) (S.
59) gegeben (mit vorgegebenem w € immg N UY| ). Sei U} der Pullback von mo und ¢_1 :
K — U_1, A\ = X-w mit Homomorphismen ¢y und 7, und 7y die nach der universel-
len Eigenschaft des Pullbacks existierende Abbildung, die folgendes Diagramm kommutativ
macht (Details im Beweis):

Tn—1 ™
OHUngUnfl = 2

o

U_1.

Uo

Dann ist die nach oben abknickende ,Standardsequenz® exakt und induziert denselben Ko-
zyklus wie die untere exakte Sequenz.

Beweis. Mit der Nullabbildung 0 : U; — K gilt ¢_1 00 = 79 o 71, und geméf der univer-
sellen Eigenschaft des Pullback gibt es eine Abbildung 7} : U; — U, die das Diagramm
kommutativ macht. Wir zeigen zunéchst, dass die nach oben abknickende Sequenz exakt
ist. Nach Definition des Pullbacks ist

Ué = {(U,O,)\) cUyd K : 7T0(U0) = (p_l()\) =X w},

und ¢ bzw. 7(, sind dann die Projektionen auf die erste bzw. zweite Koordinate. Nach
Voraussetzung gibt es ein uyg € Uy mit mo(up) = w. Dann ist uy = (ug,1) € Uj und
mo(up) = 1, also m(y surjektiv und die abknickende Sequenz an der Stelle K exakt. Aus
der Kommutativitét des Diagramms folgt 0 = (o 7}, also im 7] C ker 7(,. Ist umgekehrt
(u,A) € kerny, C U, also A = 0, so folgt aus mp(u) = XA-w = 0 also u € kermy =
im 7. Also gibt es u; € Uy mit m(u;) = u. Nach Konstruktion der Abbildung 7} (siehe
der Beweis zu Satz 2.8) gilt dann 7 (u1) = (m1(u1),0(u1)) = (u,0) = (u, ), also auch
ker 7, C im 7}, und wir haben Exaktheit an der Stelle Uj. Weiter gilt fiir ug € U stets

75



2 Kohomologie von Gruppen

7y ome(ug) = (m1(m2(uz2)),0(m2(ug))) = (0,0) (da 71 ome = 0) und damit im o C ker 7}. Ist
umgekehrt uy € ker 7, also (71 (u1),0) = (0,0), so folgt u; € ker 71 = im 72 und somit auch
ker 7} C im7o. Dies zeigt Exaktheit an der Stelle Uy, und damit ist die Sequenz insgesamt
exakt.

Wir miissen noch zeigen, dass beide Sequenzen den gleichen Kozyklus induzieren. Sei da-
zu gy € Uy mit 7}(g)) =1, g1 € CHG,Uy) mit 7} o gy = 881696 und fiir k = 2,...,n jeweils
gr. € C*(G,Uy) mit 7y, 0 g, = a,ff;lgk_l, d.h. die angegebene Folge erfiillt die Eigenschaft
(%) aus Satz 2.2. Dann induziert die nach oben abknickende Sequenz also gemif Satz 2.2 den
Kozyklus g, € Z"(G, U,). Wir setzen nun gy := ¢o(gy) € Up und zeigen, dass die Folge der
90, - - - gn €benfalls die Eigenschaft (x) aus Satz 2.2 erfiillt. Es gilt mo(g0) = mo(w0(g0)) =
p-1(mh(g6)) = p-1(1) = w und ™1 0 g1 = g 0 7} 0 g1 = g 0 & g = 9" (polgh)) = B 0.
Fiir die anderen Werte von k gilt (%) sowieso. Also induziert auch die urspriingliche Sequenz
den Kozyklus g, € Z"(G,U,), und damit beide Sequenzen den gleichen Kozyklus. O

Konstruktion durch sukzessive Pullback-Bildung

Diese alternative Konstruktion kann wieder tibersprungen werden.

Wir wollen hier die exakte Standardsequenz mit Hilfe von Korollar 2.9 konstruieren. In
der Situation von Satz 2.2 ist dabei ¢_1 : K — U_1, A~ A w fiir w # 0 ein injektiver
KG-Homomorphismus, und dann kénnen wir das Korollar anwenden. Durch sukzessive
Pullbackbildung erhélt man so das kommutative Diagramm

O €n+; Vn 6n> L En—l)_ . £9 . ‘/1 €1 . ‘/0 €0 . K . O
Pnt1 ¥n Pn—1 @1 %0 o1
v v v v v
el ~1 T Un-1 T U Uo U-1.
Dabei ist V; fiir ¢ = 0,...,n + 1 jeweils Pullback von 7; und ;1 mit Homomorphismen
; und g;. Nach dem Korollar sind dann mit ¢_; auch die ¢; mit ¢ =0,...,n + 1 injektiv

und die obere Sequenz exakt (Surjektivitét von gy zeigen wir gleich). Aus der Injektivitét
von @np1 : Vigr — 0 folgt Vi1 = 0. Sei gr, € C*(G,Uy) mit () wie in Satz 2.2, also

mo(go) =w und TR o gE = a,[jj;lgk_l firk=1,...,n. (%)
Wir konstruieren hy € C*(G,V4,), k=0,...,n mit der (%) entsprechenden Eigenschaft
eolho) =1 und epohg= (9,‘C/f*11hk_1 fir k=1,...,n, (xx)

sowie

@k ohy = gk (%)
Wir setzen zunéchst hg := (go, 1) € Uy® K. Dann ist m(gg) = w = ¢—_1(1), nach Definition
des Pullbacks also sogar hg € Vo = C%(G, V) sowie g9(ho) = 1 und ¢g o hg = go. Wegen
eo(hp) = 1 ist dann insbesondere auch gy surjektiv, d.h. die obere exakte Sequenz ist
tatséchlich von der angegebenen Form. Sei nun hg,...,hp_1 mit () und (* % x) bereits
konstruiert. Wir setzen dann

hy = (gk,(?;/i}lhk—l) € CH(G, Uy, @ Vi)
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Da

P10 3:5_11%4 = 5;[:5{1(%4 ohg_1) b 3&[1%4 © Tk © Gks
ist sogar hy € C*(G,V},). Weiter gilt e, o by, = (9;/f11hk_1 und g, 0 hy = gi nach Definition
der Homomorphismen des Pullbacks. Dies sind (s%) und (x * %) fur k.

Insbesondere gilt dann nach Satz 2.2 h,, € Z"(G,V,,), und es ist g, = @, o h,, mit einer
injektiven Abbildung ¢,. Falls (g,(G")) ke = Un, so ist ¢, sogar surjektiv, also U, = V.
In diesem Fall induziert die obere Sequenz also (bis auf Isomorphie) den Kozyklus g,,.

Ist ¢, nicht surjektiv, so kann man noch Satz 2.11 anwenden, um eine Sequenz zu
erhalten, die mit U,, endet und g, = ¢, o h,, € Z"(G, U, ) induziert.

2.12 Aquivalenz von Sequenzen

Dieser Abschnitt dient nur der Vollstindigkeit und kann ibersprungen werden.

Ein Element g, € H"(G,U,) kann offenbar durch viele verschiedene, auf U, endende
exakte Sequenzen der Linge n in Standardform (45) induziert werden.

Definition 2.19 Wir nennen zwei exakte Sequenzen der Linge n > 1 in Standardform

Ei: 02U, U1 ™' Uy ™. B Uy B K -0 (64)
und / /
B: 0-U2U =S, BB Ko (65)

mit gleichem FEnde U, &aquivalent, in Zeichen E1 ~ Fs, wenn sie die gleiche Restklasse
gn + B"(G,U,) € H"(G,U,) induzieren.

Die so definierte Aquivalenz ist offenbar symmetrisch, reflexiv und transitiv. Obwohl die Ge-
samtheit der zugrundeliegenden Objekte keine Menge sondern eine ,,Klasse“ bildet, wollen
wir bei einer Relation mit diesen drei Eigenschaften von einer A quivalenzrelation sprechen.

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Aquivalenz von Sequenzen in Standardform mit gleichem
Ende U,, auf eine weitere Art zu charakterisieren.

Definition 2.20 Zwei exakte Sequenzen (64), (65) der Linge n > 1 in Standardform mit
gleichem Ende U, heiflen Yoneda-pradquivalent, in Zeichen Ey ~py Ea, , wenn es fir
k=0,...,n—1 KG-Homomorphismen ¢y, : Uy — U], gibt, so dass folgendes Diagramm
kommutativ wird:

Tn—1 T2 T ixo)

E : 0—U, — U, 4 U, Uo K 0
idynl son1J/ <p1l wol idKi
Ey: 0——Un—> Uy 7 —= U —=Uj—>K 0.
T, Tn—1 Ty ™ o

Die Yoneda-Pridquivalenz ist offenbar reflexiv und transitiv, im Allgemeinen aber nicht
symmetrisch.

Lemma 2.21 Sind zwei exakte Sequenzen (64), (65) der Ldnge n > 1 in Standardform
mit gleichem Ende U, Yoneda-prddquivalent, also Ey ~py Fa, so sind sie auch dquivalent,
also B1 ~ Es.
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Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen von Definition 2.20. Sei g, € C*(G,Uy) fiir
k=0,...,n eine Folge mit (x) aus Definition 2.2, also

mo(go) =1 und 7 ogx = Bgfilgk,l firk=1,...,n, (x)

d.h. By induziert g, € Z"(G,U,). Wir setzen zusétzlich ¢, := idy, und g, = ¢r 0 gy €
C*(G,U}) fiir k =0,...,n und zeigen, dass die Folge der (g,) die (*) entsprechende Eigen-
schaft erfiillt. Dann induziert Ey ebenfalls den Kozyklus g], = g, € Z™(G,U,), und damit
gilt dann Ey ~ Ey. Aus der Kommutativitit des Diagramms folgt

m0(90) = To(¢o(90)) = idk (mo(g0)) “y

sowie
ThOgk = TkOPkOgk = Pk—10Tk O Gk (:*) Pk—10 3&?%-1
= (9,%{1@%_1 ogr_1) = a,féglg;_l fir alle k = 1,...,n,
und dies ist () fiir die Folge (g;,)- O

Definition 2.22 Zwei exakte Sequenzen E,E' in Standardform mit gleichem FEnde U,
(n > 1) heiflen Yoneda-dquivalent, in Zeichen E ~y E', wenn es eine Zahl m > 0 und
exakte Sequenzen Ey,..., E,, der Ldnge n in Standardform mit gleichem Ende U, gibt,
so dass fiir die Folge Ey := E,FEy,FEs,...,Ey, Eyny1 = E' gilt: Fiir jedes k = 0,...,m
qilt By, ~py Epi1 oder Epy1 ~py Ey, d.h. je zwei benachbarte Glieder sind evtl. nach
Vertauschen Yoneda-prddquivalent.

Satz 2.23 Zwei exakte Sequenzen E,E' in Standardform mit gleichem Ende U, (n > 1)
sind genau dann dquivalent, wenn sie Yoneda-dquivalent sind, also

E~FE & E~yFE.

Insbesondere ist die Yoneda-Aquivalenz eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Sei zunichst E ~y E’, d.h. es gibt exakte Sequenzen Ej,...,E,, wie in De-
finition 2.22. Wir setzen wieder Ey := E, E,, 11 := E’. Nach Lemma 2.21 und weil ~
symmetrisch ist, gilt dann Ey ~ FEy,q fiir k = 0,...,m, und da ~ eine Aquivalenzrelation

ist gilt dann auch E ~ FE’.

Sei umgekehrt £ ~ E’, d.h. F und E’ induzieren dieselbe Restklasse g, + B"(G,U,) €
H™(G,U,). Nach Satz 2.2 induzieren beide Sequenzen dann auch jeden Reprisentanten
dieser Restklasse, d.h. beide Sequenzen induzieren insbesondere auch ¢, € Z"(G,U,). Im
nichsten Lemma zeigen wir, dass es eine nur von U, und g, € Z"(G,U,) abhéngige Se-
quenz Fy gibt mit Ey ~py F und By ~py E’. Nach Definition 2.22 (mit m = 1) gilt dann
E ~y E'. O

Lemma 2.24 Sein > 1 und E eine exakte Sequenz der Linge n in Standardform mit
Ende U, die den Kozyklus g, € Z"(G,U,) induziert. Sei weiter E' die in Satz 2.13 aus
gn und Uy, konstruierte nach unten abknickende exakte Sequenz, die ebenfalls g, induziert.
Dann gilt E' ~py E.
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2.12 Aquivalenz von Sequenzen

Beweis. Sei E gegeben wie in Gleichung (64). Wir betrachten das folgende Diagramm,
dessen oberen beiden Zeilen sich gem#fl der Konstruktion aus Satz 2.13 aus g, und U,
ergeben. Die dritte Zeile ist die gegebene Sequenz F.

J— dn, dn—1 dn—2 do d1 do
0—P,“—=PFP,1—F, > P Py K 0
7
¢gn En—1 g
’ \ d%—l
£ 0 = UG UTIL 1 Pn—2 1 %0 idg
ldUn\L ‘pn—l Pt
Y
n Tn—1 Tn—2 ™ ™1 ™0
E: 0—=U,—Up1—>Un2 Uy Uo K 0.

Sei weiter g, € C*(G,Uy) fiir k = 0,...,n mit der () entsprechenden Eigenschaft aus
Satz 2.2, also

mo(go) =1 und 7pogr = Bgfilgk,l firk=1,...,n. (%)

Wir verwenden wieder die Notation aus Abschnitt 2.3, und gemifl Gleichung (37) (S. 55)
definieren wir

Y = w,g’“(gk) fir k=0,...,n.
Mit e;, € C*(G, P,) wie in (38) gilt dann

mo(eo(en)) = (i (g0)oco) E mlg) D1
(85),5.55 id e (do(eo))
und
TROYg o€y = TEO wff’“(gk) oy 3 Tk © Gk v 3&11%4 (66)
S O w7 (g) 0 ehr) = BT (P 0 ex) (67)
= o ey P 0 Lodyoe, firk=1,...,n. (68)

Da die Bilder e, (G¥) jeweils Py, als KG-Modul erzeugen und alle betrachteten Abbildungen
K G-linear sind, gilt also

WOO(pO:idKOdO und 7Tk090k:§0k710dk fiirk:zl,...,n, (69)

insbesondere kommutiert das Diagramm ,,rechtsseitig® der Abbildung ,,_1. Weiter gilt mit
€, wie in (50), S. 69
z 2. 66), (68
WnO(bZnoa Satg 212 Tp © gn ( ):( )wn—lodnoen
(53), 5.69 —
= Pn—1 0 dy 0 €y,

und da &,(G") den KG-Modul P, erzeugt, also

n -
T © ¢gn = Pn—1 0 dp.
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2 Kohomologie von Gruppen

Da U/ _; als Pushout von ¢y, und d,, definiert ist, liefert dessen universelle Eigenschaft also
eine Abbildung ¢!, _; : U/_; — Up_1 mit

P10 dy =m, =Ty 0idy,, (70)
also Kommutativitdt des Diagramms ,links unten*, und

“P;L—l C&p—1 = Pn-—1- (71)

Da wir in Satz 2.13 d),_; ebenfalls aus der universellen Eigenschaft des Pushouts erhalten
haben, gilt ausserdem
dlnfl C&p—_1—= dnfl. (72)

Wir miissen als letztes noch die Kommutatvitat des , Trapezes“ zeigen, nadmlich m,_; o
w1 = ppn—god,_ 4. Sei dazu y € U, _; beliebig. Nach Konstruktion des Pushouts (siche
Definition 2.5) gilt U},_; = d,(Uy) + €n—1(Pn—1), d.h. zu y gibt es u € U, € P,_1 mit

y = dp(u) +en-1(@). (73)
Dann gilt

(73)
Tn—10 @p_1(y) = Tn—1 0 Pp_1(dy (1) + en-1())
, (7
(70):( Y Tip—1 9 Wn(u) + Tp—10 Sanl(x)
Tn—10mp=0, (69
T O o dy ()

@ Pn—20d), 1 0en_1(v)

d),_jodl, =0 , ,
= Pn—2 © dnfl(dn(u) + €n,1($))
(73)

n—20dy, 1(y)

firalley € U),_y, d.h. my_10¢], | = ¢n_20d],_;. Also kommutiert das gesamte Diagramm,
und damit gilt E’ ~,y E nach Definition 2.20. |

Beispiel 2.25 Wir wollen die (Yoneda-)Aquivalenz fiir den Fall n = 1 untersuchen und
zeigen, dass sie hier mit der Yoneda-Préidquivalenz iibereinstimmt, dass hier also insbe-
sondere bereits die Yoneda-Priifiquivalenz eine Aquivalenzrelation ist. Wir betrachten dazu
zwei Yoneda-prédiquivalente exakte Sequenzen E ~,y E’, haben also ein kommutatives
Diagramm

E: 0 U —=Uy—=K 0
idUl\L ‘PO\L idK\L
£ 0 U,—Uy——K 0.
™ o

Wir zeigen, dass dann ¢p ein Isomorphismus ist, woraus dann auch E' ~,y E folgt. Sei
up € kerp. Dann ist 0 = 7((po(uo)) = idg(mo(up)), also ug € kermy = imm;. Dann
gibt es uy € Uy mit ug = m1(uy). Es folgt 0 = @o(ug) = wo(m1(u1)) = 71 (idy, (u1)). Da
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2.13 Annullation von n-Kozyklen

7} injektiv ist, folgt u; = 0 und damit uy = m(u1) = 0, also kerpy = 0 und g ist
injektiv. Zum Beweis der Surjektivitit von ¢q sei uf, € Uj. Da my surjektiv ist, gibt es
dann ug € Uy mit mo(ug) = (). Dann ist (| (ug — wo(uo)) = mj(ugy) — mo(uo) = 0, also
uy — wo(ug) € kerm, = imn}. Es gibt also v) € Uy mit 7} (u}) = uy — wo(uo). Es folgt
wolup + m1(u))) = woluo) + 7 (u)) = ug, also die Surjektivitét von .

Im Fall n =1 gibt es also zu jedem Kozyklus im Wesentlichen nur eine exakte Sequenz,
die diesen induziert.

Bemerkung 2.26 Aus Satz 2.2, Beispiel 2.14 und Satz 2.23 folgt: Ein von einer exakten
Sequenz mit Ende U,, induzierter Kozyklus ist genau dann trivial, wenn die exakte Sequenz
(Yoneda-)dquivalent ist zu einer exakten Sequenz 0 — U, ™M Un_1 — ..., fiir die ein links-
Splitting gy, : Up—1 — Uy, mit p, om, = idy,, existiert. Im Fall n = 1 folgt aus Beispiel 2.25,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn fiir eine beliebige (und dann jede) den Kozyklus
induzierende Sequenz ein solches Splitting existiert.

2.13 Annullation von n-Kozyklen

Sind V,W jeweils KG-Moduln und g € C*(G,V) sowie ¢ € (W*)¥ so schreiben wir
¢ g € C"(G,Homg (W, V)) fiir die Abbildung G" — Homg(W,V), = +— ¢ - g(z) mit
o-g(x) : W — V, w — o(w)g(x). Ist g € Z"(G,V), also 8Yg = 0, so folgt wegen
¢ € (W*)¥ dann auch aEOmK(W’V)(go -g) = 0, also ¢ - g € Z"(G,Homg (W, V)). Ist g €
B™"(G,V), also g = dY_,f mit f € C""Y(G,V), so gilt entsprechend auch ¢ - g = ¢ -
o f = 8SS?K(W’V)(QD-]") € B™"(G,Homg (W, V)). Die Multiplikation mit ¢ induziert also
eine Abbildung H"(G,V) — H"(G,Homg (W,V)). Unter anderem werden wir in diesem
Abschnitt zeigen, dass die Augmentationsabbildung do € (KG)*, Y cado 0= D jca Ao
(wobei nur endlich viele A, € K ungleich 0 sind) stets die Nullabbildung induziert.

Ist W endlich-dimensional, so gilt bekanntlich die Isomorphie W*®x V' = Homg (W, V),

gegeben durch lineare Fortsetzung von ¢ ® v — ¢ - v. Entsprechend ist dann p ® g €
Z™"(G,W* @k V) definiert.

Sind U, V, W jeweils KG-Moduln und ¢ € Homg(U, V) (also p oo = oo fiir alle o €
@), so ist die Abbildung v, : Homg(W,U) — Homg (W, V), f +— 1o f ein Element aus
Homg(Homg (W, U),Homg (W, V)). Denn fir o € G, f € Homg(W,U) gilt . (o - f) =
pooofoo t=cotofoo ™t =0 1(f). Das folgende Lemma ist dann wohlbekannt.
Lemma 2.27 Sind A, B,C,W jeweils KG-Moduln und ist

ASBLC
eine exakte Sequenz von KG-Moduln, so ist auch
Homy (W, A) == Hom g (W, B) == Homg (W, C)

eine exakte Sequenz von KG-Moduln.

Beweis. (Der Vollsténdigkeit halber.) Fiir f € Homg (W, A) gilt m, o (f) =moeo f =0,
da moe = 0, also ime, C kerm,. Sei umgekehrt g € kerm,, also m o ¢ = 0. Dann ist
img C kerm = ime. Da wir von Vektorrdumen sprechen, gibt es dann ein f € Homg (W, A)
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2 Kohomologie von Gruppen

mit g = o f =¢e,(f) € ime,, also auch ker 7, C ime,. O

Wir kommen zu der angekiindigten Verallgemeinerung von Proposition 1.51, dem eigent-
lichen Ziel und Hauptresultat dieses Abschnitts iiber Kohomologie von Gruppen.

Satz 2.28 Sein > 1 und

Tn—1 Tn—2 3 v T ™0

Un—2 U, Uy Uy K 0

OHUn$‘Un—1

eine exakte Sequenz von G-Moduln, die einen Kozyklus g € Z™(G,U,,) induziert. Dann ist

7o € (U$)Y, und es gilt mo - g € B™(G,Homg (Up,Uy,)). Anders fomuliert: my-g = 0 €

H"(G,Hompg (Uy,U,)), d.h. die Restklasse von g in H"(G,U,) wird von my annulliert.
Falls dimg Uy < o0, so gilt entsprechend my ® g € B™(G, U @k Uy),

Beweis. Da g ein G-Homomorphimsmus ist, ist o € (Ug)%. Sei g, := g und g, € C*(G, Uy,)
fir k =0, ...,n die zugehorige g induzierende Folge mit (*) wie in Satz/Definition 2.2, d.h.

mo(go) =1 und 7 ogk = Bgfilgk,l firk=1,...,n. (%)

Wir wenden nun auf die exakte Sequenz den ,,Funktor* Homp (Up,-) an und erhalten so
die nach dem Lemma ebenfalls exakte Sequenz

Tn—1x% TTn—2x%

0 —= Hom (Up, Un) —= Hom (Up, Un—1) ——= Homg (Up, Un—2)

2 Hompg (Uy, Up) —=> Hom g (U, Uy ) ——— Hom g (Up, Up) —~> Homg (U, K)
mit 7y, definiert wie oben durch Verkettung mit . Fiir die Folge der
0 * 9k ECk(G,HomK(UO,Uk)) mit k=0,...,n

gilt dann offenbar

()
7TO>!<(7TO . go) = T * Wo(go) = 7o - 1= ™0

und
_ (*) Uk—1
T © (M0 gr) = 7o (T 0 gk) = ™o~ 0" gr—1
= oforcWo i)y g ) fiiralle k=1,...,n.

Dies ist die Eigenschaft () von Satz/Definition 2.2 fiir die exakte Sequenz (xx) (mit w :=
mp - 1 € Hompg (Up, K)), und damit induziert die exakte Sequenz (¥*) den n-Kozyklus
70 - gn € Z™(G,Homg (Uy, Uy,)).

Wir betrachten nun idy, € Homg (U, Up)®. Es gilt mo.(idy,) = mo 0 idy, = 1o = mp - 1.
Nach Satz/Definition 2.2 (mit v = idy,) ist also 7o - g, € B"(G, Homg (Up, Uy,)).

Der Zusatz fiir dimg Uy < oo folgt nun aus der Isomorphie Hom g (Uy, Uy,) = Uj @ g Uy,. O

Im Falle n = 1 und eines Kozyklus g € Z!(G,U) mit dimy U < oo, der von einer kurzen

exakten Sequenz .
0-U—-USK—0
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2.13 Annullation von n-Kozyklen

induziert wird (siche Beispiel 2.15), liefert der Satz 7 ® g € BYG,U* @k U). Mit der in
Bemerkung 2.3 beschriebenen Konstruktion ergibt sich auch die Formel (20) (S. 36). Wir
erhalten also Proposition 1.51 zurtick.

Korollar 2.29 Sei G eine beliebige Gruppe und

do: KG — K, ZAU-JHZAJ

ceG oeG

(mit nur endlich vielen A\, € K ungleich 0) die Augmentationsabbildung. Dann annulliert
dy jeden Kozyklus eines jeden G-Moduls U, d.h. fiir alle g € Z™"(G,U) (n>1) gilt dy - g €
B"(G,Homg(KG,U)).

Beweis. Sei zunéchst n > 2 und U, := U. Nach Satz 2.13 wird g € Z"(G,U,,) von einer
exakten Sequenz der Form

d, dy, dn— d d
0 Un Un—l E Pn—2 2 ! KG 0 K 0

induziert, die also ,auf die bar resolution endet* (da n > 2, kommt Py = KG tatséchlich
vor). Nach Satz 2.28 gilt also dy - g € B"(G,Homg (KG,U)).

Es bleibt der Fall n = 1. Wir erledigen ihn durch explizite Rechnung. Sei also g €
ZYG,U). Wir definieren dazu f € Homy (KG,U) durch K-lineare Fortsetzung von

G—-U 71+ —g;
(G ist K-Basis von KG). Wir berechnen nun
opemx KGN £(0) = (6 — 1) f =00 foo ™' — f € Homg (KG,U),
indem wir die Bilder dieser Abbildung auf der Basis G von KG angeben. Fiir 7 € G gilt
(B f)(@))(1) = (00 foo ) (1)~ f(r) = 0(~g5-17) + gz

= —(09(-17)+ 90 — 9o) + 9r
= —Yo(o-1r) Tt Yo+ 9r = Go = (do - go)(T),

wobei wir die Kozyklus Eigenschaft von g verwendet haben. Also gilt 9y f(0) = dy - g» oder
do-g=0of € BYG,Homg (KG,U)). O

Wir geben noch einen

2. Beweis. Wir betrachten den generischen n-Kozyklus &, € Z"(G,P,) (50), S. 69. Er
wird induziert von der exakten Sequenz (52), und nach Satz 2.28 gilt also dp - €, €
B"(G,Homg (KG, B,)), d.h. es gibt f,_1 € C" }(G,Homg (KG, P,)) mit

do e = ORGP g (74)

Sei nun g, € Z"(G,U,) mit einem G-Modul U,. Wir betrachten die Abbildung ¢7 €
Hompgq(P,,Uy,) aus Satz 2.12 mit

In = ¢y 0. (75)
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2 Kohomologie von Gruppen

Wie wir in der Diskussion am Anfang dieses Abschnitts gesehen haben, ist dann die Ab-
bildung

(¢5,)s : Homp (KG. Py) — Hompg (KG,Uy), 46 = (6,).(0) = 65, o4

ebenfalls ein K G-Homomorphismus, also

(bg, )« € Hom g g (Homy (KG, P,), Homg (KG,Uy,)). (76)

Damit erhalten wir

(75)

do-gn T do- (8, 0Em) = (L)s o (do - &)
R O Y. L i

76 om n n
(76) gHomx (KG,U. )((¢gn)* o fot)

n—1

mit (¢ )« © fa1 € C" (G, Homg (KG, Uy)), also do - g, € B"(G, Homg (KG,U,)). O

Bemerkung 2.30 Ist |G| < oo, so ist KG selbstdual als G-Modul. Ist nidmlich §, €
Homg (KG, K) fiir 7 € G gegeben durch K-lineare Fortsetzung von

1 firo=r
0-(0) = { 0 sonst,

so bilden die ¢, eine Basis von (KG)* = Homg (K G, K). Ferner ist durch K-lineare Fort-
setzung von 7 +— 0, ein G-Isomorphismus KG — (KG)* gegeben, denn fiir o € G gilt
-0, = 0,00 ! = §,r. Die Augmentationsabbildung dy = Y wec 0o € Homg (KG, K)
entspricht also der ,,Spur® 7 := 3" -0 € KG. Da dimg KG < o0, also Homg (KG,U) =
(KG)* @g U= KG ®k U fiir jeden G-Modul U gilt, haben wir also mit dem Korollar fiir
jedes g € Z™"(G,U), dass m ® g € B"(G, KG ®x U). Dieses Resultat iiber die Annullation
von Kozyklen endlicher Gruppen ist bekannt, siehe etwa Kemper [32, Lemma 1.7] oder [34,
Proposition 2.3].

Wir geben noch ein letztes Beispiel.
Beispiel 2.31 Wir greifen Beispiel 2.4 wieder auf, also den von der exakten Sequenz
0-KB3K*DK2TK -0

induzierten 2-Kozyklus g € Z?(G,, K) mit g(a,b) = ab fiir alle a,b € G,. Fiir char K = 2
ist g nichttrivial, aber nach dem Satz gilt 7o ® g € B?(Gy, (K?)* ® ¢ K). Tatsichlich kann
7o ® g mit h € Z%(G,, K?) mit h(a,b) = (ab,0) fiir alle a,b € G, identifiziert werden, und
dann ist h = 9, f, mit f € CY(G,, K?) gegeben durch f(a) = (0,a) fiir alle a € G, - also
wie vom Satz behauptet h € B(G,, K?).
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3 Folgen von Invariantenringen mit unbeschrankt wachsendem
Cohen-Macaulay-Defekt

In diesem Abschnitt behandeln wir eines der Hauptresultate dieser Arbeit - insbesondere
werden wir fiir jede reduktive, nicht linear reduktive Gruppe G einen G-Modul V' konstru-
ieren mit limg_ cmdefK[@le V]9 = 0.

Im folgenden Lemma ist G eine beliebige (nicht notwendig reduktive) lineare algebraische
Gruppe.

Lemma 3.1 Homogene Elemente ay,as € K[V]; bilden genau dann ein phsop in K[V],
wenn sie teilerfremd sind, was genau dann der Fall ist, wenn sie eine requlire Sequenz in
K[V] bilden.

Gilt dann zusditzlich ay,as € K[V]C, so bilden sie auch eine regulire Sequenz in K[V]
(und dann dort auch ein phsop, falls K[V]G endlich erzeugt, z.B. G reduktiv).

G

Beweis. Ist aj,as ein phsop in K[V], so ist es dort auch eine regulire Sequenz, denn der
Polynomring K [V] ist Cohen-Macaulay. Ist nun d € K[V] ein gemeinsamer Teiler von aq, ag,
also a1 = dt1, a9 = dty mit t1,ts € K[V], so folgt tias = dtita = teay € (ay). Aufgrund der
Regularitit hat man also t; € (a1), oder t; = a;t’ mit ¢ € K[V]. Es folgt t; = dt;t’ oder
1 =dt'. Also ist der gemeinsame Teiler d eine Einheit und damit a1, as teilerfremd.

Seien nun aq, ag teilerfremd. Wir zeigen, dass dann aq,as eine regulire Sequenz in K[V]
bzw. unter der Zusatzvoraussetzung auch in K[V]“ ist. Dann bilden die beiden Elemente
dort auch jeweils ein phsop (Satz 1.23 (a)).

Sei je nachdem R = K[V] oder R = K[V]%, und hy € R mit heas € (a1)g. Dann existiert
hi1 € R mit haas = hiay. Da aj,ay in K[V] teilerfremd sind, folgt also aus aj|hsag, dass

ajlhy in K[V]; D.h. es gibt ein ¢ € K[V] mit hy & ait, d.h. hy € (a1)gv]- Dies zeigt
die K[V]-Regularitit. Im Fall R = K[V]% sind hy € R und a; invariant, und Anwendung
eines 0 € G auf Gleichung (x) liefert he = aj(ot). Da K[V] nullteilerfrei ist, ist auch
t = hy/a; = ot invariant, also t € K[V]%. Damit ist hy = a1t € (a1) ke, also a1, az auch
K[V]%regulir. ]

3.1 Die Charakterisierung linear reduktiver Gruppen nach Kemper

Das Haupthilfsmittel fiir die Konstruktion von Invariantenringen mit beliebig groffem Cohen-
Macaulay-Defekt ist das folgende Lemma, das im Beweis von Kemper [33, Proposition 6]

steckt, und zur Konstruktion von nicht-Cohen-Macaulay-Invariantenringen (also Invarian-

tenringen mit positivem Cohen-Macaulay-Defekt) fithrt. Aus diesem folgt dann auch die

Charakterisierung linear reduktiver Gruppen nach Kemper als diejenigen reduktiven Grup-

pen, deren Invariantenringe stets Cohen-Macaulay sind.

Lemma 3.2 Sei G eine lineare algebraische Gruppe, V' ein G-Modul, und es existiere ein
0# g € HY(G, K[V]). Seien weiter a1, a2 € K[V|§ homogen und teilerfremd in K[V] (d.h.
ein phsop in K[V]), die beide g annullieren, also a;g =0 € H'(G, K[V]) firi=1,2.

Dann gibt es einm € K[V]% mit m ¢ (ay, az) g[via, so dass fir jedes weitere az € K[V
mit azg =0 € HY(G, K[V]) gilt, dass mas € (a1, a2) g[v1G-

G
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3 Folgen von Invariantenringen mit unbeschrinkt wachsendem Cohen-Macaulay-Defekt

Ist G reduktiv und bilden ay,as, as mit obigen Eigenschaften ein phsop in K[V], so bilden
sie aufgrund der Reduktivitit von G auch eines in K[V]Y, aber dort keine regulire Sequenz,
insbesondere ist also K[V]% nicht Cohen-Macaulay.

Beweis. Wir klidren zunéichst die einfache Folgerung. Ist G reduktiv und bilden ai,as, as
ein phsop in K[V], so wegen Lemma 1.55 auch eines in K[V]%. Da aber nach dem ersten
Teil des Satzes mag € (a1, a2)kv)e, aber m ¢ (a1, a2) ke, bildet das phsop dort keine
reguléire Sequenz. Also ist K[V]¥ nach Satz 1.23 (b) nicht Cohen-Macaulay.

Nun zum eigentlichen Beweis des Lemmas. Sei (0 +— g,) € Z1(G, K[V]) der zu g gehorige
Kozyklus. Nach Voraussetzung sind die Kozyklen (0 +— a;9,) € ZY(G,K[V]),i = 1,2,3
trivial, also gibt es b; € K[V] mit

a4;go = (0 —1)b; firalleoce G, i=1,23.

Sei
uij:aibj—ajbi fir1 <i<j<3.

Offenbar ist u;; € K[V]¢ (ouij = a;(bj + a;9,) — aj(bi + aigs) = ui;), und es gilt

a; ag as
Uu23al — u13a2 +ui2az3 = | ap az ag | =0.
by by b3

Wir setzen nun m := uia = a1bs — aob;. Dabei hdngt m nur von aq und as ab, und nach
obiger Gleichung gilt mas € (a1, a2) kyje. Wir miissen zeigen, dass m ¢ (a1, a2) kjy)e, und
nehmen dazu das Gegenteil an, also m = u1g € (al,ag)KMG. Dann gibt es fi1, fo € K[V]¢
mit

ure = arby — agby = fra1 + faao.
Aus aj(by — f1) = az(f2+ b1) und der Teilerfremdheit von aj, as folgt dann, dass a; Teiler
von fo + by ist, also fo + by = a1 - h mit h € K[V]. Nun ist

ai-(c—=1)h=(oc—-1)(a1h)=(c = 1)(fao+b1) = (0 — 1)b; = a19» fiir alle o € G,

also go = (0 — 1)h. Damit ist die zugehorige Restklasse ¢ € HY(G,K[V]) gleich 0,
was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. Also war die Annahme falsch, und es gilt

m ¢ (a1, a2) ke O

Aus a19, = (0 —1)b fiir alle 0 € G mit b; € K[V] folgt iibrigens, dass (¢,)sec »gradbe-
schrinkt“ ist, also dass es Zahlen 0 < m < n < oo gibt mit (¢, )oec € ZH(G, ®7_, S*(V)).
AuBlerdem folgt aus g, = é(a— 1)b1, dass g in jedem Fall durch einen Morphismus gegeben
ist (Polynomdivison, etwa bzgl. graduierter lexikographischer Ordnung, gibt die Koeffizi-
enten von ¢, als Linearkombination der Koeffizienten von (o — 1)b1), auch falls man diese
Forderung an die Elemente aus Z'(G, K[V]) (wie in Abschnitt 2) zunichst nicht stellen

will.

Korollar 3.3 Sei G eine reduktive Gruppe, g € ZYG,U) ein nichttrivialer Kozyklus, und
U der zugehdrige erweiterte G-Modul (siehe Abschnitt 1.3). Ist dann

Vi=UaU*aU*aU* dhV=U"'@UsUaU,

s0 ist K[V]% nicht Cohen-Macaulay.
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3.1 Die Charakterisierung linear reduktiver Gruppen nach Kemper

Beweis. Es ist K[V] = S(V*) = S(U ® U* ® U* @ U*). Dann ist auch g € ZY(G,S(V*))
ein nichttrivialer Kozyklus, denn U ist direkter Summand von S(V*). Nach Proposition
1.51 gibt es 7 € U*¢\ {0}, so dass T ® g = 0 € H(G,U* ® U). Sind a1, a9, a3 die drei
Kopien von 7 in den entsprechenden direkten Summanden von S(V*), so bilden diese also

ein annullierendes phsop des Kozyklus ¢ in K[V], und nach vorhergehendem Lemma ist
K[V]% nicht Cohen-Macaulay. O

Man beachte, dass bei dieser Konstruktion V' bzw. V* niemals vollstindig reduzibel
sein kann: Die Nichttrivialitit des Kozyklus g ist ndmlich dquivalent dazu, dass U C U
bzw. K7 C U* kein Komplement hat. Mit Hilfe verfeinerter Methoden werden wir spiiter
dennoch Beispiele mit V' vollstindig reduzibel und nicht Cohen-Macaulay Invariantenring
angeben.

Es folgt die Charakterisierung linear reduktiver Gruppen nach Kemper:

Satz 3.4 (Kemper [33]) Eine reduktive Gruppe G ist genau dann linear reduktiv, wenn
K[V]€ fiir jeden G-Modul V' Cohen-Macaulay ist.

Beweis. Ist G linear reduktiv, so ist K[V]“ nach Hochster und Roberts stets Cohen-
Macaulay. Ist G reduktiv, aber nicht linear reduktiv, so gibt es nach Proposition 1.47 einen
G-Modul U mit HY(G,U) # 0, d.h. es existiert ein nichttrivialer Kozyklus g € Z1(G,U).
Nach dem Korollar existiert dann aber ein G-Modul V' mit nicht Cohen-Macaulay Inva-
riantenring K[V]%. O

Wir wollen abschliessend noch eine Begriindung angeben, warum man mit Lemma 3.2 die
meisten bekannten Beispiele von nicht Cohen-Macaulay Invariantenringen verstehen kann.
Die nicht Cohen-Macaulay Eigenschaft ergibt sich ndmlich in vielen Féllen aus einem phsop
der Lange 3, welches keine regulire Sequenz ist. (Das folgende Lemma (allgemeiner in [32,
Theorem 1.4]) wird nicht weiter verwendet und kann ggf. iibersprungen werden.)

Lemma 3.5 Sei K[V|% endlich erzeugt und ai,az,a3 € K[V]|® ein phsop in K[V]. Ist
a1, as,as keine requlire Sequenz in K[V]%, so gibt es ein 0 # g € HY(G, K[V]) mit a;g =
0 HY(G,K[V]),i=1,2,3.

Beweis. Nach Lemma 3.1 sind a1, as teilerfremd in K[V] und bilden eine regulére Sequenz
in K[V]%. Da aber ay,as,as nicht K[V]%-regulir sind, gibt es dann also rq, 79,73 € K[V]“
mit ryay +reas +r3az = 0 und 3 & (aq, ag)KMG. Da K[V] Cohen-Macaulay und ay, as, as
dort ein phsop ist, gibt es aber nach Satz 1.23 s1,s9 € K[V] mit

r3 = §141 + S20a2.
Wir wenden hierauf (¢ — 1) mit ¢ € G' an. Wegen 73,a1,as € K[V]“ erhalten wir
0=ai(c —1)s1 + az(oc — 1)sa.
Da ay,as in K[V] teilerfremd sind, folgt as|(c — 1)s1. Daher ist

go o= OV 02 Us2 e e s e G

a2 aq
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3 Folgen von Invariantenringen mit unbeschrinkt wachsendem Cohen-Macaulay-Defekt

Offenbar ist g € Z1(G, K[V]) und a1g,a29 € B*(G, K[V]). Weiter ist

0 = ria1 +reag + 1303 = 1101 + 202 + (S101 + 5202)03

= (r1 + si1a3)ar + (r2 + s2a3)as.
Da ay, a9 teilerfremd sind, folgt as|(r1 + s1as3), also gibt es h € K[V] mit
r1 + s1a3 = azh.
Es folgt

39, = (0 = Diass1) = (0 = Dl + ass1) = (o = 1)(azh) = (o0 — 1)h fir alle 0 € G,
a2 a2 a2

also auch azg € BY(G,K[V]). Wire auch g € BY(G,K|[V]), so giibe es v € K[V] mit
9o = (c—1)v fiir alle 0 € G. Esfolgt (6 —1)s1 = (6 —1)(agv) und (6 —1)s2 = (c—1)(—aiv)
fiir alle o € G, also s1 — asv, 89 +a1v € K[V]G. Damit wire dann doch

T3 = s1a1 + $2a2 = (51 — agv)ay + (s2 + ar1v)as € (a1, a2) ke,

Widerspruch! O

3.2 Der Hauptsatz - eine untere Schranke fiir den Cohen-Macaulay-Defekt

Wir leiten in diesem Abschnitt eine untere Schranke fiir den Cohen-Macaulay-Defekt her,
die es uns erlauben wird, fiir jede reduktive, nicht linear reduktive Gruppe einen Invarian-
tenring mit beliebig groBem Cohen-Macaulay-Defekt zu konstruieren, und dies lésst sich
dann sogar mit Vektorinvarianten erreichen. Der folgende (technische) Satz, zusammen mit
seinen unmittelbaren, weniger technischen Folgerungen und den Anwendungen im néchsten
Abschnitt mit konkreten Beispielen stellt das Hauptresultat dieser Arbeit dar.

Hauptsatz 3.6 Sei G eine reduktive Gruppe, V ein G-Modul, und es existiere ein 0 #
g € HYG,K[V]). Seien weiter ay,...,ar € K[V]¢ mit k > 2 ein phsop in K[V] mit
a;g=0¢€ HYG,K|V]) firi=1,...,k. Dann gilt

depth(ai,...,ar) ke =2, also emdef(ay,...,ar) ke =k -2,

und damit

cmdef K[V]¢ >k — 2.

Wir werden auch die folgende allgemeinere Formulierung brauchen: Sei G eine be-
liebige lineare algebraische Gruppe, V ein G-Modul so, dass K[V] endlich erzeugt ist,
und 0 # g € HY(G,K[V]). Seien weiter ai,...,ax € K[V]{ homogen mit a;g = 0 €
HY(G,K|V]). Ist a1, ay teilerfremd in K[V], so gilt depth(a, ... s k) gvie = 2. Ist zusitz-
lich ai,...,a; ein phsop in K[V|%, so gilt cmdef(ay,...,ax)gpe = k — 2 und damit
cmdef K[V]% >k — 2

Beweis. Nach Lemma 3.1 bildet aj, as eine regulire Sequenz in K [V]¢. Nach Lemma 3.2 exi-
stiert ein m € K[V]% mit m ¢ (a1,a2) k)@, aber ma; € (a1,a2) ke firallei=1,... k.
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3.2 Der Hauptsatz - eine untere Schranke fiir den Cohen-Macaulay-Defekt

Satz 1.21 mit M = R = K[V] liefert dann depth(ay, ... sag)gvje = 2. Daay, ... ax ein
phsop in K[V] ist, ist es wegen Lemma 1.55 also auch eines in K[V]¢ (in der allgemeineren

Formulierung ist dies eine Voraussetzung), und es folgt height(ay, ..., ax) gpje = k (Lem-
ma 1.5). Damit gilt nach Definition 1.22 cmdef(ay, ..., ax) gyje = k — 2, und mit Satz 1.26
also emdef K[V]9 > k — 2. O

Der Beweis ist aufgrund der in Abschnitt 1 gemachten Vorbereitungen ziemlich kurz.
Ich mo6chte noch einen Beweis angeben, der zwar etwas ldnger ist, weil er im Prinzip den
Beweis von Satz 1.26 in einer etwas iibersichtlicheren Situation mit eingebaut hat, mir aber
ebenfalls lehrreich erscheint und ndher an meinem urspriinglichen Beweis fiir diesen Satz
liegt.

2. Beweis. Genau wie beim ersten Beweis folgert man zunéchst depth(aq, . .. ,ak)KMG =2

Sei nun n = dim K[V]%, und man ergiinze ay, . .., a zu einem hsop ay, . . . , Gk, Qg1 - - - ; Gn
von K[V]%. Es gilt dann

depth K[V]¢ = depth(ay,...,ax, agi1,. .. san)gpvie  (Korollar 1.25)
< depth(ai,...,ax) ke + (n — k) (Korollar 1.20)
= 2+ (n—k),

also
k—2<n—depth K[V]¢ = dim K[V]¥ — depth K[V]9 = cmdef K[V]°.

a

Wir ziehen die Korollar 3.3 entsprechende Folgerung; Fiir £ = 3 erhalten wir sogar genau
das Korollar 3.3 zuriick.

Korollar 3.7 Sei G eine reduktive Gruppe, g € ZYG,U) ein nichttrivialer Kozyklus, und
U der zugehdrige erweiterte G-Modul (siehe Abschnitt 1.3). Ist dann

k k
Vi=Ua@U* drV:=U"a@U
i=1 i=1
so gilt
cmdef K[V]¢ >k — 2.

Beweis. Analog wie der Beweis von Korollar 3.3. Die k Kopien ay,...,a; € K[V]€ des
nach Proposition 1.51 existierenden Annullators 7 € U*“ \ {0} des (eingebetteten) Kozy-
klus 0 # g € HY(G, K[V]) erfiillen die Voraussetzungen des Hauptsatzes. 0

Damit erhalten wir auch eine neue Charakterisierung linear reduktiver Gruppen. Zum
Vergleich beachte man, dass man Satz 3.4 auch so formulieren kann:

Eine reduktive Gruppe G ist genau dann linear reduktiv, wenn cmdef K[V]% = 0 fiir
jeden G-Modul V' ist.

Korollar 3.8 Fine reduktive Gruppe G ist genau dann linear reduktiv, wenn es eine ,glo-
bale Cohen-Macaulay-Defekt Schranke® gibt, d.h. eine Zahl B € N mit cmdef K[V]% < B
fir jeden G-Modul V.
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3 Folgen von Invariantenringen mit unbeschrinkt wachsendem Cohen-Macaulay-Defekt

Beweis. Ist G linear reduktiv, so ist der Cohen-Macaulay-Defekt stets 0. Ist G reduktiv,
aber nicht linear reduktiv, so gibt es einen G-Modul U mit H(G,U) # 0 (Proposition
1.47), so dass die Voraussetzungen von Korollar 3.7 erfiillt sind. Setzt man dort & > B + 2,
so erhilt man mit dem dortigen Modul V also cmdef K[V]% > B, also existiert keine glo-
bale Cohen-Macaulay-Defekt Schranke B. O

Man kann den Cohen-Macaulay-Defekt sogar mit Vektorinvarianten gegen unendlich trei-
ben:

Korollar 3.9 Ist G reduktiv, aber nicht linear reduktiv, so existiert ein G-Modul V' mit
G
cmdef K [@szlv} >k—2 firallekeN,

insbesondere also o
lim cmdef K [@f:ﬂ/] = o0.
k—o0

Beweis. Da G nicht linear reduktiv ist, gibt es nach Proposition 1.47 einen G-Modul U mit
nichttrivialem Kozyklus wie in Korollar 3.7 gefordert. Der dortige Beweis bleibt richtig,

wenn man anstatt U*@@le U den Modul W := @le (U* &) ﬁ) betrachtet - weitere nicht-

triviale Kozyklen in K[W] storen ja nicht. Man wihlt einen einzigen der k nichttrivialen
Kozyklen aus, und dieser wird dann von den k& Kopien der Invarianten m € U @ CS(W)¢
annulliert. Mit V := U* @ U gilt dann also die Behauptung. O

Bemerkung 3.10 Die Frage, ob in den Korollaren 3.7 oder 3.9 jeweils auch ein treuer
G-Modul V mit den genannten Eigenschaften existiert, ldsst sich sehr leicht mit ,,Ja“ be-
antworten: Man nehme einfach einen beliebigen, treuen G-Modul M (der ja stets existiert,
Satz 1.33) als Summand hinzu, setze also etwa V' := V@ M. Nichttriviale Kozyklen bleiben
auch in K[V'] nichttrivial, und entsprechendes gilt fiir annullierende phsops im Polynom-
ring; und mit M ist natiirlich auch V’ treu. Damit gelten die Aussagen der beiden Korollare
dann auch fiir V' statt V.

Zum Vergleich geben wir noch das entsprechende Resultat fiir endliche Gruppen an:

Satz 3.11 (Gordeev, Kemper) Sei char K = p > 0, G eine endliche Gruppe, V ein
G-Modul, N der Kern der Darstellung G — GL(V) und p ein Teiler des Index (G : N).

Dann gilt
G
lim cmdef K [@f:ﬂ/] = 00.

k—o0

Genauer: Istrg > 0 mit H™(G/N, K) # 0 (ein solches ro gibt es stets) oder H™ (G /N, V*) #
0 oder H"(G/N,KI[V]) # 0, so gilt

G
cmdef K [@szlv} >k—ro—1 firallekeN.

Es gilt sogar folgende Verallgemeinerung: FEs erfiille V1 := V obige Voraussetzungen,
wobei zusdtzlich V treu sei. Ist (V;);>2 eine beliebige Folge treuer G-Moduln, so gilt

G
cmdef K [@levi} >k—ro—1 firallekeN,
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3.2 Der Hauptsatz - eine untere Schranke fiir den Cohen-Macaulay-Defekt

Man beachte, dass G/N treu auf V operiert und K[V]/N = K[V] gilt. Der Satz gibt
damit das bestmogliche Resultat, denn wenn p kein Teiler von (G : N) ist, so kommt die
G-Operation letztlich von der linear reduktiven Gruppe G/N, und dann gilt natiirlich nach
Hochster und Roberts cmdef K [EBf:lV]G = 0 fiir alle &.

In Gordeev, Kemper [21, Corollary 5.15] wird der Satz aus einem allgemeineren Resultat

gefolgert; Wir geben einen etwas elementareren Beweis, der auf den Resultaten der Arbeit
[32] basiert.

Beweis. Nach dem Vorspann kénnen wir annehmen, dass G treu auf V operiert und p
ein Teiler der Gruppenordnung |G| ist. Es geniigt dann offenbar, die Verallgemeinerung
zu beweisen (man kann ja V; := V fiir alle ¢ wihlen). Setze R := K [@levi]. Nach [3,
Theorem 4.1.3] existiert wegen p | |G| ein rg > 0, so dass die r¢p-te Kohomologiegruppe
H"(G,K) # 0 ist. Ist diese oder eine der anderen beiden Bedingungen erfiillt, so ist auch
H™(G,R) # 0 (denn es sind K bzw. V* bzw. K[V] jeweils direkte, G-stabile Summanden
von R mit G-stabilem Komplement). Insbesondere gibt es dann ein minimales 1 < r < rg
mit der Eigenschaft H" (G, R) # 0. Man kann dann 0 # g € H"(G, R) wéhlen, so dass der
zugehorige nichttriviale r-Kozyklus nur Werte in einer homogenen Komponente annimmt
(indem man etwa eine geeignete homogene Komponente eines gegebenen nichttrivialen Ko-
zyklus g wihlt - da G endlich, sind nur endlich viele Projektionen von g auf eine homogene
Komponente ungleich Null, und wiéren alle solchen Projektionen trivial, so auch g). Insbe-
sondere ist dann das ,,Annullationsideal

I,-={a€R%:ag=0€ H(G,R)} < R®
homogen. Nach [32, Corollary 1.6] gilt dann
depthI, <r+4+1<ro+ 1. (77)

Fiir o € G sei A;, die zugehorige lineare Abbildung auf V;, und B, die zugehorige lineare
Abbildung auf @leVi. Da G treu auf V; operiert, gilt fiir jedes o # ¢ (¢ € G neutrales

Element), dass rang (A4;, —idy;) > 1, und damit rang (BJ _id@‘zlvi) > k. Nach [32,

Lemma 2.1, Lemma 1.7] gibt es dann ay,...,a, € I, mit height(ai,...,ay)ge =k, und es
folgt height(I,) > k. Mit Gleichung (77) folgt also

cmdef I, = height(I) — depth(fy) > k —r¢g — 1,
und aus Satz 1.26 dann cmdef R > k — g — 1. Hieraus folgen die Behauptungen. O
Wir geben eine hiibsche Anwendung.
Korollar 3.12 (Campbell, Geramita, Hughes, Kemper, Shank, Wehlau)
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper der Charakteristik p > 0 und G eine endliche

Gruppe, die einen Normalteiler vom Index p enthilt (z.B. G eine p-Gruppe, oder G nilpotent
und p||G|). Dann gilt fiir jeden treuen G-Modul V

G
cmdef K [@lev} > k-2,

insbesondere ist der Invariantenring fir k > 3 nicht Cohen-Macaulay.
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3 Folgen von Invariantenringen mit unbeschrinkt wachsendem Cohen-Macaulay-Defekt

Ist G eine p-Gruppe, so existiert eine Unterguppe N C G mit (G : N) = p, und eine solche
ist automatisch auch Normalteiler vom Index p. Ist G nilpotent, also direktes Produkt ih-
rer Sylow-Untergruppen, so ist das direkte Produkt eines Normalteilers der p-Sylowgruppe
vom Index p (existiert nach eben) und der anderen Sylowgruppen ein Normalteiler von G
vom Index p.

Beweis. (vgl. [9, Corollary 21] sowie [8, Theorem 1.2] und [32, Theorem 2.3]). Sei F, € K
der Primkorper von K. Sei N < G ein Normalteiler mit (G : N) = p. Dann ist G/N =
Zy, = (Fp,+) C (K,+). (Z, ist die zyklische Gruppe der Ordnung p). Wir schreiben G
multiplikativ und bezeichnen fiir a € G mit a € K das aN € G/N entsprechende Element
gemif obiger Einbettung. Dann ist ab = a + b (a,b € G).

Offenbar ist durch g : G — K,a — g, = a ein nichttrivialer Kozyklus gegeben (K trégt
triviale G-Operation, hier bezeichnet mit o): Zum einen ist

gab:%:a—kaoB:aogb—i—ga fiir alle a,b € G,

also ¢ ein Kozyklus, und fiir alle v € K und @ € G ist (a —1)ov = v —v = 0, also g
nichttrivial. Dies zeigt H'(G, K) # 0, und mit 79 = 1 in Satz 3.11 folgt die Behauptung. O

Im Gegensatz zu Satz 3.11 besagt Korollar 3.9 nur, dass iiberhaupt eine Darstellung
existiert, deren Cohen-Macaulay-Defekt der Vektorinvarianten gegen unendlich geht. Man
konnte vermuten, dass dennoch die entsprechende Aussage fiir treue rationale Darstellungen
reduktiver, nicht linear reduktiver Gruppen gilt, aber dem ist nicht so. Es gilt ndmlich:

Satz 3.13 Seichar K beliebig und V = K™. Ist dann G eine der Gruppen SL,,(K), GL, (K)
oder SO, (K) (dann char K # 2), so ist K [EB?ZIV]G Cohen-Macaulay fir alle k € N.

Beweis. Fiur die Gruppe SO, siehe die erst in Kiirze erscheinende Arbeit [41]. Fiir G = SL,,
wird K [EB?ZJ/]G
den sogenannten ,,Pliicker-Invarianten® erzeugt, und bildet daher den Koordinatenring ei-
ner Grassman-Varietét. Ein solcher ist nach Hochster [26, Corollary 3.2] Cohen-Macaulay.
(Vgl. auch Hochster und Eagon [27, p.1029, mitte]). Fiir G = GL,, gilt dagegen nach [11]
stets K [@le V] Y_K , so dass diese Invariantenringe trivialerweise ebenfalls stets Cohen-
Macaulay sind. O

nach de Concini und Procesi [11] auch in positiver Charakteristik von

Die Gruppen SL,, GL, mit n > 2 und SO,, mit n > 3 und p # 2 sind in positiver Cha-
rakteristik zwar reduktiv, aber nicht linear reduktiv (sieche Bemerkung 4.5), und operieren
treu auf V = K"™. Dennoch sind die zugehtrigen Vektorinvarianten nach diesem Satz stets
Cohen-Macaulay. Daher lisst sich Satz 3.11 nicht auf unendliche Gruppen verallgemeinern.

Wir haben im Beweis von Satz 3.11 ein Resultat {iber die Tiefe des sogenannten Annul-
lationsideals eines r-Kozyklus (fiir endliche Gruppen) verwendet. Mit unseren Methoden
konnen wir dieses Resultat fiir » = 1 auch auf unendliche Gruppen verallgemeinern. Noch-
mal die Definition fiir den Fall r = 1: Ist g € H*(G, K[V]), so wird das Annullationsideal
definiert als

I, ={a€e K[V]9:ag=0¢€ H'(G,K[V])},

und man sieht sofort, dass dies tatsichlich ein Ideal in K[V]% ist. Wir nennen einen Ko-
zyklus g € ZY(G,K[V]) (bzw. seine Restklasse in H'(G, K[V]) homogen, wenn es ein
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3.2 Der Hauptsatz - eine untere Schranke fiir den Cohen-Macaulay-Defekt

d € Ny gibt mit g, € K[V], fiir alle 0 € G. Fiir einen homogenen Kozyklus ist offenbar
I, ein homogenes Ideal. Der folgende Satz ist eine Version des Hauptsatzes (mit praktisch
demselben Beweis) mit schwiicheren Forderungen, die entsprechend auch eine schwichere
Aussage liefert.

Satz 3.14 Sei G eine (nicht notwendig reduktive!) lineare algebraische Gruppe und V' ein
G-Modul, so dass K[V]® endlich erzeugt ist. Sei ferner 0 # g € H'(G, K[V]) homogen.
Falls 1, zwei homogene, in K[V] teilerfremde Elemente positiven Grades enthilt, so gilt

depth(I,) = 2.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen ist I, # K [V] ein homogenes Ideal, denn g # 0
(also 1 ¢ I;) und g ist homogen. Seien ai,as € I, homogen, positiven Grades und teiler-
fremd. Nach Lemma 3.1 bilden a1, as eine regulidre Sequenz in I,, und nach Lemma 3.2
gibt es ein m € K[V]% mit m ¢ (a1,a2)k[vie aber am € (a1, az) ko fiir alle a € I,. Nach
Satz 1.21 (der ,aquivalenten Formulierung®) folgt depth I, = 2. O

Kennt man zusétzlich eine untere Schranke fiir height I,, height I, > k, etwa weil man
ein in I, liegendes phsop von K [V]¢ der Linge k kennt, so erhélt man mit Satz 1.26 die
Abschétzung

cmdef R > height (1) — depth(Zy) > k — 2.

Insbesondere erhilt man so auch nochmal die Aussage des Hauptsatzes, wenn G reduktiv
ist und man ein annullierendes phsop in K[V] hat.

Man vergleiche diesen Satz mit dem entsprechenden Resultat fiir endliche Gruppen (nur
den Sperzialfall fiir die erste Kohomologie), Kemper [32, Corollary 1.6], welches wir (fiir
allgemeines r) im Beweis von Satz 3.11 verwendet haben:

Korollar 3.15 Ist G eine endliche Gruppe, 0 # g € H'(G, K[V]) homogen, so ist
depth(ly) = min{2, height(/,)}.

Beweis. Im Fall height(l,) = 0 ist I, = {0}, also auch depth(/;) = 0 = min{2,0}. Im
Fall height(I,) = 1 ist I, # {0}. Da K[V]“ nullteilerfrei, ist dann auch 1 < depth(I,) <
height(I,) = 1, also depth(/;) = 1 = min{2,1}. Ist nun height(l;) > 2, so enthélt I,
ein phsop ay,as von K[V]¥ der Linge 2 (Lemma 1.5 (b)). Da K[V] eine ganze Erwei-
terung des normalen Rings K[V]% ([12, Proposition 2.3.11]) ist, ist a,as nach Korollar
1.7 auch ein phsop in K[V], also dort teilerfremd (Lemma 3.1). Mit Satz 3.14 folgt also
depth(ly) = 2 = min{2, height(/,)}. O

Die Verallgemeinerung des Korollars auf unendliche Gruppen scheitert (zumindest bei

diesem Beweis) offenbar daran, dass es dann phsops in K[V]% gibt, die kein phsop in K[V]
bilden. Siehe etwa [33, Remark 5] fiir ein Beispiel.

93



4 Anwendungen des Hauptsatzes

4 Anwendungen des Hauptsatzes

Im Folgenden wollen wir konkret Darstellungen V fiir eine reduktive, nicht linear reduk-
tive Gruppe G angeben, die die Voraussetzungen des Hauptsatzes 3.6 mit beliebig vor-
gegebenem k erfiillen, fiir die also cmdef K[V]% > k — 2 gilt. Mit den Ergebnissen aus
Abschnitt 1.4.3 lisst sich oft auch dim K[V] exakt angeben, so dass wir eine Abschiitzung
depth K[V]¢ < dim K[V]¥ — k + 2 erhalten. Fiir die allgemeine Konstruktion miissen wir
dabei nur die Ergebnisse der letzten Abschnitte zusammensetzen, was allerdings zu einer
groBen Vektorraumdimension des Darstellungsmoduls V fiihrt. Wir fithren daher auch ver-
feinerte Betrachtungen durch, die zu teils erheblich niedrigeren Dimensionen fithren. Dabei
verwenden wir Roberts’ Isomorphismus, der auflerdem auch Beispiele fiir eine Klasse von
nicht reduktiven Gruppen liefert.

4.1 Motivation: Additive Gruppen endlicher Korper

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p. Fiir jede Potenz ¢ von
p ist

G={acK:a"—a=0} CK!
zusammen mit der Addition ,,+“ von K eine lineare algebraische Gruppe, die isomorph
ist zur additiven Gruppe (F4,+) des endlichen Kérpers mit ¢ Elementen. Sei (X,Y) der
G-Modul mit der natiirlichen Darstellung

GH<1§>.

Dabei ist (X,Y) selbstdual, genauer ist (X,Y)* = (X*,Y*) = (Y, —X). Wir betrachten
nun die n-fache direkte Summe der natiirlichen Darstellung,

n

V= PX. ).

=1

Als néchstes bendtigen wir einen nichttrivialen Kozyklus in K[V] = S(V*). Ein solcher
wird gegeben durch

gGHK[V]:S(V*), aHa-lK[V]EK[V]O.

Dabei ist g ein Kozyklus in Z!(G, K[V]), denn es gilt goop = Gars = (a + b) - lg) =
g+ ga = a- gy + ga (die Operation von G auf K[V]y = K ist trivial). Aulerdem ist g
auch nichttrivial, denn wenn es ein v € K[V] gébe mit g, = (a — 1)v fiir alle a € G, dann
koénnte man v auch homogen vom Grad 0 wihlen, also v € K = K[V]y. Dann ist aber
a-v—v=v—uv=0,im Widerspruch etwa zu g; = 1.

Weiter sind die X;,7 = 1,...,n Annullatoren des Kozyklus g, denn es gilt

Xigo =aX;=(a—1)-Y; firalleac€g,

also X;g € BY(G,K[V]). Da Xi,...,X, als Variablen aufierdem ein phsop bilden, liefert
der Hauptsatz 3.6 also sofort
(FQ7+)

>n—2. (78)

cmdef K[V]¢ = cmdef K [EB(Xi, Yi)
1=1
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4.1 Motivation: Additive Gruppen endlicher Kérper

(Wir hétten dies natiirlich auch aus Korollar 3.12 folgern kénnen). Da G eine endliche
Gruppe ist, gilt dim K[V]¢ = dimg V = 2n, und damit

depth K[V]9 = dim K[V]% — cmdef K[V]¢ < 2n — (n —2) = n + 2.

Die rechte Seite ist offenbar gleich dimgx V& + 2. Nach dem folgenden Resultat, das auch
noch etwas allgemeiner gilt, gilt hier sogar Gleichheit (dabei ist V7 = {v € V : ov = v}):

Satz 4.1 (Campbell, Ellingsrud, Hughes, Kemper, Shank, Skjelbred, Wehlau)
Sei char K = p > 0, G eine p-Gruppe und V' ein G-Modul. Falls G nicht von den Elemen-
ten o € G mit dim V7 > dim VC erzeugt wird (z.B. wenn G eine zyklische p-Gruppe ist),
dann gilt

depth K[V]¥ = min{dimg V + 2, dimg V}.

Beweis. Siehe Campbell, Hughes, Kemper, Shank, Wehlau [9], Theorem 1, Theorem 2 und
Remark 4 (a). Im zyklischen Fall folgt aus dim V? > dim V¢ jedenfalls, dass ¢ nicht G
erzeugt, und daher in der eindeutig bestimmten Untergruppe vom Index p liegt, d.h. alle

solchen ¢ kénnen héchstens diese Untergruppe erzeugen. Der zyklische Fall wurde bereits
in der bahnbrechenden Arbeit von Ellingsrud und Skjelbred [15] behandelt. O

In unserem Fall V 2 V* = @7, (X;,Y;) ist offenbar dim V¢ = n, und das einzige o € G
mit dim V7 > dim V' ist das neutrale Element ¢ = ¢, von welchem G nicht erzeugt wird.
Damit ist der Satz anwendbar und liefert depth K[V]¢ = min{n +2,2n}. Insbesondere gilt
dann in (78) Gleichheit, wenn n > 2 ist.

Was passiert, wenn man ¢ ,,gegen unendlich“ gehen lésst, also zu der gesamten additiven
Gruppe G, = (K,+) des Korpers iibergeht? G, ist nicht reduktiv, und der Hauptsatz
nicht anwendbar. Obwohl die Gleichung (78) unabhéngig von ¢ ist, gilt sie nun nicht mehr.
Stattdessen gilt stets (in beliebiger Charakteristik)

Ga
= 07

n

cmdef K [@ (X, Y;)

i=1

denn nach Roberts’ Isomorphismus 1.57 gilt ja die Isomorphie

K [é<Xz‘,Y}>

i=1

SLo

Ga n+1
=K [@(Xzﬂ@

i=1

(wobei auf der rechten Seite (X;,Y;) die natiirliche Darstellung der SLy ist), und der rechte
Invariantenring ist nach Satz 3.13 Cohen-Macaulay'. Das Argument des Hauptsatzes geht
dabei deshalb schief, weil dann X,...,X; fiir ¢ > 3 kein phsop mehr im Invariantenring
bildet.

Wir werden in Satz 4.28 sehen, wie man durch Hinzunahme des Summanden (X7, Y¥) zu
V' die Ungleichung (78) auch fiir die volle additive Gruppe G, (in positiver Charakteristik
p) retten kann.

!Der Invariantenring ist also nicht nach Hochster und Roberts Cohen-Macaulay, sondern nach Hochster
und Roberts’ Isomorphismus!
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

4.2 Konstruktion von Darstellungen mit groBem Cohen-Macaulay-Defekt des
Invariantenrings

Wir geben nun fiir jede reduktive Gruppe, fiir die das iiberhaupt moglich ist, explizit eine
Folge von Darstellungen an, fiir die der Cohen-Macaulay-Defekt des zugehorigen Invarian-
tenrings beliebig grof3 wird.

Satz 4.2 Sei G eine reduktive, aber nicht linear reduktive Gruppe in positiver Charakteri-
stik p = char K. Wir unterscheiden zwei Flle:

1. Falls die Zusammenhangskomponente GO kein Torus ist, so sei V ein treuer G-Modul
(existiert nach Satz 1.33),

U := Homg (SP(V), FP(V))o
(siehe Definition 1.44) und « € Homp (SP(V), FP(V')) mit t|ppvy = idpseyy-

2. Falls die Zusammenhangskomponente GO ein Torus ist, so teilt p die Ordnung der
endlichen Gruppe H := G/G°. (Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn G endlich
ist. Dann ist |G°| = 1 und H=G). Jeder H-Modul ist auch G-Modul mittels des
kanonischen Homomorphismus G — H = G/G°. Sei dann V = ®,cyKe, die
requldre Darstellung von H, also oe, = ey fiir alle o,7 € H. Mit e := ZJEH o
betrachte dann

U := Hompg (V, Ke)o
und ¢ € Homg (V, Ke) mit t|ge = idge.-
Es sei dann jeweils g : G — U, 0 — (0 — 1)t der zugehorige Kozyklus g € ZY(G,U). Weiter
sei dann U der zu g und U gehdrige erweiterte G-Modul (siehe Abschnitt 1.3), d.h. es ist
U=U®K -

Dann gilt
G

k
Ue@U| k-2

i=1

cmdef K

Insbesondere ist der Invariantenring fiir k > 3 nicht Cohen-Macaulay.

Beweis. Da G nicht linear reduktiv ist, ist nach Satz 1.37 entweder G° kein Torus oder falls
doch, p ein Teiler von |G/G°|. Daher tritt einer der beiden Fille auf. Wenn gezeigt ist, dass
der Kozyklus g nichttrivial ist, folgt die Behauptung des Satzes dann sofort aus Korollar
3.7.

Im 1. Fall hat FP(V) kein Komplement in SP(V') nach Korollar 1.40.

Im 2. Fall hat Ke kein Komplement in V' nach Korollar 1.50.
Daher ist in beiden Féllen nach Proposition 1.46 der Kozyklus g nichttrivial. Dies war zu
zeigen. O

Im 2. Fall kann man alternativ auch Satz 3.11 zur Konstruktion verwenden. Es ist z.B.
U = (V/Ke)* (siehe Satz 1.44) fiir |H| # 2 ein treuer H-Modul mit H'(H,U) # 0, und

H
mit rg = 1 in Satz 3.11 folgt cmdef K {@?:1 U*} >k—2.
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4.2 Konstruktion von Darstellungen mit groflem Cohen-Macaulay-Defekt des Invariantenrings

Wir berechnen noch die Dimension der Darstellung M = U* & @le U.
1. Fall: Es ist dimg SP(V') = ("+I’)’_1), wobei n = dimg V = dimg FP(V), also

dimg U = dimg FP(V)(dimg S?(V) — dimg FP(V)) = n <<" +£ B 1> - n) .

Da dimg U = dimg (U) + 1, ist dimgx M = (k + 1) dimg U + k, also

dimKM:n(k+1)<<n+£_1>—n>+k. (79)

Insbesondere fiir n = 2 ist dies
dimg M =2(k+1)(p—1) + k.

2. Fall: Sei m = |G/GY|. Es ist dimg V = m, dimg Ke = 1 und damit dimg U =
1-(m—1), also
dimg M = (k+1)(m —1) + k. (80)

Bemerkung 4.3 Man kann die Dimension von M etwas driicken, denn es ist U von der
Form Homg (V, W)y =W @ (V/W)* (siehe Satz 1.44). Daher kann man den Summand U*
von M durch W*@(V/W) ersetzen. Denn dann ist K[M] = S(M*) = S(Wa(V/W)*®...),

und wegen
U=We (V/W) <S*W e (V/W)") =52 (W) e S*(V/W)) e W e (V/W)*

hat auch hier S(M*) einen nichttrivialen Kozyklus, der nun Werte in der zweiten sym-
metrischen Potenz annimmt. Der Beweis von Korollar 3.7 gilt dann weiterhin mit dieser
Ersetzung. Im ersten Fall von Satz 4.2 ist aulerdem W* = FP(V)* mit V ein treuer G-
Modul, der damit als direkter Summand in M auftaucht, so dass dann M auch treu ist;
Der Modul U ist dagegen nicht immer treu. Im 2. Fall allein deshalb nicht, weil es sich im
Allgemeinen um die Darstellung einer Faktorgruppe handelt. Ein Beispiel fiir den 1. Fall
mit U nicht treu ist gegeben durch G = SLg mit natiirlicher Darstellung V = (X,Y) in
Charakteristik 3. Wir werden in Abschnitt 4.5.2 sehen, dass dann U = (X,Y) ® (X3,Y3)
ist, d.h. die Darstellung von U ist gegeben durch

a b a b a’ b Axd
= (a)=(Ea)e B w)en
(Kronecker Produkt von Matrizen), insbesondere wird das negative der Einheitsmatrix
o = —I, € SLy auf die Identitiat I, € K*** abgebildet, d.h. U ist nicht treu. Auch U ist

hier nicht treu, wie die Darstellung (89) (S. 111) (wieder fiir 0 = —Iy € SLy) zeigt; Siehe
auch Bemerkung 3.10 fiir eine andere Losung dieses Problems.

Wir formulieren noch kurz das entsprechende explizite Resultat fiir Vektorinvarianten.
Dieses ergibt sich sofort aus Korollar 3.9 (bzw. dem Beweis) und Satz 4.2 zusammen mit
der Bemerkung. Wir beschrénken uns auf den 1. Fall, der 2. Fall wird genauso behandelt.
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Korollar 4.4 Seien die Voraussetzungen des 1. Falls von Satz 4.2 erfullt. Dann ist
W=F\(V)* & (SP(V)/FP(V) & U
ein treuer G-Modul mit

k G
cmdef K EBW] >k —2.

i=1

Der zweite Fall von Satz 4.2 handelt im wesentlichen von endlichen Gruppen. Fiir diese
gibt es in der Literatur bessere Ergebnisse als unser Satz liefert, sieche etwa Satz 4.1 fiir
p-Gruppen. Interessant sind daher fiir uns die Gruppen, fiir die der erste Fall zutrifft, fiir
die also die Zusammenhangskomponente kein Torus ist. Insbesondere trifft dies fiir prak-
tisch alle Klassischen Gruppen zu. Hier die vollstindige Ubersicht der fiir die Klassischen
Gruppen auftretenden Fille:

Bemerkung 4.5 Sei char K =p, n > 2.

1. Die Gruppen SL,, GL,, Sp,, sind zusammenhdngend (n gerade fiir Sp, ) und kein
Torus.

2. Firp # 2,n > 3 ist SO, zusammenhdingend, kein Torus und die Zusammenhangs-
komponente von Oy,.

3. Firp#2,n=2 ist SOq ein Torus, die Zusammenhangskomponente von Oy und es
ist Oy /SO9 = Zy; insbesondere sind beide Gruppen linear reduktiv.

4. Fiir p = 2 sind die orthogonalen Gruppen speziell definiert (siehe der folgende Be-
weis), und es gilt SO,, = O,,. Es ist dann fir n > 3 die Zusammenhangskomponente
von SO, kein Torus. Ferner ist SOy semidirektes Produkt eines Torus mit der Zs,
und damit nicht linear reduktiv.

Insbesondere also liefert Satz 4.2 fir jede der in 1,2,4 genannten Gruppen G im Fall p > 0
2u gegebenem k explizit eine Darstellung V' mit cmdef K[V]¢ > k — 2.
Fiir die in 3. genannten Gruppen dagegen ist jeder Invariantenring Cohen-Macaulay.

Beweis. Um zu zeigen dass die Zusammenhangskomponente G einer linearen algebraischen
Gruppe G kein Torus ist, geniigt es, eine nichttriviale, abgeschlossene, zusammenhéngende,
unipotente Untergruppe U C G anzugeben. Dann ist namlich U € G, und damit ist G°
kein Torus. Denn Elemente eines Torus sind halbeinfach, und nur das neutrale Element
ist zugleich halbeinfach und unipotent, d.h. man hétte sonst U = {:}. Hierfiir geniigt
es wiederum, einen nichttrivialen algebraischen Homomorphismus p : G, — G anzugeben.
Denn dann ist p(G,) C G eine nichttriviale, zusammenhéngende abgeschlossene unipotente
Untergruppe ([59, 2.2.5, 2.4.8]).

1. Es sind SL, C K" bzw. GL, C K"'*! Nullstellenmengen der irreduziblen Poly-
nome det —1 bzw. E - det —1 (die zu E gehorige Koordinate liefert hier das Inverse der
Determinante der zugehorigen Matrix) und damit als Varietdten irreduzibel, also zusam-
menhéngend. Fiir den Zusammenhang von Sp,, siche [60, Exercise 2.2.9]. Mit n = 2m,

Jy = < _01 (1) > und Jo, := diag(Ja, ..., J2) € K?™*2m (Blockdiagonalmatrix) ist

Sp,={Ae K" ATJ, A= J,}.
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Man verifiziert sofort, dass Sp, = SLg, und mit A — diag(A4, I2,...,I3) € K™*™ hat man
eine Einbettung SLy C Sp,, (I € K 2x2 Einheitsmatrix). Analog hat man Einbettungen
SLs C SL,,, GL,,. Da

1 a
Gq — SLo, ab—><0 1> (81)

ein injektiver algebraischer Homomorphismus ist, ist keine der drei zusammenhéngenden
Gruppen ein Torus.

2. Fiir den Zusammenhang von SO,, siehe [60, Exercise 2.2.2]. Da O,, /SO,, & Zs, ist
SO, = Og. Offenbar hat man eine Einbettung SO3 C SO,,. Mit ¢ einer festen Losung von
X2 +1 =0 und V2 einer festen Losung von X2 —2 = 0 in K priift man leicht (aber etwas
mithsam) nach, dass durch

1 iv2a  V2a
p: Gy, — 803, a— | —iv2a 1+a®> —ia® (82)
—V2a —ia? 1-—ad?

ein Homomorphismus gegeben ist, so dass SO,, kein Torus ist.

a b
d

a?+b> =1=a’+¢? folgt ¢ = +b und analog d = +a. Eine kurze Fallunterscheidung zeigt,

dass
a b 2 2
SO, = ra,be K a*+b0"=15.
-b a

Ist i = v/—1 ein feste Wurzel von X2 +1 =0 in K, so zeigt

1 1\ [ a b 1 1\ if—i 1\ [a+ib a—ib \
i —i -b a i —i ) 2\ —i 1 ia—b —ia—0b )

_z<—ia+b—ia+b —ia—b+ia+b>_<a+ib 0 )

3. Wir miissen nur noch zeigen, dass SOy ein Torus ist. Sei A = < ) € SO,. Aus

92\ —ia+b+ia—b —ia—b—ia—0» 0 a—ib

dass die SO, diagonalisierbar ist. Da die a-+ib mit a?+b? = 1 auch ganz K\ {0} ausschopfen
(fir t € K \ {0} setze a := % Mit b = V1 — a? und geeignetem Vorzeichen ist dann
a+ib =t), ist SOy = Gy, ein Torus. Da Oy /SOy = Z5 sind also SOz und Oq fiir p # 2
nach Satz 1.37 linear reduktiv.

4. Wir erinnern zunéchst an die Definition der orthogonalen Gruppen in Charakteristik
2 (vgl. Carter [10, 1.6]). Fiir n = 2m betrachte

f=X1Xo+ X3 Xy + ...+ X, 1 X,
Fiir n = 2m + 1 betrachte
f=X1Xo+X3Xy+ ...+ X, 0X,_1 + X2

Dann ist

0,=8S0,={0c€GL,: foo=f}.

Offenbar hat man Einbettungen O3 C Og,41 bzw. Oy4 C Ogyy, fiir m > 1 bzw. m > 2.
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Fiir O3 betrachte

p:Gy— GL3, ar— | a® 1 . (83)

Offenbar ist p ein Homomorphismus, und wegen
f(pla)(z1, 22, 23)) = f(z1, a’xy + T2,ar| + ¥3) = T172 + CLQSU% + a%% + 33;%, =r172 + ﬂ:;%,

ist p(a) € Oz. Damit enthélt Ogm 11 eine zusammenhéngende unipotente Untergruppe, ist
also kein Torus.
Fiir O4 betrachte den Homomorphismus

1
1 a
p:Gy, — GLy, ar 1 . (84)
a 1
Es folgt
f(p(a)($1,$2,$3,$4)) = f(xlny + azs,x3,ax1 + 'I4)

= x1x2 +ar1x3 + ar1T3 + T34 = T1X2 + T324,

also auch hier p(a) € Oy, und OY,, ist kein Torus fiir m > 2.

Og schliesslich besteht aus allen Elementen der Form < g a91 > und < _571 8 >,
und ist damit isomorph zu G,,, x Z>.

Jede der in 1,2, 4 genannten Gruppen G ist also im Fall p > 0 nicht linear reduktiv (Satz
1.37). AuBer im Fall SO, fiir p = 2 ist namlich G° kein Torus, und da dann jeweils K™ ein
treuer G-Modul ist, liefert Satz 4.2 nach Fall 1. zu gegebenem k explizit einen G-Modul
V mit cmdef K[V]¢ > k — 2. Die Gruppe G = SOs, p = 2, fiir die G° ein Torus ist, aber
p = 2 Teiler von |G/GY| ist, wird entsprechend von Fall 2. in Satz 4.2 abgedeckt.

Da die Gruppen in 3. linear reduktiv sind, folgt die letzte Aussage aus dem Satz von
Hochster und Roberts 1.56. O

4.3 Nichttriviale Kozyklen auf elementarem Weg und Beispiele fiir endliche
Gruppen

Die fiir unser Konstruktionsverfahren benttigten nichttrivialen Kozyklen hingen im we-
sentlichen an dem relativ komplizierten Satz von Nagata, Korollar 1.40. Hat man aber eine
Gruppe konkret vorgegeben, z.B. SL,,, und dazu einen G-Modul V sowie einen Kozyklus
g € ZYG,V), so kann man relativ leicht feststellen, ob ein Kozyklus nichttrivial ist. Man
macht dazu fiir einige 0; € G, i =1,...,m den Ansatz

(o;—1v=gs, i=1,...,m,

und erhélt so ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir v. Bei geschickter (meist
naheliegender) Wahl der o; erhélt man dann entweder einen Widerspruch, was dann zeigt,
dass g nichttrivial ist, oder eine Losung vy fiir v (evtl. gibt es mehrere Losungen). Dann
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muss man noch verifizieren, ob allgemein g, = (0 — 1)vg fiir alle 0 € G gilt, was dann
zeigt dass ¢ trivial ist. Ist dies nicht der Fall, so kann man eine andere Lésung probieren
oder mittels Erhohung von m die Losungen weiter einschrinken und von vorne beginnen.
Fiir die Wahl der o; ist (falls existent) etwa ein Homomorphismus p : G, — G niitzlich,
und man wé#hlt dann einige Bilder von p als die o;. Falls N der grosste Grad eines der
Polynome in der Koordinatendarstellung von p ist, wird man dann m = N + 2 wéhlen
(denn ein Polynom vom Grad N ist durch N + 2 Werte ,,iiberbestimmt*).

In der Praxis fithrt die skizzierte Heuristik in der Regel schnell zum Ziel.

Im folgenden Satz demonstrieren wir dieses Verfahren fiir die Kozyklen fiir die Gruppen
SL,, GL,, und Sp,,, die wir gem&f} Proposition 1.46 und Korollar 1.40 bereits als nichttrivial
erkannt haben. Dazu verwenden wir den Homomorphismus (81). Zusétzlich erhalten wir
dabei das Ergebnis, dass der Kozyklus auch bei Einschrankung auf viele endliche Unter-
gruppen G C GL,, nichttrivial bleibt. Dies liefert dann in der Regel kleinere Beispiele von
G-Moduln V mit cmdef K[V]% > k — 2 als die Konstruktion gem#f Fall 2. in Satz 4.2, wo
iiber die regulére Darstellung von G gegangen wird.

Um die entsprechenden Resultate fiir die in 2. und 4. genannten Gruppen von Bemer-
kung 4.5 zu erhalten (insbesondere also fiir deren endlichen Untergruppen), kann man die
Homomorphismen (82), (83) und (84) verwenden.

Satz 4.6 (Kohls [38]) Seichar K =p >0, n > 2 und G eine abgeschlossene Untergruppe
von GL,, mit

1 a
(a) Falls p = 2: 1 € G fiir wenigstens drei verschiedene Werte von a € K
In—2
(a = 0 ist stets ein solcher).

11
(b) Fallsp>3:| 0 1 eqG.

In72

Sei weiter V.= SP((X1,...,X,)) die p-te symmetrische Potenz der natiirlichen Darstellung
von G, W := FP((Xy,...,X,)) CV die p-te Frobenius-Potenz der natirlichen Darstellung
und U := Homg (V, W)g.

Sei ferner « € Homp (V, W) gegeben durch |y = idw und v gleich 0 auf allen Monomen,
die nicht in W liegen. Dann ist durch g : G — U, 0 — g, := (0 — 1) ein nichttrivialer
Kozyklus g € Z1(G,U) gegeben.

Beweis. Nach Proposition 1.46 ist jedenfalls g € Z(G,U). Wir zeigen g ¢ B (G,U). Wir
wiéhlen dazu fiir V' eine monomiale Basis B, wobei wir die Reihenfolge der ersten n+1 bzw.
n + 2 Monome in den Féllen (a) bzw. (b) vorgeben, und zwar
im Fall (a):

B={X? . ., X2XXo,..}

im Fall (b):
B={XP ... X0 XP'Xy XP2Xx2 ..}
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Als Basis C von W dienen die ersten n Eintrige von B. Sei N := |B| = ("Jr;’*l). Wir

verwenden die folgende Notation: Fiir A € K™ sei A¢ s das Element von Homg (V, W),
dass A als Darstellungsmatrix beziiglich der Basen I von V und C von W hat. Analog sei
fir € KV durch 25 das Element von V gegeben, das z als Koordinatenvektor beziiglich
der Basis B von V hat.

Wir bezeichnen mit f, : GL,(K) — GL,(K) den koeffizientenweisen Frobenius-Homo-
morphismus, also fj(a;;) = (ag’j). Ist A, € KV*N die Darstellungsmatrix von o € G bzgl.
der Basis B, so hat diese die Form

Ay = ( fo(o) : > € GLy(K).

O(N—n)xn

(Dabei schreiben wir Oy, € K**! fiir die Nullmatrix, analoges gilt spiter fiir 0, € K*.)
Weiter haben wir bzgl. der Basen C, B

U={(Onen B)oye K™N:Be gV,

und fir f = ( Opxn B ) haben wir die Operation gegeben durch

C,B
o-f=cofoo t= (fp(a) . ( Opxn B ) ‘AO.—I)C’B.
Die Darstellungsmatrix von ¢ bzgl. C, B ist gegeben durch
Ji=(In Opxn_p) ) €K™N alsor=Jeg.

Um g ¢ BY(G,U) zu zeigen, gehen wir vor wie im Vorspann beschrieben, d.h. wir nehmen
die Existenz eines

u=Zcp €U mit Z=(0pup 2 )€K"N 7=z KN

an mit g, = (0 — 1)t = (0 — 1)u fiir alle 0 € G, d.h.

fplo)JA,—1 —J = fp(0)ZA,-1 — Z fiir alle 0 € G. (85)
Wir werden diese Gleichung nun in beiden Féllen zum Widerspruch fithren.
(a) Mit

1 a
o= 0 1 =o', aeKsodassoeq,
In72

berechnen wir die (n + 1)te Spalte von A, -1:

o 1. X1 Xy = Xl(aXl + X2)
= aX12 + X1 X9
= (CL, Onflalyoanfl)lg-
Nun vergleichen wir auf beiden Seiten von (85) die Eintrége in der ersten Zeile und der
(n + 1)ten Spalte:
Linke Seite:
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4.3 Nichttriviale Kozyklen auf elementarem Weg und Beispiele fiir endliche Gruppen

Rechte Seite:

a
- 0,,—
(1,a*,0n—2) ( Opxn Z) nl ! —211 = 2114021 — 21
ON—n-1
= (12221

Mit ¢ := z91 und gleichsetzen beider Seiten erhalten wir, dass
ca’+a=0
fiir wenigstens drei Werte a € K gelten muss. Dies ist nicht moglich.

(b) Wir betrachten

und berechnen die (n + 1)te und (n + 2)te Spalte von A, -1:
(n + 1)te Spalte:
ol XPTIX, = XPTH—X) + X))
-1
X7+ X7 X,
= (_1501171,1’0]\/'71171)751

(n + 2)te Spalte:

ot XPTPXE = XPTH(X] - 2X0 X + X3)
XP —2xP X, + XP2x2
(15 Onfla _25 1, ON*H*2)£

Wir vergleichen wieder beide Seiten von (85):
(i) Erste Zeile, (n + 1)te Spalte
Linke Seite:

(11 0p—2)(In Opxnen) ) | =-1

Rechte Seite:

-1
(1 1 0p2)(Opxn Z) Onl_l — 211 = 211 + 221 — 211 = 221
ON—n—1
Gleichsetzen beider Seiten liefert
291 = —1 (86)
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

(ii) Zweite Zeile, (n + 2)te Spalte
Linke Seite:

1
On—l
(01 Op2 ) (In Opxveny )| -2 [=0
1
0N7n72
Rechte Seite:
1
N Onfl
(01 0p2)(Onxn 2) —2 — 222 = —2201 + 200 — 2922 = —2291
1
0N7n72
Da p > 3 ist 2 #£ 0, und gleichsetzen beider Seiten liefert
291 = 0,
im Widerspruch zu (86). O

Eine Matrix (bzw. die zugehorige lineare Abbildung) heifit Transvektion, wenn sie die
Matrix aus Fall (b) als Jordan-Normalform hat. Offenbar ist A € K™*" genau dann eine
Transvektion, wenn rang(A — I,,) = 1 und (A — I,,)? = 0 ist (I, die Einheitsmatrix). Dies
zeigt, dass A genau dann eine Transvektion ist, wenn es Spaltenvektoren 0 # u,v € K"
gibt mit A = I,, + wv” und vTu = 0.

Da die Voraussetzungen in Satz 4.6 natiirlich nur bis auf Konjugation in GL,, zu verste-
hen sind, liefert dieser also (fiir p > 3) fiir jede abgeschlossene Untergruppe G C GL,,, die
eine Transvektion enthélt, einen nichttrivialen Kozyklus. Die Nichttrivialitdt des Kozyklus
ist nach Proposition 1.46 dquivalent dazu, dass W = FP(X) (mit X = (X1,..., X)) kein
Komplement in V' = SP(X) hat. Da Konjugation von G in GL,, lediglich einem Basiswech-
sel von X entspricht, FP(X) aber Basisunabhéngig ist (vgl. Definition 1.38), sehen wir,
dass FP(X) kein Komplement in SP(X) hat, wenn G eine Transvektion enthilt (p > 3).
Dies erweitert Korollar 1.40.

Definition 4.7 Ist G C GL,, eine abgeschlossene Untergruppe, char K = p > 0 und q =
p™ > 1, so schreiben wir

G(Fy) := GNGLy(Fy) := {(aij) € G:af; —a;; =0 firallei,j=1,...,n},

und dies ist dann ebenfalls eine abgeschlossene Untergruppe. Insbesondere sind so SLy, (F,),
GL,(Fy), Sp,(Fq), SO, (Fy), On(Fy) dber dem Kérper K definierte lineare algebraische
Gruppen.

Die Voraussetzungen von Satz 4.6 sind offenbar fiir die endlichen Gruppen SL,(F,),
GL,,(F,), Sp,,(F,) erfiillt, falls ¢ > 3 ist, und dieser liefert so einen nichttrivialen Kozyklus.
Entsprechendes gilt auch fiir die Gruppe (IF4, +) via der Einbettung (81). Korollar 3.7 ist
also anwendbar und liefert
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4.4 Weitere Beispiele fiir einige orthogonale Gruppen

Korollar 4.8 Sei G C GL,, eine reduktive Untergruppe, die die Voraussetzungen von Satz
4.6 (bis auf Konjugation in GLy) erfillt, z.B. G = SL,(F,;), GL,(F,), Sp, (Fy),(Fq,+)
firn > 2,qg=p™ > 3, oder G enthalte eine Transvektion und p > 3, oder auch G eine
der Gruppen SL,,, GL, oder Sp,,, oder G eine reduktive Gruppe, die eine dieser Gruppen
enthilt. Ist dann U der Modul aus Satz 4.6 und U der zu dem mnichttrivialen Kozyklus g
gehorige erweiterte G-Modul, so ist

k G
U*@EB(? >k —2.

i=1

cmdef K

Da hier jeweils U C S?2(W @ (V/W)*) ist, ist also W@ (V/W)* jeweils ein treuer G-Modul
mit HY(G, K[W* @& (V/W)]) # 0. Fiir endliches G ist also auch Satz 3.11 mit W* @ (V/W)
(statt V') und ro = 1 anwendbar.

Wie bereits bemerkt, kann man das Korollar unter geeigneten Voraussetzungen noch auf
die Gruppen SO, (F,) und O, (FF,) (sowie deren reduktiven (z.B. endlichen) Obergruppen)
ausdehnen, indem man einen zu Satz 4.6 analogen Satz mit Hilfe des Homomorphismus
(82) beweist. Da der Beweis letztlich genauso lauft wie im Fall (a) von Satz 4.6, wollen wir
hier darauf verzichten.

Jedenfalls lisst sich Satz 4.6 so wie er dasteht nicht auf orthogonale Gruppen anwen-
den. Man kann ndmlich zeigen, dass orthogonale Gruppen in ungerader Charakteristik
iiberhaupt keine Transvektionen enthalten, und orthogonale Gruppen in gerader Charak-
teristik keine zwei Transvektionen mit demselben Fixraum enthalten. Dafiir geben wir im
néichsten Abschnitt eine alternative, elementare Konstruktion von nichttrivialen Kozyklen
flir gewisse orthogonale Gruppen an, die einfacher, aber weniger allgemein ist.

4.4 Weitere Beispiele fiir einige orthogonale Gruppen

Der wesentliche Schritt einen nichttrivialen Kozyklus zu konstruieren ist nach Proposition
1.46, einen Untermodul ohne Komplement zu finden. Ist G = SO,, oder O,, und V = K™ =
(X1,...,Xy) die natiirliche Darstellung, so bietet sich (abgesehen von FP(V) C SP(V)) der
von der kanonischen Invariante X? + ... + X2 erzeugte Untermodul in S?(V) an.

Satz 4.9 Seichar K = p # 2, G = SO,, oder O,, und (X1,...,X,) die natiirliche Darstel-
lung. Genau dann hat K -(X? +...+X2) ein Komplement in S?({(X1,...,X,)), wenn p fn
gilt.

Beweis. Wir setzen V := S2((X1,..., X)) und e:= X2 +... + X2 € VC.
»,<“ Sei p fn. Wir behaupten, dass dann

U:= <X¢Xj:i#j)K@{alX%—i—...—kanXg: a; € K, al—i—...—|—an:0}

ein G-invariantes Komplement zu Ke ist. Offenbar ist dimU = dim V' — 1. Ferner ist e & U,
sonst wire 1 +...+1 =n =0, aber p /n. Also ist V = Ke @ U. Es ist also nur noch
GU C U zu zeigen. Sei 0 = (s;5) € G. Dann ist

n
o - X;X; = (Terme in X3 X; mit k # 1) + Zskisijg.
k=1
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Fiir ¢ # j ist Y, SkiSkj = (O'TO')Z']' = 6;; = 0, und damit o - X;X; € U. Ist weiter
a1+ ...+ a, =0mit a; € K, so gilt

n n
o- (a1 X+ ... +a,X2) = (Terme in X, X; mit k # 1) + Z Z ajs?szz e,
i=1 j=1

n
denn 377, a; Zs?j =3 j_1a; =0. Alsoist U C U.
i=1
1
»="“ Sei p|n. Angenommen, es gébe einen Untermodul U mit V = Ke ® U. Wir fithren die
Annahme durch Induktion zum Widerspruch.

1. p=n: Sei o die lineare Fortsetzung der Permutation
Xi—Xo— Xg— ...~ X, — Xy,

Dann ist o € O, und wegen det o = sgn(12...p) = (—1)P*! = 1 ist sogar o € SO, (weil
die entsprechende Eigenschaft fiir gerades n nicht gilt, bendtigen wir den Schritt 2.). Wir
betrachten die von o erzeugte zyklische Untergruppe der Ordnung p, Z, := (¢) C G. Dann
ist V = Ke @ U erst recht eine Zerlegung von Z,-Moduln (). Auch W := (X7,..., X7)
ist ein Z,-Modul (aber kein G-Modul), der isomorph ist zur reguldren Darstellung von Z,
(X2 entspricht e,:). Nach Korollar 1.50 hat dann Ke kein Z,-Komplement in W, also nach
Bemerkung 1.45 erst recht nicht in V', im Widerspruch zu ().

2.p < n:Sein =k+m mit plk,m und k,m > 0. Sei e; = X? + ... —|—X,% und
eg = X7, +...+ X2 Falls ey ¢ U, so ist wegen dimU = dimV — 1 dann V = Ke; & U.
Mittels A — diag(A,I,,) (I, die Einheitsmatrix) kann man die Gruppe SOy in G ein-
betten, und dann ist V = Ke; @ U eine Zerlegung in SOi-Moduln (x). Aber auch W :=
S2((X1,...,X})) C V ist ein SOj-Untermodul, und wegen (*) und Bemerkung 1.45 hitte
Keq dann auch ein SOg-Komplement in W, im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.
Also ist e; € U. Analog folgt e € U und damit e = e; + eo € U, im Widerspruch zu
KenU ={0}. O

Fast genauso beweist man

Satz 4.10 Sei char K = 2, 2|n, (X1,...,X9,) die natiirliche Darstellung der SOq,. Dann
hat K - (X1 Xo 4 ... + Xon_1Xon) kein Komplement in S?({(X1,..., Xa,)).

Beweis. Sei V := S?((X1,..., X2,)), e := X1 Xo +...+ Xo,_1Xo, € V die SOy, definieren-
de quadratische Form, und U := (X1 X9, X35X4, ..., Xo,-1X9,) C V. Wir betrachten die
lineare Fortsetzung o von X; — X;.o (zyklisch). Dann gilt o - Xop_1 Xor = Xopr1Xok 12,

insbesondere o - e = e, also o € SOg, und U ist die regulidre Darstellung von Z,, := (o).
Nach Korollar 1.50 hat dann also Ke kein Z,,-Komplement in U, nach Bemerkung 1.45 also
auch nicht in V. Dann gibt es aber erst recht kein SOs,-Komplement in V. O

Diese beiden Sitze liefern (mit Proposition 1.46 bzw. der ,,Quintessenz“, S. 37) also
auf elementarem Weg nichttriviale Kozyklen fiir einige orthogonale Gruppen. Auflerdem
sind die zugehorigen Moduln von niedrigerer Dimension als diejenigen aus dem Satz von
Nagata. Fiir die Gruppe SO,, mit p # 2, pjn und dem aus dem vorletzten Satz konstru-
ierten Modul mit Kozyklus U gilt dann etwa fiir die zugehorige Erweiterung U, dass
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4.5 Die Beispiele fiir die SLy in Charakteristik 2 und 3

U* = S2((X1,..., X)), also dimU = ("JQFI) Bei der Konstruktion nach Nagata dage-
gen hiitte man dimU = n <("+£71) - n) + 1, siehe S. 97, was im Allgemeinen deutlich

grofler ist. Insbesondere haben dann natiirlich auch die nach Korollar 3.7 konstruierten
SO,-Moduln V mit cmdef K[V]%9» > k — 2 eine entsprechend geringere Dimension.

4.5 Die Beispiele fiir die SL, in Charakteristik 2 und 3

Wir wollen hier die nach Satz 4.2 konstruierten SLy-Moduln V mit cmdef K[V]5%2 > k —2
mit p = char K € {2,3} genauer untersuchen. Zum einen werden wir V' zunéchst wie vom
Satz geliefert, aber etwas expliziter angeben. Schliesslich &ndern wir das Konstruktionsver-
fahren fiir V etwas ab, um eine geringere Dimension zu erhalten. Anstatt ndmlich wie in
Korollar 3.7 einfach V* = U & @le U* zu setzen, wobei dann jeder Summand U* einen
Annullator a; enthilt, ersetzen wir hier grob gesprochen U* durch Moduln kleinerer Di-
mension W, so dass U* C S2(W) gilt. Die Annullatoren a; des nichttrivialen Kozyklus
(mit Werten in U) liegen also hier in der zweiten symmetrischen Potenz. Manchmal enthélt
S2(W) sogar gleich mehrere Kopien von U* und damit auch mehrere Annullatoren. Die-
se kann man aber nicht immer alle verwenden, denn um den Hauptsatz 3.6 anzuwenden,
miissen sie zusétzlich noch ein phsop im Polynomring bilden, d.h. man muss eine geschick-
te Auswahl treffen. Wie wir auflerdem bereits gesehen haben (siche Bemerkung 4.3), kann
man auch den Kozyklus in die zweite symmetrische Potenz bringen, um die Dimension von
V' zu verringern.

Fiir die hier dargestellten Ergebnisse benttigen wir Resultate, die sich in meiner Di-
plomarbeit [37] und in dem daraus entstandenen Artikel [38] finden. In diesen Arbeiten
ging es darum, nicht Cohen-Macaulay Invariantenringe zu konstruieren; Mit dem Haupt-
satz kénnen wir nun auch noch den Cohen-Macaulay-Defekt gegen unendlich treiben. Die
in diesem Abschnitt dargestellten Ergebnisse verschirfen also die Resultate aus [37] und
[38]. Sémtliche hier weggelassenen Zwischenrechungen (die zwar alle einfach, aber teilweise
doch umfangreich sind), finden sich in [37, Abschnitt 6].

Wir beschréinken uns hier der Einfachheit halber auf die Gruppe SLo. Sémtliche Ergebnis-
se gehen natiirlich auch fiir reduktive Untergruppen der SLs durch, die die entsprechende
Voraussetzung aus Satz 4.6 erfiillen, z.B. endliche SLy(F,) wobei ¢ entsprechend eine 2-
oder 3-Potenz ist. In den Arbeiten [37] bzw. [38] habe ich aulerdem gezeigt, wie man durch
,» Tensorieren mit dem Inversen der Determinante* die betrachteten SLo-Moduln zu GLs-
Moduln machen kann, so dass auch hier die Ergebnisse mit etwas Modifikation durchgehen.

Wir erinnern nochmal an die auf S. 27 eingefiihrte Notation. Mit (X,Y) bezeichnen wir

die natiirliche Darstellung der SLo. Mit o := ( CCL Z > € SLs gilt dann also

c-X=aX+cY, oY =0bX4+dY.

Wenn wir diese Operation entsprechend auf homogene Polynome in X und Y fortsetzen,
erhalten wir die Operation auf den symmetrischen Potenzen

SFUX,Y)) = (XF Xk 1y, . XYFL vk,
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Um Matrizen beziiglich gegebener Basen lineare Abbildungen zuzuordnen, verwenden wir
die Notation, die wir im Beweis von Satz 4.6 eingefiihrt haben.

Die natiirliche Darstellung der SLg ist selbstdual (fiir beliebige Charakteristik), genauer
haben (X, Y)* = (X*,Y"*) (mit Dualbasis) und (Y, —X) die gleiche Darstellung.

4.5.1 Charakteristik 2

Wir gehen die Konstruktion nach Satz 4.2 Schritt fiir Schritt durch. Da SL9 kein Torus ist,
bendtigen wir zunéchst einen treuen SLa-Modul und wahlen V' = (X,Y). Dann ist

SHV) = (X*Y%XY),

FXV) = (X%Y?).

Wir schreiben B und C fiir die beiden gegebenen Basen. Die Darstellungen der beiden
Moduln beziiglich dieser Basen sind dann gegeben durch

a? b* ab 2 b2
o— | ¢ d® cd | und o+ < 2 P2 >
0 0 1

Geméf Satz 4.2 betrachten wir den Modul U := Homg (S?(V), F2(V))o. Dessen Elemente
(gewisse lineare Abbildungen) werden beziiglich der Basen B und C durch 2 x 3 Matrizen
beschrieben, die nur in der letzten Spalte von Null verschiedene Eintrége haben. Mit dieser

Beschreibung erhilt man dann (bei naheliegender Basiswahl), dass eine Darstellung von
2 32
a® b

U durch o — ( 2 ) gegeben ist. Damit ist U = (X?2,Y2), und wir identifizieren im

d2
Folgenden (X?2,Y?2) mit U. Als niichstes brauchen wir ein wie in Satz 4.2 gefordertes ¢,
und wir wéhlen natiirlich ¢+ = < (1) (1) 8 ) . Fiir die Operation von SLo, angewendet
c.B

auf ¢ erhalten wir dann mit obiger Identifikation ov = abX? + c¢dY? + ¢. Damit ist die
a’> b ab

Operation auf U = U @& Kt = (X2,Y2,.) gegeben durch o — 2 d% cd |, also
0 0 1

U= (X 2 Y2 X Y'), wobei wir XY mit ¢ identifiziert haben. Der nichttriviale Kozyklus in
ZY(SLg, U) ist dann gegeben durch g, = (0 — 1)t = (0 — 1)XY. Da U = (X2, Y?) mit
(X,Y) selbstdual ist, liefert Satz 4.2 sofort:

Beispiel 4.11 Sei char K = 2 und (X,Y') die natiirliche Darstellung der SLy. Dann gilt

k SLy
cmdef K [ (X2,V?) & (XY, XY)| >k-2
i=1
Die Dimension des Invariantenringes ist nach Bemerkung 1.70 gegeben durch 3k — 1. (Der
zugrundeliegende Modul ist weder selbstdual noch vollstéindig reduzibel, da er U als Sum-
manden enthélt).

Wir versuchen nun, U* in einer zweiten symmetrischen Potenz wiederzufinden. Wir ver-
wenden folgende Notation fiir die zugehorige Dualbasis:

po= (X% v = (Y?)*, m:= (XY)*, also U* = (u,v, ).
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4.5 Die Beispiele fiir die SLy in Charakteristik 2 und 3

Dann ist 7 die den Kozyklus g annullierende Invariante geméfl Proposition 1.51. Die Dar-
stellung von U* beziiglich dieser Basis ist gegeben durch

-T

a? b2 ab 2 2 0
o— | 2 d® cd = v a® 0 |]. (87)
0O 0 1 bd ac 1

Wir betrachten nun das Tensorprodukt der natiirlichen Darstellung mit sich selbst,
(X,Y)®(X,Y), und berechnen seine Darstellung beziiglich der Basis {Y @ Y, X @ X, X ®
Y-Y®X,Y®X}zu

? 2 0 cd
o 2 a®> 0 ab

bd ac 1 be

0 0 0 1

Da die linke obere 3 x 3 Block-Matrix aber die Darstellung von (u,v,7) ist, siehe (87),
haben wir also (bis auf Isomorphie)

<:U'aV’77> - <X7 Y> ® <X’Y> - S2 ((XI,Y1> 2] <X2,Yé>) :

Dabei entspricht dann X;1Y> — XoY7 der annullierenden Invariante m des Kozyklus g. Hat
man nun die k-fache direkte Summe der natiirlichen Darstellung, so liegen in ihrer zweiten
Potenz offenbar (g) solche Annullatoren. Wir werden in Lemma 4.13 zeigen, dass k— 1 von
ihnen ein phsop im Polynomring bilden. Damit haben wir nach dem Hauptsatz 3.6 (mit

k — 1 statt k)
Beispiel 4.12 st char K = 2 und (X,Y') die natiirliche Darstellung der SLo, so gilt

k‘ SLQ
cmdef K [(X2, V) o (X, V)| >k-3.

i=1

Die Dimension des Invariantenringes ist 2k — 1 nach Korollar 1.69.

Bemerkenswert ist, dass der hier auftretende, treue SLo-Modul selbstdual ist (als direkte
Summe selbstdualer Moduln), und auflerdem noch vollstindig reduzibel (als Summe irre-
duzibler Moduln). K.N. Raghavan stellte in einer E-Mail an Gregor Kemper die Frage, ob
ein vollstiandig reduzibler G-Modul V' mit nicht Cohen-Macaulay Invariantenring K[V]¢
existiert. Mit diesem Beispiel lautet die Antwort also ,,Ja*.

Mit ziemlichem Aufwand werden wir dieses Beispiel im n#chsten Abschnitt (mit fast
vollig anderer Methode) auf Charakteristik p verallgemeinern.

Es fehlt noch das versprochene phsop im Polynomring:

Lemma 4.13 Es sei char K beliebig und R = K[X1,Y1,...,X,,,Y,] der Polynomring in
2n Variablen. Mit
gij = XiYj — X;Y;

ist G = {912,923, 934, - - -, gn—1,n} €in phsop in R der Linge n —1 .

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass G eine Grobner-Basis des Ideals I := (G) ist, und zwar
beziiglich graduierter lexikographischer Ordnung mit

Xi>Y1>Xo>Ye> ... > X, >Y,.
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Fiir f € R bezeichnen wir mit LM(f) das Leitmonom (normiert) von f beziiglich dieser
Ordnung. Offenbar ist
LM(gii41) = XiYiq1.

Geméf dem Buchberger-Kriterium (Eisenbud [14, Theorem 15.8]) miissen wir zeigen, dass
der Divisionsalgorithmus [14, Division Algorithm 15.7] bzgl. G, angewendet auf die s-
Polynome

spol(Gi,it+1, 9jj+1) = LM(gj,j4+1)ii+1 — LM(gii+1)955+1
fiir 1 <i,5 <mn —1 jeweils ohne Rest aufgeht. Aufgrund der Struktur unserer Monomord-
nung koénnen wir O.E. ¢ =1, j > 1 annehmen. Es ist dann also

ro :=spol(gi2,9jj+1) = X;Y1(X1Ye — XoY1) — XY (XY — X;11Y5)
= X1YaXj1Y; — XoYi X,V

Es wird LM(rg) = X1Y2X,41Y; von LM(g12) geteilt, also
r1 =10 — X Yi(X1Ys — XoV1) = XoV1 XY — XoVi X[V 0.
Schliesslich wird LM(r1) = X2Y1X;Y; 11 von LM(g; j+1) geteilt, und es ist
ry =11+ XoY1(X;Yj 1 — Xj11Y;) =0,

also ist G eine Grobner-Basis.

Fiir eine Menge M C {X1,Y1,..., Xy, Y,} minimaler Méchtigkeit mit der Eigenschaft,
dass fiir alle g; ;41 € G das Leitmonom LM(g;;41) = X;Yi41 wenigstens eine Variable aus
M enthilt, gilt offenbar M| =n —1 (zB. M = {X;,...,X,_1}), denn keine Variable
kommt in zwei Leitmonomen LM(g;i+1), LM(g; j4+1) mit i # j gleichzeitig vor. Nach [12,
Algorithm 1.2.4] gilt dann dim I = 2n — | M| und damit height I = [M| =n —1. Also ist G
ein phsop nach Lemma 1.5. O

4.5.2 Charakteristik 3

Wir gehen wieder Schritt fiir Schritt Satz 4.2 durch, wobei wir wieder die natiirliche Dar-
stellung V = (X,Y") als treue Darstellung verwenden. Dann ist

S3(V) = S3((X,Y)) = (X3 Y3 X?Y,XY?) mit Basis B
und F3(V) = (X3,Y3) mit Basis C.

Mit o = ( CCL Z ) € SLy(K), erhalten wir die Darstellung von S3(V) beziiglich der Ba-

sis B zu
a> b a?b ab?
A B Ad cd?
0 0
0 O

o— A, =

Die linke obere Block-Matrix gibt dabei die Darstellung von F3(V) und die rechte untere
Block-Matrix diejenige von S3(V)/F3(V). Transponieren und auswerten bei o~ liefert die
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4.5 Die Beispiele fiir die SLy in Charakteristik 2 und 3

C

Darstellung von (S3(V)/F3(V))*, wir erhalten o < d a ), und das ist die Darstellung

b
von (Y, X). Es gilt also (S*(V)/F3(V))* = (X,Y), und fiir den Modul U mit nichttrivialem
Kozyklus aus Satz 4.2 erhalten wir

U := Homg (S3(V), F3(V))o = F3(V) ® (S3(V)/F3(V))* = (X3, V®) @ (X,Y).

Gemif Bemerkung 4.3 werden wir spiter U durch (X3, Y3)@ (X, Y) ersetzen, so dass unser
nichttrivialer Kozyklus dann in Grad 2 liegt. Wir berechnen nun die Darstellungen von U
und U. Die Elemente von U = {f € Homg (S*(V), F*(V)) : f|ps) = 0} werden beziiglich

0.0 1 @ ) beschrieben.

der Basen B und C durch Darstellungsmatrizen der Form
0 0 x3 z4

Die zugehorige Operation von G erhalten wir dann durch

0_‘00.%'1.%'2_613[)3 OOxlng
0 0 T3 T4 - 63 d3 0 0 T3 T4 ot

Bei dieser Operation spielt nur der rechte untere Block von A,-1 eine Rolle, d.h. wir kénnen

die Operation auch durch
a® b T1 To d c T
A a3 T3 T4 b a

(5 %)
0' .

T3 T4
beschreiben. Aber dies ist eine Darstellung von (X3,Y?3) ® (Y, X), wobei die Koordinaten

(w1, 22, 23,74)7 ihre Entsprechung in 21 X2 ®Y + 22 X3 @ X + 23Y3® Y 4+ 24Y3 ® X haben.
Beziiglich dieser Koordinaten ist die Darstellung von U gegeben durch

a’d dadc bv¥d bc
JH<a3 b3 )®<d c): a’b ot v ab? (88)
S a3 b a Ad &t At oed® |
b3 acd bd® ad®

Dies ist zugleich die Darstellung des Untermoduls (X3Y, X4 Y4 XY3) von S*((X,Y)), wie
man leicht anhand des durch X3@Y — X3Y, X39X — X4 V3@V — Y4 V323X — XYV3
gegebenen Isomorphismus sieht.

Nun benétigen wir noch die Darstellung des Kozyklus, den wir geméf Satz 4.2 aus

. 1 000 _ 1 0 —ab(ad+ be) a’b?
0100 - \0 1 2d? —cd(ad + be)

erhalten. Der rechte 2 x 2 Block enthiilt die Koordinaten von g,, also
go = (—ab(ad + be), a®b?, 2d?, —cd(ad + be))T .
Zusammen mit der Darstellung (88) von U erhalten wir so als Darstellung von U

a*d a*c b3d bdc —ab(ad + be)

ab a* bt abd a’b?
o | d & d* cd c2d? . (89)
be? ac® bd® ad® —cd(ad + be)
0 0 0 0 1
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Man kann g als Kozyklus mit Werten in (X3Y, X* Y4 XY3) interpretieren. Dazu berech-
nen wir in S*((X,Y))
o-X?%Y?2 = —ab(ad + be)X3Y + a?0? X* + 2d?Y? — cd(ad + be) X Y3 + X2V
d.h. g entspricht dem Kozyklus ¢ +— (¢ — 1) X?Y 2. Wir fassen zusammen:
Lemma 4.14 Zu dem Untermodul U = (X* X3Y, XY3 Y*) von
U= (X% X3, X?Y2 XY3 Y% =S4 ((X,Y))
existiert ein nichttrivialer Kozyklus g € Z*(SLo,U), der durch g, := (0 — 1)X2Y? gegeben
ist. Es gilt
U= (X3 Y% @ (X,Y) C 82 (X3, Y% & (X,Y)).
U ist mit seinen Faktoren (X3 Y3) und (X,Y) selbstdual. Eine Darstellung von U ist
durch (89) gegeben.

Korollar 3.7 liefert nun sofort

Beispiel 4.15 Ist char K = 3 und (X,Y') die natiirliche Darstellung der SLo, so gilt

X SLs

emdef K [(X3 V¥ & (X, V)P S (X, V)| =k-2

1=1
Die Dimension des Invariantenringes ist 5k + 1 nach Korollar 1.69. (Der zugrundeliegende
Modul ist weder selbstdual noch vollsténdig reduzibel, da er U als Summanden enthélt).

Wir wollen dieses Beispiel noch etwas vereinfachen (insbesondere die Dimension redu-

zieren), indem wir U* als Untermodul einer zweiten symmetrischen Potenz zu finden ver-
suchen. Dazu berechnen wir zunéchst die Darstellung von U*, in dem wir (89) invertieren
(d.h bei 0~! auswerten) und transponieren. Wir erhalten

ad? —bd® —ac? be? 0
—cd® d* ct —c3d 0
o — —ab® bt a —a’b 0 (90)
b3c —b3d —a’c add 0
bd(ad +be) b?d?>  a*c* ac(ad +bc) 1

Diese Darstellung ist beziiglich einer Basis gegeben, die als letztes Element die annullieren-
de Invariante m geméfl Proposition 1.51 enthilt.

Wir betrachten nun den Modul M := (X2 Y2 XY). Eine kurze Berechnung der Darstel-
lung zeigt, dass M selbstdual ist. Da M keinen eindimensionalen Untermodul enthéilt, ist
M dann auch irreduzibel. Nun berechnen wir die Darstellung von

S2(M) = (XY)Y?, —(Y?)?, =(X?)%, (XY)X?, X?Y? — (XY)*, (XY)?)
beziiglich der angegebenen Basis (man beachte, dass man hier zwischen (XY)? und X?2Y?2

unterscheiden muss!). Eine etwas ldngliche, aber einfache Rechnung zeigt, dass die Darstel-
lung von S?(M) durch

ad? —bd® —ac? be? 0 —cd(ad+ be)
—cd? d* ct —c3d 0 —c2d?
—ab? b a* —a’b 0 —av?
o bdc —b3d —ac a®d 0 —ab(ad + be) (1)
bd(ad +bc) b2*d?>  a?c®  aclad+be) 1 —abed
0 0 0 0 0 1
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gegeben ist. Vergleichen wir diese mit der Darstellung (90), so erkennen wir U* als Unter-
modul von S?((X2, Y2 XY)), wobei die annullierende Invariante 7 ihre Entsprechung in
X?2Y?2 — (XY)? hat. Die folgende Bemerkung zeigt, dass & Kopien von ihnen ein phsop im
Polynomring liefern:

Bemerkung 4.16 Seien Vi,..., Vi G-Moduln, V =V1 @ ... ® V; und 0 # f; € S%(V;) C
S(V), i=1,...,k (mit d; > 1). Dann bilden fi,..., fr ein phsop in S(V).

Beweis. Da S(V;) ein Polynomring und f; # 0 ist, ist height(f;)s(y;) = 1. Also ist f; ein
phsop in S(V;), und man kann dies zu einem hsop fi1 := fi, fiz,-- -, fin, (mit n; = dim V})
von S(V;) ergénzen. Dann ist fi1,. .., fin, €in hsop von S(V'). Denn es hat die Méchtigkeit
ni+...+n, =dimS(V), und S(V) ist ganz tiber K[fi1,..., fin,), da dies offenbar fiir die
(S(V) erzeugenden) Elemente von Basen von S*(V;) gilt. O

Der Hauptsatz 3.6 liefert nun sofort

Beispiel 4.17 Ist char K = 3 und (X,Y’) die natiirliche Darstellung der SLa, so ist

k SLy
cmdef K [(X,Y) @ (X2, V) o (XY, XY)| >k-2

i=1

Der hier auftretende Modul ist selbstdual und vollstindig reduzibel als direkte Summe selbst-
dualer, irreduzibler Moduln.

Die Dimension des Invariantenrings ist 3k + 1 nach Korollar 1.69.

4.6 Beispiele fiir SL, und G, in beliebiger positiver Charakteristik

In diesem Abschnitt sei stets p = char K > 0.

Die von Satz 4.2 gelieferten SLy-Moduln V mit cmdef K[V]5%2 > k—2 haben eine mit der
Charakteristik p schnell wachsende Dimension, siehe Gleichung (79) (S. 97). Auch im vori-
gen Abschnitt hatten die Moduln fiir Charakteristik 3 grofiere Dimension als fiir Charak-
teristik 2. In diesem Abschnitt werden wir Beispiel 4.12 auf beliebige Charakteristik p > 0
verallgemeinern, und so Darstellungen erhalten, deren Dimension nicht von p abhingt. Un-
ser Vorgehen wird folgendes sein: Wir geben einen nichttrivialen Kozyklus und Annullatoren
fiir die additive Gruppe an. Die Urbilder der Annullatoren unter Roberts’ Isomorphismus
bilden ein phsop im Polynomring, also auch im entsprechenden SLo-Invariantenring. Noch-
mals Roberts’ Isomorphismus angewandt zeigt, dass die Annullatoren auch ein phsop im
Gg-Invariantenring bilden. Der Hauptsatz in der allgemeineren Fassung liefert die Aussa-
ge iiber den Cohen-Macaulay-Defekt fiir den G,-Invariantenring. Ein letztes Mal Roberts’
Isomorphismus angewendet liefert die Aussage fiir den SLo-Invariantenring.

Um diese auf den ersten Blick vielleicht unnétig kompliziert erscheinende Methode zu
rechtfertigen, zeigen wir kurz die Probleme auf, die beim Versuch der Verallgemeinerung
etwa geméafl dem letzten Abschnitt entstehen.
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4.6.1 Wo’s hakt

In Charakteristik 2 hatten wir durch g, = (¢ — 1)XY einen nichttrivialen Kozyklus in
Z1(SLg, (X2,Y?)). In beliebiger Charakteristik liegt jedoch (o0 — 1) XY = abX? + cdY? +
(ad + be) XY im Allgemeinen nicht mehr in (X?2,Y?). Eine Verallgemeinerung auf einen
Kozyklus in Z!(SLa, (X?,YP)) liegt nicht auf der Hand.

Ein weiterer naheliegender Ansatz wire, von der Invariante X @ Y — Y ® X € (X,Y) ®
(X,Y) auszugehen. Diese hat jedoch fiir p # 2 ein Komplement (d.h. der durch Uber-
gang zum Dual erhaltene Kozyklus ist trivial), wie folgende Uberlegung zeigt: (X,Y) ist
selbstdual, und der Dual hat die Darstellung o — o~ . Beziiglich einer Koordinatenmatrix
C € K**2, die ein Element aus (X,Y) ® (Y, —X) darstellt, ist die Operation dann gege-
ben durch o - C = oC(c~T)T = 0Co™!, also durch Konjugation. Die Einheitsmatrix I
ist invariant und entspricht genau dem Element X ® Y — Y ® X. In Charakteristik 2 gilt
Spur Iy = 0. In Charakteristik p # 2 dagegen ist Spur Iy # 0, und die Matrizen mit Spur 0
bilden ein SLo-invariantes Komplement zu K 1.

4.6.2 Charakteristik-p-Relationen von Binomialkoeffizienten

Wir beginnen mit einigen Charakteristik-p-Relationen von Binomialkoeffizienten.

Lemma 4.18 Seichar K =p > 0. Dann gilt fir 0 <i<pbzw. 0<i<j<pin K
(a) it = (—1) 222

(p—1-0)"
(b) () = (1) (25170,
(c) (777) = (=1)".
Beweis. (a) Es gilt

i = ii—1)(i—2)-...-3-2-1
= (-Dilp—i)p—i+)p—i+2)-...-(p-3)p—2)(p— 1)
(p—1)!

-
(b) Mit (a) gilt

. . (1!
<J> J! (=1 (pl_’l_j)!

(p—1—4)"

i il —a)! (_1)1‘(1511;?;)! (G — i)

i 1=t (P =1
= N ](p—l—j)!(j—z')!_( 2 ]<p—1_j>'

(c) Wir verwenden (b) mit j =p — 1:
(P; 1> =y (p —pl__l(;i 1)) = (-1)' (p _; - Z) = (—1)".

Mit den folgenden Regeln lassen sich auch Binomialkoeffizienten behandeln, deren Ein-
trige grofer als p sind.

a
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Lemma 4.19 Seichar K =p >0 undn > 0. Dann gilt
(a) Ist 0 < k <p, so gilt ("}7) = (}).
(b) Sei0 <k <n+p<2p (alson < p). Dann gilt

(})  firk<n
<n—k|:—p>: 0 firn<k<p
(", firp <k <n+p.

Beweis. (a) Es ist

(n—{—p) A pntp-1- o (tp—k+1) _nn-1-.. (n—k+1) _ <n>

k ! - k! k

(b) In den ersten beiden Féllen ist die linke Seite nach (a) (wegen n < p ist k < p) gleich
(1), und im zweiten Fall ist dies gleich 0.

k
Im dritten Fall p < k < n+ p betrachten wir zunéichst ("}?) = (nj‘r;fk) Dan+p—k<
n < p, reduziert sich dies nach dem 1. Fall zu (n+1;—k) = (kﬁp). O

4.6.3 Ein nichttrivialer Kozyklus

AD jetzt betrachten wir die natiirliche Darstellung (X,Y’) der SLy wieder als G,-Modul via
des Homomorphismus (22) (S.41), also

t-X = X
t-Y = tX+Y fir t € G, = (K, +).

Wir berechnen als erstes die Darstellungen t — A; = (a;?j)i7j:0,___,k e Kk+D)x(k+1) der
symmetrischen Potenzen S*(X,Y) = (X* X*-1Y,..., XY*"1 Y*) beziiglich der gegebe-
nen Basis. Aus

J . J .
t-XPIYI = XMIX 4 Y)Y = X (‘7> (tX) Yyt =3 ¢ <‘7.>X‘“‘ZYZ'
2 1
1=0 1=0

folgt

(92)

g [PT(0) fwr0<i<j<k
A 0 fiir i > j.

Insbesondere ist A; eine unipotente obere Dreiecksmatrix. Fiir & < [ hat man ein Einbettung
SPX,Y)) = S(XY)),  foXIRf,

wobei man beide Moduln als Teilmengen von S((X,Y)) auffasst und daher mit X'=* ¢
S((X,Y)) multiplizieren darf, mit Bild

(xt X!y, xRy Ry = gR((X,Y)).

Entsprechend ist dann auf diesem Bild auch die Multiplikation mit ﬁ als die Umkehrung
der Multiplikation mit X'~* definiert.
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Lemma 4.20 Sei U := SP72((X,Y)). Dann ist durch

tHgt::%((t—l)-Y”_l), t€ Gy

ein nichttrivialer Kozyklus g € Z'(Gq,U) gegeben und es ist U= SP1((X,Y)) der zu-

gehdrige erweiterte Gq-Modul. Weiter ist U selbstdual, und die g annullierende Invariante
in U gemdf} Proposition 1.51 ist gegeben durch XP~1.

Beweis. Da

-2
1 b ~1 A o
o= (X 4 ¥ oyr) = 3 (p | )tp—l—fxw—?—”w,

. 1
=0

gilt tatsichlich g; € SP72((X,Y)) fiir alle t € G,. Die Kozyklus-Eigenschaft ist dann auch
klar, da X invariant ist. Der Koeffizient von Y72 in g, ist

p—1 (p—1)—(p-2) — _
(= on - -

(Lemma 4.18 (c)). Dagegen ist der Koeffizient von Y?~2 in
(t—1) - XP2y) = XP 2T (X + Y)Y -Y!) (j=0,...,p—2) (94)

gleich 0 fiir alle j = 0,...,p— 2, und damit ist der Koeffizient von Y?=2 in (t — 1) - v gleich
0 fiir jedes v € U (denn v ist Linearkombination der XP~277YJ j =0,...,p — 2). Also ist
¢ nichttrivial.

Als niichstes zeigen wir, dass U selbstdual ist, genauer U* & (yp=t Xyr=2 .  XP~1)
Da der Kozyklus in U = (XP~! XP=2Y,...  XYP~2) C U durch (t — 1)Y?~! gegeben
ist, insbesondere also U = (XP~1 XP=2y, ... YP~1) = SP~1((X,Y)) gilt, zeigt dies dann
gemiB Proposition 1.51 auch die Aussage iiber den Annullator. Ist ¢t — A; die Darstellung
von U gemiB (92), so hat U* beziiglich der entsprechenden Dualbasis die Darstellung
t— By = (b;?j) = AT, also bgj = aj_it. Drehen wir nun die Reihenfolge der Vektoren in der
Dualbasis um, und bezeichnen die zugehorige Darstellung mit ¢ — Cy = (cgj), so gilt also

—t
Cij = bp—1ip-1-7 = By 1 jp1
(92) ()P 1=0=0= 1= (717 fiir 0<p—1—-j<p-1-i<p—1
B 0 sonst
Lemma 4.18(b) it (‘Z) fir0<i< i<p-—1
N 0 sonst
i
Aus Ay = C; fiir alle t € G, folgt die behauptete Isomorphie. O
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4.6 Beispiele fiir SLs und G, in beliebiger positiver Charakteristik

4.6.4 Der endgiiltige Kozyklus

Das Lemma iiber den Kozyklus aus dem letzten Abschnitt haben wir nur bendtigt, um
einfach an einen Annullator fiir den folgenden Kozyklus zu kommen. Er entsteht aus dem
vorigen Kozyklus durch multiplizieren mit einer Invariante und wird unser nichttrivialer
Kozyklus zur Anwendung des Hauptsatzes werden.

Lemma 4.21 Fir U := (X?,YP) ® SP72((X,Y)) ist mit
1
G —= U, t— g ::Xp®}((t—1)-yp71)
ein nichttrivialer Kozyklus g € Z1(G,,U) gegeben.

Beweis. Wir bezeichnen mit h den nichttrivialen Kozyklus aus Lemma 4.20, also h; =
+ (t=1)-YP71) € SP72((X,Y)). Da XP € (XP,YP) invariant unter G, ist, ist also auch
t — g = XP ® h; ein Kozyklus. Wir miissen zeigen, dass g nichttrivial ist, und rechnen
hierzu mit der Basis B:= {XP ® XP~2,... XP@YP 2 YP XP~2 YPRYP 2}

Der Koeffizient von X? @ YP~2 fiir j =0,...,p — 2 in

(t—1)(XP @ XP2IYT) = XP @ ((t — 1)XP~277Y7)

ist gleich 0 geméfl Gleichung (94).
Der Koeffizient von X? ® YP~2 fiir j =0,...,p— 2 in
(t—1)(YP @ XP>7y/)
= (PXP+YP)@ (XP2I(tX +Y)) - YP® XP2IY]
ist jedenfalls gleich O fiir j = 0,...,p — 3 (wegen des Faktors XP~27/ auf der rechten Seite
aller auftretenden tensoriellen Produkte); Fiir j = p — 2 ist der Koeffizient von XP ®@ Y2

m
(tPXP +YP) @ (tX + V)P 2 - YP R YP?

dagegen gleich 7.
Fiir ein beliebiges v € U (welches Linearkombination der Basiselemente B ist), ist der
Koeffizient von X? ® Y?~2in (t — 1)v also gleich

AP,

wobei A € K der Koeffizient von Y? @ Y2 in v ist.
Der Koeffizient von X? @ YP~2 in der Darstellung von g; = X? ® h; beziiglich B ist nach
Gleichung (93) dagegen gleich
—t.

Hétten wir also g¢ = (t — 1)v fiir alle ¢t € G, so wére
A-tP=—t firallete K.

Da |K| = oo, ist dies ein Widerspruch. Also ist g ein nichttrivialer Kozyklus. 0
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4.6.5 Annullatoren des Kozyklus

Als néchstes geben wir vier verschiedene Typen von Annullatoren des Kozyklus aus dem
letzten Lemma an. Dabei betten wir den Kozyklus gleich in den Polynomring ein, auf den
wir dann den Hauptsatz anwenden wollen. Seien dazu ab jetzt (X;,Y;) = (X,Y) fir¢ > 1
Kopien der natiirlichen Darstellung und (X, Ypy) := (XP,YP), also

t-Xo = Xo
t-Yy = tPXo+ Y, fﬁrteGa:(K,—i-).

(Entsprechend auch, falls wir (X, Yp) als SLa-Modul auffassen.)
Wir erinnern an folgende Gleichung: Ist V = @;" ; V; (mit V; jeweils G-Modul), so ist

SV)= P S"W)®...05"(V,) (95)

i1 eenyin >0

Dabei ist S°(V;) = K, so dass man in den Summanden Faktoren mit 4, = 0 weglassen kann.

Fiir den Rest dieses Abschnitts behalten wir die Bezeichnungen des folgenden Korollars
bei.

Korollar 4.22 Sei V := (X, Yp) @ @le(Xi, Yi). Dann ist durch

1 _
tHthZXO'Y1<(t—1)'Yf) 1)

ein nichttrivialer Kozyklus g € Z*(Gq, S(V')) gegeben.

Beweis. Aufgefasst als Kozyklus in Z1(G,,U) mit U := (Xo,Yy) ® SP~2((X1,Y1)) ist g
nichttrivial gemdfl Lemma 4.21. Da aber U nach (95) ein direkter Summand von S(V) ist,
ist g auch aufgefasst als Kozyklus in Z(G,, S(V)) nichttrivial. O

Wir kénnen nun die ersten beiden Typen von Annullatoren angeben:

Lemma 4.23 Der Kozyklus g wird annulliert von den Invarianten Xl,Xf’_1 € S(V)Ca
miti>2, d.h. X1g=X"""g=0e H'(G,,S(V)).

Beweis. Nach Definition von ¢ ist
X1g: = Xo - <(t —1). Yf’*l) =(t—1) Xo¥P !,

also X1g9 € BY(G,, S(V)).

Wir betrachten nun den Kozyklus ¢ - hy := = ((t ~1) -Yf’*) € SP2((X1, Y1) =: U.
Nach Lemma 4.20 gilt U* = SP~1((X;,Y;)) und sz_l ist der zugehorige Annullator, also
Xf’fl ®h=0¢c H (G,,U ® U*). Mit den offensichtlichen Einbettungen von U und U* in
S(V) ist dann auch X?~'h = 0 € HY(G,, S(V)), d.h. es gibt ein v € S(V) mit X’ 'h; =
(t — 1)v fiir alle t € G,. Dann ist aber auch

le’*lgt = XfFlXoht = (t—1)(Xov) fiir alle t € G,
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also X?'g € BY(G,, S(V)). O

Leider bilden X1,X§71, e ,Xffl fiir 4 > 3 kein phsop in S(V)G“. Daher benétigen wir
weitere Typen von Annullatoren.

Lemma 4.24 Der Kozyklus g wird annulliert von den Invarianten X1Y; — X;Y7 € S(V)Ga
mit i > 2. Genauer gilt

(X1Yi — X;Vi)gi=(t —1)- (Yf’*IYiXO - X{HXZ-YO) fiir alle t € Gy
Beweis. O.E. sei ¢ = 2. Die rechte Seite der behaupteten Gleichung ist

X7+ V)P (X + Ya) Xo — X271 X, (P X + Vo) — (Ylp_lYgXo _ Xf_lXQY())
pl . ,
= (p , )tJ'X{Yf’lJ(tXQ +Y2)Xo — tPXPT X X — Y'Y, X,
, j
7=0

wobei sich der Term Xf_ZXgYO weggehoben hat. Der zweite Term —thf_ngXo hebt sich
mit dem Term aus der Summe fiir j = p — 1 und dem Faktor tX» (aus (X2 + Y2)) weg.
Der dritte Term —Y{ 1Y, X, hebt sich mit dem Term aus der Summe fiir j =0 und dem
Faktor Yo weg. Zusammen mit Lemma 4.18 (c) bleibt daher

p—2 p—2
XoXo¥i 3 (1) X]YP R 4 XoXiYe 3 (~ 1) X Y
j=0 J=0
p_2 . .
= (X1Y2 — XoY1)X) Z(_l)]ﬂtﬁlX{Ylp_Q_j
=0

1 _
= (X1Y2 — X2Y1)X0f ((tXl + Yl)pil — lep 1)
1
= (X1Y2 — XoY1)gs,

also die linke Seite und damit die Behauptung. O

Da die Annullatoren dieses Lemmas alle im Summanden (Xi,Y7) ,verankert“ sind,
kénnen wir wieder nur maximal zwei fiir ein phsop verwenden, und etwa in der Kom-
bination X7, X% _1,X1Y:3 — X3Y7 sogar nur einen. Man koénnte vermuten, dass auch die
X;Y; — X;Y; Annullatoren sind, doch leider ist dem nicht so. Nach Erheben in die p — 1-te
Potenz sind sie es aber, und dies liefert uns den letzten ,, Typ“ von Annullatoren.

Lemma 4.25 Der Kozyklus g wird annulliert von den Invarianten (X;Y; — X]'Yi)p_1 €
S(V)®a mit i, > 1.

Beweis. Sei O.E. i = 2,5 = 3, und t € G,. Wir nummerieren in diesem Beweis alle Zeilen
und Spalten von Matrizen von 0 beginnend, es ist also z.B. ey = (1,0,...), e1 = (0,1,...)
usw. jeweils ein Oter bzw. lter Basisvektor. Wir setzen

My = (X071 XP72y, . yPh
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und
Mg = (VP71 XgvP2 . X7,

Die Darstellung von Ms ist nach (92) gegeben durch ¢ — A; = (agj) mit

. =i (d fir0<i<j<p-—1
i = { 0(2) fiir i > j. (96)
Nach dem Beweis von Lemma 4.20 gilt M3 = M5, und zwar so, dass die Basis von M3 der
dualen Basis zu Mj entspricht. Also hat Mz die Darstellung ¢ — AZ,. Wir betrachten das
Tensorprodukt Ms ® Ms. Wir identifizieren My ® M3 mit dem entsprechenden Untermodul
von S(V). Weiter identifizieren wir die Elemente von My ® M3 mit ihren zugehérigen
Koordinatenmatrizen X € KP*P. Die Operation von G, ist dann gegeben durch

t-X =AXATT = A XA,

Sei m = I« € KP*P die p x p Einheitsmatrix. Wir sehen sofort, dass 7 unter der Operation
von G, invariant ist. Es gilt

p—1
T _ Xg—l—zYZi Q ngép—l—z
1=0
L s180) P2 /p—1 ' ’
emma: 18(c) (p . )(_1)iX§—1—zY2iX§Y§)—1—z
1
1=0

= XoV3 — X3Ya)P .

Wir sehen, dass m der Invariante entspricht, von der wir behaupten, dass sie g annulliert.
Sei nun U wie in Lemma 4.21. Wenn wir nun einen 7 enthaltenden Untermodul M von
M, ® My angeben, der zu U* isomorph ist, so dass 7 dessen annullierender Invariante geméf
Proposition 1.51 entspricht, so sind wir fertig. Wir setzen

Jo— X
M = <?}0,?}1,...,Up_g,wo,...,wp_g,ﬂ'> Q KPxp

mit folgenden Basisvektoren: v; € KP*P § = 0,...,p — 2 seien die Matrizen, die genau in
der 7 + 1-ten oberen Nebendiagonale Einsen haben, also

0O 1 0 ... 0 0O ... ... 0 1
: 0
vy 1= 0 e tpen = ..t | e KPP,
1 0
0 0
Entsprechend seien w; € KP*P 4 = 0,...,p — 2 die Matrizen, die genau in der i + 1-
ten unteren Nebendiagonale Einsen haben, also w; = v;-r. Dann besteht M genau aus

den Matrizen mit ,konstanten Diagonalen®. Wir zeigen, dass M ein G4-Modul ist (d.h.
Gg - M C M) mit M =2 U* so, dass m der annullierenden Invariante von U* entspricht.
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4.6 Beispiele fiir SLs und G, in beliebiger positiver Charakteristik

Als erstes bestimmen wir die G,-Operation auf den vy, und berechnen dazu die i-te Zeile
und j-te Spalte von t - vg, mit i,j = 0,...,p — 1. Seien dazu ¢y = (1,0,...,0)T, e; =
(0,1,0,...,0)T, ..., e,-1 = (0,...,0,1)T € KP die Spalteneinheitsvektoren. Dann ist

(t-vk)m = (AtUkA ) =€; AtUkA t€j
—t
aojt
_ t t a4
= (aj, y Qi p 1)k .
p—1,5
—t
g,
—t
t t ayj
= (0,...,0,a50, -, 05 o) . ,
—t

wobei man bei dem Zeilenvektor k + 1 fithrende Nullen hat. Mit Gleichung (96) erhalten
wir also

j—k—1
(t-vk)iy = Z azlak+1+z,j Z a’zla’k-i—l—i-l,j
jfk}*l I ]
_ =i _p)i—k—1-1
> () (e
j—k—1

- Z P )Jkl1<é> (k +Z+1>'

Bei dem zweiten Gleichheitszeichen haben wir dabei fiir die Summationsindizes verwendet,
dass A; eine obere Dreiecksmatrix ist. Die leere Summe (falls ¢ > j — k — 1) ist hier wie
iiblich als 0 zu lesen. Ab jetzt sei daher

0<j—k—i—1. (97)

Wir verschieben nun [ um —¢ und erhalten

j—k—i—1

o S j
k—i k—l—i
(t-vk)iy = Z v =1y 1< i > <k+l+i+1>
1=0
L 4.18(b) It p—1—i j
emma_4. fi—k—i=1(_qyi—k—i-1 — i _
; (=1) p—1—i—1)\k+1+i+1

Dabei diirfen wir Lemma 4.18 (b) anwenden, denn 0 <i<[+i<j—k—-1<p—-2<p
Nun wenden wir auf beide Binomialkoeffizienten die Regel (Z) = (nﬁ k) an und erhalten

j—k—i—1

(t-op)i; = lZ By 1( _ll_i><(j—k—é—1)—l>'
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Mit der Formel (m;n) = Z?:o (T) (kﬁ]) ergibt sich schliesslich

i +7—1—1
t- ii = _tjkllp .
A (I

(97)
Da0 < j—i—1—-k<j—i—1<p-—1, folgt mit Lemma 4.19 (a) weiter

(t-vk)ij = (—f)j]”1< Jor—d )

j—i—1—k

(D (j e 1).

Zusammen mit (¢ -vg);; = 0 fiir £ > j — i — 1 erhalten wir damit durch Vergleich mit (96)

—t o - .
a . firj—i—12>0

t . L = k;vj_z_l -

( Uk)” { 0 sonst.

Dies bedeutet, dass die Matrix ¢ - vy € KP*P eine nilpotente obere Dreiecksmatrix ist und
in der oberen Nebendiagonalen Nr. j — ¢ konstant der Eintrag a,;?_i_l steht. Also gilt

p—2
t'Uk:Za;;’;Ul, k=0,...,p—2,
1=0

oder Zusammengefasst: Sei B; € K®~D*(=1 die linke obere (p — 1) x (p — 1) Teil-

matrix von A;. Dann ist (vo, ..., vp—2) ein Untermodul mit Darstellung ¢ — Bft.
Im néchsten Schritt bestimmen wir die Operation auf den wy, £k =0,...,p — 2. Es ist
T
(t . wk)i,j = (Atkaft)i,j = €; Atka,tej
—t
ag;
a;t
_ t t J
- (a’i07 s 7ai,p—1)wk .
—t
—t
ag;
=t
¢ t @15
(a’i,k+17"'7ai,p71707"'70) .
—t
p—k—2
_ t —t
= E:“wﬂﬂ%m
=0

Mit Gleichung (96) erhalten wir also
min(p—k—2,5)

oy = > ey (T (),

l=max(0,i—k—1)
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4.6 Beispiele fiir SLs und G, in beliebiger positiver Charakteristik

Da i < p, ist diese Summe genau dann leer, wenn ¢ — k — 1 > j. Sei daher ab jetzt
0<j—i+k+1. (98)
Dai<k+1+1<k+1+p—Fk—2=p—1 erhalten wir mit Lemma 4.18 (b)

. S klij—if (\ktlpj—if P—1—1 j
(t - wr)i oot (-1) (p Pl l) (l)

l=max(0,i—k—1)

_ (_t)k+1+jfz' p—l—-i+4j
p—2—k )’

wobei wir nochmals dir Formel ("") = 2?20 (T) (kﬁ]) = Z;n:l?r(lzx?gkin) (T) (kﬁ]) verwen-

det haben. Wir machen nun eine Fallunterscheidung;:
1. Fall: 0 <¢—j — 1. Dann ist natiirlich ¢ — j — 1 < p — 2, und wir erhalten

(—t)P=2=(=i=1)~(p-2-F) (P —2—(i—j— 1))

t- i =
( wk)7] p_Q_k

—t
Ay kp-2—(i—j-1)

Wir sehen, dass dies auch im Fall der leeren Summe, also wenn i — j — 1 > k, richtig ist.
2. Fall: 0 =¢ — j. Dann ist

(t-wy)i; = (—t)Ft <pf;1k>

—t
Ap—2—k,p—1-

3. Fall: 0 < j —i — 1. Jedenfalls ist
pH+(—i- 1)>

t. = (¢ k+1+j5—1
(t - w)i, (—t) p—2—k
3.1. Fall: 0<j—i—1<p—2—k. Nach Lemma 4.19 (b, 2. Fall) ist dann

(t-wk)m = 0.

3.2. Fall: p— 2 —k < j —i— 1. Dann ist nach Lemma 4.19 (b, 1. Fall)

(g = (ppee (/70T

_ —t
= (=)fa,"y 41
Da A_; eine obere Dreiecksmatrix ist, ist dieses Ergebnis auch im Fall 3.1 richtig.
Wir fassen zusammen:
—t . .
ap—Z—kt,p—Q—(i—j—l) fir0<i—j5-—1
(t-wg)i; = a o hpo1 fliri =j

(—tfPaty sy fir0<j—i-1
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Wir sehen zunéchst, dass das Ergebnis nur von der Differenz ¢ — j abhéngt, also dass in
jeder Nebendiagonalen gleiche Eintrdage stehen. Insgesamt erhalten wir

p—2 p—2
. — —t . _+\p,—t . —t
trwp =Y a0y o jwi+ ) (=t ly y vitaty
=0 i=0

Wir setzen nun wy, 1= wy_o—j fiir 0 <k <p—2und wy_1 := 7. Dann ist fiir 0 <k <p—2

p—2 p—2
~ o o —t ) p,—t, . -t
by = tewpan = D apy o gwi+ ) (“DPafu+agy

j=0 j=0

p—1 p—2

t .~ t
- St S corats
j=0 j=0

Weiter ist auch

p—1,jWi>

o

.

denn A_; ist eine unipotente obere Dreiecksmatrix. Wir schreiben nun

By hy )
Ap= ,
' < O1xp-1) 1

d.h. hy € KP~! sind die ersten p — 1 Zeilen der letzten Spalte von A. Mit der Zusammen-
fassung von S. 122 erhalten wir nun:

Die Darstellung von M = (v, ..., vp—2, Wo, . .., Wp—1) ist gegeben durch
Py = ( BT, | (—t)pBZtT‘O(pfl)m > c Kr—1x(2p-1)
Opx (p—1) ‘ Ay
BT, (-t)?BT,
= BT,
rT, 1

Wir interpretieren nun M als ein W* und gehen Proposition 1.51 , riickwéirts“, um zu einem
Modul W mit einem Kozyklus zu gelangen, der von © = w,_; annulliert wird. Dann hat
W = M* die Darstellung

By
t— Czt - tht Bt ht
1

1
Streichen wir hiervon die letzte Zeile und Spalte, so erhalten wir die Matrix ( w1 ) ® By,

was gerade der Darstellung von U = (Y?, XP) ® SP~2((X,Y)) entspricht. In der rechten
unteren 2 x 2 Blockmatrix von C7, steht die Darstellung von SP~({X,Y)). Damit ent-
spricht der letzten Spalte von C%, gerade die Erweiterung von U zu U durch den Kozyklus
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4.6 Beispiele fiir SLs und G, in beliebiger positiver Charakteristik

t— XP® +(t — 1)YP1 (vgl. Gleichung (15), S. 33). Es gilt also W = U oder M = U*,
und 7 = w,_1 € M entspricht genau der annullierenden Invariante in U*. Dies wollten wir
zeigen. O

Bemerkung 4.26 Mit der Formel (20), S.36 folgt

p—2p—2—1
—(XaYy— XaVo) g = (t—1)- (YOZ S (Y (XY (xR )
=0 j=0

p—2p—2—1i
+X0) | Y (Xilﬂp“)(Xész”)(X?’,””Y}f““)> :
=0 j=0

Ausgehend von dieser Formel, die ich durch Experimente mit MAGMA geraten habe, ist
das Lemma und der Beweis entstanden.

4.6.6 Ein phsop
Wir wahlen nun aus den annullierenden Invarianten ein phsop aus:
Lemma 4.27 Die annullierenden Invarianten

X1, X0 X Yy — XY, (XiYip — X Yi)P~l e S(V)Ce
miti=3,...,k—1 bilden ein phsop der Linge k in S(V)G“
Beweis. Wir betrachten

k
V = (X0, Y0) © (X, Y3)
=1

und V& (Xg41, Yis1) sowohl als G, als auch als SLa-Moduln. Nach Roberts’ Isomorphismus,
Korollar 1.58, gilt S(V @ (Xpi1, Yir1))S"2 =2 S(V)Ce, wobei der Isomorphismus durch
Einsetzen von Xjy; = 0 und Y;4; = 1 gegeben ist. Insbesondere werden die Invarianten

X1 Vi1 — Xe1 Vi, (XoViry — Xp 1 Yo)P 7L X0 Vs — X3Vh, (XiYigr — X Yo)P 1 (99)

aus S(V @ (Xpt1, Yer1))®™2 mit 4 = 3,...,k — 1 in dieser Reihenfolge abgebildet auf die
Invarianten
X1, X57L X0 = XaYh, (XiYi — X Yi)P !

aus S(V)Ce mit 4 = 3,...,k — 1. Schreiben wir nun die bei den SLy-Invarianten (99)
vorkommenden Indizes in der Reihenfolge

2,k+1,1,3,4,5,...,k

auf, so sehen wir, dass fiir genau zwei benachbarte ¢, j jeweils eine Potenz von X;Y; —X;Y; in
(99) vorkommt. Nach den Lemmata 4.13 (umnummerieren!) und 1.9 ist also (99) ein phsop
im Polynomring S(V @ (Xy1, Yi11)). Da SLg aber reduktiv ist, bildet nun (99) nach Lem-
ma 1.55 auch ein phsop im Invariantenring S(V & (Xpy1, Yer1))"2. Die Bilder von (99)
unter Roberts’ Isomorphismus bilden dann natiirlich ein phsop in S(V)®e - zunichst nur
beziiglich der via Roberts’ Isomorphismus vererbten Graduierung, aber da die Bilder hier
auch beziiglich der Standardgraduierung homogen sind, dann auch beziiglich dieser (vgl.
Bemerkung 1.6). O
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

4.6.7 Ernte

Nun haben wir alles zusammen, um die Beispiele fiir SLy und G, zu formulieren. Sie stellen
ein weiteres Hauptresultat dieser Arbeit dar.

Satz 4.28 Sei (X,Y) die natiirliche Darstellung der SLg, char K = p > 0. Wir fassen
jeden SLo-Modul via t — ( 1 th > auch als Go-Modul auf. Sei

Dann gilt
cmdef K[V]® >k —2 und cmdef K[V]®"2 >k — 3.

Als direkte Summe selbstdualer Gq- bzw. SLo- Moduln ist V' selbstdual. Aufgefasst als SLo-
Modul ist V' auflerdem wvollstindig reduzibel als direkte Summe irreduzibler SlLo-Moduln.
Ferner gilt

dim K[V]® =2k +1  und dim K[V]?"2 =2k — 1.

Damit erhalten wir die Abschitzungen
depth K[V]® <k +3 und depth K[V]?*2 <k +2.

Beweis. Die Aussagen iiber die Dimension folgen sofort aus den Korollaren 1.68 und 1.69,
und mit der Abschéitzung fiir den Cohen-Macaulay-Defekt folgt dann die Abschéitzung iiber
die Tiefe.

Nach Roberts’ Isomorphismus, Satz 1.57, gilt K[V]% = K[V @ (X, Y)]" (insbesondere
ist damit auch der erste Invariantenring endlich erzeugt), so dass es geniigt, die Aussage fiir
die G, zu beweisen (vgl. auch (26), S. 45). Da V selbstdual ist, ist K[V] = S(V*) =2 S(V)
(als G4-Algebren) und K[V]® = S(V*)Ca = §(V)Ca. Nach Korollar 4.22 existiert ein
nichttrivialer Kozyklus g € Z*(G,, S(V)). Nach Lemma 4.27 hat man ein phsop der Linge
k in S(V)®a, welches nach den Lemmata 4.23, 4.24 und 4.25 aus Annullatoren von g be-
steht. Ferner sind die ersten beiden phsop Elemente X7, X¥ ! aus Lemma 4.27 offenbar
teilerfremd in S(V'). Der Hauptsatz 3.6 in seiner allgemeineren Formulierung (da G, nicht
reduktiv ist), liefert nun sofort die Behauptung. O

Wir erinnern nochmals daran, dass wenn man in V' den Summanden (X? YP) durch
(X,Y) ersetzt, die zugehorigen Invariantenringe dann Cohen-Macaulay sind - siehe die
Diskussion auf S. 95.

4.7 Additive und unipotente Gruppen

Ist V ein SLa-Modul, der sich schreiben lésst als direkte Summe V = U (X, Y), so ist nach
Roberts’ Isomorphismus K [V]32 = K[U]%. Insbesondere folgt aus cmdef K[V]5%2 > k —2
sofort cmdef K[U]® > k — 2. Lisst sich V nicht auf diese Weise schreiben, wurde aber
cmdef K[V]8¥2 > k — 2 mit Hilfe des Hauptsatzes gefolgert, so gilt auch cmdef K[V @
(X,Y)]?2 > k — 2; Denn ein phsop in K[V] bleibt auch eines nach Einbetten in K[V @
(X,Y)], und genauso bleiben Kozyklen nichttrivial - der Hauptsatz kann also weiterhin
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4.7 Additive und unipotente Gruppen

(mit ,,selbem* phsop und Kozyklus) angewendet werden. Nach Roberts’ Isomorphismus
gilt dann also auch cmdef K[V]% = cmdef K[V @ (X,Y)]5 > k — 2. Somit lassen sich
aus SLo-Beispielen immer G,-Beispiele mit groem Cohen-Macaulay-Defekt konstruieren.
Auf diese Weise erhalten wir etwa aus Beispiel 4.11

Beispiel 4.29 Sei char K = 2 und (X,Y') die natiirliche Darstellung der additiven Grup-
pe Go. Dann gilt

k Ga

cmdef K [(X?, V%) & (XY, XY)| >k-2
=1

Die Dimension des Invariantenringes ist 3k + 1 nach Korollar 1.68.
Analog erhalten wir aus Beispiel 4.17 durch weglassen des Summanden (X,Y)

Beispiel 4.30 Ist char K = 3 und (X,Y) die natiirliche Darstellung der additiven Grup-
pe Gg, so gilt
k Ga
cmdef K [(X?, V%) & (XY, XY)| >k-2

i=1

Die Dimension des Invariantenringes ist 3k + 1 nach Korollar 1.68.

Sind G und H lineare algebraische Gruppen und ist f : G — H ein surjektiver (algebrai-
scher) Homomorphismus, so ist jeder H-Modul V' via f auch ein G-Modul. Aufgrund der
Surjektivitdt von f gilt dann auch K[V]¢ = K[V]¥. Aus Beispielen fiir H-Invariantenringe
mit groem Cohen-Macaulay-Defekt erhilt man so Beispiele fiir G. Das folgende Lemma,
das sich etwa in [7, kurz vor Abschnitt 3| findet, stellt einen solchen Homomorphismus fiir
nichttriviale zusammenhéngende unipotente Gruppen zur Verfiigung.

Lemma 4.31 Sei G eine nichttriviale, zusammenhdngende unipotente lineare algebraische
Gruppe. Dann gibt es einen surjektiven algebraischen Homomorphismus G — Gg.

Beweis. Als unipotente Gruppe ist G nilpotent ([29, Corollary 17.5]), also auflésbar. Nach
[29, Theorem 19.3] enthélt G einen abgeschlossenen Normalteiler N mit dim G—dim N = 1.
Nach [29, Theorem 11.5] gibt es eine rationale Darstellung ¢ : G — GL(V') mit kerp = N.
Nach [59, Proposition 2.2.5 (ii)] ist ¢(G) € GL(V) abgeschlossen, auerdem mit G zusam-
menhéngend und unipotent ([59, Theorem 2.4.8]). Weiter gilt nach [59, Corollary 4.3.4]
dimp(G) = dim G — dimker ¢ = 1. Also ist ¢(G) eine zusammenhingende, unipotente,
eindimensionale lineare algebraische Gruppe, und damit isomorph zu G, ([59, Proposition
2.6.6)). O

Satz 4.32 Sei G eine nichttriviale, zusammenhdngende unipotente lineare algebraische
Gruppe in positiver Charakteristik. Dann gibt es fiir jedes k € N einen 2k+2-dimensionalen
G-Modul V' mit

cmdef K[V]¢ >k — 2.
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4 Anwendungen des Hauptsatzes

Beweis. Wir machen den von Satz 4.28 gelieferten 2k + 2-dimensionalen G,-Modul V' mit
cmdef K[V]%« > k — 2 mittels des surjektiven Homomorphismus G — G, aus Lemma 4.31
zu einem G-Modul. Aus K[V]¢ = K[V]% folgt sofort die Behauptung. O

Man kann ein entsprechendes Resultat auch fiir nichtzusammenhéngende unipotente
Gruppen angeben. Dann hat némlich jedes Element von G/G° p-Potenzordnung (ist G C
GL,, unipotent, so gibt es zu A € G ein N € N mit (A — I,)Y = 0. Fiir k mit p*¥ > N
ist dann 0 = (A — In)plc = A" — I, vgl. [59, 2.4]), so dass H := G/G° eine (endliche)
p-Gruppe ist. Man muss hier also auf entsprechende Resultate im modularen Fall, etwa
Satz 3.11 zuriickgreifen.

Man beachte, dass unendliche unipotente Gruppen G nicht reduktiv sind, denn dann ist

G # {1} ein zusammenhingender, abgeschlossener, nichttrivialer unipotenter Normalteiler
von G (vgl. Satz bzw. Definition 1.34 und 1.35).
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5 Algorithmische Untersuchungen

In diesem Abschnitt wollen wir im Wesentlichen die in Satz 4.28 beschriebenen Invarian-
tenringe mit ,a posteriori“ Methoden untersuchen, d.h. wir berechnen zunéchst Erzeuger
fir K[V]9 (als K-Algebra). Hierfiir entwickeln wir ein speziell angepasstes Verfahren, da
der allgemeine Algorithmus [36] auch in kleinen Fillen nicht durchkommt (ich habe die
Rechnung bei knapp 70 Gigabyte Speicherbedarf abgebrochen). Danach berechnen wir das
Relationenideal und rechnen so im Restklassenring eines Polynomrings weiter, und berech-
nen so explizit den Cohen-Macaulay-Defekt fiir die Fille (p, k) € {(2,3),(2,4),(3,3)} zu
1,2, 1 (fiir die G,-Invarianten). Genau genommen berechnen wir jeweils eine obere Schran-
ke fiir den Cohen-Macaulay-Defekt, die zusammen mit der unteren Schranke aus Satz 4.28
das angegebene Ergebnis liefert.

5.1 Berechnung von Frobenius-Invarianten

Sei GG eine lineare algebraische Gruppe in Charakteristik p > 0, und U,V zwei G-Moduln,
so dass S(U @ V)¢ endlich erzeugt ist. Mit FP bezeichnen wir die p-te Frobenius-Potenz,
vgl. Definition 1.38. Wir untersuchen folgendes Problem:

Wie kann man Generatoren fiir S(FP(U) @ V)& effizient berechnen, wenn Generatoren

fiir S(U @ V)Y bekannt sind?

Ohne formale Definition nennen wir dieses Problem im Folgenden die ,,Berechnung von
Frobenius-Invarianten®.

5.1.1 Der Isomorphismus

Seien
U=(X1,....,X,), V=,....Y,), und FPU)=(XV,....XP)=(Z,...,2,)
G-Moduln. Dann ist
P=SUaV)=K[Xy,...,X,,Y1,..., Y],

Q:=S(FP(U)&V)=K|[Z1,..., 20, Y1,..., Y.

Wir betrachten den Algebrenhomomorphismus
$:Q— P mit Z— XP, Y~ Y,

welcher als Abbildung des Polynomrings () eindeutig und wohldefiniert ist durch Angabe
der Bilder der unabhéngigen Variablen.

Satz 5.1 Durch die Einschrinkung ¢ := ¢|gc ist ein Isomorphismus
©:QY = PYNK[XP,... XP.Y,..., Yy

gegeben.
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5 Algorithmische Untersuchungen

Beweis. Wir bezeichnen mit G — GL,,,0 — A, = (aij,») die Darstellung von U und analog
mit G — GLy,,0 — B, = (bij») die Darstellung von V. Die Darstellung von FP(U) ist
damit gegeben durch o +— (afj ). Es gilt also

n n m
O'-Xj ZZGMJXZ', O'-Zj :Zafj,oZi, O'-Yj :Zb’j’a}/;'
i=1 i=1 i=1
Es ist klar, dass ¢ : Q¥ — P mit ¢ ein Algebren-Homomorphismus ist. Da xPooo X,
Y1,...,Y,, offenbar algebraisch unabhéngig sind, ist ¢ und damit auch die Einschrankung
¢ injektiv. Wir miissen nun nur noch p(Q%) = PN K[XY,..., X} Y1,...,Y,,] zeigen.
,C“. Die Inklusion p(Q%) C K[X?,..., X}, Y1,...,Y,,] ist klar. Sei nun
f:f(Zla-"7Zn7Y17"'7Ym) S QG7

d.h.

n n m m
*)
ag- f (: f ( E angZia SRR E afn,JZiy E bil,Uszﬁ ceey E bim,a%) = f (100)
=1 =1 =1 =1

Dann ist
go(f):f(Xf,...,Xf;,Yl,...,Ym),

und damit fiir o € G

n p n P m m
o-of) = f <<Z auvaXi> <Z aX) D> bieYi, ) bim,aYi>
=1 =1 =1 =1
n n m m
= f <Z GJ?LO—XZP’ ey Z a’fnﬁsz, Z bil,UYVia BRI Z bim,o%)
i=1 i=1 i=1 i=1

also (f) € P%. (Man kann auch argumentieren, dass ¢ G-iquivariant ist).
»,2“. Seil nun umgekehrt

F=F(X1,...,X0,Y1,....Y) € PN K[XP, ... XEV1,..., Yl
Dann gibt es jedenfalls ein f = f(Z1,...,Z,,Y1,...,Y) € Q mit
F=f(X7,...,XEY1,.... V) = o(f).
Wir miissen daher nur noch f € Q¢ zeigen. Fiir o € G ist

oc-F = U-f(Xf,...,Xﬁ,Yl,...,Ym)
n n m m
= f (Z angXZpa ) Z afnJXZp, Z bil,OYVi, s ’Z bim,oﬁ)
i=1 i=1 =1 =1

2 f(XP..XP Yy, Yy) =F,

—
*
~
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5.1 Berechnung von Frobenius-Invarianten

da F € PY. Die Gleichung (*) beschreibt eine Gleichung in K[X?,..., XL Yi,...,Y;,]. Da
dieser Ring isomorph zu einem Polynomring ist, darf man in () die ,unabh#ngige Variable*
le durch Z; ersetzen. Dies liefert

O'-f = O'-f(Zl,...,Zn,Yl,...,Ym)
n n m m
= f (Z o Zin ) W o Zin ) birgYin ) bim,aYi>
i=1 1=1 1=1 1=1

= f(Zy,. Zp V1, V) =

also f € Q. O

5.1.2 Zwischenspiel: Der Kern einer linearen Abbildung von Moduln

Sei K[X] = K[Xq,...,X,]ein Polynomring und A = K|[f1,..., fx| mit f; € K[X] fiir alle i =
1,...,k eine endlich erzeugte Unteralgebra. Sei ferner B = >\ At; mit t; € K[X] fiir alle ¢ =
1,...,r ein endlich erzeugter A-Modul sowie D : B — K|[X]|™ eine A-lineare Abbildung.
Der folgende Algorithmus (der eine Verallgemeinerung von Kemper [36, Algorithm 4.2] ist),
liefert ein endliches Erzeugendensystem von ker D als A-Modul.

Algorithmus 5.2 Berechnung des Kerns einer linearen Abbildung von Moduln.
Eingabe:

e Ein Polynomring K[X]| = K[X1,...,X,].
e Generatoren fi,..., fr € K[X] von A := K|[f1,..., fx].
e Modulerzeuger t1,...,t, € K[X] von B:= Y. | At,.

e Die Bilder D(t1),...,D(t;) € K[X]|™ einer A-linearen Abbildung D : B — K[X]|™.
(Der Anwender hat sicherzustellen, dass die Bilder tatséchlich von einer A-linearen
Abbildung D abstammen!)

Ausgabe: A-Modul Erzeuger von ker D.
BEGIN

1. Berechne Generatoren des Syzygien-Moduls
M = {(al, . ,ar) € K[X]r : alD(tl) + ...+ arD(tr) = 0}

(als K[X]-Modul) mit einem der iiblichen Standard-Verfahren, siche etwa Eisenbud
[14, Chapter 15.5].

2. Berechne Generatoren by,...,bs von M N A" als A-Modul mittels Kemper [36, Al-
gorithm 4.5] (siehe auch Kemper [30, Algorithm 7]). Dieser Algorithmus verlangt als
Eingabe die Generatoren von A und die in Schritt 1. berechneten Generatoren von
M als K[X]-Modul.

3. Setze §
ci = Z(bi)utu firi=1,...,s
pn=1

mit b; = ((bz)h e (bz)r) c A",
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4. RETURN cy,...,cs.

END

Satz 5.3 Algorithmus 5.2 ist korrekt, d.h.

ker D = i Ag;.

i=1

Beweis. Fir f € K[X] gilt f € ker D genau dann, wenn es aq,...,a, € A gibt mit

f=>aut, wd D(f)=> a,D(t,) =0, (101)
pn=1

p=1

denn die t,, erzeugen B als A-Modul, und D ist A-linear. Wir zeigen nun beide Inklusionen
der Behauptung.

,2“ Da b, = ((bj)1,...,(bi)r) € M N A" (Schritt 2.), gilt nach Definition von M
(Schritt 1.) jedenfalls 377 _;(b;),D(t,) = 0, und damit (Schritt 3.) ¢; = 37 (bi)ut, €
ker D nach (101).

»,C“. Sei f € ker D, d.h. f habe eine Darstellung wie in (101). Dann gilt a = (aq,...,a,) €
M N A" nach Definition von M. Nach Schritt 2. gibt es dann py,...,ps € A mit

S S
a= Zpibi, also a, = Zpi(bi)u'
i=1 i=1

Es folgt
F= autu=2_% pilbiduty =2 pi ) (bi)uty
p=1 p=1i=1 =1 p=1
—_———
und damit gilt f € >°7 | Ac;. O

5.1.3 Schnitt einer Algebra mit K[X? Y]

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen aus Abschnitt 5.1.1. Auflerdem kiirzen wir mit
X? die Variablen X?,..., X} ab. Von dem Isomorphismus ¢ kann man auch leicht die
Umkehrung durchfiihren, indem man in einem Polynom f aus dem Bild einfach in jedem
Monom X? durch Z; ersetzt. Da ein Algebrenisomorphismus Generatoren auf Generatoren
abbildet, kénnen wir zur Berechnung von Q¢ (was unser Ziel ist) zunéchst Generatoren
fiir das Bild von ¢ berechnen, um durch Anwendung von ¢~ Generatoren von Q¢ zu er-
halten. Wir versuchen dazu, (Q%) = P“ N K[XP,Y] als Kern einer geeigneten A-linearen
Abbildung zu erhalten, den wir mit Algorithmus 5.2 berechnen kénnen.

Sei also allgemeiner B C K[X,Y] eine endlich erzeugte Algebra (z.B. B = P%),

B:=Kl[f1, s [ts91,---,9 mit f; € K[X,Y], g, € K[Y] fiir alle i.
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5.1 Berechnung von Frobenius-Invarianten

Gesucht ist der Schnitt B N K[XP?,Y]. Wir setzen dazu

A::K[f{)"'wf]f,gla---agl] QBOK[XP,Y]

und bilden
{t1,...,t,} = {ff1 i 0< g <p}.
Dann ist offenbar B =3, _; At;. Fiir j = 1,...,n ist die Abbildung
0 B — K[X,Y]
“ .B_
0X; ’

A-linear, denn fiir a € A,b € B gilt wegen A C K[XPY]

J(ab) " ob T da
0X; T 0X; < 0X;'
=0

Weiter liegt ein f € B genau dann in K[X?,Y], wenn aa—){j =0 fir j =1,...,n gilt, also

wenn f im Kern der linearen Abbildung

D:B— K[X,Y]",f— D(f) := (;—)é,...,(;ii;) (102)

liegt. Damit erhalten wir folgenden Algorithmus, um Algebra-Erzeuger fiir BN K[XP,Y] =
ker D zu erhalten:

Algorithmus 5.4 Schnitt einer Algebra B mit K[XP?,Y], wobei p = char K > 0.
Eingabe:

e Ein Polynomring K|[X1,...,X,,,Y1,...,Y,] = K[X,Y].
e B:=Kl[f1,..., [k, 91,--.,q) mit f; € K[X,Y], g; € K[Y] fiir alle i.

Ausgabe: Generatoren von BN K[X7,..., X5, V,...,Y,] = BN K[XP,Y].
BEGIN

1. Setze A:=K|f},..., ft,g1,..., 9] und bilde
T:={t1,....t;} = {ffl ;kI0§€i<p}.

2. Ubergib die Daten A,T und D(ty),..., D(t,) mit D wie in (102) an Algorithmus 5.2.
Erhalte Generatoren c¢y,...,cs von ker D = BN K[XP,Y] als A-Modul.

3. RETURN ff,...,f,f,gl,...,gl,cl,...,cs.
END
Satz 5.5 Der Algorithmus ist korrekt, d.h.
BNK[XP Y] =KI[fl,....[L, g1, ... g1,¢1,. .., Cs].

Beweis. Da BNK[XP, Y] =ker D = Y7 | A¢; nach Satz 5.3, gilt erst recht BNK[XP, Y] =
Aler, ... el = K[fT, .., [L 91, q1,¢1, -, Cs)- O
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5.1.4 Der Algorithmus
Wir erhalten nun den folgenden Algorithmus zur Berechnung von S(FP(U) & V)%:

Algorithmus 5.6 Berechnen von S(FP(U) @ V)Y, falls S(U @ V) bekannt ist.
Eingabe: Generatoren von S(U & V)C.

Ausgabe: Generatoren von S(FP(U) @ V)C.

BEGIN

1. Schreibe S(U & V) = K[X,Y], S(FP(U) & V) = K[Z,Y].
2. Sei S(UEBV)G - K[f177fkagl77gl] mit fl € K[X7Y]7 9; € K[Y]

3. Berechne Generatoren Hy, ..., Hy von S(U @ V)% N K[XP,Y] mit Hilfe von Algorith-
mus 5.4.

4. Ersetze fiir i = 1,...,s in H; jedes X;’ durch Z; und schreibe fiir das Ergebnis h;.

5. RETURN hq, ..., hs.
END

Die Korrektheit von Algorithmus 5.6, also S(U @ V)¢ = K|[hy,...,hs], folgt sofort aus
Satz 5.1.

5.1.5 Beispiele

Algorithmus 5.6 ldsst sich einfach in MAGMA implementieren. Wir wenden ihn an fiir
G = SLy und U = (X, Yp) (natiirliche Darstellung) und V' = @f:1<X,~, Y;) (k-fache direkte
Summe der natiirlichen Darstellung). Nach de Concini und Procesi [11] wird S(U @ V)52
auch in positiver Charakteristik erzeugt von

(XY; — X;Y;:0<i<j<k}

Damit erhdlt man mittels des Frobenius-Homomorphismus auch leicht Erzeuger fiir S(U &
V)%, indem man in obiger Menge zunichst k + 1 statt k wihlt und dann die Ersetzung
Xpq1=0,Yy1 = 1 vornimmt. Damit wird S(U @ V)% erzeugt von

(XY — X;Y;:0<i<j<k}U{X;:0<i<k}.

Auch wenn man an S(FP(U) @ V)52 interessiert ist, empfiehlt sich dringend, stattdessen
S(FP(U) ® V)® (mit k — 1 statt k) zu berechnen und dann darauf die Umkehrung von
Roberts’ Isomorphismus (Korollar 1.59) anzuwenden. So dauert etwa die Rechnung fiir
das Tupel (G = SLo,p = 3,k = 4) etwa 250s, dagegen die #quivalente Rechnung fiir
(G = Gg,p =3,k =3) nur 73s.

Wir haben den Schnitt

S(U@V)Ga mK[Xg7}/(]an1,Y15"'>XkaYk]

fiir einige weitere Werte von p und k mit Hilfe einer Implementierung von Algorithmus 5.6
in MAGMA berechnet. Die folgenden Tabelle gibt die Entwicklung der Rechenzeit (t) sowie
der Anzahl (#) der Generatoren von S(FP(U) @ V)Ce fiir diese Werte wieder. Die Liicken
in der Tabelle resultieren daher, dass ich die Rechnung fiir die entsprechenden Werte nach
etwa einem Monat ohne Ergebnis abgebrochen habe.
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p\k | 2 3 4 5
2 t=0.1s, #6  t=1.750s, #11 t=53.56s, #20 t=6.25h, #37
3 t=1.1s, #6  t=73.16s, #14 t=20.4h, #46
5 | t=50.41s, #6 t=32.15h, #30
Rechenzeiten (t) von Algorithmus 5.6 und Anzahl (#) der berechneten Generatoren.

Der Speicherbedarf in den aufwéndigeren Fillen betrug bis zu 23GB. Zur Abrundung
wollen wir fiir den kleinsten interessanten Fall p = 2,k = 3 die berechneten Generatoren
des Schnitts explizit angeben:

Satz 5.7 (MAGMA und Algorithmus 5.6) Sei p = char K = 2 sowie (X;,Y;) fir i =
0,...,3 jeweils die natirliche Darstellung der additiven Gruppe G,. Es wird

3 Ga
< Xo,Yo) © DX, Y; ) NK[X3, Y5, X1, Y1, Xa,Ys, X3, V3]
i=1

3 Ga
= S(XO,YO & P XY)
1=1

erzeugt von den 11 Generatoren
X027 X17 X27 X37
XiYo+Y1Xo, XaYVs+Y1X3, XoYz+ YoXj,
XTYG +Y7PXG,  X3YG +Y5XG,  X3YG + YiXG,
X1 Xo X3YE + X 1Yo Y3 X2 + V1 Xo V3 X2 4+ V1Yo X3 X2,

5.2 Untere Schranken fiir die Tiefe

Wiéhrend der Hauptsatz 3.6 ,,a priori“ eine obere Schranke fiir die Tiefe gibt, geben wir hier
eine einfache Heuristik zur ,,a posteriori“ Bestimmung unterer Schranken fiir die Tiefe. Wir
gehen dabei von der Situation aus, dass der Ring R (bis auf Isomorphie) gegeben ist als

Restklassenring eines Polynomrings P = K[X1,..., X,] modulo eines Ideals I < P, welches
durch ein endliches Erzeugendensystem gegeben ist, also R = P/I. Im Fall R = K[V]“
miissen dazu zunichst Generatoren fi,..., f, € K[V] von K[V]® berechnet werden, und

dann T als Kern des Einsetzungshomomorphismus P — K[V]%, X; — f; (siche etwa [14,
Proposition 15.30]). Beide Schritte sind rechenintensiv und kénnen dem Vorhaben bereits
ein Ende setzen.

Um nun zu priifen, ob die Restklassen gegebener gy, ..., g, € P eine regulidre Sequenz
in R bilden, muss man testen, ob jeweils g; ein Nichtnullteiler in R/(g1,...,9i-1)r =
P/I + (g1,-..,9i—1)p ist (Details hierzu auf S. 14). (Falls die Restklassen der g¢; in R
nicht homogen und positiven Grades sind bzw. R nicht graduiert ist, muss man noch
(g1,---,9m) # R testen, damit man wirklich eine regulére Sequenz hat.)

Unsere Heuristik besteht nun einfach daraus, dass der Anwender eine Folge von Elemen-
ten ¢g1,...,9m € P vorgibt. Falls im ¢-ten Schritt dann g; ein Nichtnullteiler modulo I ist,
so merken wir uns ¢ und setzen I := I + (g;). Die gemerkten g; geben dann einer regulére
Sequenz und ihre Anzahl eine untere Schranke fiir die Tiefe. Formal aufgeschrieben:
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Algorithmus 5.8 (Heuristik zum finden regulérer Sequenzen)
Eingabe:

e Polynomring P = K[X1,...,X,].
e Ein Ideal I < P, gegeben durch endlich viele Generatoren.
e Eine Testsequenz g1,...,g9m € P.

Ausgabe: Eine in R := P/I reguldre Teilfolge der Testsequenz g;,,...,g;,, im Fall eines
graduierten Rings R und alle g; + I € R insbesondere also eine untere Schranke fiir die
Tiefe,

k < depth(R).

BEGIN
1. Setze k:=0,J :=1.
2. Firi=1,...,m

e FALLS g; ein Nichtnullteiler modulo J ist, so setze

k=k+1, ix:=1, J:=J+(g)p-

3. Falls die Restklassen der ¢y, ..., ¢y, modulo I nicht im maximalen homogenen Ideal
R, eines graduierten Rings R = P/I lagen, so erniedrige evtl. k, damit (g;,,...,gi,)+
I1+#P.

4. RETURN Regulére Sequenz g;,, ..., ¢, , untere Schranke fiir die Tiefe £.

END

5.3 Ein hsop fiir S (" ,(X,Y))%"

Fiir die Anwendung von Algorithmus 5.8 ist die Angabe einer geeigneten Testsequenz essen-
tiell. Zum einen sollte man von ihr erwarten kénnen, dass sie eine moglichst lange regulére
Sequenz enthélt, zum anderen miissen ihre Elemente einfach genug sein, dass der Test auf
Nullteiler in Schritt 2. noch schnell genug durchgefiihrt werden kann. Hieran scheiterten
(bei meinen Versuchen) alle Testsequenzen, die durch Ergénzen des phsop aus Lemma
4.27 entstanden sind. Zum Erfolg fiihrte dagegen eine Testsequenz, die aus den fj (mit
geeigneten Exponenten e;;) des folgenden Satzes bestand.

Satz 5.9 Sein > 2 und R := S(@?:1<X,~,Y;>)SL2. Dann gilt dim R = 2n — 3. Sei g;; =
X;Y; — X;Y;, € R, und fiirk=3,...,2n—1 sei

fr = E gf}j mit e;; > 1.
i+i=k
i<j

Dann ist dim(fs, ..., fon—1)r = 0. Insbesondere bilden die 2n — 3 Elemente fs, ..., fon—1
bei geeigneter Wahl der e;; und einer Graduierung von R (z.B. Standardgraduierung und
alle e;; = 1) ein hsop von R.
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Im Beweis verwenden wir

Lemma 5.10 Sind z1,...,z, € K mit
o'+ oy =0 mite; > 1 firallei und zix; =0 fir allel <i<j<n,

so gilt
Ty =...=x, =0.

Beweis. Fiir n = 1 folgt die Behauptung aus 7' = 0. Wegen z;x,, = 0 fiir alle ¢ < n kénnen
wir O.E. x,, = 0 voraussetzen. Die restlichen Gleichungen stellen genau die Voraussetzung
an ri,...,Tn_1 im Fall n — 1 dar und liefern durch Induktion 1 = ... = x,_1 = 0. O

Beweis von Satz 5.9. 1. Schritt. Wir zeigen zunéchst dim(fs, ..., fon—1)r = 0.

Sei P := K|[G;j : 1 <i < j < n| der Polynomring mit (g) unabhéngigen Variablen Gj;.
Wir schreiben zusétzlich G; :== —Gj; fiir i < j Nach de Concini und Procesi [11] ist auch
in positiver Charakteristik der Einsetzungshomomorphismus

¢:P— R, Gij— gij
surjektiv, und ker ¢ =: J wird erzeugt von den Pliicker-Relationen
GijGr — GG + GyGj,  mit 4, j, k, | paarweise verschieden.

Wir schreiben Fj := )" Gf}j fir k =3,...,2n — 3, so dass ¢(Fy) = fx, und setzen

i+j=k,i<j

I:=J+ (Fg,. .. >F2n71)P-

Dann ist P/I = R/(fs,..., fan—1)r. Wir zeigen, dass die Nullstellenmenge V(I) in K()
nur aus der 0 besteht. Dann ist 0 = dim P/I = dim R/(fs, ..., fon—1)R-

Offenbar ist 0 € V(I). Sei nun umgekehrt @ = (212, 213,...,Zn—1,) € V(I). Da F
Gi¥, Fy = G € I, folgt sofort 12 = x13 = 0. Dies ist der Induktionsanfang (k = 5) der
folgenden

Behauptung: Es gilt

zij=0 firl<i<j<n,i+j<k-1 (103)

Wir zeigen, dass diese Aussage dann auch fiir £ 4 1 statt £ gilt. Dazu geniigt es, 1 -1 =
Z9 jp—2 = ... = 0 zu zeigen, und hierfiir geniigt es zu zeigen, dass die involvierten Variablen
die Voraussetzung von Lemma 5.10 erfiillen. Die erste bendttigte Gleichung folgt sofort aus
Fi(x) = 0. Seien i1 + j1 = k = i2 + jo mit i3 < j1, i2 < jo und i3 < ig. Wir miissen
Tiy j1%is,jo = 0 zeigen. Die Pliicker-Relation liefert

Tiy j1Tisjo — Lit,ioTji,jo + Tir,jaTjin = 0, (104)

wobei wir auch hier x;; := —x;; fiir ¢ < j setzen. Aus i1 < i folgt j; > jo, und damit
i1+ j2 < i1 + 71 = k. Damit ist nach (103) Ty, = 0, und damit ist auch der dritte
Summand in (104) gleich 0.

Falls i1 4 i < k oder j; + j2 < k, so ist wieder nach (103) der zweite Summand in (104)
ebenfalls gleich 0, und damit auch der erste, was zu zeigen ist.
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Sei daher jetzt i1 +1i9 > k und j1 + jo > k. Da aber i1 + j1 + 49 + jo = 2k, gilt beidemale
Gleichheit. Dann ist also i1 +1i9 = k = i1 + j1, also i9 = j; und genauso i; = jo. Dann folgt
aber i1 = jo > 19 = j1, im Widerspruch zu i1 < jj.

Der letzte Fall tritt also nicht auf, und wir haben z;, j 4, j, = 0 gezeigt. Aus Lemma
5.10 folgt dann die Behauptung (103) fiir k£ + 1 statt k, und damit insgesamt V(I) = 0.
Dies zeigt dann

dim(f3,..., fan—1)r = 0.

2. Schritt. Da R ein Integritétsring ist, folgt aus der Nulldimensionalitéit des Ideals

dim R = height(fg, cee ,fgnfl)R.

Nach Korollar 1.69 gilt dim R = 2n — 3. Fiir e;; = 1 (bzw. geeignete Graduierung von R)
bilden daher die 2n — 3 Elemente fs, ..., fo,—1 nach Lemma 1.5 ein hsop in R. O

5.4 Anwendung auf S((X?,Y?) & @F (X, Y))S

1=

Wir setzen nun

und

V= <X7}~/> S @(XZ,Y» = <ijyp> D @<X7Y>
=1 =1

Im Polynomring S(V) = K[X,Y,X,,Y1,...,X,,Y,] sollen alle unabhiingigen Variablen
den Grad 1 haben. Weiter betrachten wir

k
U = (Xo,Y) & P(X:, V7).,

i=1
wobei alle (X;,Y;) fiir i = 0,...,k Kopien der natiirlichen Darstellung sind. In S(U) =
K[Xo, Yo, X1,Y1,..., X, Y] wihlen wir die Graduierung
1 )
deg Xp:=degYp:=— und degX;:=degY; =1 fiir¢>1.
p

Wer sich bei den gebrochen rationalen Graden unwohl fiihlt, kann immer alle Grade mit p
durchmultiplizieren.
Nach Satz 5.1 haben wir die Isomorphie

S(V)SLQ o~ S(U)SL2 N K[Xg, Yg, Xi,Y,..., X,, Yn] =: R,
gegeben durch Ersetzen von X - Xé’ Y - Yop und Beibehalten der restlichen Variablen

X;,Y;. Mit der gewidhlten Graduierung ist dieser Isomorphismus sogar graderhaltend. Wir
wéahlen nun fiir S(U)SL2 das hsop aus Satz 5.9, wobei n = k+1 und wir X, Yp fiir Xg11, Yit1

138



5.4 Anwendung auf S((X?,Y?) @ @i;ﬂX, Y'))Stz

einsetzen. Mit unserer Graduierung ist dann

fz = X1Yo—Xo1,

fi = X135 - X311
5 = (XaYy— XyuY1) + (XoY3 — X3Y3)
fer1 = (XnYe— X Y1) + (XoYeoq — Xp—1Y2) + (X3Yiko — Xk_2Y3) + ...
frre = (XFYP = XPYPY 4+ (X1 Vi1 — Xp 1 V)P 4+ (XY — X Yo)P P4
frrs = (XJYF — XDVD)? + (XoVi1 — X1 Vo )P ™+ (X3Viq — Xpq YVa)P ™+
forp1 = (XYY — X7YY)

ein hsop fiir S(U)S"2 mit degf; = 2 fir i = 3,...,k + 1, degf; = 2(p + 1) fiir i =
k+4+2,...,2k — 1 und deg for = deg fory1 = p + 1. Dann ist S(U)5"2 also ein endlich
erzeugter A := K|fs,..., fog+1]-Modul. Da A C R C S(U)SL2 und A ein noetherscher Ring
ist, ist also auch der A-Untermodul R von S(U)5" endlich erzeugt. Insbesondere ist also
f3, -+, far11 ein hsop von R. Ersetzt man nun jeweils X% durch X und Y durch Y, so erhiilt
man ein hsop fiir S(V)5"2. Um den Test auf Regularitit schneller zu machen, war es in
der Praxis niitzlich, die Elemente fyio,..., for—1 nicht wie angegeben zum Grad 2(p + 1)
zu homogenisieren (also in den geklammerten Termen die Exponenten 2,p + 1,...,p +
1 wegzulassen) - man kann die Tiefe ja auch mit nicht homogenen reguldren Sequenzen
messen, solange die Testsequenz nur im maximalen homogenen Ideal R, liegt.
Wir fithren nun also folgende Schritte durch:

Algorithmus 5.11 Untere Schranke fiir die Tiefe von K[(X?,Y?) & @?ZI(X, Y)]Ste,
1. Berechne Generatoren von
KXY, — X;Y;:0<i<j<nlnK[XEYP Xy, ... Y]

mit Algorithmus 5.4. Ersetze X} und Y durch X und Yp, um den néchsten Schritt
zu beschleunigen.

2. Berechne des Relationenideal I < P der Generatoren aus Schritt 1, wobei der Poly-
nomring P soviele Variablen hat, wie es Generatoren gibt.

3. Bilde in P eine Testsequenz, die obigen fs, ..., for11 entspricht (evtl. ab fxio nicht
mehr homogenisiert).

4. Untersuche diese Testsequenz mit Algorithmus 5.8, und erhalte eine reguléire Sequenz
und eine untere Schranke fiir die Tiefe.

Wir haben hier das Verfahren fiir die SLy angegeben. In der Praxis wird man vorher noch
Roberts’ Isomorphismus anwenden, um sich im ersten Schritt zwei Variablen zu sparen.
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5.5 Ergebnisse der Untersuchung

Wir geben hier die Ergebnisse wieder, die wir durch Anwenden der Methode aus dem
letzten Abschnitt mit Hilfe von MAGMA erhalten haben. In den drei Féllen, in denen
K[V]%"2 dann nicht Cohen-Macaulay war, war jeweils f3, fa, fi42, ..., fors1 cine regulire
Sequenz der Lange k + 2, was dann eine untere Schranke fiir die Tiefe ist. Insbesondere war
damit die obere Schranke fiir die Tiefe aus Satz 4.28 scharf, und damit auch die Schranke
fiir den Cohen-Macaulay-Defekt. Dies ldsst vermuten, dass sie es im Fall £ > 3 immer ist.

Man beachte, dass geniigende grofle Potenzen der fs, ..., fx11 unter Roberts’ Isomor-
phismus aus Summen von Annullatoren eines Kozyklus bestehen (siehe Abschnitt 4.6.5,
insbesondere Lemma 4.25), also selbst Annullatoren sind; Nach dem Hauptsatz 3.6 ldsst
sich also fs, f4 durch kein Element aus fs,..., fri1 zu einer reguldren Sequenz ergéinzen
(eine Folge von homogenen Elementen ist genau dann reguldr, wenn ihre beliebig poten-
zierten Folgeglieder regulir sind, siehe etwa [37, Lemma 2.30]). Damit ist klar, dass die in
den untersuchten Fillen ausgewihlte reguldre Sequenz fs, f1, fx+2,. .., for+1 die ,maximal
mogliche® ist.

In MAGMA haben wir immer mit G, gerechnet. Die so erhaltenen exakten Werte fiir den
Cohen-Macaulay-Defekt finden sich in der folgenden Tabelle:

p\k |2 3 4
2 10 1 2
310 1 -
5 10 - -

Werte von cmdef K[(XP, YP) & @le(X, Y)]Ce.

Hier die bendtigten Gesamtrechenzeiten fiir Algorithmus 5.11, wobei die fiyo,..., for—1
nicht homogenisiert waren; Mit Homogenisierung hatte die Rechenzeit etwa im Fall (p, k) =
(2,4) 11 Tage (!) betragen, also deutlich linger als ohne die Homogenisierung.

p\k | 2 3 4
2 |1 011s 2.29s 4.23h
3 | 1.13s 3.73h -
5 | 50.4s - -
Gesamtlaufzeiten von Algorithmus 5.11 (fiir G,).

Der Grof3teil der Rechenzeit wurde dabei fiir die Berechnung des Relationenideals benotigt.
Der Gesamtspeicherbedarf betrug etwa 30MB. Fiir andere Parameter habe ich die Rech-
nung nach zu grofier Rechenzeit (> 1 Monat) abgebrochen.

Die folgende Tabelle gibt die mit Roberts’ Isomorphismus iibersetzten Werte an:

p\k [3 4 5
2 [0 1 2
310 1 -
5 10 - -

Werte von cmdef K[(XP,YP) @ @le(X, Y)]Ste,
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5.6 Bemerkung zur Buchsbaum-Eigenschaft

Fin graduierter Ring R heif3t Buchsbaum, wenn jedes phsop eine schwach reguldre Sequenz
ist. Dabei heifit eine Folge a,...,ar € R schwach regulir, wenn fiir alle ¢ < k und m € R
mit ma; € (ai,...,a;—1) auch mR; € (a1,...,a,—1) gilt. (Regularitit wiirde dagegen
wegen m € (aq,...,a;—1) sogar mR € (aq,...,a;—1) implizieren). In Buchsbaum-Ringen
gilt die Eigenschaft, dass jedes hsop die Tiefe misst, d.h. wenn ai,...,a, € R ein hsop
ist und k& = depth R, so ist ai,...,a; eine reguldre Sequenz (siche etwa [9, section 5]).
Wenn R = K[V]9 die Voraussetzungen des Hauptsatzes 3.6 mit k > 3 erfiillt und wenn
zusétzlich depth R > 2 gilt, so kann damit R nicht Buchsbaum sein, denn dann ist das
phsop a1, as, as keine regulidre Sequenz - kein hsop, dass mit a1, as, ag beginnt, kann also
die Tiefe messen. Mit dem Hauptsatz diirfte es also extrem schwer fallen, einen nicht-
Cohen-Macaulay Invariantenring zu konstruieren, der Buchsbaum ist. Fiir Invariantenringe
endlicher Gruppen gilt sogar, dass beide Eigenschaften dquivalent sind (vermutet in [9,
Conjecture 27], bewiesen in Kemper [35, Theorem 3.4]).

Da die im letzten Abschnitt untersuchten nicht Cohen-Macaulay Ringe alle eine Tiefe
grofler als 2 hatten, ist jedenfalls keiner von ihnen Buchsbaum.
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Notation

Die Eintrige sind thematisch geordnet.
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Hohe

algebraisch abgeschlossener Korper

Charakteristik von K, p = char K

affine (graduierte) Algebren

Primideale

maximales homogenes Ideal

R-Modul

Menge der assoziierten Primideale von M in R

(lineare algebraische) Gruppe

Gruppenring

Zusammenhangskomponente des Einselements von G

additive Gruppe (K, +)

multiplikative Gruppe (K \ {0},)

Gruppenelement

neutrales Element von G

G-Modul

S. 33

S. 33

G-Modul mit geordneter Basis {X1,...,X,}

natiirliche Darstellung der SLy, GLy oder G,
Darstellungsmatrix eines G-Moduls bzgl. der angegebenen Basis
G-Varietét

Polynomring, Ring der Polynomfunktionen auf dem G-Modul V
Koordinatenring, Ring der Polynomfunktionen auf der (G)-Varietit X
oder: K[X]:= K[Xj,...,X,] Polynomring mit n unabh#ngigen Variablen
Invariantenring

Korper der rationalen Funktionen auf V

Invariantenkorper

p-te Frobenius Potenz von V', S. 25

p-te symmetrische Potenz von V'

Gruppe der n-Koketten mit Werten in V

Gruppe der n-Korénder mit Werten in V

Gruppe der n-Kozyklen mit Werten in V'

n-te Kohomologiegruppe mit Werten in V'

Freie Moduln der bar resolution

Differentiale der bar resolution

n-Kozyklus

S. 51

Erweiterung des G-Moduls V' durch einen 1-Kozyklus g € Z1(G, V), S. 32
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