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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem des varianzropien Hedgens in einem
allgemeinen zeitstetigen affinen stochastischen Vagisimodell gelost, unter der Annah-
me, dass der Preisprozess des Basisguts ein lokal quatratiegrierbares Martingal ist.
Stochastische Volatilitatsmodelle sind in den vergaegedahren sehr popular geworden.
Untersucht man historische Zeitreihen von Aktienkursrtemgd beobachtet man sogenann-
te stilisierte Merkmale, wie zum Beispiel semi-schwerdslavolatilitats-Cluster und den
Leverage-Effekt. Stochastische Volatilitatsmodelldén diese stilisierten Merkmale ange-
messen ab und sind empirisch evidenter als Modelle ohnéadtsche \olatilitat. Da die
stochastischen Volatilitatsmodelle einen unvollsigad Markt implizieren, konnen zufalli-
ge Auszahlungen in der Regel nicht perfekt repliziert werdgn klassischer Ausweg be-
steht darin, den erwarteten quadratischen Hedgefehleriaimreren. Mathematisch ge-
sprochen muss also ith? die Orthogonalprojektion des abzusichernden Derivatsdanf
konvexen und abgeschlossenen Unterraum der replizierl#arszahlungen ermittelt wer-
den. Im allgemeinen affinen Volatilitatsmodell werden dmimale Hedgingstrategie, be-
stehend aus Anfangskapital und Handelsstrategie, undattianZ des zugehorigen Hedge-
fehlers semiexplizit bestimmt. Die Darstellung ermolties, die gesuchten GrolRen effi-
zient numerisch zu berechnen. Das allgemeine affine Mtéasimodell umfasst unter an-
derem das klassische stochastische \olatilitatsmodeil Meston (1993) und die Lévy-
getriebenen stochastischen \Volatilitatsmodelle, dimBarff-Nielsen & Shephard (2001b)
vorgeschlagen haben. Ebenfalls zur Klasse der affinen Mogehoren die etwas allgemei-
neren stochastischen \Volatilitatsmodelle, die auf mmgformierten Lévy-Prozessen basie-
ren, man vergleiche hierzu die Arbeit von Carr et al. (2008)yvelcher der Subordinator
entweder die Gestalt eines integrierten Cox-Ingersos_Ri@rozesses oder eines integrierten
Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses besitzt. Die allgemeirmeméin fur den optimalen Hed-
ge und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefeldeten auf das integrierte
OU-Zeittransformationsmodell und das integrierte CIRtZansformationsmodell spezia-
lisiert. Insbesondere werden die Voraussetzungen dezrafinen Resultate in Annahmen
Ubersetzt, die nur von den Modellparametern abhangendisdeicht hinsichtlich ihrer
Gultigkeit Uberpruft werden kdnnen. Zwei numerischeidpiele dokumentieren die An-
wendbarkeit der Methodik zur Losung des Hedgeproblem&eiden Beispielen werden
das NIG-Gamma-OU-Modell, das NIG-CIR-Modell, das expdiedtie NIG-Lévy-Modell
und das Black-Scholes-Modell miteinander verglichen, iste: Beispiel anhand eines hy-
pothetischen Beispielparametersatzes und im zweiterpigémsnhand von an Marktpreise
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kalibrierten Modellparametern, man vergleiche dieséeh insbesondere die Kapitel 6
und 7 in Schoutens (2003). Das erste Beispiel verdeutlilgtss das optimale Anfangskapi-
tal und die optimale Handelsstrategie in allen Modellerr gdimlich sind, dass jedoch die
minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler starkeieren, auch dann, wenn man
hierbei das Black-Scholes-Modell, das aufgrund der \éatidigkeit nattrlich einen Hed-
gefehler von Null aufweist, ausklammert. Das deutet dahanf dass modellunabhangig
die optimale Strategie naherungsweise durch die Blatiolgs-Strategie gegeben ist, wo-
hingegen bei der Auswertung des Hedgefehlers die Wahl detkeNsogrofiere Bedeutung
besitzt. Das zweite Beispiel illustriert, dass das siatibe Preismal3, das aus der Kalibrie-
rung der Modelle an Marktpreise resultiert, nur bedingigeet ist zum quadratischen Hed-
gen, da es zu weit von dem physikalischen Mal} entfernt sein.k2as Beispiel suggeriert,
dass die Losung des Hedgeproblems in der risikoneutralelh #¢ Losung des Hedge-
problems in der wirklichen Welt nur in unzureichendem Ma@praximiert. Interessante
Fragestellungen, die diese Arbeit aufwirft und die zum Gabenstand aktueller Forschung
sind, sind zum einen das parametrische Schatzen zajtsteffiner Volatilitatsmodelle (mit
Springen) unter dem physikalischen Mal3, man vergleiceehibeispielsweise die Ar-
beiten von Singleton (2001) und Bates (2006), und zum anddFeAspekt, inwieweit sich
das Problem des varianz-optimalen Hedgens im allgemeiffiearaVolatilitatsmodell Iosen
lasst, wenn man die Annahme, dass der Preisprozess dedyimgieein lokal quadratisch
integrierbares Martingal ist, fallen lasst, man verdteibierzu die Arbeit voﬁ:erny & Kall-
sen (2005).



Abstract

In this dissertation variance-optimal hedging is con®dein a general affine stochastic
volatility model in a continuous-time framework. It is agsed that the underlying price
follows a locally square-integrable martingale. In recgesirs stochastic volatility models
have attracted great attention. Analyzing stock returtridigions, one observes so-called
stylized facts as for example semi-heavy tails, volatititystering, and the leverage effect.
Stochastic volatility models reflect these stylized facksquately, empirically they are more
evident than models without stochastic volatility. Sint@ckastic volatility models imply
an incomplete market it is typically not possible to reptiéca contingent claim perfectly.
A classical way out is to minimize the mean squared hedginy.evlathematically spo-
ken, in the Hilbert spacé? it is necessary to calculate the orthogonal projection ef th
derivative security onto the convex and closed subset abffmwhich can be replicated in
a perfect way. In the general affine stochastic volatilitydelathe optimal hedge (i.e. the
optimal endowment and the optimal trading strategy) ancaseciated hedging error are
determined semi-explicitly. The representation of theioh allows for efficient numerical
computation. The general affine framework includes thesatasHeston model, cf. Heston
(1993), and the Lévy-driven stochastic volatility models forward in Barndorff-Nielsen &
Shephard (2001b). The affine class also contains the moegaerlatility models which
are based on time-changed Lévy processes as proposedriretGar (2003), where the
subordinator corresponds to either an integrated CoxrsiogjeRoss (CIR) process or an
integrated Ornstein-Uhlenbeck (OU) process. The generaidlae for the optimal hedge
and the minimal mean squared hedging error are specialedteiintegrated OU respec-
tively CIR time change models. In particular the generatquuaisites are carried over into
conditions which only depend on the model parameters andhatan be easily checked.
Two numerical examples illustrate the use of the method bfiirsp the hedging problem.
In both examples the NIG-Gamma-OU model, the NIG-CIR motthed,exponential NIG
Lévy model, and the classical Black-Scholes model are @wetp In the first example a
hypothetical set of parameters is assumed, whereas the@i@s in the second example
stem from calibration, cf. chapter 6 and 7 in Schoutens (RODRe first example indica-
tes that the optimal hedge is similar in the four models bat the minimal mean squared
hedging error differs more strongly even if the Black-Sesainodel is neglected where the
hedging error is naturally zero due to market completerigss.suggests that independent
of the model the optimal strategy is given by the Black-Sebdtrategy, whereas in view
of analyzing the hedging error the choice of the model playsoae important role. The
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second example illustrates that the statistical price oreds suitable for quadratic hedging
only to a limited extent as it can be too far away from the ptgismeasure. This example
suggests that the solution of the hedging problem in thengskral world is an inadequate
approximation of the solution in the real world. There amnsonteresting questions which
are posed by this dissertation and which are partially salgecurrent research. One is-
sue is the parametric estimation of continuous-time affinelmstic volatility models (with
jumps) under the physical measure, cf. Singleton (2001) Baigs (2006) for instance.
Another query is the solution of the variance-optimal hedgiroblem in the general affine
stochastic volatility model if one drops the assumptiort tha underlying price follows a
locally square-integrable martingale, €ferny & Kallsen (2005).
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Kapitel 1
Einleitung

Mein Sohn, sey mit Lust bei den Gesithn am Tage, aber mache nur solche, daf’ wir bey
Nacht ruhig schlafendgnnen(Thomas Mann, Buddenbrooks)

1.1 Ziel der Arbeit

Der Handler risikobehafteter und risikoloser Wertpapieerfolgt die Intention, bei gege-
bener Markterwartung ein fur sich optimales Verhaltros \Ertrag und Risiko herzustel-
len. Neben den gegenwartigen Wertpapierkursen, die erMarkt entnimmt, sind dabei
fur ihn zukiinftige Preise, die seiner Markterwartungspnéchen, und Kennzahlen, die das
Risiko seiner Marktposition wiedergeben, wesentlich. Aaf Grundlage dieser Informa-
tionen trifft der Handler seine Kauf- und Verkaufsentsdoagen. Um den Fluss zukinfti-
ger Zahlungsstrome der Finanzmarktinstrumente ad&pmitbilden, benotigt der Handler
ein moglichst realitatsnahes, stochastisches Modad, lzki aller Komplexitat es noch er-
laubt, moglichst analytische oder zumindest noch nurckeeBerechnungen durchfiihren
zu konnen. Als Beispiel betrachte man den Stillhalter re@all-Option, der zum heuti-
gen Zeitpunkt fur den Verkauf der Option eine Pramie krlofur aber im Gegenzug zum
Falligkeitstermin das Basisgut zum vereinbarten Basis@an den Kaufer der Option liefern
muss, wenn dieser die Option ausubt. Dieses GeschdfteiteRisiko fur den Stillhalter
dar, da der Preis des Basisguts zum Falligkeitsterminhidéler sein kann als der verein-
barte Basispreis. Somit stellen sich dem Optionsverk&dre wichtige Fragen, wenn er
seine Markterwartung durch Annahme eines stochastischaktModells zum Ausdruck
gebracht hat:

1. Welche Pramie soll er heute fur den Verkauf der Optiatevgen?

2. Wie soll er die Pramie am Markt bis zum Falligkeitstanram besten reinvestieren,
so dass er zum Falligkeitstermin seiner Verpflichtung, Biasisgut zu liefern, nach-
kommen kann und gleichzeitig das Verlustrisiko minimiert?

3. Wie grol3 ist das verbleibende minimale Risiko, wenn erfigiiesich optimale Han-
delsstrategie am Markt umsetzt?
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Bei der ersten Frage geht es um die Bewertung der Optionngegen sich die anderen bei-
den Fragen mit der Absicherung, dem sogenanhieagingder Option auf der Grundlage
des Basisguts beschaftigen. Optionen sind ein typiscleespkl furDerivate (lat. deriva-
re ableiten). Ein Derivat ist, grob gesprochen, ein Harglg|sdessen Preis jederzeit ein-
deutig durch gegenwartige bzw. vergangene Preise vomeatker mehreren Basisgutern
festgelegt ist, vgl. Hull (1993), Kapitel 1. Ein Basisguu¢a alsUnderlyingbezeichnet)
ist dabei dadurch charakterisiert, dass der Preis nicldhdBreise anderer Guter eindeu-
tig bestimmt ist. Beispiele fur Basisguter sind unter enedn Aktien und Anleihen. Seien
T < oo ein endlicher Zeithorizont und?, .7, (#,).cp,1), P) ein filtrierter Wahrscheinlich-
keitsraum. Zur Vereinfachung gelt&, = {2, 2}. Im Folgenden wird von einem verein-
fachten Markt ausgegangen, der sich aus einer Anleihe raisftozesss® = (S})ico7)
und einem weiteren beliebigen Basisgut mit Preisproséss (S} ):co,r) Zusammensetzt.
Fur den Moment seb = (S°, S') ein beliebigesR?-wertiges Semimartingal (vgl. Jacod
& Shiryaev (2003), Definition 1.4.21), wobe&i® und S° strikt positiv angenommen wer-
den mitS) = 1. Die Anleihe fungiere aldlumeraire(BezugsgroRe). Anstatt die Kurse der
Wertpapiere in einer bestimmten Wahrung auszudrickendewn diese als Vielfache des
Numeraires angegeben, indem alle Wertpapiere mit dem Naireeliskontiert werden. Der
Markt § = (g—g, g—(l)) = (1, S1) wird auchnormiertgenannt, vgl. hierzu auch Harrison &
Kreps (1979), Abschnitt 7. Es sei an dieser Stelle daraugdvinesen, dass Notation und
mathematische Begrifflichkeiten in der gesamten Arbeitda&fMonographie von Jacod &
Shiryaev (2003) zuriickgehen.

Definition 1.1 Eine Handelsstrategied = (9°,9!) (auf obigem MarktS), auchPortfolio
genannt, ist eifR?-wertiger vorhersehbarer Prozess. iégrtprozessPV (1) des Portfolios
v wird definiert durch

PV(9) = 9°5° + 91 St (1.1)
Die Handelsstrategie wirselbstfinanzierendgenannt, falls) € L(.S) und
PV() =PV(@)y+ 93-S (1.2)

gelten. Dabei gibf.(X) fur ein R?-wertiges Semimartingat die Menge der naclX inte-
grierbaren Prozesse an, urid X. := [/ Y; dX, bezeichnet fuk” € L(X) das stochastische
Integral vonY” beziglichX (vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Definition 111.6.17).

Man beachte, dasé € L(S) nicht die Existenz von)’ - S, i € {0,1} impliziert. Unter
der zusatzlichen Voraussetzung, dasskal beschrankt ist, hatte man die Existenz der Ein-
zelintegrale, und es wirde- S = 9% . SY 4 91 . S1 gelten, vgl. Jacod & Shiryaev (2003),
[11.6.1. Die Handelsstrategie gibt Uiber die Zeit die ahlen der im Portfolio des Hand-
lers befindlichen Wertpapiere des Marktes an. Die Vorhéradeit der Handelsstrategie
drickt aus, dass der Handler die Preisentwicklung déoliehafteten Wertpapiere nicht
vorhersehen kann und die Entscheidung, zu kaufen bzw. kawkem, aber vorher treffen
muss. Die Selbstfinanzierungsbedingung besagt, dasantlertingen der Handelsstrategie
nur mit Kursanderungen der Wertpapiere des Marktes dr&igsind, dem Portfolio werden
weder monetare Mittel hinzugefuigt noch entnommen.
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Proposition 1.2 Eine Handelsstrategie ist genau dann selbstfinanziereadnw € L(S)
und
PV(9) = PV(W)g +10- S (1.3)

gelten, Wobeﬁ\\/(ﬂ) den diskontierten Wertprozess angibt, d?ﬁ’.(z?) = (89" PV(9).

BEWEIS. Siehe Goll & Kallsen (2000), Proposition 2.1. O

Lemma 1.3 Gegeben sei eine Handelsstrategiauf obigem Markt. Es gilt

Ve L(S) & v e L(SY). (1.4)

N

In dieser Situationist - S = 9! - S*.

~

BEWEIS. =: Seid € L(5). Gemal Kallsen (2003), Lemma 2.2, existieren ein Semimar-
tingal Z und eine aufsteigende Folge vorhersehbarer Me(gemn, .y mit der Eigenschaft,
dassD,, T Q2 x R, furn — oo (bis auf Evaneszenzy] p fur allen € N beschranktist und

Zolp (0)+1p - Z = (W1p,)- X

fur allen € N gilt, wobei 1p,(0)(w) := 1p,((w,0)) ist. Insbesondere ist als®'1p,
beschrankt fur aller € N, und mit Jacod & Shiryaev (2003), 111.6.1, erhalt man wegen
(¥°1p,) -1 =0, dass

('1p,) - St = ((¥9°,9)1p,) - (1,5%) = Zo1p, (0) + 1p, - Z.
Somit liefert Kallsen (2003), Lemma 2.2, dagse L(S!) gilt. Ferner folgt damit
Wt St =7z = (9°,9Y) - (1,5Y).

<: Wegen?® e L(1) und9' e L(S') existieren Semimartingal& und Z’ sowie aufstei-
gende Folgen vorhersehbarer Mendéh,),.cn und(D),),en Mit

1. D, TQxRyundD) T x R, (bis auf Evaneszenz),
2. ¥°1p, und¥'1p, sind beschrankt fur alle € N,

3. (ﬁoan) 1= Zolpn(()) + 1Dn -7 Und(ﬂllpa) . S'l = Z(/)lD;l(O) + 1D;’L - 7' fur alle
n € N.

Man beachte, dasg = 0 und Z’ = ¥' - S! gelten. Setzt mab,, := D, N D, fur alle

n € N, so erhalt man bis auf Evaneszebz 1 Q x R.. Ferner sindD,, vorhersehbar
und (9%, 9')15 beschrankt fir alle. € N. Unter Beachtung von Jacod & Shiryaev (2003),
[11.6.1 und 1.4.37, ergibt sich damit aul3erdem

(9, 91)15,) - (1,8) = (9'1p,)- 8" =15, - Z.
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Wegen (1) existiert eine Mengl’ mit D!, 1 D', so dasg§2 x R,) \ D’ evaneszent ist.
Aufgrund von

{lwe: (wW0)¢D}C{weN: JteR, : (w,t) e (QxR)\ D'}

gilt somit1,/(0) = 1 P-f.s. Das heif3t, dass fif*-f.a.w € 2 ein N(w) € N existiert mit
1p ((w,0)) = 1furallen > N(w). WegenZglp, (0) = 0 fur allen € N impliziert dies
Zy =0 P-f.s.und

((0°, 915 ) - (1,8Y) = Zi1p5 (0) + 15 - 2.

Kallsen (2003), Lemma 2.2, besagt dahe L(S). O

Jede selbstfinanzierende Handelsstrategie ist vollgtéestgelegt durch ein Anfangska-
pital vy € R und die Strategi@', wie viel Stiick des risikobehafteten Basisguts der Héndl
zu welchem Zeitpunkt in seinem Portfolio hat.

Lemma 1.4 Fur jeden vorhersehbaren Prozess € L(S') und jedesy, € R existiert
ein eindeutiger vorhersehbarer Proze$s derart, dassy = (9°,9') auf dem MarktS
selbstfinanzierend ist MV (v)y = wy.

BEWEIS. Man setza? := PV (1)), + ' - 31 — 9151, WegenA (9! - 1) = 91AS?, verglei-
che Jacod & Shiryaev (2003), 11.6.19(e), gilt - ST — 915! = L. 51 — Y151 was die
Vorhersehbarkeit vort® impliziert, vergleiche Jacod & Shiryaev (2003), Propasitl.2.6.

~

Gemal Lemma 1.3 iste L(S), und es gilt
PV (W) = ° +9'S" = PV(9)o + 9" - S = PV(W)o + 0 - S,

das heif3¥ ist selbstfinanzierend, siehe Proposition 1.2. AufgrunddmahmesSy = 1 gilt
PV(9)y = PV(9)o, und aus der ForderungV (¢), = v, resultiert die Eindeutigkeit des
Prozesses’. O

Die folgende Motivation orientiert sich in Teilen an désbersichtsartikel von Schwei-
zer (2001) zum Thema des quadratischen Hedgens. Im Folgeveteen nur Derivate mit
Auszahlungen der Forfi = f(SL) betrachtet, wobei angenommen sei, dasR, — R
messbar ist. Das bekannteste Beispiel fur ein solches&ést die europaische Call-Option
mit Basispreisk’ > 0, die als Auszahlungsfunktiof{z) = max{z — K, 0} aufweist. Grob
gesprochen, heil3t ein Derivduplizierbar, falls es eine selbstfinanzierende Handelsstrate-
gie ¥ gibt mit PV(J)r = H. Um eine exakte Definition der Duplizierbarkeit zu geben,
muss man noch technische Integrierbar- und Zulassidgeziiagungen a und Integrier-
barkeitsbedingungen &t stellen, was aber fur den Moment der Motivierung zuriicieit
werden soll (gleiches gilt fur die folgenden Begriffsdéfonen). Der vorliegende Markt
wird vollstandig genannt, falls jedes Derivat (mit beschrankter diskeotgreAuszahlung
H = (S%)~'H) duplizierbar ist. Falls der Eintritt in eine Handelssegie heute nichts kos-
tet und die Strategie am Endzeitpurikeinen quasi sicheren Gewinn abwirft, spricht man
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von einer Arbitragegelegenheit auf dem Finanzmarkt. InRlaxis kommt Arbitrage nur
temporar und in geringem Umfang vor, da Arbitrageure dgeschicktes Handeln den mit
der Arbitrage verbundenen Gewinn realisieren und damitAdi@tragegelegenheit elimi-
nieren. Somit erscheint es plausibel, dass man zur Ablgl@imes Finanzmarktes Modelle
verwendet, die Arbitragefreiheit implizieren. Genaueifirdert man: Eine Handelsstrategie
¥ heil3tArbitrage, falls PV (), = 0, PV(0)r > 0 P-f.s. undP{PV(J)r > 0} > 0 gelten.
Ein Markt wird arbitragefreigenannt, falls keine Arbitragestrategie existiert. Faisalso
auf einem solchen arbitragefreien Markt eine duplizieeeHdndelsstrategi@ fur das De-
rivat mit AuszahlungH gibt, so ist es plausibel, dass der Preis des Derivats mit\¥erh
PV (¥), der duplizierenden Strategie zum Zeitpunkt O Ubereinsém muss. Das ist der
zentrale Grundgedanke von Black & Scholes (1973) sowie vertdvh (1973) bei der Her-
leitung der klassischen Black-Scholes-Formel zur Bewgrines europaischen Calls (auf
ein risikobehaftetes Basisgut) auf einem Finanzmarkt,deen die Anleihe dem Prozess
SY = ¢ folgt, wobeir € R den risikolosen Zins angibt, und der Preisprozess des risi-
kobehafteten Basisguts durch eine geometrische Browrdelwegung gegeben ist. Dieses
Marktmodell von Black und Scholes geht auf Osborne (19568)3amuelson (1965) zuriick,
die zur Aktienkursmodellierung die Brownsche Bewegung,alich negative Werte anneh-
men kann und von Bachelier (1900) zur Modellierung des Zaifadn Aktienkursbewegun-
gen vorgeschlagen wurde, durch den nichtnegativen Prdeeggometrischen Brownschen
Bewegung

S} = Sy exp(ut + o W) (1.5)

mit KonstantenS} > 0, 1 € R, o # 0 und einer Standard-Brownschen Beweguiiger-
setzt haben. Dahinter verbirgt sich die Idee, dass Préisderungen eher multiplikativer
als additiver Natur sind. Das Marktmodell von Black und Sebkast nicht nur arbitrage-
frei, sondern auch vollstandig, was eine praferenzfreiedeutige Bewertung von Deriva-
ten ermdglicht, jedes Derivat kann perfekt, das heil3t ddestrisiko, gehedgt werden. Die
mathematisch exakte Problemformulierung, deren Losadgler Zusammenhang zur Mar-
tingaltheorie wurden von Harrison & Kreps (1979) und Hami#: Pliska (1981) erarbeitet.

Das Marktmodell von Black und Scholes und die dazugeh@&@epptionspreisformel
sind sehr popular geworden, was neben der Moglichkeipzifierenzfreien Bewertung von
Derivaten vor allem auf die leichte Handhabbarkeit zugiihren ist. Wird hier wie ein-

gangs wieder der Stillhalter einer Call-Option betracltgetwird seine erste Frage nach der
Optionspramiey; durch die Formel von Black & Scholes (1973) beantwortet:

vy = W, (1.6)
wobeiV = (V;)co,r) den Preisprozess der Call-Option angibt,

V,=S/N (d}) —e "™ IKN (d}), (1.7)
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N die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteiluregéichnet undi!, d> gegeben
sind durch

X In (%) + (r+30?) (T —1) , X

d; = T und d; =d; —ovT —t. (1.8)
Alle erforderlichen Informationen in Form der Inputgraf@er Optionspreisformel sind mit
Ausnahme des konstant angenommenen stetigen Zinged der\Volatilitat o direkt be-
obachtbar. Dabei lasst sich die Volatilitat relativ gusdnistorischen Finanzdaten schatzen.
Zudem ist die Optionspreisformel leicht numerisch ausztewe Die Antwort auf die zweite
Frage des Stillhalters wird durch den sogenanbtelta-Hedgegegeben, siehe zum Beispiel
Hull (1993), Abschnitt 13.5. Das Delta eines Derivats gilet Anderungsrate des Derivat-
preises in Bezug auf den Preis des Basisguts an. Wie manseittes I1to-Arguments sieht,
vgl. z.B. Lamberton & Lapeyre (2000), Abschnitt 4.3.3ist (97, 9}))sepo,r) Mit

Oy = (—e""KN (d}) , N (d})) (1.9)

die (eindeutige) Duplikationsstrategie der Call-OptiBabei ist' gerade das Delta des
Calls. Da die Durchfiihrung der Handelsstratagjigine perfekte Absicherung der verkauf-
ten Call-Option impliziert, kann die dritte Frage dahingetl leicht beantwortet werden,
dass das Risiko des Stillhalters im Fall der Absicherund Netragt. Das ist gerade die
\ollstandigkeit des Marktmodells von Black und ScholesitMematisch korrespondiert das
zum Martingaldarstellungssatz

Satz 1.5 SeiernlV eineR“-wertige Standard-Brownsche Bewegung () cr, die voniV/
erzeugte Filtrierung. Dann existiert zu jedem lokalen Nfagal M = (M,)cr, bediglich
(Z1)icr, €in Prozess € L(W) mit

M=DM+9-W P-s. (1.10)

BEWwEIS. Vgl. Korn & Korn (2001), Korollar 53, Kapitel 2. O

Anstelle der Standard-Brownschen Bewegung gilt ein solCragstellungssatz nur fur
wenige andere Prozesse. Dritschel & Protter (1999) bemerdass die einzigen Lévy-
Prozesse, fur die ein solcher Satz gilt, die Brownsche Bewg und der kompensierte
Poisson-Prozess sind.

Leider stimmt das Black-Scholes-Modell nur in unzureidesn Mal3e mit der Realitat
iiberein. Cont (2001) hat einen sehr gutdiperblick gegeben iiber sogenanstéisierte
empirische Merkmaleon Finanzzeitreihen. Das sind statistische Eigensamaftie man
unabhangig vom Erhebungszeitraum fur eine Vielzahl vmstrumenten und Markten in
Renditezeitreihen beobachten und nachweisen kann. Wotdrsan die im Marktmodell
von Black und Scholes abgebildeten Renditen des risikdtetba Basisguts hinsichtlich
dieser stilisierten empirischen Merkmale, die die tatigben Marktrenditen aufweisen,
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so erkennt man die Notwendigkeit, komplexere Aktienkurdelle als das von Black und
Scholes zu verwenden. Mandelbrot (1963) und Fama (196®hadreits frih festgestellt,
dass die Annahme, die Log-Renditen seien normalverteittjickgewiesen werden muss.
Die Verteilung der Marktrenditen weist eine signifikantgative Schiefe auf, es gibt ei-
ne Asymmetrie hinsichtlich Verlusten und Gewinnen, woleiggn die Normalverteilung
symmetrisch ist. Aul3erdem ist die Verteilung der Marktdagder leptokurtisch, d.h. es
konzentrieren sich mehr Beobachtungen um den Mittelwed,die Auspragungen in den
Tails sind ebenfalls zahlreicher als bei einer Normalviemg. Die Normalverteilung un-
terschatzt das Auftreten extremer Ereignisse und dantitlem Auftreten sehr hoher Ge-
winne oder Verluste das Risiko des Investors. Dies ist edeeHauptgriinde, warum man
Aktienkursmodelle mit Spriingen eingefiihrt hat. Die voardelbrot (1963) vorgeschla-
genen Modelle auf der Grundlage varnstabilen Prozessen mit endlichem ersten Moment
mussen aber auch zuriickgewiesen werden, da diese momdleendliche zweite Momente
implizieren, was auf zu schwere Tails zuriickzufuhrenEshpirische Untersuchungen ha-
ben gezeigt, dass die Verteilung der Marktrenditen seimivece Tails besitzt, vgl. Schou-
tens (2003), Abschnitt 4.1.2. Ein weiterer Kritikpunkt ata&k-Scholes-Modell ist die kon-
stante \olatilitat. Betrachtet man historische Vol&iien, das sind annualisierte Standard-
abweichungen taglicher Log-Renditen, bezogen auf dasiigvetzte vergangene Jahr, so
erkennt man, dass die Volatilitat Uber die Zeit stoclsastifluktuiert, vgl. unter anderem
Heston (1993), Bates (1996) oder Barndorff-Nielsen & Slaegpi{2001b). In Schoutens
(2003), Abschnitt 4.2, wird zudem bemerkt, dass die Zdigeier historischen Volatilitaten
ein Mean-Reverting-Verhalteswfweist, die Werte der Zeitreihe werden immer wieder zum
Mittelwert zuriickgezogen. Ferner werden ddotatilitats-Clustekonstatiert, Perioden mit
grof3er Varianz in den Renditen folgen eher Perioden mitfablsmroRer Renditevarianz,
und entsprechend gibt es Perioden mit sehr niedriger \ardenen auch eher Perioden mit
kleiner Varianz folgen. Statistisch auf3erst sich diesneresignifikant positiven Autokorre-
lation absoluter oder quadrierter Renditen, siehe zumpdiEngle (1982) und Barndorff-
Nielsen & Shephard (2001b). Ein drittes empirisches Metkroa Finanzzeitreihen ist der
sogenanntéeverage-EffektDer Leverage-Effekt beschreibt die negative Korrelatron
Preisanderungen des Underlyings ukritlerungen der Volatilitat. Am Markt kann oftmals
beobachtet werden, dass ein Kurssprung nach unten bzwasthsther Kursabfall mit ei-
nem Anstieg der Volatilitat einhergehen. Gehen einigadiér aufgrund schlechter Borsen-
nachrichten verstarkt aus einem Marktsegment herausnlsersdie entsprechenden Kurse,
infolgedessen andere Handler, die zunachst noch abgewhaben, auch beginnen, zu ver-
kaufen, so dass die Kurse weiter sinken und gleichzeitigldiedelstatigkeit und damit die
Volatilitat ansteigen. Da eine Borsenorder oft an einenddst- oder Hochstkurs geknupft
ist, wird dieses Phanomen noch verstarkt. Abgesehenewostilisierten empirischen Merk-
malen fuhrt Schoutens (2003) als weiteren Kritikpunkt amdviodell von Black und Scho-
les noch den schlechten Fit der Marktpreise der OptionerHar. muss man allerdings
einwenden, dass es von vornherein klar ist, dass ein Modelun einem Parameter die
Marktpreise naturlich nicht besser treffen kann als belspeise ein Modell mit vier oder
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funf Parametern, so wie es oft der Fall bei Modellen mitusygen ist. AbschlieRend sei
aber auch noch kurz auf den Aspekt dmpliziten Volatili&it eingegangen. Darunter ver-
steht man diejenige Volatilitat, die man in die Black-SleseFormel einsetzen muss, damit
der Black-Scholes-Preis mit dem Marktpreis der Option nasiBpreisK und Falligkeit
T Ubereinstimmt. Ware der Black-Scholes-Ansatz kornekissten die implizite Volatilitat
und die Volatilitat des Marktes gleich sein. Da eine zdetRramisse des Modells besagt,
dass die Volatilitat konstant sei, musste der Graph dek#on der impliziten Volatilitat in
Abhangigkeit von Falligkeit und Moneyness (das ist deot@nt aus Basispreis und ak-
tuellem Underlyingkurs und damit ein Malf3 dafir, inwiewaite Option im Geld ist) eine
konstante Flache bilden. Es gibt jedoch viele empirischHeefAen, siehe zum Beispiel Ru-
binstein (1985), die belegen, dass die implizite Voldtiléls solche Funktion signifikant von
einer konstanten Flache abweicht. Bei konstanter Kaitgveist die implizite Volatilitat in
Abhangigkeit der Moneyness einen konvexen Verlauf auésBr wird auch alsolatilitats-
Smilebzw. alsSkew-Effekbezeichnet. Bei sehr kurzen Optionsfristen ist der Skef@kEf
besonders stark ausgepragt, was auf eine Fehlbewertunly die Black-Scholes-Formel
vor allem bei recht kurzen Laufzeiten hindeutet.

Um einen besseren Fit der Verteilung der Marktrenditen halegn, haben eine Viel-
zahl von Finanzmathematikern Modelle vorgeschlagen, éeed die Rendite nicht durch
eine Brownsche Bewegung mit Drift abgebildet wird (wie ina8-Scholes-Modell), son-
dern durch einen Lévy-Prozess. Das ist ein Prozess, derdigi Brownsche Bewegung
auch, stationare und unabhangige Zuwachse hat, deraébendlich-dimensionale Rand-
verteilungen allgemeinere und flexiblere Verteilungemaaisen kann als die Normalvertei-
lung. Dabei sind diese aber, wie die Normalverteilung aacis, der Klasse der unendlich
teilbaren Verteilungen. Die Zufallsvariableé der Log-Rendite zu einem beliebigen Zeit-
punkt ¢ lasst sich also in Verteilung fur jedes € N als Summe vom unabhangigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen schreiben. Dasigptivalent dazu, dass schwacher
Limes von Partialsummen unabhangiger, identisch vésteflufallsvariablen ist, was so ge-
deutet werden kann, dass Preisanderungen das Ergebirsicdatr (kleiner) Schocks der
Wirtschaftswelt und der Finanzmarkte sind. Beispieleuiiendlich teilbare Verteilungen,
die zu exponentiellen Lévy-Modellen in der Finanzmathekngefuihrt haben, sind unter
anderem Varianz-Gamma-Verteilungen, vgl. Madan & Sene®@(), als Oberklasse da-
von die CGMY-Verteilungen, vgl. Carr et al. (2002), nornmalerse Gaul3verteilungen, vgl.
Barndorff-Nielsen (1995), als Oberklasse davon die vgeatieinerten hyperbolischen Ver-
teilungen, vgl. Prause (1999), Eberlein & Prause (2002) Eberlein & v. Hammerstein
(2004), und Meixner-Verteilungen, vgl. Schoutens (20&l)en guterlUberblick Uiber ex-
ponentielle Lévy-Marktmodelle findet man bei Schouter®@0@), zur Motivation solcher
Modelle sei z.B. auf Geman (2002) und fur die Theorie dentBrozesse sei unter ande-
rem auf Sato (1999) und Jacod & Shiryaev (2003), Abschndtf lerwiesen. Geman (2002)
weist auf die Notwendigkeit hin, Prozesse mit Springenainaiger Diffusionskomponen-
te zu betrachten, um Verteilungen zu erhalten, die gerdigiemk von der Normalverteilung
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abweichen. Dabei bevorzugt sie jedoch reine Sprungprezédssdiese Voraussetzung fur
einen endlichen quadratischen Variationsprozess simdwiglerum besser geeignet sei,
reale Aktienkurse abzubilden. Doch berlicksichtigeniae exponentiellen Lévy-Modelle
nicht, dass die Volatilitat sich tiber die Zeit stochagtiandert und zur Clusterbildung neigt.
Ferner kann der Leverage-Effekt nicht abgebildet werdeahdd werden in dieser Arbeit
stochastische Volatilittsmodellemit Spriingen fur den PreisprozeS$ herangezogen, da
diese nach aktuellem Stand der Forschung die stilisiemguireschen Merkmale von Fi-
nanzzeitreihen am wirklichkeitsgetreuesten widerspredearr et al. (2003) bemerken die
Notwendigkeit, sowohl Prozesse mit Spriingen zu betrachle auch die Volatilitat sto-
chastisch zu modellieren, da Spriinge Optionspreise mateklaufzeit und stochastische
Volatilitat Optionspreise mit langerer Laufzeit besseilektieren wirden. Daruber hinaus
gehen wir wie im Black-Scholes-Modell idealisierend vomezn konstanten Zinssatz= R
aus, und fur den Rest der Arbeit sei der Preisproz€ss (S?):cr, der risikolosen Anleihe
gegeben durcls? = e". Ein solcher Markt ist in der Regeinvollstindig das heif3t, dass
eine duplizierende Handelsstrategie in der Regel niclstiexi. Und nun stellen sich wieder
die eingangs aufgeworfenen Fragen des Stillhalters eiak@ption, wenn er seine Markt-
erwartung durch das unvollstandige Marktmodéf, S') zum Ausdruck gebracht hat.

Es besteht insofern weiterhin die Moglichkeit, einenf@rénzfreien Ansatz zu verfol-
gen, als man das Intervall moglicher Derivatpreise bastindie Arbitragefreiheit auf dem
Markt implizieren, der neben den Basisgitern auch dasvBeals handelbares Gut um-
fasst. Das ist die Grundlage fur das sogenaBuofgerhedgingoei dem der Hedger jederzeit
sicher sein mochte, dass er zu keinem Zeitpunkt dem Risikgesetzt ist, monetaren Ver-
lust zu erleiden, und somit eine Strategie wahlt, derenAentifast sicher grol3er ist als die
Auszahlung des Derivats. Um eine solche Strategie eingehéidnnen, benotigt man als
Startkapital mindestens den hochsten Preis aus dem afiteriiglicher Derivatpreise, vgl.
El Karoui & Quenez (1995). Die selbstfinanzierende Stratederen Eintrittskosten heu-
te gerade diesem oberen Derivatpreis entsprechen und Hecdemert grof3er oder gleich
der Auszahlung des Derivats ist, wird auch billigste Supdgingstrategie genannt. Hu-
balek et al. (2006) weisen darauf hin, dass in vielen resdisen Marktmodellen bei der
Absicherung von klassischen Call-Optionen nur trivialp&thedgingstrategien der Form
existieren, dass man eine so hohe Optionspramie verldags man sich heute das Ba-
sisgut dafur kaufen kann, und dass man danach bis zugkégillider Option nicht mehr
handelt. Eberlein & Jacod (1997) haben zum Beispiel geze#gts das Intervall der mogli-
chen Call-Optionspreise in exponentiellen Levy-Modelerade dem maximalen Intervall
(S} — e K) T, S}) entspricht, in dem alle Preise, unabhangig vom Modell, Aus-
tragegrinden liegen missen. Hier ware also nur eindiadtoviale Superhedgingstrategie
denkbar. Das Konzept des Superhedgings erscheint sonmzuastrem und nicht prak-
tikabel. Delta-Hedging erscheint in unvollstandigenrkMan auch nicht durchfuhrbar, da
es im Wesentlichen auf dé&inderungsrate des Derivatpreises in Bezug auf den Preis des
Basisguts beruht, es aber keinen eindeutigen Derivatgieis Man sollte ferner anmer-
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ken, dass die perfekte Absicherung eines Derivats durehsailthe Delta-Hedgingstrategie
nur dann gewabhrleistet ist, wenn die Preisprozesse sty andernfalls gibt es selbst in
vollstandigen Markten keine Delta-Hedgingstrategie, duplizierend ist. Man betrachte
hierzu beispielsweise das Marktmodell von Jeanblanc &iitt(2002). Die geometrische
Brownsche Bewegung (1.5) im Black-Scholes-Modell istluig der stochastischen Diffe-
rentialgleichung

1
dS} = <u + 50—2) Stdt + o StdWw;. (1.11)

Jeanblanc & Privault (2002) erweitern dieses Modell nurigghend, dass sie die Brown-
sche Beweguny/ in dieser stochastischen Differentialgleichung durch\déamtingal erset-
zen, das sich, grob gesprochen, in Abhangigkeit einesnkegechsels aus einem Brown-
schen Anteil oder einem kompensierten Poisson-Prozeasuusnsetzt. Dieses Marktmo-
dell ist vollstandig, aber die Duplikationsstrategie ieZBg auf einen europaischen Call
ist von der Delta-Hedgingstrategie verschieden, wenn déwofose Zins als determini-
stisch angenommen wird und das Regime vorherrscht, in welahe Poisson-Komponente
fur den Zufall im Aktienkursprozess verantwortlich isglvJeanblanc & Privault (2002),
Abschnitt 6.3. Dies erscheint plausibel, da die Duplikagstrategie wie im Marktmodell
von Black und Scholes mit Hilfe der Itd-Formel hergeleikétd, hier jedoch aufgrund der
Springe weitere Terme in der Darstellung des Preispregeds Option als Funktion der
Zeit und des Underlyings hinzukommen. Hatte man zumindestn plausiblen Selekti-
onsmechanismus, der einen den personlichen Praferemtsorechenden Preis auswahlen
wirde aus der Menge der moglichen Derivatpreise, so m#ae ein Delta-Hedging-Ansatz
denkbar, aber es ware nicht klar, dass dieser zu einer insgewSinn bestmoglichen Ab-
sicherung fuhrt.

In den vergangenen Jahren wurden in der Literatur zahkesabjektive Kriterien ein-
gefuihrt, beziglich derer Absicherungsstrategien untib@gppreise in unvollstandigen Mark-
ten ermittelt werden kdnnen. Ein moglicher Ansatz bestinin, Nutzenfunktionen ein-
zufuhren und Uber die Menge aller Portfolios mit variabRositionen im Underlying und
fester Position im Derivat den erwarteten Nutzen von Koneder Endvermogen (vgl. zum
Beispiel Follmer & Leukert (2000) oder Kallsen (1998)) bazm lokalen Sinne den erwar-
teten Nutzen von Gewinnen tber infinitesimal kleine Zé#timalle (vgl. Kallsen (1999)) zu
maximieren. Ein anderer, weit verbreiterter Ansatz bestahin, das Risiko quadratisch zu
messen und dieses Uber zulassige Handelsstrategiemzuieren. Diese Methode degsia-
dratischen Hedgenkann als Spezialfall des Nutzenmaximierungsansatzeetasst wer-
den, wenn man dort quadratische Nutzenfunktionen bewadiian unterscheidet hierbei
zwischen den Ansatzefokal) risikominimierendrespektivevarianz-optimalzu hedgen.
Betrachtet man im unvollstandigen Markt = (S°, S') ein nicht duplizierbares Derivat
mit AuszahlungH, so existiert keine selbstfinanzierende Strategie, derenprfdzess am
Falligkeitstermin mitH Ubereinstimmt. Aufgrund der konkreten Wahl v6f geniigt es
im Folgenden, wenn man fiir die Strategiekomponefiteer risikolosen Anleihe fordert,
dass diese anstelle von vorhersehbar lediglich gut-mesgbBas Integral)® - S° wird als
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Lebesgue-Stieltjes-Integral aufgefasst, vgl. Jacod &@lev (2003), 1.3.4.

Beim risikominimierenden Ansatz wird die Forderung eingbstfinanzierenden Han-
delsstrategie aufgegeben, dafiir muss der Endwert depMeesses der Strategie mit der
Auszahlung des Derivats Uibereinstimmen. Dies kann stetshcdie Wahl vony® erreicht
werden. Eine einfache Strategie ware z/B= (¢°, 9') mit

Jp =0 und 9= ((S})"H) lyer (1.12)

fur alle t € [0,7]. Man beachte, das&’ adaptiert und cadlag, also insbesondere gut-
messbar ist. Solche Strategien sind in der Regel nicht nedhstéinanzierend. Die zur per-
fekten Absicherung fehlenden Betrage werden von aul3eeszhgssen. Diese Zuschiisse
kdnnen als Kosten aufgefasst werden. Allgemein definiam ohen (kumulierten) Kosten-
prozessC' = (Cy):epo,r) als Abweichung von der Selbstfinanziertheit der Stratedjil,
CW); = PV(9), — 9 - S;. Das kann man sich so vorstellen: der Investor mochte zum
Zeitpunktt ein Portfolio, bestehend au¥ risikolosen Anleihen und); Stiick des risi-
kobehafteten Basisguts, eingehen. Dazu benotigt erchsh&in Anfangskapital, € R,

das auch den Anfangskostéfy = PV (9), entspricht. Das Anfangskapital wird benutzt,
um auf dem Markt durch Handel Gewinne zu erzielen. Werdenekeieiteren finanziellen
Zuschisse von aul3en bendtigt, um sich zum Zeitpunkin den durch Handel bis dahin
erwirtschafteten Gewinnen das Portfolio zu kaufen, undeglyleichzeitig keine Moglich-
keit, Uberschiisse zu konsumieren, so ist die Handelsstratlpistfnanzierend, andernfalls
entsprechen die zusatzlich erforderlichen Einlagen wd$ea zuziglich der Anfangskosten
respektive die zum Konsum zur Verfiilgung stehendberschiisse abzuglich der Anfangs-
kosten den kumulierten Kosten zum Zeitpuhktlan beachte, dass im Fall ddberschiisse
die Kosten negativ sind. Es erscheint plausibel, eine&jramit kleinem Kostenprozess als
gute Strategie zu bezeichnen. Follmer & Sondermann (18&63n die ersten, die das Ri-
siko einer Strategie quadratisch gemessen haben. Daben Is#b unterstellt, dass' ein
P-Martingal ist. Der RisikoprozesB(+)) wird definiert durch

R(9): = Ep [(C(W)r — C(0),)* | 7] - (1.13)

Der Risikoprozess(v), zum Zeitpunktt gibt die erwarteten quadrierten Kosten an, die
zwischen dem Zeitpunktund dem Falligkeitstermifi” anfallen, wenn man den Wissens-
stand zum Zeitpunkt besitzt. Wenn die Auszahlung des Derivats perfekt duplizierbar
ware, gabe es eine selbstfinanzierende Strategi®w(t)); = H. Dann wareC; = C

fur allet € [0, 7], und der Risikoprozess ware identisch Null. Aufgrund deadyatischen
Ansatzes mussen einige IntegrierbarkeitsbedingungeeaPreisprozess', die Strategie,
deren Wertprozess und die Auszahlung des Derivats gestaitten.

Konvention 1.6 Alle Preisprozesse im Rahmen dieser Arbeit seien beziigke determi-
nistischen Stoppzell gestoppte Prozesse. Anstelle vwhwird vereinfachend geschrie-
ben. Dies tragt der Annahme eines endlichen ZeithorizBetshnung, erlaubt es aber die
Satze Uber stochastische Prozesse mit IndexmBngenzuwenden. Man beachte, dass die
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wichtigsten Klassen von stochastischen Prozessen, z.Bingale, lokale Martingale, qua-
dratisch integrierbare Martingale, vorhersehbare Peeesdaptierte wachsende Prozesse,
adaptierte Prozesse von endlicher Variation, integrreras@achsende Prozesse, Prozesse von
integrierbarer Variation usw. stabil unter Stoppen sind.

Im Wesentlichen muss gefordert werden, ddsguadratischP-integrierbar istS! ein lokal
guadratisch integrierbarg3-Martingal ist und dass beziglich der Strategie fur dagkor
behaftete Basisgut' € L?(S') gilt, was neben der Vorhersehbarkeit viéhgeman obiger
Konvention

Ep [(191)2- <51,51>T] <

bedeutet. Die Strategig’ fur die risikolose Anlage sei gut-messbar und derart, d&ss
Wertprozes®V (V) rechtsseitig stetige Pfade hat. Fernerl3€iv), ebenfalls quadratisch
P-integrierbar fur alle € [0, T]. Follmer & Sondermann (1986) nennen eine Stratégie
zulassig falls sie obige Voraussetzungen uRd (¢); = H P-f.s. erfullt. Die Idee der Ri-
sikominimierung besteht nun darin, den RisikoprozR&$) uber alle zulassigen Strategien
im folgenden Sinne zu minimieren:

Definition 1.7 Eine zulassige Strategitheil3trisikominimierend, falls

R(Y), < R(d), P-s. (1.14)

filr alle zulassigen Fortsetzungénvon ¢ zum Zeitpunkt fir alle 0 < ¢ < T gilt. Dabei
wird 9 zulassige Fortsetzung von) zum Zeitpunkt ¢ genannt, fallsy zulassig ist mit
9, =9, furalle0 < s < t.

Jede selbstfinanzierende zulassige Handelsstrategieissichtlich risikominimierend. In
der Situation eines nicht-duplizierbaren Derivats kame gjute zulassige Strategie dadurch
gekennzeichnet werden, dass diese Uber die Zeit durcitiichmicht weit von einer selbst-
finanzierenden Strategie entfernt ist. Eine Stratégigrd im Mittel selbstfinanzierende-
nannt, falls der zugehorige Kostenprozégs) ein Martingal ist. Und in der Tat gilt, dass
eine risikominimierende Strategie im Mittel selbstfinamend ist, vgl. Follmer & Sonder-
mann (1986), Lemma 2. Es bezeichnelen Wertprozess des nicht-duplizierbaren Derivats
mit Auszahlungi, d.h.V; = Ep[H|.%] fur allet € [0,T]. WegenH € L*(P)istV € 772,
d.h. der Preisprozeds des Derivats ist ein quadratisch integrierbares Martingiahe Ja-
cod & Shiryaev (2003), Satz 1.1.42. D@' - S' : 9! € L?(S')} ein abgeschlossener
konvexer Unterraum des Hilbertraun#€? ist, existiert die Orthogonalprojektiaff’ - S!
vonV — V, € s#? auf diesen Unterraum. Das entspricht gerade@altchouk-Kunita-
Watanabe-Zerlegun@KW-Zerlegung) 9, L) € L*(S') x % vonV € 2 bezuglich

St e A

V=V + 97 S"+ LM = BplH] + 0" - S' + L7, (1.15)

wobei L# orthogonal zuS* ist (in dem Sinne, dass’ S! ein lokales Martingal ist) und
L = 0 gilt, vgl. Kunita & Watanabe (1967). Die Bezeichnutdf’, L7) resultiert daher,
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dassV hier das vond erzeugte Martingal ist. Der ProzeB$ , definiert durch
R = Ep [(L# — LAy’ }%} ., tel0,T], (1.16)

wird alsinharenter Risikoprozesses Derivats mit Auszahlung bezeichnet. Insbesonde-
re wird durchRY = Ep [(L?)Q] dasinharente Risikades Derivats definiert. Follmer &
Sondermann (1986) betrachten ohne Beschrankung demAdigdaeit das Problem der Ri-

sikominimierung auf dem normierten Markt= (1, g—;) und geben dafur die Struktur der
Losung an.

Satz 1.8 Gegeben seien der normierte Markimit S € .72, und ein Derivat mit zuflli-
ger Auszahlung? € L?(P). Dann existiert eine eindeutige askige, risikominimierende
Strategied*. Diese ist von der Form

9 = ((9)°, (9)") = (V _9HGL 19H> , (1.17)

wobei V definiert ist durchV; = Ep[H|.%], und (ﬁﬁ,LH> die GKW-Zerlegung voi

bediglich S! angibt. Der Risikoprozess der risikominimierenden Sgité* entspricht ge-
rade dem inArenten Risikoprozess, d.h.

R(9*), = R = Ep {(Lﬁ - Lf’)Z \%} . (1.18)

Insbesondere ist das Risiko der risikominimierenden &giatzum heutigen Zeitpunkt 0
N A\ 2
durch das inkrente RisikaR! = Ep {(L?) } des Derivats gegeben.

BEWEIS. Siehe Follmer & Sondermann (1986), Satz 2. O

In der allgemeinen Situation, in d&F (bzw. 5*) kein lokalesP-Martingal, sondern le-
diglich ein Semimartingal ist, existiert filr ein Derivattraufalliger Auszahlung? (bzw. i)
im allgemeinen keine risikominimierende Strategienit V (9); = H (bzw. V(0)y = H)
P-f.s., vgl. Schweizer (2001). Proposition 3.1. Schwei280() begriindet dies mit einem
Kompatibilitatsproblem: Zum Zeitpunkt wird das RestrisikaR(1)), Uber alle zulassigen
Fortsetzungen vort zum Zeitpunkt minimiert, was zum Zeitpunkt eine optimale Fort-
setzung auft, T'] liefert. Betrachtet man nun den Zeitpunk& ¢ und minimiert das Restri-
siko R(v), uber alle zulassigen Fortsetzungen wboaum Zeitpunkts, so erhalt man eine
zum Zeitpunkts optimale Fortsetzung auf, 7] O [t, 7], die unter Umstanden der zum
Zeitpunktt optimalen Fortsetzung alff, 7] widerspricht. Die Martingaleigenschaft vei
(bzw. von S') scheint gerade zu gewahrleisten, dass dieses Komitatigiroblem nicht
auftritt. Schweizer (1991) hat den risikominimierendensatz auf den allgemeinen Se-
mimartingalfall erweitert, indem er das Kriterium der R@ninimierung durch ein Kri-
teriumlokaler Risikominimierungrsetzt hat. Unter der Voraussetzung gewisser Strukturan-
nahmen hinsichtlich des PreisprozesSésies Underlyings ist fur die Losung dieses Pro-
blems dieFollmer-Schweizer-Zerlegurgyundlegend (vgl. Follmer & Schweizer (1991)) ,
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die im Martingalfall mit der GKW-Zerlegung zusammenfadtlerdings im Gegensatz zur
GKW-Zerlegung nicht immer existieren muss (vgl. z.B. Mo&&tricker (1995)). Falls der

Preisprozess des Underlyings zusatzlich stetig ist, khar-ollmer-Schweizer-Zerlegung
unter P als GKW-Zerlegung unter einem bestimmten aquivalentertingalmal’ (dem so-

genannteminimalenaquivalenten lokalen MartingalmaB®erechnet werden.

Beim Ansatz varianz-optimalen Hedgens beharrt man im Geagerzum risikomini-
mierenden Ansatz darauf, dass die Handelsstrategie fae#ioetierend ist, d.h. dass weder
monetare Mittel von auf3en zugeschossen noch entnommeemvédafir erlaubt man, dass
der EndwerPV (¥) der Strategie? von der Auszahlung des Derivatsabweicht. Das Ziel
besteht darin, den erwarteten quadratischen Fehlbetrag

Ep((H — PV (¥)r)*]

zu minimieren. Der Ansatz, das Risiko des Fehlbetragesrgtiach zu messen, ist in der
Literatur weit verbreitet: Bouleau & Lamberton (1989) krlz.B. diese Zielfunktion auf,
wobei sie annehmen, dass der Preisprogsies Underlyings einem Martingal folgt und
gleichzeitig eine Funktion eines Markow-Prozesses dérdimiffie & Richardson (1991)
betrachten einen Finanzmarkt, auf welchem ein Handlex eukinftige Verbindlichkeit
in ein risikobehaftetes Handelsgut eingeht. Gleichzeiggteht die Moglichkeit an die-
sem Markt, Futures-Kontrakte auf ein weiteres risikobettas Handelsgut stetig zu han-
deln, dessen Log-Renditen mit den Log-Renditen des andtardelsgutes korreliert sind.
Zur Beantwortung der Frage nach der optimalen Absicherengithgegangenen Verbind-
lichkeit hinsichtlich des einen Handelsgutes durch detigee Handel mit den Futures-
Kontrakten auf das andere Handelsgut finden ebenfalls gtischie Zielfunktionen An-
wendung. Schweizer (1994) hedgt ebenfalls quadratischeinar die allgemeine Situation
betrachtet, in der der Preisprozessdes Underlyings ein Spezialsemimartingal ist. Das
Kriterium, den erwarteten quadratischen Fehlbeffag( H — PV (9)r)?] zu minimieren, ist
okonomisch nicht unumstritten, da es Verluste und Gewglaehermal3en bestraft. Bert-
simas et al. (2001) begriinden die quadratische Zielfanksio, dass ein Kunde, der bei
einem Borsenhandler eine Auskunft nach einer Preisguotg eines Derivats einholt, bis
zu dem Zeitpunkt, zu dem er Bid- und Ask-Preise erfahrthinigeil3, ob er eine Kauf-
oder Verkaufsposition eingehen soll. In diesem Fall see¢ @isymmetrische Zielfunktion
ungeeignet, da ein positiver Hedgefehler einer Kaufpmsitinem negativen Hedgefehler
einer Verkaufsposition entsprache. Dem ist aber entgegeiten, dass der Investor erst
dann eine Absicherungsstrategie bestimmt, nachdem egeimisse Position eingegangen
ist. Der Hauptgrund fur die Verwendung eines quadratisdfrieriums liegt daher eher in
der semianalytischen bzw. numerischen Los- und Handhkéibaes resultierenden Hed-
geproblems. Ferner ist quadratisches Hedging lineardieiHedgingstrategie von hundert
Optionen erhalt man aus der Hedgingstrategie von eingekian Option, indem man je-
de Position der Strategie verhundertfacht. Dies stimmtdaitgangigen Praxis an den Fi-
nanzmarkten tberein, vgl. Cont et al. (2005). Ein weitéspekt, der fur das Arbeiten mit
guadratischen Zielfunktionen spricht, ist die Tatsaclassddas resultierende Hedgerisiko
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als Naherung aufgefasst werden kann fur Risiken, die ealistischeren Zielfunktionen
einhergehen.

Annahme 1.9 Im Rahmen dieser Arbeit sei unterstellt, dass der diskdetiéreisprozess

ST des Underlyings einem lokal quadratisch integrierbarentibgal folgt, das heif3t, dass
St e 2, gilt.

Bemerkung 1.10 Zur Diskussion obiger Annahme nehme man hier beispielhmfdass
der diskontierte Preisprozes$ des Underlyings durch eine geometrische Brownsche Be-
wegungS! = Sg exp(ul + cW') gegeben ist, wobel den Identitatsprozess uil eine
Standard-Brownsche Bewegung bezeichrigrist genau dann ein lokales Martingal, wenn
p+ 302 = 0gilt, da S! ein Spezialsemimartingal ist mit kanonischer Zerlegung

. A ] . 1 .
S'=S+M+A mit M=¢S"-W und A=<M+§o—2)51.1.

Hinsichtlich der Zuwachse der Log-Renditgn= In (i—%) gilt
0

Zel (02, e 120
S S

Vor diesem Hintergrund kann ein zweiseitiger Gaul3test zignifkanzniveau 20 % zum
Prifen der Nullhypothes#,: i = —15? gegen die alternative Hypothesg: 1 # —362
durchgefuhrt werden. Hierbei gilst die auf der Grundlage des jeweils betrachteten Da-
tensatzes geschatzte empirische \olatilitat an. AlseBstichprobe werden die taglichen
Schlusskurse des DAX (Performance-Index) im Zeitraum3.3996 - 12.05.2006 (Quelle:
www.markt-daten.geverwendet. Weitere Stichproben werden generiert, indem diese
Daten in funf disjunkte Blocke unterteilt, die jeweils @iwzusammenhangende Jahre des
DAX umfassen. Als konstanter Zins wird der jeweils zu Begdes Erhebungszeitraums
gultige 3-Monate EURIBOR herangezogen. Bei den Quotigearvor Einfuhrung des EU-
RIBOR am 01.01.1999 handelt es sich yrariickgerechnete Kursdaten auf Basis der ein-
gefuhrten Bedingungen des EURIBOR* (nach Auskunft derkeiamaker Software AG,
Quelle:www.handelsblatt.comTabelle 1.1 zeigt, dass in der Mehrheit der Falle die Null
hypothese, dass der diskontierte DAX ein lokales Martigfaltatistisch nicht verworfen
werden kann. Betrachtet man zudem den gesamten ZeitrauriO/dahren, so kann die
Nullhypothese ebenfalls nicht abgelehnt werd@konomisch ist es allerdings nicht plausi-
bel, dass die erwartete Rendite einer risikobehafteteddb&ge exakt genauso hoch ist wie
die der risikolosen Geldanlage, da jeder Investor fuazlgEh eingegangenes Risiko einen
Risikoaufschlag in Form einer positiven Risikopramielaegt. Dies spricht dafur, diskon-
tierte Preisprozesse risikobehafteter Geldanlagen aisiMartingale, sondern als Semimar-
tingale mit Drift zu modellieren. Aber ahnlich wie bei Fdler & Sondermann (1986) wird

in dieser Arbeit im Zusammenhang mit dem Problem variartava@en Hedgens vereinfa-
chend davon ausgegangen, dass der diskontierte Preispieerisikobehafteten Basisguts
einem lokalen Martingal folgt. Diese Strukturannahmewdstaes namlich in einem ersten
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Erhebungszeitraum | Erwartete Rendit@ + %&2 p-Wert Entscheidung
13.05.1996 - 12.05.1998 37,53 % 1,24 % H, ablehnen
13.05.1998 - 12.05.2000 15,30 % 42,93 %| H, nicht ablehner
15.05.2000 - 14.05.200Q -18,87 % 30,12 %| H, nicht ablehnen
15.05.2002 - 14.05.2004 -11,61 % 64,63 %| H, nicht ablehnen
17.05.2004 - 12.05.2006 21,47 % 2,06 % H, ablehnen
13.05.1996 - 12.05.2006 8,71 % 28,44 %| H, nicht ablehner]

Tabelle 1.1: Muss die Hypothese, dass der diskontierte Diw{akales Martingal ist, zu
einem Signifikanzniveau von 20 % verworfen werden?

Schritt, das Problem des varianz-optimalen Hedgens sghizéxn einer sehr allgemei-
nen Klasse von Underlyingpreisprozessen derart zu |@ass eine effiziente numerische
Auswertbarkeit gegeben ist. Die Verallgemeinerung desrtaeh naher zu spezifizierenden
Problems auf den Semimartingalfall von Schweizer (1994j,dbrt die Struktur der all-
gemeinen Losung bestimmt hat, ist Gegenstand aktuellsckong, die wesentliche Ideen
dieser Arbeit mit verwendet, allerdings auch noch eine2dkl weiterer Methoden benotigt,
die Uber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. Im Semnygalfall, in dem die Preispro-
zesse stetige Pfade haben, wird ein Teil der Losung (dee Hedgekoeffizient), ahnlich wie
beim lokal risikominimierenden Hedgeansatz, auf die Bestung der GKW-Zerlegung des
Preisprozesses des zu hedgenden Derivats unter einenearief (unter dem sogenann-
tenvarianz-optimalen Martingalmafzurtickgefihrt, vgl. Rheinlander & Schweizer (1997).
Dabeiist der Preisprozess als dasjenige Martingal deffjdi@s unter dem varianz-optimalen
Martingalmalf3 von der zufalligen Auszahlung des zu hedgem2krivats erzeugt wird. Bei
dem MaRwechsel geht allerdings die Struktur der Preisgsezeerloren, die im Martingal-
fall das semiexplizite Losen des Problems varianz-ogémBedgens erlaubt. Eine ahnliche
Problematik tritt im Semimartingalfall von Schweizer (#9%uf, in dem die Preisprozesse
nicht stetig sein missen, aber einen deterministischeaiterten Erwartungswert-Varianz-
Tradeoff-Prozess (EVT-Prozess) aufweisen. Dass dennpeh/erallgemeinerung auf den
Semimartingalfall moglich ist, wird itCerny & Kallsen (2005) aufgezeigt, die die allge-
meine Struktur der Losung des Problems varianz-optimdkaigens im Semimartingalfall
erarbeitet haben, wobei die Preisprozesse unstetigeklioagn aufweisen, der erweiterte
EVT-Prozess aber nicht deterministisch sein muss. In veeléligemeinheit der Preispro-
zesse sich dann aber das hier gestellte Problem noch kissnikt derzeit eine noch offene
Frage. AbschlieRend sei angemerkt, dass die Annahme 1l&ien dass das physikali-
sche Mal¥ zur Menge der aquivalenten lokalen Martingalmalf3e gel@s bedeutet, dass
es keing, L2-free-lunches” im Sinne voéerny & Kallsen (2005), Annahme 2.1, gibt.[]

Aufgrund der Annahme eines deterministischen Zinssatites g
min { Ep [(PV(¥)r — H)?] : 9 selbstfinanzierend

— (S%)2 min {Ep {(ﬁ/(ﬁ)T — H) 1 0 selbstfinanzieren]si.
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Wendet man Proposition 1.2 und Lemma 1.3 an, so erhalt man
min { Ep [(PV(¥)r — H)?] : ¥ selbstfinanzierend
— (5%)%min {Ep {(ﬁ/’(ﬁ)o + 9 Sk — H) 2] Y] selbstfinanzieren]si.
Wegen Lemma 1.4 gilt dann aber
min { Ep [(PV(¥)r — H)?] : ¥ selbstfinanzierend

N A\ 2 ~
= (S%)Qmin{Ep [(vﬁﬁl-s;—ﬂ) } cvg ER, I € L(sl)}. (1.19)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann also angenonweetien, dass die Preispro-
zesse des Marktes und die zufallige Auszahlung des albmrsiden Derivats in diskontier-
ter Form vorliegen, in anderen Worten wird= 0 vorausgesetzt. Da die Selbstfinanzierungs-
bedingung der Strategie es erlaubt, Uber das Anfangskamt die Strategiekomponente
des risikobehafteten Basisguts zu optimieren anstattlidide Komponenten der Handels-
strategie, wird im weiteren Verlauf der Arbeit darauf veteet,?° mitzufiihren, da dieses
direkt ausv, und* errechnet werden kann.

Notation. Zur Vereinfachung der Notation werden ab sofort die Stietemnponente des ri-
sikobehafteten Handelsgutésmit ¢ und der (normierte) PreisprozeSsmit S bezeichnet.

Im Folgenden bezeichn® die Zulassigkeitsmenge der StrategiénDie Festlegung
der Strategiemenge ist im Allgemeinen in stetiger Zeit dffizder Punkt, vgl. Harrison &
Kreps (1979), insbesondere dort die Abschnitte 3 und 6. \8ledzu klein gewahlt, sind
bereits gangige und weit verbreitete Hedgingstrateguszum Beispiel die Duplikations-
strategie einer europaischen Call-Option im Black-SesdWodell, nicht zulassig. Wird die
Zulassigkeitsmenge andererseits zu grol3 gewahltatrdigse bereits in einfachen Markt-
modellen, wie zum Beispiel dem Marktmodell von Black und &@eh, Arbitragestrategien.
In der Formulierung des Problems varianz-optimalen Hesdlgeri-orm von (1.19) ist die
Zulassigkeitsmeng® geradel(S). Analog zu Verdopplungsstrategien im Zeitdiskreten
gibt es dann aber in einigen zeitstetigen Modellen mit eheim Handelshorizont Arbitra-
gestrategien. Man vergleiche hierzu Kapitel 1, Beispi8li.Karatzas & Shreve (1998).
Modelliert man beispielhaft den Preisprozess des risikatieten Basisguts als stochasti-
sches Exponential einer Standard-Brownschen Beweguhgsd= &(W), so liefert die
Strategie aus Karatzas & Shreve (1998) eine Arbitrage in deemvorliegenden speziel-
len Black-Scholes-Modell, indem man die Strategie duscHividiert. L(S) ist also als
Zulassigkeitsmenge zu grol3.

Definition 1.11 Ein R-wertiger Prozess = (J;),(, 11 heiBteinfach, falls er von der Form

ﬁt = Zyvil}]n,ﬂ.;ﬂ(')t) (120)
i=1
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ist, wobein € N,y < ... < 7,,; Stoppzeiten und; beschranktez.. -messbare Zufallsva-
riablen fri = 1, ..., n bezeichnen.

Da in der realen Welt im Zeitintervall, 7'] nur endlich oft gehandelt werden kann, ware
es plausibel, als Zulassigkeitsmertggerade die Meng®¢ der einfachen Prozesse zu ver-
wenden. Diese Zulassigkeitsmenge ist allerdings in abi§en zu klein, da z.B. die wohl-
bekannte Duplikationsstrategie einer europaischen-@atlion im Black-Scholes-Modell
nicht darin enthalten ist. Ziel ist es daher, eine Zuldssigmenge zu finden, die solche
Benchmark-Strategien enthalt, keine Arbitragestrategimfasst und deren Elemente aber
in einem gewissen Sinn nicht weit von einfachen Strategigfert sind. Die Idee von
Cerny & Kallsen (2005), vgl. dort Abschnitt 2.1, bestehtidaden Abschluss der einfa-
chen Strategien (in einem gewisset{ P)-Sinne) als Zulassigkeitsmenge zu betrachten. Der
Grundgedanke beim varianz-optimalen Hedging entsprieht#dgbproximation der zufalli-
gen Auszahlund? in L?(P) durch das Endvermogen + 9 - Sy, das man erzielt, indem
man ausgehend von dem Anfangskapitat R das risikobehaftete Basisgut stetig handelt.
Eine zufallige Auszahlung wirdarstellbar durch einfache Strategigrenannt, falls diese
Auszahlung zu der Meng@© := {0 - Sy : ¥ € ©¢} gehort, und sie heiltarstellbar, falls

die Auszahlung Element der Menggé:= G¢ ist, wobeiG* den L?( P)-Abschluss vorGe
bezeichnet.

Definition 1.12 Ein Prozes® € L(S) hei3tzulassige Strategigfalls eine Folge(19<”))
einfacher Strategien existiert mit

neN

o™ .s, Lo9.s, vtelo,T],

2
9™ . S '® . Sy

2
Dabei stehen’> und 2 fiir stochastische Konvergenz bzw. Konvergenz/itaSinne.
Ferner definiert man die Menge der zulassigen Stratggien {9 € L(S) : ¥ zulassig.

GemaflCerny & Kallsen (2005), Lemma 2.4, kann jede zufallige 2atsung aus dem Ab-
schluss der durch einfache Strategien darstellbarefiigef@a Auszahlungen durch das End-
vermogeny - Sy einer zulassigen Strategieausgedrickt werden, und umgekehrt ist das
Endvermogen) - Sy einer zulassigen StrategieElement der Mengé€' der darstellbaren
Auszahlungen, d.h9 - Sy : 9 € ©} = G. In diesem Sinne sind die zulassigen Strategien
nicht weit von den einfachen Strategien entfernt. Man beactasgy - Sy : ¥ € ©} abge-
schlossen ist. Schweizer (1994) verwendet im Nichtmaatfal {1 € L(S) : ¥- S € .7?%}

als Zulassigkeitsmenge, wobef? die Klasse der quadratisch integrierbaren Semimartin-
gale bezeichnet, zur Begriffsklarung v@.erny & Kallsen (2005), Definition A.1. Die
Losung des Problems varianz-optimalen Hedgens ful3t wledeauf der Bestimmung ein-
deutig existierender Orthogonalprojektionen zufalligeiszahlungen auf die Menge von
Endvermogen zulassiger Strategien, dafir ist die Atiggessenheit der Menge der End-
vermogen der zulassigen Strategiea O zentral. Die Menge der Endvermogen der zulassi-
gen Strategien von Schweizer (1994) im Nichtmartingal$lhicht notwendigerweise ab-
geschlossen, vgl. Monat & Stricker (1995). Fur hinreidtennd notwendige Bedingungen
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hinsichtlich der Abgeschlossenheit dieser Menge sei allfdea et al. (1997) verwiesen.
Im vorliegenden Martingalfalb € 42 gilt allerdings, dass die Zulassigkeitsmenge von
Schweizer (1994) mif.?(S) (das ist die Menge aller vorhersehbaren Prozesdér die

v (S, .5) integrierbar ist im Sinne von Jacod & Shiryaev (2003), D&bnil.3.6) uberein-
stimmt, vgl. Schweizer (1994), Lemma 2. In der vorliegenddoeit wird als Zulassigkeits-
menge® = L*(S) verwendet. Die Menge der Endvermogen der StrategienL?(S) ist
nicht nur abgeschlossen, sie stimmt auch mit dem Abschlrskldnge der durch einfache
Strategien darstellbaren zufalligen Auszahlungendiber

Proposition 1.13 Im Martingalfall S € J#2 gilt © = L(S).

C

BEWEIS. GemaRCerny & Kallsen (2005), Korollar 2.9, ist?(S) € ©. Da P nach Vor-
aussetzung ein aquivalentes lokales MartingalmaR istugigekehrt fir eind € ©, dass
¥ € L(S)undy- Sy € L*(P) sind und dass - S ein P-Martingal ist, vgl.Cerny & Kallsen
(2005), Korollar 2.5. Da der Handelshorizdhtendlich ist, gilt unter Beachtung von Kon-
vention 1.6, dass das Martingéa} S gleichgradig integrierbar ist undl- S,, € L*(P) als
Endwert hat. Satz 1.1.42 in Jacod & Shiryaev (2003) liefertS € #2. Der Preisprozess
S € 42 ist insbesondere ein Spezialsemimartingal. Damit ergdbt ausy € L(S) und

ocC

unter Verwendung von Jacod & Shiryaev (2003), Definitior6lll7, das®) € L2 .(S) ist.

loc

Satz 1.4.40, Jacod & Shiryaev (2003), liefert abschlieRgrdL?(S). O

Bemerkung 1.14 Die Zulassigkeitsmeng® = L?(S) enthalt keine Arbitrage. Sel € ©
mit PV (d), = 0. Dann giltPV () € s#2. Angenommen, es geltehV (J);r > 0 P-f.s.
und P{PV(J)r > 0} > 0. AusPV(J)r > 0 P-fs. folgt PV(J)r = 0 P-f.s. wegen
Ep [PV (¥)r] = 0. Dies ist aber ein Widerspruch Z2{PV (¢)r > 0} > 0.

Analog zu (1.19) kann auch bei Verwendung der Zulassigkenhgd.?(S) ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit angenommen werden, dass der Zias 0 ist. In der in (1.19)
gultigen Notation kann man

min {Ep [(PV(9)r — H)?] : ¥ selbstfinanzierend)! € LQ(S‘l)}
. N\ 2 .
— (5%)%min {Ep {(ao + 9. ST — H) ] c €ER, W € LQ(Sl)} (1.21)
zeigen. Somit kann das Problem des varianz-optimalen Heggias in dieser Arbeit be-
trachtet wird, exakt formuliert werden:

Definition 1.15 SeiH € L?(P) die zufallige Auszahlung eines Derivats. DR®blem des
varianz-optimalen Hedgensist definiert durch

min  Ep [(vo+9-Sr — H)’], (1.22)

vo€ER, V€O

wobei©® = L?(9) die Zulassigkeitsmenge angibt. Weiterhin definiere man

(vg,9*) := argmin Ep [(vo + 9 - Sp — H)z} . (1.23)

vo€ER, V€O
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Hierbei bezeichnen; dasvarianz-optimale Anfangskapital undv* die varianz-optimale
Handelsstrategie Der minimale erwartete quadratische Hedgefehleiist definiert durch
Ep [(US +Q9* . ST - H)Q]

Im vorliegenden Martingalfall ist die Struktur der allgeimen Losung des Problems varianz-
optimalen Hedgens wie beim risikominimierenden Hedgeartiarch die GKW-Zerlegung
des Preisprozessé&sdes Derivats, definiert durdi = Ep[H|.%],t € [0,T], gegeben, vgl.
Follimer & Sondermann (1986) und Schweizer (1994), Thedaemd Korollar 10:

vy = EplH], 9" =0" und Ep[(v]+9" - Sr— H)?] = Ep [(L#)Q} . (1.24)

wobei
V=Vo+09"-S+L" =Ep[H| +97-S+L" (1.25)

die GKW-Zerlegung vonl”/ bezuglich des Underlyingpreisprozessedezeichnet. Auf-
grund der Orthogonalitat vos und L# gilt 97 - (S, S) = (V,S). Symbolisch schreibt
man auch WV S

i = désjsii’ te[0,T7]. (1.26)
Dat — (S,S); rechtsseitig stetig und monoton wachsend ist, k&fb) pfadweise mit
einem Mal3 identifiziert werden. Interpretiert man, grobpgeshen, den Ausdruci/, S)
als signiertes MaB, so konnte méafi als eine Art Radon-Nikodym-Dichte auffassen. Ei-
ne alternative Charakterisierung der Struktur der opgmalosung des Problems varianz-
optimalen Hedgens geben Bouleau & Lamberton (1989) anrén #rbeit gehen sie eben-
falls davon aus, dass die zufallige Auszahlung von der F&m= f(Sr) ist fur eine
messbare Funktiorf : (0,00) — R. Ferner wird angenommen, dass der Preisprozess
des Underlyings ein Martingal ist und zusatzlich die StuwkS, = G(t, Z;) besitzt, wo-
bei Z = (Z;)ic0,1 €inenrechten Markow-Prozeggur Terminologie vgl. Getoor (1975),
Kapitel 9, dort insbesondere die Annahmen HD1 und HD2 sowi®dzeichnung 9.7) mit
ZustandsraunE, £), kanonischer Filtrierung?,)c(.r), Ubergangshalbgruppe?):c(o.r
und Startverteilunge®”, x € E, bezeichnet, und’ im eingeschrankten Definitionsbereich
deserweiterten infinitesimalen Generatos (im Sinne von Bouleau (1981)) vofT, 7)
liegt, wobeil hier fur den ldentitatsprozess steht. Die Einschragkies Definitionsberei-
ches, die Bouleau & Lamberton (1989) vornehmen, bestelm,ddeiss zusatzlich zu den
Ublichen Bedingungen (vgl. Bouleau (1981), Definitior) gélten muss, dass der Prozess

C%:=G(I,2)— Gy, Zy) — /.(AG)(IS, Z,) ds

0
beziglich((¢47).cpo,m, P*) lokal quadratisch integrierbar ist fur altec £, wobei
G =9 =0(9U{G 9" P°(G)=0}),
¢* die P*-Vervollstandigung voiy*, 4 .= \/{Z;'(B): B€ &*},9* = \/ ¥ und

s<t tE[O,T}
&* die o-Algebra der universell messbaren Mengen @uf€) (vgl. Blumenthal & Getoor
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(1968), Abschnitt 0.1) seien. Genauer gesprochen $@éi jede Startverteilung”, = € F,
ein (P”, (4,)icjo.r))-Martingal. AuRerdem gelt® f2(v) < oo fir alle z € E, wobei f
definiert ist durchf(z) = f(G(T,z)), z € E. Der Preisprozes¥* = (Vi)ieo ) des
Derivats mit Auszahlund{ ist zu jedemr € E gegeben durch

Vi = Bp [J(Z0)4) = F(.2) mit F(2) = Pryfi(a) = [E F(y) Prs(z. dy).

Das zentrale mathematische Objekt, das hier zur Charsigenmg herangezogen wird, ist
der Carré-du-Champ-Operatof’. Zu dem Markow-Prozesg existiert genau dann der
Carré-du-Champ-Operator, wenn der Definitionsbereishedeeiterten infinitesimalen Ge-
neratorsA4 von Z eine Algebra ist. GemaR HD1, Getoor (1975), Kapitel 9, téiszu jedem
Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (£, £*) ein Wahrscheinlichkeitsmal¥* auf (2, 4*), so dass
(Z,(%})ico.ry, P*) ein Markow-Prozess ist milbergangshalbgrupp@?)cpo.r) und mit
PH(ZyY(B)) = w(B) fur alle B € &*. Zur Startverteilung: definiert man@* als P*-
Vervollstandigung voiw* und ¥/} := o(¥4, U {G € 4" : P*(G) = 0}). Die Existenz des
Carré-du-Champ-Operators vahist auch aquivalent dazu, dass fur jede Startverteijung
alle quadratisch integrierbaren Martingale bezuglichFkrierung (4/),cj0.7) Spitzklam-
merprozesse besitzen, die absolut stetig bezuglich dessgee-Malies sind, vgl. Meyer
(1976b), Theorem 1. SgiElement des eingeschrankten Definitionsbereichs desterves
infinitesimalen Generatord von Z, so dass der Proze€$ = ¢(Z) —g(Z,) -/ Ag(Z,) ds
fur jedesr € E ein bezuglich((4/7)«co,r, P*) lokal quadratisch integrierbares Martingal
ist. FUr den Fall, dass z¢4 der Carré-du-Champ-Operatbrexistiert, ist die Lebesgue-
Dichte des MaReg ¢, C¥) geradel'(g, g)(Z), wobeil'(g, g) = Ag® — 2¢.Ag gilt, vgl. Pro-
position 4 in Bouleau & Lamberton (1989). Fur Elemeté des eingeschrankten Definiti-
onsbereichs des erweiterten infinitesimalen Generatarsn Z erhalt man durch Polarisie-
rung (vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Formel 1.413), h) = A(gh) — g.Ah — hAg. Existiert
der Carré-du-Champ-Operator zum Markow-Prozéssit GeneratotA, so existiert dieser
auch zum Markow-Prozegs, Z) mit GeneratotA, vgl. Meyer (1976a). Aufgrund der An-
nahmeP; f2(x) < oo fur allez € E ist der Preisprozesg® = F(t, Z,) fur jeden Startwert
x € E ein quadratisch integrierbares Martingal, infolgedegseaum eingeschrankten De-
finitionsbereich des erweiterten infinitesimalen Genegatovon (1, Z) gehort. Damit lasst
sich die Struktur der allgemeinen Losung des Problemsanaroptimalen Hedgens unter
jeder Startverteilung®® charakterisieren durch

 T(F,G)(t, Z)

US = EP“' [f(ZT)]7 79: - F(G G)(t th)’ te [OvT]v (127)

und
Eps [(vf+ 0"+ Sp— H)’] = Epe [(LE)"] = Bpe [(L7, 1)

— Ep UOT [F(F, F)— %} (s, Zs)ds] (1.28)

mit LZ = F(t,7;,) — F(0,Zy) — 9* - S;, t € [0,T], vgl. Bouleau & Lamberton (1989),
Theorem 8. Eine weitere Charakterisierung der varianazvgden Handelsstrategie wird in
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Jacod et al. (2000) gegeben, vgl. dort Satz 2.4. Es wird voeneiquasi-linksstetigen, star-
ken Markow-Prozesg auf (2,9, (4,)ico,m, P*) mit Halbgruppe( P, ).c0,r) ausgegangen,
wobei P die Startverteilung miP*{Z, = x} = 1 angibt,(¥,).c(o,r] die kanonische Fil-

trierung bezeichnet un@ = \/ ¥, gilt. Zwecks Vereinfachung der Darstellung sei
te[0,7
reellwertig. Ferner sef unter jedemP” ein Semimartingal mit Sprungmal3und Cha-

rakteristik (B(h),C,v) zu einer beliebigen Abschneidefunktién Die Charakteristik ist
unabhangig vom Startpunkt Genauer gesprochen gilt sogar aufgrund der angenommenen
Markow’schen Struktur, dass ein stetiger, im Sinne voraZiet al. (1980), Definition 3.16,
additiver Prozessl € ¥ existiert mit

B(h)t:/Otb(Zs;h) dA.,, ct:/Otc(zs) dA, (1.29)

und

V(w, [0,1] x G) / F(Z, (),G) dA.(w) (1.30)

[0,2]

fur alle G € #(R), wobeib eineR-wertige Z(R) — #(R)-messbare Funktiom,eineR , -
wertige Z(R) — (R, )-messbare Funktion un8 einenUbergangskern vo(iR, Z(R))
nach(R, Z(R)) mit F(z,{0}) = 0 und [, (1 Ay?) F(z,dy) < oo bezeichnen, man ver-
gleiche hierzu auch Cinlar et al. (1980), Theorem 6.27.dn theisten praktischen An-
wendungen kanml; = t gewahlt werden. Zu jeder beliebigen Startverteilumgdie auf
A(R) lebt, gehort ein MalP™ auf¥ (bzw. auf¥*, definiert wie oben), das gegeben ist
durchP™ = [ P*m(dz). Jacod et al. (2000) nehmen an, dass die zufallige Ausaghlu
des Derivats von der ForiH = f(Zr) ist, wobei zu vorgegebener Startverteilunggel-
te, dassf(Z7y) € L*(P™) ist, und die Abbildung;, definiert durchy(¢, z) := P.f(2), in
C12((0,00) xR, R) liegt, d.h.g stetig differenzierbar inund zweimal stetig differenzierbar
in z ist. Ferner sef Borel-messbar. Jacod et al. (2000) modellieren dann despgPogess
S des Underlyings als lokal quadratisch integrierbares ivgad der Form

Se=So+v-Zf +7% (u—v),, (1.31)

wobeiy das Mal3 der Spriinge vdhangibt,x die stochastische Integration nach Zufallsma-
Ben symbolisiert (hier nach dem kompensierten Zufallsmaly’), v und~ vorhersehbare
Funktionen auf) x R, bzw.Q) x R, x R sind und

t
/ asdA, < 00
0

fur allet < T gelte mitas; = ¢(Z,-)v2 + [ (s, 2)? F (Zs—,dz), s € [0,T)]. Unter dieser
Bedingung istS bezuglich jeder Startverteilung™ ein wohldefiniertes, lokal quadratisch
integrierbares Martingal mit vorhersehbarer quadra@s®ariation

(S, ), = /t audA,, te0T]. (1.32)
0
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Die varianz-optimale Handelsstrategie ist dann fur alle[0, 7] von der Form

1

Qy

o; (e (Z) Dag(T =1, 2,)

—l—/’y(t, 29T —t,2+2)—g(T—t,Z,)) F(Z_, dz)), (1.33)

wobei D, g die partielle Ableitung erster Ordnung vgmach der zweiten Veranderlichen
bezeichnet. Man beachte, dass die optimale Strategie wichter Startwahrscheinlich-
keit m abhangt, sofern die Voraussetzufi(Zy) € L? (P™) erfullt ist. Der Beweis der
Darstellung (1.33) ful3t wesentlich, wie auch die Herlegtwer allgemeinen Struktur der
optimalen Hedgingstrategie (1.27) in der Arbeit von Boul&lLamberton (1989), auf der
GKW-Zerlegung des Preisprozesses des zugrunde liegerelérai3, insbesondere auf der
allgemeinen Struktur (1.26) der varianz-optimalen Hasstehtegie. Beide Arbeiten gehen
von einer Markow’schen Struktur aus. Driicken Bouleau & banton (1989) ihre Ergeb-
nisse mit Hilfe des Carré-du-Champ-Operators aus, soeraen Jacod et al. (2000) Se-
mimartingalcharakteristiken zur Beschreibung ihrer RageL Allen Losungsstrukturen ist
gemein, dass der Preisprozess des Derivats eingeht, dealsfhicht explizit bekannt ist.
Dies ist aber vonnoten, wenn man z.B. in (1.28), S) berechnen will. Der Carré-du-
Champ-Operatof’(F, G)(t, Z;—) in (1.27) lasst sich zwar mittels numerischer Differen-
tiation und numerischer Integration berechnen, alleslwgd dann der numerische Auf-
wand zur Bestimmung des minimalen erwarteten quadratisttezigefehlers (1.28) der-
art hoch, dass der Ansatz nicht praktikabel erscheint. Waan in Jacod et al. (2000)
die optimale Handelsstrategie und den minimalen erwartgtedratischen Hedgefehler in
Form von Zahlen bestimmen will, muss man zeit- und rechensive Simulationstech-
niken und Monte-Carlo-Methoden einsetzen. An dieser &tedli auch eine Arbeit von
Benth et al. (2003) erwahnt, die das Problem des quadnatistledgens im Martingal-
fall in einem Lévy-getriebenen Markt mit Hilfe vollalliavin-Ableitungerangehen. Man
erhalt zwar in diesem Rahmen explizite Ausdriicke furv@diganz-optimale Hedgingstra-
tegie, in Spezialfallen sogar fur den minimalen erwanequadratischen Hedgefehler, al-
lerdings ausgedrickt in Termen von Malliavin-Ableitungéie numerisch nicht gut aus-
gewertet werden konnen. Deentrale Fragestellung dieser Arbeitlautet nun wie folgt:
Viele Marktpreismodelle mit stochastischer Volatilisind im Sinne von Duffie et al. (2003)
affin. Klassische Beispiele sind das Modell von Heston (19933, ffachastische Volati-
litatsmodell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001lgi Bem die quadrierte Volatilitat
durch einen Lévy-getriebenen Ornstein-Uhlenbeck-P®zabgebildet wird, oder die sto-
chastischen \olatilitatsmodelle auf der Grundlage mmitiformierter Lévy-Prozesse von
Carr et al. (2003). Affine Modelle sind in der Finanzmathakngon grof3er Bedeutung,
da die affine Struktur die analytische Handhabbarkeit ¢elwistet. Wenn man fur den
Preisprozess$ des Underlyings eiaffinesstochastisches Volatilitatsmodell unterstellt, ist
der Preisprozess des Derivats im Allgemeinen explizit nbkannt. Wie kann man nun
in solchen Modellen, die sowohl Spriinge in der Volatiliiad im Preisprozess des Under-
lyings erlauben als auch den Leverage-Effekt mit abbildener der Annahme, dass der
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Preisprozess des Underlyings einem lokal quadratisch integrierbarenrtikigal folgt, fur
Derivate mit zufalliger Auszahlung der Forid = f(Sr) semiexplizite Formeln fur die
Losung des Problems varianz-optimalen Hedgens, d.hldd#&rvarianz-optimale Anfangs-
kapital, die varianz-optimale Handelsstrategie und danimalen erwarteten quadratischen
Hedgefehler finden, so dass eine numerische Auswertungergteichsweise einfachen
Mitteln moglich erscheint? Durch die Struktur der zuf§g¢in Auszahlung des Derivats sind
amerikanische und allgemein pfadabhangige Produkte eugadliegenden Untersuchung
ausgeklammert. Das varianz-optimale Anfangskapgjétann in der gegebenen Situation
als Preis der Derivats zum heutigen Zeitpunkt aufgefased@ve wenn man das subjektive
Kriterium des quadratischen Hedgens heranzieht. Man lbeabler, dass beim Hedging die
Frage der Bewertung nicht im Vordergrund steht. Man erthi@l{subjektive) Preisinforma-
tion eher als eine Art Nebenprodukt.

Einen sehr guteblberblick Giber die allgemeine Theorie des quadratischesigihgs, so-
wohl fur den lokal-risikominimierenden als auch fir dearianz-optimalen Ansatz, liefern
Pham (2000) und Schweizer (2001). Dort wird die allgemeitgung im Semimartingalfall
charakterisiert, wenn die Preisprozesse des Underlyitegig) Sind bzw. einen determini-
stischen EVT-Prozess aufweisen. Zudem findet man zah&ewebitere Arbeiten, die sich
mit dem Thema auseinandersetzen. Exemplarisch seien ldetén von Schweizer (1994),
Schweizer (1996), Monat & Stricker (1995), Rheinlander é&®eizer (1997), Gourieroux
et al. (1998), Pham et al. (1998), Laurent & Pham (1999) und &dKaratzas (2004) ge-
nannt. Den unstetigen Fall mit beliebigem EVT-Prozess halan in jungerer Zeit Arai
(2005) undCerny & Kallsen (2005) behandelt und geldst, Teilergebaifindet man zudem
bei Arai (2004) und Lim (2004, 2005). Im Zusammenhang mitetngen Marktmodellen
soll auch die Arbeit von Griinewald (1998) Erwahnung findbe das Problem des varianz-
optimalen Hedgens im Modell von Merton (1976) gelost hat BVT-Prozess ist determi-
nistisch, infolgedessen das varianz-optimale Marting®mnd das minimale signierte Mar-
tingalmalf? tbereinstimmen. Da der Preisprozess (im Niatttngalfall als Familie beding-
ter Erwartungswerte der zufalligen Auszahlung unter damawnz-optimalen Martingalmalf3
definiert, wobei der Begriff Preisprozess hier im erweéerrSinne zu verstehen ist, da auf-
grund der Signiertheit des MalRes negative Werte moglict)seiner Reihe gewichteter
Black-Scholes-Preise entspricht, kbnnen die entspretdrevorhersehbaren quadratischen
Kovariationen zur Berechnung des reinen Hedgekoeffizientg. Gleichung (1.3) ilﬁv:erny
& Kallsen (2005) im Nichtmartingalfall und Gleichung (1)26 der vorliegenden Arbeit im
Martingalfall, explizit bestimmt werden. In der Situatiatass der Preisprozess des Under-
lyings stetigist, haben sich bereits einige Artikel mit varianz-optisralHedging in stocha-
stischen Volatilitatsmodellen beschaftigt, z.B. Laur& Pham (1999), als Beispiele werden
dort die Modelle von Hull & White (1987), Stein & Stein (1991nd von Heston (1993) be-
trachtet, Biagini et al. (2000), Biagini & Guasoni (2002)duHobson (2004). Doch liegt
der Schwerpunkt der Bemiihungen dort auf der Bestimmung/aéasnz-optimalen Mar-
tingalmales bzw. des entsprechenden Anpassungsprqoaessdie varianz-optimale Han-
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delsstrategie in Feedback-Form zu charakterisierenRigginlander & Schweizer (1997).
Im Martingalfall fallt diese Feedback-Form aber in siclsammmen und reduziert sich zu
(1.26), so dass das Problem, einen dazu aquivalenten daksdu finden, der sich nume-
risch leicht auswerten lasst, vollstandig verschiedémon den Problemen, die in den oben
genannten Artikeln behandelt werden. Heath et al. (2004)eiehen Hedgingstrategien des
lokal-risikominimierenden und des varianz-optimalen &tages in einer Klasse von stetigen
stochastischen Volatilitatsmodellen, die u.a. das Moatl Stein & Stein (1991) ohne Kor-
relation und das Modell von Heston (1993) mit Korrelatiort einschliel3t. Die Ergebnisse
beruhen auf PDE-Methoden (z.B. auf der Finite-Differenkégthode auf der Grundlage
des Crank-Nicholson-Schemas) und Simulationstechnierisimas et al. (2001) verwen-
den ebenfalls PDE-Methoden und Argumente dynamischer&magierung, um varianz-
optimale Strategien in diversen Situationen, z.B. in eirfgprung-Diffusions-Modell bzw.
in einem stetigen stochastischen Volatilitatsmodellpeoechnen. Im Gegensatz zu Hob-
son (2004), der das varianz-optimale Martingalmal3 im HeModell bestimmt hat, geben
Cerny & Kallsen (2006) auch semiexplizite Formeln fiir dégianz-optimale Handelsstra-
tegie und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefeh Semimartingalfall an,
der den Martingalfall als Spezialfall beinhaltet. Allends werden diese Formeln dort nicht
technisch exakt und rigoros hergeleitet. Hubalek & Sgat@®%) betrachten in der risiko-
neutralen Welt das Problem des varianz-optimalen Hedgerstachastischen \Volatilitats-
modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), das 8ggiin der Volatilitat aufweist.
Hauptbestandteil ihrer Formeln ist ein Integral bezilgtles Lévy-MalRes des Lévy-Treibers
des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses, der die Volatilitdietliert. Im Integrand taucht der
Optionspreis als Funktion der Zeit, des Underlyingpreised der quadrierten Volatilitat
auf. In Abhangigkeit der Integrationsvariablen muss eieanktion, die nicht explizit be-
kannt ist, numerisch ausgewertet werden, damit das Irtegdedamit die varianz-optimale
Handelsstrategie berechnet werden konnen. Etwas atisfigr soll nun auf zwei Arbeiten
eingegangen werden, die der zentralen Fragestellung enstei kommen.

1.2 Der Ansatz von Hubalek et al. (2006)

Hubalek et al. (2006) haben im allgemeinen Semimartinfyatf@inem Aktienkursmodell,
in welchem der Aktienkurs als geometrischer Lévy-Prozdsgebildet wird, Integraldar-
stellungen fur das varianz-optimale Anfangskapital,\diganz-optimale Handelsstrategie
und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehigelesitet, die mittels klassi-
scher Integrationsmethoden einfach und effizient ausgetwgerden konnen. Der Prozess
S = (St)tepo,r) des Kurses einer dividendenlosen Aktie wird modelliertest

Sy = Spexp{Z;}, (1.34)

wobei Z = (Z;)wco,r) €in Lévy-Prozess ist5, > 0 konstant angenommen wird und
Ep[S?] = S2Ep[e*?'] < oo gelte. Die Forderung zweiter Momente ist aufgrund der qua-
dratischen Zielfunktion des zugrunde liegenden Hedgdenad vonnoten. Die Verteilung
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von Z ist bereits durch die Verteilung vaory, eindeutig festgelegt, welche unendlich teilbar
ist und mit Hilfe des Lévy-Khintchine-Tripel&?(h), ¢, F'Z) von Z ausgedriickt werden
kann, wobef eine beliebige Abschneidefunktion angibt. Die zuger®kigmulantenerzeu-
gende Funktion)?, definiert als stetigeC-wertige Abbildung mit

Eple"?] = exp{ty?(u)}, t>0,
ist von der Form

¢?m):uﬂuo+%u%z+/kﬁf—1—uM@)FZW@, (1.35)
R

vgl. z.B. Jacod & Shiryaev (2003), Korollar 11.4.19. Der Defionsbereichl/ von vZ ist
gegeben durch

U={ueC: Ep[e®™?] <00} = {u eC: / e pZ 4y < oo} ,
|z|>1

vgl. Sato (1999), Theorem 25.17. Aufgrund der Bedingundieimer zweiter exponentieller
Momente des Lévy-Prozessg&sgilt U O {u € C : 0 < Re(u) < 2}. Obwohl Hubalek
et al. (2006) das Problem sogar im allgemeinen Semimattailggelost haben, soll hier nur
der Martingalfall aufgezeigt werden, um die Vergleichlerlzu geben mit dem Problem
guadratischen Hedgens in den affinen stochastischen atatnodellen, das ebenfalls nur
im Martingalfall untersucht wird. Daher wird hier, in Emgung zu Hubalek et al. (2006),
die folgende Einschrankung gemacht.

Annahme 1.16 Es gelte die Martingalbedingung
Y?(1) = 0. (1.36)

Proposition 1.17 Unter den Annahmen 1.16 urigh[S?] < oo ist S ein quadratisch inte-
grierbares Martingal.

BEwEIS. Da Z unabhangige, stationare Zuwachse hat, GjS,|.Z,] = S,et=¥" @) fir
t > s. Wegem)?(1) = 0 folgt, dassS ein Martingal ist. Die Behauptung ergibt sich dann
mittels

sup EplS?] = 52 sup e’ ® < 52 (1 v 6T¢Z(2)) < 00.

t€[0,T t€[0,T]

O

Um den degenerierten Fall, daSsleterministisch ist, auszuschliel3en, fordert man da-
raber hinaus

V#(2) #£0. (1.37)

Der degenerierte Fall entspricht aufgrund der Martingditbgung (1.36) der Situation, dass
Z; = 0 P-fs. fur allet € [0,T] gilt. Ebenfalls aufgrund der Martingalbedingung (1.36)
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stimmt die MengeO der zulassigen Handelsstrategien von Hubalek et al. (20@&er in
dieser Arbeit verwendeten ZulassigkeitsmerdgéS) tberein. Bezuglich der Auszahlung
des zu hedgenden Derivats wird angenommen, dass sie voomerF= f(Sr) sei, wobei
f:(0,00) — R eine messbare Abbildungist. Die zentrale Idee besteht aun,&bgesehen
davon, die Struktur des Lévy-Modells auszunutzen, dag/Bidimear in, in einem gewissen
Sinne, einfachere Derivate zu zerlegen, fur die das Pnolles varianz-optimalen Hedgens
explizit gelost werden kann. Ein wichtiges technischdssHiittel sind dabei didilaterale
Laplace-Transformierteer in der Formf(e*) modifizierten Auszahlungsfunktion und die
Inversionsformel der Laplace-Transformation

Definition 1.18 Seig : R — C eine messbare Funktion. Di@laterale Laplace-Trans-
formierte g von g ist definiert durch

g(z) = /_OO g(x)e ** dx (1.38)

oo

fur alle z € C, fur die das Integral existiert.

Die Theorie der Laplace-Transformation findet man zum Beidgei Doetsch (1971). Hier
sei nur das folgende Resultat zur Umkehrung der Laplacesfoamation wiedergegeben.

Satz 1.19Es sei angenommen, dass die Laplace-Transformigie fur R € R existiert.
Dann gelten:

1. Fallsv — g(R + iv) integrierbar ist, ist die Abbildung — ¢(z) stetig, und

1 R+ioo
g(x) = / §(z)e**dz, x€R. (1.39)

270 JR—ico

2. Fallsg auf jedem kompakten Intervall von endlicher Variationist,

1 1 R+ic
lim§ (9(z+¢)+g(z—¢)) = lim — / g(z)e*dz, x€eR. (1.40)

e—0 c—00 271'2 R—ic

BEWEIS. Vgl. Hubalek et al. (2006), Satz A.3. O

Annahme 1.20 Die Auszahlungsfunktiorf : (0,00) — R des zu hedgenden Derivats be-
sitze die Integraldarstellung

f(s) = / s*1(dz), (1.41)
Sy
wobeill ein endliches, komplexes Mal3 auf dem Streifen
Sp:={z€C: R <Re(z) <R}

sei undR, R’ beliebig gewahlt seien im Definitionsbereich der bilalema_aplace-Trans-
formiertenf, von f o exp, definiert durch

e = [ reeas
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fur alle z € C, so dass das Integral existiert. Das Malist also durch das zu hedgende
Derivat festgelegt. In den meisten Anwendungen k& R’ gewahlt werden. Dann legt
das MafdI nur Masse auf die Gerade + (R. Fallsv — f.(R + iv) integrierbar ist, liefert
Satz 1.19

1 pRric
f(s) = %/R_m $* fe(z)dz (1.42)
fur s > 0. In diesem Fall ist das Mall gegeben durch
M(dz) = 2% F(2)dz, (1.43)
und die zufallige Auszahlungf lasst sich linear in der Form
R4-ioc0
H = f(S7) :/R _ S711(dz) (1.44)

zerlegen. Betrachtet man zum Beispiel einen europaisSiemdard-Call mit Ausiibungs-
preisK, so gilt

_ Klfz

() = (1.45)
mit R > 1in (1.42), vgl. Hubalek et al. (2006), Lemma 4.1. Die Intédaastellung der
Auszahlungsfunktion eines europaischen Standard-Russusiibungspreis( ist ebenfalls
durch (1.42) mitf. wie in (1.45) gegeben, allerdings muss in diesem Ralk 0 sein.
Die Idee, die zufallige Auszahlung, grob gesprochen, aigedarkombination komplexwer-
tiger Potenzen des Underlyings zum Falligkeitstermin@uaiben, wurde im Kontext der
Optionsbewertung bereits von Carr & Madan (1999), Raib®@ und Lewis (2001) ver-
wendet. Mit Ausnahme von Raible (2000) wird dort nicht mit deplace-, sondern mit
der Fourier-Transformation gearbeitet. Das Vorgehen went$prechend auch a®surier-
Methodebezeichnet. Bereits vor Carr & Madan (1999) wurde diese ztro@sbewertung
in speziellen stochastischen Volatilitatsmodellen esejzt, wie zum Beispiel bei Stein &
Stein (1991) und Heston (1993), man vgl. auch Ball & Roma {)9ie Integraldarstellung
(1.41) existiert zwar nicht immer, vgl. Cramér (1939)iglche Klasse von Funktionen eine
solche Darstellung moglich ist, aber fur praktisch alleopaischen Standardoptionen kann
sie angegeben werden. In Raible (2000), Kapitel 3, und Hkbetl al. (2006), Abschnitt 4,
findet man weitere, zahlreiche Beispiele.

Die komplexwertigen PotenzeH (z) = S des Preises des Underlyings zur Falligkeit in
(1.41) konnen als komplexwertige Auszahlungen imagin®&erivate aufgefasst werden.
Ein Grund, warum diese Derivate einfacher sind als das ungjiche Derivat, besteht darin,

dass man den Preisprozésg:) = (V(2):)«c0,r) €ines solchen Derivats explizit kennt:

V(2) := EplH(2)|.F] = T D@52 e Sy (1.46)

Damit H (z) fur alle = € Sy quadratisch gehedgt werden kann, fordern Hubalek et é)6)20
zudem die folgenden Momente:

Eple®® %] < 0o und  Eple?¥1] < oo, (1.47)
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Der zweite Grund, warum die imaginaren Derivate einfached, ist der, dass die GKW-
Zerlegung explizit bestimmt werden kann. Allgemein istidisung des Problems quadrati-
schen Hedgens im Wesentlichen durchitidimer-Schweizer-Zerleguri§S-Zerlegung) im
Semimartingalfall bzw. durch d&KW-Zerlegungm Martingalfall bestimmt, vgl. Schwei-
zer (1994), Satz 3 und Korollar 10. Die FS-Zerlegung existiEsht immer, aber in der vor-
liegenden Situation, in der das Underlying durch einen geasthen Lévy-Prozess model-
liert wird, ist der EVT-Prozess deterministisch, stetiglineschrankt, so dass die Existenz
der FS-Zerlegung gewahrleistet ist, vgl. Schweizer (}984tz 15. Im Martingalfall ist der
EVT-Prozess Null, und die FS-Zerlegung stimmt mit der GK¥HZgung Uiberein. Hubalek
et al. (2006) haben das Hedgeproblem zunachst in diskZeieuntersucht. Dort existiert
die FS-Zerlegung immer. Schweizer (1995) hat eine Rudsrékursion zur Bestimmung
der FS-Zerlegung angegeben, die allerdings im vorliegeizdell nicht zu geschlossenen
Formeln fuhrt. Hubalek et al. (2006) geben die FS-Zerlggdinekt an. Sie beweisen zwar,
dass ihr Kandidat tatsachlich der FS-Zerlegung entspddch wird keine konstruktive Me-
thode angegeben, wie sie auf die Zerlegung gekommen sind.Mdglichkeit konnte die
gewesen sein, dass sie die Terme in der Ruckwartsrekuasialysiert und darin eine ge-
wisse Struktur erkannt haben konnten, woraufhin die desskhne Losung erraten worden
ware. Allerdings wird betont, dass die Ruckwartsrelamsiicht verwendet worden sei, so
dass die Herkunft des Kandidaten fur die FS-Zerlegungarriieibt. Die Zerlegung wird
dann auf jeden Fall verwendet, um die explizite Losung degdéproblems in diskreter Zeit
fur die einfachen Derivate zu generieren. Eine intuitiver@wertuberlegung fuhrt dann
zu den Resultaten in stetiger Zeit. Genau genommen wird @udiskreten FS-Zerlegung
durch die Grenzwertiiberlegung ein Kandidat fur die F8efring in stetiger Zeit gewon-
nen. Dieser wird verifiziert und benutzt, um explizite Fohmir den varianz-optimalen
Hedge der einfachen Derivate herzuleiten. Aufgrund deeaiitat der FS-Zerlegung in Be-
zug auf das Derivat und aufgrund der Linearitat des Integchh. aufgrund der linearen
Dekomposition des ursprunglichen Derivats erhalt maemrikanonischen Kandidaten fur
den varianz-optimalen Hedge des urspriinglichen Derivadem man die explizite Losung
fur die einfachen Derivate beziiglich des MaRBesgl. Annahme 1.20, integriert, was, grob
gesprochen, einer Linearkombination der expliziten Ingmn fiur die einfachen Derivate
entspricht. Da das Mall durch das zu hedgende Derivat festgelegt und somit beksinnt i
und die Integranden explizite Gestalt haben, konnen degtaldarstellungen der optima-
len Losung sehr effizient numerisch bestimmt werden. Aggaapital und Handelsstrategie
entsprechen jeweils einem Einfachintegral, wohingegén b@nimalen erwarteten quadra-
tischen Hedgefehler ein Doppelintegral ausgewertet wenaless. Die genauen Ergebnisse
lesen sich im Martingalfall wie folgt:

Satz 1.21 Das varianz-optimale Anfangskapitg] und die varianz-optimale Handelsstra-
tegied* = (97 ):cp0,7) Sind gegeben durch

vE = / Sz B M1(dz), (1.48)
Sy



30 Kapitel 1. Einleitung

VF = / &f_—le<T—W<Z>1/’Z<Z+ ? —v7(2) (dz), te€l0,T). (1.49)
sy W7 (2)

Dabei ist das optimale Anfangskapital eindeutig, wohiregedie optimale Handelsstrategie

nur bis auf P ® A\-Nullmengen eindeutig ist. Hier bezeichnetlas Lebesgue-Mal3. Der

minimale erwartete quadratische Hedgefehler ist von destée

5= f / 1) (=) (02), (1.50)
wobei
_ {Sgl+zzgl(zl7 22)g2<’217 22)7 falls 90(217 ZQ) 7£ 0,
J(Zl, Zz) =
S g1 (21, 20)93(21, 22),  falls go(z1, 22) = 0,
und
go(z1,22) = 1/12(21 + 29) — IDZ(Zl) - IDZ(Zz)a
Z oz Z _ oz
gi1(z1,22) = go(z1,22) — SRl ik (Z;})Z)E;Z)) Gt o (22))7
exp{TY7 (21 + 22)} — eap{T(¥7(21) + 197 (22))}
92(2’172’2) = )
90(2’1, 22)
g3(21,20) = exp{TV? (21 + 2)}T.
BEWEIS. Vgl. Hubalek et al. (2006), Satze 3.3 und 3.4. O

Man beachte, dass die Integranden mit Hilfe der kumulantengenden Funktion?
des Lévy-Prozesses ausgedrickt sind. Dies ist numerisch von Vorteil, da fig whei-
sten Lévy-Prozesse die kumulantenerzeugende Funktigesohlossener Form vorliegt,
so dass eine numerische Berechnung der Integrale nach d&ml Mizient durchgefihrt
werden kann. Es muss nicht bei jeder Auswertung ¥érdas Integral nach dem MaR der
Springe in (1.35) numerisch bestimmt werden. Im Rahmesedi@rbeit ist es das Ziel,
beim vorliegenden Problem quadratischen Hedgens in afSt@rhastischen Volatilitats-
modellen ahnlich explizite Losungsformeln herzuleitge Hubalek et al. (2006) in expo-
nentiellen Lévy-Modellen. Der Ansatz von Hubalek et aD@g) ist insofern allgemeiner,
als der Preisprozess des Underlyings als (Spezial-) Semimgal modelliert wird. Dafur
ist die Klasse der affinen stochastischen Volatilitatseflegidie in dieser Arbeit im Martin-
galfall betrachtet wird, viel groRer als die Modellklask® geometrischen Lévy-Prozesse.
Die affinen stochastischen Volatilitatsmodelle enthrattee Modellklasse der geometrischen
Lévy-Prozesse, in der die Volatilitat konstant ist, dl@achen Spezialfall. Die Arbeit von
Hubalek et al. (2006) ist weder eine Ober- noch umgekehe ®glmenge der vorliegen-
den Arbeit. Die Idee, das zu hedgende Derivat linear in elrdazu hedgende Derivate zu
zerlegen, wird auf die Situation, in einem allgemeinen affistochastischen Volatilitats-
modell quadratisch zu hedgen, Uibertragen. Die affine trukird eine solchdJbertra-
gung ermoglichen. Im Gegensatz zu Hubalek et al. (2006)jdr@en die Herleitung, nicht
die Verifikation, der FS-Zerlegung unklar bleibt, wird ineder Arbeit auf der Grundlage
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von Semimartingalcharakteristiken eine konstruktive idete zur Berechnung der GKW-
Zerlegung vorgestellt.

1.3 Der Ansatz von Cont et al. (2005)

Die zweite Arbeit, die hier ausfuihrlicher besprochen veardoll, ist der numerische Ansatz
von Cont et al. (2005) auf der Grundlagartieller Integro-DifferentialgleichungerHier
wird die Situation betrachtet, dass die zufallige AusaallH, die nicht notwendigerweise
von der Formyf (Sr) sein muss, fur die jedoch auéh € .#r und Ep[H?] < oo gelte, mittels
m € N Handelsgutern, nicht notwendigerweise Basisgutermuadratischen Sinne abgesi-
chert werden soll. Dabei wird ebenfalls der Martingalfatiachtet P sei das risikoneutrale
Preismaf3, das durch Kalibrieren an Marktpreise von Optidestgelegt sei. Zudem seigén
einR¢-wertiges Semimartingal mit integraler Charakterigik?, C#, v?) und Sprungman
1Z sowielV eineR?-wertige Brownsche Bewegung. Die FiltrieruQg, )«co,r) sei die von
der Brownschen Bewegurid’ und dem Sprungmaf3? erzeugte, vervollstandigte Filtrie-
rung. Der Preisprozess = (S*,...,5™) = ((S}, ..., S"))weo,r] derm Handelsguter sei
von der Gestalt:

St:So+J-Wt+fy*(uZ—VZ>t, (1.51)

wobeio : O x R, — R™* 4 undy : Q x R, x R? — R™ adaptiert und caglad seien, vgl.
auch die Preisdynamik (1.31) in der Arbeit von Jacod et &0Q2.

Beispiel 1.22 Man betrachte beispielhaft in der Situatidn= 1 ein eindimensionales ex-
ponentielles Lévy-Modell fir den Preisprozess des Udegs S, d.h.S = (S¢).cjo.1] S€i
gegeben durcls; = Spe?t, t € [0,T], wobeiZ ein Lévy-Prozess mit Tripgh?, ¢, %)
sei. Das MaR der Spriinge vaéf wird mit ;# bezeichnet, und? gibt den Kompensa-
tor von pZ an. Die kumulantenerzeugende Funktiofi erfulle die Martingalbedingung
¥»Z(1) = 0. Ferner gelte die fur das quadratische Hedgen notwendigednitenbedin-
gungEp[S?] < oo, welche aquivalent zy"|$|>1 e* FZ(dx) < oo ist. Dann ist die Dynamik
von .S von der Form (1.51), unf ist ein quadratisch integrierbares Martingal:

Sy = Sop +/0 VeZS,_ dW, + /[Ot] R(ez —1)S,_ (u? — v¥)(d(s, 2)). (1.52)

Dies lasst sich beweisen, indem man auf> ¢* und Z die 1td-Formel anwendef; gemal

der Lévy-Itd-Dekomposition zerlegt und die Martingadibegungy/Z (1) = 0 ausnutzt. Das
vorliegende exponentielle Leévy-Modell ist ein Beispi@ €ineMarkow’sche Sprungdiffusi-
on. Diese ist definiert als eindeutige starke Losung der ststtéchen Differentialgleichung

¢
Sy =S +/ o(s, Ss—) dW; +/ v(s,2,8,) (u? — v?)(d(s, 2)), (1.53)
0 [0,t] xR

wobeio : R x R™ — R™<4 und~y : R, x R? x R™ — R™ deterministische Funktio-
nen seien, die die Lipschitz- und Wachstumsbedingungeatn!8.2.32, Jacod & Shiryaev
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(2003), erfullen. Der Satz 111.2.32 garantiert unter éie\nnahmen die Existenz und Ein-
deutigkeit der starken Losung. O

Weiter wird angenommen, dass der Preisprozess(V;).c(o,1] des Derivats, definiert durch
V; = Ep[H|-#], die Dynamik

Ve= Vot & Wa + 75 (47 = %) (1.54)

tAT

hat, wobeis : Q@ x R, — R?undy : Q x R, x R — R adaptiert und caglad seien
und T eine Stoppzeit bezeichne, die pfadablangigenDerivaten, wie zum Beispiel Bar-
riereoptionen, das unter Umstanden zufallige Termerietes Kontrakts abbildet. Damit die
stochastischen Integrale und Integralprozesse existierd quadratisch integrierbare Mar-
tingale darstellen, werden weitere technische Regatabgdingungen an die Prozesse,

~v und# gestellt, vgl. hierzu in Cont et al. (2005) die Bedingung@rufid (iii) in Abschnitt
2.1. Diese werden von der Markow’schen SprungdiffusioB3)Lautomatisch erfullt, so
dass diese ein quadratisch integrierbares Martingaleltirst

Beispiel 1.23 Man betrachte nun eine zufallige Auszahlung der Féfm- f(Sr), wobei
die Auszahlungsfunktion messbar sei uRd[f(S7)?] < oo erfillle. Wenn der Preispro-
zess des Underlyings durch eine Markow’sche Sprungdiffusion (1.53) gegebensster
PreisV, des europaischen Derivats mit Auszahluhgnd Falligkeit!” eine deterministische
Funktiong der Zeitt und des PreiseS; des Underlyings, d.h.

Vi = Ep[f(ST)|7] = g(t, St), (1.55)

wobeig definiert ist durchy(¢, z) = Ep[f(S%"™)] und S\ den Kurs des Underlyings zum
Zeitpunkt? angibt, wenn der Kurs zum Zeitpunkgierader betragen hat. Setzt man voraus,
dasg hinreichend glatt ist, so dass man die Itd-Formelguwfd (7, S) anwenden kann, wo-
bei I den Identitatsprozess bezeichnet, so erhalt man eineglieg vonV; in stochastische
Integrale, die entweder lokale Martingale sind oder vaseBbare Ausdriicke von endlicher
Variation. DaV’ ein Martingal ist, vgl. (1.55), mussen die vorhersehbakesdriicke von
endlicher Variation ebenfalls lokale Martingale seinpigedessen diese Terme Null sind,
vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Korollar 1.3.16. So ergibtstie Martingaldarstellung

t
‘/t = ‘/()+/ U(Sass—)DQ.g(SaSS—)dWs
0

+/[o¢] a (9(s, Ss_ +7(s,2,5,.)) — g(s,5,.)) (1% —v?)(d(s,2)), (1.56)

was strukturell der allgemein angenommenen Dynamik (1leBdgpricht. Im Hinblick auf

die Annahme, dasg hinreichend glatt sei, ist die obige Herleitung von (1.56)tstischer

Natur. Cont et al. (2005) geben in der Situation der vorlnelgs europaischen, zufalligen
Auszahlung Voraussetzungen in Ausdricken der Modelipatar und der Auszahlungs-
funktion an, die Uberprufbar sind und einen rigorosen &sverlauben, vgl. dort die Pro-
positionen 2 und 3. Die Situation, in der eine solche Masgldgrstellung fur eine asia-
tische Option gesucht wird, wird durch Einfuhrung eineffdgrozesses auf den Fall der
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europaischen Option Uibertragen. Zudem werden dort ipditon 4 Regularitatsbedin-
gungen angegeben, die im Fall von Barriereoptionen diedierig einer solchen Martin-
galdarstellung erlauben. O

Cont et al. (2005) geben eine allgemeine varianz-optimaégthgstrategie an, wobei die
Zulassigkeitsmeng® der Strategien gegeben sei durch

O = {0¥:Qx[0,T] — R™ vorhersehbard - S € J#?}. (1.57)

Diese stimmt im Wesentlichen mit der in dieser Arbeit verdeten Zulassigkeitsmenge
L*(S) Uberein, bedenkt man, dagsc L(S) sein sollte und dass fiit € L2 (S) gerade

¥ - S € 2?2 genau dann gilt, wenfi € L?(S) ist, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Theorem
1.4.40.

Proposition 1.24 Der m-dimensionale Underlying-PreisprozeSaind der Preisprozess
des zu hedgenden Derivats seien durch die Dynamiken (1risiljlu54) gegeben. Ferner
seien die Regulargtsbedingungen difit, so dassS und V' quadratisch integrierbare Mar-
tingale sind. Falls dien x m-Matrizen M,, t € [0, 7], mit Komponenten iR, definiert
durch

M, = 0] + / d’y(z)tfy(z)tT FZ(dz),
R

P-fast sicher nichtsingdlr sind, ist die varianz-optimale Hedgingstrategie

(vg,¥") = argmin Ep [(H — vy — 9 - ST)Q]
(vo,9)ERXO

gegeben durch
v = BEplH] =V, (1.58)

o = M (mﬁ / dv(z)ﬂ(Z)tFZ(dZ)) loa(t), telo, 7). (1.59)
R
BEWEIS. Vgl. Cont et al. (2005), Proposition 1. O

Betrachtet man nun beispielhaft erneut den eindimensoredponentiellen Lévy-Markt
aus Beispiel 1.22 und eine europaische Option mit zg@liAuszahlungd = f(St)
aus Beispiel 1.23, so liefert Proposition 1.24 die variapamale Hedgingstrategie in der
Situation, dass die Option durch das Underlying abgedicherden soll. Definiert man
Z¥ =z + Z,und f(2) := f(e?), so gilt aufgrund der stationaren Zuwachse vhrlass

g(t,x) == Ep[f(S¥)] = Ep[f(Z%))). (1.60)

Erfullen die modifizierte Auszahlungsfunktighund die Modellparameter die Vorausset-
zungen der Propositionen 2 oder 3 in Cont et al. (2005),len@n durch Einsetzen der
Dynamiken (1.52) und (1.56) (hier mit(t, z) = vcZz und~(t, z,x) = (e* — 1) z) in
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Formel (1.59) die varianz-optimale Handelsstrategie indienensionalen, exponentiellen
Lévy-Modell fur¢ € [0, 7] in der Form
o ?Dag(t, Si-) + 5 Ja (67— 1) (g(t, Sp—e?) — g(t, Si-)) F7(dz)
b Z + [, (er —1)* FZ(dz) '
Springt der Renditeprozess nicht, stimmt die varianz-optimale Handelsstrategie reit d
klassischen Delta-Hedgingstrategie Uberein. Der Oppogis, aufgefasst als Funktion der
Zeit und der Underlyingpreise, kann allgemein in Modelleh®priingen als Viskositatslo-
sung (vgl. hierzu Cont & Tankov (2004), Abschnitt 12.2.40ei parabolischen Integro-
Differentialgleichung beschrieben werden. Diese wird etsth mittels der Methode fi-
niter Differenzen auf einem Gitter der Variablen Zeit unddérlyingpreis bestimmt. So-
mit kdnnen auch Ableitungen und Integrale der Optionggraumerisch berechnet werden,
so dass die optimale Handelsstrategie, zum Beispiel in denmK1.61) im exponentiel-
len Lévy-Modell, ausgewertet werden kann. Hinsichtlieln dumerischen Details, wie zum
Beispiel verwendeter Algorithmus oder theoretische Untelhungen von Konsistenz, Sta-
bilitat und Konvergenz und Fehlerabschatzungen, sedeufrbeiten von Cont & \Voltch-
kova (2005) und Cont et al. (2006) verwiesen. Da die Preasinétion des zu hedgenden
Derivats vollstandig auf dem zugrunde liegenden Gitteetenet wird, ist es moglich, den
minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler zu sararii Dennoch ist der Aufwand
im Vergleich zur numerischen Auswertung von Integralem selch. Durch das Hinzufiigen
zusatzlicher, nicht handelbarer Faktoren, kann der mlégee Modellrahmen dahingehend
erweitert werden, dass z.B. stochastische Volatilitdigebildet werden kann. Fiir € N
werden diese nicht handelbaren Faktoren durch eifemvertigen ProzesS modelliert, so
dass der erweiterte ZustandsprozgssS) Markowsch ist:

(1.61)

¢
S, = So+/ U(S,SS_,SS_)dWS+/ v(s, 2, Ss_,Ss_)(uZ—l/Z)(d(s,z)),
0 [0,t] xR

t t
S, = g0+/ 5(3,55_,55_)d5+/ 5(s,Ss_, Ss_) dW,
0 0
+ / (5,2 5oy Su) (4% — v7)(d(5, 2))
[0,t] x{zeR%:||z]|<1}

+ / (s, 2, S5, Ss_) piZ (d(s, 2)).
[0,t] x {z€R4:||2||>1}

Da die Faktoren nicht handelbar sind, mssicht notwendigerweise ein Martingal sein.

Beispiel 1.25Beispielhaft betrachte man das \olatilitatsmodell vonriirff-Nielsen &
Shephard (2001b). In diesem ist der Renditeprozedem im Black-Scholes-Modell sehr
ahnlich. Allerdings wird die Volatilitat stochastischoatelliert. Die quadrierte Volatilitay
wird durch einen Lévy-getriebenen Ornstein-UhlenbenbzBss abgebildet:

t t
Z - / (€ + by,_) ds + / ST AW+ 0z, (1.62)
0 0

t
Y = Yo — )\/ Ys— ds + 2, (1.63)
0
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wobei ), yo > 0, 0 < 0, £ undd Konstanten sindiy’ einenR-wertigen Standard-Wiener-
Prozess bezeichnet undeinen Subordinator, d.h. einen Lévy-Prozess ohne Brawarsc
Anteil, mit nichtnegativer Drift und ausschlief3lich pagn Spriingen. Zwischen den posi-
tiven Spriingen beobachtet man ein exponentielles Vezgetisser Impulse. Da der Subor-
dinator automatisch unabhangig von dem Standard-WiBrezess ist, wird der Leverage-
Effekt Uber den Termpz, modelliert. Der Renditeprozess springt also nur dann, whean
Volatilitat springt. Im Martingalfall misseg = —*(p) undo = —% gelten. Analog zu
Beispiel 1.22 deduziert man die Dynamik des Underlyinggmeizesse$s = Sye? in der
Form

t
Sy = So+ / VIoSs_ dW, + / (€ —1)S,_ (4 — ") (d(s,2)).  (1.64)
0 [0, xR

/100 exp { (2g+ %) :c} F?*(dr) < o0

ist hinreichend dafir, dass der Preisprozestes Underlyings im Martingalfall quadratisch
integrierbar ist. Man betrachte nun erneut die Situati@ssdeine europaische Standard-
option, deren Underlying einen Preisprozess aufweistiddezh das Modell von Barndorff-
Nielsen & Shephard (2001b) spezifiziert ist, durch Handeatrdem Underlying abgesichert
werden soll. Aufgrund der Markow’schen Struktur des Prees§S, y) ist der Preis/; der
Option mit Auszahlungsfunktiori und FalligkeitT eine deterministische Funktiagpnder
Zeitt, des Underlyingpreise$, und der quadrierten Volatilita;:

Die Voraussetzung

Vi= EP[f(ST”ﬁt] = fl(ta Stayt)' (1.65)

Da V' ein Martingal ist, kann man sich, wie oben in der Situatiopanentieller Lévy-
Modelle, mittels eines Itd-Arguments unter Vernachigssg von Differenzierbarkeits- und
Integrierbarkeitsbedingungen uiberlegen, dass die Diyaom V' hier gegeben ist durch

t
‘/t = ‘/0_'—/ \/ysfsstZQ(Suszaysf>dWs
0

+/ (g(sass—egxays— +l‘) —f](S, Ss—ays—)) (MZ _VZ)(d(va)) (166)
[0,t] xRy

Mit Proposition 1.24 folgt dann die varianz-optimale Halsd&rategie:

1
g = Dot Sy
T e 1 P (D S

+i e =) (S e+ ) = 30 S ) F*(dz)).  (L67)
Hierbei wird die Funktiory numerisch auf einem dreidimensionalen Gitter der Zeit sowi
der verschiedenen Underlyingpreise und Werte der quaelni&folatilitat als Losung einer
partiellen Integro-Differentialgleichung mittels der Mede finiter Differenzen bestimmt,
so dass auch Ableitungen von und Integrale ipand damit auch die optimale Strategie
numerisch ausgewertet werden kdnnen. O
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Im Gegensatz zu den anderen Arbeiten Uber quadratisctagsrdeerlaubt der Ansatz von
Cont et al. (2005) die Absicherung pfadabhangiger Optiomgée zum Beispiel Barriereop-
tionen oder asiatische Optionen, was darauf zuriickzafulst, dass die Preisprozesse der
zu hedgenden Instrumente von vornherein numerisch bestverden. Der Ansatz der vor-
liegenden Arbeit ist dagegen auf eine IntegraldarsteltlegyPreisprozesses des zu hedgen-
den Instruments angewiesen, die jedoch fur allgemeingaptaédngige Optionen nicht exi-
stiert, vgl. Annahme 1.20. Daftr sind die Losungsformakr expliziter und die Numerik
wird nur im Nachhinein rudimentar zum Auswerten von Ingggn bendotigt. Insbesondere
bei der optimalen Handelsstrategie wird dieser Unterslobiensichtlich: in der vorliegen-
den Arbeit muss lediglich ein Integral Uber eine in gessbdmer Form vorliegende Funktion
bestimmt werden. Dies ist zwar meist nur numerisch moglstraber wesentlich einfacher
als die Auswertung der entsprechenden Formel von Cont @G45), bei der ebenfalls ein
Integral numerisch bestimmt werden muss, bei dem aber tegrend an jeder Stutzstelle
der numerischen Integration seinerseits numerisch auGdendlage einer diskretisierten
partiellen Integro-Differentialgleichung ermittelt velem muss. Ferner muss dort eine Ab-
leitung einer nur numerisch vorliegenden Funktion nuncériserechnet werden. Konnen
Cont et al. (2005) den minimalen erwarteten quadratischefgefehler lediglich durch Si-
mulation quantifizieren, so wird in der vorliegenden Arbaite semiexplizite Darstellung
dieser GroR3e in Form eines Mehrfachintegrals angegelwea Besonderheit von Cont et al.
(2005) liegt noch darin, dass zur Absicherung nicht nur dadddying herangezogen wer-
den kann, sondern auch ein Portfolio handelbarer Finaeggias einen Preisprozess der
Form (1.51) aufweist. Cont et al. (2005) bemerken, dassdgebaim quadratischen Hed-
gen exotischer Optionen, aber auch in der Situation zu hetiyeStandardoptionen, das
Risiko durch Absicherungsstrategien, die alleinig auf démderlying beruhen, nicht son-
derlich stark reduziert werden kdnne, wohingegen das Eledgt europaischen Standard-
optionen, die die gleiche Laufzeit haben wie die zu hedgéplgon, in Kombination mit
den Basisgutern zu einem wesentlich geringeren Regiriglire. Man sollte aber auch an-
merken, dass durch Aufnahme weiterer Handelsguter sichra®llstandige Markt immer
starker einem vollstandigen Markt annahert, infolges#a der Hedgefehler natirlich ent-
sprechend kleiner wird. Zusammenfassend lasst sich sdgses der Ansatz von Cont et al.
(2005) anwendbar ist auf die affinen stochastischen Vitkgmodelle, die im Rahmen der
vorliegenden Arbeit vor dem Hintergrund des Problems catsstthen Hedgens behandelt
werden. Deren Arbeit ist insofern allgemeiner, als aucllg@fdangige Optionen gehedgt
werden konnen und dies nicht allein mittels des Underlgjrepndern auch mit weiteren
Handelsgutern, wie zum Beispiel Standardoptionen. Dessrdoglich ist, liegt daran, dass
von vornherein mehr Numerik investiert wird - die Preis@ese der zu hedgenden Derivate
sind nur numerisch als Losung einer diskretisierten pletn Integro-Differentialgleichung
im Rechner verfugbar. Die vorliegende Arbeit zielt aber mdglichst explizite Losungs-
formeln, die effizienter ausgewertet werden konnen, imeelafir mehr in die Stochastik
als in die Numerik. Im Gegensatz zu Cont et al. (2005), dietdedgefehler nur simulie-
ren konnen, wird hier eine Integraldarstellung fur demimialen erwarteten quadratischen
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Hedgefehler hergeleitet. Beide Ansatze fuhren zwar aneBEmu den gewiinschten Zahlen,
jedoch methodisch auf sehr unterschiedlichen Wegen, wagyeévorteil der semiexpliziten
Losungsformeln in dieser Arbeit darin besteht, dass draarische Auswertung einfacher
und schneller verlauft, insbesondere bei der varianzra@gden Handelsstrategie, aber auch
beim minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehledi in dieser Arbeit Uberhaupt
eine Formel angegeben wird, wohingegen Cont et al. (20@sedi nur durch Simulation
bestimmen konnen.

Im nachsten Schritt werden die unterschiedlichen Mdigiten aufgezeigt, die Volati-
litat in einem zeitstetigen Modell stochastisch zu madetih. Es werden einige bekannte
Beispiele fur stochastische Volatilitatsmodelle vatgdit, wobei festgestellt wird, dass die-
se alle, in einem noch zu definierenden Sinn, vgl. hierzu esadiStelle Duffie et al. (2003),
affin sind. Grob gesprochen, werden die Modelle affin genamahn die gemeinsame be-
dingte charakteristische Funktion von Log-Rendite unddgester Volatilitat exponentiell
affin ist in Log-Rendite und quadrierter Volatilitat, agsgertet zu dem Zeitpunkt, auf den
bedingt wird, oder wenn die Komponenten der gemeinsameagrialen Charakteristik der
Log-Rendite und der quadrierten Volatilitat affin in deteigrierten, quadrierten Volatilitat
sind. Die affine Struktur garantiert, dass man eine Losumglds Hedgeproblem in Inte-
gralform finden kann, wobei die Integranden in den meistaieR’in geschlossener Form
vorliegen.

1.4 Affine stochastische Volatilibtsmodelle

Bei der einleitenden Diskussion der Vor- und Nachteile desiBScholes-Modells ist be-
reits auf die Notwendigkeit hingewiesen worden, die Viitati stochastisch zu modellie-
ren. Cont & Tankov (2004), Kapitel 15, weisen Ubrigens daran, dass nicht das starke
Schwanken der quadratischen Variation historischer Katesdindiz fur das Vorhandensein
stochastischer Volatilitat ist, da dieses Phanomenitseaein mit dem Vorhandensein von
Springen erklart werden konne. Der Hauptgrund fur dinéiBarung von stochastischer Vo-
latilitat sei die Abhangigkeitsstruktur in den Zuwaehgler Kursdaten. Die Volatilitat kann
als ein Malf3 fur die Marktaktivitat aufgefasst werden. $2iést wiederum entweder messbar
in Form der Uber die Zeit schwankenden Grof3e der Kurganden oder in Form der Ge-
schwindigkeit der Kursanderungen, d.h. der Anzahl deeabglossenen Handelskontrakte
pro Zeiteinheit. Somit ergibt sich eine grobe Einteilungcsiastischer Volatilitatsmodelle
in zwei Klassen. Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt, wind alle Prozesse in den
folgenden Modellen eindimensional zu verstehen.

Zur ersten Klasse gehoren die Modelle, bei denen, ausdetoem Black-Scholes-Modell,
in welchem die Log-Rendite Losung der stochastischereifitialgleichung

1
dz, = (,u — 502) dt + odW; (1.68)
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ist, der Volatilitatsparameter durch eine zusatzliche, zufallige Einflussgrof3e stetibeh
als Prozess modelliert wird. Damit die Drift des Underlypngjsprozesses ebenfalls vom
Niveau der stochastischen Volatilitat abhangen kannd wie stochastische Differential-
gleichung (1.68) manchmal noch um einen weiteren ParamieteR erweitert:

dZ; = (p+ 60%) dt + odW. (1.69)

Im Rahmen des vorliegenden Martingalfalls ist dieser Patamedoch stets a priori eindeu-
tig festgelegt. Wird der Volatilitatsparameter nicht tai$ einer zusatzlichen stochastischen
EinflussgrofRe spezifiziert, sondern als Funktion vergaagRenditen, erhalt man die so-
genannten ARCH-Modelle (ARCH steht fautoregressive conditional heteroscedastigity
vgl. Engle (1982), und als Erweiterung davon die GARCH-MIEESARCH steht flrge-
neralizedARCH), vgl. Bollerslev (1986), aus d&konometrie. Diese begegnen, wie die
klassischen stochastischen Volatilitatsmodelle aueh Kditik am Black-Scholes-Modell,
indem sie zum Beispiel Volatilitats-Cluster abbilden Wetteilungen der Renditen impli-
zieren, die semi-schwere Tails aufweisen. Der LeveradekEWwird dahingehend in sehr
extremer Form beriicksichtigt, daBaderungen in der Volatilitat allein durchnderungen
des Underlyingpreises hervorgerufen werden. Da die ARQIH-GARCH-Modelle zeitdis-
kret sind, werden sie im Rahmen dieser Arbeit ausgeklamibiere zeitstetige Erweiterung
eines GARCH(1,1)-Modells wird von Kluppelberg et al. (2)®&orgeschlagen, allerdings
weist diese Erweiterung nicht die fur diese Arbeit grugeélede affine Struktur auf. Kallsen
& Taqqu (1998) betrachten ebenfalls zeitstetige Erweltgenn von ARCH- und GARCH-
Modellen, die allerdings vollstandig sind, und gebenm@ptionspreise und replizierende
Handelsstrategien an. Das erste klassische stochastietdtditatsmodell ist von Hull &
White (1987) entwickelt worden. Dort wird der Volatilisitarametes, auch aldokale Vo-
|latilit at bezeichnet, in (1.68) dureh = /¥, ersetzt, wobei die quadrierte (lokale) Volatilitat
y = (Y¢)1epo,r) Mittels einer geometrischen Brownschen Bewegung modedied:

dy; = kydt + aytth. (1.70)

Dabei sinds € R, a > 0 konstant, undV steht fur eine Standard-Brownsche Bewegung,
die mit W konstant korreliert sei. Die geometrische Brownsche Bewwggst zwar posi-
tiv, weist aber keirMean-Reverting-Verhaltesuf. Das Mean-Reverting-Verhalten fuhrt im
Allgemeinen zu realistischen Eigenschaften der impleielatilitat als Funktion Giber die
Zeit. Zudem ist dieses Modell nicht affin iy, Z), infolgedessen es im weiteren Verlauf
nicht weiter betrachtet wird. Um das Modell analytisch Haadoken zu kdnnen, missen Hull
& White (1987) voraussetzen, dass der Marktpreis des Rigiler Volatilitat Null ist, d.h.
dass das \olatilitatsrisiko ausschlief3lich spezifisehhill & White (1987) geben dann
in der Situation, dass die quadrierte Volatilitat und devzéss der Log-Renditen unkor-
reliert sind, eine Preisformel fur eine europaische Cqdtion an. Der Call-Optionspreis
entspricht dem Black-Scholes-Preis des Calls, gemiitedt die quadrierten Volatilitaten.
Stein & Stein (1991) ersetzen den \olatilitatsparametddi68) durch einen Gauss’schen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess= (o)1

dO't = K)(ﬂ — O't)dt + ath. (171)
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Dabei sind die lokale Volatilitat: > 0 des Volatilitatsprozesses, didean-Reversion-Rate
k > 0, diese steht fur die Geschwindigkeit, wie schnell der BsszunmMean-Reversion-
Niveaun zuriickgezogen wird, und dd4ean-Reversion-Niveap> 0 konstant. Dad/ean-
Reversion-Niveaist das Langzeitmittel von;:

tligloEp[O't] =1. (1.72)
Die Brownschen Bewegungé# und W konnen zudem konstant korreliert sein mit Korre-
lation p, wovon Stein & Stein (1991) urspriinglich aber nicht ausgelm Gegensatz zum
Ansatz von Hull & White (1987) weist zwar hier der lokale Viligatsprozess eitMean-
Reverting-Verhalterauf, dafur kann die lokale Volatilitat negativ werden, sMaisweilen
als Nachteil angesehen wird, vgl. z.B. Cont & Tankov (20@&schnitt 15.1, obwohl die
lokale Volatilitat nicht als Standardabweichung zu vehngin ist, wenn sie nicht als deter-
ministischer Prozess modelliert wird. Kritisch anzumerkst, dass das Modell von Stein
& Stein (1991) nicht affin in(c?, Z) ist. Kallsen (2006) weist aber darauf hin, dass eine
affine Struktur in(c, 02, Z) vorliegt. Dennoch fallt das Modell von Stein & Stein (1991)
nicht in den allgemeinen Rahmen affiner stochastischertilidégsmodelle, der in der vor-
liegenden Arbeit betrachtet wird. Stein & Stein (1991)daitm unkorrelierten Fall mit Hilfe
der Inversionsformel fur Fouriertransformierte eineletfe Formel fur die Verteilung des
Underlyingkurses zu einem bestimmten zukinftigen Zeikpubedingt auf den heutigen
Informationsstand, her. Explizit bedeutet hier gescldndss auf ein eindimensionales In-
tegral. Diese bedingte Verteilung wird benutzt, um euisg#& Optionen zu bewerten. Im
Folgenden werden drei Modelle vorgestellt, die im Sinnselié\rbeit affin sind und zur er-
sten Klasse stochastischer Volatilitatsmodelle gaidoei denen der \Volatilitatsparameter
o in (1.68) durch einen stochastischen Volatilitatsprezgsetzt wird.

1.4.1 Das Modell von Heston (1993)

Im Modell von Heston (1993) wird der quadrierte Volatitgprozesgy = (y)cjo,r7 durch
eine Quadratwurzel-Diffusion abgebildet:

t t

2= [wrsnyas+ [ ymaw, (1.73)
0 0

dye = k(0 —y)dt + a/ydW. (1.74)

Dabei sei der Startwerf, > 0, undx, n > 0, « > 0 sowiey, 6 € R bezeichnen Kon-
stanten. Und wie in den obigen Modellen weisen die StanWéeher-Prozesst” und 17/
eine konstante Korrelatiomauf, wodurch der Leverage-Effekt beriicksichtigt wird. Ge-
gensatz zu den Modellen von Hull & White (1987) und Stein &ii${@991) ist der Volati-
litatsprozessnean-revertingind nichtnegativ. Fallgxn > o? gilt, ist der Volatilitatsprozess
sogar strikt positiv. Andernfalls wirg gelegentlich Null, doch zu diesen kritischen Zeit-
punkten reduziert sich die Dynamik (1.74) auf die positivétD<ndt, so dass der Prozess
sofort wieder ins Positive gezogen wird. Hinsichtlich detideenz und Eindeutigkeit der
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stochastischen Differentialgleichung (1.74) betrachss tkeda & Watanabe (1989), Bei-
spiel IV.8.2. Zudem sei auf Cox et al. (1985) verwiesen, dee@uadratwurzel-Diffusion
als erste in die Finanzmathematik zur Modellierung $hort-Rategingefiuhrt haben. Die
Quadratwurzel-Diffusion wird daher auch synonym als Chazess bezeichnet. Die affi-
ne Struktur erlaubt es Heston (1993), im Rahmen diesesadtisbhen \Volatilitatsmodells
mit Hilfe der Fourier-Methode explizite Preisformeln fauropaische Optionen herzulei-
ten, deren Auswertung einer eindimensionalen Integrdiemtiirfen. Insbesondere konnen
so implizite Volatilitaten bestimmt werden. Eine weitevechtige Eigenschaft des vorlie-
genden Modells ist die, dass weder der Renditeprozess modlothtilitatsprozess Spriinge
besitzen. In Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.2, wird ddraingewiesen, dass aufgrund
der Stetigkeit das Modell von Heston (1993) nicht in der Laggehinreichende Variabi-
litat und Asymmetrie in den kurzfristigen Renditen zu elgen, so dass der Skew-Effekt
bezuglich der entsprechenden kurzfristigen implizitetatilitaten nicht ausreichend erklart
werden kann. Die stochastische Volatilitat wirkt erstmamer gewissen Zeit. Um die Struk-
tur der impliziten Volatilitaten im kurzfristigen Berdidobesser erklaren zu kdnnen, sollten
daher Spriinge mitin das Modell einbezogen werden. Es sheaar Stelle angemerkt, dass
Modellaspekte, wie z.B. implizite Volatilitaten, eigéoh die Welt unter einem Preismal3,
nicht unter dem physikalischen Mal} betreffen. Da aber deisprrozess des Basisguts un-
ter dem physikalischen Malf3 ein (lokales) Martingal daltstehnn das physikalische Maf3
als (subjektives) Preismal3 aufgefasst werden, auch wehnkiar ist, dass dieses mit dem
Marktmalf3 tbereinstimmt. Daher werden bei der Diskusseridbdelle auch Aspekte dis-
kutiert, die im engeren Sinne nicht der physikalischen \&ledfehorig sind.

1.4.2 Das Modell von Bates (1996)

Bates (1996) erweitert das Modell von Heston (1993) daltiagd, dass er dem Rendite-
prozess einen zusammengesetzten Poisson-Prodess-orm

Nt
2= ZXk (1.75)
k=1
additiv hinzufugt:
t t
Zy = / (1 + dys) ds + / Vs AW + 2z, (1.76)
0 0
dys = K(n—y)dt + a\/ydW,, (1.77)

wobei N ein Poisson-Prozess mit Intensitést und( Xy )xen+ fur eine Folge unabhangiger,
identisch mit Erwartungswest und Varianz£? normalverteilter Zufallsvariablen steht. Die
Sprunghodhen von, bedingt auf das Ereignis, dass tatsachlich ein Sprungegorsind also
mit diesen Parametern normalverteilt. B&in reiner Sprungprozess ist, istutomatisch
unabhangig von den Standard-Wiener-Prozesgennd IW. Das Lévy-Khintchine-Tripel
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des zusammengesetzten Poisson-Prozessegegeben durch

(x

= ) F*(dx z it F*(dx) = a ex —_7X>2 T
(’92—(/Rh()F(d ),O,F)mltF(d) W p{ 262 }d. (1.78)

Das Modell von Bates (1996) kann auch als Verallgemeinedexy Sprung-Diffusions-
Modells von Merton (1976) aufgefasst werden. Es erweitastiodell von Merton (1976)
namlich gerade um die stochastische Volatilitat in Foimegs CIR-Prozesses. Analog zu
Heston (1993) leiten Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.@ charakteristische Funk-
tionvonZ;, = In (i) in geschlossener Form her, was aufgrund der affinen Straletsir

So
Modells moglich ist. Somit kann die Fourier-Methode vorriC& Madan (1999) benutzt

werden, um Optionspreise zu bestimmen. Cont & Tankov (208d%chnitt 15.2., beto-
nen, dass die Spriinge des zusammengesetzten Poissesdeodie Struktur der implizi-
ten \Volatilitaten der kurzlebigen Optionen erklaremhkén, wohingegen die stochastische
Volatilitat und der durch die Korrelation der Standardewer-Prozesse mitbericksichtigte
Leverage-Effekt zu einer realistischen impliziten VdItitsstruktur der langer laufenden
Optionen fuhren. Da der zusammengesetzte Poisson-Braresder stochastische \Vola-
tilitatsprozess unabhangig sind, besteht die Mogkttidie Springe des Modells an die
Preise der Optionen mit kurzer Laufzeit und davon unabigadig Parameter der stocha-
stischen Volatilitat und den Korrelationsparameter anRlieise der Optionen mit langerer
Laufzeit anzupassen. Diese Art zu kalibrieren, ist zwahinaptimal, fuhrt aber zu plausi-
blen und realistischen Parametern, wohingegen eine simaiKalibrierung aller Parameter
mittels einerKleinste-Quadrate-Methodait einer nicht konvexen Zielfunktion einhergeht,
so dass man unter Umstanden in einem lokalen Minimum méalistischen und extremen
Parametern terminiert.

1.4.3 Das Modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b)

Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) schlagen ein Moda) kei dem der quadrierte sto-
chastische Volatilitatsprozess Spriinge aufweist. élleseines CIR-Prozesses verwenden
sie einen Lévy-getriebenen Ornstein-Uhlenbeck-Prozesslodellierung der quadrierten
stochastischen Volatilitat:

t t

Z = [nrbpoyds+ [ i o, (1.79)
0 0

dy, = k(n—y)dt + dz. (1.80)

Dabei sind< > 0, > 0 undy, 6, o reelle Konstanteny, ein positiver Startwert und ein
Lévy-Prozess ohne Brownschen Anteil, mit nichtnegateft und positiven Spriingen,
vgl. auch Beispiel 1.25. Das Lévy-Khintchine-Tripel desvi-Treibers: ist von der Form

9z = (kb*(h), 0, k). Der Subordinatot ist also automatisch unabhangig von dem Stan-
dard -Wiener-Prozedd/, infolgedessen der Leverage-Effekt mittels des Tesmen (1.79)
abgebildet wird. Der Parameteiist aus Griinden notationeller Kompatibilitat zu Barritior
Nielsen & Shephard (2001b) in die Charakteristik vwoaingefuhrt worden. Diese model-
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lieren namlichdz,, anstelle voniz in (1.80) mitdz = (b%(h),0, F), da dann die Rand-
verteilung des Ornstein-Uhlenbeck-Prozegsesht von dem Parameterbeeinflusst wird,
soferny stationar ist. Dann liegen die Dynamik und die Verteilueg guadrierten Volatilitat
y getrennt parametrisiert vor, was mehr Flexibilitat dudenWahl der Parameter impliziert.
Mithilfe der Regel der partiellen Integration zeigt manssla

t
wo= (1= )k [ as, (1.81)
0

Losung der stochastischen Differentialgleichung (1.80) Wegeny, > 0 ist der \Vola-
tilitatsprozess stets positiv. Zur Existenz eines stétien Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses
der Form (1.81) mit gegebenselbst-zerlegbarerindimensionaler Randverteilung sei auf
Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), Satz 1, und auf Stdai(2003), Bemerkung 5.2,
verwiesen. D& = (%)icr, , definiert durchz, := 2z, + snt ein Lévy-Prozess mit Tripel
(k(b%(h) 4+ 1),0, KE#) ist, kann Gleichung (1.80) zur Modellierung der quadrieielati-
litat ohne Beschrankung der Allgemeinheit durch

dy; = —RKy_dt + dz. (1.82)
ersetzt werden.

Definition 1.26 Seim ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf déRi. Es wird selbst-zerlegbar
genannt, falls zu jedem> 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf3. existiert mit

m(u) = m(c u)my(u), u € R, (1.83)
wobeim undim, die Fouriertransformierten von bzw. m, bezeichnen.

Man beachte, dass jede selbst-zerlegbare Verteilung aoehdlich teilbarist, vgl. Sato
(1999), Proposition 15.5. Zu jedem Lévy-Khintchine-Hiipxistiert eine unendlich teilbare
Verteilung, und umgekehrt. Der nachste Satz liefert hatmende und notwenige Bedingun-
gen dafur, wann eine unendlich teilbare Verteilung seflestegbar ist.

Satz 1.27 Sei F' das Levy-Mal} einer unendlich teilbaren Verteilung auf R. Dann sind
aquivalent:

(i) m ist selbst-zerlegbar.
(i) Die FunktionenR, 3 s — F ((—o0, —€®]), R, 2 s +— F ([e®, o)) sind konvex.

(iii) Das Lévy-MaRRF' hat eine levy-Dichtep, d.h. F(dz) = ¢(z)dz, derart, dass die
Abbildungz — |z|p(z) auf(—oo, 0) wachsend und auf), co) fallend ist.

Falls ¢ differenzierbar ist, kann die notwendige und hinreicheBaelingung (ii) auch in
der Form

geschrieben werden, wobBj; den Ableitungsoperator bezeichnet.
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BEWEIS. Vgl. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001a), Satz 4.1. O

Dieser Satz ist insofern wichtig, als zu einer gegebenediriensionalen Verteilung
D genau dann ein stationarer Ornstein-Uhlenbeck-Proz2igsRrozess) der Form (1.81)
existiert mit eindimensionaler Randverteilufy wennD selbst-zerlegbar ist. Ein solcher
Prozess wird dann auch a@%OU-Prozess bezeichnet. Die Stationaritat ydmesagt hier,
dassy; fur jedest > 0 die VerteilungD besitzt, soferny, gemalD verteilt ist. Da im
Rahmen dieser Arbei#, als trivial angenommen wird, schwacht sich die Statidatda-
hingehend ab, dagg in Verteilung furt gegen Unendlich gegel geht. Bezeichnet? die
kumulantenerzeugende Funktion der selbst-zerlegbameiMag D, definiert durch

/ e D(dx) = ¥ ),
0

so liefert
V¥ (u) = uD1¥® (u) (1.85)

den Zusammenhang zur kumulantenerzeugenden Funktionat#Bzierten Subordinators
7 := k12 Ist die Dichtep? des Lévy-Males der selbst-zerlegbaren VerteilDrdjfferen-
zierbar, ist das Lévy-Mal3 des modifizierten Subordinaiayegeben durch

F*(dz) = F*(dz) = —¢P () — xD1P(z), (1.86)

vgl. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), Abschnitte @rid 2.2. Da das stochastische
Volatilitatsmodell von Barndorff-Nielsen & Shephard (D) ebenfalls affin ist, kann man

erneut die charakteristische Funktion der Log-Rendienr= In (%) explizit berechnen
und damit mittels der Fourier-Methode von Carr & Madan (1)999tionspreise bestim-
men. Cont & Tankov (2004), Beispiel 15.2, weisen auf die imdatRolle des Korrelations-
koeffizienteno im Modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) hin. BRenditepro-
zess springt nur dann, wenn der quadrierte Volatilit@isgess einen Sprung aufweist. Diese
Sprunge werden mit dem Parameteskaliert, infolgedessen dieser die Intensitat Sesle-
Effektsfestlegt. Gleichzeitig beschreibt er die Korrelation zvhisn Rendite- und quadrier-
tem \olatilitatsprozess, die die Asymmetrie d&siles d.h. den sogenannteSkew-Effekt
fur alle Laufzeiten festlegt. Entweder sind also 8mmilesstark ausgepragt und gleichzei-
tig sehr asymmetrisch (im Fadl # 0) oder dieSmilessind auf3erst flach und symmetrisch
(im Fall o = 0). Durch diese eingeschrankte Flexibilitat bei der Kaéhung von Spriingen
und Volatilitat erzeugt man lediglich nicht hinreicherghlistische implizite Volatilitats-
strukturen. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) haberr®iahnlichen Effekt hinsicht-
lich der Autokorrelationsstruktur der Volatilitat festgtellt. Diese wird nur unzureichend
von einem einzelnen OU-Prozess wiedergegeben. Die Idemlr, fur unterschiedliche
Laufzeiten unterschiedliche OU-Prozesse heranzuziehéwliese als Bestandteil des Ren-
diteprozesses linear zu kombinieren. Dies fuhrt zu denesagnterSuperpositionsmodell
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von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b):

t t "
Z, = / (1 + by, ) ds +/ Vi AW+ 3 0z, (1.87)
0 0 k=1
wo= > ), (1.88)
k=1
dy™ = k(g —y)dt +dP k=1, ., (1.89)

mit Konstantenyy, ..., n1,...10, > 0,K1, ...k, >0, u, 6 undpy, ... o,, €inem Standard-
Wiener-Prozes® und eineniR” -wertigen Lévy-Prozess= (=), ..., z("), dessen Kom-
ponenten unabhangige Subordinatoren sind. Gemal K{REO6) ist das Superpositions-
modell affinin(y™, ... 4™ 4, Z). Das in Kapitel 3.1 folgende allgemeine affine stochasti-
sche \olatilitatsmodell kann dahingehend erweitert wardlass auch das Superpositions-
modell ein Spezialfall davon ist. Das lauft darauf hinalgst die Dimension des quadrierten
Volatilitatsprozesseg zu erhohen. Aus Grunden der Einfachheit und Klarheit gbdr in
dieser Arbeit darauf verzichtet werden. Es werden nur afitnehastische Volatilitatsmo-
delle mit eindimensionaler Volatilitat betrachtet.

Im nachsten Abschnitt sollen nun noch Vertreter der zwekésse von affinen sto-
chastischen Volatilitatsmodellen vorgestellt werdesi, denen die Marktaktivitat in Form
der Geschwindigkeit von Kursanderungen gemessen windwesentliche Gedanke ist, die
Zeit stochastisch zu transformieren. In Zeiten hoher Mak#tund Marktaktivitat lauft die
Zeit schneller, in Zeiten niedriger Volatilitat entsphend langsamer. Monroe (1978) hat
gezeigt, dass jedes Semimartingal als Brownsche Bewegunigr(Umstanden auf einem
entsprechend erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum @ef)raeschrieben werden kann, die
zu einer zufallig transformierten Zeit ausgewertet Widae transformierte Zeit wird auch als
Handelszeitwfgefasst. Anstatt die Zeit in Form von kalendarischenesigheiten zu erfas-
sen, wird sie in Form des kumulierten Transaktionsvolungamessen, vgl. Clark (1973).
Geman & Ané (1996) haben in einer empirischen Studie andas&&P 500-Futures-Index
nachweisen konnen, dass die Eine-Minute-Renditen it$téan MalRe nicht-normal sind,
wohingegen die pro Handelseinheit gemessenen Renditenaharteilt sind. Schoutens
(2003), Kapitel 7, motiviert die Zeittransformation im Kent von stochastischen Volati-
litatsmodellen mit der Skalierungseigenschaft der Breotyen Bewegung: Weni eine
Brownsche Bewegung ist, dann ist auth= (Wt)tzo, definiert durcﬁﬂv@ = cWye2, fur je-
desc # 0 eine Brownsche Bewegung, ddnderungen in der Skalierung kénnen auch durch
Anderungen in der Zeit ausgedriickt werden. Fiir konssanté 0 konnte man also in Ver-
teilung stattaWt aucthOt o2 ds schreibenUbertragt man diese Tautologie formal ungenau
auf die Situation, in der der konstante Volatilitatspaedeno durch einen stochastischen
\olatilitatsprozess der Forryy ersetzt wird, so entsprechen stochastisshderungen der
\olatilitat einer stochastischen Transformation derttZei
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1.4.4 Die Modelle von Carr et al. (2003)

Carr et al. (2003) gehen von Modellen aus, bei denen der Wmagpreisprozess in der ri-
sikoneutralen Welt von der Forh = Sy exp{Z} ist, wobeiZ ein Lévy-Prozess ist, der nur
aus Sprungen besteht. Der Fit der impliziten Volatiétébei fester Falligkeit ist akzeptabel,
wohingegen dieser bei variabler Falligkeit aufgrund des tévy-Prozess-Modells imma-
nenten Homogenitat unzureichend ist. Carr et al. (2008blgeen daher das Ziel, diese Art
von Lévy-Modellen so zu erweitern, dass die zeitliche mlbgenitat der impliziten Volati-
litaten besser abgebildet wird. Gleichzeitig sollen dibfodelle die u.a. von Engle (1982),
Heston (1993), Bates (1996) und Barndorff-Nielsen & Shegp(2001b) empirisch nachge-
wiesenen \olatilitatscluster und stochastische Votatiberucksichtigen. Hier muss ange-
merkt werden, dass Carr et al. (2003) Argumente der rislkmaken Welt und Argumente
der wirklichen Welt miteinander vermengen. Wie in der v@gknden Einleitung kann die-
se Vermengung dahingehend im weiteren Sinne bereinigtemethss man annimmt, dass
S unter P ein (lokales) Martingal ist, vgl. Annahme 1.9, u#tlals subjektives Preismalf}
fungiert (obwohl nicht klar ist, dass dieses mit dem Markiiiaereinstimmt). Cont & Tan-
kov (2004), Abschnitt 15.5, bemerken, dass bei ModellerLgny-Prozessen mit endlicher
Aktivitat es realistischer sei, wenn man den Lévy-Prezaa® eine Diffusionskomponente
erweitert. Im Folgenden wird daher von Lévy-ProzessenSpitingen und optionaler Dif-
fusionskomponente ausgegangen. Die kalendarische 4Zeltre¢ sich dadurch aus, dass
sie stetig voranschreitet. Modelliert man nun die Hand#sz = (Y})cr, in Form einer
Zeittransformation, so sollte diese ebenfalls diese Egeaften besitzen. Eine Moglich-
keit, dies zu gewahrleisten, besteht darin, die Handilai® Zeitintegral eines positiven
stochastischen Prozesses abzubilden:

t
Yt=/ Ys— ds. (1.90)
0

Dabei sind der CIR-Prozess (1.74) und der Lévy-getrielt@deProzess (1.80) zwei kano-
nische Kandidaten zur Modellierung vgnda diese fast sicher strikt positiv sind. Fasst man
Y als kumuliertes Handelsvolumen auf, gemessen in Tramsakt| so kanpy als Handels-
intensitat bzw. momentane Handelsaktivitat, gemessdinansaktionen pro kalendarischer
Zeiteinheit, interpretiert werden. Durch die zufalligei#@ransformation wird die Volatilitat
stochastisch abgebildet. Zudem werden Volatilitatseluaufgrund der Mean-Reverting-
Eigenschaft des Handelsintensitatsprozesses wieddygagDas integrierte CIR-Zeittrans-
formationsmodell von Carr et al. (2003) ist gegeben durch

Zy = Xy, + oy — yo) + put, (1.91)
dY, = ydt, (1.92)
dy, = k(n—y)dt + ay/y,dWy, (1.93)

wobeiyy, x,n > 0, @ > 0 undp, o € R als konstant angenommen werdéiber den
Lévy-ProzessX, der unabhangig vom Standard-Wiener-ProZéssei, werden Spriinge
im Aktienkursverlauf erklart. Da der Lévy-Proze&sund der Standard-Wiener-Prozégs
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auf unterschiedlichen Zeitskalen leben, kann der LeveEdfgkt nicht dadurch abgebildet
werden, dass maN und W abhangig modelliert. Daher fuhrt man in der Modellierulsy
Log-RenditeZ, den Termpo(y; — yo) ein. Das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell
kann als Verallgemeinerung des Modells von Heston (1998)edasst werden, wie man
spater sehen wird. Wahlt max als Wiener-Prozess mit entsprechender Drift und Diffusi-
onskomponente, erhalt man die Dynamik des Modells vondthegit993) bis auf eine Re-
skalierung der quadrierten Volatilitat Alternativ kann der Handelsintensitatsprozess auch
mittels eines Lévy-getriebenen OU-Prozesses (1.80)mloge werden, was dem integrier-
ten OU-Zeittransformationsmodell entspricht:

Zy = Xy, +ozm+ut, (1.94)
dYy =y dt, (1.95)
dy; = —ky;_dt +dz, (1.96)

wobei der Subordinatar mit Tripel (kb (h), 0, xF'*) unabhangig vom Lévy-Prozesssei,
und i, x und o reelle Konstanten bezeichnen. Der Tesm bildet den Leverage-Effekt ab.
Wie im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell wirgksbeziiglich ein solcher zusatz-
licher Ausdruck bendtigt, da die Lévy-Prozesseund = auf unterschiedlichen Zeitskalen
leben. Wahlt man hiek als Brownsche Bewegung mit geeigneter Drift und Diffuskors-
ponente, so reduziert sich die Dynamik des integriertendeittransformationsmodells auf
die Dynamik des Modells von Barndorff-Nielsen & Shephar@Q®b). Man beachte, dass
die Abhangigkeitsstruktur von Kursanderungen émdlerungen in der Volatilitat sehr spe-
ziell ist im vorliegenden Modell: ein Sprunyyz; in der Handelsaktivitat fihrt exakt zu einer
Anderung der Log-Rendit&; in Hohe vonpAz,. Kallsen (2006), vgl. Abschnitt 4.7, hat
das Modell dahingehend verallgemeinert, dass die HohAdeerung der Log-Rendite bei
einem Sprung der Handelsaktivitat variabler und der Lagersomit flexibler ist. Die Idee
ist, einen dritten Lévy-Prozess einzufiihren derart, das§, X und z unabhangig sind,
den Lévy-ProzesX mittels = zu subordinieren im Sinne von Bochner (1949), vgl. dies-
bezuglich auch Sato (1999), Kapitel 6, und den Leverageibe durch den subordinierten
ProzessX,, der wieder ein Lévy-Prozess ist, zu ersetzen:

Zt = XYt + Xzz + Mtv (197)
dY, = y,_di, (1.98)
dyy = K(n—y-)dt + dz, (1.99)

wobeix,n > 0 undp € R Konstanten bezeichnen. Hierbei wird angenommen, dass der
Subordinator Summe seiner Spriinge ist, d.h. dass das Lévy-Khintchiipe! von z von
der Form(xb®(h), 0, k) ist mitb*(h) = [, h(z) F*(dz). Der Lévy-Prozess(. andert
sich zwar nur dann, wenn siehverandert, doch ist die Hohe der Inkremefite— X nicht
notwendigerweise perfekt korreliert mit der Hohe der grkentez; — z, fir 0 < s < ¢. Die
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Korrelation der Inkremente ist gegeben durch

kOfP[th — Xzsa 2 — 2

5 Ep[X
= korp[X,, .,z = p[Xi]/varp[z]

\/E% (X ]varp[z1] 4 varp[ X1 Ep[21]

. (1.100)

wobei X;, z; € L? unterstellt wird. Der Spezialfalk, = ot, t > 0, entspricht dabei wie-
der dem klassischen integrierten OU-Zeittransformatiwogell, in demX., — X.. und

2z — zs perfekt korreliert sind. Im Folgenden wird nur noch die datie mit dem fle-
xiblen LeverageternX ., betrachtet, welche im Rahmen dieser Arbeit als integse@it)-
Zeittransformationsmodell bezeichnet wird. Man beaatiss in Gleichung (1.99) die Ein-
fuhrung des Mean-Reverting-NiveagsSinn macht, da die zugehorige Drift aufgrund der
Einschrankung, dass der Subordinator Summe seiner §préi) nicht Bestandteil des Sub-
ordinators sein kann. Das Modell (1.97) - (1.99) ist somiieeechte Verallgemeinerung der
urspringlichen Version (1.94) - (1.96) von Carr et al. (200n der Praxis ist lediglich der
Preisprozess beobachtbar, so dass es plausibel ist, @agagtunde liegende Filtrierung
vom Preisprozess bzw. aquivalent dazu von dem Prozess der Log-Renditesrzeugt
wird. Aufgrund der Stetigkeit der Zeittransformatidnist es moglich, die kumulierte Han-
delszeitY und die Handelsaktivitay vom Pfad der Log-Rendite zu rekonstruieren,
falls der Lévy-ProzesX nicht gerade ein zusammengesetzter Poisson-Prozessigstjel
Handelsaktivitat, die Entsprechung der quadriertentilild, ist an die kanonische Filtrie-
rung des Prozesses der Log-Rendifemdaptiert, vgl. Winkel (2001), Satz 1, und Kall-
sen (2006), Abschnitt 4.8. Sowohl in den allgemeinen Zeigformationsmodellen, bei
denen der Lévy-Prozess nicht naher spezifiziert wird, als auch im allgemeinen eaffin
stochastischen Volatilitatsmodell wird man jedoch spérdern missen, dass die Filtrie-
rung von der Handelsaktivitat und den Log-Renditeiy erzeugt wird. Da die betrachte-
ten Zeittransformationsmodelle affin sind und man in dieiercharakteristische Funktion
der Log-Renditen explizit bestimmen kann, kdonnen auch rigels der Fourier-Methode
Optionspreise berechnet werden. Cont & Tankov (2004), Abisic15.5, bemerken, dass
die Verteilung der kumulierten Handelszeit im integriar@R-Zeittransformationsmodell
der im integrierten OU-Zeittransformationsmodell sehnl&ch ist, wenn der OU- und der
CIR-Prozess die gleiche Korrelationsstruktur und dieajleistationare Verteilung aufwei-
sen. Der CIR-Prozess besitzt eine Gamma-Verteilung al®séae Verteilung (im abge-
schwachten Sinne, dagsin Verteilung furt gegen Unendlich gegen eine Gamma-Vertei-
lung geht, vgl. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.1.2), sassl der entsprechende OU-
Prozess ein Gamma-OU-Prozess sein sollte.Aielichkeit der Verteilungen der kumu-
lierten Handelszeiten ist insofern bemerkenswert, alsTdigektorien des CIR-Prozesses
und des Gamma-OU-Prozesses sehr verschieden sind. Adfdeni@hnlichen Verteilungen
der kumulierten Handelszeiten ahneln sich die implizifelatilitatsstrukturen im integrier-
ten CIR-Zeittransformationsmodell und im entsprechendiEgrierten OU-Zeittransforma-
tionsmodell. Eine Frage wird also auch sein, ob es, im Gegermir Optionsbewertung,
beim varianz-optimalen Hedging sehr wohl einen Unterstimeacht, ob man die Han-
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delsintensitat mittels eines CIR-Prozesses oder miiaklss OU-Prozesses modelliert. Die
Zeittransformationsmodelle scheinen auf jeden Fall flexibnnd allgemeiner zu sein als
die meisten stochastischen Volatilitatsmodelle deeerkiategorie, bei denen der konstante
Volatilitatsparameter im Black-Scholes-Modell durchen stochastischen Prozess ersetzt
wird. Die Zeittransformationsmodelle umfassen beispielse die affinen Modelle von He-
ston (1993) und Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) aksz&ifalle.

Nachdem nun die wichtigsten Beispiele fur affine stoclsabg Volatilitatsmodelle vor-
gestellt wurden, die den Modellrahmen der Arbeit bildenwelchem das Problem des
varianz-optimalen Hedgens einer moglichst explizitammarisch leicht auswertbaren Lo-
sung zugefuhrt werden soll, wird im letzten Abschnitt éedapitels das gedankliche
Gerust der Arbeit kurz skizziert.

1.5 Aufbau der Arbeit

Semimartingalcharakteristikesind aus dreierlei Grinden fur die vorliegende Arbeit we-
sentlich. Sie fungieren als Beschreibungswerkzeug zumibief des allgemeinen affinen
stochastischen Volatilitatsmodells und konnen in eirsgraziellen Modell zu dem Zweck
herangezogen werden, zu entscheiden, ob dieses spezaidINffin ist. Zudem erweisen
sich die Charakteristiken als au3erst nuitzlich bei dee8&nung von Spitzklammerprozes-
sen, die wiederum zentral zur Bestimmung der GKW-Zerlegumdydamit zur Losung des
Problems varianz-optimalen Hedgens im Martingalfall sirgl. (1.24) - (1.26).

In Kapitel 2 werden die wichtigsten Definitionen und Satze bezigliem&nartingal-
charakteristiken zusammengestellt. Zur Definition der iG@rtingalcharakteristik ist der
Begriff desKompensatorgirundlegend. Allgemein und grob gesprochen ist der Kompen-
sator eines Prozesses zunachst etwas, das vorhersehirad @as die nicht notwendiger-
weise positive Abweichung dieses Prozesses von einemeilokdhrtingal angibt. So ein
Objekt muss nicht zwingend fur jeden Prozess existiersnv&den zunachst die eindeutig
existierenden Kompensatoren von Spezialsemimartingsdéniert. Zudem wird ein Kom-
pensatorbegriff fur bestimmte Zufallsmal3e eingefidf dieser Grundlage wird fur jedes
Semimartingal die bis auP-Nullmengen eindeutig existierend@egrale Semimartingal-
charakteristikdefiniert. Im Anschluss daran wird auf eine Version diesear@kteristik ein-
gegangen, die jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig igtdle integrale Charakteristik
absolut stetig, was in den meisten Anwendungen der Fakasgxistiert aber eine solche
bis auf P ® A-Nullmengen eindeutige Version, welche dlfferentielle Semimartingalcha-
rakteristik bezeichnet wird. Diese Bezeichnung geht auf Kallsen (2@06)ck, vgl. dort
Abschnitt 2.Aquivalente Charakterisierungen integraler und difféiedter Charakteristi-
ken werden angegeben. Diese suggerieren, dass diffédle@amimartingalcharakteristi-
ken dahingehend eine Art Verallgemeinerung von Lévy-kdiime-Tripeln sind, dass diese
zusatzlich zufallig und zeitabhangig sind. Das Lévigiitchine-Tripel ist in der Tat gerade
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die differentielle Charakteristik des entsprechenderytRrozesses, und ein Semimartingal
ist genau dann ein Lévy-Prozess, wenn das Semimartingaldsterministische und zeit-
lich konstante differentielle Charakteristik besitzt,eddiese dann dem Lévy-Khintchine-
Tripel entspricht. In diesem Sinne kann die differenti€llearakteristik eines beliebigen
Semimartingals (mit absolut stetiger integraler Chanddti&) als lokales Lévy-Khintchine-
Tripel aufgefasst werden. Kallsen (2006) weist auf denageat Zusammenhang zwischen
Ableitungen linearer und beliebiger deterministischeml&ionen hin. Ein weiterer zentra-
ler Satz wird angefuhrt, der die Verbindung zwischen aimmerprozessen der Kompo-
nenten des lokal quadratisch integrierbaren lokalen Maalanteils eineg-dimensionalen
lokal quadratisch integrierbaren Semimartingals und dexgralen Charakteristik dieses
Semimartingals herstellt.

Die Klasse der Semimartingale ist stabil unter zahlreicheamsformationen. Beson-
ders relevant sind dabei in dieser Arbeit die TransfornmatiomittelsC2-Abbildungen und
stochastischer Integration sowie Zeittransformatiofk@nner zu nennen, aber in dieser Ar-
beit nicht von vordergrindigem Interesse, sind die Tramsétionen mittels absolut stetiger
Mal3wechsel, Stoppen und Lokalisieren. Es werden Regelegabgn, welche Gestalt die
differentiellen Charakteristiken der transformiertenmwartingale besitzen. Diese Klas-
se von Rechenregeln bildet den sogenanSemimartingalcharakteristikenkaik Die Re-
chenregel, die die Charakteristik eines Semimartingajgoddas aus einer Semimartingal-
transformation mittels einef?-Abbildung hervorgeht, korrespondiert zu einer 1to-Fetm
auf der Ebene von Charakteristiken. Die zentralen Prozesdieser Arbeit sind der qua-
drierte Volatilitatsprozesg und der Log-Rendite-Prozegsdes Underlyings. Man beachte,
dass der Preisprozegsdes zu hedgenden Derivats einer Linearkombination vorsphei
zessen einfacher Derivate (im Sinne von Abschnitt 1.2)peiadst. Die Auszahlung eines
einfachen Derivats ist definitionsgemal eine komplexemntes Underlyingkurses zur
Falligkeit, d.h. dieC-wertige Auszahlungsfunktion hat die GestAlt:) = z*, z € C. Die
Auszahlungsstruktur ist gerade dergestalt, dass der dugetPreisprozess(z) zu jedem
Zeitpunkt einer verallgemeinerten bedingten charakiecisen Funktion der Log-Rendite
an der Stelle: entspricht. Aufgrund der affinen Struktur des zugrundeslinelgn stochasti-
schen Volatilitatsmodells kann diese bedingte charadtische Funktion analytisch berech-
net werden. Der resultierende PreisproZ€gs) ist eine deterministisch€?-Funktion der
quadrierten Volatilitay und der Log-Rendite, infolgedessen auch hier die Prozegssd
7 wesentlich sind. Wie man anhand der Beispiele affiner Mdgktsmodelle in Abschnitt
1.4 sehen kann, sind der quadrierte Volatilitatsprozeasd der Log-Rendite-Prozess
Transformationen von Lévy-Prozessen. Man beachte ddags, der Identitatsprozess auch
ein Lévy-Prozess ist. Die differentiellen Charaktekisti von Lévy-Prozessen, das sind ge-
rade die Lévy-Khintchine-Tripel, sind in der Regel bekiaridiese Charakteristiken sind
zudem von besonders einfacher Gestalt, da sie determagtigind und nicht von der Zeit
abhangen. Ausgehend von diesen einfachen Charaktend¢dnn die gemeinsame Charak-
teristik vony und Z mittels des Semimartingalcharakteristikenkalkiils blenet werden.
Dies ist bei defJberpriifung, ob ein Modell affin ist, von groRRer Relevanz.
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In Kapitel 3 wird in Form der gemeinsamen absolut stetigen integralearditeristik von
quadrierter Volatilitaty und Log-RenditeZ dasallgemeine affine stochastische Voladiti-
modelleingefuhrt, das sowohl den Leverage-Effekt mitberiaksgt als auch Spriinge im
Preisprozess des Underlyings und in der Volatilitat gsiaEbenso schliel3t das allgemeine
Modell die Mean-Reverting-Eigenschaft der Volatilitaitrein, die fur das Abbilden von
Volatilitatsclustern bedeutsam ist. Die differentigllbarakteristik des affinen Modells wird
durch zwei Lévy-Khintchine-TripeR2-wertiger Lévy-Prozesse erzeugt. Aufgrund der af-
finen Struktur kann digemeinsame bedingte charakteristische Funktion von qesder
Volatilitat und Log-Renditangegeben werden, die eine exponentiell affine Gestaltan qu
drierter Volatilitat und Log-Rendite besitzt und die besnht werden kann, indem ein Sy-
stem verallgemeinerter Riccati-Differentialgleichunggelost wird. In diesem Zusammen-
hang sei auf Duffie et al. (2003) verwiesen, die die allgem&imeorie affiner stochastischer
Prozesse entwickelt und deren Bedeutung in der Finanzmatiteaufgezeigt haben. Fili-
povic (2005) hat diese Theorie noch dahingehend erwgdass die Parameter der affinen
Struktur von der Zeit abhangen durfen. Diese Verallgaerweing wird jedoch in der vorlie-
genden Arbeit nicht bendtigt. Im Anschluss an die Bestimghder gemeinsamen beding-
ten charakteristischen Funktion von quadrierter Voltilind Log-Rendite wird ein System
von Pramissen aufgestellt, unter denen das Problem desmzaoptimalen Hedgens (1.22)
gelost werden kann. Abgesehen von der Voraussetzungdaa8siszahlungsfunktion eine
Integraldarstellung der Form (1.41) hat, vgl. Annahme v&€&rden im Wesentlichen Regu-
laritatsbedingungen an die Losungen der verallgemendRiccati-Differentialgleichungen
gestellt und Integrierbarkeitsbedingungen bezigliaH.éey-Mal3e gefordert, die Bestand-
teile des Kompensators des Mal3es der Spriinge von quadieftatilitat und Log-Rendite
sind. Ferner benotigt man Bedingungen hinsichtlich derakieristischen Exponenten der
Lévy-Prozesse, die die differentielle Charakteristil ddodells erzeugen, um zu gewahr-
leisten, dass der Preisprozess des Underlyings ein lokiesngal ist. Unter Verwendung
der Integraldarstellung der Auszahlungsfunktion und @éoiglerten Regularitatsbedingun-
gen hinsichtlich der Losungen der verallgemeinerten &ieDifferentialgleichungen wird
gezeigt, dass der Preisprozess des betrachteten Degraigjesprochen, ebenfalls eine Li-
nearkombination der Preisprozesse der einfacheren DeriveSinne von Abschnitt 1.2 ist.
AulRerdem wird bewiesen, dass alle diese Preisprozesseatjsal integrierbare Martinga-
le sind.

In einem zweiten Abschnitt werden zunachst die zentral@zeSformuliert, die die
Losung des Problems varianz-optimalen Hedgemsallgemeinen affinen stochastischen
\olatilitatsmodell beinhalten. Sowohl fur darianz-optimale Hedgingstrategeds auch
fur denminimalen erwarteten quadratischen Hedgefemed eine Integraldarstellung her-
geleitet, die eine effiziente Auswertung mittels numerggdhtegration ermaoglicht. Grund-
legend fur die Losung des Problems varianz-optimalergded im vorliegenden Martingal-
fall ist die GKW-Zerlegungles Preisprozesses des zu hedgenden Derivats, vgl. Satz 3 un
Theorem 10 in Schweizer (1994). Die Herleitung der variapimalen Hedgingstrategie
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unterteilt sich in zwei grol3e Teile. Im ersten Teil wird dasiem fur ein einzelnes einfa-
ches Derivat mit Auszahlungsfunktioiiz) = 2*, z € C, betrachtet. Da der Underlying-
kurs S und der Preisprozeds(z) des einfachen Derivats deterministiseft&Funktionen
der quadrierten Volatilitat und der Log-Rendite sind, kater I1to-Kalkil fur Semimartin-
galcharakteristiken verwendet werden, um die gemeinsdifieehtielle Charakteristik des
UnderlyingkursesS und des Preisprozess&gz) des einfachen Derivats zu bestimmen.
Damit konnen die Spitzklammerprozesse S) und (V(z), S) ermittelt werden, was der
Schlussel zur GKW-Zerlegung vdni(z) bezuglichS ist. Die Bezeichnung eines einfachen
Derivats ruhrt also daher, dass in diesem Fall die GKWetprhg des Preisprozesses ex-
plizit bestimmt werden kann. Im zweiten Teil des Beweisesskaiert man aus der GKW-
Zerlegung vonV/ (z) die GKW-Zerlegung des Preisprozessdésies urspringlich betrach-
teten Derivats. D&” grob gesprochen eine Linearkombination der einfacherspi@zesse
V(z) ist und die GKW-Zerlegung einer Orthogonalprojektion eritht, was ebenfalls ei-
ne lineare Operation ist, liegt es nahe, dass die GKW-ZengyonV gerade eine solche
Linearkombination der GKW-Zerlegungen vf(z) fur verschiedene < C ist. Die Her-
leitung des minimalen erwarteten quadratischen Hedgafehdie ebenfalls wesentlich auf
der linearen Zerlegung des zu hedgenden Derivats und deem@fftruktur des allgemeinen
\olatilitatsmodells ful3t, beschliel3t das Kapitel.

In Kapitel 4 wird das Problem des varianz-optimalen Hedgens in denratigeen und
flexiblen Zeittransformationsmodellen von Carr et al. @#énalysiert, vgl. Abschnitt 1.4.4.
Mittels des Semimartingalcharakteristikenkalkuls wdid gemeinsame Charakteristik von
Handelsaktivitaty und Log-RenditeZ im integrierten OU-Zeittransformationsmodell und
im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell beredhim@bei ist zu beachten, dass auf-
grund der Zeittransformation unterschiedliche Zeitskabeistieren. Hier gilt es, die Filtrie-
rungen sauber zu definieren. Es wird gezeigt, dass dieaasftyrmierte Filtrierung gerade
die kanonische Filtrierung der Handelsaktivigatnd der Log-Rendite ist. Anhand der ge-
meinsamen Charakteristik von Handelsaktivitahd Log-Rendit& in den Zeittransforma-
tionsmodellen erkennt man, dass diese Spezialfalle dgsna¢inen affinen stochastischen
Volatilitatsmodells sind, das in Kapitel 3 eingefuhrtnden ist. Durch Spezialisierung der
allgemeinen Resultate in Kapitel 3 erhalt man somit diedrdldarstellungen der varianz-
optimalen Hedgingstrategie und des minimalen erwartetexdigtischen Hedgefehlers im
integrierten OU-Zeittransformationsmodell und im iniegien CIR-Zeittransformtionsmo-
dell. Insbesondere werden die Lévy-Khintchine-Tripet ddgemeinen Modells bestimmt
und das korrespondierende System der verallgemeinertmatRDifferentialgleichungen
gelost. Dabei werden die allgemeinen Voraussetzungeartdauf die spezielle Modellsi-
tuation Uibertragen, dass alle Annahmen in Form der Modedlpeter ausgedrickt werden,
wobei die Zunahme an Konkretheit auf der Modellebene damutgéwird, die Komplexitat
der Pramissen zu reduzieren. Die resultierenden Vortaissgen sind allesamt dergestalt,
dass sie einfach Uberprift werden konnen. In einemdet2tbschnitt werden zwei nume-
rische Beispiele betrachtet, die verdeutlichen, wie ledik theoretisch deduzierten For-
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meln fur den varianz-optimalen Hedge und den dazugebidrgehler ausgewertet werden
konnen. Zu diesem Zweck werden die integrierten OU- und-ZéRtransformationsmodel-
le weiter spezifiziert. Im Kontext der numerischen Beispi@ird vereinfachend angenom-
men, dass die Leverage-Terme in den stochastischen Wakatthodellen Null sind. Als
Benchmark fungieren zum einen das klassidlaek-Scholes-Modellnd zum anderen das
exponentielle normal-invers-Gaul3schevii-Modell(dasexponentielle NIG-&vy-Model).
Der Lévy-Prozess( in den Modellgleichungen (1.91) und (1.97) wird somit autorm
eines NIG-Prozesses spezifiziert. Das resultierenderiatég CIR-Zeittransformationsmo-
dell wird kurz alsNIG-CIR-Modellbezeichnet. Da der CIR-Prozess als stationare Verteilung
eine Gamma-Verteilung besitzt, wahlt man im integriei@ud-Zeittransformationsmodell
die Handelsaktivitat in Form eines Gamma-OU-Prozessés/ (= 0 in (1.99)), um ei-
ne Vergleichbarkeit zu gewahrleisten. Das entsprechéfatell wird NIG-Gamma-OU-
Modell genannt. Das Problem des Schatzens der Parameter insdlidaellen soll nicht
Gegenstand dieser Arbeit sein. Im ersten Beispiel gebeangieinen hypothetischen Para-
metersatz fur das NIG-Gamma-OU-Modell vor. Die Ubrigananeter in den anderen drei
Modellen werden dann so bestimmt, dass die Modelle mégflight miteinander vergleich-
bar sind. Zu einer europaischen Call-Option mit vorgegebé-alligkeit und vorgegebe-
nem Basispreis werden in Abhangigkeit des heutigen UyihgkursesS, die Kurven des
varianz-optimalen Anfangskapitals und die Kurven desararioptimalen Anfangshedges
(das ist der optimale Hedge zum Zeitpunkt Null) in den veiesdbnen Modellen gezeich-
net und gegenibergestellt. Am Beispiel einer am Geld restgen Call-Option werden in
den verschiedenen Modellen die minimalen erwarteten giadhen Hedgefehler sowie
die zugehorigen Standardabweichungen berechnet, delgemum Anfangskapital, das als
varianz-optimaler Optionspreis interpretiert wird, undder Standardabweichung, die mit
der ungedeckten Position einhergeht, in Relation gesetriem. Die ungedeckte Position
entspricht der Strategie, die Optionspramie zu kassienehdann bis zur Falligkeit abzu-
warten, ohne mit dem Underlying zu handeln. Im zweiten Beldgetrachten wir die vier
genannten Modelle in der risikoneutralen Welt. Die Par@meerden dort durch Kalibrie-
ren an eine Menge aktueller Marktpreise von diversen Optianit verschiedenen Fallig-
keiten und Basiskursen mittels der Kleinste-Quadratehbldd bestimmt, hinsichtlich der
Parameter in den kalibrierten Modellen vgl. Schoutens 320fle Tabellen 6.3, 7.3 und die
Abbildung 4.4. Da das Problem des varianz-optimalen Heslgggoch unter dem physika-
lischen Mal3 und nicht unter dem statistischen Martingalmaf®sen ist, kann die in der
risikoneutralen Welt ermittelte Losung nur als Naheranglie Losung unter dem physikali-
schen Mal3 angesehen werden, wobei zu diskutieren ist, wiiege Naherung ist, d.h. wie
weit das physikalische Mal3 und das statistische MartingBlwoneinander entfernt liegen.

In Kapitel 5 werden kurz einige interessante Fragestellungen datgeliegdie vorlie-
gende Arbeit aufwirft und die zum Teil bereits Gegenstanuigller Forschungsarbeiten
sind. Ferner werden Moglichkeiten aufgezeigt, den vdejksn Ansatz des quadratischen
Hedgens in affinen Volatilitatsmodellen zu erweitern edgjwe zu modifizieren.



Kapitel 2

Semimartingalcharakteristikenkalkl

An dieser Stelle sei nochmals daran erinnert, dass nictiaregkBezeichnungen und Be-
grifflichkeiten wie in der Monographie von Jacod & Shirya@03) verwendet werden.
Gegeben sei der filtrierte Wahrscheinlichkeitsra@img , (#;).cr. , P).

2.1 Kompensatoren

Einleitend soll eindJbersicht gegeben werden uiber die wichtigsten Prozessia die hier
verwendet werden.

Notation. ./ ist die Klasse degleichgradig integrierbaren Martingale. Mit 72 wird die
Klasse deguadratisch integrierbaren Martingale bezeichnet. Diese umfasst alle Martin-
galeX mitsup{Ep[X?] : t € R,} < co. Ferner definiert man:

1. ¥ istdie Klasse der monoton wachsend&nyertigen, adaptierten und in Null star-
tenden cadlag-Prozesse. Kurz wird sie auch Klassadhgstierten wachsenden Pro-
zessgyenannt.

2. ¥ definiert die Klasse deR-wertigen, adaptierten und in Null startenden cadlag-
Prozesse von endlicher Variation. Sie wird als Klasseadi@ptierten Prozesse von
endlicher Variation bezeichnet.

3. Fur adaptierte wachsende Prozesse kann matemiienale Variableeines Prozesses
A = (Ay)ier, definieren:
Ay = lim A,. (2.1)

t—o0
Diese nimmt Werte iR, U {oc} an.&/* := {A € ¥*T : Ep[A.] < oo} definiert
die Klasse demtegrierbaren wachsenden Prozesse

4. FurA € 7 definiert man deVariationsprozesgVar(A), ).cr, durch
Var(A)(w) = Vi (Aw)), (2.2)

53
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wobei V2 (g) = sup{ > |g(tx) —g(ts1)| : n € N;a =ty <t; < ... <t, = b}
k=1

die Totalvariationvon g : R, — R auf [a, b] angibt. Die Klasse delProzesse von
integrierbarer Variation wird definiert durch

o ={A eV : Ep[Var(4)] < oco}. (2.3)
Mit %1, wird die lokalisierte Klasseder Prozessklassg bezeichnet.

Der einfachste zu definierende Kompensator ist der eined@gemimartingals. Dieser
entspricht gerade dem vorhersehbaren Anteil von endli¢aeation.

Definition 2.1 1. EinSemimartingal ist ein Prozess(, der in der Form
X=X+ M+ A (2.4)

zerlegt werden kann, wobgi, endlich und%,-messbar)M < .#,,. mit M, = 0 und
A € 7 sind. Die Klasse der Semimartingale wird durghsymbolisiert.

2. EinSpezialsemimartingalist ein Semimartingal, in dessen Zerlegung (24usatz-
lich vorhersehbar ist. Die Klasse der Spezialsemimartewyad durch.”, symboli-
siert.

Man beachte, dass die Definition eines Semimartingalsereits impliziert, dass< ein
adaptierter cadlag-Prozess ist. Die Zerlegung 2.4 eédaesimartingals ist im Allgemeinen
nicht eindeutig. Die Zerlegung eines Spezialsemimartggader Form

X=X+ M+A mitM e #,., My = 0und einem vorhersehbarehe 7 (2.5)

ist dagegen bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig, vgtoKar 1.3.16 in Jacod & Shiryaev
(2003).

Definition 2.2 Sei X € .7,. Die Zerlegung (2.5) heil3t austanonische Zerlegungvon X.
Der Prozess! in (2.5) wird Kompensatorvon X genannt, in ZeicheX? := A.

Bemerkung 2.3 Falls X ein Semimartingal ist unf\ X | < a fur eina € R erfillt, ist X
bereits ein Spezialsemimartingal, vgl. Jacod & Shirya®d®), Lemma 1.4.24.

In der Literatur findet man oft zunachst nur die Definitiors d@mpensators fur Prozesse
von lokal integrierbarer Variation.

Satz 2.4 Sei X € 4,.. Dann existieren bis auf Ununterscheidbarkeit ein eindgutPro-
zessM € .#.. und ein eindeutiger vorhersehbarer Proze$sc .. dergestalt, dass
X =M + Adqilt.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz 1.3.18. O
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Definition 2.5 Sei X € ... Der eindeutig existierende vorhersehbare ProzessSatz
2.4 heildiKompensatorbzw.duale vorhersehbare Projektionvon X . Symbolisch schreibt
manX? := A.

Proposition 1.4.23, Jacod & Shiryaev (2003), impliziedsd.e,. C .7, gilt. Somit stellt
sich die Frage, ob Definition 2.2 und Definition 2.5 eventualWiderspruch stehen. Mit-
hilfe von Jacod & Shiryaev (2003), Korollar 1.3.16, siehtnraber, dass der Kompensator
des Prozesse¥ € ., C .7, im Sinne von Definition 2.2 mit dem Kompensator des
ProzesseX € .4, C .7, im Sinne von Definition 2.5 tbereinstimmt. Zur Definitionrde
vorhersehbaren quadratischen Kovariation wird zunagdiesDefinition der quadratischen
Kovariation benotigt. Die Regel der partiellen Integoati die man aus der deterministi-
schen Analysis kennt, gilt im Kontext stochastischer Iraéign so nicht mehr. Es gibt aber
in der stochastischen Analysis eine Entsprechung:

Definition 2.6 Die quadratische Kovariation zweier Semimartingal® undY ist definiert
als der Prozess
(X,)Y] =XY - XY - X_-Y-Y_-X. (2.6)

Im Fall X = Y spricht man auch voguadratischer Variation. Die Gleichung (2.6) wird
Regel der partiellen Integration genannt.

Die Bezeichnung der quadratischen Variation geht daratifcky daSSup|S§") — [X, Y]]

s<t
fur n gegen Unendlich stochastisch gegen Null geht furtadieR ., wobeiS™ definiert ist
durch

(n) ._
Sy = Z (Xt§”)/\t - thﬁ)l/\t) (Y;E")/\t - Ytﬁ)l/\t) , tERy, (2.7)
i=1
it — +(™ (n) (n) s (1) : (n) () _
mit0 =, <t <ty <..., limty =ocoundlimsup|t;,; —¢; | =0, vgl. Jacod &

Shiryaev (2003), Satz 1.4.47.

Definition 2.7 SeienX, Y € .# derart, das§X, Y| € .7, gilt. Dann heif3t der Kompensator
von [X, Y| vorhersehbare quadratische Kovariationbzw. Spitzklammerprozessvon X
undY'. Symbolisch schreibt mafiX, Y) := [X, Y]P. Fur X = Y spricht man entsprechend
von dervorhersehbaren quadratischen Variation

Gemal Satz 1.4.47(b), Jacod & Shiryaev (2003)X5tY] € ¥ fur X,Y € .. Proposition
1.4.23, Jacod & Shiryaev (2003), liefert dann, da&sY|] € .#, dann und nur dann gilt,
wenn[X,Y] € o, ist. FUrX,Y € 42 hatmanX,Y] € A, undXY — [X,Y] € Mo,
vgl. Proposition 1.4.50(a) und (b), Jacod & Shiryaev (20@&raus folgt:

XY —(X,Y) € M. furalleX,Y € 4> (2.8)

loc*

Damit ist die vorliegende Definition der vorhersehbarendgaschen Kovariation mit der
in Jacod & Shiryaev (2003), Paragraph I.4a, kompatibel vidatigsten Eigenschaften im
Rahmen dieser Arbeit sind:
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Proposition2.8 1. X, Y e #? = (X,Y)e L undXY —(X,Y) e .#.

2. Xexnp. = (X, X)ev™.

loc

3. X.Y e 2

loc

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz 1.4.2. O

Bemerkung 2.9 Quadratisch integrierbare Martingale kdnnen eindeutitjets ihrer ter-
minalen Variable, die einé?-Zufallsvariable ist, identifiziert werden, und umgekehgl.
Jacod & Shiryaev (2003), Satz 1.1.42. Aufgrund der Lin@arder bedingten Erwartung
existiert ein Isomorphismus? > M +— M., € L?. Man beachte, dass durch

(M, N)gz2 = Ep[MoNa, (2.9)
Mgz = /(M, M)z = || Mao|| 12 (2.10)

ein Skalarprodukt und eine Norm auf’* definiert werden. Dabei bezeichnet ||, die
L?-Norm. DaL? ein Hilbertraum ist, vgl. z.B. Jacod & Protter (2003), Sa2z32 wird durch
diese Festlegung von Skalarprodukt und Na#it ebenfalls zu einem Hilbertraum und der
Isomorphismus zu einer Isometrie. Das Skalarprodukt katielsides Spitzklammerpro-
zesses ausgedriuckt werden:

(M7 N)H2 = EP[<M7 N)oo] + EP[MONO]a (211)

vgl. Jacod & Shiryaev (2003), 1.4.6.

Definition 2.10 1. SeienM, N € .#,,.. Die lokalen Martingale\/ und N werdenor-
thogonalgenannt, falls\V/ N € .#,. ist.

2. Der Prozesd/ € .. heil3trein unstetiges lokales Martingal falls M orthogonal
zu allen stetigen lokalen Martingalen ist ui) = 0 gilt.

Die Bezeichnung im ersten Teil dieser Definition geht darmufick, dass fur quadratisch
integrierbare Martingaléd/ und N die Orthogonalitat im Sinne von Definition 2.10 dazu
aquivalentist, das§\/, N) = 0 gilt, was wiederum dazu aquivalent ist, dass fur jede [top
zeitr die quadratisch integrierbaren Martingale und NV — IV, orthogonal im Hilbertraum
22 sind, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 1.4.15. BisteAquivalenz gilt bereits
fur M, N € 4>

loc*

Satz 2.11Jeder Prozess\ € .. lasst sich eindeutig (bis auf Ununterscheidbarkeit)
zerlegen in der Form
M = My + M°¢+ M?, (2.12)

wobeiM® € ... stetig ist,M§ = 0 gilt und M ein rein unstetiges lokales Martingal ist.
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BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz 1.4.18. O

Der Prozess\/¢ wird auchstetiger Teilvon M € .#,,. genannt und der Prozeds?
rein unstetiger TeilMan beachte, dass rein unstetig nicht bedeutet, dassaszdrSumme
seiner Spriunge ist. Man betrachte dazu zum Beispiel eiogpknsierten Poisson-Prozess.
Da dieser zugleich Martingal und von endlicher Variatian ist dieser ein rein unstetiges
Martingal, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Lemma 1.4.14, @ncdeine Werte aber nicht nur
durch Springe. Der kompensierte Poisson-Prozess istenajutes Beispiel fur ein Se-
mimartingal, dessen Zerlegung nicht eindeutig ist.

Bemerkung 2.12 Sei X € . mit einer Zerlegung der Form (2.4). Der stetige Teil von
M ist dann unabhangig von der Zerlegung. Fur zwei Zerlegang = Xy, + M + A =

Xo + M + A gilt namlich M¢ — M¢ = (A — A)° = 0, daA — A € #,. N ¥ und damit
rein unstetig ist gemalf Jacod & Shiryaev (2003), Lemma.4.14

Definition 2.13 Das lokale Martingal\/© in der Bemerkung 2.12 heiBtetiger Martingal-
anteil von X € .. Symbolisch schreibt maik ¢ := M¢.

Bemerkung 2.14 Falls M ¢ .. derart ist, dasd/, € L? gilt und der ProzesA M lokal
beschrankt ist, isb/ ein lokal quadratisch integrierbares Martingal, vgl. $h&oShiryaev
(2003), 1.4.1.

Die Definition des Kompensatorbegriffes im Kontext von Zisfaalien ist ein wenig schwie-
riger.

Definition 2.15 Ein Zufallsmaf p aufR, x R? ist eine Familig((w)).eq Nichtnegativer
MaRe aufR x RY, (R, ) ® %(R?)), die der Bedingung(w, {0} x R?) = 0 fur allew €
genugen.

Auf Q) := Q xR, xR? werden dier-Algebrad := ¢ ® 2(R?) der gut-messbaren Mengen
und dies-Algebra?? := 2 © %(R?) der vorhersehbaren Mengen{indefiniert. Eine/-
messbare Funktiol” : Q — R heiRtgut-messbar&unktion. Dabei isR := RU{—o0, 0o}
die Zweipunktkompaktifizierung voR. Entsprechend wird eing’-messbare numerische
Funktion TV auf Q) vorhersehbard=unktion genannt. Wichtiger Bestandteil der Definition
eines Kompensators von Zufallsmal3en istldézgralprozess

Definition 2.16 Fiir ein Zufallsmaf}: und eine gut-messbare Funktitii :  — R ist der
IntegralprozessW x 1 = (W x ju;)er, definiert durch

f[o xR W(w, s, x) p(w,d(s,x)), fallsdas Integral absolut konvergent ist,
00 sonst.

Wik (w) = {

Um das Sprungsverhalten eines Semimartingals naherktbeasseren zu kdnnen, ist man
an einem Mal3 interessiert, das die Springe eines Senmgaldivon einer bestimmten
GrolRenordnung innerhalb eines bestimmten Zeitraunds £ dieser Zahlvorgang pfad-
abhangig ist, handelt es sich um ein Zufallsmal3. Zudemestial? ganzzahlig. Allgemei-
ner und genauer definiert mganzzahlige Zufallsmafee folgt:
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Definition 2.17 1. Ein Zufallsmalf3: heil3tgut-messbar falls der Integralprozesd” x i
fir jede gut-messbare numerische Funkfibrauf() gut-messbar ist. Analog definiert
man einvorhersehbares Zufallsmalf3

2. Ein gut-messbares Zufallsmameilt#-g-endlich, falls es eine FolgéA,),cn 2-
messbarer, gegen aufsteigender Mengen gibt mity, * p € o/ furallen € N.

3. Ein Zufallsmafy, heiRtganzzahlig falls es gut-messbar ung’-o-endlich ist sowie
die Bedingungem(w, {t} xR?) < 1furalle(w,t) € QxR undu(w, A) € NU{oo}
furalle A € (R, ) ® B(R?Y) und allew € Q erflllt.

Das wichtigste, bereits oben angedeutete Beispiel flgaizzahliges Zufallsmal? ist das
Malf3 der Spriinge eines Semimartingals, vgl. Jacod & Shir(2@03), Proposition 11.1.16.
Ein ProzessY = (X!,..., X4) ist einR?-wertiges Semimartingal, falls die Komponenten
X' ie€{l,...,d}, R-wertige Semimartingale sind.

Definition 2.18 Sei X ein R?-wertiges Semimartingal. Dadaf? der Spriinge X von X
ist definiert durch

pX (@, [0,8] x G) = > Liax,w)z0Es.ax.wy (0,1 x G) (2.13)

8€R+
furallet > 0 und alleG € %(R?), wobeie das Dirac-MafR symbolisiert.

Man beachte, dass die Summe in Gleichung (2.13) nur Ubé&h#ier vieles € R lauft,
da X cadlagist, d.h. da— X,(w) als cadlag-Funktion nur abzahlbar oft springt. Es gilt

X (w,[0,1] x G) = [{s € [0,1] : AX (w) € G\ {0}}]. (2.14)

Satz 2.4 gilt auch fuk . statte,., vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Satz 1.3.17. In Analogie
dazu sollen nun Kompensatoren von ZufallsmafRen eingefigrden.

Satz 2.19 Seiy ein gut-messbares?-c-endliches ZufallsmafR.

1. Dann existiert ein bis auf einB-Nullmenge eindeutiges vorhersehbares Zufallsmaf3
1P mit der Eigenschaft, dass

Ep[W s pZ] = Ep[W * 1] (2.15)
fir jede nichtnegative, vorhersehbare numerische FunKfioauf(} gilt.

2. Ferner existiert ein vorhersehbarer Prozess o7 und ein KernF’ von(Q xR, &)
nach(R? #(R?)) mit

(w0, [0.1] x G) = /0 Flw,s,G) dA,(w) (2.16)

furw e Q,t € R, undG € B(RY).
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BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz 11.1.8. O

Definition 2.20 Das Zufallsmalfi” in Satz 2.19 heil3Kompensator bzw. duale vorher-
sehbare Projektionvon . Fallsu das Mal3 der Spriinge eines Semimartingélst, d.h.
= px, definiert man/X = P,

Bemerkung 2.21 Der Kompensatoy:” von p ist eindeutig dadurch charakterisiert, dass
fur alle vorhersehbaren numerischen Funktiohgrauf Q mit [W| x u € <7 gilt, dass
|W | * pP € o], istund

(W sk )P = W s P (2.17)

im Sinne von Definition 2.5 fur ! statt.«4,. Gultigkeit besitzt. Vgl. ebenfalls Jacod &
Shiryaev (2003), Satz 11.1.8. Man beachte, dass es ein@iectsung dieser Identitat auch

fur die stochastische Integration nach Prozessen gibt:
(H-X)»=H-X?, (2.18)

falls X € .4,. und H ein vorhersehbarer Prozess sind derart, dassX € .. gilt, vgl.
Jacod & Shiryaev (2003), Satz 1.3.18.

2.2 Semimartingalcharakteristiken

Im Rahmen dieses Abschnitts s€iein R?-wertiges Semimartingal auf der stochastischen
Basis(Q2, 7, (Fi)ier,, P).

Definition 2.22 Eine Funktionh : RY — R wird Abschneidefunktion genannt, fallsh
beschrankt ist und in einer Umgebung von Null der Idehtita) = x genugt.

Im Folgenden sek eine beliebige, aber fest gewahlte AbschneidefunktienXZdefiniere
man die Hilfsprozesse

X(h) = > (AX, = h(AX,)) = (x = h(z)) = ¥, (2.19)

X(h) = X —X(h), (2.20)

wobei X das Mal der Spriinge voxi bezeichnet. Grob gesprochen entspri&hit:) der
Summe der grofRen Springe, /d& einer Umgebung von Null gerade die Identitat ist und
AX; — h(AX,) somit Null wird fur hinreichend kleine Spriinge. Der Prezeler Spriinge
des um die groR3en Spriinge vanbereinigten Semimartingals (h) ist gegeben durch

AX(h) = AX — (AX — h(AX)) = h(AX). (2.21)

Aufgrund der Beschranktheit vanliefert Bemerkung 2.3, dasks (k) ein Spezialsemimar-
tingal ist. Mithilfe der Kompensatoren, die in Abschnitizbehandelt worden sind, kann
nun dieintegrale Semimartingalcharakteristdon X definiert werden.
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Definition 2.23 Fur dasR?-wertige Semimartingak definiere man3X(h), C* und v*
wie folgt:

1. Furi € {1,...,d} ist(BX)!(h) der Kompensator des Spezialsemimarting&l&h).

2. Furi,j € {1,...,d} ist (CX)i’j = (X% X7¢), wobei X% den stetigen Martingal-
anteil vonX® symbolisiert.

3. ¥ ist der Kompensator des Mafes der Sprimjeron X.
Das Tripel(BX (h), C*, v¥X) heiltintegrale Semimartingalcharakteristik von X.

Man beachte, dass die Spitzklammerprozesse in Definit@@n&ohldefiniert sind, vgl. Be-
merkung 2.14. Die GroRReB* (h), C* undv* sind gemaR Definition allesamt vorhersehbar
und bis aufP-Nullmengen eindeutig. NuBX hangt von der Wahl der Abschneidefunktion
ab. Isth eine weitere Abschneidefunktion, so gilt

BX(h) = BX(h) + (h(z) — h(z)) * V¥, (2.22)

vgl. 11.2.25 in Jacod & Shiryaev (2003). Fall§ stetig ist, giltzX = 0, da das MaR der
Spriinge dann Null ist. Das vorhersehbare Zufallsmafhat Eigenschaften, die den Ei-
genschaften eines Lévy-MalRes ahnlich sind. Es gilt X (w, [0,¢] x {0}) = 0 fur
allew € Qund allet € R, vgl. 11.2.15, Jacod & Shiryaev (2003). Und ferner kann man
(lz||> A1) * vX € ¥ zeigen, vgl. 11.2.13 und 1.3.9 in Jacod & Shiryaev (2003wieweit
Semimartingalcharakteristiken verallgemeinerte L&hntchine-Tripel sind, wird spater
noch deutlicher. Zunachst der wichtige

Satz 2.24 Sei(BX(h),C*,vY) die integrale Charakteristik vo . Dann existiert eine Ver-
sion(bX(h), X, FX, A) dieser Charakteristik dergestalt, dass

(BY)'(h) = ()'(h)- A, (CF) = (") - 4, (2.23)
t
v (w,[0,t] x G) = / FX(w,s,G)dAy(w) (2.24)
0
geltenfirw € Q,t € R, undG € B(R9), 1,5 € {1,...,d}, wobeid € ¥ vorhersehbar,
bX (h) ein vorhersehbareiiR?-wertiger Prozess mith* )!(h) € L(A) furi € {1,...,d},
ein vorhersehbarer Prozess mit Werten in der Menge der symnscigen, positiv semidefini-

tend x d-Matrizen derart, dasgc* )™/ € L(A) furi,j € {1,...,d}, und X ein Kern von
(2 x Ry, 2) nach(R4, B(R%)) mit

FX(w,t,{0}) =0 und / ([[z]? A1) F¥(w,t,dz) < oo, weQ, teR,, (2.25)
R4

sind.
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BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 11.2.9. Marchég, dassl € ./ <

loc

A € ¥ qilt, wenn A vorhersehbar ist. O

Die Version (b (h), ", FX, A) ist nicht eindeutig. Anstelle vob™* (h), cX, FX, A)
konnte man zum Beispiel ja au¢py™ (h), 2¢*, 2FX, L A) wahlen. In den meisten Anwen-
dungen ist die integrale Charakteristik absolut stetig,lt3t, dassl; = ¢t gewahlt werden
kann. Die zuA, = t gehorende VersioX (h), cX, F¥) ist bis auf P @ A-Nullmengen
eindeutig, wobei das Lebesgue-Mald symbolisiert. Vergleiche hierzu Kal{2606).

Definition 2.25 Die zu A; = t bis auf P ® A\-Nullmengen eindeutig existierende Version
(6% (h), X, FX) aus Satz 2.24 heiflifferentielle Semimartingalcharakteristik von X .
Symbolisch schreibt manX = (b% (h), X, FX).

Da die Charakteristiken im Wesentlichen uber Kompensatalefiniert sind, verwundert
es nicht, dass diese aquivalent tiber eine lokale Matt@genschaft charakterisiert werden
kdnnen, was Relevanz besitzt, wenn man beispielsweisa &andidaten fur eine Charak-
teristik hat und prufen mochte, ob dieser tatsachliahQlearakteristik entspricht.

Satz 2.26 Seierb ein vorhersehbareR?-wertiger Prozess mit' € L(I) furi € {1,...,d},

c ein vorhersehbareR**4-wertiger Prozess mit Werten in der Menge der symmetrischen
positiv semidefiniten Matrizen und mi¢ € L(I) furi,j € {1,...,d} und F ein Kern von

(2 x R,, 2) nach(R? 2(R?)) mit der Eigenschaft (2.25), wobéiden Identiaitsprozess
bezeichnet. Dann und nur dann gilX = (b, ¢, F'), wenn Real- und Imagérteil desC-
wertigen Prozesses

exp{ir' X} — /0. exp{ir X, }o(r), dt

fur jedesr € R? lokale Martingale sind, wobei

1 ‘
U(r) = ir"b, — QrTct'r’ + / (emx -1- irTh(:c)) Fy(dz), reR% (2.26)
R4

den Levy-Exponent vofb, ¢, F')(w, t) bezeichnet.
BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz 11.2.42. O

Der Satz suggeriert, dass die differentielle Semimartoigaakteristik ein lokales Lévy-
Khintchine-Tripel ist. Grob gesprochen, verhalt sich 8emimartingal mit differentieller
Charakteristik(b, ¢, F') zum Zeitpunkt lokal wie ein Lévy-Prozess mit Lévy-Khintchine-
Tripel (b, ¢, F)(w, t), vgl. Kallsen (2006). Der nachste Satz bekraftigt diessgage dahin-
gehend, dasg eine Art verallgemeinerter Levy-Exponent ist.

Satz 2.27 Seien/ der Identiitsprozess ung(r), r € R%, sowieb, ¢ und F' definiert wie in
Satz 2.26. Es gelte, daéesr) - I ausnahmslos keine Sprge der Gol3e—1 hat. Dann sind
aquivalent:

(i) Das Semimartingak hat die differentielle Charakterist®X = (b, ¢, F').
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(i) Fur aller € R sind Real- und Imagiirteil des Prozesses” ¥ /& (¢)(r) - I) lokale
Martingale.

Dabei bezeichnef (4 (r) - I) das stochastische Exponential vofr) - 1
BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Korollar 11.2.48. O

Falls L fur einenR¢-wertigen Lévy-Prozess mit Lévy-Khintchine-Trip@l", c-, F'L)
und Lévy-Exponent” steht, so gilt aufgrund der unabhéngigen stationaremacise von
L, dass Real- und Imaginarteil dEswertigen Prozesse$’ L/ew ) Martingale sind. Satz
2.27 ist somit die Entsprechung dieses Sachverhalts in édrd& Semimartingale. Unter
welchen Umstanden ein Semimartingal ein Lévy-Prozdsbésagt der folgende Satz:

Satz 2.28 Ein R¢-wertiges Semimartingat’ mit X, = 0 ist genau dann ein&vy-Prozess,
wenn die integrale Charakteristik voXi absolut stetig ist und die differentielle Charakteri-
stikdX = (b*(h),c*, FX) von X nicht von(w, t) abhangt. In diesem Fall stimn@.X mit
dem levy-Khintchine-Tripeliberein.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Korollar 11.4.19. O
Wie bereits angedeutet, konnen Semimartingalcharakitesn dazu benutzt werden,

Spitzklammerprozesse zu berechnen. Dieser fur die garide Arbeit sehr bedeutsame
Zusammenhang soll am Ende dieses Abschnitts kurz bettachtden.

Definition 2.29 Ein R?-wertiges SemimartingaX heiRtlokal quadratisch integrierbar,
falls X ein Spezialsemimartingal mit kanonischer Zerleguhg= X, + M + A ist, wobei
M e 2 qgiltfuralle: € {1,...,d}.

Satz 2.30SeiX einR?-wertiges Semimartingal mit integraler Semimartingalchderistik
(BX(h),C*,vX). X ist genau dann ein lokal quadratisch integrierbares Semiimgal,
wenn||z||? x vX € A, gilt. Ist X = Xy + M + A die kanonische Zerlegung vot, kann
in diesem Fall der Spitzklammerprozedg®, M7) fur4,j € {1,...,d} wie folgt berechnet
werden:

(M, M), = (C%) + / 't v (d(s, 2. .. 1%))
[0,t] x R4

—Z/ ,:cl,...,xd))/ o vX(d(r, 2t 2t)),
s {s}xRd

s<t }XRd

wobeit € R, ist. Falls(B*(h), C¥, v*) absolut stetig ist, vereinfacht sich die Berechnung:

t t
(M, M), = / (el ds + / / r'ed FX(d(2', ..., 2%) ds, (2.27)
0 0 JRE
wobeit € R, istund(bX(h), X, F¥) die differentielle Charakteristik voX angibt.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 11.2.29. O
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2.3 Charakteristikenkalkiil

Viele Semimartingale lassen sich als Transformation vewytProzessen oder anderen ele-
mentaren Grundbausteinen von Prozessen, von denen mahat@k@ristik explizit kennt,
auffassen. Da aber auch der Identitatsprozess und deeWrrnzess Lévy-Prozesse sind,
sind Lévy-Prozesse vermutlich sogar die atomaren Bawest@adn Prozessen schlechthin
hinsichtlich der Zusammensetzung vieler Semimartinghé&ein der Anwendung Relevanz
besitzen. Als Transformationen kommen beispielswéis&unktionen, stochastische Inte-
gration oder endliche, absolut stetige Zeittransfornmeioin Frage. Kennt man die diffe-
rentielle Charakteristik eines Semimartingals und trammsfert man dieses mittels eines der
genannten Instrumente, so weil3 man auf der einen Seiteddasgnsformierte Semimar-
tingal wieder ein Semimartingal ist, und auf der andereneSexistieren Regeln, die die
differentielle Semimartingalcharakteristik des tramsf@rten Semimartingals liefern. Die-
se Regeln sind vergleichbar mit den Differentiationsregler deterministischen Analysis.

Aus der Itdo-Formel resultiert die folgende Propositioie, €iner 1td-Formel auf der Ebe-
ne von Charakteristiken entspricht.

Proposition 2.31 Sei X ein R¢-wertiges Semimartingal mit differentieller Charaktiks
0X = (b,c, F). Ferner seig : U — R™ zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen
Teilmengey C R? derart, dassX, X_ U-wertig sind. Dann besitzt daR™-wertige Se-
mimartingalg(X) die differentielle CharakteristiR(¢(X)) = (b, ¢, F), gegeben durch

b = ZDkg X, )b} + ZDMQ X;-)
kl 1

+/ (hz( (Xi- +x) —g(Xy) ZDkQ (X¢-) )) Fiy(dz),
d

& = ) Dig' (X )t Dig’ (X),
k,l=1

F(G) = / 16 (9(Xe- + 1) — g(X.)) Fi(dz) YGeBRY) mit 0¢G,

i,7 € {1,...,n}. Dabei bezeichne®, etc. die partiellen Ableitungen sowkeund i zwei
beliebige Abschneidefunktionen &ff bzw.R".
BEWEIS. Siehe Goll & Kallsen (2000), Korollar A.6. O

Semimartingale bilden die grofitmogliche Klasse vondrdatoren, beziglich der man
vorhersehbare, lokal beschrankte Prozesse integriarem kgl. z.B. Bichteler (1981), Satz
7.6. Gemal Satz 111.6.19(b), Jacod & Shiryaev (2003), st stochastische Integrél - X
ein Semimartingal, wenX ein R%-wertiges Semimartingal und ein R™*?-wertiger vor-
hersehbarer Prozess niit € L(X) sind. Die Charakteristik dieses stochastischen Integrals
liefert die folgende Proposition.
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Proposition 2.32 Sei X ein R¢-wertiges Semimartingal und ein R"*<-wertiger vorher-
sehbarer Prozess mit’" € L(X), j = 1,...,n. Falls die differentielle Charakteristik des
SemimartingalsX gegeben ist durcWX = (b, c, F'), ist die differentielle Charakteristik
d(H - X) = (b, ¢ F) desR"-wertigen stochastischen Integrats- X = (H7" - X);—;._»
von der Gestalt

b= Hb + / (B(Hta;)—ch(x)) Fy(dz),
G = HtctH,
F(Q) = / 16(Hyr) Fyi(dz) ¥ G e BRY) mit 0¢G.

Hierbei geber, undh zwei beliebige Abschneidefunktionen &dfbzw.R™ an.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 1X.5.3, undls€al & Shiryaev
(2002b), Lemma 3. O

Als nachstes soll der Begriff der Zeittransformation, dereits in Abschnitt 1.4.4 ver-
wendet worden ist, mathematisch prazisiert werden. Gagséien die stochastischen Basen

(Q,y, (yt)t€R+,P> Und(Q,ﬁ, (gu)u€R+,P>

Definition 2.33 Eine endliche, stetige Zeittransformationist ein stetigerR, -wertiger
ProzessY,)cr, € 7" auf(Q, Z, (%)er. , P) derart, das$;, bezuglich(¥,),cr, Stopp-
zeit ist fur allet € R, . Die zeittransformierte Filtrierung (:@:)teﬂh ist definiert durch
F, = “%,, t € R,. Dabei gibt¥%, die o-Algebra derY;-Vergangenheit an. Fur einen
ProzessX = (Xu)uer, auf (%, 7, (4. )uecr,, ) definiert man derzeittransformierten
Prozess(X;)icr, auf(Q,.Z, (Z )icr., P) durchX, := Xy,.

Dass die zeittransformierte Filtrierurq&:)teR+ tatsachlich eine Filtrierung ist, findet man
zum Beispiel bei Jacod (1979), Abschnitt 10.1. Jacod (19&Rjt zudem, dass wenxi ein
Semimartingal bezugllc(ﬂ 7, (9u)uer ., P) ist, ist das zeittransformierte Semimartingal
(X,)ier, ,» definiert durchX; := Xy,, ein Semimartingal beziglict?, & (ft)teR+aP)a
vgl. Korollar 10.12 dort. Wie die differentielle Charakisgik des zeittransformierten Se-
mimartingals im Fall eineendlichen, absolut stetigen Zeittransformatarssieht - das ist
ein Spezialfall der endlichen, stetigen Zeittransforoatbei der die Zeittransformation von
der FormY; = fotsts ist mit nichtnegativer Ableitungd;, t € R, - besagt die folgende
Proposition.

Proposition 2.34 SeienX = (X,)ucr, einR%-wertiges Semimartingal bigglich (Y)ucr,
mit differentieller Charakteristik.X = (b,c, F') undY = (Y;):cr, eine endliche, absolut
stetige Zeittransformation, die biéglich (.%;);cr, adaptiert und beizglich (¢, ),cr, Stopp-
zeit ist. Dann ist der zeittransformierte Prozeﬁﬁé)teR+ = (X o Y))ier, = (Xv,)ter,
ein Semimartingal bémlich der zeittransformierten FiItrierun(ﬁ})teR+ = (%, )ier, und
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besitzt eine differentielle Charakteristikk’ = (b, ¢, F'), die gegeben ist durch

b= by, Vi,
615 = Cth)/;—a

F(G) = Fy,_(G)Yie VGeBRY.

BEWEIS. Siehe Kallsen & Shiryaev (2002b), Lemma 5. O

Abschlie3end soll noch eine Rechenregel fur die diffeedliet Charakteristik eines, im
Sinne von Bochner (1949), subordinierten Lévy-Prozeasgsgeben werden. Die Subordi-
nation kann auch als eine Art Zeittransformation aufgefassden, bei der die transformier-
te Zeit aufgrund der Monotonie des Subordinators ebentfalis/orwarts lauft. Allerdings
kann der Verlauf der transformierten Zeit Spriinge aufemisia der Subordinator nicht
stetig ist. Alsintrinsischwird ein Lévy-Prozess bezeichnet, wenn dieser ein Promegss
stationaren und unabhangigen Zuwachsen bezuglichigenen naturlichen Filtrierung ist.
Bemerkenswert ist, dass ein subordinierter Lévy-Pronésder ein Lévy-Prozess ist, wie
man anhand der konstanten differentiellen Charakterskknnt:

Proposition 2.35 Seiz = (2).cr, €in Subordinator ohne Drift, d.h. elR, -wertiger, mo-
noton wachsenderdvy-Prozess mit differentieller Charakteristik (1), 0, ') dergestalt,
dassb®(h) = [, h(z) F*(dz) gilt. Ferner seiL = (L;).cr. einR"-wertiger Levy-Prozess
mit Lévy-Khintchine-Tripe{b” (h), ¢, F¥). Es wird angenommen, dass déwy-Prozesg

unabhangig von dem Subordinaterist. Dann ist der Prozess = (Et)t€R+, definiert durch

Lt(w) = LZt(w)(w), we teR,,

ein Levy-Prozess au? mit Levy-Khintchine-Tripe(bZ (h), &, FL) der Form

bl(h) = /R + /R ha) PP (de) F*(ds)
0,

FY@G) = /RPLS(G)FZ(ds) VG e BRY) mit 0¢G.

Dabei bezeichneh und zwei beliebige Abschneidefunktionen &ubzw.R?. Alle Lévy-
Prozesse sind im intrinsischen Sinne zu verstehen.

BEWEIS. Das ist ein Spezialfall von Satz 30.1 in der MonographieSato (1999). [






Kapitel 3

Darstellung des varianz-optimalen
Hedges in Integralform in einem
allgemeinen affinen stochastischen
Volatilit atsmodell

In diesem Kapitel wird zunachst das allgemeine affine ststtbche Volatilitatsmodell auf-
gestellt. Ferner werden die Voraussetzungen dargelegtpdiidosung des Problems varianz-
optimalen Hedgens, vgl. Definition 1.15, vonnoten sindeilmeem zweiten Schritt wird das
Problem des varianz-optimalen Hedgens in diesem allgeandRahmen semiexplizit, d.h.
in numerisch gut handhabbarer Form gelost.

3.1 Das allgemeine affine stochastische Volatiitsmodell

Im allgemeinen affinen stochastischen Volaitsimodelist der Preisprozess des Basisguts
von der FormS = Sy exp{Z}. Implizit gelte alsaZ, = 0. Es sei daran erinnert, dass die
Algebra.% als trivial angenommen wird uril den endlichen Handelshorizont bezeichnet.
Im Folgenden wird einheitlich von quadrierter stochastesc\Volatilitat gesprochen, auch
wenn es sich unter Umstanden um die eng verwandte Hantdgisitat im Sinne von Ab-
schnitt 1.4.4 handelt. Ferner wird vorausgesetzt, dadsadjeRenditeZ ein R-wertiges und
die quadrierte stochastische Volatilitaein R, -wertiges Semimartingal auf der stochasti-
schen Basis(), .7, (#)«cr, , P) seien. Das Semimarting@, Z) sei durch die gemeinsa-
me, absolut stetige integrale Semimartingalcharakierigt’#, Cv#, v¥%) spezifiziert:

Bf’z = /(ﬁ(o)Jrﬁ(l)ys—) ds, (3.1)
0
cr = /(7(o>+7(1>ys_) ds, (3.2)
0
W20, x G) = / (00)(@) + o) (@) ds (3.3)

67
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firalleG € 2(R?) und furt € [0, T, wobei(5, v, ¢()), J € {0, 1}, Lévy-Khintchine-
Tripel aufR? sind. Es wird angenommen, dass diese Lévy-Khintchingeltim Sinne von
Definition 2.6, Duffie et al. (2003)ulassigsind:

e 7 = 0. Davy) symmetrisch und positiv semidefinit ist, miissggf = 7 = 0 und
7(2(;) € R, gelten.

o o) ((Ry x R)®) = ¢a)((Ry x R)?) =0, d.h.pp(;y, j € {0,1}, sind Lévy-MaRe auf

o Bl — [, (@) g (dz) > 0.

e Das Lévy-Malip ) erfulle die Integrierbarkeitsbedingung
/ hi(z) @) (dx) < 0. (3.4)
D

Dabei bezeichnet = (hy, h,) eine beliebige Abschneidefunktion aBf, zum Beispiel
h(xy,z2) := (h(z1), h(z2)) mit einer eindimensionalen Abschneidefunktfoder Form
~ 0 fallsz, =0
Bay) =4 . e (3.5)
(1A |xk|)‘x—’;| sonst,

k € {1,2}. Das durch die Gleichungen (3.1) - (3.3) spezifizierte MbHel3t allgemei-
nes affines stochastisches Volatitgmodellfalls die Parameter zulassig sind. Die Zulassig-
keitsbedingungen gewabhrleisten unter anderem, ¢@ss- (1 ;— positiv semidefinit und
00 (G) + ¢0)(G)y;— positiv sind fur allet € [0, 7] und fur alleG € #(R?). Da(y, Z)

R, x R-wertig angenommen wurde, muss auch die Drift eingeséhrserden. Fallg, zu
einem Zeitpunkt Null wird, muss die Drift garantieren, dass das Innere voiR , zuriick-
gezogen wird, d.h. dagsnicht negativ werden kann. Man vergleiche hierzu auch Duffie
et al. (2003), Kapitel 2. Die Freiheitsgrade in Form derazslgen Tripel3;), 74, ©i))

j € {0, 1}, dokumentieren die Moglichkeiten, affin zu modellieremb@i ist die Vielfalt an
Volatilitatsmodellen, die in den affinen Rahmen gehobemerkenswert, vgl. Abschnitt 1.4.
Daher ruhrt die Bezeichnung des vorliegenden Modells) (3(3.3) als allgemeines affines
stochastisches \olatilitatsmodell. Das die \olatib@uster abbildend®ean-Reverting-
Verhaltenkann uber die Driftkomponente (3.1) modelliert werdenr Deverage-Effekt
kann Uber die Abhangigkeitsstruktur von quadrierter¥titat y und Log-RenditeZ abge-
bildet werden, zum Beispiel Uber die gemeinsame vorheeselguadratische Kovariations-
matrix oder Uber den Kompensator der Spriinge (or¥'). Ferner erlaubt das allgemeine
Modell natirlich auch Spriinge, die mittels der Lévy-Maf},) und ;) Berticksichtigung
finden.
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Bemerkung 3.1 Man betrachte das Martingalproblem im Sinne von Definitid) Rallsen
(2006), bezuglich der Startverteiluag,, oy und beziglichb, ¢, F') mit

be(w) = By + Bayye-(w) + By Ze- (w),
c(w) = Y0 + 70— (W) + Y2 Zi- (W),
Fi(w,G) = oo(G) +o0)(G)y—(w) + oo (G) 2 (w),

Q

G e B(R?),t € [0,T] undw € Q, wobei(82), v2), ¢2)) = (0,0,0) gelte. Als Hilfsmenge
fuhrt man den Quade® der Form

Q:={CeD: |G| <1 ke{1,2}} (3.6)

ein. Falls neben den Zulassigkeitsbedingungen die liedzarkeitsbedingung
/ z1p) (d(1, 2)) < 00 (3.7)
D\Q

erfulltist, besitzt dieses Martingalproblem eine LogifY, .7, () ico,1). P, (v, Z)), wobei
das Semimartingdly, Z) R x R-wertig ist undd(y, 7) := (0%, %, F¥Z) = (b, c, F) als
differentielle Charakteristik besitzt. Die Eindeutigkéer Losung ist in dem Sinne gegeben,
dass die Verteilung voly, Z) eindeutig bestimmt ist, vgl. Kallsen (2006), Satz 3.2. Die
Bedingung (3.7) garantiert, dass der stochastische Rr@ze&) nicht in endlicher Zeit
explodieren kann, infolgedessén, Z) ein Semimartingal im eigentlichen Sinne, d.h. im
Sinne von Definition 2.1 ist, wo das SemimartinBaWertig, nichtR-wertig definiert wird,
vgl. die Arbeit von Kallsen (2006). Wirde der Losungs@ezin endlicher Zeit explodieren,
ware dieser zudem auch nicht cadlag.

Als nachstes sollen zwei einfache Beispielmodelle in Fidmrar Charakteristiken betrach-
tet werden, die Spezialfalle des allgemeinen affinen sisttéchen Volatilitatsmodells sind.
Weitere Beispiele werden ausfuhrlich in Kapitel 4 untetgu

Beispiel 3.2 1. Das erste Beispiel ist das Modell, in dem der Preis des tjndgs
durch einergeometrischen&vy-Prozesgegebenist, d.h. in der Forth= Sy exp{Z},
wobei Z die differentielle Charakteristik?, ¢, ['#) besitzt, und die Volatilitat kon-
stant ist. Dies entspricht einem affinen Modell der Gestalt

0 0 0
o= (bz) o= (0 CZ)  $0(6) = /R 16(0,2) F#(dz) ¥ G € (D),
(Bay, Yy, eqy) = (0,0,0).

Diese Art von Modellen haben Hubalek et al. (2006) fur dezigprrozess des Under-
lyings im Rahmen ihrer Analyse des Problems varianz-opémidedgens verwendet,
vgl. Abschnitt 1.2.
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2. Das zweite Beispiel ist das Modell von Bates (1996), dasigi Spriinge erweitertes
Modell von Heston (1993) bzw. ein um stochastische Votatikerweitertes Modell
von Merton (1976) darstellt, vgl. Abschnitt 1.4.2. Das Mibgen Bates (1996) ist ein
affines stochastisches Volatilitatsmodell der Gestalt

By = <u sz(ﬁ)) » Vo) = (8 8)7 P (G) = /Rlc(ow) F*(dz) vV G € #(D),

_ 2
(Bay: ), pay) = (( ;) : (Za Qla) ,0) .

Dabei sind: ein zusammengesetzter Poisson-Prozess, dessen diébecBharakte-
ristik in (1.78) gegeben ist, unideine beliebigeR-wertige Abschneidefunktion.

Mittels der Lévy-Khintchine-Formel, vgl. z.B. Sato (199%atz 8.1, korrespondieren die
Lévy-Khintchine-Tripel(5;), v, ¥@)), 7 € {0, 1}, zu den kumulantenerzeugenden Funk-
tionen

T L+ ulz T
(1) = NS : —1—u'h L (d 3.8
Yi(u) =u By + 5 U %)?H/D (6 u (93)> o (dr), (3.8)

deren Definitionsbereiche gegeben sind durch
U, = {u €C?: / exp{Re(u) "z} ¢ (dr) < oo} . je€{0,1}, (3.9)
D\Q

vgl. Sato (1999), Satz 25.17. Aufgrund der affinen Strukes dllgemeinen stochastischen
\olatilitatsmodells kann digemeinsame bedingte charakteristische Funktienquadrier-
ten Volatilitaty und der Log-RenditeZ des Underlyings in analytischer Form angegeben
werden.

Proposition 3.3 Die Verteilung deRR, x R-wertigen Semimartingalg,, Z) ist eindeutig
durch die bedingte charakteristische Funktion

EP [eulyt+s+U2 Zits

ft} = exp{Po(s, ur, us) + P1(s, uy, us)y; + usZ }, (3.10)

u € iR?, charakterisiert, wobei die Abbildungek,, ®, : R, x (C_ x iR) — C_ das
folgende System verallgemeinerter Riccati-Differegteithungen

0

aq)O(t)ulauQ) — ¢O(®1(t7u17u2)7u2)7 @0(0,1},1,’&2) - 07 (311)
0
Eq)l(t,ulﬂh) = P1(D1(t,ur, u2),u2), P1(0,u1,us) = uy, (3.12)

losen. Hierbei isC_ definiert durchC_ := {z € C: Re(z) < 0}.

BEWEIS. Das ist ein Spezialfall von Kallsen (2006), Satz 3.2. Rgizh der eindeutigen
Charakterisierung der Verteilung v@n, Z) durch die bedingte charakteristische Funktion
(3.10) vergleiche man auch Kallsen (2006), Korollar 3.3,di® charakteristischen Funk-
tionen der endlichdimensionalen Randverteilungen(yoty) gefolgert werden. O
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Bemerkung 3.4 Um &, zu bestimmen, muss man lediglich die rechte Seite der @ififter
algleichung in (3.11) integrieren:

(I)o(taulﬂm):/ Vo(P1 (s, ur, ug), uz) ds. (3.13)
0

Annahme 3.5 Wie in der Arbeit von Hubalek et al. (2006) wird angenommesssidie
Auszahlungsfunktiorf : (0, 00) — R des zu hedgenden Derivats die Integraldarstellung

£(s) = /S STI(dz), (3.14)

besitzt, wobell ein endliches, komplexes Mal3 auf dem Streifen
S;:={2€C: R <Re(z) <R} (3.15)

ist und R, R’ beliebig gewahlt sind im Definitionsbereich der bilateralLaplace-Trans-
formiertenf, von f o exp, definiert durch

e = [ reeas

fur alle = € C, so dass das Integral existiert. Die verwendete Symh$jikann dahin-
gehend gerechtfertigt werden, dass der vertikale Streffevon der Auszahlungsfunktion
f abhangt, da die Paramet&f und R nur im Definitionsbereich der bilateralen Laplace-
Transformierten der Abbildung — f (e”) gewahlt werden kdnnen. Das komplexe Malf3
IT ist zwar ebenfalls von der Auszahlungsfunktipuales zu hedgenden Derivats abhangig,
vgl. Annahme 1.20, jedoch wird hier die Abhangigkeit auskischen Erwagungen nota-
tionell unterdriickt. Hinsichtlich einer anschaulicheaubung der Integraldarstellung 3.14
der Auszahlungsfunktion sei auf die Annahme 1.20 verwigdéea bereits dort erwahnt, ist
die Voraussetzung nicht sehr restriktiv, da fur die meisteropaischen Derivate eine solche
Integraldarstellung der Auszahlungsfunktion angegebeman kann.

Annahme 3.6 Daruber hinaus werden Regularitatsbedingungen betiiger Losungen
der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichund@ril) und (3.12) benotigt.

1. Es wird angenommen, dass die Abbildunden us) — Po(t, uy, us), P1(¢, ur, ug)
eine analytische Fortsetzung atif= {v € C? : Re(v) € V.(0)} fur eine > 0 und
furallet € [0, T'] besitzen, wobeV. (a) fur a € R, unde > 0 definiert ist durch

Vi(a) = (—o0,(MoV0)+¢) x (2R N0) —¢&,(2RV a) +¢)
mit Mo := sup{®1(T — £,0,7) : r € 2R A 0,2RV 0], t € [0, T]}.

2. Die Funktionen®, und ®; sowie die partiellen Ableitunge®,®, und D,®; seien
fur eine > 0 stetig aufj0, 7] x S.
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3. Die Abbildungt — (¢, 0, z) sei auf[0, '] fur alle = € S; zweimal stetig differen-
zierbar.

Bemerkung 3.7 Mit Duffie et al. (2003), Satz 2.16(ii), folgt aus Annahme@.6

EP [eulytﬂ—i—m Zi+ts

ﬁt] = exp{Po(s, u1,us) + P1(s, u1, u2)y; + u2Zs} (3.16)
fur alleu € S. Man beachte, dask; (¢, u1, us) reellwertig ist firu € R2N S, j € {0, 1}.

Annahme 3.8 Damit sowohl die eigentlichen europaischen Derivate athalie imagina-
ren einfachen Derivate (vgl. hierzu Abschnitt 1.2) quadcitgehedgt werden kbnnen, muss
die Existenz exponentieller Momente der Levy-Maf3g und ;) gefordert werden:

/ et pi)(dr) <oo VueV.(2) fureine>0, jec{0,1}. (3.17)
D\Q

Man beachte diesbeziglich auch die Definitionsbereicl® (Br kumulantenerzeugenden
Funktioneny, und,. Die Existenz dieser exponentiellen Momente gewahdeissbeson-
dere, dass dieévy-Exponentey, und; auf S analytisch sind, vgl. Duffie et al. (2003),
Lemma 5.3.

Bemerkung 3.9 Affine Prozesse, die in endlicher Zeit nicht explodieren;dea in Duffie

et al. (2003) auclkonservativgenannt. Ein im Vergleich zur Bedingung (3.7) schwache-
res hinreichendes Kriterium findet man in Duffie et al. (2Q0@3pposition 9.1. Dort wird
auch eine notwendige Bedingung angegeben. Annahme 3.&iempin der Situation von
Bemerkung 3.1 bereits die Gultigkeit der Integrierbaisdgedingung (3.7):

1 .

[ meaenm) <3 [ o) <o
D\Q € JD\Q

fureiné mit0 < € < ¢, d.h. Annahme 3.8 garantiert auch, dass der affine Pr@ge&s in

jedem Fall konservativ ist.

Bemerkung 3.10 Gemaf Bemerkung 3.4 i$4 (¢, 0, z) = f(f o(P1(s,0, 2), 2) ds. Mithilfe

von Re(®4(t,0,2)) < ®(t,0,Re(z)) zeigt man(P,(¢t,0,z2),z) € Sfurallet € [0,7] und
z € §;. Wegen Annahme 3.8 ist die kumulantenerzeugende Funkti@ufS analytisch.
Daraus folgt mit Annahme 3.6(3), dass die Abbildung- ®,(¢,0, z) auf [0, 7] fur alle
z € &y zweimal stetig differenzierbar ist.

Annahme 3.11 Um sicherzustellen, dass der Preisprozedes Underlyings ein lokal qua-
dratisch integrierbares Martingal ist, werden die sogatem(lokalenMartingalbedingun-
genvorausgesetzt:

p(0,1) =11(0,1) = 0. (3.18)

Proposition 3.12 Falls die Annahmen 3.8 und 3.11 gelten,Sst 77>

loc*
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BEWwEIS. Durch Projektion auf die zweite Komponente erhalt mardifferentielle Charak-
teristik der Log-Rendit¢Z aus der Ausgangscharakteristik (3.1) - (3.3) mittels Psamm
2.31in der Gestalt:

b = 5(20)4—5(21);%,

=6
F/G) = [ taas) o (o) + [ taloa) oo (doly-
D D

furalleG € Z(R) mit0 ¢ G. Da S, S_ positive Semimartingale sind, existiert der stocha-
stische Logarithmus := £(5) = &~ - S, vgl. Kallsen & Shiryaev (2002a), Lemma 2.2.
Mithilfe der Propositionen 2.31 und 2.32 berechnet man ds¢éeeund dritte Komponente
der differentiellen Charakteristik des stochastischegdrihmus:

b = o %CZ + /R (ﬁ(ex 1) - ﬁ(x)) FZ(dz),
FX(@) = /R lo(e® — 1) FZ(dx)

fur alle G € Z(R) mit 0 ¢ G. Aufgrund der Existenz der exponentiellen Momente der
Lévy-Mal3ep ), ¢(1), vgl. Annahme 3.8, ist der Integralprozess

-1 = ([ =1t wtan) 1+ ([ @ = 0o )1

ein adaptierter Prozess von endlicher Variation. Hier iobret/ den Identitatsprozess und
v# den Kompensator des MaRes der SpriingeXoba (e* — 1)? v stetig und adaptiert
und damit vorhersehbar ist, ist der Integralprozeéss X = (e* — 1) x v ein adaptierter
Prozess von lokal integrierbarer Variation, vgl. Jacod &ngtev (2003), Lemma 1.3.10.
Daraus folgt, dass( ein lokal quadratisch integrierbares Semimartingal mitdaascher

ZerlegungX = M~ + AX ist, wobei M € 5£% und AX = bX - [ + (x — h(z)) * v~

loc

gelten, vgl. Satz 2.30. Mit Annahme 3.11 ergibt sich

AX = (bz + %cZ + /R(em —1—h(z)) FZ(d:c)) .1 =0.

Folglich gilt X € J#2, worausS = S,&(X) € 42, resultiert, dag'(X)_ vorhersehbar

loc?

und lokal beschrankt ist, vgl. Jacod & Shiryaev (2003)z34t40. O

Bemerkung 3.13 Aufgrund der Konvention 1.6, dass der Preisprozesies Underlyings
ein bezuglich der deterministischen StoppZéigestoppter Prozess ist, entspricht die dem
Problem varianz-optimalen Hedgens, vgl. Definition 1.1@rande liegende Zulassigkeits-
mengeO := L*(S) der Menge

© = {v vorhersehbarer ProzessEip[|9|* - (S, S)r] < oc}. (3.19)
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Fallsv C-wertig ist, gilt¢ € © genau dann, wenn Real- und Imaginarteil voElement
der Zulassigkeitsmenge sind. Dies ist wiederum aquitadiazu, dass der Betrag vah
Element der Zulassigkeitsmenge ist. In diesem Sinne kaimder Gestalt (3.19) als Menge
C-wertiger vorhersehbarer Prozesse aufgefasst werdenbktohte

v-SeH* Vieo. (3.20)
Das folgt unmittelbar mit Jacod & Shiryaev (2003), Satz404.aus Proposition 3.12.

Annahme 3.14 Um den degenerierten Fall auszuschlie3en, dasis LEévy-Prozess ist mit
Z, =0 P-f.s. furallet € [0, T}, fordert man

1(0,2) #0 oder ,(0,2) # 0. (3.21)

Proposition 3.15 Der Preisprozes$” = (V;)«co,r] des zu hedgenden eudipchen Deri-
vats, definiert durcl, := Ep[H| %], t € [0, T], besitzt eine Integraldarstellung der Form

Vi :/ V(z2),(dz), te]l0,T], (3.22)
Sy

wobeiV(z) = (V(2))wco,1] den Preisprozess der komplexwertigerdiligen Auszahlung
H(z) = S; angibt, d.hV(z), := Ep[H(2)|.%;| furt € [0,T] undz € S;.

BEwEIS. Mithilfe von Bemerkung 3.7 erhalt man die Abschatzung

/SEPHWz)tH j(dz) < /SEP[eRe<Z>1“STJ\H|<dz>
< (Bple™ 1) 4 Bple51]) |11|(S)) < o0,

Hierbei bezeichnetl| das zull gehdrenddotalvariationsmalfm Sinne von Abschnitt 6.1
in Rudin (1987). DdI endlich ist aufSy, gilt |I1|(S;) < co. Analog zeigt man die Gultigkeit
der Abschatzung

/ Ep[|S3]] 11](d2) < oo,
St

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Abschatzungdarti@ine zweimalige Anwendung
des Satzes von Fubini
Ep

= Ep VC e .

/ EplSi| Z)T1(d2) 1
Sy

Sy

Daraus folgt die Behauptung mit Annahme 3.5:

Vi=Ep

/ sz H(dz)‘ Z,
Sy

_ /S f Ep[S2| F]TI(dz) — / V(=) TI(dz).

Sy
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Proposition 3.16 Der Preisprozes¥ des zu hedgenden eugipchen Derivats ist ein qua-
dratisch integrierbares Martingal, d.H/ € 2. Ferner giltV (z) € % fur alle z € S;.
Insbesondere ist eine.Z-messbare Zufallsvariable ib*(P).

BEWEIS. H(z) = S% ist eine.Zr-messbare Zufallsvariable. Wegen Bemerkung 3.7 gilt
Ep[|H(2)|?] < exp{2(R'V R)|In Sy|} <Ep[€2R/ZT] + Ep[eQRZTD <oo VzeSy.
Mit Satz 1.1.42, Jacod & Shiryaev (2003), schlieBt mania(f) € 2#2. Entsprechend hat

man Ep[|H|?| < oo zu zeigen, umi/ € s#* zu beweisen. Die Holdersche Ungleichung,
vgl. Satz 3.5 in Rudin (1987), und erneut Bemerkung 3.7 irefée Abschatzung

< [II[(Sy) Ep

Ep(lH’) < Ep [( ) IH(z)I\HI(d2)>

/S (H(2)[2 11| (d2)
< |H\2($f) exp{2(R'V R)|In SO|}(EP[62R/ZT] + Ep[ezRZT]) < 0.

Gemal Annahme 3.5i¢f = f(Sr), wobeif : (0,00) — R eine messbare Funktion ist.
Folglich ist H eine.#r-messbare Zufallsvariable ¥ (P). O

3.2 Integraldarstellung der optimalen Losung

Zunachst werden die zentralen Satze dieser Arbeit deggedie die Losung des Problems
varianz-optimalen Hedgens, vgl. Definition 1.15, unter de@mahmen in Abschnitt 3.1
beinhalten. Die Integralstruktur der varianz-optimalezdgingstrategie und des zugehori-
gen minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlersaggitie Integraldarstellung der
Auszahlungsfunktion des zu hedgenden europaischenddemurick, vgl. Annahme 3.5.
Das kann grob gesprochen darauf zuriickgefuhrt werdess de Losung des Problems
varianz-optimalen Hedgens die Orthogonalprojektion dehtnduplizierbaren zufalligen
AuszahlungH auf {vy + 9+ Sy : vy € R, ¥ € O} im L?-Sinne darstellt und die Or-
thogonalprojektion einer linearen Operation entspricht.

Satz 3.17 Das varianz-optimale Anfangskapitg] und die varianz-optimale Handelsstra-
tegied* sind gegeben durch

v = /S V()0 TI(d2), (3.23)
c [ Ve Kol D) a2
g = /Sf e (O] (3.24)

wobei der ProzesE (z) von der Form

V(2)y = S;exp{®o(T" —t,0,2) + (T —t,0, 2)ne}, z€Sy, (3.25)
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ist. Die Funktionenb,, ¢, : [0, 7] x § — C sind die analytisch fortgesetzteidungen des
Systems verallgemeinerter Riccati-Differentialgleichen (3.11) und (3.12). Die Konstan-
tendo, 6, und die Funktionemy, , : [0, 7] x Sy — C sind definiert durch

ri(t,z) = Yj(P1(T —1,0,2), 24+ 1) —;(P1(T — 1,0, 2), 2), (3.26)
5, = 1;(0,2), je{0,1}. (3.27)

Das optimale Anfangskapita} ist eindeutig. Die optimale Handelsstrategfeist dagegen
nur P ® \-f.s. eindeutig bestimmt. Hier bezeichnedas Lebesgue-Mal3.

Wie in der Arbeit von Hubalek et al. (2006) erwahnt, ist degianz-optimale Handelsstra-
tegied* in (3.24) auch die Losung des modifizierten Hedgeproblems

min Ep [(vo + Gr(9) — H)?], (3.28)

bei dem das Anfangskapitad a priori fest vorgegeben ist.

Satz 3.18 Der minimale erwartete quadratische Hedgefehler kann wlgt berechnet wer-
den:

Jo = Ep [+ Gr(9*) — H)]
fsf fsf fo Ji(t, 21, 20) dt TI(dz)T(dz), fallsdy # 0, 6, # 0,
29) dt I1(dz)I1(dze), fallsdy =0,
) dtI1(dz)I1(dzs), fallsé; = 0.

fsf fsf fo Jo(t, 21, 2
fsf fsf fo Ja(t, 21, 22

Die Integraletiber Sy sind hier im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verst&€he
IntegrandenJ;, : [0, 7] x S;* — C, k € {1, 2,3}, sind gegeben durch

J1<t7 21, Z2)
= eospte [eXp{q)o(TZ &, 4 22) + P1(t, &1, 21 + 22)y0 ) (@{Dﬂ)o(ﬂ §1,21 + 22)

1101 — 1200 n00% — 116001 + 77250 —-%
52 ) + 53

! 5 £15+P (t lln(s)—i—{ 8,21+2 )+<I>( In(s)+&18,2 +z)
X/ 5 +§1S 6511 0 18,21+22 1 15,21 2y0d5:|
0 0

Jo(t, 21, 22)
_ 772 5050,21+Z2 eXp{q)o(t, 5‘1’ 21+ 22) —+ q)l(t, 517 zZ1+ zQ)yO}

+Dy®(t, &1, 21 + 22)y0 ) +

5y
X [Dz@o(ta &1, 21+ 22) + Da®y(t, &, 20 + 2’2)3/0] und
J3<t7 21, Z2)
1
= 5_0€§05021+z2 eXp{%(’% §1, 21+ 22) + @1(8, &, 20 + 2’2)3/0}

X [770 + m (Da®o(t, &1, 21 + 22) + Da®y (¢, &1, 21 + 22)90)} :
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Die Konstanterd,, 9, sind definiert wie in der Gleichung (3.27). Die verbleibem&atRen
sind erkhrt durch

o = 1ol 21,22) = doan(t, 21, 22) — Ko(t, 21)ko(t, 22),
m = m(t 21, 22)
doav1(t, 21, 22) + d1a(t, 21, 20) — K1 (t, 21)ko(t, 22) — K1(t, 22)Ko(t, 21),
ne = ma(t,z1,22) = o (t, 21, 22) — K1(t, z1) k1 (2, 29),
a;j = aj(t, 21, 22)
V(& 215 22), 21 + 22) — Yi(P1(T = 1,0, 21), 21) — ¥ (P1(T — 1,0, 22), 22),
& = &t 2, 2) =0;(T —t,0,2) +Q;(T —1,0,20), je€{0,1},

wobei die Funktionem, x; gegeben sind wie in Gleichung (3.26). Um die Notation nicht
zu Uberfrachten, sind die Argumente der Funktionen in den @bigormeln unterdickt
worden. Die Funktioneny, 71, 12, o; undé;, 5 € {0, 1}, sind definiert auf0, 7] x S;>.

Die Hauptbestandteile der Integranden des varianz-ofgmranfangskapitals, der optima-
len Handelsstrategie und des minimalen erwarteten qusciiah Hedgefehlers sind die
Losungen der verallgemeinerten Riccati-Differentiaighungen (3.11) und (3.12) sowie
die Lévy-Exponenten), und ;. In den meisten affinen stochastischen \olatilitatsmodel
len der Literatur liegen die Losungen der verallgemeareRiccati-Differentialgleichungen
und die Lévy-Exponenten in geschlossener Form vor. Bédeak, dass das MdRoftmals
von der Gestalt

I(dz) = 2% fo(2)dz (3.29)

ist, vgl. die Annahmen 3.5 und 1.20, erscheint es somit fdatislass die Integraldarstellun-
gen eine effiziente numerische Auswertung ermoglicheikdpitel 4 werden numerische
Beispiele betrachtet. Alles was dafiir vonnoten sein yginad die differentiellen Charakteri-
stiken der quadrierten Volatilitat und der Log-Renditaffiner Form sowie die entsprechen-
den Modellparameter. Zur Struktur des minimalen erwantegadratischen Hedgefehlers
lasst sich sagen, dass die Anzahl der Integrale mit der Kexitat des Modells einher-
geht. Befindet man sich in der Situation von Beispiel 3.2¢l9, die Log-Rendite durch
einen Lévy-Prozess abgebildet wird und die Volatilitahktant ist, muss zur Berechnung
der minimalen Varianz des Hedgefehlers aufgrund der elbé&h Homogenitat des Modells
lediglich ein Doppelintegral numerisch ausgewertet werdéegt hingegen ein stochasti-
sches \Volatilitatsmodell vor, lasst sich das Zeitinggufgrund der zeitlichen Inhomoge-
nitat des Modells bereits nicht mehr geschlossen loseeinem affinen Volatilitatsmodell,
bei dem der Leverage-Effekt nicht berticksichtigt wird,zgr Auswertung des minimalen
erwarteten quadratischen Hedgefehlers eine dreidimealgidntegration erforderlich. Die
hochste Modellkomplexitat besitzt ein affines Vola&itimodell mit Leverage-Effekt. Der
Leverage-Effekt kann die Dimension der Integration auf eidhen. Ein Beispiel fur ein
Modell, bei dem eine vierdimensionale numerische Intégmatonnoten ist, ist das inte-
grierte OU-Zeittransformationsmodell (1.97) - (1.99),msi diesbeziglich auf Abschnitt
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4.1 verwiesen. Dahingegen ist das integrierte CIR-Za@ifi@mationsmodell (1.91) - (1.93)
ein Reprasentant fiur ein stochastisches Volatilitaidel mit Leverage-Effekt, in welchem
zur Auswertung des minimalen erwarteten quadratischermgeéfetlers nur ein dreidimen-
sionales Integral numerisch berechnet werden muss, siebehAitt 4.2. Es sei ferner darauf
hingewiesen, dass die optimale Handelsstrategie zumutgéitp vom Niveau der quadrier-
ten Volatilitaty,  abhangt. In diesem Zusammenhang ist es bedeutsam, dasienaa-
tilitat, obwohl nicht direkt am Markt beobachtbar, aus ktdaten ableiten kann, vergleiche
Satz 1 in Winkel (2001) und die Schlussbemerkung in AbstHrstin Kallsen (2006).

Bemerkung 3.19 1. Spezialisiert man die Formeln in den Satzen 3.17 und &ut8ie
Situation eines geometrischen Lévy-Modells, vgl. BaisBi2(1), so erhalt man ge-
rade die Resultate von Hubalek et al. (2006) im Martingklfajl. Satz 1.21. Die
kumulantenerzeugenden Funktiongnund); sind gegeben durch

Polur, ug) = 7 (uz) und ¢ (uy,ug) =0,

wobei ? die kumulantenerzeugende Funktion des Lévy-Proze&saagibt. Die
Losungen der (verallgemeinerten) Riccati-Differergieichungen (3.11) und (3.12)
sind dann von der einfachen Form

@O(ty Uy, U/Q) == th(UQ) Und @1(t, Uy, U/Q) = Uj.

2. Da in der Folge das stochastische Volatilitatsmodell Bates (1996) im Gegensatz
zu den anderen erwahnten affinen Modellen nicht weiteabbktet wird, sei an dieser
Stelle darauf hingewiesen, dass die Satze 3.17 und 3.1Bddieng des Problems
varianz-optimalen Hedgens im Modell von Bates (1996) aiches dessen affiner
Struktur, vgl. Beispiel 3.2(2), als Spezialfall enthalten

Das zentrale mathematische Objekt in den folgenden Bewessevie bereits erwahnt, die
Galtchouk-Kunita-Watanabe-Zerlegung (GKW-Zerlegung), hierzu Kunita & Watanabe
(1967), Galtchouk (1976) und Ansel & Stricker (1993).

Definition 3.20 Das Paarv, L) € © x s#? heiRtGaltchouk-Kunita-Watanabe-Zerle-
gungvonV € s#? beziglichS € 542, fallsV =V, + 9 - S + L gilt, wobei L orthogonal

zu S ist im Sinne von Definition 2.10(1) mit, = 0. Die Definition hat auch Gultigkeit,
wennV, ¢ und L C-wertig sind.

Bemerkung 3.21 Fur alleV € 572 und alleS € 72 existiert eine solche GKW-Zerle-

loc

gung, vgl. Ansel & Stricker (1993). Séi, L) die GKW-Zerlegung voriv’ € 72 bezuiglich
S e J42%. Aus (L, S) = 0 folgt

(V,S) = (Vo+0-S+L,S)=0-(S,5).

Symbolisch schreibt man auch
(3.30)
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Die GKW-Zerlegung ist im folgenden Sinne eindeutig: falis L) und (0, L) GKW-Zer-
legungen vori/ € #2 beziglichS € 2. sind, so geltew) - S = ¥ - S und L = L bis auf
Ununterscheidbarkeit.

Anhand von Satz 3 und Korollar 10 in der Arbeit von SchweiZ&X94) erkennt man den
engen Zusammenhang der GKW-Zerlegung des Preisprozesses tiedgenden Derivats
und der Losung des Problems varianz-optimalen Hedgens amifdalfall. Grob gespro-
chen wird in einem ersten Schritt das Problem des variatimafen Hedgens, vgl. Defini-
tion 1.15, in der Situation der imaginarefrwertigen zufalligen Auszahlungéi(z) = 57
gelost. Etwas genauer formuliert kann aufgrund der eidacStruktur vor{ (z) die GKW-
Zerlegung des Preisprozesség:) beziglich des Underlyingkursésexakt bestimmt wer-
den.

Lemma 3.22 Das Paar(9*(z), L(z)), definiert durch

V(Z)t— I{O(ta Z) + K1 (ta Z)yt—
9 = 3.31

L(z) = V(z) =V(2)g—9"(2)- 5, (3.32)

stellt die GKW-Zerlegung des Preisprozes$és) des einfachen Derivats higglich des
PreisprozesseS des Underlyings dar. Hierbei sing;(¢, z) undé;, j € {1, 2}, gegeben wie
in Satz 3.17 in den Gleichungen (3.26) und (3.27). Der Preimgss)/(z) ist von der Form
(3.25).

BEwEIS. Durch Anwendung der Itd-Formel fir Semimartingalcltkéeastiken, vgl. Propo-
sition 2.31, aufy(z1, z5) = Spexp{xzy} undo(y, Z) resultieren aus (3.1) - (3.3)
¢ = S (vﬁﬁ + ’V(Qi?ytf) und

FG) = [ 16(5(e =~ 1)podn) + [ 16(Si- (e = D)o (ol

D

furalleG € Z(R) mit 0 ¢ G. Mithilfe von Satz 2.30 erhalt man die vorhersehbare caradr
tische Variation des Preisprozesses des Underlyings iRaten

t t
(S,8), = / <c§+ / x2F§(dx)) ds = / S2 (80 + 61ys) ds (3.33)
0 R 0
unter Beriicksichtigung von
1+ [ e =0 dn) = ;00,2 = 20,0, = 15(0.2) = 5,

j € {0,1}, vgl. Annahme 3.11. Aus der Charakteristliy, Z) erhalt man unmittelbar die
Charakteristik vori/, y, Z), wobeil den Identitatsprozess angibt. Bemerkung 3.7 impliziert
die Gultigkeit von Gleichung (3.25). Eine erneute Anwengldes Ito-Kalkils 2.31 auf

SEexp{Po(T —t,0,2) + P1(T —t,0,2)x; + 22
g<t’x1’x2>:< 0 p{ 0( ) 1( ) 1 2})

Soexp{zs}
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undo(1,y, Z) lieferto(V(z), S) unter Beachtung von Bemerkung 3.7, Annahme 3.6(3) und
Bemerkung 3.10. Daraus folgt mit Satz 2.30, dass

vEsh = [ (@O0 [ o O ) ds

= /0 V(2)sSs (Ko(s, z) + k1(s, 2)ys) ds (3.34)

gilt, wobei x, und x; definiert sind wie in Gleichung (3.26). Der kanonische Kaladlifiir
V*(z) in der GKW-Zerlegung volV (z) € s#*2 bezuglichS € s#?. ist dadurch charakteri-
siert, das®*(z) - (S, 5); = (V(z), S), fur allet € [0, T] gilt. Daraus folgert man

V(Z)t— I{O(ta Z) + K“l(ta Z)yt—
St 0o + 01y

Man definiert nun(z) := V(z) — V(z)o — 9*(z) - S. Fur den Beweis, dasg®*(z), L(z))

tatsachlich die GKW-Zerlegung vo¥i(z) beziglichS ist, muss zunachst gezeigt werden,

dassd*(z) € © gilt. Man beachte, das$ () wohldefiniert ist, da die Konstantep, J; und

der Prozesg_ R, -wertig und der ProzesS positiv sind. Dabei bedenke man, dass wegen

Annahme 3.14, > 0 oderd; > 0 sind und dass; = 0 impliziert, dasss;(t, z) = 0 gilt fur

j € {0,1}. Die Annahmen 3.6 und 3.8 beinhalten in Verbindung mit Len®nin Duffie

et al. (2003), dass die deterministischen Abbildungen

[OaT] X Sf > (tv Z) = lil(t,Z),lig(t,Z),q)o(T—t,O,Z),él(T —t, 072)

stetig sind. Daraus folgt fur festese Sy, dassy*(z) vorhersehbar ist, da die Prozesse
und V'(z)_ vorhersehbar sind, vgl. Proposition 1.2.6 in Jacod & Shewyé&003). GemaRi
der Propositionen 3.12 und 3.16 silidz) € #* undS € J42, infolgedessen eine GKW-
Zerlegung(¥(z), L(z)) von V (z) beziiglichS existiert. Somit erhalt man

0*(2)- (S, 8) = (V(2),8) =9(2) - (S, S).

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.33) ergibt sithz) = J(z) P® A-f.s. und damit
Ep [[9"()*+ (S, S)x] = Ep [[0(=) - (S, S)r| < o0,

dad(z) € ©, d.h.9*(z) € ©. Darliber hinaus gilf.(z) € 2, vgl. Bemerkung 3.13, und
man beobachtet

was den Beweis beschlielit. O

In einem zweiten Schritt konstruiert man die GKW-Zerlegudeg Preisprozessésdes
eigentlichen Derivats bezuglich des Preisprozessess Underlyings mit Hilfe der GKW-
Zerlegung des Preisprozessész) deseinfachen Derivatdeziglich des Preisprozesses
S des Underlyings. Dies geschieht auf recht naturliche Ad Mveise unter Ausnutzung
der Linearitat von Integral und Orthogonalprojektion.ndchst werden allerdings einige
technische Abschatzungen benotigt.



3.2. Integraldarstellung der optimalen Lésung 81
Lemma 3.23 Die Absclatzung

T
0< / Ep [1{t<TnAT}|V(z)t|2 (avo(t, 2,2) + aq (t, z,i)yt)] dt < c(n) < o0 (3.35)
0
gilt gleichmafig r alle = € S; fur eine positive Konstantgn), die lediglich vomm € N*
abhangt, und iir eine Stoppzeit
Tp:=inf{t >0: y, € B,} ANinf{t >0: S, € B, }, (3.36)

wobeiB, := (0, 1) U(n, co0) undn € N* sind. Die Funktionemy, unda; sind definiert wie
in Satz 3.18.

BEwEIS. Day und.S adaptierte cadlag-Prozesse sindridilr jedesn € N* eine Stoppzeit,
vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 1.1.28. Es istS;| < Inn fur allet < 7, A T.
Somit gilt 1<, apyeReE St < pft fur alle z € Sy, wobei R := max{|R'|, |R|}. Aufgrund
von
Pi(t,71,22) = ©1(t, 21,22)  und  ¢;(z1,22) = ¥;(21, 22)
beobachtet man
a;(t,z,Z) = 1;(2Re(P1(T —1¢,0,2)),2Re(z)) — 2Re(y; (1 (T — 1,0, 2), 2))

> (Re(cbl(T —1,0,2)), Re(z))’y(j) (Re(q)1(T —t,0,2)), Re(z)) :
+(Im(®1(T —,0,2)), Im(z))’y(j) (Im((I)l(T —1,0,2)), 1m<z)>T
+/ (eRe@)l(Tft,O,z):vlJrRe(z):vg _ 1)2 oo (dz) >0,

weil ;) positiv semidefinit ist undp(;) ein Lévy-Mal3 verkorpert fuy € {0,1}. Unter
Beruicksichtigung der Definition der Stoppzeit vgl. Gleichung (3.36), resultiert daraus
die Abschatzung

T
Ki(2) = / B [Lt<r, A7y L e 10,29 <oy €227 102 2R (T L0 2R
0

x (aolt, 2,7) + au(t, Z,E)yt)] dt

IA

T _
/ e2Re(<I>o(T7t,0,z))+%Re(<I>1(Tft,O,z))n2R+2 |:1/10(2Re<q)1 (T —t, 0, Z)), QRG(Z’))
0

—2Re(1o(P1(T —¢,0,2),2)) + %(@Dl(ZRe(@l(T —1,0,2)),2Re(2))
—9Re(4h1 (®1(T — 1,0, 2), z)))] dt.

Unter Verwendung der Integralgleichungen
T—t
Re (Po(T —t,0,2)) = / Re (1o (P1(s,0, 2), 2)) ds,
0

Re (®1(T — 1,0, 2)) — /0 Re (v (®1(s,0, 2), 2)) ds,
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vgl. die verallgemeinerten Riccati-Differentialgleictgen (3.11) und (3.12), erhalt man

Ki(z) < n2R+2[/OT

1 /7T
3
nJo

+‘ /T %(QRe(fbo(T —1,0,2)) + %Re(qh(T — 1,0, z)))

eZRe(éo(Tft,O,z))Jr%Re(cbl(Tft,O,z))w0<2Re(q)1 (T —t, 0, z))7 QRG(Z’))’ dt

Re(@o(T—t0:2) 4y Re(@1(T—602) 4y (9Re(®, (T — ¢, 0, 2)), 2Re(2))‘ dt

XeQRe(@g(T—t,O,z))-i—%Re(CDl(T—t,O,z)) dtH = TLQR—I—Q (KQ(Z) + lKg(Z) + |K4(2)|) )
n
Aufgrund von Gleichung (3.16) und der Jensen’schen Uniglaig gilt
QRG((I)J' (tv 07 Z)) < (I)j (t7 07 QRG(Z))

fur alle (¢,z) € [0,7] x Sy. Mit der Stetigkeit der Abbildunget, und ®,, vgl. Annahme
3.6(2), kann damiti4(z)| wie folgt abgeschatzt werden:

[Ka(2)] =

1 —exp {QRe(q)O(T, 0,2)) + %Re(ﬂbl(T, 0, Z))H

1
< 1+exp {CIDO(T, 0,2Re(2)) + EqH(T, 0, 2Re(z))} < ¢1(n),
wobei ¢;(n) eine endliche, positive Konstante ist, die nur worabhangt. Ebenfalls aus
Stetigkeitsgriinden existieren Konstantgnc; > 0 derart, dass
g(t,z) := 2Re(P1 (T —1,0,2)) < ®1(T—1,0,2Re(z)) < co und2Re(Po (T —t,0,2)) < c3
gelten. Unter Berucksichtigung der Struktur (3.8) devy-&xponenten); ist

11,
et 05 (g(02). 2Re(2)

2 _ _ _ n .
< |2 (18001 RIEN) Rt (19514 2RI lante ) + 5 il | e

_|_legn(tvz) /
n D

wobeig, : [0,T] x S — R definiert ist durchg,(t,z) := 1g(t,2) undj € {0,1}. Es

n

existieren positive Konstanten(n), cs(n) undcg(n) dergestalt, dass die Abschatzungen

exp{ga(t. )} < exp{} = eu(n)

eIt 2Re@a2 _ o4 Vfy(zy) — 2Re(2) o (as)

QO(j)(dl’),

Co _gn(ta Z)
xXP{gnlt, ) ot )] < Liguenrzoy Jrea(m) + Lonar<or7—) 15
< 904(71) +1=:c5(n) und
n
(gn(t, 2))?

Co 2
exp{ga(t, )Hon(t, 2 < Tgguemzoy (2) @)+ Lga<o =
n Z (_gn(tvz))k
= k!
Co

(—)2 ca(n) + 2 =: cg(n)

n

IA
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Gultigkeit besitzen. Weiterhin gilt

1 oo /
n D

1 /
< _egn(t,z)[/ e Moz1+2Rx2 ¢(j)(dx)+/ eMoz1+2R z2 @) (dx)
n D\Q D\Q

eItAT )T _ 1 (4 2)h(xy) — 2Re(2)h(22)

v (dz)

eg(t,z)xl +2Re(z)z2

n

_ 1
(14 2R+ |g(t, 2)]) ¢ (D \ Q)] + —em® /
Q

—1—g(t,z)x; — 2Re(2)x2

(p(j)(dx)a

wobei M, definiert ist wie in Annahme 3.6(1g ;) verkorpert ein Lévy-MaR. Infolgedessen
istc; == ;) (D \ Q) positiv und endlich. Die ersten zwei Integrale auf der renlbeite
der obigen Ungleichung entsprechen angesichts von Ann8t8rendlichen Konstanten,

co > 0. Dag(t, )z, + 2Re(2)xy < ¢y + 2R fur alle (z1, 25) € Q gilt, kann man

}eg(t’z)“*me(z)“ —1—g(t, 2)x; — 2Re(z)x2’

662+2R

< max {1, % + m} (g(t, z)21 + 2Re(2)22)?
< e ((9(t,2)° +4R?) (af + a3)

fur alle (z1,2z2) € Q zeigen, wobet,, eine positive Konstante darstellt. Rg;, ein Lévy-
MaR ist, istey; := [, (27 + 23) ¢(;) (dz) positiv und endlich. Damit erhalt man

1 it /
n D

< ca(n)

ed(b2)m1+2Re(2)oe g(t, z)ﬁ(wl) — 2Re(z)ﬁ(w2) go(j)(dx)

ca(n
((1+20)cr + cs + c9) + cs5(n)er + (ncﬁ(n) + 4#92) cr0c11 =: ¢12(n),

wobeic;»(n) endlich ist. Daraus schliel3t man, dass es eine positivetiotes: 3(n) gibt
mit

Loy, (g(t, 2), 2Re(2))

n

IA

2 _ _ _ n
= (18281 + RIS 1) Realm) + (168 4+ 2R1943)1) es(m) + 5 1 les(m) + era()

< c3(n) <
furalle (¢, z) € [0,7] x Sy, j € {0,1}. Daraus wiederum folgen die Abschatzungen
Ks(2) < mne®cy3(n)T  und %Kg(Z’) < e%cyz(n)T.
Abschliel3end ergibt sich

0 < Ki(2) <n?™? [e%ciz(n)(n + 1T + c1(n)] =: cra(n) < oo (3.37)
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fur alle = € Sy und allen € N*. In Analogie dazu zeigt man, dass eine endliche, positive
Konstante:;5(n) existiert, die nur vom abhangt, und bezuglich der

T
K5(z) = / Ep []-{t<Tn/\T}]-{Re(<i>1(Tft,O,z))>0}62Re(¢O(T_t7O7Z))+2Re(¢1(T_t7072))yt StQRe(z)
0
X (ap(t, z,Z) + ay(t, Z,Z)yt)] dt < c¢15(n) < oo (3.38)

fur alle z € Sy und allen € N* gilt. Aus den Abschatzungen (3.37) und (3.38) resultiet d
Behauptung, da

IV (2):|* = 527 exp{2Re(Po(T — t,0, 2)) + 2Re(®1(T — £, 0, 2))y:}

in Anbetracht von Proposition 3.3 und Bemerkung 3.7 gilt. O
Korollar 3.24 Unter Verwendung der Notation von Lemma 3.23 besitzen dyeriden
Absclatzungen
Ep < / 97 (=) |H|<dz>> (8,8 | < o0, (3.39)
f
/ Pl TG @) < oo (3.40)
Gultigkeit.

BEWEIS. Mittels der Gleichungen (3.31) und (3.33) erhalt man
K = Ep ( Iﬁ*(z>|2|H\(dz)>-<S,S>¥]
L \7s

i Tn/\T t t 2
— Ep / IV (2), ]2 Kot 2) + a(t, 2yl IT1|(d2) dt | .
| Jo Sy

do + 01y

Analog zur Berechnung der vorhersehbaren quadratischearkation (3.34) bestimmt man
mittels Proposition 2.31 und Satz 2.30 die vorhersehbaadmische Kovariation

(V(z1),V(22)) = /0 V(21)sV (22)s [ (s, 21, 22) + a1 (s, 21, 22)ys] ds (3.41)

fur z1, 22 € Sy undt € [0, T]. Aufgrund der Gleichungen (3.33) und (3.34) gilt

P (22) - V(21), S)e = 07 (1) - (S, V(22))e = (9" (21)0" (22)) - (S, S)s
- /0 Vi(21)sV (22)s (#0(s, 21) + K1(8, 21)ys) (Ko ($, 22) + K1(8, 22)ys)

do + 01Ys
Die ZufallsvariableL(z), gibt den Fehlbetrag der (imaginaren) optimalen Hedgnagesgie
¥*(z) zum Zeitpunkt an. In diesem Sinne kani z) auch als (imaginarer) Hedgefehlerpro-
zess angesehen werden. Es sei daran erinnert, dass deféfeelgeozesd.(z) definiert ist
durch

ds.

L(z):=V(z) = V(2)g — ¥ (2) - S.
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Folglich ist der Spitzklammerprozess der Hedgefehlegseel(z;) und L(z;) gegeben
durch

(L(21), L(22))e = /(;V(Zl)SV(ZQ)S[QO(szhZQ)+a1(3721722)ys

_ (Ko((s, 21) + K1(s, 21)ys) (Ko (s, 22) + K (s, 22)ys) ds (3.42)
0o + 01Ys

fur z1, 2o € Sy undt € [0, 7). Esist(L(z), L(z)) = (L(z), L(Z)) € ¥*, d.h. der Prozess
(L(z), L(=)) istinsbesondere monoton wachsend. Daraus folgt

|Kf0(t7 Z) + Kfl(tv Z)yt|2

0<
do + 01y:

< ap(t,z,z) +ai(t, 2, Z)ys (3.43)

fur \-fa.t € [0,7T], dak;(t,Z) = k,(t, z) giltfur j € {0, 1}. Mithilfe des Satzes von Fubini
erhalt man damit

T
K < / / Ep[Lpcrany V(I (a0(t, 2,2) + ault, 2. 2)y) | de|TI(d2). (3.44)

Dall ein endliches Mal3 au$; ist, folgt die Abschatzung (3.39) mit Lemma 3.23. Ange-
sichts der Gleichung (3.42) und der Ungleichung (3.43) gilt

(L(2), L(z))7" < /Om V(2)el* (ao(t, 2,Z) + ou(t, 2, Z)ye) dt. (3.45)

Somit resultiert die Abschatzung (3.40) ebenfalls aus inan3.23. U

Lemma 3.25 Die GKW-Zerlegung des Preisprozes$edes zu hedgenden Derivats bigz
lich des Preisprozesseésdes Underlyings ist gegeben durghr, L), wobei

P /S (=) T(d2), (3.46)
L = /S L(2) T1(dz) (3.47)

reellwertige Prozesse sind.

BEWEIS. Die Abbildungen(t, z) — &,(T —t,0, 2), s,(t,2), j € {0,1}, sind stetig und
damitZ(R.) ® #(Sy)-%(C)-messbar. Daraus folgt, dass die Abbildungen

(w,t,2) — O;(T —t,0,2), k;(t,2), je€{0,1},

Fo @ BR,;) @ B(Sy)-A(C)-messbar sind, wobe¥, die triviale o-Algebra ist. Wegen
Fo @ B(Ry) C Z sind letztere Abbildungen aucl? ® %(S;)-%(C)-messbar. Die Pro-
zesseS_ undy_ sind vorhersehbar, infolgedessen die Abbildungery, z) — S, (w),
Y (w) &P @ B(Sy)-#A(C)-messbar sind. Folglich i$w, ¢, z) — U*(z),(w) als Kompositi-
on messbarer Abbildungen, vgl. die Formeln (3.31) und (3.25% #(Sy)-%(C)-messbar.
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Zerlegt many*(z) in Real- und Imaginarteil unt in die signierten MaR&?* undI1™, de-
finiert durchII®*(G) := Re(II(@)) undII™(G) := Im(II(G)) fur alle G € #(S;), und die
signierten MaR&I®* und IT'™ wiederum gemaR der Hahn-Jordan-Zerlegung in die positi-
ven und negativen Variationghl®¢)*, (IT1%¢)~, (I1'™)*+ und (I1"™)~, so erhalt man mit dem
Satz von Fubini, dasg* vorhersehbar ist. Fiir € N* definiert man die Stoppzeit, wie in
Lemma 3.23, vgl. Gleichung (3.36). Ferner definiere man dead3sA = (A;).cjo,r) Wie
folgt:

A, = /t(ﬁj)Qd(S, Sy, teloT].

Mittels der Holder'schen Ungleichung und Abschatzun@$3 in Korollar 3.24 erhalt man

EplArn] < Ep ! / ( / w*(z)sum(dz)) a(3, 5,

( / \ﬂ*(z)\?\m(dz))ws,sw < 0.

IN

1[(Sp) Ep

Da (7,)nen- €ine lokalisierende Folge ist, gilt alsts € L7 _(S). Lemma 3.22 impliziert
SL(z) € M. furallez € Sy. DaS € 42 ist, existiert eine lokalisierende Folge,, ),.cn-

mit S°» € % DaL(z) € 47 ist, vgl. ebenfalls Lemma 3.22, ergibt sich mit Jacod &
Shiryaev (2003), Satz 1.4.2, da6SL(z))’" € . qilt. Man definiert7, := 7, A 0,,. Da
(L(2), L(z)) ein adaptierter wachsender Prozess ist, kann fur jedeligé Stoppzeit

mittels der Jensen’schen Ungleichung

(Ep[|L(2)]|])* < Ep[|L(2)]|*] < Ep[(L(2),L(2))}], t€[0,T], (3.48)

gezeigt werden. Man beachte, dass die Aussage von Lemmadck3dann gltig bleibt,
wenn marr, durch7, ersetzt. Da&5™ € 72 ist, gilt

K :=4/sup {Ep [(Sf”)ﬂ te [O,T]} < o0.

Damit ergibt sich mit der Cauchy-Schwarz'schen UngleichimVerbindung mit den Un-
gleichungen (3.48) und (3.45) die Abschatzung

[ Bl Le = SE L) 1a]] )

< [ B [SPLE] + B STLE) @)
Sy

-

T 2
2K (/ Ep [1{t<%nAT}|V(Z)t|2 (QO(tv 275) + al(tv Zag)yt)] dt) |H|(d2’) <00
Sy 0

IA

fur G € %, unds < t. Der Satz von Fubini liefert dann

Be (8917 - S717) 1] = [ Ep (P LG - SPLE)T) 1] () = 0.
Sy
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Ergo sindS und L orthogonal, das heil3t, daS¢. € .. ist. In volliger Analogie zu diesem
Fubini-Argument beweist mah™ € .# unter Beriicksichtigung voh(z) € 222 fur alle

z € 8; und der Tatsache, dasg™ stabil unter Stoppen ist. Darliber hinaus resultiert aus
den Ungleichungen (3.40) in Korollar 3.24 und (3.48) die éiigzung

sup Ep[(Li")’] < IHI(Sf)/S Ep[(L(2), L(2))7] T|(dz) < oo,

te[0,7

infolgedessen.. ¢ 72

7~ ist. Offensichtlich startef. in Null. Aus Proposition 3.15 und
Lemma 3.22 ist

V="V + / (9*(2) - S) M(dz) + L (3.49)

bekannt. Das Integrqlsf(ﬁ*(z) - S)II(dz) kann linear in Integrale der Form

| @)+ 8)maz)
Sy
zerlegt werden, wobei
v € {(IT%)7, (IT%) 7, (™), (™)}, e {L,....4}
9i(z) € {Re(d"(2)),Im(9"(2))}, j e{L,2},

sind. Die Abbildung(w, t, z) — gj(w,t, z) = g,(2) ist Z @ B(S;) — B(R)-messbar, da
z — Re(z), Im(z) stetige Funktionen sind. Daraus folgt die Vorhersehbaxiagi g; (=) fur
festes: € S;. Des Weiteren folgert man aus Lemma 3.23

Epl(g;(2))* - (S, 9)F] < Epl[9*(2)]* - (S, 5)7]

S / EP [1{t<’rn/\T}|V<Z)t‘2 (Oéo(t, 275) + o (tu 272)3/15)] dt < o0,
0

d.h.g;(2) € L} .(S). Unter Beruicksichtigung vof € .72, und Definition 111.6.12 in Jacod
& Shiryaev (2003) folgt damiy;(z) € L2 .(S — Sp) N L°(0), d.h.g;(z) € L(S) , vgl. auch
Definition 111.6.17 in Jacod & Shiryaev (2003). Protter (299vgl. das Korollar zu Satz
IV.44, besagt dann, dass eitre @ #(R.) ® #(Sy) — #(R)-messbare f.s.-cadlag-Version
von g;(z) - S existiert. Ferner resultiert aus dem Satz von Fubini dihgsehbarkeit von

fsf (9;(2))? vi(dz). Die Abschatzung (3.39) in Korollar 3.24 liefert

</S (9:(2))” Vl(d2)> (5, S)F

Analog zug,(z) € L(S) schlief3t man daraus

Ep < Ep

( g |19*(2)|2|H|(d2)> - (5, S)%”] < oo.

1
2

(/S (gj(Z))QVz(dZ)> e L(S5).
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Damitist nun der Satz von Fubini fir stochastische Integrawendbar, vgl. Protter (1992),
Satz IV.46:

/S (gj(2)-S) v(dz) = (/3 gi(2) y,(dz)) .S, je{1,2}, le{l,... 4}

In Verbindung mit Gleichung (3.49) folgt daraus
V=Vo+</ ﬁ*(z)H(dz))-S+L:V0+19*-S+L. (3.50)
Sy

Zuvor ist bereit§9*, L) € L2 (S) x 742, gezeigt worden mify = 0 und SL € M.
Die Orthogonalitat vorl, und S ist aquivalent zu L, S) = 0. Mit Gleichung (3.50) erhalt
man damit(V, S) = 9*- (S, S). Da(V, S) € 22 x 742, ist, existiert eine GKW-Zerlegung

loc
(ﬁ, L) € © x #* des Preisprozess&sdes zu hedgenden Derivats beziiglich des Preispro-
zesses des Underlyings. Insbesondere gilt S) = J- (S, S). Wie im Beweis von Lemma
3.22 folgert man)* = 9 P ® A\-f.s. undd* € ©. Damit ist aber aucl, € 2, man vgl.
hierzu Gleichung (3.50), Bemerkung 3.13 und Propositidis 3AbschlieRend beobachtet
man

(L—L,L—L)=—9)-(L—L,S) =0, (3.51)

was bis auf Ununterscheidbarkdit= L zeigt, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Propositi-
on 1.4.13. Folglich is{v*, L) die GKW-Zerlegung des Preisprozes$esdes zu hedgenden
Derivats bezuglich des Preisprozessedes Underlyings, und die Prozesgeund L sind
reellwertig. O

BEWEIS VON SATZ 3.17. Lemma 3.25 besagt gerade in Kombination mit Satz 3 wd K
rollar 10 in Schweizer (1994), das$),J*) die Losung des Problems varianz-optimalen
Hedgens beziglich der zufalligen Auszahlutgdarstellt. Das betrachtete Hedgeproblem
stimmt mit dem folgenden Approximationsproblem im Hilbattm L2 ( P) Uberein:
i U — H||72py-

5e{v0+19.§IT1:12)6R,1968}H HLQ(P)
Dabei ist die Mengduvy + 9 - St : vy € R, ¢ € ©} konvex und abgeschlosseniid(P),
vgl. Monat & Stricker (1995), Satz 4.1 und Bemerkung 4.2.dbarfolgt:

vi =10, und 0*.-Sp=19-.5;, P-s.

fur zwei Losungen(vg, 9*) und (7y, ¥) des Problems quadratischen Hedgens, vgl. Heuser
(1986), Satz 21.1. Wegeh- S € 72 fur alley € © gilt 9* - S = 4 - S und damit

o = wrl((r i) s (r-0) )

T N2
— Ep [ / 52 (5O+51yt_)<19;‘—19t> dt},
0
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wasy* = U P ® Mf.s. impliziert. O

Im nachsten Schritt wird die Integraldarstellung des maden erwarteten quadratischen
Hedgefehlers bewiesen, der als Risiko der varianz-opiméledgingstrategie aufgefasst
werden kann. Es sei daran erinnert, dass die Zufallsvariabben Fehlbetrag der opti-
malen Hedgingstrategi&* zum Zeitpunktt angibt und dass in diesem Sinhieauch als
Hedgefehlerprozess angesehen werden kann. Der Hedgefelzlessl. ist ein in Null star-
tendes quadratisch integrierbares Martingal, infolgeelesler minimale erwartete quadra-
tische Hedgefehler als Erwartungswert der vorhersehbguadratischen Variatiofi, L)
des Hedgefehlerprozessésausgedrickt werden kann. Aufgrund der Integraldarsigliu
des Derivats kann diese vorhersehbare quadratischeivaraés Doppelintegral Uber Spitz-
klammerprozesse von Hedgefehlerprozessen einfachevdbeninit moglicherweise ver-
schiedenen Auszahlungsprofilen geschrieben werden. Materendung des Semimartin-
galcharakteristikenkalkils lassen sich diese Spitzki@nprozesse explizit als Integrale der
Zeit berechnen. Um den aufRen stehenden Erwartungswett dasc Doppelintegral und
das Zeitintegral nach innen ziehen zu kdnnen, muss eimkFAbgument verwendet wer-
den. Bei der angenommenen Integraldarstellung des Deistader Integrationsbereicy
in der Gaul3schen Ebene in imaginarer Richtung unbeskhn&as hier im Allgemeinen
eine Verletzung der Integrierbarkeitsvoraussetzung @seS von Fubini nach sich zieht.
Daher betrachtet man Derivate mit abgeschnittenen Auszgbfunktionen, die bei der In-
tegraldarstellung mit einem kompakten Integrationsloérkorrespondieren und die zur Ap-
proximation des ursprunglichen Derivats herangezogedevekonnen.

BEWEIS VON SATZ 3.18. Man betrachte dbgeschnittene Auszahlungsfunktion
P16 = [ Tt ae)
Sy

wobeik € Ry, IT*(G) := II(Sf N G) fur alle G € #(Sy) und
S]]f ={z€C: R <Re(z) <R, |Im(z)| < k}.

¥ = f*(Sr) gibt die zugehorige zufallige Auszahlung an. Man beactitssS} C Sy
abgeschlossen und damit Element w86S;) ist und dassI* ein endliches komplexes Maf3
auf(Sy, #(Sy)) darstellt. Der Preisprozess der zufalligen Auszahlhtigst gegeben durch

VF .= Ep[H*|.%,] :/S V(z) H’“(dz):/8k V(2)11(dz),

vgl. Proposition 3.15. Mit majorisierter Konvergenz etgsich V,*(w) e Vi(w) fur alle
w € Qundallet € [0, T]. Mittels der Holder'schen Ungleichung erhalt man die éliitzung

Vi —Vr? < (/ V()| [TT|( d2)> < ( ) IV(Z)TIH(dZ)>

|H\(«5f)/8 \V (2)r|? [TT](dz) < (|TT|(Sy))? <62RlnST 1 ezR/lnsT> .

IN
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Die rechte Seite dieser Ungleichungskette istin Anbetraah Annahme 3.6(1) integrierbar
bezuglichP. Daher liefert wiederum der Satz von der majorisierten Kogenz

7 (N VAN VA 7§

k—o0

Wendet man Proposition 3.16 auf das Derivat mit zufalligaszahlungH* an, so erhalt
manV* € 2. Lemma 3.25 besagt dann, d4&8")*, L*), definiert durch

kye . VT (de ko NTTF(d
(%) ._/Sfﬁ()H(d) und L /SfL()H(d ),

die GKW-Zerlegung vonl’* beziiglich.S darstellt. Daraus folgt mit Monat & Stricker
(1995), Satz 3.8, dags. kb Ly gilt, was

lim Ep[(L})?) = Ep[L3] (3.52)

k—o0

impliziert. DaL* € s#? ist, folgt (L¥)? — (L*, L*) € .#, vgl. Jacod & Shiryaev (2003),
Satz 1.4.2. MitL} = 0 ergibt sich damit

Ep[L3] = lim Ep[({LF, LF)7]. (3.53)

k—o0

Zur Beendigung des Beweises von Satz 3.18 ist das folgenaeniaevon zentraler Bedeu-
tung. Dieses Lemma beinhaltet eine Integraldarstellumgzdenersehbaren quadratischen
Variation des Hedgefehlerprozesséfs der mit der in Bezug auf das abgeschnittene De-
rivat varianz-optimalen Handelsstratedi#)* einhergeht. Dabei ist der Integrand gerade
der Spitzklammerprozess der Hedgefehlerprozéssg und L(z;) mit 2y, 2, € Sy. Dieser
Spitzklammerprozess kann in Form eines Zeitintegralsdheret werden, vgl. Gleichung
(3.42). Der Beweis von Satz 3.18 kann dann im Anschluss desiias mittels einer zwei-
fachen Anwendung des Satzes von Fubini und durch Berechsemgsultierenden Erwar-
tungswerte vervollstandigt werden. Bei der Berechnungesi@artungswerte wird wesent-
lich die affine Struktur des stochastischen Volatilitadsiells (3.1) - (3.3) ausgenutzt.

Lemma 3.26 Im Fall des Derivats mit abgeschnittener allifjer Auszahlung/* ist die
vorhersehbare quadratische Variation des Hedgefehlegssed.* von der Form

<L’“,L’“):/S /S (L(21), L(2)) TI* (d2y) TT*(d2y), (3.54)

wobei sich der Spitzklammerprozégsz, ), L(z;)) gemafd Gleichung (3.42) berechneiskst.
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BEWEIS. SeiT,, n € N*, die in Lemma 3.23 definierte Stoppzeit. Unter Verwendung de
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung erhalt man die Abzcimég

| Eelineor e - ez e - e, L)
Sy /S5
L) L) 104 () [ ()

< /sf /sf [(EPHL(Zl)tTn|2]EP[|L(Z2)Z"|2])§ + (Ep[|L(z1) " 1EP[|L(22)"]?])

-~

U]
+Ep | (Re(L(21), L(22)){")” + (Im{L(=1), L(z))7")" ) é}

(. J

NI

J/

)
1

+Ep| (((Re(L(1), L(22))7) + (Im(L(1), ()70 )| | 0¥ d0) [0 (d2o).

N /

(i)

Mittels Ungleichung (3.48) kann der Ausdruck (I) abgeszh@erden durch

SIS

(EPHL(Zl)Zn|2]EP[|L(22)ZH|2])% + (Ep[|L(20)7" PIEp[|L(22)7*])

< 2 (B [(0(2). TR Er [0, TE7]) (3.55)

Man beachte, dass wegen der Eindeutigkeit des Spitzklapromssses, vgl. Definition 2.7,

Re(L(2), L)) = 5 (D) & L(z), T L)

~(L(2), L(=1)) — (L), L(=))) (3.56)

gilt. Da(L(z1) — L(z3), L(z1) — L(Z3)) ein nichtnegativer und wachsender Prozess ist, folgt
damit

(L) + L(z), L0 + L) < 2((La), ) + (L) I). - (357)

Die Terme (I1) und (Ill) kdbnnen nun wie folgt abgeschatztnden: Mittels der Gleichung
(3.56) und der Ungleichung (3.57) folgert man

Re(L(21), ()] < 5 ({202) T + (L(=). TED) - (358)

Analog zu Gleichung (3.56) und Ungleichung (3.57) beobstaimian

(L), L) = 5 (B i), Tl £ 10)

~(L(2), L)) = {L(22) L(z))).  (359)

(L(a) +iL(2), E) +iL(z)) < 2({L(a0), ZG0) + (L(), I(=))) . (3.60)
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Somit gilt auch

(2 (1), (=)0 ] < 5 ({02) TG +{L(). TED) - (36D)
Zusammen ergeben die Ungleichungen (3.58) und (3.61) dset#&izung
Ep| ((Re(Lz1), L(z2))7")* + (Im(L(1), L(2))7") )|
+Ep | (((Re(L(21), L(z2))7)” + (Im{L(=1), L(z2))7)* )]
< 6 (Ep[(L(1 LC0)7] + Bel(L(z2 L))

Unter Verwendung der Holder'schen Ungleichung und Kamo8.24, angewendet auf das
komplexe MaRI1*, folgt daraus und aus Ungleichung (3.55), dass

| Be[iom L - Loz e - (e, L)
S;Js;
L) L) 10 () [0 ()

< 14JT1)(SY) / Ep(L(2), T(2))3] || (d2) < oo

Sy

ist. Damit liefert der Satz von Fubini
B (97 = (2 = [ (D). Ly i) ()
+/S /S<L(zl),L(zg)>;nHk(dzl)nk(dzg))m}

-/ /S Ep [ (L2)7 L) — (L), L))
(L(z)7 L(z2)7 = {L(z1), L(z2))7) ) Ta| T (d21) T (dz2) = 0

fur G € unds < t, we|I (L(21)L(22))™ — (L(z1), L(22))™ € .# qgilt. Folglich ist

— fsf fsf ), L(22)) I*(dzy) ¥ (d2y) € #o.. Man sei daran erinnert, dass
t
<L(21), L(ZQ))t(W) _ / e<I>o(T—s,0,21)+<1>0(T—s,O,zg)—l—(Cbl(T—s,0,21)+<1>1(T—S,O,zz))ysf(w)
0
Xe(ZI+Z2)1n357(w) OZQ(S, 21 22) + 041(8, 21 Zg)ys_(W)

~ (Ko(s, 21) + Ki(s, 21)ys— (W) (Ko (s, 22) + K1 (s, 22)ys—(w)) d
o + 01ys—(w)

S

t
= / g(w, s,21,29)ds
0

gilt, vgl. die Gleichungen (3.42) und (3.25). Aufgrund demahmen 3.6(2) und 3.8 sowie
aufgrund von Lemma 5.3 in Duffie et al. (2003) sind die Abbiidan®,, ¢, g, <1, ag
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und; stetig, infolgedessen diese, als Funktionen in den Vateylz,, undz, aufgefasst,
BR.) @ B*(Sy) — #(C)-messbar sind. Wege#; @ B(R,;) C & sind®, D1, ko, k1,
ap und oy, aufgefasst als Abbildungen in, s, z; undzy, & ® %%*(S;) — %(C)-messbar.
Die Prozessg_ und S_ sind #2-messbar. Ergo ist der Integrapd? @ %*(S;) — %(C)-
messbar.

Lemma 3.27 Sei(w, s, 21, 29) + g(w, s, 21, 20) €ine P2 @ %?*(C) — %(C)-messbare Abbil-
dung. Dann ist die Abbildun@, ¢, z1, 25) — fotg(w, s, 21, 29) ds auch? @ %%(C) - %(C)-
messbar.

BEWEIS. Zunachst sei angenommen, dasie Gestaly(w, s, 21, 22) 1= 1a(w, s)15(21, 22)
besitzt, wobeid € £ und B € %?(C) sind. Dal, progressiv messbar ist, liefert der
Satz von Fubini dieZ; — #(C)-Messbarkeit vonX,(w) := fot 1a(w, s) ds, das heil3t, dass
X adaptiert ist. Aufgrund der Stetigkeit vaK ist X somit vorhersehbar. Folglich sind
X und1p & @ %?(C) — %(C)-messbar, und die Behauptung ist fur eine derart struk-
turierte Abbildungg gezeigt. Offensichtlich ist := {A x B : A € 2, B € #?(C)}
ein Erzeuger vor? @ %*(C), der schnittstabil ist. Mittels eines Dynkin-Argumentsgfo
die Behauptung fur alle Abbildungender Formg(w, s, z1, 22) := 1lo(w, s, 21, 22), Wobei

C € 2 ® %°(C) ist. Die allgemeine Behauptung resultiert dann mit algisbhreer Indukti-
on (Zerlegung von Real- und Imaginarteil einer beliebigém %2 (C) — %(C)-messbaren
Abbildung in Positiv- und Negativteil und Argumentationttels monotoner Konvergenz
unter Beriicksichtigung von Satz 11.6 in Bauer (1974)). O

Damit kann der Beweis von Lemma 3.26 fortgesetzt werden.rharB.27 liefert die
P B*(Sy) — #B(C)-Messbarkeit voq L(z1), L(z2)). Zerlegt man das komplexe Mal¥
unter Verwendung der Hahn-Jordan-Dekomposition inRljewertigen MaRg( (T1%)R)+,
((TTF)Re)=, ((I1%)'™)* und ((I1%)™)~, das heift
ITH(G) = (M) H(G) — (M) 7(G) + i ((I)™)H(G) — ((I)™)(G))

fur alle G € #(Sy), so schlie3t man mit dem Satz von Fubini auf die Vorhersétaliizales
Prozessegfsf fsf<L(Zl)= L(z)) 11¥(dz ) TT¥(dz). Real- und Imaginarteil dieses vorherseh-
baren Prozesses konnen linear zerlegt werden in Dopeetaie der Form

/Sf /Sf Re(L(21), L(22)) vj(dz1) vi(dz,) oder /sf /sf Im(L(z1), L(22)) v;(dz1) vi(dzs),

wobeij, I € {1,...,4} sowier, := ((ITF)R)F, vy = ((ITF)Re)~, 1y := ((IT*)™)* und
vy := ((I1F)™)~ sind. Mithilfe von Gleichung (3.56) erhalt man

/3 /S Re(L(%1), L(22)) v;(dz1) vi(dzs) = %Al B %AQ

- %/Sf /Sf<L(z1)+L(z—2),m) vi(dz)v(dz)

1

u(Sy) /S (L), T(2) v (d2) + vy(Sy) /S (L(2), I(2) w(dz)] |
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Aus Ungleichung (3.57) ist unmittelbar ersichtlich, dags< 2A? fur alle t € [0, T gilt.
Aufgrund vony;(G) < |TII*|(G) fur alle G € %(Sy) und allej € {1,...,4}, vgl. Elstrodt
(1996), Kapitel VII, Paragraph 1, und wegéh(z), L(z)) € ¥+ beobachtet man ferner

A2 <218 | (L) TG ] (d2)
f

fur allet € [0, 7], da wegen der Minimaleigenschaft vdi®| gilt, dass|IT*|(G) < |I1|(G)

furalleG € #(Sy) ist, vgl. den Abschnitt Uber Totalvariation in Kapitel rddonographie

von Rudin (1987), und d&} C Sy gilt. Die Abbildungent — A}, A7 sind monoton wach-

send, da diese Integrale adaptierter wachsender Prozasisgpositiven Mal3en darstellen.

Wendet man Korollar 3.24 erneut auf das komplexe Méfn, so erhalt man zudem

Epl(AY)] < 2Ep[(4%)7] < 4|T1[(S)) /

Bp |(L(), ()7 | [1¥(dz) < o0

Daraus folgt, dasd!, A2 € ¥+ sind, da die lokalisierte Klasse der adaptierten wachsende
Prozesse mi¥’* Ubereinstimmt. Somit |sf3 fs Re(L(z1), L(22)) v;(dz1) € ¥. Analog
zeigt man, dasfsf fsf Im(L(z), L(22)) uj(dzl) € ¥ gilt. Zusammenfassend bedeutet dies,

dass der komplexwertige Prozg%:;‘, fsf 21), L(22)) TTF(d 2, ) TI¥(d 25) wohldefiniert, vor-
hersehbar und von endlicher Variation ist. Daraus folgt

(LF, IF) = /S /S (L(21), L(z9)) T (dz) TTF (d2)
wegen(L*)? fsf fsf (22)) ¥ (d21 ) TT¥(d20) € Mo O

Somit kann der Beweis von Satz 3.18 fortgefiihrt werden.@leschung (3.53) resultiert
mit Lemma 3.26 die Gultigkeit von

Ep[L3] = Jlim Ep

/ / Zl 22 H(dzl) H(dZQ) . (362)
Sk S’C

Es genugt, den Fally, ; # 0 zu zeigen. Der Beweis der Spezialfalle= 0 bzw.§; = 0
kann eruibrigt werden, da die erforderlichen Argumente eichte Teilmenge der Argumen-

tation sind, die fur den Fally, §; # 0 vonnoten ist. Mittels der Ungleichungen (3.58) und
(3.61) erhalt man

/Sk /S Ep[[{L(21), L(22))7]] [T (dz1) |TT| (d22)
< /Sl; /Sl; Ep[|Re(L(21), L(22))7| 4+ Mm(L(21), L(z2))7|] [TI|(dz1) [T1|(dzs)

< OINI(S) [ Eel(L(2), D] (). (3.69)

S§
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Man beachte, dass\, X) firr jedesC-wertige quadratisch integrierbare Martingal(d.h.
fur jedenC-wertigen ProzesX mit Re(X), Im(X) € #?) ein integrierbarer wachsen-
der Prozess ist, d.h., dag¥, X) € & gilt. Daraus ergibt sich mittels der Gleichungen
(3.56) und (3.59) unter Verwendung des Satzes von Fubinuatet Beriicksichtigung von
Gleichung (3.42) die Gultigkeit von

T Up) 77151 - 77250
BellL) Lele] = [ (RERV GV G + 20 Bl (o) ()
0 1
7705% — 7’/15051 + 77253 {V(Zl)tV(Zg)t}>
E dt 3.64
’ 5 ooy )" GO

wobeing, 7, undn,, vont, z; und z; abhangend, definiert sind wie in der Behauptung.
Aufgrund von Annahme 3.6(1) und Bemerkung 3.7 lasst gighl/(z);V (22)] wie folgt
berechnen:

EP[V(Zl)tV(Zz)t] = €£OSSI+22 eXp{CI)O(t, 517 zZ1 + 22) + (I)l(t, gl, 21+ Zz)yo}, (365)

wobei &, und &;, vont, z; und z; abhangend, definiert sind wie in der Behauptung. Man
definiere nun die Abbildunge undg, : S — C durch

(x1,22) +—  golx1, x2) = exp{z1ys + 222},

(z1,2) +—  gi(z1,72) == Eplgo(w1, 72)].

Ferner bezeichnB(&,,¢) := {z € C: |z — & | < £} eine offene Kugel mit Zentrurgy und
Radius:. Dabei seil) < 2¢ < ¢ fur ein beliebig kleines, fest gewahltesn Annahme 3.6.
Man beachte, dags := & (¢, 21, 2o) fir festes(t, 2, z5) € [0, T] x S;* eine komplexe Zahl
ist. WegenRe(&(t, 21, 2)) < 2(®1(T —t,0,2Re(z1)) + @1 (T — t,0,2Re(20))) < My
gilt

gsup {|D1go(§, 21 + 22)| : £ € B(&,€)}
< Sup{e(5+Re(£))yz+(Re(Z1)+Re(zz))Zt €€ B(&,8))

< (Mot2e)y (62RZ,5 4 ezR%) _
Die rechte Seite ist bezuglich integrierbar, vgl. Annahme 3.6 und Bemerkung 3.7. Falls
|| hinreichend klein ist, ist

go(&1 4+ h, 21 + 22) — go(&1, 21 + 22)

h Sé—l—sup{‘Dng(f,Zl—'—Zz)‘ :§EB<£17‘§)}7

vgl. Kapitel 1, Paragraph 1.1, in Remmert (1992). Daraugtfiolit dem Satz von der majo-
risierten Konvergenz:

Ep[V(21)V(22)] = €S58 2 Ep[D1go(&1, 21 + 22)] = €552 Dygi (€1, 21 + 20)
= Ep[V(21)V (22)e] (D2Po(t, &1, 21 + 22) + Da®1(, &1, 21 + 22)0) - (3.66)
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Des Weiteren gilt, vgl. Satz 11.2.1 in Fischer & Lieb (1994),

&1 (yz+§—°) s 1
76 i z(yt+5—0> / (51 ) { (51 ) 50 }
= [e ) dz = + &1 ) ex In(s) + &1s s ¢ ds,
Y+ 2 /r o \Jo o P\ (8)+ &5 Ju 01 “

wobeil" = {§ In(s) + &5 - s € (0, 1]} ist. Damit erhalt man

, {V(Z'l)tv(@)t}

do + 1y

1)

R 1 5 5

- s ([ o (B ) S )

51 50 0 50 51

! 0 )

+ & Ep l/ S exp { <5—; In(s) + §1S> Y + 5—?518 + (21 + ZQ)Zt} ds}) -
0

Wegendy, §; > 0 und aufgrund der Nichtnegativitat vam ergibt sich fur alles € (0, 1] die
Abschatzung

5 5
se(% ln(s)+£1s) et &ist(21+22) 2

1
< ef(Movo) (e(Movo)yt—i—QRZt i e(M()VO)yt-‘rQR/Zt) .

Anhand von Annahme 3.6 und Bemerkung 3.7 erkennt man, das®clte Seite dieser
Ungleichung bezuglicl¥ integrierbar ist. Unter erneuter Beriicksichtigung vomigekung
3.7 resultiert somit aus dem Satz von Fubini

0
V(Zl)tv(zz)t} e nt /1 (51 ) bogys
Bp | LS B egarn 1[0 g ) R
P{ 0o + 01y: 0 0 Jo \do 2

v e<I>0 (t,g—(l) 1n(s)+§1s,21+22> +&1 (hg—(l) ln(s)+§1s,z1+zg>y0 ds. (367)

Mithilfe der Stetigkeit der Abbildunge®,, ®;, D,®, und D,®; auf dem Kompaktum
[0,T] x Sj?, vgl. Annahme 3.6(2), schlief3t man auf

EP[|V(Z)t|2] < e@o(T—t,O,QRe(z)) (SOQRGCD()(t,]\/fo\/O,QR)-i-@l(t,Mo\/O,QR)y()
+S§R/€q>o(t,Mov0,2R’)+¢1(t,Movo,zR’)yo) <o
Ep[[V(2)*y] < 1 |Da®o(t, 2Re(®1(T —¢,0, 2)), 2Re(2))
+ Dy®y(t,2Re(P1 (T — t,0, 2)), 2Re(2) )yo| < ca(k)

und

B, [I14

do + 1y

< 2Re(@0(T—1,0,2) ( SgR n SgR’) e
- 51 50

% (ecbo(t,Movo,QR)Mn(t,Movo,QR)yo Jr€<I>0(t,Movo,QR/)+<I>1(t,Movo,QR/)yo) < (k)

30 |2Re (@1 (T—1,0,2))] : oy
(— + (Mo V 0)) gn (MoV0)
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furalle(t, z) € [0,T] xS}, wobeicy, ¢, (k) undes(k) positive Konstanten sind. Die letzteren
beiden hangen moglicherweise vbrab, nicht aber vom oder z. Folglich erhalt man die
Abschatzung

B0, 0 < [ (It 4 Gt 2)] + Sl 2.2 5

k
(Bt )+ 1,2+ Bl 2. 3)) )
1
S TC4(]€)
furallez € S’; und eine positive Konstantg(k), die nur vonk abhangt, da die Abbildungen

<t7 Z) = 770(@275)7 nl(ta 272)7 n?(ta 272)

auf [0, 7] x S} stetig sind, vgl. die Annahmen 3.6 und 3.8. Mit UngleichuBd8) folgt
daraus

/Sk /S Ep[[{L(21), L(22))7|] |1TI|(dz) || (d2) < 6 (|n|(5;f))2Tc4(k) < o,

infolgedessen der Satz von Fubini anwendbar ist und untérdBsichtigung von Gleichung
(3.62) abschlie3end

k—o0

B[I2] = lim /S k /S Bp (L), Dlz2))a] T(d2) T(dzo) (3.68)

liefert. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Gleialpem (3.64) - (3.67). Die Integrale,
die man in Gleichung (3.68) im Grenzwert erhalt, sind alsoSinne des Cauchy’schen
Hauptwertes aufzufassen. O






Kapitel 4

Varianz-optimales Hedging In
stochastischen Volatiliatsmodellen mit
zeittransformierten L evy-Prozessen

Nachdem in Kapitel 3 das Problem des varianz-optimalen Eiesign allgemeinen affinen
stochastischen Volatilitatsmodell einer semiexplizit®ysung zugefuhrt worden ist, sollen
die allgemeinen Resultate in diesem Kapitel auf die stadwmen Volatilitatsmodelle auf
der Grundlage zeittransformierter Lévy-Prozesse von&a. (2003), vgl. Abschnitt 1.4.4,
spezialisiert werden. Zunachst wird bewiesen, dass dehastischen Volatilitatsmodelle
von Carr et al. (2003) affin sind. Anschlielend werden digraéan Integralformeln fir
den varianz-optimalen Hedge und den minimalen erwartet@drmtischen Hedgefehler in
Form der konkreten Modellgro3en ausgedriickt. Ein wéisket Teil der Arbeit wird dahin-
gehend investiert, die allgemeinen Voraussetzungen awkdiiegende Modellspezifikation
zu Ubertragen, mit dem Ziel, dass die nur von den Modellpatarn abhangenden Bedin-
gungen in moglichst einfacher Form vorliegen, d.h. leidhegrprifbar sind. In einem letzten
Abschnitt werden dann diese Modelle noch einmal spezgatidurch die Festlegung bis da-
hin nicht spezifizierter Lévy-Prozesse und durch die Vbegder Modellparameter, so dass
die Formeln numerisch umgesetzt werden konnen. Hingtbhder Modellparameter wird
zum einen ein hypothetischer Beispielparametersatz germgen und zum anderen ein Pa-
rametersatz, der auf der Kalibrierung von Optionspreisgalit, vgl. Schoutens (2003), Ta-
belle 7.3. Der letztere Ansatz ist dabei so zu verstehes, mias unter dem risikoneutralen
Mal3d quadratisch hedgt. Da man jedoch in der wirklichen Watidelt und man das damit
einhergehende Risiko nur in der wirklichen Welt sinnvoluten kann, sollte man eigent-
lich den Hedge und den dazugehorigen Fehler unter dem kaligsihen Mald berechnen.
In diesem Beispiel auf der Basis kalibrierter Parametdrdadier unter anderem die Frage
untersucht werden, wie weit die beiden MalRe numerisch vaneier entfernt liegen, d.h.
wie gut die Losung unter dem risikoneutralen Mal3 die L@sunter dem physikalischen
Mald approximiert. Unabhangig von dieser Frage dokumemtibeide Beispiele die gute
numerische Handhabbarkeit der Formeln fur den varianzrapen Hedge und den entspre-
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chenden minimalen erwarteten quadratischen Hedgefelidein den Satzen 3.17 und 3.18
angegeben worden sind. Es sei daran erinnert, dass die ldauelesitat sowohl durch ei-
ne Quadratwurzel-Diffusion als auch durch einen OU-Prezsr durch einen Subordinator
getrieben wird, modelliert werden kann. Im ersten Absdhverden die stochastischen Zeit-
transformationsmodelle auf der Basis von OU-Prozessegrsuttht, man betrachte hierzu
das Modell (1.97) - (1.99). Hinsichtlich der Notation in sien Kapitel sei darauf hingewie-
sen, dass die kumulantenerzeugende Funktion &fegertigen Lévy-Prozessds wie im
eindimensionalen Fall in Abschnitt 1.2, mit bezeichnet wird. Sie ist von der Form

1
VF(u) = u'vl + §uTcLu +/

» (e“Tx -1- uTh(x)> FE(dx),

wobei (b, ¢k, F'F) das Lévy-Khintchine-Tripel vori. angibt undh fur eine Abschneide-
funktion auf demR? steht. Der Definitionsbereidh von ! ist gegeben durch

U= {u cCt: / eRe e pLidy) < oo} :
llz]|>1

4.1 Integrierte OU-Zeittransformationsmodelle

Zunachst soll gezeigt werden, dass das integrierte OtfrZesformationsmodell (1.97) -
(1.99) affin ist. Dazu werden einige technische Hilfsausadmenotigt. Die Menge
D(RY) == {a: R, — R?: «aistcadlag

derR¢-wertigen cadlag-Funktionen alf, wird als Skorokhod-Raurhezeichnet. Dartiber
hinaus istr; : D(R?) — RY, definiert durchr;(a) := oy, firt € R, die Projektionsabbil-
dung. Mittels der durch die Projektionen erzeugteAlgebren 2P (R?) := o(rm, : s < t)
definiert man

2(RY) ;:a< U @f(Rd)) und  Z(RY) := (| 2°(RY),

teRL s>t

t € Ri. (Z(R%))ser, ist dann eine Filtrierung auyD(R?), 2(R)), vgl. Jacod & Shiryaev
(2003), Definition VI.1.1. Im Fald = 1 schreibt man manchmal auch einfabh 2 und
(Z1)ier, anstelle vorD(R), Z(R) und(Z;(R))er, -

Lemma 4.1 Die Abbildung

D(RY) x D(R) x D(RY) 5 (a, 8,7) — 1a(B,7) {20, 70} € Ry
ist 2(RY) @ 2(R) ® 2(RY) — B(R,)-messbariir alle A € 2(R) ® 2(R?), wobei
g : D(R) x D(RY) — R, definiert ist durch

f‘n(V)
9(B,7) = /0 B ds

und (I',,)nen €ine Folge von Stoppzeiten bigtich (2(R?)),», bezeichnets* := v 0
steht fir den Positivteil vors.
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BEWEIS. Man beachte, dass

9(8,7) = / Loy (Fu(y) — )57 ds.

gilt. DaT,, Stoppzeit bezuglichiZ(R?)),s¢ ist, gilt {7y € D(R?) : T,(v) < t} € 2(RY)
fur allet > 0. Daraus folgt, dass die Abbildung — T',(7) 2(R?) — (R, )-messbar
ist. Somit resultiert dieZ(R) @ 2(R?Y) @ Z(R,) — B(R,)-Messbarkeit der Funktion
(B,7,s) — 1[0700)(1;”(7) — s). gt ist cadlag. Aufgrund der Konstruktion va#(R) ist
B — B 2(R) — B(R,)-messbar fur alle > 0, d.h. 37 ist adaptiert an2(R));>o.
Damit folgt auch dieZ(R) ® 2(R*) @ #(R,) — B(R,)-Messbarkeit vor(3,, s)
3}. Der Satz von Fubini liefert dann dig(R?) ® 2(R) @ 2(R?) — %(R.)-Messbarkeit
der Abbildung(a, 3,7v) — ¢(8,7). Da« cadlag und adaptiert afZ(R?)),> ist, ist Aa
progressiv messbar bezugli¢®(R?));>¢, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Korollar 1.1.25.
D.h.D(RY) xR, > (a, s) — Aa, € Rist Z(RY) @ B(R,) — #(R)-messbar. Damit ergibt
sich dieZ(R?) ® 2(R) @ 2(R?) — %(R)-Messbarkeit voria, 3,7) — Aays.). Mittels

Ly 208 = L0,00) (A7) + 1(-00.0)(Bg(s))
folgt die Behauptung unter Beriicksichtigung vare 2(R) @ 2(R?). O

Proposition 4.2 Man betrachte deii‘-wertigen levy-Prozess, = (L, ).cr, bediglich ei-
ner Filtrierung (¢, ) .cr, mit differentieller Charakteristik L = (b, ¢, F'). Ferner seiY” eine
endliche, absolut stetige Zeittransformation bglich einer Filtrierung (% ),cr, derart,
dassY; fur jedest € R, Stoppzeit bamlich (¥,).cr, undY cadlag sind. Zudem bezeich-
nel = (L)wr, €inenR?-wertigen lévy-Prozess béglich der Filtrierung(.%;)cr, mit
differentieller CharakteristildL = (b, ¢, F). Es wird angenommen, dass die Prozebse
und (Y, L) unabliingig sind. Falls der zeittransformierte Prozeds;, );cg, €in Semimar-
tingal beiglich (.%;)cr, ist, ist (i)t€R+ = ((Ly,, Zt))teR+ ebenfalls ein Semimartingal
bediglich (.#;)cr, . Wenn zuitzlich.7, C %, fur allet € R gilt, hat der Kompensator
des ZufallsmaRes der Sprge vonl beziglich (F1)icr,, die Gestalt

VE([0,4] x G) = /Rd/ 16(0,2") F(d2')t + /Rd 1g(z,0) F(dz)Y; (4.1)

fur alle G € B(R*).

Dieses Resultat ist durchaus anschaulich, da die Prozgssend L aufgrund der Un-
abhangigkeit zu keinem Zeitpunkt (bis auf eiféNullmenge) gemeinsam springen. Der
rigorose Beweis erfordert hingegen leider etwas techeis&ufwand.

BEwEIS. DassL ein Semimartingal beziiglich#; ).cr, ist, falls (Ly,)icr, €in Semimar-
tingal bezuglich(.#,).cr, ist, ist aufgrund der komponentenweisen Definition des diehr
mensionalen Semimartingals klar. Baals Semimartingal bezuglidh¥;)cr, cadlag und
adaptiert ist, definiert

widt, dz) =Y 1inL 02018 (580w (dE A7)

s>0
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ein ganzzahliges ZufallsmaR aBf. x R%?, vgl. Definition 2.18 und Jacod & Shiryaev
(2003), Proposition 11.1.16. Gemal} Satz 2.19 existiertlﬁnnpensatowﬁ von /,Lﬁ P-f.s.
eindeutig. Der Kompensator ist als dasjenige vorhersehbafallsmali charakterisiert, wel-
ches die Gleichung

Ep[W «vE] = Ep[W # uk) (4.2)

fir jede nichtnegative? @ Z(R**%)-messbare Funktiol” auf Q x R, x R erfilllt,
vgl. Satz 2.19. Aufgrund des Satzes von der monotonen Kgawerund eines Dynkin-
Arguments £ := {C x K : C € 2, K € Z(R*%)} ist ein schnittstabiler Erzeuger von
2 @ B(R) und Teilmenge des Dynkin-Systefis € & @ (R ) : Ep[lg*vk] =
Eplg * Mfo]}) genlgt es, die Gultigkeit der Gleichung (4.2) fifr, definiert in Gleichung
(4.1), fur eine beliebige Funktion der Form

W(w, s, z) = lexg((w,s),z) mit Ce P, KeBR™
zu beweisen. Die MengE ¢ Z(R%+?) kann wie folgt disjunkt zerlegt werden:

K = (Kn(R\A{0}) x (R \{0})) U (KN ({0} x {0}))
U (K N (R A0}) x {0}) U (K N ({0} x (R \ {0}))) (4.3)
- K1UK2UK3UK4

Man beachte dabei

Ko , falls K = {0} x {0},
b Ay x By mit0 ¢ A; und0 ¢ B; sonst,

o {0} x {0}, falls(0,0) € K,
2 (%) sonst,

Ko _ 12 falls K C {(z1,22) € RE x R : 25 # 0} U ({0} x {0}),
Tl (A x RY)\ (A x (RY\ {0})) mit0 ¢ A, sonst,

o_ )2 falls K C {(z1,22) € RE x R : 2y # 0} U ({0} x {0}),
o (RY x By) \ (R4\ {0}) x By) mit0 ¢ B, sonst.

Nun wird Gleichung (4.2) in den vier relevanten Fallen ustieht. Dabei gelt€’ € £2.

(i) W(w,s,z) = Lloxqoyxqoy((w, 5), )
Da¥Z C .7 ® A(R.) qgilt, beobachtet man beziglich desSchnittsC,, der Menge
C, definiert durchC,, := {s € R} : (w,s) € C}, dassC,, € #(R, ) ist fur alle
w € (). Offensichtlich gilt

W pk(w) = pkw;C x ({0} x {0}))
= |{s€C.:AL(w) € ({0} x {0\ {(0,0)}}] = 0.
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(ii)

(iii)

(iv)

Auf der anderen Seite ist
W s vk (w) = vl (w; G, x ({0} x {0}))
_ / ( / Lope o) (0, 27) F(da’) + / Lope o1 (2, 0) F(dx)Ys(w)) ds =0,
C. R4 Rd

daF und F' Lévy-MaRe sind.

W(w,s,7) = 1oy, axpe (W, s),r) mit A e B(R?) und0 ¢ A
Da die Abbildung(w, s, z) — 1cxa((w, s), z) vorhersehbar ist) ¢ A gilt und v
den Kompensator des MaRes” der Spriinge voidy darstellt, erhalt man

Ep[W % uL) = Ep[losa * u2] = Ep[loa * V2.

Gemal3 Proposition 2.34 ist der zeittransformierte Pzgsein Semimartingal be-
zuglich (%, ),cr, mit differentieller CharakteristidLy = (bY_,cY_, FY ). DaY
an(%,;).cr, adaptiert ist, ist auch’ an(.%,;).cr, adaptiert. Daraus folgt mit der Vor-
aussetzung, dads cadlag ist, die Vorhersehbarkeit vah beziiglich(.# )k, , vgl.
Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 1.2.6. Dartiber hglaeachte man, dags- als
Semimartingal beziglich#,),cr, an(%;).cr, adaptiert ist. Somit liefert Satz 2.26
unter Berucksichtigung der Voraussetzugrg C %, fur allet € R, dass der zeit-
transformierte Prozesky auch beziiglich.#,),cr, die differentielle Charakteristik
Ly = (bY_,cY_, FY_) besitzt. Somit erhalt man

v ([0,1] x A) = F(A)Y,
beziglich(.#,).cr, . Daraus resultiert

W« z/oﬁo(w) = l/ﬁ(w; C, x A xRY)
_ / ( / 1y (0,27) F(da) + / 1y (2,0) F(dx)ig(w)) ds
Co R4 R
= VI (w; Oy x A) = 1owa * V2 (W)

unter Beriicksichtigung voi ¢ A. Somit gilt Ep[W  u2] = Ep[W * L.

Wi(w, s, ) = loxrixp((w, s), z) mit B € Z(R*) und0 ¢ B
Hier zeigt man die Gultigkeit der Gleichung (4.2) in vgiir Analogie zum zweiten
Fall.

W(w,s,7) = loxaxs((w, s), ) mit A € B(R?), B € BRY),0¢ Aund0 ¢ B
Aufgrund von0 ¢ A und0 ¢ B qilt

Wk () = / w ( /R Lan(0,4) () + /R Ll O)F(d:c)Ys(w)> ds — 0.



104 Kapitel 4. Quadratisches Hedging in Zeittransformationgetlen

Mithilfe der Darstellung (2.14) des ZufallsmaResergibt sich die Abschatzung
0 < Ep[Wxul]

=[]t e Cus Al L) € (4x B\ {01}] Pla)
< [ e R ALy ). Liw)) € R\ 0}) x (R 0D} P(d)

- / Z 1{ALYS<W>(w)#0}1{Ais(w)¢o}P(dW)-
Qsery
Auf dem Skorokhod-RaumiD(R?), 2(R?), (2,(R?))icr. ) kann der Lévy-Prozess
(Lt)ter, mittels des kanonischen ProzesBER? ) x R, > (7,t) — v € R identifi-
ziert werden. Gemal3 Jacod & Shiryaev (2003), PropositihB2, existiert beziglich
der Menge{(7, s) € D(RY) xR, : Ay, # 0} der Spriinge voii eine ausschopfende
Folge von Stoppzeitef',, )nen-, d.h.

[(1,5) €DRY) x R, : Ay, 20} = | [T,

neN*

wobei [[,,] := {(7,s) € D(RY) x R, : s = [',(7)} den Graph der Stoppzdit,

bezeichnet. Durch,, (w) := I,,(L(w)) erhalt man die entsprechende ausschopfende
Folge von Stoppzeitefl’,, ) cn- fur die Menge{(w, s) € Q x R, : AL,(w) # 0}.
Daraus folgt mit der Abschatzung (4.4) und dem Satz von aeratonen Konvergenz:

0 < Ep[Wxpul] < /Q > ALy, @0y D Ls=ruw) Pldw)

S€R+ neN*

= FEp|Ep ZI{ALYFnﬂ)}’O’(Y,z)

neN*

= Ep | Y B [lan, 20| oV, D)]
LneN*

Unter Beriicksichtigung von Lemma 4.1 ergibt sich aus dealdiangigkeit von.
und (Y, L), dass

. (4.4)

Ep |:1A1{ALY1"”7£0}] =FEp [IA(Y7 INJ)I{ALYUﬂéO}}

/ 1,4(57 ’y)l{Aag(B’,y);éO} pEYh (d(&7 B, ’}/))
D(R4) xD(R) x D(R")

= [ LBP{ALas # 0} YDA, )
D(R) xD(R")
fir A= (Y,L)"(A) mit A € 2(R) ® 2(R?) gilt, wobei die Abbildung definiert

ist wie in Lemma 4.1. Nun ist abeP{AL,z, # 0} = 0, vgl. z.B. Applebaum
(2004), Lemma 2.3.2, oder Jacod & Shiryaev (2003), 1l.4@nBgilt also

Ep[W s ul] =0 = Ep[W * v-]
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aufgrund der Abschatzung (4.4).

Aus dieser Fallunterscheidung und der disjunkten Zerlg§dr8) der Mengés € BRI
folgt hinsichtlich des Kandidaten”, definiert in Gleichung (4.1), die Guiltigkeit von Glei-
chung (4.2) fur jede nichtnegativé ® 2(R***')-messbare Funktiol” auf xR, x R4

Es bleibt zu zeigen, dass der Kandigtein vorhersehbares ZufallsmaR ist. Baund F
Lévy-Mal3e sindY” einen nichtnegativen Prozess darstellt und

vE(w, {0} x (R? x RY)) = /

{0} Oﬁ(Rdl) + F<Rd)Ys(W)) ds = 0

gilt, ist vL ein ZufallsmaR, vgl. Definition 2.15. S&V eine beziglich.%,)cr, vorher-
sehbare Funktion au® x R, x R Aus der Definition von/Z, vgl. Gleichung (4.1),
resultiert ]

W*l/f:Wl*l/erWg*ytLY

mit Wi (w, s, 2’) := W(w,s, (0,2")) und Wy (w, s,z) := W(w,s, (z,0)). DaW; und W,
2 @ BRY)- bzw. 2 @ %(R%)-messbar sind beziiglich der Filtrieru0g, )iz, undv*
und v> beziiglich dieser Filtrierung duale vorhersehbare Ptimjakn vonui bzw. v
sind, folgt die Behauptung. O

Proposition 4.3 Gegeben sei die stochastische Bg$is.#, (.#,)cr ., P), wobei die Fil-
trierung definiert sei durch#, = (o(Z,,y, : ¢ < s),t € R,. Dann ist das inte-

s>t
grierte OU-Zeittransformationsmodell (1.97) - (1.99) aiffines stochastisches Volatit-
modell. Die differentielle Charakteristif(y, Z) ist gegeben durch®?) = 8 + B1)y-_,
W) = 50) +y0)y- uNd FEA(G) = 0(0)(G) + 9 (G)y- mit

o = (f0°° EP[Z?£>T¥i)<dw)> o (8 8)

co@ = [ [ 1ets.2) PXaa) Fo(as),
By = (b;(%)’ 7(1)=<8 Cg() und w(l)(G)241G(07$)FX(d$)

fur alle G € Z(R?) mit0 ¢ G, wobeih fiir eine beliebigeR-wertige Abschneidefunktion
steht.

BEWEIS. Es bezeichnd = (I;).cr, den Identitatsprozess, d.h. = ¢ fur allet € R,.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit Wﬁixﬂ:c) := xlyz <1y als eindimensionale und
AD(xy,.. . xq) == (h(z1),...,h(zs)) als d-dimensionale Abschneidefunktion im Rah-
men dieses Beweises angenommen. Das Lévy-KhintchimelTdies intrinsischen Lévy-

Prozesse§X, ) ist gegeben durch

A1) = ((bi(ﬁ)) ’ (C())( 8) ,F(X’I)>
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mit FED(G) = [, 16(x,0) FX(dz) fur alle G € %(R?). Dies ist z.B. eine leichte Fol-

gerung von Proposition 4.2. Unter Beriicksichtigung desdehe, dass der Subordinator

keine Drift beS|tzt liefert Proposmon 2.35, da(s’éz, z) ein Lévy-Prozess ist bezuglich der
F|Itr|erung(yt)teR+, definiert durch/t = a(XZ 2z < s), mit Tripel

s>t

A, 2) = (( i Ep| bé))] @(ds))’(g 8) F(xz,@), 4.5)

wobei F&=(G) = k [ [i 1a(, s) PX+(dz) F*(ds) fur alle G € Z(R*) mit0 ¢ G
ist. Man beachte, dass aufgrund der Subordinatoreigefisffidl A s) F*(ds) < oo und
aufgrund von Sato (1999), Lemma 30.3, eine Konstante) existiert mit

| |

Fds) < [ 1Bell g o Kl ) + F((1,00)

< c/lsﬁz(ds)+ﬁ’z((1,oo)) < 00.

Da der Subordinatot ein Lévy-Prozess bezuglich der FiItrierur(@:)teR+ ist, sind die
guadrierte stochastische Volatilitatund die integrierte quadrierte stochastische Volatilita
Y Semimartingale berinc@)tEM. Wegeny, > 0 ist y strikt positiv, infolgedessen
t — Y;(w) streng monoton wachst. Somit ist diese AbbildungRufinvertierbar, und man
kann den Umkehrproze$s = (U, ),cr, definieren mitUy, . (w) = t undYy, ) (w) = r.
DaY an(é‘;)teﬂ@+ adaptiert ist, gilt

{U,<th={r<Y}eZ VteRy,

d.h.U, ist bezi]glich(fi;)teﬂg+ Stoppzeit fur jedes € R,. Gemald Jacod (1979), Korollar
10.12, ist(f(ZUT)TE]R+ ein Semimartingal bezuglig?y, ), <r . . Beziglich der Handelszeit
definiert man die Filtrierung¥, ), g, durch

G = o(Xp, Xoy  Up b <1D), 7 ERy. (4.6)

I>r

Ferner definiert man die-Algebrené X und@sv"" mittels

T

@gX = ﬂa(Xk :k<l) und gXZU = (XZUk, Up: k>0)
I>r

fir r € R,. DaX, X undz unabhangig sind und” unabhangige Zuwachse besitzt, sind

0( Xoprie—Xope) G5, und%XZU fur s,e > 0 unabhangig. MiZX . D o(X; : k < r+e)

und Bauer (1974), Korollar 30.5, ergibt sich die Unabhghkeit vono (X, . — X,.) und
o(lo(Xg:k<r+eu %fZU’U). Man kann zeigen, dass

4. Co(o(Xy: k<r+8)UgXZU )
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gilt, was die Unabhangigkeit van( X, . — X, ;.) und¥, fur s, e > 0 impliziert. Diese ist
aquivalent zupXs+r+e=Xr+el% — pXs+ree=Xr+e Unter Ausnutzung der cadlag-Eigenschaft
von X folgt mit majorisierter Konvergenz und dem Eindeutigksstiz fUr Fouriertransfor-
mierte PXs+r— X% — pXetr=Xr " was gleichbedeutend ist mit der Unabhangigkeit von
0(Xs4r — X,) und %,. Wegen¥ X C ¢, furaller € Ry ist X auch an(¥,),cr, adap-
tiert, infolgedesserX auch Lévy-Prozess bezugli¢H, ), cr . ist. Satz 2.27 liefert, dass das

Tripel von X auch beziiglich%, ),cr, gegeben ist durchX = (b¥(h), ¥, F¥).

Wegen{Y; <r}={t < U} € a(Xk,XZU U k<r)C ¥ furaller € R, istY; fur
jedest > 0 Stoppzeit bezuglick, ), cr. . GemaB Proposition 2.34 ist der zeittransformier-
te Prozes:éth)te& ein Semimartingal bezuglich der Flltrleru(@‘t)te&, gegeben durch

— %4, fur t € R, mit differentieller CharakteristikX, = (bX (h)y_, cXy—, F¥y_).

Zwischenbehauptung: Es giff, = %, := (| 0(Xy,, X.,, 2, : ¢ < s) furt € R,

s>t

Zwischenbeweis:

.2" DaX., an(¥,),cr, adaptiertist, ist, = X_ an(.%),cr, adaptiert. Aufgrund
der Nlchtnegatlwtat voly gilt {Y; <’} = @ furaller’ < 0. Da zudent; fur jedest € R
Stoppzeit bezuglick?, ), cr, ist, gilt

V<in{y,<r}={Vi<r/'Ar}e€%,CY = {Yi<r}eH

fur alle” > 0, d.h.Y ist adaptiert ar(%)teR+. Damit sind auchy und z an (%)te&
adaptiert. Und da dartiber hinais- ebenfalls ar{.%,).cr, adaptiertist, folgt

U(Xanquan:QSs) gﬁs

fur alles > ¢, was.%, C .%, impliziert.

,C*: U, ist fur jedesr € R, Stoppzeit bezuglichi.7,)cx. - (%})TEM, definiert durch
¢ = Fy ,r € R, ist dann gemaR Jacod (1979), Abschnitt 10.1, eine Filinig. Dal,
Stoppzeit beziJincI(L%)te]R+ ist, istU adaptiert ar(%;)reﬂh. Wegen der Adaptiertheit von
Xy und X, an (jt)teﬂh sind X = Xy, und XZU ebenfalls adaptiert aM;)TEM. Damit
zeigt man die Inklusiory, C ¢ fur aller € R, . Man beachte, dass fur allet € R,
Stoppzeit berincI(lsi,,)reR+ ist. Sei nunG € %, d.h.GN{Y, <r <Yy} € Z furalle
t" € R, und aller € R, . Daraus folgt

GnN U{Y;SZSY;_FL} € F.1 VYmeN-.
leQ4

Dat — Y;(w) streng monoton wachsend ist, existiert zu jedere 2 einl € Q. mit
Yi(w) <1 <Y, 1(w).SomitgitG € N F, 1 = %, dh%, C Z furalet € R,.
m m:1

m
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AbschlieRend betrachte man d@he .7, = %,. Wegen¥, C ¢, istGN{Y, <r} € 4,
d.h.G € %,. Daabers,, C .7, qilt, folgt .%, C %, furallet € R,. O (Zwischenbeweis)

Man beachte, dasé?; C & furallet € R, gilt. Analog zu dem Beweis, dass
ein Lévy-Prozess beziglict¥, ),cr, ist, zeigt man, das(sf(z,z) auch ein Lévy-Prozess
bezuglich(.%;).cr. ist mit Tripel (4.5), vgl. Satz 2.27. Insbesondere sirgn Lévy-Prozess
sowiey und Y Semimartingale berinch%)teRw vgl. die Modellgleichungen (1.98)
und (1.99). Day cadlag ist,#, = .Z, firt € R, gilt sowie Xy ein Semimartingal und
(X.,z,I) einen Lévy-Prozess bezugli¢l#,),cz, darstellen, liefert Proposition 4.2, dass
(Xy, X, z, I) ein Semimartingal bezugho(n%)te& ist mit differentieller Charakteristik

0¥ (h)y- ¢ty 0 0 0
N h(X,)] F*(ds) 0 00 0 "
N Xy, X, 2, 1) = f [~ I F Xy Xzz0)
(Xy, Xz 2, 1) Kb? (h) "l 0o 00 0] ’
1 0 00 0
wobei
F&y Xz” )=k / / 1¢(0 PXS(da:) F*(ds) + / la(,0,0,0) FX(dx)y_
R

ist fur alleG € Z(R*) mit 0 ¢ G. DaZ undy an(.%;).cr, adaptiert sind, gilt#, C .7,
fur allet € R,. Mithilfe von Satz 2.26 sieht man, dass die differentiellea@kteristik
O(Xy, X., z, I) beziglich(.%;);cr, mit der differentiellen Charakteristi®( Xy, X, z, I)
bezuglich(.#,).cr, Ubereinstimmt.

Man beachte, dass

> AZdasroy = Y AXy Loy + 3 AX. Liassoy = Y AXy Las 0 + X,

s<t s<t s<t s<t

gilt, da X, seine Werte nur durch Spriinge andert und ein SprungXiohinreichend ist
fur einen Sprung vorr. Man definiert die FunktioriV (w,t, zq, xe) = lg«(x1,25) fUr

(w,t,z1,m5) € 2 x Ry x RZmit G* := {(71,20) € R* : 23 # 0 A xy # 0}. Unter
Verwendung von

FXv2)(Gr) = /000 16-(0,5) F*(ds) + /R lg-(x,0) F* (dx)y_

und der Kompensatoreigenschaft (2.15) erhalt man

0= Ep [W . yt(XY’ﬂ — Bp [W . M§XY’Z>} = Ep | Y 1o (AXy, Az,)

s<t

)

worausA Xy, = 0 oderAz, = 0 fur alles < ¢ folgt und damitf(zt = Y AZ 1Az 20

s<t
Somit sindXy, X, und z adaptiert an#,)icr, , Was wiederumy, C %, fur allet € R,
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impliziert. Insgesamt hat man alﬁéit)teﬂh = (jt)teﬂ%+ = (F1)ter, -

Nun definiert man den Prozegs-= ¢/ - 2. Die differentielle Charakteristik von

Xy 1000\
X, 01 0 0 o
=00 1 o0 :
I 00 0 1 ;
g 00 e 0

beziiglich der Filtrierund.#,),cr, erhalt man mittels Proposition 2.32 in der Form

b (h)y_ Ky 0000

] K [ Ep[h(X,)] F*(ds) ) 0 0000
pXy Koz L9) _ ng(ﬁ) . X Xenly) 0O 00O0O0],

1 0 0000

K [y h(els) F*(ds) 0 0000

P& Xzl (@) = g / / 16(0, 7, 5,0, e"'s) PXe (d) F*(ds)
0 R
+ / 1g(2,0,0,0,0) F*(dx)y_
R

fur alle G € #B(R°) mit 0 ¢ G. AbschlieBend liefert die Itd-Formel fur Charaktetisn,
vgl. Proposition 2.31, angewendet auf

n4e " (yo —n+ 935))

T1,T9, T3, Ty, T5) =
g( 1,42, L3y L4, 5) ( $1+l’2+ﬂl’4

undd(Xy, X., z, I, §) unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1.97) und (1.843y, Z)
ein Semimartingal beziglich?;)cr, ist mit differentieller Charakteristik

20.2= (s o i Py ) 0 et ) F7):

wobei

/ / la(s, &) PXo(d7) F*(ds) + /R 1¢(0,2) F* (dx)y_

ist fur alle G € ZA(R?*) mit 0 ¢ G. Daraus resultieren die Trip€Bo), v(0), ¢(0)) und
(Bays vay» p1)), wie behauptet. Bleibt zu zeigen, dass die Tripel im SinneDaffie et al.
(2003), Definition 2.6, zulassig sind. Die Zulassigkeit gber aufgrund von

51 /D h(x1) py(dr) = kn >0 und / (21) p(o)(dx) = /01 s F*(ds) < o0

wobei die letzte Abschatzung in Anbetracht der Subordirégienschaft vorr Gultigkeit
besitzt. 0
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Bemerkung 4.4 Wahlt man im integrierten OU- Zelttransformatlonsmoc(élIQ?) (2.99)
X als Wiener-Prozess mit Tripéb, 1,0) und X deterministisch in der FornX, = of,
so erhalt man die Charakteristik, die der Dynamik des ststbichen \olatilitatsmodells
(1.79), (1.80) von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b)spricht. Die Charakteristik
d(y, Z) im Modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) kann viaégt berechnet
werden: Die Gleichungen (1.79) und (1.80) fasst man vedian der Form

(y) _ (y) ., (1 R -y) 0 ) .
Z 0 o pt+oy-  \y- W
zusammen, wobdi fur den Identitatsprozess steht. Da die Charakteristia Prozessen
nicht von dessen Startwerten abhangen, kann der erste &uthenf der rechten Seite ver-
nachlassigt werden. Auf den zweiten Summanden wendet rmam Broposition 2.32 an.
Dazu benotigt man die Charakteristik
b*(h) 000
Nz, I,W) = 1 |,{oo0 of,F& ],
0 0 0 1

wobei F&IW)(G) = [ 14(s,0,0) F*(ds) istfir alleG € %(R*) mit0 ¢ G undh wieder
eine beliebigeR-wertige Abschneidefunktion darstellt. Drift- und Difiosskomponente
vond(z, I, W) sind trivial, den Kompensator des Mal3es der Spriungetertsl z.B. mithil-

fe von Proposition 4.2. Man beachte, dass im allgemeinegii@rten OU-Zeittransforma-
tionsmodell (1.97) - (1.99) der Ausdruck. zur Modellierung des Leverage-Effekts ver-
wendet wird. Ein Sprung des Prozessésfiihrt zu einem Sprung in der Log-Rendite und
zieht einen (nicht perfekt korrelierten) Sprung in der Wikat nach sich. Bedenkt man
die Rekonstruierbarkeit der Volatilitat aus dem Pfad deg{Renditen unter gewissen \or-
aussetzungen, so dass die Filtrierung nur von dem Prozes®gdrenditen erzeugt wird,
vgl. Abschnitt 4.8 in Kallsen (2006), so ist fiir die Beob#mrkeit von X, die Annah-
me, dass der Subordinator keine Drift hat, von Bedeutung.Lleerage-Effekt wird aus-
schlieBlich tiber den Zusammenhang der Spriinge der BeXeand = abgebildet. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit kann jedes BNS-Modell @n Borm (1.79), (1.80) ge-
schrieben werden, wobei der Subordinatdkeine Drift hat. Diese kann namlich immer
in der quadrierten Volatilitat iber dddean-Reverting-Niveay und in der Log-Rendite
Uber den Driftparameter kompensiert werden. Insgesamt liefert also Propositi@noie
affine Struktur des BNS-Modells als Spezialfall der affinérul@ur des integrierten OU-
Zeittransformationsmodells:

+b*(h 0 0 > i
Broy = (fo KZS Fz(di)ﬂt) » Vo) = (0 0) Undwo)(G):/O (s, 0s) F*(ds)

fur alle G € #(R?) sowie

(B, vy o)) = <<_;) : <8 ?) ,0) :
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Nun kann die Losung des Problems varianz-optimalen Hexlganintegrierten OU-
Zeittransformationsmodell als Folge der Satze 3.17 uh8 farmuliert werden.

Satz 4.5 Gegeben seien die stochastische BaSis%, (.#,),, P), definiert wie in Propo-
sition 4.3, und das integrierte OU-Zeittransformationshaib (1.97) - (1.99). Dannénnen
das varianz-optimale Anfangskapitg] und die varianz-optimale Handelsstrategie in
der Form

vy = /sf V(u)o II(du), 4.7)
* V(u)t— K“O(ta u) + R1 (ta u)yt—
vy = /sf S A II(du) (4.8)

bestimmt werden, wobei
V<u)t = S;L eXp{q)O(T - tu 07 U) + q)1<T - t7 07 u)yt}7 (49)

Oo(t,ur,up) = n(l—e " uy + g™ (us) <t 1z ) + ptusg

“(q(s,u1,us))ds, .10
+ [ wtats ) (4.10)
q(t,ul,u2) = @1(t,u1,u2)+¢X(u2), (411)
Oy (t,ur,up) = e "uy + %(1 — e ") (up), (4.12)

oltu) = (B (7 — £,0,u) + 6 (u-+ 1)) — o (1 (T — 1,0,u) + ¥ ()
—* (™ (1), (4.13)
ri(tu) = ¢t (u+1) =¥t (u), (4.14)
0o = Y (¥F(2) =207 (1)) und & =7 (2) (4.15)

sind, falls die folgenden Annahmenieltf sind:

/ (2R N0)—e)x FX(dx) < oo und / e((2RV2)+e)x FX(dx) < 00, (4.16)
|z|>1

|z|>1

/ e((2RN0)—¢)e FX(dx) < oo und / e(RV2)+e)z FX(dx) < oo, (4.17)
|z|>1

|z|>1
/1 T Mo+ MM 2)s F?(ds) < oo, (4.18)
p=—¢*@*)  und ¥(1) =0, (4.19)
p# 5 N(2) oder v¥(2) £0 (4.20)
fur ein beliebig klein fixiertes > 0 und
My, = %(1 — e max {yX (2R V 0),v* (2R A0)},
M, = l(1 — e "M max {¢*((2RV 0) 4+ &), v (2R A 0) — &)},

K

M, — max {wX((zR V2) +8), X (2R A0) — é)} ,
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wobeié derart festgelegt ist, dass < ¢ < ¢ gilt. In dieser Situation kann der minimale
erwartete quadratische Hedgefehler wie in Satz 3.18 bewtolverden mit

Golurw) = sy + i + 0 (w4 9% (). (4.21)
Uy (ug,up) = —ruy 4+~ (ug), (4.22)
Dy®(t, up,uy) = /Ot(Dlz/;Z) (q(s,ur,uz))e™ds+n(1—e ),  (4.23)
Dy® (L, ug, up) = e ™ (4.24)

und mit den Funktionen und Variablen in (4.10) - (4.15).

Bemerkung 4.6 Die Voraussetzung (4.20) stellt sicher, dass der degetesFall 7, = 0 P-
f.s. fur allet € [0, T] im vorliegenden integrierten OU-Zeittransformationsrelbdicht ein-
tritt, vgl. Annahme 3.14. Die Bedingung (4.19) korrespamtizu der (lokalen) Martingalbe-
dingung (3.18) und gewahrleistet somit lediglich den Muayalfall. Die Ubrigen Vorausset-
zungen (4.16) - (4.18) sind Integrierbarkeitsbedingundenmit der Existenz exponentiel-
ler Momente der Lévy-Prozessé, X undz einhergehen. Diese garantieren die Losbarkeit
des Problems quadratischen Hedgens im integrierten Ottkatesformationsmodell, man
vgl. diesbeziglich vor allem die Annahmen 3.6 und 3.8 irgatheinen affinen Modell. Bei
vielen Spezifikationen der Lévy-Prozesse X undz mussen die Integrale in den Voraus-
setzungen (4.16) - (4.18) gar nicht berechnet werden, ustleeiden zu konnen, ob diese
Voraussetzungen erfullt sind. Oftmals kann diese Enidcing direkt anhand der Parameter
der Lévy-Prozesse getroffen werden. Zudem sei angenaerss, Bedingung (4.17) nur dann
zum Tragen kommt, wenn im integrierten OU-Zeittransfoioregmodell der Leverage-
Effekt mitberiicksichtigt wird. Falls die Lévy-Prozeskeund X stetig sind, sind die Bedin-
gungen (4.16) und (4.17) trivialerweise erfullt.

Zum Beweis des Satzes 4.5 wird das folgende Lemma benotigt.
Lemma 4.7 Es seil ein reellwertiger [évy-Prozess. Die kumulantenerzeugende Funktion
Yl {u € C: Re(u) € (a,b)} — Cist analytisch, falls
/ e Fl(dz) < oo Vr & (a,b) (4.25)
|z|>1

gilt, wobeia, b reelle Konstanten sind mit < 0 < b.
BEWEIS. Bedingung (4.25) impliziert, dass die Abbildung
S:={ucC: Re(u) € (a,b)} > ur p"(u) = Ep[e""] € C

wohldefiniert ist. In Anbetracht von Lemma A.2 in Duffie et @003) istp” analytisch. Da
oF(u) # Ogiltfuralleu € S undS offen und konvex ist, existiert eine analytische Funktion
g:S — Cmitp*(u) = 9™ firallew € S, vgl. Fischer & Lieb (1994), Satz V.1.4. Fur
ein festesk € Z gilt ¢(0) = 2kmi. Nun definiert man die Abbildung : S — C durch



4.1. Integrierte OU-Zeittransformationsmodelle 113

g(u) := g(u) — 2kmi. Die Funktiong ist analytisch und insbesondere stetig. Des Weiteren
beobachtet mag(0) = 0 und

@L(u) — eI — ewL(u),
d.h. 5 (u) — g(u) € 2miZ fur alleu € S. Unter Beriicksichtigung von Bedingung (4.25)
folgt die Stetigkeit von)® mit majorisierter Konvergenz. Ergo ist”(u) — g(u) konstant.
Wegeny©(0) = g(0) = 0 gilt = (u) = g(u) fur allew € S, woraus sich die Behauptung
ergibt. O

Bemerkung 4.8 Bei den meisten in der Praxis Uiblichen Spezifikationen dadgerten sto-
chastischen Volatilitag im integrierten OU-Zeittransformationsmodell konnee bhitegrale
in den Gleichungen (4.10) und (4.23) explizit gelost werd@ie Berechnung des Integrals
in (4.23) kann in der Anwendung sogar erubrigt werden, da dwat zur Bestimmung von
D,®, den expliziten Ausdruck fur das Integral in (4.10) direktaaten kann. In der allge-
meinen Situation von Satz 4.5 kann die Ableitungd, leider nicht konkreter geschrieben
werden.

1. Fallsy ein Gamma-OU-Prozess ist, entspricht die stationareeMenty vony einer
Gamma-\Verteilung mit positiven Parameterrb. Hier sei angenommen, dags= 0
ist. Dann ist die kumulantenerzeugende Funktion des arggdi Subordinators
gegeben durch®(u) = 7, und

F*(dx)
dx

steht fur die Dichte des Lévy-Mal3é%, vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.1. Da
Y* zu einer analytischen Funktion alif € C : Re(v) < b} fortgesetzt werden kann,
kann man aus der Momentenbedingung (4.18) die Gultiglkeitlhgleichung

= /fabe_bxl{wo}

M0+M1+M2+€<b (426)

folgern. Umgekehrt resultiert aus der Gultigkeit der Unghung (4.26), dass die Mo-
mentenbedingung (4.18) erfullt ist. Hier liegt also eindpéel vor, bei dem die Giiltig-

keit der Integrierbarkeitsbedingung (4.18) direkt anhaed Parameter der Lévy-
ProzesseX und X sowie anhand des Parametémes Subordinators entschieden

werden kann, ohne dass das Integral in (4.18) berechneewendss. Die Funktion
q sei definiert wie in Gleichung (4.11). Dann gilt

t oo Tua] (b(1p)(t, uy, ug) + Kka(ug)t) , fallsb # ko(us),
/ w <Q(87u17u2>>d8 = b p

0 G oy (e" — 1)+ lit) , fallsb = ko(us),
Mit &y (ug, ) = uy — 2020 und ky(uy) = Y220 4 4% (4,). Bevor die Abbildung
1o erklart wird, beachte man, dass angesichts von Unglegdu26) die Bedingung
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b = ks(ug) hinreichend ist furk; (uq,uz) # 0. Die Abbildungt — (lp)(¢, w1, us)
bezeichnet deausgezeichneten Logarithmusn

b—q(t,uy,us)
b — ki(ug, ug) — ko(usg)
im Sinne von Sato (1999), Lemma 7.6, d:h.ist die eindeutige stetige Funktion mit
(1p)(0) = 0 undexp((lp)(t, ur,uz)) = @(t,u1,us). Aus Ungleichung (4.26) folgt,
dassp weder Singularitaten noch Nullstellen d0f 7' x S besitzt, wobeiS definiert

[0, T] >t — o(t,ur,uz) := Sy

ist durch

S :={v e C?: Re(v) € (—o0, My + &) x «ﬂ?Am—é@Rv®+éﬂ.M2ﬂ
Ferner beobachtet man, da$s> ( ul,u2 fO (s,u1,us))ds € C analytisch
und[0, T) xS > (t, uy, us) fo (s,u1,us))ds e Cstetig sind unter den Voraus-

setzungen von Satz 4.5. Man seli dlesberinch auf den BewaiSatz 4.5 verwiesen.

Die AbleitungD-,®, vgl. Formel (4.23), ist hier von der folgenden konkreterstak:
ab (1 —e™")

(b—u — @Z)X(UQ)) (b— D1(t, ur, ug) — Q/}X(UQ)) .

2. Fallsy ein 1IG-OU-Prozess ist, ig invers-Gaul3sch-verteilt mit positiven Parametern
a, b fur allet > 0, soferny, invers-Gaul3sch-verteilt ist. Hier sei ebenfajls= 0
angenommen. Dann ist die kumulantenerzeugende Funkt®8ulgordinators von

der Formy®(u) = 5 Darliber hinaus gibt

F?#(dx) Ka 1, 1,
= b —=bz |1
= T (Lo (<) 1y
die Dichte des Lévy-MalRek* an, vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5¢/2. kann
analytisch auf{v € C : Re(v) < 1b?} fortgesetzt werden. Die Momentenbedingung

(4.18) impliziert somit

D2®0(t7 Uy, U2) -

(4.28)

1
A@+Aﬁ+ﬂ@+g<§ﬁ. (4.29)

Da die Momentenbedingung (4.18) auch notwendig ist furldhgleichung (4.29),
kann hier die Gultigkeit der Voraussetzung (4.18) ebémntaitschieden werden, ohne
das Integral in (4.18) auszuwerten. Daruiber hinaus entgh

Cl(t ul,u2) , falls b? 7é 2k32(U2) Undkﬁl(ul,UQ) 7é 0,

/ P (q(s,ur,uz)) ds = < Co(t,ur,up) , fallsd? = 2ky(us),
Cg(t ul,u2) fa||S kl(ul,u2) = 0,

wobeiky, ko definiert sind wie in (1) und

Ci(t, ur, us) a{%gg«wxnmmg+gw+A@mhm)—Ammhmﬂ,
Co(t,uy,ug) = % |:k1(u1,u2) (1 —e 2 ) + ko(us) ( Rt _ 1)] ,
Cs(t,uy,ug) = M

B(us)
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Unter Beriicksichtigung von Ungleichung (4.29) gilt, dass= 2k,(us,) hinreichend
ist fur k1 (uq, uz) # 0. Ferner sind hied und B definiert mittels

N

Alt,urug) = (07— 2q(t,ur,us))?
B(ug) := (1)2—2/{:2(112))E

undt — (l¢)(t, u, us) steht fur derausgezeichneten Logarithm@s Sinne von Sato
(1999), Lemma 7.6) der Abbildung: [0, 7] — C, definiert durch

[B(u2)(B(u2) — A0, uy, up)) — ka(uy, ug)]
k3 (w1, ug)

X [B(us) (A(t, uy, ug) + Blug)) — e ky (uy, ug)]

o(tiur,ug) =

fur festes(uy,uz) € S, wobeiS wie in Gleichung (4.27) gegeben ist. Wegen Un-
gleichung (4.29) k1 (uy,us) # 0 und b®> # 2ky(us) besitzt die Funktiony keine
Nullstellen auf|0, T']. Des Weiteren gilto(0; u1, u3) = 1. Es bleibt zu zeigen, dass
[0,T] o t — A(t,uy,uz) wohldefiniert und stetig ist. Zu diesem Zweck seien die
folgenden Mengen eingefihrt:

S = {veC:Re(v) < My+ &},
S, = {veC: (2R AN0)— < Re(v) < (2RV2)+£}.

Die Funktiong : S — C sei definiert durchy(uy, us) := b* — 2(ky(uy, uz) + ka(us)).
Fur festesy; € S; seig; : So — C gegeben durch, (us) := g(uq, us). Aufgrund von
Ungleichung (4.29) beobachtet magy{uy) # 0 aufS,, insbesondere gilf; (0) # 0.
Somit istg; (ug) = “‘21(—262)) wohldefiniert und besitzt keine Nullstellen afif. Unter
Beachtung der Momentenbedingung (4.17) schliel3t man miinha 4.7, das§, ana-
lytisch ist. Satz V.1.4 in Fischer & Lieb (1994) liefert diendeutige Existenz einer
analytischen Funktiorf; mit f,(0) = 0 und g, (uz) = exp{ fi(uz)} fur alleu, € So.
Mittels analoger Argumente zeigt man, dass es eine eirgkeatalytische Funktion
fo gibt mit £,(0) = 0 und go(u1) = b* — 2u; = b*exp{fo(uy)} fur allew; € S;.
Somit kann die Funktiom auf S in der Formg(uy,us) = b* exp{ fi(uz) + fo(u1)}
dargestellt werden. Man beachte, dassalytisch aufS ist, vgl. Hormander (1966),
Satz 2.2.8. Wegen(uy, us) # 0 aufS ist die Funktiong, (; uy, us) == %;‘;)“2)
wohldefiniert aufl0, 7] fur festes(u,,us) € S. Lemma 7.6 in Sato (1999) behaup-
tet dann, dass eine eindeutige stetige Funkfipaxistiert mit f,(0; u1, us) = 0 und

go(t; uy, us) = exp{ fo(t;u1,us}, t € [0,7]. Deshalb ist also die Abbildung

0,T] 5t — A(t,uy, us) = bexp {% (fo(t; ur, uz) + fi(uz) + f2(ul))}

wohldefiniert und stetig. Mithilfe einer erneuten Anwendwon Satz V.1.4 in Fi-
scher & Lieb (1994) zeigt man analog, dass die Abbildung— B(usy) wohldefi-
niert ist aufS, N {v € C : b # ky(uz)}. Zudem beachte man, dass die Gleichung
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(—ky (ug, ug))2 = %A(O,ul,uz) Gllltigkeit besitzt, falls* = 2k, (us) ist, und dass
(6% — 2ky(us))2 = A(0, us, us) gilt, falls &y (u1, ug) = 0 ist. Damit sind alle vorkom-
menden komplexwertigen Wurzeln wohldefiniert. Wie in deu&tion des Gamma-

OU-Prozesses sei darauf hingewiesen, dass die Abbildung

S 2 (ug,ug) — / V*(q(s,uy,uz))ds € C
0

analytisch ist und dass die Abbildung

0,T] x 8 5 (£, w1, us) / V¥ (q(s, 11, 1)) ds € C
0

stetig ist unter den Annahmen von Satz 4.5. Unter anderethdiés im allgemeinen
Fall im folgenden Beweis gezeigt. Die explizite Formel dlie AbleitungD,®, soll
an dieser Stelle eruibrigt werden, da diese sehr komglistasnd im weiteren Verlauf
der Arbeit nicht bendotigt wird.

BEWEIS VON SATZ 4.5. Zu den Lévy-Khintchine-Tripel(3;), vy, ¢¢)), j € {0,1}, vgl.
Proposition 4.3, korrespondieren die kumulantenerzedgyerunktioneny;, j € {0,1}.
Diese sind auf den Mengén;, j € {0, 1}, gegeben durch

Yo(ur, uz) = Knuy + pug +1p° (Ul + @/)X(W)) :
Ui(ur,ue) = —kKug + wX (u2),

wobeiU, undU; definiert sind durch

Uy = {ueC?: Re(u) < My+&, (2R N0) — & < Re(ug) < (2RV2) +£&} und
U = {uecC?: 2R AN0) —& < Re(ug) < (2RV 2) + £}

Dabei istM, zunachst eine beliebige nichtnegative Konstante unteNeébenbedingung,
dass die Momentenbedingurfg’ e(Mo+ 219 [%(ds) < oo erfullt ist. Im weiteren Verlauf
des Beweises wird/, noch festgelegt.

In einem ersten Schritt wird das System verallgemeinerigzd®-Differentialgleichun-
gen (3.11) und (3.12), vgl. Proposition 3.3, gelost:

0

§®1<t7u17u2> == _K‘q)1<t7u17u2> +1/}X(u2>7

a ~

§®0<t7u17u2> = k@ (t,ur, uz) + pug + VF (1 (8, ur, uz) + ¥ (u2))

mit Anfangswertend; (0, uy,us) = u; und ®4(0,uy,us) = 0. Die erste Differentialglei-
chung ist linear und die zweite kann mittels Integration amhten Seite gelost werden.
Somit folgen die Funktionefb, , @, : [0,7] x (C_ x i{R) — C_ unmittelbar, wie in den
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Gleichungen (4.10) und (4.12) behauptet.

In Anbetracht der Integrierbarkeitsbedingung (4.16) uad kemma 4.7 kann die Ab-
bildung
iR>u— ®(t,0,u) € C_
stetig fortgesetzt werden agfu € C : Re(u) € ((2R' A0) — ¢, (2RV 0) +¢)} fur jedes
t € [0,T], wobeie > 0 beliebig klein fixiert sei in den Voraussetzungen (4.16).183,
so dass
Bu(1,0,u) = (1 — 0 ()

furalle(t,u) € [0,7] x {u € C: Re(u) € ((2R'N0) —&,(2RV 0) + ¢)} gilt. Da die Ab-
bildungt — 1 (1 — e+~ streng monoton fallt aup, 7' und die Abbildung: — 1~ (u)
auf(2R' A 0,2R Vv 0) konvex ist, vgl. Sato (1999), Lemma 26.4, gilt

My := sup{®(T —t,0,7): r € [2R"AN0,2RV 0], € [0,T]}
1 1
= max {—wX(zR/ A0)(1 — e T, Ez/;X(2R v 0)(1 — e“T)} > 0.
K

Nun kann die Mengé := {v € C? : Re(v) € Vz(0)} definiert werden, wobei
V:(a) := (—oo, My + &) x (2R'"A0) — &, (2R V a) + £),

a € R, und0 < € < ¢ sind. Anhand von Annahme (4.16) und Lemma 4.7 sieht man, dass
die Abbildung

C_ X iR 3 (ug,us) — ®1(t,ug,uz) € C_
analytisch fortgesetzt werden kann &ufur jedest € [0, T']. Daruber hinaus ist sofort er-
sichtlich, dasst, u1, us) — ®q(¢, ug, uz) und (¢, uy, us) — Do®q(t,uq,us) = e stetig
sind auf[0, 7] x S. Zudem ist die Abbildung — ®,(¢,0, z) auf [0, 7] fur alle = € Sy
zweimal stetig differenzierbar.

Aufgrund der Annahmen (4.16) und (4.17) sowie wegen Lemmaséidie Abbildung
S 3 (u1,u2) — q(s,ur,uz) € C,

definiert wie in Gleichung (4.11), analytisch fur jedestées € [0, 7). Weil ¢* und ¥
Lévy-Exponenten sind, gelten

Re(¥¥ (1)) < v¥(Re(w)) und Re(¥¥(u)) < ¢~ (Re(u))

furalleu € {v € C: Re(v) € ((2R' A0) — ¢, (2R V 2) 4 )} unter Berticksichtigung der
Momentenbedingungen (4.16) und (4.17). Unter Ausnutziergkebnvexitat vony® und
X erhalt marRe(q(s, uy, us)) < Mo+ My + M, + ¢ fur alle (s, uy, us) € [0,7] x S . Dies
impliziert

([0, T) xS) CA:={veC: Re(v) < My+ M, + My +¢}.
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Wegen Annahme (4.18) ist der Lévy-Exponeéritanalytisch aufd. Insgesamt liefert Dieu-
donné (1972), Proposition 9.3.2, dass die Abbildung

S 3 (ur,u2) = g(ur, uz) == ¢*(q(s, w1, u)) € C
analytisch ist fur jedes € [0, ¢], t € [0,T]. Man beachte, dass die Abbildungen

(57U17U2) = §(57U1,U2) 1:¢Z(Q(3,U1,U2))7
H

(Sv Uy, u?) D2§<S7 Uy, Ug) = Dlwz<Q(87 Uy, u2>>€71%"
~ B 1 _ e*/is
(5,U1,U2) = D39(57U1,U2) = Dy (Q(57U17U2)) (

Dy (ug) + Dlwffu@))

stetig sind auf0, t] x S fur jedest € [0, T']. Mithilfe von Dieudonné (1972), Abschnitt 9.10,
folgert man, dass

(01, 13) / ¥ (q(s, ur, ua)) ds

analytisch ist aufS fur jedest € [0, T|. Daraus resultiert mit Annahme (4.16) und Lemma
4.7, dass
C_xiR> (ul,ug) — (I)Q(t,ul,UQ) e C_

analytisch fortgesetzt werden kann &ufir jedest € [0, 7.
Im nachsten Schritt definiert man die Abbilduégnittels
t
{veC: Re(v) < My+E}3u — Gluy) == / ¥ (q(s,ur,uz))ds € C
0

fur festest € [0, 7] unduy € {v € C: (2R'AN0) — £ < Re(v) < (2R V 0) + £}. Fur ein
festesu € {v € C: Re(v) < M, + £} existiert eine reelle Konstante> 0 derart, dass

B(u,r) C {v e C: Re(v) < My+ £}

gilt, wobei B(u,r) := {v € C : |v — u| < r} die offene Kugel mit Zentrum: und
Radiusr bezeichnet und3(u, r) den Abschluss dieser Menge symbolisiert. Bau;) —
¥*(q(s, u, uz)) stetig ist auf der kompakten Menffe t| x B(u, r), existiert eine Konstante
k> 0 mit

[V (q(s,u1,u2))| < Kk

furalle (s, u;) € [0,t] x B(u,r). Ferneristu; — % (q(s, u1, us)) analytisch auf3(u, r) fur
alle s € [0,t]. Der Holomorphiesatz, vgl. Kdnigsberger (1997), Absth® liefert, dass
die AbbildungG, eingeschrankt auB(u, ), analytisch ist, und es gilt

DG (uy) :/ Dyp?(q(s,ut,u9))e " ds, wuy € B(u,r). (4.30)
0

Somit ergibt sichDy® (¢, uq, us), wie in Gleichung (4.23) behauptet.
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Als nachstes muss gezeigt werden, dagsund D,®, stetig auf[0,7] x S sind. Die
Funktion®, kann in der Form

—rKt

T
o (t, ur,uz) = n(1 — e "uy + n™ (uy) (t — ) + ptus +/ J(s,t,uy,us)ds
0

mit J(s, ¢, u1,uz) = lpg(s)v*(q(s, u1,u2)) geschrieben werden. Man beachte, dass die
Funktion(t, uy, us) — ¥*(q(s, u1,uz)) stetig ist auff0, 7] x S fur alle s € [0, T]. Somit ist

die Abbildung(t, uy, us) — J(s,t, ui, us) stetig in jedem Punkit*, u*, v*) € [0,T] x S fur
Mfa.s €[0,7], d.h.

T T
/ J(s,t*,u*,v")ds = / lim J(s, ty, tn, v,) ds (4.31)
0 0

n—oo

fur alle Folgen((t,,, tn, vn))nen C [0,7] x & mit lim (¢,,, un, v,) = (t*, u*,v*) fUr einen
beliebigen Punktt*, u*, v*) € [0,T] x S. Weil der Subordinator keine Drift besitzt, ist
Y (u) = [;7(e" — 1) F*(dz), und man erhalt die Abschatzung

| (5, trs s Un)| < |q(S, U, 0 )| €/ BE@E 2T o —|—/ eRelalsunon))e p2(dy) 4 ¢, (4.32)
1
mit ¢, := fol x F*(dx) < oo unde, := F?#([1,00)) < oo. Des Weiteren gibt es einen Index
N € N mit den folgenden Eigenschaften:

1. es existiert eine Konstantg > 0 mit |u,,| < ¢3 fur allen € NundRe(u,) < My + €
fur allen > N,

2. 2R'N0)—& < Re(v,) < (2RVO0) +£furallen > N,
3. es existiert eine Konstante> 0 mit

Re(v*) +r < (2RV0) + £,
Im(v*) 4+ r

=4
S
N
A A

fur allen > N und somit gibt es Konstantef, c5 > 0 mit

WX (v,)| < ey und [ (v,)] <c5 furalle n > N,
weil %, X stetig sind auffv € C: (2R’ A0) — & < Re(v) < (2R V 0) + &}.

Daraus folgt die Abschatzurige(q(s, un,v,)) < Mo+ My + M, + € fur allen > N und
die Existenz einer reellen Konstante> 0 mit

|RG(Q(S,un,Un))| S |Q(57unavn)| S Ce

fur allen > N. Unter Beriicksichtigung der Abschatzung (4.32) und demdntenbedin-
gung (4.18) folgert man, dasd (s, t,, u,, v,)| beschrankt ist fur alle € [0, 7] und fur
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allen > N. Mit majorisierter Konvergenz ergibt sich daraus mit Gheing (4.31), dass
(t,ur,ug) +— fOT J(s,t,uy,uq) ds stetig ist aufl0, 7] x S, was die Stetigkeit vord, auf
[0,7] x S nach sich zieht, beriicksichtigt man Annahme (4.16) unéwrhemma 4.7.
Dariliber hinaus existiert eine positive Konstanteit Re(u) + r < My + My + M, + ¢ fur
u € A derart, dass

/ (e | F*(dx)
0

1 1 1 00
< / z(eRWT 1) F*(dx) + / x F*(dx) + — / eReWFr)e pz(da)
0 0 r

1

1 1 o]

< (M6M+1)/ xFZ(dx)+—/ eM* P (dr) < oo (4.33)
0 T J1

gilt mit M := My+ M, + M, + ¢, daz Subordinator ist. Mit dem Satz von der majorisierten

Konvergenz ergibt sich folglictd;1)*(u) = [ ze"* F*(dx) und somit

T
Dy®(t, ur,ug) =n(l —e ™) + / J(s,t,ur,uz)ds
0

mit J (s, ¢, w1, us) = lpg(s) f;° wetlsuru)r P2 (dz)e=e. In volliger Analogie zum Beweis
der Stetigkeit vond, auf [0, 7] x S resultiert die Stetigkeit vorD,®, auf [0,7] x S in
Anbetracht der Abschatzung (4.33).

Im Hinblick auf die Anwendbarkeit der Satze 3.17 und 3.1®isher lediglich gezeigt
worden, dass Annahme 3.6 erfulltist. Bezuglich {(2R' A0) — &, (2R V 2) + £} definiert
loc

man nun das Esscher-transformierte WahrscheinlichkalRgtn~ P. Das Wahrscheinlich-
keitsmaldP, ist gegeben durch den Dichteprozess

dP,

_ S <
P s =exp{rX; — sy (r)}, s>0.

GemaR Raible (2000), Proposition 1.8, itauch bezuglich des neuen Wahrscheinlich-
keitsmalRes’, ein Lévy-Prozess. Mit Sato (1999), Lemma 30.3, folgert ntass es eine
positive Konstante gibt mit
/ e pXs (dz) = eswk(r)PrﬂXs\ > 1} < e Mes < (1 v ewg(”> cs
|Z|>1
fur alle s € [0, 1]. Somit existiert eine positive Konstarienit

/ euzi‘ PX;(di,) S/ (e((QR’/\O)—é)i‘_'_e((QRVQ)-i-f)i‘) PXS(d.%) S Cs (434)
|Z|>1 |Z|>1

furalles € [0, 1] und fur alleus € ((2R'A0)—¢, (2RV2)+¢). Es sei an die Definition (3.6)
des Quader® erinnert. Unter Verwendung von Proposition 4.3, der Moreehedingung
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(4.18), der Ungleichung (4.34) und der Subordinatoreigeaft von:z erhalt man

/ emm—i—mdfz 90(0)(d($17 :Eg))
D\Q

% _ 1 -
- / elur e (u2))s F*(ds) +/ s (/ et2? PXS(d:i)) F*(ds)
1 0 |#[>1

00 1

< / e(Mo+Mi+Mz+)s F*(ds) + eMOJréf ¢s F*(ds) < o0
1 0

fur alle (uy, us) € V=(2), dayX konvex ist auf((2R' A 0) — &, (2R V 2) + ) und stetig auf

[(2R' AN0) — &, (2R V 2) + £]. Zudem liefern Proposition 4.3 und die Integrierbarkeitsv

aussetzung (4.16) die Gultigkeit der Abschatzung

/ €u1x1+u2x2 QD(l)(d(xl,xQ)) — / ou2T FX(dZL‘) < 0
D\Q |z|>1

fur alle (uy,us) € Vz(2). Damit ist auch Annahme 3.8 erfillt. Die (lokalelartingalbe-
dingungenvgl. Annahme 3.11, gelten angesichts der Voraussetzut§)(4/oraussetzung
(4.20) schlie3t den degenerierten Egll= 0 P-f.s. fur allet € [0, T] aus, vgl. Annahme
3.14. Aufgrund der affinen Struktur des integrierten OUtZansformationsmodells, vgl.
Proposition 4.3, folgt die Behauptung aus den Satzen Jiti3uL8. O

4.2 Integrierte CIR-Zeittransformationsmodelle

Als zweites Beispiel fur ein affines stochastisches Viitatsmodell soll in diesem Abschnitt
das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell (1.91L)88) im Hinblick auf das Problem
des varianz-optimalen Hedgens betrachtet werden. Inmdiddeschnitt wird dabei zusatz-
lich angenommen, dass die Volatilitat der quadrierteraifiiat o # 0 ist, um den Spezi-
alfall eines deterministischen \olatilitatsprozesseszaklammern. Es sei angemerkt, dass
dieser Spezialfall gemal} Definition ebenfalls zu den affistechastischen Volatilitatsmo-
dellen gehort. Folglich ist die Losung des Problems variaptimalen Hedgens in diesem
degenerierten Fall ebenfalls durch die Satze 3.17 undgz@8ben. Um jedoch uniuibersicht-
liche Fallunterscheidungen zu vermeiden, konzentrielienms im vorliegenden Abschnitt
auf den interessanten Fall > 0. Zunachst wird gezeigt, dass das Modell (1.91)-(1.93)
affin ist. Dieser Beweis erfordert in Analogie zu dem Naclsyeass das integrierte OU-
Zeittransformationsmodell affin ist, einige technischesstearkeitsaussagen. Man beachte,
dass die cadlag-Funktianim folgenden Lemma nichts mit dem Volatilitatsparameteier
quadrierten Volatilitay zu tun hat.

Lemma4.9 1. Die Abbildungd? > («, 3) — gi(a, 8) := apen gt g5 € Dist D* — -
messbariir allet > 0.

2. Die Abbildungd? > (a, 3) — ga(a, 8) := Qrmn(®) gt gy € R ist 2% — %(R)-messbar
fur allet > 0, wobei(7,,).en €ine Folge von Stoppzeiten kigtich (2),>, angibt.
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BEWEIS.

1. Dag — B, 2 — B(R)-messbar ist fur alle > 0 und g cadlag ist, ist3"™ pro-
gressiv messbar bezugli¢®),~,. Aus dem gleichen Grund ist progressiv messbar
bezuglich(2);>0, d.h.D x Ry 3 (o, s) — a5 ist 2 @ B(R,;) — B(R)-messbar.
Mithilfe des Satzes von Fubini erhalt man, dass

tAT
D? 3 (a, B) — (a,/o B ds) = Qe gt g € R
2% — %B(R)-messbar ist fur jedes beliebige> 0. Daraus folgt
gl (B) = {(a.8) €D?: apn iy € 1 (B)}
- {(Oz,ﬁ) € D2 . O[fot/wﬁjds € B} c .@2

fur alle B € #(R). Da 2 erzeugt wird durch='(B) : r € Ry,B € #B(R)},
resultiert die Behauptung.

2. Zunachst sei angemerkt, ddssc D : 7,,(5) <t} € & furallet > 0 gilt, da7, eine
Stoppzeit beziglich?),>, ist. Somit ist

D xRy > (8,8)— 7a(B) € Ry

72 @ B(R,) — B(R,)-messbar. Des Weiteren ergibt sich wie im ersten Teil des Be-
weises dieZ ® B(R,) — (R, )-Messbarkeit voD x R, 3 (4,s) — [} € R,.
Damit liefert der Satz von Fubini, dass

t tATn(B)
D25 (0.0) = [ Lo (Fl) - s)3ids = [ prdser,
0 0

2% — B(R,)-messbar ist. Wie im ersten Teil des Beweises schliel3t mautjalass

tATR(B)
]D)Q > (a,ﬁ) — Oz,/ ﬁ:— ds | — Ozf(;m%n(ﬁ) 8 ds eR
0

2% — B(R)-messbar ist. O

Lemma 4.10 SeienX ein R-wertiger Levy-Prozess béglich der kanonischen Filtrierung
(9X),er,, definiert durchgX := No(X, : k& < 1), r € Ry, mit Tripel (b, ¢, F) und

" I>r
W ein Standard-Wiener-Prozess biglich der kanonischen Filtrierung%;).cr. , gegeben

durch 7, = No(W, : ¢ < s),t € R,. Es wird angenommen, dass die durch eine
s>t
Quadratwurzel-Diffusiorny = (v:)«cr, Spezifizierte endliche, absolut stetige Zeittransfor-

mationY” = (Y;):cr, , welche alsoiir t € R, von der Form

t
Y, = / ysds und dy, = k(n — yp)dt + o/ ydW,
0
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ist, wobeik, n, a > 0 reelle Konstanten sind, unabihgig von dem é&vy-ProzessY sei.
Dann sind der zeittransformierte Proze¥s ein Semimartingal und der Prozegky )¢ y°
ein lokales Martingal beiglich der Filtrierung(.%,):cr , , definiert durch

F ::ma(qu,Y;]:qg s), t>0,

s>t

d.h. es gilt{(Xy )¢, y°) = 0 bediglich (F;)ck, -

Da der Lévy-ProzesX unabhangig von der Zeittransformatidhist, dies impliziert die
Unabhangigkeit des Lévy-ProzessEsund des CIR-Prozessegs erscheint die Gltigkeit
der Gleichung((Xy)¢ y°) = 0 plausibel. Der exakte Beweis erfordert allerdings einige
technische Argumente.

BEWEIS. Gemal lkeda & Watanabe (1989), Beispiel 1V.8.2, vgl. dacth Definition 1V.1.6,
sindy undY Semimartingale bezuglich der FiItrierumg/?;)tEM. Dak, n > 0 sind und
yo > 0 gilt, isty, > 0 fur allet € R, fast sicher. Wenny, Null wird, wird der Prozess durch
die positive Driftkndt sofort wieder ins Positive gezogen, infolgedessen Y;(w) fur P-
fast allew € ) streng monoton wachst. Wie im Beweis von Proposition 4rihksomit der
Umkehrprozes$/ = (U, ),cr, Mit Yy, ) (w) = r und Uy, (w) = t definiert werden. Die
Filtrierung (¥, ),<r, der Handelszeit wird dann modelliert durch

G, =()o(Xi,Up 1k <1), reR. (4.35)
>r

Wie im Beweis von Proposition 4.3 sieht man, dasauch Lévy-Prozess beziugli¢H. ), cr,
ist. Aufgrund der Adaptiertheit voty beziglich(¢,),cr, istY; fur jedest € R, Stopp-
zeit bezuglich(¥,),cr, . Jacod (1979), Korollar 10.12, liefert, da&s- ein Semimartingal
bezuglich(%y, ):cr, ist. In erneuter Analogie zum Beweis von Proposition 4.3)izeian
G = Yy, fur allet € R,. Der zeittransformierte Prozess, ist also ein Semimartingal
bezuglich(.%;),cr, . Wegen

1
=lim— (Y., — Y, 4.
Yt (}%q( t+q t) (4.36)

ist y an die Filtrierung(.#) ) ek, , definiert durch#} := N o(Y, : ¢ < s),t € Ry, ad-

s>t
aptiert. Aus der stochastischen Differentialgleichun§g), die den CIR-Prozess definiert,

resultiert . ( )
RN —Y

Ny, = (2N LW,

(a\/g) Yt ( i ) ¢ + W,

wobei fur den Identitatsprozess steht. Unter Beruicksichmggder Vorhersehbarkeit van
und des Satzes von Fubini I8t somit ebenfalls af.#}");cx, adaptiert. Daraus folgt die
Inklusion

oWq:q<s)Co(Yg:q<s)Co(Xy,Y,:q<59) (4.37)

fur alles > ¢, was,;’; C %, fur allet € R, impliziert. Analog zum Beweis, das§ auch
Lévy-Prozess bezuglid¥, ),cr, ist, zeigt man, dasd” auch ein Standard-Wiener-Prozess
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(im Sinne von Jacod & Shiryaev (2003), Definition 1.4.9, vaher dort auch Definition
11.4.1) bezuiglich(.#,),cr, ist. GemaR Ikeda & Watanabe (1989), Beispiel 1V.8.2 und-Defi
nition IV.1.6, sind danry undY” auch Semimartingale bezigli¢t#, ) cx . -

Man beachte, dass?/).cr, , definiert durch?/ = (N o(y, : ¢ < s),t € Ry, mit
s>t
(Z) )ier, Ubereinstimmt. Man erkennt dies auf der einen Seite anandGleichung

(4.36) und auf der anderen Seite mittels der Vorhersehltarée y und des Satzes von
Fubini. Man definiert

T, =inf{t > 0: |y;| >n} Ainf{t > 0: |Y;| > n} (4.38)

fur n € N. Wegen
t
yfz/ o\/Ys AWs = y; — yo — kNt — KY;
0

ist der stetige Martingalantej adaptiert ar(.%}" ).cr, . Aufgrund der Stetigkeit vop© ist
somitinf{¢ > 0 : |yf| > n} Stoppzeit bezuglich.# ),cr, , vgl. Jacod & Shiryaev (2003),
Proposition 1.1.28. D& stetig und naturlich arf.#} ),cr, adaptiert ist, istr, fur jedes
n € N Stoppzeit beziiglich#}" ).k, . Aufgrund der Inklusion (4.37) ist, fiir jedesn € N
auch Stoppzeit beziglidh, ) cx. -

Der gestoppte Prozegg<)™ ist ein lokales Martingal beziglich%;).cr, , weil ..
stabil unter Stoppen ist, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), $&td2 und Lemma 1.1.35. Unter
Beachtung der Konstruktion (4.38) der Stoppzgiund unter Verwendung der Stetigkeit
vony° zeigt man die Guiltigkeit der Abschatzupg ,.| < n fur alle Stoppzeiten. Daraus
folgt die gleichgradige Integrierbarkeit vdriiy©)™ : 7 endliche Stoppzejt was definito-
risch gleichbedeutend damit ist, dass der gestoppte Rr¢ze$ ein Prozess von Klasse
(D) ist. Gemal Jacod & Shiryaev (2003), Proposition 1.1.473i9™ ein gleichgradig in-
tegrierbares Martingal berinc(t%)tEM.

Sei0 < t; < ty < oo. Aufgrund der Stetigkeit istXy )¢ bezuglich(%;)cr, gut-
messbar. Daraus ergibt sich mit Jacod & Shiryaev (2003)pdition 1.1.21, dieZ,,., -
Messbarkeit vori( Xy ));" fir allet € R... Somitist(Xy)¢ .. bezuglich%,, messbar, vgl.
Métivier (1982), Proposition 5.3. Der stetige Martingdkil y¢ ist stetig und adaptiert an
(Z) )ier, , insbesondere also gut-messbar beziidlif ),cr , , infolgedessep;, ,. analog
zur obigenUberlegung#,, -messbar ist. Weges#,, C 7Y C ZY v %, resultiert die
(FX v F,)-Messbarkeit vory¢ , . . Insgesamt erhalt man damit

EP [(Xy)fz/\’rnytcz/\Tn‘ gtl}
= FEp [EP [(XY)ZM — (Xv) Am

L
FEN Fu| i,

T + (X3 )iy nr Yoo, (439)

Jacod (1979), Satz 10.17, besagt, dass)® = (X°)y gilt. In Anbetracht der Definitionen
der integralen und differentiellen Semimartingalchagaktik, vgl. die Definitionen 2.23
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und 2.25, ist(X¢ X¢); = ct. Gemal Jacod & Shiryaev (2003), Satz 11.4.4, X5t ein
Wiener-Prozess mit differentieller Charakteristik© = (0, ¢,0). Angesichts von Jacod

& Shiryaev (2003), Korollar 11.4.19, isK ¢ ein Prozess mit stationaren und unabhangigen
Zuwachsen, d.h. es ngc LW, ~ N(0, ct) fur einen Wiener-Prozed$” mit Charakteri-
stik O = (0, ¢, 0), wobei (0, ct) die Normalverteilung mit Mittelwert und Varianzct
bezeichnet. Somit ist also nun zu zeigen:

Ep (X9 Yisnrs = X3 Vino | LNV P | = Ep [Wriyoo, = Wi, | 7

Auf dem Skorokhod-RauniD, 7, (Z;).cr, ) kann der CIR-Prozesg mittels des kanoni-
schen Prozessé&s x R, > (f,t) — (3, € Ridentifiziert werden. Hier entspricht

/Otﬁjds >n}

mit B = B,V 0und B = B, — By — knt — x [, B, ds der Stoppzeity — 7,(w) aus
Gleichung (4.38). Das¢| cadlag und an?).>, adaptiert ist, liefert Proposition 1.1.28 in
Jacod & Shiryaev (2003), dags— inf {t > 0 : |55| > n} eine Stoppzeit beziglid?),>¢
ist. Unter Beachtung von Bemerkung 1.1.26 in Jacod & Shirf@603) ist3* gut-messbar,
infolgedessen der Satz von Fubini die Adaptiertheit VoR," ds beziiglich(2), ergibt.
Aufgrund der Stetigkeit des Integrals erhalt man mit Psajpan 1.1.28, Jacod & Shiryaev
(2003), dasg? — 7,(5) Stoppzeit bezuglich?).>, ist. Unter Beruicksichtigung von Lem-
ma 4.9 und aufgrund der Unabhangigkeit \gpﬂhd(W, X) qilt

FY thl] = 0.

B T,(0) =inf{t > 0: |ﬁf|>n}/\inf{t20:

r {y €A X 1+2k € Az, WYQAW Wy<t +1) © A3}
1+% NTn

- [ O fyzn —¢ ‘
/H); A1 xAxx A3z (ﬁ Y (t1+2k) 5+ ds’ .012/\ B) ﬁj ds fo(tl‘F%)/\rn(ﬁ)ﬁj ds)
pWa, X (d(a,

t1+%

-/ 1( Tpora) T alas)) P e P
Ay JD2
fUI’Al,AQGQ Ageﬁ )

9o, B) ==

und fur ein festeg € N, wobeig definiert ist durch

Q (2270 gt gg af(t1+%)A;n<ﬁ>ﬁ+ds'
0 S

Man beachte, dass der Prozégés= (Wﬁfﬁz’“ﬁs+ ds xhy' T BE ds) unabhangig von dem

—~ —~ .t QL 3] % . . W N
ProzessV .= (W — Wh' *8fds x _ xh' 8 ds ) jst. Ergo istPWX) — PN 4 PN,
wobeix hier fur das Faltungsprodukt steht. Folglich ergibt sich

Plye AL X075 € Ay Wy, — Wy € Ay
27T (t1+%)ATn

t1+o
= [ e (070 e 0 ) PYA)
Al D2 D2 0~7s

PY(d(a",y")) PY(dp).
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Ferner beobachtet man, dass

<X xﬁq+%ﬁj%) _0

f(tl+ﬁ)/\‘ B4 ds

0

—~ t1+i + [ t1+ﬁ +
Who™ 5 Bads — (Wh s 1 =0
Jy2h ) gt s LR g,

fur hinreichend groRes € N mit ¢, + - < 1o gelten. Daraus folgt

und

{y c Al,Xt1+2k € A27WYt2AT — Wy( . ) S Ag}
t1 ATn

L (()5E,) PR 7)) [ Lalg(a”, 3) PY(d(a”, 7)) PY(dB).
A, Jp2 fo W ds D2
Das innere Integral nach der Verteilung vdinkann wie folgt berechnet werden:

[ ntate, )P a1

- /91143 <W]g2ﬁn<5) ﬁjds(w) -w (t1+4 ) A7 (®) (w)> P(dw)

fo B: ds

tz/\7~'n(ﬁ)
= N O,C/ BFds | (As).
(tlJF%)/\%n(ﬁ)

Day und X nach Voraussetzung unabhangig sind, erhalt man

P {y c Al, 1+2k € AQ,WY'QAT" Wy( +1) c Ag}
t1+4 JATn

to AT (B) t1+ﬁ
- N (0,¢ / G ds | (45) P (a(5,44).
A1><A2 (

tl‘l’%)/\%ﬂ(ﬁ)

Diese Gleichung entspricht einer Radon-Nikodym-Gleighuom Typ (1.6.60) in Witting
(1985). Auf der einen Seite ist der Integrand eine Vertgjlaof(R, #(R)) fur jedess € D
und auf der anderen Seite ist dieser Z(R, )-messbar fur jeded; € #(R), da

ta AT (B ta AT (8) (t1+3 ) A (B)
]D)Bﬁl—>/ ﬁ+ds:/ ﬁ:ds—/ Bfds e Ry
0 0

t1+ /\Tn

7—% (R )-messbar ist, wie man im zweiten Teil des Beweises von Leméngebsehen hat.
Somit ist die regulare bedingte Wahrscheinlichkeitsitrhg vonWyt . — Wy

(t1+%)/\‘rn
1—|—2]c

unter der Hypothese, dags= 5 und X = ~* gelten, bezuiglickP gegeben durch

y=B XL ot t2AFn (8)
_ Ao / BFds) .
(t1+3 ) A% (B)

WYtQ/\Tn 7WY(t1+% )/\‘rn
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Man beachte, dasg; = (" o(Xy,,y, : ¢ < s) und

s>t

_ 1 t1+ﬁ t +L 1

<9:51 Co (YYquq - q <t + %) = 0—~O)O(Y YR =0 (XfflJr%aytH—i)
_ 1

gelten. Unter Berucksichtigung vo#Y, v %, C FY Vo (X?J“?k,ytl*i liefern die

Glattungseigenschaft der bedingten Erwartung und eingedidung des Faktorisierungs-

lemmas

Ep |Wy,,,.. — Wy

(t1+%)/\7n

FY v %1]

— Ep|Ep {’WY — Wy

(t1+%)/\7n

FI Vo (X;t/ﬁrglk’ytﬁri” ’9’5’0\/9}1]

1+ o
y=B8,X, k="

Wy, nn —Wy
— Ep /:cP 2 (kg ) A
R

Aufgrund der Konstruktion (4.38) der Stoppzeijtgilt Y;,,, < Y, < nfurallet > 0.

(dx)’ Fyv F | =0, (4.40)

Damit zeigt madWYtgAm Y% \WY<t1+1)AT < sup |W,|. Daraus resultieren
k n <s<n
'Wy "My S 2Oig§n|Ws|

fur allek € N und

2 2
(£ s 1)) < 2| (sup 7)
0<s<n 0<s<n
unter Verwendung der Ungleichungen von Jensen und Doolmigjibrisierter Konvergenz
ergibt sich

< 4Ep [Wﬁ] —den<oo  (4.41)

Ep [Wrignn = Wiy,

FY vﬂ}l]
= Ep Lhm </—vatz/\m - Wy ) ’féjo V Jt1:|

= lim EP |:/WV)Q2AT" - WY

k—oo (t1+%)/\7n

aus Gleichung (4.40). Nun folgt die lokale Martingaleigeret von (Xy )“y¢ bezuglich
(Z1)ier, aus Gleichung (4.39), da.,).cn eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten ist mit
lim 7,, = oo. AbschlielRend beobachtet man

n—oo

Ee [((X))7 ) < nBe [|Wh,

] <nFEp [ sup |Ws@ < 0
0<s<n

furallet > 0, vgl. Abschatzung (4.41). DXy )¢ undy© stetige lokale Martingale bezuglich

(%)teR+ sind, ist(Xy )y stetig und berincfQ%)tE]R+ adaptiert, was den Beweis be-

schliefdt. 0
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Proposition 4.11 Gegeben sei die stochastische B4S$is.#, (.#,)cr . , P), wobei die Fil-
trierung definiert sei durch#;, = (N o(Z,,y, : ¢ < s),t € R,. Dann ist das inte-

s>t
grierte CIR-Zeittransformationsmodell (1.91) - (1.93) aifines stochastisches Volatilis-
modell. Die differentielle Charakteristifl(y, Z) ist gegeben durch®?) = g + By
W) = 0y + )y Und F@A(G) = 90)(G) + (1) (G)y mit

K1 00
) ) = ’ ’0 ’
(Bw)s 7(0), ¥(0) ((gfer,u) (0 0) )

—K a? oa?
—= ~ —= == 1 FX
Ba (bX<h> . QH) v () <Qa2 0%a? + CX) ) ‘P(l)(G) /R c(0, ) (dx)
fur alle G € B(R?) mit0 ¢ G.

BEwels. Die Quadratwurzel-Diffusion ist ein stetiges Spezialsemimartingal, vgl. Bemer-
kung 2.3, beziglich der in Lemma 4.10 definierten Fi|'[l’i‘!g’l(l2)teﬂg+ mit kanonischer
Zerlegungy = yo+ MY+ AY, wobeiM} = fo ay/ys AW undAf = fo (n— ys ) ds sind. So-
mit ist die differentielle Charakteristik vapvon der Gestalby = (k(n—vy), a2y, 0). Im Be-
weis von Lemma 4.10 hat man bereits gesehen, dass der Plozeles die Quadratwurzel-
Diffusion y treibt, ein Standard-Wiener-Prozess beziglich deriﬂiung(%)teﬂg+ ist, wel-

che mit(.%;),, definiert durch%, := " o(Xy,,y, : ¢ < s),t € Ry, Ubereinstimmt, da
s>t

y undY sowohl bezuglich.%;)cr, als auch berincl(L%)t adaptiert sind. Und weil die
Prozesse/, Xy undy sowohlan.%;),cr, als auch ar@%)t adaptiert sind, gilt7, = .%, fur
allet € R, mitdem Resultat, das$” ein Standard-Wiener-Prozess bezugliéh );cr, ist.
Folglich stellty ein Spezialsemimartingal bezugli€l#,)cr, dar mit differentieller Cha-
rakteristikdy = (k(n — y),a*y,0). Zudem ergibt sich in Verbindung mit Lemma 4.10,
dass der zeittransformierte Prozess ein Semimartingal beziglich%,),cr, ist. Wegen
F = F = %y, furallet € R, wobei(¥%,),cr, definiert ist wie in Gleichung (4.35) im
Beweis von Lemma 4.10, hat die differentielle Charaktirigon Xy bezuglich(.%;)cr
die Gestalto Xy = (bX(h)y, Xy, FXy), vgl. Proposition 2.34. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit werden die gleichen ein- uaddimensionalen Abschneidefunktionen wie
im Beweis von Proposition 4.3 verwendet. Mithilfe von Lem#&0 erhalt man beziglich
(Z1)ier, die differentielle Charakteristik

kn—y)\ [(o’y 0 0
Oy, Xy, )= || Xy |.| 0 Xy of,F&XD
0 0 0

mit F&XID(G) = [ 16(0,2,0) F¥(dz)y fur alle G € 2(R?) mit 0 ¢ G. Wendet man
den Itd-Kalkul fur Charakteristiken, vgl. Propositi@r81, auf die Funktion

gz, @ x)—< . )
b Ty + o(x1 — Yo) + pxs
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und die Charakteristik(y, Xy, I') an, so ergibt sich abschlieRend, dagsZ) ein Semimar-
tingal bezuglich.#,),cr, ist mit differentieller Charakteristik

2 2
B K1) — KY a?y 00y .2)
0 7)) = < Y
) ((@fm +p+ (05 (h) - @H)y) ’ <@a2y (0*a® + cX)y) ’ ) ’
wobei FUA(G) = [, 15(0,2) F¥(dx)y ist fur alleG € 2(R?) mit 0 ¢ G. Daraus re-
sultieren die Lévy-Khintchine-Tripel3), v(0), ¢ 0)) und (5a), 71y, ¢a)), wie behauptet.

Wegensn > 0 und gy = 0 sind die Tripel im Sinne von Duffie et al. (2003), Definition
2.6, zulassig. O

Bemerkung 4.12 Wie bereits erwahnt, kann die Dynamik des Modells von He$1©93)
als Spezialfall der Dynamik des integrierten CIR-Zeitgfmnmationsmodells (1.91) - (1.93)
aufgefasst werden. Wahlt man im integrierten CIR-Zaisfarmationsmodell den Lévy-
ProzessX als Wiener-Prozess mit Charakteristik = (da? + o, (1 — 0*)a?,0) und den
Driftparametery in der Formy = i — okn, wobeifi, 6 € Rundp € (—1,1) seien, so
erhalt man die gemeinsame Charakteristik von quadrigdéatilitat und Log-Rendite in

der Gestalt ) ,
“(77 - y) aty  oaty
7\ = . 4.42
oy, Z) ((ﬁ + 5a2y) ’ (goﬂy a’y ) ’ O) ( )

Diese Charakteristik entspricht der im Modell von Hestd®93), wobei die quadrierte Vo-
latilitat y zur Modellierung der Log-Rendit8 mit o? reskaliert wird:

t t N
Zy / (i + 60%y,) ds + / /s AW,
0 0

d’yt = K)(ﬂ — yt)dt + Oé\/@th

mit Standard-Wiener-ProzessBhundV, die eine konstante Korrelatignaufweisen, man
vergleiche z.B. die Arbeit von Kallsen (2006), Abschni2 4.

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts beinhaltet dsuhg des Problems varianz-
optimalen Hedgens im integrierten CIR-Zeittransfornagimodell. Vor dem Hintergrund
von Proposition 4.11 sind die Integraldarstellungen deiawa-optimalen Hedgingstrategie
und des minimalen erwarteten quadratischen HedgefehleesFelgerung der Satze 3.17
und 3.18. Dahingegen ist digbertragung der allgemeinen Voraussetzungen auf das kon-
krete Modell recht aufwendig.

Satz 4.13Gegeben seien die stochastische B&8is#, (.%;).cr, , P), definiert wie in Pro-
position 4.11, und das integrierte CIR-Zeittransformatmodell (1.91) - (1.93) mit > 0.
Dann lbnnen das varianz-optimale Anfangskapitglund die varianz-optimale Handels-
strategied* mittels

vy = /V(u)OH(du), (4.43)
St

. _ V() ka(t, w)

- /S g (4.44)
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berechnet werden mit

V(u)t = Stu eXp{q)O(T —1, 07 U) + q)l(T — 1, 07 u)yt}a

Dolttr,u2) = Z_Z (2(p) (t, w1, uz) + (Y(uz) = U{u, u2)) ) + wipual,
Ut uo) = (v (us) — PP(ur, up)) (1 — e72)) )
Dy (t,uy,up) = 2 ((1(ur, uz) — y(uz)) (1 — e1@)0) 1 27 (uy)) + uy,
Up, Uy) = t M s
W) = [P,
— /t Y(uz) (H(ur, uz) — y(uz)) "
o (H(ug,ug) +vy(uz)) (e=7®2)s — 1) 4 2vy(ug)

) 27 (ug)e w2t

(I(u1, ug) + y(ug)) (et — 1) 4 2y(uy)’

lup,ug) = o*up + oa’uy — K,
)
)

\/"i2 - 204sz (u2)7

o = ¢¥(2) =207 (1) + 0%,

falls die folgenden Voraussetzungeridtfsind:

/ C((2RA0)—e)a FX(dl‘) < oo und / e((2RV2)+e)z FX(dl‘) < o0,
|z|>1

|z|>1
T < 1*(2R) t () 00 ,fallsA(r) <0,
<T mit 7°(r):= A
1 A(r)

A(r) :=100,7) +~(r) und A(r) :=1(0,r) — y(r),
wobeir € ((2R'AN0) —£,(2RV 2) +€) ist, und

My < My,
2
R
M —
1 20{2’

p=—orn und ¢*(1)=p (fi — %@(f) ,

¥ (2) # 20(k — 0a?)
fur ein beliebig klein fixiertes > 0 und fir € mite > ¢ > 0 und
My = max{®(T,0,2R A0),®(T,0,2RV 0),0},

M, = max{y*((2R'A0) — &), ((2RV2)+4)},
M, = min{g((2R'A0)—¢&),9((2RV 0) + &)},

0a® (4(T — t,0,u) + ou) + ¢~ (u+ 1) — ™ (u) — ™ (1),

(4.45)
(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
(4.51)
(4.52)
(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)
(4.62)
(4.63)
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wobeié dergestalt ist, dass > ¢ > & > 0 gilt, und die Funktiory definiert ist durch
1 1
g(r) = el {fy('r’) coth (;y('r’)T) + m} — or, (4.64)

r € ((2R'N0) — £, (2R V 2) + ¢). Darliber hinaus ist der minimale erwartete quadratische
Hedgefehler unter diesen Annahmen gegeben durch

T
s; s, Jo
mit
w
I(t,uy,ug) = 5—€§°531+u2 exp {Po(t, &1, ur + ug) + Dy (¢, &1, ur + u)yo}
1
X [Da®q(t, &1,y + ug) + Da®y(t, &1, ur + u2)yol (4.66)
2kn sinh (37(u2)t)
Do®y(t = 2 4.67
’ 0( i ug) ’Y(Uz) cosh (%’Y(Uz)t) - l(uh Uz) sinh (%’Y(Uz)t) ’ ( )
472 (ug) et
Doy (t, 1w, us) = v (ue) N (4.68)
((I(u1, uz) = y(ug)) (1 — e72)t) 4 2v(uy))
w(t,ug,ug) = 0v(t, ur, uz) — ki (t, u)k1(t, ue) = w, (4.69)
v(t,up,up) = o (O(T —1,0,u1) + oup) (B1(T — ¢, 0, up) + ousy)
N (ug 4 ug) — ¥ (ur) — ™ (u2), (4.70)

gj(tv u17u2) = (I)J(T —t, 07u1) + (I)](T —t, O,Uz) = £j7 j € {07 1} (471)

Die IntegraletiberS; in J, sind im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen. Zu
Vereinfachung der Notation sind die Argumente der Funktion und&;, j € {0,1}, in
Formel (4.66) unterdickt worden.

Bemerkung 4.14 1. Analog zu den Bedingungen (4.19) und (4.20) im integeie@U-
Zeittransformationsmodell stellt Bedingung (4.59) denrfitgalfall im integrierten
CIR-Zeittransformationsmodell sicher und schlie3t Bgdimgy (4.60) den degene-
rierten FallZ, = 0 P-f.s. fur allet € [0,7] aus. Die Integrierbarkeitsbedingung
(4.54) entspricht den Integrierbarkeitsvoraussetzur({gett) - (4.18) im integrier-
ten OU-Zeittransformationsmodell, siehe auch Bemerkufigl#h integrierten CIR-
Zeittransformationsmodell ist die Integrierbarkeitsingdng (4.54) allerdings allein
nicht hinreichend fur die Losbarkeit des Problems variaptimalen Hedgens. Dari-
ber hinaus muss unter anderem der Handelshorizont eingedthwerden, vgl. An-
nahme (4.55). Diese Voraussetzung gewahrleistet zsha@d Existenz der Riccati-
Losung[0,7] 3 t — ®4(¢,0,u) fur alleuw € 2R’ A 0,2R Vv 0]. Diese ist Grundvor-
aussetzung dafur, dass die Losunggnund ¢, der Riccati-Differentialgleichungen
(3.11) und (3.12) die Regularitatsbedingungen erfiilegl. Annahme 3.6 im allge-
meinen affinen Modell, die neben den Integrierbarkeitsigpaaigen, vgl. Annahme
3.8 im allgemeinen affinen Modell, hinreichend sind fur dsbarkeit des Problems
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varianz-optimalen Hedgens. Man beachte, dass die Bedin@ub5) im vorliegen-
den integrierten CIR-Zeittransformationsmodell trieiabeise erfullt ist, wenn der
Leverage-Parameter nichtpositiv ist respektive europaische Derivate gehedy-
den, die mit einem Paramet&r < % einhergehen, wie zum Beispiel ein europaischer
Put. Eine weitere Grundvoraussetzung dafir, dasand ®; die Regularitatsbedin-
gungen erfillen, besteht darin, dagsund ®; keine Singularitaten aufweisen. Dies
wird durch die Bedingung (4.57) sichergestellt, die selwhieliberpruft werden kann,
da bei gegebenen Parametern lediglich die beiden Zaljamd M, miteinander ver-
glichen werden mussen. Ein wesentlicher Bestandteil dekftonen®, und ¢, ist

die Abbildungy. Damit diese wohldefiniert und analytisch ist, miissen d@oaen-
tiellen Momente des Lévy-ProzessEder Grofienordnung nach beschrankt werden,
vgl. Annahme (4.58). Diese Annahme ist genauso leichtpriésar wie Annahme
(4.57).

. Man beachte, dass die Funktignein bestimmter Logarithmus dérwertigen Funk-

tion ¢ ist. Die Integraldarstellung (4.48) stellt den richtigewedlg des komplexen
Logarithmus sicher. Bei dem richtigen Zweig handelt es sithden stetigen Loga-
rithmus, der in Null den Funktionswert Null hat. Da der koey# Logarithmus bis
auf Vielfache voremi eindeutig ist, genugt es, das Integral in (4.48) numersstir
grob, beispielsweise mit der Simpson-Regel, auszuwebiergrobe Naherung reicht
aus, um die Abweichung vom ersten Hauptzweig des Logarishvou ¢ in Vielfa-
chen von2ri zu bestimmen. Somit ist das Integral in (4.48) quasi expliekannt.
Die weiteren Ausfuhrungen in dieser Bemerkung zeigenrs dasaufgefasst als Ab-
bildung der Zeit, gerade der ausgezeichnete Logarithmospvion Sinne von Sato
(1999), Lemma 7.6, ist. Die Funktidd, T] 5 t — @(t) := ¢(t,us,us) € C besitzt
fur festes(u, u2) € S die folgenden Eigenschaften:

(a) (0) = 1.
(b) &(t) # 0furallet € [0, 7.
(c) ¢ ist stetig aufl0, T'| wegen (4.55), (4.57), (4.58). Der entscheidende Punkt ist

hierbei, dass der Nenner vgrkeine Nullstellen hat. Hinsichtlich Details sei auf
den spater folgenden Beweis von Satz 4.13 verwiesen.

Aus Lemma 7.6 in Sato (1999) resultiert die Existenz alesgezeichneten Logarith-
musvon ¢, d.h. es gibt eine eindeutige stetige Funktjon|0, 7] — C mit ¢(0) =0
undexp{q(t)} = ¢(t) fur allet € [0, T]. Des Weiteren definiert man die Abbildung
lp : [0,T] — C mittels (Ip)(¢) = (1¢)(t, uq, us) fir festes(uy, us) € S. Man kann
zeigen:

(@) (Ip)(0) = 0.
(b)) t+— (fg?;)(t) ist stetig differenzierbar aué, 7] wegen (4.55), (4.57), (4.58).



4.2. Integrierte CIR-Zeittransformationsmodelle 133

(c) Sowohlt — exp{(lp)(t)} als aucht — (t) ldsen das Anfangswertproblem

Dip(t)

p(t)
Dat — D%f) auf [0, T stetig ist, ist die Funktio® (¢, z) = :cD“(")t) Lipschitz-
stetig inz. Der Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof, vgl. z.Bomdgsberger
(1997), Abschnitt 4.2, liefert

Dyz(t) = x(t)

exp{(1p)(t)} = 3(t) furalle te 0,7 (4.72)
Folglich erhalt many = 1, d.h.1p ist derausgezeichnete Logarithmusn .

Zum Beweis des Satzes 4.13 werden einige technische Hiagen benotigt.

Lemma 4.15 Die Abbildungu, — v(us) := /2 — 229X (u,), vgl. Gleichung (4.51), ist
wohldefiniert und analytisch auf

Sy:={veC: (2R'AN0) —& < Re(v) < (2RV2) +£}.

BEWEIS. Man definiere die Funktio, o us + d(us) := 1 — 24X (uy) € C. Aufgrund
von Annahme (4.54) und Lemma 4.7 istanalytisch aufS,. We|I X auf dem Intervall
((2R'A0) —£,(2RV 2) +€) konvex ist, vgl. Sato (1999), Lemma 26.4, impliziert Annahm
(4.58), dasd — Q%;Re(@bx(m)) > 0 fur alleus € S, gilt. Insbesondere ist als¢{us) # 0
furalleu, € S;. Dad(0) = 1 gilt und S, einfach zusammenhangend ist, liefert Satz V.1.4 in
Fischer & Lieb (1994) die eindeutige Existenz einer anatjien Funktiog : S — C mit
q(0) = 0undd(us) = exp{q(u2)} furalleu, € S,. Somitistus — v(uz) = kexp{3q(us)},

wie behauptet, wohldefiniert und analytisch &if man vergleiche Fischer & Lieb (1994),
Abschnitt V.2. O

Lemma 4.16 Man betrachte die Familie von Anfangswertproblemen

%x(t u) = G(z(t,u),u), z(0,u) =0, (4.73)

u € I, wobei angenommen wird, da&s: R x I — R zweimal stetig differenzierbar und
konvex ist und dasg C R ein kompaktes Intervall darstellt.Uff einT > 0 und fur alle
u € I seit — z(t,u) Losung des Anfangswertproblems (4.73), die[auf’] existiere, und
fur die gelte:

lz(t,u)| <s V(t,u)€[0,T] x I (4.74)

fur eine Konstante > 0. Dann ist die Abbildung > u — z(t,u) € R konvex iir alle
t€[0,7].

Bemerkung 4.17 Fur festesu € I ist die Losung[0,7] > t — xz(t,u) des Anfangs-
wertproblems (4.73) eindeutig, da, v) — G(x,u) lokal Lipschitz-stetig bezuglich ist,
vgl. Walter (1976), Satz 6.VIl. Man beachte, dassicht vont abhangt, infolgedessen
die Abhangigkeit der rechten Seite der Differentialgheing in (4.73) vort ausschliel3lich
durchz(t, u) gegeben ist.
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BEWEIS VONLEMMA 4.16. Man betrachte ein beliebiges, aber festes [0, T'|. Ferner
wahle man einV/ > s und definiere

G(z,u) Jfalls =M < 2 < M,
G(z,u) =< my(x+ M) +G(—M,u) ,fallsz <—M,
mo(z — M)+ G(M,u) ,fallsxz > M

mit my; = min{D1G(—M,u) : u € I} undmy := max{D,G(M,u) : v € I}. Man
kann zeigen, das§ : R x I — R stetig ist und dass — G(z,u) fur alleu € I aufR
Lipschitz-stetig ist, wobei die Lipschitz-Konstantenicht vonu abhangt. Damit resultiert
aus Satz 6.1 in Walter (1976), dass das Anfangswertproblem

Q@@uyzé@@m%m, #(0,u) =0 (4.75)
fur festesu € I eine eindeutige Losung — Z(t,u) auf [0, 7] hat. Es bezeichne die
eindeutige Losung des urspringlichen Anfangswertgmoil (4.73) furu € I auf [0, 7].
Dann erhalt man mit der Hilfe vojx(u,t)| < s < M fur alle (¢,u) € [0,T] x I, dass

ax(t,u) = G(z(t,u),u) = G(z(t,u),u), x(0,u)=0,

gilt, d.h. = ist auch die eindeutige Losung des modifizierten Anfanggweblems (4.75)
fur uw € I auf|0, T']. Zu dem Anfangswertproblem (4.75) definiert man Bider-Iterierten

Xo2k (W) := X126 (1) + hé(xu_mk (u),u), v=1,...,2" Xoz2k(u) :=0,  (4.76)
t,:=t,_1+h=uvh, v=1,...,2" to:=0  (4.77)

mit Schrittweiteh := ¢*27%. Fir allek € N ist die Euler-Iteriertex o« (u) eine Approxi-
mation flrz(t*, ). Man definiert die Approximationsfehley o« (u) := x,, 21 (1) — x(t,, u)
und ey (u) = eqn ox(u). Unter Verwendung des Mittelwertsatzes erhalt man didefeh
abschatzung

eur (@) < Jeuroe ()] + B | G128 (), w) = Glolty 1, ), )

+h ’é(x(t,,_l, w), ) — Gty + Eh, 1), u)

9

wobei¢ € (0, 1) eine Konstante ist. Unter Beriicksichtigung der Tatsagass(: beziiglich
der ersten Komponente Lipschitz-stetig ist, liefert einreeete Anwendung des Mittelwert-
satzes

ey ()] < |e,_128(u)] (14 hL) + ELLA?,

wobei L die Lipschitz-Konstante von +— G(x,u) bezeichnet und. gegeben ist durch
L = max{|G(z(t,u),u)| : (t,u) € [0,T] x I'}. Das MaximumL existiert, daz(t, u)| < s
fur alle (¢,u) € [0,7] x I gilt und G auf der kompakten Menge-s, s| x [ stetig ist. Mit
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Lemma 9.1in Schwarz (1997) ergibt sieh,« (u)| < (e"*—1)¢Lhfuraller € {1,..., 2%},
Wegen|eg o« (u)| = 0 gilt

max{|e, ox (u)] : v € {0,...,2"}} — 0
gleichmafiig auf unter Beachtung vogﬁm t*27% = 0. Daraus folgt zum einen, dass

Xak 2k (1) . x(t*,u) gleichmaRig auf (4.78)

— 0

gilt, und zum anderen, dass ein Index N existiert mit
IXvor ()] <1+s furalleu € Tundallev € {0,...,2"} (4.79)

fur alle & > k. Mittels Induktion Uber zeigt man, dass — Xo.2r(u) auf I stetig ist fur
allev € {0,...,2%} fur alle ¥ € N. Folglich gibt es endlich viele positive Zahleg,,
S1,15+ -+, 52)5’212 m|t

X2 (W) < 805 Yuel Yve{o,...,22} Vjie{o,... k}.
Mit (4.79) folgert man daraus, dass
[Xo2r (w)] < max{so,1, $1,1, - .-, Sgi oiy L + 8} =t m = m(t") (4.80)

fur allew € I, fur allev € {0,...,2*} und fur allek € N gilt. Nun fixiert manM/ derart,
dassM > m > s ist. Man beachte, dass nun vont* abhangt, dass aber alle bisherigen
Aussagen gultig bleiben. Wegéd > m und (4.80) gilt

Xv,2k (u) = Yu—1,2k (u) + hG(XV—l,Qk (u)v u) Vv e {]-7 SR Qk} VkeN. (481)

Da G zweimal stetig differenzierbar ist alif x 1, istu — x, o« (u) zZweimal stetig differen-
zierbar auff fur allev € {0,...,2*} und fur allek € N. Man erhalt

Dixyar(u) = Dixy_120() (14 h(D1G)(xXp-1,20(u), u))
+(D1XV—1,2]€ (u)7 1)HeSS(G)(XV—1,2k (u)7 u) (D1XV—1,2k (u)7 1)T7 (482)

wobei Hess(G) die Hesse-Matrixvon G bezeichnet. Offensichtlich ist — xq o (u) = 0
konvex auf/. Man nehme an, dass— x,_; o+ (u) konvex aufl ist fur einy > 1. Dann gilt
D?x,_19+(u) > 0 fur alleu € int(I), wobeiint(I) fur das Innere vord steht. DaG kon-
vex ist, ist die Hesse-Matrix vo@' positiv semidefinit. Somit ist der zweite Summand der
rechten Seite in (4.82) nichtnegativ. Wegen (4.80) giltididusiony,,_; o« (/) C [-M, M]

fur allek € N. DaD,G auf[—M, M] x I stetig ist, existiert eine Konstanié > 0 mit der
Eigenschaft, dass

(D1G)(Xpo120(u), )| <M Vuel VkeN
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ist. Es sei darauf hingewiesen, dagsnicht vonk, sondern lediglich vod/ und damit von
t* abhangt. Daher gibt es einen Index N mit

1+ 27" (D1G) (X120 (u),u) >0 Yuel Yve{l,...,2"} Vk>k

Unter Beriicksichtigung von (4.82) folgert man, dass diéeElierierten fur hinreichend
feine Gitter, d.h. fur hinreichend groBekonvex sind. Mithilfe von (4.78) erhalt man daraus
abschliel3end

2(t, (1 =pu+pv) = lmxoon((1 = p)u+ pv)

khm Xok+k ok+k (1 = p)u+ pv)

IA

ICILII;O ((1 - p)X2k+E72k’+E (U) + PXok+k ok+k (U))

= (L=p)(t’,u) +pr(t*,v)

fur beliebigeu, v € I und furp € (0, 1), was aufgrund der Beliebigkeit vah € [0, T die
Behauptung impliziert. O

Lemma 4.18 Es gelten die Bezeichnungen von Satz 4.13. Insbesondere diei Bedin-
gungen (4.54), (4.58) und (4.59) &lit. Falls T" < 7*(2R) gilt, vgl. Annahme (4.55), exi-
stiert[0,7] > t — ®4(¢,0,u) € Rfuralleu € [2R" A 0,2R Vv 0] und Ibst die Riccati-
Differentialgleichung

0

1
aq)l(ta 0, U) = 50[2(1)%@7 0, U) + (Q(IQU - /{)(I)l(ta 0, U) — ORU

1
+§gza2u2 + % (u)
mit Anfangswertbedingun®; (0,0, u) = 0.

BEwEIS. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sefén< 0 und R > 0 angenommen.
Im Fall R = R' = 0sind[2R' A 0,2R V 0] = {0} und ®,(¢,0,0) = 0, infolgedessen
die Behauptung trivial ist. Im Folgenden sei ald®, R) # (0,0). Wie in Lemma 4.15
definiert manS, := {v € C: (2R' A0) — & < Re(v) < (2R V 2) + £}. Die Funktion
u — q(u) = ¥ (u) + 30%°a’u?® — kou ist auf S, N R aufgrund der Momentenbedin-
gung (4.54) und wegen Lemma 4.7 definiert und hat genau zwistililen, namlichu = 0
bzw.u = 1. Man beachte diesbeziiglich, daB$q(u) > 0 ist fur allew € S, N R unter
Beriicksichtigung von Sato (1999), Lemma 26.4, und daS&l) = o(k — 100?) gilt an-
gesichts der Martingalbedingung (4.59). Es sei daran erindass\ (u) definiert ist durch
A(u) = pa’u — k — /K2 — 202X (u). Man beobachtet

(00*u — K)? = K? — 202~ (u) < q(u) = 0. (4.83)

Daraus schlieB3t man, dags eingeschrankt auf := [2RR’, 2R], hochstens eine Nullstelle
besitzt. Genauer gilt:
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1. fallsk > pa?ist, istA(u) < 0 furalleu € I,

2. fallsk < ga?ist, sindA(1) = 0, A(u) < 0 furalleu € [2R',1) und A(u) > 0 fur
allew € (1,2R], vorausgesetzt, dags> 1 ist. Im Fall R < 1 gilt A(u) < 0 fur alle
uel.

Fallsp < 0 gilt, ist 7*(u) = oo fur allew € I. Im Folgenden wird unterstellt, dags> 0,
R > % und oa? — k > 0 sind. Angesichts der Definition (4.55) vati(u) weil man dann

‘() o0 Jfalls2R <u <1, (4.84)
() = X .
Iy (A“") falls1 < u < 2R,
o 0\ )

wobeiA(u) = pa®u — k + /K2 — 202¢X (u) ist. Als nachstes solD;7*(u) < 0 firr alle
u € (1,2R] gezeigt werden. Wegeyn(u) > 0 gilt

A(u) > oa*u — k> A(u) >0 furalleu € (1,2R). (4.85)

Furu € (1,2R] kann7*(u) in der Gestalt

™ (u) = G(A(u), B(u)) (4.86)
geschrieben werden mit
1 To + /73 — 2021,
G(xy,29) = In , 4.87
o) =, <x et (487
Alw) = ¥ (u) + %QQQQUQ — oku und (4.88)
B(u) = oc*u— k. (4.89)

FallsO < /23 — 2a2x; < x5 gilt, kdnnen die partiellen Ableitungen erster Ordnung @&
wie folgt berechnet werden:

DG (1, 72) o (k(x1,22)) " o ( 2r )2 dr, (4.90)
T1,T) = — x1,T T, )
! b x3\/ 13 — 2021, b /o 1—r?
G - VL 9
D - - - 491
2 (l‘l, IL’Q) 1‘% Sy ( (l‘l, ZEQ)) /0 — 1 r ( )
mit

kw1, 20) 1= —\/33%_20‘25’51.
T2
Man beachte, dass in der Situation< k(z;,22) < 1 gilt. Mithilfe der Ungleichungs-
kette (4.85) undB?*(u) — 2a?A(u) = ~*(u) sieht man(D;G)(A(u), B(u)) < 0 und
(D>G)(A(w), B(u)) < 0 firu € (1,2R], vgl. Cerny & Kallsen (2006), Lemma 6.2. Unter
Berucksichtigung der Martingalbedingung (4.59) bestimman

V() = ok — %Q(IQ)U + %cx(u2 —u) + /R (e"" —ue” +u —1) F¥(dz), (4.92)

Dip*(u) = o(k— %Qaz) + %CX(QU —1) +/ (ze"® — " + 1) F*(dw). (4.93)
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Man definierep(u, z) := ze"® —e®* +1. Wegene® —x —1 > 0 furallez € Ristp(1,z) > 0
fur alle x € R. Aufgrund vonD;p(u,z) = z%¢** > 0 fur alle (u,z) € I x R gilt somit
p(u,z) > p(l,z) > 0furalleu € (1,2R] und fur allex € R. Daraus folgt

DiA() = 0% <u - %) + %CX (2u—1)+ /Rp(u,a:) FX(dz) > 0

fur alleu € (1, 2R]. Des Weiteren isD; B(u) = pa? — k > 0 fur alleu € (1,2R)]. Ergo gilt
Dy7*(u) = (D1G)(A(u), B(u)) D1 A(u) + (DoG)(A(u), B(u))DyB(u) < 0

fur allew € (1,2R]. Man hat also gezeigt, dass die Abbildung- 7*(u) auf (1, 2R] mo-
noton fallt. Mit anderen Worten gilt somit*(u) > 7*(2R) fur alleu € I. Daraus resultiert
abschlieRend die Behauptung unter Beriicksichtigung deeAmel” < 7*(2R) und unter
Verwendung der Lemmata 6.1 und 6.2&Brny & Kallsen (2006). O

Wie bereits die Lemmata 4.16 und 4.18 besitzen auch die hhéadgenden Hilfssatze
dahingehend Bedeutung, dass die Losungand ®; der Riccati-Differentialgleichungen
den Regularitatsannahmen genigen. Im allgemeinen mafiteehastischen Volatilitatsmo-
dell hat man gefordert, dass die Losungen auf bestimmtegi@een unter anderem stetig
sind und sich analytisch fortsetzen lassen. In diesem Zongarhang ist wesentlich, dass die
Losungen auf den entsprechenden Bereichen keine Singtearaufweisen.

Lemma 4.19 Seim € N*. Dann gelten die folgenden Systeme von Ungleichungen:
m—k+r

g~ (im=26) §° bl > 27 b, r=0,...m, k=0,...m-1 (4.94)
v=0 v=0

m—k—1+r

g (m=2h=1) N p®) > 92N o =0,...m, k=0,....m—1, (4.95)
v=0 v=0

2m—k m
o (4m—2k) Z blei)g > 92 Z b(y}T)n’ r=0,....2m—k (4.96)
v=r v=r+k—m

furk=m+1,...,2m,und

v,m»

2m—k—1 m
9—(4m—2k-1) Z b(y2])€ > 9-2m Z p») r=0,....2m—k—1 (4.97)
v=r v=r+k+1—-m

fur k =m,...,2m — 1 mit Binomialkoeffizienten
dm — 2k + 1 4m — 2k
b = (TR und 6@ = (M), (4.98)
v 2u v 2u+1

BEWEIS. Zunachst fuhrt man fi < k£ < m die folgenden Mengen ein:

[1 = {1,72777,—2]{7}, [2 = {2m—2/€—}—1,,4m—2k} Und[Z:[1UIQ7
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Jo={JCI:|J|<2m—2k+2r}, Jy:={JCL}undJo:={JCL: |J| <2}

fur ein festes- € {0, ..., m}. Die Kardinalitaten der Menge#, J; und.J, sind gegeben
durch

2m—2k+2r Am, 2%k m—k+r

- 1

m= o ()=
v=0

v=0
|J1‘ — 22m72k’
2r m, r
2= (%) =20
v=0 v=0

Die AbblldungQ J1 X Jy — Jy, (Al, Ag) — Cl(Ala Ag) = AlUAQ ist injektiV, und es gllt
G (A1, A2)| = |Ar] + Ao < 2m — 2k + 2r,

d.h. es gilt(; (A1, Ay) € Jy. Somitist|J; x Jo| = |J1]||J2] < |Jo|, und die Ungleichungen
(4.94) sind gultig. In einem zweiten Schritt definiert mén# < & < 2m die Mengen

2k — 2 1,...,2 fallsm < k < 2m,
Lo=1{1,...,2k—2m}, I := {{ m m} " "

1%} , falls k = 2m,
I == LU,
Jo = {JCI:2r+2k—2m—-1<|J|<2m}, J;:={J CL}und
Jy = {JCL:@2r—1)Vv0<|J| <4m — 2k}
fur ein festes: € {0, ...,2m — k}. Man beachte

2m m
= 2 ()=

v=2r+2k—2m—1 v=r+k—m
‘J1| — 2216721717
4m—2k 2m—Fk
4dm — 2k (1)
= (M) =
v=(2r—1)Vv0 v v=r

Die Abbildung(, : Jo — J1 x Jo, A — ((A) := (AN, AN Ly) istinjektiv. Offensichtlich
gilt AN I; € J;,. Daruiber hinaus beobachtet man

2r—1)VO<|ANL| <(2m)A (4m — 2k) = 4m — 2k

aufgrund vonm < k, |A| > 2r + 2k — 2m — 1 und|[;| = 2k — 2m, d.h.((A) € J; X Ja.
Folglich erhalt man.Jy| < |.J1]|J2|, was aquivalent zu (4.96) ist. Unter Berticksichtigung

von
Y /n 2 -1 a n W1
2a) -2 w200 -2 ()
i, n € N, konnen die Ungleichungen (4.95) und (4.97) analog beamegerden. O
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Lemma 4.20 Es gelten die Bezeichnungen und Annahmen von Satz 4.132urfschung
der Notation @ihrt man die folgenden Gf3en ein:

Ty :\/%(a+b) und z_ = %(a—b) (4.99)

und b:=1-— 2—2Re(1/1 (r +1is)), (4.100)

mit

2 2
'1—% X(r 4 is)

fur festeqr,s) € (2R’ A 0) — &, (2R V 2) + €) x R. Ferner definiert mam := ~(r). Dann
besitzt die Ungleichung

Kk (cosh(ct) — 1) (x4 sinh(kz 4 t) + x_sin(kx_t)) > csinh(ct) (cosh(kzyt) — cos(kz_t))
Gliltigkeit fur alle t € [0, T7.

BEWEIS. Unter Verwendung der Potenzreihenentwicklungen der toménx — cosh(z),
sinh(z), cos(x), sin(x) erhalt man
o0 t2j+1

q(t) — (1) = Zgj( (4.101)

2j + 1)1

wobei die Funktionen, ¢ und die Koeffizienten;, j € N\ {0, 1}, definiert sind durch

q(t) := k(cosh(ct) — 1) (x4 sinh(kxyt) + z_sin(kz_t)),
G(t) = csinh(ct) (cosh(kz,t) — cos(kz_t))
und
j—1 : :
- i . 27+1 27 +1
o 2k+2 2j—2k _ (_1\ji—k 2j—2k _
0, kzoc [(kzy) (=1)Y " (kx_) ] {<2k N 2) <2k N 1)] . (4.102)
Die Differenzq(t) — q(t) zerlegt man wie folgt:
t8m+3 t8m+7
) — - -
t8m+1 t8m+5

+Zg4mﬁ + ZQMLHW

Ziel ist es, die Nichtnegativitat der Koeffizienten,, 1, 04m+3, 04m UNd 04,12 ZU ZeigEN.
Mithilfe von

4 m
21*27”2 (2”?) a®m 2y , fallsn = 2m,
xQn + xZn o
+ - . .
92— 2mz (2m+1) 2mf2j+1b2] , fa”S’I’L =29m + 1’
1-2m 2m 27—17,25+1 _
2 Z (23+1) b , fallsn = 2m,
xin - x2n —
— m
—2m 2m+1\ _2m—251.25+1 _
2 0(2j+1)a b ,fallsn =2m + 1,
\ Jj=
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m € N*, kann der Koeffizienb,,, 1 ausgedriickt werden in der Form

m m—1
O4m+1 = Zoz,(ﬁl)c‘l“zngm*%”w,g) + Za,(f)c‘lkﬂligm*% 1(92)
k=0 k=0
2m 2m—1
. Z (_a](€1))c4k+2168m74k+2¢](€1) . Z (_QLQ))C4]<;+4KJ8m74k¢](§2)
mit
O (am - 2k + 1
1D _ 9—(4m-2k) - 4m—2k—2v-+1p 20
e e
2m—k—1
(2) _  og—(4m—2k-1) 4m — 2k 4m—2k—2v—1p2v+1
: ZO ( w+1 )" )
(1) (Sm + 3) (Sm + 3) > yfallsO0 < k <m,
o = —

g 4k +2 dk+1 <0 ,fallsm—+1<k<2m,

Jfalls0 <k <m —1,
Jfallsm < k< 2m — 1.

a(2) . 8m + 3 _ 8m+ 3 Z
P \4k+4 4k + 3 <
Man beachte, dass
2m—1

2m
Yo+ Y a =0 vmeN (4.103)
k=0 k=0

gilt. Dartber hinaus beobachtet man
0 < ¢ < K% < K*a. (4.104)

Die Ausdrucke mit positivem Vorzeichen in,, .1 sollen nun mittels der Ungleichungskette
(4.104) wie folgt abgeschatzt werden:

M2 Smo k2 (D s (oydmt2 () =0 m — 1, (4.105)

m

Sl B s ey im0 =0 m — 1. (4.106)

Bezuglich der Terme mit negativem Vorzeichenip, . ; soll die Gultigkeit der Ungleichun-
gen

M2 Sl 2, (0 (et 2y (D) 1 2m, (4.107)
c4k+4/i8m_4kwl(€2) < (k)™ 2D k= 2m— 1, (4.108)

gezeigt werden. Hierbei ist die entscheidende Frage, wdbciienz der rechten Seite einer
Ungleichung des Ungleichungssystems (4.105) - (4.108)ldwelche Potenz der jeweils
entsprechenden linken Seite abschatzbar ist. Man bétradm Beispiel einen Reprasen-
tanten der Ungleichungen vom Typ (4.105). Mittels der Urnflengskette (4.104) ist der
Ausdruck(rc)imT2q?m+1 abschatzbar durch die Terme

4k+2’i8mf4k+2 4m—2k+1 4k+2  8m—4k+2 2m+162m72k

c a s, CTTR a

)
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der AusdrucK xc)™2q?m=1p? durch die Terme

4k+2  8m—4k+2 4m—2k+1 4k+2’£8m74k+2

g a ..., C Zmt1p2m=2k

4k+2’£8m74k+2 2m—1 b2mf2k+2

a ,C a

und so weiter. AbschlieRend ist der Ausdryek)?™2ab*™ durch die Terme

C4k+2K8m74k+2a4m72k+1 C4k+2/{8m74k+2a2m71b2mf2k+2 e ab4mf2k

g e e ey 3

abschatzbar. Dies liefert die Menge der Bedingungen §4.84.97), vgl. Lemma 4.19, die
garantieren, dass hinreichend viele Potenzen der richt@y@3enordnung fur die Gultig-
keit des Ungleichungssystems (4.105) - (4.108) vorhangeh Aber Lemma 4.19 besagt
gerade, dass diese Bedingungen stets erfullt sind. UrérdRsichtigung von (4.103) folgt
daraus die gewiuinschte Abschatzung

2m 2m—1
O4m+1 2 (“C)4m+2¢fﬁ) (ZO‘S) + Z %22)) =0
k=0

k=0

fur allem € N*. Analog zeigt man,,, > 0 fur allem € N* und o4, 12, 04m+3 > 0 fUr alle
m € N, was den Beweis beschliel3t. O

BEWEIS VONSATZ 4.13. Zu den Lévy-Khintchine-TripeliB;), v, ). vgl. Propositi-
on 4.11, gehoren die kumulantenerzeugenden Funktignene {0, 1}. Unter Beruicksich-
tigung der (lokalen) Martingalbedingung (4.59) ergibtsic

%(Ul, U2) = Rnuy,
1 1
Py (ur,ug) = QQQU% + (ga2u2 — K)up — pKug + 592042U§ + @/)X(UQ),

wobei), auf C? existiert undy; auf{u € C*: (2R’ A0) — & < Re(uz) < (2R V 2) + £}.
Wie im Beweis von Satz 4.5 |6st man in einem ersten SchrtQlstem verallgemeinerter
Riccati-Differentialgleichungen (3.11) und (3.12), vBroposition 3.3:

E(I)l(t,ul, ug) = 50?@%(15, U, Us) + (Qa2u2 — k)P (t, ug, uy) — oKuUs
1
Lt + 0¥ (),
0
aq)O(t)ulauQ) - /{nq)l(tulauQ)

mit Anfangswerten®; (0, u1,us) = uy und ®¢(0,uy,us) = 0. Die erste Differentialglei-
chung ist eine klassische Riccati-Differentialgleichumig konstanten Koeffizienten (it).
Die zweite Differentialgleichung kann durch Integratiogr dechten Seite gelost werden.
Somit erhalt manb,, @, : [0,7] x (C_ x iR) — C_, wie in den Gleichungen (4.46) und
(4.47) behauptet.
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Aufgrund von Annahme (4.55) folgt mit Lemma 4.18, dass> ®,(¢,0,u) auf [0, 7]
existiert fur alleu € 2R’ A 0,2R V 0]. Daruiber hinaus existiert dann auch

272 (u)ter Wt
(10, 1) = y(w)) (1 = ) + 29(u))”

auf[0,7] x [2R' A 0,2R V 0]. Man beachte, dass

(t,u) — D1Py(t,0,u) = % (*(0,u) — 7*(u))

sign (D1 ®@4(t, 0, u)) = sign (1*(0, ) — 7*(u))

nicht vont abhangt. Ergo ist die Abbildung— &, (¢,0,u) fur allew € 2R’ A 0,2R V 0]
auf [0, 7] monoton. Daraus folgt

O (T —t,0,u) < ®1(0,0,u) V &1 (T,0,u) = & (T,0,u) VO Vte[0,T] (4.109)

fur ein beliebiges, aber festess [2R' A0, 2RV 0]. Nun definiert man:(t, u) := ®4(¢,0, u)
und

1 1
G(z,u) = 5042:1:2 + (00®u — K)x — oru + 592a2u2 + ™ (u).
Die FunktionG ist zweimal stetig differenzierbar aifx 2R’ A0, 2RV 0] und konvex. Ferner
gilt unter Berucksichtigung von Annahme (4.55) und LemniB4dasse(t, u) = ggz;

auf[0,T] x 2R’ A 0,2R Vv 0] existiert und das Anfangswertproblem

ax(t, u) = G(x(t,u),u), z(0,u)=0
l6st, wobeiN* (¢, ) und D*(t, «) von der Gestalt
N2 (t,u) = A(u)A(u) (™' — 1) und D*(t,u) = A(u) — Alu)e ™!

sind. Wegen Annahme (4.55) istk< T' < 7*(2R) < 7*(u) fur alleu € 2R’ A 0,2R V 0],
infolgedesse®” (¢, u) > 0 furalle (t,u) € [0, T]x[2R'A0,2RV0] gilt. Da (¢, u) — z(t, u)
stetig ist, existiert eine Konstante> 0 mit

lz(t,u)] <k furalle(t,u) € [0,T] x [2R' A 0,2R V 0].

Somit kann Lemma 4.16 angewendet werden, uné x(7,u) = ®,(7,0,u) ist konvex
auf dem kompakten Intervdll R’ A 0, 2R Vv 0]. Angesichts von Ungleichung (4.109) folgert
man daraus

O (T —t,0,u) <P (T,0,2R' A0)V P(T,0,2RV0) VO
furalle (t,u) € [0,7] x [2R' A 0,2R Vv 0] und damit

My = sup{®(T —t,0,u): ue [2R"N0,2RV 0], t € [0,T]}
—  max{®,(T,0,2R A 0),®,(T,0,2R V 0),0}. (4.110)
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In einem nachsten Schritt definiert man die Mesge= {v € C? : Re(v) € V-(0)}, wobei
V:(a) :== (—oo, Mg+ &) x (2R'AN0) —&,(2RV a) + &),
a € R, und0 < & < £ < ¢ sind. Man untersucht den Nennef! von®,, der von der Form
D¥(t,ug, ug) == o ((L(wr, ue) — (ua)) (1 — %) 4 2y(uy)) (4.111)

istund aufi0, 7] x S existiert. Fallsinh(37(u2)t) = 0 < 2v(ug)t € miZ gilt, ist

7(u2) cosh <%’Y(U2)t) # l(u1, ug) sinh <%’Y(U2)t) )
d.h.D% (t, Uy, "L@) 7£ 0 fur alle (t, Uy, "LLQ) S {(8, U1, UQ) S [O, T] xS : sinh(%’y(vg)s) = 0}

Somit ist die Kurve der Singularitaten van, das ist die Kurve der Nullstellen voR®:,
gegeben durch

1 1 K
up = ?7(”2) coth (57(u2)t) + 7~ Quz. (4.112)

Da die Imaginarteile der Elemente der Merfjenbeschrankt sind, existieren immer Punkte
(ul, "LLQ) € S mit

Im(u;) = Im <%7(u2) coth <%7(uQ)t) + % - gu2) .

Daher miussen Bedingungen, die Singularitatendrpausschliel3en sollen, auf den Realteil
der Kurve der Singularitaten abzielen. Man definiert nienfelinktiong durch

- 1 . 1 , K
g(r,s,t) == ?Re [7(7‘ + is) coth <§7(r + zs)t)] + e (4.113)

auf ((2R' AN0) — &, (2R V 2) + &) x R x [0, T1]. In Anbetracht voru, = r + is ergibt sich

1 1
Re <—2fy(u2) coth(éfy( 2)t) + — = gug) g(r,s,t)
k Ly(r+is)sinh(kLy(r+ zs) )+ L_(r+is) sm(/{L (r+1is)t) L5
= — —or
202 sinh® (2kLy (r +is)t) +sin® (2xL_(r + is)t) a2 ¢

mit

4 (1 _ QiRe(¢ (r +is))))] : ,

(r,s,t) € (2R'ANO0)—£,(2RV2)+¢€) x R x [0,T1], vgl. Remmert (1992), Abschnitt 0.1.3.
WegenL (r) = % undL_(r) = 0 erhalt man

Li(r+is) = B (‘1 - 2/{;.;22/1)((7“+i5)

§<T7 07 t) =
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Daraus folgert man mit Lemma 4.20, dass
g(r,s,t) > g(r,0,t) V(r,s,t) € (2R N0)—¢&,(2RV0)+£&) xR x [0,7]
gilt, wobei man
a! 1
sinh 57(7‘)t =5 (cosh(y(r)t) — 1),
o1 .o (1 1
sinh §/<;x+t + sin §f£:c,t =5 (cosh(kxyt) — cos(kx_t))

verwendet hat mit:,. := L (r +is) undx_ := L_(r + is). Aufgrund von

V2 (r)
202 smh2 (% )

Dgg(T,O,t) = <0

furalle (r,t) € (2R'AN0) — &,(2RV 0) + &) x [0, T] resultiert
g(r,s,t) > g(r,0,T) ¥V (r,s,t) € (2R'A0)—&,(2RV0)+¢&) x R x [0,T].
Man beachte, dasgr,0,7) = g(r) ist, vgl. (4.64). Dartuiber hinaus berechnet man

2q:(r) (7 (r)T — sinh(y(r)T)) + 25(r)gs(r)

2~ r = )
(D33) (r,0,T) 473(r) sinh? (3~(r)T)

mit
alr) = st (G2()7) D (5¥() () >0,

¢@(r) = sinh? <%7(T>T) o’ (Dﬂ/)X(’f’))Q >0,

Gs(r) = xcoth (%) (x — sinh(x)) + x cosh(z) — sinh(z),

a(r) = @Oy (r)T).
Man beachte, dagg(xz) < 0 fur allexz > 0 dann und nur dann gilt, wenn

S ) e 2 Ty _ Y si

Gs() := x* — rtanh (2) tanh (2) sinh(z) <0 Vx>0
ist. Dacj4(0) = D1(j4(0) =0 und

Dy ((cosh(z) + 1)D1Gs(x)) = 2sinh(z)(x — sinh(z)) <0 Vx>0

sind, gilt(D?g) (r,0,T) < 0, d.h.r — g(r,0,T) istkonkav auf (2R’ A0) —&, (2RV0) +£).
Unter Berucksichtigung voi(r, 0, T") = g(r) impliziert das
g(r.s,t) > g((2R'A0)—2,0,T) Ag((2RV 0) +£,0,T)
g(2R'N0)—=&)Ag((2RV0) 4+ &) =: M, (4.114)
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fur alle (r,s,t) € (2R'AN0) —&,(2RV 0) + &) x R x [0, T]. Aus Annahme (4.57) folgt,
dass man eia finden kann mit > £ > ¢ > 0 derart, dass/, + & < M, ist. Dies bedeutet,
dassD®! nullstellenfrei ist, d.h(t, u;, us) — ®1(¢, us, us) besitzt keine Singularitaten auf
[0,7] x S. Folglich kannC_ x iR 3 (uy, us) — ®4(t, u1,us) € C_ unter Beriicksichtigung
von Lemma 4.15 fur jedese [0, 7] auf S analytisch fortgesetzt werden. Man beachte, dass
D®1(t,uy,us) = 0 hinreichend ist fur

NPty ug) = (V2 (us) — 1P (u, us)) (1 — €?) g DP(t,up, uz) # 0,

d.h. ®; besitzt ausschlief3lich nicht-hebbare Singularitateth Badingung (4.57) schliel3t
diese nicht-hebbaren Singularitaten aus. Aufgrund desathe, dass der Nenner vén
nullstellenfrei ist, istd; auf[0, 7] x S stetig und nachi; partiell differenzierbar. Die Ab-
leitung Do ®4 (¢, u1, us) ergibt sich, wie in Gleichung (4.68) behauptet. Da der Neroe
Do® (t,uy, us) gerade( D1 (¢, uy, uy))? entspricht, hatt, ui, us) — Dy®y (¢, uy, us) keine
Singularitaten aufo, 7] x S und ist folglich dort stetig. Zudem ist— (¢, 0, z) auf[0, T
fur alle z € Sy zweimal stetig differenzierbar.

Die Funktion®, kann in der Form
K1) t
Do (t, ur,us) = e 2/ Ly (s, ur, up) ds + (y(uz) — l(ug, uz))t | + knuqt
0
geschrieben werden mit
Y (ug) (H(uy, uz) — v (uz))
([(ur, ug) +y(uz)) (e77®2)s — 1) + 27(us)

Es bezeichn®’» den Nenner vor,,. Es gilt D (¢, u1, us) = 0 < D (t, uy, us) = 0. In
Anbetracht von Annahme (4.57) ist die Abbilduigu,, us) — Li,(s, u1, u2) auf(0,t] x S
stetig und die Abbildundu,, us) — IL,(s, w1, u2) aufS analytisch fir alles € [0, ¢]. Aus
dem gleichen Grund sind die partiellen Ableitungen

[lgo(s7 Uy, u?) ==

Dol (s,uy,us) = 204272( )e—v(uz)s
AT )+ () = 1)+ 2w
N(s,ui,up) +N(s U, Us)
(e

((U(ur, uz) +y(uz)) (e7@)s — 1) + 27 (uy))?

D3]l<p(87u17u2> ==

2

stetig auf[0, t] x S, wobei

]Y(s, Ui, us) = Diy(us) (7 (u2) — 1P (ur, u2)) [(sy(us) + 1)e7(u2)s 1],
N(s,u,uz) = 27vy(ug) (677(”2)3 — 1) (Ao?v(us) — Dry(u2)l(ug, us))
+27*(us) (Ao? — Diy(us))

sind. Mit Dieudonné (1972), Abschnitt 9.10, folgert maass die Abbildung

t
(ur, uz) — (lp)(t, uy, ug) = / L, (s, u1,u2) ds
0
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fur allet € [0, 7] auf S analytisch ist. Somit kann die Abbildung
C_ xiR > (Ul,UQ> — q)o(t,ul,UQ) e C_

furallet € [0, T] aufS analytisch fortgesetzt werden. Man beachte, dsgt, u;, uy) = 0
hinreichend dafirr ist, dass der Nenm€fie (¢, uy, us) := v(us) (I(uy, us) — y(us)) nicht
verschwindet, d.h. Annahme (4.57) schliel3t hier ebenfaltsnicht-hebbare Singularitaten
von [, aus, andere Singularitaten existieren nicht.

Da I,, keine Singularitaten auf, 7'] x S besitzt, resultiert aus dem Holomorphiesatz,
vgl. Konigsberger (1997), Abschnitt 8.4, dass die Abhilgu

¢
B(u,r) 3 uy — / Liy(s,ur,up)ds € C
0

furalle (t,us) € [0,7] x {v € C: (2R' A0) — & < Re(v) < (2R V 0) + £} analytisch ist
und dass

6 t t
—/ Ilq,(s,ul,uQ)ds:/ Dyl (s,u1,u2) ds
8U1 0 0

/t 20[2’}/2(11,2)677@2)8 y

pu— S

0 [((ur,uz) + y(us)) (772 — 1) + 29(up))”

gilt fur ein > 0 mit B(u,r) C {v € C: Re(v) < My + &} und festemu € {v € C :
Re(v) < M, + €}, analog zum Beweis von Satz 4.5. Dabei gitit., ) eine offene Kugel

mit Zentrumu und Radius- an, undB(u, r) bezeichnet deren Abschluss. Somit erhalt man

2 (s ¢ ds
iy () /0 [7(us) cosh (37(uz2)s) — L(uy, us) sinh (%7(”2)8)}2
2kn sinh (37(u2)t)
v (uz) cosh (37(u2)t) — (g, ug) sinh ($y(u2)t)

D2®0(t7u17u2) -

WegenD,®g (¢, uy, us) = 0 < D1 (t,uy, up) = 0 impliziert Annahme (4.57) die Stetigkeit
der Abbildung(t, uy, ug) — De®o(t, uy, us) auf0, 7] x S.

Die Funktion®, kann geschrieben werden in der Gestalt
T
Do (t, ur, ug) = “77/ J(s,t,u1,uz)ds
0

mit J(s,t, u1,us) == Lpoq(s)P1(s, u1, uz). Dady auf[0, 7] x S stetig ist, ist die Abbildung
(t,uy,ug) — J(s,t,u,ug) fur \-f.a. s € [0, T] stetig in(t*, u*, v*) , d.h.

t t
/ J(s,t*u*,v")ds = / lim J(s, ty,, un, v,) ds (4.115)
0 0

n—0o0
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fur alle Folgen((t,,, tn, vn))neny C [0,7] x S mit lim (., u,, v,) = (t*, u*,v*) fur einen
beliebigen Punktt*, u*, v*) € [0,T] x S. Wegen lim (u,, v,) = (u*,v*) existieren Kon-
stantenr, 7o > 0 und ein Indexx* € N derart, dass

(tun,vn) € B(u*,7m1) X B(v*,19) CS Vn>n*

gilt. Unter erneuter Beriicksichtigung der Stetigkeit wianauf [0, 7] x S resultiert daraus,
dass|J (s, t,, un, v,)| beschrankt ist fur alle € [0, 7] und fur alln > n*. Mit majorisierter
Konvergenz und (4.115) erhalt man sonhitn ®q (¢, w,, v,) = Po(t*, u*, v*), d.h. dy ist

ebenfalls stetig aub, 7] x S. o

Insgesamt hat man also gezeigt, dass Annahme 3.6 ertilitngesichts vorp ) = 0
und

/ e"2® X (dr) < oo Yuy € (2R A0)—&,(2RV 2) + &),
|z|>1

vgl. Voraussetzung (4.54), besitzt Annahme 3.8 ebenfallsgkeit. Die (lokale) Martingal-
bedingung, vgl. Annahme 3.11, gilt aufgrund von Voraussagz(4.59). Bedingung (4.60)
schliet den degenerierten Fall = 0 P-f.s. fur allet € [0, 7] aus, vgl. Annahme 3.14.
Unter Verwendung von Proposition 4.11 folgt die BehauptabsgchlieRend aus den Satzen
3.17 und 3.18. O

4.3 Numerische lllustration

In diesem abschlie3enden Abschnitt sollen zwei konkretsddse betrachtet werden, die
die Anwendbarkeit der Satze 3.17 und 3.18 im Allgemeinet der Satze 4.5 und 4.13
im Speziellen im Hinblick auf das Problem des varianz-optan Hedgens dokumentieren
sollen. In beiden Beispielen ist eine europaische Catigdpmit Basispreiss = 100 und
Falligkeit 7" = 0.25 Jahren Gegenstand der Untersuchung. Alle folgenden Pteasied
per annum angegeben. Die Auszahlung der Call-Option bels#Zolgende Integraldarstel-

lung:
1 1—z

H = f(ST) = maX{ST — K, 0} = 2—m/R . S/Zzwm dZ, (4116)
+1

wobei R > 1 beliebig gewahlt werden kann, vgl. z.B. Lemma 4.1 in Huba&eal. (2006).
In den folgenden Beispielen 4.21 und 4.22 géite= R’ = 1.1. Es werden jeweils vier
Modelle miteinander verglichen: zwei stochastische \Wiatsmodelle auf der Grundlage
zeittransformierter Lévy-Prozesse (ddi§&5>-Gamma-OU-Modelind das\NIG-CIR-Model
beideohne Leverage dasexponentielle NIG-&vy-Modellund dasBlack-Scholes-Modell

1. DasNIG-Gamma-OU-Modelbhne Leverage ist gegeben durch

t
Sy = Spe, Y, = / Ys_ds, dy; = —RKy_dt + dz, (4.117)
0
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wobei X ein normal-invers-Gaul3scher Prozess (NIG-Prozess) mabhiderny > 0,

3 € (=&, ), 0 > 0undji € R ist undy ein Gamma-OU-Prozess. Die stationare Ver-
teilung vony ist eine Gamma-Verteilung mit Parameterd > 0. Man beachte, dass
die Parameter undn des allgemeinen integrierten OU-Zeittransformationsefisd
(1.97) - (1.99) hier Null sind. Die Nichtberucksichtigudgs Leverage-Effekts kommt
darin zum Ausdruck, dass der Lévy-Prozéssn (1.97) hier gerade der Nullprozess
ist. Die kumulantenerzeugende Funktion des NIG-Prozeksdesgt in geschlossener
Form vor, wobei der Parametgrderart festgelegt ist, dags® (1) = 0 gilt, d.h.

ﬂ=5<\/m_\/ﬂ)

und

=5 ((Var-Grap-var- ) us oo a - Geae),

vgl. Raible (2000), die Anhange A.1 & A.2. Gemal} Richt€3gf), Abschnitt V.6(c),
besitzt der NIG-ProzesX alle exponentiellen Momente der Grol3enordnung zwi-
schen—a — 3 unda — 3. Die kumulantenerzeugende Funktion des Subordinators
der den quadrierten Volatilitatsprozesseibt, ist von der Form

Qljz(u) . rau

Cb—u’

vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.1. Das NIG-Gamma{®@agiell (4.117) gehort
zu der Klasse der integrierten OU-ZeittransformationsatiedDie affine Charakteri-
stik 9(y, Xy) wird vollstandig beschrieben durch

By = (bzéﬁ))a Vo) = (8 8)7 90<o>(G)=/OOO la(s,0) F*(ds),

By = (b;(%))’ ) = (8 8), 30<1>(G)=/_00 16(0, ) F¥(dx)

[e.9]

fur alle G € #(R?) mit 0 ¢ G, vgl. Proposition 4.3. Bezuglich der Abschneide-
funktion i(z) = 214, <1 ist das Lévy-Khintchine-TripedX = (b*(h),0, FX) des
NIG-ProzesseX gegeben durch

() = b <\/@2 —(B+1)2—Jar— B?) | 200 /01 sinh(G2) K1 (d]e]) dz,

m
FX(dz) a0 Ky (élz|)e
dx 0 ||

)

wobei K, (u) = [;° cosh(t)e <) d¢, Re(u) > 0, die modifizierte Bessel-Funktion
dritter Art mit Parametet bezeichnet, vgl. Barndorff-Nielsen (1998). Im Hinblickiau
die Integraldarstellung der modifizierten Bessel-Funkioitter Art sei auf Watson
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(1966), Kapitel 6, verwiesen. Unter Verwendung der gleicAbschneidefunktior

besitzt der Subordinatardas Lévy-Khintchine-Tripedz = (b%(h), 0, F'*), wobei
F?*(dzx)

Xz

= kabe " Liz>0)

b (h) = % (1—e®(1+4b) und

sind, vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.1. Neben denltantenerzeugenden Funk-
tionen

Yolur,ug) = *(uy) und ¥y (u, us) = —kuy + 1~ (uz)
sind zur Auswertung der varianz-optimalen Hedgingstiategd des minimalen er-

warteten quadratischen Hedgefehlers die Losungen daaligemeinerten) Riccati-
Differentialgleichungen (3.11) und (3.12) wesentlich:

1
Oy (t,ur,ug) = e "ug + - (1 — e’“t) ™ (ug),

(I)()(t, ul,u2) = / wz(q)l(s,ul,ug)) ds.
0

Man beachte, dash (¢, u;, u2) in geschlossener Form vorliegt, vgl. Gleichung (4.28)
in Bemerkung 4.8 und Gleichung (4.10). Die VoraussetzurgenSatz 4.5 lesen sich
im vorliegenden NIG-Gamma-OU-Modell ohne Leverage wigtoEs gebe Zahlen
eundé mit0 < € < ¢, so dass

—~a—B<(@2R A0)—e und (2RV2)+e<a—f, (4.118)

% (1= ) [max {y* (2R v 0), 0¥ (2R 7 0)}

+max {X (2R V 0) + &), &5 (2R A 0) — 5)}] ve<b (4.119)

fur R < R gelten. In der Situation einer zu hedgenden europaisclairGption
bedeutet dies hier: Es gebe Zahteunds mit 0 < £ < ¢, so dass

—a4—f< - und 2R+e<a-— 0, (4.120)

% (1—e™") [0*(2R) + max {* (2R + &), 0™ (=&)}| +e <b  (4.121)

fur R = R’ > 1 gelten. Die Martingalbedingung (4.19) ist aufgrund degeli Festle-
gung des Parametegierfiillt (man beachte, dags= 0 und X der Nullprozess sind).
Wegen der strengen Konvexitat vert auf(—a — 3, @ — (), man beachté > 0, und
aufgrund vonyX(0) = ¢*X(1) = 0 impliziert Bedingung (4.120), dass*(2) # 0
gilt, infolgedessen Bedingung (4.20), die den degenendrtll ausschliel3t, erfulltist.
Die Bedingung (4.120) korrespondiert zur Integrierbadiaraussetzung (4.16), man
vergleiche hierzu Raible (2000), die Anhange A.1 und Arg] Richter (1966), Ab-
schnitt V.6(c). Die Bedingung (4.17) ist trivialerweisdigit, da aufgrund des nicht
beriicksichtigten Leverage-Effekfs, = 0 fir alle ¢ € [0, 7] ist. Die Bedingung
(4.121) entspricht der Ungleichung (4.26) in Bemerkun@g)4die hier aquivalent ist
zur Integrierbarkeitsbedingung (4.18).
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2. DasNIG-CIR-Modellohne Leverage ist definiert durch

t
S =S Vo= [Cads, dy=sln - )it ayEW, (4122
0

wobeilV fur einen Standard-Wiener-Prozess steht Aneinen NIG-Prozess bezeich-
net mit Parameteri > 0, € (—d, @), 6 > 0 undji € R. Man beachte, dass die
Parametep, 1 undn des allgemeinen integrierten CIR-Zeittransformationdetis
(1.91) - (2.93) hier Null sind. Wie im NIG-Gamma-OU-Modelired der Parameter

i SO gewahlt, dasg” (1) = 0 gilt. Die stationare Verteilung des CIR-Prozesses ist
ebenfalls eine Gamma-Verteilung mit Parametera %’7 undb = % d.h.y; besitzt

fur jedest > 0 die charakteristische Funktion

il (-5)"

vgl. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.1.2. Das NIG-CIR-N&ll (4.122) ist ein
Spezialfall des integrierten CIR-Zeittransformationsieits:

0 0
(6(0)77(0)7S0(0)) = ((Hon) ) (0 0) 70) )

By = (b;(l};))’ ) = (Og 8)7 1) (G) Z/Oo 16(0,2) F¥(dx)

fur alle G € #(R?) mit0 ¢ G, vgl. Proposition 4.11. Mip = 0 liefert Satz 4.13
alle relevanten Informationen zur Berechnung der var@gptimalen Hedgingstrategie
und des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefellexs/oraussetzungen aus
Satz 4.13 sind im vorliegenden NIG-CIR-Modell ohne Leveragn der folgenden
Gestalt: Es gebe Zahlené undé mite > ¢ > £ > 0 derart, dass die Bedingungen

—a—f3<(@2R A0 —e und (2RV2)+e<a—p3, (4.123)

max {®(T,0,2R' A 0),®,(T,0,2R V 0),0}
< min{g((2R'A0) —&),9((2RV 0) + &)}, (4.124)

2

max {X (2R A 0) — &), ¢ (2RV 2) +8)} < % (4.125)
fur R" < R gelten, wobeid, (T, 0, r) von der Gestalt

Q@Z)X(T’) (1 — eV(T)T)
k(1= T = ~(r) (1 + e(7T)

®1<T, O,T) =
ist fur aller € R mit (2R’ A0) —& < r < (2R V 0) 4+ € undg(r) definiert ist durch

g(r) = % (v(r) coth (%V(T)T) 4 ,{)
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furaller € Rmit (2R AN0) — € < r < (2RV 2) + &, vgl. (4.64) mitp = 0.
Dabei ist die Funktiony definiert wie in Gleichung (4.51). In der Situation einer zu
hedgenden europaischen Call-Option vereinfachen seMaliaussetzungen (4.123)
- (4.125) wie folgt: Es gebe Zahlen ¢ undé mite > ¢ > £ > 0 derart, dass die
Bedingungen

—a—f<—¢ und 2R+e<a-—p, (4.126)
®,(T,0,2R) < min{g(—2),9(2R+ &)}, (4.127)
max {¢* (=€), ¢ (2R +£8)} < %; (4.128)

fur R = R’ > 1 gelten. Der Parameter ist gerade so festgelegt worden, dass die
Martingalbedingung (4.59) erfullt ist (man beachte dgbe: o = 0). Und wie in

(1) folgert man hiery™ (2) # 0 mithilfe von Bedingung (4.126), infolgedessen Be-
dingung (4.60), die den degenerierten Fall ausschlie@tigkéit besitzt. Es sei noch
darauf hingewiesen, dass die Handelszeitrestriktiorbjdrvialerweise erfullt ist, da
der Leverage-Parameter= 0 ist, vgl. den Beweis von Lemma 4.18.

Dasexponentielle NIG-&vy-Modellist gegeben durch
S, = Spe, (4.129)

wobei X ein NIG-Prozess ist mit Parametein> 0, 5 € (—&, @), > 0undji € R,
Wie in den obigen Modellen fixiert mainderart, dasg* (1) = 0 gilt. Das exponen-
tielle NIG-Lévy-Modell (4.129) ist gemaf Beispiel 3.2eiffines Modell:

Aoy = (bx(éﬁ))a V0) = (8 8) s0<o>(G)=/oo 1 (0, 2) F*(dx),

(e o]

(Bay: vy py) = (0,0,0)

furalleG € #(R?) mit0 ¢ G. Wie in Bemerkung 3.19 erwahnt, liefert hier Satz 1.21
als Spezialfall der Satze 3.17 und 3.18 die Losung deslé&rsbvarianz-optimalen
Hedgens. Dabei muss lediglich die Voraussetzung Ub&nperden, dass eia > 0
existiert mit

—a—3< (2R A0 —e und (2RV2)+e<a—p3 (4.130)

fur R* < R. In der Situation einer zu hedgenden europaischen Cdlb@jst hier
also
—a—0f<—e und 2R+e<a—-0 (4.131)

fureine > 0 fur R = R’ > 1 zu zeigen.

4. Das klassischBlack-Scholes-Modell

Sy = So& (W), = Spe (4.132)
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mit X, = —%aQt + oW, und einem Standard-Wiener-Prozés$sist ebenfalls ein
Spezialfall von Beispiel 3.2:

0 0 0
(5(0)7’7(0)790(0)) = ((_l 2) ) (0 2) 70) ) (ﬁ(1)77(1)7§0(1)) = (0707())7
2O’ g
infolgedessen auch hier Satz 1.21 die Losung des Problanmenx-optimalen Hed-
gens impliziert. Dabei ist die kumulantenerzeugende Rankton X von der Form

1
¥ (0) = 50°(u” — ).
WegenyX (1) = 0 liegt der Martingalfall vor. Da)* eine ganze Funktion ist, d.h.
da alle exponentiellen Momente des Prozessexistieren, sind hier keine weiteren

Voraussetzungen zu Uberprufen.

In einem ersten Beispiel werden die Modelle unter dem playisisthen Mal3 betrachtet. Bei-
spielhaft wird ein hypothetischer Parametersatz fiur dés-8amma-OU-Modell vorgege-
ben. Passend dazu wird dasjenige NIG-CIR-Modell gewhhltyelchem der NIG-Prozess
und die Mean-Reversion-Rate mit denen im NIG-Gamma-OU-@lladereinstimmen und
die stationare Verteilung des CIR-Prozesses gleich d¢ioatiren Verteilung des Gamma-
OU-Prozesses ist. Zudem starte der CIR-Prozess im Ervggmivert dieser stationaren Ver-
teilung. Die Parameter im exponentiellen NIG-Lévy-Mddetrden derart gewahlt, dass die
Standardabweichung

(Ep [(EBra — EplEA)Y])", (4.133)
die Schiefe
Ep [(E,a — Ep|Ea])’] (4.134)
(Ep [(Eoa — Ep[Era))Y])""
und die standardisierte Kurtosis
Ep [(Bya — Ep|Eia])'] (4.135)

(Er [(Eoa — EplEis))])’

der Eintages-Log-Rendité, o := Z;1n — Z; = In (%A (d.h.furA = %) mit den ent-
sprechenden Grof3en im NIG-Gamma-OU-Modell tibereimagm Entsprechend verfahrt
man bei der Festlegung des Volatilitatsparameters imkB&aholes-Modell, wobei dort nur
die Standardabweichung bereinstimmung gebracht wird. Im Vordergrund der Untersu
chung stehen die Fragestellungen, wie unterschiedlichaténz-optimale Anfangskapital,
die varianz-optimale Handelsstrategie und der minimal@gdete quadratische Hedgefeh-
ler sind und inwieweit es tatsachlich einen Unterschiedhiavenn man die Zeittransfor-
mation desselben Lévy-Prozesses anstatt mittels einesn@sOU-Prozesses mittels eines
entsprechenden CIR-Prozesses modelliert. Cont & Tank@®4(2haben beziglich letzte-
rer Frage im Kontext der Optionsbewertung keine signifieantnterschiede feststellen
kdnnen, man vgl. dort Abschnitt 15.5. Begriindet wird diemit, dass sich die Verteilungen



154 Kapitel 4. Quadratisches Hedging in Zeittransformationgetlen

der integrierten quadrierten Volatilitaten sehr starkéin. Dies lasst die Vermutung entste-
hen, dass die Losungen des Problems varianz-optimaleggaedm NIG-Gamma-OU- und
im NIG-CIR-Modell ahnlich sein werden.

Beispiel 4.21 Die Parameter im NIG-Gamma-OU-Modell seien wie folgt gesreb

Y

20 f=-3021, 6=1
a b=0.9377, yo=7.2391.

= 120,
= 2.9706, = 6.7879,

Es sei angemerkt, dass der Paraméteine Beschrankung der Allgemeinheit stets auf eins
normiert werden kann, da dieser der einzige zeitabhargagameter des NIG-Prozesses
ist. Eine Normierung vo# fuhrt zu einer Reskalierung der Zeit, im vorliegenden Zaits-
formationsmodell der Handelszeit. Diese Reskalierungvnederum angesichts der Skalie-
rungseigenschaft der Gamma-Verteilung eine Anpassungatameter und des Startwertes
des Gamma-Prozesses zur Folge, vgl. Bemerkung 7.1 in Suie{#003). Durch Einsetzen
obiger Parameter in die Bedingungen (4.120) und (4.121fiziert man, dass die Annah-
men von Satz 4.5 Gultigkeit besitzen. Somit kann Satz 4dewendet werden, um das
Problem des varianz-optimalen Hedgens zu losen. Aus deleRang, dass die stationaren
Verteilungen der quadrierten Volatilitatsprozesse ircMamma-OU-Modell und im NIG-
CIR-Modell tibereinstimmen sollen, resultieren die Gieiiecgen

ol = ?“ und 7 = % (4.136)

vgl. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.1.2. Der Erwartungst der stationaren Vertei-
lung vony ist geradey = 7. Die Mean-Reversion-Rate des CIR-Prozesses entspreche de
Rate, wie schnell der Gamma-OU-Prozess einen Sprung serfdisernimmt man zudem

die Parameter des NIG-Prozesses, so erhalt man im NIGMzi&ell die folgenden Para-
meter:

& = 120, f=-30.21, &
K (6%

1
=2.9706, n=72391, a=25172, y,="7.2391.

Hier weist man durch Einsetzen dieser Parameter in die Bedmyen (4.126) - (4.128)
nach, dass die Voraussetzungen von Satz 4.13 erfullt smdass Satz 4.13 zur Losung
des Problems varianz-optimalen Hedgens im NIG-CIR-Mdudelangezogen werden kann.
Die Standardabweichung der Eintages-Log-Renditen im SEBama-OU-Modell betragt
0.0157, die Schiefe—0.4314 und die standardisierte Kurtosis5. Diese Werte entspre-
chen den empirischen Momenten des DAX im Zeitraum von 199B91Mittels der ersten
vier Ableitungen der kumulantenerzeugenden Funktiondes NIG-ProzesseX errech-
net man Standardabweichung, Schiefe und standardisiertesis des NIG-Prozesses in
Abhangigkeit der Parametér, 5 undé. Durch Gleichsetzen der theoretischen und empiri-
schen Momente erhalt man die Paramétes undo im exponentiellen NIG-Lévy-Modell:

& =97.4912, (3= —20.5085 und 0 = 6.0624.
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Varianz—-optimales Anfangskapital im Black-Scholes-, NIG-Gamma-OU-,
NIG-CIR- und im NIG-Modell fiir Basispreis K = 100 und Laufzeit T = 0.25 Jahre

25 T T T T T T T
Black-Scholes
NIG-Gamma-0OU|
NIG-CIR
NIG
20
15+
10
5l
obEe=— 1 1 1 1 1 1 1
80 85 90 95 100 105 110 115 120

Underlyingkurs

Abbildung 4.1: Varianz-optimales Anfangskapital im Beedpt.21

Varianz-optimaler Anfangshedge im Black-Scholes—, NIG-Gamma—-OU-,
NIG-CIR- und im NIG-Modell fur Basispreis K = 100 und Laufzeit T = 0.25 Jahre

1 T T T T T T T
Black-Scholes
NIG-Gamma-0OU
0.9 NIG-CIR 7
NIG

0 I I I I I I I
80 85 90 95 100 105 110 115 120

Underlyingkurs

Abbildung 4.2: Varianz-optimaler Anfangshedge im Beisgi@1
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Erwarteter quadratischer Hedgefehler fur eine Call-@pam Geld;” = 0.25 Jahre
) ) Varianz des Hedgefehlers
Modell Parameter | Optionsprei Optimaler Hedgd _ Kein Hedge
Black-Scholes | o = 0.2580 5.14 0 66.07 ~ (8.13)2
a = 97.4912
NIG = —20.5085 5.12 0.20 ~ (0.45)% | 64.45 ~ (8.03)?
0 = 6.0624
Kk = 2.9706
a = 6.7879
b=0.9377
NIG-Gamma-OU| & = 120 5.10 0.14 ~ (0.37)% | 64.86 ~ (8.05)?
G =-30.21
o=1
Yo = 7.2391
Kk = 2.9706
n = 7.2391
a=2.5172
NIG-CIR & =120 5.10 0.45 ~ (0.67)2 | 64.89 ~ (8.06)2
3= —30.21
o=1
Yo = 7.2391

Tabelle 4.1: Minimaler erwarteter quadratischer Hedgefaim Beispiel 4.21

Aufgrund von—a — 3 < 0 < 2R = 22 < @ — S und*(1) = 0 ist Satz 1.21 zur
Losung des Problems varianz-optimalen Hedgens im exp@tilen NIG-Lévy-Modell an-
wendbar. Die Volatilitat per annum im Black-Scholes-Mibd#ie eine Standardabweichung
der Eintages-Log-Renditen in Hohe voi157 nach sich zieht, betragt = 0.258. Da auch
im Black-Scholes-Model)* (1) = 0 gilt, ist auch hier Satz 1.21 anwendbar. Die Abbildun-
gen 4.1 und 4.2 zeigen das varianz-optimale Anfangskagitale den varianz-optimalen
Anfangshedge in den vier Modellen in Abhangigkeit des elké Underlyingkurses. Es
fallt auf, dass sowohl das optimale Anfangskapital alshader optimale Anfangshedge in
allen vier Modellen nahezu identisch sind. In Abbildung ¥tZudem bemerkenswert, dass
die Kurve des varianz-optimalen Anfangshedge im Blackef&diModell, der in diesem
mit dem Delta-Hedge Uibereinstimmt, leicht oberhalb deigen Kurven verlauft. In Tabel-
le 4.1 sind die minimalen erwarteten quadratischen Hedigfélr eine Call-Option, die
am Geld notiert, zusammengestellt. Die Standardabweggtuder optimalen Hedgefehler
werden in den jeweiligen Modellen in Relation gesetzt zu dptimalen Anfangsausstat-
tungen, die als Optionspreise (im varianz-optimalen Simmierpretiert werden, und den
Standardabweichungen der Hedgefehler der ungedeckté@oRod.h. der Position, bei der
nur die Optionspramie kassiert, diese aber nicht am Kiapékt reinvestiert wird. Der er-
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wartete quadratische Hedgefehler der ungedeckten Rositiechnet sich wie folgt:
Ep (v — H)?] = varp[H] = Ep[H?] — (v;)?

_ /S/S V(o + %) = V(z)oV (22)o) TI(dz) TI(dz).  (4.137)

Besonders hervorzuheben ist die Tatsache, dass zwar sdasloiptimale Anfangskapital
als auch die optimale Handelsstrategie in allen Modellan&kenlich sind, dass aber gleich-
zeitig jedes Modell einen sehr unterschiedlichen Grad avollstandigkeit impliziert. Bei
der Beurteilung des Risikos, welchem man ausgesetzt istnwean die optimale Hed-
gingstrategie realisiert, unterscheiden sich die vier 8iedn starkem Ausmalfi. Die Beob-
achtung eines eher geringen Modellrisikos im Kontext delava-optimalen Hedgingstra-
tegie haben bereits Hubalek et al. (2006) im Nichtmartifadjabei der Untersuchung des
Problems quadratischen Hedgens in reinen exponentieeg-Modellen gemacht. Dass
das Black-Scholes-Modell ein Risiko von Null quantifizjererwundert nicht, da im Black-
Scholes-Modell alle Derivate perfekt gehedgt werden kindas ist gerade die Vollstandig-
keit des Black-Scholes-Modells. Geht man allerdings inRiealitat davon aus, dass nicht
alle Derivate perfekt gehedgt werden konnen, untergtlilits Black-Scholes-Modell das
dann existierende Hedgerisiko. Man beachte, dass in di@&sespiel die Hedgefehler der
ungedeckten Positionen in allen Modellen nahezu gleict. shuffallig ist die starke Ab-
weichung des optimalen Hedgefehlers im NIG-CIR-Modell dem optimalen Hedgefehler
im NIG-Gamma-OU-Modell, wobei optimales Anfangskapitatioptimale Handelsstrate-
gie annahrend ununterscheidbar sind. Die allgemeineti€pugger Unvollstandigkeit eines
Underlyingmodells kbnnen zum einen in den Springen degetlyingkurses liegen und
zum anderen in einer stochastischen Volatilitatskomptmdie Springe des Underlyings
werden sowohl im NIG-Gamma-OU-Modell als auch im NIG-CIRxd&ll mittels dessel-
ben NIG-Prozesses abgebildet. Die quadrierten stochhshs\olatilitatsprozesse besitzen
zwar in beiden Modellen die gleiche stationare Verteilualprdings scheint dies nicht hin-
reichend dafur zu sein, dass auch bereits das Risiko in E@snminimalen erwarteten
guadratischen Hedgefehlers identisch ist. O

Im zweiten Beispiel wird angenommen, dass das Wahrschekditsmali? dem statisti-
schen Martingalmalf3 entspricht, das durch Kalibrieren dedé&fle an Marktpreise festge-
legt ist. Alle betrachteten Modelle seien in der risikomal&n Welt spezifiziert. Der Vorteil
der Modellierung in der risikoneutralen Welt ist der, dagsMarkte die Modellparameter
vorgeben. Der Nachteil besteht aber darin, dass das Pral@swarianz-optimalen Hedgens
unter dem physikalischen Mal3 zu losen ist, da das Hansgi&smur unter dem physikali-
schen Mal3 angemessen zu deuten ist. Die Losung des Hebtgpsounter dem statisti-
schen Martingalmal kann allenfalls als Approximation anldisung unter dem physikali-
schen Malf fungieren. Anhand des folgenden Beispiels sddldiskutiert werden, wie weit
das statistische und das physikalische Mal3 auseinandenliend wie gut die Losung des
Hedgeproblems in der risikoneutralen Welt die tatsablelicosung in der wirklichen Welt
annahert.
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Beispiel 4.22 Das statistische MartingalmaR sei festgelegt durch Kalibrierung der Mo-
dellparameter an eine Menge gegebener aktueller Markgpdererser S&P 500-Call-Optio-
nen verschiedener Basispreise und Falligkeiten mittédgkter-Quadrate-Methoden. Hin-
sichtlich der hier zugrunde liegenden Optionspreise seidan Anhang C in Schoutens
(2003) verwiesen. INIG-Gamma-OU-Modekrhalt man die folgenden Parameter:

& =20.4722, [ =-15.9048, =1,
k=0.6252, a=0.4239, b=1.1757, o= 0.5071,

vgl. Schoutens (2003), Tabelle 7.3. Wie in Beispiel 4.2ark man anhand der Bedingun-
gen (4.120) und (4.121), dass diese Parameter die Vorausgein von Satz 4.5 erfillen,

so dass Satz 4.5 zur Losung des Problems varianz-optirdaégens in der risikoneutralen

Welt angewendet werden kann. Der Tabelle 7.3 in Schout@@8j2ntnimmt man auch die

aus der Kalibrierung resultierenden ParameteNiG-CIR-Modell

& =18.4815, [ =—4.8412, b =1,
K a=1.

=0.5391, n=0.7377, 2849, yo = 0.4685.

Diese implizieren die Gultigkeit der Annahmen (4.126) -1£B), infolgedessen Satz 4.13
anwendbar ist. Die beste Anpassung der Optionspreisxpanentiellen NIG-&vy-Modell
an die Marktpreise ergeben die Parameter

& =06.1882, [ =-3.8941 und 4 =0.1622,

vgl. Schoutens (2003), Tabelle 6.3. Man beachte, dass Baseneter Annahme (4.131)
erfullen. Im Black-Scholes-Modeilird der beste Fit der Black-Scholes-Preise mit einem
Volatilitatsparametes = 0.1812 erreicht, vgl. Schoutens (2003), Abbildung 4.4. Satz 1.21
liefert sowohl im exponentiellen NIG-Lévy-Modell als dusn Black-Scholes-Modell die
Losung des Problems varianz-optimalen Hedgens in d&orisutralen Welt. Analog zu den
Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen die Abbildungen 4.3 und 4shdaianz-optimale Anfangs-
kapital und den varianz-optimalen Anfangshedge in denMdellen in Abhangigkeit des
aktuellen Underlyingkurses. Da das varianz-optimale Ag$kapital mit dem Optionspreis
tbereinstimmt und die Modelle an die gleichen Optiongulaien angepasst worden sind,
beobachtet man in Abbildung 4.3, dass sich die Kurven daimela. Etwas grofRere Abwei-
chungen von den Ubrigen Kurven weisen in einem Bereich thekBScholes-Kurve und
in einem anderen Bereich die NIG-Kurve auf. Die Abbildung duggeriert, dass hier der
varianz-optimale Anfangshedge modellabhangig ist, disggrechenden Kurven variieren
sehr stark. Besonders auffallig ist die Kurve des expaaken NIG-Lévy-Modells. Damit
sich in diesem Modell das Underlying wie die Option verhdéir Anfangshedge also nahe
eins ist, muss die Option sehr weit im Geld notieren. ZudewliesTatsache bemerkenswert,
dass wie in Beispiel 4.21 die Kurve des optimalen Anfangghech Black-Scholes-Modell
fast immer oberhalb der Gibrigen Kurven verlauft. Im Faflee am Geld notierenden Op-
tion vergleicht Tabelle 4.2 die minimalen erwarteten gatidchen Hedgefehler sowie die
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Varianz—-optimales Anfangskapital im Black-Scholes-, NIG-Gamma-OU-,
NIG-CIR- und im NIG-Modell fiir Basispreis K = 100 und Laufzeit T = 0.25 Jahre

25 T T T T T T T
Black-Scholes
NIG-Gamma-0OU|
NIG-CIR
NIG
20
15+
10
5l
0 L —_— | | | |
80 85 90 95 100 105 110 115 120

Underlyingkurs

Abbildung 4.3: Varianz-optimales Anfangskapital im Beedpt.22

Varianz-optimaler Anfangshedge im Black-Scholes—, NIG-Gamma—-OU-,
NIG-CIR- und im NIG-Modell fur Basispreis K = 100 und Laufzeit T = 0.25 Jahre
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Abbildung 4.4: Varianz-optimaler Anfangshedge im Beisgi@2
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Erwarteter quadratischer Hedgefehler fur eine Call-@pam Geld;” = 0.25 Jahre
) ) Varianz des Hedgefehlers
Modell Parameter | Optionsprei Optimaler Hedgd _ Kein Hedge
Black-Scholes | o = 0.1812 3.61 0 31.13 =~ (5.58)?
a = 6.1882
NIG 3= —3.8941 3.10 9.82 ~ (3.13)% | 21.20 ~ (4.60)>
6 = 0.1622
k= 0.6252
a =0.4239
b=1.1757
NIG-Gamma-OU| & = 29.4722 3.12 2.24 ~ (1.50)% | 18.63 ~ (4.32)?
B = —15.9048
o=1
Yo = 0.5071
k= 0.5391
n=0.7377
a = 1.2849
NIG-CIR & = 18.4815 3.10 3.69 ~ (1.92)% | 24.86 ~ (4.99)2
B = —4.8412
o=1
yo = 0.4685

Tabelle 4.2: Minimaler erwarteter quadratischer Hedgefaim Beispiel 4.22

zugehorigen Standardabweichungen in den vier Modellehstgilt diese in Beziehung zu
den jeweiligen Optionspreisen und den Standardabweidudgr Fehler der ungedeck-
ten Position. Wie in Beispiel 4.21 beobachtet man die Vatidigkeit des Black-Scholes-
Modells. Interessant erscheint die Tatsache, dass inmé&dmspielen der Hedgefehler im
NIG-CIR-Modell hoher ist als im NIG-Gamma-OU-Modell. Bikdnnte ein Indiz dafur
sein, dass das Mal} fur das Risiko, das nicht durch Handeltlggsverden kann und das
durch die Zufalligkeit der Volatilitatskomponente hergerufen wird, in der Situation, dass
die Stochastik sich in einem stetigen Zittern (Modelligyuter quadrierten Volatilitat als
CIR-Prozess) niederschlagt, hoher erscheint als in ileat®n, in der die Stochastik durch
Sprunge (Modellierung der quadrierten Volatilitat alar@ma-OU-Prozess) zum Ausdruck
kommt. Besonders auffallig ist erneut das exponentiell@-Névy-Modell: Da die Stan-
dardabweichung des optimalen Hedgefehlers dort die @G@daung des entsprechenden
Optionspreises hat, erscheint der minimale erwartetergtiadhe Hedgefehler sehr hoch.
Das Vorgehen, die Standardabweichung des HedgefehledemiOptionspreis zu verglei-
chen, ist zuvor bereits von Hubalek et al. (2006) praktiaiorden. Dass die Standard-
abweichung des optimalen Hedgefehlers im exponentiell&IMevy-Modell tatsachlich
sehr hoch ist, wird auch daran deutlich, dass die Standaslebung des Hedgefehlers
der ungedeckten Position nicht viel grof3er ist. Diesesigiisein des exponentiellen NIG-
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Lévy-Modells ist voraussichtlich auf die extreme Fedileg des Formparametefs des
NIG-Prozesses zuruckzufuhren. In welchem Sinne ist dearRetei nun extrem? Para-
meterschatzungen unter dem physikalischen Mal3 mittelsmume-Likelihood-Methoden
liefern typischerweise Formparameter der GroRenordiiGragler hoher in exponentiellen
NIG-Lévy-Modellen, vgl. z.B. Rydberg (1997). Somit ersafit der Parametet = 6.1882
sehr klein, wenn das physikalische Mal3 und das statistRiemald nah beieinander lagen.
Man beachte in diesem Zusammenhang auch, dass die GroF®megarameterd den
Existenzbereich exponentieller Momente des NIG-Prozegssentlich mitbestimmt. Ein
sehr kleiner Formparametérsteht fur einen NIG-Prozess, der angesichts eines sefe- ext
men Sprungverhaltens sehr stark von einem Wiener-Proeesshieden ist. Im NIG-CIR-
Modell und im NIG-Gamma-OU-Modell erscheint dieser Fornapaeter unter der Pramis-
se, dass das physikalische Mal3 und das statistische PfRegnméich sind, auch noch zu
klein, allerdings wirkt dort anscheinend die stochaststblatilitat dem oben beschriebe-
nen Phanomen entgegen und schwacht dieses ab. Insg@sdmitesAbbildungen 4.3 und
4.4 sowie die Tabelle 4.2 ein Indiz dafur, dass das stetisé Martingalmald zu weit vom
physikalischen Mal3 entfernt ist, infolgedessen es nurrggdium quadratischen Hedgen
(im approximativen Sinne) geeignet erscheint. O

Die Beispiele 4.21 und 4.22 dokumentieren in jedem Fall die gumerische Handhabbar-
keit der Integraldarstellungen des varianz-optimalereAgkkapitals, der varianz-optimalen
Handelsstrategie und des minimalen erwarteten quadnatiddedgefehlers, welche in Ka-
pitel 3 im allgemeinen affinen stochastischen \olatiitAbdell hergeleitet worden sind.
Ferner hat man gesehen, dass die Voraussetzungen, die 8atem 4.5 und 4.13 auf die
konkrete Situation des integrierten OU-Zeittransform@gimodells bzw. des integrierten
CIR-Zeittransformationsmodells Ubertragen worden sieatht nachzuprifen sind. Liegt
ein konkretes affines Volatilitatsmodell in der Gestalt dater dem physikalischen Malf3
geschatzten Modellparameter sowie der gemeinsamen Setimgalcharakteristik der qua-
drierten Volatilitaty und der Log-Rendite’ vor, ermdoglicht die vorliegende Arbeit die Be-
stimmung der Losung des Problems varianz-optimalen Helgesemiexpliziter, d.h. in
numerisch gut handhabbarer Form, unter der Annahme, da8sa@leprozess des Underly-
ings einem lokal quadratisch integrierbaren Martingajtol






Kapitel 5

Ausblick

Aus der vorliegenden Arbeit lassen sich einige interegs&nagestellungen ableiten, die
zum Teil bereits Gegenstand aktueller Forschung sind.

Zur Auswertung der Integraldarstellung der Losung dedbleros varianz-optimalen
Hedgens mussen die affinen Volatilitatsmodelle in FormeriliParameter festgelegt sein.
Reflektieren die Modelle die Dynamik der Log-Rendite undddatilitat in der risikoneu-
tralen Welt, so konnen die Parameter mittels KalibrieramgMarktpreise von Derivaten
bestimmt werden. Schoutens (2003), vgl. dort die AbsolarTit8 und 7.4, hat anhand von
Marktpreisen von Call-Optionen auf den Aktienindex S&P BiOverschiedenen Falligkei-
ten und Basispreisen diverse affine Volatilitatsmodediikiert, vgl. hierzu auch Beispiel
4.22. Der Versuch, die Parameter so zu wahlen, dass dietptaike und die theoretischen
Preise, die man aufgrund der affinen Struktur und der dandeim meisten Fallen expli-
zit bekannten charakteristischen Funktion der Log-Renditmerisch effizient berechnen
kann, moglichst gut Ubereinstimmen, miindet darin, dasssprozesse mit extremen Pfad-
eigenschaften resultieren. Diese Beobachtung haben andutens et al. (2005) gemacht,
die exotische Optionen in exponentiellen Lévy-Modellenvbrtet haben, die anhand von
Marktpreisen von Standardoptionen kalibriert worden sidn hat dort ein hohes Modell-
risiko konstatiert, welches man ja auch im Kontext der variaptimalen Handelsstrategie
und des zugehorigen Hedgefehlers in Beispiel 4.22 geseaieBeispiel 4.22 suggeriert,
dass das physikalische Maf3 und das risikoneutrale Mal3 editggrvauseinander liegen. In
diesem Fall erscheint es angemessener zu sein, im Kontexjudelratischen Hedgens die
Dynamik der Log-Rendite und der Volatilitat unter dem pkgtschen Mal3 zu modellieren.
Legen die Modelle die Dynamik der Log-Rendite und der Vaitatiin der wirklichen Welt
fest, bieten sich aufgrund der analytischen Form der chariakischen Funktionen in affinen
Modellen Momentenschatzer zur Festlegung der Parameté&xamplarisch sei in diesem
Kontext die Arbeit von Singleton (2001) genannt. Bates @d@at zur Bestimmung der
Parameter latenter affiner Prozesse einen Schatzer aGrdedlage der filtrationsbasierten
Maximum-Likelihood-Methode vorgeschlagen. Anhand eiDatensatzes taglicher Aktien-
kursrenditen konstatiert er deutlich verschiedene Scimé@gen im Vergleich zur effizienten
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Momenten-Methode. Der Ansatz von Bates (2006) kann untder@m dazu verwendet
werden, die stochastischen Volatilitatsmodelle, diezmittransformierten Lévy-Prozessen
basieren, vgl. Carr et al. (2003), zu schatzen.

Das Problem quadratischen Hedgens ist in dieser Arbeit detePramisse gelost wor-
den, dass der Preisprozess ein lokal quadratisch intbgreess Martingal ist. Da diese An-
nahme eher aus vereinfachenden und technischen Gruntteffegeworden ist, diese aber
nicht unbedingt wirklichkeitskonform erscheint, stelitts die Frage, inwieweit sich das
Problem quadratischen Hedgens in affinen Volatilitatsefled im Nichtmartingalfall losen
lasst, wenn man also die Driftrestriktion relaxiert. Wanan die klassischen Ansatze von
Schweizer (1994) und Rheinlander & Schweizer (1997) Vgtfest man auf die Falle einge-
schrankt, in denen der erweiterte Erwartungswert-Variaradeoff-Prozess deterministisch
ist bzw. die Preisprozesse stetig sind. Bei beiden Anedti#ezudem das Problem auf, dass
die affine Struktur, die zum expliziteren Losen des Prolslgarianz-optimalen Hedgens er-
forderlich ist, nicht erhalten bleibt. Rheinlander & Sainer (1997) betrachten in ihrer Ar-
beit die Situation, in denen die Preisprozesse stetig amdifiihren die Berechnung des rei-
nen Hedgekoeffizienten auf die Bestimmung einer GKW-Zenhggdes Preisprozesses des
zu hedgenden Derivats unter dem varianz-optimalen Matmaf3 zuriick. Betrachtet man
in diesem Rahmen affine Modelle unter dem physikalischen it jedoch bei dem erfor-
derlichen Mal3wechsel die affine Struktur verloren, so dasbdethoden auf der Grundlage
des Semimartingalcharakteristikenkalkils, die in deliegenden Arbeit verwendet worden
sind, nicht angewendet werden kdnnen. Schweizer (199%)sucht die Situation, in der
der erweiterte Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prezssterministisch ist. In diesem Fall
kann der pure Hedgekoeffizient ahnlich wie in Gleichun@§) bestimmt werden, wobei
die Spitzklammerprozesse unter dem physikalischen Mal@mchnen sind, der Preispro-
zess des zu hedgenden Derivats aber dem Martingal entsplashunter dem minimalen si-
ghierten MartingalmaR von der zufalligen Auszahlung egtevird, vgl. hierzu z.BCerny
& Kallsen (2005), Kapitel 1. Hierbei ist die Bezeichnung iBpeozess im weiteren Sinne
zu verstehen, da dieser negative Werte annehmen kann. esezht das Problem darin,
dass, ausgehend von einem affinen Modell unter dem physikain Mal3, der resultierende
Preisprozess des Derivats nicht mehr affin sein muss. In deeitivon Cerny & Kallsen
(2005) wird ein sogenannter Opportunitatsprozess undaldder definierte opportunitats-
neutrale Malf3, das im Allgemeinen kein Martingalmalf3 ddtseshgefuhrt, mit dessen Hilfe
die Autoren die Losung des allgemeinen Problems quadhetisHedgens auch in Model-
len charakterisieren konnen, in denen die Preisprozasstetige Trajektorien aufweisen,
der Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prozess jedochtnimbedingt deterministisch sein
muss. Die Bestimmung des reinen Hedgekoeffizienten erfdigt eine Prozess-Variante
der Follmer-Schweizer-Zerlegung der zu hedgenden lmyegal Auszahlung beziglich des
opportunitatsneutralen Mal3es. Bei dem Prozess, demtevied, handelt es sich um den
Preisprozess des Derivats, der im Nichtmartingalfall @s don der zufalligen Auszah-
lung bezuglich des varianz-optimalen MartingalmalR3eswggiz Martingal definiert ist. Das



165

Problem des varianz-optimalen Hedgens unter dem physdkein Mal3 kann somit als Pro-
blem lokal-risikominimierenden Hedgens unter dem oppotatsneutralen Mal3 aufgefasst
werden, das minimale signierte Martingalmal3 bezuglichajgortunitatsneutralen Mal3es
stimmt mit dem varianz-optimalen Martingalmalf3 beziigties physikalischen Mal3es tber-
ein. Die Ergebnisse vo@erny & Kallsen (2005) sind konsistent mit denen von Schwei
zer (1994) im Fall eines deterministischen erweitertendtmngswert-Varianz-Tradeoff-
Prozesses und mit denen von Rheinlander & Schweizer (189Fgll, dass die Preispro-
zesse in Form stetiger Semimartingale vorliegen. Die Ardueg des Ansatzes vdvherny

& Kallsen (2005) auf das Problem quadratischen Hedgensfimeaf \Volatilitatsmodellen
im Nichtmartingalfall ist Gegenstand aktueller Forscheartpeiten. In den Fallen, in denen
die affine Struktur bei den erforderlichen MalRwechseln lezhableibt, konnen die in der
vorliegenden Arbeit vorgestellten Methoden zur Bestimgwuon Charakteristiken affiner
Prozesse und zur Berechnung von Spitzklammerprozesseenaet werden.

Quadratisches Hedging korrespondiert zum Nutzenmaximggansatz mit quadrati-
scher Nutzenfunktion. Neuere Ansatze beschaftigenmitdem Hedgeproblem im Nicht-
martingalfall, das mit exponentiellen NutzenfunktionemNutzenfunktionen in der Form
beliebiger Potenzfunktionen einhergehen, man vergléigdrzu die Arbeiten von Mania &
Schweizer (2005) und von Kramkov & Sirbu (2006). In diesamanmenhang ist die Be-
stimmung von GKW-Zerlegungen von Preisprozessen bediigines bestimmten Martin-
galmalies relevant. Diesbeziglich kann im Rahmen affineteloder in der vorliegenden
Arbeit dargelegte Ansatz zur Berechnung der GKW-ZerleguorgPreisprozessen Anwen-
dung finden.

Des Weiteren konnen einige Problemerweiterungen undHikatilonen betrachtet wer-
den. Da in der wirklichen Welt nur zu diskreten Zeitpunktehgndelt wird, ware es von In-
teresse, die Losung des Problems varianz-optimalen hedgeeitdiskreten affinen Volati-
litatsmodellen zu kennen. Hubalek et al. (2006) haben daisi&m quadratischen Hedgens
in exponentiellen Lévy-Modellen sowohl in stetiger alslain diskreter Zeit (im Nichtmar-
tingalfall) gelost, vgl. dort Abschnitt 2 fur die zeitdiiete Betrachtung. Da die Idee, wie man
das Hedgeproblem in zeitstetigen affinen Volatilitatseitmh (im Martingalfall) semiexpli-
zit losen kann, wesentlich auf der Arbeit von Hubalek e{2006) ful3t, liegt es nahe, deren
zeitdiskrete Betrachtung ebenfalls auf das allgemeinesaffolatilitatsmodell im Martingal-
fall zu Ubertragen. Dabei ist jedoch zu beruicksichtigiass die gemeinsame Charakteristik
der diskreten quadrierten Volatilitat und der diskretergiRendite nicht bekannt ist. Al-
lerdings kennt man aufgrund der affinen Struktur die (be@ngharakteristische Funktion
der Verteilung, die di#Jbergange der Zustande von quadrierter Volatilitat bog-Rendite
von einem Zeitpunkt in den anderen beschreibt. Damit sitb@nelem Preisprozessauch
die PreisprozessE(z) der einfachen Derivate bekannt, so dass die entsprechelislee-
ten vorhersehbaren quadratischen Kovariationen bereatarden konnen. Wie in Hubalek
et al. (2006) und wie in der vorliegenden Arbeit lassen sarhisdie varianz-optimale Hed-
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gingstrategie des zu hedgenden Derivats und der zugehtdedgefehler geman der linearen
Zerlegung des Derivats linear aus den entsprechendereGiafiKontext einfacher Deri-
vate zusammensetzen. Eine weitere Problemmodifikaticamistie Arbeit von Cont et al.
(2005) angelehnt, wo zufallige Auszahlungen nicht nur deim Underlying quadratisch
gehedgt werden, sondern zum Beispiel auch mit Standaoiegtioder anderen Instrumen-
ten. Als letzter Punkt soll noch auf die Moglichkeit hingesen werden, ein mehrdimen-
sionales affines Volatilitatsmodell zu betrachten. Dat&ie es vor allem von Bedeutung,
einen mehrdimensionalen \olatilitatsprozess zuzultaasa beispielsweise im Modell von
Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) mit Superpositiayl, Abschnitt 1.4.3, quadratisch
hedgen zu konnen. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001g)ibelen den mehrdimensiona-
len Volatilitatsprozess mit einer realistischeren Awwoklationsstruktur, die durch kirzer-,
mittel- und langerfristig wirkende Volatilitatskompenten erzeugt werden konne.

Abschlie3end sei nochmals darauf hingewiesen, dass deinaetimgalcharakteristi-
kenkalkul ein sehr nitzliches Werkzeug der stochastisohnalysis darstellt. Erst dieser
Kalkul hat in der vorliegenden Arbeit die Moglichkeitadiriet, das Problem des varianz-
optimalen Hedgens in einem allgemeinen eindimensiondferea Volatilitatsmodell, das
als zweidimensionale Semimartingalcharakteristik aiafgg werden kann, semiexplizit zu
l6sen. Die Arbeit hat gezeigt, dass die affine Modellstnukhsofern den richtigen Mo-
dellrahmen fur die praktische Anwendung des quadratisthedgens bildet, als dass alle
Losungsformeln dieses Problems, d.h. die Formeln furwdasnz-optimale Anfangska-
pital, die varianz-optimale Handelsstrategie und den mmathén erwarteten quadratischen
Hedgefehler numerisch gut handhabbar sind.



Schlusswort

Keine Schuld ist dringender als die, Dank zu sag@icero)

Am Ende einer langen Arbeit tberwiegen bei mir drei Empfirgkn: unmittelbar die
Erschopfung, dann - mit ein wenig Abstand betrachtet - deaiffe und zwar nicht nur dieje-
nige Uber den Abschluss der Arbeit, sondern vor allem deesidh beim Entstehen der Ar-
beit nicht trotz, sondern aufgrund aller Probleme und Abéga die es zu ldsen galt, einge-
stellt hat, und nachhaltig die Dankbarkeit. Mir ist bewydats es der Quadratur des Kreises
entspricht, als nicht ganzlich freier Mensch aufrichtigri® zu sagen, ohne Gefahr zu lau-
fen, als jemand missverstanden zu werden, der sich ledigpportunistisch verhalt. Aber
mein Wunsch, den Menschen Dank zu sagen, die mich im fa@nliglontext der Arbeit un-
terstiitzt haben, veranlasst mich, dieses Risiko einzmdh erster Linie danke ich Herrn
Professor Jan Kallsen, der intensive Gesprache mit mirhgehat, aus denen das Thema
der vorliegenden Arbeit hervorgegangen ist, der mir jegiedze Moglichkeit gab, Probleme
aller Art ausfuhrlich zu erortern, und von dem ich seht igenen durfte, nicht zuletzt auf-
grund seiner Fahigkeit, sehr komplizierte Sachverhate anschaulich zu vermitteln. Ich
danke ihm dafir, dass er mich im wahrsten Sinne des Wordd3aktorvater gefordert und
gefordert hat. Des Weiteren danke ich Herrn Professor Ragdst, der mich in die Finanz-
mathematik eingefuhrt hat und der mir die Relevanz finanaeraatischer Methoden in der
Praxis aufgezeigt hat. Zudem danke ich Herrn ProfessontZagsHerrn Professor Kallsen
dafur, dass ich die Moglichkeit hatte, an vielen Konfex@mteilzunehmen, um Giber meine
Arbeit vortragen zu kdnnen, wodurch ich wiederum viele égungen mitnehmen konnte.
Ich danke Herrn Professor Damir Filipovi€ fur eine Disgios Uber analytische Fortsetzbar-
keit von Losungen verallgemeinerter Riccati-Differaigieichungen. Ferner bedanke ich
mich bei meinen Kollegen Herrn Richard Vierthauer und Hdwhannes Muhle-Karbe fur
die zahlreichen Diskussionen, die zum Gelingen dieserifbeégetragen haben.
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integrale Semimartingalcharakteristik vahe .
differentielle Semimartingalcharakteristik voh € . im
Fall einer absolut stetigen integralen Charakteristik %on
Lévy-Khintchine-Tripel des Lévy-Prozessés
(verallgemeinerter) Lévy-Exponent vdn d.h.

u'bt + %uTcLu + fRd (e“u —-1- uTh(x)> FL(dx)
endlicher Handelshorizont

zufallige Auszahlung eines Derivats
Auszahlungsfunktion eines Derivats

Preisprozess eines Derivats

Preisprozess eines Underlyings

Log-Rendite-Prozess eines Underlyings
stochastischer Prozess zur Modellierung der quadrierten
Volatilitat

Anfangskapital

Menge der zulassigen Handelsstrategien
Handelsstrategie

Wertprozess der Handelsstrategdie

{z € C: R’ <Re(z) < R}, vertikaler Streifen in der
Gauld'schen Zahlenebene

Sz fur z € Sy, Auszahlung eines einfachen Derivats
Preisprozess eines einfachen Derivats:fieg S

{z € C: R <Re(z) <R,|Im(z)| < k}, abgeschnittener
vertikaler Streifen in der Gaul3’'schen Zahlenebene

fs’; s*11(dz), Auszahlungsfunktion eines abgeschnittenen

Derivats an der Stelle € R,

f*(Sr), Auszahlung eines abgeschnittenen Derivats

Preisprozess eines abgeschnittenen Derivats
Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prozess



