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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird das Problem des varianz-optimalen Hedgens in einem
allgemeinen zeitstetigen affinen stochastischen Volatilitätsmodell gelöst, unter der Annah-
me, dass der Preisprozess des Basisguts ein lokal quadratisch integrierbares Martingal ist.
Stochastische Volatilitätsmodelle sind in den vergangenen Jahren sehr populär geworden.
Untersucht man historische Zeitreihen von Aktienkursrenditen, beobachtet man sogenann-
te stilisierte Merkmale, wie zum Beispiel semi-schwere Tails, Volatilitäts-Cluster und den
Leverage-Effekt. Stochastische Volatilitätsmodelle bilden diese stilisierten Merkmale ange-
messen ab und sind empirisch evidenter als Modelle ohne stochastische Volatilität. Da die
stochastischen Volatilitätsmodelle einen unvollständigen Markt implizieren, können zufälli-
ge Auszahlungen in der Regel nicht perfekt repliziert werden. Ein klassischer Ausweg be-
steht darin, den erwarteten quadratischen Hedgefehler zu minimieren. Mathematisch ge-
sprochen muss also imL2 die Orthogonalprojektion des abzusichernden Derivats aufden
konvexen und abgeschlossenen Unterraum der replizierbaren Auszahlungen ermittelt wer-
den. Im allgemeinen affinen Volatilitätsmodell werden dieoptimale Hedgingstrategie, be-
stehend aus Anfangskapital und Handelsstrategie, und die Varianz des zugehörigen Hedge-
fehlers semiexplizit bestimmt. Die Darstellung ermöglicht es, die gesuchten Größen effi-
zient numerisch zu berechnen. Das allgemeine affine Volatilitätsmodell umfasst unter an-
derem das klassische stochastische Volatilitätsmodell von Heston (1993) und die Lévy-
getriebenen stochastischen Volatilitätsmodelle, die Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b)
vorgeschlagen haben. Ebenfalls zur Klasse der affinen Modelle gehören die etwas allgemei-
neren stochastischen Volatilitätsmodelle, die auf zeittransformierten Lévy-Prozessen basie-
ren, man vergleiche hierzu die Arbeit von Carr et al. (2003),in welcher der Subordinator
entweder die Gestalt eines integrierten Cox-Ingersoll-Ross-Prozesses oder eines integrierten
Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses besitzt. Die allgemeinen Formeln für den optimalen Hed-
ge und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlerwerden auf das integrierte
OU-Zeittransformationsmodell und das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell spezia-
lisiert. Insbesondere werden die Voraussetzungen der allgemeinen Resultate in Annahmen
übersetzt, die nur von den Modellparametern abhängen unddie leicht hinsichtlich ihrer
Gültigkeit überprüft werden können. Zwei numerische Beispiele dokumentieren die An-
wendbarkeit der Methodik zur Lösung des Hedgeproblems. Inbeiden Beispielen werden
das NIG-Gamma-OU-Modell, das NIG-CIR-Modell, das exponentielle NIG-Lévy-Modell
und das Black-Scholes-Modell miteinander verglichen, im ersten Beispiel anhand eines hy-
pothetischen Beispielparametersatzes und im zweiten Beispiel anhand von an Marktpreise
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kalibrierten Modellparametern, man vergleiche diesbezüglich insbesondere die Kapitel 6
und 7 in Schoutens (2003). Das erste Beispiel verdeutlicht,dass das optimale Anfangskapi-
tal und die optimale Handelsstrategie in allen Modellen sehr ähnlich sind, dass jedoch die
minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler stärkervariieren, auch dann, wenn man
hierbei das Black-Scholes-Modell, das aufgrund der Vollständigkeit natürlich einen Hed-
gefehler von Null aufweist, ausklammert. Das deutet daraufhin, dass modellunabhängig
die optimale Strategie näherungsweise durch die Black-Scholes-Strategie gegeben ist, wo-
hingegen bei der Auswertung des Hedgefehlers die Wahl des Modells größere Bedeutung
besitzt. Das zweite Beispiel illustriert, dass das statistische Preismaß, das aus der Kalibrie-
rung der Modelle an Marktpreise resultiert, nur bedingt geeignet ist zum quadratischen Hed-
gen, da es zu weit von dem physikalischen Maß entfernt sein kann. Das Beispiel suggeriert,
dass die Lösung des Hedgeproblems in der risikoneutralen Welt die Lösung des Hedge-
problems in der wirklichen Welt nur in unzureichendem Maße approximiert. Interessante
Fragestellungen, die diese Arbeit aufwirft und die zum TeilGegenstand aktueller Forschung
sind, sind zum einen das parametrische Schätzen zeitstetiger affiner Volatilitätsmodelle (mit
Sprüngen) unter dem physikalischen Maß, man vergleiche hierzu beispielsweise die Ar-
beiten von Singleton (2001) und Bates (2006), und zum anderen der Aspekt, inwieweit sich
das Problem des varianz-optimalen Hedgens im allgemeinen affinen Volatilitätsmodell lösen
lässt, wenn man die Annahme, dass der Preisprozess des Underlyings ein lokal quadratisch
integrierbares Martingal ist, fallen lässt, man vergleiche hierzu die Arbeit voňCerný & Kall-
sen (2005).



Abstract

In this dissertation variance-optimal hedging is considered in a general affine stochastic
volatility model in a continuous-time framework. It is assumed that the underlying price
follows a locally square-integrable martingale. In recentyears stochastic volatility models
have attracted great attention. Analyzing stock return distributions, one observes so-called
stylized facts as for example semi-heavy tails, volatilityclustering, and the leverage effect.
Stochastic volatility models reflect these stylized facts adequately, empirically they are more
evident than models without stochastic volatility. Since stochastic volatility models imply
an incomplete market it is typically not possible to replicate a contingent claim perfectly.
A classical way out is to minimize the mean squared hedging error. Mathematically spo-
ken, in the Hilbert spaceL2 it is necessary to calculate the orthogonal projection of the
derivative security onto the convex and closed subset of payoffs which can be replicated in
a perfect way. In the general affine stochastic volatility model the optimal hedge (i.e. the
optimal endowment and the optimal trading strategy) and theassociated hedging error are
determined semi-explicitly. The representation of the solution allows for efficient numerical
computation. The general affine framework includes the classical Heston model, cf. Heston
(1993), and the Lévy-driven stochastic volatility modelsput forward in Barndorff-Nielsen &
Shephard (2001b). The affine class also contains the more general volatility models which
are based on time-changed Lévy processes as proposed in Carr et al. (2003), where the
subordinator corresponds to either an integrated Cox-Ingersoll-Ross (CIR) process or an
integrated Ornstein-Uhlenbeck (OU) process. The general formulae for the optimal hedge
and the minimal mean squared hedging error are specialized in the integrated OU respec-
tively CIR time change models. In particular the general prerequisites are carried over into
conditions which only depend on the model parameters and which can be easily checked.
Two numerical examples illustrate the use of the method of solving the hedging problem.
In both examples the NIG-Gamma-OU model, the NIG-CIR model,the exponential NIG
Lévy model, and the classical Black-Scholes model are compared. In the first example a
hypothetical set of parameters is assumed, whereas the parameters in the second example
stem from calibration, cf. chapter 6 and 7 in Schoutens (2003). The first example indica-
tes that the optimal hedge is similar in the four models but that the minimal mean squared
hedging error differs more strongly even if the Black-Scholes model is neglected where the
hedging error is naturally zero due to market completeness.This suggests that independent
of the model the optimal strategy is given by the Black-Scholes strategy, whereas in view
of analyzing the hedging error the choice of the model plays amore important role. The
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second example illustrates that the statistical price measure is suitable for quadratic hedging
only to a limited extent as it can be too far away from the physical measure. This example
suggests that the solution of the hedging problem in the riskneutral world is an inadequate
approximation of the solution in the real world. There are some interesting questions which
are posed by this dissertation and which are partially subject to current research. One is-
sue is the parametric estimation of continuous-time affine stochastic volatility models (with
jumps) under the physical measure, cf. Singleton (2001) andBates (2006) for instance.
Another query is the solution of the variance-optimal hedging problem in the general affine
stochastic volatility model if one drops the assumption that the underlying price follows a
locally square-integrable martingale, cf.Černý & Kallsen (2005).
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Kapitel 1

Einleitung

Mein Sohn, sey mit Lust bei den Geschäften am Tage, aber mache nur solche, daß wir bey
Nacht ruhig schlafen k̈onnen.(Thomas Mann, Buddenbrooks)

1.1 Ziel der Arbeit

Der Händler risikobehafteter und risikoloser Wertpapiere verfolgt die Intention, bei gege-
bener Markterwartung ein für sich optimales Verhältnis von Ertrag und Risiko herzustel-
len. Neben den gegenwärtigen Wertpapierkursen, die er demMarkt entnimmt, sind dabei
für ihn zukünftige Preise, die seiner Markterwartung entsprechen, und Kennzahlen, die das
Risiko seiner Marktposition wiedergeben, wesentlich. Aufder Grundlage dieser Informa-
tionen trifft der Händler seine Kauf- und Verkaufsentscheidungen. Um den Fluss zukünfti-
ger Zahlungsströme der Finanzmarktinstrumente adäquatabzubilden, benötigt der Händler
ein möglichst realitätsnahes, stochastisches Modell, das bei aller Komplexität es noch er-
laubt, möglichst analytische oder zumindest noch numerische Berechnungen durchführen
zu können. Als Beispiel betrachte man den Stillhalter einer Call-Option, der zum heuti-
gen Zeitpunkt für den Verkauf der Option eine Prämie erhält, dafür aber im Gegenzug zum
Fälligkeitstermin das Basisgut zum vereinbarten Basispreis an den Käufer der Option liefern
muss, wenn dieser die Option ausübt. Dieses Geschäft stellt ein Risiko für den Stillhalter
dar, da der Preis des Basisguts zum Fälligkeitstermin vielhöher sein kann als der verein-
barte Basispreis. Somit stellen sich dem Optionsverkäufer drei wichtige Fragen, wenn er
seine Markterwartung durch Annahme eines stochastischen Marktmodells zum Ausdruck
gebracht hat:

1. Welche Prämie soll er heute für den Verkauf der Option verlangen?

2. Wie soll er die Prämie am Markt bis zum Fälligkeitstermin am besten reinvestieren,
so dass er zum Fälligkeitstermin seiner Verpflichtung, dasBasisgut zu liefern, nach-
kommen kann und gleichzeitig das Verlustrisiko minimiert?

3. Wie groß ist das verbleibende minimale Risiko, wenn er diefür sich optimale Han-
delsstrategie am Markt umsetzt?

1



2 Kapitel 1. Einleitung

Bei der ersten Frage geht es um die Bewertung der Option, wohingegen sich die anderen bei-
den Fragen mit der Absicherung, dem sogenanntenHedgingder Option auf der Grundlage
des Basisguts beschäftigen. Optionen sind ein typisches Beispiel fürDerivate(lat. deriva-
re ableiten). Ein Derivat ist, grob gesprochen, ein Handelsgut, dessen Preis jederzeit ein-
deutig durch gegenwärtige bzw. vergangene Preise von einem oder mehreren Basisgütern
festgelegt ist, vgl. Hull (1993), Kapitel 1. Ein Basisgut (auch alsUnderlyingbezeichnet)
ist dabei dadurch charakterisiert, dass der Preis nicht durch Preise anderer Güter eindeu-
tig bestimmt ist. Beispiele für Basisgüter sind unter anderem Aktien und Anleihen. Seien
T <∞ ein endlicher Zeithorizont und(Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P ) ein filtrierter Wahrscheinlich-
keitsraum. Zur Vereinfachung gelteF0 = {∅,Ω}. Im Folgenden wird von einem verein-
fachten Markt ausgegangen, der sich aus einer Anleihe mit PreisprozessS0 = (S0

t )t∈[0,T ]

und einem weiteren beliebigen Basisgut mit PreisprozessS1 = (S1
t )t∈[0,T ] zusammensetzt.

Für den Moment seiS = (S0, S1) ein beliebigesR2-wertiges Semimartingal (vgl. Jacod
& Shiryaev (2003), Definition I.4.21), wobeiS0 undS0

− strikt positiv angenommen wer-
den mitS0

0 = 1. Die Anleihe fungiere alsNumeraire(Bezugsgröße). Anstatt die Kurse der
Wertpapiere in einer bestimmten Währung auszudrücken, werden diese als Vielfache des
Numeraires angegeben, indem alle Wertpapiere mit dem Numeraire diskontiert werden. Der

Markt Ŝ =
(
S0

S0 ,
S1

S0

)
=
(
1, Ŝ1

)
wird auchnormiertgenannt, vgl. hierzu auch Harrison &

Kreps (1979), Abschnitt 7. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Notation und
mathematische Begrifflichkeiten in der gesamten Arbeit aufdie Monographie von Jacod &
Shiryaev (2003) zurückgehen.

Definition 1.1 EineHandelsstrategieϑ = (ϑ0, ϑ1) (auf obigem MarktS), auchPortfolio
genannt, ist einR2-wertiger vorhersehbarer Prozess. DerWertprozessPV(ϑ) des Portfolios
ϑ wird definiert durch

PV(ϑ) = ϑ0S0 + ϑ1S1. (1.1)

Die Handelsstrategie wirdselbstfinanzierendgenannt, fallsϑ ∈ L(S) und

PV(ϑ) = PV(ϑ)0 + ϑ ··· S (1.2)

gelten. Dabei gibtL(X) für ein Rd-wertiges SemimartingalX die Menge der nachX inte-
grierbaren Prozesse an, undY ···X· :=

∫ ·
0
Yt dXt bezeichnet fürY ∈ L(X) das stochastische

Integral vonY bezüglichX (vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Definition III.6.17).

Man beachte, dassϑ ∈ L(S) nicht die Existenz vonϑi ··· Si, i ∈ {0, 1} impliziert. Unter
der zusätzlichen Voraussetzung, dassϑ lokal beschränkt ist, hätte man die Existenz der Ein-
zelintegrale, und es würdeϑ ··· S = ϑ0 ··· S0 + ϑ1 ··· S1 gelten, vgl. Jacod & Shiryaev (2003),
III.6.1. Die Handelsstrategie gibt über die Zeit die Stückzahlen der im Portfolio des Händ-
lers befindlichen Wertpapiere des Marktes an. Die Vorhersehbarkeit der Handelsstrategie
drückt aus, dass der Händler die Preisentwicklung der risikobehafteten Wertpapiere nicht
vorhersehen kann und die Entscheidung, zu kaufen bzw. zu verkaufen, aber vorher treffen
muss. Die Selbstfinanzierungsbedingung besagt, dass Wert¨anderungen der Handelsstrategie
nur mit Kursänderungen der Wertpapiere des Marktes erklärbar sind, dem Portfolio werden
weder monetäre Mittel hinzugefügt noch entnommen.



1.1. Ziel der Arbeit 3

Proposition 1.2 Eine Handelsstrategie ist genau dann selbstfinanzierend, wennϑ ∈ L(Ŝ)

und

P̂V(ϑ) = P̂V(ϑ)0 + ϑ ··· Ŝ (1.3)

gelten, wobeîPV(ϑ) den diskontierten Wertprozess angibt, d.h.P̂V(ϑ) = (S0)
−1

PV(ϑ).

BEWEIS. Siehe Goll & Kallsen (2000), Proposition 2.1. �

Lemma 1.3 Gegeben sei eine Handelsstrategieϑ auf obigem MarktS. Es gilt

ϑ ∈ L(Ŝ) ⇔ ϑ1 ∈ L(Ŝ1). (1.4)

In dieser Situation istϑ ··· Ŝ = ϑ1 ··· Ŝ1.

BEWEIS. ⇒: Seiϑ ∈ L(Ŝ). Gemäß Kallsen (2003), Lemma 2.2, existieren ein Semimar-
tingalZ und eine aufsteigende Folge vorhersehbarer Mengen(Dn)n∈N mit der Eigenschaft,
dassDn ↑ Ω×R+ für n→ ∞ (bis auf Evaneszenz),ϑ1Dn für allen ∈ N beschränkt ist und

Z01Dn(0) + 1Dn ··· Z = (ϑ1Dn) ···X

für alle n ∈ N gilt, wobei 1Dn(0)(ω) := 1Dn((ω, 0)) ist. Insbesondere ist alsoϑ11Dn

beschränkt für allen ∈ N, und mit Jacod & Shiryaev (2003), III.6.1, erhält man wegen
(ϑ01Dn) ··· 1 = 0, dass

(ϑ11Dn) ··· Ŝ1 = ((ϑ0, ϑ1)1Dn) ··· (1, Ŝ1) = Z01Dn(0) + 1Dn ··· Z.

Somit liefert Kallsen (2003), Lemma 2.2, dassϑ1 ∈ L(Ŝ1) gilt. Ferner folgt damit

ϑ1 ··· Ŝ1 = Z = (ϑ0, ϑ1) ··· (1, Ŝ1).

⇐: Wegenϑ0 ∈ L(1) undϑ1 ∈ L(Ŝ1) existieren SemimartingaleZ undZ ′ sowie aufstei-
gende Folgen vorhersehbarer Mengen(Dn)n∈N und(D′

n)n∈N mit

1. Dn ↑ Ω × R+ undD′
n ↑ Ω × R+ (bis auf Evaneszenz),

2. ϑ01Dn undϑ11D′
n

sind beschränkt für allen ∈ N,

3. (ϑ01Dn) ··· 1 = Z01Dn(0) + 1Dn ··· Z und(ϑ11D′
n
) ··· Ŝ1 = Z ′

01D′
n
(0) + 1D′

n
··· Z ′ für alle

n ∈ N.

Man beachte, dassZ = 0 undZ ′ = ϑ1 ··· Ŝ1 gelten. Setzt mañDn := Dn ∩ D′
n für alle

n ∈ N, so erhält man bis auf EvaneszenzD̃n ↑ Ω × R+. Ferner sindD̃n vorhersehbar
und(ϑ0, ϑ1)1D̃n

beschränkt für allen ∈ N. Unter Beachtung von Jacod & Shiryaev (2003),
III.6.1 und I.4.37, ergibt sich damit außerdem

((ϑ0, ϑ1)1D̃n
) ··· (1, Ŝ1) = (ϑ11D̃n

) ··· Ŝ1 = 1D̃n
··· Z.
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Wegen (1) existiert eine MengeD′ mit D′
n ↑ D′, so dass(Ω × R+) \ D′ evaneszent ist.

Aufgrund von

{ω ∈ Ω : (ω, 0) /∈ D′} ⊆ {ω ∈ Ω : ∃ t ∈ R+ : (ω, t) ∈ (Ω × R+) \D′}

gilt somit 1D′(0) = 1 P -f.s. Das heißt, dass fürP -f.a. ω ∈ Ω einN(ω) ∈ N existiert mit
1D′

n
((ω, 0)) = 1 für alle n ≥ N(ω). WegenZ ′

01D′
n
(0) = 0 für alle n ∈ N impliziert dies

Z ′
0 = 0 P -f.s. und

((ϑ0, ϑ1)1D̃n
) ··· (1, Ŝ1) = Z ′

01D̃n
(0) + 1D̃n

··· Z ′.

Kallsen (2003), Lemma 2.2, besagt dannϑ ∈ L(Ŝ). �

Jede selbstfinanzierende Handelsstrategie ist vollständig festgelegt durch ein Anfangska-
pital v0 ∈ R und die Strategieϑ1, wie viel Stück des risikobehafteten Basisguts der Händler
zu welchem Zeitpunkt in seinem Portfolio hat.

Lemma 1.4 Für jeden vorhersehbaren Prozessϑ1 ∈ L(Ŝ1) und jedesv0 ∈ R existiert
ein eindeutiger vorhersehbarer Prozessϑ0 derart, dassϑ = (ϑ0, ϑ1) auf dem MarktS
selbstfinanzierend ist mitPV(ϑ)0 = v0.

BEWEIS. Man setzeϑ0 := P̂V(ϑ)0 + ϑ1 ··· Ŝ1 − ϑ1Ŝ1. Wegen∆(ϑ1 ··· Ŝ1) = ϑ1∆Ŝ1, verglei-
che Jacod & Shiryaev (2003), III.6.19(e), giltϑ1 ··· Ŝ1 − ϑ1Ŝ1 = ϑ1 ··· Ŝ1

− − ϑ1Ŝ1
−, was die

Vorhersehbarkeit vonϑ0 impliziert, vergleiche Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.2.6.
Gemäß Lemma 1.3 istϑ ∈ L(Ŝ), und es gilt

P̂V(ϑ) = ϑ0 + ϑ1Ŝ1 = P̂V(ϑ)0 + ϑ1 ··· Ŝ1 = P̂V(ϑ)0 + ϑ ··· Ŝ,

das heißtϑ ist selbstfinanzierend, siehe Proposition 1.2. Aufgrund der AnnahmeS0
0 = 1 gilt

P̂V(ϑ)0 = PV(ϑ)0, und aus der ForderungPV(ϑ)0 = v0 resultiert die Eindeutigkeit des
Prozessesϑ0. �

Die folgende Motivation orientiert sich in Teilen an dem̈Ubersichtsartikel von Schwei-
zer (2001) zum Thema des quadratischen Hedgens. Im Folgenden werden nur Derivate mit
Auszahlungen der FormH = f(S1

T ) betrachtet, wobei angenommen sei, dassf : R+ → R

messbar ist. Das bekannteste Beispiel für ein solches Derivat ist die europäische Call-Option
mit BasispreisK > 0, die als Auszahlungsfunktionf(x) = max{x−K, 0} aufweist. Grob
gesprochen, heißt ein Derivatduplizierbar, falls es eine selbstfinanzierende Handelsstrate-
gie ϑ gibt mit PV(ϑ)T = H. Um eine exakte Definition der Duplizierbarkeit zu geben,
muss man noch technische Integrierbar- und Zulässigkeitsbedingungen anϑ und Integrier-
barkeitsbedingungen anH stellen, was aber für den Moment der Motivierung zurückgestellt
werden soll (gleiches gilt für die folgenden Begriffsdefinitionen). Der vorliegende Markt
wird vollständig genannt, falls jedes Derivat (mit beschränkter diskontierter Auszahlung
Ĥ = (S0

T )−1H) duplizierbar ist. Falls der Eintritt in eine Handelsstrategie heute nichts kos-
tet und die Strategie am EndzeitpunktT einen quasi sicheren Gewinn abwirft, spricht man
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von einer Arbitragegelegenheit auf dem Finanzmarkt. In derPraxis kommt Arbitrage nur
temporär und in geringem Umfang vor, da Arbitrageure durchgeschicktes Handeln den mit
der Arbitrage verbundenen Gewinn realisieren und damit dieArbitragegelegenheit elimi-
nieren. Somit erscheint es plausibel, dass man zur Abbildung eines Finanzmarktes Modelle
verwendet, die Arbitragefreiheit implizieren. Genauer definiert man: Eine Handelsstrategie
ϑ heißtArbitrage, falls PV(ϑ)0 = 0, PV(ϑ)T ≥ 0 P -f.s. undP{PV(ϑ)T > 0} > 0 gelten.
Ein Markt wird arbitragefreigenannt, falls keine Arbitragestrategie existiert. Fallses also
auf einem solchen arbitragefreien Markt eine duplizierende Handelsstrategieϑ für das De-
rivat mit AuszahlungH gibt, so ist es plausibel, dass der Preis des Derivats mit demWert
PV(ϑ)0 der duplizierenden Strategie zum Zeitpunkt 0 übereinstimmen muss. Das ist der
zentrale Grundgedanke von Black & Scholes (1973) sowie von Merton (1973) bei der Her-
leitung der klassischen Black-Scholes-Formel zur Bewertung eines europäischen Calls (auf
ein risikobehaftetes Basisgut) auf einem Finanzmarkt, beidem die Anleihe dem Prozess
S0
t = ert folgt, wobei r ∈ R den risikolosen Zins angibt, und der Preisprozess des risi-

kobehafteten Basisguts durch eine geometrische BrownscheBewegung gegeben ist. Dieses
Marktmodell von Black und Scholes geht auf Osborne (1959) und Samuelson (1965) zurück,
die zur Aktienkursmodellierung die Brownsche Bewegung, die auch negative Werte anneh-
men kann und von Bachelier (1900) zur Modellierung des Zufalls von Aktienkursbewegun-
gen vorgeschlagen wurde, durch den nichtnegativen Prozessder geometrischen Brownschen
Bewegung

S1
t = S1

0 exp(µt+ σWt) (1.5)

mit KonstantenS1
0 > 0, µ ∈ R, σ 6= 0 und einer Standard-Brownschen BewegungW er-

setzt haben. Dahinter verbirgt sich die Idee, dass Preisveränderungen eher multiplikativer
als additiver Natur sind. Das Marktmodell von Black und Scholes ist nicht nur arbitrage-
frei, sondern auch vollständig, was eine präferenzfreie, eindeutige Bewertung von Deriva-
ten ermöglicht, jedes Derivat kann perfekt, das heißt ohneRestrisiko, gehedgt werden. Die
mathematisch exakte Problemformulierung, deren Lösung und der Zusammenhang zur Mar-
tingaltheorie wurden von Harrison & Kreps (1979) und Harrison & Pliska (1981) erarbeitet.

Das Marktmodell von Black und Scholes und die dazugehörende Optionspreisformel
sind sehr populär geworden, was neben der Möglichkeit zurpräferenzfreien Bewertung von
Derivaten vor allem auf die leichte Handhabbarkeit zurückzuführen ist. Wird hier wie ein-
gangs wieder der Stillhalter einer Call-Option betrachtet, so wird seine erste Frage nach der
Optionsprämiev∗0 durch die Formel von Black & Scholes (1973) beantwortet:

v∗0 = V0, (1.6)

wobeiV = (Vt)t∈[0,T ] den Preisprozess der Call-Option angibt,

Vt = S1
tN
(
d1
t

)
− e−r(T−t)KN

(
d2
t

)
, (1.7)
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N die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung bezeichnet undd1, d2 gegeben
sind durch

d1
t =

ln
(
S1

t

K

)
+
(
r + 1

2
σ2
)
(T − t)

σ
√
T − t

und d2
t = d1

t − σ
√
T − t. (1.8)

Alle erforderlichen Informationen in Form der Inputgrößen der Optionspreisformel sind mit
Ausnahme des konstant angenommenen stetigen Zinsesr und derVolatilität σ direkt be-
obachtbar. Dabei lässt sich die Volatilität relativ gut aus historischen Finanzdaten schätzen.
Zudem ist die Optionspreisformel leicht numerisch auszuwerten. Die Antwort auf die zweite
Frage des Stillhalters wird durch den sogenanntenDelta-Hedgegegeben, siehe zum Beispiel
Hull (1993), Abschnitt 13.5. Das Delta eines Derivats gibt die Änderungsrate des Derivat-
preises in Bezug auf den Preis des Basisguts an. Wie man mittels eines Itô-Arguments sieht,
vgl. z.B. Lamberton & Lapeyre (2000), Abschnitt 4.3.3, istϑ = ((ϑ0

t , ϑ
1
t ))t∈[0,T ] mit

ϑt =
(
−e−rTKN

(
d2
t

)
, N
(
d1
t

))
(1.9)

die (eindeutige) Duplikationsstrategie der Call-Option.Dabei istϑ1 gerade das Delta des
Calls. Da die Durchführung der Handelsstrategieϑ eine perfekte Absicherung der verkauf-
ten Call-Option impliziert, kann die dritte Frage dahingehend leicht beantwortet werden,
dass das Risiko des Stillhalters im Fall der Absicherung Null beträgt. Das ist gerade die
Vollständigkeit des Marktmodells von Black und Scholes. Mathematisch korrespondiert das
zumMartingaldarstellungssatz:

Satz 1.5 SeienW eineRd-wertige Standard-Brownsche Bewegung und(Ft)t∈R+ die vonW
erzeugte Filtrierung. Dann existiert zu jedem lokalen MartingalM = (Mt)t∈R+ bez̈uglich
(Ft)t∈R+ ein Prozessϑ ∈ L(W ) mit

M = M0 + ϑ ···W P -f.s. (1.10)

BEWEIS. Vgl. Korn & Korn (2001), Korollar 53, Kapitel 2. �

Anstelle der Standard-Brownschen Bewegung gilt ein solcher Darstellungssatz nur für
wenige andere Prozesse. Dritschel & Protter (1999) bemerken, dass die einzigen Lévy-
Prozesse, für die ein solcher Satz gilt, die Brownsche Bewegung und der kompensierte
Poisson-Prozess sind.

Leider stimmt das Black-Scholes-Modell nur in unzureichendem Maße mit der Realität
überein. Cont (2001) hat einen sehr gutenÜberblick gegeben über sogenanntestilisierte
empirische Merkmalevon Finanzzeitreihen. Das sind statistische Eigenschaften, die man
unabhängig vom Erhebungszeitraum für eine Vielzahl von Instrumenten und Märkten in
Renditezeitreihen beobachten und nachweisen kann. Untersucht man die im Marktmodell
von Black und Scholes abgebildeten Renditen des risikobehafteten Basisguts hinsichtlich
dieser stilisierten empirischen Merkmale, die die tatsächlichen Marktrenditen aufweisen,
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so erkennt man die Notwendigkeit, komplexere Aktienkursmodelle als das von Black und
Scholes zu verwenden. Mandelbrot (1963) und Fama (1965) haben bereits früh festgestellt,
dass die Annahme, die Log-Renditen seien normalverteilt, zurückgewiesen werden muss.
Die Verteilung der Marktrenditen weist eine signifikante negative Schiefe auf, es gibt ei-
ne Asymmetrie hinsichtlich Verlusten und Gewinnen, wohingegen die Normalverteilung
symmetrisch ist. Außerdem ist die Verteilung der Marktdaten eher leptokurtisch, d.h. es
konzentrieren sich mehr Beobachtungen um den Mittelwert, und die Ausprägungen in den
Tails sind ebenfalls zahlreicher als bei einer Normalverteilung. Die Normalverteilung un-
terschätzt das Auftreten extremer Ereignisse und damit mit dem Auftreten sehr hoher Ge-
winne oder Verluste das Risiko des Investors. Dies ist einerder Hauptgründe, warum man
Aktienkursmodelle mit Sprüngen eingeführt hat. Die von Mandelbrot (1963) vorgeschla-
genen Modelle auf der Grundlage vonα-stabilen Prozessen mit endlichem ersten Moment
müssen aber auch zurückgewiesen werden, da diese nicht einmal endliche zweite Momente
implizieren, was auf zu schwere Tails zurückzuführen ist. Empirische Untersuchungen ha-
ben gezeigt, dass die Verteilung der Marktrenditen semi-schwere Tails besitzt, vgl. Schou-
tens (2003), Abschnitt 4.1.2. Ein weiterer Kritikpunkt am Black-Scholes-Modell ist die kon-
stante Volatilität. Betrachtet man historische Volatilitäten, das sind annualisierte Standard-
abweichungen täglicher Log-Renditen, bezogen auf das jeweils letzte vergangene Jahr, so
erkennt man, dass die Volatilität über die Zeit stochastisch fluktuiert, vgl. unter anderem
Heston (1993), Bates (1996) oder Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b). In Schoutens
(2003), Abschnitt 4.2, wird zudem bemerkt, dass die Zeitreihe der historischen Volatilitäten
ein Mean-Reverting-Verhaltenaufweist, die Werte der Zeitreihe werden immer wieder zum
Mittelwert zurückgezogen. Ferner werden dortVolatilitäts-Clusterkonstatiert, Perioden mit
großer Varianz in den Renditen folgen eher Perioden mit ebenfalls großer Renditevarianz,
und entsprechend gibt es Perioden mit sehr niedriger Varianz, denen auch eher Perioden mit
kleiner Varianz folgen. Statistisch äußerst sich dies in einer signifikant positiven Autokorre-
lation absoluter oder quadrierter Renditen, siehe zum Beispiel Engle (1982) und Barndorff-
Nielsen & Shephard (2001b). Ein drittes empirisches Merkmal von Finanzzeitreihen ist der
sogenannteLeverage-Effekt. Der Leverage-Effekt beschreibt die negative Korrelationvon
Preisänderungen des Underlyings undÄnderungen der Volatilität. Am Markt kann oftmals
beobachtet werden, dass ein Kurssprung nach unten bzw. ein drastischer Kursabfall mit ei-
nem Anstieg der Volatilität einhergehen. Gehen einige Händler aufgrund schlechter Börsen-
nachrichten verstärkt aus einem Marktsegment heraus, so sinken die entsprechenden Kurse,
infolgedessen andere Händler, die zunächst noch abgewartet haben, auch beginnen, zu ver-
kaufen, so dass die Kurse weiter sinken und gleichzeitig dieHandelstätigkeit und damit die
Volatilität ansteigen. Da eine Börsenorder oft an einen Mindest- oder Höchstkurs geknüpft
ist, wird dieses Phänomen noch verstärkt. Abgesehen von den stilisierten empirischen Merk-
malen führt Schoutens (2003) als weiteren Kritikpunkt an dem Modell von Black und Scho-
les noch den schlechten Fit der Marktpreise der Optionen an.Hier muss man allerdings
einwenden, dass es von vornherein klar ist, dass ein Modell mit nur einem Parameter die
Marktpreise natürlich nicht besser treffen kann als beispielsweise ein Modell mit vier oder
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fünf Parametern, so wie es oft der Fall bei Modellen mit Spr¨ungen ist. Abschließend sei
aber auch noch kurz auf den Aspekt derimpliziten Volatiliẗat eingegangen. Darunter ver-
steht man diejenige Volatilität, die man in die Black-Scholes-Formel einsetzen muss, damit
der Black-Scholes-Preis mit dem Marktpreis der Option mit BasispreisK und Fälligkeit
T übereinstimmt. Wäre der Black-Scholes-Ansatz korrekt,müssten die implizite Volatilität
und die Volatilität des Marktes gleich sein. Da eine zentrale Prämisse des Modells besagt,
dass die Volatilität konstant sei, müsste der Graph der Funktion der impliziten Volatilität in
Abhängigkeit von Fälligkeit und Moneyness (das ist der Quotient aus Basispreis und ak-
tuellem Underlyingkurs und damit ein Maß dafür, inwieweiteine Option im Geld ist) eine
konstante Fläche bilden. Es gibt jedoch viele empirische Arbeiten, siehe zum Beispiel Ru-
binstein (1985), die belegen, dass die implizite Volatilität als solche Funktion signifikant von
einer konstanten Fläche abweicht. Bei konstanter Fälligkeit weist die implizite Volatilität in
Abhängigkeit der Moneyness einen konvexen Verlauf auf. Dieser wird auch alsVolatilitäts-
Smilebzw. alsSkew-Effektbezeichnet. Bei sehr kurzen Optionsfristen ist der Skew-Effekt
besonders stark ausgeprägt, was auf eine Fehlbewertung durch die Black-Scholes-Formel
vor allem bei recht kurzen Laufzeiten hindeutet.

Um einen besseren Fit der Verteilung der Marktrenditen zu erhalten, haben eine Viel-
zahl von Finanzmathematikern Modelle vorgeschlagen, bei denen die Rendite nicht durch
eine Brownsche Bewegung mit Drift abgebildet wird (wie im Black-Scholes-Modell), son-
dern durch einen Lévy-Prozess. Das ist ein Prozess, der, wie die Brownsche Bewegung
auch, stationäre und unabhängige Zuwächse hat, der aberals endlich-dimensionale Rand-
verteilungen allgemeinere und flexiblere Verteilungen aufweisen kann als die Normalvertei-
lung. Dabei sind diese aber, wie die Normalverteilung auch,aus der Klasse der unendlich
teilbaren Verteilungen. Die ZufallsvariableZt der Log-Rendite zu einem beliebigen Zeit-
punkt t lässt sich also in Verteilung für jedesn ∈ N als Summe vonn unabhängigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen schreiben. Das istäquivalent dazu, dassZt schwacher
Limes von Partialsummen unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen ist, was so ge-
deutet werden kann, dass Preisänderungen das Ergebnis zahlreicher (kleiner) Schocks der
Wirtschaftswelt und der Finanzmärkte sind. Beispiele für unendlich teilbare Verteilungen,
die zu exponentiellen Lévy-Modellen in der Finanzmathematik geführt haben, sind unter
anderem Varianz-Gamma-Verteilungen, vgl. Madan & Seneta (1990), als Oberklasse da-
von die CGMY-Verteilungen, vgl. Carr et al. (2002), normal-inverse Gaußverteilungen, vgl.
Barndorff-Nielsen (1995), als Oberklasse davon die verallgemeinerten hyperbolischen Ver-
teilungen, vgl. Prause (1999), Eberlein & Prause (2002) undEberlein & v. Hammerstein
(2004), und Meixner-Verteilungen, vgl. Schoutens (2001).Einen gutenÜberblick über ex-
ponentielle Lévy-Marktmodelle findet man bei Schoutens (2003), zur Motivation solcher
Modelle sei z.B. auf Geman (2002) und für die Theorie der Lévy-Prozesse sei unter ande-
rem auf Sato (1999) und Jacod & Shiryaev (2003), Abschnitt II.4, verwiesen. Geman (2002)
weist auf die Notwendigkeit hin, Prozesse mit Sprüngen undetwaiger Diffusionskomponen-
te zu betrachten, um Verteilungen zu erhalten, die genügend stark von der Normalverteilung
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abweichen. Dabei bevorzugt sie jedoch reine Sprungprozesse, da diese Voraussetzung für
einen endlichen quadratischen Variationsprozess sind, der wiederum besser geeignet sei,
reale Aktienkurse abzubilden. Doch berücksichtigen all diese exponentiellen Lévy-Modelle
nicht, dass die Volatilität sich über die Zeit stochastisch ändert und zur Clusterbildung neigt.
Ferner kann der Leverage-Effekt nicht abgebildet werden. Daher werden in dieser Arbeit
stochastische Volatilitätsmodellemit Sprüngen für den PreisprozessS1 herangezogen, da
diese nach aktuellem Stand der Forschung die stilisierten empirischen Merkmale von Fi-
nanzzeitreihen am wirklichkeitsgetreuesten widerspiegeln. Carr et al. (2003) bemerken die
Notwendigkeit, sowohl Prozesse mit Sprüngen zu betrachten als auch die Volatilität sto-
chastisch zu modellieren, da Sprünge Optionspreise mit kurzer Laufzeit und stochastische
Volatilität Optionspreise mit längerer Laufzeit besserreflektieren würden. Darüber hinaus
gehen wir wie im Black-Scholes-Modell idealisierend von einem konstanten Zinssatzr ∈ R

aus, und für den Rest der Arbeit sei der PreisprozessS0 = (S0
t )t∈R+ der risikolosen Anleihe

gegeben durchS0
t = ert. Ein solcher Markt ist in der Regelunvollsẗandig, das heißt, dass

eine duplizierende Handelsstrategie in der Regel nicht existiert. Und nun stellen sich wieder
die eingangs aufgeworfenen Fragen des Stillhalters einer Call-Option, wenn er seine Markt-
erwartung durch das unvollständige Marktmodell(S0, S1) zum Ausdruck gebracht hat.

Es besteht insofern weiterhin die Möglichkeit, einen präferenzfreien Ansatz zu verfol-
gen, als man das Intervall möglicher Derivatpreise bestimmt, die Arbitragefreiheit auf dem
Markt implizieren, der neben den Basisgütern auch das Derivat als handelbares Gut um-
fasst. Das ist die Grundlage für das sogenannteSuperhedging, bei dem der Hedger jederzeit
sicher sein möchte, dass er zu keinem Zeitpunkt dem Risiko ausgesetzt ist, monetären Ver-
lust zu erleiden, und somit eine Strategie wählt, deren Endwert fast sicher größer ist als die
Auszahlung des Derivats. Um eine solche Strategie eingehenzu können, benötigt man als
Startkapital mindestens den höchsten Preis aus dem Intervall möglicher Derivatpreise, vgl.
El Karoui & Quenez (1995). Die selbstfinanzierende Strategie, deren Eintrittskosten heu-
te gerade diesem oberen Derivatpreis entsprechen und derenEndwert größer oder gleich
der Auszahlung des Derivats ist, wird auch billigste Superhedgingstrategie genannt. Hu-
balek et al. (2006) weisen darauf hin, dass in vielen realistischen Marktmodellen bei der
Absicherung von klassischen Call-Optionen nur triviale Superhedgingstrategien der Form
existieren, dass man eine so hohe Optionsprämie verlangt,dass man sich heute das Ba-
sisgut dafür kaufen kann, und dass man danach bis zur Fälligkeit der Option nicht mehr
handelt. Eberlein & Jacod (1997) haben zum Beispiel gezeigt, dass das Intervall der mögli-
chen Call-Optionspreise in exponentiellen Lévy-Modellen gerade dem maximalen Intervall
((S1

0 − e−rTK)+, S1
0) entspricht, in dem alle Preise, unabhängig vom Modell, ausArbi-

tragegründen liegen müssen. Hier wäre also nur eine solche triviale Superhedgingstrategie
denkbar. Das Konzept des Superhedgings erscheint somit alszu extrem und nicht prak-
tikabel. Delta-Hedging erscheint in unvollständigen Märkten auch nicht durchführbar, da
es im Wesentlichen auf der̈Anderungsrate des Derivatpreises in Bezug auf den Preis des
Basisguts beruht, es aber keinen eindeutigen Derivatpreisgibt. Man sollte ferner anmer-
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ken, dass die perfekte Absicherung eines Derivats durch eine solche Delta-Hedgingstrategie
nur dann gewährleistet ist, wenn die Preisprozesse stetigsind, andernfalls gibt es selbst in
vollständigen Märkten keine Delta-Hedgingstrategie, die duplizierend ist. Man betrachte
hierzu beispielsweise das Marktmodell von Jeanblanc & Privault (2002). Die geometrische
Brownsche Bewegung (1.5) im Black-Scholes-Modell ist Lösung der stochastischen Diffe-
rentialgleichung

dS1
t =

(
µ+

1

2
σ2

)
S1
t dt+ σS1

t dWt. (1.11)

Jeanblanc & Privault (2002) erweitern dieses Modell nun dahingehend, dass sie die Brown-
sche BewegungW in dieser stochastischen Differentialgleichung durch einMartingal erset-
zen, das sich, grob gesprochen, in Abhängigkeit eines Regimewechsels aus einem Brown-
schen Anteil oder einem kompensierten Poisson-Prozess zusammensetzt. Dieses Marktmo-
dell ist vollständig, aber die Duplikationsstrategie in Bezug auf einen europäischen Call
ist von der Delta-Hedgingstrategie verschieden, wenn der risikolose Zins als determini-
stisch angenommen wird und das Regime vorherrscht, in welchem die Poisson-Komponente
für den Zufall im Aktienkursprozess verantwortlich ist, vgl. Jeanblanc & Privault (2002),
Abschnitt 6.3. Dies erscheint plausibel, da die Duplikationsstrategie wie im Marktmodell
von Black und Scholes mit Hilfe der Itô-Formel hergeleitetwird, hier jedoch aufgrund der
Sprünge weitere Terme in der Darstellung des Preisprozesses der Option als Funktion der
Zeit und des Underlyings hinzukommen. Hätte man zumindesteinen plausiblen Selekti-
onsmechanismus, der einen den persönlichen Präferenzenentsprechenden Preis auswählen
würde aus der Menge der möglichen Derivatpreise, so wärezwar ein Delta-Hedging-Ansatz
denkbar, aber es wäre nicht klar, dass dieser zu einer im gewissen Sinn bestmöglichen Ab-
sicherung führt.

In den vergangenen Jahren wurden in der Literatur zahlreiche subjektive Kriterien ein-
geführt, bezüglich derer Absicherungsstrategien und Optionspreise in unvollständigen Märk-
ten ermittelt werden können. Ein möglicher Ansatz besteht darin, Nutzenfunktionen ein-
zuführen und über die Menge aller Portfolios mit variablen Positionen im Underlying und
fester Position im Derivat den erwarteten Nutzen von Konsumoder Endvermögen (vgl. zum
Beispiel Föllmer & Leukert (2000) oder Kallsen (1998)) bzw. im lokalen Sinne den erwar-
teten Nutzen von Gewinnen über infinitesimal kleine Zeitintervalle (vgl. Kallsen (1999)) zu
maximieren. Ein anderer, weit verbreiterter Ansatz besteht darin, das Risiko quadratisch zu
messen und dieses über zulässige Handelsstrategien zu minimieren. Diese Methode desqua-
dratischen Hedgenskann als Spezialfall des Nutzenmaximierungsansatzes aufgefasst wer-
den, wenn man dort quadratische Nutzenfunktionen betrachtet. Man unterscheidet hierbei
zwischen den Ansätzen,(lokal) risikominimierendrespektivevarianz-optimalzu hedgen.
Betrachtet man im unvollständigen MarktS = (S0, S1) ein nicht duplizierbares Derivat
mit AuszahlungH, so existiert keine selbstfinanzierende Strategie, deren Wertprozess am
Fälligkeitstermin mitH übereinstimmt. Aufgrund der konkreten Wahl vonS0 genügt es
im Folgenden, wenn man für die Strategiekomponenteϑ0 der risikolosen Anleihe fordert,
dass diese anstelle von vorhersehbar lediglich gut-messbar ist. Das Integralϑ0 ··· S0 wird als
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Lebesgue-Stieltjes-Integral aufgefasst, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), I.3.4.

Beim risikominimierenden Ansatz wird die Forderung einer selbstfinanzierenden Han-
delsstrategie aufgegeben, dafür muss der Endwert des Wertprozesses der Strategie mit der
Auszahlung des Derivats übereinstimmen. Dies kann stets durch die Wahl vonϑ0 erreicht
werden. Eine einfache Strategie wäre z.B.ϑ = (ϑ0, ϑ1) mit

ϑ1
t = 0 und ϑ0

t =
(
(S0

T )−1H
)
1{t=T} (1.12)

für alle t ∈ [0, T ]. Man beachte, dassϑ0 adaptiert und càdlàg, also insbesondere gut-
messbar ist. Solche Strategien sind in der Regel nicht mehr selbstfinanzierend. Die zur per-
fekten Absicherung fehlenden Beträge werden von außen zugeschossen. Diese Zuschüsse
können als Kosten aufgefasst werden. Allgemein definiert man den (kumulierten) Kosten-
prozessC = (Ct)t∈[0,T ] als Abweichung von der Selbstfinanziertheit der Strategie,d.h.
C(ϑ)t = PV(ϑ)t − ϑ ··· St. Das kann man sich so vorstellen: der Investor möchte zum
Zeitpunkt t ein Portfolio, bestehend ausϑ0

t risikolosen Anleihen undϑ1
t Stück des risi-

kobehafteten Basisguts, eingehen. Dazu benötigt er zunächst ein Anfangskapitalv0 ∈ R,
das auch den AnfangskostenC0 = PV(ϑ)0 entspricht. Das Anfangskapital wird benutzt,
um auf dem Markt durch Handel Gewinne zu erzielen. Werden keine weiteren finanziellen
Zuschüsse von außen benötigt, um sich zum Zeitpunktt von den durch Handel bis dahin
erwirtschafteten Gewinnen das Portfolio zu kaufen, und gibt es gleichzeitig keine Möglich-
keit, Überschüsse zu konsumieren, so ist die Handelsstrategie selbstfinanzierend, andernfalls
entsprechen die zusätzlich erforderlichen Einlagen von außen zuzüglich der Anfangskosten
respektive die zum Konsum zur Verfügung stehendenÜberschüsse abzüglich der Anfangs-
kosten den kumulierten Kosten zum Zeitpunktt. Man beachte, dass im Fall derÜberschüsse
die Kosten negativ sind. Es erscheint plausibel, eine Strategie mit kleinem Kostenprozess als
gute Strategie zu bezeichnen. Föllmer & Sondermann (1986)waren die ersten, die das Ri-
siko einer Strategie quadratisch gemessen haben. Dabei haben sie unterstellt, dassS1 ein
P -Martingal ist. Der RisikoprozessR(ϑ) wird definiert durch

R(ϑ)t = EP
[
(C(ϑ)T − C(ϑ)t)

2
∣∣Ft

]
. (1.13)

Der RisikoprozessR(ϑ)t zum Zeitpunktt gibt die erwarteten quadrierten Kosten an, die
zwischen dem Zeitpunktt und dem FälligkeitsterminT anfallen, wenn man den Wissens-
stand zum Zeitpunktt besitzt. Wenn die AuszahlungH des Derivats perfekt duplizierbar
wäre, gäbe es eine selbstfinanzierende Strategie mitPV(ϑ)T = H. Dann wäreCt = C0

für alle t ∈ [0, T ], und der Risikoprozess wäre identisch Null. Aufgrund des quadratischen
Ansatzes müssen einige Integrierbarkeitsbedingungen anden PreisprozessS1, die Strategie,
deren Wertprozess und die Auszahlung des Derivats gestelltwerden.

Konvention 1.6 Alle Preisprozesse im Rahmen dieser Arbeit seien bezüglich der determi-
nistischen StoppzeitT gestoppte Prozesse. Anstelle vonST wird vereinfachendS geschrie-
ben. Dies trägt der Annahme eines endlichen ZeithorizontsRechnung, erlaubt es aber die
Sätze über stochastische Prozesse mit IndexmengeR+ anzuwenden. Man beachte, dass die
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wichtigsten Klassen von stochastischen Prozessen, z.B. Martingale, lokale Martingale, qua-
dratisch integrierbare Martingale, vorhersehbare Prozesse, adaptierte wachsende Prozesse,
adaptierte Prozesse von endlicher Variation, integrierbare wachsende Prozesse, Prozesse von
integrierbarer Variation usw. stabil unter Stoppen sind.

Im Wesentlichen muss gefordert werden, dassH quadratischP -integrierbar ist,S1 ein lokal
quadratisch integrierbaresP -Martingal ist und dass bezüglich der Strategie für das risiko-
behaftete Basisgutϑ1 ∈ L2(S1) gilt, was neben der Vorhersehbarkeit vonϑ1 gemäß obiger
Konvention

EP

[(
ϑ1
)2 ··· 〈S1, S1〉T

]
<∞

bedeutet. Die Strategieϑ0 für die risikolose Anlage sei gut-messbar und derart, dassder
WertprozessPV(ϑ) rechtsseitig stetige Pfade hat. Ferner seiPV(ϑ)t ebenfalls quadratisch
P -integrierbar für allet ∈ [0, T ]. Föllmer & Sondermann (1986) nennen eine Strategieϑ

zulässig, falls sie obige Voraussetzungen undPV(ϑ)T = H P -f.s. erfüllt. Die Idee der Ri-
sikominimierung besteht nun darin, den RisikoprozessR(ϑ) über alle zulässigen Strategien
im folgenden Sinne zu minimieren:

Definition 1.7 Eine zulässige Strategieϑ heißtrisikominimierend , falls

R(ϑ)t ≤ R(ϑ̃)t P -f.s. (1.14)

für alle zulässigen Fortsetzungenϑ̃ von ϑ zum Zeitpunktt für alle 0 ≤ t < T gilt. Dabei
wird ϑ̃ zulässige Fortsetzung vonϑ zum Zeitpunkt t genannt, fallsϑ̃ zulässig ist mit
ϑ̃s = ϑs für alle0 ≤ s < t.

Jede selbstfinanzierende zulässige Handelsstrategie istoffensichtlich risikominimierend. In
der Situation eines nicht-duplizierbaren Derivats kann eine gute zulässige Strategie dadurch
gekennzeichnet werden, dass diese über die Zeit durchschnittlich nicht weit von einer selbst-
finanzierenden Strategie entfernt ist. Eine Strategieϑ wird im Mittel selbstfinanzierendge-
nannt, falls der zugehörige KostenprozessC(ϑ) ein Martingal ist. Und in der Tat gilt, dass
eine risikominimierende Strategie im Mittel selbstfinanzierend ist, vgl. Föllmer & Sonder-
mann (1986), Lemma 2. Es bezeichneV den Wertprozess des nicht-duplizierbaren Derivats
mit AuszahlungH, d.h.Vt = EP [H|Ft] für allet ∈ [0, T ]. WegenH ∈ L2(P ) istV ∈ H 2,
d.h. der PreisprozessV des Derivats ist ein quadratisch integrierbares Martingal, siehe Ja-
cod & Shiryaev (2003), Satz I.1.42. Da{ϑ1 ··· S1 : ϑ1 ∈ L2(S1)} ein abgeschlossener
konvexer Unterraum des HilbertraumsH 2 ist, existiert die OrthogonalprojektionϑH ··· S1

von V − V0 ∈ H 2 auf diesen Unterraum. Das entspricht gerade derGaltchouk-Kunita-
Watanabe-Zerlegung(GKW-Zerlegung)(ϑH , LH) ∈ L2(S1)×H 2 vonV ∈ H 2 bezüglich
S1 ∈ H 2

loc:

V = V0 + ϑH ··· S1 + LH = EP [H ] + ϑH ··· S1 + LH , (1.15)

wobeiLH orthogonal zuS1 ist (in dem Sinne, dassLHS1 ein lokales Martingal ist) und
LH0 = 0 gilt, vgl. Kunita & Watanabe (1967). Die Bezeichnung(ϑH , LH) resultiert daher,
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dassV hier das vonH erzeugte Martingal ist. Der ProzessRH , definiert durch

RH
t = EP

[(
LHT − LHt

)2 ∣∣Ft

]
, t ∈ [0, T ], (1.16)

wird als inhärenter Risikoprozessdes Derivats mit AuszahlungH bezeichnet. Insbesonde-

re wird durchRH
0 = EP

[(
LHT
)2]

dasinhärente Risikodes Derivats definiert. Föllmer &

Sondermann (1986) betrachten ohne Beschränkung der Allgemeinheit das Problem der Ri-

sikominimierung auf dem normierten MarktŜ =
(
1, S

1

S0

)
und geben dafür die Struktur der

Lösung an.

Satz 1.8 Gegeben seien der normierte MarktŜ mit Ŝ1 ∈ H 2
loc und ein Derivat mit zuf̈alli-

ger AuszahlunĝH ∈ L2(P ). Dann existiert eine eindeutige zulässige, risikominimierende
Strategieϑ∗. Diese ist von der Form

ϑ∗ =
(
(ϑ∗)0 , (ϑ∗)1) =

(
V̂ − ϑĤ Ŝ1, ϑĤ

)
, (1.17)

wobei V̂ definiert ist durchV̂t = EP [Ĥ|Ft], und
(
ϑĤ , LĤ

)
die GKW-Zerlegung von̂V

bez̈uglich Ŝ1 angibt. Der Risikoprozess der risikominimierenden Strategieϑ∗ entspricht ge-
rade dem inḧarenten Risikoprozess, d.h.

R(ϑ∗)t = RĤ
t = EP

[(
LĤT − LĤt

)2 ∣∣Ft

]
. (1.18)

Insbesondere ist das Risiko der risikominimierenden Strategie zum heutigen Zeitpunktt = 0

durch das inḧarente RisikoRĤ
0 = EP

[(
LĤT

)2
]

des Derivats gegeben.

BEWEIS. Siehe Föllmer & Sondermann (1986), Satz 2. �

In der allgemeinen Situation, in derS1 (bzw. Ŝ1) kein lokalesP -Martingal, sondern le-
diglich ein Semimartingal ist, existiert für ein Derivat mit zufälliger AuszahlungH (bzw.Ĥ)
im allgemeinen keine risikominimierende Strategieϑ mit V (ϑ)T = H (bzw. V̂ (ϑ)T = Ĥ)
P -f.s., vgl. Schweizer (2001). Proposition 3.1. Schweizer (2001) begründet dies mit einem
Kompatibilitätsproblem: Zum Zeitpunktt wird das RestrisikoR(ϑ)t über alle zulässigen
Fortsetzungen vonϑ zum Zeitpunktt minimiert, was zum Zeitpunktt eine optimale Fort-
setzung auf[t, T ] liefert. Betrachtet man nun den Zeitpunkts < t und minimiert das Restri-
sikoR(ϑ)s über alle zulässigen Fortsetzungen vonϑ zum Zeitpunkts, so erhält man eine
zum Zeitpunkts optimale Fortsetzung auf[s, T ] ⊃ [t, T ], die unter Umständen der zum
Zeitpunktt optimalen Fortsetzung auf[t, T ] widerspricht. Die Martingaleigenschaft vonS1

(bzw. von Ŝ1) scheint gerade zu gewährleisten, dass dieses Kompatibilitätsproblem nicht
auftritt. Schweizer (1991) hat den risikominimierenden Ansatz auf den allgemeinen Se-
mimartingalfall erweitert, indem er das Kriterium der Risikominimierung durch ein Kri-
teriumlokaler Risikominimierungersetzt hat. Unter der Voraussetzung gewisser Strukturan-
nahmen hinsichtlich des PreisprozessesS1 des Underlyings ist für die Lösung dieses Pro-
blems dieFöllmer-Schweizer-Zerlegunggrundlegend (vgl. Föllmer & Schweizer (1991)) ,
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die im Martingalfall mit der GKW-Zerlegung zusammenfällt, allerdings im Gegensatz zur
GKW-Zerlegung nicht immer existieren muss (vgl. z.B. Monat& Stricker (1995)). Falls der
Preisprozess des Underlyings zusätzlich stetig ist, kanndie Föllmer-Schweizer-Zerlegung
unterP als GKW-Zerlegung unter einem bestimmten äquivalenten Martingalmaß (dem so-
genanntenminimalenäquivalenten lokalen Martingalmaß) berechnet werden.

Beim Ansatz varianz-optimalen Hedgens beharrt man im Gegensatz zum risikomini-
mierenden Ansatz darauf, dass die Handelsstrategie selbstfinanzierend ist, d.h. dass weder
monetäre Mittel von außen zugeschossen noch entnommen werden. Dafür erlaubt man, dass
der EndwertPV(ϑ)T der Strategieϑ von der Auszahlung des DerivatsH abweicht. Das Ziel
besteht darin, den erwarteten quadratischen Fehlbetrag

EP [(H − PV(ϑ)T )2]

zu minimieren. Der Ansatz, das Risiko des Fehlbetrages quadratisch zu messen, ist in der
Literatur weit verbreitet: Bouleau & Lamberton (1989) stellen z.B. diese Zielfunktion auf,
wobei sie annehmen, dass der PreisprozessS1 des Underlyings einem Martingal folgt und
gleichzeitig eine Funktion eines Markow-Prozesses darstellt. Duffie & Richardson (1991)
betrachten einen Finanzmarkt, auf welchem ein Händler eine zukünftige Verbindlichkeit
in ein risikobehaftetes Handelsgut eingeht. Gleichzeitigbesteht die Möglichkeit an die-
sem Markt, Futures-Kontrakte auf ein weiteres risikobehaftetes Handelsgut stetig zu han-
deln, dessen Log-Renditen mit den Log-Renditen des anderenHandelsgutes korreliert sind.
Zur Beantwortung der Frage nach der optimalen Absicherung der eingegangenen Verbind-
lichkeit hinsichtlich des einen Handelsgutes durch den stetigen Handel mit den Futures-
Kontrakten auf das andere Handelsgut finden ebenfalls quadratische Zielfunktionen An-
wendung. Schweizer (1994) hedgt ebenfalls quadratisch, wobei er die allgemeine Situation
betrachtet, in der der PreisprozessS1 des Underlyings ein Spezialsemimartingal ist. Das
Kriterium, den erwarteten quadratischen FehlbetragEP [(H−PV(ϑ)T )2] zu minimieren, ist
ökonomisch nicht unumstritten, da es Verluste und Gewinnegleichermaßen bestraft. Bert-
simas et al. (2001) begründen die quadratische Zielfunktion so, dass ein Kunde, der bei
einem Börsenhändler eine Auskunft nach einer Preisquotierung eines Derivats einholt, bis
zu dem Zeitpunkt, zu dem er Bid- und Ask-Preise erfährt, nicht weiß, ob er eine Kauf-
oder Verkaufsposition eingehen soll. In diesem Fall sei eine asymmetrische Zielfunktion
ungeeignet, da ein positiver Hedgefehler einer Kaufposition einem negativen Hedgefehler
einer Verkaufsposition entspräche. Dem ist aber entgegenzuhalten, dass der Investor erst
dann eine Absicherungsstrategie bestimmt, nachdem er einegewisse Position eingegangen
ist. Der Hauptgrund für die Verwendung eines quadratischen Kriteriums liegt daher eher in
der semianalytischen bzw. numerischen Lös- und Handhabbarkeit des resultierenden Hed-
geproblems. Ferner ist quadratisches Hedging linear, d.h.die Hedgingstrategie von hundert
Optionen erhält man aus der Hedgingstrategie von einer einzelnen Option, indem man je-
de Position der Strategie verhundertfacht. Dies stimmt mitder gängigen Praxis an den Fi-
nanzmärkten überein, vgl. Cont et al. (2005). Ein weiterer Aspekt, der für das Arbeiten mit
quadratischen Zielfunktionen spricht, ist die Tatsache, dass das resultierende Hedgerisiko
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als Näherung aufgefasst werden kann für Risiken, die mit realistischeren Zielfunktionen
einhergehen.

Annahme 1.9 Im Rahmen dieser Arbeit sei unterstellt, dass der diskontierte Preisprozess
Ŝ1 des Underlyings einem lokal quadratisch integrierbaren Martingal folgt, das heißt, dass
Ŝ1 ∈ H 2

loc gilt.

Bemerkung 1.10 Zur Diskussion obiger Annahme nehme man hier beispielhaft an, dass
der diskontierte PreisprozesŝS1 des Underlyings durch eine geometrische Brownsche Be-
wegungŜ1 = Ŝ1

0 exp(µI + σW ) gegeben ist, wobeiI den Identitätsprozess undW eine
Standard-Brownsche Bewegung bezeichnen.Ŝ1 ist genau dann ein lokales Martingal, wenn
µ+ 1

2
σ2 = 0 gilt, da Ŝ1 ein Spezialsemimartingal ist mit kanonischer Zerlegung

Ŝ1 = Ŝ1
0 +M + A mit M = σŜ1 ···W und A =

(
µ+

1

2
σ2

)
Ŝ1 ··· I.

Hinsichtlich der Zuwächse der Log-RenditenZt = ln
(
Ŝ1

t

Ŝ1
0

)
gilt

Zt+s − Zt
s

∼ N
(
µ,
σ2

s

)
, s > 0, t ≥ 0.

Vor diesem Hintergrund kann ein zweiseitiger Gaußtest zum Signifikanzniveau 20 % zum
Prüfen der NullhypotheseH0: µ = −1

2
σ̂2 gegen die alternative HypotheseH1: µ 6= −1

2
σ̂2

durchgeführt werden. Hierbei gibt̂σ die auf der Grundlage des jeweils betrachteten Da-
tensatzes geschätzte empirische Volatilität an. Als Datenstichprobe werden die täglichen
Schlusskurse des DAX (Performance-Index) im Zeitraum 13.05.1996 - 12.05.2006 (Quelle:
www.markt-daten.de) verwendet. Weitere Stichproben werden generiert, indem man diese
Daten in fünf disjunkte Blöcke unterteilt, die jeweils zwei zusammenhängende Jahre des
DAX umfassen. Als konstanter Zins wird der jeweils zu Beginndes Erhebungszeitraums
gültige 3-Monate EURIBOR herangezogen. Bei den Quotierungen vor Einführung des EU-
RIBOR am 01.01.1999 handelt es sich um

”
zurückgerechnete Kursdaten auf Basis der ein-

geführten Bedingungen des EURIBOR“ (nach Auskunft der market maker Software AG,
Quelle:www.handelsblatt.com). Tabelle 1.1 zeigt, dass in der Mehrheit der Fälle die Null-
hypothese, dass der diskontierte DAX ein lokales Martingalist, statistisch nicht verworfen
werden kann. Betrachtet man zudem den gesamten Zeitraum von10 Jahren, so kann die
Nullhypothese ebenfalls nicht abgelehnt werden.Ökonomisch ist es allerdings nicht plausi-
bel, dass die erwartete Rendite einer risikobehafteten Geldanlage exakt genauso hoch ist wie
die der risikolosen Geldanlage, da jeder Investor für zus¨atzlich eingegangenes Risiko einen
Risikoaufschlag in Form einer positiven Risikoprämie verlangt. Dies spricht dafür, diskon-
tierte Preisprozesse risikobehafteter Geldanlagen nichtals Martingale, sondern als Semimar-
tingale mit Drift zu modellieren. Aber ähnlich wie bei Föllmer & Sondermann (1986) wird
in dieser Arbeit im Zusammenhang mit dem Problem varianz-optimalen Hedgens vereinfa-
chend davon ausgegangen, dass der diskontierte Preisprozess des risikobehafteten Basisguts
einem lokalen Martingal folgt. Diese Strukturannahme erlaubt es nämlich in einem ersten
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Erhebungszeitraum Erwartete Renditêµ+ 1
2
σ̂2 p-Wert Entscheidung

13.05.1996 - 12.05.1998 37,53 % 1,24 % H0 ablehnen
13.05.1998 - 12.05.2000 15,30 % 42,93 % H0 nicht ablehnen
15.05.2000 - 14.05.2002 -18,87 % 30,12 % H0 nicht ablehnen
15.05.2002 - 14.05.2004 -11,61 % 64,63 % H0 nicht ablehnen
17.05.2004 - 12.05.2006 21,47 % 2,06 % H0 ablehnen

13.05.1996 - 12.05.2006 8,71 % 28,44 % H0 nicht ablehnen

Tabelle 1.1: Muss die Hypothese, dass der diskontierte DAX ein lokales Martingal ist, zu
einem Signifikanzniveau von 20 % verworfen werden?

Schritt, das Problem des varianz-optimalen Hedgens sehr explizit in einer sehr allgemei-
nen Klasse von Underlyingpreisprozessen derart zu lösen,dass eine effiziente numerische
Auswertbarkeit gegeben ist. Die Verallgemeinerung des hier noch näher zu spezifizierenden
Problems auf den Semimartingalfall von Schweizer (1994), der dort die Struktur der all-
gemeinen Lösung bestimmt hat, ist Gegenstand aktueller Forschung, die wesentliche Ideen
dieser Arbeit mit verwendet, allerdings auch noch eine Vielzahl weiterer Methoden benötigt,
die über den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. Im Semimartingalfall, in dem die Preispro-
zesse stetige Pfade haben, wird ein Teil der Lösung (der reine Hedgekoeffizient), ähnlich wie
beim lokal risikominimierenden Hedgeansatz, auf die Bestimmung der GKW-Zerlegung des
Preisprozesses des zu hedgenden Derivats unter einem anderen Maß (unter dem sogenann-
tenvarianz-optimalen Martingalmaß) zurückgeführt, vgl. Rheinländer & Schweizer (1997).
Dabei ist der Preisprozess als dasjenige Martingal definiert, das unter dem varianz-optimalen
Martingalmaß von der zufälligen Auszahlung des zu hedgenden Derivats erzeugt wird. Bei
dem Maßwechsel geht allerdings die Struktur der Preisprozesse verloren, die im Martingal-
fall das semiexplizite Lösen des Problems varianz-optimalen Hedgens erlaubt. Eine ähnliche
Problematik tritt im Semimartingalfall von Schweizer (1994) auf, in dem die Preisprozesse
nicht stetig sein müssen, aber einen deterministischen erweiterten Erwartungswert-Varianz-
Tradeoff-Prozess (EVT-Prozess) aufweisen. Dass dennoch eine Verallgemeinerung auf den
Semimartingalfall möglich ist, wird iňCerný & Kallsen (2005) aufgezeigt, die die allge-
meine Struktur der Lösung des Problems varianz-optimalenHedgens im Semimartingalfall
erarbeitet haben, wobei die Preisprozesse unstetige Trajektorien aufweisen, der erweiterte
EVT-Prozess aber nicht deterministisch sein muss. In welcher Allgemeinheit der Preispro-
zesse sich dann aber das hier gestellte Problem noch lösen lässt, ist derzeit eine noch offene
Frage. Abschließend sei angemerkt, dass die Annahme 1.9 impliziert, dass das physikali-
sche MaßP zur Menge der äquivalenten lokalen Martingalmaße gehört, was bedeutet, dass
es keine

”
L2-free-lunches“ im Sinne voňCerný & Kallsen (2005), Annahme 2.1, gibt.�

Aufgrund der Annahme eines deterministischen Zinssatzes gilt

min
{
EP
[
(PV(ϑ)T −H)2] : ϑ selbstfinanzierend

}

=
(
S0
T

)2
min

{
EP

[(
P̂V(ϑ)T − Ĥ

)2
]

: ϑ selbstfinanzierend

}
.
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Wendet man Proposition 1.2 und Lemma 1.3 an, so erhält man

min
{
EP
[
(PV(ϑ)T −H)2

]
: ϑ selbstfinanzierend

}

=
(
S0
T

)2
min

{
EP

[(
P̂V(ϑ)0 + ϑ1 ··· Ŝ1

T − Ĥ
)2
]

: ϑ selbstfinanzierend

}
.

Wegen Lemma 1.4 gilt dann aber

min
{
EP
[
(PV(ϑ)T −H)2

]
: ϑ selbstfinanzierend

}

=
(
S0
T

)2
min

{
EP

[(
v0 + ϑ1 ··· Ŝ1

T − Ĥ
)2
]

: v0 ∈ R, ϑ1 ∈ L(Ŝ1)

}
. (1.19)

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann also angenommenwerden, dass die Preispro-
zesse des Marktes und die zufällige Auszahlung des abzusichernden Derivats in diskontier-
ter Form vorliegen, in anderen Worten wirdr = 0 vorausgesetzt. Da die Selbstfinanzierungs-
bedingung der Strategie es erlaubt, über das Anfangskapital und die Strategiekomponente
des risikobehafteten Basisguts zu optimieren anstatt über beide Komponenten der Handels-
strategie, wird im weiteren Verlauf der Arbeit darauf verzichtet,ϑ0 mitzuführen, da dieses
direkt ausv0 undϑ1 errechnet werden kann.

Notation. Zur Vereinfachung der Notation werden ab sofort die Strategiekomponente des ri-
sikobehafteten Handelsgutesϑ1 mit ϑ und der (normierte) PreisprozessS1 mit S bezeichnet.

Im Folgenden bezeichneΘ die Zulässigkeitsmenge der Strategienϑ. Die Festlegung
der Strategiemenge ist im Allgemeinen in stetiger Zeit ein diffiziler Punkt, vgl. Harrison &
Kreps (1979), insbesondere dort die Abschnitte 3 und 6. Wirdsie zu klein gewählt, sind
bereits gängige und weit verbreitete Hedgingstrategien,wie zum Beispiel die Duplikations-
strategie einer europäischen Call-Option im Black-Scholes-Modell, nicht zulässig. Wird die
Zulässigkeitsmenge andererseits zu groß gewählt, enth¨alt diese bereits in einfachen Markt-
modellen, wie zum Beispiel dem Marktmodell von Black und Scholes, Arbitragestrategien.
In der Formulierung des Problems varianz-optimalen Hedgens in Form von (1.19) ist die
ZulässigkeitsmengeΘ geradeL(S). Analog zu Verdopplungsstrategien im Zeitdiskreten
gibt es dann aber in einigen zeitstetigen Modellen mit endlichem Handelshorizont Arbitra-
gestrategien. Man vergleiche hierzu Kapitel 1, Beispiel 2.3 in Karatzas & Shreve (1998).
Modelliert man beispielhaft den Preisprozess des risikobehafteten Basisguts als stochasti-
sches Exponential einer Standard-Brownschen Bewegung, d.h. S = E (W ), so liefert die
Strategie aus Karatzas & Shreve (1998) eine Arbitrage in demhier vorliegenden speziel-
len Black-Scholes-Modell, indem man die Strategie durchS dividiert. L(S) ist also als
Zulässigkeitsmenge zu groß.

Definition 1.11 Ein R-wertiger Prozessϑ = (ϑt)t∈[0,T ] heißteinfach, falls er von der Form

ϑt =

n∑

i=1

Yi1]]τi,τi+1]](·, t) (1.20)
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ist, wobein ∈ N, τ1 ≤ . . . ≤ τn+1 Stoppzeiten undYi beschränkteFτi-messbare Zufallsva-
riablen füri = 1, . . . , n bezeichnen.

Da in der realen Welt im Zeitintervall[0, T ] nur endlich oft gehandelt werden kann, wäre
es plausibel, als ZulässigkeitsmengeΘ gerade die MengeΘe der einfachen Prozesse zu ver-
wenden. Diese Zulässigkeitsmenge ist allerdings in obigem Sinn zu klein, da z.B. die wohl-
bekannte Duplikationsstrategie einer europäischen Call-Option im Black-Scholes-Modell
nicht darin enthalten ist. Ziel ist es daher, eine Zulässigkeitsmenge zu finden, die solche
Benchmark-Strategien enthält, keine Arbitragestrategien umfasst und deren Elemente aber
in einem gewissen Sinn nicht weit von einfachen Strategien entfernt sind. Die Idee von
Černý & Kallsen (2005), vgl. dort Abschnitt 2.1, besteht darin, den Abschluss der einfa-
chen Strategien (in einem gewissenL2(P )-Sinne) als Zulässigkeitsmenge zu betrachten. Der
Grundgedanke beim varianz-optimalen Hedging entspricht der Approximation der zufälli-
gen AuszahlungH in L2(P ) durch das Endvermögenv0 + ϑ ··· ST , das man erzielt, indem
man ausgehend von dem Anfangskapitalv0 ∈ R das risikobehaftete Basisgut stetig handelt.
Eine zufällige Auszahlung wirddarstellbar durch einfache Strategiengenannt, falls diese
Auszahlung zu der MengeGe := {ϑ ··· ST : ϑ ∈ Θe} gehört, und sie heißtdarstellbar, falls
die Auszahlung Element der MengeG := Ge ist, wobeiGe denL2(P )-Abschluss vonGe

bezeichnet.

Definition 1.12 Ein Prozessϑ ∈ L(S) heißtzulässige Strategie, falls eine Folge
(
ϑ(n)

)
n∈N

einfacher Strategien existiert mit

ϑ(n) ··· St P−→
n→∞

ϑ ··· St ∀ t ∈ [0, T ],

ϑ(n) ··· ST
L2(P )−→
n→∞

ϑ ··· ST .

Dabei stehen
P−→ und

L2(P )−→ für stochastische Konvergenz bzw. Konvergenz imL2-Sinne.
Ferner definiert man die Menge der zulässigen StrategienΘ := {ϑ ∈ L(S) : ϑ zulässig}.

GemäßČerný & Kallsen (2005), Lemma 2.4, kann jede zufällige Auszahlung aus dem Ab-
schluss der durch einfache Strategien darstellbaren zufälligen Auszahlungen durch das End-
vermögenϑ ··· ST einer zulässigen Strategieϑ ausgedrückt werden, und umgekehrt ist das
Endvermögenϑ ··· ST einer zulässigen Strategieϑ Element der MengeG der darstellbaren
Auszahlungen, d.h.{ϑ ··· ST : ϑ ∈ Θ} = G. In diesem Sinne sind die zulässigen Strategien
nicht weit von den einfachen Strategien entfernt. Man beachte, dass{ϑ ···ST : ϑ ∈ Θ} abge-
schlossen ist. Schweizer (1994) verwendet im Nichtmartingalfall {ϑ ∈ L(S) : ϑ ···S ∈ S 2}
als Zulässigkeitsmenge, wobeiS 2 die Klasse der quadratisch integrierbaren Semimartin-
gale bezeichnet, zur Begriffsklärung vgl.Černý & Kallsen (2005), Definition A.1. Die
Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens fußt wesentlich auf der Bestimmung ein-
deutig existierender Orthogonalprojektionen zufälliger Auszahlungen auf die Menge von
Endvermögen zulässiger Strategien, dafür ist die Abgeschlossenheit der Menge der End-
vermögen der zulässigen Strategienϑ ∈ Θ zentral. Die Menge der Endvermögen der zulässi-
gen Strategien von Schweizer (1994) im Nichtmartingalfallist nicht notwendigerweise ab-
geschlossen, vgl. Monat & Stricker (1995). Für hinreichende und notwendige Bedingungen
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hinsichtlich der Abgeschlossenheit dieser Menge sei auf Delbaen et al. (1997) verwiesen.
Im vorliegenden MartingalfallS ∈ H 2

loc gilt allerdings, dass die Zulässigkeitsmenge von
Schweizer (1994) mitL2(S) (das ist die Menge aller vorhersehbaren Prozesseϑ, für die
ϑ ··· 〈S, S〉 integrierbar ist im Sinne von Jacod & Shiryaev (2003), Definition I.3.6) überein-
stimmt, vgl. Schweizer (1994), Lemma 2. In der vorliegendenArbeit wird als Zulässigkeits-
mengeΘ = L2(S) verwendet. Die Menge der Endvermögen der Strategienϑ ∈ L2(S) ist
nicht nur abgeschlossen, sie stimmt auch mit dem Abschluss der Menge der durch einfache
Strategien darstellbaren zufälligen Auszahlungen überein.

Proposition 1.13 Im MartingalfallS ∈ H 2
loc gilt Θ = L2(S).

BEWEIS. GemäßČerný & Kallsen (2005), Korollar 2.9, istL2(S) ⊆ Θ. DaP nach Vor-
aussetzung ein äquivalentes lokales Martingalmaß ist, gilt umgekehrt für einϑ ∈ Θ, dass
ϑ ∈ L(S) undϑ ···ST ∈ L2(P ) sind und dassϑ ···S einP -Martingal ist, vgl.Černý & Kallsen
(2005), Korollar 2.5. Da der HandelshorizontT endlich ist, gilt unter Beachtung von Kon-
vention 1.6, dass das Martingalϑ ··· S gleichgradig integrierbar ist undϑ ··· S∞ ∈ L2(P ) als
Endwert hat. Satz I.1.42 in Jacod & Shiryaev (2003) liefertϑ ··· S ∈ H 2. Der Preisprozess
S ∈ H 2

loc ist insbesondere ein Spezialsemimartingal. Damit ergibt sich ausϑ ∈ L(S) und
unter Verwendung von Jacod & Shiryaev (2003), Definition III.6.17, dassϑ ∈ L2

loc(S) ist.
Satz I.4.40, Jacod & Shiryaev (2003), liefert abschließendϑ ∈ L2(S). �

Bemerkung 1.14 Die ZulässigkeitsmengeΘ = L2(S) enthält keine Arbitrage. Seiϑ ∈ Θ

mit PV(ϑ)0 = 0. Dann giltPV(ϑ) ∈ H 2. Angenommen, es geltenPV(ϑ)T ≥ 0 P -f.s.
und P{PV(ϑ)T > 0} > 0. Aus PV(ϑ)T ≥ 0 P -f.s. folgt PV(ϑ)T = 0 P -f.s. wegen
EP [PV(ϑ)T ] = 0. Dies ist aber ein Widerspruch zuP{PV(ϑ)T > 0} > 0.

Analog zu (1.19) kann auch bei Verwendung der ZulässigkeitsmengeL2(S) ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit angenommen werden, dass der Zinsr = 0 ist. In der in (1.19)
gültigen Notation kann man

min
{
EP
[
(PV(ϑ)T −H)2] : ϑ selbstfinanzierend,ϑ1 ∈ L2(Ŝ1)

}

=
(
S0
T

)2
min

{
EP

[(
v0 + ϑ1 ··· Ŝ1

T − Ĥ
)2
]

: v0 ∈ R, ϑ1 ∈ L2(Ŝ1)

}
(1.21)

zeigen. Somit kann das Problem des varianz-optimalen Hedgens, das in dieser Arbeit be-
trachtet wird, exakt formuliert werden:

Definition 1.15 SeiH ∈ L2(P ) die zufällige Auszahlung eines Derivats. DasProblem des
varianz-optimalen Hedgensist definiert durch

min
v0∈R, ϑ∈Θ

EP
[
(v0 + ϑ ··· ST −H)2

]
, (1.22)

wobeiΘ = L2(S) die Zulässigkeitsmenge angibt. Weiterhin definiere man

(v∗0, ϑ
∗) := arg min

v0∈R, ϑ∈Θ
EP
[
(v0 + ϑ ··· ST −H)2] . (1.23)
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Hierbei bezeichnenv∗0 dasvarianz-optimale Anfangskapital undϑ∗ dievarianz-optimale
Handelsstrategie. Derminimale erwartete quadratische Hedgefehlerist definiert durch
EP
[
(v∗0 + ϑ∗ ··· ST −H)2].

Im vorliegenden Martingalfall ist die Struktur der allgemeinen Lösung des Problems varianz-
optimalen Hedgens wie beim risikominimierenden Hedgeansatz durch die GKW-Zerlegung
des PreisprozessesV des Derivats, definiert durchVt = EP [H|Ft], t ∈ [0, T ], gegeben, vgl.
Föllmer & Sondermann (1986) und Schweizer (1994), Theorem3 und Korollar 10:

v∗0 = EP [H ], ϑ∗ = ϑH und EP
[
(v∗0 + ϑ∗ ··· ST −H)2] = EP

[(
LHT
)2]

, (1.24)

wobei
V = V0 + ϑH ··· S + LH = EP [H ] + ϑH ··· S + LH (1.25)

die GKW-Zerlegung vonV bezüglich des UnderlyingpreisprozessesS bezeichnet. Auf-
grund der Orthogonalität vonS und LH gilt ϑH ··· 〈S, S〉 = 〈V, S〉. Symbolisch schreibt
man auch

ϑHt =
d〈V, S〉t
d〈S, S〉t

, t ∈ [0, T ]. (1.26)

Da t 7→ 〈S, S〉t rechtsseitig stetig und monoton wachsend ist, kann〈S, S〉 pfadweise mit
einem Maß identifiziert werden. Interpretiert man, grob gesprochen, den Ausdruck〈V, S〉
als signiertes Maß, so könnte manϑH als eine Art Radon-Nikodym-Dichte auffassen. Ei-
ne alternative Charakterisierung der Struktur der optimalen Lösung des Problems varianz-
optimalen Hedgens geben Bouleau & Lamberton (1989) an. In ihrer Arbeit gehen sie eben-
falls davon aus, dass die zufällige Auszahlung von der FormH = f(ST ) ist für eine
messbare Funktionf : (0,∞) → R. Ferner wird angenommen, dass der Preisprozess
des Underlyings ein Martingal ist und zusätzlich die Struktur St = G(t, Zt) besitzt, wo-
bei Z = (Zt)t∈[0,T ] einenrechten Markow-Prozess(zur Terminologie vgl. Getoor (1975),
Kapitel 9, dort insbesondere die Annahmen HD1 und HD2 sowie die Bezeichnung 9.7) mit
Zustandsraum(E, E), kanonischer Filtrierung(Gt)t∈[0,T ], Übergangshalbgruppe(Pt)t∈[0,T ]

und StartverteilungenP x, x ∈ E, bezeichnet, undG im eingeschränkten Definitionsbereich
deserweiterten infinitesimalen GeneratorsA (im Sinne von Bouleau (1981)) von(I, Z)

liegt, wobeiI hier für den Identitätsprozess steht. Die Einschränkung des Definitionsberei-
ches, die Bouleau & Lamberton (1989) vornehmen, besteht darin, dass zusätzlich zu den
üblichen Bedingungen (vgl. Bouleau (1981), Definition I.1) gelten muss, dass der Prozess

CG := G(I, Z) −G(I0, Z0) −
∫ ·

0

(AG)(Is, Zs) ds

bezüglich((G x
t )t∈[0,T ], P

x) lokal quadratisch integrierbar ist für allex ∈ E, wobei

G
x
t := G

εx
t := σ (G ∗

t ∪ {G ∈ G
x : P x(G) = 0}) ,

G x dieP x-Vervollständigung vonG ∗, G ∗
t :=

∨
s≤t

{Z−1
s (B) : B ∈ E∗}, G ∗ :=

∨
t∈[0,T ]

G ∗
t und

E∗ die σ-Algebra der universell messbaren Mengen auf(E, E) (vgl. Blumenthal & Getoor
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(1968), Abschnitt 0.1) seien. Genauer gesprochen seiS für jede StartverteilungP x, x ∈ E,
ein (P x, (Gt)t∈[0,T ])-Martingal. Außerdem geltePT f̃ 2(x) < ∞ für alle x ∈ E, wobei f̃
definiert ist durchf̃(x) = f(G(T, x)), x ∈ E. Der PreisprozessV x = (V x

t )t∈[0,T ] des
Derivats mit AuszahlungH ist zu jedemx ∈ E gegeben durch

V x
t := EPx

[
f̃(ZT )|Gt

]
= F (t, Zt) mit F (t, x) := PT−tf̃(x) =

∫

E

f̃(y)PT−t(x, dy).

Das zentrale mathematische Objekt, das hier zur Charakterisierung herangezogen wird, ist
der Carré-du-Champ-OperatorΓ. Zu dem Markow-ProzessZ existiert genau dann der
Carré-du-Champ-Operator, wenn der Definitionsbereich des erweiterten infinitesimalen Ge-
neratorsÃ vonZ eine Algebra ist. Gemäß HD1, Getoor (1975), Kapitel 9, existiert zu jedem
Wahrscheinlichkeitsmaßµ auf (E, E∗) ein WahrscheinlichkeitsmaßP µ auf (Ω,G ∗), so dass
(Z, (G ∗

t )t∈[0,T ], P
µ) ein Markow-Prozess ist miẗUbergangshalbgruppe(Pt)t∈[0,T ] und mit

P µ(Z−1
0 (B)) = µ(B) für alle B ∈ E∗. Zur Startverteilungµ definiert manG µ als P µ-

Vervollständigung vonG ∗ undG
µ
t := σ(G ∗

t ∪ {G ∈ G µ : P µ(G) = 0}). Die Existenz des
Carré-du-Champ-Operators vonZ ist auch äquivalent dazu, dass für jede Startverteilungµ

alle quadratisch integrierbaren Martingale bezüglich der Filtrierung (G µ
t )t∈[0,T ] Spitzklam-

merprozesse besitzen, die absolut stetig bezüglich des Lebesgue-Maßes sind, vgl. Meyer
(1976b), Theorem 1. Seig Element des eingeschränkten Definitionsbereichs des erweiterten
infinitesimalen Generators̃A vonZ, so dass der ProzessCg = g(Z)−g(Z0)−

∫ ·
0
Ãg(Zs) ds

für jedesx ∈ E ein bezüglich((G x
t )t∈[0,T ], P

x) lokal quadratisch integrierbares Martingal
ist. Für den Fall, dass zuZ der Carré-du-Champ-OperatorΓ existiert, ist die Lebesgue-
Dichte des Maßes〈Cg, Cg〉 geradeΓ(g, g)(Z), wobeiΓ(g, g) = Ãg2 − 2gÃg gilt, vgl. Pro-
position 4 in Bouleau & Lamberton (1989). Für Elementeg, h des eingeschränkten Definiti-
onsbereichs des erweiterten infinitesimalen GeneratorsÃ vonZ erhält man durch Polarisie-
rung (vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Formel I.4.3)Γ(g, h) = Ã(gh)−gÃh−hÃg. Existiert
der Carré-du-Champ-Operator zum Markow-ProzessZ mit GeneratorÃ, so existiert dieser
auch zum Markow-Prozess(I, Z) mit GeneratorA, vgl. Meyer (1976a). Aufgrund der An-
nahmePT f̃ 2(x) < ∞ für allex ∈ E ist der PreisprozessV x

t = F (t, Zt) für jeden Startwert
x ∈ E ein quadratisch integrierbares Martingal, infolgedessenF zum eingeschränkten De-
finitionsbereich des erweiterten infinitesimalen GeneratorsA von (I, Z) gehört. Damit lässt
sich die Struktur der allgemeinen Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens unter
jeder StartverteilungP x charakterisieren durch

v∗0 = EPx [f̃(ZT )], ϑ∗t =
Γ(F,G)(t, Zt−)

Γ(G,G)(t, Zt−)
, t ∈ [0, T ], (1.27)

und

EPx

[
(v∗0 + ϑ∗ ··· ST −H)2

]
= EPx

[(
LHT
)2]

= EPx

[
〈LH , LH〉T

]

= EPx

[∫ T

0

[
Γ(F, F ) − Γ(F,G)2

Γ(G,G)

]
(s, Zs) ds

]
(1.28)

mit LHt = F (t, Zt) − F (0, Z0) − ϑ∗ ··· St, t ∈ [0, T ], vgl. Bouleau & Lamberton (1989),
Theorem 8. Eine weitere Charakterisierung der varianz-optimalen Handelsstrategie wird in
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Jacod et al. (2000) gegeben, vgl. dort Satz 2.4. Es wird von einem quasi-linksstetigen, star-
ken Markow-ProzessZ auf (Ω,G , (Gt)t∈[0,T ], P

x) mit Halbgruppe(Pt)t∈[0,T ] ausgegangen,
wobeiP x die Startverteilung mitP x{Z0 = x} = 1 angibt,(Gt)t∈[0,T ] die kanonische Fil-
trierung bezeichnet undG =

∨
t∈[0,T ]

Gt gilt. Zwecks Vereinfachung der Darstellung seiZ

reellwertig. Ferner seiZ unter jedemP x ein Semimartingal mit Sprungmaßµ und Cha-
rakteristik (B(h), C, ν) zu einer beliebigen Abschneidefunktionh. Die Charakteristik ist
unabhängig vom Startpunktx. Genauer gesprochen gilt sogar aufgrund der angenommenen
Markow’schen Struktur, dass ein stetiger, im Sinne von Çinlar et al. (1980), Definition 3.16,
additiver ProzessA ∈ V + existiert mit

B(h)t =

∫ t

0

b (Zs−; h) dAs, Ct =

∫ t

0

c (Zs−) dAs (1.29)

und

ν(ω, [0, t] ×G) =

∫

[0,t]

F (Zs−(ω), G) dAs(ω) (1.30)

für alleG ∈ B(R), wobeib eineR-wertigeB(R) − B(R)-messbare Funktion,c eineR+-
wertigeB(R) − B(R+)-messbare Funktion undF einenÜbergangskern von(R,B(R))

nach(R,B(R)) mit F (x, {0}) = 0 und
∫

R
(1 ∧ y2) F (x, dy) < ∞ bezeichnen, man ver-

gleiche hierzu auch Çinlar et al. (1980), Theorem 6.27. In den meisten praktischen An-
wendungen kannAt = t gewählt werden. Zu jeder beliebigen Startverteilungm, die auf
B(R) lebt, gehört ein MaßPm auf G (bzw. aufG ∗, definiert wie oben), das gegeben ist
durchPm =

∫
P xm(dx). Jacod et al. (2000) nehmen an, dass die zufällige Auszahlung

des Derivats von der FormH = f(ZT ) ist, wobei zu vorgegebener Startverteilungm gel-
te, dassf(ZT ) ∈ L2 (Pm) ist, und die Abbildungg, definiert durchg(t, z) := Ptf(z), in
C1,2((0,∞)×R,R) liegt, d.h.g stetig differenzierbar int und zweimal stetig differenzierbar
in z ist. Ferner seif Borel-messbar. Jacod et al. (2000) modellieren dann den Preisprozess
S des Underlyings als lokal quadratisch integrierbares Martingal der Form

St = S0 + γ ··· Zc
t + γ̃ ∗ (µ− ν)t , (1.31)

wobeiµ das Maß der Sprünge vonZ angibt,∗ die stochastische Integration nach Zufallsma-
ßen symbolisiert (hier nach dem kompensierten Zufallsmaßµ − ν), γ und γ̃ vorhersehbare
Funktionen aufΩ × R+ bzw.Ω × R+ × R sind und

∫ t

0

as dAs <∞

für alle t ≤ T gelte mitas = c (Zs−) γ2
s +

∫
γ̃(s, z)2 F (Zs−, dz), s ∈ [0, T ]. Unter dieser

Bedingung istS bezüglich jeder StartverteilungPm ein wohldefiniertes, lokal quadratisch
integrierbares Martingal mit vorhersehbarer quadratischer Variation

〈S, S〉t =

∫ t

0

as dAs, t ∈ [0, T ]. (1.32)
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Die varianz-optimale Handelsstrategie ist dann für allet ∈ [0, T ] von der Form

ϑ∗t =
1

at

(
γtc (Zt−)D2g(T − t, Zt−)

+

∫
γ̃(t, z) (g(T − t, Zt− + z) − g(T − t, Zt−)) F (Zt−, dz)

)
, (1.33)

wobeiD2g die partielle Ableitung erster Ordnung vong nach der zweiten Veränderlichen
bezeichnet. Man beachte, dass die optimale Strategie nichtvon der Startwahrscheinlich-
keit m abhängt, sofern die Voraussetzungf(ZT ) ∈ L2 (Pm) erfüllt ist. Der Beweis der
Darstellung (1.33) fußt wesentlich, wie auch die Herleitung der allgemeinen Struktur der
optimalen Hedgingstrategie (1.27) in der Arbeit von Bouleau & Lamberton (1989), auf der
GKW-Zerlegung des Preisprozesses des zugrunde liegenden Derivats, insbesondere auf der
allgemeinen Struktur (1.26) der varianz-optimalen Handelsstrategie. Beide Arbeiten gehen
von einer Markow’schen Struktur aus. Drücken Bouleau & Lamberton (1989) ihre Ergeb-
nisse mit Hilfe des Carré-du-Champ-Operators aus, so verwenden Jacod et al. (2000) Se-
mimartingalcharakteristiken zur Beschreibung ihrer Resultate. Allen Lösungsstrukturen ist
gemein, dass der Preisprozess des Derivats eingeht, der oftmals nicht explizit bekannt ist.
Dies ist aber vonnöten, wenn man z.B. in (1.26)d〈V, S〉 berechnen will. Der Carré-du-
Champ-OperatorΓ(F,G)(t, Zt−) in (1.27) lässt sich zwar mittels numerischer Differen-
tiation und numerischer Integration berechnen, allerdings wird dann der numerische Auf-
wand zur Bestimmung des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers (1.28) der-
art hoch, dass der Ansatz nicht praktikabel erscheint. Wennman in Jacod et al. (2000)
die optimale Handelsstrategie und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler in
Form von Zahlen bestimmen will, muss man zeit- und rechenintensive Simulationstech-
niken und Monte-Carlo-Methoden einsetzen. An dieser Stelle sei auch eine Arbeit von
Benth et al. (2003) erwähnt, die das Problem des quadratischen Hedgens im Martingal-
fall in einem Lévy-getriebenen Markt mit Hilfe vonMalliavin-Ableitungenangehen. Man
erhält zwar in diesem Rahmen explizite Ausdrücke für dievarianz-optimale Hedgingstra-
tegie, in Spezialfällen sogar für den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler, al-
lerdings ausgedrückt in Termen von Malliavin-Ableitungen, die numerisch nicht gut aus-
gewertet werden können. Diezentrale Fragestellung dieser Arbeitlautet nun wie folgt:
Viele Marktpreismodelle mit stochastischer Volatilitätsind im Sinne von Duffie et al. (2003)
affin. Klassische Beispiele sind das Modell von Heston (1993), das stochastische Volati-
litätsmodell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), bei dem die quadrierte Volatilität
durch einen Lévy-getriebenen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess abgebildet wird, oder die sto-
chastischen Volatilitätsmodelle auf der Grundlage zeittransformierter Lévy-Prozesse von
Carr et al. (2003). Affine Modelle sind in der Finanzmathematik von großer Bedeutung,
da die affine Struktur die analytische Handhabbarkeit gewährleistet. Wenn man für den
PreisprozessS des Underlyings einaffinesstochastisches Volatilitätsmodell unterstellt, ist
der Preisprozess des Derivats im Allgemeinen explizit nicht bekannt. Wie kann man nun
in solchen Modellen, die sowohl Sprünge in der Volatilität und im Preisprozess des Under-
lyings erlauben als auch den Leverage-Effekt mit abbilden,unter der Annahme, dass der
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PreisprozessS des Underlyings einem lokal quadratisch integrierbaren Martingal folgt, für
Derivate mit zufälliger Auszahlung der FormH = f(ST ) semiexplizite Formeln für die
Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens, d.h. fürdas varianz-optimale Anfangs-
kapital, die varianz-optimale Handelsstrategie und den minimalen erwarteten quadratischen
Hedgefehler finden, so dass eine numerische Auswertung mit vergleichsweise einfachen
Mitteln möglich erscheint? Durch die Struktur der zufälligen Auszahlung des Derivats sind
amerikanische und allgemein pfadabhängige Produkte aus der vorliegenden Untersuchung
ausgeklammert. Das varianz-optimale Anfangskapitalv∗0 kann in der gegebenen Situation
als Preis der Derivats zum heutigen Zeitpunkt aufgefasst werden, wenn man das subjektive
Kriterium des quadratischen Hedgens heranzieht. Man beachte aber, dass beim Hedging die
Frage der Bewertung nicht im Vordergrund steht. Man erhältdie (subjektive) Preisinforma-
tion eher als eine Art Nebenprodukt.

Einen sehr guten̈Uberblick über die allgemeine Theorie des quadratischen Hedgings, so-
wohl für den lokal-risikominimierenden als auch für den varianz-optimalen Ansatz, liefern
Pham (2000) und Schweizer (2001). Dort wird die allgemeine Lösung im Semimartingalfall
charakterisiert, wenn die Preisprozesse des Underlyings stetig sind bzw. einen determini-
stischen EVT-Prozess aufweisen. Zudem findet man zahlreiche, weitere Arbeiten, die sich
mit dem Thema auseinandersetzen. Exemplarisch seien die Arbeiten von Schweizer (1994),
Schweizer (1996), Monat & Stricker (1995), Rheinländer & Schweizer (1997), Gourieroux
et al. (1998), Pham et al. (1998), Laurent & Pham (1999) und Hou & Karatzas (2004) ge-
nannt. Den unstetigen Fall mit beliebigem EVT-Prozess haben dann in jüngerer Zeit Arai
(2005) undČerný & Kallsen (2005) behandelt und gelöst, Teilergebnisse findet man zudem
bei Arai (2004) und Lim (2004, 2005). Im Zusammenhang mit unstetigen Marktmodellen
soll auch die Arbeit von Grünewald (1998) Erwähnung finden, die das Problem des varianz-
optimalen Hedgens im Modell von Merton (1976) gelöst hat. Der EVT-Prozess ist determi-
nistisch, infolgedessen das varianz-optimale Martingalmaß und das minimale signierte Mar-
tingalmaß übereinstimmen. Da der Preisprozess (im Nichtmartingalfall als Familie beding-
ter Erwartungswerte der zufälligen Auszahlung unter dem varianz-optimalen Martingalmaß
definiert, wobei der Begriff Preisprozess hier im erweiterten Sinne zu verstehen ist, da auf-
grund der Signiertheit des Maßes negative Werte möglich sind) einer Reihe gewichteter
Black-Scholes-Preise entspricht, können die entsprechenden vorhersehbaren quadratischen
Kovariationen zur Berechnung des reinen Hedgekoeffizienten, vgl. Gleichung (1.3) iňCerný
& Kallsen (2005) im Nichtmartingalfall und Gleichung (1.26) in der vorliegenden Arbeit im
Martingalfall, explizit bestimmt werden. In der Situation, dass der Preisprozess des Under-
lyingsstetigist, haben sich bereits einige Artikel mit varianz-optimalem Hedging in stocha-
stischen Volatilitätsmodellen beschäftigt, z.B. Laurent & Pham (1999), als Beispiele werden
dort die Modelle von Hull & White (1987), Stein & Stein (1991)und von Heston (1993) be-
trachtet, Biagini et al. (2000), Biagini & Guasoni (2002) und Hobson (2004). Doch liegt
der Schwerpunkt der Bemühungen dort auf der Bestimmung desvarianz-optimalen Mar-
tingalmaßes bzw. des entsprechenden Anpassungsprozesses, um die varianz-optimale Han-
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delsstrategie in Feedback-Form zu charakterisieren, vgl.Rheinländer & Schweizer (1997).
Im Martingalfall fällt diese Feedback-Form aber in sich zusammen und reduziert sich zu
(1.26), so dass das Problem, einen dazu äquivalenten Ausdruck zu finden, der sich nume-
risch leicht auswerten lässt, vollständig verschieden ist von den Problemen, die in den oben
genannten Artikeln behandelt werden. Heath et al. (2001) vergleichen Hedgingstrategien des
lokal-risikominimierenden und des varianz-optimalen Ansatzes in einer Klasse von stetigen
stochastischen Volatilitätsmodellen, die u.a. das Modell von Stein & Stein (1991) ohne Kor-
relation und das Modell von Heston (1993) mit Korrelation mit einschließt. Die Ergebnisse
beruhen auf PDE-Methoden (z.B. auf der Finite-Differenzen-Methode auf der Grundlage
des Crank-Nicholson-Schemas) und Simulationstechniken.Bertsimas et al. (2001) verwen-
den ebenfalls PDE-Methoden und Argumente dynamischer Programmierung, um varianz-
optimale Strategien in diversen Situationen, z.B. in einemSprung-Diffusions-Modell bzw.
in einem stetigen stochastischen Volatilitätsmodell, zuberechnen. Im Gegensatz zu Hob-
son (2004), der das varianz-optimale Martingalmaß im Heston-Modell bestimmt hat, geben
Černý & Kallsen (2006) auch semiexplizite Formeln für dievarianz-optimale Handelsstra-
tegie und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler im Semimartingalfall an,
der den Martingalfall als Spezialfall beinhaltet. Allerdings werden diese Formeln dort nicht
technisch exakt und rigoros hergeleitet. Hubalek & Sgarra (2005) betrachten in der risiko-
neutralen Welt das Problem des varianz-optimalen Hedgens im stochastischen Volatilitäts-
modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), das Sprünge in der Volatilität aufweist.
Hauptbestandteil ihrer Formeln ist ein Integral bezüglich des Lévy-Maßes des Lévy-Treibers
des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses, der die Volatilität modelliert. Im Integrand taucht der
Optionspreis als Funktion der Zeit, des Underlyingpreisesund der quadrierten Volatilität
auf. In Abhängigkeit der Integrationsvariablen muss diese Funktion, die nicht explizit be-
kannt ist, numerisch ausgewertet werden, damit das Integral und damit die varianz-optimale
Handelsstrategie berechnet werden können. Etwas ausführlicher soll nun auf zwei Arbeiten
eingegangen werden, die der zentralen Fragestellung am nächsten kommen.

1.2 Der Ansatz von Hubalek et al. (2006)

Hubalek et al. (2006) haben im allgemeinen Semimartingalfall in einem Aktienkursmodell,
in welchem der Aktienkurs als geometrischer Lévy-Prozessabgebildet wird, Integraldar-
stellungen für das varianz-optimale Anfangskapital, dievarianz-optimale Handelsstrategie
und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler hergeleitet, die mittels klassi-
scher Integrationsmethoden einfach und effizient ausgewertet werden können. Der Prozess
S = (St)t∈[0,T ] des Kurses einer dividendenlosen Aktie wird modelliert mittels

St = S0 exp{Zt}, (1.34)

wobei Z = (Zt)t∈[0,T ] ein Lévy-Prozess ist,S0 > 0 konstant angenommen wird und
EP [S2

1 ] = S2
0EP [e2Z1 ] < ∞ gelte. Die Forderung zweiter Momente ist aufgrund der qua-

dratischen Zielfunktion des zugrunde liegenden Hedgeproblems vonnöten. Die Verteilung
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vonZ ist bereits durch die Verteilung vonZ1 eindeutig festgelegt, welche unendlich teilbar
ist und mit Hilfe des Lévy-Khintchine-Tripels(bZ(h), cZ , FZ) vonZ ausgedrückt werden
kann, wobeih eine beliebige Abschneidefunktion angibt. Die zugehörige kumulantenerzeu-
gende FunktionψZ , definiert als stetige,C-wertige Abbildung mit

EP [euZt ] = exp{tψZ(u)}, t ≥ 0,

ist von der Form

ψZ(u) = ubZ(h) +
1

2
u2cZ +

∫

R

(eux − 1 − uh(x)) FZ(dx), (1.35)

vgl. z.B. Jacod & Shiryaev (2003), Korollar II.4.19. Der DefinitionsbereichU von ψZ ist
gegeben durch

U =
{
u ∈ C : EP [eRe(u)Z1 ] <∞

}
=

{
u ∈ C :

∫

|x|>1

eRe(u)x FZ(dx) <∞
}
,

vgl. Sato (1999), Theorem 25.17. Aufgrund der Bedingung endlicher zweiter exponentieller
Momente des Lévy-ProzessesZ gilt U ⊇ {u ∈ C : 0 ≤ Re(u) ≤ 2}. Obwohl Hubalek
et al. (2006) das Problem sogar im allgemeinen Semimartingalfall gelöst haben, soll hier nur
der Martingalfall aufgezeigt werden, um die Vergleichbarkeit zu geben mit dem Problem
quadratischen Hedgens in den affinen stochastischen Volatilitätsmodellen, das ebenfalls nur
im Martingalfall untersucht wird. Daher wird hier, in Ergänzung zu Hubalek et al. (2006),
die folgende Einschränkung gemacht.

Annahme 1.16 Es gelte die Martingalbedingung

ψZ(1) = 0. (1.36)

Proposition 1.17 Unter den Annahmen 1.16 undEP [S2
1 ] < ∞ ist S ein quadratisch inte-

grierbares Martingal.

BEWEIS. DaZ unabhängige, stationäre Zuwächse hat, giltEP [St|Fs] = Sse
(t−s)ψZ (1) für

t ≥ s. WegenψZ(1) = 0 folgt, dassS ein Martingal ist. Die Behauptung ergibt sich dann
mittels

sup
t∈[0,T ]

EP [S2
t ] = S2

0 sup
t∈[0,T ]

etψ
Z (2) ≤ S2

0

(
1 ∨ eTψZ (2)

)
<∞.

�

Um den degenerierten Fall, dassS deterministisch ist, auszuschließen, fordert man da-
rüber hinaus

ψZ(2) 6= 0. (1.37)

Der degenerierte Fall entspricht aufgrund der Martingalbedingung (1.36) der Situation, dass
Zt = 0 P -f.s. für alle t ∈ [0, T ] gilt. Ebenfalls aufgrund der Martingalbedingung (1.36)
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stimmt die MengeΘ der zulässigen Handelsstrategien von Hubalek et al. (2006) mit der in
dieser Arbeit verwendeten ZulässigkeitsmengeL2(S) überein. Bezüglich der Auszahlung
des zu hedgenden Derivats wird angenommen, dass sie von der FormH = f(ST ) sei, wobei
f : (0,∞) → R eine messbare Abbildung ist. Die zentrale Idee besteht nun darin, abgesehen
davon, die Struktur des Lévy-Modells auszunutzen, das Derivat linear in, in einem gewissen
Sinne, einfachere Derivate zu zerlegen, für die das Problem des varianz-optimalen Hedgens
explizit gelöst werden kann. Ein wichtiges technisches Hilfsmittel sind dabei diebilaterale
Laplace-Transformierteder in der Formf(ex) modifizierten Auszahlungsfunktion und die
Inversionsformel der Laplace-Transformation.

Definition 1.18 Sei g : R → C eine messbare Funktion. Diebilaterale Laplace-Trans-
formierte g̃ vong ist definiert durch

g̃(z) =

∫ ∞

−∞
g(x)e−zx dx (1.38)

für allez ∈ C, für die das Integral existiert.

Die Theorie der Laplace-Transformation findet man zum Beispiel bei Doetsch (1971). Hier
sei nur das folgende Resultat zur Umkehrung der Laplace-Transformation wiedergegeben.

Satz 1.19Es sei angenommen, dass die Laplace-Transformierteg̃(R) für R ∈ R existiert.
Dann gelten:

1. Fallsv 7→ g̃(R+ iv) integrierbar ist, ist die Abbildungx 7→ g(x) stetig, und

g(x) =
1

2πi

∫ R+i∞

R−i∞
g̃(z)ezx dz, x ∈ R. (1.39)

2. Fallsg auf jedem kompakten Intervall von endlicher Variation ist,ist

lim
ε→0

1

2
(g(x+ ε) + g(x− ε)) = lim

c→∞

1

2πi

∫ R+ic

R−ic
g̃(z)ezx dz, x ∈ R. (1.40)

BEWEIS. Vgl. Hubalek et al. (2006), Satz A.3. �

Annahme 1.20 Die Auszahlungsfunktionf : (0,∞) → R des zu hedgenden Derivats be-
sitze die Integraldarstellung

f(s) =

∫

Sf

szΠ(dz), (1.41)

wobeiΠ ein endliches, komplexes Maß auf dem Streifen

Sf := {z ∈ C : R′ ≤ Re(z) ≤ R}

sei undR, R′ beliebig gewählt seien im Definitionsbereich der bilateralen Laplace-Trans-
formiertenf̃e vonf ◦ exp, definiert durch

f̃e(z) =

∫ ∞

−∞
f (ex) e−zx dx
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für alle z ∈ C, so dass das Integral existiert. Das MaßΠ ist also durch das zu hedgende
Derivat festgelegt. In den meisten Anwendungen kannR = R′ gewählt werden. Dann legt
das MaßΠ nur Masse auf die GeradeR + iR. Fallsv 7→ f̃e(R + iv) integrierbar ist, liefert
Satz 1.19

f(s) =
1

2πi

∫ R+i∞

R−i∞
szf̃e(z) dz (1.42)

für s > 0. In diesem Fall ist das MaßΠ gegeben durch

Π(dz) =
1

2πi
f̃e(z)dz, (1.43)

und die zufällige AuszahlungH lässt sich linear in der Form

H = f(ST ) =

∫ R+i∞

R−i∞
SzT Π(dz) (1.44)

zerlegen. Betrachtet man zum Beispiel einen europäischenStandard-Call mit Ausübungs-
preisK, so gilt

f̃e(z) =
K1−z

z(1 − z)
(1.45)

mit R > 1 in (1.42), vgl. Hubalek et al. (2006), Lemma 4.1. Die Integraldarstellung der
Auszahlungsfunktion eines europäischen Standard-Puts mit AusübungspreisK ist ebenfalls
durch (1.42) mitf̃e wie in (1.45) gegeben, allerdings muss in diesem FallR < 0 sein.
Die Idee, die zufällige Auszahlung, grob gesprochen, als Linearkombination komplexwer-
tiger Potenzen des Underlyings zum Fälligkeitstermin zu schreiben, wurde im Kontext der
Optionsbewertung bereits von Carr & Madan (1999), Raible (2000) und Lewis (2001) ver-
wendet. Mit Ausnahme von Raible (2000) wird dort nicht mit der Laplace-, sondern mit
der Fourier-Transformation gearbeitet. Das Vorgehen wirdentsprechend auch alsFourier-
Methodebezeichnet. Bereits vor Carr & Madan (1999) wurde diese zur Optionsbewertung
in speziellen stochastischen Volatilitätsmodellen eingesetzt, wie zum Beispiel bei Stein &
Stein (1991) und Heston (1993), man vgl. auch Ball & Roma (1994). Die Integraldarstellung
(1.41) existiert zwar nicht immer, vgl. Cramér (1939) fürwelche Klasse von Funktionen eine
solche Darstellung möglich ist, aber für praktisch alle europäischen Standardoptionen kann
sie angegeben werden. In Raible (2000), Kapitel 3, und Hubalek et al. (2006), Abschnitt 4,
findet man weitere, zahlreiche Beispiele.

Die komplexwertigen PotenzenH(z) = SzT des Preises des Underlyings zur Fälligkeit in
(1.41) können als komplexwertige Auszahlungen imaginärer Derivate aufgefasst werden.
Ein Grund, warum diese Derivate einfacher sind als das ursprüngliche Derivat, besteht darin,
dass man den PreisprozessV (z) = (V (z)t)t∈[0,T ] eines solchen Derivats explizit kennt:

V (z)t := EP [H(z)|Ft] = e(T−t)ψ
Z (z)Szt , z ∈ Sf . (1.46)

DamitH(z) für allez ∈ Sf quadratisch gehedgt werden kann, fordern Hubalek et al. (2006)
zudem die folgenden Momente:

EP [e2R
′Z1 ] <∞ und EP [e2RZ1 ] <∞. (1.47)
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Der zweite Grund, warum die imaginären Derivate einfachersind, ist der, dass die GKW-
Zerlegung explizit bestimmt werden kann. Allgemein ist dieLösung des Problems quadrati-
schen Hedgens im Wesentlichen durch dieFöllmer-Schweizer-Zerlegung(FS-Zerlegung) im
Semimartingalfall bzw. durch dieGKW-Zerlegungim Martingalfall bestimmt, vgl. Schwei-
zer (1994), Satz 3 und Korollar 10. Die FS-Zerlegung existiert nicht immer, aber in der vor-
liegenden Situation, in der das Underlying durch einen geometrischen Lévy-Prozess model-
liert wird, ist der EVT-Prozess deterministisch, stetig und beschränkt, so dass die Existenz
der FS-Zerlegung gewährleistet ist, vgl. Schweizer (1994), Satz 15. Im Martingalfall ist der
EVT-Prozess Null, und die FS-Zerlegung stimmt mit der GKW-Zerlegung überein. Hubalek
et al. (2006) haben das Hedgeproblem zunächst in diskreterZeit untersucht. Dort existiert
die FS-Zerlegung immer. Schweizer (1995) hat eine Rückwärtsrekursion zur Bestimmung
der FS-Zerlegung angegeben, die allerdings im vorliegenden Modell nicht zu geschlossenen
Formeln führt. Hubalek et al. (2006) geben die FS-Zerlegung direkt an. Sie beweisen zwar,
dass ihr Kandidat tatsächlich der FS-Zerlegung entspricht, doch wird keine konstruktive Me-
thode angegeben, wie sie auf die Zerlegung gekommen sind. Eine Möglichkeit könnte die
gewesen sein, dass sie die Terme in der Rückwärtsrekursion analysiert und darin eine ge-
wisse Struktur erkannt haben könnten, woraufhin die geschlossene Lösung erraten worden
wäre. Allerdings wird betont, dass die Rückwärtsrekursion nicht verwendet worden sei, so
dass die Herkunft des Kandidaten für die FS-Zerlegung unklar bleibt. Die Zerlegung wird
dann auf jeden Fall verwendet, um die explizite Lösung des Hedgeproblems in diskreter Zeit
für die einfachen Derivate zu generieren. Eine intuitive Grenzwertüberlegung führt dann
zu den Resultaten in stetiger Zeit. Genau genommen wird aus der diskreten FS-Zerlegung
durch die Grenzwertüberlegung ein Kandidat für die FS-Zerlegung in stetiger Zeit gewon-
nen. Dieser wird verifiziert und benutzt, um explizite Formeln für den varianz-optimalen
Hedge der einfachen Derivate herzuleiten. Aufgrund der Linearität der FS-Zerlegung in Be-
zug auf das Derivat und aufgrund der Linearität des Integrals, d.h. aufgrund der linearen
Dekomposition des ursprünglichen Derivats erhält man einen kanonischen Kandidaten für
den varianz-optimalen Hedge des ursprünglichen Derivats, indem man die explizite Lösung
für die einfachen Derivate bezüglich des MaßesΠ, vgl. Annahme 1.20, integriert, was, grob
gesprochen, einer Linearkombination der expliziten Lösungen für die einfachen Derivate
entspricht. Da das MaßΠ durch das zu hedgende Derivat festgelegt und somit bekannt ist
und die Integranden explizite Gestalt haben, können die Integraldarstellungen der optima-
len Lösung sehr effizient numerisch bestimmt werden. Anfangskapital und Handelsstrategie
entsprechen jeweils einem Einfachintegral, wohingegen beim minimalen erwarteten quadra-
tischen Hedgefehler ein Doppelintegral ausgewertet werden muss. Die genauen Ergebnisse
lesen sich im Martingalfall wie folgt:

Satz 1.21Das varianz-optimale Anfangskapitalv∗0 und die varianz-optimale Handelsstra-
tegieϑ∗ = (ϑ∗t )t∈[0,T ] sind gegeben durch

v∗0 =

∫

Sf

Sz0e
TψZ (z) Π(dz), (1.48)
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ϑ∗t =

∫

Sf

Sz−1
t− e(T−t)ψ

Z (z)ψ
Z(z + 1) − ψZ(z)

ψZ(2)
Π(dz), t ∈ [0, T ]. (1.49)

Dabei ist das optimale Anfangskapital eindeutig, wohingegen die optimale Handelsstrategie
nur bis aufP ⊗ λ-Nullmengen eindeutig ist. Hier bezeichnetλ das Lebesgue-Maß. Der
minimale erwartete quadratische Hedgefehler ist von der Gestalt

J0 =

∫

Sf

∫

Sf

J(z1, z2) Π(dz1) Π(dz2), (1.50)

wobei

J(z1, z2) =

{
Sz1+z20 g1(z1, z2)g2(z1, z2), falls g0(z1, z2) 6= 0,

Sz1+z20 g1(z1, z2)g3(z1, z2), falls g0(z1, z2) = 0,

und

g0(z1, z2) = ψZ(z1 + z2) − ψZ(z1) − ψZ(z2),

g1(z1, z2) = g0(z1, z2) −
(ψZ(z1 + 1) − ψZ(z1))(ψ

Z(z2 + 1) − ψZ(z2))

ψZ(2)
,

g2(z1, z2) =
exp{TψZ(z1 + z2)} − exp{T (ψZ(z1) + ψZ(z2))}

g0(z1, z2)
,

g3(z1, z2) = exp{TψZ(z1 + z2)}T.

BEWEIS. Vgl. Hubalek et al. (2006), Sätze 3.3 und 3.4. �

Man beachte, dass die Integranden mit Hilfe der kumulantenerzeugenden FunktionψZ

des Lévy-ProzessesZ ausgedrückt sind. Dies ist numerisch von Vorteil, da für die mei-
sten Lévy-Prozesse die kumulantenerzeugende Funktion ingeschlossener Form vorliegt,
so dass eine numerische Berechnung der Integrale nach dem Maß Π effizient durchgeführt
werden kann. Es muss nicht bei jeder Auswertung vonψZ das Integral nach dem Maß der
Sprünge in (1.35) numerisch bestimmt werden. Im Rahmen dieser Arbeit ist es das Ziel,
beim vorliegenden Problem quadratischen Hedgens in affinenstochastischen Volatilitäts-
modellen ähnlich explizite Lösungsformeln herzuleitenwie Hubalek et al. (2006) in expo-
nentiellen Lévy-Modellen. Der Ansatz von Hubalek et al. (2006) ist insofern allgemeiner,
als der Preisprozess des Underlyings als (Spezial-) Semimartingal modelliert wird. Dafür
ist die Klasse der affinen stochastischen Volatilitätsmodelle, die in dieser Arbeit im Martin-
galfall betrachtet wird, viel größer als die Modellklasseder geometrischen Lévy-Prozesse.
Die affinen stochastischen Volatilitätsmodelle enthalten die Modellklasse der geometrischen
Lévy-Prozesse, in der die Volatilität konstant ist, als einfachen Spezialfall. Die Arbeit von
Hubalek et al. (2006) ist weder eine Ober- noch umgekehrt eine Teilmenge der vorliegen-
den Arbeit. Die Idee, das zu hedgende Derivat linear in einfacher zu hedgende Derivate zu
zerlegen, wird auf die Situation, in einem allgemeinen affinen stochastischen Volatilitäts-
modell quadratisch zu hedgen, übertragen. Die affine Struktur wird eine solcheÜbertra-
gung ermöglichen. Im Gegensatz zu Hubalek et al. (2006), bei denen die Herleitung, nicht
die Verifikation, der FS-Zerlegung unklar bleibt, wird in dieser Arbeit auf der Grundlage
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von Semimartingalcharakteristiken eine konstruktive Methode zur Berechnung der GKW-
Zerlegung vorgestellt.

1.3 Der Ansatz von Cont et al. (2005)

Die zweite Arbeit, die hier ausführlicher besprochen werden soll, ist der numerische Ansatz
von Cont et al. (2005) auf der Grundlagepartieller Integro-Differentialgleichungen. Hier
wird die Situation betrachtet, dass die zufällige AuszahlungH, die nicht notwendigerweise
von der Formf(ST ) sein muss, für die jedoch auchH ∈ FT undEP [H2] <∞ gelte, mittels
m ∈ N Handelsgütern, nicht notwendigerweise Basisgütern, imquadratischen Sinne abgesi-
chert werden soll. Dabei wird ebenfalls der Martingalfall betrachtet.P sei das risikoneutrale
Preismaß, das durch Kalibrieren an Marktpreise von Optionen festgelegt sei. Zudem seien̄Z
einRd-wertiges Semimartingal mit integraler Charakteristik

(
BZ̄ , CZ̄ , νZ̄

)
und Sprungmaß

µZ̄ sowieW eineRd-wertige Brownsche Bewegung. Die Filtrierung(Ft)t∈[0,T ] sei die von
der Brownschen BewegungW und dem SprungmaßµZ̄ erzeugte, vervollständigte Filtrie-
rung. Der PreisprozessS = (S1, . . . , Sm) = ((S1

t , . . . , S
m
t ))t∈[0,T ] derm Handelsgüter sei

von der Gestalt:
St = S0 + σ ···Wt + γ ∗

(
µZ̄ − νZ̄

)
t
, (1.51)

wobeiσ : Ω × R+ → Rm×d undγ : Ω × R+ × Rd → Rm adaptiert und càglàd seien, vgl.
auch die Preisdynamik (1.31) in der Arbeit von Jacod et al. (2000).

Beispiel 1.22Man betrachte beispielhaft in der Situationd = 1 ein eindimensionales ex-
ponentielles Lévy-Modell für den Preisprozess des UnderlyingsS, d.h.S = (St)t∈[0,T ] sei
gegeben durchSt = S0e

Zt, t ∈ [0, T ], wobeiZ ein Lévy-Prozess mit Tripel(bZ , cZ , FZ)

sei. Das Maß der Sprünge vonZ wird mit µZ bezeichnet, undνZ gibt den Kompensa-
tor von µZ an. Die kumulantenerzeugende FunktionψZ erfülle die Martingalbedingung
ψZ(1) = 0. Ferner gelte die für das quadratische Hedgen notwendige Momentenbedin-
gungEP [S2

1 ] < ∞, welche äquivalent zu
∫
|x|>1

e2x FZ(dx) < ∞ ist. Dann ist die Dynamik
vonS von der Form (1.51), undS ist ein quadratisch integrierbares Martingal:

St = S0 +

∫ t

0

√
cZSs− dWs +

∫

[0,t]×R

(ez − 1)Ss− (µZ − νZ)(d(s, z)). (1.52)

Dies lässt sich beweisen, indem man aufx 7→ ex undZ die Itô-Formel anwendet,Z gemäß
der Lévy-Itô-Dekomposition zerlegt und die MartingalbedingungψZ(1) = 0 ausnutzt. Das
vorliegende exponentielle Lévy-Modell ist ein Beispiel für eineMarkow’sche Sprungdiffusi-
on. Diese ist definiert als eindeutige starke Lösung der stochastischen Differentialgleichung

St = S0 +

∫ t

0

σ(s, Ss−) dWs +

∫

[0,t]×Rd

γ(s, z, Ss−) (µZ̄ − νZ̄)(d(s, z)), (1.53)

wobeiσ : R+ × Rm → Rm×d undγ : R+ × Rd × Rm → Rm deterministische Funktio-
nen seien, die die Lipschitz- und Wachstumsbedingungen in Satz III.2.32, Jacod & Shiryaev
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(2003), erfüllen. Der Satz III.2.32 garantiert unter diesen Annahmen die Existenz und Ein-
deutigkeit der starken Lösung. �

Weiter wird angenommen, dass der PreisprozessV = (Vt)t∈[0,T ] des Derivats, definiert durch
Vt = EP [H|Ft], die Dynamik

Vt = V0 + σ̃ ···Wt∧τ + γ̃ ∗
(
µZ̄ − νZ̄

)
t∧τ

(1.54)

hat, wobeiσ̃ : Ω × R+ → Rd und γ̃ : Ω × R+ × Rd → R adaptiert und càglàd seien
undτ eine Stoppzeit bezeichne, die beipfadabḧangigenDerivaten, wie zum Beispiel Bar-
riereoptionen, das unter Umständen zufällige Terminieren des Kontrakts abbildet. Damit die
stochastischen Integrale und Integralprozesse existieren und quadratisch integrierbare Mar-
tingale darstellen, werden weitere technische Regularit¨atsbedingungen an die Prozesseσ, σ̃,
γ undγ̃ gestellt, vgl. hierzu in Cont et al. (2005) die Bedingungen (ii) und (iii) in Abschnitt
2.1. Diese werden von der Markow’schen Sprungdiffusion (1.53) automatisch erfüllt, so
dass diese ein quadratisch integrierbares Martingal darstellt.

Beispiel 1.23Man betrachte nun eine zufällige Auszahlung der FormH = f(ST ), wobei
die Auszahlungsfunktion messbar sei undEP [f(ST )2] < ∞ erfülle. Wenn der Preispro-
zess des UnderlyingsS durch eine Markow’sche Sprungdiffusion (1.53) gegeben ist, ist der
PreisVt des europäischen Derivats mit AuszahlungH und FälligkeitT eine deterministische
Funktiong der Zeitt und des PreisesSt des Underlyings, d.h.

Vt = EP [f(ST )|Ft] = g(t, St), (1.55)

wobeig definiert ist durchg(t, x) = EP [f(S
(t,x)
T )] undS(t,x)

T den Kurs des Underlyings zum
ZeitpunktT angibt, wenn der Kurs zum Zeitpunktt geradex betragen hat. Setzt man voraus,
dassg hinreichend glatt ist, so dass man die Itô-Formel aufg und(I, S) anwenden kann, wo-
beiI den Identitätsprozess bezeichnet, so erhält man eine Zerlegung vonVt in stochastische
Integrale, die entweder lokale Martingale sind oder vorhersehbare Ausdrücke von endlicher
Variation. DaV ein Martingal ist, vgl. (1.55), müssen die vorhersehbarenAusdrücke von
endlicher Variation ebenfalls lokale Martingale sein, infolgedessen diese Terme Null sind,
vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Korollar I.3.16. So ergibt sich die Martingaldarstellung

Vt = V0 +

∫ t

0

σ(s, Ss−)D2g(s, Ss−) dWs

+

∫

[0,t]×Rd

(g(s, Ss− + γ(s, z, Ss−)) − g(s, Ss−)) (µZ̄ − νZ̄)(d(s, z)), (1.56)

was strukturell der allgemein angenommenen Dynamik (1.54)entspricht. Im Hinblick auf
die Annahme, dassg hinreichend glatt sei, ist die obige Herleitung von (1.56) heuristischer
Natur. Cont et al. (2005) geben in der Situation der vorliegenden europäischen, zufälligen
Auszahlung Voraussetzungen in Ausdrücken der Modellparameter und der Auszahlungs-
funktion an, die überprüfbar sind und einen rigorosen Beweis erlauben, vgl. dort die Pro-
positionen 2 und 3. Die Situation, in der eine solche Martingaldarstellung für eine asia-
tische Option gesucht wird, wird durch Einführung eines Hilfsprozesses auf den Fall der
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europäischen Option übertragen. Zudem werden dort in Proposition 4 Regularitätsbedin-
gungen angegeben, die im Fall von Barriereoptionen die Herleitung einer solchen Martin-
galdarstellung erlauben. �

Cont et al. (2005) geben eine allgemeine varianz-optimale Hedgingstrategie an, wobei die
ZulässigkeitsmengeΘ der Strategien gegeben sei durch

Θ = {ϑ : Ω × [0, T ] → Rm vorhersehbar: ϑ ··· S ∈ H
2}. (1.57)

Diese stimmt im Wesentlichen mit der in dieser Arbeit verwendeten Zulässigkeitsmenge
L2(S) überein, bedenkt man, dassϑ ∈ L(S) sein sollte und dass fürϑ ∈ L2

loc(S) gerade
ϑ ··· S ∈ H 2 genau dann gilt, wennϑ ∈ L2(S) ist, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Theorem
I.4.40.

Proposition 1.24 Derm-dimensionale Underlying-PreisprozessS und der PreisprozessV
des zu hedgenden Derivats seien durch die Dynamiken (1.51) und (1.54) gegeben. Ferner
seien die Regularitätsbedingungen erfüllt, so dassS undV quadratisch integrierbare Mar-
tingale sind. Falls diem × m-MatrizenMt, t ∈ [0, T ], mit Komponenten inR, definiert
durch

Mt = σtσ
⊤
t +

∫

Rd

γ(z)tγ(z)
⊤
t F

Z̄(dz),

P -fast sicher nichtsingulär sind, ist die varianz-optimale Hedgingstrategie

(v∗0 , ϑ
∗) = arg min

(v0,ϑ)∈R×Θ

EP
[
(H − v0 − ϑ ··· ST )2]

gegeben durch

v∗0 = EP [H ] = V0, (1.58)

ϑ∗t = M−1
t

(
σtσ̃t +

∫

Rd

γ(z)tγ̃(z)t F
Z̄(dz)

)
1[0,τ ](t), t ∈ [0, T ]. (1.59)

BEWEIS. Vgl. Cont et al. (2005), Proposition 1. �

Betrachtet man nun beispielhaft erneut den eindimensionalen exponentiellen Lévy-Markt
aus Beispiel 1.22 und eine europäische Option mit zufälliger AuszahlungH = f(ST )

aus Beispiel 1.23, so liefert Proposition 1.24 die varianz-optimale Hedgingstrategie in der
Situation, dass die Option durch das Underlying abgesichert werden soll. Definiert man
Zx
t := x+ Zt und f̃(z) := f(ez), so gilt aufgrund der stationären Zuwächse vonZ, dass

g(t, x) := EP [f(S
(t,x)
T )] = EP [f̃(Z

ln(x)
T−t )]. (1.60)

Erfüllen die modifizierte Auszahlungsfunktioñf und die Modellparameter die Vorausset-
zungen der Propositionen 2 oder 3 in Cont et al. (2005), erhält man durch Einsetzen der
Dynamiken (1.52) und (1.56) (hier mitσ(t, x) =

√
cZx und γ(t, z, x) = (ez − 1)x) in
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Formel (1.59) die varianz-optimale Handelsstrategie im eindimensionalen, exponentiellen
Lévy-Modell für t ∈ [0, T ] in der Form

ϑ∗t =
cZD2g(t, St−) + 1

St−

∫
R

(ez − 1) (g(t, St−e
z) − g(t, St−)) FZ(dz)

cZ +
∫

R
(ez − 1)2 FZ(dz)

. (1.61)

Springt der RenditeprozessZ nicht, stimmt die varianz-optimale Handelsstrategie mit der
klassischen Delta-Hedgingstrategie überein. Der Optionspreis, aufgefasst als Funktion der
Zeit und der Underlyingpreise, kann allgemein in Modellen mit Sprüngen als Viskositätslö-
sung (vgl. hierzu Cont & Tankov (2004), Abschnitt 12.2.4) einer parabolischen Integro-
Differentialgleichung beschrieben werden. Diese wird numerisch mittels der Methode fi-
niter Differenzen auf einem Gitter der Variablen Zeit und Underlyingpreis bestimmt. So-
mit können auch Ableitungen und Integrale der Optionspreise numerisch berechnet werden,
so dass die optimale Handelsstrategie, zum Beispiel in der Form (1.61) im exponentiel-
len Lévy-Modell, ausgewertet werden kann. Hinsichtlich der numerischen Details, wie zum
Beispiel verwendeter Algorithmus oder theoretische Untersuchungen von Konsistenz, Sta-
bilität und Konvergenz und Fehlerabschätzungen, sei aufdie Arbeiten von Cont & Voltch-
kova (2005) und Cont et al. (2006) verwiesen. Da die Preisinformation des zu hedgenden
Derivats vollständig auf dem zugrunde liegenden Gitter berechnet wird, ist es möglich, den
minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler zu simulieren. Dennoch ist der Aufwand
im Vergleich zur numerischen Auswertung von Integralen sehr hoch. Durch das Hinzufügen
zusätzlicher, nicht handelbarer Faktoren, kann der allgemeine Modellrahmen dahingehend
erweitert werden, dass z.B. stochastische Volatilität mit abgebildet werden kann. Füřm ∈ N

werden diese nicht handelbaren Faktoren durch einenRm̌-wertigen ProzesšS modelliert, so
dass der erweiterte Zustandsprozess(S, Š) Markowsch ist:

St = S0 +

∫ t

0

σ(s, Ss−, Šs−) dWs +

∫

[0,t]×Rd

γ(s, z, Ss−, Šs−) (µZ̄ − νZ̄)(d(s, z)),

Št = Š0 +

∫ t

0

δ̌(s, Ss−, Šs−) ds+

∫ t

0

σ̌(s, Ss−, Šs−) dWs

+

∫

[0,t]×{z∈Rd:‖z‖≤1}
γ̌(s, z, Ss−, Šs−) (µZ̄ − νZ̄)(d(s, z))

+

∫

[0,t]×{z∈Rd:‖z‖>1}
γ̌(s, z, Ss−, Šs−)µZ̄(d(s, z)).

Da die Faktoren nicht handelbar sind, mussŠ nicht notwendigerweise ein Martingal sein.

Beispiel 1.25Beispielhaft betrachte man das Volatilitätsmodell von Barndorff-Nielsen &
Shephard (2001b). In diesem ist der RenditeprozessZ dem im Black-Scholes-Modell sehr
ähnlich. Allerdings wird die Volatilität stochastisch modelliert. Die quadrierte Volatilitäty
wird durch einen Lévy-getriebenen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess abgebildet:

Zt =

∫ t

0

(ξ + δys−) ds+

∫ t

0

√
ys− dWs + ̺zt, (1.62)

yt = y0 − λ

∫ t

0

ys− ds+ zt, (1.63)
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wobeiλ, y0 > 0, ̺ ≤ 0, ξ undδ Konstanten sind,W einenR-wertigen Standard-Wiener-
Prozess bezeichnet undz einen Subordinator, d.h. einen Lévy-Prozess ohne Brownschen
Anteil, mit nichtnegativer Drift und ausschließlich positiven Sprüngen. Zwischen den posi-
tiven Sprüngen beobachtet man ein exponentielles Vergessen dieser Impulse. Da der Subor-
dinator automatisch unabhängig von dem Standard-Wiener-Prozess ist, wird der Leverage-
Effekt über den Term̺ zt modelliert. Der Renditeprozess springt also nur dann, wenndie
Volatilität springt. Im Martingalfall müssenξ = −ψz(̺) und δ = −1

2
gelten. Analog zu

Beispiel 1.22 deduziert man die Dynamik des UnderlyingpreisprozessesS = S0e
Z in der

Form

St = S0 +

∫ t

0

√
ys−Ss− dWs +

∫

[0,t]×R+

(e̺x − 1)Ss− (µz − νz) (d(s, x)). (1.64)

Die Voraussetzung ∫ ∞

1

exp

{(
2̺+

1

λ

)
x

}
F z(dx) <∞

ist hinreichend dafür, dass der PreisprozessS des Underlyings im Martingalfall quadratisch
integrierbar ist. Man betrachte nun erneut die Situation, dass eine europäische Standard-
option, deren Underlying einen Preisprozess aufweist, derdurch das Modell von Barndorff-
Nielsen & Shephard (2001b) spezifiziert ist, durch Handeln mit dem Underlying abgesichert
werden soll. Aufgrund der Markow’schen Struktur des Prozesses(S, y) ist der PreisVt der
Option mit Auszahlungsfunktionf und FälligkeitT eine deterministische Funktioñg der
Zeit t, des UnderlyingpreisesSt und der quadrierten Volatilitätyt:

Vt = EP [f(ST )|Ft] = g̃(t, St, yt). (1.65)

Da V ein Martingal ist, kann man sich, wie oben in der Situation exponentieller Lévy-
Modelle, mittels eines Itô-Arguments unter Vernachlässigung von Differenzierbarkeits- und
Integrierbarkeitsbedingungen überlegen, dass die Dynamik von V hier gegeben ist durch

Vt = V0 +

∫ t

0

√
ys−Ss−D2g̃(s, Ss−, ys−) dWs

+

∫

[0,t]×R+

(g̃(s, Ss−e
̺x, ys− + x) − g̃(s, Ss−, ys−)) (µz − νz)(d(s, x)) (1.66)

Mit Proposition 1.24 folgt dann die varianz-optimale Handelsstrategie:

ϑ∗t =
1

yt− +
∫∞
0

(e̺x − 1)2 F z(dx)

(
yt−D2g̃(t, St−, yt−)

+
1

St−

∫ ∞

0

(e̺x − 1) (g̃(t, St−e
̺x, yt− + x) − g̃(t, St−, yt−)) F z(dx)

)
. (1.67)

Hierbei wird die Funktioñg numerisch auf einem dreidimensionalen Gitter der Zeit sowie
der verschiedenen Underlyingpreise und Werte der quadrierten Volatilität als Lösung einer
partiellen Integro-Differentialgleichung mittels der Methode finiter Differenzen bestimmt,
so dass auch Ableitungen von und Integrale überg̃ und damit auch die optimale Strategie
numerisch ausgewertet werden können. �
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Im Gegensatz zu den anderen Arbeiten über quadratisches Hedging erlaubt der Ansatz von
Cont et al. (2005) die Absicherung pfadabhängiger Optionen, wie zum Beispiel Barriereop-
tionen oder asiatische Optionen, was darauf zurückzuführen ist, dass die Preisprozesse der
zu hedgenden Instrumente von vornherein numerisch bestimmt werden. Der Ansatz der vor-
liegenden Arbeit ist dagegen auf eine Integraldarstellungdes Preisprozesses des zu hedgen-
den Instruments angewiesen, die jedoch für allgemeine pfadabhängige Optionen nicht exi-
stiert, vgl. Annahme 1.20. Dafür sind die Lösungsformelnhier expliziter und die Numerik
wird nur im Nachhinein rudimentär zum Auswerten von Integralen benötigt. Insbesondere
bei der optimalen Handelsstrategie wird dieser Unterschied offensichtlich: in der vorliegen-
den Arbeit muss lediglich ein Integral über eine in geschlossener Form vorliegende Funktion
bestimmt werden. Dies ist zwar meist nur numerisch möglich, ist aber wesentlich einfacher
als die Auswertung der entsprechenden Formel von Cont et al.(2005), bei der ebenfalls ein
Integral numerisch bestimmt werden muss, bei dem aber der Integrand an jeder Stützstelle
der numerischen Integration seinerseits numerisch auf derGrundlage einer diskretisierten
partiellen Integro-Differentialgleichung ermittelt werden muss. Ferner muss dort eine Ab-
leitung einer nur numerisch vorliegenden Funktion numerisch berechnet werden. Können
Cont et al. (2005) den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler lediglich durch Si-
mulation quantifizieren, so wird in der vorliegenden Arbeiteine semiexplizite Darstellung
dieser Größe in Form eines Mehrfachintegrals angegeben. Eine Besonderheit von Cont et al.
(2005) liegt noch darin, dass zur Absicherung nicht nur das Underlying herangezogen wer-
den kann, sondern auch ein Portfolio handelbarer Finanzgüter, das einen Preisprozess der
Form (1.51) aufweist. Cont et al. (2005) bemerken, dass gerade beim quadratischen Hed-
gen exotischer Optionen, aber auch in der Situation zu hedgender Standardoptionen, das
Risiko durch Absicherungsstrategien, die alleinig auf demUnderlying beruhen, nicht son-
derlich stark reduziert werden könne, wohingegen das Hedgen mit europäischen Standard-
optionen, die die gleiche Laufzeit haben wie die zu hedgendeOption, in Kombination mit
den Basisgütern zu einem wesentlich geringeren Restrisiko führe. Man sollte aber auch an-
merken, dass durch Aufnahme weiterer Handelsgüter sich der unvollständige Markt immer
stärker einem vollständigen Markt annähert, infolgedessen der Hedgefehler natürlich ent-
sprechend kleiner wird. Zusammenfassend lässt sich sagen, dass der Ansatz von Cont et al.
(2005) anwendbar ist auf die affinen stochastischen Volatilitätsmodelle, die im Rahmen der
vorliegenden Arbeit vor dem Hintergrund des Problems quadratischen Hedgens behandelt
werden. Deren Arbeit ist insofern allgemeiner, als auch pfadabhängige Optionen gehedgt
werden können und dies nicht allein mittels des Underlyings, sondern auch mit weiteren
Handelsgütern, wie zum Beispiel Standardoptionen. Dass dies möglich ist, liegt daran, dass
von vornherein mehr Numerik investiert wird - die Preisprozesse der zu hedgenden Derivate
sind nur numerisch als Lösung einer diskretisierten partiellen Integro-Differentialgleichung
im Rechner verfügbar. Die vorliegende Arbeit zielt aber auf möglichst explizite Lösungs-
formeln, die effizienter ausgewertet werden können, investiert dafür mehr in die Stochastik
als in die Numerik. Im Gegensatz zu Cont et al. (2005), die denHedgefehler nur simulie-
ren können, wird hier eine Integraldarstellung für den minimalen erwarteten quadratischen
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Hedgefehler hergeleitet. Beide Ansätze führen zwar am Ende zu den gewünschten Zahlen,
jedoch methodisch auf sehr unterschiedlichen Wegen, wobeider Vorteil der semiexpliziten
Lösungsformeln in dieser Arbeit darin besteht, dass die numerische Auswertung einfacher
und schneller verläuft, insbesondere bei der varianz-optimalen Handelsstrategie, aber auch
beim minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler, für den in dieser Arbeit überhaupt
eine Formel angegeben wird, wohingegen Cont et al. (2005) diesen nur durch Simulation
bestimmen können.

Im nächsten Schritt werden die unterschiedlichen Möglichkeiten aufgezeigt, die Volati-
lität in einem zeitstetigen Modell stochastisch zu modellieren. Es werden einige bekannte
Beispiele für stochastische Volatilitätsmodelle vorgestellt, wobei festgestellt wird, dass die-
se alle, in einem noch zu definierenden Sinn, vgl. hierzu an dieser Stelle Duffie et al. (2003),
affin sind. Grob gesprochen, werden die Modelle affin genannt, wenn die gemeinsame be-
dingte charakteristische Funktion von Log-Rendite und quadrierter Volatilität exponentiell
affin ist in Log-Rendite und quadrierter Volatilität, ausgewertet zu dem Zeitpunkt, auf den
bedingt wird, oder wenn die Komponenten der gemeinsamen integralen Charakteristik der
Log-Rendite und der quadrierten Volatilität affin in der integrierten, quadrierten Volatilität
sind. Die affine Struktur garantiert, dass man eine Lösung für das Hedgeproblem in Inte-
gralform finden kann, wobei die Integranden in den meisten F¨allen in geschlossener Form
vorliegen.

1.4 Affine stochastische Volatiliẗatsmodelle

Bei der einleitenden Diskussion der Vor- und Nachteile des Black-Scholes-Modells ist be-
reits auf die Notwendigkeit hingewiesen worden, die Volatilität stochastisch zu modellie-
ren. Cont & Tankov (2004), Kapitel 15, weisen übrigens darauf hin, dass nicht das starke
Schwanken der quadratischen Variation historischer Kursdaten Indiz für das Vorhandensein
stochastischer Volatilität ist, da dieses Phänomen bereits allein mit dem Vorhandensein von
Sprüngen erklärt werden könne. Der Hauptgrund für die Einführung von stochastischer Vo-
latilität sei die Abhängigkeitsstruktur in den Zuwächsen der Kursdaten. Die Volatilität kann
als ein Maß für die Marktaktivität aufgefasst werden. Diese ist wiederum entweder messbar
in Form der über die Zeit schwankenden Größe der Kursänderungen oder in Form der Ge-
schwindigkeit der Kursänderungen, d.h. der Anzahl der abgeschlossenen Handelskontrakte
pro Zeiteinheit. Somit ergibt sich eine grobe Einteilung stochastischer Volatilitätsmodelle
in zwei Klassen. Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, sind alle Prozesse in den
folgenden Modellen eindimensional zu verstehen.

Zur ersten Klasse gehören die Modelle, bei denen, ausgehend vom Black-Scholes-Modell,
in welchem die Log-Rendite Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dZt =

(
µ− 1

2
σ2

)
dt+ σdWt (1.68)
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ist, der Volatilitätsparameterσ durch eine zusätzliche, zufällige Einflussgröße stochastisch
als Prozess modelliert wird. Damit die Drift des Underlyingpreisprozesses ebenfalls vom
Niveau der stochastischen Volatilität abhängen kann, wird die stochastische Differential-
gleichung (1.68) manchmal noch um einen weiteren Parameterδ ∈ R erweitert:

dZt =
(
µ+ δσ2

)
dt+ σdWt. (1.69)

Im Rahmen des vorliegenden Martingalfalls ist dieser Parameter jedoch stets a priori eindeu-
tig festgelegt. Wird der Volatilitätsparameter nicht mittels einer zusätzlichen stochastischen
Einflussgröße spezifiziert, sondern als Funktion vergangener Renditen, erhält man die so-
genannten ARCH-Modelle (ARCH steht fürautoregressive conditional heteroscedasticity),
vgl. Engle (1982), und als Erweiterung davon die GARCH-Modelle (GARCH steht fürge-
neralizedARCH), vgl. Bollerslev (1986), aus der̈Okonometrie. Diese begegnen, wie die
klassischen stochastischen Volatilitätsmodelle auch, der Kritik am Black-Scholes-Modell,
indem sie zum Beispiel Volatilitäts-Cluster abbilden undVerteilungen der Renditen impli-
zieren, die semi-schwere Tails aufweisen. Der Leverage-Effekt wird dahingehend in sehr
extremer Form berücksichtigt, dassÄnderungen in der Volatilität allein durcḧAnderungen
des Underlyingpreises hervorgerufen werden. Da die ARCH- und GARCH-Modelle zeitdis-
kret sind, werden sie im Rahmen dieser Arbeit ausgeklammert. Eine zeitstetige Erweiterung
eines GARCH(1,1)-Modells wird von Klüppelberg et al. (2004) vorgeschlagen, allerdings
weist diese Erweiterung nicht die für diese Arbeit grundlegende affine Struktur auf. Kallsen
& Taqqu (1998) betrachten ebenfalls zeitstetige Erweiterungen von ARCH- und GARCH-
Modellen, die allerdings vollständig sind, und geben darin Optionspreise und replizierende
Handelsstrategien an. Das erste klassische stochastischeVolatilitätsmodell ist von Hull &
White (1987) entwickelt worden. Dort wird der Volatilitätsparameterσ, auch alslokale Vo-
latilit ätbezeichnet, in (1.68) durchσt =

√
yt ersetzt, wobei die quadrierte (lokale) Volatilität

y = (yt)t∈[0,T ] mittels einer geometrischen Brownschen Bewegung modelliert wird:

dyt = κytdt+ αytdW̃t. (1.70)

Dabei sindκ ∈ R, α ≥ 0 konstant, und̃W steht für eine Standard-Brownsche Bewegung,
die mitW konstant korreliert sei. Die geometrische Brownsche Bewegung ist zwar posi-
tiv, weist aber keinMean-Reverting-Verhaltenauf. Das Mean-Reverting-Verhalten führt im
Allgemeinen zu realistischen Eigenschaften der impliziten Volatilität als Funktion über die
Zeit. Zudem ist dieses Modell nicht affin in(y, Z), infolgedessen es im weiteren Verlauf
nicht weiter betrachtet wird. Um das Modell analytisch handhaben zu können, müssen Hull
& White (1987) voraussetzen, dass der Marktpreis des Risikos der Volatilität Null ist, d.h.
dass das Volatilitätsrisiko ausschließlich spezifisch ist. Hull & White (1987) geben dann
in der Situation, dass die quadrierte Volatilität und der Prozess der Log-Renditen unkor-
reliert sind, eine Preisformel für eine europäische Call-Option an. Der Call-Optionspreis
entspricht dem Black-Scholes-Preis des Calls, gemittelt ¨uber die quadrierten Volatilitäten.
Stein & Stein (1991) ersetzen den Volatilitätsparameter in (1.68) durch einen Gauss’schen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozessσ = (σt)t∈[0,T ]:

dσt = κ(η − σt)dt+ αdW̃t. (1.71)
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Dabei sind die lokale Volatilitätα ≥ 0 des Volatilitätsprozesses, dieMean-Reversion-Rate
κ > 0, diese steht für die Geschwindigkeit, wie schnell der Prozess zumMean-Reversion-
Niveauη zurückgezogen wird, und dasMean-Reversion-Niveauη ≥ 0 konstant. DasMean-
Reversion-Niveauist das Langzeitmittel vonσt:

lim
t→∞

EP [σt] = η. (1.72)

Die Brownschen BewegungenW undW̃ können zudem konstant korreliert sein mit Korre-
lation̺, wovon Stein & Stein (1991) ursprünglich aber nicht ausgehen. Im Gegensatz zum
Ansatz von Hull & White (1987) weist zwar hier der lokale Volatilitätsprozess einMean-
Reverting-Verhaltenauf, dafür kann die lokale Volatilität negativ werden, was bisweilen
als Nachteil angesehen wird, vgl. z.B. Cont & Tankov (2004),Abschnitt 15.1, obwohl die
lokale Volatilität nicht als Standardabweichung zu verstehen ist, wenn sie nicht als deter-
ministischer Prozess modelliert wird. Kritisch anzumerken ist, dass das Modell von Stein
& Stein (1991) nicht affin in(σ2, Z) ist. Kallsen (2006) weist aber darauf hin, dass eine
affine Struktur in(σ, σ2, Z) vorliegt. Dennoch fällt das Modell von Stein & Stein (1991)
nicht in den allgemeinen Rahmen affiner stochastischer Volatilitätsmodelle, der in der vor-
liegenden Arbeit betrachtet wird. Stein & Stein (1991) leiten im unkorrelierten Fall mit Hilfe
der Inversionsformel für Fouriertransformierte eine explizite Formel für die Verteilung des
Underlyingkurses zu einem bestimmten zukünftigen Zeitpunkt, bedingt auf den heutigen
Informationsstand, her. Explizit bedeutet hier geschlossen bis auf ein eindimensionales In-
tegral. Diese bedingte Verteilung wird benutzt, um europäische Optionen zu bewerten. Im
Folgenden werden drei Modelle vorgestellt, die im Sinne dieser Arbeit affin sind und zur er-
sten Klasse stochastischer Volatilitätsmodelle gehören, bei denen der Volatilitätsparameter
σ in (1.68) durch einen stochastischen Volatilitätsprozess ersetzt wird.

1.4.1 Das Modell von Heston (1993)

Im Modell von Heston (1993) wird der quadrierte Volatilitätsprozessy = (yt)t∈[0,T ] durch
eine Quadratwurzel-Diffusion abgebildet:

Zt =

∫ t

0

(µ+ δys) ds+

∫ t

0

√
ys dWs, (1.73)

dyt = κ(η − yt)dt+ α
√
ytdW̃t. (1.74)

Dabei sei der Startwerty0 > 0, undκ, η > 0, α ≥ 0 sowieµ, δ ∈ R bezeichnen Kon-
stanten. Und wie in den obigen Modellen weisen die Standard-Wiener-ProzesseW undW̃
eine konstante Korrelation̺auf, wodurch der Leverage-Effekt berücksichtigt wird. ImGe-
gensatz zu den Modellen von Hull & White (1987) und Stein & Stein (1991) ist der Volati-
litätsprozessmean-revertingund nichtnegativ. Falls2κη ≥ α2 gilt, ist der Volatilitätsprozess
sogar strikt positiv. Andernfalls wirdy gelegentlich Null, doch zu diesen kritischen Zeit-
punkten reduziert sich die Dynamik (1.74) auf die positive Drift κηdt, so dass der Prozess
sofort wieder ins Positive gezogen wird. Hinsichtlich der Existenz und Eindeutigkeit der
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stochastischen Differentialgleichung (1.74) betrachte man Ikeda & Watanabe (1989), Bei-
spiel IV.8.2. Zudem sei auf Cox et al. (1985) verwiesen, die die Quadratwurzel-Diffusion
als erste in die Finanzmathematik zur Modellierung vonShort-Rateseingeführt haben. Die
Quadratwurzel-Diffusion wird daher auch synonym als CIR-Prozess bezeichnet. Die affi-
ne Struktur erlaubt es Heston (1993), im Rahmen dieses stochastischen Volatilitätsmodells
mit Hilfe der Fourier-Methode explizite Preisformeln füreuropäische Optionen herzulei-
ten, deren Auswertung einer eindimensionalen Integrationbedürfen. Insbesondere können
so implizite Volatilitäten bestimmt werden. Eine weiterewichtige Eigenschaft des vorlie-
genden Modells ist die, dass weder der Renditeprozess noch der Volatilitätsprozess Sprünge
besitzen. In Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.2, wird darauf hingewiesen, dass aufgrund
der Stetigkeit das Modell von Heston (1993) nicht in der Lageist, hinreichende Variabi-
lität und Asymmetrie in den kurzfristigen Renditen zu erzeugen, so dass der Skew-Effekt
bezüglich der entsprechenden kurzfristigen impliziten Volatilitäten nicht ausreichend erklärt
werden kann. Die stochastische Volatilität wirkt erst nach einer gewissen Zeit. Um die Struk-
tur der impliziten Volatilitäten im kurzfristigen Bereich besser erklären zu können, sollten
daher Sprünge mit in das Modell einbezogen werden. Es sei andieser Stelle angemerkt, dass
Modellaspekte, wie z.B. implizite Volatilitäten, eigentlich die Welt unter einem Preismaß,
nicht unter dem physikalischen Maß betreffen. Da aber der Preisprozess des Basisguts un-
ter dem physikalischen Maß ein (lokales) Martingal darstellt, kann das physikalische Maß
als (subjektives) Preismaß aufgefasst werden, auch wenn nicht klar ist, dass dieses mit dem
Marktmaß übereinstimmt. Daher werden bei der Diskussion der Modelle auch Aspekte dis-
kutiert, die im engeren Sinne nicht der physikalischen Weltzugehörig sind.

1.4.2 Das Modell von Bates (1996)

Bates (1996) erweitert das Modell von Heston (1993) dahingehend, dass er dem Rendite-
prozess einen zusammengesetzten Poisson-Prozessz der Form

zt =

Nt∑

k=1

Xk (1.75)

additiv hinzufügt:

Zt =

∫ t

0

(µ+ δys) ds+

∫ t

0

√
ys dWs + zt, (1.76)

dyt = κ(η − yt)dt+ α
√
ytdW̃t, (1.77)

wobeiN ein Poisson-Prozess mit Intensitäta ist und(Xk)k∈N∗ für eine Folge unabhängiger,
identisch mit Erwartungswertχ und Varianzξ2 normalverteilter Zufallsvariablen steht. Die
Sprunghöhen vonz, bedingt auf das Ereignis, dass tatsächlich ein Sprung vorliegt, sind also
mit diesen Parametern normalverteilt. Daz ein reiner Sprungprozess ist, istz automatisch
unabhängig von den Standard-Wiener-ProzessenW und W̃ . Das Lévy-Khintchine-Tripel
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des zusammengesetzten Poisson-Prozessesz ist gegeben durch

∂z =

(∫

R

h(x)F z(dx), 0, F z

)
mit F z(dx) =

a√
2πξ2

exp

{
−(x− χ)2

2ξ2

}
dx. (1.78)

Das Modell von Bates (1996) kann auch als Verallgemeinerungdes Sprung-Diffusions-
Modells von Merton (1976) aufgefasst werden. Es erweitert das Modell von Merton (1976)
nämlich gerade um die stochastische Volatilität in Form eines CIR-Prozesses. Analog zu
Heston (1993) leiten Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.2, die charakteristische Funk-
tion vonZt = ln

(
St

S0

)
in geschlossener Form her, was aufgrund der affinen Strukturdes

Modells möglich ist. Somit kann die Fourier-Methode von Carr & Madan (1999) benutzt
werden, um Optionspreise zu bestimmen. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.2., beto-
nen, dass die Sprünge des zusammengesetzten Poisson-Prozesses die Struktur der implizi-
ten Volatilitäten der kurzlebigen Optionen erklären können, wohingegen die stochastische
Volatilität und der durch die Korrelation der Standard-Wiener-Prozesse mitberücksichtigte
Leverage-Effekt zu einer realistischen impliziten Volatilitätsstruktur der länger laufenden
Optionen führen. Da der zusammengesetzte Poisson-Prozess und der stochastische Vola-
tilitätsprozess unabhängig sind, besteht die Möglichkeit, die Sprünge des Modells an die
Preise der Optionen mit kurzer Laufzeit und davon unabhängig die Parameter der stocha-
stischen Volatilität und den Korrelationsparameter an die Preise der Optionen mit längerer
Laufzeit anzupassen. Diese Art zu kalibrieren, ist zwar nicht optimal, führt aber zu plausi-
blen und realistischen Parametern, wohingegen eine simultane Kalibrierung aller Parameter
mittels einerKleinste-Quadrate-Methodemit einer nicht konvexen Zielfunktion einhergeht,
so dass man unter Umständen in einem lokalen Minimum mit unrealistischen und extremen
Parametern terminiert.

1.4.3 Das Modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b)

Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) schlagen ein Modell vor, bei dem der quadrierte sto-
chastische Volatilitätsprozess Sprünge aufweist. Anstelle eines CIR-Prozesses verwenden
sie einen Lévy-getriebenen Ornstein-Uhlenbeck-Prozesszur Modellierung der quadrierten
stochastischen Volatilität:

Zt =

∫ t

0

(µ+ δys−) ds+

∫ t

0

√
ys− dWs + ̺zt, (1.79)

dyt = κ(η − yt−)dt+ dzt. (1.80)

Dabei sindκ > 0, η ≥ 0 undµ, δ, ̺ reelle Konstanten,y0 ein positiver Startwert undz ein
Lévy-Prozess ohne Brownschen Anteil, mit nichtnegativerDrift und positiven Sprüngen,
vgl. auch Beispiel 1.25. Das Lévy-Khintchine-Tripel des Lévy-Treibersz ist von der Form
∂z = (κb̃z(h), 0, κF̃ z). Der Subordinatorz ist also automatisch unabhängig von dem Stan-
dard -Wiener-ProzessW , infolgedessen der Leverage-Effekt mittels des Terms̺zt in (1.79)
abgebildet wird. Der Parameterκ ist aus Gründen notationeller Kompatibilität zu Barndorff-
Nielsen & Shephard (2001b) in die Charakteristik vonz eingeführt worden. Diese model-
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lieren nämlichdzκt anstelle vondzt in (1.80) mit∂z = (b̃z(h), 0, F̃ z), da dann die Rand-
verteilung des Ornstein-Uhlenbeck-Prozessesy nicht von dem Parameterκ beeinflusst wird,
soferny stationär ist. Dann liegen die Dynamik und die Verteilung der quadrierten Volatilität
y getrennt parametrisiert vor, was mehr Flexibilität durchdie Wahl der Parameter impliziert.
Mithilfe der Regel der partiellen Integration zeigt man, dass

yt =
(
1 − e−κt

)
η + e−κty0 +

∫ t

0

e−κ(t−s) dzs (1.81)

Lösung der stochastischen Differentialgleichung (1.80)ist. Wegeny0 > 0 ist der Vola-
tilitätsprozess stets positiv. Zur Existenz eines stationären Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses
der Form (1.81) mit gegebenerselbst-zerlegbarer, eindimensionaler Randverteilung sei auf
Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), Satz 1, und auf Schoutens (2003), Bemerkung 5.2,
verwiesen. Dāz = (z̄t)t∈R+ , definiert durchz̄t := zt + κηt ein Lévy-Prozess mit Tripel
(κ(b̃z(h) + η), 0, κF̃ z) ist, kann Gleichung (1.80) zur Modellierung der quadrierten Volati-
lität ohne Beschränkung der Allgemeinheit durch

dyt = −κyt−dt+ dzt. (1.82)

ersetzt werden.

Definition 1.26 Seim ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf demRd. Es wirdselbst-zerlegbar
genannt, falls zu jedemc > 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaßmc existiert mit

m̂(u) = m̂(c−1u)m̂c(u), u ∈ Rd, (1.83)

wobeim̂ undm̂c die Fouriertransformierten vonm bzw.mc bezeichnen.

Man beachte, dass jede selbst-zerlegbare Verteilung auchunendlich teilbarist, vgl. Sato
(1999), Proposition 15.5. Zu jedem Lévy-Khintchine-Tripel existiert eine unendlich teilbare
Verteilung, und umgekehrt. Der nächste Satz liefert hinreichende und notwenige Bedingun-
gen dafür, wann eine unendlich teilbare Verteilung selbst-zerlegbar ist.

Satz 1.27SeiF das Ĺevy-Maß einer unendlich teilbaren Verteilungm auf R. Dann sind
äquivalent:

(i) m ist selbst-zerlegbar.

(ii) Die FunktionenR+ ∋ s 7→ F ((−∞,−es]), R+ ∋ s 7→ F ([es,∞)) sind konvex.

(iii) Das Lévy-MaßF hat eine Ĺevy-Dichteϕ, d.h.F (dx) = ϕ(x)dx, derart, dass die
Abbildungx 7→ |x|ϕ(x) auf (−∞, 0) wachsend und auf(0,∞) fallend ist.

Falls ϕ differenzierbar ist, kann die notwendige und hinreichendeBedingung (ii) auch in
der Form

ϕ(x) + xD1ϕ(x) ≤ 0, x 6= 0, (1.84)

geschrieben werden, wobeiD1 den Ableitungsoperator bezeichnet.
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BEWEIS. Vgl. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001a), Satz 4.1. �

Dieser Satz ist insofern wichtig, als zu einer gegebenen eindimensionalen Verteilung
D genau dann ein stationärer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (OU-Prozess) der Form (1.81)
existiert mit eindimensionaler RandverteilungD, wennD selbst-zerlegbar ist. Ein solcher
Prozess wird dann auch alsD-OU-Prozess bezeichnet. Die Stationarität vony besagt hier,
dassyt für jedest > 0 die VerteilungD besitzt, soferny0 gemäßD verteilt ist. Da im
Rahmen dieser ArbeitF0 als trivial angenommen wird, schwächt sich die Stationarität da-
hingehend ab, dassyt in Verteilung fürt gegen Unendlich gegenD geht. BezeichnetψD die
kumulantenerzeugende Funktion der selbst-zerlegbaren VerteilungD, definiert durch

∫ ∞

0

euxD(dx) = eψ
D(u),

so liefert

ψz̃(u) = uD1ψ
D(u) (1.85)

den Zusammenhang zur kumulantenerzeugenden Funktion des modifizierten Subordinators
z̃ := κ−1z. Ist die DichteϕD des Lévy-Maßes der selbst-zerlegbaren VerteilungD differen-
zierbar, ist das Lévy-Maß des modifizierten Subordinatorsz̃ gegeben durch

F z̃(dx) = F̃ z(dx) = −ϕD(x) − xD1ϕ
D(x), (1.86)

vgl. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b), Abschnitte 2.1und 2.2. Da das stochastische
Volatilitätsmodell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) ebenfalls affin ist, kann man

erneut die charakteristische Funktion der Log-RenditenZt = ln
(
St

S0

)
explizit berechnen

und damit mittels der Fourier-Methode von Carr & Madan (1999) Optionspreise bestim-
men. Cont & Tankov (2004), Beispiel 15.2, weisen auf die zentrale Rolle des Korrelations-
koeffizienten̺ im Modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) hin. DerRenditepro-
zess springt nur dann, wenn der quadrierte Volatilitätsprozess einen Sprung aufweist. Diese
Sprünge werden mit dem Parameter̺ skaliert, infolgedessen dieser die Intensität desSmile-
Effektsfestlegt. Gleichzeitig beschreibt er die Korrelation zwischen Rendite- und quadrier-
tem Volatilitätsprozess, die die Asymmetrie desSmiles, d.h. den sogenanntenSkew-Effekt
für alle Laufzeiten festlegt. Entweder sind also dieSmilesstark ausgeprägt und gleichzei-
tig sehr asymmetrisch (im Fall̺ 6= 0) oder dieSmilessind äußerst flach und symmetrisch
(im Fall ̺ = 0). Durch diese eingeschränkte Flexibilität bei der Kalibrierung von Sprüngen
und Volatilität erzeugt man lediglich nicht hinreichend realistische implizite Volatilitäts-
strukturen. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) haben einen ähnlichen Effekt hinsicht-
lich der Autokorrelationsstruktur der Volatilität festgestellt. Diese wird nur unzureichend
von einem einzelnen OU-Prozess wiedergegeben. Die Idee istdaher, für unterschiedliche
Laufzeiten unterschiedliche OU-Prozesse heranzuziehen und diese als Bestandteil des Ren-
diteprozesses linear zu kombinieren. Dies führt zu dem sogenanntenSuperpositionsmodell
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von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b):

Zt =

∫ t

0

(µ+ δys−) ds+

∫ t

0

√
ys− dWs +

n∑

k=1

̺kz
(k)
t , (1.87)

yt =

n∑

k=1

αky
(k)
t , (1.88)

dy
(k)
t = κk(ηk − y

(k)
t− )dt+ dz

(k)
t , k = 1, . . . , n, (1.89)

mit Konstantenα1, . . . αn, η1, . . . ηn ≥ 0, κ1, . . . κn > 0,µ, δ und̺1, . . . ̺n, einem Standard-
Wiener-ProzessW und einemRn

+-wertigen Lévy-Prozessz = (z(1), . . . , z(n)), dessen Kom-
ponenten unabhängige Subordinatoren sind. Gemäß Kallsen (2006) ist das Superpositions-
modell affin in(y(1), . . . , y(n), y, Z). Das in Kapitel 3.1 folgende allgemeine affine stochasti-
sche Volatilitätsmodell kann dahingehend erweitert werden, dass auch das Superpositions-
modell ein Spezialfall davon ist. Das läuft darauf hinaus,dort die Dimension des quadrierten
Volatilitätsprozessesy zu erhöhen. Aus Gründen der Einfachheit und Klarheit sollaber in
dieser Arbeit darauf verzichtet werden. Es werden nur affinestochastische Volatilitätsmo-
delle mit eindimensionaler Volatilität betrachtet.

Im nächsten Abschnitt sollen nun noch Vertreter der zweiten Klasse von affinen sto-
chastischen Volatilitätsmodellen vorgestellt werden, bei denen die Marktaktivität in Form
der Geschwindigkeit von Kursänderungen gemessen wird. Der wesentliche Gedanke ist, die
Zeit stochastisch zu transformieren. In Zeiten hoher Volatilität und Marktaktivität läuft die
Zeit schneller, in Zeiten niedriger Volatilität entsprechend langsamer. Monroe (1978) hat
gezeigt, dass jedes Semimartingal als Brownsche Bewegung (unter Umständen auf einem
entsprechend erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum definiert) geschrieben werden kann, die
zu einer zufällig transformierten Zeit ausgewertet wird.Die transformierte Zeit wird auch als
Handelszeitaufgefasst. Anstatt die Zeit in Form von kalendarischen Zeiteinheiten zu erfas-
sen, wird sie in Form des kumulierten Transaktionsvolumensgemessen, vgl. Clark (1973).
Geman & Ané (1996) haben in einer empirischen Studie anhanddes S&P 500-Futures-Index
nachweisen können, dass die Eine-Minute-Renditen in höchstem Maße nicht-normal sind,
wohingegen die pro Handelseinheit gemessenen Renditen normalverteilt sind. Schoutens
(2003), Kapitel 7, motiviert die Zeittransformation im Kontext von stochastischen Volati-
litätsmodellen mit der Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewegung: WennW eine
Brownsche Bewegung ist, dann ist auch̃W = (W̃t)t≥0, definiert durch̃Wt = cWt/c2 , für je-
desc 6= 0 eine Brownsche Bewegung, d.h.Änderungen in der Skalierung können auch durch
Änderungen in der Zeit ausgedrückt werden. Für konstantesσ 6= 0 könnte man also in Ver-
teilung stattσW̃t auchW∫ t

0 σ
2 ds schreiben.̈Uberträgt man diese Tautologie formal ungenau

auf die Situation, in der der konstante Volatilitätsparameterσ durch einen stochastischen
Volatilitätsprozess der Form

√
y ersetzt wird, so entsprechen stochastischeÄnderungen der

Volatilität einer stochastischen Transformation der Zeit.
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1.4.4 Die Modelle von Carr et al. (2003)

Carr et al. (2003) gehen von Modellen aus, bei denen der Underlyingpreisprozess in der ri-
sikoneutralen Welt von der FormS = S0 exp{Z} ist, wobeiZ ein Lévy-Prozess ist, der nur
aus Sprüngen besteht. Der Fit der impliziten Volatilitäten bei fester Fälligkeit ist akzeptabel,
wohingegen dieser bei variabler Fälligkeit aufgrund der des Lévy-Prozess-Modells imma-
nenten Homogenität unzureichend ist. Carr et al. (2003) verfolgen daher das Ziel, diese Art
von Lévy-Modellen so zu erweitern, dass die zeitliche Inhomogenität der impliziten Volati-
litäten besser abgebildet wird. Gleichzeitig sollen diese Modelle die u.a. von Engle (1982),
Heston (1993), Bates (1996) und Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) empirisch nachge-
wiesenen Volatilitätscluster und stochastische Volatilität berücksichtigen. Hier muss ange-
merkt werden, dass Carr et al. (2003) Argumente der risikoneutralen Welt und Argumente
der wirklichen Welt miteinander vermengen. Wie in der vorliegenden Einleitung kann die-
se Vermengung dahingehend im weiteren Sinne bereinigt werden, dass man annimmt, dass
S unterP ein (lokales) Martingal ist, vgl. Annahme 1.9, undP als subjektives Preismaß
fungiert (obwohl nicht klar ist, dass dieses mit dem Marktmaß übereinstimmt). Cont & Tan-
kov (2004), Abschnitt 15.5, bemerken, dass bei Modellen mitLévy-Prozessen mit endlicher
Aktivität es realistischer sei, wenn man den Lévy-Prozess um eine Diffusionskomponente
erweitert. Im Folgenden wird daher von Lévy-Prozessen mitSprüngen und optionaler Dif-
fusionskomponente ausgegangen. Die kalendarische Zeit zeichnet sich dadurch aus, dass
sie stetig voranschreitet. Modelliert man nun die Handelszeit Y = (Yt)t∈R+ in Form einer
Zeittransformation, so sollte diese ebenfalls diese Eigenschaften besitzen. Eine Möglich-
keit, dies zu gewährleisten, besteht darin, die Handelszeit als Zeitintegral eines positiven
stochastischen Prozesses abzubilden:

Yt =

∫ t

0

ys− ds. (1.90)

Dabei sind der CIR-Prozess (1.74) und der Lévy-getriebeneOU-Prozess (1.80) zwei kano-
nische Kandidaten zur Modellierung vony, da diese fast sicher strikt positiv sind. Fasst man
Y als kumuliertes Handelsvolumen auf, gemessen in Transaktionen, so kanny als Handels-
intensität bzw. momentane Handelsaktivität, gemessen in Transaktionen pro kalendarischer
Zeiteinheit, interpretiert werden. Durch die zufällige Zeittransformation wird die Volatilität
stochastisch abgebildet. Zudem werden Volatilitätscluster aufgrund der Mean-Reverting-
Eigenschaft des Handelsintensitätsprozesses wiedergegeben. Das integrierte CIR-Zeittrans-
formationsmodell von Carr et al. (2003) ist gegeben durch

Zt = XYt + ̺(yt − y0) + µt, (1.91)

dYt = ytdt, (1.92)

dyt = κ(η − yt)dt+ α
√
ytdWt, (1.93)

wobei y0, κ, η > 0, α ≥ 0 und µ, ̺ ∈ R als konstant angenommen werden.Über den
Lévy-ProzessX, der unabhängig vom Standard-Wiener-ProzessW sei, werden Sprünge
im Aktienkursverlauf erklärt. Da der Lévy-ProzessX und der Standard-Wiener-ProzessW
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auf unterschiedlichen Zeitskalen leben, kann der Leverage-Effekt nicht dadurch abgebildet
werden, dass manX undW abhängig modelliert. Daher führt man in der Modellierungder
Log-RenditeZt den Term̺(yt − y0) ein. Das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell
kann als Verallgemeinerung des Modells von Heston (1993) aufgefasst werden, wie man
später sehen wird. Wählt manX als Wiener-Prozess mit entsprechender Drift und Diffusi-
onskomponente, erhält man die Dynamik des Modells von Heston (1993) bis auf eine Re-
skalierung der quadrierten Volatilitäty. Alternativ kann der Handelsintensitätsprozess auch
mittels eines Lévy-getriebenen OU-Prozesses (1.80) abgebildet werden, was dem integrier-
ten OU-Zeittransformationsmodell entspricht:

Zt = XYt + ̺zt + µt, (1.94)

dYt = yt−dt, (1.95)

dyt = −κyt−dt+ dzt, (1.96)

wobei der Subordinatorz mit Tripel (κb̃z(h), 0, κF̃ z) unabhängig vom Lévy-ProzessX sei,
undµ, κ und̺ reelle Konstanten bezeichnen. Der Term̺zt bildet den Leverage-Effekt ab.
Wie im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell wird diesbezüglich ein solcher zusätz-
licher Ausdruck benötigt, da die Lévy-ProzesseX und z auf unterschiedlichen Zeitskalen
leben. Wählt man hierX als Brownsche Bewegung mit geeigneter Drift und Diffusionskom-
ponente, so reduziert sich die Dynamik des integrierten OU-Zeittransformationsmodells auf
die Dynamik des Modells von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b). Man beachte, dass
die Abhängigkeitsstruktur von Kursänderungen undÄnderungen in der Volatilität sehr spe-
ziell ist im vorliegenden Modell: ein Sprung∆zt in der Handelsaktivität führt exakt zu einer
Änderung der Log-RenditeZt in Höhe von̺∆zt. Kallsen (2006), vgl. Abschnitt 4.7, hat
das Modell dahingehend verallgemeinert, dass die Höhe derÄnderung der Log-Rendite bei
einem Sprung der Handelsaktivität variabler und der Leverage somit flexibler ist. Die Idee
ist, einen dritten Lévy-Prozess̃X einzuführen derart, dassX, X̃ und z unabhängig sind,
den Lévy-Prozess̃X mittels z zu subordinieren im Sinne von Bochner (1949), vgl. dies-
bezüglich auch Sato (1999), Kapitel 6, und den Leverage-Term ̺z durch den subordinierten
ProzessX̃z, der wieder ein Lévy-Prozess ist, zu ersetzen:

Zt = XYt + X̃zt + µt, (1.97)

dYt = yt−dt, (1.98)

dyt = κ(η − yt−)dt+ dzt, (1.99)

wobeiκ, η > 0 undµ ∈ R Konstanten bezeichnen. Hierbei wird angenommen, dass der
Subordinatorz Summe seiner Sprünge ist, d.h. dass das Lévy-Khintchine-Tripel vonz von
der Form(κb̃z(h), 0, κF̃ z) ist mit b̃z(h) =

∫
R+
h(x) F̃ z(dx). Der Lévy-Prozess̃Xz ändert

sich zwar nur dann, wenn sichz verändert, doch ist die Höhe der InkrementeX̃zt−X̃zs nicht
notwendigerweise perfekt korreliert mit der Höhe der Inkrementezt− zs für 0 ≤ s < t. Die
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Korrelation der Inkremente ist gegeben durch

korP [X̃zt − X̃zs, zt − zs]

= korP [X̃zt−s
, zt−s] =

EP [X̃1]
√

varP [z1]√
E2
P [X̃1]varP [z1] + varP [X̃1]EP [z1]

, (1.100)

wobei X̃1, z1 ∈ L2 unterstellt wird. Der Spezialfall̃Xt = ̺t, t ≥ 0, entspricht dabei wie-
der dem klassischen integrierten OU-Zeittransformationsmodell, in demX̃zt − X̃zs und
zt − zs perfekt korreliert sind. Im Folgenden wird nur noch die Variante mit dem fle-
xiblen Leverageterm̃Xzt betrachtet, welche im Rahmen dieser Arbeit als integriertes OU-
Zeittransformationsmodell bezeichnet wird. Man beachte,dass in Gleichung (1.99) die Ein-
führung des Mean-Reverting-Niveausη Sinn macht, da die zugehörige Drift aufgrund der
Einschränkung, dass der Subordinator Summe seiner Sprünge ist, nicht Bestandteil des Sub-
ordinators sein kann. Das Modell (1.97) - (1.99) ist somit eine echte Verallgemeinerung der
ursprünglichen Version (1.94) - (1.96) von Carr et al. (2003). In der Praxis ist lediglich der
Preisprozess beobachtbar, so dass es plausibel ist, dass die zugrunde liegende Filtrierung
vom PreisprozessS bzw. äquivalent dazu von dem Prozess der Log-RenditenZ erzeugt
wird. Aufgrund der Stetigkeit der ZeittransformationY ist es möglich, die kumulierte Han-
delszeitY und die Handelsaktivitäty vom Pfad der Log-RenditenZ zu rekonstruieren,
falls der Lévy-ProzessX nicht gerade ein zusammengesetzter Poisson-Prozess ist, d.h. die
Handelsaktivität, die Entsprechung der quadrierten Volatilität, ist an die kanonische Filtrie-
rung des Prozesses der Log-RenditenZ adaptiert, vgl. Winkel (2001), Satz 1, und Kall-
sen (2006), Abschnitt 4.8. Sowohl in den allgemeinen Zeittransformationsmodellen, bei
denen der Lévy-ProzessX nicht näher spezifiziert wird, als auch im allgemeinen affinen
stochastischen Volatilitätsmodell wird man jedoch später fordern müssen, dass die Filtrie-
rung von der Handelsaktivitäty und den Log-RenditenZ erzeugt wird. Da die betrachte-
ten Zeittransformationsmodelle affin sind und man in diesendie charakteristische Funktion
der Log-Renditen explizit bestimmen kann, können auch hier mittels der Fourier-Methode
Optionspreise berechnet werden. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.5, bemerken, dass
die Verteilung der kumulierten Handelszeit im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell
der im integrierten OU-Zeittransformationsmodell sehr ähnlich ist, wenn der OU- und der
CIR-Prozess die gleiche Korrelationsstruktur und die gleiche stationäre Verteilung aufwei-
sen. Der CIR-Prozess besitzt eine Gamma-Verteilung als stationäre Verteilung (im abge-
schwächten Sinne, dassyt in Verteilung fürt gegen Unendlich gegen eine Gamma-Vertei-
lung geht, vgl. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.1.2), so dass der entsprechende OU-
Prozess ein Gamma-OU-Prozess sein sollte. DieÄhnlichkeit der Verteilungen der kumu-
lierten Handelszeiten ist insofern bemerkenswert, als dieTrajektorien des CIR-Prozesses
und des Gamma-OU-Prozesses sehr verschieden sind. Aufgrund der ähnlichen Verteilungen
der kumulierten Handelszeiten ähneln sich die implizitenVolatilitätsstrukturen im integrier-
ten CIR-Zeittransformationsmodell und im entsprechendenintegrierten OU-Zeittransforma-
tionsmodell. Eine Frage wird also auch sein, ob es, im Gegensatz zur Optionsbewertung,
beim varianz-optimalen Hedging sehr wohl einen Unterschied macht, ob man die Han-
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delsintensität mittels eines CIR-Prozesses oder mittelseines OU-Prozesses modelliert. Die
Zeittransformationsmodelle scheinen auf jeden Fall flexibler und allgemeiner zu sein als
die meisten stochastischen Volatilitätsmodelle der ersten Kategorie, bei denen der konstante
Volatilitätsparameter im Black-Scholes-Modell durch einen stochastischen Prozess ersetzt
wird. Die Zeittransformationsmodelle umfassen beispielsweise die affinen Modelle von He-
ston (1993) und Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) als Spezialfälle.

Nachdem nun die wichtigsten Beispiele für affine stochastische Volatilitätsmodelle vor-
gestellt wurden, die den Modellrahmen der Arbeit bilden, inwelchem das Problem des
varianz-optimalen Hedgens einer möglichst expliziten, numerisch leicht auswertbaren Lö-
sung zugeführt werden soll, wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels das gedankliche
Gerüst der Arbeit kurz skizziert.

1.5 Aufbau der Arbeit

Semimartingalcharakteristikensind aus dreierlei Gründen für die vorliegende Arbeit we-
sentlich. Sie fungieren als Beschreibungswerkzeug zur Definition des allgemeinen affinen
stochastischen Volatilitätsmodells und können in einemspeziellen Modell zu dem Zweck
herangezogen werden, zu entscheiden, ob dieses spezielle Modell affin ist. Zudem erweisen
sich die Charakteristiken als äußerst nützlich bei der Berechnung von Spitzklammerprozes-
sen, die wiederum zentral zur Bestimmung der GKW-Zerlegungund damit zur Lösung des
Problems varianz-optimalen Hedgens im Martingalfall sind, vgl. (1.24) - (1.26).

In Kapitel 2 werden die wichtigsten Definitionen und Sätze bezüglich Semimartingal-
charakteristiken zusammengestellt. Zur Definition der Semimartingalcharakteristik ist der
Begriff desKompensatorsgrundlegend. Allgemein und grob gesprochen ist der Kompen-
sator eines Prozesses zunächst etwas, das vorhersehbar ist und das die nicht notwendiger-
weise positive Abweichung dieses Prozesses von einem lokalen Martingal angibt. So ein
Objekt muss nicht zwingend für jeden Prozess existieren. Es werden zunächst die eindeutig
existierenden Kompensatoren von Spezialsemimartingalendefiniert. Zudem wird ein Kom-
pensatorbegriff für bestimmte Zufallsmaße eingeführt.Auf dieser Grundlage wird für jedes
Semimartingal die bis aufP -Nullmengen eindeutig existierendeintegrale Semimartingal-
charakteristikdefiniert. Im Anschluss daran wird auf eine Version dieser Charakteristik ein-
gegangen, die jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Ist die integrale Charakteristik
absolut stetig, was in den meisten Anwendungen der Fall ist,so existiert aber eine solche
bis aufP ⊗ λ-Nullmengen eindeutige Version, welche alsdifferentielle Semimartingalcha-
rakteristik bezeichnet wird. Diese Bezeichnung geht auf Kallsen (2006)zurück, vgl. dort
Abschnitt 2.Äquivalente Charakterisierungen integraler und differentieller Charakteristi-
ken werden angegeben. Diese suggerieren, dass differentielle Semimartingalcharakteristi-
ken dahingehend eine Art Verallgemeinerung von Lévy-Khintchine-Tripeln sind, dass diese
zusätzlich zufällig und zeitabhängig sind. Das Lévy-Khintchine-Tripel ist in der Tat gerade
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die differentielle Charakteristik des entsprechenden Lévy-Prozesses, und ein Semimartingal
ist genau dann ein Lévy-Prozess, wenn das Semimartingal eine deterministische und zeit-
lich konstante differentielle Charakteristik besitzt, wobei diese dann dem Lévy-Khintchine-
Tripel entspricht. In diesem Sinne kann die differentielleCharakteristik eines beliebigen
Semimartingals (mit absolut stetiger integraler Charakteristik) als lokales Lévy-Khintchine-
Tripel aufgefasst werden. Kallsen (2006) weist auf den analogen Zusammenhang zwischen
Ableitungen linearer und beliebiger deterministischer Funktionen hin. Ein weiterer zentra-
ler Satz wird angeführt, der die Verbindung zwischen Spitzklammerprozessen der Kompo-
nenten des lokal quadratisch integrierbaren lokalen Martingalanteils einesd-dimensionalen
lokal quadratisch integrierbaren Semimartingals und der integralen Charakteristik dieses
Semimartingals herstellt.

Die Klasse der Semimartingale ist stabil unter zahlreichenTransformationen. Beson-
ders relevant sind dabei in dieser Arbeit die Transformationen mittelsC2-Abbildungen und
stochastischer Integration sowie Zeittransformationen.Ferner zu nennen, aber in dieser Ar-
beit nicht von vordergründigem Interesse, sind die Transformationen mittels absolut stetiger
Maßwechsel, Stoppen und Lokalisieren. Es werden Regeln angegeben, welche Gestalt die
differentiellen Charakteristiken der transformierten Semimartingale besitzen. Diese Klas-
se von Rechenregeln bildet den sogenanntenSemimartingalcharakteristikenkalkül. Die Re-
chenregel, die die Charakteristik eines Semimartingals angibt, das aus einer Semimartingal-
transformation mittels einerC2-Abbildung hervorgeht, korrespondiert zu einer Itô-Formel
auf der Ebene von Charakteristiken. Die zentralen Prozessein dieser Arbeit sind der qua-
drierte Volatilitätsprozessy und der Log-Rendite-ProzessZ des Underlyings. Man beachte,
dass der PreisprozessV des zu hedgenden Derivats einer Linearkombination von Preispro-
zessen einfacher Derivate (im Sinne von Abschnitt 1.2) entspricht. Die Auszahlung eines
einfachen Derivats ist definitionsgemäß eine komplexe Potenz des Underlyingkurses zur
Fälligkeit, d.h. dieC-wertige Auszahlungsfunktion hat die Gestaltf(x) = xz, z ∈ C. Die
Auszahlungsstruktur ist gerade dergestalt, dass der zugehörige PreisprozessV (z) zu jedem
Zeitpunkt einer verallgemeinerten bedingten charakteristischen Funktion der Log-Rendite
an der Stellez entspricht. Aufgrund der affinen Struktur des zugrunde liegenden stochasti-
schen Volatilitätsmodells kann diese bedingte charakteristische Funktion analytisch berech-
net werden. Der resultierende PreisprozessV (z) ist eine deterministischeC2-Funktion der
quadrierten Volatilitäty und der Log-RenditeZ, infolgedessen auch hier die Prozessey und
Z wesentlich sind. Wie man anhand der Beispiele affiner Volatilitätsmodelle in Abschnitt
1.4 sehen kann, sind der quadrierte Volatilitätsprozessy und der Log-Rendite-ProzessZ
Transformationen von Lévy-Prozessen. Man beachte dabei,dass der Identitätsprozess auch
ein Lévy-Prozess ist. Die differentiellen Charakteristiken von Lévy-Prozessen, das sind ge-
rade die Lévy-Khintchine-Tripel, sind in der Regel bekannt. Diese Charakteristiken sind
zudem von besonders einfacher Gestalt, da sie deterministisch sind und nicht von der Zeit
abhängen. Ausgehend von diesen einfachen Charakteristiken kann die gemeinsame Charak-
teristik vony undZ mittels des Semimartingalcharakteristikenkalküls berechnet werden.
Dies ist bei der̈Uberprüfung, ob ein Modell affin ist, von großer Relevanz.
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In Kapitel 3 wird in Form der gemeinsamen absolut stetigen integralen Charakteristik von
quadrierter Volatilitäty und Log-RenditeZ dasallgemeine affine stochastische Volatilitäts-
modelleingeführt, das sowohl den Leverage-Effekt mitberücksichtigt als auch Sprünge im
Preisprozess des Underlyings und in der Volatilität zulässt. Ebenso schließt das allgemeine
Modell die Mean-Reverting-Eigenschaft der Volatilität mit ein, die für das Abbilden von
Volatilitätsclustern bedeutsam ist. Die differentielleCharakteristik des affinen Modells wird
durch zwei Lévy-Khintchine-TripelR2-wertiger Lévy-Prozesse erzeugt. Aufgrund der af-
finen Struktur kann diegemeinsame bedingte charakteristische Funktion von quadrierter
Volatilität und Log-Renditeangegeben werden, die eine exponentiell affine Gestalt in qua-
drierter Volatilität und Log-Rendite besitzt und die bestimmt werden kann, indem ein Sy-
stem verallgemeinerter Riccati-Differentialgleichungen gelöst wird. In diesem Zusammen-
hang sei auf Duffie et al. (2003) verwiesen, die die allgemeine Theorie affiner stochastischer
Prozesse entwickelt und deren Bedeutung in der Finanzmathematik aufgezeigt haben. Fili-
pović (2005) hat diese Theorie noch dahingehend erweitert, dass die Parameter der affinen
Struktur von der Zeit abhängen dürfen. Diese Verallgemeinerung wird jedoch in der vorlie-
genden Arbeit nicht benötigt. Im Anschluss an die Bestimmung der gemeinsamen beding-
ten charakteristischen Funktion von quadrierter Volatilität und Log-Rendite wird ein System
von Prämissen aufgestellt, unter denen das Problem des varianz-optimalen Hedgens (1.22)
gelöst werden kann. Abgesehen von der Voraussetzung, dassdie Auszahlungsfunktion eine
Integraldarstellung der Form (1.41) hat, vgl. Annahme 1.20, werden im Wesentlichen Regu-
laritätsbedingungen an die Lösungen der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen
gestellt und Integrierbarkeitsbedingungen bezüglich der Lévy-Maße gefordert, die Bestand-
teile des Kompensators des Maßes der Sprünge von quadrierter Volatilität und Log-Rendite
sind. Ferner benötigt man Bedingungen hinsichtlich der charakteristischen Exponenten der
Lévy-Prozesse, die die differentielle Charakteristik des Modells erzeugen, um zu gewähr-
leisten, dass der Preisprozess des Underlyings ein lokalesMartingal ist. Unter Verwendung
der Integraldarstellung der Auszahlungsfunktion und der geforderten Regularitätsbedingun-
gen hinsichtlich der Lösungen der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen wird
gezeigt, dass der Preisprozess des betrachteten Derivats,grob gesprochen, ebenfalls eine Li-
nearkombination der Preisprozesse der einfacheren Derivate im Sinne von Abschnitt 1.2 ist.
Außerdem wird bewiesen, dass alle diese Preisprozesse quadratisch integrierbare Martinga-
le sind.

In einem zweiten Abschnitt werden zunächst die zentralen Sätze formuliert, die die
Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgensim allgemeinen affinen stochastischen
Volatilitätsmodell beinhalten. Sowohl für dievarianz-optimale Hedgingstrategieals auch
für denminimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlerwird eine Integraldarstellung her-
geleitet, die eine effiziente Auswertung mittels numerischer Integration ermöglicht. Grund-
legend für die Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens im vorliegenden Martingal-
fall ist die GKW-Zerlegungdes Preisprozesses des zu hedgenden Derivats, vgl. Satz 3 und
Theorem 10 in Schweizer (1994). Die Herleitung der varianz-optimalen Hedgingstrategie
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unterteilt sich in zwei große Teile. Im ersten Teil wird das Problem für ein einzelnes einfa-
ches Derivat mit Auszahlungsfunktionf(x) = xz, z ∈ C, betrachtet. Da der Underlying-
kursS und der PreisprozessV (z) des einfachen Derivats deterministischeC2-Funktionen
der quadrierten Volatilität und der Log-Rendite sind, kann der Itô-Kalkül für Semimartin-
galcharakteristiken verwendet werden, um die gemeinsame differentielle Charakteristik des
UnderlyingkursesS und des PreisprozessesV (z) des einfachen Derivats zu bestimmen.
Damit können die Spitzklammerprozesse〈S, S〉 und 〈V (z), S〉 ermittelt werden, was der
Schlüssel zur GKW-Zerlegung vonV (z) bezüglichS ist. Die Bezeichnung eines einfachen
Derivats rührt also daher, dass in diesem Fall die GKW-Zerlegung des Preisprozesses ex-
plizit bestimmt werden kann. Im zweiten Teil des Beweises konstruiert man aus der GKW-
Zerlegung vonV (z) die GKW-Zerlegung des PreisprozessesV des ursprünglich betrach-
teten Derivats. DaV grob gesprochen eine Linearkombination der einfachen Preisprozesse
V (z) ist und die GKW-Zerlegung einer Orthogonalprojektion entspricht, was ebenfalls ei-
ne lineare Operation ist, liegt es nahe, dass die GKW-Zerlegung vonV gerade eine solche
Linearkombination der GKW-Zerlegungen vonV (z) für verschiedenez ∈ C ist. Die Her-
leitung des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers, die ebenfalls wesentlich auf
der linearen Zerlegung des zu hedgenden Derivats und der affinen Struktur des allgemeinen
Volatilitätsmodells fußt, beschließt das Kapitel.

In Kapitel 4 wird das Problem des varianz-optimalen Hedgens in den allgemeinen und
flexiblen Zeittransformationsmodellen von Carr et al. (2003) analysiert, vgl. Abschnitt 1.4.4.
Mittels des Semimartingalcharakteristikenkalküls wirddie gemeinsame Charakteristik von
Handelsaktivitäty und Log-RenditeZ im integrierten OU-Zeittransformationsmodell und
im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell berechnet. Dabei ist zu beachten, dass auf-
grund der Zeittransformation unterschiedliche Zeitskalen existieren. Hier gilt es, die Filtrie-
rungen sauber zu definieren. Es wird gezeigt, dass die zeittransformierte Filtrierung gerade
die kanonische Filtrierung der Handelsaktivitäty und der Log-RenditeZ ist. Anhand der ge-
meinsamen Charakteristik von Handelsaktivitäty und Log-RenditeZ in den Zeittransforma-
tionsmodellen erkennt man, dass diese Spezialfälle des allgemeinen affinen stochastischen
Volatilitätsmodells sind, das in Kapitel 3 eingeführt worden ist. Durch Spezialisierung der
allgemeinen Resultate in Kapitel 3 erhält man somit die Integraldarstellungen der varianz-
optimalen Hedgingstrategie und des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers im
integrierten OU-Zeittransformationsmodell und im integrierten CIR-Zeittransformtionsmo-
dell. Insbesondere werden die Lévy-Khintchine-Tripel des allgemeinen Modells bestimmt
und das korrespondierende System der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen
gelöst. Dabei werden die allgemeinen Voraussetzungen derart auf die spezielle Modellsi-
tuation übertragen, dass alle Annahmen in Form der Modellparameter ausgedrückt werden,
wobei die Zunahme an Konkretheit auf der Modellebene dazu genutzt wird, die Komplexität
der Prämissen zu reduzieren. Die resultierenden Voraussetzungen sind allesamt dergestalt,
dass sie einfach überprüft werden können. In einem letzten Abschnitt werden zwei nume-
rische Beispiele betrachtet, die verdeutlichen, wie leicht die theoretisch deduzierten For-
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meln für den varianz-optimalen Hedge und den dazugehörigen Fehler ausgewertet werden
können. Zu diesem Zweck werden die integrierten OU- und CIR-Zeittransformationsmodel-
le weiter spezifiziert. Im Kontext der numerischen Beispiele wird vereinfachend angenom-
men, dass die Leverage-Terme in den stochastischen Volatilitätsmodellen Null sind. Als
Benchmark fungieren zum einen das klassischeBlack-Scholes-Modellund zum anderen das
exponentielle normal-invers-Gaußsche Lévy-Modell(dasexponentielle NIG-Ĺevy-Modell).
Der Lévy-ProzessX in den Modellgleichungen (1.91) und (1.97) wird somit auch in Form
eines NIG-Prozesses spezifiziert. Das resultierende integrierte CIR-Zeittransformationsmo-
dell wird kurz alsNIG-CIR-Modellbezeichnet. Da der CIR-Prozess als stationäre Verteilung
eine Gamma-Verteilung besitzt, wählt man im integriertenOU-Zeittransformationsmodell
die Handelsaktivität in Form eines Gamma-OU-Prozesses (mit η = 0 in (1.99)), um ei-
ne Vergleichbarkeit zu gewährleisten. Das entsprechendeModell wird NIG-Gamma-OU-
Modell genannt. Das Problem des Schätzens der Parameter in solchen Modellen soll nicht
Gegenstand dieser Arbeit sein. Im ersten Beispiel geben wiruns einen hypothetischen Para-
metersatz für das NIG-Gamma-OU-Modell vor. Die übrigen Parameter in den anderen drei
Modellen werden dann so bestimmt, dass die Modelle möglichst gut miteinander vergleich-
bar sind. Zu einer europäischen Call-Option mit vorgegebener Fälligkeit und vorgegebe-
nem Basispreis werden in Abhängigkeit des heutigen UnderlyingkursesS0 die Kurven des
varianz-optimalen Anfangskapitals und die Kurven des varianz-optimalen Anfangshedges
(das ist der optimale Hedge zum Zeitpunkt Null) in den verschiedenen Modellen gezeich-
net und gegenübergestellt. Am Beispiel einer am Geld notierenden Call-Option werden in
den verschiedenen Modellen die minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler sowie
die zugehörigen Standardabweichungen berechnet, die jeweils zum Anfangskapital, das als
varianz-optimaler Optionspreis interpretiert wird, und zu der Standardabweichung, die mit
der ungedeckten Position einhergeht, in Relation gesetzt werden. Die ungedeckte Position
entspricht der Strategie, die Optionsprämie zu kassierenund dann bis zur Fälligkeit abzu-
warten, ohne mit dem Underlying zu handeln. Im zweiten Beispiel betrachten wir die vier
genannten Modelle in der risikoneutralen Welt. Die Parameter werden dort durch Kalibrie-
ren an eine Menge aktueller Marktpreise von diversen Optionen mit verschiedenen Fällig-
keiten und Basiskursen mittels der Kleinste-Quadrate-Methode bestimmt, hinsichtlich der
Parameter in den kalibrierten Modellen vgl. Schoutens (2003), die Tabellen 6.3, 7.3 und die
Abbildung 4.4. Da das Problem des varianz-optimalen Hedgens jedoch unter dem physika-
lischen Maß und nicht unter dem statistischen Martingalmaßzu lösen ist, kann die in der
risikoneutralen Welt ermittelte Lösung nur als Näherungan die Lösung unter dem physikali-
schen Maß angesehen werden, wobei zu diskutieren ist, wie gut diese Näherung ist, d.h. wie
weit das physikalische Maß und das statistische Martingalmaß voneinander entfernt liegen.

In Kapitel 5 werden kurz einige interessante Fragestellungen dargelegt, die die vorlie-
gende Arbeit aufwirft und die zum Teil bereits Gegenstand aktueller Forschungsarbeiten
sind. Ferner werden Möglichkeiten aufgezeigt, den vorgestellten Ansatz des quadratischen
Hedgens in affinen Volatilitätsmodellen zu erweitern respektive zu modifizieren.



Kapitel 2

Semimartingalcharakteristikenkalkül

An dieser Stelle sei nochmals daran erinnert, dass nicht erklärte Bezeichnungen und Be-
grifflichkeiten wie in der Monographie von Jacod & Shiryaev (2003) verwendet werden.
Gegeben sei der filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ).

2.1 Kompensatoren

Einleitend soll einëUbersicht gegeben werden über die wichtigsten Prozessklassen, die hier
verwendet werden.

Notation. M ist die Klasse dergleichgradig integrierbaren Martingale. Mit H 2 wird die
Klasse derquadratisch integrierbaren Martingale bezeichnet. Diese umfasst alle Martin-
galeX mit sup{EP [X2

t ] : t ∈ R+} <∞. Ferner definiert man:

1. V + ist die Klasse der monoton wachsenden,R-wertigen, adaptierten und in Null star-
tenden càdlàg-Prozesse. Kurz wird sie auch Klasse deradaptierten wachsenden Pro-
zessegenannt.

2. V definiert die Klasse derR-wertigen, adaptierten und in Null startenden càdlàg-
Prozesse von endlicher Variation. Sie wird als Klasse deradaptierten Prozesse von
endlicher Variation bezeichnet.

3. Für adaptierte wachsende Prozesse kann man dieterminale Variableeines Prozesses
A = (At)t∈R+ definieren:

A∞ := lim
t→∞

At. (2.1)

Diese nimmt Werte inR+ ∪ {∞} an.A + := {A ∈ V + : EP [A∞] < ∞} definiert
die Klasse derintegrierbaren wachsenden Prozesse.

4. FürA ∈ V definiert man denVariationsprozess(Var(A)t)t∈R+ durch

Var(A)t(ω) := V t
0 (A(ω)), (2.2)

53
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wobeiV b
a (g) := sup{

n∑
k=1

|g(tk) − g(tk−1)| : n ∈ N, a = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn = b}
die Totalvariationvon g : R+ → R auf [a, b] angibt. Die Klasse derProzesse von
integrierbarer Variation wird definiert durch

A := {A ∈ V : EP [Var(A)∞] <∞}. (2.3)

Mit Cloc wird die lokalisierte Klasseder ProzessklasseC bezeichnet.

Der einfachste zu definierende Kompensator ist der eines Spezialsemimartingals. Dieser
entspricht gerade dem vorhersehbaren Anteil von endlicherVariation.

Definition 2.1 1. EinSemimartingal ist ein ProzessX, der in der Form

X = X0 +M + A (2.4)

zerlegt werden kann, wobeiX0 endlich undF0-messbar,M ∈ Mloc mit M0 = 0 und
A ∈ V sind. Die Klasse der Semimartingale wird durchS symbolisiert.

2. EinSpezialsemimartingalist ein Semimartingal, in dessen Zerlegung (2.4)A zusätz-
lich vorhersehbar ist. Die Klasse der Spezialsemimartingale wird durchSp symboli-
siert.

Man beachte, dass die Definition eines SemimartingalsX bereits impliziert, dassX ein
adaptierter càdlàg-Prozess ist. Die Zerlegung 2.4 einesSemimartingals ist im Allgemeinen
nicht eindeutig. Die Zerlegung eines SpezialsemimartingalsX der Form

X = X0 +M + A mit M ∈ Mloc,M0 = 0 und einem vorhersehbarenA ∈ V (2.5)

ist dagegen bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig, vgl. Korollar I.3.16 in Jacod & Shiryaev
(2003).

Definition 2.2 SeiX ∈ Sp. Die Zerlegung (2.5) heißt auchkanonische ZerlegungvonX.
Der ProzessA in (2.5) wirdKompensatorvonX genannt, in ZeichenXp := A.

Bemerkung 2.3 FallsX ein Semimartingal ist und|∆X| ≤ a für eina ∈ R+ erfüllt, istX
bereits ein Spezialsemimartingal, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Lemma I.4.24.

In der Literatur findet man oft zunächst nur die Definition des Kompensators für Prozesse
von lokal integrierbarer Variation.

Satz 2.4 SeiX ∈ Aloc. Dann existieren bis auf Ununterscheidbarkeit ein eindeutiger Pro-
zessM ∈ Mloc und ein eindeutiger vorhersehbarer ProzessA ∈ Aloc dergestalt, dass
X = M + A gilt.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.3.18. �
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Definition 2.5 SeiX ∈ Aloc. Der eindeutig existierende vorhersehbare ProzessA in Satz
2.4 heißtKompensatorbzw.duale vorhersehbare ProjektionvonX. Symbolisch schreibt
manXp := A.

Proposition I.4.23, Jacod & Shiryaev (2003), impliziert, dassAloc ⊆ Sp gilt. Somit stellt
sich die Frage, ob Definition 2.2 und Definition 2.5 eventuellim Widerspruch stehen. Mit-
hilfe von Jacod & Shiryaev (2003), Korollar I.3.16, sieht man aber, dass der Kompensator
des ProzessesX ∈ Aloc ⊆ Sp im Sinne von Definition 2.2 mit dem Kompensator des
ProzessesX ∈ Aloc ⊆ Sp im Sinne von Definition 2.5 übereinstimmt. Zur Definition der
vorhersehbaren quadratischen Kovariation wird zunächstdie Definition der quadratischen
Kovariation benötigt. Die Regel der partiellen Integration, die man aus der deterministi-
schen Analysis kennt, gilt im Kontext stochastischer Integration so nicht mehr. Es gibt aber
in der stochastischen Analysis eine Entsprechung:

Definition 2.6 Diequadratische Kovariation zweier SemimartingaleX undY ist definiert
als der Prozess

[X, Y ] := XY −X0Y0 −X− ··· Y − Y− ···X. (2.6)

Im Fall X = Y spricht man auch vonquadratischer Variation . Die Gleichung (2.6) wird
Regel der partiellen Integration genannt.

Die Bezeichnung der quadratischen Variation geht darauf zurück, dasssup
s≤t

|S(n)
s − [X, Y ]s|

für n gegen Unendlich stochastisch gegen Null geht für allet ∈ R+, wobeiS(n) definiert ist
durch

S
(n)
t :=

∞∑

i=1

(
X
t
(n)
i ∧t −X

t
(n)
i−1∧t

)(
Y
t
(n)
i ∧t − Y

t
(n)
i−1∧t

)
, t ∈ R+, (2.7)

mit 0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < t

(n)
2 < . . ., lim

m→∞
t
(n)
m = ∞ und lim

n→∞
sup
i∈N

|t(n)
i+1 − t

(n)
i | = 0, vgl. Jacod &

Shiryaev (2003), Satz I.4.47.

Definition 2.7 SeienX, Y ∈ S derart, dass[X, Y ] ∈ Sp gilt. Dann heißt der Kompensator
von [X, Y ] vorhersehbare quadratische Kovariationbzw.SpitzklammerprozessvonX
undY . Symbolisch schreibt man〈X, Y 〉 := [X, Y ]p. FürX = Y spricht man entsprechend
von dervorhersehbaren quadratischen Variation.

Gemäß Satz I.4.47(b), Jacod & Shiryaev (2003), ist[X, Y ] ∈ V fürX, Y ∈ S . Proposition
I.4.23, Jacod & Shiryaev (2003), liefert dann, dass[X, Y ] ∈ Sp dann und nur dann gilt,
wenn[X, Y ] ∈ Aloc ist. FürX, Y ∈ H 2

loc hat man[X, Y ] ∈ Aloc undXY − [X, Y ] ∈ Mloc,
vgl. Proposition I.4.50(a) und (b), Jacod & Shiryaev (2003). Daraus folgt:

XY − 〈X, Y 〉 ∈ Mloc für alleX, Y ∈ H
2

loc. (2.8)

Damit ist die vorliegende Definition der vorhersehbaren quadratischen Kovariation mit der
in Jacod & Shiryaev (2003), Paragraph I.4a, kompatibel. Diewichtigsten Eigenschaften im
Rahmen dieser Arbeit sind:
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Proposition 2.8 1. X, Y ∈ H 2 ⇒ 〈X, Y 〉 ∈ A undXY − 〈X, Y 〉 ∈ M .

2. X ∈ H 2
loc ⇒ 〈X,X〉 ∈ V +.

3. X, Y ∈ H 2
loc ⇒ 〈X, Y 〉 = 〈X −X0, Y − Y0〉.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.4.2. �

Bemerkung 2.9 Quadratisch integrierbare Martingale können eindeutig mittels ihrer ter-
minalen Variable, die eineL2-Zufallsvariable ist, identifiziert werden, und umgekehrt, vgl.
Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.1.42. Aufgrund der Linearität der bedingten Erwartung
existiert ein IsomorphismusH 2 ∋M 7→M∞ ∈ L2. Man beachte, dass durch

(M,N)H2 := EP [M∞N∞], (2.9)

‖M‖H2 :=
√

(M,M)H2 = ‖M∞‖L2 (2.10)

ein Skalarprodukt und eine Norm aufH 2 definiert werden. Dabei bezeichnet‖ · ‖L2 die
L2-Norm. DaL2 ein Hilbertraum ist, vgl. z.B. Jacod & Protter (2003), Satz 22.3, wird durch
diese Festlegung von Skalarprodukt und NormH 2 ebenfalls zu einem Hilbertraum und der
Isomorphismus zu einer Isometrie. Das Skalarprodukt kann mittels des Spitzklammerpro-
zesses ausgedrückt werden:

(M,N)H2 = EP [〈M,N〉∞] + EP [M0N0], (2.11)

vgl. Jacod & Shiryaev (2003), I.4.6.

Definition 2.10 1. SeienM , N ∈ Mloc. Die lokalen MartingaleM undN werdenor-
thogonal genannt, fallsMN ∈ Mloc ist.

2. Der ProzessM ∈ Mloc heißtrein unstetiges lokales Martingal, fallsM orthogonal
zu allen stetigen lokalen Martingalen ist undM0 = 0 gilt.

Die Bezeichnung im ersten Teil dieser Definition geht daraufzurück, dass für quadratisch
integrierbare MartingaleM undN die Orthogonalität im Sinne von Definition 2.10 dazu
äquivalent ist, dass〈M,N〉 = 0 gilt, was wiederum dazu äquivalent ist, dass für jede Stopp-
zeitτ die quadratisch integrierbaren MartingaleM τ undN−N0 orthogonal im Hilbertraum
H 2 sind, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.4.15. DieersteÄquivalenz gilt bereits
für M , N ∈ H 2

loc.

Satz 2.11Jeder ProzessM ∈ Mloc lässt sich eindeutig (bis auf Ununterscheidbarkeit)
zerlegen in der Form

M = M0 +M c +Md, (2.12)

wobeiM c ∈ Mloc stetig ist,M c
0 = 0 gilt undMd ein rein unstetiges lokales Martingal ist.
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BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.4.18. �

Der ProzessM c wird auchstetiger TeilvonM ∈ Mloc genannt und der ProzessMd

rein unstetiger Teil. Man beachte, dass rein unstetig nicht bedeutet, dass der Prozess Summe
seiner Sprünge ist. Man betrachte dazu zum Beispiel einen kompensierten Poisson-Prozess.
Da dieser zugleich Martingal und von endlicher Variation ist, ist dieser ein rein unstetiges
Martingal, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Lemma I.4.14, ändert seine Werte aber nicht nur
durch Sprünge. Der kompensierte Poisson-Prozess ist auchein gutes Beispiel für ein Se-
mimartingal, dessen Zerlegung nicht eindeutig ist.

Bemerkung 2.12 SeiX ∈ S mit einer Zerlegung der Form (2.4). Der stetige Teil von
M ist dann unabhängig von der Zerlegung. Für zwei ZerlegungenX = X0 + M + A =

X0 + M̃ + Ã gilt nämlichM c − M̃ c = (Ã − A)c = 0, daÃ − A ∈ Mloc ∩ V und damit
rein unstetig ist gemäß Jacod & Shiryaev (2003), Lemma 4.14.

Definition 2.13 Das lokale MartingalM c in der Bemerkung 2.12 heißtstetiger Martingal-
anteil vonX ∈ S . Symbolisch schreibt manXc := M c.

Bemerkung 2.14 FallsM ∈ Mloc derart ist, dassM0 ∈ L2 gilt und der Prozess∆M lokal
beschränkt ist, istM ein lokal quadratisch integrierbares Martingal, vgl. Jacod & Shiryaev
(2003), I.4.1.

Die Definition des Kompensatorbegriffes im Kontext von Zufallsmaßen ist ein wenig schwie-
riger.

Definition 2.15 Ein Zufallsmaß µ auf R+ × Rd ist eine Familie(µ(ω))ω∈Ω nichtnegativer
Maße auf(R×Rd,B(R+)⊗B(Rd)), die der Bedingungµ(ω, {0}×Rd) = 0 für alleω ∈ Ω

genügen.

Auf Ω̃ := Ω×R+×Rd werden dieσ-AlgebraÕ := O⊗B(Rd) der gut-messbaren Mengen
und dieσ-AlgebraP̃ := P ⊗ B(Rd) der vorhersehbaren Mengen iñΩ definiert. EineÕ-
messbare FunktionW : Ω̃ → R̄ heißtgut-messbareFunktion. Dabei ist̄R := R∪{−∞,∞}
die Zweipunktkompaktifizierung vonR. Entsprechend wird einẽP-messbare numerische
FunktionW auf Ω̃ vorhersehbareFunktion genannt. Wichtiger Bestandteil der Definition
eines Kompensators von Zufallsmaßen ist derIntegralprozess.

Definition 2.16 Für ein Zufallsmaßµ und eine gut-messbare FunktionW : Ω̃ → R̄ ist der
IntegralprozessW ∗ µ = (W ∗ µt)t∈R+ definiert durch

W∗µt(ω) :=

{∫
[0,t]×Rd W (ω, s, x)µ(ω, d(s, x)), falls das Integral absolut konvergent ist,

∞ sonst.

Um das Sprungsverhalten eines Semimartingals näher charakterisieren zu können, ist man
an einem Maß interessiert, das die Sprünge eines Semimartingals von einer bestimmten
Größenordnung innerhalb eines bestimmten Zeitraumes zählt. Da dieser Zählvorgang pfad-
abhängig ist, handelt es sich um ein Zufallsmaß. Zudem ist das Maß ganzzahlig. Allgemei-
ner und genauer definiert manganzzahlige Zufallsmaßewie folgt:
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Definition 2.17 1. Ein Zufallsmaßµ heißtgut-messbar, falls der IntegralprozessW ∗µ
für jede gut-messbare numerische FunktionW aufΩ̃ gut-messbar ist. Analog definiert
man einvorhersehbares Zufallsmaß.

2. Ein gut-messbares Zufallsmaßµ heißtP̃̃P̃P-σσσ-endlich, falls es eine Folge(An)n∈N P̃-
messbarer, gegeñΩ aufsteigender Mengen gibt mit1An ∗ µ ∈ A + für allen ∈ N.

3. Ein Zufallsmaßµ heißtganzzahlig, falls es gut-messbar und̃P-σ-endlich ist sowie
die Bedingungenµ(ω, {t}×Rd) ≤ 1 für alle(ω, t) ∈ Ω×R+ undµ(ω,A) ∈ N∪{∞}
für alleA ∈ B(R+) ⊗ B(Rd) und alleω ∈ Ω erfüllt.

Das wichtigste, bereits oben angedeutete Beispiel für einganzzahliges Zufallsmaß ist das
Maß der Sprünge eines Semimartingals, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Proposition II.1.16.
Ein ProzessX = (X1, . . . , Xd) ist einRd-wertiges Semimartingal, falls die Komponenten
X i, i ∈ {1, . . . , d}, R-wertige Semimartingale sind.

Definition 2.18 SeiX ein Rd-wertiges Semimartingal. DasMaß der SprüngeµX vonX
ist definiert durch

µX(ω, [0, t] ×G) :=
∑

s∈R+

1{∆Xs(ω)6=0}ε(s,∆Xs(ω))([0, t] ×G) (2.13)

für alle t ≥ 0 und alleG ∈ B(Rd), wobeiε das Dirac-Maß symbolisiert.

Man beachte, dass die Summe in Gleichung (2.13) nur über abzählbar vieles ∈ R+ läuft,
daX càdlàg ist, d.h. dat 7→ Xt(ω) als càdlàg-Funktion nur abzählbar oft springt. Es gilt

µX(ω, [0, t] ×G) = |{s ∈ [0, t] : ∆Xs(ω) ∈ G \ {0}}|. (2.14)

Satz 2.4 gilt auch fürA +
loc stattAloc, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.3.17. In Analogie

dazu sollen nun Kompensatoren von Zufallsmaßen eingeführt werden.

Satz 2.19Seiµ ein gut-messbares,̃P-σ-endliches Zufallsmaß.

1. Dann existiert ein bis auf eineP -Nullmenge eindeutiges vorhersehbares Zufallsmaß
µp mit der Eigenschaft, dass

EP [W ∗ µp∞] = EP [W ∗ µ∞] (2.15)

für jede nichtnegative, vorhersehbare numerische FunktionW auf Ω̃ gilt.

2. Ferner existiert ein vorhersehbarer ProzessA ∈ A + und ein KernF von(Ω×R+,P)

nach(Rd,B(Rd)) mit

µp(ω, [0, t] ×G) =

∫ t

0

F (ω, s,G) dAs(ω) (2.16)

für ω ∈ Ω, t ∈ R+ undG ∈ B(Rd).
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BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz II.1.8. �

Definition 2.20 Das Zufallsmaßµp in Satz 2.19 heißtKompensator bzw. duale vorher-
sehbare Projektionvon µ. Fallsµ das Maß der Sprünge eines SemimartingalsX ist, d.h.
µ = µX , definiert manνX := µp.

Bemerkung 2.21 Der Kompensatorµp von µ ist eindeutig dadurch charakterisiert, dass
für alle vorhersehbaren numerischen FunktionenW auf Ω̃ mit |W | ∗ µ ∈ A

+
loc gilt, dass

|W | ∗ µp ∈ A
+
loc ist und

(W ∗ µ)p = W ∗ µp (2.17)

im Sinne von Definition 2.5 fürA +
loc stattAloc Gültigkeit besitzt. Vgl. ebenfalls Jacod &

Shiryaev (2003), Satz II.1.8. Man beachte, dass es eine Entsprechung dieser Identität auch
für die stochastische Integration nach Prozessen gibt:

(H ···X)p = H ···Xp, (2.18)

fallsX ∈ Aloc undH ein vorhersehbarer Prozess sind derart, dassH ··· X ∈ Aloc gilt, vgl.
Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.3.18.

2.2 Semimartingalcharakteristiken

Im Rahmen dieses Abschnitts seiX ein Rd-wertiges Semimartingal auf der stochastischen
Basis(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ).

Definition 2.22 Eine Funktionh : Rd → Rd wird Abschneidefunktion genannt, fallsh
beschränkt ist und in einer Umgebung von Null der Identität h(x) = x genügt.

Im Folgenden seih eine beliebige, aber fest gewählte Abschneidefunktion. ZuX definiere
man die Hilfsprozesse

X̄(h) :=
∑

s≤·
(∆Xs − h(∆Xs)) = (x− h(x)) ∗ µX , (2.19)

X(h) := X − X̄(h), (2.20)

wobeiµX das Maß der Sprünge vonX bezeichnet. Grob gesprochen entsprichtX̄(h) der
Summe der großen Sprünge, dah in einer Umgebung von Null gerade die Identität ist und
∆Xs − h(∆Xs) somit Null wird für hinreichend kleine Sprünge. Der Prozess der Sprünge
des um die großen Sprünge vonX bereinigten SemimartingalsX(h) ist gegeben durch

∆X(h) = ∆X − (∆X − h(∆X)) = h(∆X). (2.21)

Aufgrund der Beschränktheit vonh liefert Bemerkung 2.3, dassX(h) ein Spezialsemimar-
tingal ist. Mithilfe der Kompensatoren, die in Abschnitt 2.1 behandelt worden sind, kann
nun dieintegrale SemimartingalcharakteristikvonX definiert werden.
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Definition 2.23 Für dasRd-wertige SemimartingalX definiere manBX(h), CX und νX

wie folgt:

1. Füri ∈ {1, . . . , d} ist (BX)i(h) der Kompensator des SpezialsemimartingalsX i(h).

2. Füri, j ∈ {1, . . . , d} ist
(
CX
)i,j

:= 〈X i,c, Xj,c〉, wobeiX i,c den stetigen Martingal-
anteil vonX i symbolisiert.

3. νX ist der Kompensator des Maßes der SprüngeµX vonX.

Das Tripel(BX(h), CX , νX) heißtintegrale Semimartingalcharakteristik vonX.

Man beachte, dass die Spitzklammerprozesse in Definition 2.23 wohldefiniert sind, vgl. Be-
merkung 2.14. Die GrößenBX(h),CX undνX sind gemäß Definition allesamt vorhersehbar
und bis aufP -Nullmengen eindeutig. NurBX hängt von der Wahl der Abschneidefunktion
ab. Isth̃ eine weitere Abschneidefunktion, so gilt

BX(h̃) = BX(h) + (h̃(x) − h(x)) ∗ νX , (2.22)

vgl. II.2.25 in Jacod & Shiryaev (2003). FallsX stetig ist, giltνX = 0, da das Maß der
Sprünge dann Null ist. Das vorhersehbare ZufallsmaßνX hat Eigenschaften, die den Ei-
genschaften eines Lévy-Maßes ähnlich sind. Es gilt nämlich νX(ω, [0, t] × {0}) = 0 für
alle ω ∈ Ω und allet ∈ R+, vgl. II.2.15, Jacod & Shiryaev (2003). Und ferner kann man
(‖x‖2 ∧ 1) ∗ νX ∈ V zeigen, vgl. II.2.13 und I.3.9 in Jacod & Shiryaev (2003). Inwieweit
Semimartingalcharakteristiken verallgemeinerte Lévy-Khintchine-Tripel sind, wird später
noch deutlicher. Zunächst der wichtige

Satz 2.24Sei(BX(h), CX , νX) die integrale Charakteristik vonX. Dann existiert eine Ver-
sion(bX(h), cX , FX , A) dieser Charakteristik dergestalt, dass

(BX)i(h) = (bX)i(h) ··· A, (CX)i,j = (cX)i,j ··· A, (2.23)

νX(ω, [0, t] ×G) =

∫ t

0

FX(ω, s,G) dAs(ω) (2.24)

gelten f̈ur ω ∈ Ω, t ∈ R+ undG ∈ B(Rd), i, j ∈ {1, . . . , d}, wobeiA ∈ V + vorhersehbar,
bX(h) ein vorhersehbarer,Rd-wertiger Prozess mit(bX)i(h) ∈ L(A) für i ∈ {1, . . . , d}, cX

ein vorhersehbarer Prozess mit Werten in der Menge der symmetrischen, positiv semidefini-
tend× d-Matrizen derart, dass(cX)i,j ∈ L(A) für i, j ∈ {1, . . . , d}, undFX ein Kern von
(Ω × R+,P) nach(Rd,B(Rd)) mit

FX(ω, t, {0}) = 0 und
∫

Rd

(
‖x‖2 ∧ 1

)
FX(ω, t, dx) <∞, ω ∈ Ω, t ∈ R+, (2.25)

sind.
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BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Proposition II.2.9. Man beachte, dassA ∈ A
+
loc ⇔

A ∈ V + gilt, wennA vorhersehbar ist. �

Die Version (bX(h), cX , FX , A) ist nicht eindeutig. Anstelle von(bX(h), cX , FX , A)

könnte man zum Beispiel ja auch(2bX(h), 2cX , 2FX, 1
2
A) wählen. In den meisten Anwen-

dungen ist die integrale Charakteristik absolut stetig, das heißt, dassAt = t gewählt werden
kann. Die zuAt = t gehörende Version(bX(h), cX , FX) ist bis aufP ⊗ λ-Nullmengen
eindeutig, wobeiλ das Lebesgue-Maß symbolisiert. Vergleiche hierzu Kallsen(2006).

Definition 2.25 Die zuAt = t bis aufP ⊗ λ-Nullmengen eindeutig existierende Version
(bX(h), cX , FX) aus Satz 2.24 heißtdifferentielle Semimartingalcharakteristik vonX.
Symbolisch schreibt man∂X = (bX(h), cX , FX).

Da die Charakteristiken im Wesentlichen über Kompensatoren definiert sind, verwundert
es nicht, dass diese äquivalent über eine lokale Martingaleigenschaft charakterisiert werden
können, was Relevanz besitzt, wenn man beispielsweise einen Kandidaten für eine Charak-
teristik hat und prüfen möchte, ob dieser tatsächlich der Charakteristik entspricht.

Satz 2.26Seienb ein vorhersehbarerRd-wertiger Prozess mitbi ∈ L(I) für i ∈ {1, . . . , d},
c ein vorhersehbarerRd×d-wertiger Prozess mit Werten in der Menge der symmetrischen,
positiv semidefiniten Matrizen und mitci,j ∈ L(I) für i, j ∈ {1, . . . , d} undF ein Kern von
(Ω × R+,P) nach(Rd,B(Rd)) mit der Eigenschaft (2.25), wobeiI den Identiẗatsprozess
bezeichnet. Dann und nur dann gilt∂X = (b, c, F ), wenn Real- und Imagin̈arteil desC-
wertigen Prozesses

exp{ir⊤X} −
∫ ·

0

exp{ir⊤Xt−}ψ̃(r)t dt

für jedesr ∈ Rd lokale Martingale sind, wobei

ψ̃(r)t := ir⊤bt −
1

2
r⊤ctr +

∫

Rd

(
eir

⊤x − 1 − ir⊤h(x)
)
Ft(dx), r ∈ Rd, (2.26)

den Ĺevy-Exponent von(b, c, F )(ω, t) bezeichnet.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Satz II.2.42. �

Der Satz suggeriert, dass die differentielle Semimartingalcharakteristik ein lokales Lévy-
Khintchine-Tripel ist. Grob gesprochen, verhält sich einSemimartingal mit differentieller
Charakteristik(b, c, F ) zum Zeitpunktt lokal wie ein Lévy-Prozess mit Lévy-Khintchine-
Tripel (b, c, F )(ω, t), vgl. Kallsen (2006). Der nächste Satz bekräftigt diese Aussage dahin-
gehend, dass̃ψ eine Art verallgemeinerter Lévy-Exponent ist.

Satz 2.27SeienI der Identiẗatsprozess und̃ψ(r), r ∈ Rd, sowieb, c undF definiert wie in
Satz 2.26. Es gelte, dass̃ψ(r) ··· I ausnahmslos keine Sprünge der Gr̈oße−1 hat. Dann sind
äquivalent:

(i) Das SemimartingalX hat die differentielle Charakteristik∂X = (b, c, F ).
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(ii) F ür alle r ∈ Rd sind Real- und Imagin̈arteil des Prozesseseir
⊤X/E (ψ̃(r) ··· I) lokale

Martingale.

Dabei bezeichnetE (ψ̃(r) ··· I) das stochastische Exponential vonψ̃(r) ··· I.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Korollar II.2.48. �

FallsL für einenRd-wertigen Lévy-Prozess mit Lévy-Khintchine-Tripel(bL, cL, FL)

und Lévy-Exponent̃ψL steht, so gilt aufgrund der unabhängigen, stationären Zuwächse von
L, dass Real- und Imaginärteil desC-wertigen Prozesseseir

⊤L/eIψ̃
L(r) Martingale sind. Satz

2.27 ist somit die Entsprechung dieses Sachverhalts in der Welt der Semimartingale. Unter
welchen Umständen ein Semimartingal ein Lévy-Prozess ist, besagt der folgende Satz:

Satz 2.28Ein Rd-wertiges SemimartingalX mitX0 = 0 ist genau dann ein Ĺevy-Prozess,
wenn die integrale Charakteristik vonX absolut stetig ist und die differentielle Charakteri-
stik ∂X = (bX(h), cX , FX) vonX nicht von(ω, t) abḧangt. In diesem Fall stimmt∂X mit
dem Ĺevy-Khintchine-Tripel̈uberein.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Korollar II.4.19. �

Wie bereits angedeutet, können Semimartingalcharakteristiken dazu benutzt werden,
Spitzklammerprozesse zu berechnen. Dieser für die vorliegende Arbeit sehr bedeutsame
Zusammenhang soll am Ende dieses Abschnitts kurz betrachtet werden.

Definition 2.29 Ein Rd-wertiges SemimartingalX heißt lokal quadratisch integrierbar ,
fallsX ein Spezialsemimartingal mit kanonischer ZerlegungX = X0 + M + A ist, wobei
M i ∈ H 2

loc gilt für alle i ∈ {1, . . . , d}.

Satz 2.30SeiX einRd-wertiges Semimartingal mit integraler Semimartingalcharakteristik
(BX(h), CX , νX). X ist genau dann ein lokal quadratisch integrierbares Semimartingal,
wenn‖x‖2 ∗ νX ∈ Aloc gilt. Ist X = X0 +M + A die kanonische Zerlegung vonX, kann
in diesem Fall der Spitzklammerprozess〈M i,M j〉 für i, j ∈ {1, . . . , d} wie folgt berechnet
werden:

〈M i,M j〉t = (CX)i,jt +

∫

[0,t]×Rd

xixj νX(d(s, x1, . . . , xd))

−
∑

s≤t

∫

{s}×Rd

xi νX(d(r, x1, . . . , xd))

∫

{s}×Rd

xj νX(d(r, x1, . . . , xd)),

wobeit ∈ R+ ist. Falls(BX(h), CX , νX) absolut stetig ist, vereinfacht sich die Berechnung:

〈M i,M j〉t =

∫ t

0

(cX)i,js ds+

∫ t

0

∫

Rd

xixj FX
s (d(x1, . . . , xd)) ds, (2.27)

wobeit ∈ R+ ist und(bX(h), cX , FX) die differentielle Charakteristik vonX angibt.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Proposition II.2.29. �
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2.3 Charakteristikenkalkül

Viele Semimartingale lassen sich als Transformation von L´evy-Prozessen oder anderen ele-
mentaren Grundbausteinen von Prozessen, von denen man die Charakteristik explizit kennt,
auffassen. Da aber auch der Identitätsprozess und der Wiener-Prozess Lévy-Prozesse sind,
sind Lévy-Prozesse vermutlich sogar die atomaren Bausteine von Prozessen schlechthin
hinsichtlich der Zusammensetzung vieler Semimartingale,die in der Anwendung Relevanz
besitzen. Als Transformationen kommen beispielsweiseC2-Funktionen, stochastische Inte-
gration oder endliche, absolut stetige Zeittransformationen in Frage. Kennt man die diffe-
rentielle Charakteristik eines Semimartingals und transformiert man dieses mittels eines der
genannten Instrumente, so weiß man auf der einen Seite, dassdas transformierte Semimar-
tingal wieder ein Semimartingal ist, und auf der anderen Seite existieren Regeln, die die
differentielle Semimartingalcharakteristik des transformierten Semimartingals liefern. Die-
se Regeln sind vergleichbar mit den Differentiationsregeln der deterministischen Analysis.

Aus der Itô-Formel resultiert die folgende Proposition, die einer Itô-Formel auf der Ebe-
ne von Charakteristiken entspricht.

Proposition 2.31 SeiX ein Rd-wertiges Semimartingal mit differentieller Charakteristik
∂X = (b, c, F ). Ferner seig : U → Rn zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen
TeilmengeU ⊂ Rd derart, dassX, X− U-wertig sind. Dann besitzt dasRn-wertige Se-
mimartingalg(X) die differentielle Charakteristik∂(g(X)) = (b̃, c̃, F̃ ), gegeben durch

b̃it =

d∑

k=1

Dkg
i(Xt−)bkt +

1

2

d∑

k,l=1

Dk,lg
i(Xt−)ck,lt

+

∫ (
h̃i(g(Xt− + x) − g(Xt−)) −

d∑

k=1

Dkg
i(Xt−)hk(x)

)
Ft(dx),

c̃i,jt =
d∑

k,l=1

Dkg
i(Xt−)ck,lt Dlg

j(Xt−),

F̃t(G) =

∫
1G (g(Xt− + x) − g(Xt−)) Ft(dx) ∀G ∈ B(Rn) mit 0 /∈ G,

i, j ∈ {1, . . . , n}. Dabei bezeichnenDk etc. die partiellen Ableitungen sowieh und h̃ zwei
beliebige Abschneidefunktionen aufRd bzw.Rn.

BEWEIS. Siehe Goll & Kallsen (2000), Korollar A.6. �

Semimartingale bilden die größtmögliche Klasse von Integratoren, bezüglich der man
vorhersehbare, lokal beschränkte Prozesse integrieren kann, vgl. z.B. Bichteler (1981), Satz
7.6. Gemäß Satz III.6.19(b), Jacod & Shiryaev (2003), ist das stochastische IntegralH ··· X
ein Semimartingal, wennX ein Rd-wertiges Semimartingal undH ein Rn×d-wertiger vor-
hersehbarer Prozess mitH ∈ L(X) sind. Die Charakteristik dieses stochastischen Integrals
liefert die folgende Proposition.
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Proposition 2.32 SeiX ein Rd-wertiges Semimartingal undH ein Rn×d-wertiger vorher-
sehbarer Prozess mitHj· ∈ L(X), j = 1, . . . , n. Falls die differentielle Charakteristik des
SemimartingalsX gegeben ist durch∂X = (b, c, F ), ist die differentielle Charakteristik
∂(H ··· X) = (b̃, c̃, F̃ ) desRn-wertigen stochastischen IntegralsH ··· X := (Hj· ··· X)j=1,...,n

von der Gestalt

b̃t = Htbt +

∫ (
h̃(Htx) −Hth(x)

)
Ft(dx),

c̃t = HtctH
⊤
t ,

F̃t(G) =

∫
1G(Htx)Ft(dx) ∀ G ∈ B(Rn) mit 0 /∈ G.

Hierbei gebenh undh̃ zwei beliebige Abschneidefunktionen aufRd bzw.Rn an.

BEWEIS. Siehe Jacod & Shiryaev (2003), Proposition IX.5.3, und Kallsen & Shiryaev
(2002b), Lemma 3. �

Als nächstes soll der Begriff der Zeittransformation, derbereits in Abschnitt 1.4.4 ver-
wendet worden ist, mathematisch präzisiert werden. Gegeben seien die stochastischen Basen
(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ) und(Ω,F , (Gu)u∈R+, P )

Definition 2.33 Eine endliche, stetige Zeittransformation ist ein stetiger,R+-wertiger
Prozess(Yt)t∈R+ ∈ V + auf (Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ) derart, dassYt bezüglich(Gu)u∈R+ Stopp-
zeit ist für allet ∈ R+. Die zeittransformierte Filtrierung (F̃t)t∈R+ ist definiert durch
F̃t := GYt, t ∈ R+. Dabei gibtGYt die σ-Algebra derYt-Vergangenheit an. Für einen
ProzessX = (Xu)u∈R+ auf (Ω,F , (Gu)u∈R+ , P ) definiert man denzeittransformierten
Prozess(X̃t)t∈R+ auf (Ω,F , (F̃t)t∈R+ , P ) durchX̃t := XYt.

Dass die zeittransformierte Filtrierung(F̃t)t∈R+ tatsächlich eine Filtrierung ist, findet man
zum Beispiel bei Jacod (1979), Abschnitt 10.1. Jacod (1979)zeigt zudem, dass wennX ein
Semimartingal bezüglich(Ω,F , (Gu)u∈R+ , P ) ist, ist das zeittransformierte Semimartingal
(X̃t)t∈R+ , definiert durchX̃t := XYt, ein Semimartingal bezüglich(Ω,F , (F̃t)t∈R+ , P ),
vgl. Korollar 10.12 dort. Wie die differentielle Charakteristik des zeittransformierten Se-
mimartingals im Fall einerendlichen, absolut stetigen Zeittransformationaussieht - das ist
ein Spezialfall der endlichen, stetigen Zeittransformation, bei der die Zeittransformation von
der FormYt =

∫ t
0
Ẏs ds ist mit nichtnegativer AbleitunġYt, t ∈ R+ - besagt die folgende

Proposition.

Proposition 2.34 SeienX = (Xu)u∈R+ einRd-wertiges Semimartingal bezüglich(Gu)u∈R+

mit differentieller Charakteristik∂X = (b, c, F ) undY = (Yt)t∈R+ eine endliche, absolut
stetige Zeittransformation, die bezüglich(Ft)t∈R+ adaptiert und bez̈uglich(Gu)u∈R+ Stopp-
zeit ist. Dann ist der zeittransformierte Prozess(X̃t)t∈R+ := ((X ◦ Y )t)t∈R+ := (XYt)t∈R+

ein Semimartingal bezüglich der zeittransformierten Filtrierung(F̃t)t∈R+ := (GYt)t∈R+ und
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besitzt eine differentielle Charakteristik∂X̃ = (b̃, c̃, F̃ ), die gegeben ist durch

b̃t = bYt−
Ẏt−,

c̃t = cYt−
Ẏt−,

F̃t(G) = FYt−
(G)Ẏt− ∀ G ∈ B(Rd).

BEWEIS. Siehe Kallsen & Shiryaev (2002b), Lemma 5. �

Abschließend soll noch eine Rechenregel für die differentielle Charakteristik eines, im
Sinne von Bochner (1949), subordinierten Lévy-Prozessesangegeben werden. Die Subordi-
nation kann auch als eine Art Zeittransformation aufgefasst werden, bei der die transformier-
te Zeit aufgrund der Monotonie des Subordinators ebenfallsnur vorwärts läuft. Allerdings
kann der Verlauf der transformierten Zeit Sprünge aufweisen, da der Subordinator nicht
stetig ist. Alsintrinsischwird ein Lévy-Prozess bezeichnet, wenn dieser ein Prozessmit
stationären und unabhängigen Zuwächsen bezüglich dereigenen natürlichen Filtrierung ist.
Bemerkenswert ist, dass ein subordinierter Lévy-Prozesswieder ein Lévy-Prozess ist, wie
man anhand der konstanten differentiellen Charakteristikerkennt:

Proposition 2.35 Seiz = (zt)t∈R+ ein Subordinator ohne Drift, d.h. einR+-wertiger, mo-
noton wachsender Ĺevy-Prozess mit differentieller Charakteristik(bz(h̃), 0, F z) dergestalt,
dassbz(h̃) =

∫
R+
h̃(x)F z(dx) gilt. Ferner seiL = (Lt)t∈R+ ein Rd-wertiger Ĺevy-Prozess

mit Lévy-Khintchine-Tripel(bL(h), cL, FL). Es wird angenommen, dass der Lévy-ProzessL
unabḧangig von dem Subordinatorz ist. Dann ist der Prozess̃L = (L̃t)t∈R+ , definiert durch

L̃t(ω) := Lzt(ω)(ω), ω ∈ Ω, t ∈ R+,

ein Lévy-Prozess aufRd mit Lévy-Khintchine-Tripel(bL̃(h), cL̃, F L̃) der Form

bL̃(h) =

∫

R+

∫

Rd

h(x)PLs(dx)F z(ds),

cL̃ = 0,

F L̃(G) =

∫

R+

PLs(G)F z(ds) ∀ G ∈ B(Rd) mit 0 /∈ G.

Dabei bezeichneñh undh zwei beliebige Abschneidefunktionen aufR bzw.Rd. Alle Lévy-
Prozesse sind im intrinsischen Sinne zu verstehen.

BEWEIS. Das ist ein Spezialfall von Satz 30.1 in der Monographie vonSato (1999). �





Kapitel 3

Darstellung des varianz-optimalen
Hedges in Integralform in einem
allgemeinen affinen stochastischen
Volatilit ätsmodell

In diesem Kapitel wird zunächst das allgemeine affine stochastische Volatilitätsmodell auf-
gestellt. Ferner werden die Voraussetzungen dargelegt, die zur Lösung des Problems varianz-
optimalen Hedgens, vgl. Definition 1.15, vonnöten sind. Ineinem zweiten Schritt wird das
Problem des varianz-optimalen Hedgens in diesem allgemeinen Rahmen semiexplizit, d.h.
in numerisch gut handhabbarer Form gelöst.

3.1 Das allgemeine affine stochastische Volatilitätsmodell

Im allgemeinen affinen stochastischen Volatilitätsmodellist der Preisprozess des Basisguts
von der FormS = S0 exp{Z}. Implizit gelte alsoZ0 = 0. Es sei daran erinnert, dass dieσ-
AlgebraF0 als trivial angenommen wird undT den endlichen Handelshorizont bezeichnet.
Im Folgenden wird einheitlich von quadrierter stochastischer Volatilität gesprochen, auch
wenn es sich unter Umständen um die eng verwandte Handelsintensität im Sinne von Ab-
schnitt 1.4.4 handelt. Ferner wird vorausgesetzt, dass dieLog-RenditeZ einR-wertiges und
die quadrierte stochastische Volatilitäty ein R+-wertiges Semimartingal auf der stochasti-
schen Basis(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ) seien. Das Semimartingal(y, Z) sei durch die gemeinsa-
me, absolut stetige integrale Semimartingalcharakteristik (By,Z , Cy,Z , νy,Z) spezifiziert:

By,Z
t =

∫ t

0

(
β(0) + β(1)ys−

)
ds, (3.1)

Cy,Z
t =

∫ t

0

(
γ(0) + γ(1)ys−

)
ds, (3.2)

νy,Z([0, t] ×G) =

∫ t

0

(
ϕ(0)(G) + ϕ(1)(G)ys−

)
ds (3.3)

67
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für alleG ∈ B(R2) und fürt ∈ [0, T ], wobei(β(j), γ(j), ϕ(j)), j ∈ {0, 1}, Lévy-Khintchine-
Tripel aufR2 sind. Es wird angenommen, dass diese Lévy-Khintchine-Tripel im Sinne von
Definition 2.6, Duffie et al. (2003),zulässigsind:

• γ1,1
(0) = 0. Daγ(0) symmetrisch und positiv semidefinit ist, müssenγ1,2

(0) = γ2,1
(0) = 0 und

γ2,2
(0) ∈ R+ gelten.

• ϕ(0)((R+ × R)c) = ϕ(1)((R+ × R)c) = 0, d.h.ϕ(j), j ∈ {0, 1}, sind Lévy-Maße auf
D := R+ × R.

• β1
(0) −

∫
D
h1(x)ϕ(0)(dx) ≥ 0.

• Das Lévy-Maßϕ(0) erfülle die Integrierbarkeitsbedingung

∫

D

h1(x)ϕ(0)(dx) <∞. (3.4)

Dabei bezeichneth = (h1, h2) eine beliebige Abschneidefunktion aufR2, zum Beispiel
h(x1, x2) := (h̃(x1), h̃(x2)) mit einer eindimensionalen Abschneidefunktionh̃ der Form

h̃(xk) =

{
0, falls xk = 0,

(1 ∧ |xk|) xk

|xk| sonst,
(3.5)

k ∈ {1, 2}. Das durch die Gleichungen (3.1) - (3.3) spezifizierte Modell heißt allgemei-
nes affines stochastisches Volatilitätsmodell, falls die Parameter zulässig sind. Die Zulässig-
keitsbedingungen gewährleisten unter anderem, dassγ(0) + γ(1)yt− positiv semidefinit und
ϕ(0)(G) + ϕ(1)(G)yt− positiv sind für allet ∈ [0, T ] und für alleG ∈ B(R2). Da (y, Z)

R+ × R-wertig angenommen wurde, muss auch die Drift eingeschränkt werden. Fallsy zu
einem Zeitpunkt Null wird, muss die Drift garantieren, dassy in das Innere vonR+ zurück-
gezogen wird, d.h. dassy nicht negativ werden kann. Man vergleiche hierzu auch Duffie
et al. (2003), Kapitel 2. Die Freiheitsgrade in Form der zul¨assigen Tripel(β(j), γ(j), ϕ(j)),
j ∈ {0, 1}, dokumentieren die Möglichkeiten, affin zu modellieren. Dabei ist die Vielfalt an
Volatilitätsmodellen, die in den affinen Rahmen gehören,bemerkenswert, vgl. Abschnitt 1.4.
Daher rührt die Bezeichnung des vorliegenden Modells (3.1) - (3.3) als allgemeines affines
stochastisches Volatilitätsmodell. Das die Volatilitätscluster abbildendeMean-Reverting-
Verhaltenkann über die Driftkomponente (3.1) modelliert werden. Der Leverage-Effekt
kann über die Abhängigkeitsstruktur von quadrierter Volatilität y und Log-RenditeZ abge-
bildet werden, zum Beispiel über die gemeinsame vorhersehbare quadratische Kovariations-
matrix oder über den Kompensator der Sprünge von(y, Z). Ferner erlaubt das allgemeine
Modell natürlich auch Sprünge, die mittels der Lévy-Maßeϕ(0) undϕ(1) Berücksichtigung
finden.
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Bemerkung 3.1 Man betrachte das Martingalproblem im Sinne von Definition 2.8, Kallsen
(2006), bezüglich der Startverteilungε(y0,0) und bezüglich(b, c, F ) mit

bt(ω) = β(0) + β(1)yt−(ω) + β(2)Zt−(ω),

ct(ω) = γ(0) + γ(1)yt−(ω) + γ(2)Zt−(ω),

Ft(ω,G) = ϕ(0)(G) + ϕ(1)(G)yt−(ω) + ϕ(2)(G)Zt−(ω),

G ∈ B(R2), t ∈ [0, T ] undω ∈ Ω, wobei(β(2), γ(2), ϕ(2)) = (0, 0, 0) gelte. Als Hilfsmenge
führt man den QuaderQ der Form

Q := {ζ ∈ D : |ζk| ≤ 1, k ∈ {1, 2}} (3.6)

ein. Falls neben den Zulässigkeitsbedingungen die Integrierbarkeitsbedingung

∫

D\Q
x1ϕ(1)(d(x1, x2)) <∞ (3.7)

erfüllt ist, besitzt dieses Martingalproblem eine Lösung (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P, (y, Z)), wobei
das Semimartingal(y, Z) R+×R-wertig ist und∂(y, Z) := (by,Z , cy,Z , F y,Z) = (b, c, F ) als
differentielle Charakteristik besitzt. Die Eindeutigkeit der Lösung ist in dem Sinne gegeben,
dass die Verteilung von(y, Z) eindeutig bestimmt ist, vgl. Kallsen (2006), Satz 3.2. Die
Bedingung (3.7) garantiert, dass der stochastische Prozess (y, Z) nicht in endlicher Zeit
explodieren kann, infolgedessen(y, Z) ein Semimartingal im eigentlichen Sinne, d.h. im
Sinne von Definition 2.1 ist, wo das SemimartingalR-wertig, nichtR̄-wertig definiert wird,
vgl. die Arbeit von Kallsen (2006). Würde der Lösungsprozess in endlicher Zeit explodieren,
wäre dieser zudem auch nicht càdlàg.

Als nächstes sollen zwei einfache Beispielmodelle in Formihrer Charakteristiken betrach-
tet werden, die Spezialfälle des allgemeinen affinen stochastischen Volatilitätsmodells sind.
Weitere Beispiele werden ausführlich in Kapitel 4 untersucht.

Beispiel 3.2 1. Das erste Beispiel ist das Modell, in dem der Preis des Underlyings
durch einengeometrischen Ĺevy-Prozessgegeben ist, d.h. in der FormS = S0 exp{Z},
wobeiZ die differentielle Charakteristik(bZ , cZ , FZ) besitzt, und die Volatilität kon-
stant ist. Dies entspricht einem affinen Modell der Gestalt

β(0) =

(
0

bZ

)
, γ(0) =

(
0 0

0 cZ

)
, ϕ(0)(G) =

∫

R

1G(0, x)FZ(dx) ∀ G ∈ B(D),

(β(1), γ(1), ϕ(1)) = (0, 0, 0).

Diese Art von Modellen haben Hubalek et al. (2006) für den Preisprozess des Under-
lyings im Rahmen ihrer Analyse des Problems varianz-optimalen Hedgens verwendet,
vgl. Abschnitt 1.2.
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2. Das zweite Beispiel ist das Modell von Bates (1996), das ein um Sprünge erweitertes
Modell von Heston (1993) bzw. ein um stochastische Volatilität erweitertes Modell
von Merton (1976) darstellt, vgl. Abschnitt 1.4.2. Das Modell von Bates (1996) ist ein
affines stochastisches Volatilitätsmodell der Gestalt

β(0) =

(
κη

µ+ bz(h̃)

)
, γ(0) =

(
0 0

0 0

)
, ϕ(0)(G) =

∫

R

1G(0, x)F z(dx) ∀ G ∈ B(D),

(β(1), γ(1), ϕ(1)) =

((−κ
δ

)
,

(
α2 ̺α

̺α 1

)
, 0

)
.

Dabei sindz ein zusammengesetzter Poisson-Prozess, dessen differentielle Charakte-
ristik in (1.78) gegeben ist, und̃h eine beliebigeR-wertige Abschneidefunktion.

Mittels der Lévy-Khintchine-Formel, vgl. z.B. Sato (1999), Satz 8.1, korrespondieren die
Lévy-Khintchine-Tripel(β(j), γ(j), ϕ(j)), j ∈ {0, 1}, zu den kumulantenerzeugenden Funk-
tionen

ψj(u) = u⊤β(j) +
1

2
u⊤γ(j)u+

∫

D

(
eu

⊤x − 1 − u⊤h(x)
)
ϕ(j)(dx), (3.8)

deren Definitionsbereiche gegeben sind durch

Uj =

{
u ∈ C2 :

∫

D\Q
exp{Re(u)⊤x}ϕ(j)(dx) <∞

}
, j ∈ {0, 1}, (3.9)

vgl. Sato (1999), Satz 25.17. Aufgrund der affinen Struktur des allgemeinen stochastischen
Volatilitätsmodells kann diegemeinsame bedingte charakteristische Funktionder quadrier-
ten Volatilität y und der Log-RenditeZ des Underlyings in analytischer Form angegeben
werden.

Proposition 3.3 Die Verteilung desR+ × R-wertigen Semimartingals(y, Z) ist eindeutig
durch die bedingte charakteristische Funktion

EP
[
eu1yt+s+u2Zt+s |Ft

]
= exp{Φ0(s, u1, u2) + Φ1(s, u1, u2)yt + u2Zt}, (3.10)

u ∈ iR2, charakterisiert, wobei die AbbildungenΦ0, Φ1 : R+ × (C− × iR) → C− das
folgende System verallgemeinerter Riccati-Differentialgleichungen

∂

∂t
Φ0(t, u1, u2) = ψ0(Φ1(t, u1, u2), u2), Φ0(0, u1, u2) = 0, (3.11)

∂

∂t
Φ1(t, u1, u2) = ψ1(Φ1(t, u1, u2), u2), Φ1(0, u1, u2) = u1, (3.12)

lösen. Hierbei istC− definiert durchC− := {z ∈ C : Re(z) ≤ 0}.

BEWEIS. Das ist ein Spezialfall von Kallsen (2006), Satz 3.2. Bezüglich der eindeutigen
Charakterisierung der Verteilung von(y, Z) durch die bedingte charakteristische Funktion
(3.10) vergleiche man auch Kallsen (2006), Korollar 3.3, wodie charakteristischen Funk-
tionen der endlichdimensionalen Randverteilungen von(y, Z) gefolgert werden. �
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Bemerkung 3.4 Um Φ0 zu bestimmen, muss man lediglich die rechte Seite der Differenti-
algleichung in (3.11) integrieren:

Φ0(t, u1, u2) =

∫ t

0

ψ0(Φ1(s, u1, u2), u2) ds. (3.13)

Annahme 3.5 Wie in der Arbeit von Hubalek et al. (2006) wird angenommen, dass die
Auszahlungsfunktionf : (0,∞) → R des zu hedgenden Derivats die Integraldarstellung

f(s) =

∫

Sf

szΠ(dz), (3.14)

besitzt, wobeiΠ ein endliches, komplexes Maß auf dem Streifen

Sf := {z ∈ C : R′ ≤ Re(z) ≤ R} (3.15)

ist undR, R′ beliebig gewählt sind im Definitionsbereich der bilateralen Laplace-Trans-
formiertenf̃e vonf ◦ exp, definiert durch

f̃e(z) =

∫ ∞

−∞
f (ex) e−zx dx

für alle z ∈ C, so dass das Integral existiert. Die verwendete SymbolikSf kann dahin-
gehend gerechtfertigt werden, dass der vertikale StreifenSf von der Auszahlungsfunktion
f abhängt, da die ParameterR′ undR nur im Definitionsbereich der bilateralen Laplace-
Transformierten der Abbildungx 7→ f (ex) gewählt werden können. Das komplexe Maß
Π ist zwar ebenfalls von der Auszahlungsfunktionf des zu hedgenden Derivats abhängig,
vgl. Annahme 1.20, jedoch wird hier die Abhängigkeit aus praktischen Erwägungen nota-
tionell unterdrückt. Hinsichtlich einer anschaulichen Deutung der Integraldarstellung 3.14
der Auszahlungsfunktion sei auf die Annahme 1.20 verwiesen. Wie bereits dort erwähnt, ist
die Voraussetzung nicht sehr restriktiv, da für die meisten europäischen Derivate eine solche
Integraldarstellung der Auszahlungsfunktion angegeben werden kann.

Annahme 3.6 Darüber hinaus werden Regularitätsbedingungen bezüglich der Lösungen
der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen(3.11) und (3.12) benötigt.

1. Es wird angenommen, dass die Abbildungen(u1, u2) 7→ Φ0(t, u1, u2),Φ1(t, u1, u2)

eine analytische Fortsetzung aufS := {v ∈ C2 : Re(v) ∈ Vε(0)} für ein ε > 0 und
für alle t ∈ [0, T ] besitzen, wobeiVε(a) für a ∈ R+ undε > 0 definiert ist durch

Vε(a) :=
(
−∞, (M0 ∨ 0) + ε

)
×
(
(2R′ ∧ 0) − ε, (2R ∨ a) + ε

)

mit M0 := sup{Φ1(T − t, 0, r) : r ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0], t ∈ [0, T ]}.

2. Die FunktionenΦ0 und Φ1 sowie die partiellen AbleitungenD2Φ0 undD2Φ1 seien
für ein ε > 0 stetig auf[0, T ] × S.
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3. Die Abbildungt 7→ Φ1(t, 0, z) sei auf[0, T ] für alle z ∈ Sf zweimal stetig differen-
zierbar.

Bemerkung 3.7 Mit Duffie et al. (2003), Satz 2.16(ii), folgt aus Annahme 3.6(1)

EP
[
eu1yt+s+u2Zt+s|Ft

]
= exp{Φ0(s, u1, u2) + Φ1(s, u1, u2)yt + u2Zt} (3.16)

für alleu ∈ S. Man beachte, dassΦj(t, u1, u2) reellwertig ist füru ∈ R2 ∩ S, j ∈ {0, 1}.

Annahme 3.8 Damit sowohl die eigentlichen europäischen Derivate als auch die imaginä-
ren einfachen Derivate (vgl. hierzu Abschnitt 1.2) quadratisch gehedgt werden können, muss
die Existenz exponentieller Momente der Lévy-Maßeϕ(0) undϕ(1) gefordert werden:

∫

D\Q
eu

⊤x ϕ(j)(dx) <∞ ∀u ∈ Vε(2) für einε > 0, j ∈ {0, 1}. (3.17)

Man beachte diesbezüglich auch die Definitionsbereiche (3.9) der kumulantenerzeugenden
Funktionenψ0 undψ1. Die Existenz dieser exponentiellen Momente gewährleistet insbeson-
dere, dass dieLévy-Exponentenψ0 undψ1 auf S analytisch sind, vgl. Duffie et al. (2003),
Lemma 5.3.

Bemerkung 3.9 Affine Prozesse, die in endlicher Zeit nicht explodieren, werden in Duffie
et al. (2003) auchkonservativgenannt. Ein im Vergleich zur Bedingung (3.7) schwäche-
res hinreichendes Kriterium findet man in Duffie et al. (2003), Proposition 9.1. Dort wird
auch eine notwendige Bedingung angegeben. Annahme 3.8 impliziert in der Situation von
Bemerkung 3.1 bereits die Gültigkeit der Integrierbarkeitsbedingung (3.7):

∫

D\Q
x1 ϕ(1)(d(x1, x2)) ≤

1

ε̃

∫

D\Q
eε̃x1 ϕ(1)(d(x1, x2)) <∞

für ein ε̃ mit 0 < ε̃ < ε, d.h. Annahme 3.8 garantiert auch, dass der affine Prozess(y, Z) in
jedem Fall konservativ ist.

Bemerkung 3.10 Gemäß Bemerkung 3.4 istΦ0(t, 0, z) =
∫ t
0
ψ0(Φ1(s, 0, z), z) ds. Mithilfe

von Re(Φ1(t, 0, z)) ≤ Φ1(t, 0,Re(z)) zeigt man(Φ1(t, 0, z), z) ∈ S für alle t ∈ [0, T ] und
z ∈ Sf . Wegen Annahme 3.8 ist die kumulantenerzeugende Funktionψ0 aufS analytisch.
Daraus folgt mit Annahme 3.6(3), dass die Abbildungt 7→ Φ0(t, 0, z) auf [0, T ] für alle
z ∈ Sf zweimal stetig differenzierbar ist.

Annahme 3.11 Um sicherzustellen, dass der PreisprozessS des Underlyings ein lokal qua-
dratisch integrierbares Martingal ist, werden die sogenannten (lokalen)Martingalbedingun-
genvorausgesetzt:

ψ0(0, 1) = ψ1(0, 1) = 0. (3.18)

Proposition 3.12 Falls die Annahmen 3.8 und 3.11 gelten, istS ∈ H 2
loc.
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BEWEIS. Durch Projektion auf die zweite Komponente erhält man diedifferentielle Charak-
teristik der Log-RenditeZ aus der Ausgangscharakteristik (3.1) - (3.3) mittels Proposition
2.31 in der Gestalt:

bZ = β2
(0) + β2

(1)y−,

cZ = γ2,2
(0) + γ2,2

(1)y−,

FZ(G) =

∫

D

1G(x2)ϕ(0)(dx) +

∫

D

1G(x2)ϕ(1)(dx)y−

für alleG ∈ B(R) mit 0 /∈ G. DaS, S− positive Semimartingale sind, existiert der stocha-
stische LogarithmusX := L (S) = 1

S−
··· S, vgl. Kallsen & Shiryaev (2002a), Lemma 2.2.

Mithilfe der Propositionen 2.31 und 2.32 berechnet man die erste und dritte Komponente
der differentiellen Charakteristik des stochastischen Logarithmus:

bX = bZ +
1

2
cZ +

∫

R

(
h̃(ex − 1) − h̃(x)

)
FZ(dx),

FX(G) =

∫

R

1G(ex − 1)FZ(dx)

für alleG ∈ B(R) mit 0 /∈ G. Aufgrund der Existenz der exponentiellen Momente der
Lévy-Maßeϕ(0), ϕ(1), vgl. Annahme 3.8, ist der Integralprozess

(ex − 1)2 ∗ νZ =

(∫

D

(ex2 − 1)2 ϕ(0)(dx)

)
I +

(∫

D

(ex2 − 1)2 ϕ(1)(dx)

)
y ··· I

ein adaptierter Prozess von endlicher Variation. Hier bezeichnetI den Identitätsprozess und
νZ den Kompensator des Maßes der Sprünge vonZ. Da (ex − 1)2 ∗ νZ stetig und adaptiert
und damit vorhersehbar ist, ist der Integralprozessx2 ∗ νX = (ex − 1)2 ∗ νZ ein adaptierter
Prozess von lokal integrierbarer Variation, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Lemma I.3.10.
Daraus folgt, dassX ein lokal quadratisch integrierbares Semimartingal mit kanonischer
ZerlegungX = MX + AX ist, wobeiMX ∈ H 2

loc undAX = bX ··· I + (x − h̃(x)) ∗ νX
gelten, vgl. Satz 2.30. Mit Annahme 3.11 ergibt sich

AX =

(
bZ +

1

2
cZ +

∫

R

(ex − 1 − h̃(x))FZ(dx)

)
··· I = 0.

Folglich gilt X ∈ H 2
loc, worausS = S0E (X) ∈ H 2

loc resultiert, daE (X)− vorhersehbar
und lokal beschränkt ist, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.4.40. �

Bemerkung 3.13 Aufgrund der Konvention 1.6, dass der PreisprozessS des Underlyings
ein bezüglich der deterministischen StoppzeitT gestoppter Prozess ist, entspricht die dem
Problem varianz-optimalen Hedgens, vgl. Definition 1.15, zugrunde liegende Zulässigkeits-
mengeΘ := L2(S) der Menge

Θ = {ϑ vorhersehbarer Prozess: EP [|ϑ|2 ··· 〈S, S〉T ] <∞}. (3.19)
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Fallsϑ C-wertig ist, giltϑ ∈ Θ genau dann, wenn Real- und Imaginärteil vonϑ Element
der Zulässigkeitsmenge sind. Dies ist wiederum äquivalent dazu, dass der Betrag vonϑ
Element der Zulässigkeitsmenge ist. In diesem Sinne kannΘ in der Gestalt (3.19) als Menge
C-wertiger vorhersehbarer Prozesse aufgefasst werden. Manbeachte

ϑ ··· S ∈ H
2 ∀ ϑ ∈ Θ. (3.20)

Das folgt unmittelbar mit Jacod & Shiryaev (2003), Satz I.4.40, aus Proposition 3.12.

Annahme 3.14 Um den degenerierten Fall auszuschließen, dassZ ein Lévy-Prozess ist mit
Zt = 0 P -f.s. für allet ∈ [0, T ], fordert man

ψ0(0, 2) 6= 0 oder ψ1(0, 2) 6= 0. (3.21)

Proposition 3.15 Der PreisprozessV = (Vt)t∈[0,T ] des zu hedgenden europäischen Deri-
vats, definiert durchVt := EP [H|Ft], t ∈ [0, T ], besitzt eine Integraldarstellung der Form

Vt =

∫

Sf

V (z)t Π(dz), t ∈ [0, T ], (3.22)

wobeiV (z) = (V (z)t)t∈[0,T ] den Preisprozess der komplexwertigen zufälligen Auszahlung
H(z) = SzT angibt, d.h.V (z)t := EP [H(z)|Ft] für t ∈ [0, T ] undz ∈ Sf .

BEWEIS. Mithilfe von Bemerkung 3.7 erhält man die Abschätzung
∫

Sf

EP [|V (z)t|] |Π|(dz) ≤
∫

Sf

EP [eRe(z) lnST ] |Π|(dz)

≤
(
EP [eR

′ lnST ] + EP [eR lnST ]
)
|Π|(Sf) <∞.

Hierbei bezeichnet|Π| das zuΠ gehörendeTotalvariationsmaßim Sinne von Abschnitt 6.1
in Rudin (1987). DaΠ endlich ist aufSf , gilt |Π|(Sf) <∞. Analog zeigt man die Gültigkeit
der Abschätzung ∫

Sf

EP [|SzT |] |Π|(dz) <∞.

Unter Berücksichtigung dieser beiden Abschätzungen liefert eine zweimalige Anwendung
des Satzes von Fubini

EP

[∫

Sf

EP [SzT |Ft] Π(dz)1C

]
= EP

[∫

Sf

SzT Π(dz)1C

]
∀C ∈ Ft.

Daraus folgt die Behauptung mit Annahme 3.5:

Vt = EP

[∫

Sf

SzT Π(dz)
∣∣∣Ft

]
=

∫

Sf

EP [SzT |Ft] Π(dz) =

∫

Sf

V (z)t Π(dz).

�
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Proposition 3.16 Der PreisprozessV des zu hedgenden europäischen Derivats ist ein qua-
dratisch integrierbares Martingal, d.h.V ∈ H 2. Ferner giltV (z) ∈ H 2 für alle z ∈ Sf .
Insbesondere istH eineFT -messbare Zufallsvariable inL2(P ).

BEWEIS. H(z) = SzT ist eineFT -messbare Zufallsvariable. Wegen Bemerkung 3.7 gilt

EP [|H(z)|2] ≤ exp{2(R′ ∨R)| lnS0|}
(
EP [e2R

′ZT ] + EP [e2RZT ]
)
<∞ ∀ z ∈ Sf .

Mit Satz I.1.42, Jacod & Shiryaev (2003), schließt man aufV (z) ∈ H 2. Entsprechend hat
manEP [|H|2] < ∞ zu zeigen, umV ∈ H 2 zu beweisen. Die Höldersche Ungleichung,
vgl. Satz 3.5 in Rudin (1987), und erneut Bemerkung 3.7 liefern die Abschätzung

EP [|H|2] ≤ EP



(∫

Sf

|H(z)| |Π|(dz)
)2

 ≤ |Π|(Sf)EP

[∫

Sf

|H(z)|2 |Π|(dz)
]

≤ |Π|2(Sf ) exp{2(R′ ∨ R)| lnS0|}
(
EP [e2R

′ZT ] + EP [e2RZT ]
)
<∞.

Gemäß Annahme 3.5 istH = f(ST ), wobeif : (0,∞) → R eine messbare Funktion ist.
Folglich istH eineFT -messbare Zufallsvariable inL2(P ). �

3.2 Integraldarstellung der optimalen Lösung

Zunächst werden die zentralen Sätze dieser Arbeit dargelegt, die die Lösung des Problems
varianz-optimalen Hedgens, vgl. Definition 1.15, unter denAnnahmen in Abschnitt 3.1
beinhalten. Die Integralstruktur der varianz-optimalen Hedgingstrategie und des zugehöri-
gen minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers gehtauf die Integraldarstellung der
Auszahlungsfunktion des zu hedgenden europäischen Derivats zurück, vgl. Annahme 3.5.
Das kann grob gesprochen darauf zurückgeführt werden, dass die Lösung des Problems
varianz-optimalen Hedgens die Orthogonalprojektion der nicht duplizierbaren zufälligen
AuszahlungH auf {v0 + ϑ ··· ST : v0 ∈ R, ϑ ∈ Θ} im L2-Sinne darstellt und die Or-
thogonalprojektion einer linearen Operation entspricht.

Satz 3.17Das varianz-optimale Anfangskapitalv∗0 und die varianz-optimale Handelsstra-
tegieϑ∗ sind gegeben durch

v∗0 =

∫

Sf

V (z)0 Π(dz), (3.23)

ϑ∗t =

∫

Sf

V (z)t−
St−

κ0(t, z) + κ1(t, z)yt−
δ0 + δ1yt−

Π(dz), (3.24)

wobei der ProzessV (z) von der Form

V (z)t = Szt exp{Φ0(T − t, 0, z) + Φ1(T − t, 0, z)yt}, z ∈ Sf , (3.25)
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ist. Die FunktionenΦ0, Φ1 : [0, T ]×S → C sind die analytisch fortgesetzten Lösungen des
Systems verallgemeinerter Riccati-Differentialgleichungen (3.11) und (3.12). Die Konstan-
tenδ0, δ1 und die Funktionenκ0, κ1 : [0, T ] × Sf → C sind definiert durch

κj(t, z) := ψj(Φ1(T − t, 0, z), z + 1) − ψj(Φ1(T − t, 0, z), z), (3.26)

δj := ψj(0, 2), j ∈ {0, 1}. (3.27)

Das optimale Anfangskapitalv∗0 ist eindeutig. Die optimale Handelsstrategieϑ∗ ist dagegen
nur P ⊗ λ-f.s. eindeutig bestimmt. Hier bezeichnetλ das Lebesgue-Maß.

Wie in der Arbeit von Hubalek et al. (2006) erwähnt, ist die varianz-optimale Handelsstra-
tegieϑ∗ in (3.24) auch die Lösung des modifizierten Hedgeproblems

min
ϑ∈Θ

EP
[
(v0 +GT (ϑ) −H)2] , (3.28)

bei dem das Anfangskapitalv0 a priori fest vorgegeben ist.

Satz 3.18Der minimale erwartete quadratische Hedgefehler kann wie folgt berechnet wer-
den:

J0 := EP
[
(v∗0 +GT (ϑ∗) −H)2]

=





∫
Sf

∫
Sf

∫ T
0
J1(t, z1, z2) dtΠ(dz1)Π(dz2), falls δ0 6= 0, δ1 6= 0,

∫
Sf

∫
Sf

∫ T
0
J2(t, z1, z2) dtΠ(dz1)Π(dz2), falls δ0 = 0,

∫
Sf

∫
Sf

∫ T
0
J3(t, z1, z2) dtΠ(dz1)Π(dz2), falls δ1 = 0.

Die IntegraleüberSf sind hier im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen. Die
IntegrandenJk : [0, T ] × Sf 2 → C, k ∈ {1, 2, 3}, sind gegeben durch

J1(t, z1, z2)

= eξ0Sz1+z20

[
exp
{
Φ0(t, ξ1, z1 + z2) + Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0

}(η2

δ1

{
D2Φ0(t, ξ1, z1 + z2)

+D2Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0

}
+
η1δ1 − η2δ0

δ2
1

)
+
η0δ

2
1 − η1δ0δ1 + η2δ

2
0

δ3
1

e
− δ0

δ1
ξ1

×
∫ 1

0

(
δ1
δ0

+ ξ1s

)
e

δ0
δ1
ξ1s+Φ0

(
t,

δ1
δ0

ln(s)+ξ1s,z1+z2

)
+Φ1

(
t,

δ1
δ0

ln(s)+ξ1s,z1+z2

)
y0 ds

]
,

J2(t, z1, z2)

=
η2

δ1
eξ0Sz1+z20 exp

{
Φ0(t, ξ1, z1 + z2) + Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0

}

×
[
D2Φ0(t, ξ1, z1 + z2) +D2Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0

]
und

J3(t, z1, z2)

=
1

δ0
eξ0Sz1+z20 exp

{
Φ0(t, ξ1, z1 + z2) + Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0

}

×
[
η0 + η1

(
D2Φ0(t, ξ1, z1 + z2) +D2Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0

)]
.
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Die Konstantenδ0, δ1 sind definiert wie in der Gleichung (3.27). Die verbleibenden Größen
sind erkl̈art durch

η0 = η0(t, z1, z2) = δ0α0(t, z1, z2) − κ0(t, z1)κ0(t, z2),

η1 = η1(t, z1, z2)

= δ0α1(t, z1, z2) + δ1α0(t, z1, z2) − κ1(t, z1)κ0(t, z2) − κ1(t, z2)κ0(t, z1),

η2 = η2(t, z1, z2) = δ1α1(t, z1, z2) − κ1(t, z1)κ1(t, z2),

αj = αj(t, z1, z2)

= ψj(ξ1(t, z1, z2), z1 + z2) − ψj(Φ1(T − t, 0, z1), z1) − ψj(Φ1(T − t, 0, z2), z2),

ξj = ξj(t, z1, z2) = Φj(T − t, 0, z1) + Φj(T − t, 0, z2), j ∈ {0, 1},

wobei die Funktionenκ0, κ1 gegeben sind wie in Gleichung (3.26). Um die Notation nicht
zu überfrachten, sind die Argumente der Funktionen in den obigen Formeln unterdr̈uckt
worden. Die Funktionenη0, η1, η2, αj undξj , j ∈ {0, 1}, sind definiert auf[0, T ] × Sf 2.

Die Hauptbestandteile der Integranden des varianz-optimalen Anfangskapitals, der optima-
len Handelsstrategie und des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers sind die
Lösungen der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen (3.11) und (3.12) sowie
die Lévy-Exponentenψ0 undψ1. In den meisten affinen stochastischen Volatilitätsmodel-
len der Literatur liegen die Lösungen der verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen
und die Lévy-Exponenten in geschlossener Form vor. Bedenkt man, dass das MaßΠ oftmals
von der Gestalt

Π(dz) =
1

2πi
f̃e(z)dz (3.29)

ist, vgl. die Annahmen 3.5 und 1.20, erscheint es somit plausibel, dass die Integraldarstellun-
gen eine effiziente numerische Auswertung ermöglichen. InKapitel 4 werden numerische
Beispiele betrachtet. Alles was dafür vonnöten sein wird, sind die differentiellen Charakteri-
stiken der quadrierten Volatilität und der Log-Rendite inaffiner Form sowie die entsprechen-
den Modellparameter. Zur Struktur des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers
lässt sich sagen, dass die Anzahl der Integrale mit der Komplexität des Modells einher-
geht. Befindet man sich in der Situation von Beispiel 3.2(1),wo die Log-Rendite durch
einen Lévy-Prozess abgebildet wird und die Volatilität konstant ist, muss zur Berechnung
der minimalen Varianz des Hedgefehlers aufgrund der zeitlichen Homogenität des Modells
lediglich ein Doppelintegral numerisch ausgewertet werden. Liegt hingegen ein stochasti-
sches Volatilitätsmodell vor, lässt sich das Zeitintegral aufgrund der zeitlichen Inhomoge-
nität des Modells bereits nicht mehr geschlossen lösen. In einem affinen Volatilitätsmodell,
bei dem der Leverage-Effekt nicht berücksichtigt wird, ist zur Auswertung des minimalen
erwarteten quadratischen Hedgefehlers eine dreidimensionale Integration erforderlich. Die
höchste Modellkomplexität besitzt ein affines Volatilitätsmodell mit Leverage-Effekt. Der
Leverage-Effekt kann die Dimension der Integration auf vier erhöhen. Ein Beispiel für ein
Modell, bei dem eine vierdimensionale numerische Integration vonnöten ist, ist das inte-
grierte OU-Zeittransformationsmodell (1.97) - (1.99), man sei diesbezüglich auf Abschnitt
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4.1 verwiesen. Dahingegen ist das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell (1.91) - (1.93)
ein Repräsentant für ein stochastisches Volatilitätsmodell mit Leverage-Effekt, in welchem
zur Auswertung des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers nur ein dreidimen-
sionales Integral numerisch berechnet werden muss, siehe Abschnitt 4.2. Es sei ferner darauf
hingewiesen, dass die optimale Handelsstrategie zum Zeitpunkt t vom Niveau der quadrier-
ten Volatilitätyt− abhängt. In diesem Zusammenhang ist es bedeutsam, dass mandie Vola-
tilität, obwohl nicht direkt am Markt beobachtbar, aus Marktdaten ableiten kann, vergleiche
Satz 1 in Winkel (2001) und die Schlussbemerkung in Abschnitt 4.8 in Kallsen (2006).

Bemerkung 3.19 1. Spezialisiert man die Formeln in den Sätzen 3.17 und 3.18auf die
Situation eines geometrischen Lévy-Modells, vgl. Beispiel 3.2(1), so erhält man ge-
rade die Resultate von Hubalek et al. (2006) im Martingalfall, vgl. Satz 1.21. Die
kumulantenerzeugenden Funktionenψ0 undψ1 sind gegeben durch

ψ0(u1, u2) = ψZ(u2) und ψ1(u1, u2) = 0,

wobei ψZ die kumulantenerzeugende Funktion des Lévy-ProzessesZ angibt. Die
Lösungen der (verallgemeinerten) Riccati-Differentialgleichungen (3.11) und (3.12)
sind dann von der einfachen Form

Φ0(t, u1, u2) = tψZ(u2) und Φ1(t, u1, u2) = u1.

2. Da in der Folge das stochastische Volatilitätsmodell von Bates (1996) im Gegensatz
zu den anderen erwähnten affinen Modellen nicht weiter betrachtet wird, sei an dieser
Stelle darauf hingewiesen, dass die Sätze 3.17 und 3.18 dieLösung des Problems
varianz-optimalen Hedgens im Modell von Bates (1996) angesichts dessen affiner
Struktur, vgl. Beispiel 3.2(2), als Spezialfall enthalten.

Das zentrale mathematische Objekt in den folgenden Beweisen ist, wie bereits erwähnt, die
Galtchouk-Kunita-Watanabe-Zerlegung (GKW-Zerlegung),vgl. hierzu Kunita & Watanabe
(1967), Galtchouk (1976) und Ansel & Stricker (1993).

Definition 3.20 Das Paar(ϑ, L) ∈ Θ × H 2 heißtGaltchouk-Kunita-Watanabe-Zerle-
gung vonV ∈ H 2 bezüglichS ∈ H 2

loc, fallsV = V0 + ϑ ··· S + L gilt, wobeiL orthogonal
zu S ist im Sinne von Definition 2.10(1) mitL0 = 0. Die Definition hat auch Gültigkeit,
wennV , ϑ undL C-wertig sind.

Bemerkung 3.21 Für alleV ∈ H 2 und alleS ∈ H 2
loc existiert eine solche GKW-Zerle-

gung, vgl. Ansel & Stricker (1993). Sei(ϑ, L) die GKW-Zerlegung vonV ∈ H 2 bezüglich
S ∈ H 2

loc. Aus〈L, S〉 = 0 folgt

〈V, S〉 = 〈V0 + ϑ ··· S + L, S〉 = ϑ ··· 〈S, S〉.

Symbolisch schreibt man auch

ϑ =
d〈V, S〉
d〈S, S〉 . (3.30)
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Die GKW-Zerlegung ist im folgenden Sinne eindeutig: falls(ϑ, L) und (ϑ̃, L̃) GKW-Zer-
legungen vonV ∈ H 2 bezüglichS ∈ H 2

loc sind, so geltenϑ ··· S = ϑ̃ ··· S undL = L̃ bis auf
Ununterscheidbarkeit.

Anhand von Satz 3 und Korollar 10 in der Arbeit von Schweizer (1994) erkennt man den
engen Zusammenhang der GKW-Zerlegung des Preisprozesses des zu hedgenden Derivats
und der Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens im Martingalfall. Grob gespro-
chen wird in einem ersten Schritt das Problem des varianz-optimalen Hedgens, vgl. Defini-
tion 1.15, in der Situation der imaginären,C-wertigen zufälligen AuszahlungenH(z) = SzT
gelöst. Etwas genauer formuliert kann aufgrund der einfachen Struktur vonH(z) die GKW-
Zerlegung des PreisprozessesV (z) bezüglich des UnderlyingkursesS exakt bestimmt wer-
den.

Lemma 3.22 Das Paar(ϑ∗(z), L(z)), definiert durch

ϑ∗(z)t :=
V (z)t−
St−

κ0(t, z) + κ1(t, z)yt−
δ0 + δ1yt−

, (3.31)

L(z) := V (z) − V (z)0 − ϑ∗(z) ··· S, (3.32)

stellt die GKW-Zerlegung des PreisprozessesV (z) des einfachen Derivats bezüglich des
PreisprozessesS des Underlyings dar. Hierbei sindκj(t, z) undδj, j ∈ {1, 2}, gegeben wie
in Satz 3.17 in den Gleichungen (3.26) und (3.27). Der PreisprozessV (z) ist von der Form
(3.25).

BEWEIS. Durch Anwendung der Itô-Formel für Semimartingalcharakteristiken, vgl. Propo-
sition 2.31, aufg(x1, x2) = S0 exp{x2} und∂(y, Z) resultieren aus (3.1) - (3.3)

cSt = S2
t−

(
γ2,2

(0) + γ2,2
(1)yt−

)
und

F S
t (G) =

∫

D

1G(St−(ex2 − 1))ϕ(0)(dx) +

∫

D

1G(St−(ex2 − 1))ϕ(1)(dx)yt−

für alleG ∈ B(R) mit 0 /∈ G. Mithilfe von Satz 2.30 erhält man die vorhersehbare quadra-
tische Variation des Preisprozesses des Underlyings in derForm

〈S, S〉t =

∫ t

0

(
cSs +

∫

R

x2 F S
s (dx)

)
ds =

∫ t

0

S2
s (δ0 + δ1ys) ds (3.33)

unter Berücksichtigung von

γ2,2
(j) +

∫

D

(ex2 − 1)2 ϕ(j)(dx) = ψj(0, 2) − 2ψj(0, 1) = ψj(0, 2) = δj ,

j ∈ {0, 1}, vgl. Annahme 3.11. Aus der Charakteristik∂(y, Z) erhält man unmittelbar die
Charakteristik von(I, y, Z), wobeiI den Identitätsprozess angibt. Bemerkung 3.7 impliziert
die Gültigkeit von Gleichung (3.25). Eine erneute Anwendung des Itô-Kalküls 2.31 auf

g(t, x1, x2) =

(
Sz0 exp{Φ0(T − t, 0, z) + Φ1(T − t, 0, z)x1 + zx2}

S0 exp{x2}

)
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und∂(I, y, Z) liefert ∂(V (z), S) unter Beachtung von Bemerkung 3.7, Annahme 3.6(3) und
Bemerkung 3.10. Daraus folgt mit Satz 2.30, dass

〈V (z), S〉t =

∫ t

0

(
(cV (z),S)2,1

s +

∫

R2

x1x2 F
V (z),S
s (d(x1, x2))

)
ds

=

∫ t

0

V (z)sSs (κ0(s, z) + κ1(s, z)ys) ds (3.34)

gilt, wobeiκ0 undκ1 definiert sind wie in Gleichung (3.26). Der kanonische Kandidat für
ϑ∗(z) in der GKW-Zerlegung vonV (z) ∈ H 2 bezüglichS ∈ H 2

loc ist dadurch charakteri-
siert, dassϑ∗(z) ··· 〈S, S〉t = 〈V (z), S〉t für alle t ∈ [0, T ] gilt. Daraus folgert man

ϑ∗(z)t =
V (z)t−
St−

κ0(t, z) + κ1(t, z)yt−
δ0 + δ1yt−

P ⊗ λ-f.s.

Man definiert nunL(z) := V (z) − V (z)0 − ϑ∗(z) ··· S. Für den Beweis, dass(ϑ∗(z), L(z))

tatsächlich die GKW-Zerlegung vonV (z) bezüglichS ist, muss zunächst gezeigt werden,
dassϑ∗(z) ∈ Θ gilt. Man beachte, dassϑ∗(z) wohldefiniert ist, da die Konstantenδ0, δ1 und
der Prozessy− R+-wertig und der ProzessS positiv sind. Dabei bedenke man, dass wegen
Annahme 3.14δ0 > 0 oderδ1 > 0 sind und dassδj = 0 impliziert, dassκj(t, z) = 0 gilt für
j ∈ {0, 1}. Die Annahmen 3.6 und 3.8 beinhalten in Verbindung mit Lemma5.3 in Duffie
et al. (2003), dass die deterministischen Abbildungen

[0, T ] × Sf ∋ (t, z) 7→ κ1(t, z), κ2(t, z),Φ0(T − t, 0, z),Φ1(T − t, 0, z)

stetig sind. Daraus folgt für festesz ∈ Sf , dassϑ∗(z) vorhersehbar ist, da die ProzesseS−
und V (z)− vorhersehbar sind, vgl. Proposition I.2.6 in Jacod & Shiryaev (2003). Gemäß
der Propositionen 3.12 und 3.16 sindV (z) ∈ H 2 undS ∈ H 2

loc, infolgedessen eine GKW-
Zerlegung(ϑ̃(z), L̃(z)) vonV (z) bezüglichS existiert. Somit erhält man

ϑ∗(z) ··· 〈S, S〉 = 〈V (z), S〉 = ϑ̃(z) ··· 〈S, S〉.

Unter Berücksichtigung von Gleichung (3.33) ergibt sichϑ∗(z) = ϑ̃(z) P⊗λ-f.s. und damit

EP
[
|ϑ∗(z)|2 ··· 〈S, S〉T

]
= EP

[
|ϑ̃(z)|2 ··· 〈S, S〉T

]
<∞,

da ϑ̃(z) ∈ Θ, d.h.ϑ∗(z) ∈ Θ. Darüber hinaus giltL(z) ∈ H 2, vgl. Bemerkung 3.13, und
man beobachtet

〈L(z), S〉 = 〈V (z), S〉 − ϑ∗(z) ··· 〈S, S〉 = 0,

was den Beweis beschließt. �

In einem zweiten Schritt konstruiert man die GKW-Zerlegungdes PreisprozessesV des
eigentlichen Derivats bezüglich des PreisprozessesS des Underlyings mit Hilfe der GKW-
Zerlegung des PreisprozessesV (z) deseinfachen Derivatsbezüglich des Preisprozesses
S des Underlyings. Dies geschieht auf recht natürliche Art und Weise unter Ausnutzung
der Linearität von Integral und Orthogonalprojektion. Zunächst werden allerdings einige
technische Abschätzungen benötigt.
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Lemma 3.23 Die Abscḧatzung

0 ≤
∫ T

0

EP
[
1{t<τn∧T}|V (z)t|2 (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt)

]
dt ≤ c(n) <∞ (3.35)

gilt gleichm̈aßig f̈ur alle z ∈ Sf für eine positive Konstantec(n), die lediglich vonn ∈ N∗

abḧangt, und f̈ur eine Stoppzeit

τn := inf{t > 0 : yt ∈ Bn} ∧ inf{t > 0 : St ∈ Bn}, (3.36)

wobeiBn :=
(
0, 1

n

)
∪ (n,∞) undn ∈ N∗ sind. Die Funktionenα0 undα1 sind definiert wie

in Satz 3.18.

BEWEIS. Day undS adaptierte càdlàg-Prozesse sind, istτn für jedesn ∈ N∗ eine Stoppzeit,
vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.1.28. Es ist| lnSt| ≤ lnn für alle t < τn ∧ T .
Somit gilt1{t<τn∧T}e

Re(z) lnSt ≤ nR̄ für allez ∈ Sf , wobeiR̄ := max{|R′|, |R|}. Aufgrund
von

Φ1(t, z1, z2) = Φ1(t, z1, z2) und ψj(z1, z2) = ψj(z1, z2)

beobachtet man

αj(t, z, z) = ψj(2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z)) − 2Re(ψj(Φ1(T − t, 0, z), z))

≥
(
Re(Φ1(T − t, 0, z)),Re(z)

)
γ(j)

(
Re(Φ1(T − t, 0, z)),Re(z)

)⊤

+
(
Im(Φ1(T − t, 0, z)), Im(z)

)
γ(j)

(
Im(Φ1(T − t, 0, z)), Im(z)

)⊤

+

∫

D

(
eRe(Φ1(T−t,0,z)x1+Re(z)x2 − 1

)2
ϕ(j)(dx) ≥ 0,

weil γ(j) positiv semidefinit ist undϕ(j) ein Lévy-Maß verkörpert fürj ∈ {0, 1}. Unter
Berücksichtigung der Definition der Stoppzeitτn, vgl. Gleichung (3.36), resultiert daraus
die Abschätzung

K1(z) :=

∫ T

0

EP

[
1{t<τn∧T}1{Re(Φ1(T−t,0,z))≤0}e

2Re(Φ0(T−t,0,z))+2Re(Φ1(T−t,0,z))ytS
2Re(z)
t

× (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt)
]
dt

≤
∫ T

0

e2Re(Φ0(T−t,0,z))+ 2
n

Re(Φ1(T−t,0,z))n2R̄+2
[
ψ0(2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z))

−2Re(ψ0(Φ1(T − t, 0, z), z)) +
1

n

(
ψ1(2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z))

−2Re(ψ1(Φ1(T − t, 0, z), z))
)]
dt.

Unter Verwendung der Integralgleichungen

Re (Φ0(T − t, 0, z)) =

∫ T−t

0

Re (ψ0 (Φ1(s, 0, z), z)) ds,

Re (Φ1(T − t, 0, z)) =

∫ T−t

0

Re (ψ1 (Φ1(s, 0, z), z)) ds,
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vgl. die verallgemeinerten Riccati-Differentialgleichungen (3.11) und (3.12), erhält man

K1(z) ≤ n2R̄+2
[ ∫ T

0

∣∣∣e2Re(Φ0(T−t,0,z))+ 2
n

Re(Φ1(T−t,0,z))ψ0(2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z))
∣∣∣ dt

+
1

n

∫ T

0

∣∣∣e2Re(Φ0(T−t,0,z))+ 2
n

Re(Φ1(T−t,0,z))ψ1(2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z))
∣∣∣ dt

+
∣∣∣
∫ T

0

∂

∂t

(
2Re(Φ0(T − t, 0, z)) +

2

n
Re(Φ1(T − t, 0, z))

)

×e2Re(Φ0(T−t,0,z))+ 2
n

Re(Φ1(T−t,0,z)) dt
∣∣∣
]
≡ n2R̄+2

(
K2(z) +

1

n
K3(z) + |K4(z)|

)
.

Aufgrund von Gleichung (3.16) und der Jensen’schen Ungleichung gilt

2Re(Φj(t, 0, z)) ≤ Φj(t, 0, 2Re(z))

für alle (t, z) ∈ [0, T ] × Sf . Mit der Stetigkeit der AbbildungenΦ0 undΦ1, vgl. Annahme
3.6(2), kann damit|K4(z)| wie folgt abgeschätzt werden:

|K4(z)| =

∣∣∣∣1 − exp

{
2Re(Φ0(T, 0, z)) +

2

n
Re(Φ1(T, 0, z))

}∣∣∣∣

≤ 1 + exp

{
Φ0(T, 0, 2Re(z)) +

1

n
Φ1(T, 0, 2Re(z))

}
≤ c1(n),

wobei c1(n) eine endliche, positive Konstante ist, die nur vonn abhängt. Ebenfalls aus
Stetigkeitsgründen existieren Konstantenc2, c3 > 0 derart, dass

g(t, z) := 2Re(Φ1(T − t, 0, z)) ≤ Φ1(T − t, 0, 2Re(z)) ≤ c2 und2Re(Φ0(T − t, 0, z)) ≤ c3

gelten. Unter Berücksichtigung der Struktur (3.8) der Lévy-Exponentenψj ist
∣∣∣∣
1

n
e

1
n
g(t,z)ψj(g(t, z), 2Re(z))

∣∣∣∣

≤
[

2

n

(
|β2

(j)| + R̄|γ2,2
(j) |
)
R̄ +

(
|β1

(j)| + 2R̄|γ1,2
(j) |
)
|gn(t, z)| +

n

2
|γ1,1

(j) ||gn(t, z)|2
]
egn(t,z)

+
1

n
egn(t,z)

∫

D

∣∣∣eg(t,z)x1+2Re(z)x2 − 1 − g(t, z)h̃(x1) − 2Re(z)h̃(x2)
∣∣∣ ϕ(j)(dx),

wobei gn : [0, T ] × Sf → R definiert ist durchgn(t, z) := 1
n
g(t, z) und j ∈ {0, 1}. Es

existieren positive Konstantenc4(n), c5(n) undc6(n) dergestalt, dass die Abschätzungen

exp{gn(t, z)} ≤ exp{c2
n
} =: c4(n),

exp{gn(t, z)}|gn(t, z)| ≤ 1{gn(t,z)≥0}
c2
n
c4(n) + 1{gn(t,z)<0}

−gn(t, z)
1 − gn(t, z)

≤ c2
n
c4(n) + 1 =: c5(n) und

exp{gn(t, z)}|gn(t, z)|2 ≤ 1{gn(t,z)≥0}

(c2
n

)2

c4(n) + 1{gn(t,z)<0}
(gn(t, z))

2

∞∑
k=0

(−gn(t,z))k

k!

≤
(c2
n

)2

c4(n) + 2 =: c6(n)
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Gültigkeit besitzen. Weiterhin gilt

1

n
egn(t,z)

∫

D

∣∣∣eg(t,z)x1+2Re(z)x2 − 1 − g(t, z)h̃(x1) − 2Re(z)h̃(x2)
∣∣∣ ϕ(j)(dx)

≤ 1

n
egn(t,z)

[ ∫

D\Q
eM0x1+2Rx2 ϕ(j)(dx) +

∫

D\Q
eM0x1+2R′x2 ϕ(j)(dx)

+
(
1 + 2R̄+ |g(t, z)|

)
ϕ(j)(D \ Q)

]
+

1

n
egn(t,z)

∫

Q

∣∣∣eg(t,z)x1+2Re(z)x2

−1 − g(t, z)x1 − 2Re(z)x2

∣∣∣ϕ(j)(dx),

wobeiM0 definiert ist wie in Annahme 3.6(1).ϕ(j) verkörpert ein Lévy-Maß. Infolgedessen
ist c7 := ϕ(j)(D \ Q) positiv und endlich. Die ersten zwei Integrale auf der rechten Seite
der obigen Ungleichung entsprechen angesichts von Annahme3.8 endlichen Konstantenc8,
c9 > 0. Dag(t, z)x1 + 2Re(z)x2 ≤ c2 + 2R̄ für alle (x1, x2) ∈ Q gilt, kann man

∣∣eg(t,z)x1+2Re(z)x2 − 1 − g(t, z)x1 − 2Re(z)x2

∣∣

≤ max

{
1,

1

2
+

ec2+2R̄

(c2 + 2R̄)2

}
(g(t, z)x1 + 2Re(z)x2)

2

≤ c10
(
(g(t, z))2 + 4R̄2

) (
x2

1 + x2
2

)

für alle (x1, x2) ∈ Q zeigen, wobeic10 eine positive Konstante darstellt. Daϕ(j) ein Lévy-
Maß ist, istc11 :=

∫
Q(x2

1 + x2
2)ϕ(j)(dx) positiv und endlich. Damit erhält man

1

n
egn(t,z)

∫

D

∣∣∣eg(t,z)x1+2Re(z)x2 − 1 − g(t, z)h̃(x1) − 2Re(z)h̃(x2)
∣∣∣ ϕ(j)(dx)

≤ c4(n)

n
((1 + 2̺) c7 + c8 + c9) + c5(n)c7 +

(
nc6(n) + 4

c4(n)

n
̺2

)
c10c11 =: c12(n),

wobei c12(n) endlich ist. Daraus schließt man, dass es eine positive Konstantec13(n) gibt
mit
∣∣∣∣
1

n
e

1
n
g(t,z)ψj(g(t, z), 2Re(z))

∣∣∣∣

≤ 2

n

(
|β2

(j)| + R̄|γ2,2
(j) |
)
R̄c4(n) +

(
|β1

(j)| + 2R̄|γ1,2
(j) |
)
c5(n) +

n

2
|γ1,1

(j) |c6(n) + c12(n)

≤ c13(n) <∞

für alle (t, z) ∈ [0, T ] × Sf , j ∈ {0, 1}. Daraus wiederum folgen die Abschätzungen

K2(z) ≤ nec3c13(n)T und
1

n
K3(z) ≤ ec3c13(n)T.

Abschließend ergibt sich

0 ≤ K1(z) ≤ n2̺+2 [ec3c13(n)(n + 1)T + c1(n)] =: c14(n) <∞ (3.37)



84 Kapitel 3. Varianz-optimales Hedging in affinen stochastischen Volatilitätsmodellen

für alle z ∈ Sf und allen ∈ N∗. In Analogie dazu zeigt man, dass eine endliche, positive
Konstantec15(n) existiert, die nur vonn abhängt, und bezüglich der

K5(z) :=

∫ T

0

EP

[
1{t<τn∧T}1{Re(Φ1(T−t,0,z))>0}e

2Re(Φ0(T−t,0,z))+2Re(Φ1(T−t,0,z))ytS
2Re(z)
t

× (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt)
]
dt ≤ c15(n) <∞ (3.38)

für allez ∈ Sf und allen ∈ N∗ gilt. Aus den Abschätzungen (3.37) und (3.38) resultiert die
Behauptung, da

|V (z)t|2 = S
2Re(z)
t exp{2Re(Φ0(T − t, 0, z)) + 2Re(Φ1(T − t, 0, z))yt}

in Anbetracht von Proposition 3.3 und Bemerkung 3.7 gilt. �

Korollar 3.24 Unter Verwendung der Notation von Lemma 3.23 besitzen die folgenden
Abscḧatzungen

EP

[(∫

Sf

|ϑ∗(z)|2 |Π|(dz)
)
··· 〈S, S〉τnT

]
<∞, (3.39)

∫

Sf

EP [〈L(z), L(z)〉τnT ] |Π|(dz) <∞ (3.40)

Gültigkeit.

BEWEIS. Mittels der Gleichungen (3.31) und (3.33) erhält man

K := EP

[(∫

Sf

|ϑ∗(z)|2 |Π|(dz)
)
··· 〈S, S〉τnT

]

= EP

[∫ τn∧T

0

∫

Sf

|V (z)t|2
|κ0(t, z) + κ1(t, z)yt|2

δ0 + δ1yt
|Π|(dz) dt

]
.

Analog zur Berechnung der vorhersehbaren quadratischen Kovariation (3.34) bestimmt man
mittels Proposition 2.31 und Satz 2.30 die vorhersehbare quadratische Kovariation

〈V (z1), V (z2)〉t =

∫ t

0

V (z1)sV (z2)s [α0(s, z1, z2) + α1(s, z1, z2)ys] ds (3.41)

für z1, z2 ∈ Sf undt ∈ [0, T ]. Aufgrund der Gleichungen (3.33) und (3.34) gilt

ϑ∗(z2) ··· 〈V (z1), S〉t = ϑ∗(z1) ··· 〈S, V (z2)〉t = (ϑ∗(z1)ϑ
∗(z2)) ··· 〈S, S〉t

=

∫ t

0

V (z1)sV (z2)s
(κ0(s, z1) + κ1(s, z1)ys)(κ0(s, z2) + κ1(s, z2)ys)

δ0 + δ1ys
ds.

Die ZufallsvariableL(z)t gibt den Fehlbetrag der (imaginären) optimalen Hedgingstrategie
ϑ∗(z) zum Zeitpunktt an. In diesem Sinne kannL(z) auch als (imaginärer) Hedgefehlerpro-
zess angesehen werden. Es sei daran erinnert, dass der HedgefehlerprozessL(z) definiert ist
durch

L(z) := V (z) − V (z)0 − ϑ∗(z) ··· S.
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Folglich ist der Spitzklammerprozess der HedgefehlerprozesseL(z1) und L(z2) gegeben
durch

〈L(z1), L(z2)〉t =

∫ t

0

V (z1)sV (z2)s

[
α0(s, z1, z2) + α1(s, z1, z2)ys

−(κ0(s, z1) + κ1(s, z1)ys) (κ0(s, z2) + κ1(s, z2)ys)

δ0 + δ1ys

]
ds (3.42)

für z1, z2 ∈ Sf und t ∈ [0, T ]. Es ist〈L(z), L(z)〉 = 〈L(z), L(z)〉 ∈ V +, d.h. der Prozess
〈L(z), L(z)〉 ist insbesondere monoton wachsend. Daraus folgt

0 ≤ |κ0(t, z) + κ1(t, z)yt|2
δ0 + δ1yt

≤ α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt (3.43)

für λ-f.a. t ∈ [0, T ], daκj(t, z) = κj(t, z) gilt für j ∈ {0, 1}. Mithilfe des Satzes von Fubini
erhält man damit

K ≤
∫

Sf

∫ T

0

EP

[
1{t<τn∧T}|V (z)t|2 (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt)

]
dt |Π|(dz). (3.44)

Da Π ein endliches Maß aufSf ist, folgt die Abschätzung (3.39) mit Lemma 3.23. Ange-
sichts der Gleichung (3.42) und der Ungleichung (3.43) gilt

〈L(z), L(z)〉τnT ≤
∫ τn∧T

0

|V (z)t|2 (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt) dt. (3.45)

Somit resultiert die Abschätzung (3.40) ebenfalls aus Lemma 3.23. �

Lemma 3.25 Die GKW-Zerlegung des PreisprozessesV des zu hedgenden Derivats bezüg-
lich des PreisprozessesS des Underlyings ist gegeben durch(ϑ∗, L), wobei

ϑ∗ :=

∫

Sf

ϑ∗(z) Π(dz), (3.46)

L :=

∫

Sf

L(z) Π(dz) (3.47)

reellwertige Prozesse sind.

BEWEIS. Die Abbildungen(t, z) 7→ Φj(T − t, 0, z), κj(t, z), j ∈ {0, 1}, sind stetig und
damitB(R+) ⊗ B(Sf )-B(C)-messbar. Daraus folgt, dass die Abbildungen

(ω, t, z) 7→ Φj(T − t, 0, z), κj(t, z), j ∈ {0, 1},

F0 ⊗ B(R+) ⊗ B(Sf )-B(C)-messbar sind, wobeiF0 die trivialeσ-Algebra ist. Wegen
F0 ⊗ B(R+) ⊆ P sind letztere Abbildungen auchP ⊗ B(Sf )-B(C)-messbar. Die Pro-
zesseS− und y− sind vorhersehbar, infolgedessen die Abbildungen(ω, t, z) 7→ St−(ω),
yt−(ω) P ⊗ B(Sf )-B(C)-messbar sind. Folglich ist(ω, t, z) 7→ ϑ∗(z)t(ω) als Kompositi-
on messbarer Abbildungen, vgl. die Formeln (3.31) und (3.25), P⊗B(Sf )-B(C)-messbar.
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Zerlegt manϑ∗(z) in Real- und Imaginärteil undΠ in die signierten MaßeΠRe undΠIm, de-
finiert durchΠRe(G) := Re(Π(G)) undΠIm(G) := Im(Π(G)) für alleG ∈ B(Sf ), und die
signierten MaßeΠRe undΠIm wiederum gemäß der Hahn-Jordan-Zerlegung in die positi-
ven und negativen Variationen(ΠRe)+, (ΠRe)−, (ΠIm)+ und(ΠIm)−, so erhält man mit dem
Satz von Fubini, dassϑ∗ vorhersehbar ist. Fürn ∈ N∗ definiert man die Stoppzeitτn wie in
Lemma 3.23, vgl. Gleichung (3.36). Ferner definiere man den ProzessA = (At)t∈[0,T ] wie
folgt:

At :=

∫ t

0

(ϑ∗s)
2 d〈S, S〉s, t ∈ [0, T ].

Mittels der Hölder’schen Ungleichung und Abschätzung (3.39) in Korollar 3.24 erhält man

EP [AT∧τn ] ≤ EP



∫ T∧τn

0

(∫

Sf

|ϑ∗(z)s| |Π|(dz)
)2

d〈S, S〉s




≤ |Π|(Sf)EP
[(∫

Sf

|ϑ∗(z)|2 |Π|(dz)
)
··· 〈S, S〉τnT

]
<∞.

Da (τn)n∈N∗ eine lokalisierende Folge ist, gilt alsoϑ∗ ∈ L2
loc(S). Lemma 3.22 impliziert

SL(z) ∈ Mloc für allez ∈ Sf . DaS ∈ H 2
loc ist, existiert eine lokalisierende Folge(σn)n∈N∗

mit Sσn ∈ H 2. DaL(z) ∈ H 2 ist, vgl. ebenfalls Lemma 3.22, ergibt sich mit Jacod &
Shiryaev (2003), Satz I.4.2, dass(SL(z))σn ∈ M gilt. Man definiertτ̃n := τn ∧ σn. Da
〈L(z), L(z)〉 ein adaptierter wachsender Prozess ist, kann für jede beliebige Stoppzeitτ
mittels der Jensen’schen Ungleichung

(EP [|L(z)τt |])2 ≤ EP [|L(z)τt |2] ≤ EP [〈L(z), L(z)〉τT ], t ∈ [0, T ], (3.48)

gezeigt werden. Man beachte, dass die Aussage von Lemma 3.23auch dann gültig bleibt,
wenn manτn durchτ̃n ersetzt. DaS τ̃n ∈ H 2 ist, gilt

K :=

√
sup

{
EP

[(
S τ̃nt
)2]

: t ∈ [0, T ]
}
<∞.

Damit ergibt sich mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung in Verbindung mit den Un-
gleichungen (3.48) und (3.45) die Abschätzung

∫

Sf

EP
[∣∣(S τ̃nt L(z)τ̃nt − S τ̃ns L(z)τ̃ns

)
1G
∣∣] |Π|(dz)

≤
∫

Sf

(
EP
[
|S τ̃nt L(z)τ̃nt |

]
+ EP

[
|S τ̃ns L(z)τ̃ns |

])
|Π|(dz)

≤ 2K

∫

Sf

(∫ T

0

EP
[
1{t<τ̃n∧T}|V (z)t|2 (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt)

]
dt

) 1
2

|Π|(dz) <∞

für G ∈ Fs unds ≤ t. Der Satz von Fubini liefert dann

EP
[(
S τ̃nt L

τ̃n
t − S τ̃ns L

τ̃n
s

)
1G
]

=

∫

Sf

EP
[(
S τ̃nt L(z)τ̃nt − S τ̃ns L(z)τ̃ns

)
1G
]
|Π|(dz) = 0.
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Ergo sindS undL orthogonal, das heißt, dassSL ∈ Mloc ist. In völliger Analogie zu diesem
Fubini-Argument beweist manLτn ∈ M unter Berücksichtigung vonL(z) ∈ H 2 für alle
z ∈ Sf und der Tatsache, dassH 2 stabil unter Stoppen ist. Darüber hinaus resultiert aus
den Ungleichungen (3.40) in Korollar 3.24 und (3.48) die Abschätzung

sup
t∈[0,T ]

EP [(Lτnt )2] ≤ |Π|(Sf)
∫

Sf

EP [〈L(z), L(z)〉τnT ] |Π|(dz) <∞,

infolgedessenL ∈ H 2
loc ist. Offensichtlich startetL in Null. Aus Proposition 3.15 und

Lemma 3.22 ist

V = V0 +

∫

Sf

(ϑ∗(z) ··· S) Π(dz) + L (3.49)

bekannt. Das Integral
∫
Sf

(ϑ∗(z) ··· S) Π(dz) kann linear in Integrale der Form

∫

Sf

(gj(z) ··· S) νl(dz)

zerlegt werden, wobei

νl ∈ {(ΠRe)+, (ΠRe)−, (ΠIm)+, (ΠIm)−}, l ∈ {1, . . . , 4},
gj(z) ∈ {Re(ϑ∗(z)), Im(ϑ∗(z))}, j ∈ {1, 2},

sind. Die Abbildung(ω, t, z) 7→ gj(ω, t, z) ≡ gj(z) ist P ⊗ B(Sf ) − B(R)-messbar, da
z 7→ Re(z), Im(z) stetige Funktionen sind. Daraus folgt die Vorhersehbarkeit vongj(z) für
festesz ∈ Sf . Des Weiteren folgert man aus Lemma 3.23

EP [(gj(z))
2 ··· 〈S, S〉τnT ] ≤ EP [|ϑ∗(z)|2 ··· 〈S, S〉τnT ]

≤
∫ T

0

EP
[
1{t<τn∧T}|V (z)t|2 (α0(t, z, z) + α1(t, z, z)yt)

]
dt <∞,

d.h.gj(z) ∈ L2
loc(S). Unter Berücksichtigung vonS ∈ H 2

loc und Definition III.6.12 in Jacod
& Shiryaev (2003) folgt damitgj(z) ∈ L2

loc(S − S0) ∩ L0(0), d.h.gj(z) ∈ L(S) , vgl. auch
Definition III.6.17 in Jacod & Shiryaev (2003). Protter (1992), vgl. das Korollar zu Satz
IV.44, besagt dann, dass eineF ⊗ B(R+) ⊗ B(Sf ) − B(R)-messbare f.s.-càdlàg-Version
von gj(z) ··· S existiert. Ferner resultiert aus dem Satz von Fubini die Vorhersehbarkeit von∫
Sf

(gj(z))
2 νl(dz). Die Abschätzung (3.39) in Korollar 3.24 liefert

EP

[(∫

Sf

(gj(z))
2 νl(dz)

)
··· 〈S, S〉τnT

]
≤ EP

[(∫

Sf

|ϑ∗(z)|2 |Π|(dz)
)
··· 〈S, S〉τnT

]
<∞.

Analog zugj(z) ∈ L(S) schließt man daraus

(∫

Sf

(gj(z))
2 νl(dz)

) 1
2

∈ L(S).
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Damit ist nun der Satz von Fubini für stochastische Integrale anwendbar, vgl. Protter (1992),
Satz IV.46:

∫

Sf

(gj(z) ··· S) νl(dz) =

(∫

Sf

gj(z) νl(dz)

)
··· S, j ∈ {1, 2}, l ∈ {1, . . . , 4}.

In Verbindung mit Gleichung (3.49) folgt daraus

V = V0 +

(∫

Sf

ϑ∗(z) Π(dz)

)
··· S + L = V0 + ϑ∗ ··· S + L. (3.50)

Zuvor ist bereits(ϑ∗, L) ∈ L2
loc(S) × H 2

loc gezeigt worden mitL0 = 0 undSL ∈ Mloc.
Die Orthogonalität vonL undS ist äquivalent zu〈L, S〉 = 0. Mit Gleichung (3.50) erhält
man damit〈V, S〉 = ϑ∗ ··· 〈S, S〉. Da(V, S) ∈ H 2 ×H 2

loc ist, existiert eine GKW-Zerlegung
(ϑ̃, L̃) ∈ Θ×H 2 des PreisprozessesV des zu hedgenden Derivats bezüglich des Preispro-
zessesS des Underlyings. Insbesondere gilt〈V, S〉 = ϑ̃··· 〈S, S〉. Wie im Beweis von Lemma
3.22 folgert manϑ∗ = ϑ̃ P ⊗ λ-f.s. undϑ∗ ∈ Θ. Damit ist aber auchL ∈ H 2, man vgl.
hierzu Gleichung (3.50), Bemerkung 3.13 und Proposition 3.16. Abschließend beobachtet
man

〈L̃− L, L̃− L〉 = (ϑ̃− ϑ∗) ··· 〈L̃− L, S〉 = 0, (3.51)

was bis auf UnunterscheidbarkeitL = L̃ zeigt, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Propositi-
on I.4.13. Folglich ist(ϑ∗, L) die GKW-Zerlegung des PreisprozessesV des zu hedgenden
Derivats bezüglich des PreisprozessesS des Underlyings, und die Prozesseϑ∗ undL sind
reellwertig. �

BEWEIS VON SATZ 3.17. Lemma 3.25 besagt gerade in Kombination mit Satz 3 und Ko-
rollar 10 in Schweizer (1994), dass(V0, ϑ

∗) die Lösung des Problems varianz-optimalen
Hedgens bezüglich der zufälligen AuszahlungH darstellt. Das betrachtete Hedgeproblem
stimmt mit dem folgenden Approximationsproblem im HilbertraumL2(P ) überein:

min
ϑ̄∈{v0+ϑ···ST : v0∈R, ϑ∈Θ}

‖ϑ̄−H‖2
L2(P ).

Dabei ist die Menge{v0 + ϑ ··· ST : v0 ∈ R, ϑ ∈ Θ} konvex und abgeschlossen inL2(P ),
vgl. Monat & Stricker (1995), Satz 4.1 und Bemerkung 4.2. Daraus folgt:

v∗0 = ṽ0 und ϑ∗ ··· ST = ϑ̃ ··· ST P -f.s.

für zwei Lösungen(v∗0, ϑ
∗) und (ṽ0, ϑ̃) des Problems quadratischen Hedgens, vgl. Heuser

(1986), Satz 21.1. Wegenϑ ··· S ∈ H 2 für alleϑ ∈ Θ gilt ϑ∗ ··· S = ϑ̃ ··· S und damit

0 = EP

[〈(
ϑ∗ − ϑ̃

)
··· S,

(
ϑ∗ − ϑ̃

)
··· S
〉
T

]

= EP

[∫ T

0

S2
t− (δ0 + δ1yt−)

(
ϑ∗t − ϑ̃t

)2

dt

]
,
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wasϑ∗ = ϑ̃ P ⊗ λ-f.s. impliziert. �

Im nächsten Schritt wird die Integraldarstellung des minimalen erwarteten quadratischen
Hedgefehlers bewiesen, der als Risiko der varianz-optimalen Hedgingstrategie aufgefasst
werden kann. Es sei daran erinnert, dass die Zufallsvariable Lt den Fehlbetrag der opti-
malen Hedgingstrategieϑ∗ zum Zeitpunktt angibt und dass in diesem SinneL auch als
Hedgefehlerprozess angesehen werden kann. Der HedgefehlerprozessL ist ein in Null star-
tendes quadratisch integrierbares Martingal, infolgedessen der minimale erwartete quadra-
tische Hedgefehler als Erwartungswert der vorhersehbarenquadratischen Variation〈L,L〉
des HedgefehlerprozessesL ausgedrückt werden kann. Aufgrund der Integraldarstellung
des Derivats kann diese vorhersehbare quadratische Variation als Doppelintegral über Spitz-
klammerprozesse von Hedgefehlerprozessen einfacher Derivate mit möglicherweise ver-
schiedenen Auszahlungsprofilen geschrieben werden. UnterVerwendung des Semimartin-
galcharakteristikenkalküls lassen sich diese Spitzklammerprozesse explizit als Integrale der
Zeit berechnen. Um den außen stehenden Erwartungswert durch das Doppelintegral und
das Zeitintegral nach innen ziehen zu können, muss ein Fubini-Argument verwendet wer-
den. Bei der angenommenen Integraldarstellung des Derivats ist der IntegrationsbereichSf
in der Gaußschen Ebene in imaginärer Richtung unbeschränkt, was hier im Allgemeinen
eine Verletzung der Integrierbarkeitsvoraussetzung des Satzes von Fubini nach sich zieht.
Daher betrachtet man Derivate mit abgeschnittenen Auszahlungsfunktionen, die bei der In-
tegraldarstellung mit einem kompakten Integrationsbereich korrespondieren und die zur Ap-
proximation des ursprünglichen Derivats herangezogen werden können.

BEWEIS VON SATZ 3.18. Man betrachte dieabgeschnittene Auszahlungsfunktion

fk(s) :=

∫

Sf

szΠk(dz),

wobeik ∈ R+, Πk(G) := Π(Skf ∩G) für alleG ∈ B(Sf ) und

Skf := {z ∈ C : R′ ≤ Re(z) ≤ R, |Im(z)| ≤ k}.
Hk = fk(ST ) gibt die zugehörige zufällige Auszahlung an. Man beachte, dassSkf ⊆ Sf
abgeschlossen und damit Element vonB(Sf ) ist und dassΠk ein endliches komplexes Maß
auf(Sf ,B(Sf )) darstellt. Der Preisprozess der zufälligen AuszahlungHk ist gegeben durch

V k := EP [Hk|Ft] =

∫

Sf

V (z) Πk(dz) =

∫

Sk
f

V (z) Π(dz),

vgl. Proposition 3.15. Mit majorisierter Konvergenz ergibt sichV k
t (ω) −→

k→∞
Vt(ω) für alle

ω ∈ Ω und allet ∈ [0, T ]. Mittels der Hölder’schen Ungleichung erhält man die Abschätzung

|V k
T − VT |2 ≤

(∫

Sk
f

|V (z)T | |Π|(dz)
)2

≤
(∫

Sf

|V (z)T |Π(dz)

)2

≤ |Π|(Sf)
∫

Sf

|V (z)T |2 |Π|(dz) ≤ (|Π|(Sf))2
(
e2R lnST + e2R

′ lnST

)
.
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Die rechte Seite dieser Ungleichungskette ist in Anbetracht von Annahme 3.6(1) integrierbar
bezüglichP . Daher liefert wiederum der Satz von der majorisierten Konvergenz

Hk = V k
T

L2

−→
k→∞

VT = H.

Wendet man Proposition 3.16 auf das Derivat mit zufälligerAuszahlungHk an, so erhält
manV k ∈ H 2. Lemma 3.25 besagt dann, dass((ϑk)∗, Lk), definiert durch

(ϑk)∗ :=

∫

Sf

ϑ∗(z) Πk(dz) und Lk :=

∫

Sf

L(z) Πk(dz),

die GKW-Zerlegung vonV k bezüglichS darstellt. Daraus folgt mit Monat & Stricker

(1995), Satz 3.8, dassLkT
L2

−→
k→∞

LT gilt, was

lim
k→∞

EP [(LkT )2] = EP [L2
T ] (3.52)

impliziert. DaLk ∈ H 2 ist, folgt (Lk)2 − 〈Lk, Lk〉 ∈ M , vgl. Jacod & Shiryaev (2003),
Satz I.4.2. MitLk0 = 0 ergibt sich damit

EP [L2
T ] = lim

k→∞
EP [〈Lk, Lk〉T ]. (3.53)

Zur Beendigung des Beweises von Satz 3.18 ist das folgende Lemma von zentraler Bedeu-
tung. Dieses Lemma beinhaltet eine Integraldarstellung der vorhersehbaren quadratischen
Variation des HedgefehlerprozessesLk, der mit der in Bezug auf das abgeschnittene De-
rivat varianz-optimalen Handelsstrategie(ϑk)∗ einhergeht. Dabei ist der Integrand gerade
der Spitzklammerprozess der HedgefehlerprozesseL(z1) undL(z2) mit z1, z2 ∈ Sf . Dieser
Spitzklammerprozess kann in Form eines Zeitintegrals berechnet werden, vgl. Gleichung
(3.42). Der Beweis von Satz 3.18 kann dann im Anschluss des Lemmas mittels einer zwei-
fachen Anwendung des Satzes von Fubini und durch Berechnungder resultierenden Erwar-
tungswerte vervollständigt werden. Bei der Berechnung der Erwartungswerte wird wesent-
lich die affine Struktur des stochastischen Volatilitätsmodells (3.1) - (3.3) ausgenutzt.

Lemma 3.26 Im Fall des Derivats mit abgeschnittener zufälliger AuszahlungHk ist die
vorhersehbare quadratische Variation des HedgefehlerprozessesLk von der Form

〈Lk, Lk〉 =

∫

Sf

∫

Sf

〈L(z1), L(z2)〉Πk(dz1) Πk(dz2), (3.54)

wobei sich der Spitzklammerprozess〈L(z1), L(z2)〉 gem̈aß Gleichung (3.42) berechnen lässt.
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BEWEIS. Seiτn, n ∈ N∗, die in Lemma 3.23 definierte Stoppzeit. Unter Verwendung der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung erhält man die Abschätzung

∫

Sf

∫

Sf

EP

[
|L(z1)

τn
t L(z2)

τn
t − L(z1)

τn
s L(z2)

τn
s − 〈L(z1), L(z2)〉τnt

+〈L(z1), L(z2)〉τns |
]
|Πk|(dz1) |Πk|(dz2)

≤
∫

Sf

∫

Sf

[(
EP [|L(z1)

τn
t |2]EP [|L(z2)

τn
t |2]

) 1
2 +

(
EP [|L(z1)

τn
s |2]EP [|L(z2)

τn
s |2]

) 1
2

︸ ︷︷ ︸
(I)

+EP

[(
(Re〈L(z1), L(z2)〉τnt )2 + (Im〈L(z1), L(z2)〉τnt )2

) 1
2
]

︸ ︷︷ ︸
(II)

+EP

[(
(Re〈L(z1), L(z2)〉τns )2 + (Im〈L(z1), L(z2)〉τns )2

) 1
2
]

︸ ︷︷ ︸
(III)

]
|Πk|(dz1) |Πk|(dz2).

Mittels Ungleichung (3.48) kann der Ausdruck (I) abgeschätzt werden durch

(
EP [|L(z1)

τn
t |2]EP [|L(z2)

τn
t |2]

) 1
2 +

(
EP [|L(z1)

τn
s |2]EP [|L(z2)

τn
s |2]

) 1
2

≤ 2
(
EP

[
〈L(z1), L(z1)〉τnT

]
EP

[
〈L(z2), L(z2)〉τnT

]) 1
2
. (3.55)

Man beachte, dass wegen der Eindeutigkeit des Spitzklammerprozesses, vgl. Definition 2.7,

±Re〈L(z1), L(z2)〉 =
1

2

(
〈L(z1) ± L(z2), L(z1) ± L(z2)〉

−〈L(z1), L(z1)〉 − 〈L(z2), L(z2)〉
)

(3.56)

gilt. Da 〈L(z1)−L(z2), L(z1) − L(z2)〉 ein nichtnegativer und wachsender Prozess ist, folgt
damit

〈L(z1) + L(z2), L(z1) + L(z2)〉 ≤ 2
(
〈L(z1), L(z1)〉 + 〈L(z2), L(z2)〉

)
. (3.57)

Die Terme (II) und (III) können nun wie folgt abgeschätzt werden: Mittels der Gleichung
(3.56) und der Ungleichung (3.57) folgert man

|Re〈L(z1), L(z2)〉τnt | ≤ 3

2

(
〈L(z1), L(z1)〉τnt + 〈L(z2), L(z2)〉τnt

)
. (3.58)

Analog zu Gleichung (3.56) und Ungleichung (3.57) beobachtet man

±Im〈L(z1), L(z2)〉 =
1

2

(
〈L(z1) ± iL(z2), L(z1) ± iL(z2)〉

−〈L(z1), L(z1)〉 − 〈L(z2), L(z2)〉
)
, (3.59)

〈L(z1) + iL(z2), L(z1) + iL(z2)〉 ≤ 2
(
〈L(z1), L(z1)〉 + 〈L(z2), L(z2)〉

)
. (3.60)
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Somit gilt auch

|Im〈L(z1), L(z2)〉τnt | ≤ 3

2

(
〈L(z1), L(z1)〉τnt + 〈L(z2), L(z2)〉τnt

)
. (3.61)

Zusammen ergeben die Ungleichungen (3.58) und (3.61) die Abschätzung

EP

[(
(Re〈L(z1), L(z2)〉τnt )2 + (Im〈L(z1), L(z2)〉τnt )2

) 1
2
]

+EP

[(
(Re〈L(z1), L(z2)〉τns )2 + (Im〈L(z1), L(z2)〉τns )2

) 1
2
]

≤ 6
(
EP [〈L(z1, L(z1)〉τnT ] + EP [〈L(z2, L(z2)〉τnT ]

)
.

Unter Verwendung der Hölder’schen Ungleichung und Korollar 3.24, angewendet auf das
komplexe MaßΠk, folgt daraus und aus Ungleichung (3.55), dass

∫

Sf

∫

Sf

EP

[
|L(z1)

τn
t L(z2)

τn
t − L(z1)

τn
s L(z2)

τn
s − 〈L(z1), L(z2)〉τnt

+〈L(z1), L(z2)〉τns |
]
|Πk|(dz1) |Πk|(dz2)

≤ 14|Π|(Skf )
∫

Sf

EP [〈L(z), L(z)〉τnT ] |Πk|(dz) <∞

ist. Damit liefert der Satz von Fubini

EP

[(
((Lk)τnt )2 − ((Lk)τns )2 −

∫

Sf

∫

Sf

〈L(z1), L(z2)〉τnt Πk(dz1) Πk(dz2)

+

∫

Sf

∫

Sf

〈L(z1), L(z2)〉τns Πk(dz1) Πk(dz2)
)
1G

]

=

∫

Sf

∫

Sf

EP

[(
(L(z1)

τn
t L(z2)

τn
t − 〈L(z1), L(z2)〉τnt )

−(L(z1)
τn
s L(z2)

τn
s − 〈L(z1), L(z2)〉τns )

)
1G

]
Πk(dz1) Πk(dz2) = 0

für G ∈ Fs und s ≤ t, weil (L(z1)L(z2))
τn − 〈L(z1), L(z2)〉τn ∈ M gilt. Folglich ist

(Lk)2 −
∫
Sf

∫
Sf
〈L(z1), L(z2)〉Πk(dz1) Πk(dz2) ∈ Mloc. Man sei daran erinnert, dass

〈L(z1), L(z2)〉t(ω) =

∫ t

0

eΦ0(T−s,0,z1)+Φ0(T−s,0,z2)+(Φ1(T−s,0,z1)+Φ1(T−s,0,z2))ys−(ω)

×e(z1+z2) lnSs−(ω)
[
α0(s, z1, z2) + α1(s, z1, z2)ys−(ω)

−(κ0(s, z1) + κ1(s, z1)ys−(ω)) (κ0(s, z2) + κ1(s, z2)ys−(ω))

δ0 + δ1ys−(ω)

]
ds

≡
∫ t

0

g(ω, s, z1, z2) ds

gilt, vgl. die Gleichungen (3.42) und (3.25). Aufgrund der Annahmen 3.6(2) und 3.8 sowie
aufgrund von Lemma 5.3 in Duffie et al. (2003) sind die AbbildungenΦ0, Φ1, κ0, κ1, α0
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undα1 stetig, infolgedessen diese, als Funktionen in den Variablens, z1, undz2 aufgefasst,
B(R+) ⊗ B2(Sf ) − B(C)-messbar sind. WegenF0 ⊗ B(R+) ⊂ P sindΦ0, Φ1, κ0, κ1,
α0 undα1, aufgefasst als Abbildungen inω, s, z1 undz2, P ⊗ B2(Sf ) − B(C)-messbar.
Die Prozessey− undS− sindP-messbar. Ergo ist der Integrandg P ⊗ B2(Sf ) − B(C)-
messbar.

Lemma 3.27 Sei(ω, s, z1, z2) 7→ g(ω, s, z1, z2) eineP ⊗B2(C)−B(C)-messbare Abbil-
dung. Dann ist die Abbildung(ω, t, z1, z2) 7→

∫ t
0
g(ω, s, z1, z2) ds auchP⊗B2(C)−B(C)-

messbar.

BEWEIS. Zunächst sei angenommen, dassg die Gestaltg(ω, s, z1, z2) := 1A(ω, s)1B(z1, z2)

besitzt, wobeiA ∈ P undB ∈ B2(C) sind. Da1A progressiv messbar ist, liefert der
Satz von Fubini dieFt − B(C)-Messbarkeit vonXt(ω) :=

∫ t
0

1A(ω, s) ds, das heißt, dass
X adaptiert ist. Aufgrund der Stetigkeit vonX ist X somit vorhersehbar. Folglich sind
X und 1B P ⊗ B2(C) − B(C)-messbar, und die Behauptung ist für eine derart struk-
turierte Abbildungg gezeigt. Offensichtlich istE := {A × B : A ∈ P, B ∈ B2(C)}
ein Erzeuger vonP ⊗ B2(C), der schnittstabil ist. Mittels eines Dynkin-Arguments folgt
die Behauptung für alle Abbildungeng der Formg(ω, s, z1, z2) := 1C(ω, s, z1, z2), wobei
C ∈ P ⊗B2(C) ist. Die allgemeine Behauptung resultiert dann mit algebraischer Indukti-
on (Zerlegung von Real- und Imaginärteil einer beliebigenP ⊗B2(C)−B(C)-messbaren
Abbildung in Positiv- und Negativteil und Argumentation mittels monotoner Konvergenz
unter Berücksichtigung von Satz 11.6 in Bauer (1974)). �

Damit kann der Beweis von Lemma 3.26 fortgesetzt werden. Lemma 3.27 liefert die
P ⊗B2(Sf )−B(C)-Messbarkeit von〈L(z1), L(z2)〉. Zerlegt man das komplexe MaßΠk

unter Verwendung der Hahn-Jordan-Dekomposition in dieR+-wertigen Maße((Πk)Re)+,
((Πk)Re)−, ((Πk)Im)+ und((Πk)Im)−, das heißt

Πk(G) = ((Πk)Re)+(G) − ((Πk)Re)−(G) + i
(
(Πk)Im)+(G) − ((Πk)Im)−(G)

)

für alleG ∈ B(Sf ), so schließt man mit dem Satz von Fubini auf die Vorhersehbarkeit des
Prozesses

∫
Sf

∫
Sf
〈L(z1), L(z2)〉Πk(dz1) Πk(dz2). Real- und Imaginärteil dieses vorherseh-

baren Prozesses können linear zerlegt werden in Doppelintegrale der Form
∫

Sf

∫

Sf

Re〈L(z1), L(z2)〉 νj(dz1) νl(dz2) oder
∫

Sf

∫

Sf

Im〈L(z1), L(z2)〉 νj(dz1) νl(dz2),

wobei j, l ∈ {1, . . . , 4} sowieν1 := ((Πk)Re)+, ν2 := ((Πk)Re)−, ν3 := ((Πk)Im)+ und
ν4 := ((Πk)Im)− sind. Mithilfe von Gleichung (3.56) erhält man

∫

Sf

∫

Sf

Re〈L(z1), L(z2)〉 νj(dz1) νl(dz2) ≡
1

2
A1 − 1

2
A2

=
1

2

∫

Sf

∫

Sf

〈L(z1) + L(z2), L(z1) + L(z2)〉 νj(dz1)νl(dz2)

−1

2

[
νl(Sf )

∫

Sf

〈L(z), L(z)〉 νj(dz) + νj(Sf )
∫

Sf

〈L(z), L(z)〉 νl(dz)
]
.
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Aus Ungleichung (3.57) ist unmittelbar ersichtlich, dassA1
t ≤ 2A2

t für alle t ∈ [0, T ] gilt.
Aufgrund vonνj(G) ≤ |Πk|(G) für alleG ∈ B(Sf ) und allej ∈ {1, . . . , 4}, vgl. Elstrodt
(1996), Kapitel VII, Paragraph 1, und wegen〈L(z), L(z)〉 ∈ V + beobachtet man ferner

A2
t ≤ 2|Π|(Sf)

∫

Sf

〈L(z), L(z)〉T |Πk|(dz)

für alle t ∈ [0, T ], da wegen der Minimaleigenschaft von|Πk| gilt, dass|Πk|(G) ≤ |Π|(G)

für alleG ∈ B(Sf ) ist, vgl. den Abschnitt über Totalvariation in Kapitel 6 der Monographie
von Rudin (1987), und daSkf ⊆ Sf gilt. Die Abbildungent 7→ A1

t , A
2
t sind monoton wach-

send, da diese Integrale adaptierter wachsender Prozesse nach positiven Maßen darstellen.
Wendet man Korollar 3.24 erneut auf das komplexe MaßΠk an, so erhält man zudem

EP [(A1)τnt ] ≤ 2EP [(A2)τnt ] ≤ 4|Π|(Sf)
∫

Sf

EP

[
〈L(z), L(z)〉τnT

]
|Πk|(dz) <∞.

Daraus folgt, dassA1,A2 ∈ V + sind, da die lokalisierte Klasse der adaptierten wachsenden
Prozesse mitV + übereinstimmt. Somit ist

∫
Sf

∫
Sf

Re〈L(z1), L(z2)〉 νj(dz1) ∈ V . Analog

zeigt man, dass
∫
Sf

∫
Sf

Im〈L(z1), L(z2)〉 νj(dz1) ∈ V gilt. Zusammenfassend bedeutet dies,

dass der komplexwertige Prozess
∫
Sf

∫
Sf
〈L(z1), L(z2)〉Πk(dz1) Πk(dz2) wohldefiniert, vor-

hersehbar und von endlicher Variation ist. Daraus folgt

〈Lk, Lk〉 =

∫

Sf

∫

Sf

〈L(z1), L(z2)〉Πk(dz1) Πk(dz2)

wegen(Lk)2 −
∫
Sf

∫
Sf
〈L(z1), L(z2)〉Πk(dz1) Πk(dz2) ∈ Mloc. �

Somit kann der Beweis von Satz 3.18 fortgeführt werden. AusGleichung (3.53) resultiert
mit Lemma 3.26 die Gültigkeit von

EP [L2
T ] = lim

k→∞
EP

[∫

Sk
f

∫

Sk
f

〈L(z1), L(z2)〉T Π(dz1) Π(dz2)

]
. (3.62)

Es genügt, den Fallδ0, δ1 6= 0 zu zeigen. Der Beweis der Spezialfälleδ0 = 0 bzw. δ1 = 0

kann erübrigt werden, da die erforderlichen Argumente eine echte Teilmenge der Argumen-
tation sind, die für den Fallδ0, δ1 6= 0 vonnöten ist. Mittels der Ungleichungen (3.58) und
(3.61) erhält man

∫

Sk
f

∫

Sk
f

EP [|〈L(z1), L(z2)〉T |] |Π|(dz1) |Π|(dz2)

≤
∫

Sk
f

∫

Sk
f

EP [|Re〈L(z1), L(z2)〉T | + |Im〈L(z1), L(z2)〉T |] |Π|(dz1) |Π|(dz2)

≤ 6|Π|(Skf )
∫

Sk
f

EP [〈L(z), L(z)〉T ] |Π|(dz). (3.63)
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Man beachte, dass〈X,X〉 für jedesC-wertige quadratisch integrierbare MartingalX (d.h.
für jedenC-wertigen ProzessX mit Re(X), Im(X) ∈ H 2) ein integrierbarer wachsen-
der Prozess ist, d.h., dass〈X,X〉 ∈ A + gilt. Daraus ergibt sich mittels der Gleichungen
(3.56) und (3.59) unter Verwendung des Satzes von Fubini undunter Berücksichtigung von
Gleichung (3.42) die Gültigkeit von

EP [〈L(z1), L(z2)〉T ] =

∫ T

0

(
η2

δ1
EP [V (z1)tV (z2)tyt] +

η1δ1 − η2δ0
δ2
1

EP [V (z1)tV (z2)t]

+
η0δ

2
1 − η1δ0δ1 + η2δ

2
0

δ2
1

EP

[
V (z1)tV (z2)t
δ0 + δ1yt

])
dt, (3.64)

wobei η0, η1 und η2, von t, z1 und z2 abhängend, definiert sind wie in der Behauptung.
Aufgrund von Annahme 3.6(1) und Bemerkung 3.7 lässt sichEP [V (z1)tV (z2)t] wie folgt
berechnen:

EP [V (z1)tV (z2)t] = eξ0Sz1+z2
0 exp{Φ0(t, ξ1, z1 + z2) + Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0}, (3.65)

wobei ξ0 und ξ1, von t, z1 und z2 abhängend, definiert sind wie in der Behauptung. Man
definiere nun die Abbildungeng0 undg1 : S → C durch

(x1, x2) 7→ g0(x1, x2) := exp{x1yt + x2Zt},
(x1, x2) 7→ g1(x1, x2) := EP [g0(x1, x2)].

Ferner bezeichneB(ξ1, ε̃) := {z ∈ C : |z− ξ1| < ε̃} eine offene Kugel mit Zentrumξ1 und
Radiusε̃. Dabei sei0 < 2ε̃ < ε für ein beliebig kleines, fest gewähltesε in Annahme 3.6.
Man beachte, dassξ1 := ξ1(t, z1, z2) für festes(t, z1, z2) ∈ [0, T ]×Sf 2 eine komplexe Zahl
ist. WegenRe(ξ1(t, z1, z2)) ≤ 1

2
(Φ1(T − t, 0, 2Re(z1)) + Φ1(T − t, 0, 2Re(z2))) ≤ M0

gilt

ε̃ sup {|D1g0(ξ, z1 + z2)| : ξ ∈ B(ξ1, ε̃)}
≤ sup{e(ε̃+Re(ξ))yt+(Re(z1)+Re(z2))Zt : ξ ∈ B(ξ1, ε̃)}
≤ e(M0+2ε̃)yt

(
e2RZt + e2R

′Zt

)
.

Die rechte Seite ist bezüglichP integrierbar, vgl. Annahme 3.6 und Bemerkung 3.7. Falls
|h| hinreichend klein ist, ist
∣∣∣∣
g0(ξ1 + h, z1 + z2) − g0(ξ1, z1 + z2)

h

∣∣∣∣ ≤ ε̃+ sup{|D1g0(ξ, z1 + z2)| : ξ ∈ B(ξ1, ε̃)},

vgl. Kapitel 1, Paragraph 1.1, in Remmert (1992). Daraus folgt mit dem Satz von der majo-
risierten Konvergenz:

EP [V (z1)tV (z2)tyt] = eξ0Sz1+z20 EP [D1g0(ξ1, z1 + z2)] = eξ0Sz1+z20 D1g1(ξ1, z1 + z2)

= EP [V (z1)tV (z2)t] (D2Φ0(t, ξ1, z1 + z2) +D2Φ1(t, ξ1, z1 + z2)y0) . (3.66)
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Des Weiteren gilt, vgl. Satz II.2.1 in Fischer & Lieb (1994),

e
ξ1
(
yt+

δ0
δ1

)

yt +
δ0
δ1

=

∫

Γ

e
z
(
yt+

δ0
δ1

)

dz =

∫ 1

0

(
δ1
δ0

+ ξ1s

)
exp

{(
δ1
δ0

ln(s) + ξ1s

)
yt +

δ0
δ1
ξ1s

}
ds,

wobeiΓ = { δ1
δ0

ln(s) + ξ1s : s ∈ (0, 1]} ist. Damit erhält man

EP

[
V (z1)tV (z2)t
δ0 + δ1yt

]

= eξ0Sz1+z20

e
− δ0

δ1
ξ1

δ1

(
δ1
δ0
EP

[∫ 1

0

exp

{(
δ1
δ0

ln(s) + ξ1s

)
yt +

δ0
δ1
ξ1s+ (z1 + z2)Zt

}
ds

]

+ ξ1EP

[∫ 1

0

s exp

{(
δ1
δ0

ln(s) + ξ1s

)
yt +

δ0
δ1
ξ1s+ (z1 + z2)Zt

}
ds

])
.

Wegenδ0, δ1 > 0 und aufgrund der Nichtnegativität vonyt ergibt sich für alles ∈ (0, 1] die
Abschätzung

∣∣∣∣se
(

δ1
δ0

ln(s)+ξ1s
)
yt+

δ0
δ1
ξ1s+(z1+z2)Zt

∣∣∣∣ ≤ e
δ0
δ1

(M0∨0)
(
e(M0∨0)yt+2RZt + e(M0∨0)yt+2R′Zt

)
.

Anhand von Annahme 3.6 und Bemerkung 3.7 erkennt man, dass die rechte Seite dieser
Ungleichung bezüglichP integrierbar ist. Unter erneuter Berücksichtigung von Bemerkung
3.7 resultiert somit aus dem Satz von Fubini

EP

[
V (z1)tV (z2)t
δ0 + δ1yt

]
= eξ0Sz1+z20

e
− δ0

δ1
ξ1

δ1

∫ 1

0

(
δ1
δ0

+ ξ1s

)
e

δ0
δ1
ξ1s

×eΦ0

(
t,

δ1
δ0

ln(s)+ξ1s,z1+z2
)
+Φ1

(
t,

δ1
δ0

ln(s)+ξ1s,z1+z2
)
y0 ds. (3.67)

Mithilfe der Stetigkeit der AbbildungenΦ0, Φ1, D2Φ0 und D2Φ1 auf dem Kompaktum
[0, T ] × Skf , vgl. Annahme 3.6(2), schließt man auf

EP [|V (z)t|2] ≤ eΦ0(T−t,0,2Re(z))
(
S2R

0 eΦ0(t,M0∨0,2R)+Φ1(t,M0∨0,2R)y0

+S2R′

0 eΦ0(t,M0∨0,2R′)+Φ1(t,M0∨0,2R′)y0
)
≤ c1,

EP [|V (z)t|2yt] ≤ c1 |D2Φ0(t, 2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z))

+ D2Φ1(t, 2Re(Φ1(T − t, 0, z)), 2Re(z))y0| ≤ c2(k)

und

EP

[ |V (z)t|2
δ0 + δ1yt

]

≤ e2Re(Φ0(T−t,0,z))
(
S2R

0 + S2R′

0

) e
δ0
δ1

|2Re(Φ1(T−t,0,z))|

δ1

(
δ1
δ0

+ (M0 ∨ 0)

)
e

δ0
δ1

(M0∨0)

×
(
eΦ0(t,M0∨0,2R)+Φ1(t,M0∨0,2R)y0 + eΦ0(t,M0∨0,2R′)+Φ1(t,M0∨0,2R′)y0

)
≤ c3(k)
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für alle(t, z) ∈ [0, T ]×Skf , wobeic1, c2(k) undc3(k) positive Konstanten sind. Die letzteren
beiden hängen möglicherweise vonk ab, nicht aber vont oderz. Folglich erhält man die
Abschätzung

EP [〈L(z), L(z)〉T ] ≤
∫ T

0

(
|η2(t, z, z)|

c2(k)

δ1
+ (δ1|η1(t, z, z)| + δ0|η2(t, z, z)|)

c1
δ2
1

+
(
δ2
1|η0(t, z, z)| + δ0δ1|η1(t, z, z)| + δ2

0 |η2(t, z, z)|
) c3(k)

δ2
1

)
dt

≤ Tc4(k)

für allez ∈ Skf und eine positive Konstantec4(k), die nur vonk abhängt, da die Abbildungen

(t, z) 7→ η0(t, z, z), η1(t, z, z), η2(t, z, z)

auf [0, T ] × Skf stetig sind, vgl. die Annahmen 3.6 und 3.8. Mit Ungleichung (3.63) folgt
daraus

∫

Sk
f

∫

Sk
f

EP [|〈L(z1), L(z2)〉T |] |Π|(dz1) |Π|(dz2) ≤ 6
(
|Π|(Skf )

)2
Tc4(k) <∞,

infolgedessen der Satz von Fubini anwendbar ist und unter Berücksichtigung von Gleichung
(3.62) abschließend

EP [L2
T ] = lim

k→∞

∫

Sk
f

∫

Sk
f

EP [〈L(z1), L(z2)〉T ] Π(dz1) Π(dz2) (3.68)

liefert. Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Gleichungen (3.64) - (3.67). Die Integrale,
die man in Gleichung (3.68) im Grenzwert erhält, sind also im Sinne des Cauchy’schen
Hauptwertes aufzufassen. �





Kapitel 4

Varianz-optimales Hedging in
stochastischen Volatiliẗatsmodellen mit
zeittransformierten L évy-Prozessen

Nachdem in Kapitel 3 das Problem des varianz-optimalen Hedgens im allgemeinen affinen
stochastischen Volatilitätsmodell einer semiexpliziten Lösung zugeführt worden ist, sollen
die allgemeinen Resultate in diesem Kapitel auf die stochastischen Volatilitätsmodelle auf
der Grundlage zeittransformierter Lévy-Prozesse von Carr et al. (2003), vgl. Abschnitt 1.4.4,
spezialisiert werden. Zunächst wird bewiesen, dass die stochastischen Volatilitätsmodelle
von Carr et al. (2003) affin sind. Anschließend werden die zentralen Integralformeln für
den varianz-optimalen Hedge und den minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler in
Form der konkreten Modellgrößen ausgedrückt. Ein wesentlicher Teil der Arbeit wird dahin-
gehend investiert, die allgemeinen Voraussetzungen auf die vorliegende Modellspezifikation
zu übertragen, mit dem Ziel, dass die nur von den Modellparametern abhängenden Bedin-
gungen in möglichst einfacher Form vorliegen, d.h. leichtüberprüfbar sind. In einem letzten
Abschnitt werden dann diese Modelle noch einmal spezialisiert durch die Festlegung bis da-
hin nicht spezifizierter Lévy-Prozesse und durch die Vorgabe der Modellparameter, so dass
die Formeln numerisch umgesetzt werden können. Hinsichtlich der Modellparameter wird
zum einen ein hypothetischer Beispielparametersatz herangezogen und zum anderen ein Pa-
rametersatz, der auf der Kalibrierung von Optionspreisen beruht, vgl. Schoutens (2003), Ta-
belle 7.3. Der letztere Ansatz ist dabei so zu verstehen, dass man unter dem risikoneutralen
Maß quadratisch hedgt. Da man jedoch in der wirklichen Welt handelt und man das damit
einhergehende Risiko nur in der wirklichen Welt sinnvoll deuten kann, sollte man eigent-
lich den Hedge und den dazugehörigen Fehler unter dem physikalischen Maß berechnen.
In diesem Beispiel auf der Basis kalibrierter Parameter soll daher unter anderem die Frage
untersucht werden, wie weit die beiden Maße numerisch voneinander entfernt liegen, d.h.
wie gut die Lösung unter dem risikoneutralen Maß die Lösung unter dem physikalischen
Maß approximiert. Unabhängig von dieser Frage dokumentieren beide Beispiele die gute
numerische Handhabbarkeit der Formeln für den varianz-optimalen Hedge und den entspre-
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chenden minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler,die in den Sätzen 3.17 und 3.18
angegeben worden sind. Es sei daran erinnert, dass die Handelsintensität sowohl durch ei-
ne Quadratwurzel-Diffusion als auch durch einen OU-Prozess, der durch einen Subordinator
getrieben wird, modelliert werden kann. Im ersten Abschnitt werden die stochastischen Zeit-
transformationsmodelle auf der Basis von OU-Prozessen untersucht, man betrachte hierzu
das Modell (1.97) - (1.99). Hinsichtlich der Notation in diesem Kapitel sei darauf hingewie-
sen, dass die kumulantenerzeugende Funktion einesRd-wertigen Lévy-ProzessesL, wie im
eindimensionalen Fall in Abschnitt 1.2, mitψL bezeichnet wird. Sie ist von der Form

ψL(u) = u⊤bL +
1

2
u⊤cLu+

∫

Rd

(
eu

⊤x − 1 − u⊤h(x)
)
FL(dx),

wobei (bL, cL, FL) das Lévy-Khintchine-Tripel vonL angibt undh für eine Abschneide-
funktion auf demRd steht. Der DefinitionsbereichU vonψL ist gegeben durch

U =

{
u ∈ Cd :

∫

‖x‖>1

eRe(u)⊤x FL(dx) <∞
}
.

4.1 Integrierte OU-Zeittransformationsmodelle

Zunächst soll gezeigt werden, dass das integrierte OU-Zeittransformationsmodell (1.97) -
(1.99) affin ist. Dazu werden einige technische Hilfsaussagen benötigt. Die Menge

D(Rd) := {α : R+ → Rd : α ist càdlàg}

derRd-wertigen càdlàg-Funktionen aufR+ wird alsSkorokhod-Raumbezeichnet. Darüber
hinaus istπt : D(Rd) → Rd, definiert durchπt(α) := αt, für t ∈ R+ die Projektionsabbil-
dung. Mittels der durch die Projektionen erzeugtenσ-AlgebrenD0

t (R
d) := σ(πs : s ≤ t)

definiert man

D(Rd) := σ
( ⋃

t∈R+

D
0
t (R

d)
)

und Dt(R
d) :=

⋂

s>t

D
0
s (R

d),

t ∈ R+. (Dt(R
d))t∈R+ ist dann eine Filtrierung auf(D(Rd),D(Rd)), vgl. Jacod & Shiryaev

(2003), Definition VI.1.1. Im Falld = 1 schreibt man manchmal auch einfachD, D und
(Dt)t∈R+ anstelle vonD(R), D(R) und(Dt(R))t∈R+ .

Lemma 4.1 Die Abbildung

D(Rd) × D(R) × D(Rd′) ∋ (α, β, γ) 7→ 1A(β, γ)1{∆αg(β,γ) 6=0} ∈ R+

ist D(Rd) ⊗ D(R) ⊗ D(Rd′) − B(R+)-messbar f̈ur alle A ∈ D(R) ⊗ D(Rd′), wobei
g : D(R) × D(Rd′) → R+ definiert ist durch

g(β, γ) :=

∫ Γ̃n(γ)

0

β+
s ds

und (Γ̃n)n∈N eine Folge von Stoppzeiten bezüglich (D(Rd′))t≥0 bezeichnet.β+ := β ∨ 0

steht f̈ur den Positivteil vonβ.
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BEWEIS. Man beachte, dass

g(β, γ) =

∫ ∞

0

1[0,∞)(Γ̃n(γ) − s)β+
s ds.

gilt. Da Γ̃n Stoppzeit bezüglich(D(Rd′))t≥0 ist, gilt {γ ∈ D(Rd′) : Γ̃n(γ) ≤ t} ∈ D(Rd′)

für alle t ≥ 0. Daraus folgt, dass die Abbildungγ 7→ Γ̃n(γ) D(Rd′) − B(R+)-messbar
ist. Somit resultiert dieD(R) ⊗ D(Rd′) ⊗ B(R+) − B(R+)-Messbarkeit der Funktion
(β, γ, s) 7→ 1[0,∞)(Γ̃n(γ) − s). β+ ist càdlàg. Aufgrund der Konstruktion vonD(R) ist
β 7→ β+

t D(R) − B(R+)-messbar für allet ≥ 0, d.h. β+ ist adaptiert an(D(R))t≥0.
Damit folgt auch dieD(R) ⊗ D(Rd′) ⊗ B(R+) − B(R+)-Messbarkeit von(β, γ, s) 7→
β+
s . Der Satz von Fubini liefert dann dieD(Rd) ⊗ D(R) ⊗ D(Rd′) − B(R+)-Messbarkeit

der Abbildung(α, β, γ) 7→ g(β, γ). Da α càdlàg und adaptiert an(D(Rd))t≥0 ist, ist ∆α
progressiv messbar bezüglich(D(Rd))t≥0, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), Korollar I.1.25.
D.h.D(Rd)×R+ ∋ (α, s) 7→ ∆αs ∈ R ist D(Rd)⊗B(R+)−B(R)-messbar. Damit ergibt
sich dieD(Rd) ⊗ D(R) ⊗ D(Rd′) − B(R)-Messbarkeit von(α, β, γ) 7→ ∆αg(β,γ). Mittels

1{∆αg(β,γ) 6=0} = 1(0,∞)(∆αg(β,γ)) + 1(−∞,0)(∆αg(β,γ))

folgt die Behauptung unter Berücksichtigung vonA ∈ D(R) ⊗ D(Rd′). �

Proposition 4.2 Man betrachte denRd-wertigen Ĺevy-ProzessL = (Lu)u∈R+ bez̈uglich ei-
ner Filtrierung(Gu)u∈R+ mit differentieller Charakteristik∂L = (b, c, F ). Ferner seiY eine
endliche, absolut stetige Zeittransformation bezüglich einer Filtrierung(Ft)t∈R+ derart,
dassYt für jedest ∈ R+ Stoppzeit bez̈uglich (Gu)u∈R+ und Ẏ càdlàg sind. Zudem bezeich-
ne L̃ = (L̃t)t∈R+ einenRd′-wertigen Ĺevy-Prozess bezüglich der Filtrierung(Ft)t∈R+ mit
differentieller Charakteristik∂L̃ = (b̃, c̃, F̃ ). Es wird angenommen, dass die ProzesseL

und (Y, L̃) unabḧangig sind. Falls der zeittransformierte Prozess(LYt)t∈R+ ein Semimar-
tingal bez̈uglich (Ft)t∈R+ ist, ist (L̂)t∈R+ := ((LYt , L̃t))t∈R+ ebenfalls ein Semimartingal
bez̈uglich (Ft)t∈R+ . Wenn zus̈atzlichFt ⊆ GYt für alle t ∈ R+ gilt, hat der Kompensator
des Zufallsmaßes der Sprünge von̂L bez̈uglich (Ft)t∈R+ die Gestalt

νL̂([0, t] ×G) =

∫

Rd′
1G(0, x′) F̃ (dx′)t+

∫

Rd

1G(x, 0)F (dx)Yt (4.1)

für alleG ∈ B(Rd+d′).

Dieses Resultat ist durchaus anschaulich, da die ProzesseLY und L̃ aufgrund der Un-
abhängigkeit zu keinem Zeitpunkt (bis auf einerP -Nullmenge) gemeinsam springen. Der
rigorose Beweis erfordert hingegen leider etwas technischen Aufwand.

BEWEIS. DassL̂ ein Semimartingal bezüglich(Ft)t∈R+ ist, falls (LYt)t∈R+ ein Semimar-
tingal bezüglich(Ft)t∈R+ ist, ist aufgrund der komponentenweisen Definition des mehrdi-
mensionalen Semimartingals klar. DaL̂ als Semimartingal bezüglich(Ft)t∈R+ càdlàg und
adaptiert ist, definiert

µL̂(ω; dt, dx) =
∑

s≥0

1{∆L̂s(ω)6=0}ε(s,∆L̂s(ω))(dt, dx)
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ein ganzzahliges Zufallsmaß aufR+ × Rd+d′ , vgl. Definition 2.18 und Jacod & Shiryaev
(2003), Proposition II.1.16. Gemäß Satz 2.19 existiert der KompensatorνL̂ von µL̂ P -f.s.
eindeutig. Der Kompensator ist als dasjenige vorhersehbare Zufallsmaß charakterisiert, wel-
ches die Gleichung

EP [W ∗ νL̂∞] = EP [W ∗ µL̂∞] (4.2)

für jede nichtnegativeP ⊗ B(Rd+d′)-messbare FunktionW auf Ω × R+ × Rd+d′ erfüllt,
vgl. Satz 2.19. Aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz und eines Dynkin-
Arguments (E := {C ×K : C ∈ P, K ∈ B(Rd+d′)} ist ein schnittstabiler Erzeuger von
P ⊗B(Rd+d′) und Teilmenge des Dynkin-Systems{G ∈ P ⊗B(Rd+d′) : EP [1G ∗νL̂∞] =

EP [1G ∗ µL̂∞]}) genügt es, die Gültigkeit der Gleichung (4.2) fürνL̂, definiert in Gleichung
(4.1), für eine beliebige Funktion der Form

W (ω, s, x) := 1C×K((ω, s), x) mit C ∈ P, K ∈ B(Rd+d′)

zu beweisen. Die MengeK ∈ B(Rd+d′) kann wie folgt disjunkt zerlegt werden:

K = (K ∩ ((Rd \ {0}) × (Rd′ \ {0}))) ∪̇ (K ∩ ({0} × {0}))
∪̇ (K ∩ ((Rd \ {0}) × {0})) ∪̇ (K ∩ ({0} × (Rd′ \ {0}))) (4.3)

= K1 ∪̇ K2 ∪̇ K3 ∪̇ K4.

Man beachte dabei

K1 =

{
∅, fallsK = {0} × {0},
A1 × B1 mit 0 /∈ A1 und0 /∈ B1 sonst,

K2 =

{
{0} × {0}, falls (0, 0) ∈ K,

∅ sonst,

K3 =

{
∅, fallsK ⊆ {(x1, x2) ∈ Rd × Rd′ : x2 6= 0} ∪ ({0} × {0}),
(A2 × Rd′) \ (A2 × (Rd′ \ {0})) mit 0 /∈ A2 sonst,

K4 =

{
∅, fallsK ⊆ {(x1, x2) ∈ Rd × Rd′ : x1 6= 0} ∪ ({0} × {0}),
(Rd ×B2) \ ((Rd \ {0}) ×B2) mit 0 /∈ B2 sonst.

Nun wird Gleichung (4.2) in den vier relevanten Fällen untersucht. Dabei gelteC ∈ P.

(i) W (ω, s, x) = 1C×{0}×{0}((ω, s), x)

Da P ⊂ F ⊗ B(R+) gilt, beobachtet man bezüglich desω-SchnittsCω der Menge
C, definiert durchCω := {s ∈ R+ : (ω, s) ∈ C}, dassCω ∈ B(R+) ist für alle
ω ∈ Ω. Offensichtlich gilt

W ∗ µL̂∞(ω) = µL̂(ω;Cω × ({0} × {0}))
=

∣∣∣{s ∈ Cω : ∆L̂s(ω) ∈ ({0} × {0}) \ {(0, 0)}}
∣∣∣ = 0.



4.1. Integrierte OU-Zeittransformationsmodelle 103

Auf der anderen Seite ist

W ∗ νL̂∞(ω) = νL̂(ω;Cω × ({0} × {0}))

=

∫

Cω

(∫

Rd′
1{0}×{0}(0, x

′) F̃ (dx′) +

∫

Rd

1{0}×{0}(x, 0)F (dx)Ẏs(ω)

)
ds = 0,

daF undF̃ Lévy-Maße sind.

(ii) W (ω, s, x) = 1C×A×Rd′ ((ω, s), x) mit A ∈ B(Rd) und0 /∈ A

Da die Abbildung(ω, s, x) 7→ 1C×A((ω, s), x) vorhersehbar ist,0 /∈ A gilt und νLY

den Kompensator des MaßesµLY der Sprünge vonLY darstellt, erhält man

EP [W ∗ µL̂∞] = EP [1C×A ∗ µLY
∞ ] = EP [1C×A ∗ νLY

∞ ].

Gemäß Proposition 2.34 ist der zeittransformierte ProzessLY ein Semimartingal be-
züglich (GYt)t∈R+ mit differentieller Charakteristik∂LY = (bẎ−, cẎ−, F Ẏ−). Da Y
an(Ft)t∈R+ adaptiert ist, ist aucḣY an(Ft)t∈R+ adaptiert. Daraus folgt mit der Vor-
aussetzung, dasṡY càdlàg ist, die Vorhersehbarkeit vonẎ− bezüglich(Ft)t∈R+ , vgl.
Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.2.6. Darüber hinaus beachte man, dassLY als
Semimartingal bezüglich(Ft)t∈R+ an (Ft)t∈R+ adaptiert ist. Somit liefert Satz 2.26
unter Berücksichtigung der VoraussetzungFt ⊆ GYt für alle t ∈ R+, dass der zeit-
transformierte ProzessLY auch bezüglich(Ft)t∈R+ die differentielle Charakteristik
∂LY = (bẎ−, cẎ−, F Ẏ−) besitzt. Somit erhält man

νLY ([0, t] × A) = F (A)Yt

bezüglich(Ft)t∈R+ . Daraus resultiert

W ∗ νL̂∞(ω) = νL̂(ω;Cω × A× Rd′)

=

∫

Cω

(∫

Rd′
1A×Rd′ (0, x′) F̃ (dx′) +

∫

Rd

1A×Rd′ (x, 0)F (dx)Ẏs(ω)

)
ds

= νLY (ω;Cω × A) = 1C×A ∗ νLY
∞ (ω)

unter Berücksichtigung von0 /∈ A. Somit giltEP [W ∗ µL̂∞] = EP [W ∗ νL̂∞].

(iii) W (ω, s, x) = 1C×Rd×B((ω, s), x) mit B ∈ B(Rd′) und0 /∈ B

Hier zeigt man die Gültigkeit der Gleichung (4.2) in völliger Analogie zum zweiten
Fall.

(iv) W (ω, s, x) = 1C×A×B((ω, s), x) mit A ∈ B(Rd), B ∈ B(Rd′), 0 /∈ A und0 /∈ B

Aufgrund von0 /∈ A und0 /∈ B gilt

W ∗νL̂∞(ω) =

∫

Cω

(∫

Rd′
1A×B(0, x′) F̃ (dx′) +

∫

Rd

1A×B(x, 0)F (dx)Ẏs(ω)

)
ds = 0.
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Mithilfe der Darstellung (2.14) des ZufallsmaßesµL̂ ergibt sich die Abschätzung

0 ≤ EP [W ∗ µL̂∞]

=

∫

Ω

∣∣∣{s ∈ Cω : ∆(LYs(ω)(ω), L̃s(ω)) ∈ (A× B) \ {0}}
∣∣∣ P (dω)

≤
∫

Ω

∣∣∣{s ∈ R+ : ∆(LYs(ω)(ω), L̃s(ω)) ∈ (Rd \ {0}) × (Rd′ \ {0})}
∣∣∣ P (dω)

=

∫

Ω

∑

s∈R+

1{∆LYs(ω)(ω)6=0}1{∆L̃s(ω)6=0}P (dω).

Auf dem Skorokhod-Raum(D(Rd′),D(Rd′), (Dt(R
d′))t∈R+) kann der Lévy-Prozess

(L̃t)t∈R+ mittels des kanonischen ProzessesD(Rd′) × R+ ∋ (γ, t) 7→ γt ∈ R identifi-
ziert werden. Gemäß Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.1.32, existiert bezüglich
der Menge{(γ, s) ∈ D(Rd′)×R+ : ∆γs 6= 0} der Sprünge voñL eine ausschöpfende
Folge von Stoppzeiten(Γ̃n)n∈N∗, d.h.

{(γ, s) ∈ D(Rd′) × R+ : ∆γs 6= 0} =
⋃̇

n∈N∗

[[Γ̃n]],

wobei [[Γ̃n]] := {(γ, s) ∈ D(Rd′) × R+ : s = Γ̃n(γ)} den Graph der Stoppzeit̃Γn
bezeichnet. DurchΓn(ω) := Γ̃n(L̃(ω)) erhält man die entsprechende ausschöpfende
Folge von Stoppzeiten(Γn)n∈N∗ für die Menge{(ω, s) ∈ Ω × R+ : ∆L̃s(ω) 6= 0}.
Daraus folgt mit der Abschätzung (4.4) und dem Satz von der monotonen Konvergenz:

0 ≤ EP [W ∗ µL̂∞] ≤
∫

Ω

∑

s∈R+

1{∆LYs(ω)(ω)6=0}
∑

n∈N∗

1{s=Γn(ω)} P (dω)

= EP

[
EP

[
∑

n∈N∗

1{∆LYΓn
6=0}

∣∣∣ σ(Ẏ , L̃)

]]

= EP

[
∑

n∈N∗

EP

[
1{∆LYΓn

6=0}
∣∣ σ(Ẏ , L̃)

]]
. (4.4)

Unter Berücksichtigung von Lemma 4.1 ergibt sich aus der Unabhängigkeit vonL
und(Ẏ , L̃), dass

EP

[
1A1{∆LYΓn

6=0}

]
= EP

[
1Ã(Ẏ , L̃)1{∆LYΓn

6=0}

]

=

∫

D(Rd)×D(R)×D(Rd′ )

1Ã(β, γ)1{∆αg(β,γ) 6=0} P
(L,Ẏ ,L̃)(d(α, β, γ))

=

∫

D(R)×D(Rd′ )

1Ã(β, γ)P{∆Lg(β,γ) 6= 0}P (Ẏ ,L̃)(d(β, γ))

für A = (Ẏ , L̃)−1(Ã) mit Ã ∈ D(R) ⊗ D(Rd′) gilt, wobei die Abbildungg definiert
ist wie in Lemma 4.1. Nun ist aberP{∆Lg(β,γ) 6= 0} = 0, vgl. z.B. Applebaum
(2004), Lemma 2.3.2, oder Jacod & Shiryaev (2003), II.4.3. Somit gilt also

EP [W ∗ µL̂∞] = 0 = EP [W ∗ νL̂∞]
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aufgrund der Abschätzung (4.4).

Aus dieser Fallunterscheidung und der disjunkten Zerlegung (4.3) der MengeK ∈ B(Rd+d′)

folgt hinsichtlich des KandidatenνL̂, definiert in Gleichung (4.1), die Gültigkeit von Glei-
chung (4.2) für jede nichtnegativeP⊗B(Rd+d′)-messbare FunktionW aufΩ×R+×Rd+d′ .
Es bleibt zu zeigen, dass der KandidatνL̂ ein vorhersehbares Zufallsmaß ist. DaF und F̃
Lévy-Maße sind,Y einen nichtnegativen Prozess darstellt und

νL̂(ω, {0} × (Rd × Rd′)) =

∫

{0}

(
F̃ (Rd′) + F (Rd)Ẏs(ω)

)
ds = 0

gilt, ist νL̂ ein Zufallsmaß, vgl. Definition 2.15. SeiW eine bezüglich(Ft)t∈R+ vorher-
sehbare Funktion aufΩ × R+ × Rd+d′. Aus der Definition vonνL̂, vgl. Gleichung (4.1),
resultiert

W ∗ νL̂t = W1 ∗ νL̃t +W2 ∗ νLY
t

mit W1(ω, s, x
′) := W (ω, s, (0, x′)) undW2(ω, s, x) := W (ω, s, (x, 0)). DaW1 undW2

P ⊗ B(Rd′)- bzw.P ⊗ B(Rd)-messbar sind bezüglich der Filtrierung(Ft)t∈R+ undνL̃

und νLY bezüglich dieser Filtrierung duale vorhersehbare Projektionen vonµL̃ bzw. µLY

sind, folgt die Behauptung. �

Proposition 4.3 Gegeben sei die stochastische Basis(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ), wobei die Fil-
trierung definiert sei durchFt :=

⋂
s>t

σ(Zq, yq : q ≤ s), t ∈ R+. Dann ist das inte-

grierte OU-Zeittransformationsmodell (1.97) - (1.99) einaffines stochastisches Volatilitäts-
modell. Die differentielle Charakteristik∂(y, Z) ist gegeben durchb(y,Z) = β(0) + β(1)y−,
c(y,Z) = γ(0) + γ(1)y− undF (y,Z)(G) = ϕ(0)(G) + ϕ(1)(G)y− mit

β(0) =

(
κη + bz(h̃)∫∞

0
EP [h̃(X̃s)]F

z(ds) + µ

)
, γ(0) =

(
0 0

0 0

)
,

ϕ(0)(G) =

∫ ∞

0

∫

R

1G(s, x̃)P X̃s(dx̃)F z(ds),

β(1) =

( −κ
bX(h̃)

)
, γ(1) =

(
0 0

0 cX

)
und ϕ(1)(G) =

∫

R

1G(0, x)FX(dx)

für alle G ∈ B(R2) mit 0 /∈ G, wobeih̃ für eine beliebigeR-wertige Abschneidefunktion
steht.

BEWEIS. Es bezeichneI = (It)t∈R+ den Identitätsprozess, d.h.It = t für alle t ∈ R+.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wirdh̃(x) := x1{|x|≤1} als eindimensionale und
h(d)(x1, . . . , xd) := (h̃(x1), . . . , h̃(xd)) als d-dimensionale Abschneidefunktion im Rah-
men dieses Beweises angenommen. Das Lévy-Khintchine-Tripel des intrinsischen Lévy-
Prozesses(X̃, I) ist gegeben durch

∂(X̃, I) =

((
bX̃(h̃)

1

)
,

(
cX̃ 0

0 0

)
, F (X̃,I)

)
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mit F (X̃,I)(G) =
∫

R
1G(x, 0)F X̃(dx) für alleG ∈ B(R2). Dies ist z.B. eine leichte Fol-

gerung von Proposition 4.2. Unter Berücksichtigung der Tatsache, dass der Subordinatorz

keine Drift besitzt, liefert Proposition 2.35, dass(X̃z, z) ein Lévy-Prozess ist bezüglich der
Filtrierung(F̂t)t∈R+ , definiert durchF̂t :=

⋂
s>t

σ(X̃zr , zr : r ≤ s), mit Tripel

∂(X̃z, z) =

((
κ
∫∞
0
EP [h̃(X̃s)] F̃

z(ds)

κb̃z(h̃)

)
,

(
0 0

0 0

)
, F (X̃z ,z)

)
, (4.5)

wobei F (X̃z ,z)(G) = κ
∫∞
0

∫
R

1G(x̃, s)P X̃s(dx̃) F̃ z(ds) für alle G ∈ B(R2) mit 0 /∈ G

ist. Man beachte, dass aufgrund der Subordinatoreigenschaft
∫∞
0

(1 ∧ s) F̃ z(ds) < ∞ und
aufgrund von Sato (1999), Lemma 30.3, eine Konstantec > 0 existiert mit

∫ ∞

0

∣∣∣EP [h̃(X̃s)]
∣∣∣ F̃ z(ds) ≤

∫ 1

0

|EP [1{|X̃s|≤1}X̃s]| F̃ z(ds) + F̃ z((1,∞))

≤ c

∫ 1

0

s F̃ z(ds) + F̃ z((1,∞)) <∞.

Da der Subordinatorz ein Lévy-Prozess bezüglich der Filtrierung(F̂t)t∈R+ ist, sind die
quadrierte stochastische Volatilitäty und die integrierte quadrierte stochastische Volatilität
Y Semimartingale bezüglich(F̂t)t∈R+ . Wegeny0 > 0 ist y strikt positiv, infolgedessen
t 7→ Yt(ω) streng monoton wächst. Somit ist diese Abbildung aufR+ invertierbar, und man
kann den UmkehrprozessU = (Ur)r∈R+ definieren mitUYt(ω)(ω) = t undYUr(ω)(ω) = r.

DaY an(F̂t)t∈R+ adaptiert ist, gilt

{Ur ≤ t} = {r ≤ Yt} ∈ F̂t ∀ t ∈ R+,

d.h.Ur ist bezüglich(F̂t)t∈R+ Stoppzeit für jedesr ∈ R+. Gemäß Jacod (1979), Korollar
10.12, ist(X̃zUr

)r∈R+ ein Semimartingal bezüglich(F̂Ur)r∈R+ . Bezüglich der Handelszeitr
definiert man die Filtrierung(Gr)r∈R+ durch

Gr :=
⋂

l>r

σ(Xk, X̃zUk
, Uk : k ≤ l), r ∈ R+. (4.6)

Ferner definiert man dieσ-AlgebrenGX
r undG

X̃zU
,U

∞ mittels

G
X
r :=

⋂

l>r

σ(Xk : k ≤ l) und G
X̃zU

,U
∞ := σ(X̃zUk

, Uk : k ≥ 0)

für r ∈ R+. DaX, X̃ undz unabhängig sind undX unabhängige Zuwächse besitzt, sind

σ(Xs+r+ε−Xr+ε), GX
r+ε undG

X̃zU
,U

∞ für s, ε > 0 unabhängig. MitGX
r+ε ⊇ σ(Xk : k ≤ r+ε)

und Bauer (1974), Korollar 30.5, ergibt sich die Unabhängigkeit vonσ(Xs+r+ε−Xr+ε) und

σ(σ(Xk : k ≤ r + ε) ∪ G
X̃zU

,U
∞ ). Man kann zeigen, dass

Gr ⊆ σ(σ(Xk : k ≤ r + ε) ∪ G
X̃zU

,U
∞ )
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gilt, was die Unabhängigkeit vonσ(Xs+r+ε−Xr+ε) undGr für s, ε > 0 impliziert. Diese ist
äquivalent zuPXs+r+ε−Xr+ε|Gr = PXs+r+ε−Xr+ε. Unter Ausnutzung der càdlàg-Eigenschaft
vonX folgt mit majorisierter Konvergenz und dem Eindeutigkeitssatz für Fouriertransfor-
miertePXs+r−Xr |Gr = PXs+r−Xr , was gleichbedeutend ist mit der Unabhängigkeit von
σ(Xs+r − Xr) und Gr. WegenGX

r ⊆ Gr für alle r ∈ R+ ist X auch an(Gr)r∈R+ adap-
tiert, infolgedessenX auch Lévy-Prozess bezüglich(Gr)r∈R+ ist. Satz 2.27 liefert, dass das
Tripel vonX auch bezüglich(Gr)r∈R+ gegeben ist durch∂X = (bX(h̃), cX , FX).

Wegen{Yt ≤ r} = {t ≤ Ur} ∈ σ(Xk, X̃zUk
, Uk : k ≤ r) ⊆ Gr für aller ∈ R+ ist Yt für

jedest ≥ 0 Stoppzeit bezüglich(Gr)r∈R+ . Gemäß Proposition 2.34 ist der zeittransformier-
te Prozess(XYt)t∈R+ ein Semimartingal bezüglich der Filtrierung(F̃t)t∈R+ , gegeben durch
F̃t = GYt für t ∈ R+, mit differentieller Charakteristik∂XY = (bX(h̃)y−, c

Xy−, FXy−).

Zwischenbehauptung: Es gilt̃Ft = F̄t :=
⋂
s>t

σ(XYq , X̃zq , zq : q ≤ s) für t ∈ R+.

Zwischenbeweis:

”
⊇“: Da X̃zU

an(Gr)r∈R+ adaptiert ist, istX̃z = X̃zUY
an(F̃t)t∈R+ adaptiert. Aufgrund

der Nichtnegativität vonY gilt {Yt ≤ r′} = ∅ für aller′ < 0. Da zudemYt für jedest ∈ R+

Stoppzeit bezüglich(Gr)r∈R+ ist, gilt

{Yt ≤ r′} ∩ {Yt ≤ r} = {Yt ≤ r′ ∧ r} ∈ Gr′∧r ⊆ Gr ⇒ {Yt ≤ r′} ∈ F̃t

für alle r′ ≥ 0, d.h.Y ist adaptiert an(F̃t)t∈R+ . Damit sind auchy und z an (F̃t)t∈R+

adaptiert. Und da darüber hinausXY ebenfalls an(F̃t)t∈R+ adaptiert ist, folgt

σ(XYq , X̃zq , zq : q ≤ s) ⊆ F̃s

für alles > t, wasF̄t ⊆ F̃t impliziert.

”
⊆“: Ur ist für jedesr ∈ R+ Stoppzeit bezüglich(F̄t)t∈R+ . (G̃r)r∈R+, definiert durch

G̃r = F̄Ur , r ∈ R+, ist dann gemäß Jacod (1979), Abschnitt 10.1, eine Filtrierung. DaUr
Stoppzeit bezüglich(F̄t)t∈R+ ist, istU adaptiert an(G̃r)r∈R+ . Wegen der Adaptiertheit von
XY und X̃z an (F̄t)t∈R+ sindX = XYU

und X̃zU
ebenfalls adaptiert an(G̃r)r∈R+ . Damit

zeigt man die InklusionGr ⊆ G̃r für alle r ∈ R+. Man beachte, dassYt für alle t ∈ R+

Stoppzeit bezüglich(G̃r)r∈R+ ist. Sei nunG ∈ G̃Yt, d.h.G ∩ {Yt ≤ r ≤ Yt′} ∈ F̄t′ für alle
t′ ∈ R+ und aller ∈ R+. Daraus folgt

G ∩


 ⋃

l∈Q+

{Yt ≤ l ≤ Yt+ 1
m
}


 ∈ F̄t+ 1

m
∀ m ∈ N∗.

Da t 7→ Yt(ω) streng monoton wachsend ist, existiert zu jedemω ∈ Ω ein l ∈ Q+ mit

Yt(ω) ≤ l ≤ Yt+ 1
m

(ω). Somit giltG ∈
∞⋂
m=1

F̄t+ 1
m

= F̄t, d.h. G̃Yt ⊆ F̄t für alle t ∈ R+.
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Abschließend betrachte man einG ∈ F̃t = GYt. WegenGr ⊆ G̃r ist G ∩ {Yt ≤ r} ∈ G̃r,
d.h.G ∈ G̃Yt. Da aberG̃Yt ⊆ F̄t gilt, folgt F̃t ⊆ F̄t für alle t ∈ R+. � (Zwischenbeweis)

Man beachte, dasŝFt ⊆ F̄t für alle t ∈ R+ gilt. Analog zu dem Beweis, dassX
ein Lévy-Prozess bezüglich(Gr)r∈R+ ist, zeigt man, dass(X̃z, z) auch ein Lévy-Prozess
bezüglich(F̄t)t∈R+ ist mit Tripel (4.5), vgl. Satz 2.27. Insbesondere sindz ein Lévy-Prozess
sowie y und Y Semimartingale bezüglich(F̄t)t∈R+ , vgl. die Modellgleichungen (1.98)
und (1.99). Day càdlàg ist,F̃t = F̄t für t ∈ R+ gilt sowieXY ein Semimartingal und
(X̃z, z, I) einen Lévy-Prozess bezüglich(F̄t)t∈R+ darstellen, liefert Proposition 4.2, dass
(XY , X̃z, z, I) ein Semimartingal bezüglich(F̄t)t∈R+ ist mit differentieller Charakteristik

∂(XY , X̃z, z, I) =







bX(h̃)y−
κ
∫∞
0
EP [h̃(X̃s)] F̃

z(ds)

κb̃z(h̃)

1


 ,




cXy− 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


 , F (XY ,X̃z ,z,I)


 ,

wobei

F (XY ,X̃z ,z,I)(G) = κ

∫ ∞

0

∫

R

1G(0, x̃, s, 0)P X̃s(dx̃) F̃ z(ds) +

∫

R

1G(x, 0, 0, 0)FX(dx)y−

ist für alleG ∈ B(R4) mit 0 /∈ G. DaZ undy an (F̄t)t∈R+ adaptiert sind, giltFt ⊆ F̄t

für alle t ∈ R+. Mithilfe von Satz 2.26 sieht man, dass die differentielle Charakteristik
∂(XY , X̃z, z, I) bezüglich(Ft)t∈R+ mit der differentiellen Charakteristik∂(XY , X̃z, z, I)

bezüglich(F̄t)t∈R+ übereinstimmt.

Man beachte, dass
∑

s≤t
∆Zs1{∆zs 6=0} =

∑

s≤t
∆XYs1{∆zs 6=0} +

∑

s≤t
∆X̃zs1{∆zs 6=0} =

∑

s≤t
∆XYs1{∆zs 6=0} + X̃zt

gilt, da X̃z seine Werte nur durch Sprünge ändert und ein Sprung vonX̃z hinreichend ist
für einen Sprung vonz. Man definiert die FunktionW (ω, t, x1, x2) := 1G∗(x1, x2) für
(ω, t, x1, x2) ∈ Ω × R+ × R2 mit G∗ := {(x1, x2) ∈ R2 : x1 6= 0 ∧ x2 6= 0}. Unter
Verwendung von

F (XY ,z)(G∗) = κ

∫ ∞

0

1G∗(0, s) F̃ z(ds) +

∫

R

1G∗(x, 0)FX(dx)y−

und der Kompensatoreigenschaft (2.15) erhält man

0 = EP

[
W ∗ ν(XY ,z)

t

]
= EP

[
W ∗ µ(XY ,z)

t

]
= EP

[
∑

s≤t
1G∗(∆XYs ,∆zs)

]
,

woraus∆XYs = 0 oder∆zs = 0 für alle s ≤ t folgt und damitX̃zt =
∑
s≤t

∆Zs1{∆zs 6=0}.

Somit sindXY , X̃z undz adaptiert an(Ft)t∈R+ , was wiederumF̄t ⊆ Ft für alle t ∈ R+
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impliziert. Insgesamt hat man also(F̃t)t∈R+ = (F̄t)t∈R+ = (Ft)t∈R+ .

Nun definiert man den Prozessỹ = eκI ··· z. Die differentielle Charakteristik von



XY

X̃z

z

I

ỹ




=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 eκI 0




···




XY

X̃z

z

I




bezüglich der Filtrierung(Ft)t∈R+ erhält man mittels Proposition 2.32 in der Form

b(XY ,X̃z,z,I,ỹ) =




bX(h̃)y−
κ
∫∞
0
EP [h̃(X̃s)] F̃

z(ds)

κb̃z(h̃)

1

κ
∫∞
0
h̃(eκIs) F̃ z(ds)



, c(XY ,X̃z ,z,I,ỹ) =




cXy− 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



,

F (XY ,X̃z ,z,I,ỹ)(G) = κ

∫ ∞

0

∫

R

1G(0, x̃, s, 0, eκIs)P X̃s(dx̃) F̃ z(ds)

+

∫

R

1G(x, 0, 0, 0, 0)FX(dx)y−

für alleG ∈ B(R5) mit 0 /∈ G. Abschließend liefert die Itô-Formel für Charakteristiken,
vgl. Proposition 2.31, angewendet auf

g(x1, x2, x3, x4, x5) =

(
η + e−κx4(y0 − η + x5)

x1 + x2 + µx4

)

und∂(XY , X̃z, z, I, ỹ) unter Berücksichtigung der Gleichungen (1.97) und (1.81), dass(y, Z)

ein Semimartingal bezüglich(Ft)∈R+ ist mit differentieller Charakteristik

∂(y, Z) =

((
κ(η + b̃z(h̃) − y−)

bX(h̃)y− + κ
∫∞
0
EP [h̃(X̃s)] F̃

z(ds) + µ

)
,

(
0 0

0 cXy−

)
, F (y,Z)

)
,

wobei

F (y,Z)(G) = κ

∫ ∞

0

∫

R

1G(s, x̃)P X̃s(dx̃) F̃ z(ds) +

∫

R

1G(0, x)FX(dx)y−

ist für alle G ∈ B(R2) mit 0 /∈ G. Daraus resultieren die Tripel(β(0), γ(0), ϕ(0)) und
(β(1), γ(1), ϕ(1)), wie behauptet. Bleibt zu zeigen, dass die Tripel im Sinne von Duffie et al.
(2003), Definition 2.6, zulässig sind. Die Zulässigkeit gilt aber aufgrund von

β1
(0) −

∫

D

h̃(x1)ϕ(0)(dx) = κη ≥ 0 und
∫

D

h̃(x1)ϕ(0)(dx) =

∫ 1

0

s F z(ds) <∞,

wobei die letzte Abschätzung in Anbetracht der Subordinatoreigenschaft vonz Gültigkeit
besitzt. �
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Bemerkung 4.4 Wählt man im integrierten OU-Zeittransformationsmodell(1.97) - (1.99)
X als Wiener-Prozess mit Tripel(δ, 1, 0) und X̃ deterministisch in der Form̃Xt = ̺t,
so erhält man die Charakteristik, die der Dynamik des stochastischen Volatilitätsmodells
(1.79), (1.80) von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) entspricht. Die Charakteristik
∂(y, Z) im Modell von Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) kann wiefolgt berechnet
werden: Die Gleichungen (1.79) und (1.80) fasst man vektoriell in der Form

(
y

Z

)
=

(
y0

0

)
+

(
1 κ(η − y−) 0

̺ µ+ δy−
√
y−

)
···



z

I

W




zusammen, wobeiI für den Identitätsprozess steht. Da die Charakteristiken von Prozessen
nicht von dessen Startwerten abhängen, kann der erste Summand auf der rechten Seite ver-
nachlässigt werden. Auf den zweiten Summanden wendet man dann Proposition 2.32 an.
Dazu benötigt man die Charakteristik

∂(z, I,W ) =





bz(h̃)

1

0


 ,




0 0 0

0 0 0

0 0 1


 , F (z,I,W )


 ,

wobeiF (z,I,W )(G) =
∫∞
0

1G(s, 0, 0)F z(ds) ist für alleG ∈ B(R3) mit 0 /∈ G undh̃ wieder
eine beliebigeR-wertige Abschneidefunktion darstellt. Drift- und Diffusionskomponente
von∂(z, I,W ) sind trivial, den Kompensator des Maßes der Sprünge erhält man z.B. mithil-
fe von Proposition 4.2. Man beachte, dass im allgemeinen integrierten OU-Zeittransforma-
tionsmodell (1.97) - (1.99) der Ausdruck̃Xz zur Modellierung des Leverage-Effekts ver-
wendet wird. Ein Sprung des ProzessesX̃z führt zu einem Sprung in der Log-Rendite und
zieht einen (nicht perfekt korrelierten) Sprung in der Volatilität nach sich. Bedenkt man
die Rekonstruierbarkeit der Volatilität aus dem Pfad der Log-Renditen unter gewissen Vor-
aussetzungen, so dass die Filtrierung nur von dem Prozess der Log-Renditen erzeugt wird,
vgl. Abschnitt 4.8 in Kallsen (2006), so ist für die Beobachtbarkeit vonX̃z die Annah-
me, dass der Subordinator keine Drift hat, von Bedeutung. Der Leverage-Effekt wird aus-
schließlich über den Zusammenhang der Sprünge der ProzesseX̃z undz abgebildet. Ohne
Beschränkung der Allgemeinheit kann jedes BNS-Modell in der Form (1.79), (1.80) ge-
schrieben werden, wobei der Subordinatorz keine Drift hat. Diese kann nämlich immer
in der quadrierten Volatilität über dasMean-Reverting-Niveauη und in der Log-Rendite
über den Driftparameterµ kompensiert werden. Insgesamt liefert also Proposition 4.3 die
affine Struktur des BNS-Modells als Spezialfall der affinen Struktur des integrierten OU-
Zeittransformationsmodells:

β(0) =

(
κη + bz(h̃)∫∞

0
h̃(̺s)F z(ds) + µ

)
, γ(0) =

(
0 0

0 0

)
undϕ(0)(G) =

∫ ∞

0

1G(s, ̺s)F z(ds)

für alleG ∈ B(R2) sowie

(
β(1), γ(1), ϕ(1)

)
=

((−κ
δ

)
,

(
0 0

0 1

)
, 0

)
.
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Nun kann die Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens im integrierten OU-
Zeittransformationsmodell als Folge der Sätze 3.17 und 3.18 formuliert werden.

Satz 4.5 Gegeben seien die stochastische Basis(Ω,F , (Ft)t, P ), definiert wie in Propo-
sition 4.3, und das integrierte OU-Zeittransformationsmodell (1.97) - (1.99). Dann k̈onnen
das varianz-optimale Anfangskapitalv∗0 und die varianz-optimale Handelsstrategieϑ∗ in
der Form

v∗0 =

∫

Sf

V (u)0 Π(du), (4.7)

ϑ∗t =

∫

Sf

V (u)t−
St−

κ0(t, u) + κ1(t, u)yt−
δ0 + δ1yt−

Π(du) (4.8)

bestimmt werden, wobei

V (u)t = Sut exp{Φ0(T − t, 0, u) + Φ1(T − t, 0, u)yt}, (4.9)

Φ0(t, u1, u2) = η(1 − e−κt)u1 + ηψX(u2)

(
t− 1 − e−κt

κ

)
+ µtu2

+

∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds, (4.10)

q(t, u1, u2) = Φ1(t, u1, u2) + ψX̃(u2), (4.11)

Φ1(t, u1, u2) = e−κtu1 +
1

κ
(1 − e−κt)ψX(u2), (4.12)

κ0(t, u) = ψz(Φ1(T − t, 0, u) + ψX̃(u+ 1)) − ψz(Φ1(T − t, 0, u) + ψX̃(u))

−ψz(ψX̃(1)), (4.13)

κ1(t, u) = ψX(u+ 1) − ψX(u), (4.14)

δ0 = ψz(ψX̃(2)) − 2ψz(ψX̃(1)) und δ1 = ψX(2) (4.15)

sind, falls die folgenden Annahmen erfüllt sind:∫

|x|>1

e((2R
′∧0)−ε)x FX(dx) < ∞ und

∫

|x|>1

e((2R∨2)+ε)x FX(dx) <∞, (4.16)

∫

|x|>1

e((2R
′∧0)−ε)x F X̃(dx) < ∞ und

∫

|x|>1

e((2R∨2)+ε)x F X̃(dx) <∞, (4.17)

∫ ∞

1

e(M0+M1+M2+ε)s F z(ds) <∞, (4.18)

µ = −ψz(ψX̃(1)) und ψX(1) = 0, (4.19)

µ 6= −1

2
ψz(ψX̃(2)) oder ψX(2) 6= 0 (4.20)

für ein beliebig klein fixiertesε > 0 und

M0 =
1

κ
(1 − e−κT ) max

{
ψX(2R ∨ 0), ψX(2R′ ∧ 0)

}
,

M1 =
1

κ
(1 − e−κT ) max

{
ψX((2R ∨ 0) + ε̃), ψX((2R′ ∧ 0) − ε̃)

}
,

M2 = max
{
ψX̃((2R ∨ 2) + ε̃), ψX̃((2R′ ∧ 0) − ε̃)

}
,
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wobei ε̃ derart festgelegt ist, dass0 < ε̃ < ε gilt. In dieser Situation kann der minimale
erwartete quadratische Hedgefehler wie in Satz 3.18 berechnet werden mit

ψ0(u1, u2) = κηu1 + µu2 + ψz
(
u1 + ψX̃(u2)

)
, (4.21)

ψ1(u1, u2) = −κu1 + ψX(u2), (4.22)

D2Φ0(t, u1, u2) =

∫ t

0

(D1ψ
z) (q(s, u1, u2)) e

−κs ds+ η
(
1 − e−κt

)
, (4.23)

D2Φ1(t, u1, u2) = e−κt (4.24)

und mit den Funktionen und Variablen in (4.10) - (4.15).

Bemerkung 4.6 Die Voraussetzung (4.20) stellt sicher, dass der degenerierte FallZt = 0 P -
f.s. für allet ∈ [0, T ] im vorliegenden integrierten OU-Zeittransformationsmodell nicht ein-
tritt, vgl. Annahme 3.14. Die Bedingung (4.19) korrespondiert zu der (lokalen) Martingalbe-
dingung (3.18) und gewährleistet somit lediglich den Martingalfall. Die übrigen Vorausset-
zungen (4.16) - (4.18) sind Integrierbarkeitsbedingungen, die mit der Existenz exponentiel-
ler Momente der Lévy-ProzesseX, X̃ undz einhergehen. Diese garantieren die Lösbarkeit
des Problems quadratischen Hedgens im integrierten OU-Zeittransformationsmodell, man
vgl. diesbezüglich vor allem die Annahmen 3.6 und 3.8 im allgemeinen affinen Modell. Bei
vielen Spezifikationen der Lévy-ProzesseX, X̃ undz müssen die Integrale in den Voraus-
setzungen (4.16) - (4.18) gar nicht berechnet werden, um entscheiden zu können, ob diese
Voraussetzungen erfüllt sind. Oftmals kann diese Entscheidung direkt anhand der Parameter
der Lévy-Prozesse getroffen werden. Zudem sei angemerkt,dass Bedingung (4.17) nur dann
zum Tragen kommt, wenn im integrierten OU-Zeittransformationsmodell der Leverage-
Effekt mitberücksichtigt wird. Falls die Lévy-ProzesseX undX̃ stetig sind, sind die Bedin-
gungen (4.16) und (4.17) trivialerweise erfüllt.

Zum Beweis des Satzes 4.5 wird das folgende Lemma benötigt.

Lemma 4.7 Es seiL ein reellwertiger Ĺevy-Prozess. Die kumulantenerzeugende Funktion
ψL : {u ∈ C : Re(u) ∈ (a, b)} → C ist analytisch, falls

∫

|x|>1

erx FL(dx) <∞ ∀ r ∈ (a, b) (4.25)

gilt, wobeia, b reelle Konstanten sind mita < 0 < b.

BEWEIS. Bedingung (4.25) impliziert, dass die Abbildung

S := {u ∈ C : Re(u) ∈ (a, b)} ∋ u 7→ ϕL(u) := EP [euL1 ] ∈ C

wohldefiniert ist. In Anbetracht von Lemma A.2 in Duffie et al.(2003) istϕL analytisch. Da
ϕL(u) 6= 0 gilt für alleu ∈ S undS offen und konvex ist, existiert eine analytische Funktion
g : S → C mit ϕL(u) = eg(u) für alle u ∈ S, vgl. Fischer & Lieb (1994), Satz V.1.4. Für
ein festesk ∈ Z gilt g(0) = 2kπi. Nun definiert man die Abbildung̃g : S → C durch
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g̃(u) := g(u) − 2kπi. Die Funktiong̃ ist analytisch und insbesondere stetig. Des Weiteren
beobachtet mañg(0) = 0 und

ϕL(u) = eg̃(u) = eψ
L(u),

d.h.ψL(u) − g̃(u) ∈ 2πiZ für alle u ∈ S. Unter Berücksichtigung von Bedingung (4.25)
folgt die Stetigkeit vonψL mit majorisierter Konvergenz. Ergo istψL(u) − g̃(u) konstant.
WegenψL(0) = g̃(0) = 0 gilt ψL(u) = g̃(u) für alle u ∈ S, woraus sich die Behauptung
ergibt. �

Bemerkung 4.8 Bei den meisten in der Praxis üblichen Spezifikationen der quadrierten sto-
chastischen Volatilitäty im integrierten OU-Zeittransformationsmodell können die Integrale
in den Gleichungen (4.10) und (4.23) explizit gelöst werden. Die Berechnung des Integrals
in (4.23) kann in der Anwendung sogar erübrigt werden, da man dort zur Bestimmung von
D2Φ0 den expliziten Ausdruck für das Integral in (4.10) direkt ableiten kann. In der allge-
meinen Situation von Satz 4.5 kann die AbleitungD2Φ0 leider nicht konkreter geschrieben
werden.

1. Fallsy ein Gamma-OU-Prozess ist, entspricht die stationäre Verteilung vony einer
Gamma-Verteilung mit positiven Parameterna, b. Hier sei angenommen, dassη = 0

ist. Dann ist die kumulantenerzeugende Funktion des zugeh¨origen Subordinatorsz
gegeben durchψz(u) = κau

b−u , und

F z(dx)

dx
= κabe−bx1{x>0}

steht für die Dichte des Lévy-MaßesF z, vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.1. Da
ψz zu einer analytischen Funktion auf{v ∈ C : Re(v) < b} fortgesetzt werden kann,
kann man aus der Momentenbedingung (4.18) die Gültigkeit der Ungleichung

M0 +M1 +M2 + ε < b (4.26)

folgern. Umgekehrt resultiert aus der Gültigkeit der Ungleichung (4.26), dass die Mo-
mentenbedingung (4.18) erfüllt ist. Hier liegt also ein Beispiel vor, bei dem die Gültig-
keit der Integrierbarkeitsbedingung (4.18) direkt anhandder Parameter der Lévy-
ProzesseX und X̃ sowie anhand des Parametersb des Subordinatorsz entschieden
werden kann, ohne dass das Integral in (4.18) berechnet werden muss. Die Funktion
q sei definiert wie in Gleichung (4.11). Dann gilt

∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds =





a
b−k2(u2)

(b(lϕ)(t, u1, u2) + κk2(u2)t) , falls b 6= k2(u2),

−a
(

b
k1(u1,u2)

(eκt − 1) + κt
)

, falls b = k2(u2),

mit k1(u1, u2) = u1 − ψX (u2)
κ

undk2(u2) = ψX(u2)
κ

+ ψX̃(u2). Bevor die Abbildung
lϕ erklärt wird, beachte man, dass angesichts von Ungleichung (4.26) die Bedingung
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b = k2(u2) hinreichend ist fürk1(u1, u2) 6= 0. Die Abbildungt 7→ (lϕ)(t, u1, u2)

bezeichnet denausgezeichneten Logarithmusvon

[0, T ] ∋ t 7→ ϕ(t, u1, u2) :=
b− q(t, u1, u2)

b− k1(u1, u2) − k2(u2)
∈ C

im Sinne von Sato (1999), Lemma 7.6, d.h.lϕ ist die eindeutige stetige Funktion mit
(lϕ)(0) = 0 und exp((lϕ)(t, u1, u2)) = ϕ(t, u1, u2). Aus Ungleichung (4.26) folgt,
dassϕ weder Singularitäten noch Nullstellen auf[0, T ]×S besitzt, wobeiS definiert
ist durch

S := {v ∈ C2 : Re(v) ∈ (−∞,M0 + ε̃) × ((2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ 0) + ε̃)}. (4.27)

Ferner beobachtet man, dassS ∋ (u1, u2) 7→
∫ t
0
ψz(q(s, u1, u2)) ds ∈ C analytisch

und[0, T ]×S ∋ (t, u1, u2) 7→
∫ t
0
ψz(q(s, u1, u2)) ds ∈ C stetig sind unter den Voraus-

setzungen von Satz 4.5. Man sei diesbezüglich auf den Beweis von Satz 4.5 verwiesen.
Die AbleitungD2Φ0, vgl. Formel (4.23), ist hier von der folgenden konkreten Gestalt:

D2Φ0(t, u1, u2) =
ab (1 − e−κt)(

b− u1 − ψX̃(u2)
) (
b− Φ1(t, u1, u2) − ψX̃(u2)

) . (4.28)

2. Fallsy ein IG-OU-Prozess ist, istyt invers-Gaußsch-verteilt mit positiven Parametern
a, b für alle t > 0, soferny0 invers-Gaußsch-verteilt ist. Hier sei ebenfallsη = 0

angenommen. Dann ist die kumulantenerzeugende Funktion des Subordinatorsz von
der Formψz(u) = κau√

b2−2u
. Darüber hinaus gibt

F z(dx)

dx
=

κa

2
√

2πx

(
1

x
+ b2

)
exp

(
−1

2
b2x

)
1{x>0}

die Dichte des Lévy-MaßesF z an, vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.2.ψz kann
analytisch auf{v ∈ C : Re(v) < 1

2
b2} fortgesetzt werden. Die Momentenbedingung

(4.18) impliziert somit

M0 +M1 +M2 + ε <
1

2
b2. (4.29)

Da die Momentenbedingung (4.18) auch notwendig ist für dieUngleichung (4.29),
kann hier die Gültigkeit der Voraussetzung (4.18) ebenfalls entschieden werden, ohne
das Integral in (4.18) auszuwerten. Darüber hinaus erhält man

∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds =





C1(t, u1, u2) , falls b2 6= 2k2(u2) undk1(u1, u2) 6= 0,

C2(t, u1, u2) , falls b2 = 2k2(u2),

C3(t, u1, u2) , falls k1(u1, u2) = 0,

wobeik1, k2 definiert sind wie in (1) und

C1(t, u1, u2) := a

[
k2(u2)

B(u2)
((lϕ)(t, u1, u2) + κt) + A(t, u1, u2) − A(0, u1, u2)

]
,

C2(t, u1, u2) :=

√
2a√

−k1(u1, u2)

[
k1(u1, u2)

(
1 − e−

1
2
κt
)

+ k2(u2)
(
e

1
2
κt − 1

)]
,

C3(t, u1, u2) :=
κak2(u2)t

B(u2)
.
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Unter Berücksichtigung von Ungleichung (4.29) gilt, dassb2 = 2k2(u2) hinreichend
ist für k1(u1, u2) 6= 0. Ferner sind hierA undB definiert mittels

A(t, u1, u2) :=
(
b2 − 2q(t, u1, u2)

) 1
2 ,

B(u2) :=
(
b2 − 2k2(u2)

) 1
2

undt 7→ (lϕ)(t, u1, u2) steht für denausgezeichneten Logarithmus(im Sinne von Sato
(1999), Lemma 7.6) der Abbildungϕ : [0, T ] → C, definiert durch

ϕ(t; u1, u2) :=
[B(u2)(B(u2) − A(0, u1, u2)) − k1(u1, u2)]

k2
1(u1, u2)

×
[
B(u2)(A(t, u1, u2) +B(u2)) − e−κtk1(u1, u2)

]

für festes(u1, u2) ∈ S, wobeiS wie in Gleichung (4.27) gegeben ist. Wegen Un-
gleichung (4.29),k1(u1, u2) 6= 0 und b2 6= 2k2(u2) besitzt die Funktionϕ keine
Nullstellen auf[0, T ]. Des Weiteren giltϕ(0; u1, u2) = 1. Es bleibt zu zeigen, dass
[0, T ] ∋ t 7→ A(t, u1, u2) wohldefiniert und stetig ist. Zu diesem Zweck seien die
folgenden Mengen eingeführt:

S1 := {v ∈ C : Re(v) < M0 + ε̃},
S2 := {v ∈ C : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(v) < (2R ∨ 2) + ε̃}.

Die Funktiong : S 7→ C sei definiert durchg(u1, u2) := b2 − 2(k1(u1, u2) + k2(u2)).
Für festesu1 ∈ S1 seig1 : S2 → C gegeben durchg1(u2) := g(u1, u2). Aufgrund von
Ungleichung (4.29) beobachtet mang1(u2) 6= 0 aufS2, insbesondere giltg1(0) 6= 0.
Somit ist g̃1(u2) := g1(u2)

g1(0)
wohldefiniert und besitzt keine Nullstellen aufS2. Unter

Beachtung der Momentenbedingung (4.17) schließt man mit Lemma 4.7, dass̃g1 ana-
lytisch ist. Satz V.1.4 in Fischer & Lieb (1994) liefert die eindeutige Existenz einer
analytischen Funktionf1 mit f1(0) = 0 und g̃1(u2) = exp{f1(u2)} für alleu2 ∈ S2.
Mittels analoger Argumente zeigt man, dass es eine eindeutige analytische Funktion
f2 gibt mit f2(0) = 0 und g2(u1) := b2 − 2u1 = b2 exp{f2(u1)} für alle u1 ∈ S1.
Somit kann die Funktiong auf S in der Formg(u1, u2) = b2 exp{f1(u2) + f2(u1)}
dargestellt werden. Man beachte, dassg analytisch aufS ist, vgl. Hörmander (1966),
Satz 2.2.8. Wegeng(u1, u2) 6= 0 auf S ist die Funktiong0(t; u1, u2) := b2−2q(t,u1,u2)

g(u1,u2)

wohldefiniert auf[0, T ] für festes(u1, u2) ∈ S. Lemma 7.6 in Sato (1999) behaup-
tet dann, dass eine eindeutige stetige Funktionf0 existiert mitf0(0; u1, u2) = 0 und
g0(t; u1, u2) = exp{f0(t; u1, u2}, t ∈ [0, T ]. Deshalb ist also die Abbildung

[0, T ] ∋ t 7→ A(t, u1, u2) = b exp

{
1

2
(f0(t; u1, u2) + f1(u2) + f2(u1))

}

wohldefiniert und stetig. Mithilfe einer erneuten Anwendung von Satz V.1.4 in Fi-
scher & Lieb (1994) zeigt man analog, dass die Abbildungu2 7→ B(u2) wohldefi-
niert ist aufS2 ∩ {v ∈ C : b2 6= k2(u2)}. Zudem beachte man, dass die Gleichung



116 Kapitel 4. Quadratisches Hedging in Zeittransformationsmodellen

(−k1(u1, u2))
1
2 = 1√

2
A(0, u1, u2) Gültigkeit besitzt, fallsb2 = 2k2(u2) ist, und dass

(b2 − 2k2(u2))
1
2 = A(0, u1, u2) gilt, falls k1(u1, u2) = 0 ist. Damit sind alle vorkom-

menden komplexwertigen Wurzeln wohldefiniert. Wie in der Situation des Gamma-
OU-Prozesses sei darauf hingewiesen, dass die Abbildung

S ∋ (u1, u2) 7→
∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds ∈ C

analytisch ist und dass die Abbildung

[0, T ] × S ∋ (t, u1, u2) 7→
∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds ∈ C

stetig ist unter den Annahmen von Satz 4.5. Unter anderem wird dies im allgemeinen
Fall im folgenden Beweis gezeigt. Die explizite Formel fürdie AbleitungD2Φ0 soll
an dieser Stelle erübrigt werden, da diese sehr kompliziert ist und im weiteren Verlauf
der Arbeit nicht benötigt wird.

BEWEIS VON SATZ 4.5. Zu den Lévy-Khintchine-Tripeln(βj), γ(j), ϕ(j)), j ∈ {0, 1}, vgl.
Proposition 4.3, korrespondieren die kumulantenerzeugenden Funktionenψj , j ∈ {0, 1}.
Diese sind auf den MengenUj , j ∈ {0, 1}, gegeben durch

ψ0(u1, u2) = κηu1 + µu2 + ψz
(
u1 + ψX̃(u2)

)
,

ψ1(u1, u2) = −κu1 + ψX(u2),

wobeiU0 undU1 definiert sind durch

U0 := {u ∈ C2 : Re(u1) < M0 + ε̃, (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(u2) < (2R ∨ 2) + ε̃} und

U1 := {u ∈ C2 : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(u2) < (2R ∨ 2) + ε̃}.

Dabei istM0 zunächst eine beliebige nichtnegative Konstante unter der Nebenbedingung,
dass die Momentenbedingung

∫∞
1
e(M0+M2+ε̃)s F z(ds) <∞ erfüllt ist. Im weiteren Verlauf

des Beweises wirdM0 noch festgelegt.

In einem ersten Schritt wird das System verallgemeinerter Riccati-Differentialgleichun-
gen (3.11) und (3.12), vgl. Proposition 3.3, gelöst:

∂

∂t
Φ1(t, u1, u2) = −κΦ1(t, u1, u2) + ψX(u2),

∂

∂t
Φ0(t, u1, u2) = κηΦ1(t, u1, u2) + µu2 + ψz(Φ1(t, u1, u2) + ψX̃(u2))

mit AnfangswertenΦ1(0, u1, u2) = u1 und Φ0(0, u1, u2) = 0. Die erste Differentialglei-
chung ist linear und die zweite kann mittels Integration derrechten Seite gelöst werden.
Somit folgen die FunktionenΦ0 , Φ1 : [0, T ] × (C− × iR) → C− unmittelbar, wie in den
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Gleichungen (4.10) und (4.12) behauptet.

In Anbetracht der Integrierbarkeitsbedingung (4.16) und von Lemma 4.7 kann die Ab-
bildung

iR ∋ u 7→ Φ1(t, 0, u) ∈ C−

stetig fortgesetzt werden auf{u ∈ C : Re(u) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε, (2R ∨ 0) + ε)} für jedes
t ∈ [0, T ], wobei ε > 0 beliebig klein fixiert sei in den Voraussetzungen (4.16) - (4.18),
so dass

Φ1(t, 0, u) =
1

κ
(1 − e−κt)ψX(u)

für alle (t, u) ∈ [0, T ] × {u ∈ C : Re(u) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε, (2R ∨ 0) + ε)} gilt. Da die Ab-
bildungt 7→ 1

κ
(1− e−κ(T−t)) streng monoton fällt auf[0, T ] und die Abbildungu 7→ ψX(u)

auf (2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0) konvex ist, vgl. Sato (1999), Lemma 26.4, gilt

M0 := sup{Φ1(T − t, 0, r) : r ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0], t ∈ [0, T ]}

= max

{
1

κ
ψX(2R′ ∧ 0)(1 − e−κT ),

1

κ
ψX(2R ∨ 0)(1 − e−κT )

}
≥ 0.

Nun kann die MengeS := {v ∈ C2 : Re(v) ∈ Vε̃(0)} definiert werden, wobei

Vε̃(a) := (−∞,M0 + ε̃) × ((2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ a) + ε̃),

a ∈ R+ und0 < ε̃ < ε sind. Anhand von Annahme (4.16) und Lemma 4.7 sieht man, dass
die Abbildung

C− × iR ∋ (u1, u2) 7→ Φ1(t, u1, u2) ∈ C−

analytisch fortgesetzt werden kann aufS für jedest ∈ [0, T ]. Darüber hinaus ist sofort er-
sichtlich, dass(t, u1, u2) 7→ Φ1(t, u1, u2) und (t, u1, u2) 7→ D2Φ1(t, u1, u2) = e−κt stetig
sind auf[0, T ] × S. Zudem ist die Abbildungt 7→ Φ1(t, 0, z) auf [0, T ] für alle z ∈ Sf
zweimal stetig differenzierbar.

Aufgrund der Annahmen (4.16) und (4.17) sowie wegen Lemma 4.7 ist die Abbildung

S ∋ (u1, u2) 7→ q(s, u1, u2) ∈ C,

definiert wie in Gleichung (4.11), analytisch für jedes feste s ∈ [0, T ]. Weil ψX undψX̃

Lévy-Exponenten sind, gelten

Re(ψX(u)) ≤ ψX(Re(u)) und Re(ψX̃(u)) ≤ ψX̃(Re(u))

für alleu ∈ {v ∈ C : Re(v) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε, (2R ∨ 2) + ε)} unter Berücksichtigung der
Momentenbedingungen (4.16) und (4.17). Unter Ausnutzung der Konvexität vonψX und
ψX̃ erhält manRe(q(s, u1, u2)) < M0 +M1 +M2 + ε für alle (s, u1, u2) ∈ [0, T ]×S . Dies
impliziert

q([0, T ] × S) ⊆ A := {v ∈ C : Re(v) < M0 +M1 +M2 + ε}.
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Wegen Annahme (4.18) ist der Lévy-Exponentψz analytisch aufA. Insgesamt liefert Dieu-
donné (1972), Proposition 9.3.2, dass die Abbildung

S ∋ (u1, u2) 7→ g(u1, u2) := ψz(q(s, u1, u2)) ∈ C

analytisch ist für jedess ∈ [0, t], t ∈ [0, T ]. Man beachte, dass die Abbildungen

(s, u1, u2) 7→ g̃(s, u1, u2) := ψz(q(s, u1, u2)),

(s, u1, u2) 7→ D2g̃(s, u1, u2) = D1ψ
z(q(s, u1, u2))e

−κs,

(s, u1, u2) 7→ D3g̃(s, u1, u2) = D1ψ
z(q(s, u1, u2))

(
1 − e−κs

κ
D1ψ

X(u2) +D1ψ
X̃(u2)

)

stetig sind auf[0, t]×S für jedest ∈ [0, T ]. Mithilfe von Dieudonné (1972), Abschnitt 9.10,
folgert man, dass

(u1, u2) 7→
∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds

analytisch ist aufS für jedest ∈ [0, T ]. Daraus resultiert mit Annahme (4.16) und Lemma
4.7, dass

C− × iR ∋ (u1, u2) 7→ Φ0(t, u1, u2) ∈ C−

analytisch fortgesetzt werden kann aufS für jedest ∈ [0, T ].

Im nächsten Schritt definiert man die AbbildungG mittels

{v ∈ C : Re(v) < M0 + ε̃} ∋ u1 7→ G(u1) :=

∫ t

0

ψz(q(s, u1, u2)) ds ∈ C

für festest ∈ [0, T ] undu2 ∈ {v ∈ C : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(v) < (2R ∨ 0) + ε̃}. Für ein
festesu ∈ {v ∈ C : Re(v) < M0 + ε̃} existiert eine reelle Konstanter > 0 derart, dass

B(u, r) ⊂ {v ∈ C : Re(v) < M0 + ε̃}

gilt, wobei B(u, r) := {v ∈ C : |v − u| < r} die offene Kugel mit Zentrumu und
Radiusr bezeichnet undB(u, r) den Abschluss dieser Menge symbolisiert. Da(s, u1) 7→
ψz(q(s, u1, u2)) stetig ist auf der kompakten Menge[0, t]×B(u, r), existiert eine Konstante
k > 0 mit

|ψz(q(s, u1, u2))| ≤ k

für alle(s, u1) ∈ [0, t]×B(u, r). Ferner istu1 7→ ψz (q(s, u1, u2)) analytisch aufB(u, r) für
alle s ∈ [0, t]. Der Holomorphiesatz, vgl. Königsberger (1997), Abschnitt 8.4 liefert, dass
die AbbildungG, eingeschränkt aufB(u, r), analytisch ist, und es gilt

D1G(u1) =

∫ t

0

D1ψ
z(q(s, u1, u2))e

−κs ds, u1 ∈ B(u, r). (4.30)

Somit ergibt sichD2Φ0(t, u1, u2), wie in Gleichung (4.23) behauptet.
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Als nächstes muss gezeigt werden, dassΦ0 undD2Φ0 stetig auf[0, T ] × S sind. Die
FunktionΦ0 kann in der Form

Φ0(t, u1, u2) = η(1 − e−κt)u1 + ηψX(u2)

(
t− 1 − e−κt

κ

)
+ µtu2 +

∫ T

0

J(s, t, u1, u2) ds

mit J(s, t, u1, u2) := 1[0,t](s)ψ
z(q(s, u1, u2)) geschrieben werden. Man beachte, dass die

Funktion(t, u1, u2) 7→ ψz(q(s, u1, u2)) stetig ist auf[0, T ] × S für alle s ∈ [0, T ]. Somit ist
die Abbildung(t, u1, u2) 7→ J(s, t, u1, u2) stetig in jedem Punkt(t∗, u∗, v∗) ∈ [0, T ]×S für
λ-f.a. s ∈ [0, T ], d.h.

∫ T

0

J(s, t∗, u∗, v∗) ds =

∫ T

0

lim
n→∞

J(s, tn, un, vn) ds (4.31)

für alle Folgen((tn, un, vn))n∈N ⊂ [0, T ] × S mit lim
n→∞

(tn, un, vn) = (t∗, u∗, v∗) für einen

beliebigen Punkt(t∗, u∗, v∗) ∈ [0, T ] × S. Weil der Subordinatorz keine Drift besitzt, ist
ψz(u) =

∫∞
0

(eux − 1)F z(dx), und man erhält die Abschätzung

|J(s, tn, un, vn)| ≤ |q(s, un, vn)|e|Re(q(s,un,vn))|c1 +

∫ ∞

1

eRe(q(s,un,vn))x F z(dx) + c2 (4.32)

mit c1 :=
∫ 1

0
xF z(dx) < ∞ undc2 := F z([1,∞)) < ∞. Des Weiteren gibt es einen Index

N ∈ N mit den folgenden Eigenschaften:

1. es existiert eine Konstantec3 > 0 mit |un| ≤ c3 für allen ∈ N undRe(un) < M0 + ε̃

für allen > N ,

2. (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(vn) < (2R ∨ 0) + ε̃ für allen > N ,

3. es existiert eine Konstanter > 0 mit

(2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(v∗) − r ≤ Re(vn) ≤ Re(v∗) + r < (2R ∨ 0) + ε̃,

Im(v∗) − r ≤ Im(vn) ≤ Im(v∗) + r

für allen > N und somit gibt es Konstantenc4, c5 > 0 mit

|ψX(vn)| ≤ c4 und |ψX̃(vn)| ≤ c5 für alle n > N,

weil ψX , ψX̃ stetig sind auf{v ∈ C : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(v) < (2R ∨ 0) + ε̃}.

Daraus folgt die AbschätzungRe(q(s, un, vn)) < M0 + M1 + M2 + ε̃ für allen > N und
die Existenz einer reellen Konstantec6 > 0 mit

|Re(q(s, un, vn))| ≤ |q(s, un, vn)| ≤ c6

für allen > N . Unter Berücksichtigung der Abschätzung (4.32) und der Momentenbedin-
gung (4.18) folgert man, dass|J(s, tn, un, vn)| beschränkt ist für alles ∈ [0, T ] und für
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alle n > N . Mit majorisierter Konvergenz ergibt sich daraus mit Gleichung (4.31), dass
(t, u1, u2) 7→

∫ T
0
J(s, t, u1, u2) ds stetig ist auf[0, T ] × S, was die Stetigkeit vonΦ0 auf

[0, T ] × S nach sich zieht, berücksichtigt man Annahme (4.16) und erneut Lemma 4.7.
Darüber hinaus existiert eine positive Konstanter mit Re(u) + r < M0 +M1 +M2 + ε für
u ∈ A derart, dass

∫ ∞

0

|xeux|F z(dx)

≤
∫ 1

0

x(eRe(u)x − 1)F z(dx) +

∫ 1

0

xF z(dx) +
1

r

∫ ∞

1

e(Re(u)+r)x F z(dx)

≤ (MeM + 1)

∫ 1

0

xF z(dx) +
1

r

∫ ∞

1

eMx F z(dx) <∞ (4.33)

gilt mit M := M0 +M1 +M2 +ε, daz Subordinator ist. Mit dem Satz von der majorisierten
Konvergenz ergibt sich folglichD1ψ

z(u) =
∫∞
0
xeux F z(dx) und somit

D2Φ0(t, u1, u2) = η(1 − e−κt) +

∫ T

0

J̃(s, t, u1, u2) ds

mit J̃(s, t, u1, u2) = 1[0,t](s)
∫∞
0
xeq(s,u1,u2)x F z(dx)e−κs. In völliger Analogie zum Beweis

der Stetigkeit vonΦ0 auf [0, T ] × S resultiert die Stetigkeit vonD2Φ0 auf [0, T ] × S in
Anbetracht der Abschätzung (4.33).

Im Hinblick auf die Anwendbarkeit der Sätze 3.17 und 3.18 ist bisher lediglich gezeigt
worden, dass Annahme 3.6 erfüllt ist. Bezüglichr ∈ {(2R′ ∧ 0)− ε̃, (2R∨ 2)+ ε̃} definiert

man nun das Esscher-transformierte WahrscheinlichkeitsmaßPr
loc∼ P . Das Wahrscheinlich-

keitsmaßPr ist gegeben durch den Dichteprozess

dPr
dP

∣∣∣
Fs

= exp{rX̃s − sψX̃(r)}, s > 0.

Gemäß Raible (2000), Proposition 1.8, istX̃ auch bezüglich des neuen Wahrscheinlich-
keitsmaßesPr ein Lévy-Prozess. Mit Sato (1999), Lemma 30.3, folgert man, dass es eine
positive Konstantec gibt mit

∫

|x̃|>1

erx̃ P X̃s(dx̃) = esψ
X̃(r)Pr{|X̃s| > 1} ≤ esψ

X̃(r)cs ≤
(
1 ∨ eψX̃ (r)

)
cs

für alles ∈ [0, 1]. Somit existiert eine positive Konstantec̃ mit

∫

|x̃|>1

eu2x̃ P X̃s(dx̃) ≤
∫

|x̃|>1

(
e((2R

′∧0)−ε̃)x̃ + e((2R∨2)+ε̃)x̃
)
P X̃s(dx̃) ≤ c̃s (4.34)

für alles ∈ [0, 1] und für alleu2 ∈ ((2R′∧0)− ε̃, (2R∨2)+ ε̃). Es sei an die Definition (3.6)
des QuadersQ erinnert. Unter Verwendung von Proposition 4.3, der Momentenbedingung
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(4.18), der Ungleichung (4.34) und der Subordinatoreigenschaft vonz erhält man
∫

D\Q
eu1x1+u2x2 ϕ(0)(d(x1, x2))

=

∫ ∞

1

e(u1+ψX̃(u2))s F z(ds) +

∫ 1

0

eu1s

(∫

|x̃|>1

eu2x̃ P X̃s(dx̃)

)
F z(ds)

≤
∫ ∞

1

e(M0+M1+M2+ε̃)s F z(ds) + eM0+ε̃

∫ 1

0

c̃s F z(ds) <∞

für alle (u1, u2) ∈ Vε̃(2), daψX̃ konvex ist auf((2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ 2) + ε̃) und stetig auf
[(2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ 2) + ε̃]. Zudem liefern Proposition 4.3 und die Integrierbarkeitsvor-
aussetzung (4.16) die Gültigkeit der Abschätzung

∫

D\Q
eu1x1+u2x2 ϕ(1)(d(x1, x2)) =

∫

|x|>1

eu2x FX(dx) <∞

für alle (u1, u2) ∈ Vε̃(2). Damit ist auch Annahme 3.8 erfüllt. Die (lokalen)Martingalbe-
dingungen, vgl. Annahme 3.11, gelten angesichts der Voraussetzung (4.19). Voraussetzung
(4.20) schließt den degenerierten FallZt = 0 P -f.s. für allet ∈ [0, T ] aus, vgl. Annahme
3.14. Aufgrund der affinen Struktur des integrierten OU-Zeittransformationsmodells, vgl.
Proposition 4.3, folgt die Behauptung aus den Sätzen 3.17 und 3.18. �

4.2 Integrierte CIR-Zeittransformationsmodelle

Als zweites Beispiel für ein affines stochastisches Volatilitätsmodell soll in diesem Abschnitt
das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell (1.91)-(1.93) im Hinblick auf das Problem
des varianz-optimalen Hedgens betrachtet werden. In diesem Abschnitt wird dabei zusätz-
lich angenommen, dass die Volatilität der quadrierten Volatilität α 6= 0 ist, um den Spezi-
alfall eines deterministischen Volatilitätsprozesses auszuklammern. Es sei angemerkt, dass
dieser Spezialfall gemäß Definition ebenfalls zu den affinen stochastischen Volatilitätsmo-
dellen gehört. Folglich ist die Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens in diesem
degenerierten Fall ebenfalls durch die Sätze 3.17 und 3.18gegeben. Um jedoch unübersicht-
liche Fallunterscheidungen zu vermeiden, konzentrieren wir uns im vorliegenden Abschnitt
auf den interessanten Fallα > 0. Zunächst wird gezeigt, dass das Modell (1.91)-(1.93)
affin ist. Dieser Beweis erfordert in Analogie zu dem Nachweis, dass das integrierte OU-
Zeittransformationsmodell affin ist, einige technische Messbarkeitsaussagen. Man beachte,
dass die càdlàg-Funktionα im folgenden Lemma nichts mit dem Volatilitätsparameterα der
quadrierten Volatilitäty zu tun hat.

Lemma 4.9 1. Die AbbildungD2 ∋ (α, β) 7→ g1(α, β) := α∫ t∧·

0 β+
s ds ∈ D ist D2 − D-

messbar f̈ur alle t ≥ 0.

2. Die AbbildungD2 ∋ (α, β) 7→ g2(α, β) := α∫ t∧τ̃n(β)
0

β+
s ds

∈ R istD2−B(R)-messbar

für alle t ≥ 0, wobei(τ̃n)n∈N eine Folge von Stoppzeiten bezüglich (D)t≥0 angibt.
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BEWEIS.

1. Da β 7→ βs D − B(R)-messbar ist für alles ≥ 0 und β càdlàg ist, istβ+ pro-
gressiv messbar bezüglich(D)t≥0. Aus dem gleichen Grund istα progressiv messbar
bezüglich(D)t≥0, d.h. D × R+ ∋ (α, s) 7→ αs ist D ⊗ B(R+) − B(R)-messbar.
Mithilfe des Satzes von Fubini erhält man, dass

D2 ∋ (α, β) 7→
(
α,

∫ t∧r

0

β+
s ds

)
7→ α∫ t∧r

0
β+

s ds ∈ R

D2 − B(R)-messbar ist für jedes beliebiger > 0. Daraus folgt

g−1
1 (π−1

r (B)) = {(α, β) ∈ D2 : α∫ t∧·

0 β+
s ds ∈ π−1

r (B)}
= {(α, β) ∈ D2 : α∫ t∧r

0 β+
s ds ∈ B} ∈ D

2

für alle B ∈ B(R). Da D erzeugt wird durch{π−1
r (B) : r ∈ R+, B ∈ B(R)},

resultiert die Behauptung.

2. Zunächst sei angemerkt, dass{β ∈ D : τ̃n(β) ≤ t} ∈ D für alle t ≥ 0 gilt, da τ̃n eine
Stoppzeit bezüglich(D)t≥0 ist. Somit ist

D × R+ ∋ (β, s) 7→ τ̃n(β) ∈ R+

D ⊗ B(R+) − B(R+)-messbar. Des Weiteren ergibt sich wie im ersten Teil des Be-
weises dieD ⊗ B(R+) − B(R+)-Messbarkeit vonD × R+ ∋ (β, s) 7→ β+

s ∈ R+.
Damit liefert der Satz von Fubini, dass

D2 ∋ (α, β) 7→
∫ t

0

1[0,∞)(τ̃n(β) − s)β+
s ds =

∫ t∧τ̃n(β)

0

β+
s ds ∈ R+

D2 − B(R+)-messbar ist. Wie im ersten Teil des Beweises schließt man darauf, dass

D2 ∋ (α, β) 7→
(
α,

∫ t∧τ̃n(β)

0

β+
s ds

)
7→ α∫ t∧τ̃n(β)

0 β+
s ds

∈ R

D2 − B(R)-messbar ist. �

Lemma 4.10 SeienX ein R-wertiger Ĺevy-Prozess bezüglich der kanonischen Filtrierung
(GX

r )r∈R+, definiert durchGX
r :=

⋂
l>r

σ(Xk : k ≤ l), r ∈ R+, mit Tripel (b, c, F ) und

W ein Standard-Wiener-Prozess bezüglich der kanonischen Filtrierung(F̂t)t∈R+ , gegeben
durch F̂t :=

⋂
s>t

σ(Wq : q ≤ s), t ∈ R+. Es wird angenommen, dass die durch eine

Quadratwurzel-Diffusiony = (yt)t∈R+ spezifizierte endliche, absolut stetige Zeittransfor-
mationY = (Yt)t∈R+ , welche also f̈ur t ∈ R+ von der Form

Yt =

∫ t

0

ys ds und dyt = κ(η − yt)dt+ α
√
ytdWt



4.2. Integrierte CIR-Zeittransformationsmodelle 123

ist, wobeiκ, η, α > 0 reelle Konstanten sind, unabhängig von dem Ĺevy-ProzessX sei.
Dann sind der zeittransformierte ProzessXY ein Semimartingal und der Prozess(XY )c yc

ein lokales Martingal bez̈uglich der Filtrierung(F̄t)t∈R+ , definiert durch

F̄t :=
⋂

s>t

σ(XYq , Yq : q ≤ s), t ≥ 0,

d.h. es gilt〈(XY )c, yc〉 = 0 bez̈uglich (F̄t)t∈R+ .

Da der Lévy-ProzessX unabhängig von der ZeittransformationY ist, dies impliziert die
Unabhängigkeit des Lévy-ProzessesX und des CIR-Prozessesy, erscheint die Gültigkeit
der Gleichung〈(XY )c, yc〉 = 0 plausibel. Der exakte Beweis erfordert allerdings einige
technische Argumente.

BEWEIS. Gemäß Ikeda & Watanabe (1989), Beispiel IV.8.2, vgl. dortauch Definition IV.1.6,
sind y und Y Semimartingale bezüglich der Filtrierung(F̂t)t∈R+ . Da κ, η > 0 sind und
y0 > 0 gilt, ist yt ≥ 0 für alle t ∈ R+ fast sicher. Wennyt Null wird, wird der Prozess durch
die positive Driftκηdt sofort wieder ins Positive gezogen, infolgedessent 7→ Yt(ω) für P -
fast alleω ∈ Ω streng monoton wächst. Wie im Beweis von Proposition 4.3 kann somit der
UmkehrprozessU = (Ur)r∈R+ mit YUr(ω)(ω) = r undUYt(ω)(ω) = t definiert werden. Die
Filtrierung(Gr)r∈R+ der Handelszeit wird dann modelliert durch

Gr :=
⋂

l>r

σ(Xk, Uk : k ≤ l), r ∈ R+. (4.35)

Wie im Beweis von Proposition 4.3 sieht man, dassX auch Lévy-Prozess bezüglich(Gr)r∈R+

ist. Aufgrund der Adaptiertheit vonU bezüglich(Gr)r∈R+ ist Yt für jedest ∈ R+ Stopp-
zeit bezüglich(Gr)r∈R+. Jacod (1979), Korollar 10.12, liefert, dassXY ein Semimartingal
bezüglich(GYt)t∈R+ ist. In erneuter Analogie zum Beweis von Proposition 4.3 zeigt man
F̄t = GYt für alle t ∈ R+. Der zeittransformierte ProzessXY ist also ein Semimartingal
bezüglich(F̄t)t∈R+ . Wegen

yt = lim
q↑0

1

q
(Yt+q − Yt) (4.36)

ist y an die Filtrierung(F Y
t )t∈R+ , definiert durchF Y

t :=
⋂
s>t

σ(Yq : q ≤ s), t ∈ R+, ad-

aptiert. Aus der stochastischen Differentialgleichung (1.93), die den CIR-Prozess definiert,
resultiert (

1

α
√
y

)
··· yt =

(
κ(η − y)

α
√
y

)
··· It +Wt,

wobeiI für den Identitätsprozess steht. Unter Berücksichtigung der Vorhersehbarkeit vony
und des Satzes von Fubini istW somit ebenfalls an(F Y

t )t∈R+ adaptiert. Daraus folgt die
Inklusion

σ(Wq : q ≤ s) ⊆ σ(Yq : q ≤ s) ⊆ σ(XYq , Yq : q ≤ s) (4.37)

für alle s > t, wasF̂t ⊆ F̄t für alle t ∈ R+ impliziert. Analog zum Beweis, dassX auch
Lévy-Prozess bezüglich(Gr)r∈R+ ist, zeigt man, dassW auch ein Standard-Wiener-Prozess
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(im Sinne von Jacod & Shiryaev (2003), Definition I.4.9, vgl.aber dort auch Definition
II.4.1) bezüglich(F̄t)t∈R+ ist. Gemäß Ikeda & Watanabe (1989), Beispiel IV.8.2 und Defi-
nition IV.1.6, sind danny undY auch Semimartingale bezüglich(F̄t)t∈R+ .

Man beachte, dass(F y
t )t∈R+ , definiert durchF y

t :=
⋂
s>t

σ(yq : q ≤ s), t ∈ R+, mit

(F Y
t )t∈R+ übereinstimmt. Man erkennt dies auf der einen Seite anhandvon Gleichung

(4.36) und auf der anderen Seite mittels der Vorhersehbarkeit von y und des Satzes von
Fubini. Man definiert

τn := inf{t ≥ 0 : |yct | > n} ∧ inf{t ≥ 0 : |Yt| > n} (4.38)

für n ∈ N. Wegen

yct =

∫ t

0

σ
√
ys dWs = yt − y0 − κηt− κYt

ist der stetige Martingalanteilyc adaptiert an(F Y
t )t∈R+ . Aufgrund der Stetigkeit vonyc ist

somit inf{t ≥ 0 : |yct | > n} Stoppzeit bezüglich(F Y
t )t∈R+ , vgl. Jacod & Shiryaev (2003),

Proposition I.1.28. DaY stetig und natürlich an(F Y
t )t∈R+ adaptiert ist, istτn für jedes

n ∈ N Stoppzeit bezüglich(F Y
t )t∈R+ . Aufgrund der Inklusion (4.37) istτn für jedesn ∈ N

auch Stoppzeit bezüglich(F̄t)t∈R+ .

Der gestoppte Prozess(yc)τn ist ein lokales Martingal bezüglich(F̄t)t∈R+ , weil Mloc

stabil unter Stoppen ist, vgl. Jacod & Shiryaev (2003), SatzI.1.42 und Lemma I.1.35. Unter
Beachtung der Konstruktion (4.38) der Stoppzeitτn und unter Verwendung der Stetigkeit
vonyc zeigt man die Gültigkeit der Abschätzung|ycτn∧τ | ≤ n für alle Stoppzeitenτ . Daraus
folgt die gleichgradige Integrierbarkeit von{(yc)τnτ : τ endliche Stoppzeit}, was definito-
risch gleichbedeutend damit ist, dass der gestoppte Prozess (yc)τn ein Prozess von Klasse
(D) ist. Gemäß Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.1.47, ist (yc)τn ein gleichgradig in-
tegrierbares Martingal bezüglich(F̄t)t∈R+ .

Sei 0 ≤ t1 < t2 < ∞. Aufgrund der Stetigkeit ist(XY )c bezüglich(F̄t)t∈R+ gut-
messbar. Daraus ergibt sich mit Jacod & Shiryaev (2003), Proposition I.1.21, dieF̄t∧τn-
Messbarkeit von((XY )c)τnt für allet ∈ R+. Somit ist(XY )ct1∧τn bezüglichF̄t1 messbar, vgl.
Métivier (1982), Proposition 5.3. Der stetige Martingalanteil yc ist stetig und adaptiert an
(F Y

t )t∈R+ , insbesondere also gut-messbar bezüglich(F Y
t )t∈R+ , infolgedessenyct2∧τn analog

zur obigenÜberlegungF Y
t2 -messbar ist. WegenF Y

t2 ⊆ F Y
∞ ⊆ F Y

∞ ∨ F̄t1 resultiert die
(F Y

∞ ∨ F̄t1)-Messbarkeit vonyct2∧τn . Insgesamt erhält man damit

EP
[
(XY )ct2∧τny

c
t2∧τn | F̄t1

]

= EP

[
EP

[
(XY )ct2∧τn − (XY )ct1∧τn

∣∣∣F Y
∞ ∨ F̄t1

]
yct2∧τn

∣∣∣ F̄t1

]
+ (XY )ct1∧τny

c
t1∧τn . (4.39)

Jacod (1979), Satz 10.17, besagt, dass(XY )c = (Xc)Y gilt. In Anbetracht der Definitionen
der integralen und differentiellen Semimartingalcharakteristik, vgl. die Definitionen 2.23
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und 2.25, ist〈Xc, Xc〉t = ct. Gemäß Jacod & Shiryaev (2003), Satz II.4.4, istXc ein
Wiener-Prozess mit differentieller Charakteristik∂Xc = (0, c, 0). Angesichts von Jacod
& Shiryaev (2003), Korollar II.4.19, istXc ein Prozess mit stationären und unabhängigen

Zuwächsen, d.h. es giltXc
t

d
= W̃t ∼ N (0, ct) für einen Wiener-Prozess̃W mit Charakteri-

stik ∂W̃ = (0, c, 0), wobeiN (0, ct) die Normalverteilung mit Mittelwert0 und Varianzct
bezeichnet. Somit ist also nun zu zeigen:

EP

[
(XY )ct2∧τn − (XY )ct1∧τn

∣∣∣F Y
∞ ∨ F̄t1

]
= EP

[
W̃Yt2∧τn

− W̃Yt1∧τn

∣∣∣F Y
∞ ∨ F̄t1

]
= 0.

Auf dem Skorokhod-Raum(D,D , (Dt)t∈R+) kann der CIR-Prozessy mittels des kanoni-
schen ProzessesD × R+ ∋ (β, t) 7→ βt ∈ R identifiziert werden. Hier entspricht

β 7→ τ̃n(β) = inf {t ≥ 0 : |βct | > n} ∧ inf

{
t ≥ 0 :

∣∣∣∣
∫ t

0

β+
s ds

∣∣∣∣ > n

}

mit β+
s = βs ∨ 0 und βct := βt − β0 − κηt − κ

∫ t
0
βs ds der Stoppzeitω 7→ τn(ω) aus

Gleichung (4.38). Da|βc| càdlàg und an(D)t≥0 adaptiert ist, liefert Proposition I.1.28 in
Jacod & Shiryaev (2003), dassβ 7→ inf {t ≥ 0 : |βct | > n} eine Stoppzeit bezüglich(D)t≥0

ist. Unter Beachtung von Bemerkung I.1.26 in Jacod & Shiryaev (2003) istβ+ gut-messbar,
infolgedessen der Satz von Fubini die Adaptiertheit von

∫ ·
0
β+
s ds bezüglich(D)t≥0 ergibt.

Aufgrund der Stetigkeit des Integrals erhält man mit Proposition I.1.28, Jacod & Shiryaev
(2003), dassβ 7→ τ̃n(β) Stoppzeit bezüglich(D)t≥0 ist. Unter Berücksichtigung von Lem-
ma 4.9 und aufgrund der Unabhängigkeit vony und(W̃ ,X) gilt

P

{
y ∈ A1, X

t1+ 1
2k

Y ∈ A2, W̃Yt2∧τn
− W̃Y

(t1+ 1
k)∧τn

∈ A3

}

=

∫

D3

1A1×A2×A3

(
β, γ∫ (t1+ 1

2k)∧·

0 β+
s ds

, α∫ t2∧τ̃n(β)
0 β+

s ds
− α∫ (t1+ 1

k)∧τ̃n(β)

0 β+
s ds

)

P (W̃ ,y,X)(d(α, β, γ))

=

∫

A1

∫

D2

1A2×A3

((
γ∫ ·

0 β
+
s ds

)t1+ 1
2k

, g(α, β)

)
P (W̃ ,X)(d(α, γ))P y(dβ)

für A1, A2 ∈ D , A3 ∈ B(R) und für ein festesk ∈ N, wobeig definiert ist durch

g(α, β) := α∫ t2∧τ̃n(β)
0 β+

s ds
− α∫ (t1+ 1

k)∧τ̃n(β)

0 β+
s ds

.

Man beachte, dass der ProzessN :=

(
W̃

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds, X

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds

)
unabhängig von dem

ProzessÑ :=

(
W̃ − W̃

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds, X −X

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds

)
ist. Ergo istP (W̃ ,X) = PN ∗ P Ñ ,

wobei∗ hier für das Faltungsprodukt steht. Folglich ergibt sich

P

{
y ∈ A1, X

t1+ 1
2k

Y ∈ A2, W̃Yt2∧τn
− W̃Y

(t1+ 1
k)∧τn

∈ A3

}

=

∫

A1

∫

D2

∫

D2

1A2×A3

(
(γ′ + γ′′)

t1+ 1
2k∫

·

0
β+

s ds
, g(α′ + α′′, β)

)
PN(d(α′, γ′))

P Ñ(d(α′′, γ′′))P y(dβ).
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Ferner beobachtet man, dass
(
X −X

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds

)
∫ (t1+ 1

2k)∧·

0 β+
s ds

= 0

und (
W̃

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds

)
∫ t2∧τ̃n(β)
0 β+

s ds

−
(
W̃

∫ t1+ 1
2k

0 β+
s ds

)
∫ (t1+ 1

k)∧τ̃n(β)

0 β+
s ds

= 0

für hinreichend großesk ∈ N mit t1 + 1
2k
< t2 gelten. Daraus folgt

P

{
y ∈ A1, X

t1+
1
2k

Y ∈ A2, W̃Yt2∧τn
− W̃Y

(t1+ 1
k)∧τn

∈ A3

}

=

∫

A1

∫

D2

1A2

(
(γ′)

t1+ 1
2k∫

·

0
β+

s ds

)
PN(d(α′, γ′))

∫

D2

1A3(g(α
′′, β))P Ñ(d(α′′, γ′′))P y(dβ).

Das innere Integral nach der Verteilung vonÑ kann wie folgt berechnet werden:
∫

D2

1A3(g(α
′′, β))P Ñ (d(α′′, γ′′))

=

∫

Ω

1A3

(
W̃∫ t2∧τ̃n(β)

0 β+
s ds

(ω) − W̃∫ (t1+ 1
k)∧τ̃n(β)

0 β+
s ds

(ω)

)
P (dω)

= N
(

0, c

∫ t2∧τ̃n(β)

(t1+ 1
k)∧τ̃n(β)

β+
s ds

)
(A3).

Day undX nach Voraussetzung unabhängig sind, erhält man

P

{
y ∈ A1, X

t1+ 1
2k

Y ∈ A2, W̃Yt2∧τn
− W̃Y

(t1+ 1
k)∧τn

∈ A3

}

=

∫

A1×A2

N
(

0, c

∫ t2∧τ̃n(β)

(t1+ 1
k)∧τ̃n(β)

β+
s ds

)
(A3)P

(y,X
t1+ 1

2k
Y )(d(β, γk)).

Diese Gleichung entspricht einer Radon-Nikodym-Gleichung vom Typ (1.6.60) in Witting
(1985). Auf der einen Seite ist der Integrand eine Verteilung auf(R,B(R)) für jedesβ ∈ D

und auf der anderen Seite ist dieserD − B(R+)-messbar für jedesA3 ∈ B(R), da

D ∋ β 7→
∫ t2∧τ̃n(β)

(t1+ 1
k)∧τ̃n(β)

β+
s ds =

∫ t2∧τ̃n(β)

0

β+
s ds−

∫ (t1+ 1
k)∧τ̃n(β)

0

β+
s ds ∈ R+

D−B(R+)-messbar ist, wie man im zweiten Teil des Beweises von Lemma 4.9 gesehen hat.
Somit ist die reguläre bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung vonW̃Yt2∧τn

− W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

unter der Hypothese, dassy = β undX
t1+ 1

2k

Y = γk gelten, bezüglichP gegeben durch

P
W̃Yt2∧τn

−W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

∣∣ y=β,Xt1+ 1
2k

Y =γk

= N
(

0, c

∫ t2∧τ̃n(β)

(t1+ 1
k)∧τ̃n(β)

β+
s ds

)
.
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Man beachte, dass̄Ft =
⋂
s>t

σ(XYq , yq : q ≤ s) und

F̄t1 ⊆ σ

(
YYq , yq : q ≤ t1 +

1

2k

)
=: F

X
t1+ 1

2k
Y ,yt1+ 1

2k

∞ =: σ
(
X
t1+

1
2k

Y , yt1+
1
2k

)

gelten. Unter Berücksichtigung vonF y
∞ ∨ F̄t1 ⊆ F y

∞ ∨ σ
(
X
t1+ 1

2k

Y , yt1+
1
2k

)
liefern die

Glättungseigenschaft der bedingten Erwartung und eine Anwendung des Faktorisierungs-
lemmas

EP

[
W̃Yt2∧τn

− W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

∣∣F y
∞ ∨ F̄t1

]

= EP

[
EP

[
W̃Yt2∧τn

− W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

∣∣∣F y
∞ ∨ σ

(
X
t1+ 1

2k

Y , yt1+
1
2k

)] ∣∣∣F y
∞ ∨ F̄t1

]

= EP



∫

R

xP
W̃Yt2∧τn

−W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

∣∣ y=β,Xt1+ 1
2k

Y =γk

(dx)
∣∣∣F y

∞ ∨ F̄t1


 = 0. (4.40)

Aufgrund der Konstruktion (4.38) der Stoppzeitτn gilt Yt∧τn ≤ Yτn ≤ n für alle t ≥ 0.
Damit zeigt man

∣∣W̃Yt2∧τn

∣∣ ∨
∣∣W̃Y

(t1+ 1
k)∧τn

∣∣ ≤ sup
0≤s≤n

|W̃s|. Daraus resultieren

∣∣∣∣W̃Yt2∧τn
− W̃Y

(t1+ 1
k)∧τn

∣∣∣∣ ≤ 2 sup
0≤s≤n

|W̃s|

für allek ∈ N und
(
EP

[
sup

0≤s≤n
|W̃s|

])2

≤ EP

[(
sup

0≤s≤n
|W̃s|

)2
]
≤ 4EP

[
W̃ 2
n

]
= 4cn <∞ (4.41)

unter Verwendung der Ungleichungen von Jensen und Doob. Mitmajorisierter Konvergenz
ergibt sich

EP

[
W̃Yt2∧τn

− W̃Yt1∧τn

∣∣F y
∞ ∨ F̄t1

]

= EP

[
lim
k→∞

(
W̃Yt2∧τn

− W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

) ∣∣F y
∞ ∨ F̄t1

]

= lim
k→∞

EP

[
W̃Yt2∧τn

− W̃Y
(t1+ 1

k)∧τn

∣∣F y
∞ ∨ F̄t1

]
= 0

aus Gleichung (4.40). Nun folgt die lokale Martingaleigenschaft von(XY )cyc bezüglich
(F̄t)t∈R+ aus Gleichung (4.39), da(τn)n∈N eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten ist mit
lim
n→∞

τn = ∞. Abschließend beobachtet man

EP [|((XY )c)τnt (yc)τnt |] ≤ nEP

[∣∣∣W̃Yt∧τn

∣∣∣
]
≤ nEP

[
sup

0≤s≤n
|W̃s|

]
<∞

für allet ≥ 0, vgl. Abschätzung (4.41). Da(XY )c undyc stetige lokale Martingale bezüglich
(F̄t)t∈R+ sind, ist(XY )cyc stetig und bezüglich(F̄t)t∈R+ adaptiert, was den Beweis be-
schließt. �
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Proposition 4.11 Gegeben sei die stochastische Basis(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ), wobei die Fil-
trierung definiert sei durchFt =

⋂
s>t

σ(Zq, yq : q ≤ s), t ∈ R+. Dann ist das inte-

grierte CIR-Zeittransformationsmodell (1.91) - (1.93) ein affines stochastisches Volatilitäts-
modell. Die differentielle Charakteristik∂(y, Z) ist gegeben durchb(y,Z) = β(0) + β(1)y,
c(y,Z) = γ(0) + γ(1)y undF (y,Z)(G) = ϕ(0)(G) + ϕ(1)(G)y mit

(
β(0), γ(0), ϕ(0)

)
=

((
κη

̺κη + µ

)
,

(
0 0

0 0

)
, 0

)
,

β(1) =

( −κ
bX(h̃) − ̺κ

)
, γ(1) =

(
α2 ̺α2

̺α2 ̺2α2 + cX

)
, ϕ(1)(G) =

∫

R

1G(0, x)FX(dx)

für alleG ∈ B(R2) mit 0 /∈ G.

BEWEIS. Die Quadratwurzel-Diffusiony ist ein stetiges Spezialsemimartingal, vgl. Bemer-
kung 2.3, bezüglich der in Lemma 4.10 definierten Filtrierung (F̂t)t∈R+ mit kanonischer
Zerlegungy = y0+M

y+Ay, wobeiMy
t =

∫ t
0
α
√
ys dWs undAyt =

∫ t
0
κ(η−ys) ds sind. So-

mit ist die differentielle Charakteristik vony von der Gestalt∂y = (κ(η−y), α2y, 0). Im Be-
weis von Lemma 4.10 hat man bereits gesehen, dass der ProzessW , der die Quadratwurzel-
Diffusion y treibt, ein Standard-Wiener-Prozess bezüglich der Filtrierung(F̄t)t∈R+ ist, wel-
che mit(F̃t)t, definiert durchF̃t :=

⋂
s>t

σ(XYq , yq : q ≤ s), t ∈ R+, übereinstimmt, da

y undY sowohl bezüglich(F̄t)t∈R+ als auch bezüglich(F̃t)t adaptiert sind. Und weil die
ProzesseZ,XY undy sowohl an(Ft)t∈R+ als auch an(F̃t)t adaptiert sind, giltFt = F̄t für
allet ∈ R+, mit dem Resultat, dassW ein Standard-Wiener-Prozess bezüglich(Ft)t∈R+ ist.
Folglich stellty ein Spezialsemimartingal bezüglich(Ft)t∈R+ dar mit differentieller Cha-
rakteristik∂y = (κ(η − y), α2y, 0). Zudem ergibt sich in Verbindung mit Lemma 4.10,
dass der zeittransformierte ProzessXY ein Semimartingal bezüglich(Ft)t∈R+ ist. Wegen
Ft = F̄t = GYt für alle t ∈ R+, wobei(Gr)r∈R+ definiert ist wie in Gleichung (4.35) im
Beweis von Lemma 4.10, hat die differentielle Charakteristik von XY bezüglich(Ft)t∈R+

die Gestalt∂XY = (bX(h̃)y, cXy, FXy), vgl. Proposition 2.34. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit werden die gleichen ein- undd-dimensionalen Abschneidefunktionen wie
im Beweis von Proposition 4.3 verwendet. Mithilfe von Lemma4.10 erhält man bezüglich
(Ft)t∈R+ die differentielle Charakteristik

∂(y,XY , I) =





κ(η − y)

bX(h̃)y

1


 ,



α2y 0 0

0 cXy 0

0 0 0


 , F (y,XY ,I)




mit F (y,XY ,I)(G) =
∫

R
1G(0, x, 0)FX(dx)y für alleG ∈ B(R3) mit 0 /∈ G. Wendet man

den Itô-Kalkül für Charakteristiken, vgl. Proposition2.31, auf die Funktion

g(x1, x2, x3) =

(
x1

x2 + ̺(x1 − y0) + µx3

)



4.2. Integrierte CIR-Zeittransformationsmodelle 129

und die Charakteristik∂(y,XY , I) an, so ergibt sich abschließend, dass(y, Z) ein Semimar-
tingal bezüglich(Ft)t∈R+ ist mit differentieller Charakteristik

∂(y, Z) =

((
κη − κy

̺κη + µ+ (bX(h̃) − ̺κ)y

)
,

(
α2y ̺α2y

̺α2y (̺2α2 + cX)y

)
, F (y,Z)

)
,

wobeiF (y,Z)(G) =
∫

R
1G(0, x)FX(dx)y ist für alleG ∈ B(R2) mit 0 /∈ G. Daraus re-

sultieren die Lévy-Khintchine-Tripel(β(0), γ(0), ϕ(0)) und (β(1), γ(1), ϕ(1)), wie behauptet.
Wegenκη ≥ 0 undϕ(0) = 0 sind die Tripel im Sinne von Duffie et al. (2003), Definition
2.6, zulässig. �

Bemerkung 4.12 Wie bereits erwähnt, kann die Dynamik des Modells von Heston (1993)
als Spezialfall der Dynamik des integrierten CIR-Zeittransformationsmodells (1.91) - (1.93)
aufgefasst werden. Wählt man im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell den Lévy-
ProzessX als Wiener-Prozess mit Charakteristik∂X = (δα2 + ̺κ, (1 − ̺2)α2, 0) und den
Driftparameterµ in der Formµ = µ̃ − ̺κη, wobei µ̃, δ ∈ R und ̺ ∈ (−1, 1) seien, so
erhält man die gemeinsame Charakteristik von quadrierterVolatilität und Log-Rendite in
der Gestalt

∂(y, Z) =

((
κ(η − y)

µ̃+ δα2y

)
,

(
α2y ̺α2y

̺α2y α2y

)
, 0

)
. (4.42)

Diese Charakteristik entspricht der im Modell von Heston (1993), wobei die quadrierte Vo-
latilität y zur Modellierung der Log-RenditeZ mit α2 reskaliert wird:

Zt =

∫ t

0

(
µ̃+ δα2ys

)
ds+

∫ t

0

α
√
ys dW̃s,

dyt = κ(η − yt)dt+ α
√
ytdWt

mit Standard-Wiener-ProzesseñW undW , die eine konstante Korrelation̺aufweisen, man
vergleiche z.B. die Arbeit von Kallsen (2006), Abschnitt 4.2.

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts beinhaltet die Lösung des Problems varianz-
optimalen Hedgens im integrierten CIR-Zeittransformationsmodell. Vor dem Hintergrund
von Proposition 4.11 sind die Integraldarstellungen der varianz-optimalen Hedgingstrategie
und des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers eine Folgerung der Sätze 3.17
und 3.18. Dahingegen ist diëUbertragung der allgemeinen Voraussetzungen auf das kon-
krete Modell recht aufwendig.

Satz 4.13Gegeben seien die stochastische Basis(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ), definiert wie in Pro-
position 4.11, und das integrierte CIR-Zeittransformationsmodell (1.91) - (1.93) mitα > 0.
Dann k̈onnen das varianz-optimale Anfangskapitalv∗0 und die varianz-optimale Handels-
strategieϑ∗ mittels

v∗0 =

∫

Sf

V (u)0 Π(du), (4.43)

ϑ∗t =

∫

Sf

V (u)t−
St−

κ1(t, u)

δ1
Π(du) (4.44)
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berechnet werden mit

V (u)t = Sut exp{Φ0(T − t, 0, u) + Φ1(T − t, 0, u)yt}, (4.45)

Φ0(t, u1, u2) =
κη

α2
(2(lϕ)(t, u1, u2) + (γ(u2) − l(u1, u2)) t) + κηu1t, (4.46)

Φ1(t, u1, u2) =
(γ2(u2) − l2(u1, u2))

(
1 − eγ(u2)t

)

α2 ((l(u1, u2) − γ(u2)) (1 − eγ(u2)t) + 2γ(u2))
+ u1, (4.47)

(lϕ)(t, u1, u2) =

∫ t

0

D1ϕ(s, u1, u2)

ϕ(s, u1, u2)
ds

=

∫ t

0

γ(u2) (l(u1, u2) − γ(u2))

(l(u1, u2) + γ(u2)) (e−γ(u2)s − 1) + 2γ(u2)
ds, (4.48)

ϕ(t, u1, u2) =
2γ(u2)e

−γ(u2)t

(l(u1, u2) + γ(u2)) (e−γ(u2)t − 1) + 2γ(u2)
, (4.49)

l(u1, u2) = α2u1 + ̺α2u2 − κ, (4.50)

γ(u2) =
√
κ2 − 2α2ψX(u2), (4.51)

κ1(t, u) = ̺α2 (Φ1(T − t, 0, u) + ̺u) + ψX(u+ 1) − ψX(u) − ψX(1), (4.52)

δ1 = ψX(2) − 2ψX(1) + ̺2α2, (4.53)

falls die folgenden Voraussetzungen erfüllt sind:
∫

|x|>1

e((2R
′∧0)−ε)x FX(dx) <∞ und

∫

|x|>1

e((2R∨2)+ε)x FX(dx) <∞, (4.54)

T < τ ∗(2R) mit τ ∗(r) :=




∞ , falls ∆(r) ≤ 0,

1
γ(r)

ln
(

∆̃(r)
∆(r)

)
, falls ∆(r) > 0,

(4.55)

∆̃(r) := l(0, r) + γ(r) und ∆(r) := l(0, r) − γ(r), (4.56)

wobeir ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ 2) + ε̃) ist, und

M0 < M2, (4.57)

M1 <
κ2

2α2
, (4.58)

µ = −̺κη und ψX(1) = ̺

(
κ− 1

2
̺α2

)
, (4.59)

ψX(2) 6= 2̺(κ− ̺α2) (4.60)

für ein beliebig klein fixiertesε > 0 und f̈ur ε̃ mit ε > ε̃ > 0 und

M0 = max {Φ1(T, 0, 2R
′ ∧ 0),Φ1(T, 0, 2R ∨ 0), 0} , (4.61)

M1 = max
{
ψX((2R′ ∧ 0) − ε̃), ψX((2R ∨ 2) + ε̃)

}
, (4.62)

M2 = min {g((2R′ ∧ 0) − ε̄), g((2R ∨ 0) + ε̄)} , (4.63)
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wobeiε̄ dergestalt ist, dassε > ε̃ > ε̄ > 0 gilt, und die Funktiong definiert ist durch

g(r) :=
1

α2

[
γ(r) coth

(
1

2
γ(r)T

)
+ κ

]
− ̺r, (4.64)

r ∈ ((2R′ ∧ 0)− ε̃, (2R∨ 2) + ε̃). Darüber hinaus ist der minimale erwartete quadratische
Hedgefehler unter diesen Annahmen gegeben durch

J0 =

∫

Sf

∫

Sf

∫ T

0

I(t, u1, u2) dtΠ(du1) Π(du2) (4.65)

mit

I(t, u1, u2) =
w

δ1
eξ0Su1+u2

0 exp {Φ0(t, ξ1, u1 + u2) + Φ1(t, ξ1, u1 + u2)y0}
× [D2Φ0(t, ξ1, u1 + u2) +D2Φ1(t, ξ1, u1 + u2)y0] , (4.66)

D2Φ0(t, u1, u2) =
2κη sinh

(
1
2
γ(u2)t

)

γ(u2) cosh
(

1
2
γ(u2)t

)
− l(u1, u2) sinh

(
1
2
γ(u2)t

) , (4.67)

D2Φ1(t, u1, u2) =
4γ2(u2)e

γ(u2)t

((l(u1, u2) − γ(u2)) (1 − eγ(u2)t) + 2γ(u2))
2 , (4.68)

w(t, u1, u2) = δ1v(t, u1, u2) − κ1(t, u1)κ1(t, u2) ≡ w, (4.69)

v(t, u1, u2) = α2 (Φ1(T − t, 0, u1) + ̺u1) (Φ1(T − t, 0, u2) + ̺u2)

+ψX(u1 + u2) − ψX(u1) − ψX(u2), (4.70)

ξj(t, u1, u2) = Φj(T − t, 0, u1) + Φj(T − t, 0, u2) ≡ ξj, j ∈ {0, 1}. (4.71)

Die IntegraleüberSf in J0 sind im Sinne des Cauchy’schen Hauptwertes zu verstehen. Zur
Vereinfachung der Notation sind die Argumente der Funktionenw und ξj, j ∈ {0, 1}, in
Formel (4.66) unterdr̈uckt worden.

Bemerkung 4.14 1. Analog zu den Bedingungen (4.19) und (4.20) im integrierten OU-
Zeittransformationsmodell stellt Bedingung (4.59) den Martingalfall im integrierten
CIR-Zeittransformationsmodell sicher und schließt Bedingung (4.60) den degene-
rierten FallZt = 0 P -f.s. für alle t ∈ [0, T ] aus. Die Integrierbarkeitsbedingung
(4.54) entspricht den Integrierbarkeitsvoraussetzungen(4.16) - (4.18) im integrier-
ten OU-Zeittransformationsmodell, siehe auch Bemerkung 4.6. Im integrierten CIR-
Zeittransformationsmodell ist die Integrierbarkeitsbedingung (4.54) allerdings allein
nicht hinreichend für die Lösbarkeit des Problems varianz-optimalen Hedgens. Darü-
ber hinaus muss unter anderem der Handelshorizont eingeschränkt werden, vgl. An-
nahme (4.55). Diese Voraussetzung gewährleistet zunächst die Existenz der Riccati-
Lösung[0, T ] ∋ t 7→ Φ1(t, 0, u) für alle u ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0]. Diese ist Grundvor-
aussetzung dafür, dass die LösungenΦ0 undΦ1 der Riccati-Differentialgleichungen
(3.11) und (3.12) die Regularitätsbedingungen erfüllen, vgl. Annahme 3.6 im allge-
meinen affinen Modell, die neben den Integrierbarkeitsbedingungen, vgl. Annahme
3.8 im allgemeinen affinen Modell, hinreichend sind für dieLösbarkeit des Problems
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varianz-optimalen Hedgens. Man beachte, dass die Bedingung (4.55) im vorliegen-
den integrierten CIR-Zeittransformationsmodell trivialerweise erfüllt ist, wenn der
Leverage-Parameter̺nichtpositiv ist respektive europäische Derivate gehedgt wer-
den, die mit einem ParameterR ≤ 1

2
einhergehen, wie zum Beispiel ein europäischer

Put. Eine weitere Grundvoraussetzung dafür, dassΦ0 undΦ1 die Regularitätsbedin-
gungen erfüllen, besteht darin, dassΦ0 undΦ1 keine Singularitäten aufweisen. Dies
wird durch die Bedingung (4.57) sichergestellt, die sehr leicht überprüft werden kann,
da bei gegebenen Parametern lediglich die beiden ZahlenM0 undM2 miteinander ver-
glichen werden müssen. Ein wesentlicher Bestandteil der FunktionenΦ0 undΦ1 ist
die Abbildungγ. Damit diese wohldefiniert und analytisch ist, müssen die exponen-
tiellen Momente des Lévy-ProzessesX der Größenordnung nach beschränkt werden,
vgl. Annahme (4.58). Diese Annahme ist genauso leicht überprüfbar wie Annahme
(4.57).

2. Man beachte, dass die Funktionlϕ ein bestimmter Logarithmus derC-wertigen Funk-
tion ϕ ist. Die Integraldarstellung (4.48) stellt den richtigen Zweig des komplexen
Logarithmus sicher. Bei dem richtigen Zweig handelt es sichum den stetigen Loga-
rithmus, der in Null den Funktionswert Null hat. Da der komplexe Logarithmus bis
auf Vielfache von2πi eindeutig ist, genügt es, das Integral in (4.48) numerischsehr
grob, beispielsweise mit der Simpson-Regel, auszuwerten.Die grobe Näherung reicht
aus, um die Abweichung vom ersten Hauptzweig des Logarithmus vonϕ in Vielfa-
chen von2πi zu bestimmen. Somit ist das Integral in (4.48) quasi explizit bekannt.
Die weiteren Ausführungen in dieser Bemerkung zeigen, dass lϕ, aufgefasst als Ab-
bildung der Zeit, gerade der ausgezeichnete Logarithmus von ϕ im Sinne von Sato
(1999), Lemma 7.6, ist. Die Funktion[0, T ] ∋ t 7→ ϕ̃(t) := ϕ(t, u1, u2) ∈ C besitzt
für festes(u1, u2) ∈ S die folgenden Eigenschaften:

(a) ϕ̃(0) = 1.

(b) ϕ̃(t) 6= 0 für alle t ∈ [0, T ].

(c) ϕ̃ ist stetig auf[0, T ] wegen (4.55), (4.57), (4.58). Der entscheidende Punkt ist
hierbei, dass der Nenner voñϕ keine Nullstellen hat. Hinsichtlich Details sei auf
den später folgenden Beweis von Satz 4.13 verwiesen.

Aus Lemma 7.6 in Sato (1999) resultiert die Existenz desausgezeichneten Logarith-
musvon ϕ̃, d.h. es gibt eine eindeutige stetige Funktionq : [0, T ] → C mit q(0) = 0

undexp{q(t)} = ϕ̃(t) für alle t ∈ [0, T ]. Des Weiteren definiert man die Abbildung
l̃ϕ : [0, T ] → C mittels(l̃ϕ)(t) := (lϕ)(t, u1, u2) für festes(u1, u2) ∈ S. Man kann
zeigen:

(a’) (l̃ϕ)(0) = 0.

(b’) t 7→ (l̃ϕ)(t) ist stetig differenzierbar auf[0, T ] wegen (4.55), (4.57), (4.58).
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(c’) Sowohlt 7→ exp{(l̃ϕ)(t)} als aucht 7→ ϕ̃(t) lösen das Anfangswertproblem

D1x(t) = x(t)
D1ϕ̃(t)

ϕ̃(t)
, x(0) = 1.

Da t 7→ D1ϕ̃(t)
ϕ̃(t)

auf [0, T ] stetig ist, ist die FunktionG(t, x) = xD1ϕ̃(t)
ϕ̃(t)

Lipschitz-
stetig inx. Der Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf, vgl. z.B. Königsberger
(1997), Abschnitt 4.2, liefert

exp{(l̃ϕ)(t)} = ϕ̃(t) für alle t ∈ [0, T ]. (4.72)

Folglich erhält manq = l̃ϕ, d.h. l̃ϕ ist derausgezeichnete Logarithmusvon ϕ̃.

Zum Beweis des Satzes 4.13 werden einige technische Hilfsaussagen benötigt.

Lemma 4.15 Die Abbildungu2 7→ γ(u2) :=
√
κ2 − 2α2ψX(u2), vgl. Gleichung (4.51), ist

wohldefiniert und analytisch auf

S2 := {v ∈ C : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(v) < (2R ∨ 2) + ε̃}.

BEWEIS. Man definiere die FunktionS2 ∋ u2 7→ d(u2) := 1 − 2α2

κ2 ψ
X(u2) ∈ C. Aufgrund

von Annahme (4.54) und Lemma 4.7 istd analytisch aufS2. Weil ψX auf dem Intervall
((2R′∧0)− ε̃, (2R∨2)+ ε̃) konvex ist, vgl. Sato (1999), Lemma 26.4, impliziert Annahme
(4.58), dass1 − 2σ2

κ2 Re(ψX(u2)) > 0 für alleu2 ∈ S2 gilt. Insbesondere ist alsod(u2) 6= 0

für alleu2 ∈ S2. Dad(0) = 1 gilt undS2 einfach zusammenhängend ist, liefert Satz V.1.4 in
Fischer & Lieb (1994) die eindeutige Existenz einer analytischen Funktionq : S2 → C mit
q(0) = 0 undd(u2) = exp{q(u2)} für alleu2 ∈ S2. Somit istu2 7→ γ(u2) = κ exp{1

2
q(u2)},

wie behauptet, wohldefiniert und analytisch aufS2, man vergleiche Fischer & Lieb (1994),
Abschnitt V.2. �

Lemma 4.16 Man betrachte die Familie von Anfangswertproblemen

∂

∂t
x(t, u) = G(x(t, u), u), x(0, u) = 0, (4.73)

u ∈ I, wobei angenommen wird, dassG : R × I → R zweimal stetig differenzierbar und
konvex ist und dassI ⊂ R ein kompaktes Intervall darstellt. Für ein T > 0 und f̈ur alle
u ∈ I sei t 7→ x(t, u) Lösung des Anfangswertproblems (4.73), die auf[0, T ] existiere, und
für die gelte:

|x(t, u)| ≤ s ∀ (t, u) ∈ [0, T ] × I (4.74)

für eine Konstantes > 0. Dann ist die AbbildungI ∋ u 7→ x(t, u) ∈ R konvex f̈ur alle
t ∈ [0, T ].

Bemerkung 4.17 Für festesu ∈ I ist die Lösung[0, T ] ∋ t 7→ x(t, u) des Anfangs-
wertproblems (4.73) eindeutig, da(x, u) 7→ G(x, u) lokal Lipschitz-stetig bezüglichx ist,
vgl. Walter (1976), Satz 6.VII. Man beachte, dassG nicht von t abhängt, infolgedessen
die Abhängigkeit der rechten Seite der Differentialgleichung in (4.73) vont ausschließlich
durchx(t, u) gegeben ist.



134 Kapitel 4. Quadratisches Hedging in Zeittransformationsmodellen

BEWEIS VON LEMMA 4.16. Man betrachte ein beliebiges, aber festest∗ ∈ [0, T ]. Ferner
wähle man einM > s und definiere

G̃(x, u) :=





G(x, u) , falls−M ≤ x ≤M ,

m1(x+M) +G(−M,u) , fallsx < −M ,

m2(x−M) +G(M,u) , fallsx > M

mit m1 := min{D1G(−M,u) : u ∈ I} undm2 := max{D1G(M,u) : u ∈ I}. Man
kann zeigen, dass̃G : R × I → R stetig ist und dassx 7→ G̃(x, u) für alle u ∈ I auf R

Lipschitz-stetig ist, wobei die Lipschitz-KonstanteL nicht vonu abhängt. Damit resultiert
aus Satz 6.I in Walter (1976), dass das Anfangswertproblem

∂

∂t
x̃(t, u) = G̃(x̃(t, u), u), x̃(0, u) = 0 (4.75)

für festesu ∈ I eine eindeutige Lösungt 7→ x̃(t, u) auf [0, T ] hat. Es bezeichnex die
eindeutige Lösung des ursprünglichen Anfangswertproblems (4.73) füru ∈ I auf [0, T ].
Dann erhält man mit der Hilfe von|x(u, t)| ≤ s < M für alle (t, u) ∈ [0, T ] × I, dass

∂

∂t
x(t, u) = G(x(t, u), u) = G̃(x(t, u), u), x(0, u) = 0,

gilt, d.h. x ist auch die eindeutige Lösung des modifizierten Anfangswertproblems (4.75)
für u ∈ I auf [0, T ]. Zu dem Anfangswertproblem (4.75) definiert man dieEuler-Iterierten

χν,2k(u) := χν−1,2k(u) + hG̃(χν−1,2k(u), u), ν = 1, . . . , 2k, χ0,2k(u) := 0, (4.76)

tν := tν−1 + h = νh, ν = 1, . . . , 2k, t0 := 0 (4.77)

mit Schrittweiteh := t∗2−k. Für allek ∈ N ist die Euler-Iterierteχ2k,2k(u) eine Approxi-
mation fürx(t∗, u). Man definiert die Approximationsfehlereν,2k(u) := χν,2k(u) − x(tν , u)

und ek(u) := e2k ,2k(u). Unter Verwendung des Mittelwertsatzes erhält man die Fehler-
abschätzung

|eν,2k(u)| ≤
∣∣eν−1,2k(u)

∣∣+ h
∣∣∣G̃(χν−1,2k(u), u) − G̃(x(tν−1, u), u)

∣∣∣

+h
∣∣∣G̃(x(tν−1, u), u) − G̃(x(tν−1 + ξh, u), u)

∣∣∣ ,

wobeiξ ∈ (0, 1) eine Konstante ist. Unter Berücksichtigung der Tatsache,dassG̃ bezüglich
der ersten Komponente Lipschitz-stetig ist, liefert eine erneute Anwendung des Mittelwert-
satzes

|eν,2k(u)| ≤
∣∣eν−1,2k(u)

∣∣ (1 + hL) + ξLL̃h2,

wobeiL die Lipschitz-Konstante vonx 7→ G̃(x, u) bezeichnet und̃L gegeben ist durch
L̃ := max{|G(x(t, u), u)| : (t, u) ∈ [0, T ]× I}. Das MaximumL̃ existiert, da|x(t, u)| ≤ s

für alle (t, u) ∈ [0, T ] × I gilt undG auf der kompakten Menge[−s, s] × I stetig ist. Mit
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Lemma 9.1 in Schwarz (1997) ergibt sich|eν,2k(u)| ≤ (eTL−1)ξL̃h für alleν ∈ {1, . . . , 2k}.
Wegen|e0,2k(u)| = 0 gilt

max{|eν,2k(u)| : ν ∈ {0, . . . , 2k}} −→
k→∞

0

gleichmäßig aufI unter Beachtung vonlim
k→∞

t∗2−k = 0. Daraus folgt zum einen, dass

χ2k ,2k(u) −→
k→∞

x(t∗, u) gleichmäßig aufI (4.78)

gilt, und zum anderen, dass ein Indexk̃ ∈ N existiert mit

|χν,2k(u)| ≤ 1 + s für alleu ∈ I und alleν ∈ {0, . . . , 2k} (4.79)

für alle k > k̃. Mittels Induktion überν zeigt man, dassu 7→ χν,2k(u) auf I stetig ist für
alle ν ∈ {0, . . . , 2k} für alle k ∈ N. Folglich gibt es endlich viele positive Zahlens0,1,
s1,1, . . . , s2k̃,2k̃ mit

|χν,2j (u)| ≤ sν,2j ∀u ∈ I ∀ ν ∈ {0, . . . , 2j} ∀ j ∈ {0, . . . , k̃}.

Mit (4.79) folgert man daraus, dass

|χν,2k(u)| ≤ max{s0,1, s1,1, . . . , s2k̃,2k̃ , 1 + s} =: m ≡ m(t∗) (4.80)

für alleu ∈ I, für alleν ∈ {0, . . . , 2k} und für allek ∈ N gilt. Nun fixiert manM derart,
dassM ≥ m > s ist. Man beachte, dass̃G nun vont∗ abhängt, dass aber alle bisherigen
Aussagen gültig bleiben. WegenM ≥ m und (4.80) gilt

χν,2k(u) = yν−1,2k(u) + hG(χν−1,2k(u), u) ∀ ν ∈ {1, . . . , 2k} ∀ k ∈ N. (4.81)

DaG zweimal stetig differenzierbar ist aufR× I, istu 7→ χν,2k(u) zweimal stetig differen-
zierbar aufI für alleν ∈ {0, . . . , 2k} und für allek ∈ N. Man erhält

D2
1χν,2k(u) = D2

1χν−1,2k(u)
(
1 + h(D1G)(χν−1,2k(u), u)

)

+(D1χν−1,2k(u), 1)Hess(G)(χν−1,2k(u), u)(D1χν−1,2k(u), 1)⊤, (4.82)

wobeiHess(G) die Hesse-MatrixvonG bezeichnet. Offensichtlich istu 7→ χ0,2k(u) = 0

konvex aufI. Man nehme an, dassu 7→ χν−1,2k(u) konvex aufI ist für einν ≥ 1. Dann gilt
D2

1χν−1,2k(u) ≥ 0 für alle u ∈ int(I), wobei int(I) für das Innere vonI steht. DaG kon-
vex ist, ist die Hesse-Matrix vonG positiv semidefinit. Somit ist der zweite Summand der
rechten Seite in (4.82) nichtnegativ. Wegen (4.80) gilt dieInklusionχν−1,2k(I) ⊆ [−M,M ]

für allek ∈ N. DaD1G auf [−M,M ] × I stetig ist, existiert eine KonstantẽM > 0 mit der
Eigenschaft, dass

|(D1G)(χν−1,2k(u), u)| ≤ M̃ ∀u ∈ I ∀ k ∈ N
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ist. Es sei darauf hingewiesen, dass̃M nicht vonk, sondern lediglich vonM und damit von
t∗ abhängt. Daher gibt es einen Indexk̄ ∈ N mit

1 + 2−kt∗(D1G)(χν−1,2k(u), u) ≥ 0 ∀u ∈ I ∀ ν ∈ {1, . . . , 2k} ∀ k ≥ k̄.

Unter Berücksichtigung von (4.82) folgert man, dass die Euler-Iterierten für hinreichend
feine Gitter, d.h. für hinreichend großek, konvex sind. Mithilfe von (4.78) erhält man daraus
abschließend

x(t∗, (1 − p)u+ pv) = lim
k→∞

χ2k,2k((1 − p)u+ pv)

= lim
k→∞

χ2k+k̄,2k+k̄((1 − p)u+ pv)

≤ lim
k→∞

(
(1 − p)χ2k+k̄,2k+k̄(u) + pχ2k+k̄,2k+k̄(v)

)

= (1 − p)x(t∗, u) + px(t∗, v)

für beliebigeu, v ∈ I und fürp ∈ (0, 1), was aufgrund der Beliebigkeit vont∗ ∈ [0, T ] die
Behauptung impliziert. �

Lemma 4.18 Es gelten die Bezeichnungen von Satz 4.13. Insbesondere seien die Bedin-
gungen (4.54), (4.58) und (4.59) erfüllt. Falls T < τ ∗(2R) gilt, vgl. Annahme (4.55), exi-
stiert [0, T ] ∋ t 7→ Φ1(t, 0, u) ∈ R für alle u ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0] und löst die Riccati-
Differentialgleichung

∂

∂t
Φ1(t, 0, u) =

1

2
α2Φ2

1(t, 0, u) + (̺α2u− κ)Φ1(t, 0, u) − ̺κu

+
1

2
̺2α2u2 + ψX(u)

mit AnfangswertbedingungΦ1(0, 0, u) = 0.

BEWEIS. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seienR′ ≤ 0 undR ≥ 0 angenommen.
Im Fall R = R′ = 0 sind [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0] = {0} und Φ1(t, 0, 0) = 0, infolgedessen
die Behauptung trivial ist. Im Folgenden sei also(R′, R) 6= (0, 0). Wie in Lemma 4.15
definiert manS2 := {v ∈ C : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(v) < (2R ∨ 2) + ε̃}. Die Funktion
u 7→ q(u) := ψX(u) + 1

2
̺2α2u2 − κ̺u ist auf S2 ∩ R aufgrund der Momentenbedin-

gung (4.54) und wegen Lemma 4.7 definiert und hat genau zwei Nullstellen, nämlichu = 0

bzw. u = 1. Man beachte diesbezüglich, dassD2
1q(u) > 0 ist für alleu ∈ S2 ∩ R unter

Berücksichtigung von Sato (1999), Lemma 26.4, und dassψX(1) = ̺(κ − 1
2
̺α2) gilt an-

gesichts der Martingalbedingung (4.59). Es sei daran erinnert, dass∆(u) definiert ist durch
∆(u) = ̺α2u− κ−

√
κ2 − 2α2ψX(u). Man beobachtet

(̺α2u− κ)2 = κ2 − 2α2ψX(u) ⇔ q(u) = 0. (4.83)

Daraus schließt man, dass∆, eingeschränkt aufI := [2R′, 2R], höchstens eine Nullstelle
besitzt. Genauer gilt:
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1. fallsκ > ̺α2 ist, ist∆(u) < 0 für alleu ∈ I,

2. fallsκ ≤ ̺α2 ist, sind∆(1) = 0, ∆(u) < 0 für alle u ∈ [2R′, 1) und∆(u) > 0 für
alleu ∈ (1, 2R], vorausgesetzt, dassR > 1

2
ist. Im FallR ≤ 1

2
gilt ∆(u) ≤ 0 für alle

u ∈ I.

Falls̺ ≤ 0 gilt, ist τ ∗(u) = ∞ für alleu ∈ I. Im Folgenden wird unterstellt, dass̺ > 0,
R > 1

2
und̺α2 − κ ≥ 0 sind. Angesichts der Definition (4.55) vonτ ∗(u) weiß man dann

τ ∗(u) =




∞ , falls 2R′ ≤ u ≤ 1,

1
γ(u)

ln
(

∆̃(u)
∆(u)

)
, falls 1 < u ≤ 2R,

(4.84)

wobei ∆̃(u) = ̺α2u − κ +
√
κ2 − 2α2ψX(u) ist. Als nächstes sollD1τ

∗(u) ≤ 0 für alle
u ∈ (1, 2R] gezeigt werden. Wegenγ(u) > 0 gilt

∆̃(u) > ̺α2u− κ > ∆(u) > 0 für alleu ∈ (1, 2R]. (4.85)

Füru ∈ (1, 2R] kannτ ∗(u) in der Gestalt

τ ∗(u) = G(A(u), B(u)) (4.86)

geschrieben werden mit

G(x1, x2) :=
1√

x2
2 − 2α2x1

ln

(
x2 +

√
x2

2 − 2α2x1

x2 −
√
x2

2 − 2α2x1

)
, (4.87)

A(u) := ψX(u) +
1

2
̺2α2u2 − ̺κu und (4.88)

B(u) := ̺α2u− κ. (4.89)

Falls0 <
√
x2

2 − 2α2x1 < x2 gilt, können die partiellen Ableitungen erster Ordnung vonG
wie folgt berechnet werden:

D1G(x1, x2) = − α2

x2
2

√
x2

2 − 2α2x1

(k(x1, x2))
−2

∫ k(x1,x2)

0

(
2r

1 − r2

)2

dr, (4.90)

D2G(x1, x2) = − 2

x2
2 − 2α2x1

(k(x1, x2))
−1

∫ k(x1,x2)

0

1

r−2 − 1
dr (4.91)

mit

k(x1, x2) :=

√
x2

2 − 2α2x1

x2
.

Man beachte, dass in der Situation0 < k(x1, x2) < 1 gilt. Mithilfe der Ungleichungs-
kette (4.85) undB2(u) − 2α2A(u) = γ2(u) sieht man(D1G)(A(u), B(u)) ≤ 0 und
(D2G)(A(u), B(u)) ≤ 0 für u ∈ (1, 2R], vgl. Černý & Kallsen (2006), Lemma 6.2. Unter
Berücksichtigung der Martingalbedingung (4.59) bestimmt man

ψX(u) = ̺(κ− 1

2
̺α2)u+

1

2
cX(u2 − u) +

∫

R

(eux − uex + u− 1) FX(dx), (4.92)

D1ψ
X(u) = ̺(κ− 1

2
̺α2) +

1

2
cX(2u− 1) +

∫

R

(xeux − ex + 1) FX(dx). (4.93)
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Man definierep(u, x) := xeux−ex+1. Wegenex−x−1 ≥ 0 für allex ∈ R ist p(1, x) ≥ 0

für alle x ∈ R. Aufgrund vonD1p(u, x) = x2eux ≥ 0 für alle (u, x) ∈ I × R gilt somit
p(u, x) ≥ p(1, x) ≥ 0 für alleu ∈ (1, 2R] und für allex ∈ R. Daraus folgt

D1A(u) = ̺2α2

(
u− 1

2

)
+

1

2
cX (2u− 1) +

∫

R

p(u, x)FX(dx) ≥ 0

für alleu ∈ (1, 2R]. Des Weiteren istD1B(u) = ̺α2 −κ ≥ 0 für alleu ∈ (1, 2R]. Ergo gilt

D1τ
∗(u) = (D1G)(A(u), B(u))D1A(u) + (D2G)(A(u), B(u))D1B(u) ≤ 0

für alleu ∈ (1, 2R]. Man hat also gezeigt, dass die Abbildungu 7→ τ ∗(u) auf (1, 2R] mo-
noton fällt. Mit anderen Worten gilt somitτ ∗(u) ≥ τ ∗(2R) für alleu ∈ I. Daraus resultiert
abschließend die Behauptung unter Berücksichtigung der AnnahmeT < τ ∗(2R) und unter
Verwendung der Lemmata 6.1 und 6.2 inČerný & Kallsen (2006). �

Wie bereits die Lemmata 4.16 und 4.18 besitzen auch die beiden folgenden Hilfssätze
dahingehend Bedeutung, dass die LösungenΦ0 undΦ1 der Riccati-Differentialgleichungen
den Regularitätsannahmen genügen. Im allgemeinen affinen stochastischen Volatilitätsmo-
dell hat man gefordert, dass die Lösungen auf bestimmten Bereichen unter anderem stetig
sind und sich analytisch fortsetzen lassen. In diesem Zusammenhang ist wesentlich, dass die
Lösungen auf den entsprechenden Bereichen keine Singularitäten aufweisen.

Lemma 4.19 Seim ∈ N∗. Dann gelten die folgenden Systeme von Ungleichungen:

2−(4m−2k)

m−k+r∑

ν=0

b
(1)
ν,k ≥ 2−2m

r∑

ν=0

b(1)ν,m, r = 0, . . . , m, k = 0, . . . , m− 1, (4.94)

2−(4m−2k−1)
m−k−1+r∑

ν=0

b
(2)
ν,k ≥ 2−2m

r∑

ν=0

b(1)ν,m, r = 0, . . . , m, k = 0, . . . , m− 1, (4.95)

2−(4m−2k)
2m−k∑

ν=r

b
(1)
ν,k ≥ 2−2m

m∑

ν=r+k−m
b(1)ν,m, r = 0, . . . , 2m− k (4.96)

für k = m+ 1, . . . , 2m, und

2−(4m−2k−1)

2m−k−1∑

ν=r

b
(2)
ν,k ≥ 2−2m

m∑

ν=r+k+1−m
b(1)ν,m, r = 0, . . . , 2m− k − 1 (4.97)

für k = m, . . . , 2m− 1 mit Binomialkoeffizienten

b
(1)
ν,k :=

(
4m− 2k + 1

2ν

)
und b

(2)
ν,k :=

(
4m− 2k

2ν + 1

)
. (4.98)

BEWEIS. Zunächst führt man für0 ≤ k < m die folgenden Mengen ein:

I1 := {1, . . . , 2m− 2k}, I2 := {2m− 2k + 1, . . . , 4m− 2k} undI := I1 ∪ I2,
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J0 := {J ⊆ I : |J | ≤ 2m− 2k + 2r}, J1 := {J ⊆ I1} undJ2 := {J ⊆ I2 : |J | ≤ 2r}
für ein festesr ∈ {0, . . . , m}. Die Kardinalitäten der MengenJ0, J1 undJ2 sind gegeben
durch

|J0| =
2m−2k+2r∑

ν=0

(
4m− 2k

ν

)
=

m−k+r∑

ν=0

b
(1)
ν,k,

|J1| = 22m−2k,

|J2| =

2r∑

ν=0

(
2m

ν

)
=

r∑

ν=0

b(1)ν,m.

Die Abbildungζ1 : J1×J2 → J0, (A1, A2) 7→ ζ1(A1, A2) := A1∪̇A2 ist injektiv, und es gilt

|ζ1(A1, A2)| = |A1| + |A2| ≤ 2m− 2k + 2r,

d.h. es giltζ1(A1, A2) ∈ J0. Somit ist|J1 × J2| = |J1||J2| ≤ |J0|, und die Ungleichungen
(4.94) sind gültig. In einem zweiten Schritt definiert man fürm < k ≤ 2m die Mengen

I1 := {1, . . . , 2k − 2m}, I2 :=

{
{2k − 2m+ 1, . . . , 2m} , fallsm < k < 2m,

∅ , falls k = 2m,

I := I1 ∪ I2,
J0 := {J ⊆ I : 2r + 2k − 2m− 1 ≤ |J | ≤ 2m}, J1 := {J ⊆ I1} und

J2 := {J ⊆ I2 : (2r − 1) ∨ 0 ≤ |J | ≤ 4m− 2k}

für ein festesr ∈ {0, . . . , 2m− k}. Man beachte

|J0| =

2m∑

ν=2r+2k−2m−1

(
2m

ν

)
=

m∑

ν=r+k−m
b(1)ν,m,

|J1| = 22k−2m,

|J2| =
4m−2k∑

ν=(2r−1)∨0

(
4m− 2k

ν

)
=

2m−k∑

ν=r

b
(1)
ν,k.

Die Abbildungζ2 : J0 → J1×J2,A 7→ ζ2(A) := (A∩I1, A∩I2) ist injektiv. Offensichtlich
gilt A ∩ I1 ∈ J1. Darüber hinaus beobachtet man

(2r − 1) ∨ 0 ≤ |A ∩ I2| ≤ (2m) ∧ (4m− 2k) = 4m− 2k

aufgrund vonm < k, |A| ≥ 2r + 2k − 2m− 1 und |I1| = 2k − 2m, d.h.ζ2(A) ∈ J1 × J2.
Folglich erhält man|J0| ≤ |J1||J2|, was äquivalent zu (4.96) ist. Unter Berücksichtigung
von

µ∑

ν=0

(
n

2ν

)
=

2µ∑

ν=0

(
n− 1

ν

)
und

µ∑

ν=0

(
n

2ν + 1

)
=

2µ+1∑

ν=0

(
n− 1

ν

)
,

µ, n ∈ N, können die Ungleichungen (4.95) und (4.97) analog bewiesen werden. �



140 Kapitel 4. Quadratisches Hedging in Zeittransformationsmodellen

Lemma 4.20 Es gelten die Bezeichnungen und Annahmen von Satz 4.13. Zur Vereinfachung
der Notation f̈uhrt man die folgenden Größen ein:

x+ :=

√
1

2
(a + b) und x− :=

√
1

2
(a− b) (4.99)

mit

a :=

∣∣∣∣1 −
2α2

κ2
ψX(r + is)

∣∣∣∣ und b := 1 − 2α2

κ2
Re(ψX(r + is)), (4.100)

für festes(r, s) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ 2) + ε̃) × R. Ferner definiert manc := γ(r). Dann
besitzt die Ungleichung

κ (cosh(ct) − 1) (x+ sinh(κx+t) + x− sin(κx−t)) ≥ c sinh(ct) (cosh(κx+t) − cos(κx−t))

Gültigkeit für alle t ∈ [0, T ].

BEWEIS. Unter Verwendung der Potenzreihenentwicklungen der Funktionenx 7→ cosh(x),
sinh(x), cos(x), sin(x) erhält man

q(t) − q̃(t) =

∞∑

j=2

̺j
t2j+1

(2j + 1)!
, (4.101)

wobei die Funktionenq, q̃ und die Koeffizienten̺ j , j ∈ N \ {0, 1}, definiert sind durch

q(t) := κ (cosh(ct) − 1) (x+ sinh(κx+t) + x− sin(κx−t)) ,

q̃(t) := c sinh(ct) (cosh(κx+t) − cos(κx−t))

und

̺j =

j−1∑

k=0

c2k+2
[
(κx+)2j−2k − (−1)j−k(κx−)2j−2k

] [(2j + 1

2k + 2

)
−
(

2j + 1

2k + 1

)]
. (4.102)

Die Differenzq(t) − q̃(t) zerlegt man wie folgt:

q(t) − q̃(t) =
∞∑

m=1

̺4m+1
t8m+3

(8m+ 3)!
+

∞∑

m=0

̺4m+3
t8m+7

(8m+ 7)!

+
∞∑

m=1

̺4m
t8m+1

(8m+ 1)!
+

∞∑

m=0

̺4m+2
t8m+5

(8m+ 5)!
.

Ziel ist es, die Nichtnegativität der Koeffizienten̺4m+1, ̺4m+3, ̺4m und̺4m+2 zu zeigen.
Mithilfe von

x2n
+ + x2n

− =





21−2m
m∑
j=0

(
2m
2j

)
a2m−2jb2j , fallsn = 2m,

2−2m
m∑
j=0

(
2m+1

2j

)
a2m−2j+1b2j , fallsn = 2m+ 1,

x2n
+ − x2n

− =





21−2m
m−1∑
j=0

(
2m

2j+1

)
a2m−2j−1b2j+1 , fallsn = 2m,

2−2m
m∑
j=0

(
2m+1
2j+1

)
a2m−2jb2j+1 , fallsn = 2m+ 1,
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m ∈ N∗, kann der Koeffizient̺ 4m+1 ausgedrückt werden in der Form

̺4m+1 =

m∑

k=0

α
(1)
k c4k+2κ8m−4k+2ψ

(1)
k +

m−1∑

k=0

α
(2)
k c4k+4κ8m−4kψ

(2)
k

−
2m∑

k=m+1

(−α(1)
k )c4k+2κ8m−4k+2ψ

(1)
k −

2m−1∑

k=m

(−α(2)
k )c4k+4κ8m−4kψ

(2)
k

mit

ψ
(1)
k = 2−(4m−2k)

2m−k∑

ν=0

(
4m− 2k + 1

2ν

)
a4m−2k−2ν+1b2ν ,

ψ
(2)
k = 2−(4m−2k−1)

2m−k−1∑

ν=0

(
4m− 2k

2ν + 1

)
a4m−2k−2ν−1b2ν+1,

α
(1)
k =

(
8m+ 3

4k + 2

)
−
(

8m+ 3

4k + 1

) {
≥ 0 , falls 0 ≤ k ≤ m,

≤ 0 , fallsm+ 1 ≤ k ≤ 2m,

α
(2)
k =

(
8m+ 3

4k + 4

)
−
(

8m+ 3

4k + 3

) {
≥ 0 , falls 0 ≤ k ≤ m− 1,

≤ 0 , fallsm ≤ k ≤ 2m− 1.

Man beachte, dass
2m∑

k=0

α
(1)
k +

2m−1∑

k=0

α
(2)
k = 0 ∀ m ∈ N∗ (4.103)

gilt. Darüber hinaus beobachtet man

0 < c2 ≤ κ2b ≤ κ2a. (4.104)

Die Ausdrücke mit positivem Vorzeichen in̺4m+1 sollen nun mittels der Ungleichungskette
(4.104) wie folgt abgeschätzt werden:

c4k+2κ8m−4k+2ψ
(1)
k ≥ (κc)4m+2ψ(1)

m , k = 0, . . . , m− 1, (4.105)

c4k+4κ8m−4kψ
(2)
k ≥ (κc)4m+2ψ(1)

m , k = 0, . . . , m− 1. (4.106)

Bezüglich der Terme mit negativem Vorzeichen in̺4m+1 soll die Gültigkeit der Ungleichun-
gen

c4k+2κ8m−4k+2ψ
(1)
k ≤ (κc)4m+2ψ(1)

m , k = m+ 1, . . . , 2m, (4.107)

c4k+4κ8m−4kψ
(2)
k ≤ (κc)4m+2ψ(1)

m , k = m, . . . , 2m− 1, (4.108)

gezeigt werden. Hierbei ist die entscheidende Frage, welche Potenz der rechten Seite einer
Ungleichung des Ungleichungssystems (4.105) - (4.108) durch welche Potenz der jeweils
entsprechenden linken Seite abschätzbar ist. Man betrachte zum Beispiel einen Repräsen-
tanten der Ungleichungen vom Typ (4.105). Mittels der Ungleichungskette (4.104) ist der
Ausdruck(κc)4m+2a2m+1 abschätzbar durch die Terme

c4k+2κ8m−4k+2a4m−2k+1, . . . , c4k+2κ8m−4k+2a2m+1b2m−2k,
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der Ausdruck(κc)4m+2a2m−1b2 durch die Terme

c4k+2κ8m−4k+2a4m−2k+1, . . . , c4k+2κ8m−4k+2a2m+1b2m−2k, c4k+2κ8m−4k+2a2m−1b2m−2k+2

und so weiter. Abschließend ist der Ausdruck(κc)4m+2ab2m durch die Terme

c4k+2κ8m−4k+2a4m−2k+1, . . . , c4k+2κ8m−4k+2a2m−1b2m−2k+2, . . . , ab4m−2k

abschätzbar. Dies liefert die Menge der Bedingungen (4.94) - (4.97), vgl. Lemma 4.19, die
garantieren, dass hinreichend viele Potenzen der richtigen Größenordnung für die Gültig-
keit des Ungleichungssystems (4.105) - (4.108) vorhanden sind. Aber Lemma 4.19 besagt
gerade, dass diese Bedingungen stets erfüllt sind. Unter Berücksichtigung von (4.103) folgt
daraus die gewünschte Abschätzung

̺4m+1 ≥ (κc)4m+2ψ(1)
m

(
2m∑

k=0

α
(1)
k +

2m−1∑

k=0

α
(2)
k

)
= 0

für allem ∈ N∗. Analog zeigt man̺ 4m ≥ 0 für allem ∈ N∗ und̺4m+2, ̺4m+3 ≥ 0 für alle
m ∈ N, was den Beweis beschließt. �

BEWEIS VON SATZ 4.13. Zu den Lévy-Khintchine-Tripeln(β(j), γ(j), ϕ(j)), vgl. Propositi-
on 4.11, gehören die kumulantenerzeugenden Funktionenψj , j ∈ {0, 1}. Unter Berücksich-
tigung der (lokalen) Martingalbedingung (4.59) ergibt sich

ψ0(u1, u2) = κηu1,

ψ1(u1, u2) =
1

2
α2u2

1 + (̺α2u2 − κ)u1 − ̺κu2 +
1

2
̺2α2u2

2 + ψX(u2),

wobeiψ0 auf C2 existiert undψ1 auf{u ∈ C2 : (2R′ ∧ 0) − ε̃ < Re(u2) < (2R ∨ 2) + ε̃}.
Wie im Beweis von Satz 4.5 löst man in einem ersten Schritt das System verallgemeinerter
Riccati-Differentialgleichungen (3.11) und (3.12), vgl.Proposition 3.3:

∂

∂t
Φ1(t, u1, u2) =

1

2
α2Φ2

1(t, u1, u2) + (̺α2u2 − κ)Φ1(t, u1, u2) − ̺κu2

+
1

2
̺2α2u2

2 + ψX(u2),

∂

∂t
Φ0(t, u1, u2) = κηΦ1(t, u1, u2)

mit AnfangswertenΦ1(0, u1, u2) = u1 und Φ0(0, u1, u2) = 0. Die erste Differentialglei-
chung ist eine klassische Riccati-Differentialgleichungmit konstanten Koeffizienten (int).
Die zweite Differentialgleichung kann durch Integration der rechten Seite gelöst werden.
Somit erhält manΦ0, Φ1 : [0, T ] × (C− × iR) → C−, wie in den Gleichungen (4.46) und
(4.47) behauptet.
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Aufgrund von Annahme (4.55) folgt mit Lemma 4.18, dasst 7→ Φ1(t, 0, u) auf [0, T ]

existiert für alleu ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0]. Darüber hinaus existiert dann auch

(t, u) 7→ D1Φ1(t, 0, u) =
1

α2

(
l2(0, u) − γ2(u)

) 2γ2(u)teγ(u)t

((l(0, u) − γ(u))(1 − eγ(u)t) + 2γ(u))
2

auf [0, T ] × [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0]. Man beachte, dass

sign (D1Φ1(t, 0, u)) = sign
(
l2(0, u) − γ2(u)

)

nicht vont abhängt. Ergo ist die Abbildungt 7→ Φ1(t, 0, u) für alle u ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0]

auf [0, T ] monoton. Daraus folgt

Φ1(T − t, 0, u) ≤ Φ1(0, 0, u) ∨ Φ1(T, 0, u) = Φ1(T, 0, u) ∨ 0 ∀ t ∈ [0, T ] (4.109)

für ein beliebiges, aber festesu ∈ [2R′∧0, 2R∨0]. Nun definiert manx(t, u) := Φ1(t, 0, u)

und

G(x, u) :=
1

2
α2x2 + (̺α2u− κ)x− ̺κu+

1

2
̺2α2u2 + ψX(u).

Die FunktionG ist zweimal stetig differenzierbar aufR×[2R′∧0, 2R∨0] und konvex. Ferner
gilt unter Berücksichtigung von Annahme (4.55) und Lemma 4.18, dassx(t, u) = Nx(t,u)

Dx(t,u)

auf [0, T ] × [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0] existiert und das Anfangswertproblem

∂

∂t
x(t, u) = G(x(t, u), u), x(0, u) = 0

löst, wobeiNx(t, u) undDx(t, u) von der Gestalt

Nx(t, u) = ∆(u)∆̃(u)
(
eγ(u)t − 1

)
und Dx(t, u) = ∆̃(u) − ∆(u)eγ(u)t

sind. Wegen Annahme (4.55) istt ≤ T < τ ∗(2R) ≤ τ ∗(u) für alleu ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0],
infolgedessenDx(t, u) > 0 für alle(t, u) ∈ [0, T ]×[2R′∧0, 2R∨0] gilt. Da (t, u) 7→ x(t, u)

stetig ist, existiert eine Konstantek > 0 mit

|x(t, u)| ≤ k für alle (t, u) ∈ [0, T ] × [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0].

Somit kann Lemma 4.16 angewendet werden, undu 7→ x(T, u) = Φ1(T, 0, u) ist konvex
auf dem kompakten Intervall[2R′ ∧ 0, 2R∨ 0]. Angesichts von Ungleichung (4.109) folgert
man daraus

Φ1(T − t, 0, u) ≤ Φ1(T, 0, 2R
′ ∧ 0) ∨ Φ1(T, 0, 2R ∨ 0) ∨ 0

für alle (t, u) ∈ [0, T ] × [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0] und damit

M0 := sup{Φ1(T − t, 0, u) : u ∈ [2R′ ∧ 0, 2R ∨ 0], t ∈ [0, T ]}
= max{Φ1(T, 0, 2R

′ ∧ 0),Φ1(T, 0, 2R ∨ 0), 0}. (4.110)
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In einem nächsten Schritt definiert man die MengeS := {v ∈ C2 : Re(v) ∈ Vε̄(0)}, wobei

Vε̄(a) := (−∞,M0 + ε̄) × ((2R′ ∧ 0) − ε̄, (2R ∨ a) + ε̄),

a ∈ R+ und0 < ε̄ < ε̃ < ε sind. Man untersucht den NennerDΦ1 vonΦ1, der von der Form

DΦ1(t, u1, u2) := α2
(
(l(u1, u2) − γ(u2))(1 − eγ(u2)t) + 2γ(u2)

)
(4.111)

ist und auf[0, T ] × S existiert. Fallssinh(1
2
γ(u2)t) = 0 ⇔ 1

2
γ(u2)t ∈ πiZ gilt, ist

γ(u2) cosh

(
1

2
γ(u2)t

)
6= l(u1, u2) sinh

(
1

2
γ(u2)t

)
,

d.h.DΦ1(t, u1, u2) 6= 0 für alle(t, u1, u2) ∈ {(s, v1, v2) ∈ [0, T ]×S : sinh(1
2
γ(v2)s) = 0}.

Somit ist die Kurve der Singularitäten vonΦ1, das ist die Kurve der Nullstellen vonDΦ1,
gegeben durch

u1 =
1

α2
γ(u2) coth

(
1

2
γ(u2)t

)
+

κ

α2
− ̺u2. (4.112)

Da die Imaginärteile der Elemente der MengeS unbeschränkt sind, existieren immer Punkte
(u1, u2) ∈ S mit

Im(u1) = Im

(
1

α2
γ(u2) coth

(
1

2
γ(u2)t

)
+

κ

α2
− ̺u2

)
.

Daher müssen Bedingungen, die Singularitäten vonΦ1 ausschließen sollen, auf den Realteil
der Kurve der Singularitäten abzielen. Man definiert nun die Funktiong̃ durch

g̃(r, s, t) :=
1

α2
Re

[
γ(r + is) coth

(
1

2
γ(r + is)t

)]
+

κ

α2
− ̺r (4.113)

auf ((2R′ ∧ 0) − ε̃, (2R ∨ 2) + ε̃) × R × [0, T ]. In Anbetracht vonu2 = r + is ergibt sich

Re

(
1

α2
γ(u2) coth(

1

2
γ(u2)t) +

κ

α2
− ̺u2

)
= g̃(r, s, t)

=
κ

2α2

L+(r + is) sinh(κL+(r + is)t) + L−(r + is) sin(κL−(r + is)t)

sinh2
(

1
2
κL+(r + is)t

)
+ sin2

(
1
2
κL−(r + is)t

) +
κ

α2
− ̺r

mit

L±(r + is) :=

[
1

2

(∣∣∣∣1 − 2α2

κ2
ψX(r + is)

∣∣∣∣±
(

1 − 2α2

κ2
Re(ψX(r + is))

))] 1
2

,

(r, s, t) ∈ ((2R′ ∧ 0)− ε̃, (2R∨ 2)+ ε̃)×R× [0, T ], vgl. Remmert (1992), Abschnitt 0.1.3.
WegenL+(r) = γ(r)

κ
undL−(r) = 0 erhält man

g̃(r, 0, t) =
1

2α2

γ(r) sinh(γ(r)t)

sinh2
(

1
2
γ(r)t

) +
κ

α2
− ̺r.
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Daraus folgert man mit Lemma 4.20, dass

g̃(r, s, t) ≥ g̃(r, 0, t) ∀ (r, s, t) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̄, (2R ∨ 0) + ε̄) × R × [0, T ]

gilt, wobei man

sinh2

(
1

2
γ(r)t

)
=

1

2
(cosh(γ(r)t) − 1) ,

sinh2

(
1

2
κx+t

)
+ sin2

(
1

2
κx−t

)
=

1

2
(cosh(κx+t) − cos(κx−t))

verwendet hat mitx+ := L+(r + is) undx− := L−(r + is). Aufgrund von

D3g̃(r, 0, t) = − γ2(r)

2σ2 sinh2
(

1
2
γ(r)t

) < 0

für alle (r, t) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̄, (2R ∨ 0) + ε̄) × [0, T ] resultiert

g̃(r, s, t) ≥ g̃(r, 0, T ) ∀ (r, s, t) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̄, (2R ∨ 0) + ε̄) × R × [0, T ].

Man beachte, dass̃g(r, 0, T ) = g(r) ist, vgl. (4.64). Darüber hinaus berechnet man

(
D2

1g̃
)
(r, 0, T ) =

2q1(r)(γ(r)T − sinh(γ(r)T )) + 2q2(r)q3(r)

4γ3(r) sinh4
(

1
2
γ(r)T

)

mit

q1(r) = sinh2

(
1

2
γ(r)T

)
D2

1

(
ψX(r)

)
γ2(r) > 0,

q2(r) = sinh2

(
1

2
γ(r)T

)
σ2
(
D1ψ

X(r)
)2 ≥ 0,

q̃3(x) = x coth
(x

2

)
(x− sinh(x)) + x cosh(x) − sinh(x),

q3(r) = q̃3(γ(r)T ).

Man beachte, dass̃q3(x) ≤ 0 für allex ≥ 0 dann und nur dann gilt, wenn

q̃4(x) := x2 − x tanh
(x

2

)
− tanh

(x
2

)
sinh(x) ≤ 0 ∀ x ≥ 0

ist. Daq̃4(0) = D1q̃4(0) = 0 und

D1 ((cosh(x) + 1)D1q̃4(x)) = 2 sinh(x)(x− sinh(x)) ≤ 0 ∀ x ≥ 0

sind, gilt(D2
1 g̃) (r, 0, T ) < 0, d.h.r 7→ g̃(r, 0, T ) ist konkav auf((2R′∧0)− ε̄, (2R∨0)+ ε̄).

Unter Berücksichtigung voñg(r, 0, T ) = g(r) impliziert das

g̃(r, s, t) ≥ g̃((2R′ ∧ 0) − ε̄, 0, T ) ∧ g̃((2R ∨ 0) + ε̄, 0, T )

= g((2R′ ∧ 0) − ε̄) ∧ g((2R ∨ 0) + ε̄) =: M2 (4.114)
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für alle (r, s, t) ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̄, (2R ∨ 0) + ε̄) × R × [0, T ]. Aus Annahme (4.57) folgt,
dass man ein̄ε finden kann mitε > ε̃ > ε̄ > 0 derart, dassM0 + ε̄ ≤M2 ist. Dies bedeutet,
dassDΦ1 nullstellenfrei ist, d.h.(t, u1, u2) 7→ Φ1(t, u1, u2) besitzt keine Singularitäten auf
[0, T ]×S. Folglich kannC−× iR ∋ (u1, u2) 7→ Φ1(t, u1, u2) ∈ C− unter Berücksichtigung
von Lemma 4.15 für jedest ∈ [0, T ] aufS analytisch fortgesetzt werden. Man beachte, dass
DΦ1(t, u1, u2) = 0 hinreichend ist für

NΦ1(t, u1, u2) :=
(
γ2(u2) − l2(u1, u2)

) (
1 − eγ(u2)t

)
+ u1D

Φ1(t, u1, u2) 6= 0,

d.h. Φ1 besitzt ausschließlich nicht-hebbare Singularitäten und Bedingung (4.57) schließt
diese nicht-hebbaren Singularitäten aus. Aufgrund der Tatsache, dass der Nenner vonΦ1

nullstellenfrei ist, istΦ1 auf [0, T ] × S stetig und nachu1 partiell differenzierbar. Die Ab-
leitungD2Φ1(t, u1, u2) ergibt sich, wie in Gleichung (4.68) behauptet. Da der Nenner von
D2Φ1(t, u1, u2) gerade(DΦ1(t, u1, u2))

2 entspricht, hat(t, u1, u2) 7→ D2Φ1(t, u1, u2) keine
Singularitäten auf[0, T ]×S und ist folglich dort stetig. Zudem istt 7→ Φ1(t, 0, z) auf [0, T ]

für allez ∈ Sf zweimal stetig differenzierbar.

Die FunktionΦ0 kann in der Form

Φ0(t, u1, u2) =
κη

α2

(
2

∫ t

0

Ilϕ(s, u1, u2) ds+ (γ(u2) − l(u1, u2))t

)
+ κηu1t

geschrieben werden mit

Ilϕ(s, u1, u2) =
γ(u2) (l(u1, u2) − γ(u2))

(l(u1, u2) + γ(u2)) (e−γ(u2)s − 1) + 2γ(u2)
.

Es bezeichneDIlϕ den Nenner vonIlϕ. Es giltDΦ1(t, u1, u2) = 0 ⇔ DIlϕ(t, u1, u2) = 0. In
Anbetracht von Annahme (4.57) ist die Abbildung(s, u1, u2) 7→ Ilϕ(s, u1, u2) auf [0, t]×S
stetig und die Abbildung(u1, u2) 7→ Ilϕ(s, u1, u2) auf S analytisch für alles ∈ [0, t]. Aus
dem gleichen Grund sind die partiellen Ableitungen

D2Ilϕ(s, u1, u2) =
2α2γ2(u2)e

−γ(u2)s

((l(u1, u2) + γ(u2)) (e−γ(u2)s − 1) + 2γ(u2))
2 ,

D3Ilϕ(s, u1, u2) =
N(s, u1, u2) + Ñ(s, u1, u2)

((l(u1, u2) + γ(u2)) (e−γ(u2)s − 1) + 2γ(u2))
2 ,

stetig auf[0, t] × S, wobei

N(s, u1, u2) = D1γ(u2)
(
γ2(u2) − l2(u1, u2)

) [
(sγ(u2) + 1)e−γ(u2)s − 1

]
,

Ñ(s, u1, u2) = 2γ(u2)
(
e−γ(u2)s − 1

) (
λσ2γ(u2) −D1γ(u2)l(u1, u2)

)

+2γ2(u2)
(
λσ2 −D1γ(u2)

)

sind. Mit Dieudonné (1972), Abschnitt 9.10, folgert man, dass die Abbildung

(u1, u2) 7→ (lϕ)(t, u1, u2) =

∫ t

0

Ilϕ(s, u1, u2) ds
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für alle t ∈ [0, T ] aufS analytisch ist. Somit kann die Abbildung

C− × iR ∋ (u1, u2) 7→ Φ0(t, u1, u2) ∈ C−

für allet ∈ [0, T ] aufS analytisch fortgesetzt werden. Man beachte, dassDIlϕ(t, u1, u2) = 0

hinreichend dafür ist, dass der NennerN Ilϕ(t, u1, u2) := γ(u2) (l(u1, u2) − γ(u2)) nicht
verschwindet, d.h. Annahme (4.57) schließt hier ebenfallsnur nicht-hebbare Singularitäten
von Ilϕ aus, andere Singularitäten existieren nicht.

Da Ilϕ keine Singularitäten auf[0, T ] × S besitzt, resultiert aus dem Holomorphiesatz,
vgl. Königsberger (1997), Abschnitt 8.4, dass die Abbildung

B(u, r) ∋ u1 7→
∫ t

0

Ilϕ(s, u1, u2) ds ∈ C

für alle (t, u2) ∈ [0, T ] × {v ∈ C : (2R′ ∧ 0) − ε̄ < Re(v) < (2R ∨ 0) + ε̄} analytisch ist
und dass

∂

∂u1

∫ t

0

Ilϕ(s, u1, u2) ds =

∫ t

0

D2Ilϕ(s, u1, u2) ds

=

∫ t

0

2α2γ2(u2)e
−γ(u2)s

[(l(u1, u2) + γ(u2)) (e−γ(u2)s − 1) + 2γ(u2)]
2 ds

gilt für ein r > 0 mit B(u, r) ⊂ {v ∈ C : Re(v) < M0 + ε̄} und festemu ∈ {v ∈ C :

Re(v) < M0 + ε̄}, analog zum Beweis von Satz 4.5. Dabei gibtB(u, r) eine offene Kugel
mit Zentrumu und Radiusr an, undB(u, r) bezeichnet deren Abschluss. Somit erhält man

D2Φ0(t, u1, u2) = κηγ2(u2)

∫ t

0

ds
[
γ(u2) cosh

(
1
2
γ(u2)s

)
− l(u1, u2) sinh

(
1
2
γ(u2)s

)]2

=
2κη sinh

(
1
2
γ(u2)t

)

γ(u2) cosh
(

1
2
γ(u2)t

)
− l(u1, u2) sinh

(
1
2
γ(u2)t

) .

WegenD2Φ0(t, u1, u2) = 0 ⇔ DΦ1(t, u1, u2) = 0 impliziert Annahme (4.57) die Stetigkeit
der Abbildung(t, u1, u2) 7→ D2Φ0(t, u1, u2) auf [0, T ] × S.

Die FunktionΦ0 kann geschrieben werden in der Gestalt

Φ0(t, u1, u2) = κη

∫ T

0

J(s, t, u1, u2) ds

mit J(s, t, u1, u2) := 1[0,t](s)Φ1(s, u1, u2). DaΦ1 auf [0, T ]×S stetig ist, ist die Abbildung
(t, u1, u2) 7→ J(s, t, u1, u2) für λ-f.a. s ∈ [0, T ] stetig in(t∗, u∗, v∗) , d.h.

∫ t

0

J(s, t∗, u∗, v∗) ds =

∫ t

0

lim
n→∞

J(s, tn, un, vn) ds (4.115)
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für alle Folgen((tn, un, vn))n∈N ⊂ [0, T ] × S mit lim
n→∞

(tn, un, vn) = (t∗, u∗, v∗) für einen

beliebigen Punkt(t∗, u∗, v∗) ∈ [0, T ] × S. Wegen lim
n→∞

(un, vn) = (u∗, v∗) existieren Kon-

stantenr1, r2 > 0 und ein Indexn∗ ∈ N derart, dass

(un, vn) ∈ B(u∗, r1) ×B(v∗, r2) ⊂ S ∀ n > n∗

gilt. Unter erneuter Berücksichtigung der Stetigkeit vonΦ1 auf [0, T ] × S resultiert daraus,
dass|J(s, tn, un, vn)| beschränkt ist für alles ∈ [0, T ] und für alln > n∗. Mit majorisierter
Konvergenz und (4.115) erhält man somitlim

n→∞
Φ0(tn, un, vn) = Φ0(t

∗, u∗, v∗), d.h.Φ0 ist

ebenfalls stetig auf[0, T ] × S.

Insgesamt hat man also gezeigt, dass Annahme 3.6 erfüllt ist. Angesichts vonϕ(0) = 0

und ∫

|x|>1

eu2x FX(dx) <∞ ∀ u2 ∈ ((2R′ ∧ 0) − ε̄, (2R ∨ 2) + ε̄),

vgl. Voraussetzung (4.54), besitzt Annahme 3.8 ebenfalls Gültigkeit. Die (lokale) Martingal-
bedingung, vgl. Annahme 3.11, gilt aufgrund von Voraussetzung (4.59). Bedingung (4.60)
schließt den degenerierten FallZt = 0 P -f.s. für allet ∈ [0, T ] aus, vgl. Annahme 3.14.
Unter Verwendung von Proposition 4.11 folgt die Behauptungabschließend aus den Sätzen
3.17 und 3.18. �

4.3 Numerische Illustration

In diesem abschließenden Abschnitt sollen zwei konkrete Beispiele betrachtet werden, die
die Anwendbarkeit der Sätze 3.17 und 3.18 im Allgemeinen und der Sätze 4.5 und 4.13
im Speziellen im Hinblick auf das Problem des varianz-optimalen Hedgens dokumentieren
sollen. In beiden Beispielen ist eine europäische Call-Option mit BasispreisK = 100 und
Fälligkeit T = 0.25 Jahren Gegenstand der Untersuchung. Alle folgenden Parameter sind
per annum angegeben. Die Auszahlung der Call-Option besitzt die folgende Integraldarstel-
lung:

H = f(ST ) = max{ST −K, 0} =
1

2πi

∫

R+iR

SzT
K1−z

z(z − 1)
dz, (4.116)

wobeiR > 1 beliebig gewählt werden kann, vgl. z.B. Lemma 4.1 in Hubalek et al. (2006).
In den folgenden Beispielen 4.21 und 4.22 gelteR = R′ = 1.1. Es werden jeweils vier
Modelle miteinander verglichen: zwei stochastische Volatilitätsmodelle auf der Grundlage
zeittransformierter Lévy-Prozesse (dasNIG-Gamma-OU-Modellund dasNIG-CIR-Modell,
beideohne Leverage), dasexponentielle NIG-Ĺevy-Modellund dasBlack-Scholes-Modell.

1. DasNIG-Gamma-OU-Modellohne Leverage ist gegeben durch

St = S0e
XYt , Yt =

∫ t

0

ys− ds, dyt = −κyt−dt+ dzt, (4.117)
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wobeiX ein normal-invers-Gaußscher Prozess (NIG-Prozess) mit Parameterñα > 0,
β̃ ∈ (−α̃, α̃), δ̃ > 0 undµ̃ ∈ R ist undy ein Gamma-OU-Prozess. Die stationäre Ver-
teilung vony ist eine Gamma-Verteilung mit Parameterna, b > 0. Man beachte, dass
die Parameterµ undη des allgemeinen integrierten OU-Zeittransformationsmodells
(1.97) - (1.99) hier Null sind. Die Nichtberücksichtigungdes Leverage-Effekts kommt
darin zum Ausdruck, dass der Lévy-ProzessX̃ in (1.97) hier gerade der Nullprozess
ist. Die kumulantenerzeugende Funktion des NIG-ProzessesX liegt in geschlossener
Form vor, wobei der Parameterµ̃ derart festgelegt ist, dassψX(1) = 0 gilt, d.h.

µ̃ = δ̃

(√
α̃2 − (β̃ + 1)2 −

√
α̃2 − β̃2

)

und

ψX(u) = δ̃

((√
α̃2 − (β̃ + 1)2 −

√
α̃2 − β̃2

)
u+

√
α̃2 − β̃2 −

√
α̃2 − (β̃ + u)2

)
,

vgl. Raible (2000), die Anhänge A.1 & A.2. Gemäß Richter (1966), Abschnitt V.6(c),
besitzt der NIG-ProzessX alle exponentiellen Momente der Größenordnung zwi-
schen−α̃ − β̃ undα̃− β̃. Die kumulantenerzeugende Funktion des Subordinatorsz,
der den quadrierten Volatilitätsprozessy treibt, ist von der Form

ψz(u) =
κau

b− u
,

vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.1. Das NIG-Gamma-OU-Modell (4.117) gehört
zu der Klasse der integrierten OU-Zeittransformationsmodelle. Die affine Charakteri-
stik ∂(y,XY ) wird vollständig beschrieben durch

β(0) =

(
bz(h̃)

0

)
, γ(0) =

(
0 0

0 0

)
, ϕ(0)(G) =

∫ ∞

0

1G(s, 0)F z(ds),

β(1) =

( −κ
bX(h̃)

)
, γ(1) =

(
0 0

0 0

)
, ϕ(1)(G) =

∫ ∞

−∞
1G(0, x)FX(dx)

für alle G ∈ B(R2) mit 0 /∈ G, vgl. Proposition 4.3. Bezüglich der Abschneide-
funktion h̃(x) = x1{|x|≤1} ist das Lévy-Khintchine-Tripel∂X = (bX(h̃), 0, FX) des
NIG-ProzessesX gegeben durch

bX(h̃) = δ̃

(√
α̃2 − (β̃ + 1)2 −

√
α̃2 − β̃2

)
+

2α̃δ̃

π

∫ 1

0

sinh(β̃x)K1(α̃|x|) dx,

FX(dx)

dx
=

α̃δ̃

π

K1(α̃|x|)eβ̃x
|x| ,

wobeiK1(u) =
∫∞
0

cosh(t)e−u cosh(t) dt, Re(u) > 0, die modifizierte Bessel-Funktion
dritter Art mit Parameter1 bezeichnet, vgl. Barndorff-Nielsen (1998). Im Hinblick auf
die Integraldarstellung der modifizierten Bessel-Funktion dritter Art sei auf Watson
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(1966), Kapitel 6, verwiesen. Unter Verwendung der gleichen Abschneidefunktioñh
besitzt der Subordinatorz das Lévy-Khintchine-Tripel∂z = (bz(h̃), 0, F z), wobei

bz(h̃) =
κa

b

(
1 − e−b(1 + b)

)
und

F z(dx)

dx
= κabe−bx1{x>0}

sind, vgl. Schoutens (2003), Abschnitt 5.5.1. Neben den kumulantenerzeugenden Funk-
tionen

ψ0(u1, u2) = ψz(u1) und ψ1(u1, u2) = −κu1 + ψX(u2)

sind zur Auswertung der varianz-optimalen Hedgingstrategie und des minimalen er-
warteten quadratischen Hedgefehlers die Lösungen der (verallgemeinerten) Riccati-
Differentialgleichungen (3.11) und (3.12) wesentlich:

Φ1(t, u1, u2) = e−κtu1 +
1

κ

(
1 − e−κt

)
ψX(u2),

Φ0(t, u1, u2) =

∫ t

0

ψz(Φ1(s, u1, u2)) ds.

Man beachte, dassΦ0(t, u1, u2) in geschlossener Form vorliegt, vgl. Gleichung (4.28)
in Bemerkung 4.8 und Gleichung (4.10). Die Voraussetzungenaus Satz 4.5 lesen sich
im vorliegenden NIG-Gamma-OU-Modell ohne Leverage wie folgt: Es gebe Zahlen
ε und ε̃ mit 0 < ε̃ < ε, so dass

−α̃− β̃ < (2R′ ∧ 0) − ε und (2R ∨ 2) + ε < α̃− β̃, (4.118)

1

κ

(
1 − e−κT

) [
max

{
ψX(2R ∨ 0), ψX(2R′ ∧ 0)

}

+ max
{
ψX((2R ∨ 0) + ε̃), ψX((2R′ ∧ 0) − ε̃)

} ]
+ ε < b (4.119)

für R′ ≤ R gelten. In der Situation einer zu hedgenden europäischen Call-Option
bedeutet dies hier: Es gebe Zahlenε und ε̃ mit 0 < ε̃ < ε, so dass

−α̃− β̃ < −ε und 2R+ ε < α̃− β̃, (4.120)

1

κ

(
1 − e−κT

) [
ψX(2R) + max

{
ψX(2R+ ε̃), ψX(−ε̃)

}]
+ ε < b (4.121)

fürR = R′ > 1 gelten. Die Martingalbedingung (4.19) ist aufgrund der obigen Festle-
gung des Parametersµ̃ erfüllt (man beachte, dassµ = 0 undX̃ der Nullprozess sind).
Wegen der strengen Konvexität vonψX auf (−α̃− β̃, α̃− β̃), man beachtẽδ > 0, und
aufgrund vonψX(0) = ψX(1) = 0 impliziert Bedingung (4.120), dassψX(2) 6= 0

gilt, infolgedessen Bedingung (4.20), die den degenerierten Fall ausschließt, erfüllt ist.
Die Bedingung (4.120) korrespondiert zur Integrierbarkeitsvoraussetzung (4.16), man
vergleiche hierzu Raible (2000), die Anhänge A.1 und A.2, und Richter (1966), Ab-
schnitt V.6(c). Die Bedingung (4.17) ist trivialerweise erfüllt, da aufgrund des nicht
berücksichtigten Leverage-Effekts̃Xt = 0 für alle t ∈ [0, T ] ist. Die Bedingung
(4.121) entspricht der Ungleichung (4.26) in Bemerkung (4.8), die hier äquivalent ist
zur Integrierbarkeitsbedingung (4.18).
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2. DasNIG-CIR-Modellohne Leverage ist definiert durch

St = S0e
XYt , Yt =

∫ t

0

ys ds, dyt = κ(η − yt−)dt+ α
√
ytdWt, (4.122)

wobeiW für einen Standard-Wiener-Prozess steht undX einen NIG-Prozess bezeich-
net mit Parameterñα > 0, β̃ ∈ (−α̃, α̃), δ̃ > 0 und µ̃ ∈ R. Man beachte, dass die
Parameter̺ , µ und η des allgemeinen integrierten CIR-Zeittransformationsmodells
(1.91) - (1.93) hier Null sind. Wie im NIG-Gamma-OU-Modell wird der Parameter
µ̃ so gewählt, dassψX(1) = 0 gilt. Die stationäre Verteilung des CIR-Prozesses ist
ebenfalls eine Gamma-Verteilung mit Parameternã = 2κη

α2 und b̃ = 2κ
α2 , d.h.yt besitzt

für jedest ≥ 0 die charakteristische Funktion

EP
[
eiuyt

]
=

(
1 − iu

b̃

)−ã
,

vgl. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.1.2. Das NIG-CIR-Modell (4.122) ist ein
Spezialfall des integrierten CIR-Zeittransformationsmodells:

(
β(0), γ(0), ϕ(0)

)
=

((
κη

0

)
,

(
0 0

0 0

)
, 0

)
,

β(1) =

( −κ
bX(h̃)

)
, γ(1) =

(
α2 0

0 0

)
, ϕ(1)(G) =

∫ ∞

−∞
1G(0, x)FX(dx)

für alleG ∈ B(R2) mit 0 /∈ G, vgl. Proposition 4.11. Mit̺ = 0 liefert Satz 4.13
alle relevanten Informationen zur Berechnung der varianz-optimalen Hedgingstrategie
und des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers.Die Voraussetzungen aus
Satz 4.13 sind im vorliegenden NIG-CIR-Modell ohne Leverage von der folgenden
Gestalt: Es gebe Zahlenε, ε̃ und ε̄ mit ε > ε̃ > ε̄ > 0 derart, dass die Bedingungen

−α̃ − β̃ < (2R′ ∧ 0) − ε und (2R ∨ 2) + ε < α̃− β̃, (4.123)

max {Φ1(T, 0, 2R
′ ∧ 0),Φ1(T, 0, 2R ∨ 0), 0}

< min {g((2R′ ∧ 0) − ε̄), g((2R ∨ 0) + ε̄)} , (4.124)

max
{
ψX((2R′ ∧ 0) − ε̃), ψX((2R ∨ 2) + ε̃)

}
<

κ2

2α2
(4.125)

für R′ ≤ R gelten, wobeiΦ1(T, 0, r) von der Gestalt

Φ1(T, 0, r) =
2ψX(r)

(
1 − eγ(r)T

)

κ (1 − eγ(r)T ) − γ(r) (1 + eγ(r)T )

ist für aller ∈ R mit (2R′ ∧ 0) − ε̄ < r < (2R ∨ 0) + ε̄ undg(r) definiert ist durch

g(r) :=
1

α2

(
γ(r) coth

(
1

2
γ(r)T

)
+ κ

)
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für alle r ∈ R mit (2R′ ∧ 0) − ε̃ < r < (2R ∨ 2) + ε̃, vgl. (4.64) mit̺ = 0.
Dabei ist die Funktionγ definiert wie in Gleichung (4.51). In der Situation einer zu
hedgenden europäischen Call-Option vereinfachen sich die Voraussetzungen (4.123)
- (4.125) wie folgt: Es gebe Zahlenε, ε̃ und ε̄ mit ε > ε̃ > ε̄ > 0 derart, dass die
Bedingungen

−α̃− β̃ < −ε und 2R+ ε < α̃− β̃, (4.126)

Φ1(T, 0, 2R) < min {g(−ε̄), g(2R+ ε̄)} , (4.127)

max
{
ψX(−ε̃), ψX(2R+ ε̃)

}
<

κ2

2α2
(4.128)

für R = R′ > 1 gelten. Der Parameter̃µ ist gerade so festgelegt worden, dass die
Martingalbedingung (4.59) erfüllt ist (man beachte dabeiµ = ̺ = 0). Und wie in
(1) folgert man hierψX(2) 6= 0 mithilfe von Bedingung (4.126), infolgedessen Be-
dingung (4.60), die den degenerierten Fall ausschließt, G¨ultigkeit besitzt. Es sei noch
darauf hingewiesen, dass die Handelszeitrestriktion (4.55) trivialerweise erfüllt ist, da
der Leverage-Parameter̺ = 0 ist, vgl. den Beweis von Lemma 4.18.

3. Dasexponentielle NIG-Ĺevy-Modellist gegeben durch

St = S0e
Xt , (4.129)

wobeiX ein NIG-Prozess ist mit Parameternα̃ > 0, β̃ ∈ (−α̃, α̃), δ̃ > 0 und µ̃ ∈ R.
Wie in den obigen Modellen fixiert mañµ derart, dassψX(1) = 0 gilt. Das exponen-
tielle NIG-Lévy-Modell (4.129) ist gemäß Beispiel 3.2 ein affines Modell:

β(0) =

(
0

bX(h̃)

)
, γ(0) =

(
0 0

0 0

)
, ϕ(0)(G) =

∫ ∞

−∞
1G(0, x)FX(dx),

(
β(1), γ(1), ϕ(1)

)
= (0, 0, 0)

für alleG ∈ B(R2) mit 0 /∈ G. Wie in Bemerkung 3.19 erwähnt, liefert hier Satz 1.21
als Spezialfall der Sätze 3.17 und 3.18 die Lösung des Problems varianz-optimalen
Hedgens. Dabei muss lediglich die Voraussetzung überprüft werden, dass einε > 0

existiert mit

−α̃− β̃ < (2R′ ∧ 0) − ε und (2R ∨ 2) + ε < α̃− β̃ (4.130)

für R′ ≤ R. In der Situation einer zu hedgenden europäischen Call-Option ist hier
also

−α̃ − β̃ < −ε und 2R+ ε < α̃− β̃ (4.131)

für ein ε > 0 für R = R′ > 1 zu zeigen.

4. Das klassischeBlack-Scholes-Modell

St = S0E (σW )t = S0e
Xt (4.132)
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mit Xt = −1
2
σ2t + σWt und einem Standard-Wiener-ProzessW ist ebenfalls ein

Spezialfall von Beispiel 3.2:

(
β(0), γ(0), ϕ(0)

)
=

((
0

−1
2
σ2

)
,

(
0 0

0 σ2

)
, 0

)
,
(
β(1), γ(1), ϕ(1)

)
= (0, 0, 0),

infolgedessen auch hier Satz 1.21 die Lösung des Problems varianz-optimalen Hed-
gens impliziert. Dabei ist die kumulantenerzeugende Funktion vonX von der Form

ψX(u) =
1

2
σ2(u2 − u).

WegenψX(1) = 0 liegt der Martingalfall vor. DaψX eine ganze Funktion ist, d.h.
da alle exponentiellen Momente des ProzessesX existieren, sind hier keine weiteren
Voraussetzungen zu überprüfen.

In einem ersten Beispiel werden die Modelle unter dem physikalischen Maß betrachtet. Bei-
spielhaft wird ein hypothetischer Parametersatz für das NIG-Gamma-OU-Modell vorgege-
ben. Passend dazu wird dasjenige NIG-CIR-Modell gewählt,bei welchem der NIG-Prozess
und die Mean-Reversion-Rate mit denen im NIG-Gamma-OU-Modell übereinstimmen und
die stationäre Verteilung des CIR-Prozesses gleich der stationären Verteilung des Gamma-
OU-Prozesses ist. Zudem starte der CIR-Prozess im Erwartungswert dieser stationären Ver-
teilung. Die Parameter im exponentiellen NIG-Lévy-Modell werden derart gewählt, dass die
Standardabweichung (

EP
[
(Et,∆ −EP [Et,∆])2])1/2 , (4.133)

die Schiefe
EP
[
(Et,∆ −EP [Et,∆])3]

(
EP
[
(Et,∆ −EP [Et,∆])2])3/2 (4.134)

und die standardisierte Kurtosis

EP
[
(Et,∆ −EP [Et,∆])4]

(
EP
[
(Et,∆ − EP [Et,∆])2])2 (4.135)

der Eintages-Log-RenditenEt,∆ := Zt+∆ −Zt = ln
(
St+∆

St

)
(d.h. für∆ = 1

270
) mit den ent-

sprechenden Größen im NIG-Gamma-OU-Modell übereinstimmen. Entsprechend verfährt
man bei der Festlegung des Volatilitätsparameters im Black-Scholes-Modell, wobei dort nur
die Standardabweichung in̈Ubereinstimmung gebracht wird. Im Vordergrund der Untersu-
chung stehen die Fragestellungen, wie unterschiedlich dasvarianz-optimale Anfangskapital,
die varianz-optimale Handelsstrategie und der minimale erwartete quadratische Hedgefeh-
ler sind und inwieweit es tatsächlich einen Unterschied macht, wenn man die Zeittransfor-
mation desselben Lévy-Prozesses anstatt mittels eines Gamma-OU-Prozesses mittels eines
entsprechenden CIR-Prozesses modelliert. Cont & Tankov (2004) haben bezüglich letzte-
rer Frage im Kontext der Optionsbewertung keine signifikanten Unterschiede feststellen
können, man vgl. dort Abschnitt 15.5. Begründet wird diesdamit, dass sich die Verteilungen
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der integrierten quadrierten Volatilitäten sehr stark ähneln. Dies lässt die Vermutung entste-
hen, dass die Lösungen des Problems varianz-optimalen Hedgens im NIG-Gamma-OU- und
im NIG-CIR-Modell ähnlich sein werden.

Beispiel 4.21Die Parameter im NIG-Gamma-OU-Modell seien wie folgt gegeben:

α̃ = 120, β̃ = −30.21, δ̃ = 1,

κ = 2.9706, a = 6.7879, b = 0.9377, y0 = 7.2391.

Es sei angemerkt, dass der Parameterδ̃ ohne Beschränkung der Allgemeinheit stets auf eins
normiert werden kann, da dieser der einzige zeitabhängigeParameter des NIG-Prozesses
ist. Eine Normierung voñδ führt zu einer Reskalierung der Zeit, im vorliegenden Zeittrans-
formationsmodell der Handelszeit. Diese Reskalierung hatwiederum angesichts der Skalie-
rungseigenschaft der Gamma-Verteilung eine Anpassung derParameter und des Startwertes
des Gamma-Prozesses zur Folge, vgl. Bemerkung 7.1 in Schoutens (2003). Durch Einsetzen
obiger Parameter in die Bedingungen (4.120) und (4.121) verifiziert man, dass die Annah-
men von Satz 4.5 Gültigkeit besitzen. Somit kann Satz 4.5 angewendet werden, um das
Problem des varianz-optimalen Hedgens zu lösen. Aus der Forderung, dass die stationären
Verteilungen der quadrierten Volatilitätsprozesse im NIG-Gamma-OU-Modell und im NIG-
CIR-Modell übereinstimmen sollen, resultieren die Gleichungen

α2 =
2κ

b
und η =

a

b
, (4.136)

vgl. Cont & Tankov (2004), Abschnitt 15.1.2. Der Erwartungswert der stationären Vertei-
lung vony ist geradeη = a

b
. Die Mean-Reversion-Rate des CIR-Prozesses entspreche der

Rate, wie schnell der Gamma-OU-Prozess einen Sprung vergisst. Übernimmt man zudem
die Parameter des NIG-Prozesses, so erhält man im NIG-CIR-Modell die folgenden Para-
meter:

α̃ = 120, β̃ = −30.21, δ̃ = 1,

κ = 2.9706, η = 7.2391, α = 2.5172, y0 = 7.2391.

Hier weist man durch Einsetzen dieser Parameter in die Bedingungen (4.126) - (4.128)
nach, dass die Voraussetzungen von Satz 4.13 erfüllt sind,so dass Satz 4.13 zur Lösung
des Problems varianz-optimalen Hedgens im NIG-CIR-Modellherangezogen werden kann.
Die Standardabweichung der Eintages-Log-Renditen im NIG-Gamma-OU-Modell beträgt
0.0157, die Schiefe−0.4314 und die standardisierte Kurtosis4.65. Diese Werte entspre-
chen den empirischen Momenten des DAX im Zeitraum von 1997 - 1999. Mittels der ersten
vier Ableitungen der kumulantenerzeugenden FunktionψX des NIG-ProzessesX errech-
net man Standardabweichung, Schiefe und standardisierte Kurtosis des NIG-Prozesses in
Abhängigkeit der Parameter̃α, β̃ und δ̃. Durch Gleichsetzen der theoretischen und empiri-
schen Momente erhält man die Parameterα̃, β̃ und δ̃ im exponentiellen NIG-Lévy-Modell:

α̃ = 97.4912, β̃ = −20.5085 und δ̃ = 6.0624.



4.3. Numerische Illustration 155

80 85 90 95 100 105 110 115 120
0

5

10

15

20

25

Varianz−optimales Anfangskapital im Black−Scholes−, NIG−Gamma−OU−,
NIG−CIR− und im NIG−Modell für Basispreis K = 100 und Laufzeit T = 0.25 Jahre

Underlyingkurs

Black−Scholes
NIG−Gamma−OU
NIG−CIR
NIG

Abbildung 4.1: Varianz-optimales Anfangskapital im Beispiel 4.21
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Abbildung 4.2: Varianz-optimaler Anfangshedge im Beispiel 4.21
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Erwarteter quadratischer Hedgefehler für eine Call-Option am Geld,T = 0.25 Jahre
Varianz des Hedgefehlers

Modell Parameter Optionspreis Optimaler Hedge Kein Hedge
Black-Scholes σ = 0.2580 5.14 0 66.07 ≈ (8.13)2

α̃ = 97.4912

NIG β̃ = −20.5085 5.12 0.20 ≈ (0.45)2 64.45 ≈ (8.03)2

δ̃ = 6.0624

κ = 2.9706

a = 6.7879

b = 0.9377

NIG-Gamma-OU α̃ = 120 5.10 0.14 ≈ (0.37)2 64.86 ≈ (8.05)2

β̃ = −30.21

δ̃ = 1

y0 = 7.2391

κ = 2.9706

η = 7.2391

α = 2.5172

NIG-CIR α̃ = 120 5.10 0.45 ≈ (0.67)2 64.89 ≈ (8.06)2

β̃ = −30.21

δ̃ = 1

y0 = 7.2391

Tabelle 4.1: Minimaler erwarteter quadratischer Hedgefehler im Beispiel 4.21

Aufgrund von−α̃ − β̃ < 0 < 2R = 2.2 < α̃ − β̃ und ψX(1) = 0 ist Satz 1.21 zur
Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens im exponentiellen NIG-Lévy-Modell an-
wendbar. Die Volatilität per annum im Black-Scholes-Modell, die eine Standardabweichung
der Eintages-Log-Renditen in Höhe von0.0157 nach sich zieht, beträgtσ = 0.258. Da auch
im Black-Scholes-ModellψX(1) = 0 gilt, ist auch hier Satz 1.21 anwendbar. Die Abbildun-
gen 4.1 und 4.2 zeigen das varianz-optimale Anfangskapitalsowie den varianz-optimalen
Anfangshedge in den vier Modellen in Abhängigkeit des aktuellen Underlyingkurses. Es
fällt auf, dass sowohl das optimale Anfangskapital als auch der optimale Anfangshedge in
allen vier Modellen nahezu identisch sind. In Abbildung 4.2ist zudem bemerkenswert, dass
die Kurve des varianz-optimalen Anfangshedge im Black-Scholes-Modell, der in diesem
mit dem Delta-Hedge übereinstimmt, leicht oberhalb der übrigen Kurven verläuft. In Tabel-
le 4.1 sind die minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler für eine Call-Option, die
am Geld notiert, zusammengestellt. Die Standardabweichungen der optimalen Hedgefehler
werden in den jeweiligen Modellen in Relation gesetzt zu denoptimalen Anfangsausstat-
tungen, die als Optionspreise (im varianz-optimalen Sinne) interpretiert werden, und den
Standardabweichungen der Hedgefehler der ungedeckten Position, d.h. der Position, bei der
nur die Optionsprämie kassiert, diese aber nicht am Kapitalmarkt reinvestiert wird. Der er-
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wartete quadratische Hedgefehler der ungedeckten Position errechnet sich wie folgt:

EP
[
(v∗0 −H)2

]
= varP [H ] = EP [H2] − (v∗0)

2

=

∫

Sf

∫

Sf

(V (z1 + z2)0 − V (z1)0V (z2)0) Π(dz1) Π(dz2). (4.137)

Besonders hervorzuheben ist die Tatsache, dass zwar sowohldas optimale Anfangskapital
als auch die optimale Handelsstrategie in allen Modellen sehr ähnlich sind, dass aber gleich-
zeitig jedes Modell einen sehr unterschiedlichen Grad an Unvollständigkeit impliziert. Bei
der Beurteilung des Risikos, welchem man ausgesetzt ist, wenn man die optimale Hed-
gingstrategie realisiert, unterscheiden sich die vier Modelle in starkem Ausmaß. Die Beob-
achtung eines eher geringen Modellrisikos im Kontext der varianz-optimalen Hedgingstra-
tegie haben bereits Hubalek et al. (2006) im Nichtmartingalfall bei der Untersuchung des
Problems quadratischen Hedgens in reinen exponentiellen Lévy-Modellen gemacht. Dass
das Black-Scholes-Modell ein Risiko von Null quantifiziert, verwundert nicht, da im Black-
Scholes-Modell alle Derivate perfekt gehedgt werden können, das ist gerade die Vollständig-
keit des Black-Scholes-Modells. Geht man allerdings in derRealität davon aus, dass nicht
alle Derivate perfekt gehedgt werden können, unterschätzt das Black-Scholes-Modell das
dann existierende Hedgerisiko. Man beachte, dass in diesemBeispiel die Hedgefehler der
ungedeckten Positionen in allen Modellen nahezu gleich sind. Auffällig ist die starke Ab-
weichung des optimalen Hedgefehlers im NIG-CIR-Modell vondem optimalen Hedgefehler
im NIG-Gamma-OU-Modell, wobei optimales Anfangskapital und optimale Handelsstrate-
gie annährend ununterscheidbar sind. Die allgemeinen Quellen der Unvollständigkeit eines
Underlyingmodells können zum einen in den Sprüngen des Underlyingkurses liegen und
zum anderen in einer stochastischen Volatilitätskomponente. Die Sprünge des Underlyings
werden sowohl im NIG-Gamma-OU-Modell als auch im NIG-CIR-Modell mittels dessel-
ben NIG-Prozesses abgebildet. Die quadrierten stochastischen Volatilitätsprozesse besitzen
zwar in beiden Modellen die gleiche stationäre Verteilung, allerdings scheint dies nicht hin-
reichend dafür zu sein, dass auch bereits das Risiko in Formdes minimalen erwarteten
quadratischen Hedgefehlers identisch ist. �

Im zweiten Beispiel wird angenommen, dass das WahrscheinlichkeitsmaßP dem statisti-
schen Martingalmaß entspricht, das durch Kalibrieren der Modelle an Marktpreise festge-
legt ist. Alle betrachteten Modelle seien in der risikoneutralen Welt spezifiziert. Der Vorteil
der Modellierung in der risikoneutralen Welt ist der, dass die Märkte die Modellparameter
vorgeben. Der Nachteil besteht aber darin, dass das Problemdes varianz-optimalen Hedgens
unter dem physikalischen Maß zu lösen ist, da das Handelsrisiko nur unter dem physikali-
schen Maß angemessen zu deuten ist. Die Lösung des Hedgeproblems unter dem statisti-
schen Martingalmaß kann allenfalls als Approximation an die Lösung unter dem physikali-
schen Maß fungieren. Anhand des folgenden Beispiels soll kurz diskutiert werden, wie weit
das statistische und das physikalische Maß auseinander liegen und wie gut die Lösung des
Hedgeproblems in der risikoneutralen Welt die tatsächliche Lösung in der wirklichen Welt
annähert.
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Beispiel 4.22Das statistische MartingalmaßP sei festgelegt durch Kalibrierung der Mo-
dellparameter an eine Menge gegebener aktueller Marktpreise diverser S&P 500-Call-Optio-
nen verschiedener Basispreise und Fälligkeiten mittels Kleinster-Quadrate-Methoden. Hin-
sichtlich der hier zugrunde liegenden Optionspreise sei auf den Anhang C in Schoutens
(2003) verwiesen. ImNIG-Gamma-OU-Modellerhält man die folgenden Parameter:

α̃ = 29.4722, β̃ = −15.9048, δ̃ = 1,

κ = 0.6252, a = 0.4239, b = 1.1757, y0 = 0.5071,

vgl. Schoutens (2003), Tabelle 7.3. Wie in Beispiel 4.21 erkennt man anhand der Bedingun-
gen (4.120) und (4.121), dass diese Parameter die Voraussetzungen von Satz 4.5 erfüllen,
so dass Satz 4.5 zur Lösung des Problems varianz-optimalenHedgens in der risikoneutralen
Welt angewendet werden kann. Der Tabelle 7.3 in Schoutens (2003) entnimmt man auch die
aus der Kalibrierung resultierenden Parameter imNIG-CIR-Modell:

α̃ = 18.4815, β̃ = −4.8412, δ̃ = 1,

κ = 0.5391, η = 0.7377, α = 1.2849, y0 = 0.4685.

Diese implizieren die Gültigkeit der Annahmen (4.126) - (4.128), infolgedessen Satz 4.13
anwendbar ist. Die beste Anpassung der Optionspreise imexponentiellen NIG-Ĺevy-Modell
an die Marktpreise ergeben die Parameter

α̃ = 6.1882, β̃ = −3.8941 und δ̃ = 0.1622,

vgl. Schoutens (2003), Tabelle 6.3. Man beachte, dass dieseParameter Annahme (4.131)
erfüllen. ImBlack-Scholes-Modellwird der beste Fit der Black-Scholes-Preise mit einem
Volatilitätsparameterσ = 0.1812 erreicht, vgl. Schoutens (2003), Abbildung 4.4. Satz 1.21
liefert sowohl im exponentiellen NIG-Lévy-Modell als auch im Black-Scholes-Modell die
Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens in der risikoneutralen Welt. Analog zu den
Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen die Abbildungen 4.3 und 4.4 das varianz-optimale Anfangs-
kapital und den varianz-optimalen Anfangshedge in den vierModellen in Abhängigkeit des
aktuellen Underlyingkurses. Da das varianz-optimale Anfangskapital mit dem Optionspreis
übereinstimmt und die Modelle an die gleichen Optionspreisdaten angepasst worden sind,
beobachtet man in Abbildung 4.3, dass sich die Kurven sehr ähneln. Etwas größere Abwei-
chungen von den übrigen Kurven weisen in einem Bereich die Black-Scholes-Kurve und
in einem anderen Bereich die NIG-Kurve auf. Die Abbildung 4.4 suggeriert, dass hier der
varianz-optimale Anfangshedge modellabhängig ist, die entsprechenden Kurven variieren
sehr stark. Besonders auffällig ist die Kurve des exponentiellen NIG-Lévy-Modells. Damit
sich in diesem Modell das Underlying wie die Option verhält, der Anfangshedge also nahe
eins ist, muss die Option sehr weit im Geld notieren. Zudem ist die Tatsache bemerkenswert,
dass wie in Beispiel 4.21 die Kurve des optimalen Anfangshedge im Black-Scholes-Modell
fast immer oberhalb der übrigen Kurven verläuft. Im Fall einer am Geld notierenden Op-
tion vergleicht Tabelle 4.2 die minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehler sowie die
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Abbildung 4.3: Varianz-optimales Anfangskapital im Beispiel 4.22
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Abbildung 4.4: Varianz-optimaler Anfangshedge im Beispiel 4.22
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Erwarteter quadratischer Hedgefehler für eine Call-Option am Geld,T = 0.25 Jahre
Varianz des Hedgefehlers

Modell Parameter Optionspreis Optimaler Hedge Kein Hedge
Black-Scholes σ = 0.1812 3.61 0 31.13 ≈ (5.58)2

α̃ = 6.1882

NIG β̃ = −3.8941 3.10 9.82 ≈ (3.13)2 21.20 ≈ (4.60)2

δ̃ = 0.1622

κ = 0.6252

a = 0.4239

b = 1.1757

NIG-Gamma-OU α̃ = 29.4722 3.12 2.24 ≈ (1.50)2 18.63 ≈ (4.32)2

β̃ = −15.9048

δ̃ = 1

y0 = 0.5071

κ = 0.5391

η = 0.7377

α = 1.2849

NIG-CIR α̃ = 18.4815 3.10 3.69 ≈ (1.92)2 24.86 ≈ (4.99)2

β̃ = −4.8412

δ̃ = 1

y0 = 0.4685

Tabelle 4.2: Minimaler erwarteter quadratischer Hedgefehler im Beispiel 4.22

zugehörigen Standardabweichungen in den vier Modellen und stellt diese in Beziehung zu
den jeweiligen Optionspreisen und den Standardabweichungen der Fehler der ungedeck-
ten Position. Wie in Beispiel 4.21 beobachtet man die Vollständigkeit des Black-Scholes-
Modells. Interessant erscheint die Tatsache, dass in beiden Beispielen der Hedgefehler im
NIG-CIR-Modell höher ist als im NIG-Gamma-OU-Modell. Dies könnte ein Indiz dafür
sein, dass das Maß für das Risiko, das nicht durch Handel beseitigt werden kann und das
durch die Zufälligkeit der Volatilitätskomponente hervorgerufen wird, in der Situation, dass
die Stochastik sich in einem stetigen Zittern (Modellierung der quadrierten Volatilität als
CIR-Prozess) niederschlägt, höher erscheint als in der Situation, in der die Stochastik durch
Sprünge (Modellierung der quadrierten Volatilität als Gamma-OU-Prozess) zum Ausdruck
kommt. Besonders auffällig ist erneut das exponentielle NIG-Lévy-Modell: Da die Stan-
dardabweichung des optimalen Hedgefehlers dort die Größenordnung des entsprechenden
Optionspreises hat, erscheint der minimale erwartete quadratische Hedgefehler sehr hoch.
Das Vorgehen, die Standardabweichung des Hedgefehlers mitdem Optionspreis zu verglei-
chen, ist zuvor bereits von Hubalek et al. (2006) praktiziert worden. Dass die Standard-
abweichung des optimalen Hedgefehlers im exponentiellen NIG-Lévy-Modell tatsächlich
sehr hoch ist, wird auch daran deutlich, dass die Standardabweichung des Hedgefehlers
der ungedeckten Position nicht viel größer ist. Dieses Entartetsein des exponentiellen NIG-
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Lévy-Modells ist voraussichtlich auf die extreme Festlegung des Formparameters̃α des
NIG-Prozesses zurückzuführen. In welchem Sinne ist der Parameter̃α nun extrem? Para-
meterschätzungen unter dem physikalischen Maß mittelsMaximum-Likelihood-Methoden
liefern typischerweise Formparameter der Größenordnung75 oder höher in exponentiellen
NIG-Lévy-Modellen, vgl. z.B. Rydberg (1997). Somit erscheint der Parameter̃α = 6.1882

sehr klein, wenn das physikalische Maß und das statistischePreismaß nah beieinander lägen.
Man beachte in diesem Zusammenhang auch, dass die Größe desFormparameters̃α den
Existenzbereich exponentieller Momente des NIG-Prozesses wesentlich mitbestimmt. Ein
sehr kleiner Formparameterα̃ steht für einen NIG-Prozess, der angesichts eines sehr extre-
men Sprungverhaltens sehr stark von einem Wiener-Prozess verschieden ist. Im NIG-CIR-
Modell und im NIG-Gamma-OU-Modell erscheint dieser Formparameter unter der Prämis-
se, dass das physikalische Maß und das statistische Preismaß ähnlich sind, auch noch zu
klein, allerdings wirkt dort anscheinend die stochastische Volatilität dem oben beschriebe-
nen Phänomen entgegen und schwächt dieses ab. Insgesamt sind die Abbildungen 4.3 und
4.4 sowie die Tabelle 4.2 ein Indiz dafür, dass das statistische Martingalmaß zu weit vom
physikalischen Maß entfernt ist, infolgedessen es nur bedingt zum quadratischen Hedgen
(im approximativen Sinne) geeignet erscheint. �

Die Beispiele 4.21 und 4.22 dokumentieren in jedem Fall die gute numerische Handhabbar-
keit der Integraldarstellungen des varianz-optimalen Anfangskapitals, der varianz-optimalen
Handelsstrategie und des minimalen erwarteten quadratischen Hedgefehlers, welche in Ka-
pitel 3 im allgemeinen affinen stochastischen Volatilitätsmodell hergeleitet worden sind.
Ferner hat man gesehen, dass die Voraussetzungen, die in denSätzen 4.5 und 4.13 auf die
konkrete Situation des integrierten OU-Zeittransformationsmodells bzw. des integrierten
CIR-Zeittransformationsmodells übertragen worden sind, leicht nachzuprüfen sind. Liegt
ein konkretes affines Volatilitätsmodell in der Gestalt der unter dem physikalischen Maß
geschätzten Modellparameter sowie der gemeinsamen Semimartingalcharakteristik der qua-
drierten Volatilitäty und der Log-RenditeZ vor, ermöglicht die vorliegende Arbeit die Be-
stimmung der Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens in semiexpliziter, d.h. in
numerisch gut handhabbarer Form, unter der Annahme, dass der Preisprozess des Underly-
ings einem lokal quadratisch integrierbaren Martingal folgt.
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Ausblick

Aus der vorliegenden Arbeit lassen sich einige interessante Fragestellungen ableiten, die
zum Teil bereits Gegenstand aktueller Forschung sind.

Zur Auswertung der Integraldarstellung der Lösung des Problems varianz-optimalen
Hedgens müssen die affinen Volatilitätsmodelle in Form ihrer Parameter festgelegt sein.
Reflektieren die Modelle die Dynamik der Log-Rendite und derVolatilität in der risikoneu-
tralen Welt, so können die Parameter mittels Kalibrierungan Marktpreise von Derivaten
bestimmt werden. Schoutens (2003), vgl. dort die Abschnitte 7.3 und 7.4, hat anhand von
Marktpreisen von Call-Optionen auf den Aktienindex S&P 500mit verschiedenen Fälligkei-
ten und Basispreisen diverse affine Volatilitätsmodelle kalibriert, vgl. hierzu auch Beispiel
4.22. Der Versuch, die Parameter so zu wählen, dass die Marktpreise und die theoretischen
Preise, die man aufgrund der affinen Struktur und der damit inden meisten Fällen expli-
zit bekannten charakteristischen Funktion der Log-Rendite numerisch effizient berechnen
kann, möglichst gut übereinstimmen, mündet darin, dassPreisprozesse mit extremen Pfad-
eigenschaften resultieren. Diese Beobachtung haben auch Schoutens et al. (2005) gemacht,
die exotische Optionen in exponentiellen Lévy-Modellen bewertet haben, die anhand von
Marktpreisen von Standardoptionen kalibriert worden sind. Man hat dort ein hohes Modell-
risiko konstatiert, welches man ja auch im Kontext der varianz-optimalen Handelsstrategie
und des zugehörigen Hedgefehlers in Beispiel 4.22 gesehenhat. Beispiel 4.22 suggeriert,
dass das physikalische Maß und das risikoneutrale Maß eher weiter auseinander liegen. In
diesem Fall erscheint es angemessener zu sein, im Kontext des quadratischen Hedgens die
Dynamik der Log-Rendite und der Volatilität unter dem physikalischen Maß zu modellieren.
Legen die Modelle die Dynamik der Log-Rendite und der Volatilität in der wirklichen Welt
fest, bieten sich aufgrund der analytischen Form der charakteristischen Funktionen in affinen
Modellen Momentenschätzer zur Festlegung der Parameter an. Exemplarisch sei in diesem
Kontext die Arbeit von Singleton (2001) genannt. Bates (2006) hat zur Bestimmung der
Parameter latenter affiner Prozesse einen Schätzer auf derGrundlage der filtrationsbasierten
Maximum-Likelihood-Methode vorgeschlagen. Anhand einesDatensatzes täglicher Aktien-
kursrenditen konstatiert er deutlich verschiedene Schätzungen im Vergleich zur effizienten
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Momenten-Methode. Der Ansatz von Bates (2006) kann unter anderem dazu verwendet
werden, die stochastischen Volatilitätsmodelle, die aufzeittransformierten Lévy-Prozessen
basieren, vgl. Carr et al. (2003), zu schätzen.

Das Problem quadratischen Hedgens ist in dieser Arbeit unter der Prämisse gelöst wor-
den, dass der Preisprozess ein lokal quadratisch integrierbares Martingal ist. Da diese An-
nahme eher aus vereinfachenden und technischen Gründen getroffen worden ist, diese aber
nicht unbedingt wirklichkeitskonform erscheint, stellt sich die Frage, inwieweit sich das
Problem quadratischen Hedgens in affinen Volatilitätsmodellen im Nichtmartingalfall lösen
lässt, wenn man also die Driftrestriktion relaxiert. Wennman die klassischen Ansätze von
Schweizer (1994) und Rheinländer & Schweizer (1997) verfolgt, ist man auf die Fälle einge-
schränkt, in denen der erweiterte Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prozess deterministisch
ist bzw. die Preisprozesse stetig sind. Bei beiden Ansätzen tritt zudem das Problem auf, dass
die affine Struktur, die zum expliziteren Lösen des Problems varianz-optimalen Hedgens er-
forderlich ist, nicht erhalten bleibt. Rheinländer & Schweizer (1997) betrachten in ihrer Ar-
beit die Situation, in denen die Preisprozesse stetig sind,und führen die Berechnung des rei-
nen Hedgekoeffizienten auf die Bestimmung einer GKW-Zerlegung des Preisprozesses des
zu hedgenden Derivats unter dem varianz-optimalen Martingalmaß zurück. Betrachtet man
in diesem Rahmen affine Modelle unter dem physikalischen Maß, geht jedoch bei dem erfor-
derlichen Maßwechsel die affine Struktur verloren, so dass die Methoden auf der Grundlage
des Semimartingalcharakteristikenkalküls, die in der vorliegenden Arbeit verwendet worden
sind, nicht angewendet werden können. Schweizer (1994) untersucht die Situation, in der
der erweiterte Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prozess deterministisch ist. In diesem Fall
kann der pure Hedgekoeffizient ähnlich wie in Gleichung (1.26) bestimmt werden, wobei
die Spitzklammerprozesse unter dem physikalischen Maß zu berechnen sind, der Preispro-
zess des zu hedgenden Derivats aber dem Martingal entspricht, das unter dem minimalen si-
gnierten Martingalmaß von der zufälligen Auszahlung erzeugt wird, vgl. hierzu z.B.̌Cerný
& Kallsen (2005), Kapitel 1. Hierbei ist die Bezeichnung Preisprozess im weiteren Sinne
zu verstehen, da dieser negative Werte annehmen kann. Hier besteht das Problem darin,
dass, ausgehend von einem affinen Modell unter dem physikalischen Maß, der resultierende
Preisprozess des Derivats nicht mehr affin sein muss. In der Arbeit vonČerný & Kallsen
(2005) wird ein sogenannter Opportunitätsprozess und dasdarüber definierte opportunitäts-
neutrale Maß, das im Allgemeinen kein Martingalmaß darstellt, eingeführt, mit dessen Hilfe
die Autoren die Lösung des allgemeinen Problems quadratischen Hedgens auch in Model-
len charakterisieren können, in denen die Preisprozesse unstetige Trajektorien aufweisen,
der Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prozess jedoch nicht unbedingt deterministisch sein
muss. Die Bestimmung des reinen Hedgekoeffizienten erfolgtüber eine Prozess-Variante
der Föllmer-Schweizer-Zerlegung der zu hedgenden zufälligen Auszahlung bezüglich des
opportunitätsneutralen Maßes. Bei dem Prozess, der zerlegt wird, handelt es sich um den
Preisprozess des Derivats, der im Nichtmartingalfall als das von der zufälligen Auszah-
lung bezüglich des varianz-optimalen Martingalmaßes erzeugte Martingal definiert ist. Das
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Problem des varianz-optimalen Hedgens unter dem physikalischen Maß kann somit als Pro-
blem lokal-risikominimierenden Hedgens unter dem opportunitätsneutralen Maß aufgefasst
werden, das minimale signierte Martingalmaß bezüglich des opportunitätsneutralen Maßes
stimmt mit dem varianz-optimalen Martingalmaß bezüglichdes physikalischen Maßes über-
ein. Die Ergebnisse voňCerný & Kallsen (2005) sind konsistent mit denen von Schwei-
zer (1994) im Fall eines deterministischen erweiterten Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-
Prozesses und mit denen von Rheinländer & Schweizer (1997)im Fall, dass die Preispro-
zesse in Form stetiger Semimartingale vorliegen. Die Anwendung des Ansatzes voňCerný
& Kallsen (2005) auf das Problem quadratischen Hedgens in affinen Volatilitätsmodellen
im Nichtmartingalfall ist Gegenstand aktueller Forschungsarbeiten. In den Fällen, in denen
die affine Struktur bei den erforderlichen Maßwechseln erhalten bleibt, können die in der
vorliegenden Arbeit vorgestellten Methoden zur Bestimmung von Charakteristiken affiner
Prozesse und zur Berechnung von Spitzklammerprozessen verwendet werden.

Quadratisches Hedging korrespondiert zum Nutzenmaximierungsansatz mit quadrati-
scher Nutzenfunktion. Neuere Ansätze beschäftigen sichmit dem Hedgeproblem im Nicht-
martingalfall, das mit exponentiellen Nutzenfunktionen und Nutzenfunktionen in der Form
beliebiger Potenzfunktionen einhergehen, man vergleichehierzu die Arbeiten von Mania &
Schweizer (2005) und von Kramkov & Sı̂rbu (2006). In diesem Zusammenhang ist die Be-
stimmung von GKW-Zerlegungen von Preisprozessen bezüglich eines bestimmten Martin-
galmaßes relevant. Diesbezüglich kann im Rahmen affiner Modelle der in der vorliegenden
Arbeit dargelegte Ansatz zur Berechnung der GKW-Zerlegungvon Preisprozessen Anwen-
dung finden.

Des Weiteren können einige Problemerweiterungen und -modifikationen betrachtet wer-
den. Da in der wirklichen Welt nur zu diskreten Zeitpunkten gehandelt wird, wäre es von In-
teresse, die Lösung des Problems varianz-optimalen Hedgens in zeitdiskreten affinen Volati-
litätsmodellen zu kennen. Hubalek et al. (2006) haben das Problem quadratischen Hedgens
in exponentiellen Lévy-Modellen sowohl in stetiger als auch in diskreter Zeit (im Nichtmar-
tingalfall) gelöst, vgl. dort Abschnitt 2 für die zeitdiskrete Betrachtung. Da die Idee, wie man
das Hedgeproblem in zeitstetigen affinen Volatilitätsmodellen (im Martingalfall) semiexpli-
zit lösen kann, wesentlich auf der Arbeit von Hubalek et al.(2006) fußt, liegt es nahe, deren
zeitdiskrete Betrachtung ebenfalls auf das allgemeine affine Volatilitätsmodell im Martingal-
fall zu übertragen. Dabei ist jedoch zu berücksichtigen,dass die gemeinsame Charakteristik
der diskreten quadrierten Volatilität und der diskreten Log-Rendite nicht bekannt ist. Al-
lerdings kennt man aufgrund der affinen Struktur die (bedingte) charakteristische Funktion
der Verteilung, die diëUbergänge der Zustände von quadrierter Volatilität undLog-Rendite
von einem Zeitpunkt in den anderen beschreibt. Damit sind neben dem PreisprozessS auch
die PreisprozesseV (z) der einfachen Derivate bekannt, so dass die entsprechendendiskre-
ten vorhersehbaren quadratischen Kovariationen berechnet werden können. Wie in Hubalek
et al. (2006) und wie in der vorliegenden Arbeit lassen sich somit die varianz-optimale Hed-
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gingstrategie des zu hedgenden Derivats und der zugehörige Hedgefehler gemäß der linearen
Zerlegung des Derivats linear aus den entsprechenden Größen im Kontext einfacher Deri-
vate zusammensetzen. Eine weitere Problemmodifikation istan die Arbeit von Cont et al.
(2005) angelehnt, wo zufällige Auszahlungen nicht nur mitdem Underlying quadratisch
gehedgt werden, sondern zum Beispiel auch mit Standardoptionen oder anderen Instrumen-
ten. Als letzter Punkt soll noch auf die Möglichkeit hingewiesen werden, ein mehrdimen-
sionales affines Volatilitätsmodell zu betrachten. Dabeiwäre es vor allem von Bedeutung,
einen mehrdimensionalen Volatilitätsprozess zuzulassen, um beispielsweise im Modell von
Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) mit Superposition, vgl. Abschnitt 1.4.3, quadratisch
hedgen zu können. Barndorff-Nielsen & Shephard (2001b) begründen den mehrdimensiona-
len Volatilitätsprozess mit einer realistischeren Autokorrelationsstruktur, die durch kürzer-,
mittel- und längerfristig wirkende Volatilitätskomponenten erzeugt werden könne.

Abschließend sei nochmals darauf hingewiesen, dass der Semimartingalcharakteristi-
kenkalkül ein sehr nützliches Werkzeug der stochastischen Analysis darstellt. Erst dieser
Kalkül hat in der vorliegenden Arbeit die Möglichkeit er¨offnet, das Problem des varianz-
optimalen Hedgens in einem allgemeinen eindimensionalen affinen Volatilitätsmodell, das
als zweidimensionale Semimartingalcharakteristik aufgefasst werden kann, semiexplizit zu
lösen. Die Arbeit hat gezeigt, dass die affine Modellstruktur insofern den richtigen Mo-
dellrahmen für die praktische Anwendung des quadratischen Hedgens bildet, als dass alle
Lösungsformeln dieses Problems, d.h. die Formeln für dasvarianz-optimale Anfangska-
pital, die varianz-optimale Handelsstrategie und den minimalen erwarteten quadratischen
Hedgefehler numerisch gut handhabbar sind.
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Erschöpfung, dann - mit ein wenig Abstand betrachtet - die Freude und zwar nicht nur dieje-
nige über den Abschluss der Arbeit, sondern vor allem die, die sich beim Entstehen der Ar-
beit nicht trotz, sondern aufgrund aller Probleme und Aufgaben, die es zu lösen galt, einge-
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danke ihm dafür, dass er mich im wahrsten Sinne des Wortes als Doktorvater gefordert und
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Duffie, D., Filipović, D., & Schachermayer, W. (2003). Affine processes and applications in
finance.Ann. Appl. Probab., 13(3), 984–1053.

Duffie, D. & Richardson, H. R. (1991). Mean-variance hedgingin continuous time.Ann.
Appl. Probab., 1(1), 1–15.

Eberlein, E. & Jacod, J. (1997). On the range of options prices. Finance & Stochastics, 1(2),
131–140.

Eberlein, E. & Prause, K. (2002). The generalized hyperbolic model: financial derivatives
and risk measures. InMathematical finance—Bachelier Congress, 2000 (Paris), Springer
Finance (pp. 245–267). Berlin: Springer.

Eberlein, E. & v. Hammerstein, E. A. (2004). Generalized hyperbolic and inverse Gaussian
distributions: limiting cases and approximation of processes. InSeminar on Stochastic
Analysis, Random Fields and Applications IV, volume 58 ofProgr. Probab.(pp. 221–
264). Basel: Birkhäuser.
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Hörmander, L. (1966).An introduction to complex analysis in several variables. D. Van
Nostrand Co., Inc., Princeton, N.J.-Toronto, Ont.-London.



174 Literatur

Hou, C. & Karatzas, I. (2004). Least-squares approximationof random variables by stocha-
stic integrals. InStochastic analysis and related topics in Kyoto, volume 41 ofAdv. Stud.
Pure Math.(pp. 141–166). Tokyo: Math. Soc. Japan.

Hubalek, F., Krawczyk, L., & Kallsen, J. (2006). Variance-optimal hedging for processes
with stationary independent increments.The Annals of Applied Probability, 16, 853–885.

Hubalek, F. & Sgarra, C. (2005). Quadratic hedging for BNS models. Preprint.

Hull, J. (1993).Options, Futures, and other derivative securities. Simon & Schuster Com-
pany Englewood Cliffs, New Jersey: Prentice Hall International, Inc., second edition.

Hull, J. & White, A. (1987). The pricing of options on assets with stochastic volatilities.
Journal of Finance, 42, 281–300.

Ikeda, N. & Watanabe, S. (1989).Stochastic differential equations and diffusion processes.
Kodansha Ltd. Tokyo: North-Holland, second edition.

Jacod, J. (1979).Calcul stochastique et problèmes de martingales, volume 714 ofLecture
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Symbolverzeichnis

N, N∗ {0, 1, 2, 3, . . .}, {1, 2, 3, . . .}
Z −N∗ ∪ N = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}
R, R+, R (−∞,∞), [0,∞), R ∪ {−∞,∞}
Q, Q+ {a

b
: a, b ∈ Z, b 6= 0}, Q ∩ R+

Rd, Cd der euklidische bzw. unitäred-dimensionale Raum
D R+ × R

Rm×n Menge derm× n-Matrizen mitR-wertigen Einträgen
A⊤ die Transponierte einer MatrixA
C, C− {a+ ib : a, b ∈ R}, {z ∈ C : Re(z) ≤ 0}
Π, |Π| komplexes Maß, das durch das zu hedgende Derivat festge-

legt ist, und das entsprechende Totalvariationsmaß
ΠRe, ΠIm Real- und Imaginärteil des komplexen MaßesΠ,

definiert durchΠRe(·) = Re(Π(·)) undΠIm(·) = Im(Π(·))
µ+, µ− positive und negative Variation eines signierten Maßesµ

µ̂ Fouriertransformierte eines Wahrscheinlichkeitsmaßesµ

εx Dirac-Maß im Punktx ∈ Rd

λ Lebesgue-Maß
N (a, b) Normalverteilung mit Mittelwerta und Varianzb
P Wahrscheinlichkeitsmaß
F , G σ-Algebren
Fτ σ-Algebra derτ -Vergangenheit für eine Stoppzeitτ
(Ω,F , P ) Wahrscheinlichkeitsraum
(Ft)t∈R+ , (Gu)u∈R+ Filtrierungen
(Ω,F , (Ft)t∈R+ , P ) filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum
EP [X], varP [X] Erwartungswert, Varianz einer ZufallsvariableX unterP
korP [X, Y ] Korrelation der ZufallsvariablenX, Y unterP
EP [X|G ] bedingter Erwartungswert vonX gegebenG unterP
PX Verteilung der ZufallsvariableX unterP
PX|G reguläre bedingte Verteilung vonX gegebenG unterP
L2(P ) {X : Ω → R : X messbar, EP [X2] <∞}
L2(P ) Quotientenraum, definiert durch

L2(P )/{X : Ω → R : X messbar, X = 0 P -f.s.}
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‖X‖L2(P )

(
EP [X̃2]

)1/2

, wobeiL2(P ) ∋ X̃ 7→ X ∈ L2(P ) die

kanonische Abbildung bezeichnet
P−→ stochastische Konvergenz
L2

−→ Konvergenz imL2-Sinne
F P P -Vervollständigung derσ-AlgebraF

F ∗ σ-Algebra der universell messbaren Mengen
Γ Carré-du-Champ-Operator, man beachte aber in

Abweichung davon den Beweis von Satz 3.18
A, Ã erweiterte infinitesimale Generatoren
(Pt)t∈R+ Markow’scheÜbergangshalbgruppe
P x Startverteilung eines Markow-ProzessesX, d.h.

P x{X0 = x} = 1

µ1 ⊗ µ2 Produktmaß derσ-endlichen Maßeµ1, µ2

µ1 ∗ µ2 Faltungsprodukt der Wahrscheinlichkeitsmaßeµ1, µ2

F ⊗ G Produkt-σ-Algebra derσ-AlgebrenF undG

F ∨ G σ(F ∪ G )

B(R), B(R+) Borel’scheσ-Algebren aufR bzw.R+

B(Rd), B(C) Borel’scheσ-Algebren aufRd bzw.C
σ(E), σ(Xi : i ∈ I) die vonE bzw.{Xi : i ∈ I} erzeugteσ-Algebra
P σ-Algebra der vorhersehbaren Mengen
O σ-Algebra der gut-messbaren Mengen
P̃, Õ P ⊗ B(Rd), O ⊗ B(Rd)

D(Rd) Skorokhod-Raum{α : R+ → Rd : α ist càdlàg}
πt Projektionsabbildung, d.h.πt(α) := αt für α ∈ D(Rd)

D0
t (R

d) σ(πs : s ≤ t)

D(Rd) σ
( ⋃
t∈R+

D0
t (R

d)
)

Dt(R
d)

⋂
s>t

D0
s (R

d)

f.s. f.ü. fast sicher, fast überall
|z| Betrag vonz ∈ C

z̄ die zuz ∈ C komplex konjugierte Zahl
Re(z), Im(z) Real- und Imaginärteil vonz ∈ C

x 7→ sign(x) Signumfunktion
‖x‖ euklidische Norm vonx ∈ Rd

x ∧ y, x ∨ y min(x, y), max(x, y) für x, y ∈ R

x+ x ∨ 0(
m
n

)
Binomialkoeffizient fürm,n ∈ N mit m ≥ n

B(u, r) offene Kugel mit Zentrumu und Radiusr
Ac Komplement der MengeA
int(A) Inneres der MengeA
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Ā Abschluss der MengeA
|A| Kardinalität einer endlichen MengeA
1A Indikatorfunktion der MengeA
A1∪̇A2 disjunkte Vereinigung der MengenA1 undA2

A1 ×A2 kartesisches Produkt der MengenA1 undA2

Dig, ∂g
∂xi

partielle Ableitungen1. Ordnung vong : Rd → R

Di,jg, ∂2g
∂xi∂xj

partielle Ableitungen2. Ordnung vong : Rd → R

Hess(g) Hesse-Matrix der Funktiong : Rd → R

D1g,D2
1g erste und zweite Ableitung der Funktiong : R → R

g|A Einschränkung der Funktiong auf die MengeA
min g, minA Minimum der Funktiong, Minimum der MengeA
arg min
x∈A

g Minimalstelle der Funktiong|A
S , Sp Klasse der Semimartingale bzw. Spezialsemimartingale
S 2 Klasse der quadratisch integrierbaren Semimartingale
Xp Kompensator vonX ∈ Sp

M Klasse der gleichgradig integrierbaren Martingale
H 2 Klasse der quadratisch integrierbaren Martingale
‖M‖H2 ‖M∞‖L2(P ) für M ∈ H 2

V + Klasse der adaptierten wachsenden Prozesse
V Klasse der adaptierten Prozesse von endlicher Variation
A + Klasse der integrierbaren wachsenden Prozesse
Var(A) Variationsprozess vonA ∈ V

A Klasse der Prozesse von integrierbarer Variation
Cloc lokalisierte Klasse der ProzessklasseC

L(X) Menge der nachX ∈ S integrierbaren Prozesse
Y ···X·

∫ ·
0
Ys dXs,

stochastisches Integral vonY ∈ L(X) nachX ∈ S

E (X) stochastisches Exponential vonX ∈ S

Xc stetiger Martingalanteil vonX ∈ S

[X, Y ] quadratische Kovariation vonX, Y ∈ S

〈X, Y 〉 vorhersehbare quadratische Kovariation vonX, Y ∈ S

mit [X, Y ] ∈ Sp

L2(X) {K vorhersehbarer Prozess: K2 ··· 〈X,X〉 ∈ A +}
L2

loc(X) {K vorhersehbarer Prozess: K2 ··· 〈X,X〉 ∈ A
+
loc}

Xt− lim
s↑t
Xs := lim

s→t,s<t
Xs

∆Xt Xt −Xt−, man beachte aber in Abweichung davon
Satz 4.13 und Lemma 4.18

XY zeittransformierter Prozess
(GYt)t∈R+ zeittransformierte Filtrierung
Xτ bezüglichτ gestoppter ProzessX, d.h.Xτ

t = Xτ∧t
[[τ, τ̃ ]], [[τ, τ̃ [[ usw. stochastische Intervalle vonτ , τ̃
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[[τ ]] Graph der Stoppzeitτ , d.h.[[τ, τ ]]
µX Maß der Sprünge vonX ∈ S

µp Kompensator eines gut-messbaren,P̃-σ-endlichen
Zufallsmaßesµ

νX Kompensator des Maßes der SprüngeµX

W ∗ µ Integralprozess für einẽP-messbare FunktionW und
ein Zufallsmaßµ

W ∗ (µX − νX) Integralprozess für einẽP-messbare FunktionW und
das kompensierte ZufallsmaßµX − νX

h, h̃ Abschneidefunktionen
(BX(h), CX , νX) integrale Semimartingalcharakteristik vonX ∈ S

∂X = (bX(h), cX , FX) differentielle Semimartingalcharakteristik vonX ∈ S im
Fall einer absolut stetigen integralen Charakteristik vonX

(bL(h), cL, FL) Lévy-Khintchine-Tripel des Lévy-ProzessesL
ψL (verallgemeinerter) Lévy-Exponent vonL, d.h.

ψL(u) u⊤bL + 1
2
u⊤cLu+

∫
Rd

(
eu

⊤x − 1 − u⊤h(x)
)
FL(dx)

T endlicher Handelshorizont
H zufällige Auszahlung eines Derivats
f Auszahlungsfunktion eines Derivats
V Preisprozess eines Derivats
S Preisprozess eines Underlyings
Z Log-Rendite-Prozess eines Underlyings
y stochastischer Prozess zur Modellierung der quadrierten

Volatilität
v0 Anfangskapital
Θ Menge der zulässigen Handelsstrategien
ϑ Handelsstrategie
PV(ϑ) Wertprozess der Handelsstrategieϑ
Sf {z ∈ C : R′ ≤ Re(z) ≤ R}, vertikaler Streifen in der

Gauß’schen Zahlenebene
H(z) SzT für z ∈ Sf , Auszahlung eines einfachen Derivats
V (z) Preisprozess eines einfachen Derivats fürz ∈ Sf
Skf {z ∈ C : R′ ≤ Re(z) ≤ R, |Im(z)| ≤ k}, abgeschnittener

vertikaler Streifen in der Gauß’schen Zahlenebene
fk(s)

∫
Sk

f
sz Π(dz), Auszahlungsfunktion eines abgeschnittenen

Derivats an der Stelles ∈ R+

Hk fk(ST ), Auszahlung eines abgeschnittenen Derivats
V k Preisprozess eines abgeschnittenen Derivats
EVT-Prozess Erwartungswert-Varianz-Tradeoff-Prozess


