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Zusammenfassung

Es bezeichne 7 das Orthogonalisierungs—Maf3 der Jacobi—-Polynome. Eine Unschérfere-
lation im Zusammenhang mit Jacobi—Polynomen ist die Aussage, dafl eine Funktion
f € L*(w), f # 0 und ihre Jacobi-Transformierte F f nicht gleichzeitig genau lokali-
siertt werden konnen. Eine Qualitative Unschérferelation trifft diese Aussage ohne eine
Abschitzung fiir f oder fiir Ff. Wir sagen, eine Funktion f € L*(m) wird durch die
Borel-Menge B C [—1, 1] lokalisiert, falls gilt: 15f = f. Dementsprechend sagen wir, dafl
F f durch die Menge A C Ny lokalisiert wird, falls gilt: 1,F f = Ff.

Der von uns gewéhlte Lokalisierungsbegriff fithrt zu Qualitativen Unschérferelationen in
der folgenden Form: 15L2(7) N F 1 FL*(7) = {0}.

In dieser Arbeit wird gezeigt, daBl zu jeder A(2)-Menge A eine Konstante € > 0 existiert,
so daf fiir jede Borel-Menge B mit 7(B) < ¢ gilt: 1gL?(7) N F 1A FL*(7) ={0}.
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Einleitung

Sei (U,V) ein Paar von abgeschlossenen Untervektorraumen eines Hilbert-Raumes H.
Dann ist (U, V) ein Annihilations-Paar auf H, falls gilt:

(HUNV={0}.

(2) U + V ist abgeschlossen in H.
In Kapitel 1.1 wird zunéchst der Schnittwinkel <y von U und V' definiert. Aufgrund
der Cauchy—Schwarz-Ungleichung kann dieser geometrisch sinnvoll erklért werden. Da-
nach wird gezeigt, dal <) genau fiir Annihilations-Paare (U, V) positiv ist.
Sei (U, V') ein Annhilations—Paar auf H. Es bezeichne Py bzw. Py die orthogonale Pro-
jektion auf U bzw. auf V. In Kapitel 1.2 wird gezeigt, dafl zu jedem (ug,vo) € U x V' das
Minimierungsproblem

|zo|lr = min{ ||z||g : * € H } unter der Nebenbedingung (Pyx, Pyx) = (ug, vo)
genau eine Losung hat.

Sei u ein positives endliches Maf. In Kapitel 2 wird eine Qualitative Unschérferelation auf
L' (1) gezeigt. Es wird vorausgesetzt, dafl eine gleichgradig beschréinkte Orthogonalbasis
©={pn: n €Ny} von L*(n) existiert. Dabei heifit die Orthogonalbasis ¢ gleichgradig
beschrankt, falls fiir alle n € Ny gilt: ||¢n]lo < 1. Durch die Gewichtsfunktion h : Ny — R,
h(n) = |l¢nllz? wird { h(n)z @, : n € Ny} zu einer Orthonormalbasis von L2(1).

Der Beweis der Qualitativen Unschérferelation erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird aus
Kapitel 1.1 gefolgert, daB ein f € L*(u) mit 14f = f und u(A) h(spec f) < 1 die Null-
funktion ist. Danach wird gezeigt, daf ein f € L'(u) mit 14f = f und u(A) h(spec f) < 1
aus L2(u) ist.

Die normierten Jacobi-Polynome {r,}nen, zum Paramter («, ) sind orthogonal bzgl.
dr(z) = cp (1 — 2)* (1 + x)° 1j_1 1y(2) dz. Durch die Normierung r,(1) = 1, n € Ny
bilden sie eine gleichgradig beschriinkte Orthogonalbasis von L?().

In [14] hat Gasper eine beschrinkte Produktformel fiir die normierten Jacobi—Polynome
gezeigt. Diese fiihrt zur kontinuierlichen Jacobi-Translation. Darauf aufbauend wird in
Kapitel 3 die Jacobi-Ableitung auf L?(w) definiert. Es wird ihr Definitionsbereich, ihr
Spektrum und ihr Verhalten unter der Jacobi—Transformation untersucht.

In Kapitel 4.1 werden homogene Banach-R&ume fiir normierte Jacobi-Polynome definiert.
Das Hauptbeispiel eines homogenen Banach-Raumes ist der L'(r). Es wird zunfichst der
Eindeutigkeitssatz und das Riemann-Lebesgue Lemma auf die Jacobi-Transformation
iibertragen. AnschlieBend wird gezeigt, dafl sich eine Funktion aus einem homogenen
Banach—Raum durch ihre Jacobi—Koeffizienten rekonstruieren lafit. Am Ende von Ka-
pitel 4.1 werden Beispiele homogener Banach-Raume diskutiert.

Ein homogener Banach-Raum X heifit charakter—invariant, falls fiir jedes f € X und alle
n € Ny gilt: r,f € X und ||rnfllx < | fllx-

In Kapitel 4.2 werden der Wiener-Raum und der Beurling—Raum fiir normierte Jacobi—
Polynome definiert. Es wird zunéchst nachgewiesen, dafl beide homogene Banach-Raume
sind. Danach wird gezeigt, dal der Wiener-Raum der kleinste charakter—invariante homo-
gene Banach-Raum ist. Daraus wird gefolgert, dafl der Beurling-Raum nicht charakter—
invariant ist.



Zu einer Borel-Menge B C [—1,1] sei der Untervektorraum L?*(B,7) von L?(7) definiert
durch L*(B,7) = {f € L*(r) : 1gf = f}. Dementsprechend sei zu A C Ny der Un-
tervektorraum L3 (7) von L2(r) definiert durch L3(w) = {f € L*(w) : 1z Ff = Ff}.
Eine Menge A C Ny heifit A(2)-Menge, falls gilt: L} (7) = L3 (7). In Kapitel 5.1 wird aus
Kapitel 1.1 und Kapitel 4.1 gefolgert, dafl zu jeder A(2)-Menge A eine Konstante € > 0
existiert, so daB fiir jede Borel-Menge B mit 7(B) < ¢ gilt: L*(B,7) N Li(7) = {0 }.
Damit ergibt sich sofort aus der Definition der A(2)-Menge, daf fiir jede Borel-Menge B
mit 7(B) < e gilt: LY(B, )N Li(7) ={0}.

In Kapitel 5.2 wird fiir den Fall der Tschebyscheff-Polynome erster Art gezeigt, dal jede
2-lakunére Menge eine A(2)—Menge ist.

Im Anhang sind die Eigenschaften der normierten Jacobi—Polynome zusammengestellt,
die in dieser Arbeit verwendet werden.

Das Literaturverzeichnis beendet diese Arbeit.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. R. Lasser fiir die Betreung dieser Arbeit. Durch seine
Hinweise und durch seine eigenen Arbeiten hat er mir stets weitergeholfen.

Diese Arbeit wurde durch ein Promotionsstipendium der TU Miinchen finanziell un-
terstiitzt.



1 Annihilations—Paare auf Hilbert—RAiumen

In diesem Kapitel sei (H,|| - ||) ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-). Ist U ein
abgeschlossener Untervektorraum von H, so bezeichne U~ das orthogonale Komplement
von U in H und Py bezeichne die orthogonale Projektion von H auf U.

Die co-Norm || - ||o auf H x H sei definiert durch ||(z,9)|lec = max{|z|,|y|l}. Im
folgenden wird auf H x H stets die co-Norm betrachtet.

1.1 Positive Schnittwinkel

In diesem Abschnitt wird der Schnittwinkel von abgeschlossenen Untervektorrdumen von
H untersucht. Im folgenden seien U und V' abgeschlossene Untervektorrdume von H.

Definition 1.1.1. Zu U und V sei <(y,y) € [0, 5] definiert durch
cos vy = sup { [(v,v)| : (w,v) € U x V mit [[(u,v)]s <1}
Die Zahl <7,y heifit der Schnittwinkel von U und V.

Bemerkung. Der Schnittwinkel von U und V' ist wohldefiniert. Denn fiir (u,v) € U x V
mit ||(u,v)|le < 1 ergibt sich mit Hilfe der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

0 < [{w, )| < flull o]l < [[(u, v)I5 < 1.

Folglich erfiillt genau eine Zahl < (v € [0, 5] obige Definitionsgleichung.
Unmittelbar aus der Definition des Schnittwinkels von U und V' ergibt sich <(v,yy = <w,v.

Lemma 1.1.2. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) <w,v) > 0.
(2) [Py Pyl < 1.

Beweis. Nach Definition von <y, ist <w,v) € [0, 3]. Folglich geniigt es cos <) =
| Py Py || zu zeigen.

Als erstes zeigen wir cos <) < ||Py Py ||. Fiir (u,v) € U x V mit |[(u, )|« < 1 gilt
[(u, v)| = [(Pyu, Pyo)| = [(u, Py Pyv)|.
Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ergibt sich somit
[(u, 0)] < [Jull [Py Pyoll < [|1Py Pyl ull lJol} < 1Py Pyl | (u, 0) 15 < 1Py Py |-

Aus der Definition von <,y folgt damit cos <) < || PPy |-
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Als zweites zeigen wir || Py Py || < cos <w,v). Sei € H mit ||z| < 1. Nach dem Darstel-
lungssatz von Riesz ist die Abbildung H — H*, y — (-, y) bijektiv und isometrisch. Mit
[43, S. 98, Korollar II1.1.6] ergibt sich somit

[Py Pyl| = sup {[{(PyPyz,y)| } = sup { [{(Pyx, Pyy)| }- (1)

lyll< lyll<t

Seiy € H mit ||y|| < 1. Dannist (P, x, Pyy) € VxU mit || (Pyx, Pyy) |l < [|(z,y)]]eo < 1.
Aus der Definition von <{(yv,y7) folgt damit

[(Pyx, Pyy)| < cos <\v,py = cos <w,v).

Aus (1) ergibt sich damit || Py Py a|| < cos <(w,v). Wegen ||z|| < 1 zeigt diese Abschétzung
[Py Py || < cos <w,v).- =

Definition 1.1.3. Zu U und V sei T,y € L(H) definiert durch T\, = id — P, Py,

Korollar 1.1.4. Es gilt: T(V,U) = T(*UV)

Beweis. Da Py, P, und id selbstadjungiert sind, folgt die Behauptung unmittelbar aus
[43, S. 208, Satz V.5.2]. O

Lemma 1.1.5. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Tivy ist in L(H) invertierbar.
(2) [Py Pyl < 1.

Beweis. (1) = (2). Wir zeigen zunéchst:
| Py Pyx||* = || Pya|® — HT(Uy)PV:cH2 fiir alle z € H. (2)

Sei z € H. Nach dem Satz von der orthogonalen Projektion 148t sich Py, schreiben als
Pyx = P, Pyx @ P, Pyr. Es gilt

Py, Pya = (id — Py)Pyx = (Py — PyPy)v = (P, — PyPY)a

Somit gilt Pyx = Py Pyx @ Ty Pya. Mit dem Satz von Pythagoras folgt daraus (2).

Wir zeigen nun || P, Pv” < 1. Sei # € H. Da Ty, nach Voraussetzung invertierbar ist,
gilt | T vy Pyl = [T (UV 1B Y|Pyz||. Aus (2) ergibt sich damit

1Py Pyl < |1 Pyall* = 1T 172 1Pyl = (1= 1T I 7%) [Py
< (1= 1T I7%) Nl
Diese Abschétzung zeigt || Py Pyl < (1 —||T; UV)|| 27 < 1.
(2) = (1). Nach Voraussetzung gilt |lid — T, || = [Py Py|| < 1. Damit folgt die

Behauptung aus [43, S. 56, Satz 11.1.11]. O]
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Korollar 1.1.6. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) <I(va) > 0.
(2) Ty ist invertierbar in L(H).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma (1.1.2) und vorherigem Lemma. O

Definition 1.1.7. Ein Paar (U, V) heifit Annihilations-Paar auf H, falls gilt:

(HUNV ={0}.
(2) U + V ist abgeschlossen in H.

Bemerkung. Zur Abkiirzung schreiben wir A—Paar fiir Annihilations—Paar. Offensicht-
lich ist mit (U, V') auch (V,U) ein A-Paar.

Lemma 1.1.8. Ist Ty, invertierbar in L(H), so ist (U,V) ein A-Paar.

Beweis. Wir zeigen zunéchst:
1w, 0) oo < 1T [ llw + v]| fiir alle (u,v) € U x V. (3)

Sei Ty, invertierbar in L(H) und sei (u,v) € U x V. Mit Korollar (1.1.4) und [43, S.
208, Satz V.5.2] ergibt sich
Tww) Tuw)" =Ty Tuw)" = Tow Toy)" =id" =id= - = (Tyy) Ty,

Diese Gleichung zeigt, dal T}y invertierbar in L(H) ist mit T,y = (Tj5h,)" Mit [43,
S. 208, Satz V.5.2] gilt also

||T(;/,1U)|| = ||(T(;]?V))*|| = ||T(?J,1V)||'
Folglich geniigt es ||u]| < HT(E?V)H lu+ v|| zu zeigen.

Wegen (u,v) € U x V gilt (P, (u+v), PPy (u+v)) = (u+ Py, PyPyu+ Pyv). Somit
ergibt sich

Tyyvyu=u— PyPyu= (u+ Pyv) — (PyPyu+ Pyo) = Py(u+v) — Py Py (u+0)
= Py (id — Py)(u+v) = Py Py (u+v).

Da T\, nach Voraussetzung invertierbar in L(H) ist, folgt damit
lull = 1Tk, PPy (4 0) | < Tt I 1Pyl e + o < Tty e+ ]
Wir zeigen nun, dafl (U, V) ein A-Paar ist. Als erstes zeigen wir U NV = {0}. Sei
xeUNV.Dannist (z,—z) € U x V. Aus (3) ergibt sich damit
1]l = ll(z, —2)llo < 1Tl 2 — 2]l = 0.

Diese Abschétzung zeigt x = 0. Also gilt UNV ={0}.
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Als zweites zeigen wir, dafl U +V abgeschlossen in H ist. Sei {z, }nen, eine Folge in U+ V
mit lim,, . x, =z in H, dann ist x € U+ V zu zeigen. Zu x,, gibt es ein (u,,v,) € U XV
mit x,, = u,+v,. Als konvergente Folge in H ist {z, },en, insbesondere eine Cauchy—Folge
in H. Aus (3) folgt daher, dal {u, }nen, bzw. {vy, fren, eine Cauchy-Folge in U bzw. in V/
ist. Als abgeschlossene Untervektorrdume von H sind U und V insbesondere vollstandig.
Daher gibt es ein (u,v) € U x V mit v = lim, . 4, in H und v = lim,,_. v, in H. Da
die Addition auf einem Hilbertraum stetig ist, ergibt sich somit

r = lim z, = lim (u, +v,) = lim w, + lim v, =u4+0v €U+ V.

n—0o0 n—oo n—0o0 n—o0

Satz 1.1.9. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) <wy) > 0.
(2) (U, V) ist ein A-Paar.

Beweis. (1) = (2). Die Behauptung folgt sofort aus Korollar (1.1.6) und voherigem
Lemma.

(2) = (1). Im folgenden sei U x V ausgestattet mit || - || -
Der Operator S : UxV — U+V sei definiert durch S(u,v) = u+wv. Wir zeigen zunéchst,
daB S in L(U x V,U 4 V) invertierbar ist.

Fir (u,v) € U x V gilt
15 (s )| = [lu 4 vf} < Jufl + [lof] < 2] (u, v) oo

Diese Abschétzung zeigt S € L(U x V,U + V).

Sei (u,v) € UxV mit S(u,v) = 0. Dann gilt u = —v. Daher ist (u,v) € (UNV)x (UNV).
Da (U,V) nach Voraussetzung ein A-Paar ist, folgt daraus (u,v) = (0,0). Folglich ist S
injektiv. Offensichtlich ist S surjektiv. Insgesamt ist also S ein bijektiver Operator aus

LU X V,U+V).

Da (U, V) nach Voraussetzung ein A—Paar ist, ist U+V abgeschlossen. Also sind U, V und
U + V als abgeschlossene Untervektorrdume von H selbst Banach-R&aume. Offensichtlich
ist mit U und V auch U x V ein Banach—Raum. Damit ist S nach dem Satz von der
stetigen Inversen invertierbar in L(U x V,U + V). Insbesondere gilt also:

lw+ vl > 1S~ [ (w, ) ||oo fiir alle (u,v) € U x V. (4)
Wir zeigen nun <,y > 0. Nach Definition von <,y ist <w,v) € [0, g] Daher geniigt
es cos vy < 1 zu zeigen.

Die Konstante 7 sei definiert durch v = 1— 1 ||S™!||72. Offensichtlich gilt v < 1. Seiu € U
mit u # 0. Aus (4) ergibt sich

luall® = flw =+ O[* = 1577 [l (w, 0) 13 = 118717 flue]|*.



1.2 Ein Minimierungsproblem unter Nebenbedingungen 8

Wegen u # 0 folgt aus dieser Abschiitzung ||S7!|72 < 1. Damit ergibt sich

> ] 1—1>O
T=iTy T oY

Insgesamt gilt also 0 < v < 1.

Sei (u,v) € U x V mit [[(u,v)||oc < 1 und sei A € R. Zu (u,v) gibt es ein ¢ € R mit
e (u,v) = |{u,v)|. Wegen |e*?| =1 und A € R gilt somit

el + 22 [far, o)+ A% o] = [ul]? + 22 (u,0) + X2 [jo]]
= lull? + 2 (e, M) + w2

Nach Wahl von ¢ gilt (e¢*?u, \v) = \|(u,v)| € R. Also gilt
ull® + 2 [(u, v) | + X [[v]|* = [le"u + ]|,
Mit Hilfe von (4) ergibt sich damit

lull® + 22 [{w, )| + X [Jol|* > ISTH 2 [1(e™u, M) 5, = 5 [1S7HI7> (lefull® + [[Av]f?)
= 5 ISTHI2 (lull® + X% [lo]]*).

Unter Beriicksichtigung der Definition von ~ gilt also

0< (1= [S7H72) lull® + 2 [{u, v)| + (1 = 5 1S7HI72) A [|v]l?
=7 [ull® + 2] {w, v} + ¥ A* o]*.

Wegen v > 0 folgt damit

0 < flull® + 29 A, )| + X [Joll* < I (w, 0) 15 + 297 A [{u, v)] + A [[(u, )15
<142y M (u,v) |+ A% =1+ (7 [{w,0)| +2)* =97 [{u, v) %

Speziell fiir A = —y~1|(u,v)| € R gilt also v |(u,v)|* < 1. Wegen v > 0 gilt daher
|(u,v)| <. Aus der Definition von <y, folgt damit cos vy < v < 1. O

1.2 Ein Minimierungsproblem unter Nebenbedingungen

Sei (U, V) ein A-Paar. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal zu jedem (ug,v9) € U x V
das Minimierungsproblem

|zo|| = min{ ||z|| : © € H } unter der Nebenbedingung (P o, Pyxo) = (ug, vo)

genau eine Losung hat.

Definition 1.2.1. Zu (U, V) sei P,

wv) € L(H) definiert durch P,y = P Ty

( ) )PvL-

Korollar 1.2.2. Ist (z,y) € H x H mit Py, x =Ty ;yy, so gilt: Py yx = Py
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Beweis. Sei (z,y) € H x H mit P,z = Ty, ;yy. Mit der Definition von P, ergibt sich
dann

U

Korollar 1.2.3. Es gelten folgende Aussagen:

(1) P(U,V)U = {0}

(2) P(U,V)V = {O}

(3) Fiir alle x € U NV™* gilt: Pyyyx = .
Beweis. (1) Sei w € U. Dann gilt P, u = 0. Somit ergibt sich

= (Zd_Zd+PUL+Pvl —PVLPUL)U:PVLU.

Aus Korollar (1.2.2) folgt damit Py, yu = Py u = 0. Also gilt Py, U ={0}.
(2) Seiv e V. Dz?nn gilt P, v =0=Ty;0. Aus Korollar (1.2.2) folgt damit P, v =
(3) Sei € U+ NV*. Dann gilt (Py, P, x) = (0,2). Somit ergibt sich
Aus Korollar (1.2.2) folgt damit P,z = Py = . O

Lemma 1.2.4. Es gilt: U +V = (Ut N V1)L

Beweis. Als erstes zeigen wir U+V C (U+NV4)L. Sei (u,v) € UxV. Fiirallex € UtNV+
gilt dann

(u+wv,x) = (u,z) + (v,2) =0+ 0=0.
Dies zeigt u+v € (Ut NV Also gilt U +V C (U N V1)L

Als zweites zeigen wir (UtNVY)E CU+V. Aus U, V CU+V folgt (U+V)+ C UL, V+.
Daher gilt (U+V)*+ C UtNV+. Folglich gilt (UNV+)+ C (U+V)++. Nach Voraussetzung
ist (U, V) eine A—Paar. Daher ist U + V' abgeschlossen. Mit [43, S. 197, Korollar V.3.5]
gilt also

UrnVvHtc(U+VH=T+V=U+V.

Korollar 1.2.5. Es gilt: (U + V)t =U+tnVv+,
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Beweis. Als Schnitt zweier abgeschlossener Untervektorriume von H ist U+ N V+ selbst
ein abgeschlossener Untervektorraum von H. Aus Lemma (1.2.4) und [43, S. 197, Korollar
V.3.5] folgt daher

U+ r=UrnvhHH =v+nvi=0utnv+

Lemma 1.2.6. P(va) ist die orthogonale Projektion auf (U + V) .

Beweis. Sei z € H. Da U+V nach Voraussetzung abgeschlossen ist, gibt es nach dem Satz
von der orthogonalen Projektion Elemente x € U+ V und y € (U + V) mit z =z @ y.
Folglich geniigt es Pyvyz = y zu zeigen.

Zu x gibt es ein (u,v) € UxV mit x = u+v. Nach Aussage (1) und (2) von Korollar (1.2.3)
ergibt sich damit

Nach Korollar (1.2.5) und Aussage (3) von Korollar (1.2.3) gilt P,y = y. Insgesamt
gilt also P(U’V)z =vy. O

=P

Korollar 1.2.7. Es gilt: P(V,U CA%E

)
Beweis. Wegen (V +U)*t = (U + V)t gilt die Behauptung nach vorherigem Lemma. [
Lemma 1.2.8. Bs gilt: PyT Py =Ty,
Beweis. Da P, die orthogonale Projektion auf U ist, geniigt es T(;J?V)U C U zu zeigen.
Sei x € T(;J}V)U. Dann gilt * — P, Pyx = Tyyyr € U. Wegen PyPyx € U folgt damit
r="T,

T + PyPyz € U+ U =U. Also gilt T}, ) U C U. O

PU.

Lemma 1.2.9. Es gilt: P(Uy)T(;J’lV)PU = 0.

Beweis. Nach Definition von P(U’V) gilt

-1 -1 -1
P(U,V)T(U,V)PU = PULT(V,U)PVLT(U,V)PU-

Mit Lemma (1.2.8) folgt daraus

-1 -1 -1
P(va)T(U,V)PU = PULT(V,U)PVLPUT(U,V)

PU.
Damit ergibt sich

P(U,V)T*1 P, = PULT(*V}U) id — Py)PyT. )\ Py = Py T (Py — Py Py) T, Py

wwtv ( vtwwvylv (V,U) V)
= Pyi Ty (Py —id +id — Py Py) T Py
- ULT(;/}U)(PU —id + T(VaU))T(ZJ}V)PU
= Py Ty (Py — id) Ty Py + Pyu T Py
= Py Ty (Py = id) T Py + (id = Py) T Py
= P T ) (Py —id)T gy Py — (Py —id) T, Py

= (PULT;/lU

. )—id)(PU —z'd)T(—U}V)PU.
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Mit Lemma (1.2.8) gilt

. -1 —1 -1

Folglich gilt P, Ty Py = 0. O

Definition 1.2.10. Zu (U, V) sei der Operator R : H x H — H definiert durch

(CAD
Ryvy(z,y) = PVLT(?J,IV)PUSU + PULT(;/,IU)PVy'
Korollar 1.2.11. Fir alle (z,y) € H x H gilt: Ry, (2,y) = Ry (y, ).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Definition von R(U’V). O

Lemma 1.2.12. Fir alle (u,v) € U XV gilt: (PyR ;) (u,v), Py Ry (w,v)) = (u,v).

Beweis. Sei (u,v) € U x V. Als erstes zeigen wir Py Ry, (u,v) = u. Wegen PPy =0

f91§t aus der Definition von Ry, daB PR,y (u,v) = PUPVLT(;]?V)PUU. Damit ergibt
sic

PyR gy (u,v) = Py(id - PV)T(?J,lV)PUu = (Py — PUPV)T(?J,IV)PUu
= (Py —id +id — Py Py)T ' Py = (Py — id + Ty o)) Tty P

A
= (PuThvyPr — Ty Pu)u + Pyu.

Wegen u € U gilt also

PyR vy (u,v) = (PUT(;]?V)PU - T(?],IV)PU)U + u.

Aus Lemma (1.2.8) folgt damit PR (u, v) = u.

Als zweites zeigen wir Py R (u,v) = v. Da mit (U, V) auch (V,U) ein A-Paar ist,
gilt nach dem bereits Gezeigtem P, Ry, (v,u) = v. Aus Korollar (1.2.11) folgt damit

Lemma 1.2.13. Es gili: R y)/(Hx H) CU+ V.

Beweis. Sei (z,y) € Hx H. Da P(Uy) die orthogonale Projektion auf (U+V)i ist, geniigt
es Py Ry, (z,y) = 0 zu zeigen.

Aufgrund der Lineraritdt von PuvyRw,v) geniigt es dazu P(Uy) R(UJ/)(ZL',O) — 0 und
P(U,V)R(U,V)(Oa y) = 0 zu zeigen.

Als erstes zeigen wir P(U,V) R(U,V) (z,0) = 0. Mit der Definition von p(va) und R(va) ergibt
sich
Py Ry (@.0) = Py Tk Pri e Tighy Pyt = Py Ty Pra Tighy Pya

(V.0) (UV)
-1
= PonTwwnfve:
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Aus Lemma (1.2.9) folgt damit P,y Ry (7,0) = 0.

Als zweites zeigen wir Py R;y)(0,y) = 0. Da mit (U, V) auch (V,U) ein A-Paar
ist, gilt nach dem bereits Gezeigtem Py, 1) Ry1r)(y,0) = 0. Aus Korollar (1.2.7) und
Korollar (1.2.11) folgt damit Py, )Ry v)(0,9) = Py By iy (¥, 0) = 0. O

Satz 1.2.14. Zu jedem (ug,vy) € U X V besitzt das Minimierungsproblem
|o|| = min{ ||z|| : = € H } unter der Nebenbedinung (Pyxo, Pyxo) = (ug, vo)

genau eine Losung.

Beweis. Zu (ug,vg) € U x V sei Ly € H und zy € H definiert durch
Lo={x€ H: (Pyx, Pyx) = (uo,vo) } und zo = Ry (uo, vo)-

Nach Lemma (1.2.13) gilt o € U + V. Aufgrund des Satzes von Pythagoras geniigt es
daher Ly = xg + (U + V)* zu zeigen.

Als erstes zeigen wir Ly C o + (U + V)*. Sei z € Ly. Mit der Definition von L, und
Lemma (1.2.12) ergibt sich dann

(Py(z — xg), Py(x — x9)) = (Pyx — Pyxg, Pyx — Pyag) =
(Pya — Py Ry (o, v0), Py — Py Ry (o, v0)) = (uo — uo, vo — vo) = (0,0).

Da P, bzw. P, die orthogonale Projektion auf U bzw. auf V ist, zeigt dies z — zy €
ULtnV+. Mit Korollar (1.2.5) gilt daher z € x¢+ (U + V). Also gilt Ly C xo+ (U + V) .

Als zweites zeigen wir xg + (U + V)* C Lg. Sei x € (U + V)*. Nach Korollar (1.2.5) gilt
dann z € U+t NV+. Da P, bzw. P, die orthogonale Projektion auf U bzw. auf V ist, gilt
also (Pyx, P,x) = (0,0). Aus Lemma (1.2.12) folgt damit

(Py(xo + ), Py (o + 2)) = (Pyxo + Py, Pyag + Pyx)
= (PUR(U,V)<u07v0)7 PVR(U,V) (o, v0)) = (uo, Vo).

Nach Definition von L gilt daher zo + 2 € Ly. Also gilt g + (U + V) C Ly. O



2 Qualitative Unschéarferelation und
gleichgradig beschrinkte Orthogonalbasen

In diesem Kapitel wird eine Qualitative Unschérferelation auf L'(u) gezeigt. Es wird
vorausgesetzt, dal p ein endliches positives Mafl auf der Menge 2 ist und daf eine gleich-
gradig beschrinkte Orthogonalbasis ¢ = { ¢, : n € Ny} von L?(u) existiert. Dabei heifit
¢ gleichgradig beschrinkt, falls fiir alle n € Ny gilt: ||onlle < 1.

Im folgenden sei A C 2 meBbar und A sei eine Teilmenge von Nj.

Definition 2.0.1. Die Gewichtsfunktion h : Ny — R sei definiert durch h(n) = ||¢n|l5>.

Definition 2.0.2. Zu f € L*(p) sei die Fourier—Transformierte F f von f definiert durch
ff = {<f7 90n>}n€N0'

Bemerkung. Da {h(n)z ¢, : n € Ny} eine Orthonormalbasis von L2(y) ist, ist F :
L?(p) — £2(h) ein isometrischer Isomorphismus.

Definition 2.0.3. Sei p € {1,2}. Zu A sei der Untervektorraum LP(A,pu) von LP(u)
definiert durch LP(A,p) ={ f € LP(u) : 1af = f }.

Korollar 2.0.4. LP(A, u) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei { fr}ren, eine Folge in LP(A, p) mit limg_oo fr = f in LP(u). Dann ist f €
LP(A, ) zu zeigen. Mit 14 fr = fi ergibt sich

[Taf = fllp = 11alf = fo) + 1afe — fe + (fs = Dy
< alf = flllp + 11afe = fellp + (1 fx = fllp = 11a(f = fo)llp + 1fs = fll
<2 f = frllp-

Wegen lim,, .. fr, = f in LP(u) folgt daraus 1,4 f = f. Folglich ist f € LP(A, u). O
Definition 2.0.5. Zu A sei P4 € L(L*(n)) definiert durch Psf = 1af.

Korollar 2.0.6. P, ist die orthogonale Projektion auf L*(A, ).

Beweis. Sei w € §2. Aus 14(w)? = 1a(w) und 14(w) € R folgt sofort P2 = P4 und
P4 = P,. Folglich ist P4 eine orthogonale Projektion. Aus der Definition von L?(A, i)
ergibt sich sofort L?(A, u) C PaL?(p). Daher ist nur noch PyL?(u) C L*(A, 1) zu zeigen.
Sei also f € P4L?*(u). Dann gibt es ein g € L?(pu) mit f = Psg. Wegen P = P4 ergibt
sich damit

1uf = Paf = Pig=Pag = .

Folglich ist f € L*(A, ). Also gilt PaL*(u) C L*(A, p). O

Lemma 2.0.7. Es gilt: F € L(L*(p), ¢ (Ny)) mit | F|| < 1.
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Beweis. Sei f € L'(u) und sei n € Ny. Mit [|@,]|eo < 1 ergibt sich

10 = [ 1) o) au@) < [ @@l due) < [ [F@]dnte) = 1]
Daraus folgt || F f|leo < ||f]]1- Folglich ist F € L(L'(u), £>°(Np)) mit | F|| < 1. O
Bemerkung. Im folgenden sei die Fourier—Transformation F stets injektiv auf L!(u).

Definition 2.0.8. Seip € {1,2}. Fiir f € LP(u) sei das Spektrum spec f von f definiert
durch spec f ={n e Ny: Ff(n)#0}.

Definition 2.0.9. Seip € { 1,2 }. Zu A sei der Untervektorraum LA (u) von LP(p) definiert
durch LR () ={ f € LP(n) : specf CA}.
Korollar 2.0.10. L} (u) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei { fx }ren, eine Folge in L (1) mit limg o fr = fin LP(u). Dannist f € L} (1)
zu zeigen. Wegen limy, ., fr, = fin LP(u) konvergiert { fx }ren, insbesondere schwach gegen
fin LP(p1). Da p nach Voraussetzung endich ist, gilt L'(u)* = L>(u) und L?*(p)* = L?(u).
Sei n € Ny. Wegen ¢, € L>®(u) N L*(p) gilt daher

W= [ f@ o) dnte) = fim [ ) ule) dule) = lim Filn).
Wegen spec fr € A folgt daraus spec f C A. Folglich ist f € LX(u). O
Definition 2.0.11. Zu A sei Py € L(L*(p)) definiert durch Py = F 1, F.

Korollar 2.0.12. P, ist die orthogonale Projektion auf L3 (p).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl Py eine orthogonale Projektion ist. Dazu geniigt es
P} = Py, und P} = P, zu zeigen. Seien f,g € L?(u). Aus der Definition von P, ergibt
sich

Pif=P\F "ZFf=F "WFF '"WFf=F "N3Ff=F "IZWFf=Prf
und
(Prfog) = (F'WWFf.g) = (WFf. Fg) = (Ff. 1aFg) = (f. F'1aFg) = (f, Prg).
Also gilt P§ = Py und P} = Pj.

Nun ist nur noch L3 () = PyL?(u) zu zeigen. Als erstes zeigen wir LA (u) € PaL?(u).
Unmittelbar aus der Definition von L3 (1) folgt

Li(w) ={feLl*(pn): WFf=Ff}y={fel*n): F'ILWFf=[}
={fel’(u): PAf=1}

Daher gilt L3 (p) C PyL*(u).
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Als zweites zeigen wir PyL?*(n) C Li(p). Sei f € PyL*(u). Dann gibt es ein g € L*(p)
mit f = Pyg. Wegen P} = Py ergibt sich damit

IZWFf = .’F.’FillAff =FPp\f = fP/%g = FPrg =FFf.

Diese Gleichung zeigt spec f C A. Folglich ist f € L3 (u). Also gilt PyL*(u) C L3 (). O

Definition 2.0.13. Ein Paar (A, A) heiit A-Paar auf L*(u), falls (L*(A, u), L3 (1)) ein
A-Paar auf L?(u) ist.

Lemma 2.0.14. Es gilt: | PPy < (u(A) h(A))z.
Beweis. Wir zeigen zunéchst:
|FPafllso < p(A)2 ]|z fitr alle f € L?(u).

Offensichtlich ist die Behauptung richtig fiir p(A) = oo. Sei also u(A) < oo. Fiir f € L?(p)
und n € Ny gilt

FPAf(n)] = | FLaf(n)] = | / 14(0) £() ul() du(w)
< /Q 114(@) 7)) linlw)] dpa(w).

Wegen [|¢n|loo < 1 und p(A) < oo gilt also

|FPaf(n)] < /QllA(w) fw)ldp(w) = ([1al, [f])-
Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ergibt sich damit

[ FPaf(n)] < | Lall2 [ £ll2 = pn(A)z [ f]]2-
Diese Abschiitzung zeigt | FPaf oo < p(A)2 || f]l2.

Wir zeigen nun ||PoPy|| < (u(A) h(A))z. Da P4 und Py selbstadjungiert sind, folgt aus
1

[43, S. 208, Satz V.5.2], daBl || PaPx|| = || PAPal|. Daher geniigt es | PAPal| < (u(A) h(A))2
zu zeigen. Fiir f € L?(u) gilt

[e o] e}

IPAPAfII3 =) " |FPsPaf(n)? h(n) =Y [1a(n)(FPaf)(n)|* h(n)
= |FPaf ()P h(n) < |FPafI2 > hin) = | FPaf|% h(A).

Mit der zuvor gezeigten Ungleichung folgt daraus ||PyPaf||3 < u(A) h(A) || f]|3. Folglich
1

gilt [[PyPa]l < (1(A) h(A))2. O

Korollar 2.0.15. Ist f € L*(A, p) N LA () miat p(A) h(A) < 1, so gilt f =0 p—f.i..
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Beweis. Sei (A, A) ein Paar mit p(A) h(A) < 1. Offensichtlich gentigt es zu zeigen, daf
(A, A) ein A-Paar ist.

Aus vorherigem Lemma und Lemma (1.1.2) folgt, dal <t(L?(A, u), LA(x)) > 0. Nach
Satz (1.1.9) ist daher (A, A) ein A-Paar. O
Satz 2.0.16. Ist f € L'(A, ) N LY (p) mit u(A) h(A) < 1, so gilt f =0 u—f.i..

Beweis. Sei f € L' (A, u) N LY (p) mit u(A)h(A) < 1. Ist A eine p—Nullmenge, so ist 14
die Nullfunktion in L'(u). Folglich gilt f = 14f = 0 in L'(u). Sei also u(A) > 0. Wir
zeigen zuniichst f € L*(u). Fir n € Ny gilt |Ff(n)| < || f]l1. Wegen spec f C A ergibt
sich damit

IFFI13 =D IFF)P ) < [F1T D h(n) = 117 h(A).

neA neA

Wegen p(A) > 0 folgt aus p(A)h(A) < 1 sofort h(A) < oco. Wegen f € L'(p) gilt also
Ff € *(h). Mit den Voraussetzungen an u und F folgt daraus sofort f € L?(u).

Wir zeigen nun f = 0 p—f.ii.. Es gilt f € L*(u) N L' (A, 1) N L} (p). Offensichtlich ist
daher f € L3 (). Mit f € L?(u) ist auch 14 f € L?(u). Aus der Definition von LP(A, i)
ergibt sich damit f € L?(A, p). Insgesamt ist also f € L?(A, u) N L3 (u). Nach vorherigem
Korollar gilt daher f =0 p—f.i.. O

Beispiel. Seien {a, }neng, {00 }nen, und {c, }nen reelle Folgen mit
a, > 0 fir alle n € Ny, b, > 0 fiir alle n € Ny, ¢, > 0 fiir alle n € N
und

CLO—'—bQ:l,
an + b, + ¢, =1 fiir alle n € N.

Dann sei die Folge {R,, } nen, von Polynomen definiert durch
Ro(ZL‘) = 1,
1
Ri(z) = —(x — bo),
Qo
Ry (z) Rn(x) = ay, Ryv1(x) + by Ry () + ¢ Ry—q () fiir n € N.

Aus obiger Rekursionsformel folgt sofort deg R,, = n. Nach dem Satz von Favard existiert
ein W-MaB 7 auf R mit

/RR,L(x) Ry () dn(x) = h(n) ™ 6pm, 0 < h(n) < co.

Daher bildet die Folge { R, } nen, ein orthogonales Polynomsystem. Seien &, € Ny. Wegen
deg R,, = n existieren zu Ry und R; Koeffizienten g(k,1,0),...,9(k, [,k +1) € R mit

k+1

Ry(z) Ry(z) = Y _ g(k,1,n) Ry(x).
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Die Folge {R,}nen, hat die Eigenschaft (P), falls gilt:
g(k,l,n) >0 fir alle k,] € Ny und alle 0 <n <k +1.
Sei { R, }nen, €ine Folge mit der Eigenschaft (P). Nach [23] gilt dann:

suppm C [1 — 2ay, 1],
sup{ |R.(z)| : « € suppm } <1 fiir alle n € Ny.

Damit ist also 7 ein W—Maf} mit kompaktem Tréiger. Mit dem Approximationssatz von
Weierstrafl folgt daraus sofort, dafi { R, }nen, in L?(7) vollstéindig ist. Insgesamt ist also
eine Folge {R, }nen, mit der Eigenschaft (P) eine gleichgradig beschrénkte Orthogonal-
basis von L?(7r).

Die Jacobi—Polynome aus Kapitel 3 sind nach [23] ein konkretes Beispiel fiir eine Folge
{R;} nen, mit der Eigenschaft (P).



3 Die Jacobi—Ableitung

Im folgenden sei der Parameter («, (3) aus
{(Oé,ﬁ)ERQ: 0425> —1 und (Oé—l—ﬁZOQderﬁZ_%)}

Die normierten Jacobi-Polynome {r,},en, zum Parameter (o, ) sind orthogonal bzgl.
dr(z) = 27 (a+b+1) % (1 —2)*(1 + 2)°1)_11((x) dz. Fiir den Triger S von 7
gilt S = [—1,1]. Durch die Normierung r,(1) = 1, n € Ny bildet {r,}nen, eine gleich-
gradig beschriinkte Orthogonalbasis von L?(7). Im folgenden bezieht sich die Fourier—
Transformation F und die Gewichts—Funktion h stets auf {r, },en,-

Zu z € S sei p(z) € [0, 5] definiert durch z = cos 2 p(2). In [14] wurde von Gasper gezeigt,

daB zu z,y € S genau ein Borel-Ma8 p,, auf S mit folgenden Eigenschaften existiert:

(P1) pey(S) = 1.
(P2) supp fizy C [xy — /(1 — 22)(1 = y?), 2y + /(1 — 22)(1 — ) ].

(P3) Fiir jedes n € Ny gilt: 7, () r,(y) = / T (2) dptg (2).
s

Die Faltung der Dirac-Mafle §, und ¢, ist definiert durch ¢, * 6, = p,,. Die Involution —
: S — S ist definiert durch Z = z. Damit wird (S,*,~) zu einer kompakten kommutativen
Hypergruppe mit 1 als neutralem Element und 7 als Haar—Ma#.

Es bezeichne (X, || - ||x) den Banach-Raum (C(S), || - ||«) oder (LP(7), |- |l,), 1 < p < oo.
Sei f € X. Die kontinuierliche Jacobi-Translation ist definiert durch

T, f(y) = / F(2) (6, % 6,)(2).

Mit [19, Kapitel 3] ergibt sich:

(T1) Fiir jedes x € S und alle f € X ist T,f € X mit ||T,.f||x < || f]lx-
(T2) Fiir jedes f € X ist die Abbildung S — X, z — T, f stetig.

Weitere Eigenschaften der normierten Jacobi—Polynome sind im Anhang zusammenge-
stellt.

In diesem Kapitel wird eine Ableitung auf L?*(7) untersucht, die zur kontinuierlichen
Jacobi—Translation gehort.

Definition 3.0.1. Die Funktion ¢ : Ny — R sei definiert durch ¢(n) = r,(1).

n

n (n+1+a+p)

Bemerkung. Fiir n € Ny gilt: ¢(n) = P

Lemma 3.0.2. Firn € Ny gilt: ¢(n) = max,egs |7, (2)].
Beweis. Sei n € Ny. Da die normierten Jacobi-Polynome die Eigenschaft (T) besitzen,
existieren zu r,, Koeffizienten ¢(n,0),...,c¢(n,n) > 0 mit

n

- Z c(n, k) r,i_

k=0

,—

NI

).

NI
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Mit [38, S. 62, (4.21.7)] ergibt sich daraus

RS PRGN e
r c(n, k) T, = c(n, k) k*r2
k=0 k=1

)

ol I

Sei z € S. Wegen c¢(n, k) > 0 ergibt sich dann

n

S en, k) et 272 (1)

@] < S el ) R P @) <3 eln, k) 12
k=1 k=0

k=1
= > elnh) ey VW) =ra1)
k=0
Wegen 1 € S gilt daher max,eg |7, ()| =7, (1) = q¢(n). O

Bemerkung. Obige Beweisidee stammt von Prof. Dr. R. Szwarc.

Definition 3.0.3. Zu f € L'(r) sei die Jacobi-Transformierte f von f definiert durch
f=Fr

Bemerkung. Sei p € [1,00]. Da m ein W-Ma8 ist, gilt ||- || < ||-]|,- Nach Lemma (2.0.7)
ist daher F € L(LP(7), > (Np)) mit ||F| < 1.

Lemma 3.0.4. Die Abbildung P : P(Ng) — L(L*(w)), P(A) = P, ist ein Spektralmaf
auf Np.

Beweis. Fiir A C Ny ist P(A) nach Korollar (2.0.12) eine orthogonale Projektion.
Offensichtlich gilt P(#) = 0 und P(Ny) = id.

Seien A,, C Ny, n € Ny paarweise disjunkte Mengen und sei f € L?(r). Die Menge A C N,
sei definiert durch A = (J7; A,,. Da die Jacobi-Reihe einer Funktion aus L?(7) unbedingt
konvergiert, darf sie umgeordnet werden. Da die A, paarweise disjunkt sind, gilt daher

P(UJADF=Paf =D Fk)rih(k) =D >~ f(k)rh(k) = > P(A)f.

keA n=0 keA,

Folglich gilt P(IU,; o An) = > P(Ay) in der starken Operator-Topologie.
Insgesamt ist also P ein Spektralmafl auf Nj. U

Korollar 3.0.5. ¢(P) ist ein Spektralmaf$ auf R mit folgenden Figenschaften:

(1) Fiir n € Ng gilt: ¢(P)({q(n)}) = Py
(2) suppq(P) = q(No).

Beweis. Da P ein Spektralmafl auf Ny ist, ist ¢(P) ein Spektralmafl auf R.
(1) Sei n € Ny. Wegen ¢(0) < ¢(1) < ¢q(2) < --- gilt

¢(P)({a(n)}) = P(¢” ({a(n)})) = P({n}) = Ppay.
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(2) Wegen ¢(0) < ¢(1) < ¢(2) < -+ und lim,,_, ¢(n) = co hat ¢(Ny) keinen Haufungs-
punkt in R. Daher ist ¢(Ny) abgeschlossen in R. Sei n € Ny. Aus (1) folgt ¢(P)(¢(Ng)) =

Py, = id und ¢(P)(q(No)\{q(n)}) = Pro\gn} # id.
Nach Definition von supp q(P) gilt also supp q(P) = q¢(Np). O

Definition 3.0.6. Der Operator My : D(My) C L*(w) — L*(r) sei definiert durch
D(My) =lin{r,:n €Ny} und Myr, = (1+q(n))r,

Korollar 3.0.7. Es gelten folgende Aussagen:

(1) My ist symmetrisch und positiv definit.
(2) 0p(Mp) ={1+4¢q(n): ne Ny}
(3) Fiir n € Ny gilt: Ker(My — (1+g(n))id) = Cr,.

Beweis. Zu f € D(M,) existiert ein K(f) € Ny mit spec f C {0,...,K(f)}. Zu f,g €
D(My) sei K(f,g) € Ny definiert durch K(f,g) = max{ K(f), K(g) }

(1) Als erstes zeigen wir, dal M, symmetrisch ist. Fiir f, g € D(M,) gilt

~ R

Mo fg) = S FOO T (Mo e ) h) ()

Wegen 1 + ¢g(k) € R folgt daraus (M, f,g) = (f, Mo g ). Folglich ist M, symmetrisch.

Als zweites zeigen wir, daf§ My positiv definit ist. Fir f € D(M,) ergibt sich wie zuvor
(Mo f, 1) = 32585 (L + (k) [ F(R)[* h(k). Wegen g > 0 gilt daher

K(f)
(Mo f,f) = Y [F(R)[P h(k) = | £5.
k=0
Folglich ist M, positiv definit.

(2) Offensichtlich ist nur o,(My) C {1+ ¢(n) : n € Ny} zu zeigen. Sei A € 0,(My). Dann
existiert ein f € D(My), f # 0 mit My f = A f. Damit ergibt sich

K(f) K(f)

0= (Mo Nid)f =3 (k) (Mo = Xid)ryh(k) = D (1+q(k) = ) F(k) ric (k).
k=0 k=0
Fiir alle k € {O K(f)} gilt daher (14 q(k) —A) f(k) = 0. Wegen f # 0 existiert ein
ned{0,...,K(f) } mlt (n) # 0. Folglich gilt A = 14+¢(n). Also gilt 0,(My) C {1+¢q(n) :

RGNQ}.
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(3) Sei n € Ny. Offensichtlich ist nur Ker(My — (1 + ¢(n))id) € Cr, zu zeigen. Sei
f € Ker(My— (1+¢(n))id). Dann ergibt sich wie in (2), daf} fiir alle k € {0,..., K(f) }
gilt

0=(1+q(k) = (1 +q(n) f(k) = (¢(k) — q(n)) f(k).

Wegen ¢(0) < ¢(1) < ¢(2) < -+ und spec f C {0,...,K(f)} folgt daraus f € Cr,,.
Folglich gilt Ker(My— (1 +q(n))id) C Cr,,. O

Lemma 3.0.8. M, ist wesentlich selbstadjungiert. Fir den Abschluf$ M von My gilt:

(1) DIM) = { f € L*(m) : Sp2g(1+q(n)? [f(n)2h(n) < oo }.
(2) o(M) = 0(M) = {1+ q(n) : n.€ No}.
(3) Fiir n € Ny gilt: Ker(M — (1+g(n))id) =Cr,.
Beweis. Fiur die Eigenwerte von M gilt 0 < 1+ ¢(0) < 1+¢(1) <14 ¢(2) < --- und

lim,, (14 g(n)) = oo. Die lineare Hiille von {7, : n € Ny} liegt dicht in L?(7). Damit
folgt die Behauptung aus vorherigem Korollar und [40, S. 278, Satz 21.4]. U

Definition 3.0.9. Der Operator £ : D(£) C L?(w) — L*(r) sei definiert durch D(L) =
D(M) und L =M —id.

Lemma 3.0.10. Es gelten folgende Aussagen:

(1) L ist selbstadjungiert.
(2) Fiir f € D(L) gilt: £f = 320 q(n) f(n)ra h(n).
(3) L =M, —id.
Beweis. (1) Da M selbstadjungiert ist, ergibt sich mit [40, S. 207, Lemma 17.2]
L= (M—id) =M —id=M —id = L.

(2) Sei f € D(L) und sei n € Ny. Es geniigt Z\f(n) =q(n) f(n) zu zeigen. Es gilt My C M
und 7, € D(My) C D(M) =D(L). Da L selbstadjungiert ist, gilt also

Lf(n) = (Lf,ra) = (f, Lra) = (f, (M —id )ry) = (f, Mr,) — (f,rs)

-~

= (f, Myra) = f(n) = (1 +q(n)) f(n) = f(n) = g(n) f(n).

(3) Wegen My—id C M —id ist My—id abschlieibar. Nach [35, S. 252, Theorem VIII.1,(b)]
gilt daher My — id = (My—id )**. Da M, wesentlich selbstadjungiert ist, ergibt sich damit
unter Beriicksichtigung von [40, S. 207, Lemma 17.2] und [35, S. 252, Theorem VIIIL.1,(c)]

My —id = (M —id)* = (M* —id)* = (M —id)* = M* —id = M — id = L.
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Korollar 3.0.11. Es gelten folgende Aussagen:

(1) q(P) ist das Spektralmafl von L.

(2) o(£) = 0p(£) = a(No).
(3) Fiir n € Ny gilt: Ker(L£ — q(n)id) = Cr,,.

Beweis. (1) Sei f € D(L) und sei g € L*(). Mit Korollar (3.0.5) ergibt sich

~

q(n) (f(n)rn h(n),g) =

I
K
K

i
=)
Il
o

n

q(n) (a(P){a(m)})f, 9)

I
WE

3
Il
o

I
HM8

o

4(n) 4(P); o({a(n)}) = /Q Adg(P)s,(\) = / Adq(P) 1.4(N).

Folglich ist ¢(P) das Spektralmafl von L.

(2) Offensichtlich gilt q(NO) C 0,(L). Da ¢(P) das Spektralma$l von L ist, gilt o(L) =
supp q(P). Mit Korollar (3.0.5),(2) ergibt sich daher
) =

o(L) = suppq(P) = q(No) € 0(£L) € o (L).
Folglich gilt o(L) = 0,(L) = ¢(No).
(3) Sei n € Ny. Offensichtlich geniigt es Ker(L — g(n)id) C Cr, zu zeigen. Fiir f €
Ker(L —q(n)id) gilt
0=(L—q(n)id)f = Z(Q(k’) — q(n)) f(k) ric h(k).

Fiir alle £ € Ny gilt daher (q(k) — g(n)) f(k) = 0. Wegen ¢(0) < ¢(1) < ¢(2) < --- folgt
daraus f € Cr,. Folglich gilt Ker(L —q(n)id) C Cr,,. O

Lemma 3.0.12. Sei xz € S. Fiir T, € L(L*(r)) gelten folgende Aussagen.:
(1) Fiir n € Ny gilt: T,r, = ry(z) 7y
(2) Fiir f € L*(w) und n € Ny gilt: T, f(n) = r,(z) f(n).
(3) Fiir f € L*(n) gilt: T\ f = f.
(4) T ist selbstadjungiert.

Beweis. Sei x € S.
(1) Die Behauptung folgt sofort aus (P3) und der Definition von T,.

(2) Sei f € L*(mr). Wegen T, € L(L?*(r)) ergibt sich mit (1)

Z ro(T nh(n).

n=0

T.f =Y f(n)Trah
n=0
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-~

Folglich gilt i;?(n) =r,(x) f(n).
(3) Sei n € Ny. Wegen r,(1) = 1 folgt die Behauptung sofort aus (2).

(4) Fiir f,g € L*(r) ergibt sich mit (2)

o0

(Tof.g) = ralx) f(n)G(n) h(n).

n=0

Wegen 7, (z) € R folgt daraus (T, f,g) = (f,T.g). Folglich ist T, selbstadjungiert. O

Korollar 3.0.13. Sei x € S und sei f € L*(w). Fiirn € Ny gilt dann:

~

T, f(n) = ra(z) f(n).

Beweis. Seiz € S, sei f € L'(7) und sei n € Ny. Zu f existiert eine Folge { fi. }ren, € C(9)

mit limg o fr = f in L' (7). Wegen T, € L(L'(r)) konvergiert damit {7} fy}ren, gegen
T,f in L'(m). Insbesondere konvergiert also {7} fi}ren, schwach gegen T, f in L!(r).
Wegen r, € L®(m) = L'(m)* gilt daher

T = [ Tuf @) ralo) dnto) = Jim [ Tofulw) (o) drto) = Jim ToFo (o)

k—o0 S

Es gilt fr € C(S) C L*(r). Nach Aussage (2) von vorherigem Lemma gilt also

i:f(n) = lim Tn(x)ﬁ(n ) lim /fk ro(y) dm(y).

k—o0 k—>oo

Wegen limy o fr. = f in L'(7) konvergiert {fi}ren, insbesondere schwach gegen f in
LY(m). Wegen r, € L°°(7) = L'(m)* gilt daher

T, f(n) = rp(z) lim / Fuly) raly) drly / F) raly) dr(y) = ra(z) Fn).

kﬂoo

O

Definition 3.0.14. Die Jacobi-Ableitung L : D(L) C L?(x) — L?(r) sei definiert durch

D(L) ={f € L*n): lim S Tof fl_T*“f.

r—1— — X — X

existiert in L*(7) } und Lf = 111{1

Korollar 3.0.15. L st eine symmetrische Erweiterung von My — id.

Beweis. Als erstes zeigen wir, dafl L symmetrisch ist. Seien f,g € D(L). Da ein Skalar-
produkt als Funktion der ersten Variablen stetig ist, ergibt sich

(Lfg) = tim (E22L gy = g 37 ) 5y h(n).

z—1- 1 —x T—1—




3 Die Jacobi—-Ableitung 24

Wegen % € R folgt daraus (Lf,g) = (f, Lg). Folglich ist L symmetrisch.

Als zweites zeigen wir, da3 L eine Erweiterung von M, — id ist. Fiir n € Ny gilt

Tx n . . —rn(x
lim |2t — (M — id)r s = Tim 15, — (1) 7] =
r— — T
= lim |52 — (1) rall>

Unter Berticksichtigung von r,,(1) = 1 folgt daraus lim,_;_ 2™ = (My—id )r,. Folglich
ist r, € D(L) mit Lr, = (Mo —id)r,. Wegen D(My —id) = lin{r, : n € Ny} gilt also
My —id C L. 0

Satz 3.0.16. Es gelten folgende Aussagen:

1) D(L) = { f € L*(n) : 3o520(1+q(n)* | F(n)]” h(n) < oo }.
2) o(L) = 0,(L) = {q(n) : n € Ny }.

3) Fur n € Ny gilt: Ker(L —q(n)id) = Cr,,.

4) Fiir f € D(L) gilt: Lf = 32°° jq(n) f(n) 7y h(n).

Beweis. Offensichtlich geniigt es L = L zu zeigen. Als erstes zeigen wir L. C L. Nach
vorherigem Korollar gilt

(
(
(
(

L C L* C (M —id)".

Aus [35, S. 252, Theorem VIIL1,(c)] ergibt sich damit L C My — id . Mit Lemma (3.0.10)
folgt daraus L C L* = L.

Als zweites zeigen wir £ C L. Sei n € Ny und sei € [—1,1[. Zu n und z existiert nach
dem Mittelwertsatz ein z, €|z, 1] mit L"ggm) = r)(x,). Mit Lemma (3.0.2) ergibt sich
daher

|2l ()] < el ()] + [ (1)] < 24(n).

Sei f € D(L). Dann ist 2 qfeine von x unabhiingige Folge aus ¢%(h). Mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz ergibt sich daher

f T. f 1—rp(x) | 21 7 2 -
lim | — Lf|l; = lim ZI — (D7 [f ()7 h(n) =
=Y lim |52 - (1) [F(n)]” h(n),
n=0
Unter Beriicksichtigung von r,(1) = 1 folgt daraus lim, .;_ =T 1_ = Lf. Folglich ist
fe€D(L) mit Lf =Lf. Also gilt £ C L. O

Definition 3.0.17. Der Sobolev-—Raum (H"?, || - [|1,2) sei definiert durch H"? = D(L)
und (|13, = [I/13 + I LS.
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Bemerkung. Da L als selbstadjungierter Operator insbesondere abgeschlossen ist, folgt
aus obiger Definition sofort, dal H'? ein Hilbert-Raum ist.

Korollar 3.0.18. Fiir jedes x € S und alle f € H*? ist T,.f € H"* mit | Tof |12 < ||f]l1.2-

Beweis. Sei f € HY? und sei n € Ny. Es gilt

~

T f ()] < [ru) Fn)] < | F(n)] wnd |q(m)Tf(n)] = |g(n) ra(x) F(n)] < la(n) F(n)].
Daraus folgt f € HY und || T, f|l12 < || fl1.2- O

Lemma 3.0.19. Fiir x € S vertauschen T, und L.

Beweis. Sei x € S. Zunéchst sei bemerkt, dal T, und L selbstadjungiert sind.

Sei @ C Ny. Da T, beschrankt ist, geniigt es T, ¢(P)(Q) = ¢(P)(Q) T, zu zeigen. Die
Menge A C Ny sei definiert durch A = ¢7!(Q). Nach Korollar (3.0.5),(1) geniigt es dann
T, Py = P\ T, zu zeigen. Fiir f € L*(r) gilt

T.Pyf =T, Z f(n) rah Z f(n) Tyr, h(n) = Z () f(n) o h(n)

neA neA neA
= T f(n)rah(n) = Py Z T.f(n = P\ T, f.
neA
Folglich gilt T}, Py = P\ T,. O

Korollar 3.0.20. Fiir x € S gelten folgende Aussagen:

(1) D([T,, L]) = H"2.
(2) [T, L] = 0.

Beweis. (1) Sei x € S. Da T, beschrinkt ist, gilt D(T, L) = H"2. Nach Korollar (3.0.18)
gilt H?> C D(LT,). Folglich gilt

D([T,, L)) = D(T, L) N D(LT,) = H**ND(LT,) = H"*.

(2) Sei # € S und sei f € H"?. Da T, und L vertauschen, ergibt sich mit Korol-
lar (3.0.5),(1)

T.Lf = TZ =T, q(n) Py f = Z n) Ty Proy f
= n=0 n=0

= q(n) Py, f = Z o h(n).

n=0

Nach Korollar (3.0.18) ist mit f € HY? auch T,f € H2. Folglich gilt T, Lf = LT,f.
Also gilt [T, L] = 0. O



4 Homogene Banach—Riume und Jacobi—Polynome

4.1 Gewichtete Jacobi—Reihen

In diesem Abschnitt werden homogene Banach—R&ume fiir normierte Jacobi—Polynome
definiert. Es wird gezeigt, daf sich eine Funktion f aus einem homogenen Banach-Raum
durch eine gewichtete Jacobi-Reihe von f darstellen 1a83t. Die Jacobi-Koeffizienten des
de la Vallée—Poussin Kerns dienen als Beispiel fiir ein Gewicht.

Definition 4.1.1. Ein homogener Banach-Raum ist ein normierter Untervektorraum
(X, - |lx) von L!(7) mit folgenden Eigenschaften:

(HB1) Fiir alle n € Ny ist r,, € X.

(HB2) (X, || - ||x) ist ein Banach-Raum mit || - ||; < || - || x-

(HB3) Fiir jedes z € S und alle f € X ist T,.f € X mit [|T.f||x < ||f]x-
(HB4) Fiir jedes f € X ist die Abbildung S — X, z — T, f stetig.

Bemerkung. Auf einem homogenen Banach-Raum X betrachten wir immer || - || x als
Norm. Im folgenden sei X stets ein homogener Banach—Raum.

Beispiel. Sei 1 < p < co. Die Rdume C(S) und LP(7) sind homogene Banach-Raume.

Da 7 ein W-Maf mit kompaktem Triger ist, gilt C(S) C LP(w) C L*(x). Folglich sind
C(S) und LP(7) normierte Untervektorriume von L!(r).

(HB1) Sei n € Ny. Als Polynom ist r, € C(S). Da m ein W-Mafl mit kompaktem Trager
ist, gilt daher r,, € C(S) C L?(n).

(HB2) Die Raume C(S) und LP(7) sind Banach-Raume. Da 7 ein W-Maf mit kompaktem
Trager ist, gilt [| - i < |- [l < |- [loo-

Da S eine kompakte kommutative Hypergruppe ist, haben C(S) und LP(7) die Eigen-
schaften (HB3) und (HB4).

Definition 4.1.2. Zu f € £!(7) und g € X sei die Abbildung ¢(f,g) : S — X definiert
durch ¢(f, 9)(x) = (1<} (%) f(2) Trg-

Bemerkung. Fiir f € £!(7) ist {|f] = oo } eine 7-Nullmenge.

Korollar 4.1.3. Sei f € LY(7) und g € X. Dann ist ¢(f,g) schwach Borel-mefbar.

Beweis. Sei f € L1(m), sei g € X und sei v € X*. Aus u € X* und (HB4) folgt sofort,
daB u(Tg) stetig ist. Insbesondere ist also u(Tg) Borel-meBbar. Wegen u(o(f, g)(z)) =
Liifl<o} (@) f(x) u(T,g) ist daher u(¢(f,g)) Borel-mefibar als Produkt Borel-mefibarer
Funktionen. Da u € X* beliebig war, folgt daraus, daf§ ¢(f, g) schwach Borel-mefbar ist.

U



4.1 Gewichtete Jacobi—Reihen 27

Korollar 4.1.4. Fir f € C(S) und g € X ist ¢(f,g) € C(S, X).

Beweis. Fir f € C(S) und g € X gilt ¢(f,9)(x) = f(x) T,g. Fiir zg,x € S ergibt sich
damit

lo(f, 9) (@) — &(f, 9)(o)llx = [If(2) Tag — f(xo) Taogllx
< [If(2) Tog = f(w0) Togllx + £ (20) Tog — f(0) Taygl| x
= [ITegllx [f (@) = f(zo)| + [f(20) 1 Teg — Trogllx
< |lgllx [f (@) = f(zo)| + [ flloo 1Teg — Togllx-

Wegen f € C(S) und (HB4) folgt aus dieser Abschétzung ¢(f,g) € C(S, X). O

Deﬁnition 4.1.5. Zu f € C(S) und g € X sei f*xg € X definiert durch f x g =
fs x) dr(z).

Bemerkung. Fiir X-wertige Funktionen betrachten wir das Pettis-Integral. Fiir f €
C(S) und g € X ist ¢(f,g) € C(S,X). Daher existiert [, ¢(f,g)(z)dn(z) nach der
Bemerkung zu [37, S. 77, Definition 3.26] und nach [37, S. 78, Theorem 3.27].

Korollar 4.1.6. Fir f € C(S) und g € X gilt: ||f *gl|lx < [|f]1]lg]lx-
Beweis. Sei f € C(S) und g € X. Mit [37, S. 81, Theorem 3.29] ergibt sich

1 *gllx < /||¢fg 2)|x dn(z /|f ) 1 Tugllx dr(z)
< / F@) llgllx dn(z) = I1£]1 Il x.
S

Lemma 4.1.7. Seien {fél)}neNO und {f,gQ)}neNO zwei Folgen in C(S) mit lim,,_, F =
lim, oo £ in L1 (r).

Fiir g € X gilt dann: lz’mn%of,ﬁl) x g = lim, o f,(f) xqgin X.

Beweis. Seien {f,&”}neNO und {f,SZ)}neNO zwei Folgen in C'(S) mit lim, V==
limy, o fo2) in LY(7) und sei i € {1,2}. Fiir g € X und n, m € Ny gilt

fDag— 0 ag= / 619, g)(x) — D12, g)( / ol 9)(@) dn(z)
= (f — f9)xg.

Daraus ergibt sich mit vorherigem Korollar
£ % g = £ % gllx < WA = £ glx S FY = Fllallgllx + 1 = £ 10 gl

Wegen limy,_ f,gi) = f in LY(m) zeigt diese Abschiitzung, daf} { f,(f) * g bnen, eine Cauchy—
Folge in X ist. Folglich existiert lim,, .. f,gl) x g in X.

Fiir n € No erglbt SlCh wie zuvor || i1 xg— £ xg]lx < Hf —flh H9HX+Hf P2 Ngllx
Wegen lim,,_.. £\ = f in L*(7) folgt daraus lim,, V% g =lim, oo fP*gin X. O
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Definition 4.1.8. Seien f, g € X und sei { f,, }nen, €ine Folge in C(S) mit lim,, .o fr = f
in L'(7). Dann sei f ® g € X definiert durch f ® g = lim,, .o f,, * g in X.

Bemerkung. Seien f,g € X. Wegen X C L'(7) gibt es zu f eine Folge {f,}nen, in
C(S) mit lim,, .o f, = f in L'(7). Nach vorherigem Lemma ist f ® g unabhingig von der
konkreten Wahl von { f,, }nen,-

Zu f € C(S) sei {fn}nen, € C(S) definiert durch f, = f. Dann gilt lim, . f, = f in
L!(7). Nach Definition von ® gilt also

f®g=lim f,*xg= lim fxg=f=xgin X.
Daher schreiben wir * fiir ®.

Korollar 4.1.9. Fir f,g € X gilt: || f *g|lx < | fllx |lgllx-

Beweis. Seien f,g € X und sei { f, }nen, €ine Folge in C(S) mit lim,, .o, f, = f in L'(7).
Da || - ||x und || - |1 stetig sind, ergibt sich mit Korollar (4.1.6)

£ #gllx = lim [fu*gllx < lim [l llglx = 171 lgllx.

Wegen (HB2) gilt daher ||f * g||x < || fllx llg]lx- I

Lemma 4.1.10. Fir f,g € X gilt: f*g= [¢o(f,9)(x)dr(x).

Beweis. Seien f,g € X und sei u € X*. Nach Korollar (4.1.3) ist u(¢(f, g)) Borel-mefibar.
Es gilt

/|u (f, 9)())| dn(a /|f ) u(Tog)| dr(z <||u||/|f ) Togllx dre(z)
< llul / @) Nlgllx dr() = fall [£]1 llg]lx < oo.

Daher ist u(¢(f, g)) € L'(r). Insbesondere gilt also [, u(¢(f, g)(x)) dr(z) € C.

Sei { fn}nen, eine Folge in C(S) mit lim, .o f = f in LY(7). Fiir n € Ny gilt dann
faxg=[g0(fn,9)(x)dn(zx). Damit ergibt sich

a(furg) - /S w(d(f, 9) () dr(x) = / W$(for9)(2)) — ul(f,g)(2)) dr(x)
- / (fule) — £(2)) u(Tug) dn(2).

Daraus folgt

[ulfnxg) = [ w(o(f, g)(x)) dm(x)] < [lull[[fo = fll1 lgllx-

S

Wegen lim,, ..o u(f, * g) = u(f * g) und lim,, o, f, = f in L'(n) ergibt sich daraus

u(f *g) = / w(@(f, 9)(x)) dr(x).

Da u € X* beliebig war, gilt also f* g = [, &(f, 9)(x) dr(z). O
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Satz 4.1.11. [Multiplikationssatz] Fiir f,g € X und n € Ny gilt: m(n) = F(n)g(n).
Beweis. Seien f,g € X und sei n € Ny. Mit vorherigem Lemma gilt

- [ 1] st a)@ ar@] ) rutw) arto)

Wegen r,, € L>(7) = L*(7)* C X* ergibt sich daher

w = [ [ B0@]0) e ) i@ = [ £ [ Tow) ) drw) in

/f Too(n) dn(z /f ral) dr(2) G(n) = F(n) 5(n).
]

Definition 4.1.12. Zu einem Polynom P vom Grad n € Ny sei der Operator S(P) :
X — X definiert durch S(P)f =>";_, P(k) f(k)ryh(k).

Korollar 4.1.13. Sei P ein Polynom. Fir xz € S gilt dann: T,S(P) = S(P)T,.
Beweis. Sei P ein Polynom vom Grad n € Ny und sei x € S. Fiir f € X gilt

n

P)f =T, P(k) J(k)rih(k) =Y P(k) J(k) Tyry, h(k)
k=0

k=0

=" P(k) f(k) re(x) re h(k) = Y P(k)TLf (k) ric h(k) = S(P)T.f.

Folglich gilt T, S(P) = S(P)T,. 0

Lemma 4.1.14. Sei P ein Polynom. Fir f € X gilt dann: S(P)f = f * P.

Beweis. Sei f € X. Fiir k € Ny zeigen wir zunéchst f *r, = f(k) rg. Fiir u € X* gilt
) T'k) /f ri(x) dm(x) u(ry) /f rr(x) u(ry) dm(zx)
— [a@ ey n)dn(o) = [ alf@) Ton dr(o)
S s
— [ uto(s.ria) dn(o)

~

Mit Lemma (4.1.10) folgt daraus u(f(k)ry) = u(f *7ry). Dau € X* beliebig war, gilt also
f(k)ry = f*ry.

Sei P ein Polynom vom Grad n € Nj. Mit dem bereits Gezeigtem ergibt sich

n

fep= / o, P)(w) dn(z) = S P(k) / o(f. 7)) dm(z) h(k)

_ZP ) (f o) (k) = > P(k) f(k) rs h(k) = S(P) .
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Korollar 4.1.15. Sei P ein Polynom. Dann ist S(P) € L(X) mit ||S(P)||rx) < || Pl x-

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus vorherigem Lemma und Korollar (4.1.9). O

Definition 4.1.16. Sei {P, },en, eine Folge von Polynomen.
(1) { P, }nen, hat die Eigenschaft (A1), falls fiir jedes k € Ny gilt: lim ﬁn(k) =1.
(2) {Py}nen, hat die Eigenschaft (A2), falls gilt: sup [|S(F,)|x) < oo.

n€eNp
Lemma 4.1.17. Die lineare Hiille von {r, : n € Ny} liege dicht in X. Dann sind fir
eine Folge { P, }nen, von Polynomen folgende Aussagen dquivalent:
(1) Fiir jedes f € X gilt: lim S(P,)f = f in X.
(2) { Py }nen, hat die Eigenschaften (A1) und (A2).

Beweis. (1) = (2). Sei { P, }nen, eine Folge von Polynomen mit der Eigenschaft aus (1).
Als erstes zeigen wir (Al). Fiir £ € Ny gilt

rp = lim S(P,)ry = lim ﬁn(k)rk in X.
Folglich gilt (A1).

Als zweites zeigen wir (A2). Fiur f € X ist {S(P,)f}nen, als konvergente Folge in X
insbesondere beschréankt in X. Also gilt sup,cy, [[S(Pn)f||x < oo. Mit dem Satz von
Banach-Steinhaus folgt daraus (A2).

(2) = (1). Sei { P, }nen, eine Folge von Polynomen mit den Eigenschaften (A1) und (A2).
Dann sei die Konstante C' definiert durch C' = sup,,cy, [|S(Pn)||z(x)- Sei k& € No. Mit (A1)
ergibt sich

lim S(P,)r; = lim ﬁn(k)rk =7, in X.

n—oo n—oo

Fiir jedes Polynom p gilt folglich lim,, .., S(P,)p = p in X.

Sei f € X und sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert zu f und ¢ ein Polynom p mit
€

If—pllx < 507D - Da p ein Polynom ist, existiert zu € ein N € No mit |S(P)p—plx <5

fiir alle n > N. Fiir n € Ny gilt
ISP = fllx < [IS(B)f = S(Ba)pllx + 15(P)p = pllx + llp — fllx
<(CH+DIf = pllx +[1S(Pa)p = plix-
Nach Wahl von p und N gilt daher ||S(P,)f — fllx < e fiir alle n > N. Also gilt
lim, .o S(P,)f = fin X. O

Beispiel. Der de la Vallée-Poussin Kern {V}, },en, sei definiert durch
_TE+)IT(n+a+pB+2) (1+x)"
'n+pF+1)Ia+ 8+ 2) 2 '
In [33] wurde gezeigt:
(A1) Fiir jedes k € No gilt: lim V, (k) = 1.

n—oo

Va(z)

(A2) Fiir jedes n € Ny gilt: ||V,][1 = 1.
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Satz 4.1.18. Fliir jedes [ € L'(r) gilt:

n

~

f = lim D Va(k) f(k) rih(k) in L' ().

k=0

Beweis. Da m ein W-Mafl mit kompaktem Tréger ist, folgt aus dem Approximationssatz
von Weierstraf}, daf die lineare Hiille von {7, : n € Ny } dicht liegt in L' (7). Damit folgt
die Behauptung aus vorherigem Beispiel und Lemma (4.1.17). O
Satz 4.1.19. [Riemann—Lebesgue Lemma] Fiir f € L'(r) ist f eine Nullfolge.

Beweis. Sei f € L'(m) und sei € > 0. Nach vorherigem Satz existiert zu € ein n € Ny mit
lf=S(Vo)fllh <e. Sei k € Ng mit k> n. Wegen deg S(V,,)f < n gilt dann

(S(Va)f) (k) = (S(Va) forw) = 0.

Daraus folgt
LF = |(f = SV E ) < If = S(Va) flla < e.

Daher gilt |f(k‘)| < ¢ fiir alle k£ > n. Folglich ist feine Nullfolge. O

Satz 4.1.20. [Eindeutigkeitssatz] Ist f € L'(r) mit f =0, so gilt f =0 in L'(r).

Beweis. Fiir f € L*(7) mit f: 0 gilt

n

~

f = lim Vo (k) f(k)re h(k) = lim 0= 0 in L' (7).

k=0

Korollar 4.1.21. Sei P ein Polynom. Fir f € X gilt dann: S(P)f = P x f.

Beweis. Sei P ein Polynom und sei f € X. Wegen Lemma (4.1.14) geniigt es fx P = Px f
zu zeigen. Fiir n € Ny ergibt sich mit dem Multiplikationsssatz

~ ~

(f * PY(n) = f(n) P(n) = P(n) f(n) = (P = f)(n).

Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt daraus f* P = P * f in L'(7). Da X als homogener
Banach-Raum insbesondere ein Untervektorraum von L!(7) ist, gilt also f* P = P x f
in X. U

Korollar 4.1.22. Sei P ein Polynom. Dann ist S(P) € L(X) mit ||S(P)||rx) < ||P]-

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus vorherigem Korollar und Korollar (4.1.6). O

Lemma 4.1.23. Zu f € X existiert eine Folge von Polynomen {P,},en,, S0 daf$ gilt:
lim, oo S(P,)f = f in X.
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Beweis. Sei f € X und sei € > 0. Es geniigt zu zeigen, dafl zu € ein Polynom P existiert

mit || f — S(P)fllx <e. Ist f=0,s0gilt |[f—S0)f]]x =0<e. Seialso f #0.

Als erstes zeigen wir, dafl zu € ein p € C(S) existiert mit ||p* f — f[|x < 5. Zu € existiert
nach (HB4) ein § > 0 mit

ITof — fllx < g fiir alle z € [1 — 4, 1].

Sei p ein Friedrichs-Glétter mit folgenden Eigenschaften: p € C*(R), supp(p) C [1 —
0,146], p>0und [, p(x)dn(z) =1. Fiir u € X* gilt dann

/S u(p() f) dn(z) = / plz) u(f) dn(z) = /S pl) dr() u(f) = ulf).

Da u € X* beliebig war, folgt daraus f = fS p(x) fdm(z). Unter Beriicksichtigung der
Eigenschaften von p ergibt sich damit

o/ - fllx—ll/ ) (Tof — ) dn(@)|x < /|p VITof — fllx dr(z)
- / p(@) ITof — fllx dn(z) < / p(a)dn(z) sup |Tof — fllx
1-6 1-9

z€[1-6,1]
= sup ||T.f = flx-
z€[1-6,1]

Nach Wahl von § gilt daher ||[px f — f||lx < £

Als zweites zeigen wir, daf zu p und ¢ ein Polynom P existiert mit |[p* f —S(P) f|lx < §
Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl gibt es zu p € C*°(R) C C(S) und zu &
ein Polynom P mit ||p — Pl < 57Ty - Daher ergibt sich

lo# f— S fllx =llo*f— P fllx = | / oo, F)() — 6(P, f)(x) dn ()] x
.y / 6o — P, )(x) dn(z)x = (o — P)* f|x.
S
Mit Korollar (4.1.6) folgt daraus
o 7 = S(P)fllx < llp = Pl fllx < llo— Plle 171 < &
Insgesamnt gilt also || f — S(P)fllx < If — p* fllx + lo* f — S(P)fllx <. 0

Korollar 4.1.24. Die lineare Hiille von {r, : n € Ny} liegt dicht in X.

Beweis. Sei P ein Polynom und sei f € X. Aus der Definition von S(P) ergibt sich
S(P)f € lin{r,: n €Ny} Damit folgt die Behauptung aus vorherigem Lemma. O

Korollar 4.1.25. X ist separabel.

Beweis. Die Behauptung gilt nach vorherigem Korollar. O
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Satz 4.1.26. Fliir jedes f € X gilt:

n

-~

f = lim > Vi (k) f(k)ri h(k) in X.

k=0

Beweis. Nach Korollar (4.1.24) liegt die lineare Hiille von {r, : n € Ny} dicht in X.
Daher geniigt es nach Lemma (4.1.17) zu zeigen, daB {V,, },en, die Eigenschaften (A1)
und (A2) hat.

Sei k € No. Nach [33] gilt lim, ., V,,(k) = 1. Folglich hat {V} },en, die Eigenschaft (A1).
Sei n € Ny. Nach [33] gilt ||V,||1 = 1. Aus Korollar (4.1.22) ergibt damit

1SVa)lleexy < [Vall = 1.
Folglich hat {V,,},en, die Eigenschaft (A2). 0

Korollar 4.1.27. Firz,y € S und f € X gilt: T,'T,, =T, T, f.

Beweis. Seien x,y € S und sei f € X. Mit vorherigem Satz ergibt sich

LT, = lim " Vu(k) (T, 0 (R) rih(k) = T S V() rele) T, 7 (k) i h(k)
k=0 k=0

-~

= 1115202 Vo (k) i) i(y) F(k) i h(k) in X
k=0
Daraus folgt T, T, f = T,T.f. O

Beispiel. Der Sobolev-Raum H"? mit || f||T, = || f[|3+ || Lf|]3 ist ein homogener Banach—
Raum.

Offensichtlich ist H'? ein normierter Untervektorraum von L?(r). Daher ist mit L?(7)
auch H"? ein normierter Untervektorraum von L'(7).

(HB1) Sei n € Ny. Es gilt r, € D(M,) € D(M) = D(L) = H-2.

(HB2) Da L als selbstadjungierter Operator insbesondere abgeschlossen ist, folgt aus der
Definition von || - |12 sofort, daB H? ein Hilbert—-Raum ist. Es gilt || |1 < |- |l2 < || - [|1.2-

(HB3) Sei f € H'? und sei x € S. Nach Korollar (3.0.18) ist T, f € HY? mit ||T,f|12 <
1 l1,2-

(HB4) Sei f € H"? und sei 7y € S. Da L*(7) ein homogener Banach-Raum ist, existiert
zu vorgegebenem ¢ > 0 ein § > 0 mit

2 2
T, f — Too fII2 < % und | To(Lf) — Tuy (LF)|2 < % fiir alle € S mit |z — zo| < 0.

Fir y € S gilt [T,, L] = 0. Fiir x, z9 € S ergibt sich damit

HT:vf - Tmof”%ﬂ = HT:rf - T:vof”g + HLT:vf - LTmong
- ||Ta:f - Txof”% + ”Tfo - TxoLfHS'
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Nach Wahl von ¢ gilt also
|Tof — Tuo flI12 < €° fiir alle z € S mit |z — o] < 0.

Beispiel. Da ein homogener Banach-Raum separabel ist, ist L°°(mw) kein homogener
Banach-Raum.

Definition 4.1.28. Zu 0 < A < 1 sei der Lipschitz-Raum (lipx(A), |- |[x) von X definiert
durch

lipx()\):{feX:xlir{l_%:O}und
IT.f ~ fllx

Flla=1fllx + sup
Ia= 17l swp BE

Lemma 4.1.29. lipx () ist ein Banach-Raum mit || - [|x < - ||

Beweis. Offensichtlich ist lipx () ein normierter Raum mit ||-||x <||-||x. Deshalb ist nur
zu zeigen, daf lipx(\) vollstédndig ist. Dazu sei {f, }nen, €ine Cauchy—Folge in lipx ().
Wegen || - ||x < || - ||x ist dann {f,}nen, insbesondere eine Cauchy-Folge in X. Daher
existiert ein f € X mit lim, ., f, = f in X. Wir werden zeigen, daf§ lim,, ., f, = f sogar
in lipx (A) gilt. Da {f,}nen, eine Cauchy—Folge in lipx(\) ist, existiert zu vorgegebenem
€ >0en N € Ny mit

o 1ol = Fn) = (fu = Fullx _ €

fir alle n,m > N. 5)
ze[—1,1] (1 - x)’\ ( )

e~

Wegen lim,, ., f, = f in X existiert zu ¢ und zu jedem z € [—1, 1] ein N(z) € Ny mit
\f = follx < (1 — 2)* fiir alle n > N(2). (6)

Fir z € [—1,1[ und n € Ny gilt
||Tx(f_fn) — (f_fn)HX <

(1—m)* B
HT (f = fyvw) — (f = fnw)llx N | T (fn@) = fu) = (IN@) — fu)llx
(1 —m) (1—x)A
|To(f = fna)llx + IIf = fvwllx “ 1Ty (fne) = fo) = (Fnw) — fo)llx
: -9 o 1=y
||f Inllx N |Ty(fnw) — fo) — (v — fo)llx
(1—ax)A vel-11] (1 =y '

Wiéhlen wir N(y) > N, so ergibt sich mit (6) und (5)

HTx<f — fn) - (f — fn>HX f

(1—2) 2 fir jedes x € [—1, 1] und alle n > N. (7)

Wegen fn € lipx(\) existiert zu € ein § > 0 mit

T, fy — i
ITefv = fllx _ € g o o € [~1,1[ mit |z — 1| < 4.
(1—az) =3
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Daraus folgt zusammen mit (7), daB fir alle x € [—1, 1] mit |z — 1| < ¢ gilt

T f — flix < |T:(f = fv) = (f = fn)llx n T fn — fnllx
(I—-z)* — (1—m)* (1 —a)

<-4+ -=c

DO ™
N ™

Diese Abschitzung zeigt lim, i ”T(”‘lf_i;{ﬂx = 0. Also ist f € lipx(\). Aus (7) folgt daher

lim,, . fn = f in lipx(N). O

Lemma 4.1.30. lipx () ist ein homogener Banach—Raum.

Beweis. (HB1) Sei x € [—1,1[. Aus T,ro = ro(x) ro = ro folgt sofort ro € lipx (). Sei also
n € N. Wegen 7,(1) = 1 wird durch p : S\{1} — C, p(y) = % ein Polynom vom
Grad n — 1 definiert. Insbesondere gilt also ||p||. < 00. Es gilt

| Tern — 7allx _ [rn () —
i-0% (-9

1| _ N
5 lIrallx = (1= 2) 7 p@) Irallx < (1= 2)7 [plloc [I7n]lx-

Wegen A < 1 folgt aus dieser Abschitzung lim,_;_ W = 0. Also ist r,, € lipx ().

(HB2) Unter Beriicksichtigung von || - ||; < || - ||x gilt (HB2) nach vorherigem Lemma.
(HB3) Sei f € lipx(A) und sei z € S. Fiir y € [—1, 1] gilt mit Korollar (4.1.27)

1T Tef = Tofllx = ITo(Tyf = Dlix < ITyf = fllx-
Aus dieser Abschitzung folgt unmittelbar 7, f € lipx(\) und ||T5 f]|x < || f]]x-

(HB4) Sei f € lipx(X\) und sei zp € S. Dann existiert zu vorgegebenem € > 0 ein 6 > 0
mit

T f—
%ngﬁr alle y € [—1,1[ mit |y — 1| < 0.

Als erstes betrachten wir alle y € [—1,1[ mit |y — 1| < 4. Fiir z € S gilt

”Ty<Tmf_Tmof) _ (Tmf_T:vof)”X _ ”(TyT:rf_T:rf) - (Tmiof_T:rome.

(1 =y (1 -y

Mit Korollar (4.1.27) ergibt sich daher

HTy(Txf — Tmof) - (Tmf — Tmof)HX

(1—y)?
LT f = 1) =T (T f = Dlix o I1Te(Tyf = Pllx + 1Ty (Tyf = Flix
(1 —y)* B (1 —y)*
1T, f — flix
=2 (1 =y

Nach Wahl von 4 gilt daher

HTy(Txf — Txof) - (Txf — Txof)”X
(1 =y

<efirallexz e Sundy e [—1,1][ mit [y — 1| <4.



4.1 Gewichtete Jacobi—Reihen 36

Als zweites betrachten wir alle y € [—1, 1] mit |y — 1| > §. Zu € und § existiert ein v > 0
mit
ed :
1T f = Tuo fllx < > fir alle x € S mit |x — o] < 7.

Fiir alle y € [—1,1[ mit |y — 1| > 4 gilt (1 —y)™* < 5. Fiir z € S gilt daher
HTy(TJ:f - Txof) - (Txf - Txof)HX < HTy(TJ:f - Txof)HX + ”Txf - Txof”X

(1—y) - (I—y?
”T:rf - T:vofHX HT:vf - TmofHX
a2 e

Nach Wahl von v gilt daher

HTy(TJ:f - Txof) - (Txf — Txof)HX
1=y

< ¢ fiir alle z € S mit |z — x| <y und
alle y € [—1,1[ mit |y — 1| > 0.

Insgesamt gilt also

HTy(Txf - Txof) - (Txf - Txof)”X

sup X < ¢ fir alle x € S mit |z — x| < 0.
ye[-1,1] (1—-y)
Aus dieser Abschéitzung folgt (HB4). O

Lemma 4.1.31. Es gilt: lipx(\) € X.

Beweis. Angenommen, es gilt lipx(A) = X. Wegen || - [|x < || - ||» ist dann die Abbildung
(X, | - In) — (X, - |lx), f — f eine stetige Bijektion. Aus der Annahme folgt, dafl
(X, ]| -]|x) ein Banach-Raum ist. Da auch (X, || - ||x) ein Banach-Raum ist, existiert nach
dem Satz von der stetigen Inversen eine Konstante C' > 0 mit || - ||x < C'|| - || x. Fir alle
n € Ny ergibt sich daher

| Tern — 7l x |rn(z) — 1]
Cllrallx = [[rallx =2 sup —————<—=rallx sup ————.
eel-11 (I —m)A ve[-11] (1 —m)*
Daraus folgt
ra(z) — 1]
sup sup ———— < C.
n€Np ze[—1,1] (1 - SE)A
Es bezeichne z,,, €] — 1, 1] die n—te Nullstelle von r,. Dann gilt
ro(r) —1 To(Tpn) — 1 1
p 1) =11 ) 1 _ A
z€[—1,1] (1 - l‘) (]- - l‘n,n) (]- - xn,n)
Nach [38, S. 236, Theorem 8.9.1.] gilt lim,,_,oc T, = 1. Wegen A > 0 gilt also
1 ra(z) — 1]
00 = sup <sup sup ———— < (C < .
neNg (1 - l‘n,n))\ n€Np z€[—1,1] (1 - l‘)A

Dieser Widerspruch zeigt, dal die Annahme falsch ist. Folglich muf} die Behauptung richtig
sein. ]



4.1 Gewichtete Jacobi—Reihen 37

Definition 4.1.32. Der Dirichlet-Kern {D,, },en, sei definiert durch D,, = > 7 _ 7y h(k).
Definition 4.1.33. Der Dirichlet-Raum (U, || - ||) von X sei definiert durch

Ux ={feX: lim [S(Dy)f — fllx =0} und [|fllv = Sup 1S (Dw) flx-

Lemma 4.1.34. Ux ist ein Banach-Raum mit || - || x < - ||v-

Beweis. Als erstes zeigen wir, daB || - ||y eine Norm auf Ux ist mit || - ||x < || - ||. Fiir
f € Ux ist {S(Dy) f }ren, als konvergente Folge in X insbesondere beschrénkt in X. Daher

gilt [| fllu = supgen, [|9(Dk) fllx < oo.
Offensichtlich ist || - || homogen und erfiillt die Dreiecksungleichung.
Fiir f € Ux und k € Ny gilt

1fllx < If = SDe)flix + 1SDp) fllx < [1f = SDx) fllx + [ fllo-

Wegen limy_,o S(Dy) f = fin X folgt aus dieser Abschétzung || f||x < || f|lv. Insbesondere
ist damit auch gezeigt, dafl || - ||y definit ist.

Als zweites zeigen wir, dafl Ux vollsténdig ist. Dazu sei {f, }nen, eine Cauchy—Folge in
Ux. Wegen || - ||x < ||+ ||v ist dann { f,, }nen, insbesondere eine Cauchy—Folge in X. Daher
existiert ein f € X mit lim,, ., f, = f in X. Wir werden zeigen, daBl lim,, ., f,, = f sogar
in Uy gilt. Da {f,, }nen, eine Cauchy—Folge in Uy ist, existiert zu vorgegebenem ¢ > 0 ein
N1 S No mit

1S(De) fr — S(Dy) fnllxx < % fiir alle & € Ny und alle n,m > Nj. (8)
Wegen lim,, . f, = f in X existiert zu € ein Ny € Ny mit

I = Fullx < 5 fiir alle n > No. (9)
Sei k € Ng. Wegen S(Dy,) € L(X) existiert zu k und ¢ ein N(k) € Ny mit

IS(D)f = S(Di)fullx < 3 fitr alle n > N(k).
Fiir k,n € Ny ergibt sich damit

IS(Di)(f = fu) = (f = fu)llx <
<||S(Dx)f = S(Dr) fnwllx + I1S(Dr) fnwy — S(Di) fullx + If — fallx

< 3+ IS fy = SO fallx +11f = Full-

Sei N € Ny definiert durch N = max{ Ny, Ny }. Wéhlen wir N(k) > Ny, so folgt aus (8)
und (9)

|\S(De)(f — fu) — (f — fu)llx < e fur alle k € Ny und alle n > N. (10)

Wegen fy € Ux existiert zu € ein K € Ny mit ||S(Dy)fn — fnllx < e fur alle £ > K.
Daraus folgt zusammen mit (10), daB fiir alle £ > K gilt

1S(Dr)f = flix < 1S(De)(f = fv) = (f = fn)llx + 1SDe) fv — fvllx <e+e=2e
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Diese Abschitzung zeigt limy,_ .o, S(Dy)f = f in X. Also ist f € Uyx. Mit (10) und (9)
folgt, daf fiir alle k € Ny und alle n > N gilt

IS(Dw)f — S(Di) fallx < ISDR)(f = fo) = (f = Fu)llx + I = fallx < e+ g < 2.

Diese Abschéatzung zeigt lim,, . f, = f in Ux. O

Lemma 4.1.35. Uy ist ein homogener Banach—Raum.
Beweis. (HB1) Sei n € Ny. Aus S(Dy)r, = 7, fiir alle k > n folgt r, € Uy.
(HB2) Unter Beriicksichtigung von || - ||; < || - ||x gilt (HB2) nach vorherigem Lemma.
(HB3) Sei f € Ux und sei x € S. Fiir k € Ny gilt mit Korollar (4.1.13)
[S(DR)Tef = Tof lx = I To(S(De)f = Hllx < IS(De)f = fllx-

Wegen limy .o, S(Dg)f = f in X folgt aus dieser Abschétzung limy_o S(Dy)Tf = T,.f
in X. Also ist T,.f € Ux. Mit Korollar (4.1.13) gilt

1S(DR)Tefllx = 1T (Dx) fllx < [1S(Dk) fllx < £l
Aus dieser Abschatzung folgt | T f|lo < ||fllv-

(HB4) Sei f € Ux und sei zg € S. Dann existiert zu vorgegebenem £ > 0 ein K € Ny mit
IS(DWf — fllx < % fiir alle k > K.

Wegen f € Ux C X existiert zu € ein 6; > 0 mit
T f — Too fllx < % fiir alle 2 € S mit |z — zo| < 8.

Als erstes betrachten wir alle & € Ny mit £ > K. Fiir € S gilt mit Korollar (4.1.13)

IS(Dp)Tof — S(Dr)Too fllx = IT2S(Dr) f — Too S(Di) fll x
SNTeS(Dr)f — Teofllx + 1 Tef — Too fllx + | Tao f — Too S(Di) fllx
<2||S(De)f = fllx + | Twf — Tuo f x-

Nach Wahl von ¢; und K gilt daher

|S(Dp)Tof — S(Dp)Tyy fllx < € fiir alle £ > K und alle x € S mit |z — zo| < 4.

Als zweites betrachten wir alle k£ € Ny mit £ < K. Fiir z € S gilt

k
IS(DT.f = S(DR)Tug flx = | Y (rala) = ri(x0)) F(1) b (D) 1x <

=0

Z|’f’l ) — ri(wo) | IF(D) Hx<Z|'f’l ) = ru(zo)| | F(1) ri h(1) | x.
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Wegen r; € C(S) existiert daher zu zy und ¢ ein §; > 0 mit

|S(Dg)Tof — S(Dg)Ty fllx < e fiiralle 0 < k£ < K und alle z € S mit |z — x| < do.

Sei § > 0 definiert durch § = min{ d;, 05 }. Dann gilt insgesamt

\Tof — T fllu = :21\1]) |S(Dp)Twf — S(D)Ty fllx < e fiir alle z € S mit |z — o] < 0.
0

O

4.2 Charakter—invariante homogene Banach—Riume

In diesem Abschnitt wird die Charakter—Invarianz fiir homogene Banach—R&ume defi-
niert. Es wird gezeigt, dafl der Wiener-Raum fiir normierte Jacobi-Polynome der klein-
ste charakter-invariante homogene Banach-Raum ist. Der Beurling-Raum fiir normier-
te Jacobi-Polynome dient als Beispiel fiir einen homogenen Banach—-Raum, der nicht
charakter—invariant ist.

Definition 4.2.1. Ein homogener Banach-Raum X heifit charakter—invariant, falls gilt:
(HB5) Fiir jedes f € X und alle n € Ny ist 7, f € X mit [|r, f||x < ||f]lx-

Korollar 4.2.2. Sei X ein charakter—invarianter homogener Banach—Raum. Fir alle
n € Ny gilt dann: ||r.||x < ||7ollx-

Beweis. Sei n € Ny. Dann folgt die Behauptung mit (HB5) sofort aus r,, = r, ro. O

Definition 4.2.3. Der Wiener-Raum (W, || - [|w) sei definiert durch

W={feC(s): fel'(n)}umd |flw=|Fl
Lemma 4.2.4. 7: W — (1(h) ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Zunéchst ist zu zeigen, dafl || - ||w eine Norm auf W ist. Offensichtlich ist || - ||w
homogen und erfiillt die Dreiecksungleichung.
Es ist also nur zu zeigen, daB || - ||w definit ist. Dazu sei f € W mit || f|lw = 0. Dann gilt

~

f =0.Da C(S) ein homogener Banach-Raum ist, ergibt sich damit
f=lim "V, (k) (k) ri h(k) = 0 in C(S).
k=0

Wir zeigen nun, da = : W — (1(h), f — fein isometrischer Isomorphismus ist. Offen-
sichtlich ist dazu nur zu zeigen, dafl = surjektiv ist. Zu vorgegebenem a € (!(h) sei die
Folge { fn}nen, € C(S) definiert durch f,, = Y, a(k) ry h(k). Fir m,n € Ny mit m > n
gilt

1o = Fulloo =11 D alk)rih(k)lloo < Y lalk)| Irlloc (k) = D fa(k)| h(k).
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Wegen a € (1(h) folgt aus dieser Abschiitzung, daB {f,}nen, eine Cauchy—Folge in C(S)
ist. Daher existiert ein f € C(S) mit lim, . f, = f in C(S). Insbesondere gilt also
lim, o fn = f in L?(7). Fiir k € Ny gilt folglich

fk) = (fori) = lim {f,mi) = alk).
Wegen a € (*(h) zeigt diese Gleichung f € W und J?: a. Folglich ist ~ surjektiv. O

Definition 4.2.5. Die Abbildung -V : £*(h) — W, a +— a" bezeichne die Umkehrabbildung
von -

Lemma 4.2.6. W st ein charakter—invarianter homogener Banach—Raum.
Beweis. (HB1) Sei n € Ng. Aus 7, = h(n)~'4,.. folgt r, € W.

(HB2) Aus vorherigem Lemma folgt sofort, dafl mit ¢*(h) auch W ein Banach-Raum ist.
Fiir f € W gilt

1l = 1 1 = 1F 1= 1£1l = [1£1-

(HB3) Sei f € W und sei z € S. Fiir n € Ny gilt
Tef ()| = lra(z) f(n)] < |f(n)].
Aus dieser Abschitzung folgt sofort T, f € W und || T fllw < || .f|lw-

(HB4) Sei f € W und sei zp € S. Dann existiert zu vorgegebenem ¢ > 0 ein N € Ny mit

fir alle n > N.

If = S(Du) Fllw =D [F (k)| h(k) <

k=n+1

<
4
Fiir x € S und n € Ny gilt

SNTef = ToS(Dn) fllw + [1T2S (Do) f = Tog S(Dn) fllw + 1 Tog S (D) f = T fllw

Nach Wahl von N gilt daher
€
N Tof — Too fllw < 3 + | T.S(Dn) f — Toy S(Dn) f||w fiir alle x € S. (1)

Fir z € S gilt

N

IT.S(Dw) f = TugS(Dn) fllw = Y Iri(@) = re(o)| | (k)| (k).

k=0

Wegen 1, € C(9) existiert daher zu z und € ein 6 > 0 mit

IT,S(Dx)f — TuyS(Dy) fllw < % fiir alle z € S mit |z — 0| < 0.
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Mit (1) ergibt sich daraus ||Tof — Ty, fllw < € fiir alle x € S mit |x — x¢| < 0.

(HB5) Sei f € W und sei n € Ny. Fiir & € Ny gilt
n+k
= / f(@) rala) ri(w) dn(z) = Y gln, k1) /f(fv) ri(x) dn(x)
1=0 S

=" g(n. k1) h(1)~* (1) (D).

1=0
Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften von g ergibt sich damit

o0 oo

I Fll =S 1 FR) AGR) < Y g(nk, 2) B h(k) | FD] R ()
k=0 k,1=0
=" g(n L k) h(k) ™ (k) [FO) R =Y [FOI D) Y gln. 1, k)
k,l=0 =0 k=0
= 1FOI R0 = [ £
=0
Diese Abschétzung zeigt r, f € W und ||r,, fllw < || f||w- O

Lemma 4.2.7. W [dfit sich in jeden charakter—invarianten homogenen Banach—Raum
stetig einbetten.

Beweis. Sei X ein charakter—invarianter homogener Banach-Raum. Dann zeigen wir zu—
nichst W C X. Fir f € W und n € Ny gilt

1S(Dn) fllx = | Zf hk)|x < Y ()] lrellx k).
k=0
Mit Korollar (4.2.2) ergibt sich daraus

1S(Dn) fllx < l7ollx Z |f(k)\ h(k) fur jedes f € W und alle n € Ny. (2)

Fir f € W und m,n € Ny mit m > n gilt daher

m

1S(Dm) f = S(Dn) fllx = | Z flk k)llx = [S(D Z k)|l x
k=n-+1 k=n
<llrollx > [F (k)| (k)
k=n-+1

Wegen f € W folgt aus dieser Abschitzung, dal {S(D,,)f}nen, eine Cauchy—Folge in X
ist. Daher existiert ein ¢ € X mit lim, .., S(D,)f = ¢ in X. Insbesondere konvergiert
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also {S(D,,) f }nen, schwach gegen g in X. Sei k € Ng. Wegen 7, € L>®°(7) = L(m)* C X*
gilt also

g(k) = /5 g(a) re(x) dr(x) = lim [ [S(Dy)f(x) ri() dr(z)

n—oo S

= lim (S(D,)f)"(k) = (k).

n—oo

Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt daraus f = g in L*(7). Da X als homogener Banach—
Raum insbesondere ein Untervektorraum von L'(7) ist, gilt also f = ¢ in X. Damit ist
f € X. Folglich gilt W C X.

Wir zeigen nun, daf} die Abbildung ¢ : W — X, f +— [ injektiv und stetig ist. Sei f € W
mit f = 0in X. Dann gilt f = 0. Damit ergibt sich || f||w = || f||s = 0. Folglich gilt f =0
in W. Also ist ¢ injektiv.

Sei f € W. Dann gilt nach dem bereits Gezeigtem f = lim, o S(D,)f in X. Da || - || x
stetig ist, ergibt sich damit aus (2)

Ifllx = lim [S(Da)fllx < lIrollx lim Y [F(R) A(k) = llrollx 1/ 1l = Irollx Il
k=0
Also ist ¢ stetig. O

Bemerkung. Wegen lipx(\) € X gibt es im Gegensatz zu charakter—invarianten homo-
genen Banach-R&umen keinen kleinsten homogenen Banach-Raum.

Definition 4.2.8. Zu f € L'(r) sei f : Ny — R definiert durch f(n) = SUPj>, 1 \]?(k)\ }.

Bemerkung. Sei f € L'(r). Nach dem Riemann-Lebesgue Lemma ist 7 eine Nullfolge.
Insbesondere ist also f beschréankt.

Korollar 4.2.9. Fiir f,g € L*(7) und X\ € C gelten folgende Aussagen:

1) Fiir allen € Ny gilt: f(n+1) < f(n).

~ ~

(1)
(2) Fiir allen € Ny gilt: 0 < |f(n)| < f(n).
(3) Bs gilt: (f +9)” < [ +7.

(4) Es gilt: (\f)~ = || [.

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus der Definition von ~. O

Definition 4.2.10. Der Beurling-Raum (W, | - ||«) sei definiert durch

W.={f€C(s): fel(h)}umd]|f].= ]

Korollar 4.2.11. FEs gilt: W, C W.
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Beweis. Aus Korollar (4.2.9),(2) folgt sofort W, C W. Die Folge a : Ny — R sei definiert

durch a(n) =0 fir n ¢ {2¥: k € No} und a(2¥) = 57 h(k fiir k € Ny. Damit gilt

=1 =1
ally = th(k) = Zg_k = 2.
k=0 k=0

Also ist ¥ € W. Da a monoton fallend ist, ergibt sich

lally =1+ Z 57 ;(k) (R(2"1 1) + -+ h(29)).

Da h monoton steigend ist, ergibt sich weiter

2k—1 p(2F1 4 1) I & 2k1+1)
LESTS e it BRRES il
Wegen h(n) = O(n?**1) fiir n — oo ist {%}kENO keine Nullfolge. Daher zeigt obige
Abschitzung @ ¢ ¢*(h). Daher ist a” ¢ W,. Insgesamt gilt also W, C W. O
Lemma 4.2.12. W, ist ein Banach—Raum mit || - ||w < || - ||+-

Beweis. Aus Korollar (4.2.9) folgt sofort, daf |||« eine Norm auf W, ist mit |- [|jw < |- ||+
Es ist also nur zu zeigen, daf§ W, vollsténdig ist. Dazu sei {f,}nen, ein Cauchy-Folge in
W,. Wegen || - [|w < || - ||« ist dann {f,, }ren, insbesondere eine Cauchy—Folge in W. Daher
existiert ein f € W mit lim,, .. f, = f in W. Wir werden zeigen, dafl lim, ., f, = f
sogar in W, gilt. Da {f,}nen, eine Cauchy—Folge in W, ist, existiert zu vorgegebenem
€ > 0ein N; € Ny mit

I = fulle < 5 fitr alle m,n > N, (3)

Wegen lim,, ., f, = f in W gibt es zu € und zu vorgegebenem m € Ny ein Ny € Ny, so
daB fiir alle n € Ny mit n > Ny und alle [ € Ny gilt

-~

s 2 - fn|lw—Zl ()| h(k) = 1 F(0) = Fu )] h(1).

Aus dieser Abschétzung folgt

-~ ~ €

Fiir n, N € Ny gilt

S (fF= 1) Zf )~ (k) h(k) +

up{\f() IO} AR) + [1fx = fall..

NE

(S = f)™(K) h(k)

i

0

Ms i
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Da h monoton steigend ist, ergibt sich damit

D (f = fa) " (k) (k) < Zslgg{lf() h(1) = Fn @ RO+ 1L fx = fall.

IN

ST = T blloe + 1fx = fll

k=0
m+ D Fh = fx hlloo + 1 fy = Falls-

Wiihlen wir N > max{ Ny, Ns }, so folgt aus (3) und (4)

Zf f2)~ (k) h(k) < ¢ fiir alle n > Nj.
k=0

Sei n € Ny mit n > N;. Da m € Ny beliebig war, zeigt obige Abschiatzung f — f, € W,
und || f — ful|« < e. Folglich gilt f = (f — f.) + fn € W, und lim,, ., f, = fin W,. O
Lemma 4.2.13. Fir f € W, gilt: lim,, .o S(D2y—1)f = [ in W,.

Beweis. Sei f € W, und sei € > 0. Dann existiert ein N € Ny mit

Z F(k) h(k) % fiir alle n > N.

Sein € N. Fiir k € {0,...,2n — 1} gilt f(k) — (S(Dap_1)f) (k) = 0. Folglich gilt

(f = S(Dan_1)f)~ (k) = f(2n) fiir alle k € {0,...,2n—1}. (5)

-~

Fiir k € N mit k > 2n gilt f(k) — (S(Dan_1)f) (k) = f(k). Folglich gilt
(f = S(Dan1)f)~ (k) = f(k) fiir alle k > 2n. (6)

Zur Abkiirzung sei oq(n) definiert durch

n

o1(n) =Y (f = S(Dan1)f)~ (k) h(k)

k=0
und o9(n) sei definiert durch

[e.e]

oa(n) =Y _(f = S(Danr) )™ (k) h(k).

k=n

Als erstes betrachten wir oq(n). Wegen n € N gilt n < 2n — 1. Mit (5) ergibt sich daher
o1(n) =3 4, f(2n) h(k). Da f monoton féllt und ~ monoton steigt, folgt daraus

o0

n) <> fk+n)h(k+n) = Zf h(k) < fk) h(k)
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Nach Wahl von N gilt daher o;(n) < § fiir allen > N.

Als zweites betrachten wir oy(n). Mit (5) und (6) gilt

oa(n) = 3" (f = SDon ) 1) () hk) + 3 (F — S(Dnr) ) (k) ()
= f2n) h(n) + -+ f(2n) h(2n — 1) + Y f(k) h(k

Da fmonoton fallt, ergibt sich damit

oa(n) < f(n)h(n) 4+ -+ f(2n — 1) h(2n — 1) +Zf h(k) =" f(k) h(k

k=2n

Nach Wahl von N gilt daher o3(n) <
Fiir alle n > N gilt also insgesamt

5 fiir allen > N.

[e.e]

If = S(Dan-1)f I« = Y (f = S(Dan-1)f)" (k) h(k) < o1 (n) + 02(n) <

k=0

Lemma 4.2.14. W, ist ein homogener Banach—Raum.

Beweis. (HB1) Sei n € No. Aus ||r |l = > 7, ﬁ h(k) < oo folgt r,, € W,.
(HB2) Unter Beriicksichtigung von || - ||; < || - ||w gilt (HB2) nach Lemma (4.2.12).
(HB3) Sei f € W, und sei z € S. Fiir n € Ny gilt

(L. (0) = sup{ [T 0]} = sup{ ) T} < sup{ 0]} = Tl

Aus dieser Abschitzung folgt sofort T, f € W, und ||T, fll« < ||
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(HB4) Sei f € W, und sei xy € S. Nach vorherigem Lemma existiert zu vorgegebenem

e>0einneNmit | f—S(Dyp)f|ls < 5. Fiir z € S gilt
HTxf - Txof”* <

1T f = ToS(Don-1) flls + TS (D2n-1)f = TogS(Dan-1) f I+ + T2y S (Dan-1).f = Teo f1I+-

Folglich gilt
[Tef = Tao flls < 201 = S(Dan1) flls + [[T25(Dan—1) f = Top S (D2n—1) fl+-
Nach Wahl on n gilt also
€
\Tef = Tao flle = 5 + 1 T25(D2n-1) f = Ty S(D2a-1) f 1+

2n—1

:%+Z sup  { |ru(x) = ru(zo)| [ F(1)] } h(k).

k<I<2n-—1
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Wegen r; € C(S) existiert daher zu 2y und ¢ ein § > 0 mit

\Tof — Too fll« < e fiir alle z € S mit |z — x| < 6.

Bemerkung. Wegen W, C W ist W, nach Lemma (4.2.7) nicht charakter—invariant.

46



5 Qualitative Unschéirferelationen und
Jacobi—Polynome

5.1 A(2)-Mengen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal zu jeder A(2)-Menge A eine Konstante ¢ > 0
existiert, so daB fiir jede Borel-Menge B mit 7(B) < ¢ das Paar (B, A) ein A-Paar ist.
Aus der Definition der A(2)-Menge folgt damit sofort eine Qualitative Unschérferelation
auf L(7).

Definition 5.1.1. Eine Teilmenge A von Ny heifit (g, 0)-Menge, falls es Konstanten € > 0
und & > 0 gibt, so daf fiir jede Borel-Menge B mit 7(B) < ¢ und alle f € L3 (7) gilt:

1Psefl13 = 6111113

Lemma 5.1.2. Sei A eine (,0)-Menge und sei B eine Borel-Menge mit 7(B) < . Dann
ist (B, A) ein A-Paar.

Beweis. Sei A eine (g,d)-Menge und sei B eine Borel-Menge mit 7(B) < e. Wir zeigen
zunéchst:

1PsPAfIz = IPAfI12 = [ PaePafll; fiir alle f € L*(x). (1)

Sei f € L?(m). Nach dem Satz von der orthogonalen Projektion 148t sich P, f schreiben
als

Pof = PgPyf @ (I — Pg)Pyf = PyPof @ PyePyf.
Mit dem Satz von Pythagoras folgt daraus (1).

Wir zeigen nun, daf§ (B, A) ein A-Paar ist. Nach Lemma (1.1.2) und Satz (1.1.9) geniigt
es ||PgPy|l < 1 zu zeigen. Fiir f € L*(r) ist Ppf € LA(w). Da A nach Voraussetzung eine
(g,0)-Menge ist, gilt also

1PpePafll2 > 0 (| Pafll3:
Aus (1) ergibt sich damit
1PsPAfI2 < IPAfIE = OlIPASI2 = (1= &) IPAf]3 < (1= 8) I f]12-
Wegen 6 > 0 folgt aus dieser Abschitzung |[PgPy| < (1 —6)z < 1. O
Definition 5.1.3. Eine Teilmenge A von N heiit A(2)-Menge, falls gilt: L} (7) = LA (7).
Satz 5.1.4. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) A ist eine (g,0)-Menge.
(2) A ist eine A(2)-Menge.
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Beweis. (1) = (2). Sei A eine (g,d)-Menge. Dann zeigen wir zunéchst:
1l < 7072 || fiir alle f € L3(r). 2)

Sei f € L4 (). Offensichtlich gilt (2) fiir f = 0. Sei also f # 0. Zu einem Vertreter f von
f sei die Menge B definiert durch

B={zes:elf(x)) >fl:}

Aus der Definition von B folgt sofort 15(z) || f||; < e |f(x)| fiir alle z € S. Mit f ist auch
B Borel-mefibar. Also gilt

m(B) ||f||1=/513($)||f||1dﬂ(93) Sé/slf(x)ldﬂ(ﬂf)za?llflll-

Wegen f # 0 zeigt diese Abschétzung m(B) < e. Nach Voraussetzung ist A eine (g,0)—
Menge. Wegen f € L3 () gilt also

SN < I1PoefIE = [ 1T dr(o)

Unter Beriicksichtigung der Definition von B ergibt sich damit
S fII3 S/ eI dr(z) = w(B) e || fIT < 2SI

Aus dieser Abschitzung folgt (2).

Wir zeigen nun, daf§ A eine A(2)-Menge ist. Offensichtlich geniigt es L} (7) C L*(7) zu
zeigen. Fiir f € L} (m) gilt

f = lim iﬁn(k) F(k) i h(k) in L(r).
k=0
Die Folge { f, }nen, C LA () sei definiert durch
fo= D Valk) FR) rich(h).
k=0

Als konvergente Folge in L'(r) ist {f,}nen, insbesondere eine Cauchy—Folge in L!(r).
Wegen f,, € L3(7) zeigt daher (2), daB {f, }nen, eine Cauchy—Folge in L?(7) ist. Folglich
existiert ein g € L*(7) mit lim,, . f, = ¢ in L?*(7). Sei k € Ny. Da ein Skalarprodukt als
Funktion der ersten Variablen stetig ist, gilt also

-~ -~

(k) = {g. ) = lim (for2) = lim V,(k) k) = F(k).

Folglich gilt f = g. Wegen f € L*(r) C L'(rx) gilt damit nach dem Eindeutigkeitssatz
f =gin L'(7). Da L?(7) als homogener Banach-Raum insbesondere ein Untervektorraum
von L!(7) ist, gilt daher f = g in L*(m). Folglich ist f € L?(r). Also gilt L} (w) C L?(7).
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(2) = (1). Sei A eine A(2)-Menge. Der Operator ¢« : L3(mw) — LL(7) sei definiert durch
vf = f. Dann zeigen wir zunéchst, daff ¢ in L(L3 (), L} (7)) invertierbar ist.
Offensichtlich ist ¢ beschrankt und injektiv. Da A nach Voraussetzung eine A(2)-Menge
ist, ist ¢ surjektiv. Insgesamt ist ¢ also ein bijektiver Operator aus L(L3 (7), L} (7)).

Als abgeschlossene Untervektorrdume von Banach-Réumen sind L3 (7) und L} (7) selbst
Banach—R&ume. Daher ist «+ nach dem Satz von der stetigen Inversen invertierbar. Insbe-
sondere gilt also 0 < ||| < oo.

Wir zeigen nun, daB A eine (§ [c7'[72, 1 [|c7!||72)-Menge ist. Sei B eine Borel-Menge
mit m(B) < 1]¢7|7? und sei f € Li(m). Da ¢! nach dem bereits Gezeigtem aus
L(Lj(7), L3 () ist, gilt

L Al = 1 e e < e e T = 1
- / 1p(2) | f(2)] dn(z) + / e () | ()] die(2)
S S

= [ 15 f@) dr(@) + [ 10:(0) 1) F (@) (o)
= (1, [f]) + (Le, [1pe f1)-
Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ergibt sich damit
1y 1 o1
ANl < sl (11l + [sello 115 flla = 7(B)2 || fll2 + 7(B)Z || Pee £l
1
< m(B)2 || fll2 + [ Pre f]2-
Wegen 7(B) < 1 ||c71||72 folgt daraus

L
1Paefll2 = 5 17 A1
Diese Abschitzung zeigt, daB A eine ( [|e 1|72, 7 [[¢ ]| 7%)-Menge ist. O

Satz 5.1.5. Sei A eine (¢,0)-Menge. Ist f € L'(B,m) N Li(w) mit m(B) < €, so gilt
f =0 n—fii..

Beweis. Sei A eine (g,d)-Menge und sei f € L'(B,n) N Li(7) mit 7(B) < e. Nach
Lemma (5.1.2) ist dann (B, A) ein A-Paar. Daher geniigt es f € L?(B, ) N L3(7) zu
zeigen.

Da A eine (g, §)-Menge ist, ist nach vorherigem Satz f € L3 (w) C L*(w). Mit f € L*(m)
ist auch 1pf € L?(m). Aus der Definition von LP(B, ) ergibt sich damit f € L*(B,).
Insgesamt ist also f € L?(B,m) N L4 (7). O

Lemma 5.1.6. Sei A # () eine endliche Teilmenge von Ny und sei e €]0, h(A)~t[. Dann
ist A eine (e,1 — e h(A))-Menge.
Bemerkung. Sei A # () eine endliche Teilmenge von Ny. Dann gilt 0 < h(A) < oc.

Beweis. Sei A # () eine endliche Teilmenge von Ny, sei ¢ €]0,h(A)7![ und sei B eine
Borel-Menge mit m(B) < . Fiir f € L3(m) gilt PAf = f. Aus Gleichung (1) aus dem
Beweis von Lemma (5.1.2) ergibt sich damit

1Ppef112 = A1 = I1PePaflz = IF15 = 1Ps PAI* 1112 = (1 = [1Ps PAll®) 1 £112-
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Mit Lemma (2.0.14) gilt daher
1Psefl3 = (1= 7(B) h(A)) || I3
Nach Wahl von B gilt also

1Ppefll3 = (1 =2 h(A)) [I£II5-

Wegen € h(A) < 1 zeigt diese Abschétzung, dafi A eine (¢,1 — ¢ h(A))-Menge ist. O

Korollar 5.1.7. Sei A # () eine endliche Teilmenge von Ny. Ist f € LY(B,w) N Li(n)
mit 7(B) h(A) < 1, so gilt f =0 n—f.1..

Beweis. Sei A # () eine endliche Teilmenge von Ny und sei B eine Borel-Menge mit
m(B)h(A) < 1. Wegen 7(B) h(A) < 1 gibt es ein € > 0 mit 7(B) < e < h(A)~'. Nach

vorherigem Lemma ist A damit eine (¢,1 — ¢ h(A))-Menge. Wegen 7m(B) < ¢ folgt daher
die Behauptung aus Satz (5.1.5). O

5.2 2-lakunire Mengen

In diesem Abschnitt wird fiir den Fall der Tschebyscheff-Polynome erster Art gezeigt, daf3
jede 2-lakunéire Menge eine A(2)-Menge ist.

_1_1
Sei n € Ny. Zur Abkiirzung schreiben wir 7T, fiir 7’2 z 2).

Lemma 5.2.1. Firn,m € Ny gilt: T,(z) Ty (2) = 1 Ty (x) + 3 Trgom ().

Beweis. Sei n € Nyg. Zu x € S sei p(x) € [0, 7] definiert durch z = cos p(x). Damit gilt
T,(x) = cosnp(x). Aus den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen und
aus der Symmetrie des cos folgt daher die Behauptung. O

Definition 5.2.2. Eine Teilmenge { A\, : n € Ny} von N heiit 2-lakunér, falls fiir alle
n € Ny gilt: ’\;—:1 > 2.

Bemerkung. Sei { A, : n € Ny} eine 2-lakunidre Menge. Dann folgt unmittelbar aus
obiger Definition, daB fiir alle n € Ny gilt: 1 < A\, <2\, < Ayt

Definition 5.2.3. Die Diagonale A von N2 sei definiert durch A = {(n,n): n € Ny }.

Definition 5.2.4. Sei A C Ny und sei k£ € Nj.

(1) Zu A und k sei die Menge A (k) C NZ definiert durch
Ar(k)={(n,m) e A\A: n+m=k}.

(2) Zu A und k sei die Menge A_(k) C N3 definiert durch
A_(k)={(n,m) e A\A: |[n—m|=k}.
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Korollar 5.2.5. Sei A eine 2-lakundre Menge. Dann gelten fiir jedes k € Ny folgende
Aussagen:

(1) [A4 (k)
A_(k)

Beweis. Sei A = { A\, : n € Ny} eine 2-lakunére Menge.

<2
<2

(1) Angenommen, die Behauptung ist falsch fiir ein k& € Ny. Dann gibt es mindestens zwei
Elemente (A, Ay, ) und (A, A, ) aus A2\ A mit

Aoy + Ay =k = Ay + Ay
O.B.d.A. sei ny > ny > my. Mit der Bemerkung zu Definition (5.2.2) ergibt sich dann
k=X, + Ay <Ay + A, =20, < g1 S A,
Wegen A\, > 0 gilt daher
kB <Ay <Apy + Ay, =K.

Dieser Widerspruch zeigt, dafl die Annahme falsch ist. Folglich muf3 die Behauptung richtig
sein.

(2) Angenommen, die Behauptung ist falsch fiir ein k& € Ny. Dann gibt es mindestens zwei
Elemente (A, A, ) und (Any, Ay ) aus A2\ A mit

|)‘n1 - )‘m1| =k = p‘nz - )‘m2|

O.B.d.A. sei ny > my, ny > my und ny > ny. Mit der Bemerkung zu Definition (5.2.2)
ergibt sich dann

k= )\nl - )‘ml < )\nl S )‘ng—l - 2/\n2—1 - )‘ng—l S )\ng - )\ng—l-
Wegen ny — 1 > my und ng > mo gilt daher
k< /\ng - Ang—l S )‘n2 - )‘m2 = |)‘7l2 - )‘m2| =k.

Dieser Widerspruch zeigt, dafl die Annahme falsch ist. Folglich mufl die Behauptung richtig
sein. U

Definition 5.2.6. Sei A C Ny und sei B C S eine Borel-Menge. Zu (A, B) sei der Kern
KBy : Ng x Ny — C definiert durch

K(A7B)(n,m) = <1BCTn7Tm> 1A2\A(n,m).

Lemma 5.2.7. Fir jede 2-lakundre Menge A gilt: || K p|l2 < 2m(B)z.
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Beweis. Sei A eine 2-lakunére Menge. Es gilt

- 1
IKamlo=[ D KlpTo T h(n) h(m)|
n,meA2\A
2 3
= X [0 T + 3 Qe Ton)| ) ()]
n,meAN2\A
- . - 2 %
| X H[iselln = mD) + Toen+m)| h(n) A(m)] .

Sei k € A. Wegen A C N gilt dann h(k) = 2. Mit der Dreiecks-Ungleichung in ¢*(h ® h)
ergibt sich daher

Kl <
<[ Y Hsln-mhPamam)]’ + [ 3 Himn+m)P b))
n,meA2\A n,meANZ\A

1

:[ z:|ﬂﬂn—nmﬂ;+[ > mﬂn+mwr.

n,meAN2\A n,meAN2\A

Fiir (n,m) € A*\A gilt n —m # 0 und n + m # 0. Nach Definition von A, (-) und A_(-)
gilt also

HKM,B)HQs[ZuBc IRk [ZuBc NG

Aus Korollar (5.2.5) folgt damit

Kl <2 [ S n0i'2] =2 S wacm)]

Wegen h(0) = 1 gilt also

=

N[

|Kamlle <2 [ 3 T ) h(k) = [T5(0)]* =2 (15013 — m(B)?)?

=2 [n(B) — w(B]* = 27(B)} [1 - 7(B°)]

1
2

NI

<2[1—n(B9)]* =2n(B)}.

O

Korollar 5.2.8. Sei A eine 2-lakundre Menge und sei a € £*(h). Dann wird durch
K,pya( ZKAB) n,m) a(m) h(m)
m=0

ein Hilbert-Schmidt-Operator in L(¢*(h)) mit K p)llns < 27(B)z definiert.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus vorherigem Lemma und [35, S. 210, Theorem VI.23].
O

Lemma 5.2.9. Sei A eine 2-lakundire Mange und sei € €]0, sc[. Dann ist A eine (¢,1 —
4e3)-Menge.

Beweis. Sei A eine 2-lakunire Menge, sei ¢ €]0, 116[ und sei B eine Borel-Menge mit
m(B) <e. Fiir f € L} (n) gilt

1Pt = [ 110) £@) P da) = [ 1300) o) Ton(o) Fio) (o)
— [ 100 1o F@) dnta) = (1o 1. 5)

_ F(n) F(m) (1pTh, Tpn) h(n) h(m)
=S )P (15T, Ty () + 3 F(n) F(m) (Lpe Ty, T B(n) h(m).
n=0 n#Em

Es gilt spec f € A € N. Mit der Definition von K, gy und K, p) ergibt sich daher

1Psefll5 = Z [F)? (1pe T, Ty h(n)* + 3 f(n F(m) K5 (n,m) hn) h(m)

— n#m
_ Z ()2 h(n) 2 (1T, T) + (Kasy £ f)-

Als erstes zeigen wir:

Z 2 (15T, To) > [1—27(B)2] || fII3.

Fiir n € N ergibt sich

2 <1BcTn,Tn> - <1B‘37T0> + <1Bc, T2n> - W(Bc) + <1Bc, T2n>
= ﬂ-(Bc> + <1S - 1B7T2n> = W(Bc> + <1S7T2n> - <1B7T2n>
= m(B) + (To, Tan) — (1B, Ton)-

Wegen 2n > n > 1 gilt also
2 <IBcTn,Tn> = 7T(BC) — <1B7T2n> =1- 7T(B) — <1B7T2n>-

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung folgt daraus

N

2(1pT, Tn) 2 1 = m(B) = 182 [Tonlla = 1 = 7(B) — w(B)>.

Wegen 7(B) < 1 gilt m(B) < m(B)2. Folglich gilt

NI

2 (15 T, Tp) > 1 — 27(B)%.
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Wegen spec f C A C N ergibt sich damit
Z 2(1T0, Ty) = [1 = 2(B)2] Y [f(n)]* h(n) = [1 - 27(B)=] || 13-
n=1 n=1
Als zweites zeigen wir:
[(Kas [, ) < 27(B)2 |1 f3:

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ergibt sich

[(Kas [ ] < IKas fllzlf 2 < IKas 112 = 1K@l
Aus Korollar (5.2.8) folgt daher

i 1
(K f, < IKamlIFIE < 1K@ llas 113 < 2m(B)7 | fl5.

Insgesamt gilt also

1P fll5 = Z 2 (1pT, Tn) + (K f f)

Z Z <1BCTn7 T, > ‘<’C(A,B)f7 f>|
> [1—2x(B)2] || £} —27(B)? || £l = [1 - 4=(B)2] | [I3
Nach Wahl von B gilt 7(B) < €. Folglich gilt
| Poe £II3 > (1 —422) || £]3.

Wegen ¢ < % zeigt diese Abschitzung, daf A eine (g,1 — 45%)—Menge ist.
Satz 5.2.10. Jede 2-lakundre Menge ist eine A(2)-Menge.
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus vorherigem Lemma und Satz (5.1.4).

o4



Anhang

Wir stellen hier die wichtigsten Eigenschaften der normierten Jacobi-Polynome zusam-
men.

Der Parameterbereich.
{(,f) eR*: a>f>—1und (a+3>0oder 3> 1)1

Die Rekursionskoeffizienten.

_ 2(a+1) _ 2(nt+a+ B+l (ntatl)(atB+2) )
Tt ptr e “E BntatArD@ntat B2y wnel

B A (a+B+2) (a+ ) .
b= BT ean ! @n+a+ﬁ+m@n+a+m]ﬁ“”€N
e = nfntf)latb+2) fitr n € N,

Cn+a+0+2)2n+a+3)2(a+1)
Die Rekursionsgleichung.

ro(z) =1,

n@) = o (o= ),

r1(z) ro(x) = ap rpp1(x) + by ro(x) + ¢ rp1(x) fiir n € N.
Die Normierung. Fiir alle n € Ny gilt: r,(1) = 1.

Bemerkung. Fiir die Jacobi—Polynome {P,},cn, aus [38] ergibt sich durch obige Nor-
mierung:

P,(z) = P,(1) rp(x).
Das Orthogonalisierungs—Maf.

I'(a+3+2)
Fla+1)T(B+1)

dr(x) = 27 A+ (1—2)* (1 + )" da,

suppm = [—1,1].
Das Maximum. Fiir n € Ny gilt:

()| =7, (1) = 1.
max (@) = (1)

Die Nullstellen. Sei n € N. Wegen suppm = [—1, 1] liegen alle n Nullstellen von r,, in
| —1,1[.
Die Gewichtsfunktion.

h(0) =1,
Mm:(%+a+5+DFm+a+ﬁ+Urm+a+D I+ 1)

1At Dnl Tatitl) Tlatl) Tm+prn mrel
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Bemerkung. Die Stirling—Formel fiir die I'-Funktion zeigt

h(n) = O(n***h) fiir n — oc.

Die Linearisierungskoeffizienten. Zu n,m € Ny sei die Folge {g(n, m, k) } ren,
der Linearisierungskoeffizienten definiert durch:

() rm(x) = Zg(n,m, k) ri(z).

Es gilt:

(1) g(n,m,k)=0firk ¢ {|In—m|,....,n+m},

2) > glnmk)=1,
k=|n—m)|
(3) g(n7ma k) = g(mana k)a

(4) g(n,m, k) h(k)~" = g(n, k,m) h(m)~".

Die Eigenschaft (P). In [11] wurde von Gasper gezeigt, dafl g(n,m, k) > 0.

Die Verbindungskoeffizienten. Zu n € Ny seien die Verbindungskoeffizienten
¢(n,0),...,¢(n,n) € R definiert durch:

Die Eigenschaft (T): In [30] wurde von Lsser und Résler gezeigt, dafl ¢(n, k) > 0.
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