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Prüfer der Dissertation: 1. Univ.–Prof. Dr. R. Lasser
2. apl. Prof. Dr. R. W. Henrichs
3. Prof. Dr. Chr. Berg,

Universität Kopenhagen, Dänemark

Die Dissertation wurde am 11.01.2005 bei der Technischen Universität München einge–
reicht und durch die Fakultät für Mathematik am 27.07.2005 angenommen.



Zusammenfassung

Es bezeichne π das Orthogonalisierungs–Maß der Jacobi–Polynome. Eine Unschärfere-
lation im Zusammenhang mit Jacobi–Polynomen ist die Aussage, daß eine Funktion
f ∈ L2(π), f 6= 0 und ihre Jacobi–Transformierte Ff nicht gleichzeitig genau lokali-
siert werden können. Eine Qualitative Unschärferelation trifft diese Aussage ohne eine
Abschätzung für f oder für Ff . Wir sagen, eine Funktion f ∈ L2(π) wird durch die
Borel–Menge B ⊆ [−1, 1] lokalisiert, falls gilt: 1Bf = f . Dementsprechend sagen wir, daß
Ff durch die Menge Λ ⊆ N0 lokalisiert wird, falls gilt: 1ΛFf = Ff .
Der von uns gewählte Lokalisierungsbegriff führt zu Qualitativen Unschärferelationen in
der folgenden Form: 1BL

2(π) ∩ F−11ΛFL2(π) = { 0 }.
In dieser Arbeit wird gezeigt, daß zu jeder Λ(2)–Menge Λ eine Konstante ε > 0 existiert,
so daß für jede Borel–Menge B mit π(B) ≤ ε gilt: 1BL

2(π) ∩ F−11ΛFL2(π) = { 0 }.
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Einleitung

Sei (U, V ) ein Paar von abgeschlossenen Untervektorräumen eines Hilbert–Raumes H.
Dann ist (U, V ) ein Annihilations–Paar auf H, falls gilt:

(1) U ∩ V = { 0 }.
(2) U + V ist abgeschlossen in H.

In Kapitel 1.1 wird zunächst der Schnittwinkel ^(U,V ) von U und V definiert. Aufgrund
der Cauchy–Schwarz–Ungleichung kann dieser geometrisch sinnvoll erklärt werden. Da-
nach wird gezeigt, daß ^(U,V ) genau für Annihilations–Paare (U, V ) positiv ist.
Sei (U, V ) ein Annhilations–Paar auf H. Es bezeichne PU bzw. PV die orthogonale Pro-
jektion auf U bzw. auf V . In Kapitel 1.2 wird gezeigt, daß zu jedem (u0, v0) ∈ U × V das
Minimierungsproblem
‖x0‖H = min { ‖x‖H : x ∈ H } unter der Nebenbedingung (PUx, PV x) = (u0, v0)

genau eine Lösung hat.

Sei µ ein positives endliches Maß. In Kapitel 2 wird eine Qualitative Unschärferelation auf
L1(µ) gezeigt. Es wird vorausgesetzt, daß eine gleichgradig beschränkte Orthogonalbasis
ϕ = {ϕn : n ∈ N0 } von L2(µ) existiert. Dabei heißt die Orthogonalbasis ϕ gleichgradig
beschränkt, falls für alle n ∈ N0 gilt: ‖ϕn‖∞ ≤ 1. Durch die Gewichtsfunktion h : N0 → R,

h(n) = ‖ϕn‖−2
2 wird { h(n)

1
2 ϕn : n ∈ N0 } zu einer Orthonormalbasis von L2(µ).

Der Beweis der Qualitativen Unschärferelation erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird aus
Kapitel 1.1 gefolgert, daß ein f ∈ L2(µ) mit 1Af = f und µ(A) h(spec f) < 1 die Null-
funktion ist. Danach wird gezeigt, daß ein f ∈ L1(µ) mit 1Af = f und µ(A) h(spec f) < 1
aus L2(µ) ist.

Die normierten Jacobi–Polynome {rn}n∈N0 zum Paramter (α, β) sind orthogonal bzgl.
dπ(x) = c(α,β) (1 − x)α (1 + x)β 1]−1,1[(x) dx. Durch die Normierung rn(1) = 1, n ∈ N0

bilden sie eine gleichgradig beschränkte Orthogonalbasis von L2(π).
In [14] hat Gasper eine beschränkte Produktformel für die normierten Jacobi–Polynome
gezeigt. Diese führt zur kontinuierlichen Jacobi–Translation. Darauf aufbauend wird in
Kapitel 3 die Jacobi–Ableitung auf L2(π) definiert. Es wird ihr Definitionsbereich, ihr
Spektrum und ihr Verhalten unter der Jacobi–Transformation untersucht.

In Kapitel 4.1 werden homogene Banach–Räume für normierte Jacobi–Polynome definiert.
Das Hauptbeispiel eines homogenen Banach–Raumes ist der L1(π). Es wird zunächst der
Eindeutigkeitssatz und das Riemann–Lebesgue Lemma auf die Jacobi–Transformation
übertragen. Anschließend wird gezeigt, daß sich eine Funktion aus einem homogenen
Banach–Raum durch ihre Jacobi–Koeffizienten rekonstruieren läßt. Am Ende von Ka-
pitel 4.1 werden Beispiele homogener Banach–Räume diskutiert.
Ein homogener Banach–Raum X heißt charakter–invariant, falls für jedes f ∈ X und alle
n ∈ N0 gilt: rnf ∈ X und ‖rnf‖X ≤ ‖f‖X.
In Kapitel 4.2 werden der Wiener–Raum und der Beurling–Raum für normierte Jacobi–
Polynome definiert. Es wird zunächst nachgewiesen, daß beide homogene Banach–Räume
sind. Danach wird gezeigt, daß der Wiener–Raum der kleinste charakter–invariante homo-
gene Banach–Raum ist. Daraus wird gefolgert, daß der Beurling–Raum nicht charakter–
invariant ist.
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Zu einer Borel–Menge B ⊆ [−1, 1] sei der Untervektorraum L2(B, π) von L2(π) definiert
durch L2(B, π) = { f ∈ L2(π) : 1Bf = f }. Dementsprechend sei zu Λ ⊆ N0 der Un-
tervektorraum L2

Λ(π) von L2(π) definiert durch L2
Λ(π) = { f ∈ L2(π) : 1ΛFf = Ff }.

Eine Menge Λ ⊆ N0 heißt Λ(2)–Menge, falls gilt: L1
Λ(π) = L2

Λ(π). In Kapitel 5.1 wird aus
Kapitel 1.1 und Kapitel 4.1 gefolgert, daß zu jeder Λ(2)–Menge Λ eine Konstante ε > 0
existiert, so daß für jede Borel–Menge B mit π(B) ≤ ε gilt: L2(B, π) ∩ L2

Λ(π) = { 0 }.
Damit ergibt sich sofort aus der Definition der Λ(2)–Menge, daß für jede Borel–Menge B
mit π(B) ≤ ε gilt: L1(B, π) ∩ L1

Λ(π) = { 0 }.
In Kapitel 5.2 wird für den Fall der Tschebyscheff–Polynome erster Art gezeigt, daß jede
2–lakunäre Menge eine Λ(2)–Menge ist.

Im Anhang sind die Eigenschaften der normierten Jacobi–Polynome zusammengestellt,
die in dieser Arbeit verwendet werden.

Das Literaturverzeichnis beendet diese Arbeit.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. R. Lasser für die Betreung dieser Arbeit. Durch seine
Hinweise und durch seine eigenen Arbeiten hat er mir stets weitergeholfen.
Diese Arbeit wurde durch ein Promotionsstipendium der TU München finanziell un-
terstützt.



1 Annihilations–Paare auf Hilbert–Räumen

In diesem Kapitel sei (H, ‖ · ‖) ein Hilbert–Raum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉. Ist U ein
abgeschlossener Untervektorraum von H, so bezeichne U⊥ das orthogonale Komplement
von U in H und PU bezeichne die orthogonale Projektion von H auf U .
Die ∞–Norm ‖ · ‖∞ auf H × H sei definiert durch ‖(x, y)‖∞ = max{ ‖x‖, ‖y‖ }. Im
folgenden wird auf H ×H stets die ∞–Norm betrachtet.

1.1 Positive Schnittwinkel

In diesem Abschnitt wird der Schnittwinkel von abgeschlossenen Untervektorräumen von
H untersucht. Im folgenden seien U und V abgeschlossene Untervektorräume von H.

Definition 1.1.1. Zu U und V sei ^(U,V ) ∈ [0, π
2
] definiert durch

cos^(U,V ) = sup { |〈u, v〉| : (u, v) ∈ U × V mit ‖(u, v)‖∞ ≤ 1 }.

Die Zahl ^(U,V ) heißt der Schnittwinkel von U und V .

Bemerkung. Der Schnittwinkel von U und V ist wohldefiniert. Denn für (u, v) ∈ U × V
mit ‖(u, v)‖∞ ≤ 1 ergibt sich mit Hilfe der Cauchy–Schwarz–Ungleichung

0 ≤ |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ ≤ ‖(u, v)‖2
∞ ≤ 1.

Folglich erfüllt genau eine Zahl ^(U,V ) ∈ [0, π
2
] obige Definitionsgleichung.

Unmittelbar aus der Definition des Schnittwinkels von U und V ergibt sich ^(V,U) = ^(U,V ).

Lemma 1.1.2. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) ^(U,V ) > 0.

(2) ‖PUPV ‖ < 1.

Beweis. Nach Definition von ^(U,V ) ist ^(U,V ) ∈ [0, π
2
]. Folglich genügt es cos^(U,V ) =

‖PUPV ‖ zu zeigen.

Als erstes zeigen wir cos^(U,V ) ≤ ‖PUPV ‖. Für (u, v) ∈ U × V mit ‖(u, v)‖∞ ≤ 1 gilt

|〈u, v〉| = |〈PUu, PV v〉| = |〈u, PUPV v〉|.

Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz–Ungleichung ergibt sich somit

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖PUPV v‖ ≤ ‖PUPV ‖ ‖u‖ ‖v‖ ≤ ‖PUPV ‖ ‖(u, v)‖2
∞ ≤ ‖PUPV ‖.

Aus der Definition von ^(U,V ) folgt damit cos^(U,V ) ≤ ‖PUPV ‖.
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Als zweites zeigen wir ‖PUPV ‖ ≤ cos^(U,V ). Sei x ∈ H mit ‖x‖ ≤ 1. Nach dem Darstel-
lungssatz von Riesz ist die Abbildung H → H∗, y 7→ 〈·, y〉 bijektiv und isometrisch. Mit
[43, S. 98, Korollar III.1.6] ergibt sich somit

‖PUPV x‖ = sup
‖y‖≤1

{ |〈PUPV x, y〉| } = sup
‖y‖≤1

{ |〈PV x, PUy〉| }. (1)

Sei y ∈ H mit ‖y‖ ≤ 1. Dann ist (PV x, PUy) ∈ V ×U mit ‖(PV x, PUy)‖∞ ≤ ‖(x, y)‖∞ ≤ 1.
Aus der Definition von ^(V,U) folgt damit

|〈PV x, PUy〉| ≤ cos^(V,U) = cos^(U,V ).

Aus (1) ergibt sich damit ‖PUPV x‖ ≤ cos^(U,V ). Wegen ‖x‖ ≤ 1 zeigt diese Abschätzung
‖PUPV ‖ ≤ cos^(U,V ).

Definition 1.1.3. Zu U und V sei T(U,V ) ∈ L(H) definiert durch T(U,V ) = id− PUPV .

Korollar 1.1.4. Es gilt: T(V,U) = T ∗(U,V ).

Beweis. Da PU , PV und id selbstadjungiert sind, folgt die Behauptung unmittelbar aus
[43, S. 208, Satz V.5.2].

Lemma 1.1.5. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) T(U,V ) ist in L(H) invertierbar.

(2) ‖PUPV ‖ < 1.

Beweis. (1) =⇒ (2). Wir zeigen zunächst:

‖PUPV x‖2 = ‖PV x‖2 − ‖T(U,V )PV x‖2 für alle x ∈ H. (2)

Sei x ∈ H. Nach dem Satz von der orthogonalen Projektion läßt sich PV x schreiben als
PV x = PUPV x⊕ PU⊥PV x. Es gilt

PU⊥PV x = (id− PU)PV x = (PV − PUPV )x = (PV − PUP 2
V )x

= (id− PUPV )PV x = T(U,V )PV x.

Somit gilt PV x = PUPV x⊕ T(U,V )PV x. Mit dem Satz von Pythagoras folgt daraus (2).

Wir zeigen nun ‖PUPV ‖ < 1. Sei x ∈ H. Da T(U,V ) nach Voraussetzung invertierbar ist,

gilt ‖T(U,V )PV x‖ ≥ ‖T−1
(U,V )‖−1 ‖PV x‖. Aus (2) ergibt sich damit

‖PUPV x‖2 ≤ ‖PV x‖2 − ‖T−1
(U,V )‖−2 ‖PV x‖2 = (1− ‖T−1

(U,V )‖−2) ‖PV x‖2

≤ (1− ‖T−1
(U,V )‖−2) ‖x‖2.

Diese Abschätzung zeigt ‖PUPV ‖ ≤ (1− ‖T−1
(U,V )‖−2)

1
2 < 1.

(2) =⇒ (1). Nach Voraussetzung gilt ‖id − T(U,V )‖ = ‖PUPV ‖ < 1. Damit folgt die

Behauptung aus [43, S. 56, Satz II.1.11].
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Korollar 1.1.6. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) ^(U,V ) > 0.

(2) T(U,V ) ist invertierbar in L(H).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma (1.1.2) und vorherigem Lemma.

Definition 1.1.7. Ein Paar (U, V ) heißt Annihilations–Paar auf H, falls gilt:

(1) U ∩ V = { 0 }.
(2) U + V ist abgeschlossen in H.

Bemerkung. Zur Abkürzung schreiben wir A–Paar für Annihilations–Paar. Offensicht-
lich ist mit (U, V ) auch (V, U) ein A–Paar.

Lemma 1.1.8. Ist T(U,V ) invertierbar in L(H), so ist (U, V ) ein A–Paar.

Beweis. Wir zeigen zunächst:

‖(u, v)‖∞ ≤ ‖T−1
(U,V )‖ ‖u+ v‖ für alle (u, v) ∈ U × V. (3)

Sei T(U,V ) invertierbar in L(H) und sei (u, v) ∈ U × V . Mit Korollar (1.1.4) und [43, S.

208, Satz V.5.2] ergibt sich

T(V,U) (T−1
(U,V ))

∗ = T ∗(U,V ) (T−1
(U,V ))

∗ = (T−1
(U,V ) T(U,V ))

∗ = id∗ = id = · · · = (T−1
(U,V ))

∗ T(V,U).

Diese Gleichung zeigt, daß T(V,U) invertierbar in L(H) ist mit T−1
(V,U) = (T−1

(U,V ))
∗. Mit [43,

S. 208, Satz V.5.2] gilt also

‖T−1
(V,U)‖ = ‖(T−1

(U,V ))
∗‖ = ‖T−1

(U,V )‖.

Folglich genügt es ‖u‖ ≤ ‖T−1
(U,V )‖ ‖u+ v‖ zu zeigen.

Wegen (u, v) ∈ U × V gilt (PU(u + v), PUPV (u + v)) = (u + PUv, PUPV u + PUv). Somit
ergibt sich

T(U,V )u = u− PUPV u = (u+ PUv)− (PUPV u+ PUv) = PU(u+ v)− PUPV (u+ v)

= PU(id− PV )(u+ v) = PUPV ⊥(u+ v).

Da T(U,V ) nach Voraussetzung invertierbar in L(H) ist, folgt damit

‖u‖ = ‖T−1
(U,V )PUPV ⊥(u+ v)‖ ≤ ‖T−1

(U,V )‖ ‖PU‖ ‖PV⊥‖ ‖u+ v‖ ≤ ‖T−1
(U,V )‖ ‖u+ v‖.

Wir zeigen nun, daß (U, V ) ein A–Paar ist. Als erstes zeigen wir U ∩ V = { 0 }. Sei
x ∈ U ∩ V . Dann ist (x,−x) ∈ U × V . Aus (3) ergibt sich damit

‖x‖ = ‖(x,−x)‖∞ ≤ ‖T−1
(U,V )‖ ‖x− x‖ = 0.

Diese Abschätzung zeigt x = 0. Also gilt U ∩ V = { 0 }.
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Als zweites zeigen wir, daß U+V abgeschlossen in H ist. Sei {xn}n∈N0 eine Folge in U+V
mit limn→∞ xn = x in H, dann ist x ∈ U +V zu zeigen. Zu xn gibt es ein (un, vn) ∈ U×V
mit xn = un+vn. Als konvergente Folge in H ist {xn}n∈N0 insbesondere eine Cauchy–Folge
in H. Aus (3) folgt daher, daß {un}n∈N0 bzw. {vn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in U bzw. in V
ist. Als abgeschlossene Untervektorräume von H sind U und V insbesondere vollständig.
Daher gibt es ein (u, v) ∈ U × V mit u = limn→∞ un in H und v = limn→∞ vn in H. Da
die Addition auf einem Hilbertraum stetig ist, ergibt sich somit

x = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(un + vn) = lim
n→∞

un + lim
n→∞

vn = u+ v ∈ U + V.

Satz 1.1.9. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) ^(U,V ) > 0.

(2) (U, V ) ist ein A–Paar.

Beweis. (1) =⇒ (2). Die Behauptung folgt sofort aus Korollar (1.1.6) und voherigem
Lemma.

(2) =⇒ (1). Im folgenden sei U × V ausgestattet mit ‖ · ‖∞.
Der Operator S : U×V → U+V sei definiert durch S(u, v) = u+v. Wir zeigen zunächst,
daß S in L(U × V, U + V ) invertierbar ist.

Für (u, v) ∈ U × V gilt

‖S(u, v)‖ = ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ ≤ 2 ‖(u, v)‖∞.

Diese Abschätzung zeigt S ∈ L(U × V, U + V ).
Sei (u, v) ∈ U×V mit S(u, v) = 0. Dann gilt u = −v. Daher ist (u, v) ∈ (U∩V )×(U ∩V ).
Da (U, V ) nach Voraussetzung ein A–Paar ist, folgt daraus (u, v) = (0, 0). Folglich ist S
injektiv. Offensichtlich ist S surjektiv. Insgesamt ist also S ein bijektiver Operator aus
L(U × V, U + V ).

Da (U, V ) nach Voraussetzung ein A–Paar ist, ist U+V abgeschlossen. Also sind U , V und
U + V als abgeschlossene Untervektorräume von H selbst Banach–Räume. Offensichtlich
ist mit U und V auch U × V ein Banach–Raum. Damit ist S nach dem Satz von der
stetigen Inversen invertierbar in L(U × V, U + V ). Insbesondere gilt also:

‖u+ v‖ ≥ ‖S−1‖−1 ‖(u, v)‖∞ für alle (u, v) ∈ U × V. (4)

Wir zeigen nun ^(U,V ) > 0. Nach Definition von ^(U,V ) ist ^(U,V ) ∈ [0, π
2
]. Daher genügt

es cos^(U,V ) < 1 zu zeigen.

Die Konstante γ sei definiert durch γ = 1− 1
2
‖S−1‖−2. Offensichtlich gilt γ < 1. Sei u ∈ U

mit u 6= 0. Aus (4) ergibt sich

‖u‖2 = ‖u+ 0‖2 ≥ ‖S−1‖−2 ‖(u, 0)‖2
∞ = ‖S−1‖−2 ‖u‖2.
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Wegen u 6= 0 folgt aus dieser Abschätzung ‖S−1‖−2 ≤ 1. Damit ergibt sich

γ ≥ 1− 1

2
=

1

2
> 0.

Insgesamt gilt also 0 < γ < 1.

Sei (u, v) ∈ U × V mit ‖(u, v)‖∞ ≤ 1 und sei λ ∈ R. Zu (u, v) gibt es ein ϕ ∈ R mit
eiϕ 〈u, v〉 = |〈u, v〉|. Wegen |eiϕ| = 1 und λ ∈ R gilt somit

‖u‖2 + 2λ |〈u, v〉|+ λ2 ‖v‖2 = ‖u‖2 + 2λeiϕ 〈u, v〉+ λ2 ‖v‖2

= ‖eiϕu‖2 + 2 〈eiϕu, λv〉+ ‖λv‖2.

Nach Wahl von ϕ gilt 〈eiϕu, λv〉 = λ |〈u, v〉| ∈ R. Also gilt

‖u‖2 + 2λ |〈u, v〉|+ λ2 ‖v‖2 = ‖eiϕu+ λv‖2.

Mit Hilfe von (4) ergibt sich damit

‖u‖2 + 2λ |〈u, v〉|+ λ2 ‖v‖2 ≥ ‖S−1‖−2 ‖(eiϕu, λv)‖2
∞ ≥ 1

2
‖S−1‖−2 (‖eiϕu‖2 + ‖λv‖2)

= 1
2
‖S−1‖−2 (‖u‖2 + λ2 ‖v‖2).

Unter Berücksichtigung der Definition von γ gilt also

0 ≤ (1− 1
2
‖S−1‖−2) ‖u‖2 + 2λ |〈u, v〉|+ (1− 1

2
‖S−1‖−2)λ2 ‖v‖2

= γ ‖u‖2 + 2λ |〈u, v〉|+ γλ2 ‖v‖2.

Wegen γ > 0 folgt damit

0 ≤ ‖u‖2 + 2γ−1λ |〈u, v〉|+ λ2 ‖v‖2 ≤ ‖(u, v)‖2
∞ + 2γ−1λ |〈u, v〉|+ λ2 ‖(u, v)‖2

∞
≤ 1 + 2γ−1λ |〈u, v〉|+ λ2 = 1 + (γ−1 |〈u, v〉|+ λ)2 − γ−2 |〈u, v〉|2.

Speziell für λ = −γ−1 |〈u, v〉| ∈ R gilt also γ−2 |〈u, v〉|2 ≤ 1. Wegen γ > 0 gilt daher
|〈u, v〉| ≤ γ. Aus der Definition von ^(U,V ) folgt damit cos^(U,V ) ≤ γ < 1.

1.2 Ein Minimierungsproblem unter Nebenbedingungen

Sei (U, V ) ein A–Paar. In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß zu jedem (u0, v0) ∈ U × V
das Minimierungsproblem

‖x0‖ = min{ ‖x‖ : x ∈ H } unter der Nebenbedingung (PUx0, PV x0) = (u0, v0)

genau eine Lösung hat.

Definition 1.2.1. Zu (U, V ) sei P(U,V ) ∈ L(H) definiert durch P(U,V ) = PU⊥T
−1
(V,U)PV ⊥.

Korollar 1.2.2. Ist (x, y) ∈ H ×H mit P
V ⊥x = T(V,U)y, so gilt: P(U,V )x = P

U⊥y.
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Beweis. Sei (x, y) ∈ H ×H mit PV ⊥x = T(V,U)y. Mit der Definition von P(U,V ) ergibt sich
dann

P(U,V )x = PU⊥T
−1
(V,U)PV ⊥x = PU⊥T

−1
(V,U)T(V,U)y = PU⊥y.

Korollar 1.2.3. Es gelten folgende Aussagen:

(1) P(U,V )U = { 0 }.
(2) P(U,V )V = { 0 }.
(3) Für alle x ∈ U⊥ ∩ V ⊥ gilt: P(U,V )x = x.

Beweis. (1) Sei u ∈ U . Dann gilt PU⊥u = 0. Somit ergibt sich

T(V,U)u = (id− PV PU)u = (id− (id− PV ⊥) (id− PU⊥))u

= (id− id+ PU⊥ + PV ⊥ − PV ⊥PU⊥)u = PV ⊥u.

Aus Korollar (1.2.2) folgt damit P(U,V )u = PU⊥u = 0. Also gilt P(U,V )U = { 0 }.

(2) Sei v ∈ V . Dann gilt P
V ⊥v = 0 = T(V,U)0. Aus Korollar (1.2.2) folgt damit P(U,V )v =

PU⊥0 = 0. Also gilt P(U,V )V = { 0 }.

(3) Sei x ∈ U⊥ ∩ V ⊥. Dann gilt (PUx, PV ⊥x) = (0, x). Somit ergibt sich

T(V,U)x = (id− PV PU)x = x = PV ⊥x.

Aus Korollar (1.2.2) folgt damit P(U,V )x = PU⊥x = x.

Lemma 1.2.4. Es gilt: U + V = (U⊥ ∩ V ⊥)⊥.

Beweis. Als erstes zeigen wir U+V ⊆ (U⊥∩V ⊥)⊥. Sei (u, v) ∈ U×V . Für alle x ∈ U⊥∩V ⊥
gilt dann

〈u+ v, x〉 = 〈u, x〉+ 〈v, x〉 = 0 + 0 = 0.

Dies zeigt u+ v ∈ (U⊥ ∩ V ⊥)⊥. Also gilt U + V ⊆ (U⊥ ∩ V ⊥)⊥.

Als zweites zeigen wir (U⊥∩V ⊥)⊥ ⊆ U+V . Aus U, V ⊆ U+V folgt (U+V )⊥ ⊆ U⊥, V ⊥.
Daher gilt (U+V )⊥ ⊆ U⊥∩V ⊥. Folglich gilt (U⊥∩V ⊥)⊥ ⊆ (U+V )⊥⊥. Nach Voraussetzung
ist (U, V ) eine A–Paar. Daher ist U + V abgeschlossen. Mit [43, S. 197, Korollar V.3.5]
gilt also

(U⊥ ∩ V ⊥)⊥ ⊆ (U + V )⊥⊥ = U + V = U + V.

Korollar 1.2.5. Es gilt: (U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥.
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Beweis. Als Schnitt zweier abgeschlossener Untervektorräume von H ist U⊥ ∩ V ⊥ selbst
ein abgeschlossener Untervektorraum von H. Aus Lemma (1.2.4) und [43, S. 197, Korollar
V.3.5] folgt daher

(U + V )⊥ = (U⊥ ∩ V ⊥)⊥⊥ = U⊥ ∩ V ⊥ = U⊥ ∩ V ⊥.

Lemma 1.2.6. P(U,V ) ist die orthogonale Projektion auf (U + V )⊥.

Beweis. Sei z ∈ H. Da U+V nach Voraussetzung abgeschlossen ist, gibt es nach dem Satz
von der orthogonalen Projektion Elemente x ∈ U + V und y ∈ (U + V )⊥ mit z = x⊕ y.
Folglich genügt es P(U,V )z = y zu zeigen.

Zu x gibt es ein (u, v) ∈ U×V mit x = u+v. Nach Aussage (1) und (2) von Korollar (1.2.3)
ergibt sich damit

P(U,V )x = P(U,V )u+ P(U,V )v = 0.

Nach Korollar (1.2.5) und Aussage (3) von Korollar (1.2.3) gilt P(U,V )y = y. Insgesamt
gilt also P(U,V )z = y.

Korollar 1.2.7. Es gilt: P(V,U) = P(U,V ).

Beweis. Wegen (V +U)⊥ = (U +V )⊥ gilt die Behauptung nach vorherigem Lemma.

Lemma 1.2.8. Es gilt: PUT
−1
(U,V )PU = T−1

(U,V )PU .

Beweis. Da PU die orthogonale Projektion auf U ist, genügt es T−1
(U,V )U ⊆ U zu zeigen.

Sei x ∈ T−1
(U,V )U . Dann gilt x − PUPV x = T(U,V )x ∈ U . Wegen PUPV x ∈ U folgt damit

x = T(U,V )x + PUPV x ∈ U + U = U . Also gilt T−1
(U,V )U ⊆ U .

Lemma 1.2.9. Es gilt: P(U,V )T
−1
(U,V )PU = 0.

Beweis. Nach Definition von P(U,V ) gilt

P(U,V )T
−1
(U,V )PU = PU⊥T

−1
(V,U)PV ⊥T

−1
(U,V )PU .

Mit Lemma (1.2.8) folgt daraus

P(U,V )T
−1
(U,V )PU = PU⊥T

−1
(V,U)PV ⊥PUT

−1
(U,V )PU .

Damit ergibt sich

P(U,V )T
−1
(U,V )PU = PU⊥T

−1
(V,U)(id− PV )PUT

−1
(U,V )PU = PU⊥T

−1
(V,U)(PU − PV PU)T−1

(U,V )PU

= PU⊥T
−1
(V,U)(PU − id+ id− PV PU)T−1

(U,V )PU

= PU⊥T
−1
(V,U)(PU − id+ T(V,U))T

−1
(U,V )PU

= PU⊥T
−1
(V,U)(PU − id )T−1

(U,V )PU + PU⊥T
−1
(U,V )PU

= PU⊥T
−1
(V,U)(PU − id )T−1

(U,V )PU + (id− PU)T−1
(U,V )PU

= PU⊥T
−1
(V,U)(PU − id )T−1

(U,V )PU − (PU − id )T−1
(U,V )PU

= (PU⊥T
−1
(V,U) − id)(PU − id )T−1

(U,V )PU .
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Mit Lemma (1.2.8) gilt

(PU − id )T−1
(U,V )PU = PUT

−1
(U,V )PU − T−1

(U,V )PU = 0.

Folglich gilt P(U,V )T
−1
(U,V )PU = 0.

Definition 1.2.10. Zu (U, V ) sei der Operator R(U,V ) : H ×H → H definiert durch

R(U,V )(x, y) = PV ⊥T
−1
(U,V )PUx + PU⊥T

−1
(V,U)PV y.

Korollar 1.2.11. Für alle (x, y) ∈ H ×H gilt: R(V,U)(x, y) = R(U,V )(y, x).

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Definition von R(U,V ).

Lemma 1.2.12. Für alle (u, v) ∈ U × V gilt: (PUR(U,V )(u, v), PVR(U,V )(u, v)) = (u, v).

Beweis. Sei (u, v) ∈ U × V . Als erstes zeigen wir PUR(U,V )(u, v) = u. Wegen PUPU⊥ = 0

folgt aus der Definition von R(U,V ), daß PUR(U,V )(u, v) = PUPV ⊥T
−1
(U,V )PUu. Damit ergibt

sich

PUR(U,V )(u, v) = PU(id− PV )T−1
(U,V )PUu = (PU − PUPV )T−1

(U,V )PUu

= (PU − id + id− PUPV )T−1
(U,V )PUu = (PU − id+ T(U,V ))T

−1
(U,V )PUu

= (PUT
−1
(U,V )PU − T−1

(U,V )PU)u+ PUu.

Wegen u ∈ U gilt also

PUR(U,V )(u, v) = (PUT
−1
(U,V )PU − T−1

(U,V )PU)u+ u.

Aus Lemma (1.2.8) folgt damit PUR(U,V )(u, v) = u.

Als zweites zeigen wir PVR(U,V )(u, v) = v. Da mit (U, V ) auch (V, U) ein A–Paar ist,

gilt nach dem bereits Gezeigtem PVR(V,U)(v, u) = v. Aus Korollar (1.2.11) folgt damit

PVR(U,V )(u, v) = PVR(V,U)(v, u) = v.

Lemma 1.2.13. Es gilt: R(U,V )(H ×H) ⊆ U + V .

Beweis. Sei (x, y) ∈ H×H. Da P(U,V ) die orthogonale Projektion auf (U+V )⊥ ist, genügt

es P(U,V )R(U,V )(x, y) = 0 zu zeigen.

Aufgrund der Linerarität von P(U,V )R(U,V ) genügt es dazu P(U,V )R(U,V )(x, 0) = 0 und

P(U,V )R(U,V )(0, y) = 0 zu zeigen.

Als erstes zeigen wir P(U,V )R(U,V )(x, 0) = 0. Mit der Definition von P(U,V ) und R(U,V ) ergibt
sich

P(U,V )R(U,V )(x, 0) = PU⊥T
−1
(V,U)PV ⊥PV ⊥T

−1
(U,V )PUx = PU⊥T

−1
(V,U)PV ⊥T

−1
(U,V )PUx

= P(U,V )T
−1
(U,V )PUx.
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Aus Lemma (1.2.9) folgt damit P(U,V )R(U,V )(x, 0) = 0.

Als zweites zeigen wir P(U,V )R(U,V )(0, y) = 0. Da mit (U, V ) auch (V, U) ein A–Paar

ist, gilt nach dem bereits Gezeigtem P(V,U)R(V,U)(y, 0) = 0. Aus Korollar (1.2.7) und

Korollar (1.2.11) folgt damit P(U,V )R(U,V )(0, y) = P(V,U)R(V,U)(y, 0) = 0.

Satz 1.2.14. Zu jedem (u0, v0) ∈ U × V besitzt das Minimierungsproblem

‖x0‖ = min{ ‖x‖ : x ∈ H } unter der Nebenbedinung (PUx0, PV x0) = (u0, v0)

genau eine Lösung.

Beweis. Zu (u0, v0) ∈ U × V sei L0 ⊆ H und x0 ∈ H definiert durch

L0 = { x ∈ H : (PUx, PV x) = (u0, v0) } und x0 = R(U,V )(u0, v0).

Nach Lemma (1.2.13) gilt x0 ∈ U + V . Aufgrund des Satzes von Pythagoras genügt es
daher L0 = x0 + (U + V )⊥ zu zeigen.

Als erstes zeigen wir L0 ⊆ x0 + (U + V )⊥. Sei x ∈ L0. Mit der Definition von L0 und
Lemma (1.2.12) ergibt sich dann

(PU(x− x0), PV (x− x0)) = (PUx− PUx0, PV x− PV x0) =

(PUx− PUR(U,V )(u0, v0), PV x− PVR(U,V )(u0, v0)) = (u0 − u0, v0 − v0) = (0, 0).

Da PU bzw. PV die orthogonale Projektion auf U bzw. auf V ist, zeigt dies x − x0 ∈
U⊥∩V ⊥. Mit Korollar (1.2.5) gilt daher x ∈ x0 +(U +V )⊥. Also gilt L0 ⊆ x0 +(U +V )⊥.

Als zweites zeigen wir x0 + (U + V )⊥ ⊆ L0. Sei x ∈ (U + V )⊥. Nach Korollar (1.2.5) gilt
dann x ∈ U⊥ ∩ V ⊥. Da PU bzw. PV die orthogonale Projektion auf U bzw. auf V ist, gilt
also (PUx, PV x) = (0, 0). Aus Lemma (1.2.12) folgt damit

(PU(x0 + x), PV (x0 + x)) = (PUx0 + PUx, PV x0 + PV x)

= (PUR(U,V )(u0, v0), PVR(U,V )(u0, v0)) = (u0, v0).

Nach Definition von L0 gilt daher x0 + x ∈ L0. Also gilt x0 + (U + V )⊥ ⊆ L0.



2 Qualitative Unschärferelation und

gleichgradig beschränkte Orthogonalbasen

In diesem Kapitel wird eine Qualitative Unschärferelation auf L1(µ) gezeigt. Es wird
vorausgesetzt, daß µ ein endliches positives Maß auf der Menge Ω ist und daß eine gleich-
gradig beschränkte Orthogonalbasis ϕ = {ϕn : n ∈ N0 } von L2(µ) existiert. Dabei heißt
ϕ gleichgradig beschränkt, falls für alle n ∈ N0 gilt: ‖ϕn‖∞ ≤ 1.
Im folgenden sei A ⊆ Ω meßbar und Λ sei eine Teilmenge von N0.

Definition 2.0.1. Die Gewichtsfunktion h : N0 → R sei definiert durch h(n) = ‖ϕn‖−2
2 .

Definition 2.0.2. Zu f ∈ L2(µ) sei die Fourier–Transformierte Ff von f definiert durch
Ff = {〈f, ϕn〉}n∈N0.

Bemerkung. Da { h(n)
1
2 ϕn : n ∈ N0 } eine Orthonormalbasis von L2(µ) ist, ist F :

L2(µ)→ `2(h) ein isometrischer Isomorphismus.

Definition 2.0.3. Sei p ∈ { 1, 2 }. Zu A sei der Untervektorraum Lp(A, µ) von Lp(µ)
definiert durch Lp(A, µ) = { f ∈ Lp(µ) : 1Af = f }.

Korollar 2.0.4. Lp(A, µ) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei {fk}k∈N0 eine Folge in Lp(A, µ) mit limk→∞ fk = f in Lp(µ). Dann ist f ∈
Lp(A, µ) zu zeigen. Mit 1Afk = fk ergibt sich

‖1Af − f‖p = ‖1A(f − fk) + 1Afk − fk + (fk − f)‖p
≤ ‖1A(f − fk)‖p + ‖1Afk − fk‖p + ‖fk − f‖p = ‖1A(f − fk)‖p + ‖fk − f‖p
≤ 2 ‖f − fk‖p.

Wegen limn→∞ fk = f in Lp(µ) folgt daraus 1Af = f . Folglich ist f ∈ Lp(A, µ).

Definition 2.0.5. Zu A sei PA ∈ L(L2(µ)) definiert durch PAf = 1Af .

Korollar 2.0.6. PA ist die orthogonale Projektion auf L2(A, µ).

Beweis. Sei ω ∈ Ω. Aus 1A(ω)2 = 1A(ω) und 1A(ω) ∈ R folgt sofort P 2
A = PA und

P ∗A = PA. Folglich ist PA eine orthogonale Projektion. Aus der Definition von L2(A, µ)
ergibt sich sofort L2(A, µ) ⊆ PAL

2(µ). Daher ist nur noch PAL
2(µ) ⊆ L2(A, µ) zu zeigen.

Sei also f ∈ PAL2(µ). Dann gibt es ein g ∈ L2(µ) mit f = PAg. Wegen P 2
A = PA ergibt

sich damit

1Af = PAf = P 2
Ag = PAg = f.

Folglich ist f ∈ L2(A, µ). Also gilt PAL
2(µ) ⊆ L2(A, µ).

Lemma 2.0.7. Es gilt: F ∈ L(L1(µ), `∞(N0)) mit ‖F‖ ≤ 1.
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Beweis. Sei f ∈ L1(µ) und sei n ∈ N0. Mit ‖ϕn‖∞ ≤ 1 ergibt sich

|Ff(n)| = |
∫

Ω

f(ω)ϕn(ω) dµ(ω)| ≤
∫

Ω

|f(ω)| |ϕn(ω)| dµ(ω) ≤
∫

Ω

|f(ω)| dµ(ω) = ‖f‖1.

Daraus folgt ‖Ff‖∞ ≤ ‖f‖1. Folglich ist F ∈ L(L1(µ), `∞(N0)) mit ‖F‖ ≤ 1.

Bemerkung. Im folgenden sei die Fourier–Transformation F stets injektiv auf L1(µ).

Definition 2.0.8. Sei p ∈ { 1, 2 }. Für f ∈ Lp(µ) sei das Spektrum spec f von f definiert
durch spec f = {n ∈ N0 : Ff(n) 6= 0 }.

Definition 2.0.9. Sei p ∈ { 1, 2 }. Zu Λ sei der Untervektorraum LpΛ(µ) von Lp(µ) definiert
durch LpΛ(µ) = { f ∈ Lp(µ) : spec f ⊆ Λ }.

Korollar 2.0.10. LpΛ(µ) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei {fk}k∈N0 eine Folge in LpΛ(µ) mit limk→∞ fk = f in Lp(µ). Dann ist f ∈ LpΛ(µ)
zu zeigen. Wegen limk→∞ fk = f in Lp(µ) konvergiert {fk}k∈N0 insbesondere schwach gegen
f in Lp(µ). Da µ nach Voraussetzung endich ist, gilt L1(µ)∗ = L∞(µ) und L2(µ)∗ = L2(µ).
Sei n ∈ N0. Wegen ϕn ∈ L∞(µ) ∩ L2(µ) gilt daher

Ff(n) =

∫

Ω

f(ω)ϕn(ω) dµ(ω) = lim
k→∞

∫

Ω

fk(ω)ϕn(ω) dµ(ω) = lim
k→∞
Ffk(n).

Wegen spec fk ⊆ Λ folgt daraus spec f ⊆ Λ. Folglich ist f ∈ LpΛ(µ).

Definition 2.0.11. Zu Λ sei PΛ ∈ L(L2(µ)) definiert durch PΛ = F−11ΛF .

Korollar 2.0.12. PΛ ist die orthogonale Projektion auf L2
Λ(µ).

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß PΛ eine orthogonale Projektion ist. Dazu genügt es
P 2

Λ = PΛ und P ∗Λ = PΛ zu zeigen. Seien f, g ∈ L2(µ). Aus der Definition von PΛ ergibt
sich

P 2
Λf = PΛF−11ΛFf = F−11ΛFF−11ΛFf = F−112

ΛFf = F−11ΛFf = PΛf

und

〈PΛf, g〉 = 〈F−11ΛFf, g〉 = 〈1ΛFf,Fg 〉 = 〈Ff, 1ΛFg 〉 = 〈f,F−11ΛFg〉 = 〈f, PΛg〉.

Also gilt P 2
Λ = PΛ und P ∗Λ = PΛ.

Nun ist nur noch L2
Λ(µ) = PΛL

2(µ) zu zeigen. Als erstes zeigen wir L2
Λ(µ) ⊆ PΛL

2(µ).
Unmittelbar aus der Definition von L2

Λ(µ) folgt

L2
Λ(µ) = { f ∈ L2(µ) : 1ΛFf = Ff } = { f ∈ L2(µ) : F−11ΛFf = f }

= { f ∈ L2(µ) : PΛf = f }.

Daher gilt L2
Λ(µ) ⊆ PΛL

2(µ).
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Als zweites zeigen wir PΛL
2(µ) ⊆ L2

Λ(µ). Sei f ∈ PΛL
2(µ). Dann gibt es ein g ∈ L2(µ)

mit f = PΛg. Wegen P 2
Λ = PΛ ergibt sich damit

1ΛFf = FF−11ΛFf = FPΛf = FP 2
Λg = FPΛg = Ff.

Diese Gleichung zeigt spec f ⊆ Λ. Folglich ist f ∈ L2
Λ(µ). Also gilt PΛL

2(µ) ⊆ L2
Λ(µ).

Definition 2.0.13. Ein Paar (A,Λ) heißt A–Paar auf L2(µ), falls (L2(A, µ), L2
Λ(µ)) ein

A–Paar auf L2(µ) ist.

Lemma 2.0.14. Es gilt: ‖PAPΛ‖ ≤ (µ(A) h(Λ))
1
2 .

Beweis. Wir zeigen zunächst:

‖FPAf‖∞ ≤ µ(A)
1
2 ‖f‖2 für alle f ∈ L2(µ).

Offensichtlich ist die Behauptung richtig für µ(A) =∞. Sei also µ(A) <∞. Für f ∈ L2(µ)
und n ∈ N0 gilt

|FPAf(n)| = |F1Af(n)| = |
∫

Ω

1A(ω) f(ω)ϕn(ω) dµ(ω)|

≤
∫

Ω

|1A(ω) f(ω)| |ϕn(ω)| dµ(ω).

Wegen ‖ϕn‖∞ ≤ 1 und µ(A) <∞ gilt also

|FPAf(n)| ≤
∫

Ω

|1A(ω) f(ω)| dµ(ω) = 〈|1A|, |f |〉.

Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz–Ungleichung ergibt sich damit

|FPAf(n)| ≤ ‖1A‖2 ‖f‖2 = µ(A)
1
2 ‖f‖2.

Diese Abschätzung zeigt ‖FPAf‖∞ ≤ µ(A)
1
2 ‖f‖2.

Wir zeigen nun ‖PAPΛ‖ ≤ (µ(A) h(Λ))
1
2 . Da PA und PΛ selbstadjungiert sind, folgt aus

[43, S. 208, Satz V.5.2], daß ‖PAPΛ‖ = ‖PΛPA‖. Daher genügt es ‖PΛPA‖ ≤ (µ(A) h(Λ))
1
2

zu zeigen. Für f ∈ L2(µ) gilt

‖PΛPAf‖2
2 =

∞∑

n=0

|FPΛPAf(n)|2 h(n) =
∞∑

n=0

|1Λ(n)(FPAf)(n)|2 h(n)

=
∑

n∈Λ

|FPAf(n)|2 h(n) ≤ ‖FPAf‖2
∞
∑

n∈Λ

h(n) = ‖FPAf‖2
∞ h(Λ).

Mit der zuvor gezeigten Ungleichung folgt daraus ‖PΛPAf‖2
2 ≤ µ(A) h(Λ) ‖f‖2

2. Folglich

gilt ‖PΛPA‖ ≤ (µ(A) h(Λ))
1
2 .

Korollar 2.0.15. Ist f ∈ L2(A, µ) ∩ L2
Λ(µ) mit µ(A) h(Λ) < 1, so gilt f = 0 µ–f.ü..
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Beweis. Sei (A,Λ) ein Paar mit µ(A) h(Λ) < 1. Offensichtlich genügt es zu zeigen, daß
(A,Λ) ein A–Paar ist.
Aus vorherigem Lemma und Lemma (1.1.2) folgt, daß ^(L2(A, µ), L2

Λ(µ)) > 0. Nach
Satz (1.1.9) ist daher (A,Λ) ein A–Paar.

Satz 2.0.16. Ist f ∈ L1(A, µ) ∩ L1
Λ(µ) mit µ(A) h(Λ) < 1, so gilt f = 0 µ–f.ü..

Beweis. Sei f ∈ L1(A, µ) ∩ L1
Λ(µ) mit µ(A) h(Λ) < 1. Ist A eine µ–Nullmenge, so ist 1A

die Nullfunktion in L1(µ). Folglich gilt f = 1Af = 0 in L1(µ). Sei also µ(A) > 0. Wir
zeigen zunächst f ∈ L2(µ). Für n ∈ N0 gilt |Ff(n)| ≤ ‖f‖1. Wegen spec f ⊆ Λ ergibt
sich damit

‖Ff‖2
2 =

∑

n∈Λ

|Ff(n)|2 h(n) ≤ ‖f‖2
1

∑

n∈Λ

h(n) = ‖f‖2
1 h(Λ).

Wegen µ(A) > 0 folgt aus µ(A) h(Λ) < 1 sofort h(Λ) < ∞. Wegen f ∈ L1(µ) gilt also
Ff ∈ `2(h). Mit den Voraussetzungen an µ und F folgt daraus sofort f ∈ L2(µ).

Wir zeigen nun f = 0 µ–f.ü.. Es gilt f ∈ L2(µ) ∩ L1(A, µ) ∩ L1
Λ(µ). Offensichtlich ist

daher f ∈ L2
Λ(µ). Mit f ∈ L2(µ) ist auch 1A f ∈ L2(µ). Aus der Definition von Lp(A, µ)

ergibt sich damit f ∈ L2(A, µ). Insgesamt ist also f ∈ L2(A, µ)∩L2
Λ(µ). Nach vorherigem

Korollar gilt daher f = 0 µ–f.ü..

Beispiel. Seien {an}n∈N0 , {bn}n∈N0 und {cn}n∈N reelle Folgen mit

an > 0 für alle n ∈ N0, bn ≥ 0 für alle n ∈ N0, cn > 0 für alle n ∈ N

und

a0 + b0 = 1,

an + bn + cn = 1 für alle n ∈ N.

Dann sei die Folge {Rn}n∈N0 von Polynomen definiert durch

R0(x) = 1,

R1(x) =
1

a0
(x− b0),

R1(x)Rn(x) = anRn+1(x) + bnRn(x) + cnRn−1(x) für n ∈ N.

Aus obiger Rekursionsformel folgt sofort degRn = n. Nach dem Satz von Favard existiert
ein W–Maß π auf R mit
∫

R
Rn(x)Rm(x) dπ(x) = h(n)−1 δn,m , 0 < h(n) <∞.

Daher bildet die Folge {Rn}n∈N0 ein orthogonales Polynomsystem. Seien k, l ∈ N0. Wegen
degRn = n existieren zu Rk und Rl Koeffizienten g(k, l, 0), . . . , g(k, l, k + l) ∈ R mit

Rk(x)Rl(x) =

k+l∑

n=0

g(k, l, n)Rn(x).
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Die Folge {Rn}n∈N0 hat die Eigenschaft (P), falls gilt:

g(k, l, n) ≥ 0 für alle k, l ∈ N0 und alle 0 ≤ n ≤ k + l.

Sei {Rn}n∈N0 eine Folge mit der Eigenschaft (P). Nach [23] gilt dann:

supp π ⊆ [1− 2a0, 1],

sup{ |Rn(x)| : x ∈ supp π } ≤ 1 für alle n ∈ N0.

Damit ist also π ein W–Maß mit kompaktem Träger. Mit dem Approximationssatz von
Weierstraß folgt daraus sofort, daß {Rn}n∈N0 in L2(π) vollständig ist. Insgesamt ist also
eine Folge {Rn}n∈N0 mit der Eigenschaft (P) eine gleichgradig beschränkte Orthogonal-
basis von L2(π).
Die Jacobi–Polynome aus Kapitel 3 sind nach [23] ein konkretes Beispiel für eine Folge
{Rn}n∈N0 mit der Eigenschaft (P).



3 Die Jacobi–Ableitung

Im folgenden sei der Parameter (α, β) aus

{ (α, β) ∈ R2 : α ≥ β > −1 und (α + β ≥ 0 oder β ≥ − 1
2
) }.

Die normierten Jacobi–Polynome {rn}n∈N0 zum Parameter (α, β) sind orthogonal bzgl.

dπ(x) = 2−(α+β+1) Γ(α+β+2)
Γ(α+1) Γ(β+1)

(1 − x)α (1 + x)β 1]−1,1[(x) dx. Für den Träger S von π

gilt S = [−1, 1]. Durch die Normierung rn(1) = 1, n ∈ N0 bildet {rn}n∈N0 eine gleich-
gradig beschränkte Orthogonalbasis von L2(π). Im folgenden bezieht sich die Fourier–
Transformation F und die Gewichts–Funktion h stets auf {rn}n∈N0 .
Zu z ∈ S sei ϕ(z) ∈ [0, π

2
] definiert durch z = cos 2ϕ(z). In [14] wurde von Gasper gezeigt,

daß zu x, y ∈ S genau ein Borel–Maß µx,y auf S mit folgenden Eigenschaften existiert:

(P1) µx,y(S) = 1.

(P2) supp µx,y ⊆ [xy −
√

(1− x2)(1− y2), xy +
√

(1− x2)(1− y2) ].

(P3) Für jedes n ∈ N0 gilt: rn(x) rn(y) =

∫

S

rn(z) dµx,y(z).

Die Faltung der Dirac–Maße δx und δy ist definiert durch δx ∗ δy = µx,y. Die Involution –
: S → S ist definiert durch z = z. Damit wird (S,∗,–) zu einer kompakten kommutativen
Hypergruppe mit 1 als neutralem Element und π als Haar–Maß.
Es bezeichne (X, ‖ · ‖X) den Banach–Raum (C(S), ‖ · ‖∞) oder (Lp(π), ‖ · ‖p), 1 ≤ p <∞.
Sei f ∈ X. Die kontinuierliche Jacobi–Translation ist definiert durch

Txf(y) =

∫

S

f(z) d(δx ∗ δy)(z).

Mit [19, Kapitel 3] ergibt sich:

(T1) Für jedes x ∈ S und alle f ∈ X ist Txf ∈ X mit ‖Txf‖X ≤ ‖f‖X .

(T2) Für jedes f ∈ X ist die Abbildung S → X, x→ Txf stetig.

Weitere Eigenschaften der normierten Jacobi–Polynome sind im Anhang zusammenge-
stellt.
In diesem Kapitel wird eine Ableitung auf L2(π) untersucht, die zur kontinuierlichen
Jacobi–Translation gehört.

Definition 3.0.1. Die Funktion q : N0 → R sei definiert durch q(n) = r pn(1).

Bemerkung. Für n ∈ N0 gilt: q(n) = n (n+1+α+β)
α+β+2

.

Lemma 3.0.2. Für n ∈ N0 gilt: q(n) = maxx∈S | rpn(x)|.
Beweis. Sei n ∈ N0. Da die normierten Jacobi–Polynome die Eigenschaft (T) besitzen,
existieren zu rn Koeffizienten c(n, 0), . . . , c(n, n) ≥ 0 mit

rn =
n∑

k=0

c(n, k) r
(− 1

2
,− 1

2
)

k .
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Mit [38, S. 62, (4.21.7)] ergibt sich daraus

r pn =
n∑

k=0

c(n, k) d
dx
r

(− 1
2
,− 1

2
)

k =
n∑

k=1

c(n, k) k2 r
( 1

2
, 1
2

)

k−1 .

Sei x ∈ S. Wegen c(n, k) ≥ 0 ergibt sich dann

|r pn(x)| ≤
n∑

k=1

c(n, k) k2 |r( 1
2
, 1
2

)

k−1 (x)| ≤
n∑

k=0

c(n, k) k2 =

n∑

k=1

c(n, k) d
dx
r

(− 1
2
,− 1

2
)

k (1)

=

n∑

k=0

c(n, k) d
dx
r

(− 1
2
,− 1

2
)

k (1) = r pn(1).

Wegen 1 ∈ S gilt daher maxx∈S |r pn(x)| = r pn(1) = q(n).

Bemerkung. Obige Beweisidee stammt von Prof. Dr. R. Szwarc.

Definition 3.0.3. Zu f ∈ L1(π) sei die Jacobi–Transformierte f̂ von f definiert durch

f̂ = Ff .

Bemerkung. Sei p ∈ [1,∞]. Da π ein W–Maß ist, gilt ‖ ·‖1 ≤ ‖·‖p. Nach Lemma (2.0.7)
ist daher F ∈ L(Lp(π), `∞(N0)) mit ‖F‖ ≤ 1.

Lemma 3.0.4. Die Abbildung P : P(N0) → L(L2(π)), P (Λ) = PΛ ist ein Spektralmaß
auf N0.

Beweis. Für Λ ⊆ N0 ist P (Λ) nach Korollar (2.0.12) eine orthogonale Projektion.
Offensichtlich gilt P (∅) = 0 und P (N0) = id.
Seien Λn ⊆ N0, n ∈ N0 paarweise disjunkte Mengen und sei f ∈ L2(π). Die Menge Λ ⊆ N0

sei definiert durch Λ =
⋃∞
n=0 Λn. Da die Jacobi–Reihe einer Funktion aus L2(π) unbedingt

konvergiert, darf sie umgeordnet werden. Da die Λn paarweise disjunkt sind, gilt daher

P (
∞⋃

n=0

Λn)f = PΛf =
∑

k∈Λ

f̂(k) rk h(k) =
∞∑

n=0

∑

k∈Λn

f̂(k) rk h(k) =
∞∑

n=0

P (Λn)f.

Folglich gilt P (
⋃∞
n=0 Λn) =

∑∞
n=0 P (Λn) in der starken Operator–Topologie.

Insgesamt ist also P ein Spektralmaß auf N0.

Korollar 3.0.5. q(P ) ist ein Spektralmaß auf R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Für n ∈ N0 gilt: q(P )({q(n)}) = P{n}.

(2) supp q(P ) = q(N0).

Beweis. Da P ein Spektralmaß auf N0 ist, ist q(P ) ein Spektralmaß auf R.

(1) Sei n ∈ N0. Wegen q(0) < q(1) < q(2) < · · · gilt

q(P )({q(n)}) = P (q−1({q(n)})) = P ({n}) = P{n}.
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(2) Wegen q(0) < q(1) < q(2) < · · · und limn→∞ q(n) = ∞ hat q(N0) keinen Häufungs-
punkt in R. Daher ist q(N0) abgeschlossen in R. Sei n ∈ N0. Aus (1) folgt q(P )(q(N0)) =
PN0 = id und q(P )(q(N0)\{q(n)}) = PN0\{n} 6= id.
Nach Definition von supp q(P ) gilt also supp q(P ) = q(N0).

Definition 3.0.6. Der Operator M0 : D(M0) ⊆ L2(π) → L2(π) sei definiert durch
D(M0) = lin{ rn : n ∈ N0 } und M0 rn = (1 + q(n)) rn.

Korollar 3.0.7. Es gelten folgende Aussagen:

(1) M0 ist symmetrisch und positiv definit.

(2) σp(M0) = { 1 + q(n) : n ∈ N0 }.
(3) Für n ∈ N0 gilt: Ker(M0 − (1 + q(n)) id ) = C rn.

Beweis. Zu f ∈ D(M0) existiert ein K(f) ∈ N0 mit spec f ⊆ { 0, . . . , K(f) }. Zu f, g ∈
D(M0) sei K(f, g) ∈ N0 definiert durch K(f, g) = max{K(f), K(g) }.

(1) Als erstes zeigen wir, daß M0 symmetrisch ist. Für f, g ∈ D(M0) gilt

〈M0 f, g 〉 =

K(f,g)∑

k,l=0

f̂(k) ĝ(l) 〈M0 rk, rl〉 h(k) h(l)

=

K(f,g)∑

k,l=0

(1 + q(k)) f̂(k) ĝ(l) 〈rk, rl〉 h(k) h(l)

=

K(f,g)∑

k=0

(1 + q(k))f̂(k) ĝ(k) h(k).

Wegen 1 + q(k) ∈ R folgt daraus 〈M0 f, g 〉 = 〈f,M0 g 〉. Folglich ist M0 symmetrisch.

Als zweites zeigen wir, daß M0 positiv definit ist. Für f ∈ D(M0) ergibt sich wie zuvor

〈M0 f, f 〉 =
∑K(f)

k=0 (1 + q(k)) |f̂(k)|2 h(k). Wegen q ≥ 0 gilt daher

〈M0 f, f 〉 ≥
K(f)∑

k=0

|f̂(k)|2 h(k) = ‖f‖2
2.

Folglich ist M0 positiv definit.

(2) Offensichtlich ist nur σp(M0) ⊆ { 1 + q(n) : n ∈ N0 } zu zeigen. Sei λ ∈ σp(M0). Dann
existiert ein f ∈ D(M0), f 6= 0 mit M0 f = λ f . Damit ergibt sich

0 = (M0 − λ id )f =

K(f)∑

k=0

f̂(k) (M0 − λ id )rk h(k) =

K(f)∑

k=0

(1 + q(k)− λ) f̂(k) rk h(k).

Für alle k ∈ { 0, . . . , K(f) } gilt daher (1 + q(k)− λ) f̂(k) = 0. Wegen f 6= 0 existiert ein

n ∈ { 0, . . . , K(f) } mit f̂(n) 6= 0. Folglich gilt λ = 1+q(n). Also gilt σp(M0) ⊆ { 1+q(n) :
n ∈ N0 }.
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(3) Sei n ∈ N0. Offensichtlich ist nur Ker(M0 − (1 + q(n)) id ) ⊆ C rn zu zeigen. Sei
f ∈ Ker(M0− (1 + q(n)) id ). Dann ergibt sich wie in (2), daß für alle k ∈ { 0, . . . , K(f) }
gilt

0 = (1 + q(k)− (1 + q(n))) f̂(k) = (q(k)− q(n)) f̂(k).

Wegen q(0) < q(1) < q(2) < · · · und spec f ⊆ { 0, . . . , K(f) } folgt daraus f ∈ C rn.
Folglich gilt Ker(M0 − (1 + q(n)) id ) ⊆ C rn.

Lemma 3.0.8. M0 ist wesentlich selbstadjungiert. Für den Abschluß M von M0 gilt:

(1) D(M) = { f ∈ L2(π) :
∑∞

n=0(1 + q(n))2 |f̂(n)|2 h(n) <∞}.
(2) σ(M) = σp(M) = { 1 + q(n) : n ∈ N0 }.
(3) Für n ∈ N0 gilt: Ker(M − (1 + q(n)) id ) = C rn.

Beweis. Für die Eigenwerte von M0 gilt 0 < 1 + q(0) < 1 + q(1) < 1 + q(2) < · · · und
limn→∞(1 + q(n)) =∞. Die lineare Hülle von { rn : n ∈ N0 } liegt dicht in L2(π). Damit
folgt die Behauptung aus vorherigem Korollar und [40, S. 278, Satz 21.4].

Definition 3.0.9. Der Operator L : D(L) ⊆ L2(π) → L2(π) sei definiert durch D(L) =
D(M) und L = M − id.

Lemma 3.0.10. Es gelten folgende Aussagen:

(1) L ist selbstadjungiert.

(2) Für f ∈ D(L) gilt: Lf =
∑∞

n=0 q(n) f̂(n) rn h(n).

(3) L = M0 − id.

Beweis. (1) Da M selbstadjungiert ist, ergibt sich mit [40, S. 207, Lemma 17.2]

L∗ = (M − id )∗ = M∗ − id = M − id = L.

(2) Sei f ∈ D(L) und sei n ∈ N0. Es genügt L̂f(n) = q(n) f̂(n) zu zeigen. Es gilt M0 ⊆M
und rn ∈ D(M0) ⊆ D(M) = D(L). Da L selbstadjungiert ist, gilt also

L̂f(n) = 〈Lf, rn〉 = 〈f,Lrn〉 = 〈f, (M − id )rn〉 = 〈f,Mrn〉 − 〈f, rn〉
= 〈f,M0 rn〉 − f̂(n) = (1 + q(n)) f̂(n)− f̂(n) = q(n) f̂(n).

(3) Wegen M0−id ⊆M−id ist M0−id abschließbar. Nach [35, S. 252, Theorem VIII.1,(b)]
gilt daher M0 − id = (M0− id )∗∗. Da M0 wesentlich selbstadjungiert ist, ergibt sich damit
unter Berücksichtigung von [40, S. 207, Lemma 17.2] und [35, S. 252, Theorem VIII.1,(c)]

M0 − id = (M∗
0 − id )∗ = (M∗ − id )∗ = (M − id )∗ = M∗ − id = M − id = L.
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Korollar 3.0.11. Es gelten folgende Aussagen:

(1) q(P ) ist das Spektralmaß von L.

(2) σ(L) = σp(L) = q(N0).

(3) Für n ∈ N0 gilt: Ker(L − q(n) id) = C rn.

Beweis. (1) Sei f ∈ D(L) und sei g ∈ L2(π). Mit Korollar (3.0.5) ergibt sich

〈Lf, g 〉 =

∞∑

n=0

q(n) 〈f̂(n) rn h(n), g 〉 =

∞∑

n=0

q(n) 〈P{n}f, g 〉

=
∞∑

n=0

q(n) 〈q(P )({q(n)})f, g 〉

=
∞∑

n=0

q(n) q(P )f, g({q(n)}) =

∫

Q

λ dq(P )f, g(λ) =

∫

R
λ dq(P )f, g(λ).

Folglich ist q(P ) das Spektralmaß von L.

(2) Offensichtlich gilt q(N0) ⊆ σp(L). Da q(P ) das Spektralmaß von L ist, gilt σ(L) =
supp q(P ). Mit Korollar (3.0.5),(2) ergibt sich daher

σ(L) = supp q(P ) = q(N0) ⊆ σp(L) ⊆ σ(L).

Folglich gilt σ(L) = σp(L) = q(N0).

(3) Sei n ∈ N0. Offensichtlich genügt es Ker(L − q(n) id ) ⊆ C rn zu zeigen. Für f ∈
Ker(L − q(n) id) gilt

0 = (L − q(n) id )f =

∞∑

k=0

(q(k)− q(n)) f̂(k) rk h(k).

Für alle k ∈ N0 gilt daher (q(k) − q(n)) f̂(k) = 0. Wegen q(0) < q(1) < q(2) < · · · folgt
daraus f ∈ C rn. Folglich gilt Ker(L− q(n) id ) ⊆ C rn.

Lemma 3.0.12. Sei x ∈ S. Für Tx ∈ L(L2(π)) gelten folgende Aussagen:

(1) Für n ∈ N0 gilt: Txrn = rn(x) rn.

(2) Für f ∈ L2(π) und n ∈ N0 gilt: T̂xf(n) = rn(x) f̂(n).

(3) Für f ∈ L2(π) gilt: T1f = f.

(4) Tx ist selbstadjungiert.

Beweis. Sei x ∈ S.

(1) Die Behauptung folgt sofort aus (P3) und der Definition von Tx.

(2) Sei f ∈ L2(π). Wegen Tx ∈ L(L2(π)) ergibt sich mit (1)

Txf =

∞∑

n=0

f̂(n)Txrn h(n) =

∞∑

n=0

rn(x) f̂(n) rn h(n).
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Folglich gilt T̂xf(n) = rn(x) f̂(n).

(3) Sei n ∈ N0. Wegen rn(1) = 1 folgt die Behauptung sofort aus (2).

(4) Für f, g ∈ L2(π) ergibt sich mit (2)

〈Txf, g 〉 =

∞∑

n=0

rn(x) f̂(n) ĝ(n) h(n).

Wegen rn(x) ∈ R folgt daraus 〈Txf, g 〉 = 〈f, Txg 〉. Folglich ist Tx selbstadjungiert.

Korollar 3.0.13. Sei x ∈ S und sei f ∈ L1(π). Für n ∈ N0 gilt dann:

T̂xf(n) = rn(x) f̂(n).

Beweis. Sei x ∈ S, sei f ∈ L1(π) und sei n ∈ N0. Zu f existiert eine Folge {fk}k∈N0 ⊆ C(S)
mit limk→∞ fk = f in L1(π). Wegen Tx ∈ L(L1(π)) konvergiert damit {Txfk}k∈N0 gegen
Txf in L1(π). Insbesondere konvergiert also {Txfk}k∈N0 schwach gegen Txf in L1(π).
Wegen rn ∈ L∞(π) = L1(π)∗ gilt daher

T̂xf(n) =

∫

S

Txf(y) rn(y) dπ(y) = lim
k→∞

∫

S

Txfk(y) rn(y) dπ(y) = lim
k→∞

T̂xfk(n).

Es gilt fk ∈ C(S) ⊆ L2(π). Nach Aussage (2) von vorherigem Lemma gilt also

T̂xf(n) = lim
k→∞

rn(x) f̂k(n) = rn(x) lim
k→∞

∫

S

fk(y) rn(y) dπ(y).

Wegen limk→∞ fk = f in L1(π) konvergiert {fk}k∈N0 insbesondere schwach gegen f in
L1(π). Wegen rn ∈ L∞(π) = L1(π)∗ gilt daher

T̂xf(n) = rn(x) lim
k→∞

∫

S

fk(y) rn(y) dπ(y) = rn(x)

∫

S

f(y) rn(y) dπ(y) = rn(x) f̂(n).

Definition 3.0.14. Die Jacobi–Ableitung L : D(L) ⊆ L2(π)→ L2(π) sei definiert durch

D(L) = { f ∈ L2(π) : lim
x→1−

f − Txf
1− x existiert in L2(π) } und Lf = lim

x→1−
f − Txf

1− x .

Korollar 3.0.15. L ist eine symmetrische Erweiterung von M0 − id.

Beweis. Als erstes zeigen wir, daß L symmetrisch ist. Seien f, g ∈ D(L). Da ein Skalar-
produkt als Funktion der ersten Variablen stetig ist, ergibt sich

〈Lf, g 〉 = lim
x→1−

〈f − Txf
1− x , g 〉 = lim

x→1−

∞∑

n=0

1−rn(x)
1−x f̂(n) ĝ(n) h(n).
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Wegen 1−rn(x)
1−x ∈ R folgt daraus 〈Lf, g 〉 = 〈f, Lg〉. Folglich ist L symmetrisch.

Als zweites zeigen wir, daß L eine Erweiterung von M0 − id ist. Für n ∈ N0 gilt

lim
x→1−

‖rn − Txrn
1− x − (M0 − id )rn‖2 = lim

x→1−
‖1−rn(x)

1−x rn − r pn(1) rn‖2 =

= lim
x→1−

|1−rn(x)
1−x − r pn(1)| ‖rn‖2.

Unter Berücksichtigung von rn(1) = 1 folgt daraus limx→1−
rn−Txrn

1−x = (M0−id )rn. Folglich
ist rn ∈ D(L) mit Lrn = (M0 − id )rn. Wegen D(M0 − id ) = lin { rn : n ∈ N0 } gilt also
M0 − id ⊆ L.

Satz 3.0.16. Es gelten folgende Aussagen:

(1) D(L) = { f ∈ L2(π) :
∑∞

n=0(1 + q(n))2 |f̂(n)|2 h(n) <∞}.
(2) σ(L) = σp(L) = { q(n) : n ∈ N0 }.
(3) Für n ∈ N0 gilt: Ker(L− q(n) id ) = C rn.

(4) Für f ∈ D(L) gilt: Lf =
∑∞

n=0q(n) f̂(n) rn h(n).

Beweis. Offensichtlich genügt es L = L zu zeigen. Als erstes zeigen wir L ⊆ L. Nach
vorherigem Korollar gilt

L ⊆ L∗ ⊆ (M0 − id)∗.

Aus [35, S. 252, Theorem VIII.1,(c)] ergibt sich damit L ⊆ M0 − id
∗
. Mit Lemma (3.0.10)

folgt daraus L ⊆ L∗ = L.

Als zweites zeigen wir L ⊆ L. Sei n ∈ N0 und sei x ∈ [−1, 1[. Zu n und x existiert nach

dem Mittelwertsatz ein xn ∈]x, 1[ mit 1−rn(x)
1−x = r pn(xn). Mit Lemma (3.0.2) ergibt sich

daher

|1−rn(x)
1−x − r pn(1)| ≤ |r pn(xn)|+ |r pn(1)| ≤ 2 q(n).

Sei f ∈ D(L). Dann ist 2 q f̂ eine von x unabhängige Folge aus `2(h). Mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz ergibt sich daher

lim
x→1−

‖f − Txf
1− x − Lf‖2

2 = lim
x→1−

∞∑

n=0

|1−rn(x)
1−x − r pn(1)|2 |f̂(n)|2 h(n) =

=
∞∑

n=0

lim
x→1−

|1−rn(x)
1−x − r pn(1)|2 |f̂(n)|2 h(n).

Unter Berücksichtigung von rn(1) = 1 folgt daraus limx→1−
f−Txf

1−x = Lf . Folglich ist
f ∈ D(L) mit Lf = Lf . Also gilt L ⊆ L.

Definition 3.0.17. Der Sobolev–Raum (H1,2, ‖ · ‖1,2) sei definiert durch H1,2 = D(L)
und ‖f‖2

1,2 = ‖f‖2
2 + ‖Lf‖2

2.
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Bemerkung. Da L als selbstadjungierter Operator insbesondere abgeschlossen ist, folgt
aus obiger Definition sofort, daß H1,2 ein Hilbert–Raum ist.

Korollar 3.0.18. Für jedes x ∈ S und alle f ∈ H1,2 ist Txf ∈ H1,2 mit ‖Txf‖1,2 ≤ ‖f‖1,2.

Beweis. Sei f ∈ H1,2 und sei n ∈ N0. Es gilt

|T̂xf(n)| ≤ |rn(x) f̂(n)| ≤ |f̂(n)| und |q(n)T̂xf(n)| = |q(n) rn(x) f̂(n)| ≤ |q(n) f̂(n)|.

Daraus folgt f ∈ H1,2 und ‖Txf‖1,2 ≤ ‖f‖1,2.

Lemma 3.0.19. Für x ∈ S vertauschen Tx und L.

Beweis. Sei x ∈ S. Zunächst sei bemerkt, daß Tx und L selbstadjungiert sind.
Sei Q ⊆ N0. Da Tx beschränkt ist, genügt es Tx q(P )(Q) = q(P )(Q)Tx zu zeigen. Die
Menge Λ ⊆ N0 sei definiert durch Λ = q−1(Q). Nach Korollar (3.0.5),(1) genügt es dann
Tx PΛ = PΛ Tx zu zeigen. Für f ∈ L2(π) gilt

Tx PΛf = Tx
∑

n∈Λ

f̂(n) rn h(n) =
∑

n∈Λ

f̂(n)Txrn h(n) =
∑

n∈Λ

rn(x) f̂(n) rn h(n)

=
∑

n∈Λ

T̂xf(n) rn h(n) = PΛ

∞∑

n=0

T̂xf(n) rn h(n) = PΛ Txf.

Folglich gilt Tx PΛ = PΛ Tx.

Korollar 3.0.20. Für x ∈ S gelten folgende Aussagen:

(1) D([Tx, L]) = H1,2.

(2) [Tx, L] = 0.

Beweis. (1) Sei x ∈ S. Da Tx beschränkt ist, gilt D(Tx L) = H1,2. Nach Korollar (3.0.18)
gilt H1,2 ⊆ D(LTx). Folglich gilt

D([Tx, L]) = D(Tx L) ∩ D(LTx) = H1,2 ∩ D(LTx) = H1,2.

(2) Sei x ∈ S und sei f ∈ H1,2. Da Tx und L vertauschen, ergibt sich mit Korol-
lar (3.0.5),(1)

TxLf = Tx

∞∑

n=0

q(n) f̂(n) rn h(n) = Tx

∞∑

n=0

q(n)P{n}f =
∞∑

n=0

q(n)Tx P{n}f

=
∞∑

n=0

q(n)P{n}Txf =
∞∑

n=0

q(n) T̂xf(n) rn h(n).

Nach Korollar (3.0.18) ist mit f ∈ H1,2 auch Txf ∈ H1,2. Folglich gilt Tx Lf = LTxf .
Also gilt [Tx, L] = 0.



4 Homogene Banach–Räume und Jacobi–Polynome

4.1 Gewichtete Jacobi–Reihen

In diesem Abschnitt werden homogene Banach–Räume für normierte Jacobi–Polynome
definiert. Es wird gezeigt, daß sich eine Funktion f aus einem homogenen Banach–Raum
durch eine gewichtete Jacobi–Reihe von f darstellen läßt. Die Jacobi–Koeffizienten des
de la Vallée–Poussin Kerns dienen als Beispiel für ein Gewicht.

Definition 4.1.1. Ein homogener Banach–Raum ist ein normierter Untervektorraum
(X, ‖ · ‖X) von L1(π) mit folgenden Eigenschaften:

(HB1) Für alle n ∈ N0 ist rn ∈ X.
(HB2) (X, ‖ · ‖X) ist ein Banach–Raum mit ‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖X .
(HB3) Für jedes x ∈ S und alle f ∈ X ist Txf ∈ X mit ‖Txf‖X ≤ ‖f‖X .
(HB4) Für jedes f ∈ X ist die Abbildung S → X, x 7→ Txf stetig.

Bemerkung. Auf einem homogenen Banach–Raum X betrachten wir immer ‖ · ‖X als
Norm. Im folgenden sei X stets ein homogener Banach–Raum.

Beispiel. Sei 1 ≤ p <∞. Die Räume C(S) und Lp(π) sind homogene Banach–Räume.

Da π ein W–Maß mit kompaktem Träger ist, gilt C(S) ⊆ Lp(π) ⊆ L1(π). Folglich sind
C(S) und Lp(π) normierte Untervektorräume von L1(π).

(HB1) Sei n ∈ N0. Als Polynom ist rn ∈ C(S). Da π ein W–Maß mit kompaktem Träger
ist, gilt daher rn ∈ C(S) ⊆ Lp(π).

(HB2) Die Räume C(S) und Lp(π) sind Banach–Räume. Da π ein W–Maß mit kompaktem
Träger ist, gilt ‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖p ≤ ‖ · ‖∞.

Da S eine kompakte kommutative Hypergruppe ist, haben C(S) und Lp(π) die Eigen-
schaften (HB3) und (HB4).

Definition 4.1.2. Zu f ∈ L1(π) und g ∈ X sei die Abbildung φ(f, g) : S → X definiert
durch φ(f, g)(x) = 1{ |f |<∞}(x) f(x)Txg.

Bemerkung. Für f ∈ L1(π) ist { |f | =∞} eine π–Nullmenge.

Korollar 4.1.3. Sei f ∈ L1(π) und g ∈ X. Dann ist φ(f, g) schwach Borel–meßbar.

Beweis. Sei f ∈ L1(π), sei g ∈ X und sei u ∈ X∗. Aus u ∈ X∗ und (HB4) folgt sofort,
daß u(T·g) stetig ist. Insbesondere ist also u(T·g) Borel–meßbar. Wegen u(φ(f, g)(x)) =
1{ |f |<∞}(x) f(x) u(Txg) ist daher u(φ(f, g)) Borel–meßbar als Produkt Borel–meßbarer
Funktionen. Da u ∈ X∗ beliebig war, folgt daraus, daß φ(f, g) schwach Borel–meßbar ist.
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Korollar 4.1.4. Für f ∈ C(S) und g ∈ X ist φ(f, g) ∈ C(S,X).

Beweis. Für f ∈ C(S) und g ∈ X gilt φ(f, g)(x) = f(x)Txg. Für x0, x ∈ S ergibt sich
damit

‖φ(f, g)(x)− φ(f, g)(x0)‖X = ‖f(x)Txg − f(x0)Tx0g‖X
≤ ‖f(x)Txg − f(x0)Txg‖X + ‖f(x0)Txg − f(x0)Tx0g‖X
= ‖Txg‖X |f(x)− f(x0)|+ |f(x0)| ‖Txg − Tx0g‖X
≤ ‖g‖X |f(x)− f(x0)|+ ‖f‖∞ ‖Txg − Tx0g‖X .

Wegen f ∈ C(S) und (HB4) folgt aus dieser Abschätzung φ(f, g) ∈ C(S,X).

Definition 4.1.5. Zu f ∈ C(S) und g ∈ X sei f ∗ g ∈ X definiert durch f ∗ g =∫
S
φ(f, g)(x) dπ(x).

Bemerkung. Für X–wertige Funktionen betrachten wir das Pettis–Integral. Für f ∈
C(S) und g ∈ X ist φ(f, g) ∈ C(S,X). Daher existiert

∫
S
φ(f, g)(x) dπ(x) nach der

Bemerkung zu [37, S. 77, Definition 3.26] und nach [37, S. 78, Theorem 3.27].

Korollar 4.1.6. Für f ∈ C(S) und g ∈ X gilt: ‖f ∗ g‖X ≤ ‖f‖1 ‖g‖X.
Beweis. Sei f ∈ C(S) und g ∈ X. Mit [37, S. 81, Theorem 3.29] ergibt sich

‖f ∗ g‖X ≤
∫

S

‖φ(f, g)(x)‖X dπ(x) =

∫

S

|f(x)| ‖Txg‖X dπ(x)

≤
∫

S

|f(x)| ‖g‖X dπ(x) = ‖f‖1 ‖g‖X.

Lemma 4.1.7. Seien {f (1)
n }n∈N0 und {f (2)

n }n∈N0 zwei Folgen in C(S) mit limn→∞ f
(1)
n =

limn→∞ f
(2)
n in L1(π).

Für g ∈ X gilt dann: limn→∞f
(1)
n ∗ g = limn→∞ f

(2)
n ∗ g in X.

Beweis. Seien {f (1)
n }n∈N0 und {f (2)

n }n∈N0 zwei Folgen in C(S) mit limn→∞ f
(1)
n = f =

limn→∞ f
(2)
n in L1(π) und sei i ∈ { 1, 2 }. Für g ∈ X und n,m ∈ N0 gilt

f (i)
n ∗ g − f (i)

m ∗ g =

∫

S

φ(f (i)
n , g)(x)− φ(f (i)

m , g)(x) dπ(x) =

∫

S

φ(f (i)
n − f (i)

m , g)(x) dπ(x)

= (f (i)
n − f (i)

m ) ∗ g.
Daraus ergibt sich mit vorherigem Korollar

‖f (i)
n ∗ g − f (i)

m ∗ g‖X ≤ ‖f (i)
n − f (i)

m ‖1 ‖g‖X ≤ ‖f (i)
n − f‖1 ‖g‖X + ‖f − f (i)

m ‖1 ‖g‖X.

Wegen limk→∞ f
(i)
k = f in L1(π) zeigt diese Abschätzung, daß {f (i)

n ∗ g}n∈N0 eine Cauchy–

Folge in X ist. Folglich existiert limn→∞ f
(i)
n ∗ g in X.

Für n ∈ N0 ergibt sich wie zuvor ‖f (1)
n ∗g−f (2)

n ∗g‖X ≤ ‖f (1)
n −f‖1 ‖g‖X+‖f−f (2)

n ‖1 ‖g‖X.

Wegen limn→∞ f
(i)
n = f in L1(π) folgt daraus limn→∞ f

(1)
n ∗ g = limn→∞ f

(2)
n ∗ g in X.
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Definition 4.1.8. Seien f, g ∈ X und sei {fn}n∈N0 eine Folge in C(S) mit limn→∞ fn = f
in L1(π). Dann sei f ~ g ∈ X definiert durch f ~ g = limn→∞ fn ∗ g in X.

Bemerkung. Seien f, g ∈ X. Wegen X ⊆ L1(π) gibt es zu f eine Folge {fn}n∈N0 in
C(S) mit limn→∞ fn = f in L1(π). Nach vorherigem Lemma ist f ~g unabhängig von der
konkreten Wahl von {fn}n∈N0 .
Zu f ∈ C(S) sei {fn}n∈N0 ⊆ C(S) definiert durch fn = f . Dann gilt limn→∞ fn = f in
L1(π). Nach Definition von ~ gilt also

f ~ g = lim
n→∞

fn ∗ g = lim
n→∞

f ∗ g = f ∗ g in X.

Daher schreiben wir ∗ für ~.

Korollar 4.1.9. Für f, g ∈ X gilt: ‖f ∗ g‖X ≤ ‖f‖X ‖g‖X.

Beweis. Seien f, g ∈ X und sei {fn}n∈N0 eine Folge in C(S) mit limn→∞ fn = f in L1(π).
Da ‖ · ‖X und ‖ · ‖1 stetig sind, ergibt sich mit Korollar (4.1.6)

‖f ∗ g‖X = lim
n→∞

‖fn ∗ g‖X ≤ lim
n→∞

‖fn‖1 ‖g‖X = ‖f‖1 ‖g‖X .

Wegen (HB2) gilt daher ‖f ∗ g‖X ≤ ‖f‖X ‖g‖X .

Lemma 4.1.10. Für f, g ∈ X gilt: f ∗ g =
∫
S
φ(f, g)(x) dπ(x).

Beweis. Seien f, g ∈ X und sei u ∈ X∗. Nach Korollar (4.1.3) ist u(φ(f, g)) Borel–meßbar.
Es gilt
∫

S

|u(φ(f, g)(x))| dπ(x) =

∫

S

|f(x)| |u(Txg)| dπ(x) ≤ ‖u‖
∫

S

|f(x)| ‖Txg‖X dπ(x)

≤ ‖u‖
∫

S

|f(x)| ‖g‖X dπ(x) = ‖u‖ ‖f‖1 ‖g‖X <∞.

Daher ist u(φ(f, g)) ∈ L1(π). Insbesondere gilt also
∫
S
u(φ(f, g)(x)) dπ(x) ∈ C.

Sei {fn}n∈N0 eine Folge in C(S) mit limn→∞ fn = f in L1(π). Für n ∈ N0 gilt dann
fn ∗ g =

∫
S
φ(fn, g)(x) dπ(x). Damit ergibt sich

u(fn ∗ g)−
∫

S

u(φ(f, g)(x)) dπ(x) =

∫

S

u(φ(fn, g)(x))− u(φ(f, g)(x)) dπ(x)

=

∫

S

(fn(x)− f(x)) u(Txg) dπ(x).

Daraus folgt

|u(fn ∗ g)−
∫

S

u(φ(f, g)(x)) dπ(x)| ≤ ‖u‖ ‖fn − f‖1 ‖g‖X .

Wegen limn→∞ u(fn ∗ g) = u(f ∗ g) und limn→∞ fn = f in L1(π) ergibt sich daraus

u(f ∗ g) =

∫

S

u(φ(f, g)(x)) dπ(x).

Da u ∈ X∗ beliebig war, gilt also f ∗ g =
∫
S
φ(f, g)(x) dπ(x).
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Satz 4.1.11. [Multiplikationssatz] Für f, g ∈ X und n ∈ N0 gilt: f̂ ∗ g(n) = f̂(n) ĝ(n).

Beweis. Seien f, g ∈ X und sei n ∈ N0. Mit vorherigem Lemma gilt

f̂ ∗ g(n) =

∫

S

[ ∫

S

φ(f, g)(x) dπ(x)
]
(y) rn(y) dπ(y).

Wegen rn ∈ L∞(π) = L1(π)∗ ⊆ X∗ ergibt sich daher

f̂ ∗ g(n) =

∫

S

∫

S

[
φ(f, g)(x)

]
(y) rn(y) dπ(y) dπ(x) =

∫

S

f(x)

∫

S

Txg(y) rn(y) dπ(y) dπ(x)

=

∫

S

f(x) T̂xg(n) dπ(x) =

∫

S

f(x) rn(x) dπ(x) ĝ(n) = f̂(n) ĝ(n).

Definition 4.1.12. Zu einem Polynom P vom Grad n ∈ N0 sei der Operator S(P ) :

X → X definiert durch S(P )f =
∑n

k=0 P̂ (k) f̂(k) rk h(k).

Korollar 4.1.13. Sei P ein Polynom. Für x ∈ S gilt dann: TxS(P ) = S(P )Tx.

Beweis. Sei P ein Polynom vom Grad n ∈ N0 und sei x ∈ S. Für f ∈ X gilt

TxS(P )f = Tx

n∑

k=0

P̂ (k) f̂(k) rk h(k) =

n∑

k=0

P̂ (k) f̂(k)Txrk h(k)

=

n∑

k=0

P̂ (k) f̂(k) rk(x) rk h(k) =

n∑

k=0

P̂ (k)T̂xf(k) rk h(k) = S(P )Txf.

Folglich gilt TxS(P ) = S(P )Tx.

Lemma 4.1.14. Sei P ein Polynom. Für f ∈ X gilt dann: S(P )f = f ∗ P .

Beweis. Sei f ∈ X. Für k ∈ N0 zeigen wir zunächst f ∗ rk = f̂(k) rk. Für u ∈ X∗ gilt

u(f̂(k) rk) =

∫

S

f(x) rk(x) dπ(x) u(rk) =

∫

S

f(x) rk(x) u(rk) dπ(x)

=

∫

S

u(f(x) rk(x) rk) dπ(x) =

∫

S

u(f(x)Txrk) dπ(x)

=

∫

S

u(φ(f, rk)(x)) dπ(x).

Mit Lemma (4.1.10) folgt daraus u(f̂(k) rk) = u(f ∗ rk). Da u ∈ X∗ beliebig war, gilt also

f̂(k) rk = f ∗ rk.

Sei P ein Polynom vom Grad n ∈ N0. Mit dem bereits Gezeigtem ergibt sich

f ∗ P =

∫

S

φ(f, P )(x) dπ(x) =
n∑

k=0

P̂ (k)

∫

S

φ(f, rk)(x) dπ(x) h(k)

=
n∑

k=0

P̂ (k) (f ∗ rk) h(k) =
n∑

k=0

P̂ (k) f̂(k) rk h(k) = S(P )f.
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Korollar 4.1.15. Sei P ein Polynom. Dann ist S(P ) ∈ L(X) mit ‖S(P )‖L(X) ≤ ‖P‖X .

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus vorherigem Lemma und Korollar (4.1.9).

Definition 4.1.16. Sei {Pn}n∈N0 eine Folge von Polynomen.

(1) {Pn}n∈N0 hat die Eigenschaft (A1), falls für jedes k ∈ N0 gilt: lim
n→∞

P̂n(k) = 1.

(2) {Pn}n∈N0 hat die Eigenschaft (A2), falls gilt: sup
n∈N0

‖S(Pn)‖L(X) <∞.

Lemma 4.1.17. Die lineare Hülle von { rn : n ∈ N0 } liege dicht in X. Dann sind für
eine Folge {Pn}n∈N0 von Polynomen folgende Aussagen äquivalent:

(1) Für jedes f ∈ X gilt: lim
n→∞

S(Pn)f = f in X.

(2) {Pn}n∈N0 hat die Eigenschaften (A1) und (A2).

Beweis. (1) =⇒ (2). Sei {Pn}n∈N0 eine Folge von Polynomen mit der Eigenschaft aus (1).
Als erstes zeigen wir (A1). Für k ∈ N0 gilt

rk = lim
n→∞

S(Pn)rk = lim
n→∞

P̂n(k)rk in X.

Folglich gilt (A1).

Als zweites zeigen wir (A2). Für f ∈ X ist {S(Pn)f}n∈N0 als konvergente Folge in X
insbesondere beschränkt in X. Also gilt supn∈N0

‖S(Pn)f‖X < ∞. Mit dem Satz von
Banach–Steinhaus folgt daraus (A2).

(2) =⇒ (1). Sei {Pn}n∈N0 eine Folge von Polynomen mit den Eigenschaften (A1) und (A2).
Dann sei die Konstante C definiert durch C = supn∈N0

‖S(Pn)‖L(X). Sei k ∈ N0. Mit (A1)
ergibt sich

lim
n→∞

S(Pn)rk = lim
n→∞

P̂n(k)rk = rk in X.

Für jedes Polynom p gilt folglich limn→∞ S(Pn)p = p in X.
Sei f ∈ X und sei ε > 0. Nach Voraussetzung existiert zu f und ε ein Polynom p mit
‖f−p‖X ≤ ε

2 (C+1)
. Da p ein Polynom ist, existiert zu ε ein N ∈ N0 mit ‖S(Pn)p−p‖X ≤ ε

2

für alle n ≥ N . Für n ∈ N0 gilt

‖S(Pn)f − f‖X ≤ ‖S(Pn)f − S(Pn)p‖X + ‖S(Pn)p− p‖X + ‖p− f‖X
≤ (C + 1) ‖f − p‖X + ‖S(Pn)p− p‖X .

Nach Wahl von p und N gilt daher ‖S(Pn)f − f‖X ≤ ε für alle n ≥ N . Also gilt
limn→∞ S(Pn)f = f in X.

Beispiel. Der de la Vallée–Poussin Kern {Vn}n∈N0 sei definiert durch

Vn(x) =
Γ(β + 1) Γ(n+ α+ β + 2)

Γ(n + β + 1) Γ(α+ β + 2)

(
1 + x

2

)n
.

In [33] wurde gezeigt:

(A1) Für jedes k ∈ N0 gilt: lim
n→∞

V̂n(k) = 1.

(A2) Für jedes n ∈ N0 gilt: ‖Vn‖1 = 1.
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Satz 4.1.18. Für jedes f ∈ L1(π) gilt:

f = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) f̂(k) rk h(k) in L1(π).

Beweis. Da π ein W–Maß mit kompaktem Träger ist, folgt aus dem Approximationssatz
von Weierstraß, daß die lineare Hülle von { rn : n ∈ N0 } dicht liegt in L1(π). Damit folgt
die Behauptung aus vorherigem Beispiel und Lemma (4.1.17).

Satz 4.1.19. [Riemann–Lebesgue Lemma] Für f ∈ L1(π) ist f̂ eine Nullfolge.

Beweis. Sei f ∈ L1(π) und sei ε > 0. Nach vorherigem Satz existiert zu ε ein n ∈ N0 mit
‖f − S(Vn)f‖1 ≤ ε. Sei k ∈ N0 mit k > n. Wegen deg S(Vn)f ≤ n gilt dann

(S(Vn)f) (̂k) = 〈S(Vn)f, rk〉 = 0.

Daraus folgt

|f̂(k)| = |(f − S(Vn)f) (̂k)| ≤ ‖f − S(Vn)f‖1 ≤ ε.

Daher gilt |f̂(k)| ≤ ε für alle k > n. Folglich ist f̂ eine Nullfolge.

Satz 4.1.20. [Eindeutigkeitssatz] Ist f ∈ L1(π) mit f̂ = 0, so gilt f = 0 in L1(π).

Beweis. Für f ∈ L1(π) mit f̂ = 0 gilt

f = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) f̂(k) rk h(k) = lim
n→∞

0 = 0 in L1(π).

Korollar 4.1.21. Sei P ein Polynom. Für f ∈ X gilt dann: S(P )f = P ∗ f .

Beweis. Sei P ein Polynom und sei f ∈ X. Wegen Lemma (4.1.14) genügt es f ∗P = P ∗f
zu zeigen. Für n ∈ N0 ergibt sich mit dem Multiplikationsssatz

(f ∗ P ) (̂n) = f̂(n) P̂ (n) = P̂ (n) f̂(n) = (P ∗ f) (̂n).

Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt daraus f ∗ P = P ∗ f in L1(π). Da X als homogener
Banach–Raum insbesondere ein Untervektorraum von L1(π) ist, gilt also f ∗ P = P ∗ f
in X.

Korollar 4.1.22. Sei P ein Polynom. Dann ist S(P ) ∈ L(X) mit ‖S(P )‖L(X) ≤ ‖P‖1.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus vorherigem Korollar und Korollar (4.1.6).

Lemma 4.1.23. Zu f ∈ X existiert eine Folge von Polynomen {Pn}n∈N0 , so daß gilt:
limn→∞ S(Pn)f = f in X.
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Beweis. Sei f ∈ X und sei ε > 0. Es genügt zu zeigen, daß zu ε ein Polynom P existiert
mit ‖f − S(P )f‖X ≤ ε. Ist f = 0, so gilt ‖f − S(0)f‖X = 0 ≤ ε. Sei also f 6= 0.

Als erstes zeigen wir, daß zu ε ein ρ ∈ C(S) existiert mit ‖ρ ∗ f − f‖X ≤ ε
2
. Zu ε existiert

nach (HB4) ein δ > 0 mit

‖Txf − f‖X ≤
ε

2
für alle x ∈ [1− δ, 1].

Sei ρ ein Friedrichs–Glätter mit folgenden Eigenschaften: ρ ∈ C∞(R), supp(ρ) ⊆ [1 −
δ, 1 + δ], ρ ≥ 0 und

∫
S
ρ(x) dπ(x) = 1. Für u ∈ X∗ gilt dann

∫

S

u(ρ(x) f) dπ(x) =

∫

S

ρ(x) u(f) dπ(x) =

∫

S

ρ(x) dπ(x) u(f) = u(f).

Da u ∈ X∗ beliebig war, folgt daraus f =
∫
S
ρ(x) f dπ(x). Unter Berücksichtigung der

Eigenschaften von ρ ergibt sich damit

‖ρ ∗ f − f‖X = ‖
∫

S

ρ(x) (Txf − f) dπ(x)‖X ≤
∫

S

|ρ(x)| ‖Txf − f‖X dπ(x)

=

∫ 1

1−δ
ρ(x) ‖Txf − f‖X dπ(x) ≤

∫ 1

1−δ
ρ(x) dπ(x) sup

x∈[1−δ,1]

‖Txf − f‖X

= sup
x∈[1−δ,1]

‖Txf − f‖X .

Nach Wahl von δ gilt daher ‖ρ ∗ f − f‖X ≤ ε
2
.

Als zweites zeigen wir, daß zu ρ und ε ein Polynom P existiert mit ‖ρ∗f −S(P )f‖X ≤ ε
2
.

Nach dem Approximationssatz von Weierstraß gibt es zu ρ ∈ C∞(R) ⊆ C(S) und zu ε
ein Polynom P mit ‖ρ− P‖∞ ≤ ε

2 ‖f‖X . Daher ergibt sich

‖ρ ∗ f − S(P )f‖X = ‖ρ ∗ f − P ∗ f‖X = ‖
∫

S

φ(ρ, f)(x)− φ(P, f)(x) dπ(x)‖X

= ‖
∫

S

φ(ρ− P, f)(x) dπ(x)‖X = ‖(ρ− P ) ∗ f‖X .

Mit Korollar (4.1.6) folgt daraus

‖ρ ∗ f − S(P )f‖X ≤ ‖ρ− P‖1 ‖f‖X ≤ ‖ρ− P‖∞ ‖f‖X ≤
ε

2
.

Insgesamt gilt also ‖f − S(P )f‖X ≤ ‖f − ρ ∗ f‖X + ‖ρ ∗ f − S(P )f‖X ≤ ε.

Korollar 4.1.24. Die lineare Hülle von { rn : n ∈ N0 } liegt dicht in X.

Beweis. Sei P ein Polynom und sei f ∈ X. Aus der Definition von S(P ) ergibt sich
S(P )f ∈ lin { rn : n ∈ N0 }. Damit folgt die Behauptung aus vorherigem Lemma.

Korollar 4.1.25. X ist separabel.

Beweis. Die Behauptung gilt nach vorherigem Korollar.
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Satz 4.1.26. Für jedes f ∈ X gilt:

f = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) f̂(k) rk h(k) in X.

Beweis. Nach Korollar (4.1.24) liegt die lineare Hülle von { rn : n ∈ N0 } dicht in X.
Daher genügt es nach Lemma (4.1.17) zu zeigen, daß {Vn}n∈N0 die Eigenschaften (A1)
und (A2) hat.

Sei k ∈ N0. Nach [33] gilt limn→∞ V̂n(k) = 1. Folglich hat {Vn}n∈N0 die Eigenschaft (A1).
Sei n ∈ N0. Nach [33] gilt ‖Vn‖1 = 1. Aus Korollar (4.1.22) ergibt damit

‖S(Vn)‖L(X) ≤ ‖Vn‖1 = 1.

Folglich hat {Vn}n∈N0 die Eigenschaft (A2).

Korollar 4.1.27. Für x, y ∈ S und f ∈ X gilt: TxTy = TyTxf .

Beweis. Seien x, y ∈ S und sei f ∈ X. Mit vorherigem Satz ergibt sich

TxTyf = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) (TxTyf) (̂k) rk h(k) = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) rk(x) T̂yf(k) rk h(k)

= lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) rk(x) rk(y) f̂(k) rk h(k) in X.

Daraus folgt TxTyf = TyTxf .

Beispiel. Der Sobolev–Raum H1,2 mit ‖f‖2
1,2 = ‖f‖2

2 +‖Lf‖2
2 ist ein homogener Banach–

Raum.

Offensichtlich ist H1,2 ein normierter Untervektorraum von L2(π). Daher ist mit L2(π)
auch H1,2 ein normierter Untervektorraum von L1(π).

(HB1) Sei n ∈ N0. Es gilt rn ∈ D(M0) ⊆ D(M) = D(L) = H1,2.

(HB2) Da L als selbstadjungierter Operator insbesondere abgeschlossen ist, folgt aus der
Definition von ‖ · ‖1,2 sofort, daß H1,2 ein Hilbert–Raum ist. Es gilt ‖ · ‖1 ≤ ‖ ·‖2 ≤ ‖ ·‖1,2.

(HB3) Sei f ∈ H1,2 und sei x ∈ S. Nach Korollar (3.0.18) ist Txf ∈ H1,2 mit ‖Txf‖1,2 ≤
‖f‖1,2.

(HB4) Sei f ∈ H1,2 und sei x0 ∈ S. Da L2(π) ein homogener Banach–Raum ist, existiert
zu vorgegebenem ε > 0 ein δ > 0 mit

‖Txf − Tx0f‖2
2 ≤

ε2

2
und ‖Tx(Lf)− Tx0(Lf)‖2

2 ≤
ε2

2
für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.

Für y ∈ S gilt [Ty, L] = 0. Für x, x0 ∈ S ergibt sich damit

‖Txf − Tx0f‖2
1,2 = ‖Txf − Tx0f‖2

2 + ‖LTxf − LTx0f‖2
2

= ‖Txf − Tx0f‖2
2 + ‖TxLf − Tx0Lf‖2

2.
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Nach Wahl von δ gilt also

‖Txf − Tx0f‖2
1,2 ≤ ε2 für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.

Beispiel. Da ein homogener Banach–Raum separabel ist, ist L∞(π) kein homogener
Banach–Raum.

Definition 4.1.28. Zu 0 < λ < 1 sei der Lipschitz–Raum (lipX(λ), ‖ ·‖λ) von X definiert
durch

lipX(λ) = { f ∈ X : lim
x→1−

‖Txf − f‖X
(1− x)λ

= 0 } und

‖f‖λ = ‖f‖X + sup
x∈[−1,1[

‖Txf − f‖X
(1− x)λ

.

Lemma 4.1.29. lipX(λ) ist ein Banach–Raum mit ‖ · ‖X ≤ ‖ · ‖λ.

Beweis. Offensichtlich ist lipX(λ) ein normierter Raum mit ‖ ·‖X ≤ ‖·‖λ. Deshalb ist nur
zu zeigen, daß lipX(λ) vollständig ist. Dazu sei {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in lipX(λ).
Wegen ‖ · ‖X ≤ ‖ · ‖λ ist dann {fn}n∈N0 insbesondere eine Cauchy–Folge in X. Daher
existiert ein f ∈ X mit limn→∞ fn = f in X. Wir werden zeigen, daß limn→∞ fn = f sogar
in lipX(λ) gilt. Da {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in lipX(λ) ist, existiert zu vorgegebenem
ε > 0 ein N ∈ N0 mit

sup
x∈[−1,1[

‖Tx(fn − fm)− (fn − fm)‖X
(1− x)λ

≤ ε

4
für alle n,m ≥ N. (5)

Wegen limn→∞ fn = f in X existiert zu ε und zu jedem z ∈ [−1, 1[ ein N(z) ∈ N0 mit

‖f − fn‖X ≤
ε

8
(1− z)λ für alle n ≥ N(z). (6)

Für x ∈ [−1, 1[ und n ∈ N0 gilt

‖Tx(f − fn)− (f − fn)‖X
(1− x)λ

≤

≤ ‖Tx(f − fN(x))− (f − fN(x))‖X
(1− x)λ

+
‖Tx(fN(x) − fn)− (fN(x) − fn)‖X

(1− x)λ

≤ ‖Tx(f − fN(x))‖X + ‖f − fN(x)‖X
(1− x)λ

+ sup
y∈[−1,1[

‖Ty(fN(y) − fn)− (fN(y) − fn)‖X
(1− y)λ

≤ 2
‖f − fN(x)‖X

(1− x)λ
+ sup

y∈[−1,1[

‖Ty(fN(y) − fn)− (fN(y) − fn)‖X
(1− y)λ

.

Wählen wir N(y) ≥ N , so ergibt sich mit (6) und (5)

‖Tx(f − fn)− (f − fn)‖X
(1− x)λ

≤ ε

2
für jedes x ∈ [−1, 1[ und alle n ≥ N. (7)

Wegen fN ∈ lipX(λ) existiert zu ε ein δ > 0 mit

‖TxfN − fN‖X
(1− x)λ

≤ ε

2
für alle x ∈ [−1, 1[ mit |x− 1| ≤ δ.
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Daraus folgt zusammen mit (7), daß für alle x ∈ [−1, 1[ mit |x− 1| ≤ δ gilt

‖Txf − f‖X
(1− x)λ

≤ ‖Tx(f − fN)− (f − fN)‖X
(1− x)λ

+
‖TxfN − fN‖X

(1− x)λ
≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Diese Abschätzung zeigt limx→1−
‖Txf−f‖X

(1−x)λ
= 0. Also ist f ∈ lipX(λ). Aus (7) folgt daher

limn→∞ fn = f in lipX(λ).

Lemma 4.1.30. lipX(λ) ist ein homogener Banach–Raum.

Beweis. (HB1) Sei x ∈ [−1, 1[. Aus Txr0 = r0(x) r0 = r0 folgt sofort r0 ∈ lipX(λ). Sei also

n ∈ N. Wegen rn(1) = 1 wird durch p : S\{ 1 } → C, p(y) = rn(y)−1
1−y ein Polynom vom

Grad n− 1 definiert. Insbesondere gilt also ‖p‖∞ <∞. Es gilt

‖Txrn − rn‖X
(1− x)λ

=
|rn(x)− 1|
(1− x)λ

‖rn‖X = (1− x)1−λ |p(x)| ‖rn‖X ≤ (1− x)1−λ ‖p‖∞ ‖rn‖X .

Wegen λ < 1 folgt aus dieser Abschätzung limx→1−
‖Txrn−rn‖X

(1−x)λ
= 0. Also ist rn ∈ lipX(λ).

(HB2) Unter Berücksichtigung von ‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖X gilt (HB2) nach vorherigem Lemma.

(HB3) Sei f ∈ lipX(λ) und sei x ∈ S. Für y ∈ [−1, 1[ gilt mit Korollar (4.1.27)

‖TyTxf − Txf‖X = ‖Tx(Tyf − f)‖X ≤ ‖Tyf − f‖X .

Aus dieser Abschätzung folgt unmittelbar Txf ∈ lipX(λ) und ‖Txf‖λ ≤ ‖f‖λ.

(HB4) Sei f ∈ lipX(λ) und sei x0 ∈ S. Dann existiert zu vorgegebenem ε > 0 ein δ > 0
mit

‖Tyf − f‖X
(1− y)λ

≤ ε

2
für alle y ∈ [−1, 1[ mit |y − 1| ≤ δ.

Als erstes betrachten wir alle y ∈ [−1, 1[ mit |y − 1| ≤ δ. Für x ∈ S gilt

‖Ty(Txf − Tx0f)− (Txf − Tx0f)‖X
(1− y)λ

=
‖(TyTxf − Txf)− (TyTx0f − Tx0f)‖X

(1− y)λ
.

Mit Korollar (4.1.27) ergibt sich daher

‖Ty(Txf − Tx0f)− (Txf − Tx0f)‖X
(1− y)λ

=

=
‖Tx(Tyf − f)− Tx0(Tyf − f)‖X

(1− y)λ
≤ ‖Tx(Tyf − f)‖X + ‖Tx0(Tyf − f)‖X

(1− y)λ

≤ 2
‖Tyf − f‖X

(1− y)λ
.

Nach Wahl von δ gilt daher

‖Ty(Txf − Tx0f)− (Txf − Tx0f)‖X
(1− y)λ

≤ ε für alle x ∈ S und y ∈ [−1, 1[ mit |y − 1| ≤ δ.
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Als zweites betrachten wir alle y ∈ [−1, 1[ mit |y − 1| ≥ δ. Zu ε und δ existiert ein γ > 0
mit

‖Txf − Tx0f‖X ≤
ε δλ

2
für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ γ.

Für alle y ∈ [−1, 1[ mit |y − 1| ≥ δ gilt (1− y)−λ ≤ δ−λ. Für x ∈ S gilt daher

‖Ty(Txf − Tx0f)− (Txf − Tx0f)‖X
(1− y)λ

≤ ‖Ty(Txf − Tx0f)‖X + ‖Txf − Tx0f‖X
(1− y)λ

≤ 2
‖Txf − Tx0f‖X

(1− y)λ
≤ 2
‖Txf − Tx0f‖X

δλ
.

Nach Wahl von γ gilt daher

‖Ty(Txf − Tx0f)− (Txf − Tx0f)‖X
(1− y)λ

≤ ε für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ γ und

alle y ∈ [−1, 1[ mit |y − 1| ≥ δ.

Insgesamt gilt also

sup
y∈[−1,1[

‖Ty(Txf − Tx0f)− (Txf − Tx0f)‖X
(1− y)λ

≤ ε für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.

Aus dieser Abschätzung folgt (HB4).

Lemma 4.1.31. Es gilt: lipX(λ) ( X.

Beweis. Angenommen, es gilt lipX(λ) = X. Wegen ‖ · ‖X ≤ ‖ · ‖λ ist dann die Abbildung
(X, ‖ · ‖λ) → (X, ‖ · ‖X), f 7→ f eine stetige Bijektion. Aus der Annahme folgt, daß
(X, ‖ · ‖λ) ein Banach–Raum ist. Da auch (X, ‖ · ‖X) ein Banach–Raum ist, existiert nach
dem Satz von der stetigen Inversen eine Konstante C > 0 mit ‖ · ‖λ ≤ C ‖ · ‖X . Für alle
n ∈ N0 ergibt sich daher

C ‖rn‖X ≥ ‖rn‖λ ≥ sup
x∈[−1,1[

‖Txrn − rn‖X
(1− x)λ

= ‖rn‖X sup
x∈[−1,1[

|rn(x)− 1|
(1− x)λ

.

Daraus folgt

sup
n∈N0

sup
x∈[−1,1[

|rn(x)− 1|
(1− x)λ

≤ C.

Es bezeichne xn,n ∈]− 1, 1[ die n–te Nullstelle von rn. Dann gilt

sup
x∈[−1,1[

|rn(x)− 1|
(1− x)λ

≥ |rn(xn,n)− 1|
(1− xn,n)λ

=
1

(1− xn,n)λ
.

Nach [38, S. 236, Theorem 8.9.1.] gilt limn→∞ xn,n = 1. Wegen λ > 0 gilt also

∞ = sup
n∈N0

1

(1− xn,n)λ
≤ sup

n∈N0

sup
x∈[−1,1[

|rn(x)− 1|
(1− x)λ

≤ C <∞.

Dieser Widerspruch zeigt, daß die Annahme falsch ist. Folglich muß die Behauptung richtig
sein.
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Definition 4.1.32. Der Dirichlet-Kern {Dn}n∈N0 sei definiert durch Dn =
∑n

k=0 rk h(k).

Definition 4.1.33. Der Dirichlet–Raum (UX , ‖ · ‖U) von X sei definiert durch

UX = { f ∈ X : lim
k→∞
‖S(Dk)f − f‖X = 0 } und ‖f‖U = sup

k∈N0

‖S(Dk)f‖X .

Lemma 4.1.34. UX ist ein Banach–Raum mit ‖ · ‖X ≤ ‖ · ‖U .

Beweis. Als erstes zeigen wir, daß ‖ · ‖U eine Norm auf UX ist mit ‖ · ‖X ≤ ‖ · ‖U . Für
f ∈ UX ist {S(Dk)f}k∈N0 als konvergente Folge in X insbesondere beschränkt in X. Daher
gilt ‖f‖U = supk∈N0

‖S(Dk)f‖X <∞.
Offensichtlich ist ‖ · ‖U homogen und erfüllt die Dreiecksungleichung.
Für f ∈ UX und k ∈ N0 gilt

‖f‖X ≤ ‖f − S(Dk)f‖X + ‖S(Dk)f‖X ≤ ‖f − S(Dk)f‖X + ‖f‖U .

Wegen limk→∞ S(Dk)f = f in X folgt aus dieser Abschätzung ‖f‖X ≤ ‖f‖U . Insbesondere
ist damit auch gezeigt, daß ‖ · ‖U definit ist.

Als zweites zeigen wir, daß UX vollständig ist. Dazu sei {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in
UX . Wegen ‖ · ‖X ≤ ‖ · ‖U ist dann {fn}n∈N0 insbesondere eine Cauchy–Folge in X. Daher
existiert ein f ∈ X mit limn→∞ fn = f in X. Wir werden zeigen, daß limn→∞ fn = f sogar
in UX gilt. Da {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in UX ist, existiert zu vorgegebenem ε > 0 ein
N1 ∈ N0 mit

‖S(Dk)fn − S(Dk)fm‖X ≤
ε

3
für alle k ∈ N0 und alle n,m ≥ N1. (8)

Wegen limn→∞ fn = f in X existiert zu ε ein N2 ∈ N0 mit

‖f − fn‖X ≤
ε

3
für alle n ≥ N2. (9)

Sei k ∈ N0. Wegen S(Dk) ∈ L(X) existiert zu k und ε ein N(k) ∈ N0 mit

‖S(Dk)f − S(Dk)fn‖X ≤
ε

3
für alle n ≥ N(k).

Für k, n ∈ N0 ergibt sich damit

‖S(Dk)(f − fn)− (f − fn)‖X ≤
≤ ‖S(Dk)f − S(Dk)fN(k)‖X + ‖S(Dk)fN(k) − S(Dk)fn‖X + ‖f − fn‖X
≤ ε

3
+ ‖S(Dk)fN(k) − S(Dk)fn‖X + ‖f − fn‖X .

Sei N ∈ N0 definiert durch N = max{N1, N2 }. Wählen wir N(k) ≥ N1, so folgt aus (8)
und (9)

‖S(Dk)(f − fn)− (f − fn)‖X ≤ ε für alle k ∈ N0 und alle n ≥ N . (10)

Wegen fN ∈ UX existiert zu ε ein K ∈ N0 mit ‖S(Dk)fN − fN‖X ≤ ε für alle k ≥ K.
Daraus folgt zusammen mit (10), daß für alle k ≥ K gilt

‖S(Dk)f − f‖X ≤ ‖S(Dk)(f − fN)− (f − fN )‖X + ‖S(Dk)fN − fN‖X ≤ ε+ ε = 2 ε.
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Diese Abschätzung zeigt limk→∞ S(Dk)f = f in X. Also ist f ∈ UX . Mit (10) und (9)
folgt, daß für alle k ∈ N0 und alle n ≥ N gilt

‖S(Dk)f − S(Dk)fn‖X ≤ ‖S(Dk)(f − fn)− (f − fn)‖X + ‖f − fn‖X ≤ ε+
ε

3
≤ 2ε.

Diese Abschätzung zeigt limn→∞ fn = f in UX .

Lemma 4.1.35. UX ist ein homogener Banach–Raum.

Beweis. (HB1) Sei n ∈ N0. Aus S(Dk)rn = rn für alle k ≥ n folgt rn ∈ UX .

(HB2) Unter Berücksichtigung von ‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖X gilt (HB2) nach vorherigem Lemma.

(HB3) Sei f ∈ UX und sei x ∈ S. Für k ∈ N0 gilt mit Korollar (4.1.13)

‖S(Dk)Txf − Txf‖X = ‖Tx(S(Dk)f − f)‖X ≤ ‖S(Dk)f − f‖X .

Wegen limk→∞ S(Dk)f = f in X folgt aus dieser Abschätzung limk→∞ S(Dk)Txf = Txf
in X. Also ist Txf ∈ UX . Mit Korollar (4.1.13) gilt

‖S(Dk)Txf‖X = ‖TxS(Dk)f‖X ≤ ‖S(Dk)f‖X ≤ ‖f‖U .

Aus dieser Abschätzung folgt ‖Txf‖U ≤ ‖f‖U .

(HB4) Sei f ∈ UX und sei x0 ∈ S. Dann existiert zu vorgegebenem ε > 0 ein K ∈ N0 mit

‖S(Dk)f − f‖X ≤
ε

3
für alle k ≥ K.

Wegen f ∈ UX ⊆ X existiert zu ε ein δ1 > 0 mit

‖Txf − Tx0f‖X ≤
ε

3
für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ1.

Als erstes betrachten wir alle k ∈ N0 mit k ≥ K. Für x ∈ S gilt mit Korollar (4.1.13)

‖S(Dk)Txf − S(Dk)Tx0f‖X = ‖TxS(Dk)f − Tx0S(Dk)f‖X
≤ ‖TxS(Dk)f − Txf‖X + ‖Txf − Tx0f‖X + ‖Tx0f − Tx0S(Dk)f‖X
≤ 2 ‖S(Dk)f − f‖X + ‖Txf − Tx0f‖X.

Nach Wahl von δ1 und K gilt daher

‖S(Dk)Txf − S(Dk)Tx0f‖X ≤ ε für alle k ≥ K und alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ1.

Als zweites betrachten wir alle k ∈ N0 mit k ≤ K. Für x ∈ S gilt

‖S(Dk)Txf − S(Dk)Tx0f‖X = ‖
k∑

l=0

(rl(x)− rl(x0)) f̂(l) rl h(l)‖X ≤

k∑

l=0

|rl(x)− rl(x0)| ‖f̂(l) rl h(l)‖X ≤
K∑

l=0

|rl(x)− rl(x0)| ‖f̂(l) rl h(l)‖X .
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Wegen rl ∈ C(S) existiert daher zu x0 und ε ein δ2 > 0 mit

‖S(Dk)Txf − S(Dk)Tx0f‖X ≤ ε für alle 0 ≤ k ≤ K und alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ2.

Sei δ > 0 definiert durch δ = min{ δ1, δ2 }. Dann gilt insgesamt

‖Txf − Tx0f‖U = sup
k∈N0

‖S(Dk)Txf − S(Dk)Tx0f‖X ≤ ε für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.

4.2 Charakter–invariante homogene Banach–Räume

In diesem Abschnitt wird die Charakter–Invarianz für homogene Banach–Räume defi-
niert. Es wird gezeigt, daß der Wiener–Raum für normierte Jacobi–Polynome der klein-
ste charakter–invariante homogene Banach–Raum ist. Der Beurling–Raum für normier-
te Jacobi–Polynome dient als Beispiel für einen homogenen Banach–Raum, der nicht
charakter–invariant ist.

Definition 4.2.1. Ein homogener Banach–Raum X heißt charakter–invariant, falls gilt:

(HB5) Für jedes f ∈ X und alle n ∈ N0 ist rn f ∈ X mit ‖rn f‖X ≤ ‖f‖X .

Korollar 4.2.2. Sei X ein charakter–invarianter homogener Banach–Raum. Für alle
n ∈ N0 gilt dann: ‖rn‖X ≤ ‖r0‖X .

Beweis. Sei n ∈ N0. Dann folgt die Behauptung mit (HB5) sofort aus rn = rn r0.

Definition 4.2.3. Der Wiener–Raum (W, ‖ · ‖W) sei definiert durch

W = { f ∈ C(S) : f̂ ∈ `1(h) } und ‖f‖W = ‖f̂ ‖1.

Lemma 4.2.4. ·̂ : W→ `1(h) ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Zunächst ist zu zeigen, daß ‖ · ‖W eine Norm auf W ist. Offensichtlich ist ‖ · ‖W
homogen und erfüllt die Dreiecksungleichung.
Es ist also nur zu zeigen, daß ‖ · ‖W definit ist. Dazu sei f ∈W mit ‖f‖W = 0. Dann gilt

f̂ = 0. Da C(S) ein homogener Banach–Raum ist, ergibt sich damit

f = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) f̂(k) rk h(k) = 0 in C(S).

Wir zeigen nun, daß ·̂ : W → `1(h), f 7→ f̂ ein isometrischer Isomorphismus ist. Offen-
sichtlich ist dazu nur zu zeigen, daß ·̂ surjektiv ist. Zu vorgegebenem a ∈ `1(h) sei die
Folge {fn}n∈N0 ⊆ C(S) definiert durch fn =

∑n
k=0 a(k) rk h(k). Für m,n ∈ N0 mit m > n

gilt

‖fm − fn‖∞ = ‖
m∑

k=n+1

a(k) rk h(k)‖∞ ≤
m∑

k=n+1

|a(k)| ‖rk‖∞ h(k) =
m∑

k=n+1

|a(k)| h(k).
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Wegen a ∈ `1(h) folgt aus dieser Abschätzung, daß {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in C(S)
ist. Daher existiert ein f ∈ C(S) mit limn→∞ fn = f in C(S). Insbesondere gilt also
limn→∞ fn = f in L2(π). Für k ∈ N0 gilt folglich

f̂(k) = 〈f, rk〉 = lim
n→∞
〈fn, rk〉 = a(k).

Wegen a ∈ `1(h) zeigt diese Gleichung f ∈W und f̂ = a. Folglich ist ·̂ surjektiv.

Definition 4.2.5. Die Abbildung ·∨ : `1(h)→W, a 7→ a∨ bezeichne die Umkehrabbildung
von ·̂ .

Lemma 4.2.6. W ist ein charakter–invarianter homogener Banach–Raum.

Beweis. (HB1) Sei n ∈ N0. Aus r̂n = h(n)−1 δn,· folgt rn ∈W.

(HB2) Aus vorherigem Lemma folgt sofort, daß mit `1(h) auch W ein Banach–Raum ist.
Für f ∈W gilt

‖f‖W = ‖f̂ ‖1 ≥ ‖f̂ ‖2 = ‖f‖2 ≥ ‖f‖1.

(HB3) Sei f ∈W und sei x ∈ S. Für n ∈ N0 gilt

|T̂xf(n)| = |rn(x) f̂(n)| ≤ |f̂(n)|.

Aus dieser Abschätzung folgt sofort Txf ∈W und ‖Txf‖W ≤ ‖f‖W.

(HB4) Sei f ∈W und sei x0 ∈ S. Dann existiert zu vorgegebenem ε > 0 ein N ∈ N0 mit

‖f − S(Dn)f‖W =
∞∑

k=n+1

|f̂(k)| h(k) ≤ ε

4
für alle n ≥ N .

Für x ∈ S und n ∈ N0 gilt

‖Txf − Tx0f‖W ≤
≤ ‖Txf − TxS(Dn)f‖W + ‖TxS(Dn)f − Tx0S(Dn)f‖W + ‖Tx0S(Dn)f − Tx0f‖W
≤ 2 ‖S(Dn)f − f‖W + ‖TxS(Dn)f − Tx0S(Dn)f‖W.

Nach Wahl von N gilt daher

‖Txf − Tx0f‖W ≤
ε

2
+ ‖TxS(DN)f − Tx0S(DN)f‖W für alle x ∈ S. (1)

Für x ∈ S gilt

‖TxS(DN)f − Tx0S(DN)f‖W =
N∑

k=0

|rk(x)− rk(x0)| |f̂(k)| h(k).

Wegen rk ∈ C(S) existiert daher zu x0 und ε ein δ > 0 mit

‖TxS(DN)f − Tx0S(DN)f‖W ≤
ε

2
für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.



4.2 Charakter–invariante homogene Banach–Räume 41

Mit (1) ergibt sich daraus ‖Txf − Tx0f‖W ≤ ε für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.

(HB5) Sei f ∈W und sei n ∈ N0. Für k ∈ N0 gilt

r̂n f(k) =

∫

S

f(x) rn(x) rk(x) dπ(x) =
n+k∑

l=0

g(n, k, l)

∫

S

f(x) rl(x) dπ(x)

=

∞∑

l=0

g(n, k, l) h(l)−1 f̂(l) h(l).

Unter Berücksichtigung der Eigenschaften von g ergibt sich damit

‖r̂n f‖1 =

∞∑

k=0

|r̂n f(k)| h(k) ≤
∞∑

k,l=0

g(n, k, l) h(l)−1 h(k) |f̂(l)| h(l)

=

∞∑

k,l=0

g(n, l, k) h(k)−1 h(k) |f̂(l)| h(l) =

∞∑

l=0

|f̂(l)| h(l)

∞∑

k=0

g(n, l, k)

=
∞∑

l=0

|f̂(l)| h(l) = ‖f̂‖1.

Diese Abschätzung zeigt rn f ∈W und ‖rn f‖W ≤ ‖f‖W.

Lemma 4.2.7. W läßt sich in jeden charakter–invarianten homogenen Banach–Raum
stetig einbetten.

Beweis. Sei X ein charakter–invarianter homogener Banach–Raum. Dann zeigen wir zu–
nächst W ⊆ X. Für f ∈W und n ∈ N0 gilt

‖S(Dn)f‖X = ‖
n∑

k=0

f̂(k) rk h(k)‖X ≤
n∑

k=0

|f̂(k)| ‖rk‖X h(k).

Mit Korollar (4.2.2) ergibt sich daraus

‖S(Dn)f‖X ≤ ‖r0‖X
n∑

k=0

|f̂(k)| h(k) für jedes f ∈W und alle n ∈ N0. (2)

Für f ∈W und m,n ∈ N0 mit m > n gilt daher

‖S(Dm)f − S(Dn)f‖X = ‖
m∑

k=n+1

f̂(k) rk h(k)‖X = ‖S(Dm)
m∑

k=n+1

f̂(k) rk h(k)‖X

≤ ‖r0‖X
m∑

k=n+1

|f̂(k)| h(k).

Wegen f ∈ W folgt aus dieser Abschätzung, daß {S(Dn)f}n∈N0 eine Cauchy–Folge in X
ist. Daher existiert ein g ∈ X mit limn→∞ S(Dn)f = g in X. Insbesondere konvergiert
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also {S(Dn)f}n∈N0 schwach gegen g in X. Sei k ∈ N0. Wegen rk ∈ L∞(π) = L1(π)∗ ⊆ X∗

gilt also

ĝ(k) =

∫

S

g(x) rk(x) dπ(x) = lim
n→∞

∫

S

[S(Dn)f ](x) rk(x) dπ(x)

= lim
n→∞

(S(Dn)f) (̂k) = f̂(k).

Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt daraus f = g in L1(π). Da X als homogener Banach–
Raum insbesondere ein Untervektorraum von L1(π) ist, gilt also f = g in X. Damit ist
f ∈ X. Folglich gilt W ⊆ X.

Wir zeigen nun, daß die Abbildung ι : W→ X, f 7→ f injektiv und stetig ist. Sei f ∈W
mit f = 0 in X. Dann gilt f̂ = 0. Damit ergibt sich ‖f‖W = ‖f̂‖1 = 0. Folglich gilt f = 0
in W. Also ist ι injektiv.
Sei f ∈ W. Dann gilt nach dem bereits Gezeigtem f = limn→∞ S(Dn)f in X. Da ‖ · ‖X
stetig ist, ergibt sich damit aus (2)

‖f‖X = lim
n→∞

‖S(Dn)f‖X ≤ ‖r0‖X lim
n→∞

n∑

k=0

|f̂(k)| h(k) = ‖r0‖X ‖f̂ ‖1 = ‖r0‖X ‖f‖W.

Also ist ι stetig.

Bemerkung. Wegen lipX(λ) ( X gibt es im Gegensatz zu charakter–invarianten homo-
genen Banach–Räumen keinen kleinsten homogenen Banach–Raum.

Definition 4.2.8. Zu f ∈ L1(π) sei f̃ : N0 → R definiert durch f̃(n) = supk≥n{ |f̂(k)| }.

Bemerkung. Sei f ∈ L1(π). Nach dem Riemann–Lebesgue Lemma ist f̂ eine Nullfolge.

Insbesondere ist also f̂ beschränkt.

Korollar 4.2.9. Für f, g ∈ L1(π) und λ ∈ C gelten folgende Aussagen:

(1) Für alle n ∈ N0 gilt: f̃(n + 1) ≤ f̃(n).

(2) Für alle n ∈ N0 gilt: 0 ≤ |f̂(n)| ≤ f̃(n).

(3) Es gilt: (f + g)∼ ≤ f̃ + g̃.

(4) Es gilt: (λf)∼ = |λ| f̃ .

Beweis. Die Aussagen folgen sofort aus der Definition von ·̃.

Definition 4.2.10. Der Beurling–Raum (W∗, ‖ · ‖∗) sei definiert durch

W∗ = { f ∈ C(S) : f̃ ∈ `1(h) } und ‖f‖∗ = ‖f̃‖1.

Korollar 4.2.11. Es gilt: W∗ ( W.
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Beweis. Aus Korollar (4.2.9),(2) folgt sofort W∗ ⊆W. Die Folge a : N0 → R sei definiert
durch a(n) = 0 für n /∈ { 2k : k ∈ N0 } und a(2k) = 1

2k h(k)
für k ∈ N0. Damit gilt

‖a‖1 =

∞∑

k=0

1

2k h(k)
h(k) =

∞∑

k=0

1

2k
= 2.

Also ist a∨ ∈W. Da a monoton fallend ist, ergibt sich

‖ã‖1 = 1 +

∞∑

k=1

1

2k h(k)
(h(2k−1 + 1) + · · ·+ h(2k)).

Da h monoton steigend ist, ergibt sich weiter

‖ã‖1 ≥ 1 +

∞∑

k=1

2k−1 h(2k−1 + 1)

2k h(2k)
= 1 +

1

2

∞∑

k=1

h(2k−1 + 1)

h(2k)
.

Wegen h(n) = O(n2α+1) für n→∞ ist {h(2k−1+1)
h(2k)

}k∈N0 keine Nullfolge. Daher zeigt obige

Abschätzung ã /∈ `1(h). Daher ist a∨ /∈W∗. Insgesamt gilt also W∗ ( W.

Lemma 4.2.12. W∗ ist ein Banach–Raum mit ‖ · ‖W ≤ ‖ · ‖∗.

Beweis. Aus Korollar (4.2.9) folgt sofort, daß ‖·‖∗ eine Norm aufW∗ ist mit ‖·‖W ≤ ‖·‖∗.
Es ist also nur zu zeigen, daß W∗ vollständig ist. Dazu sei {fn}n∈N0 ein Cauchy–Folge in
W∗. Wegen ‖ · ‖W ≤ ‖ · ‖∗ ist dann {fn}n∈N0 insbesondere eine Cauchy–Folge in W. Daher
existiert ein f ∈ W mit limn→∞ fn = f in W. Wir werden zeigen, daß limn→∞ fn = f
sogar in W∗ gilt. Da {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in W∗ ist, existiert zu vorgegebenem
ε > 0 ein N1 ∈ N0 mit

‖fm − fn‖∗ ≤
ε

2
für alle m,n ≥ N1. (3)

Wegen limn→∞ fn = f in W gibt es zu ε und zu vorgegebenem m ∈ N0 ein N2 ∈ N0, so
daß für alle n ∈ N0 mit n ≥ N2 und alle l ∈ N0 gilt

ε

2 (m+ 1)
≥ ‖f − fn‖W =

∞∑

k=0

|f̂(k)− f̂n(k)| h(k) ≥ |f̂(l)− f̂n(l)| h(l).

Aus dieser Abschätzung folgt

‖f̂ h− f̂n h‖∞ ≤
ε

2 (m+ 1)
für alle n ≥ N2. (4)

Für n,N ∈ N0 gilt

m∑

k=0

(f − fn)∼(k) h(k) ≤
m∑

k=0

(f − fN)∼(k) h(k) +
m∑

k=0

(fN − fn)∼(k) h(k)

≤
m∑

k=0

sup
l≥k
{ |f̂(l)− f̂N(l)| } h(k) + ‖fN − fn‖∗.
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Da h monoton steigend ist, ergibt sich damit

m∑

k=0

(f − fn)∼(k) h(k) ≤
m∑

k=0

sup
l≥k
{ |f̂(l) h(l)− f̂N(l) h(l)|+ ‖fN − fn‖∗

≤
m∑

k=0

‖f̂ h− f̂N h‖∞ + ‖fN − fn‖∗

= (m+ 1)‖f̂ h− f̂N h‖∞ + ‖fN − fn‖∗.

Wählen wir N ≥ max{N1, N2 }, so folgt aus (3) und (4)

m∑

k=0

(f − fn)∼(k) h(k) ≤ ε für alle n ≥ N1.

Sei n ∈ N0 mit n ≥ N1. Da m ∈ N0 beliebig war, zeigt obige Abschätzung f − fn ∈ W∗
und ‖f − fn‖∗ ≤ ε. Folglich gilt f = (f − fn) + fn ∈W∗ und limn→∞ fn = f in W∗.

Lemma 4.2.13. Für f ∈W∗ gilt: limn→∞ S(D2n−1)f = f in W∗.

Beweis. Sei f ∈W∗ und sei ε > 0. Dann existiert ein N ∈ N0 mit

∞∑

k=n

f̃(k) h(k) ≤ ε

2
für alle n ≥ N.

Sei n ∈ N. Für k ∈ { 0, . . . , 2n− 1 } gilt f̂(k)− (S(D2n−1)f) (̂k) = 0. Folglich gilt

(f − S(D2n−1)f)∼(k) = f̃(2n) für alle k ∈ { 0, . . . , 2n− 1 }. (5)

Für k ∈ N mit k ≥ 2n gilt f̂(k)− (S(D2n−1)f) (̂k) = f̂(k). Folglich gilt

(f − S(D2n−1)f)∼(k) = f̃(k) für alle k ≥ 2n. (6)

Zur Abkürzung sei σ1(n) definiert durch

σ1(n) =

n∑

k=0

(f − S(D2n−1)f)∼(k) h(k)

und σ2(n) sei definiert durch

σ2(n) =
∞∑

k=n

(f − S(D2n−1)f)∼(k) h(k).

Als erstes betrachten wir σ1(n). Wegen n ∈ N gilt n ≤ 2n− 1. Mit (5) ergibt sich daher

σ1(n) =
∑n

k=0 f̃(2n) h(k). Da f̃ monoton fällt und h monoton steigt, folgt daraus

σ1(n) ≤
n∑

k=0

f̃(k + n) h(k + n) =
2n∑

k=n

f̃(k) h(k) ≤
∞∑

k=n

f̃(k) h(k).
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Nach Wahl von N gilt daher σ1(n) ≤ ε
2

für alle n ≥ N .

Als zweites betrachten wir σ2(n). Mit (5) und (6) gilt

σ2(n) =

2n−1∑

k=n

(f − S(D2n−1)f)∼(k) h(k) +

∞∑

k=2n

(f − S(D2n−1)f)∼(k) h(k)

= f̃(2n) h(n) + · · ·+ f̃(2n) h(2n− 1) +
∞∑

k=2n

f̃(k) h(k).

Da f̃ monoton fällt, ergibt sich damit

σ2(n) ≤ f̃(n) h(n) + · · ·+ f̃(2n− 1) h(2n− 1) +
∞∑

k=2n

f̃(k) h(k) =
∞∑

k=n

f̃(k) h(k).

Nach Wahl von N gilt daher σ2(n) ≤ ε
2

für alle n ≥ N .
Für alle n ≥ N gilt also insgesamt

‖f − S(D2n−1)f‖∗ =

∞∑

k=0

(f − S(D2n−1)f)∼(k) h(k) ≤ σ1(n) + σ2(n) ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Lemma 4.2.14. W∗ ist ein homogener Banach–Raum.

Beweis. (HB1) Sei n ∈ N0. Aus ‖rn‖∗ =
∑n

k=0
1

h(n)
h(k) <∞ folgt rn ∈W∗.

(HB2) Unter Berücksichtigung von ‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖W gilt (HB2) nach Lemma (4.2.12).

(HB3) Sei f ∈W∗ und sei x ∈ S. Für n ∈ N0 gilt

(Txf)∼(n) = sup
k≥n
{ |T̂xf(k)| } = sup

k≥n
{ |rk(x) f̂(k)| } ≤ sup

k≥n
{ |f̂(k)| } = f̃(n).

Aus dieser Abschätzung folgt sofort Txf ∈W∗ und ‖Txf‖∗ ≤ ‖f‖∗.

(HB4) Sei f ∈ W∗ und sei x0 ∈ S. Nach vorherigem Lemma existiert zu vorgegebenem
ε > 0 ein n ∈ N mit ‖f − S(D2n−1)f‖∗ ≤ ε

4
. Für x ∈ S gilt

‖Txf − Tx0f‖∗ ≤
‖Txf − TxS(D2n−1)f‖∗ + ‖TxS(D2n−1)f − Tx0S(D2n−1)f‖∗ + ‖Tx0S(D2n−1)f − Tx0f‖∗.
Folglich gilt

‖Txf − Tx0f‖∗ ≤ 2 ‖f − S(D2n−1)f‖∗ + ‖TxS(D2n−1)f − Tx0S(D2n−1)f‖∗.
Nach Wahl on n gilt also

‖Txf − Tx0f‖∗ ≤
ε

2
+ ‖TxS(D2n−1)f − Tx0S(D2n−1)f‖∗

=
ε

2
+

2n−1∑

k=0

sup
k≤l≤2n−1

{ |rl(x)− rl(x0)| |f̂(l)| } h(k).
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Wegen rl ∈ C(S) existiert daher zu x0 und ε ein δ > 0 mit

‖Txf − Tx0f‖∗ ≤ ε für alle x ∈ S mit |x− x0| ≤ δ.

Bemerkung. Wegen W∗ ( W ist W∗ nach Lemma (4.2.7) nicht charakter–invariant.



5 Qualitative Unschärferelationen und

Jacobi–Polynome

5.1 Λ(2)–Mengen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daß zu jeder Λ(2)–Menge Λ eine Konstante ε > 0
existiert, so daß für jede Borel–Menge B mit π(B) ≤ ε das Paar (B,Λ) ein A–Paar ist.
Aus der Definition der Λ(2)–Menge folgt damit sofort eine Qualitative Unschärferelation
auf L1(π).

Definition 5.1.1. Eine Teilmenge Λ von N0 heißt (ε, δ)–Menge, falls es Konstanten ε > 0
und δ > 0 gibt, so daß für jede Borel–Menge B mit π(B) ≤ ε und alle f ∈ L2

Λ(π) gilt:

‖PBcf‖2
2 ≥ δ ‖f‖2

2.

Lemma 5.1.2. Sei Λ eine (ε, δ)–Menge und sei B eine Borel–Menge mit π(B) ≤ ε. Dann
ist (B,Λ) ein A–Paar.

Beweis. Sei Λ eine (ε, δ)–Menge und sei B eine Borel–Menge mit π(B) ≤ ε. Wir zeigen
zunächst:

‖PBPΛf‖2
2 = ‖PΛf‖2

2 − ‖PBcPΛf‖2
2 für alle f ∈ L2(π). (1)

Sei f ∈ L2(π). Nach dem Satz von der orthogonalen Projektion läßt sich PΛf schreiben
als

PΛf = PBPΛf ⊕ (I − PB)PΛf = PBPΛf ⊕ PBcPΛf.

Mit dem Satz von Pythagoras folgt daraus (1).

Wir zeigen nun, daß (B,Λ) ein A–Paar ist. Nach Lemma (1.1.2) und Satz (1.1.9) genügt
es ‖PBPΛ‖ < 1 zu zeigen. Für f ∈ L2(π) ist PΛf ∈ L2

Λ(π). Da Λ nach Voraussetzung eine
(ε, δ)–Menge ist, gilt also

‖PBcPΛf‖2
2 ≥ δ ‖PΛf‖2

2.

Aus (1) ergibt sich damit

‖PBPΛf‖2
2 ≤ ‖PΛf‖2

2 − δ ‖PΛf‖2
2 = (1− δ) ‖PΛf‖2

2 ≤ (1− δ) ‖f‖2
2.

Wegen δ > 0 folgt aus dieser Abschätzung ‖PBPΛ‖ ≤ (1− δ) 1
2 < 1.

Definition 5.1.3. Eine Teilmenge Λ von N0 heißt Λ(2)–Menge, falls gilt: L1
Λ(π) = L2

Λ(π).

Satz 5.1.4. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) Λ ist eine (ε, δ)–Menge.

(2) Λ ist eine Λ(2)–Menge.
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Beweis. (1) =⇒ (2). Sei Λ eine (ε, δ)–Menge. Dann zeigen wir zunächst:

‖f‖2 ≤ ε−1δ−
1
2 ‖f‖1 für alle f ∈ L2

Λ(π). (2)

Sei f ∈ L2
Λ(π). Offensichtlich gilt (2) für f = 0. Sei also f 6= 0. Zu einem Vertreter f̃ von

f sei die Menge B definiert durch

B = { x ∈ S : ε |f̃(x)| > ‖f‖1 }.

Aus der Definition von B folgt sofort 1B(x) ‖f‖1 ≤ ε |f̃(x)| für alle x ∈ S. Mit f̃ ist auch
B Borel–meßbar. Also gilt

π(B) ‖f‖1 =

∫

S

1B(x)‖f‖1 dπ(x) ≤ ε

∫

S

|f̃(x)| dπ(x) = ε‖f‖1.

Wegen f 6= 0 zeigt diese Abschätzung π(B) ≤ ε. Nach Voraussetzung ist Λ eine (ε, δ)–
Menge. Wegen f ∈ L2

Λ(π) gilt also

δ ‖f‖2
2 ≤ ‖PBcf‖2

2 =

∫

Bc
|f̃(x)|2 dπ(x).

Unter Berücksichtigung der Definition von B ergibt sich damit

δ ‖f‖2
2 ≤

∫

Bc
ε−2 ‖f‖2

1 dπ(x) = π(Bc) ε−2 ‖f‖2
1 ≤ ε−2 ‖f‖2

1.

Aus dieser Abschätzung folgt (2).

Wir zeigen nun, daß Λ eine Λ(2)–Menge ist. Offensichtlich genügt es L1
Λ(π) ⊆ L2(π) zu

zeigen. Für f ∈ L1
Λ(π) gilt

f = lim
n→∞

n∑

k=0

V̂n(k) f̂(k) rk h(k) in L1(π).

Die Folge {fn}n∈N0 ⊆ L2
Λ(π) sei definiert durch

fn =

n∑

k=0

V̂n(k) f̂(k) rk h(k).

Als konvergente Folge in L1(π) ist {fn}n∈N0 insbesondere eine Cauchy–Folge in L1(π).
Wegen fn ∈ L2

Λ(π) zeigt daher (2), daß {fn}n∈N0 eine Cauchy–Folge in L2(π) ist. Folglich
existiert ein g ∈ L2(π) mit limn→∞ fn = g in L2(π). Sei k ∈ N0. Da ein Skalarprodukt als
Funktion der ersten Variablen stetig ist, gilt also

ĝ(k) = 〈g, rk〉 = lim
n→∞
〈fn, rk〉 = lim

n→∞
V̂n(k) f̂(k) = f̂(k).

Folglich gilt f̂ = ĝ. Wegen f ∈ L2(π) ⊆ L1(π) gilt damit nach dem Eindeutigkeitssatz
f = g in L1(π). Da L2(π) als homogener Banach–Raum insbesondere ein Untervektorraum
von L1(π) ist, gilt daher f = g in L2(π). Folglich ist f ∈ L2(π). Also gilt L1

Λ(π) ⊆ L2(π).
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(2) =⇒ (1). Sei Λ eine Λ(2)–Menge. Der Operator ι : L2
Λ(π)→ L1

Λ(π) sei definiert durch
ιf = f . Dann zeigen wir zunächst, daß ι in L(L2

Λ(π), L1
Λ(π)) invertierbar ist.

Offensichtlich ist ι beschränkt und injektiv. Da Λ nach Voraussetzung eine Λ(2)–Menge
ist, ist ι surjektiv. Insgesamt ist ι also ein bijektiver Operator aus L(L2

Λ(π), L1
Λ(π)).

Als abgeschlossene Untervektorräume von Banach–Räumen sind L2
Λ(π) und L1

Λ(π) selbst
Banach–Räume. Daher ist ι nach dem Satz von der stetigen Inversen invertierbar. Insbe-
sondere gilt also 0 < ‖ι−1‖ <∞.

Wir zeigen nun, daß Λ eine ( 1
4
‖ι−1‖−2, 1

4
‖ι−1‖−2)–Menge ist. Sei B eine Borel–Menge

mit π(B) ≤ 1
4
‖ι−1‖−2 und sei f ∈ L2

Λ(π). Da ι−1 nach dem bereits Gezeigtem aus
L(L1

Λ(π), L2
Λ(π)) ist, gilt

‖ι−1‖−1 ‖f‖2 = ‖ι−1‖−1 ‖ι−1f‖2 ≤ ‖ι−1‖−1 ‖ι−1‖ ‖f‖1 = ‖f‖1

=

∫

S

1B(x) |f(x)| dπ(x) +

∫

S

1Bc(x) |f(x)| dπ(x)

=

∫

S

1B(x) |f(x)| dπ(x) +

∫

S

1Bc(x) |1Bc(x) f(x)| dπ(x)

= 〈1B, |f |〉+ 〈1Bc, |1Bc f |〉.
Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz–Ungleichung ergibt sich damit

‖ι−1‖−1 ‖f‖2 ≤ ‖1B‖2 ‖f‖2 + ‖1Bc‖2 ‖1Bcf‖2 = π(B)
1
2 ‖f‖2 + π(Bc)

1
2 ‖PBcf‖2

≤ π(B)
1
2 ‖f‖2 + ‖PBcf‖2.

Wegen π(B) ≤ 1
4
‖ι−1‖−2 folgt daraus

‖PBcf‖2 ≥
1

2
‖ι−1‖−1 ‖f‖2.

Diese Abschätzung zeigt, daß Λ eine ( 1
4
‖ι−1‖−2, 1

4
‖ι−1‖−2)–Menge ist.

Satz 5.1.5. Sei Λ eine (ε, δ)–Menge. Ist f ∈ L1(B, π) ∩ L1
Λ(π) mit π(B) ≤ ε, so gilt

f = 0 π–f.ü..

Beweis. Sei Λ eine (ε, δ)–Menge und sei f ∈ L1(B, π) ∩ L1
Λ(π) mit π(B) ≤ ε. Nach

Lemma (5.1.2) ist dann (B,Λ) ein A–Paar. Daher genügt es f ∈ L2(B, π) ∩ L2
Λ(π) zu

zeigen.
Da Λ eine (ε, δ)–Menge ist, ist nach vorherigem Satz f ∈ L2

Λ(π) ⊆ L2(π). Mit f ∈ L2(π)
ist auch 1Bf ∈ L2(π). Aus der Definition von Lp(B, π) ergibt sich damit f ∈ L2(B, π).
Insgesamt ist also f ∈ L2(B, π) ∩ L2

Λ(π).

Lemma 5.1.6. Sei Λ 6= ∅ eine endliche Teilmenge von N0 und sei ε ∈]0, h(Λ)−1[. Dann
ist Λ eine (ε, 1− ε h(Λ))–Menge.

Bemerkung. Sei Λ 6= ∅ eine endliche Teilmenge von N0. Dann gilt 0 < h(Λ) <∞.

Beweis. Sei Λ 6= ∅ eine endliche Teilmenge von N0, sei ε ∈]0, h(Λ)−1[ und sei B eine
Borel–Menge mit π(B) ≤ ε. Für f ∈ L2

Λ(π) gilt PΛf = f . Aus Gleichung (1) aus dem
Beweis von Lemma (5.1.2) ergibt sich damit

‖PBcf‖2
2 = ‖f‖2

2 − ‖PBPΛf‖2
2 ≥ ‖f‖2

2 − ‖PBPΛ‖2 ‖f‖2
2 = (1− ‖PBPΛ‖2) ‖f‖2

2.
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Mit Lemma (2.0.14) gilt daher

‖PBcf‖2
2 ≥ (1− π(B) h(Λ)) ‖f‖2

2.

Nach Wahl von B gilt also

‖PBcf‖2
2 ≥ (1− ε h(Λ)) ‖f‖2

2.

Wegen ε h(Λ) < 1 zeigt diese Abschätzung, daß Λ eine (ε, 1− ε h(Λ))–Menge ist.

Korollar 5.1.7. Sei Λ 6= ∅ eine endliche Teilmenge von N0. Ist f ∈ L1(B, π) ∩ L1
Λ(π)

mit π(B) h(Λ) < 1, so gilt f = 0 π–f.ü..

Beweis. Sei Λ 6= ∅ eine endliche Teilmenge von N0 und sei B eine Borel–Menge mit
π(B) h(Λ) < 1. Wegen π(B) h(Λ) < 1 gibt es ein ε > 0 mit π(B) ≤ ε < h(Λ)−1. Nach
vorherigem Lemma ist Λ damit eine (ε, 1− ε h(Λ))–Menge. Wegen π(B) ≤ ε folgt daher
die Behauptung aus Satz (5.1.5).

5.2 2–lakunäre Mengen

In diesem Abschnitt wird für den Fall der Tschebyscheff–Polynome erster Art gezeigt, daß
jede 2–lakunäre Menge eine Λ(2)–Menge ist.

Sei n ∈ N0. Zur Abkürzung schreiben wir Tn für r
(− 1

2
,− 1

2
)

n .

Lemma 5.2.1. Für n,m ∈ N0 gilt: Tn(x)Tm(x) = 1
2
T|n−m|(x) + 1

2
Tn+m(x).

Beweis. Sei n ∈ N0. Zu x ∈ S sei ϕ(x) ∈ [0, π] definiert durch x = cosϕ(x). Damit gilt
Tn(x) = cos nϕ(x). Aus den Additionstheoremen für trigonometrische Funktionen und
aus der Symmetrie des cos folgt daher die Behauptung.

Definition 5.2.2. Eine Teilmenge {λn : n ∈ N0 } von N heißt 2–lakunär, falls für alle
n ∈ N0 gilt: λn+1

λn
≥ 2.

Bemerkung. Sei {λn : n ∈ N0 } eine 2–lakunäre Menge. Dann folgt unmittelbar aus
obiger Definition, daß für alle n ∈ N0 gilt: 1 ≤ λn < 2λn ≤ λn+1.

Definition 5.2.3. Die Diagonale ∆ von N2
0 sei definiert durch ∆ = { (n, n) : n ∈ N0 }.

Definition 5.2.4. Sei Λ ⊆ N0 und sei k ∈ N0.

(1) Zu Λ und k sei die Menge Λ+(k) ⊆ N2
0 definiert durch

Λ+(k) = { (n,m) ∈ Λ2\∆ : n+m = k }.
(2) Zu Λ und k sei die Menge Λ−(k) ⊆ N2

0 definiert durch

Λ−(k) = { (n,m) ∈ Λ2\∆ : |n−m| = k }.
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Korollar 5.2.5. Sei Λ eine 2–lakunäre Menge. Dann gelten für jedes k ∈ N0 folgende
Aussagen:

(1) |Λ+(k)| ≤ 2.

(2) |Λ−(k)| ≤ 2.

Beweis. Sei Λ = {λn : n ∈ N0 } eine 2–lakunäre Menge.

(1) Angenommen, die Behauptung ist falsch für ein k ∈ N0. Dann gibt es mindestens zwei
Elemente (λn1, λm1) und (λn2 , λm2) aus Λ2\∆ mit

λn1 + λm1 = k = λn2 + λm2 .

O.B.d.A. sei n2 > n1 > m1. Mit der Bemerkung zu Definition (5.2.2) ergibt sich dann

k = λn1 + λm1 < λn1 + λn1 = 2λn1 ≤ λn1+1 ≤ λn2.

Wegen λm2 > 0 gilt daher

k < λn2 < λn2 + λm2 = k.

Dieser Widerspruch zeigt, daß die Annahme falsch ist. Folglich muß die Behauptung richtig
sein.

(2) Angenommen, die Behauptung ist falsch für ein k ∈ N0. Dann gibt es mindestens zwei
Elemente (λn1, λm1) und (λn2 , λm2) aus Λ2\∆ mit

|λn1 − λm1 | = k = |λn2 − λm2 |.

O.B.d.A. sei n1 > m1, n2 > m2 und n2 > n1. Mit der Bemerkung zu Definition (5.2.2)
ergibt sich dann

k = λn1 − λm1 < λn1 ≤ λn2−1 = 2λn2−1 − λn2−1 ≤ λn2 − λn2−1.

Wegen n2 − 1 ≥ m2 und n2 > m2 gilt daher

k < λn2 − Λn2−1 ≤ λn2 − λm2 = |λn2 − λm2 | = k.

Dieser Widerspruch zeigt, daß die Annahme falsch ist. Folglich muß die Behauptung richtig
sein.

Definition 5.2.6. Sei Λ ⊆ N0 und sei B ⊆ S eine Borel–Menge. Zu (Λ, B) sei der Kern
K(Λ,B) : N0 × N0 → C definiert durch

K(Λ,B)(n,m) = 〈1BcTn, Tm〉 1Λ2\∆(n,m).

Lemma 5.2.7. Für jede 2–lakunäre Menge Λ gilt: ‖K(Λ,B)‖2 ≤ 2 π(B)
1
2 .
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Beweis. Sei Λ eine 2–lakunäre Menge. Es gilt

‖K(Λ,B)‖2 =
[ ∑

n,m∈Λ2\∆
|〈1BcTn, Tm〉|2 h(n) h(m)

] 1
2

=
[ ∑

n,m∈Λ2\∆

∣∣∣12 〈1Bc, T|n−m|〉+ 1
2
〈1Bc, Tn+m〉

∣∣∣
2

h(n) h(m)
] 1

2

=
[ ∑

n,m∈Λ2\∆

1
4

∣∣∣1̂Bc(|n−m|) + 1̂Bc(n +m)
∣∣∣
2

h(n) h(m)
] 1

2
.

Sei k ∈ Λ. Wegen Λ ⊆ N gilt dann h(k) = 2. Mit der Dreiecks–Ungleichung in `2(h ⊗ h)
ergibt sich daher

‖K(Λ,B)‖2 ≤

≤
[ ∑

n,m∈Λ2\∆

1
4
|1̂Bc(|n−m|)|2 h(n) h(m)

] 1
2

+
[ ∑

n,m∈Λ2\∆

1
4
|1̂Bc(n+m)|2 h(n) h(m)

] 1
2

=
[ ∑

n,m∈Λ2\∆
|1̂Bc(|n−m|)|2

] 1
2

+
[ ∑

n,m∈Λ2\∆
|1̂Bc(n+m)|2

] 1
2
.

Für (n,m) ∈ Λ2\∆ gilt n−m 6= 0 und n +m 6= 0. Nach Definition von Λ+(·) und Λ−(·)
gilt also

‖K(Λ,B)‖2 ≤
[ ∞∑

k=1

|1̂Bc(k)|2 |Λ−(k)|
] 1

2

+
[ ∞∑

k=1

|1̂Bc(k)|2 |Λ+(k)|
] 1

2

.

Aus Korollar (5.2.5) folgt damit

‖K(Λ,B)‖2 ≤ 2
[ ∞∑

k=1

|1̂Bc(k)|2 2
] 1

2

= 2
[ ∞∑

k=1

|1̂Bc(k)|2 h(k)
] 1

2

.

Wegen h(0) = 1 gilt also

‖K(Λ,B)‖2 ≤ 2
[ ∞∑

k=0

|1̂Bc(k)|2 h(k)− |1̂Bc(0)|2
] 1

2
= 2

[
‖1Bc‖2

2 − π(Bc)2
] 1

2

= 2
[
π(Bc)− π(Bc)2

] 1
2 = 2 π(Bc)

1
2

[
1− π(Bc)

] 1
2 ≤ 2

[
1− π(Bc)

] 1
2 = 2 π(B)

1
2 .

Korollar 5.2.8. Sei Λ eine 2–lakunäre Menge und sei a ∈ `2(h). Dann wird durch

K(Λ,B)a(n) =
∞∑

m=0

K(Λ,B)(n,m) a(m) h(m)

ein Hilbert–Schmidt–Operator in L(`2(h)) mit ‖K(Λ,B)‖HS ≤ 2 π(B)
1
2 definiert.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus vorherigem Lemma und [35, S. 210, Theorem VI.23].

Lemma 5.2.9. Sei Λ eine 2–lakunäre Mange und sei ε ∈]0, 1
16

[. Dann ist Λ eine (ε, 1−
4 ε

1
2 )–Menge.

Beweis. Sei Λ eine 2–lakunäre Menge, sei ε ∈]0, 1
16

[ und sei B eine Borel–Menge mit
π(B) ≤ ε. Für f ∈ L2

Λ(π) gilt

‖PBcf‖2
2 =

∫

S

|1Bc(x) f(x)|2 dπ(x) =

∫

S

1Bc(x) f(x) 1Bc(x) f(x) dπ(x)

=

∫

S

1Bc(x) f(x) f(x) dπ(x) = 〈1Bc f, f〉

=

∞∑

n,m=0

f̂(n) f̂(m) 〈1BcTn, Tm〉 h(n) h(m)

=
∞∑

n=0

|f̂(n)|2 〈1BcTn, Tn〉 h(n)2 +
∑

n6=m
f̂(n) f̂(m) 〈1BcTn, Tm〉 h(n) h(m).

Es gilt spec f ⊆ Λ ⊆ N. Mit der Definition von K(Λ,B) und K(Λ,B) ergibt sich daher

‖PBcf‖2
2 =

∞∑

n=1

|f̂(n)|2 〈1BcTn, Tn〉 h(n)2 +
∑

n6=m
f̂(n) f̂(m)K(Λ,B)(n,m) h(n) h(m)

=
∞∑

n=1

|f̂(n)|2 h(n) 2 〈1BcTn, Tn〉+ 〈K(Λ,B)f̂ , f̂ 〉.

Als erstes zeigen wir:

∞∑

n=1

|f̂(n)|2 h(n) 2 〈1BcTn, Tn〉 ≥
[
1− 2 π(B)

1
2

]
‖f‖2

2.

Für n ∈ N ergibt sich

2 〈1BcTn, Tn〉 = 〈1Bc , T0〉+ 〈1Bc, T2n〉 = π(Bc) + 〈1Bc, T2n〉
= π(Bc) + 〈1S − 1B, T2n〉 = π(Bc) + 〈1S, T2n〉 − 〈1B, T2n〉
= π(Bc) + 〈T0, T2n〉 − 〈1B, T2n〉.

Wegen 2n > n ≥ 1 gilt also

2 〈1BcTn, Tn〉 = π(Bc)− 〈1B, T2n〉 = 1− π(B)− 〈1B, T2n〉.

Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz–Ungleichung folgt daraus

2 〈1BcTn, Tn〉 ≥ 1− π(B)− ‖1B‖2 ‖T2n‖2 ≥ 1− π(B)− π(B)
1
2 .

Wegen π(B) ≤ 1 gilt π(B) ≤ π(B)
1
2 . Folglich gilt

2 〈1Bc Tn, Tn〉 ≥ 1− 2 π(B)
1
2 .
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Wegen spec f ⊆ Λ ⊆ N ergibt sich damit

∞∑

n=1

|f̂(n)|2 h(n) 2 〈1BTn, Tn〉 ≥
[
1− 2 π(B)

1
2

] ∞∑

n=1

|f̂(n)|2 h(n) =
[
1− 2 π(B)

1
2

]
‖f‖2

2.

Als zweites zeigen wir:

|〈K(Λ,B)f̂ , f̂ 〉| ≤ 2 π(B)
1
2 ‖f‖2

2.

Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz–Ungleichung ergibt sich

|〈K(Λ,B)f̂ , f̂ 〉| ≤ ‖K(Λ,B)f̂ ‖2 ‖f̂ ‖2 ≤ ‖K(Λ,B)‖ ‖f̂ ‖2
2 = ‖K(Λ,B)‖ ‖f‖2

2.

Aus Korollar (5.2.8) folgt daher

|〈K(Λ,B)f̂ , f̂ 〉| ≤ ‖K(Λ,B)‖ ‖f‖2
2 ≤ ‖K(Λ,B)‖HS ‖f‖2

2 ≤ 2 π(B)
1
2 ‖f‖2

2.

Insgesamt gilt also

‖PBcf‖2
2 =

∞∑

n=1

|f̂(n)|2 h(n) 2 〈1BcTn, Tn〉+ 〈K(Λ,B)f̂ , f̂〉

≥
∞∑

n=1

|f̂(n)|2 h(n) 2 〈1BcTn, Tn〉 − |〈K(Λ,B)f̂ , f̂ 〉|

≥
[
1− 2π(B)

1
2

]
‖f‖2

2 − 2 π(B)
1
2 ‖f‖2

2 =
[
1− 4 π(B)

1
2

]
‖f‖2

2.

Nach Wahl von B gilt π(B) ≤ ε. Folglich gilt

‖PBcf‖2
2 ≥ (1− 4 ε

1
2 ) ‖f‖2

2.

Wegen ε < 1
16

zeigt diese Abschätzung, daß Λ eine (ε, 1− 4 ε
1
2 )–Menge ist.

Satz 5.2.10. Jede 2–lakunäre Menge ist eine Λ(2)–Menge.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus vorherigem Lemma und Satz (5.1.4).



Anhang

Wir stellen hier die wichtigsten Eigenschaften der normierten Jacobi–Polynome zusam-
men.

Der Parameterbereich.

{ (α, β) ∈ R2 : α ≥ β > −1 und (α + β ≥ 0 oder β ≥ − 1
2
) }.

Die Rekursionskoeffizienten.

a0 =
2 (α+ 1)

α + β + 2
, an =

2 (n+ α + β + 1) (n+ α + 1) (α+ β + 2)

(2n+ α + β + 2) (2n+ α + β + 1) 2 (α+ 1)
für n ∈ N,

b0 =
β − α

α + β + 2
, bn =

α− β
2 (α+ 1)

[
1− (α + β + 2) (α + β)

(2n+ α + β + 2) (2n+ α + β)

]
für n ∈ N,

cn =
2n (n+ β) (α+ β + 2)

(2n+ α + β + 2) (2n+ α + β) 2 (α+ 1)
für n ∈ N.

Die Rekursionsgleichung.

r0(x) = 1,

r1(x) =
1

a0
(x− b0),

r1(x) rn(x) = an rn+1(x) + bn rn(x) + cn rn−1(x) für n ∈ N.

Die Normierung. Für alle n ∈ N0 gilt: rn(1) = 1.

Bemerkung. Für die Jacobi–Polynome {Pn}n∈N0 aus [38] ergibt sich durch obige Nor-
mierung:

Pn(x) = Pn(1) rn(x).

Das Orthogonalisierungs–Maß.

dπ(x) = 2−(α+β+1) Γ(α + β + 2)

Γ(α + 1) Γ(β + 1)
(1− x)α (1 + x)β dx,

supp π = [−1, 1].

Das Maximum. Für n ∈ N0 gilt:

max
x∈[−1,1]

|rn(x)| = rn(1) = 1.

Die Nullstellen. Sei n ∈ N. Wegen supp π = [−1, 1] liegen alle n Nullstellen von rn in
]− 1, 1[.

Die Gewichtsfunktion.

h(0) = 1,

h(n) =
(2n+ α+ β + 1)

(α + β + 1)n!

Γ(n + α + β + 1)

Γ(α+ β + 1)

Γ(n+ α + 1)

Γ(α+ 1)

Γ(β + 1)

Γ(n+ β + 1)
für n ∈ N.
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Bemerkung. Die Stirling–Formel für die Γ–Funktion zeigt

h(n) = O(n2α+1) für n→∞.

Die Linearisierungskoeffizienten. Zu n,m ∈ N0 sei die Folge {g(n,m, k)}k∈N0

der Linearisierungskoeffizienten definiert durch:

rn(x) rm(x) =
∞∑

k=0

g(n,m, k) rk(x).

Es gilt:

(1) g(n,m, k) = 0 für k /∈ { |n−m|, . . . , n+m },

(2)

n+m∑

k=|n−m|
g(n,m, k) = 1,

(3) g(n,m, k) = g(m,n, k),

(4) g(n,m, k) h(k)−1 = g(n, k,m) h(m)−1.

Die Eigenschaft (P). In [11] wurde von Gasper gezeigt, daß g(n,m, k) ≥ 0.

Die Verbindungskoeffizienten. Zu n ∈ N0 seien die Verbindungskoeffizienten
c(n, 0), . . . , c(n, n) ∈ R definiert durch:

rn(x) =

n∑

k=0

c(n, k) r
(− 1

2
,− 1

2
)

n (x).

Die Eigenschaft (T): In [30] wurde von Lsser und Rösler gezeigt, daß c(n, k) ≥ 0.
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