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Notation

Die folgende Aufstellung umfaft alle in der Arbeit vorkommenden Formelzei-
chen und Abkiirzungen. Abweichungen werden an der entsprechenden Stelle
im Text erldutert. Den jeweiligen Erlauterungen folgende Zeichen in Klam-
mern bedeuten eine Gleichung und Zeichen ohne Klammern einen Abschnitt
des Textes.

Im allgemeinen gilt die Summationskonvention (siehe Abschnitt A.2).
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1. Einleitung

1.1 Motivation

Die rapide Leistungssteigerung der Computer in den letzten Jahrzehnten hat
auch zu enormen Fortschritten bei der Vorhersage von Stromungsvorgén-
gen in der Aerodynamik gefithrt. So ist es seit etwa Mitte der 80er Jahre
moglich, das Stromungsfeld um ganze Flugzeuge zu berechnen (AGARWAL,
1999). Ziel dieser numerischen Anstrengungen ist die Ermittlung globaler
aerodynamischer Beiwerte fiir Auftrieb, Widerstand und Momente des Flug-
zeugs im Zusammenhang mit Leistungsvorhersagen fiir den Flugzeugentwurf.
Grundlegende physikalische Einsichten in transitionelle und turbulente Stro-
mungsvorgéinge sind mit diesen auf algebraischen Turbulenzmodellen (z. B.
Baldwin-Lomax), empirischen Transitionslagen und meist relativ groben Git-
tern beruhenden numerischen Losungen nicht zu gewinnen. Grundlagenfor-
schung, die ein vertieftes Verstdndnis von Transitions- und Turbulenzmecha-
nismen sowie die Verbesserung von Vorhersagemethoden fiir die Praxis zum
Ziel hat, mufl deshalb an einzelnen Flugzeugkomponenten ansetzen.

Die wichtigste Komponente eines Flugzeugs ist zweifelsohne die Tragfliche,
da iiberwiegend diese den zum Fliegen notwendigen Auftrieb erzeugt. Da-
bei gebietet die Forderung nach grofitmoglicher Wirtschaftlichkeit, daf§ der
mit der Auftriebserzeugung einhergehende Widerstand minimiert wird. Dies
fithrte zur Entwicklung von schlanken, i.allg. gewolbten Tragfliigelprofilen
mit runder Vorder- und scharfer Hinterkante.

Wihrend im Bereich kleiner Anstellwinkel der Auftrieb (bei Fliigeln grofler
Streckung) noch linear mit dem Anstellwinkel zunimmt, liegt bei grofen An-
stellwinkeln eine nichtlineare Abhéngigkeit des Auftriebs vom Anstellwin-
kel vor. Diese Nichtlinearitéit erschwert die genaue Vorhersage des maxima-
len Anstellwinkels bevor die Stromung ablést. Eine Stromungsablésung ist
wiederum mit einem starken Auftriebsabfall verbunden und kann deshalb
zu kritischen Flugzusténden, u.U. sogar zur Katastrophe fiihren. Fiir ein
Hochstmafl an Wirtschaftlichkeit ist es jedoch zwingend notwendig, immer
weiter in diesen Hochauftriebsbereich bei grofien Anstellwinkeln vorzudrin-



2 1. Einleitung

gen. Ein grundlegendes Verstandnis der Stromungsablésung, bzw. ihre zuver-
lassige Vorhersage ist daher zentrales Anliegen der Aerodynamik.

1.2 Literaturiibersicht

Die Zusammenstellung der im folgenden vorgestellten Literatur beschrankt
sich auf ausgewihlte Arbeiten, in denen die Grobstruktursimulationsmethode
auf die Tragfliigelumstromung, wie sie Gegenstand der Untersuchungen in der
vorliegenden Arbeit ist, angewendet wird.

Den ersten Versuch, die Strémung um einen ungepfeilten Tragfliigel mit
der Grobstruktursimulationsmethode zu beschreiben, unternahm JANSEN
(1994). Der Tragfliigel besal ein NACA 4412 Profil und hatte 12° Anstell-
winkel. Diese Konfiguration bei Maximalauftrieb und einer Reynoldszahl, ba-
sierend auf der Profiltiefe und der ungestérten Anstrémgeschwindigkeit, von
1,64 x 10° wurde deshalb gew#hlt, weil sie mit den statistisch gemittelten
Navier-Stokes-Gleichungen nicht erfolgreich vorhergesagt werden konnte und
weil dafiir Experimente von COLES und WADCOCK (1979), HASTINGS und
WILLIAMS (1987) sowie WADCOCK (1987) vorlagen. Jansens Navier-Stokes-
Loser basierte auf einem Finite-Elemente-Verfahren fiir unstrukturierte Git-
ter. Der Fliigel war 0,2 Profiltiefen breit und die Gesamtelementezahl betrug
105, Es wurde mit dem Smagorinsky-Modell mit konstantem Koeffizienten
und Wanddampfung gearbeitet. Ein Vergleich mit einer Simulation ohne Mo-
dell zeigte, dal aufgrund der Wirbelviskositat des Modells im Nasenbereich
keine Ablosung auftrat, wahrend andererseits Turbulenz als Folge absoluter
Instabilitéat auf der Hohe der Grenzschichtablosung entstand. Die zeitliche
und raumliche Auflosung (Azt =200, AzT =50, Ayt =1 (in Wandnéihe))
der Simulation war zu grob, um eine natiirliche Transition vorhersagen zu
konnen.

Ein Jahr spiter berichteten KALTENBACH und CHOI (1995) in den CTR
Annual Research Briefs iiber eine Grobstruktursimulation des gleichen Pro-
blems, mit einem Navier-Stokes-Loser fiir strukturierte krummlinige Gitter
und dem dynamischen Feinstrukturmodell von GERMANO ET AL. (1991).
Die Homogenitéat der Stromung in Spannweitenrichtung wurde ausgenutzt,
um einen nur von zwei Koordinatenrichtungen abhéngigen Modell-Koeffizien-
ten zu erhalten. Trotz dieser Filterprozedur in Spannweitenrichtung traten in
laminaren Stromungsgebieten (Nasenbereich) unphysikalische negative Koef-
fizienten auf, die unterdriickt werden mufiten. Zwei Simulationen mit un-
terschiedlicher spannweitiger Gebietsgrofie (0,05 bzw. 0,025 Profiltiefen) und
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maximal 2,4 x 10° Maschenzellen wurden durchgefiihrt. Die Maschenweite
auf der Profiloberseite variierte zwischen 405 fiir Az™ im Nasenbereich (10 %
Fliigeltiefe) und 110 bei 80 % Fliigeltiefe, wobei die gesamte Profilobersei-
te mit 640 Punkten diskretisiert wurde. Ein Schwachpunkt der Simulation
ist u.a. in der Tatsache zu sehen, dafl am dufleren Rand des Rechengebiets
ungestorte Anstromung angenommen wurde, jedoch dieser Rand nur 3 Pro-
filtiefen vom Tragfliigel entfernt war. Die Stromung entsprach also eher der
eines Profils im Windkanal mit parallelen Wénden als einem Profil im Frei-
flug. Die Folge davon war, dal die Saugspitze im Nasenbereich verstérkt
erschien. Dennoch fiel der Vergleich zwischen gerechneter und gemessener
(WADCOCK, 1987) Druckverteilung recht gut aus. Unbefriedigende Uber-
einstimmung zwischen Rechnung und Experiment ergab sich fiir gemittelte
Geschwindigkeitsprofile im hinteren Profilbereich, in dem die Stréomung der
Ablosung sehr nahe ist. Die Autoren betonen in ihrer Schlufifolgerung die
Notwendigkeit, die rdumliche Auflésung zu erhchen und die Wirkung von
Windkanalwénden zu beriicksichtigen.

Die CTR Annual Research Briefs enthalten einen weiteren Fortschrittsbericht
von JANSEN (1995) zum Thema LES der Stromung um das NACA 4412 Profil
auf unstrukturierten Gittern. Darin wird ein effizienter Gittergenerator be-
schrieben, der die Maschen so plaziert, dal eine moglichst allseitige glatte
Variation der physikalischen Langenmafle erzielt wird. Ein weiteres wichti-
ges Thema stellt die Formulierung eines dynamischen Feinstrukturmodells
fiir unstrukturierte Gitter dar, insbesondere die Entwicklung eines expliziten
Filteroperators. Es werden Simulationsergebnisse fiir unterschiedliche raum-
liche Auflésungen présentiert, die einen starken EinfluB der Maschenweite
auf die Stromung widerspiegeln. Immerhin 148t sich in den nahezu gitterun-
abhéngigen hochaufgelosten Simulationen eine Vorderkantenablosung beob-
achten, die durch Ausblasen im Nasenbereich hervorgerufen wird und der
kontrollierten Transition dient, ferner eine turbulente Abléseblase stromab,
die sich nahe der Hinterkante schliefit. Eine Ubereinstimmung mit dem Ex-
periment 148t sich jedoch noch nicht erzielen. Begleitende Rechnungen mit
den statistisch gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen werden empfohlen, da
sie wesentlich billiger als Grobstruktursimulationen sind und geeignet, Reak-
tionen der Stromung auf gednderte globale Stromungsparameter tendenziell
richtig vorherzusagen.

JANSEN (1996, 1997) berichtet iiber weitere Fortschritte der Grobstruktur-
simulation von WADCOCKs Experiment (1987) mit dem NACA 4412 Pro-
fil. Neu gegeniiber den fritheren Ergebnissen ist die Beriicksichtigung von
Windkanalwénden (Versperrungseffekt), die Nachbildung eines Transitions-
streifens nahe der Vorderkante wie im Experiment sowie die Vergroflerung
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des Rechengebiets in Spannweitenrichtung. Die Rechnungen zeigen, dafl der
Effekt der Windkanalwénde stérker ist, als der des Transitionsstreifens. Die
Wichtigkeit der Gebietsvergréflerung spiegelt sich in der Tatsache wider, dafl
die spannweitigen Geschwindigkeitsschwankungen in 95 % Profiltiefe, d. h. im
Ablosebereich stark an Amplitude zunehmen.

Das primére Ziel des Brite-Euram Projekts LESFOIL (DAVIDSON ET AL.,
2003) war die Untersuchung der Durchfiihrbarkeit von Grobstruktursimula-
tionen fiir den Fall einer Strémung um ein Tragfliigelprofil. Dazu wurde von
den neun am Projekt beteiligten Gruppen mit jeweils unterschiedlichen nu-
merischen Methoden die Stromung um ein Aerospatiale A-Tragfliigelprofil
bei Maximalauftrieb und einer Reynoldszahl, basierend auf der Profiltiefe
und der ungestorten Anstromgeschwindigkeit, von 2,1 x 10% simuliert. Die-
se Konfiguration wurde gewihlt, weil dafiir experimentelle Daten aus zwei
Windkaniélen verfiigbar sind und die Konfiguration bereits in zwei fritheren
européischen Projekten ausgiebig mit den statistisch gemittelten Navier-Sto-
kes-Gleichungen berechnet wurde. Weiterhin stellt die Konfiguration hohe
Anspriiche an die Simulationsmethode, da in der Néhe der Profilvorderkante
eine laminare Abloseblase auftritt, deren korrekte Auflésung die richtige Vor-
hersage des weiteren Stromungsverlaufs entscheidend bestimmt. In (MELLEN
ET AL., 2002) wird eine Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse von
sieben der neun Projektgruppen préasentiert. Darin ziehen die Autoren das
Fazit, dafl die besten Simulationsergebnisse fiir eine ausreichend aufgeloste
Grobstruktursimulation erzielt werden. Sie betonen, dafi die Auflésung des
Rechengitters wesentlich grofleren Einflul hat als das verwendete Feinstruk-
turmodell. Ebenso ist nach ihrer Meinung der beste Ansatz fiir die Behand-
lung der Transition, wenn diese durch ein hinreichend feines Rechengitter
erfafit wird.

1.3 Zielsetzung und Aufbau der
vorliegenden Arbeit

Das Literaturstudium zeigt, daf§ Grobstruktursimulationen von Stromungen
um Tragfliigelprofile bzw. Streifen von Tragflachen mit den heute verfiigharen
Computern und numerischen Methoden moglich sind. Jedoch werden dabei
grofle Anforderungen an die fiir die Simulation notwendigen Ressourcen ge-
stellt.

Finite-Elemente-Methoden haben den Vorteil hoher Flexibilitét in der rdum-
lichen Auflosung. Gitter konnen dort verfeinert werden, wo starke Geschwin-
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digkeitsgradienten auftreten, ohne, wie bei strukturierten Gittern, dann auch
hohe Auflésung in Zonen in Kauf nehmen zu miissen, in denen grobe Gitter
ausreichend wiren. Nachteilig bei diesen Methoden ist der hohere Rechen-
zeitaufwand, die Schwierigkeit der expliziten rdumlichen Filterung und die
Kompliziertheit der Datenauswertung.

Bei Finite-Differenzen-Verfahren auf korperangepafiten strukturierten Git-
tern stellen die explizite rdumliche Filterung und die Datenauswertung kei-
nerlei Problem dar, da der Zugriff zu Nachbarmaschen schnell ist. Zeitrau-
bend und oft schwierig ist jedoch die Erzeugung von numerischen Gittern,
die die gewiinschte rdumliche Auflésung besitzen. Arbeitet man dann noch
im Fall einer inkompressiblen Stromung mit versetzt angeordneten Variablen,
um das Problem der Druck-Geschwindigkeitsentkopplung zu vermeiden, das
bei zellzentrierter Variablenanordnung entstehen kann, dann handelt man
sich bei der Losung des Poisson-Problems zur Druckberechnung unvertret-
bar hohe Rechenzeiten ein.

In Anbetracht der Vor- und Nachteile beider Methoden scheint eine drit-
te Methode vielversprechend zu sein, ndmlich ein Differenzen-Verfahren fiir
versetzt angeordnete Variablen auf kartesischen Gittern, bei dem die von
der Korperoberfliche durchschnittenen Maschen ausgeblockt und die ent-
sprechenden Geschwindigkeitskomponenten durch Interpolation oder Extra-
polation in den drei Koordinatenrichtungen so gesetzt werden, daf§ auf dem
Korperrand die Haft- und Undurchléssigkeitsbedingungen erfiillt sind. Ein
derartiges Verfahren soll in der vorliegenden Arbeit fiir die Simulation der
Stromung um ein Tragfliigelprofil angewendet werden.

Im folgenden Kapitel 2 werden die notwendigen Grundlagen zusammenge-
stellt. So werden in Abschnitt 2.1 die verwendeten physikalischen Gleichun-
gen aufgefiihrt, in Abschnitt 2.2 wird die Methode der Grobstruktursimula-
tion erlautert und in Abschnitt 2.3 werden die angewendeten numerischen
Verfahren vorgestellt. In Kapitel 3 werden die durchgefithrten Simulationen
préasentiert.






2. Grundlagen

2.1 Ausgangsgleichungen

Um einen physikalischen Vorgang berechnen zu kénnen, ist es notwendig, eine
mathematische Beschreibung fiir diesen Vorgang zu finden. Zu diesem Zweck
mufl zunéchst eine physikalische Modellvorstellung des Vorgangs geschaffen
werden, die dann mit mathematischen Mitteln formuliert wird. Sowohl bei
der Bildung des physikalischen Modells als auch bei dessen mathematischer
Formulierung miissen i. allg. Annahmen getroffen werden, die einschréanken-
den Charakter haben, so dafl einzelne Aspekte des physikalischen Vorgangs
nicht mehr erfafit werden. Oft werden diese einschréankenden Annahmen aber
auch absichtlich getroffen, um z. B. die Komplexitit eines Vorgangs zu redu-
zieren und diesen dadurch leichter analysieren zu kénnen. In jedem Fall ist
jedoch die Kenntnis der einschrankenden Annahmen notwendig, da sinnvol-
le Aussagen iiber den physikalischen Vorgang von den gefundenen mathe-
matischen Beziehungen nur innerhalb ihres Giiltigkeitsbereiches zu erwarten
sind. Im folgenden werden deshalb die mathematischen Gleichungen mit ih-
ren einschréankenden Annahmen, wie sie den Berechnungen in dieser Arbeit
zugrunde liegen, aufgefiihrt.

Unter der Annahme, dafl das stromende Medium als ein Kontinuum betrach-
tet werden kann, lassen sich alle Stromungen durch die Erhaltungssétze fiir
Masse, Impuls und Energie vollstdndig beschreiben. Die idealisierte Vorstel-
lung von dem stromenden Medium als einem Kontinuum bedingt jedoch,
dal im Medium die charakteristischen physikalischen Groflien héchstens bis
auf diskrete Diskontinuitétsflachen stetige Funktionen von Raum und Zeit
sind. Es wird also angenommen, dafl von der tatséchlich vorliegenden ato-
mistischen und folglich diskontinuierlichen Struktur aller Materie abgesehen
werden kann. Diese Annahme ist aber nur so lange zuléssig, wie die das Stro-
mungsproblem charakterisierenden Léngenmafle wesentlich grofler sind als
die Abmessungen eines raumlichen Bereiches, in dem sich eine ausreichend
grofie Anzahl von Teilchen (Atome bzw. Molekiile) des Mediums befindet, so
daB fiir diesen Bereich ein von der Anzahl der Teilchen unabhéngiger Mit-
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telwert fiir jede der charakteristischen physikalischen Groflen des Mediums
angegeben werden kann. Das Kontinuumsmodell schliefit somit alle diejenigen
Stromungen von der Behandlung aus, bei denen diese Voraussetzung nicht
erfiillt ist. Darunter fallen z. B. die Vorgéinge in hochverdiinnten Gasen und
in einem Verdichtungsstof.

In einem nicht beschleunigten Bezugssystem (Inertialsystem) lautet in sym-
bolischer (komponentenfreier) Schreibweise die differentielle Formulierung
des Erhaltungssatzes der Kontinuumstheorie fiir die Masse

do
Z< . = 2.1
5 TV (o) =0, (2.1)
den Impuls
aagty V-(ovv—m)—0f=0 (2.2)
und die Energie
a;te%—v-(gey—g~y+g)—gy-i—gw=0 (2.3)

(vgl. z. B. SERRIN, 1959), wobei

o die Dichte oder Massendichte [kg/m?],
v den Geschwindigkeitsvektor,

m den Spannungstensor,

f den Vektor der spezifischen (massebezogenen) Volumenkraft,
e die spezifische Gesamtenergie (kinetische und innere Energie),
q den Vektor der Warmestromdichte,

w die Wirmequelldichte

bezeichnet.

Die Bilanzsitze (2.1) bis (2.3) sind auf nichtrelativistische Vorgénge be-
schrinkt, d.h. es wird vorausgesetzt, daf§ sowohl die Geschwindigkeit des
Kontinuums als auch die Geschwindigkeiten der mikroskopischen Bewegung
der Teilchen klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sind (siche GREINER und
STOCK, 1991). Weiterhin gelten diese Gleichungen nur fiir Bereiche, in denen
die charakteristischen physikalischen Grofien stetige Funktionen von Raum
und Zeit sind. Kommen im betrachteten Gebiet Diskontinuitétsflichen vor,
so miissen zusitzliche Grenzbedingungen (Ubergangsrelationen) angegeben
werden (sieche SCHADE, 1970). Handelt es sich z. B. bei der Diskontinuitéts-
flaiche um eine Stoffront, dann entsprechen die Grenzbedingungen den be-
kannten Rankine-Hugoniot Bedingungen. Im folgenden soll vom Auftreten
von Diskontinuitiatsflichen abgesehen werden.
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Die Beziehung (2.1), die auch als Kontinuitétsgleichung bezeichnet wird, ent-
hélt keinen Quellterm. Ein solcher Term darf hier entfallen, da bei den phy-
sikalischen Vorgéangen, wie sie im Rahmen dieser Arbeit behandelt werden,
Masse weder erzeugt noch vernichtet wird. In Stromungen kann es jedoch
aufgrund von Phasen- oder Stoffumwandlungen zu Anderungen in der Zu-
sammensetzung des stromenden Mediums kommen, wobei dann die Glei-
chung (2.1) den Erhaltungssatz fiir die Gesamtmasse des stromenden Medi-
ums darstellt. Um auch die Anderungen in der Zusammensetzung des Me-
diums erfassen zu kénnen, bedarf es zusétzlich noch der Angabe der Erhal-
tungsgleichungen fiir die Massen der einzelnen Phasen bzw. Komponenten.
Diese Erhaltungsgleichungen miissen einen Quellterm enthalten, da Massen-
anteile von Phasen bzw. Komponenten in Anteile anderer umgewandelt wer-
den konnen (siehe hierzu z.B. BIRD ET AL., 1960). Im weiteren soll an-
genommen werden, dafl das stromende Medium einphasig und homogen ist
und dafl sich seine Zusammensetzung nicht dndert. Dies bedeutet, dafl in
der Strémung keine Phasenumwandlungen und keine chemischen Reaktionen
oder Ionisationen stattfinden diirfen, und wenn das stromende Medium ein
Gemisch verschiedener Stoffe ist, wie z. B. die Luft, mufl das Mischungsver-
héltnis {iberall gleich sein.

Die als (erste) Cauchysche Bewegungsgleichung bekannte Beziehung (2.2) ist
ein Bilanzsatz vektorieller Groflen. Bevor diese Gleichung numerisch ausge-
wertet werden kann, muf sie in einem Basissystem dargestellt werden, wobei
sich die einfachste Darstellungsform fiir ein System kartesischer Einheitsvek-
toren ergibt. Mit der Beziehung (A.44) erhilt man dann fiir die Gleichungen
(2.1) bis (2.3) die folgende Darstellung in kartesischen Komponenten

do 0ovj
do _ 2.4
8t axj 0’ ( )
dov, Odov;v; 0Ty
_ _ - 2.
ot ton o, " efi=0 (2:5)
8Qe+(9gevj_8ﬁjkvk+a%‘_Q,Ujfj_ngo_ (2.6)

8t (‘91,‘]- 813]' 81’]'

Im Gegensatz zur Mechanik eines Massenpunktes ist in der Kontinuumstheo-
rie reibungsbehafteter stromender Medien der Drehimpulssatz (Drallsatz) ein
vom Impulssatz unabhéngiges Axiom, aus dem fiir ein nichtpolares Medium
(siche hierzu ARIs, 1962) die Symmetrie des Spannungstensors

7T'ij = 7Tji (27)
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abgeleitet werden kann. Dabei ist natiirlich auch die umgekehrte Vorgehens-
weise moglich. In diesem Fall nennt man das Postulat von der Symmetrie
des Spannungstensors hiufig das Boltzmannsche Axiom, aus dem dann der
Drehimpulssatz der Kontinuumstheorie hergeleitet werden kann.

Mit der substantiellen (materiellen) Ableitung einer Stromungsgrofe

D(.) a(.) 9(.) (2.8)

- U or;
j

Dt ot

die die zeitliche Anderung der StromungsgroBe angibt, die ein sich mit der
Geschwindigkeit v bewegender Beobachter feststellt, kann die Kontinuitéts-
gleichung (2.4) auch in der Form

DQ 8?}j

=0 2.9

geschrieben werden. Weiterhin folgt aus der Definition fiir die substantielle
Ableitung (2.8) durch Addition der mit der Stromungsgréfie multiplizierten
Kontinuitétsgleichung (2.4) die Beziehung

D(..) 0do(...) 0dovi(...)
Di ot ox

0 (2.10)

Durch skalare Multiplikation der Cauchyschen Bewegungsgleichung mit dem
Geschwindigkeitsvektor v erhélt man den Bilanzsatz fiir die spezifische kine-

tische Energie “% (Energiesatz der Mechanik)

0o Doty O

i - iJi— 0 )
875 (’hj aZL‘j ev f

worin der dritte Term wie folgt umgewandelt werden kann

U@Wji_aﬂjivi - 81%
1 - — g5 .
8xj 8[Ej 8xj

Der dabei auftretende Geschwindigkeitsgradiententensor

0 v;
Si':—Z:Si'—i—Ti‘, (211)
J 81Ej J J
it 1 /0 0
Vi Vj
SJ 2 (3:1:] + 8361) S] ( )
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und

1 8% 8Uj N

148t sich, wie jeder Tensor zweiter Stufe, in einen symmetrischen Anteil s;;,
den sogenannten Deformationsgeschwindigkeitstensor, und in einen antisym-
metrischen Anteil 7;;, der Rotations- oder Drehgeschwindigkeitstensor ge-
nannt wird, aufspalten. Da zudem die doppelte Uberschiebung des symme-
trischen Spannungstensors 7;; mit dem antisymmetrischen Drehgeschwindig-
keitstensor 7;; verschwindet, folgt schliefllich fiir die spezifische kinetische
Energie die Gleichung

Doy Do v Omjiv
ot (9xj al'j

+7Tj¢Sji—QUifi:O . (214)

Subtrahiert man vom Erhaltungssatz fiir die spezifische Gesamtenergie (2.6),
der dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik entspricht, die Gleichung
(2.14), so erhdlt man die Bilanzgleichung fiir die spezifische innere Energie

Vi Vi

Uu=e€— 2

u Uv; ;
aagt +agfﬂjj+gl‘qj —WjiSji—Qw:O. (215)
Die Cauchysche Bewegungsgleichung gilt fiir jedes Kontinuum und muf§ durch
die Angabe einer Materialgleichung zu einer Bewegungsgleichung fiir das je-
weilige stromende Medium spezialisiert werden. Dies ist auch in Hinblick auf
die Losbarkeit des Gleichungssystems notwendig, da in den 8 Gleichungen
(2.4) bis (2.7) die 18 unbekannten Funktionen o, v;, 7, €, ¢;, w vorkom-
men, wobei die Komponenten des Vektors der spezifischen Volumenkraft f;
als bekannt vorausgesetzt werden.

Der Begriff Fluid wird iiberwiegend als blofer Sammelbegriff fiir reale Fliis-
sigkeiten und Gase benutzt. Teilweise wird mit diesem Begriff aber auch
das Kontinuumsmodell einer bestimmten Klasse von stromenden Medien be-
zeichnet, welche die gemeinsame Eigenschaft haben, in der Ruhe nur Druck-
spannungen aufnehmen zu kénnen. Da alle Gase und alle Fliissigkeiten, wenn
diese in grofleren Mengen vorliegen, so dafl vom Effekt etwaiger Oberflachen-
spannungen abgesehen werden kann, diese Eigenschaft gemein haben, wird
oft zwischen den beiden Verwendungsweisen des Begriffs Fluid nicht unter-
schieden. Dies ist aber eine nicht vertretbare Nachléissigkeit, weil sich die
zuletzt genannte Verwendungsweise auf das Kontinuumsmodell mit seinen
einschrankenden Annahmen stiitzt und deshalb z. B. hochverdiinnte Gase in
dieser strikteren Definition des Begriffs Fluid nicht eingeschlossen sind. In
Ubereinstimmung mit den bislang fiir das stromende Medium getroffenen
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Annahmen, wird im folgenden der Begriff Fluid in dieser enger gefafiten Be-
deutung verwendet.

Wie bereits bemerkt wurde, treten in einem Fluid im Ruhezustand nur die
richtungsunabhéngigen Normalspannungen auf, die vom im Fluid herrschen-
den Druck herriithren, was zu dem Ansatz fiir den Spannungstensor

Tij = —P 51’]‘ + Tij (216)

fithrt. Darin ist p der Druck und 7;; der Zihigkeitsspannungstensor (Ten-
sor der Reibungsspannungen), der dem Ansatz geméfl im Ruhezustand ver-
schwinden mufl. Wegen der Symmetrie des Spannungstensors ;; folgt aus
der Gleichung (2.16), dal auch der Z#higkeitsspannungstensor 7;; symme-
trisch ist.

Die Bilanzgleichung fiir die spezifische innere Energie (2.15) kann nun unter
Verwendung der Beziehungen (2.10) und (2.16) in der Form

Du ;

Qﬁ—i_g_gj—i_psjj_Tjisﬂ_Qw:O (217)
geschrieben werden. In diesem Bilanzsatz ist die spezifische innere Energie
nur eine Funktion von Ort und Zeit, u=wu(z,t). Aus der Thermodynamik
ist jedoch bekannt, da} die spezifische innere Energie eine Zustandsgrofie
und somit zugleich eine Funktion anderer Zustandsgréfien ist, was durch die
Gleichung

du=Tds+ 2 do (2.18)
0

wiedergegeben wird. In der angegebenen Form ist die sogenannte Gibbssche
Fundamentalgleichung fiir ein einphasiges, homogenes Medium, dessen Zu-
sammensetzung sich nicht andert, giiltig. Neben den bereits gemachten An-
nahmen (siehe weiter oben) sind somit keine zusétzlichen Forderungen an das
Medium zu stellen. Aus der Fundamentalgleichung in der Formulierung (2.18)
folgt, dafl sich die spezifische innere Energie u, die (thermodynamische) Tem-
peratur 7" und der (thermodynamische) Druck p als Funktionen der Dichte
o und der spezifischen Entropie s darstellen lassen. Alle diese Groflen sind
folglich selbst wieder Zustandsgroflen und der thermodynamische Zustand
des Mediums ist durch die Angabe von zwei Zustandsgroflen eindeutig be-
stimmt. Dies bedeutet, dafl sich jede Zustandsgrofie als eine Funktion von
zwei anderen Zustandsgrofen darstellen 148t, wobei alle diese sogenannten
Zustandsgleichungen unabhéngig von Ort und Zeit und i. allg. fiir verschie-
dene Medien unterschiedlich sind. Fiir ein bestimmtes Medium gelten also im
ganzen Bereich, den das Medium einnimmt, und zu jedem Zeitpunkt zwischen
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den Zustandsgroflen die gleichen Abhéngigkeiten. Damit diese fiir ein ruhen-
des Medium giiltigen Zustandsgleichungen auch auf ein stromendes Medium
angewendet werden kénnen, mufl gefordert werden, dafl lokales thermodyna-
misches Gleichgewicht herrscht. Diese Forderung gewéhrleistet, dafl sich zwar
die Zustandsgrofien rdaumlich sowie zeitlich &ndern konnen, fiir diese aber zu
jeder Zeit und iiberall im Medium dieselben Zustandsgleichungen wie im Fall
des ruhenden Mediums gelten. Natiirlich stellt dies eine Idealisierung der
wirklichen Verhiltnisse in einem strémenden Medium dar und ist gleichbe-
deutend mit der Annahme, daf sich die Zustandsgréfien so langsam é&ndern,
da auftretende Abweichungen von den Zustandsgleichungen vernachléssigt
werden koénnen. Solche Abweichungen entstehen aufgrund der nichtmomen-
tanen Anpassung der Zustandsgroflen an einen neuen thermodynamischen
Zustand.

Fiir die Anwendung der Gibbsschen Fundamentalgleichung auf stromende
Medien ist die mit (2.18) gleichwertige Formulierung

Du Ds D
ot =T =+ 220

v 2.1
Dt Dt ' o Dt (2.19)

vorteilhafter. Mit dieser Gleichung und der Beziehung

pDQ_ avj_ .
QDt_ paxj_ p]]7

die man unter Beriicksichtigung der Definition des Deformationsgeschwindig-
keitstensors (2.12) aus der Kontinuitdtsgleichung (2.9) erhilt, wird aus dem
Bilanzsatz fiir die spezifische innere Energie (2.17)

Diese Form der Bilanzgleichung der spezifischen inneren Energie erlaubt die
Deutung des Terms 7;; s;;. Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik
fiir ein geschlossenes System, an dem nur Volumenarbeit verrichtet wird, ist
die dem System zugefiihrte Wirme gleich der Summe aus der Anderung
seiner inneren Energie und der an ihm verrichteten Volumenarbeit. Dar-
aus ergibt sich, daf§ die pro Masseneinheit zugefithrte Warme dem Ausdruck
du+ pdv=du — % do entspricht, der nach der Gibbsschen Fundamentalglei-
chung (2.18) gleichwertig mit T ds ist. Fiir die einem materiellen Fluidteilchen
(d.h. das Teilchen besteht immer aus der gleichen Masse) pro Zeit- und Vo-
lumeneinheit zugefithrte Warme folgt damit aus Gleichung (2.20) der Wert
ow— gTq; +7j; 5j;. In diesem Ausdruck représentieren die ersten beiden Terme
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die durch Wéarmeleitung bzw. Warmequellen zugefithrte Wéarme, so dafl der
Term 7j; sj; der Warmezufuhr aufgrund der bei der Deformation des Fluid-
teilchens durch Reibung entstehenden Warme entsprechen mufl. Bei diesem
Vorgang wird mechanische Energie irreversibel in Wérme umgewandelt (dis-
sipiert), weshalb der Term

b = Tji Sji (221)

als Dissipationsfunktion ® bezeichnet wird. Dafl allein dieser Term fiir die
Umwandlung von mechanischer (kinetischer) Energie in Warme (innere Ener-
gie) verantwortlich ist, siecht man auch daran, dafl dieser Term als einziger
sowohl in der Bilanzgleichung der spezifischen kinetischen Energie als auch
der der spezifischen inneren Energie auftritt.

Die folgende Formulierung des Bilanzsatzes der spezifischen inneren Energie

DT D ;
gcpﬁ—ﬁTﬁf+g—j;—Tﬁsﬁ—gw:O (2.22)
ist, wie im Anhang B gezeigt wird, gleichwertig mit der Beziehung (2.17)
und eignet sich zur Berechnung der Temperaturverteilung. Dabei bezeichnet
¢, die spezifische Wirmekapazitiat bei konstantem Druck und 8 den (ther-
mischen) Ausdehnungskoeffizienten. Fiir gewohnliche Fliissigkeiten ist der
Ausdehnungskoeffizient 3 sehr klein, so dafl der zweite Term in der Glei-
chung (2.22) vernachlissigt werden kann. Bei Gasen ist dies ebenfalls zulés-
sig, wenn deren Stromungsgeschwindigkeit wesentlich kleiner als die Schall-
geschwindigkeit ist, da dann die Anderungen des Drucks im Vergleich zu den
Temperaturéinderungen von untergeordneter Bedeutung sind.

Das wirkliche Materialverhalten der meisten technisch wichtigen strémenden
Medien wird durch das Modell eines Newtonschen Fluids sehr gut beschrie-
ben. Darunter fallen praktisch alle Gase und deren Gemische, z. B. Luft, so-
wie alle niedermolekularen Fliissigkeiten, also auch Wasser. Ein Newtonsches
Fluid wird durch die homogene und lineare Beziehung

Tij = Vijki Skl (2.23)

definiert, wobei Vj;; eine tensorielle Materialkonstante ist, die auBer vom
Stoff hochstens noch vom thermodynamischen Zustand abhéngt und die als
Viskositéts- oder Zihigkeitstensor bezeichnet wird. Aus dieser Beziehung
folgt mit der Definition fiir den Deformationsgeschwindigkeitstensor (2.12),
daf fiir ein ruhendes Fluid der Zahigkeitsspannungstensor 7;; verschwindet,
womit die Forderung des Ansatzes (2.16) erfiillt wird. Da der Deformati-
onsgeschwindigkeitstensor s;; bei einer starren Rotation des Fluids ebenfalls
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zu null wird, beriicksichtigt das Modell eines Newtonschen Fluids die Er-
fahrung, dafl auch in diesem Fall keine Reibungsspannungen auftreten. Das
ist auch der Grund, warum der Drehgeschwindigkeitstensor r;; nicht in die
Definition eines Newtonschen Fluids (2.23) eingeht. Dieser stellt lokal eine
Starrkorperrotation dar und liefert deshalb auch keinen Beitrag fiir die Rei-
bungsspannungen.

Beschréankt man sich auf ein isotropes Newtonsches Fluid, so kann fiir den
Viskositatstensor Vi, der Ansatz eines allgemeinen isotropen Tensors vierter
Stufe (vgl. ARris, 1962) gemacht werden

Vijkr = 1 04 00 + 1o (0 051 + 01 0ji) + 1" 03k 0 — 631 0jns) - (2.24)

Aufgrund der Symmetrie des Zahigkeitsspannungstensors 7;; sowie des De-
formationsgeschwindigkeitstensors s;; mufl der Viskositatstensor V;;x; sowohl
in bezug auf das erste als auch in bezug auf das letzte Indexpaar symmetrisch
sein

Vijit = Vi = Vijie

woraus f” =0 folgt. Setzt man die verbleibenden Terme von Gleichung (2.24)
fir Vi in die Definition eines Newtonschen Fluids (2.23) ein, so erhélt man
unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Deformationsgeschwindigkeitsten-
sors s;; die folgende Beziehung fiir den Zahigkeitsspannungstensor 7;;

Tij = ,LL/ Skk (5@' + 2,usij s (225)

wobei die Volumenviskositéit p/ sowie die dynamische Viskositédt p materi-
altypische skalare Funktionen des thermodynamischen Zustandes sind. Fiir
den Spannungstensor ;; ergibt sich damit die Gleichung

Tij = (—p + ,U,/ 3kk> 5@' -+ 2,usij .

Als mittleren Druck p bezeichnet man den Ausdruck

1 2

womit fiir die Differenz zwischen den Driicken p und p die Beziehung

2 X
p—p=-— (M' t3 M) Sk = — L Skk (2.27)

folgt. Die Grofe i wird Druckviskositédt genannt. Da die Messung der Volu-
menviskositat p’ sehr schwierig ist, hat G. Stokes bereits 1845 den Versuch
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unternommen, die Volumenviskositit auf die dynamische Viskositét p zu-
riickzufiithren. Zu diesem Zweck postulierte er, dafl eine reine Kompression
reversibel ist, d. h., daf§ der Zahigkeitsspannungstensor 7;; verschwindet und
somit keine Reibungsverluste auftreten. Fiir eine reine Kompression, also eine
richtungserhaltende Deformation (Dilatation), ist der Geschwindigkeitsgradi-
ententensor ein isotroper Tensor zweiter Stufe, der die allgemeine Form

01}1- .
Oxj N

k é;

Sij = ij
hat, wobei k eine Konstante ist. Aus (2.12) folgen dann fiir den Deformati-
onsgeschwindigkeitstensor s;; und dessen Spur sy die Beziehungen

Sij ZI{J(SZJ bzw. Skk:kékk:?)k .

Setzt man diese in die Gleichung fiir den Z#higkeitsspannungstensor (2.25)
ein, so erhélt man die Bedingung

T =W 3k +2pkd;=Bu +2p) ko ;07

die fiir beliebiges k nur erfiillt wird, wenn

=3k

gilt, womit man die gesuchte Beziehung zwischen der Volumenviskositat
und der dynamischen Viskositét ;1 gefunden hat. Diese entspricht aber nach
Gleichung (2.27) der Bedingung, daf die Druckviskositét verschwindet, =0,
was auch als Stokessche Hypothese bezeichnet wird. Mit Hilfe der kinetischen
Gastheorie kann gezeigt werden, dafl diese Hypothese bei einatomigen Ga-
sen zutrifft, jedoch nicht bei mehratomigen Gasen. Der dadurch auftretende
Effekt ist aber fast immer von untergeordneter Bedeutung, weshalb meistens
auch bei solchen Gasen von der Stokesschen Hypothese Gebrauch gemacht
wird.

Fiir %f =0 dndert sich die Dichte eines materiellen Fluidteilchens, das immer
aus der gleichen Masse besteht, nicht. Diese Bedingung bedeutet nicht, daf3
die Dichte im ganzen Fluid den gleichen Wert haben muf. Ist jedoch das
Dichtefeld homogen, so bleibt die Homogenitét fiir alle Zeiten erhalten. Aus

der Kontinuitatsgleichung (2.9) folgt dann mit (2.12)

o,

(9,1'j = Sj; = 0 s (228)
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d.h. die Stromung ist volumenbestindig (inkompressibel). Die Annahme ei-
ner inkompressiblen Stromung ist bei fast allen Fliissigkeitsstromungen ge-
rechtfertigt. Bei Gasen ist dies zuldssig, wenn die Stromungsgeschwindigkeit
klein im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit ist. Die Gibbssche Fundamen-
talgleichung (2.19) hat fiir ein inkompressibles Fluid die Form

Du Ds

T = T Dr - (2.29)
Daraus folgt, dal der thermodynamische Zustand eines inkompressiblen
Fluids durch eine Zustandsgréfie bestimmt ist. Die Dichte ist eine Materi-
alkonstante geworden und der thermodynamische Druck ist nicht definiert.
Nach Gleichung (2.27) entspricht unter der Bedingung (2.28) der Druck p
dem mittleren Druck p, was eine Folge der linearen Materialgleichung (2.23)
ist (siehe hierzu SERRIN, 1959). Der Druck p, der im inkompressiblen Fall
auch als hydrodynamischer Druck bezeichnet wird, kann nach SOMMERFELD
(1978) als Lagrange-Multiplikator gedeutet werden, der die Einhaltung der
Nebenbedingung (2.28) durch das Geschwindigkeitsfeld gewéhrleistet.

Mit den bisher getroffenen Annahmen ergibt sich fiir den Erhaltungssatz der

Masse
8 U]'

i 0, (2.30)

des Impulses

dov, Odovjv; Op 0 ov, 0w
- —of = 2.31
ot " oz, | ox, oz (’“‘ (axj+axi 0fi=0 (231)

und der inneren Energie

DT ;
Qcpﬁ—l—g—;]j—qisji—gw:o. (2.32)
Diesen Gleichungen kann man entnehmen, dafl der Erhaltungssatz des Impul-
ses nur noch iiber die dynamische Viskositdt g mit dem der inneren Energie
verbunden ist. Wenn also die Temperaturabhéngigkeit der dynamischen Vis-
kositét vernachlissigt werden kann, sind die Gleichungen fiir das Geschwin-
digkeitsfeld unabhéngig von dem Erhaltungssatz der inneren Energie (Tem-
peratur).

In symbolischer Schreibweise haben die Kontinuitétsgleichung (2.30) und der
Erhaltungssatz des Impulses (2.31) unter Vernachldssigung von Volumenkrif-
ten die Form

V.v=0 (2.33)
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bzw.

dov

ot

+V-(ovv)+Vp—=V-(u(Vu+2V)) =

(2.34)

Die Anwendung der Operatorausdriicke (A.34), (A.35), (A.26), (A.27) und
(A.29) auf die Gleichungen (2.33) und (2.34) fithrt diese tiber in die Index-
schreibweise eines krummlinigen Koordinatensystems

1 0 ;
dov' 1 0 i ik dp
- Y % F ]
o tyagler) Tevi et g
1 0 i %
_jﬁ_Q(JMT] ) —puTH*TL =0, (2.36)
mit ,
» Ot . i
Tt — g™ mj le mi lF] )
9" e T 9" +g™ ag +9 vy,

Durch die im Anhang C beschriebene Normierung ergibt sich fiir die Konti-
nuitétsgleichung (2.33) und den Erhaltungssatz des Impulses (2.34)

Vov=0 (2.37)

bzw.

8y 1
5 PV (o) +Vp— -V

In diesen Glelchungen sind sowohl die unabhéngigen Veradnderlichen ¢ und
zin V= als auch die abhéingigen Verédnderlichen v und p dimensionslose
Grofen. Welterhln gilt die Gleichung (2.38) nur fiir konstante Dichte o und
konstante dynamische Viskositét . Re bezeichnet die Reynoldszahl. Mit den
Beziehungen (A.44), (A.41), (A.42) sowie (A.43) erhélt man fiir die Gleichun-
gen (2.37) und (2.38) die folgende Darstellung in kartesischen Komponenten

(Vu+0V)=0. (2.38)

8vj
—2 =0 2.39
" (2:39)
bzw.
ov, Odvjv; Op 1 0 (0v,  Ovy
- — =0. 2.4
ot Ox; Or;  Re Oz (81']- * 8xi) 0 (2.40)
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2.2 Turbulenz und Grobstruktursimulation

Wenn ich in den Himmel
kommen sollte, erhoffe ich
Aufkldrung iiber zwei Dinge:
Quantenelektrodynamik und
Turbulenz. Was den ersten
Wunsch betrifft, bin ich ziem-
lich zuversichtlich.*
Sir Horace Lamb, 1932*

Die in dem einleitenden Zitat vom Altmeister der Hydrodynamik Sir Horace
Lamb vor immerhin fast einem dreiviertel Jahrhundert auf humorvolle Weise
angesprochene Problematik hat an Aktualitdt bis heute nicht verloren. In
den seither vergangenen Jahren wurden zwar viele neue Erkenntnisse {iber
die Turbulenz gewonnen, eine allgemeine Turbulenztheorie fehlt aber noch
immer. Dabei handelt es sich bei der Turbulenz um ein stromungsmecha-
nisches Phdnomen, dessen Bedeutung in den letzten Jahrzehnten in immer
starkerem Mafle erkannt wurde, was wohl iiberwiegend daher riihrt, daf die
Mehrzahl aller wirklichen Strémungen turbulent ist.

Die Schwierigkeit des Problems zeigt sich bereits in dem Umstand, daf es bis-
lang keine allgemeingiiltige Definition fiir den Begriff Turbulenz gibt. Statt
dessen werden haufig in der Fachliteratur die Eigenschaften aufgefiihrt, die
eine turbulente Stromung auszeichnen (siehe z. B. TENNEKES und LUMLEY,
1972). Danach sind turbulente Stromungen unregelméBig verlaufende Wir-
belstromungen, die durch ein kontinuierliches Spektrum von Langen- und
Zeitmaflen gekennzeichnet sind, d. h., dafl in der Stréomung eine ganze Band-
breite von kleinsten zu grofiten Turbulenzstrukturen (engl. eddies) auftritt,
deren Abmessungen einen kontinuierlichen Langenbereich abdecken.

Nach Kolmogorovs Theorie lokalisotroper Turbulenz ist die Dynamik der
Feinstruktur, d. h. der kleinsten Turbulenzstrukturen, vollstéindig durch die
kinematische Viskositét v ="~ [m?/s] und die turbulente Dissipationsrate ¢
[m?/s®] bestimmt (vgl. ROTTA, 1972). Damit folgt aus einer Dimensionsana-
lyse fiir das Léngenmafl der kleinsten Turbulenzstrukturen, das sogenannte

! Zitat nach GERTHSEN und VOGEL (1997)



20 2. Grundlagen

Kolmogorovsche Mikro-Léngenmafl [k

lK(g,t):( v )i (2.41)

e(z,t)

und fiir das entsprechende Kolmogorovsche Mikro-Zeitmaf ¢

U o\z
tr(z,t) = (6@7 t)) . (2.42)
In einer turbulenten Strémung eines Kontinuums ist bei moderaten Stro-
mungsgeschwindigkeiten das Kolmogorovsche Mikro-Léangenmaf [ stets we-
sentlich grofer als die untere Grenze fiir die Giiltigkeit der Kontinuumstheorie
(siehe hierzu die Abschétzung in HINZE, 1975), so daf} eine solche turbulente
Stromung durch dieselben Kontinuumsgleichungen beschrieben werden kann,
die auch fiir den nichtturbulenten (laminaren) Fall gelten. Dies bedeutet aber
nicht, dafl die Turbulenz ausschliellich ein Kontinuumsphédnomen sein mu#f.
Allerdings ist nicht bekannt, ob es z. B. in hochverdiinnten Gasen turbulente
Stromungen geben kann.

Die besonderen Eigenschaften der die Kontinuumsstrémungen beschreiben-
den Gleichungen, hier ist vor allem die Nichtlinearitdt zu nennen, erlauben
aber bei dem heutigen mathematischen Kenntnisstand nur eine numerische
Integration dieser Stromungsgleichungen, da die fiir eine analytische Losung
notwendigen Vereinfachungen, z. B. Linearisierung oder Reduzierung der Di-
mensionalitdt des Stromungsproblems; i. allg. und vornehmlich bei turbulen-
ten Stromungen nicht zuléssig sind.

2.2.1 Direkte numerische Simulation

Eine sogenannte direkte numerische Simulation (DNS) lost alle Léangen- und
Zeitskalen der turbulenten Stromung auf, so dafl bei dieser Integrationsme-
thode keine die Stromungsgleichungen ergéinzenden empirischen Annahmen
(Modelle) erforderlich sind. Gegenwirtig ist die DNS die einzige verfiigba-
re Methode, mit der im Rahmen der Rechengenauigkeit exakte Vorhersa-
gen und Analysen von turbulenten Stromungen moglich sind, was jedoch
genaue numerische Losungsverfahren voraussetzt. Die in einer DNS notwen-
dige Auflosung aller Langen- und Zeitskalen hat zur Folge, dafl wegen der
begrenzten Computerressourcen eine obere Schranke fiir die noch berechen-
bare Reynoldszahl eines Stromungsproblems existiert, was durch die folgende
Abschétzung fiir eine turbulente Stromung ohne Wandeinflu} (freie Turbu-
lenz) ersichtlich wird.
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Zwischen den grofien Turbulenzstrukturen (engl. large eddies), die den grof-
ten Anteil an der kinetischen Turbulenzenergie aufbringen, und den kleinsten
Turbulenzstrukturen, die den grofiten Beitrag zur turbulenten Dissipationsra-
te € liefern, besitzen turbulente Strémungen ein kontinuierliches Energiespek-
trum, das sich bei sonst gleichen Bedingungen mit steigender Reynoldszahl
weitet. Die Geometrie und der Energieinhalt des Stromungsfeldes bestim-
men die Langen- und Geschwindigkeitsmafle der grofften Turbulenzstruktu-
ren. Diese Mafle sollen im weiteren mit L bzw. U bezeichnet werden. Das
Zeitmafl T der grofiten Turbulenzstrukturen ergibt sich damit zu T'= %, und
die spezifische kinetische Energie der gréfiten Turbulenzstrukturen ist von der
Gréfenordnung U2, Diese Energie wird nach dem Konzept der Energiekaska-
de von den groflen Turbulenzstrukturen durch nichtlinearen Energietransfer
(Wirbelstreckung) an immer kleinere weitergegeben, bis sie, bei den kleinsten
Strukturen angelangt, in ungeordnete Molekiilbewegung (Wérme) iibergeht.
Die auf diese Weise pro Massen- und Zeiteinheit weitergegebene Energie ist

dann von der Gréflenordnung UTQ = L[;—QU = UTJ und entspricht der turbulenten
Dissipationsrate €, woraus sich die Beziehung
U3
€~ —

ergibt. Damit folgt fiir das Verhéltnis der Langenmafle der gréfiten und klein-
sten Turbulenzstrukturen

L Le”“ LU <LU)3/4_R63/4

L =L =

14

und fiir das Verhéltnis der entsprechenden Zeitmafe

~ € .

tx Uwvv2 Uy \ v

T Ler LU (L U)”2 _ R

Die Auflosungsanforderungen einer DNS bedingen, dafl die Maschenweiten
des numerischen Gitters nicht grofler als das Kolmogorovsche Mikro-Léan-
genmaf} [x sein diirfen, so dafl zur Auflésung eines Rechengebietes mit den
Abmessungen L x L x L mindestens

L 3
Ny = (-) ~Re”"
Ik

Gitterpunkte notwendig sind. Da die DNS eine zeitechte Simulation ist, mufl
neben dem Kolmogorovschen Mikro-Lingenmaf [ auch das Kolmogorovsche
Mikro-Zeitmaf t i aufgelost werden. Haufig ist jedoch der aus Stabilitatsgriin-
den geforderte Zeitschritt kleiner als das Kolmogorovsche Mikro-Zeitmaf3 .
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Dies gilt insbesondere bei expliziter Zeitintegration. In diesem Fall wird (fiir
den konvektiven Term) der maximal zulédssige Zeitschritt At durch die Be-
dingung

(]'ZXt f; Z&Jﬁnin ~ l}(

begrenzt, womit sich die Anzahl der mindestens fiir ein Zeitintervall der Léange
T benotigten Zeitschritte zu

T LU L 3/4
T= "~ o = Re
At Ulg Ik
berechnet. Nimmt man an, dal der Rechenaufwand fiir einen Zeitschritt pro-
portional zur Gitterpunktzahl ist, so steigt bei einer DNS der Rechenaufwand

mit
3/4 9/4

Nr Np ~Re’"Re’” = Re?
an, d. h., daf§ sich z. B. bei einer Verdoppelung der Reynoldszahl der Rechen-
aufwand der DNS verachtfacht. Daraus wird deutlich, dafl die DNS derzeit
nur auf Stromungsprobleme mit niedrigen Reynoldszahlen angewendet wer-
den kann.

2.2.2 Statistische Turbulenzbeschreibung

Die Unregelméafigkeit einer turbulenten Stromung zeigt sich im stochasti-
schen Verhalten ihrer Stromungsgrofien. Da jedoch die meisten turbulenten
Stromungen eine vorherrschende Grundbewegung besitzen, liegt es nahe, ei-
ne turbulente Stromung als Uberlagerung einer Grund- oder Hauptstromung
mit einer stochastischen Schwankungsbewegung aufzufassen. Seit den Unter-
suchungen von REYNOLDS (1895) ist es deshalb tiblich, die Stromungsgrofien
in einen Mittelwert und einen Schwankungswert, d.h. die Abweichung des
Momentanwertes von diesem Mittelwert, aufzuspalten

vi=(v)+v, p={+p". (2.43)

Hierbei sollen die eckigen Klammern statistische Mittelwerte und die Dop-
pelstriche Schwankungswerte (Fluktuationen) bezeichnen. I.allg. sind Mo-
mentan-, Mittel- und Schwankungswert einer Stromungsgrofie Funktionen
von Ort und Zeit. Mittelwerte der Stromungsgréfien konnen dann durch eine
Ensemble-Mittelung erhalten werden, wobei eine Mittelung iiber zahlreiche
Realisationen (Wiederholungen) desselben Stromungsvorgangs unter gleichen
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duBeren Bedingungen durchgefiihrt wird. Der Ensemble-Mittelwert (empiri-
sches Mittel) einer Grofe ¢ ist somit durch

N

(). t) = 1 e 1

a=1

definiert, wobei die Zahl N der mindestens benétigten Realisationen, um
einen stabilen Mittelwert zu erhalten, vom Problem und der gemittelten Gro-
Be abhéngt.

In Experimenten und numerischen Simulationen ist es oft zweckméBiger, an-
stelle einer Mittelung iiber zahlreiche Realisationen, eine Mittelung iiber ein
Zeitintervall wahrend einer Realisation durchzufithren. Der Kurzzeit-Mittel-
wert einer Grofle ¢ ist dann wie folgt definiert

t+1

(P)z,t) = % / o(z, 1) dt* .

t

Dabei muf} jedoch das Mittelungsintervall 7 klein im Vergleich zum charak-
teristischen Zeitmafl der statistisch instationdren Strémung und grof vergli-
chen mit den integralen Zeitskalen der Schwankungsbewegung gewéhlt wer-
den koénnen.

Bei in einer Raumrichtung homogenen Turbulenz kann in dieser Richtung
eine rdumliche Mittelung durchgefiihrt werden, die exemplarisch fiir die x3-
Koordinatenrichtung

(D), (1, 2,1) = Lig/¢(a:1,x2,$3,t) dxs (2.44)
L3

lautet, wobei Lgxy,z5) die Ausdehnung des Stromungsgebietes in der z3-
Koordinatenrichtung bezeichnet.

Aus den Definitionen fiir die Mittelwerte ergeben sich direkt die folgenden
Rechenregeln

(o0 =1(2), (o)x)=(2) 00 (2+x)={0)+X) -

Mit diesen Regeln sowie (2.43) folgt

(@) = (6= (0)) = (9) = {{#)) = 0
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und damit wiederum

(o) = (({@) +¢") (() + X)) = (&) (X)) + (&) X") + (¢ () + (@ X)
= (9) 00 + (0" X") -

Weiterhin erhalt man direkt aus den Definitionen fiir die Mittelwerte die

Rechenregeln
<%>_M <%>_3<¢>
815 n at ’ (9xj a &rj .

Einsetzen der Beziehungen (2.43) in die Gleichungen (2.39) sowie (2.40) und
anschlieSende Mittelung ergibt unter Beriicksichtigung der obigen Rechenre-
geln

9 (v) _
22, =0 (2.45)
bzw.
Ofu) Do)t () Ol) 1 0 (9l dlm)\ _
ot Oz, Oz, ox; Re Oz; \ Oz; ox;
(2.46)

Dies sind die bekannten Reynoldsschen Gleichungen, in denen neben dem
mittleren Druck (p) und der mittleren Geschwindigkeit (v;) auch der soge-
nannte Reynoldssche Spannungstensor o (v/’ vy ) auftritt (in (2.46) entfillt
die Dichte ¢ wegen der Normierung, siehe Anhang C), was zu einem Schlie-
Bungsproblem fiihrt, da das Gleichungssystem mehr Unbekannte enthélt als
Gleichungen zur Verfiigung stehen. Der Reynoldssche Spannungstensor stellt
das Bindeglied zwischen der mittleren Strémung und der turbulenten Schwan-
kungsbewegung dar, d. h. er entnimmt dem gemittelten Geschwindigkeitsfeld
diejenige kinetische Energie, die zur Aufrechterhaltung der Schwankungs-
bewegung notwendig ist. Um das SchlieBungsproblem zu lésen, mufl der
Reynoldssche Spannungstensor modelliert werden, wobei das SchlieBungsmo-
dell den mit der statistischen Mittelung verbundenen enormen Informations-
verlust kompensieren muf}. Dieser Informationsverlust wird deutlich, wenn

man den sogenannten Zweipunkt-Geschwindigkeitskorrelationstensor R;;
Rij(z,r,t) = (vi(z,t) vj(z +1,t)) (2.47)

heranzieht, der die Beziehungen zwischen den Fluktuationen zweier Ge-
schwindigkeitskomponenten an zwei Punkten des Raumes beschreibt. Mit
dem Tensor R;; lassen sich die integralen Langenmafle L;; )

1
v} (z,t) vj(z,1))

L(z’j,k;)(&, t) = < /RZ] (g, Tk, t) dry, (2.48)
0
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definieren, die als die Abmessungen der groflen Turbulenzstrukturen gedeutet
werden konnen. Der Reynoldssche Spannungstensor entspricht nun aber dem
Zweipunkt-Geschwindigkeitskorrelationstensor fiir » =0 und stellt folglich ei-
ne Einpunktkorrelation dar, die Abhéngigkeiten zwischen Fluktuationen an
verschiedenen Punkten des Raumes nicht erfassen kann. Somit enthalten die
Reynoldsschen Gleichungen infolge der statistischen Mittelung keine Infor-
mationen iiber die Langenskalen der turbulenten Strémung. Ein Turbulenz-
modell fiir den Reynoldsschen Spannungstensor mufl deshalb die Wirkung
aller Léngenskalen auf das mittlere Stromungsfeld beinhalten. Da jedoch die
groflen Skalen stark von der Geometrie des Stromungsfeldes geprégt werden,
leiden die heutigen statistischen Turbulenzmodelle unter ihrer geringen Uni-
versalitit. So ist die Anwendbarkeit eines bestimmten Modells meist auf eine
Klasse von dhnlichen Strémungsproblemen beschrankt. Weiterhin miissen oft
die Modellparameter an das jeweilige Stromungsproblem mittels empirisch
gewonnener Daten angepafit werden. Angesichts des erforderlichen Modellie-
rungsaufwands ist es ohnehin fraglich, ob jemals ein allgemeingiiltiges sta-
tistisches Turbulenzmodell gefunden werden kann, das dann auch noch mit
einem vertretbaren Mehrbedarf an Rechenarbeit auskommt.

2.2.3 Grobstruktursimulation

Bei einer Grobstruktursimulation (engl. large-eddy simulation, LES) werden
die groflen, von der Geometrie des Stromungsproblems abhéngigen Skalen der
turbulenten Stromung aufgeltst und lediglich die kleinen modelliert. Es wird
also eine Skalentrennung in aufgeloste Grobstruktur (GS) und zu modellie-
rende Feinstruktur (engl. subgrid-scale, SGS) durchgefiihrt. Dabei liegt die
Grenze fiir die Skalentrennung im sogenannten Tragheitsunterbereich (engl.
inertial subrange) des Energiespektrums der turbulenten Strémung. Dieser
Bereich existiert im Energiespektrum bei groflen Reynoldszahlen und ist von
Viskositéts- und dueren Effekten wie Stromungsfeldberandungen, Volumen-
kriften sowie Anfangsbedingungen unbeeinflufit. Der im Bereich vorhandene
Energietransfer findet ausschliellich durch den weiter vorn im Text beschrie-
benen Kaskadenprozef3 statt und der Energieflul dieses Prozesses entspricht
gerade der turbulenten Dissipationsrate €. Die Turbulenzstruktur im Trég-
heitsunterbereich kann somit als lokalisotrop angenommen werden, was die
Modellierung der Feinstruktur und deren Wechselwirkung mit der Grobstruk-
tur enorm erleichtert. Deshalb ist, zumindest wenn diese Voraussetzungen
erfiillt sind, ein Feinstrukturmodell wesentlich universeller einsetzbar als dies
ein Modell im Fall der statistischen Turbulenzbeschreibung sein kann.
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Die Skalentrennung entspricht einer Tiefpaffilterung der Stromungsgrofen,
wobei eine Filterung in allen drei Raumrichtungen sowie zusétzlich in der
Zeit erfolgen kann. Eine zeitliche Filterung ist jedoch nur in seltenen, hier
nicht behandelten Fillen notwendig (siehe z. B. ALDAMA, 1990), weshalb in
der vorliegenden Arbeit eine rein rdumliche Filterung ausreichend ist. So-
lange die Turbulenz eine Folge nichtlinearer, konvektiver Mechanismen ist,
kann die Filterung einer Stromungsgroe ¢ nach LEONARD (1974) durch ein
Faltungsintegral definiert werden

3
D21, T9, T3, 1) = holxa — 2%, Ay 2,2, b t) doldadde |
o 1, L2, T3 10T20T 3
Vv a=1

wobei sich der Integrationsbereich V' iiber das Strémungsgebiet erstreckt.
he bezeichnet eine Filterfunktion und A, die Filterweite in Richtung der
Raumkoordinate x,. Die Filterweiten A, legen die Grofle der kleinsten auf-
gelosten Strukturen fest. Um zu gewéhrleisten, dafl eine konstante Grofle bei
der Filterung reproduziert wird, miissen die Filterfunktionen h, die Normie-
rungsbedingung

3
/H ho(xy) dzydradrs =1
Vv a=1

erfiillen. Eine Stromungsgréfie ¢ kann somit durch eine Filterung in einen
Grobstruktur- und einen Feinstrukturanteil aufgespalten werden

$z,t) = Pz, t) + ¢'(z,1) .

Die Feinstrukturgrofie ¢'(x,t) stellt die Abweichung der Momentangrofie
¢(z,t) von der Grobstrukturgrofie ¢(z,t) dar. Dabei ist auch die Grobstruk-
turgroBe eine raumlich und zeitlich fluktuierende Grofle, weil durch die Tief-
paffilterung nur die kurzwelligen Anteile der Momentangrofie verlorengehen.
Deshalb gilt fiir eine Filterung, im Gegensatz zu einer statistischen Mittelung,
i. allg. die Ungleichung

o(z,t) # dla,t) .
Wird jedoch eine lineare Filterfunktion benutzt, so reproduziert die Filterung

eine bereits gefilterte Grofle. Ebenfalls folgt im Fall einer rein rdumlichen
Filterung die Identitét

o(t) = o(t)
AuBlerdem gilt dann immer

do(z,t)  9o(z,t)
o ot
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Das hierzu rdumliche Analogon ist aber nur bei konstanter Filterweite A
giiltig

Oz, t)  0o(z,t)
GHOSAL und MOIN (1995) zeigen, dafl im Fall einer veranderlichen Filterwei-
te A der Fehler infolge Vertauschens von Differentiation und Filterung (Kom-
mutationsfehler) von zweiter Ordnung in A ist. Ein Vertauschen der Opera-
tionen ist daher bei Verwendung von Finite-Differenzen-Verfahren zweiter
Ordnung im Rahmen der numerischen Approximation zuléssig

do(z,t)  dd(z,t)

, fiir A =const.

In einer LES werden die tiefpaf3-gefilterten Stromungsgleichungen geltst. Die-
se ergeben sich durch Filterung der Gleichungen (2.39) und (2.40) zu

pr— 2.4
G =0 (2.49)
b ov 0T 0p 1 0 (0T 0T
V; ’Uj U; P b V; Uj _
Wegen

U0 = (U5 + ) (U 4+ V) = T; 03 + U, v} + 0} T; + v} 0]
sind die Gleichungen (2.49) und (2.50) nicht geschlossen. In ihnen taucht die
Wirkung der kleinen Skalen in Form der Divergenz des Tensors der Fein-
strukturspannungen Fj; auf
anUZ' . 8@@7 i 817]1
8@- n 8@ (91;]- ’

mit
Fj; = v;0;, —v;v;

— 2 — 7 3 T !0y
= U; U; — U U; + 0 0 + V305 + v v (2.51)

P1oMELLI und CHASNOV (1996) vergleichen in ihrem Ubersichtsartikel die
drei gebrauchlichsten Filterfunktionen. In dieser Arbeit wird die Filterungs-
technik von SCHUMANN (1973) verwendet, die SCHUMANN (1975) als volume-
balance procedure bezeichnet hat. Diese Methode ist eng mit dem numeri-
schen Losungsverfahren verbunden und wird im folgenden in der hier verwen-
deten Form fiir ein kartesisches Koordinatensystem vorgestellt. Eine Anwen-
dung der Methode auf beliebige Koordinatensysteme ist jedoch prinzipiell
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moglich (siehe z. B. KRETTENAUER und SCHUMANN, 1992). Ausgangspunkt
des Verfahrens ist eine lineare Filterung der Stromungsgleichungen mit einem
raumlich nicht-isotropen Rechteck-Filter. Fiir die Filterung einer Stromungs-
gréfe ¢ ergibt sich somit

3
o(z,t) = / H ha(l‘a -z, Aa) ¢(£2, t) dledx;d:vg
Vv a=1

ﬂc1+f :62-&-* m3+

= / / / A A A, Az A3 (x t) drldrbdr| .

zlf— xzf— mng

Wenn die Filterweite A, gleich der entsprechenden Maschenweite Az, ge-
setzt wird, kann diese spezielle Filterung als eine Mittelung iiber das Ma-
schenvolumen AV = Ax; Azy Azs interpretiert werden

+ Lt Lt
$1 1‘2 CC3

1 . ,
= m/ / /(ﬁ(&, t) dl’gdl’zdl’l , it Aill'l:l'j —Z;

Ty Ty .1‘3

AV

wobei aus ¢(z,t) eine weiterhin zeitlich fluktuierende aber rdumlich ab-
schnittsweise konstante Funktion wird. Die Integration der Kontinuitédtsglei-
chung (2.39) iiber das Maschenvolumen AV ergibt

I1 1’2 xs

/ / /— dIngQdIl =0.

SCl Z‘Z Id

Diese Gleichung 148t sich durch partielle Integration auf die Form

J k
/ /Uz(xz =a7) —vi(z;=x;) deyde; | =0, (2.52)
mit 4, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 ,

bringen. Die Masche wird von den sechs Flachen

AA;(z;=const.) = AAf(z;=2]) = AA; (2, =27 ) = Azj Ay,

mit 4, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 ,
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begrenzt. Mit den Mittelwerten einer Grofle ¢ iiber diese Fliachen

e
AA_ 1
b= m / /qﬁ(mi:const.) dxpdz;

mit ¢, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 ,

kann die Gleichung (2.52) wie folgt dargestellt werden

i <AAZ- (AAiU_i(l’i:$;r) — AAiv_l-(xi :x;))> =0.

i=1

Fiihrt man noch den zentralen Differenzenoperator

¢z =2]) — ¢z, =a7)

5 = Az, , mit Az =2 —x; | (2.53)

i

ein, so erhélt man schlielich fiir die nach der Schumannschen Methode ge-
filterte Kontinuitatsgleichung (2.39) den Ausdruck

AV § T =0 . (2.54)

Damit erscheint es sinnvoll, die flichengemittelten Geschwindigkeitskompo-
nenten AAiv_i als Grobstrukturgroflen zu definieren, weil dann die Kontinui-
tatsgleichung (2.54) in exakter Weise durch eine numerisch auswertbare Diffe-
renzenformel ersetzt werden kann. Dies erfordert aber, daf§ die Grobstruktur-
grofien im numerischen Gitter versetzt angeordnet sind (siehe Abbildung 2.1).
Was fiir die Kontinuitétsgleichung gezeigt wurde, gilt entsprechend fiir jeden
Divergenzterm im Erhaltungssatz des Impulses (2.40). Das instationére Glied
fithrt jedoch fiir jede Koordinatenrichtung x; zu einem zusétzlichen Volumen-
mittelwert fiir die jeweilige Geschwindigkeitskomponente v;

oF af zd zF zf zd

1 T2 36)U. 9 1 T2 T3 9 A%T
u/pu/ﬂh/p atldh%(kﬂdel:::Eﬁj U/pu/ﬂu/pvidaguixQdaq = AV ot Z.
Ty Ty Ty Ty Ty Ty

Jeder dieser Volumenmittelwerte kann durch eine Grobstrukturgrofle ange-
nédhert werden, wenn die Komponente in z;-Koordinatenrichtung des Impuls-
erhaltungssatzes iiber eine Masche integriert wird, die in der x;-Richtung ver-
setzt angeordnet ist. Dabei wird diese Masche so gewéhlt, dafl ihre beiden
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| | m— C iy
| |
AA;__
] o ] o ] Uj
| |
[ [ e LV
€T, >
— — + +

Abbildung 2.1: Anordnung der Grobstrukturgréfen im kartesischen Git-
ter und Definition der versetzten Masche (strichlierter Be-
reich).

Fléchen AA@(:CZ:x[JZ]Z) sowie AAp,(z;=1x,) je einen numerischen Defi-

nitionspunkt des Drucks enthalten und die iibrigen von denselben Koordi-
natenflichen geformt werden, die auch die Masche fiir die Integration der
Kontinuitétsgleichung begrenzen (in Abbildung 2.1 der strichlierte Bereich).
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann nun der Mittelwert {iber

das Volumen der versetzten Masche = 0 ; naherungsweise durch die Grob-
strukturgroﬁe UZ' dargestellt werden

’L]’L

AV

v = A, Amj Are / / / ydrpdrjdr; , mit Ax[z]z—x [Z]Z

+
= Ax] Amk / / dxkdxj , mit x[] <z < xmz

+
x’
j fE

1 AA;__
W / /Ul(l’lzl’j) dl’kdl’] = Vi

mit ¢, j, k, ist Permutation von 1, 2, 3 .

Q
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Die Integration des konvektiven Terms iiber eine versetzte Masche liefert

=+ + +

Tl 7 xia T ay
v U(Z-)

/ / / dzpdxjdr; = / /(vZ v(i))x-:z"’.'. - (v,- U(i))x_:r___dxkdxj
81‘[ g [2]e z [¢]e

T @)

i P

+ / (”J‘ “(i))xj: + (Uj U(i))xj:x; dzxpdx;
x[_i]i Ty
ot gt

i *;

+ / /(v’c ”(i))xk:xz — (v 'U(i))xkzwg dr;dx;

T Ty

mit ¢, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3

3
3 (st (=1
=1

IR

mit ZEl+ :xml und z; :a:[?]l fir =1

= A‘/[l] 51AA[i]lUl v; .

Die hierin auftretenden nichtlinearen Terme AA“”vj v; legen eine Definition
der Feinstrukturgrofen in folgender Weise nahe

AA,_
vi="""Ui+v;,

womit man zunéchst
AA,

AA, . A 4\ (AA— .,

vjU; = < vj—l—vj v; v,

AA, AA, AA, AA
AAj— AAj— AAj— 1 Adj— T
= U; U; v+ v v; U; ;-

erhélt. Nachdem AA'jv_Z- einen Flachenmittelwert bezeichnet und somit iiber
die Flache A A, raumlich konstant ist, reproduziert sich dieser Wert bei einer
nochmaligen Filterung

vy AA;
Iy — I
vy = v; ,

woraus analog zur statistischen Mittelung die Beziehung

AA___ AA;
Adj— ! A, AA;__ TAA_—
v, = v; — v; = v; — v;, =0
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folgt. Damit ergibt sich schliellich fiir die nichtlinearen Terme

AA; AA;,__ AA,__  AA——
v =" T+ v

AA__
Der Ausdruck Jv;- v} stellt die unbekannten Feinstrukturspannungen dar.

Die Integration des Druckterms iiber eine versetzte Masche

Ty o
/ / /8x( dxpdrjdr; = / / JI:Z—JI:z]z p(xlzx[’m> dxpdzx;
L]L LL‘-

mit 4, 7, k, ist Permutatlon von 1, 2, 3

= AAy; ( p(ml—mﬁ ) — []p<$i:x[i]i)>

= AVZ} 51 miﬁ )

fithrt zu den flichengemittelten Druckgrofien A5, Alle diese Grofen lassen
sich wegen

Jr
J

A~ _
p(mz—x[i]i) N Ax] A:}:k // dxkdxj

~ i) drgdx; | mit x; < @ <x
AQ:JAa:k// RS ‘

+
x !
JI

xi k
1 AV
- — dzydxidx; =" p
Ax; Az Axy, ///p TRAL T P

mit 4, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 ,

als Mittelwert iiber das Volumen der entsprechenden nicht versetzten Masche
deuten, so daf} es vorteilhaft ist, A‘f‘o als weitere Grobstrukturgrofe (Unbe-
kannte des Gleichungssystems) einzufiihren. Letztendlich bedeutet dies, dafl
in jedem numerischen Definitionspunkt des Drucks (in Abbildung 2.1 sym-
bolisiert durch die ausgefiillten Kreise) die Approximationen

AAp—

AA AA
~ (21255 ~ [B135
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benutzt werden, was zumindest fiir nicht zu grofle Maschenweiten durch die
Richtungsunabhéngigkeit des Drucks gerechtfertigt wird. Zusammenfassend
lauten die nach der Schumannschen Methode gefilterten Stréomungsgleichun-

gen (2.39) und (2.40)
AA

o ;=0 (2.55)
bzw.
8AAiv_,~ - - AAp— N
1 AA[Z’]J'8 AA[i]ja
V; v
— = |9 — | +9; : =0. (256
Re J 8xj + J aqu ( )

Die Kontinuititsgleichung (2.55) ist, wie bereits bemerkt wurde, aufgrund
der getroffenen Wahl der Unbekannten AAiv_i exakt. In den Erhaltungssatz des
Impulses (2.56) wurde bislang nur die Néherung Avmv_i ~ Mig eingefiihrt. Das
Gleichungssystem ist jedoch in dieser Form noch nicht auswertbar. Am deut-
lichsten wird dies durch das Auftreten der unbekannten Feinstrukturspan-

AMu—— . . ) NI
v vl, die modelliert werden miissen. Weiterhin ist sofort

nungen Fj; = f

ersichtlich, dafl die flachengemittelten partiellen Ableitungen des Diffusions-
terms durch Approximationen dargestellt werden miissen. Dies gilt ebenfalls
fiir die GroBen ~7; sowie 7. Da die Gleichung (2.56) fiir eine versetzt
angeordnete Masche abgeleitet wurde, werden fiir die Darstellung der Gro-
Ben 255 die Unbekannten 977 auch an Stellen im numerischen Gitter
benotigt, an denen sie nicht definiert sind, was zusétzliche Interpolationen
erfordert. Ahnliche Probleme sind aber allen diskreten Losungsverfahren ei-

gen.

2.2.4 Feinstrukturmodelle

In den tiefpafl-gefilterten Stromungsgleichungen treten, wie in dem vorherge-
henden Abschnitt gezeigt wurde, die unbekannten Feinstrukturspannungen
F;; auf. Deren Wirkung muf}, damit ein geschlossenes und somit lésbares Glei-
chungssystem vorliegt, durch ein Modell mit Hilfe der Grobstrukturgréfien
beschrieben werden. Dafiir gehen zahlreiche Feinstrukturmodelle von Analo-
gien zu statistischen Modellen aus, wobei der Wirbelviskositétsansatz

1
aty = Fij = 5 Flw 0y = =21 555
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am héufigsten verwendet wird. Hierin bezeichnet 5;; den Grobstruktur-De-
formationsgeschwindigkeitstensor

1 (om  om
S“"Q(axj+ehh) (257)

und v, die Wirbelviskositét (engl. eddy-viscosity). Dieser Ansatz model-
liert nur den deviatorischen (divergenzfreien) Anteil 4;; des Tensors der
Feinstrukturspannungen Fj;, da bekanntlich fiir inkompressible Stromungen

55 = ?97@7 =0 gilt. Der isotrope Anteil, die Normalspannungen —% Fyr o

ij wird
gewoOhnlich dem Druck zugeordnet. Um die Losung zusétzlicher Gleichungen
zu vermeiden, wird in diesen Modellen die Wirbelviskositét meist algebraisch

berechnet.

2.2.4.1 Smagorinsky-Modell

Das Feinstrukturmodell von SMAGORINSKY (1963) ist der Vorldufer aller
Spannungsmodelle und wird noch immer sehr oft verwendet. Es beruht
auf der Hypothese, daf fiir die Feinstrukturenergie L = % F;; ein Gleich-
gewicht zwischen Produktion und Dissipation herrscht (vgl. PIOMELLI und
CHASNOV, 1996)

W alﬂj ax]’ 827]' 8:1:j .

Die Giiltigkeit dieser Hypothese setzt jedoch die Existenz eines Tragheits-
unterbereiches im Energiespektrum der turbulenten Stromung voraus, was
grofle Reynoldszahlen bedingt. Aus einer einfachen Dimensionsanalyse er-
hélt man nun mit dem Langenmaf [, das noch abgeschétzt werden muf, die
Beziehung

(Twdv_omowmy kT
Ozr;0x;  OzjOx; [

womit fiir die Feinstrukturspannungen des Smagorinsky-Modells Syﬂj

SGS,; 3/2
sMy, S k
— dFijSij =205 555~ ——

l
folgt. Setzt man darin fiir die Wirbelviskositit v; [m?/s] die Abschétzung

sas, 1/2

I/tNl k
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ein, so erhilt man den Ausdruck
segs, /2 __ _ sas,;3/2
2 l2 k Sij Sig ™ k
. . . . . SGS
und somit fiir die Wurzel aus der Feinstrukturenergie = %

sas, 1/2 p——
k Nl\/QSijSij.

Da die aktivsten nichtaufgelosten Skalen nahe bei der Grenze der Skalentren-
nung liegen, stellt die Filterweite A ein geeignetes Léngenmafl dar, so dafl
mit der Smagorinsky-Konstanten Cy

l=CsA

gesetzt werden kann. Damit erhélt man fiir die Feinstrukturspannungen des
Smagorinsky-Modells Sgﬂj
“iFi = =255 = —2(Cs A’ /250, 5im 555 -

Weil die Konstante Cy reel ist, wird durch das Smagorinsky-Modell zu je-
der Zeit und iiberall im Stromungsfeld Turbulenzenergie von groflen zu klei-
nen Skalen transferiert. Der Wert fiir die Smagorinsky-Konstante Cg vari-
iert je nach Stromungsproblem zwischen 0,07 und 0,24. Fiir die Simulatio-
nen mit dem Smagorinsky-Modell wurde in der vorliegenden Arbeit nach
DEARDORFF (1971) Cs =0,1 gewéhlt. Im Fall der Schumannschen Filterungs-
technik entspricht die Filterweite A; in x;-Koordinatenrichtung ja gerade der
Maschenweite Az; in derselben Richtung. Haufig sind aber die Seiten einer
Masche im numerischen Gitter nicht gleich lang. Sofern die Maschenweite
nicht in einer der Koordinatenrichtungen beliebig klein wird, kann dann die
Filterweite A des Modells durch den Mittelwert

A = (Azy Az Azs)”’

bestimmt werden, der sich i. allg. bis zu Seitenverhéltnissen von 1:20 eignet.
Wenn die wandnahe Stromung aufgeldst werden soll, tritt mit dem Smago-
rinsky-Modell die Problematik auf, dafl das Langenmafl [ mit der Filterweite
A nicht rasch genug abklingt und somit zu hohe Feinstrukturspannungen
simuliert werden. PIOMELLI ET AL. (1988) haben daher eine Démpfungs-
funktion nach VAN DRIEST (1956) vorgeschlagen, mit der das Langenmaf
die folgende Form annimmt

—d+\
l:CSA l—eXp (2—5) .

Dabei bezeichnet d* =d v, /v den mit der Schubspannungsgeschwindigkeit v,
(Wandschubspannung 7, = o v?) und der kinematischen Viskosit#it v normier-
ten Wandabstand d.




36 2. Grundlagen

2.2.4.2 Dynamisches Modell

Gegeniiber dem Smagorinsky-Modell stellen die dynamischen Modelle einen
wesentlichen Fortschritt dar, weil bei diesen die Modellkoeffizienten nicht a
priori, sondern wihrend der Simulation als Funktionen des Ortes aus dem
Energieinhalt der kleinsten, gerade noch aufgelosten Strukturen bestimmt
werden. Das dynamische Wirbelviskositdtsmodell von GERMANO ET AL.
(1991) beruht auf der Einfithrung zweier dreidimensionaler Filter Gy und
Gr unterschiedlicher Filterweite Ay bzw. Ap, fir die Ay <Ap gilt. Meist
wird Ap =2 Ay gewéhlt. Damit ergeben sich die gefilterten Gréfien

Ti(a,t) = / Gz, ', Ay) v(2!, t) dadaydzy
1%

Tz, t) = / Gp(z, 2', Ap) vi(z', t) dadalyda .
Vv

Mit dem Filter Gy werden die Grob- und Feinstrukturgrofien definiert, wes-
halb dieser auch als Simulationsfilter bezeichnet wird. Aus den Grobstruktur-
groffen werden dann durch weitere Filterung mit dem sogenannten Testfilter
Gr neue Variablen, u.a. die Modellkonstante, bestimmt. Die Filterung der
Stromungsgleichungen mit dem Simulationsfilter Gy liefert also die Feinstruk-
turspannungen F;;

F, :fm_fv_ifv_j'

Nochmalige Filterung der Gleichungen mit dem Testfilter G fithrt zu dem
Spannungstensor T;;
F________ F__ F___
Ty= wv— w
Sowohl Fj; als auch T;; sind unbekannt. Zwischen beiden Tensoren besteht
jedoch die Identitét

. FE_F__

Tij — FF_ZJ = i vy - iy 5 = Ly (2.58)

durch die T;; und Fj; miteinander verkniipft sind und die dazu dient, eine
lokale Modellkonstante zu definieren. Dafiir werden Fj; und T;; auf gleiche
Weise parametrisiert

1
Fij = 5 P 0y = =2 CAF A\ 2781 5 53 = —2Cay (2.59)
1 F_____ E F.
Ty — 3 T by = =200V 2 iy 51 555 = —208; . (2.60)
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In beiden Gleichungen hat C' denselben Wert, wodurch die Skalenédhnlichkeit
zum Ausdruck kommt. Einsetzen von Gleichung (2.59) und (2.60) in die
Identitét (2.58) liefert den deviatorischen Anteil des Tensors L;;

Lij=Lij — % Lix6;j = —2CBi; +2 Cay; . (2.61)
Da C unter dem Filterungsoperator erscheint, stellt die Gleichung (2.61) ein
System von 5 unabhéngigen Integralgleichungen fiir die eine Funktion C' dar.
Zieht man C vor den Operator, was an sich nicht zuléssig ist, dann erhélt man
ein iiberbestimmtes System von 5 algebraischen Gleichungen. LiLLy (1992)
16st dieses Problem, indem er C' so wahlt, daf§ die Summe der Quadrate der
Residuen Ej;

F P Jo
minimal wird. Dies fiihrt zu folgendem Ergebnis fiir C'

1 iLij (B — "a5;)
C =—= :
&) 2 (B — "a) (B — "aw)

Der auf besagte Weise berechnete Koeffizient C' kann entweder positiv oder
negativ sein. Ein negativer Wert entspricht lokal negativer Wirbelviskositét,
d.h. einem Energietransfer von kleinen zu grofien Skalen (backscatter), was
durchaus wiinschenswert ist. Die DNS einer Kanal- bzw. Rohrstromung zeigt
ndmlich in Wandnédhe einen lokalen, immer wieder nur kurz andauernden
Energietransfer in Richtung kleiner und grofler Skalen. Dabei sind die entge-
gengesetzten Energiestrome von nahezu gleicher Gréfenordnung, mit einem
leichten Ubergewicht des Transfers zu kleinen Skalen, woraus sich der richti-
ge statistische Mittelwert ergibt. Die Anwendung der Formel (2.62) in einer
LES bewirkt aber, dafl die Simulation instabil wird, was auf eine groflie Au-
tokorrelationszeit (GHOSAL ET AL., 1995) der Grofle C' zuriickzufiihren ist.
Wenn C' einmal negativ ist, bleibt dieser Zustand &uflerst lange erhalten,
wodurch die Geschwindigkeitsschwankungen lokal exponentiell anwachsen.
Sofern die Strémung eine homogene Richtung besitzt, kann das Stabilitéts-
problem behoben werden, indem Zahler und Nenner in Gleichung (2.62) tiber
diese Richtung gemittelt werden. Fiir den Fall einer in x3-Koordinatenrich-
tung homogenen Stromung folgt mit dem Mittelungsoperator nach Gleichung
(2.44) die Formel

(2.62)

1 (aLij (B — "a@5)),,
2 (B — ") (B — "am))

T3

C(ZL‘l,IQ,t) = —
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Jede statistische Mittelung dieser Art unterdriickt jedoch den Energietransfer
von kleinen zu groflen Skalen und macht damit das Feinstrukturmodell zu
dissipativ.

2.3 Numerisches Losungsverfahren

Die in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Grobstruktursimulationen
wurden mit dem Stromungsloser MGLET berechnet. Dieses Programm ent-
stand in der Arbeitsgruppe von Prof. Wengle an der Universitiat der Bundes-
wehr Miinchen und wird seit einigen Jahren in Kooperation mit der Gruppe
von Prof. Friedrich an der TU Miinchen weiterentwickelt. In MGLET werden
die in einem kartesischen Koordinatensystem dargestellten Stromungsglei-
chungen gelost, so dafl die urspriingliche Programmversion nur die Um- oder
Durchstromung von Korpern gestattete, deren Oberflichen mit den Koordi-
natenebenen zusammenfiel. Gekriimmte Korperkonturen mufiten durch einen
stufenformigen Verlauf angenédhert werden. Um diesen Nachteil zu beheben,
wurde von TREMBLAY (2001) eine Methode zur Behandlung beliebig ge-
formter Korper implementiert, deren wesentliche Details im Abschnitt 2.3.2
vorgestellt werden. Die Methode wurde anhand der turbulenten Rohrstro-
mung sowie der Zylinderumstromung validiert und in einigen Simulationen
erfolgreich eingesetzt (TREMBLAY ET AL., 2000). Bislang fehlten aber Erfah-
rungen in der Anwendung bei der Umstromung von schlanken Koérpern mit
scharfen Kanten. Deshalb wurde im Rahmen dieser Arbeit fiir die Profilum-
stromung eine Vergleichsrechnung mit dem Stromungsloser DeFT durchge-
fithrt. DeF'T wird von der Arbeitsgruppe von Prof. Wesseling an der TU Delft
entwickelt. In diesem Programm werden die Stromungsgleichungen fiir eine
koordinateninvariante Darstellungsform gelost, d. h. die Gleichungen werden
in einem allgemeinen krummlinigen Koordinatensystem dargestellt. Abgese-
hen von dem Zeitintegrationsverfahren reduzieren sich fiir ein kartesisches
Gitter die Gleichungen von DeFT auf diejenigen von MGLET, was auch
durch die Ergebnisse der Vergleichsrechnung fiir den minimalen turbulenten
Kanal (engl. minimal turbulent flow unit) bestétigt wird (MANHART ET AL.,
1998). Beiden Programmen liegt die Finite-Volumen-Methode mit versetzt
angeordneten Geschwindigkeitskomponenten zugrunde. Die Integration der
Stromungsgleichungen erfolgt sowohl in MGLET als auch in DeFT mit Hilfe
eines Druckkorrektur-Verfahrens. Die bekanntesten Vertreter dieser Gruppe
von Verfahren sind wohl die Projektionsmethode von CHORIN (1968) und
die MAC-Methode von HARLOW und WELCH (1965). Ein Vergleich dieser
Verfahren findet sich z. B. in (PEYRET und TAYLOR, 1983). Grundlage aller
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Druckkorrektur-Verfahren ist ein Fundamentalsatz der Vektoranalysis, der
besagt, daf} sich jedes Vektorfeld ¢ unter den in (SOMMERFELD, 1978) ge-
nannten Voraussetzungen in einen quellenfreien Anteil q@ und einen wirbel-
freien Anteil ¢ zerlegen laft

Q:qg+w9,mit V~£:O und Vx ¢=0.

Der wirbelfreie Vektor ¢ kann wegen V x VW =0 aus einem skalaren Po-
tential ¥ abgeleitet werden

L& = —VV + const.
Damit folgt dann aus der Zerlegung
¢ = qiﬁ — VV + const. (2.63)

und daraus wiederum

Vp=-V-V¥.

Mit den letzten beiden Gleichungen kénnen die Losungen fiir die Massen-
und Impulsbilanz entkoppelt werden, was die Konstruktion eines effizienten
Losungsverfahrens ermoglicht.

Die rdumliche Diskretisierung erfolgt in beiden Programmen mittels zentraler
Differenzen zweiter Ordnung. In den folgenden Abschnitten werden diejeni-
gen Kigenschaften der Programme behandelt, in denen sie sich unterscheiden
und die fiir die durchgefithrten Simulationen relevant sind. Vor allem das
Programm DeF'T bietet wesentlich mehr Moglichkeiten an als in dieser Ar-
beit bendtigt wurden. Der interessierte Leser wird hierfiir auf (WESSELING
ET AL., 1998) verwiesen. Fiir MGLET wird die Dissertation von WERNER
(1991) empfohlen.

2.3.1 MGLET

In dem Programm MGLET werden die Stromungsgleichungen (2.55) und
(2.56) gelost. Wie bereits im Abschnitt 2.2.3 dargelegt wurde, ist das Glei-
chungssystem in dieser Form noch nicht 16sbar. So fiihrt der Konvektionsterm
von Gleichung (2.56) auf die unbekannten Flichenmittelwerte

AAp;

— A4
v; ,

Adpp—  AAp

i - AA —
]ij , Uk, ]Jvi ’ []kU'

()

mit 4, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 .
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Tj
) Sm3(4, 3, k) AA““@’JQ‘L 3. k) TUT(i41, 5,k
| |
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Pt 5.k) p(i+t3,k)
| - |
A (i §—1,k)
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Azi(i)j, k) — *

Abbildung 2.2: Bezeichnungen im numerischen Gitter.

Diese Gréflen werden in MGLET mit den Bezeichnungen nach Abbildung 2.2
wie folgt angendhert

A, . . AA_, . .
Hvi(laJak) ~ vi(17J>k)

Am[l]l(17J7k) AAl’U_z(l—i_l’Jak) — AAiU_i(ivjak)

L Ary(i+1,3.k) ’
- 1 j
Mgt g ~ g (MU + () |
, 1
ST, 3,0 & 5 (YUTREL 5K + AAkv—k(i, 3.9) .
- 1
ML 3k) & 5 (YU L) + YT 5K
, 1
s, 110 ~ L (4583 0+ 6, 5.).
mit ¢, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 .

Aus diesen Beziehungen folgen die Néherungen fiir die Groflen an den ge-
geniiberliegenden Maschenfldchen, indem der entsprechende Zéhlindex (i, j
oder k) um eins reduziert wird, also z. B.

AA

Z]jv_i(i7j_1ak) ~ <AAiU_i(i7jak) + AAiU_i(ivj_lak)> ’

N | —
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Da in MGLET die Begrenzungsflichen der nicht versetzten Maschen genau
in der Mitte zwischen zwei Definitionspunkten des Drucks liegen, gelten die
einfachen arithmetischen Mittelwerte auch im Fall eines nicht dquidistan-
ten Gitters. Diese Wahl der Begrenzungsflichen hat jedoch zur Folge, daf3
der Definitionspunkt des Drucks i. allg. nicht in der Mitte der Masche liegt.
Die flachengemittelten partiellen Ableitungen des Diffusionsterms werden zu-
néichst durch die Approximationen
Adi

AAy; - 15
[]jaﬂi P AA[l]],U—i ]8?}3‘ N o AAM],U_]'
Oz, oxj Oz; Oz;
dargestellt, die dann in folgender Weise angenéhert werden
MM | e UL 5 (L 5
- 1 ~
81'1‘ ' Axi(i—l—lvj?k) ’
o M\ AT, 1K) — AT, 5, k)
8— (17 Js k) ~ A 17 ’
z; 55(1, 3, k)
0T (5 )~ T30 = U5 K)
J—— 1 ~
ox; ) Azpi(i, j, k)
AA

(
(8“%—1. ST 3 k1) — (L 5, K)

b

I

Y E k) ~ —
8$k ( ] ) Ax[k]k(ln]vk)

(aMW_U_k ST k) = (L 5. K)

i,j,k) =
85177; ( ) ) Ax[l]l(la J?k) 7
mit ¢, 7, k, ist Permutation von 1, 2, 3 .

Damit werden fiir die Diskretisierung des Diffusionsterms von Gleichung
(2.56) die Grobstrukturgréfien an denselben Stellen im numerischen Gitter
benotigt wie fiir den diskretisierten Konvektionsterm (siche Abbildung 2.3).
Den Ausfithrungen des Abschnitts 2.2.3 gemafl folgt fiir die Groflen des
Druckterms A A

P13, k) & TP(i41,5,k) -
Nach der rdumlichen Diskretisierung erhélt man die Gleichungen

A

5 — Kt Dit+ P

wobei K;, D; und P; fiir den diskretisierten Konvektions-, Diffusions- bzw.
Druckterm stehen. Diese werden mit dem expliziten Leapfrog-Zeitintegrati-
onsverfahren

Mgt = S0 g g S g g (KP4 D 4 P (2.64)
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Abbildung 2.3: Diskretisierungssterne des Programms MGLET fiir den

Diffusions- bzw. Konvektionsterm (links) sowie den Druck-
term (rechts) der Komponente in z;-Koordinatenrichtung
von Gleichung (2.56).

mit ¢® = @(t =n At), gelost. Besagtes Verfahren ist von zweiter Ordnung
genau, benotigt aber zum Starten einer Simulation einen expliziten Euler-
Schritt. AuBerdem muf} jeweils nach zirka 47 Leapfrog-Schritten ein Mitte-
lungsschritt durchgefiihrt werden, um 2At¢-Oszillationen zu vermeiden, die
bei diesem Verfahren auftreten koénnen. Somit ergeben sich je nach Zeit-
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schrittverfahren fiir die Parameter fi, fo, f3 und [ von Gleichung (2.64) die
Werte nach Tabelle 2.1. Fiir das Druckkorrektur-Verfahren wird entsprechend

Tabelle 2.1: Parameter des Leapfrog-Zeitintegrationsverfahrens.
Schritt fil fo f3 [
Euler 0 1 At |0
Leapfrog 1 0 2At |1
Mittelung || 0,5 | 0,5 | 1,6 At | 1

der Gleichung (2.63) die Zerlegung
A = St _ 5.0 4 const. (2.65)

gemacht. Daraus folgt mit der Geschwindigkeit

:fl

AA;__ AA
%)

T g o M gy (KP4 DR 4 )

die i. allg. die Kontinuitatsgleichung nicht erfiillt, fiir den diskreten Gradien-
ten des skalaren Potentials ¥ der Ausdruck

50 = Mgt _ AMim6) 4 const,

= f4 (P.(HH) — P.( )> + const.

7

= —f30 (AAZ_ ) AAi]_?(n)> + const. (2.66)

Da die Geschwindigkeit zum neuen Zeitpunkt quellenfrei sein soll,
5,24 m;0+D) =0, fithrt die Divergenz von der Zerlegung (2.65) nach Ein-
setzen der Gleichung (2.66) auf die diskrete Poissongleichung fiir den neuen
Druck 24+t

51;AAiU_i(*) — fs §iéi<AAi]_9(n+l) _ AAiﬁ(n)) ) (2.67)

Die zur Berechnung der linken Seite dieser Gleichung notwendigen Geschwin-
digkeitskomponenten sind in der Abbildung 2.4 dargestellt. In den Simula-
tionen dieser Arbeit wurde fiir die Losung von Gleichung (2.67) ein iterativer
Loser verwendet, der auf einem Algorithmus von HIRT ET AL. (1975) be-
ruht. Mit dem neuen Druck ergibt sich dann die Geschwindigkeit zum neuen
Zeitpunkt aus der Korrekturbeziehung

AAi_ (g AAi_(qy AAi_(pn
5t — — f46 ( plty) _ A )) .
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2.3.2 Behandlung beliebig geformter Koérper im
kartesischen Gitter

2.3.2.1 Beschreibung des Verfahrens

In einem kartesischen Gitter kénnen ohne besondere Mafinahmen die Kontu-
ren beliebig geformter Koérper nur durch einen stufenférmigen Verlauf angené-
hert werden. Um einen gekriimmten Korper auf diese Weise mit ausreichender
Genauigkeit darstellen zu konnen, mufl das numerische Gitter um den Kor-
per entsprechend verfeinert werden. Dies kann bei grofler Kriimmung zu einer
unnotigen Verdichtung der Gitterpunkte fithren. Aus diesem Grund wurden
unterschiedliche Verfahren entwickelt, die diesen Nachteil beheben sollen. Ei-
ne ganze Gruppe solcher Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dafl bei die-
sen Verfahren die von der Korperoberfliche geschnittenen Maschen nach der
Art des Schnittverlaufes in unterschiedliche Klassen eingeteilt werden (sie-
he z. B. YANG ET AL., 1999), so dafl im Losungsalgorithmus zwischen einer
Vielzahl verschiedener Maschentypen unterschieden werden mufl, was den
Algorithmus stark verkompliziert und die Rechengeschwindigkeit herabsetzt.
Deshalb wurde hier bewuft eine Methode gewéhlt, bei der eine solche Unter-
scheidung nicht getroffen werden muf. In dem verwendeten Algorithmus, der
denen von GULLBRAND ET AL. (1997) und BUNGARTZ ET AL. (1999) dhnelt,
werden die Maschen, die von der Korperoberfldche geschnitten werden oder
sich im Korperinneren befinden, samt ihrer Druck- und Geschwindigkeits-
grofien geblockt, d. h. nicht zur Berechnung der Losung herangezogen (siehe
Abbildung 2.4). Um den Einflu} des Korpers auf das Stromungsfeld richtig
wiederzugeben, werden die zur Berechnung der nicht geblockten Maschen be-
notigten Geschwindigkeitsgrofien der geblockten Oberflichenmaschen durch
Interpolation bzw. Extrapolation berechnet, wobei die Geschwindigkeit auf
der Korperoberflache beriicksichtigt wird, so dafl die Haft- und Undurchlés-
sigkeitsbedingung erfiillt sind.

Die Bestimmung der geblockten Maschen findet in einem Vorlauf statt. Da-
fiir wird die Kérperoberflache durch eine geniigend grofie Anzahl von ebenen
Dreiecksflichen angenéhert. Eine dieser Flichen habe die drei Eckpunkte
mit den Koordinaten B:R-(P w1, Py, ixg) und den zugehorigen Ortsvek-
toren zp, (siehe Abbildung 2.5). Ein Punkt P =P (%1, 5, fz3) auf dieser

Dreiecksfliche mit dem Ortsvektor zp erfiillt dann die Gleichung

(zp —zp) - ((zp, — z5) * (zp, —25)) =0.
Daraus erhélt man die Gleichung fiir die Ebene durch die Dreiecksfléche

a (1?1'1 — Pl.Tl) +b (PIEQ — Pll'z) +c (P$3 — Plil?g) =0 s



2.3. Numerisches Losungsverfahren 45

e—e Korperoberflache
- geblockte Masche der Korperoberflache

geblockte Masche im Korperinneren

A geblockte Geschwindigkeitsgrofien

Abbildung 2.4: Diskretisierungsstern des Programms MGLET fiir die dis-
krete Poissongleichung (2.67) sowie Verdeutlichung der ge-
blockten Maschen und Geschwindigkeitsgrofien.

mit

= (Mg — Mmy) (Mg — Mag) — (Mg — Dag) (Prg — M)

a
b= (s — Das) ("o — Toy) — (P — D) (Ps — M)
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X2

P

€3

Abbildung 2.5: Dreiecksfliche zur Darstellung eines Teilbereiches einer
Korperoberfléche.

c = (P2x1 - Pl:cl) (P3x2 — Pla:Q) — (P2:c2 — Plxg) (P3a:1 — Plxl) .

Die im Mittelpunkt? C = C’(%h @, 6363) einer Masche startenden Koordina-
tenlinien (sieche Abbildung 2.6) durchstoBen diese Ebene in den Punkten

_ P _ P
Dy = D, b(%z le)a C(% 1:1:3) +P1$1,%2,Cx3> )
_ P _ P
Dy = Dy %y, : (%1 1951)() - (%3 11763) + My, %3> )
_ P _ P
Dy = D3| %1, %o, . (%1 13:1)0 b(C‘EQ 1952) +P1x3>

Wenn einer dieser Durchstofpunkte D; sowohl innerhalb der Masche als auch
der Dreiecksflache liegt, wird die Masche geblockt. Ob sich ein bestimmter

2 In den durchgefiihrten Rechnungen wurde statt des Maschenmittelpunktes C' der De-
finitionspunkt des Drucks verwendet. Der dadurch resultierende Unterschied ist aber
fiir das im Bereich des Tragfliigelprofils nahezu dquidistante Rechengitter vernachlés-
sigbar.
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X2

/
T3 D3

Abbildung 2.6: Zur Bestimmung der DurchstofSpunkte D;.

Punkt auf der Dreiecksflache befindet, kann mit Hilfe der Bedingungen
m-d>0

iiberpriift werden. Dabei bezeichnet n den Normalenvektor der dem Eck-
punkt P, gegeniiberliegenden Dreiecksseite und d den Vektor vom Mittel-
punkt dieser Seite zum betrachteten Punkt (in der Abbildung 2.7 der Durch-
stoBpunkt D;). Die Normalenvektoren ‘n kénnen hierfiir wie folgt berechnet
werden

'n = ((zp, —zp,) % (2p, —2p,)) % (2p, —2p,)
n = ((zp, —zp,) % (zp, —2p,)) * (zp, —2p,)
n = ((zp, —zp) x (zp, —2p,)) % (25, —28,) -

Nachdem sémtliche Maschen der geschilderten Vorgehensweise unterzogen
wurden, sind alle Oberflichenmaschen geblockt. Die Maschen im Inneren des
Korpers kénnen durch einen einfachen Algorithmus gefunden werden, indem
eine bekannte Masche auflerhalb des Korpers angegeben wird. Ausgehend von
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Py

P,

Abbildung 2.7: Zur Bestimmung ob ein DurchstoSpunkt D; innerhalb einer
Dreiecksflache liegt.

dieser Masche werden jeweils die nicht geblockten Nachbarmaschen markiert,
so dafl am Ende alle nicht markierten Maschen innerhalb des Korpers liegen
und geblockt werden miissen.

Die Interpolation bzw. Extrapolation der benttigten Geschwindigkeitsgrofien
der geblockten Maschen erfolgt mittels Lagrangescher Polynome der Ordnung

Nora =3
Nord+1 ]\/vord"'1 (bx _ nx)
b, — 1 1 m )
o= (T ()
m=1 n=1,n#m
In der Abbildung 2.8 ist der Fall fiir eine Interpolation dargestellt. Falls
eine geblockte Grofle entlang mehr als einer der x;-Koordinatenrichtungen,
Nyir > 1, interpoliert bzw. extrapoliert werden kann, wird jede der Richtungen
mit dem entsprechenden Faktor f; gewichtet

2.3.2.2 Anpassung fiir schlanke Koérper

Um zu testen, ob der verwendete Algorithmus zur Behandlung beliebig ge-
formter Korper in einem kartesischen Gitter auch bei der Umstromung von
schlanken Korpern mit scharfen Kanten eingesetzt werden kann, wurde ei-
ne Vergleichsrechnung mit dem Stromungsloser DeFT (siehe weiter unten
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Korperoberfliache
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Abbildung 2.8: Zur Interpolation einer geblockten Unbekannten.

im Text) durchgefithrt. Dafiir wurde die in Abschnitt 3.1 vorgestellte Stro-
mungskonfiguration ausgewihlt. Wegen der groflien Arbeitsspeicher- und Re-
chenzeitanforderungen des Programms DeF'T konnte jedoch nur eine zweidi-
mensionale Profilumstromung bei sehr niedriger Reynoldszahl simuliert wer-
den. Da die mit den beiden Strémungslosern erhaltenen Ergebnisse sehr gute
Ubereinstimmungen gezeigt haben, soll hier auf diesen Vergleich nicht weiter
eingegangen werden.

Vergleiche mit dreidimensionalen Simulationen bei der Reynoldszahl
Re=20000, die vom Kooperationspartner Herr Jovi¢i¢ am Lehrstuhl fiir
Stromungsmechanik der Friedrich-Alexander Universitéit Erlangen-Niirnberg
im Rahmen des Themenkreises 5 des DFG Schwerpunktprogramms ,, Tran-
sition mit dem Programm LESOCC berechnet wurden, zeigten jedoch
zunéchst unerklérliche Unterschiede in den Ergebnissen. LESOCC ist wie
DeFT ein Stromungsloser fiir korperangepafite Rechengitter, jedoch im
Gegensatz zu DeFT, mit zellzentrierter Variablenanordnung.

Eine genauere Untersuchung des in MGLET implementierten Algorithmus
zur Behandlung beliebig geformter Korper ergab, dafl im Bereich der Hinter-
kante des Profils die zur Berechnung der geblockten Unbekannten verwende-
ten Groflen nicht richtig bestimmt wurden. So wurden an mehreren Stellen
Groflen von der gegeniiberliegenden Profilseite zur Berechnung herangezo-
gen. Ein typischer Fall ist in der linken Hilfte der Abbildung 2.9 dargestellt.
Deshalb wurde der Algorithmus unter Verwendung des Normalenvektors der
Korperoberfliche derart abgeédndert, daff nur noch Groflen von der zur Ober-
fldche richtig orientierten Seite des Stromungsgebietes verwendet werden (sie-



50 2. Grundlagen

Abbildung 2.9: Darstellung der zur Berechnung der geblockten Unbekann-
ten (weifl mit rotem Rand) verwendeten Gréfen, links ohne
die Anpassung fiir schlanke Korper und rechts mit der An-
passung fiir schlanke Korper.

he rechte Hélfte der Abbildung 2.9).

Der Unterschied, der sich durch die Anderung des Algorithmus in den Si-
mulationsergebnissen zeigt, ist exemplarisch anhand des Verlaufs des mittle-
ren Druckbeiwertes (C,) in Abbildung 2.10 dargestellt (zur Bestimmung von
(C,) siehe Abschnitt 3.1). Dort fallt besonders der eigentiimliche Verlauf an
der Hinterkante bei der Berechnung ohne die Anpassung fiir schlanke Kor-
per auf. Die falsche Berechnung an der Hinterkante wirkt sich aber auch auf
den Verlauf der Saugspitze an der Profilnase aus. Dafl tatsdchlich die falsche
Bestimmung der zur Berechnung der geblockten Unbekannten verwendeten
Groflen fiir die Unterschiede zwischen den eigenen Ergebnissen und denen des
Programms LESOCC verantwortlich war, wurde durch einen anschlieBenden
erneuten Vergleich bestéitigt (JOVICIC ET AL., 2003).

Bei einer Simulation der oben genannten Stromungskonfiguration mit einer
spannweitigen Gebietserstreckung von 0,1 Profiltiefen fiihrte die Berechnung
ohne die Anpassung fiir schlanke Korper sogar zur Bildung einer Ablose-
blase an der oberen Kanalplatte im Bereich kurz nach der Profilhinterkante
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Abbildung 2.10: Vergleich des Verlaufs des mittleren Druckbeiwertes (C),)
der Berechnung mit Anpassung fiir schlanke Kérper mit
dem der Berechnung ohne Anpassung fiir schlanke Kor-
per.

(x/c~2,0). Diese Abloseblase trat bei der Berechnung mit der Anpassung
fiir schlanke Korper nicht mehr auf.

2.3.3 DeFT

Das Programm DeFT (Delft Flow and Transport) 16st die diskretisierte Form
der Stromungsgleichungen (2.35) und (2.36). Die Integration der Kontinui-
titsgleichung (2.35) iiber das Volumen einer Masche AV = J A& A2 A&3
ergibt

e & &
19

/ / 7 gg (Jv7) J dgdgtde! =
o2 e
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3 + fi
Z / / (Jvz)gi:gi - (J”Z)gizgg dgtde’ | =0,
=\ e

mit ¢, j, k, ist Permutation von 1, 2, 3 |

weshalb in DeFT die GroBen Vi=Jv’ als die Unbekannten des Problems
definiert werden. Die Diskretisierung des Impulserhaltungssatzes (2.36) fithrt
im zweidimensionalen Fall auf die in der Abbildung (2.11) dargestellten Dis-
kretisierungssterne. Im dreidimensionalen Fall sind die Unbekannten an ins-
gesamt 61 Stellen des numerischen Gitters erforderlich (fiir die Komponente
in ¢!-Koordinatenrichtung des Impulserhaltungssatzes sind 19 V*-Stellen, 16
V2-Stellen, 16 V3-Stellen und 10 p-Stellen notwendig). Die diskretisierten

52 A 52 3 52 4

— — T
——14 1 A —
¢ 3 ¢
—Vl
1 12
o D

Abbildung 2.11: Diskretisierungssterne des Programms DeFT fiir den
Konvektions-, Diffusions- und Druckterm (von links nach
rechts) der Komponente in &-Koordinatenrichtung des
zweidimensionalen Impulserhaltungssatzes (2.36).

Stromungsgleichungen kénnen in der Form
DV =0

und iV
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geschrieben werden. Hierbei bezeichnen V und p algebraische Vektoren, die
die Unbekannten der Geschwindigkeit bzw. des Drucks enthalten. R ist die
Diagonalmatrix der Dichte und M stellt die rdumliche Diskretisierung des
Konvektions- und Diffusionsterms dar. Mit D und G werden der diskrete
Divergenz- bzw. Gradienten-Operator benannt. Die zeitliche Diskretisierung
erfolgt in DeF'T mit Hilfe der 6-Methode

(a1) _ v
R% +OM(VED) 4 (1—0) M (V™)
+0Gp™Y +(1-0)Gp™ =0.

Fir #=0,5 entspricht die #-Methode dem in dieser Arbeit verwendeten
Crank-Nicolson-Verfahren, das von zweiter Ordnung genau ist. Das Druck-
korrektur-Verfahren wird analog zu dem im Abschnitt 2.3.1 beschriebenen
durchgefiihrt. Wegen des impliziten Zeitschrittverfahrens mufl jedoch in der
Gleichung

V& — yv@
A (*) _ (=) (2) —
R—F +OM(VH)+ (1 -0 M(V™) +Gp™ =0

der Term M (V(*)) linearisiert werden. Dies wird durch Anwendung der von
zweiter Ordnung genauen Newton-Methode erreicht

oM

(n)
) _ yv(n)
(,N) (VO — vy

M(V®) =~ M(V™) 4 (

Die diskrete Poissongleichung
DV® =g At DR7'G (p™" — p™) (2.68)

erfordert im zweidimensionalen Fall einen 9 Punkte-Diskretisierungsstern und
im dreidimensionalen den in Abbildung 2.12 dargestellten Stern mit 19 Punk-
ten. Die Matirx DR™G ist fiir ein nicht orthogonales Gitter nicht symme-
trisch und wird deshalb mit dem GMRES-Verfahren gelost.
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Abbildung 2.12: 19 Punkte-Diskretisierungsstern des Programms DeFT
fir die dreidimensionale Poissongleichung (2.68).
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3. Simulationen

3.1 Stromungskonfiguration

Die Umstromung eines Tragfliigels bei groffem Anstellwinkel und hoher
Reynoldszahl fithrt zu komplexen dreidimensionalen und instationédren Ablo-
sevorgéngen, die noch wenig verstanden sind und sich daher der rechnerischen
Vorhersage weitgehend entziehen. Direkte numerische Simulationen solcher
fiir die Aerodynamik interessanter Stromungskonfigurationen sind selbst mit
den heutigen Hochstleistungsrechnern noch immer undenkbar. Mit statisti-
schen Turbulenzmodellen konnen derzeit noch keine akzeptablen Vorhersagen
fiir den Fall einer grofiskalig abgelosten Stromung an einem stromlinienformi-
gen Korper gemacht werden. Ein wichtiger physikalischer Grund dafiir diirfte
wohl darin begriindet liegen, dafl sich die Reynoldsschen Spannungen in der-
artig komplexen Stromungen wesentlich langsamer &ndern als es die mittlere
Stromung tut. Weiterhin weicht momentan und im zeitlichen Mittel zumin-
dest in groflen Bereichen des Stromungsfeldes die Orientierung des Reynolds-
schen Spannungstensors von der des Geschwindigkeitsgradiententensors ab,
so dafl Wirbelviskositédtsansétze zu schlechten Vorhersagen fiithren. Die Schlie-
Bungsmodelle hoherer Ordnung leiden noch an der Modellierung der héheren
Momente, wie z.B. der Druckscherkorrelationen, was zu einem grofien Teil
am Mangel an geeigneten Datensétzen fiir die Validierung liegt. Grobstruk-
tursimulationen versprechen hier schneller zum Ziel zu fithren. Jedoch bedarf
auch diese Simulationsmethode noch der Weiterentwicklung, weshalb ein Ver-
gleich mit Experimenten wiinschenswert ist. Aus diesem Grund wurde das
Prinzipexperiment COSTWING (LERCHE und DALLMANN, 1999) initiiert,
das soweit wie moglich den Anforderungen und Interessen sowohl der expe-
rimentellen als auch der numerischen Seite Rechnung tragt. So wurde eine
moglichst einfache und deshalb zweidimensionale Geometrie spezifiziert, die
aber noch zu der gewiinschten grofiskalig abgelosten Stromung fithrt. Eben-
so stellt die angestrebte Reynoldszahl von der GréBenordnung O(10°) einen
Kompromifl zwischen der unteren Durchfiithrbarkeitsgrenze des Experiments
und den Auflésungsanforderungen der numerischen Simulation dar.
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Gegenstand der Untersuchungen des COSTWING Experiments ist die abge-
l16ste Stromung um ein Tragfliigelprofil vom Typ NACA 4415. Um die nume-
rische Simulation einfacher mit dem Experiment vergleichen zu kénnen und
gleichzeitig die Abmessungen des Rechengebiets moglichst klein zu halten,
befindet sich der Tragfliigel in einem Kanal, bestehend aus zwei parallelen,
horizontalen Platten. Die Abbildung 3.1 zeigt eine maflstébliche Darstellung
eines (Querschnitts des gesamten Rechengebiets senkrecht zur Spannweiten-
richtung. Dabei wurden die Léngenangaben auf die Profiltiefe ¢ bezogen. Die-

1.5

1.0

y/c 00Uy~ =

—1.0

R D A A AR AN
—2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Abbildung 3.1: Querschnitt des Rechengebiets senkrecht zur Spannweiten-
richtung.

se ist in der Abbildung 3.2 dargestellt. Weiterhin werden in diesem Kapitel
die folgenden Bezeichnungen verwendet.

e = {e,e9,63F ={es 8,6,
z; = {xy, 19,03} = {x,9,2}

v; = {v1, 02,03} = {u, v, w}

M = (MM, 2, ) = (on w13} = {u,0,w)
v = (ol 0} = (ol 0}
AL
p=p

Neben dem kartesischen Koordinatensystem {z,y, 2} mit den Basisvektoren
{e.: e, e, } wird auch das korperangepafite Koordinatensystem {t,n, z} mit
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Abbildung 3.2: Koordinatensysteme und geometrische Groflen der Stro-
mungskonfiguration.

den normierten Basisvektoren {t,n, e, } verwendet. x, bezeichnet die Koordi-
nate entlang der Profilsehne, beginnend an der Profilnase.

Der experimentelle Versuchsaufbau im 1m-Windkanal des DLR Gottingen er-
streckt sich in Spannweitenrichtung iiber sechs Profiltiefen, wobei das Modell
seitlich {iber das Gebiet der offenen Mefistrecke hinausragt. Selbst im Wasser-
schleppkanal des DLR Gottingen betrédgt die Spannweite des Modells noch
4.5 Profiltiefen. Dies sind Gebietserstreckungen, die mit einer akzeptablen
Rechengitterauflosung in einer Grobstruktursimulation nicht mehr bewéltigt
werden konnen. Deshalb war es ein Punkt dieser Arbeit, zu untersuchen, wel-
che minimale spannweitige Gebietserstreckung L, . notwendig ist, so dafl
noch mit dem Experiment vergleichbare Ergebnisse erhalten werden konnen.
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Im Abschnitt 3.3 wird hierauf néher eingegangen.

Leider konnten im Zeitraum der Entstehung dieser Arbeit nur experimentelle
Voruntersuchungen durchgefiihrt werden, weshalb keine Vergleiche zwischen
Ergebnissen des Experiments und der numerischen Simulation angestellt wer-
den konnten. Deshalb wurden Untersuchungen durchgefiihrt, die einem spé-
teren Vergleich dienen sollen. Bei diesen Untersuchungen betrug der Anstell-
winkel des Tragfliigelprofils a=18° (siche Abbildung 3.2).! Die Reynolds-
zahl, gebildet mit der ungestorten Anstromgeschwindigkeit U,,, der Profil-
tiefe ¢ und der kinematischen Viskositéit v, hatte den Wert Re =20 000. Diese
vom Standpunkt der aerodynamischen Anwendung viel zu kleine Reynolds-
zahl wurde gewihlt, um die Untersuchungen schneller durchfiihren zu kon-
nen, da sich durch die kleinere Reynoldszahl die Auflésungsanforderungen
an das Rechengitter drastisch verringern. Auflerdem kann bei einer so ge-
ringen Reynoldszahl keine laminare Abléseblase im Nasenbereich des Profils
auftreten (vgl. CARMICHAEL, 1981), was das Stromungsproblem noch weiter
verkomplizieren wiirde.

Die noch nicht genannten numerischen Parameter der in dieser Arbeit vor-
gestellten fiinf Simulationen werden im Abschnitt 3.2 beschrieben. An dieser
Stelle sollen nur kurz die fiir die Simulationen gewahlten Bezeichnungen und
die Parameter, in denen sich die Simulationen unterscheiden, in der Tabel-
le 3.1 angegeben werden.

Tabelle 3.1: Bezeichnungen und unterscheidende Parameter der vorgestell-
ten Simulationen.

Randbed.
an Kanal-
Bezeichnung L, N, | platten Feinstrukturmodell

SM10C192NRB | 1,0¢ | 192 | Haften Smagorinsky-Modell, 2.2.4.1
SM10CO72NRB | 1,0¢ | 72 | Haften Smagorinsky-Modell, 2.2.4.1
SM10C072SRB | 1,0c¢ | 72 | Gleiten Smagorinsky-Modell, 2.2.4.1
SMO02C048NRB | 0,2¢ | 48 | Haften Smagorinsky-Modell, 2.2.4.1
DM10CO72SRB | 1,0¢ | 72 | Gleiten Dynamisches Modell, 2.2.4.2

Die fiir die Untersuchungen gewihlte Strémungskonfiguration besitzt eine
grofiskalige Ablosung, wie der Abbildung 3.3 entnommen werden kann. Dort

! Der Drehpunkt des Tragfliigelprofils hat die Koordinaten x = 0,25 ¢ und y = 0,03306 c.
Er ist in der Abbildung 3.2 eingetragen.
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Abbildung 3.3: Profile der tangentialen Geschwindigkeitskomponente v,
des gemittelten Stromungsfeldes.

sind einige Profile der tangentialen Geschwindigkeitskomponente v; des ge-
mittelten Stromungsfeldes entlang der Profilkontur eingezeichnet. Die Ge-
schwindigkeitsprofile zeigen deutlich die frithe Ablosung der Grenzschicht
auf der Tragfliigeloberseite bei 1.~/ 0,04 c¢. Ihre Wendepunkte kennzeichnen
die Grenze zwischen dem Ablésegebiet und der Aulenstromung. In der Ab-
bildung ist neben dem Staupunkt auch die starke Geschwindigkeitszunahme
bei der Umstromung der Profilnase zu erkennen. Auf der Profilunterseite
verdeutlichen die Geschwindigkeitsprofile die Beschleunigung der Stromung
aufgrund des Diiseneffekts, den der angestellte Tragfliigel zusammen mit der
unteren Kanalwand hervorruft.

Die grofiskalige Ablosung unterliegt einem zyklischen Prozefi. Dabei bildet
sich an der Hinterkante des Tragfliigelprofils ein sich entgegen dem Uhr-
zeigersinn drehender Wirbel, der bis zu einer Maximalgréfie anwédchst und
schliellich abschwimmt. Dieser Vorgang erstreckt sich iiber 1,5 bis 1,6 Pro-
blemzeiten, ¢/U,, und ist in der Abbildung 3.4 zu acht aufeinanderfolgenden
Zeitpunkten anhand von Isolinien der spannweitigen Wirbelstidrkekomponen-
te w,, mit

CUZ:(VXQ)'QZ,
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fiir einen in Spannweitenrichtung mittigen Querschnitt des momentanen Ge-
schwindigkeitsfeldes wiedergegeben. Aus dieser Darstellung wird auch er-

t0+1,3C/Uoo t0+1,5C/Uoo

Abbildung 3.4: Darstellung des Wirbelablosevorgangs anhand von Isolini-
en der spannweitigen Wirbelstdrkekomponente w, fiir einen
in Spannweitenrichtung mittigen Querschnitt des momen-
tanen Geschwindigkeitsfeldes.

sichtlich, wie der Hinterkantenwirbel das iibrige Ablésegebiet dominiert. Die
Ausdehnung des sich im Uhrzeigersinn drehenden Ablosegebiets hédngt von



3.1. Stromungskonfiguration 61

der Grofle des Hinterkantenwirbels ab. Sobald dieser abschwimmt, dehnt sich
das Ablosegebiet iiber den freiwerdenden Bereich aus, bis ein neuer Wirbel
an der Hinterkante heranwéchst und diesen Raum einnimmt.

t0+1,3C/UOO t0+1,5C/UOO

-2.00373 -1.64742 -1.29111 -0.934809-0.578503-0.222197 0.134108 0.490414

Abbildung 3.5: Darstellung des Wirbelablésevorgangs anhand von Isolini-
en des momentanen Druckfeldes fiir einen in Spannweiten-
richtung mittigen Querschnitt.

In der Abbildung 3.4 sind auch die Scherschichten gut erkennbar. Besonders
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interessant ist hierbei die freie Scherschicht zwischen der Auflenstromung
und dem Ablosegebiet in der Nihe der Profilnase. Diese Scherschicht wird
instabil, wobei kleine Wirbel entstehen. Die Kette, die diese Wirbel bilden, ist
gut anhand der Druckminima in der Abbildung 3.5 zu erkennen. Dabei wurde
das Druckfeld zu denselben Zeitpunkten dargestellt wie in der Abbildung 3.4.

Als Folge der Instabilitét durchlauft die freie Scherschicht eine Transition und
wird turbulent. Dies ist gut der Abbildung 3.6 zu entnehmen, die die Profile
der tangentialen Komponente der rms-Werte der Geschwindigkeit vy, , mit

Vteme = (Vims &) "1 = ( <v_i//2>§i> -t

Abbildung 3.6: Profile der tangentialen Komponente der rms-Werte der
Geschwindigkeit vy, _.

zeigt.

Der in der Abbildung 3.7 wiedergegebene Verlauf des mittleren Druckbeiwer-
tes (Cp), mit
<1_7> — Po
T
spiegelt die grofiskalige Ablésung durch ein breites horizontales Plateau auf
der Profiloberseite wider. Dabei wurde der Druck der ungestérten Stromung
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Abbildung 3.7: Verlauf des mittleren Druckbeiwertes (C,).

Poo mit Hilfe des Drucks im Staupunkt psp wie folgt bestimmt

1
poo:pSP_EQUgo‘

Der Verlauf des mittleren Reibungsbeiwertes (Cy), mit

(O = o

ist in der Abbildung 3.8 dargestellt. Darin ist im Kurvenverlauf der Profil-
oberseite das Ablosegebiet an den negativen Werten oder solchen, die anné-
hernd null sind, erkennbar und es wird durch den linken Nulldurchgang der
Kurve begrenzt, der den Punkt der Grenzschichtablosung markiert. Der Null-
durchgang der Kurve fiir die Profilunterseite kennzeichnet den Staupunkt der
Stromung. Dort wird der Teil der Stromung, der die Profilnase umstromt, ent-
gegen die x.-Koordinatenrichtung umgelenkt, was den negativen Kurvenab-
schnitt erklért. Zur Bestimmung der Wandschubspannung 7, und des Drucks
auf der Tragfliigeloberfliche sieche Anhang D.
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Abbildung 3.8: Verlauf des mittleren Reibungsbeiwertes (Cy).

Das Nachlaufgebiet der Tragfliigelumstromung wird durch den zyklischen
Wirbelablosevorgang an der Profilhinterkante geprigt. Die sich bildende Wir-
belstrafle ist in der Abbildung 3.9 zu sehen.

Nach dieser ersten Beschreibung der globalen Topologie der untersuchten
Stromungskonfiguration soll im folgenden Abschnitt 3.2 ndher auf bestimm-
te numerische bzw. rechentechnische Aspekte eingegangen werden. Weitere
Untersuchungsergebnisse werden in den Abschnitten 3.3 bis 3.6 vorgestellt.

3.2 Numerische Parameter

3.2.1 Rechengitter

Wihrend das Rechengitter in Spannweitenrichtung dquidistant ist, wird es in
den beiden anderen Richtungen um das Tragfliigelprofil verfeinert. Die Ver-
teilung der N, x N, =1095 x 750 = 821 250 Gitterpunkte einer zur Spannwei-
tenrichtung senkrechten Rechengitterebene auf die einzelnen Zonen innerhalb
der Ebene ist in der Abbildung 3.10 dargestellt. In der Tabelle 3.2 sind die
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Abbildung 3.9: Momentanes Druckfeld eines in Spannweitenrichtung mit-

tigen Querschnitts des gesamten Rechengebiets.

Maschenweiten fiir die in der Abbildung 3.10 bezeichneten Orte im Rechen-
gitter angegeben. Damit ergeben sich die in den Abbildungen 3.11 und 3.12

1.5

1.0

-1.0

—-1.5

180

260 260

39

5

210

LE

TE

R| 350

190

-2.0

0.0

2.0

3.0

4.0

Abbildung 3.10: Verteilung der Gitterpunkte im Rechengebiet.

dargestellten Verldufe der Maschenweite in x- bzw. y-Achsenrichtung. Den
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Tabelle 3.2: Maschenweiten an den in der Abbildung 3.10 bezeichneten Or-

ten im Rechengitter.

Ort im Rechengitter | Ax/c
L 0,04103
LE 0,00100
MP 0,00307
TE 0,00100
R 0,02567

Ort im Rechengitter | Ay/c
B 0,02078
LS 0,00100
US 0,00102
T 0,02027

beiden Abbildungen kann auch entnommen werden, dafl die relative Maschen-
weitendnderung in beiden Achsenrichtungen stets kleiner als 2,1 % ist. Die

0.045 —
0.040 —
0.035 =
0.030 =
0.025

=
)
—

LLLJLLL

Az/c
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Abbildung 3.11: Verlauf der Maschenweite und ihrer relativen Anderung

in z-Achsenrichtung.

Abbildung 3.13 zeigt das Rechengitter im Bereich der Profilnase. In dieser
Abbildung ist auch der Verlauf der Grenzschichtdicke dgq

vl
599%([) ~ 5 U_OO

einer laminaren Grenzschicht (siehe z. B. SPURK, 1989) eingezeichnet, wobei
deren Lauflange [ im Staupunkt der Tragfliigelumstromung startet. Die Glei-
chung (3.1) gilt strenggenommen nur fiir eine schwach gekriimmte Wand,

(3.1)
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Abbildung 3.12: Verlauf der Maschenweite und ihrer relativen Anderung
in y-Achsenrichtung.

kann aber fiir eine erste Abschidtzung der notwendigen Maschenweiten des
Rechengitters dienen. Weiterhin ist in der Abbildung 3.13 die Linie des di-
mensionslosen normalen Wandabstandes dt =10, mit

T’LU
P R
)

dargestellt. Um die wichtigen Strukturen in Wandnéhe bei der Grobstruk-
tursimulation einer turbulenten Strémung erfassen zu konnen, miissen we-
nigstens drei Gitterpunkte zwischen der Wand und d* =10 liegen. Diese
Darstellung wurde gewéhlt, weil die sonst iibliche Angabe der dimensions-
losen Maschenweiten Az} im Fall einer gekriimmten Koérperoberfliche bei
nicht korperangepafiten Rechengittern zumindest zweifelhaft erscheint, da
sich i.allg. die Orientierung des korperangepafiten Koordinatensystems von
einer Masche zur anderen dndert. Die beiden starken Ausschldge im Verlauf
der Linie d* =10 markieren den Staupunkt der Stromung bzw. den Ort der
Grenzschichtablésung. Die Linie dt =10 ist auch in der Abbildung 3.14, die
das Rechengitter im Bereich der Profilhinterkante zeigt, eingezeichnet.

Trotz der starken Verfeinerung des Rechengitters im Bereich des Tragfliigel-
profils betriagt der Anteil der geblockten Maschen nur etwa 7 %. Dies zeigt,
dafl die untersuchte Stromungskonfiguration fiir eine Berechnung mit dem
gewahlten numerischen Verfahren prédestiniert ist.
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0.1

0.054

Abbildung 3.13: Rechengitter im Bereich der Profilnase sowie Linie (rot)
der Grenzschichtdicke dg9¢, nach Gleichung (3.1) und Li-
nie (blau) des dimensionslosen Wandabstandes d* = 10.

3.2.2 Randbedingungen

Als Randbedingung in der Einstrémebene wurde ein Rechteckprofil vorge-
geben (siehe Abbildung 3.1). Am Ausstromrand wurde ein Extrapolations-
verfahren benutzt, das auf dem Ansatz beruht, dafl die erste randnorma-
le Ableitung der zur Ausstrémebene normalen Geschwindigkeitskomponen-
te verschwindet. In Spannweitenrichtung wurde die Stromung als periodisch
angenommen. Auf der Tragfliigeloberfliche wurde immer die Erfiillung der
Haft- und Undurchléssigkeitsbedingung gefordert. Hingegen wurde an den
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Abbildung 3.14: Rechengitter im Bereich der Profilhinterkante sowie Linie
(blau) des dimensionslosen Wandabstandes d* = 10.

Kanalwénden zusétzlich auch der Fall mit Gleitrandbedingungen untersucht
(siche Abschnitt 3.5).

3.2.3 Zeitschritt und bendétigte Computerressourcen

Der explizite Zeitschritt betrug bei allen Simulationen 2 x 10™* ¢/U,,. Le-
diglich im Fall der Simulation mit dem dynamischen Modell muflte dieser
Zeitschritt halbiert werden.

Die Rechnungen wurden auf dem Bundeshochstleistungsrechner Hitachi
SR8000-F1 am Leibniz-Rechenzentrum in Miinchen durchgefiihrt. Fiir
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die Simulation SM10C192NRB mit den N, x N, x N, =1095 x 750 x 192 =
157,68 x 10% Gitterpunkten wurden 16 Knoten, d.h. 128 Prozessoren, ver-
wendet. Bei den anderen Simulationen wurden 6 Knoten, bzw. 4 Knoten im
Fall der Simulation SM02C048NRB, eingesetzt. Die Parallelisierung erfolgte
hierbei iiber die acht Prozessoren innerhalb eines Knotens mit Hilfe des Hi-
tachi spezifischen COMPASS Systems und zwischen den Knoten durch die
Verwendung von MPI. Dazu wurde das Rechengebiet in der y-Koordinaten-
richtung einmal und in der Spannweitenrichtung entsprechend oft geteilt, um
auf eine mit der Knotenanzahl iibereinstimmende Anzahl von Teilrechenge-
bieten zu kommen. Auf einem Knoten der Hitachi SR8000-F1 wurde eine
Rechenleistung von etwa 2 GFlop/s erreicht. Jeder Knoten besitzt 8 GByte
Hauptspeicher, wovon ungefahr 6,5 GByte von der Anwendung benutzt wer-
den koénnen. Bei den Berechnungen wurden doppelt genaue Datentypen ver-
wendet, da dies aufgrund der Systemarchitektur zu einer Erh6hung der Re-
chengeschwindigkeit fiithrt. Im Fall der Simulation SM10C192NRB benétigte
die Berechnung eines Zeitschritts etwa 6,4 CPU-Sekunden pro Prozessor, so
daB die Stréomung nach 1137,8 CPU-Stunden um eine Problemzeit, ¢/Us,
vorangeschritten war. Der Rechenzeitbedarf des dynamischen Feinstruktur-
modells war zirka 3,5-fach hoher als der des Smagorinsky-Modells. Auf diesen
Umstand wird in Abschnitt 3.6 néher eingegangen.

3.2.4 Bildung der statistischen Werte

Fiir die statistische Auswertung wurden die momentanen Strémungsgrofien
in der als homogen angenommenen Spannweitenrichtung sowie zeitlich iiber
zirka 100 Problemzeiten gemittelt. Dazu wurden je Problemzeit, ¢/U,,, 100
Stichproben genommen.

3.3 Einflul der spannweitigen
Rechengebietserstreckung

Eine wichtige Fragestellung fiir die Simulation der Tragfliigelumstromung ist
die notwendige Lange des Rechengebiets in Spannweitenrichtung. Diese soll-
te so kurz wie moglich gewéhlt werden, da sonst unnétigerweise Ressourcen
verbraucht wiirden, die an anderer Stelle besser genutzt werden konnen, z. B.
fiir die Auflosung des Rechengitters im Bereich des Tragfliigelprofils. Anderer-
seits darf die spannweitige Rechengebietslange L. auch nicht zu kurz gewahlt
werden, da sonst den im Experiment auftretenden grofiskaligen Strukturen
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der notwendige Raum zur Entfaltung fehlt und die Ergebnisse von Simulation
und Experiment stark abweichen.

Die gewéhlte Reynoldszahl Re =20 000 hat zwar unter anderem den Vorteil,
daf} die Auflosungsanforderungen an das Rechengitter wesentlich geringer
sind, als dies bei einer Reynoldszahl der GroéBenordnung O(10°) oder gar
O(10°) der Fall wire. Dies wird aber mit einem sehr viel groferen Ablosege-
biet erkauft, was zur Folge hat, dafl gréflere Strukturen entstehen, die auch
mehr Raum in Spannweitenrichtung benétigen. So haben erste Simulatio-
nen mit einer spannweitigen Gebietserstreckung von 0,1 ¢ gezeigt, daf dieser
Wert fiir die gewahlte Stromungskonfiguration viel zu klein ist, obwohl in
der Literatur (siehe z. B. MELLEN ET AL., 2002) vergleichbare Werte, aller-
dings fiir hohere Reynoldszahlen, angegeben werden. Daf3 selbst eine Verdop-
pelung der Spannweite auf 0,2 ¢ im vorliegenden Fall nicht ausreichend ist,
wird im folgenden anhand des Vergleichs der Simulationen SM02C048SNRB
und SM10C192NRB gezeigt werden. Beide Simulationen unterscheiden sich
nur in der Spannweite und der Maschenweite in Spannweitenrichtung. Dabei
ist die spannweitige Auflosung der Simulation SM02C048NRB, L, =0,2c,
mit einer Maschenweite Az =0,0042c¢ sogar besser als die der Simulation
SM10C192NRB mit L,=1,0c und Az=0,0052c.

Bereits in der Topologie des gemittelten Stromungsfeldes sind zwischen bei-
den Simulationen Unterschiede auszumachen. Aus der Abbildung 3.15, in der
fiir beide Simulationen jeweils die Stromlinien und das gemittelte Druckfeld
fiir einen Bereich um das Tragfliigelprofil dargestellt sind, wird ersichtlich,
dal im Fall der Simulation mit L, =0,2c¢ der Hinterkantenwirbel noch auf
der Profiloberfliche aufliegt, wéhrend er bei der Simulation SM10C192NRB
unmittelbar nach der Profilhinterkante positioniert ist. Im zeitlichen Mit-
tel nimmt also das Ablésegebiet in der Simulation mit der gréfieren Spann-
weite auch einen in Richtung der Profiltiefe gréfleren Bereich ein. Dies 1a3t
sich durch das Auftreten groflerer Strukturen erkléaren, die durch die spann-
weitige Rechengebietsvergroflerung entstehen konnen. Die unterschiedliche
Gestalt des Ablosegebiets wird aber auch erkennbar durch den im Fall der
Simulation mit L, =1,0 ¢ starker ausgeprigten kleinen Wirbel zwischen der
Profiloberseite und dem Ablésegebiet. Ebenso auffiillig sind die Extremwerte
des Drucks, die in der Simulation SM02C048NRB einen grofieren Bereich ab-
stecken als in der Simulation SM10C192NRB. Besonders deutlich wird dies
im Gebiet um den Hinterkantenwirbel.

Die Unterschiede zwischen beiden Simulationen zeigen sich jedoch auch im
dynamischen Verhalten. In der Abbildung 3.16 ist fiir beide Simulationen der
zeitliche Verlauf des Auftriebs- und Widerstandsbeiwertes fiir einen Zeitraum
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Abbildung 3.15: Gemitteltes Druckfeld und Stromlinien der Simulationen
SM10C192NRB (oben) und SM02C048NRB (unten).

von 21 Problemzeiten, ¢/U,,, aufgetragen. Darin fallen zunichst wieder die
im Durchschnitt héheren Werte der Simulation SM02C048NRB auf. Eine
Frequenzanalyse der zeitlichen Signale bestétigt aber auch das leicht unter-
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Abbildung 3.16: Zeitlicher Verlauf des Auftriebs- und Widerstandsbei-
wertes fiir die Simulationen SM10C192NRB (links) und
SMO02C048NRB (rechts).

schiedliche dynamische Verhalten. So betrdagt die Strouhalzahl St = fc/U,
f bezeichnet die Frequenz, im Fall der Simulation SM02C048NRB St ~ 0,65
und fiir die Simulation SM10C192NRB hat sie den Wert St~ 0,61.

Den besten Aufschluf8 dariiber, ob das Rechengebiet in Spannweitenrichtung
ausreichend dimensioniert ist, liefert der Verlauf der Zweipunkt-Korrelations-
koeffizientenfunktion

<vz (ZL’ 972 t) U] (:L‘ yﬂZ+T2) )>
\/<vz”2m Y, 2, t >\/<v]”2a7 Y, 2+, )>

mit 7, nach Abbildung 3.2. An den in der Abbildung 3.17 von 1 bis 4 nume-
rierten Orten im Stromungsfeld wurde die Zweipunkt-Korrelationskoeffizien-
tenfunktion berechnet. Die Ergebnisse sind in der Abbildung 3.18 dargestellt.
Dabei wurde der Abstand von der spannweitigen Mitte r, auf die jeweilige
halbe Spannweite L,/2 bezogen. Den Kurvenverldufen kann entnommen
werden, dafl eine spannweitige Rechengebietslinge L, =0,2 ¢ wesentlich zu
klein ist. Dies wird besonders deutlich fiir den Punkt unmittelbar an der
Hinterkante (Ort 2). Die Kurven der Simulation SM10C192NRB zeigen an
diesem Ort einen nadherungsweise idealen Verlauf, wiahrend die Kurven der
Simulation SM02C048NRB weiter von der Nullinie entfernt liegen.

R’uzv] rz y (32)

Der Einflu} eines in Spannweitenrichtung zu kleinen Rechengebiets spiegelt
sich auch in den statistischen Momenten zweiter Ordnung wider. So kann
der Abbildung 3.19 entnommen werden, dafl die Simulation SM02C048NRB
wesentlich hohere Werte der turbulenten kinetischen Energie k aufweist als
die Simulation SM10C192NRB. Besonders auffallend ist dies im Bereich des
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Abbildung 3.17: Ausgewihlte Orte im Stromungsfeld.
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Abbildung 3.18: Zweipunkt-Korrelationskoeffizientenfunktion (3.2) fiir die
in der Abbildung 3.17 bezeichneten Orte im Stromungs-
feld.
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Abbildung 3.19: Turbulente kinetische FEnergie k& der Simulationen
SM10C192NRB (oben) und SM02C048NRB (unten).

Hinterkantenwirbels.

Fiir die zweite Invariante des Geschwindigkeitsgradiententensors gilt (siehe
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HUNT ET AL., 1988)
T
Q = 5 (Tij T'ij — Sij Sij) . (33)

Dabei bezeichnen 7;; den Grobstruktur-Drehgeschwindigkeitstensor

__1(owm 0w
ZJ_2 Gazj 81‘1

und 5;; den Grobstruktur-Deformationsgeschwindigkeitstensor nach Glei-
chung (2.57). Durch Isoflichen der Grofle (9 konnen Wirbel gut dargestellt
werden. Die Abbildungen 3.20 und 3.21 zeigen in der Seitenansicht bzw.
Draufsicht fiir die Simulationen SM10C192NRB und SM02C048NRB den

Abbildung 3.20: Seitenansicht der Isoflichen der zweiten Invarianten des
Geschwindigkeitsgradiententensors ) =155 der Simula-
tionen SM10C192NRB (oben) und SM02C048NRB (un-
ten).
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Abbildung 3.21: Draufsicht der Isoflichen der zweiten Invarianten des Ge-
schwindigkeitsgradiententensors ) =155 der Simulatio-
nen SM10C192NRB (oben) und SM02C048NRB (unten).

Vergleich der Isoflichen ) =155. Insbesondere die Abbildung 3.21 verdeut-
licht sehr gut, daf§ sich die Strukturen in der Simulation mit L, =0,2 ¢ nicht
vollsténdig entwickeln kénnen.
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3.4 Einflul der Rechengitterauflésung in
Spannweitenrichtung

Um den Einflu der spannweitigen Rechengitterauflosung auf die Berech-
nungsergebnisse abschétzen zu kénnen, wurde die Simulation SM10C072NRB
durchgefiihrt, die sich von der Simulation SM10C192NRB nur in der
Gitterauflosung in Spannweitenrichtung unterscheidet. Dabei betragt die
spannweitige Maschenweite Az im Fall der besser aufgelosten Simulation
Az=0,0052c, wiahrend sie im anderen Fall ungefihr den 2,6-fachen Wert,
namlich Az =0,0139 ¢, besitzt.

Eine Abschitzung der Giite der Rechengitterauflosung liefern die dimensi-
onslosen Maschenweiten Az}, mit

E

Tw

0

Azl = Aux;

Die hier interessierende Maschenweite Az™ hat im Fall der schlechter aufge-
losten Simulation den maximalen Wert Az =62,21. Nach HARTEL ET AL.
(1994) sollte Az™ bei einer turbulenten Wandscherschicht den Wert 30 nicht
iiberschreiten. Diese Forderung wird bei der Simulation SM10C192NRB im
ganzen Rechengebiet erfiillt. Der Maximalwert betrdagt bei dieser Simulation
Azt =23,72. Das Verhiltnis der maximalen Werte von Azt entspricht somit
fiir die beiden Simulationen ziemlich genau dem Verhéltnis ihrer spannweiti-
gen Maschenweiten Az. Dieser Umstand 148t sich erklaren, wenn man den Ort
betrachtet, an dem die Maximalwerte von Az™ auftreten. Bei beiden Simu-
lationen ist es der identische Ort im Bereich der Profilnase, wo in der Grenz-
schicht die groBten Ubergeschwindigkeiten aufgrund der Nasenumstrémung
auftreten. Diese sind in den Geschwindigkeitsprofilen der Abbildung 3.22 gut
zu erkennen. Da die Grenzschicht fiir die gewéhlte Stromungskonfiguration
bis zum Ablosepunkt laminar bleibt, spielen in dieser spannweitige Effekte
keine Rolle, weshalb sich die Maschenweite Az, zumindest im gewahlten Wer-
teintervall, auch nicht auf die Simulationsergebnisse im Bereich der Profilnase
auswirkt.

Die Abbildung 3.22 zeigt auch, dafl sich die gemittelten Stromungsfelder der
beiden Simulationen nur bis auf minimale Differenzen im Bereich der freien
Scherschicht und der Profilhinterkante unterscheiden. Bei den statistischen
Momenten zweiter Ordnung sind die Unterschiede in diesen Bereichen stér-
ker ausgeprégt, wie den Abbildungen 3.23, 3.24 und 3.25 zu entnehmen ist.
Markant ist der Unterschied im Verlauf der aufgelosten Reynoldsschen Schub-
spannung (u” ") unmittelbar an der Profilhinterkante. In der Abbildung 3.26
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SMI10CO72NRB ——
SMI10C192NRB

Abbildung 3.22: Vergleich der Profile der tangentialen Geschwindigkeits-
komponente v; des gemittelten Stromungsfeldes fiir die
Simulationen SM10C192NRB und SM10CO072NRB.

ist der Verlauf von (@’ v") fiir beide Simulationen entlang einer Linie in y-

Koordinatenrichtung mit x =0,97 ¢ dargestellt. Im Bereich der Hinterkan-
tenoberseite ist die Stromung turbulent und abgelost. Dort beeinflult die
Rechengitterauflosung besonders stark die Berechnungsergebnisse. Bei der
Simulation SM10CO72NRB betréigt der in diesem Bereich auftretende Ma-
ximalwert der dimensionslosen Maschenweite Azt =21,71, wihrend er im
Fall der Simulation SM10C192NRB den Wert Az™ =7,41 hat. Somit sollte
fiir den Hinterkantenbereich die dimensionslose Maschenweite Azt von der
GroBenordnung O(1) sein.
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SM10C072NRB

SM10C192NRB ——

Abbildung 3.23: Vergleich der Profile der tangentialen Komponente der
rms-Werte der Geschwindigkeit v;,__ fiir die Simulationen
SM10C192NRB und SM10C072NRB.

SM10C192NRB ——
SM10CO72NRB ——

Einheitenlidnge
_ 5

Abbildung 3.24: Vergleich der Profile der turbulenten kinetischen Ener-
gie k fiir die Simulationen SM10C192NRB und
SM10CO72NRB.
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SMI10C192NRB
SM10C072NRB

Einheitenlidnge

Abbildung 3.25: Vergleich der Profile der aufgelosten Reynolds-
schen Schubspannung (@”7”) fir die Simulationen

SM10C192NRB und SM10CO072NRB.
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Abbildung 3.26: Vergleich der Werte von (u”7”) an der Position
r=0,97c¢ fir die Simulationen SM10C192NRB und
SM10CO72NRB.
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3.5 Einflufl der Randbedingungen an den
Kanalwinden

Fiir die gewdhlten Werte der Simulationsparameter, hier ist besonders die
Einstromrandbedingung hervorzuheben, sind die Grenzschichten an den bei-
den Kanalwéinden laminar. Dies folgt aus einer Auswertung der statistischen
Momente zweiter Ordnung des Stromungsfeldes im Bereich der Kanalwénde.
Die dimensionslosen Maschenweiten der Simulation SM10C072NRB sind fiir
einige Stellen an den Kanalwénden in der Tabelle 3.3 angegeben. Bei der

Tabelle 3.3: Dimensionslose Maschenweiten an den Kanalwéanden.
obere Kanalwand

x/c | =196 | =10 0,0 05| 1,0 20| 3,0| 4,0
Azt 576 | 31,3 | 1,5| 45| 2,0 14,0 | 25,7 | 37,0
Ayt 28,5 | 28,8 1 30,0 | 30,5 | 30,4 | 29,5 | 29,1 | 29,2
Azt 7,3 Al T T8 T8 76| 75| 75
untere Kanalwand
x/c | =196 | =10 0,0 05| 1,0 20| 3,0| 4,0
Azt 56,9 | 30,4 | 14| 42| 1,9|13,8 ] 258 | 37,5
Ayt 288 | 28,7 1289|293 29,7299 299 | 30,3
Azt 7,2 720 72 74| 75| 75| 75| 76

in Spannweitenrichtung besser aufgeldsten Simulation differieren diese Werte
nur unwesentlich. Der Verlauf der gemittelten Wandschubspannung (7,) an
den beiden Kanalwénden ist in der Abbildung 3.27 wiedergegeben. Die Kur-
ven spiegeln den Diiseneffekt wider, den der angestellte Tragfliigel zusammen
mit den Kanalwénden hervorruft.

Um eine turbulente Wandscherschicht mit &hnlichem Verlauf der Wandschub-
spannung auflésen zu kénnen, miifite die wandnormale Maschenweite unge-
fahr eine Gréfenordnung kleiner sein als sie in den durchgefithrten Simula-
tionen gew#hlt wurde. Dafiir wéren an jeder der beiden Kanalwénde etwa
60 zusétzliche Gitterpunkte in y-Koordinatenrichtung erforderlich. Eine zur
Spannweitenrichtung senkrechte Rechengitterebene hitte dann 131400 Git-
terpunkte mehr und fiir die in spannweitiger Koordinatenrichtung am besten
aufgeloste Simulation SM10C192NRB wiirde sich die Gesamtgitterpunktzahl
um iiber 25 x 10 Gitterpunkte erhdhen. Dies hitte einen Mehrbedarf an
Computerressourcen von zirka 16 % zur Folge. Somit bestiinde ein beachtli-
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Abbildung 3.27: Verlauf der gemittelten Wandschubspannung (7,) an der
oberen und unteren Kanalwand.

ches Einsparpotential, wenn an den Kanalwénden Gleiten statt Haften des
Fluids angesetzt werden koénnte.

Um die Auswirkungen zu untersuchen, die die Verwendung von Gleit- an-
stelle von Haftrandbedingungen an den Kanalwénden auf das Stromungsfeld
im Bereich des Tragfliigelprofils hat, wurde die Simulation SM10C072SRB
durchgefiihrt. Diese unterscheidet sich von der Simulation SM10C072NRB
nur in der Wahl der Randbedingung an den Kanalwénden.

Ein Vergleich der gemittelten Stromungsfelder der beiden Simulationen zeigt
nur minimalste Unterschiede. Am deutlichsten sind diese im Bereich der Pro-
filhinterkante ausgebildet. Wesentlich groflere Unterschiede zeigen die Abbil-
dungen 3.28 und 3.29. In diesen ist der Vergleich der Profile von v, . bzw.
der turbulenten kinetischen Energie k dargestellt. Auch in den Werten der
aufgelosten Reynoldsschen Schubspannung (@”7”) sind groflere Unterschie-
de erkennbar, wie die Abbildung 3.30 fiir einen linienférmigen Bereich un-
mittelbar an der Profilhinterkante zeigt. Es scheint so, als ob der Teil der
Stromungsenergie, der bei der Berechnung mit Haftrandbedingung an den
Kanalwénden durch die Reibung verloren geht, bei der Simulation mit Gleit-
randbedingung in die Turbulenzenergie flief3t.
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SM10C072SRB
SM10CO072NRB

Abbildung 3.28: Vergleich der Profile der tangentialen Komponente der
rms-Werte der Geschwindigkeit v, _ fiir die Simulationen

SM10C072NRB und SM10C072SRB.

SM10C072SRB
SM10CO072NRB ———

Einheitenlinge
L ——

Abbildung 3.29: Vergleich der Profile der turbulenten kinetischen Ener-
gie k fiir die Simulationen SM10C072NRB und
SM10CO072SRB.
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Abbildung 3.30: Vergleich der Werte von (@”%”) an der Position
r=0,97c fir die Simulationen SM10C072NRB und

SM10C0725RB.
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3.6 Einflu3} des Feinstrukturmodells

Bei der Reynoldszahl Re =20 000 hat das Feinstrukturmodell nur einen gerin-
gen EinfluB} auf die Berechnungsergebnisse. Jedoch ist eine Simulation ohne
Feinstrukturmodell nicht moglich. Dies hat ein Versuch gezeigt, bei dem das
Feinstrukturmodell abgeschaltet wurde. Die Simulation ist daraufhin inner-
halb einer Problemzeit, ¢/U,, instabil geworden.

Trotz des geringen Einflusses des Feinstrukturmodells wurde fiir die gewéhlte
Stromungskonfiguration ein Vergleich zwischen zwei Modellen durchgefiihrt.
Die Simulationen SM10C072SRB und DM10C072SRB unterscheiden sich nur
in der Wahl des Feinstrukturmodells. Bei der Simulation SM10C072SRB
wurde das Smagorinsky-Modell, siehe Abschnitt 2.2.4.1, verwendet. Dieses
Modell wird noch immer sehr oft eingesetzt, obwohl es die bekannten Schwé-
chen hat, in laminaren Bereichen der Strémung nicht zu null zu werden und
in Wandnéhe zu hohe Feinstrukturspannungen zu simulieren. Der zuletzt ge-
nannte Nachteil wird meist durch die Verwendung einer Dampfungsfunktion
kompensiert. Diese ist aber im verwendeten Stromungsloser MGLET in Ver-
bindung mit der Methode zur Behandlung beliebig geformter Korper noch
nicht implementiert. Da fiir die berechnete Stromungskonfiguration grofie
Bereiche des Stromungsfeldes laminar sind, wurden keine Anstrengungen un-
ternommen, die Dampfungsfunktion des Smagorinsky-Modells fiir eine An-
wendung in Verbindung mit der Methode zur Behandlung beliebig geformter
Korper anzupassen, sondern es wurde gleich die Verwendung des dynami-
schen Modells, siche Abschnitt 2.2.4.2, ins Auge gefafit. Beim dynamischen
Modell wird der Modellkoeffizient nicht a priori, sondern wéahrend der Simu-
lation als Funktion des Ortes aus dem Energieinhalt der kleinsten, gerade
noch aufgeldsten Strukturen bestimmt, so dafl diesem Modell die Schwéchen
des Smagorinsky-Modells nicht innewohnen.

Um jedoch das dynamische Modell verwenden zu koénnen, mufiten einige
Anpassungen und Erweiterungen im Stromungsloser MGLET vorgenommen
werden. Im Programm MGLET wird zur Bestimmung des Modellkoeffizien-
ten die Testfilterung in xz-Ebenen des Rechengitters durchgefiihrt, wobei in
der z- und z-Koordinatenrichtung jeweils immer zwei benachbarte Maschen
zusammengefalt werden, so dafl vier Maschen des regulédren Rechengitters ei-
ne Masche des Gitters der Testfilterung bilden. Fiir eine zusétzliche Filterung
in z-Koordinatenrichtung miiite aber im Fall der gewéhlten Stromungskon-
figuration der Algorithmus zur Behandlung beliebig geformter Kérper auch
fiir das Rechengitter der Testfilterung implementiert werden. Da dies einen
grofien Arbeitsaufwand erfordert, wurde die Testfilterung auf die z-Koordina-
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tenrichtung beschrénkt. Eine anschlieend durchgefiihrte Simulation wurde
allerdings instabil. Der Grund hierfiir war, daf§ die zur Stabilisierung des
dynamischen Modells notwendige Mittelung {iber die homogene z-Koordina-
tenrichtung, siehe Abschnitt 2.2.4.2, noch nicht parallelisiert war. Dadurch
wurde iiber eine zu geringe Gitterpunktanzahl gemittelt. Nach der Paral-
lelisierung konnten stabile Simulationen realisiert werden. Der Rechenzeit-
bedarf der Simulation mit dem dynamischen Feinstrukturmodell war jedoch
ungefiahr 3,5-fach hoher als der der Simulation mit dem Smagorinsky-Modell.
Dieser Mehrbedarf entstand, da die Zeitschrittweite aus Stabilitéitsgriinden
halbiert werden mufte und gleichzeitig die Anzahl der Iterationen des Glei-
chungslosers anstieg. Die Verwendung des im Programm implementierten
Mehrgitter-Verfahrens fithrte zu keiner Reduzierung der notwendigen An-
zahl von Iterationen und erhchte nur den Arbeitsspeicherbedarf, weshalb auf
den weiteren Einsatz verzichtet wurde.

Wie erwartet, unterscheiden sich die Simulationen SM10C072SRB und
DM10CO725SRB bereits in den Geschwindigkeitsprofilen des gemittelten Stro-
mungsfeldes, sieche Abbildung 3.31. Da das Smagorinsky-Modell in Wandnéhe

DMI10CO72SRB ——
SM10C072SRB

Abbildung 3.31: Vergleich der Profile der tangentialen Geschwindigkeits-
komponente v; des gemittelten Stromungsfeldes fiir die
Simulationen SM10C072SRB und DM10CO072SRB.
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zu hohe Feinstrukturspannungen simuliert und somit der Wandscherschicht
zuviel Stromungsenergie entzieht, sind die Geschwindigkeitsprofile der Simu-
lation SM10C072SRB in diesem Bereich weniger stark ausgeprégt als die der
Simulation mit dem dynamischen Modell. Dies ist besonders auffallend im
Gebiet um die Profilnase. Die Abbildung 3.32 zeigt exemplarisch fiir einen
Ort an der Profilnase die Geschwindigkeitsprofile beider Simulationen. Als

0.16
DM10C072SRB
0.14 4 sM10C072SRB

0.12
0.1
d/c 0.08
0.06 —
0.04
0.02

0 | | T | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16

Position: \ Ut/Uso

Abbildung 3.32: Vergleich der Profile der tangentialen Geschwindigkeits-
komponente U; des gemittelten Stromungsfeldes an einer
Position im Bereich der Profilnase fiir die Simulationen

SM10C0725RB und DM10CO72SRB.

Folge des hoheren Energieinhalts der Wandscherschicht 16st in der Simulati-
on DM10C072SRB die Grenzschicht auf der Profiloberseite etwas spéter ab,
wodurch sich auch das Ablosegebiet raumlich verzogert entwickelt. Dies ist in
der Abbildung 3.31 an den zur Profiloberseite nidher liegenden Wendepunkten
der Geschwindigkeitsprofile der Simulation DM10C072SRB zu erkennen. Die
Abbildungen 3.33 und 3.34 zeigen die Unterschiede in den Werten der stati-
stischen Momente zweiter Ordnung. Unmittelbar an der Profilhinterkante,
wo die Stromung turbulent ist, scheint der Einflufl des Feinstrukturmodells
geringer zu sein als der der Rechengitterauflosung in Spannweitenrichtung,
wie ein Vergleich der Abbildungen 3.35 und 3.26 vermuten l&ft.
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DM10C072SRB
SM10C072SRB

Abbildung 3.33: Vergleich der Profile der tangentialen Komponente der
rms-Werte der Geschwindigkeit v, . fiir die Simulationen

SM10C072SRB und DM10CO72SRB.

DM10C072SRB
SM10C072SRB ———

Einheitenlinge
L ——

Abbildung 3.34: Vergleich der Profile der turbulenten kinetischen
Energie k fiir die Simulationen SM10C072SRB und
DM10CO072SRB.
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SM10C072SRB —
DM10C072SRB—:

r=0,97c

Abbildung 3.35: Vergleich der Werte von (@”7”) an der Position
r=097c fiir die Simulationen SM10C072SRB und
DM10CO072SRB.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Es wurden Grobstruktursimulationen fiir die abgeloste Stromung um ein
Tragfliigelprofil vom Typ NACA 4415, das zwischen zwei parallelen, hori-
zontalen Platten angeordnet ist, durchgefiihrt. Dazu wurde ein Finite-Volu-
men-Verfahren fiir versetzt angeordnete Variablen auf kartesischen Gittern
verwendet, bei dem die von der Korperoberflache durchschnittenen Maschen
ausgeblockt und die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten durch In-
terpolation oder Extrapolation in den drei Koordinatenrichtungen so gesetzt
werden, dafl auf dem Korperrand die Haft- und Undurchléssigkeitsbedingun-
gen erfiillt sind. Diese numerische Methode hat gegeniiber den Verfahren fiir
korperangepafte Koordinatensysteme die Vorteile, daf§ die Generierung der
Rechengitter wesentlich leichter und der Arbeitsspeicher- sowie Rechenzeit-
bedarf pro Gitterpunkt viel geringer ist.

Die simulierte Strémungskonfiguration orientiert sich an der des Prinzipex-
periments COSTWING. Da im Zeitraum der Entstehung dieser Arbeit nur
experimentelle Voruntersuchungen durchgefiihrt und deshalb keine Verglei-
che zwischen Ergebnissen des Experiments und der numerischen Simulation
angestellt werden konnten, wurden Untersuchungen vorgenommen, die einem
spiteren Vergleich dienen sollen. Bei diesen Untersuchungen betrug der An-
stellwinkel des Tragfliigelprofils o =18° und die Reynoldszahl, gebildet mit
der ungestorten Anstromgeschwindigkeit, der Profiltiefe und der kinemati-
schen Viskositét, hatte den Wert Re =20 000. Diese vom Standpunkt der ae-
rodynamischen Anwendung viel zu kleine Reynoldszahl wurde gewéhlt, um
die Untersuchungen schneller durchfithren zu kénnen. Die fiir den Vergleich
zwischen Ergebnissen des Experiments und der numerischen Simulation an-
gestrebte Reynoldszahl ist von der GréBenordnung O(10°).

Ein wesentlicher Punkt der angestellten Untersuchungen war, die minimale
spannweitige Rechengebietsldange abzuschétzen, so dal noch mit dem Experi-
ment vergleichbare Ergebnisse erhalten werden konnen. Hier hat sich gezeigt,
daB eine Profiltiefe ausreichend sein sollte. Bei der im Vergleichsfall hoheren
Reynoldszahl werden das Ablésegebiet und somit auch die groiten auftreten-
den Strukturen kleiner sein, so dafl das Rechengebiet in Spannweitenrichtung
sogar etwas kleiner als eine Profiltiefe gewéhlt werden konnen sollte.
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Die durch eine mogliche Verkiirzung der spannweitigen Rechengebietsldnge
eingesparten Gitterpunkte sollten jedoch in eine Verfeinerung des Rechengit-
ters im Bereich des Tragfliigelprofils investiert werden. Auf jeden Fall muf3
das Rechengitter bei der hoheren Reynoldszahl im Bereich der Profilnase und
der Profilhinterkante verfeinert werden, da dies neben der freien Scherschicht
die kritischen Stromungsbereiche sind. Die Untersuchungen haben ebenfalls
gezeigt, dafl die Berechnungsergebnisse besonders im Gebiet um die Profil-
hinterkante stark von der Rechengitterauflésung in Spannweitenrichtung ab-
hangen. Dort sollte eine dimensionslose spannweitige Maschenweite von der
GroBenordnung O(1) angestrebt werden.

Einen kritischen Punkt stellt auch die Behandlung der Kanalwénde dar. Die
Auflésung einer turbulenten Grenzschicht an den Kanalwénden erfordert un-
vertretbar hohe zusétzliche Computerressourcen. Andererseits hat der Ver-
gleich zweier Simulationen mit Haft- bzw. Gleitrandbedingung an den Ka-
nalwédnden unterschiedliche Ergebnisse im Bereich des Tragfliigelprofils auf-
gezeigt. Dabei scheint es so, als ob der Teil der Stromungsenergie, der bei der
Berechnung mit Haftrandbedingung an den Kanalwénden durch die Reibung
verloren geht, bei der Simulation mit Gleitrandbedingung in die Turbulenz-
energie flieft. Deshalb sollte versucht werden, den Effekt, den die Grenz-
schichten an den Kanalwédnden hervorrufen, zu erfassen. Hier konnte der
Einsatz eines Wandmodells zur Losung des Problems beitragen.

Aufgrund der Vorteile, die das dynamische Feinstrukturmodell gegeniiber
dem Smagorinsky-Modell besitzt, sollte fiir die weiteren Simulationen das
dynamische Modell bevorzugt werden. Vor dessen Einsatz sollte jedoch sein
Rechenzeitbedarf reduziert werden. Hier konnte die Verwendung des Gauf-
Seidel-Algorithmus zu Verbesserungen fithren. Es sollte aber nicht zu Gun-
sten des Feinstrukturmodells an der Rechengitterauflésung gespart werden,
da diese, wie das Literaturstudium gezeigt hat, einen grofieren Einflul auf
die Berechnungsergebnisse hat als das verwendete Feinstrukturmodell.

Aus den Ergebnissen der Simulationen bei der Reynoldszahl Re =20 000 kann
abschlielend das Fazit gezogen werden, dafl eine Simulation der untersuchten
Stromungskonfiguration bei einer Reynoldszahl der GréBenordnung O(10°)
mit dem gewéhlten numerischen Verfahren durchfiithrbar sein sollte. Da sich
jedoch der Verfasser einem anderen beruflichen Betétigungsfeld zugewendet
hat, bleibt dies seinen Nachfolgern iiberlassen.

Diese Arbeit konnte zwar nur Vorarbeiten auf dem Weg zur numerischen
Behandlung des Prinzipexperiments COSTWING leisten, doch bekanntlich
fangt selbst der langste Weg mit einem ersten Schritt an.
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A. Abrif3 der Tensorrechnung

An dieser Stelle werden jene Beziehungen des Tensorkalkiils angegeben, die
in der vorliegenden Arbeit benotigt werden. Eine ausfiihrlichere Darstellung
findet der Leser z. B. in BORISENKO und TARAPOV (1979) sowie KASTNER
(1960).

A.1 Schreibweisen

A.1.1 Symbolische (komponentenfreie) Schreibweise

Samtliche Gréflen der Physik und ihre gegenseitigen Beziehungen gelten un-
abhéngig von der Wahl eines bestimmten Koordinatensystems. Dies kommt
in der sogenannten symbolischen (komponentenfreien) Schreibweise beson-
ders gut zum Ausdruck. Die Gréflen in einer physikalischen Beziehung miis-
sen jedoch von der gleichen Art sein. Man unterscheidet Skalare, Vektoren
und Tensoren, wobei Skalare auch als Tensoren nullter Stufe und Vektoren
als Tensoren erster Stufe bezeichnet werden. Es ist somit notwendig, in der
Darstellung zwischen den verschiedenen Arten physikalischer Gréflen unter-
scheiden zu koénnen. In dieser Arbeit werden die Arten anhand der Anzahl
der Unterstreichungen unterschieden, wobei die Anzahl der Stufe des Ten-
sors entspricht. Dies bedeutet, da3 Skalare nicht, Vektoren einfach und, im
allgemeinen Fall, Tensoren n-ter Stufe n-fach unterstrichen werden.

Oft werden Tensoren hoherer als nullter Stufe im Druck auch durch Fettdruck
bezeichnet. Die hier gew#hlte Notation durch Unterstreichung hat jedoch den
Vorteil, daf§ sie die Stufe des Tensors erkennen la8t.

Die symbolische Schreibweise wird in der vorliegenden Arbeit iiberwiegend
dazu benutzt, um von der Indexschreibweise eines Koordinatensystems in die
eines anderen zu wechseln.
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A.1.2 Indexschreibweise (Komponentendarstellung)

In der Indexschreibweise werden die physikalischen Gréflen durch indizierte
Symbole dargestellt, wobei die Anzahl der Indizes ihrer Stufe entspricht. Da
sich die Beschreibungen in dieser Arbeit auf den dreidimensionalen Raum
beschrénken, kann jeder Index eines Symbols unabhéngig von moglichen an-
deren Indizes die Werte 1, 2, oder 3 annehmen.

Die Indexschreibweise setzt jedoch die Wahl eines bestimmten Koordinaten-
systems voraus, damit die physikalischen Grofien durch die Angabe ihrer
Komponenten (indizierte Grofien) hinsichtlich des zu dem Koordinatensy-
stem gehorenden Basissystems festgelegt werden konnen. Dabei unterschei-
den sich jedoch die Darstellungen in den verschiedenen Koordinatensyste-
men, so dafl sich beim Wechsel des Koordinatensystems auch die Darstellung
andert.

Seine volle Leistungsfahigkeit entfaltet der Tensorkalkiil aber erst in der In-
dexschreibweise in Verbindung mit der Summationskonvention, die im fol-
genden Abschnitt vorgestellt wird.

A.2 Summationskonvention

Beim Rechnen mit Matrizen und Tensoren in der Indexschreibweise miissen
oft indizierte Gréflen summiert werden. Gewdohnlich erfolgt die Darstellung
einer Summe durch die Verwendung eines Summationszeichens. Das Mitfiih-
ren des Summationszeichens in Ableitungen und Berechnungen erweist sich
jedoch recht schnell als sehr lidstig. Deshalb wird auf die Angabe des Summa-
tionszeichens verzichtet und eine Summationskonvention vereinbart. In dieser
Arbeit soll die Summationskonvention in der folgenden Form verwendet wer-
den.

Uber alle in einem Symbol oder in einem Produkt mehrerer Symbole dop-
pelt vorkommenden kleinen lateinischen Indizes, die rechts von einem Symbol
stehen, soll von eins bis drei summiert werden, ohne daf} dies durch ein Sum-
mationszeichen ausgedriickt wird. Diese Regel wird aufgehoben, wenn die
Indizes in Klammern gesetzt sind oder ein Summationszeichen angegeben
wird.
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A.3 Krummliniges Koordinatensystem

Die folgenden Ableitungen beziehen sich auf einen dreidimensionalen eukli-
dischen Raum, d.h. es existiert darin ein kartesisches Koordinatensystem.
AuBerdem wird angenommen, dafl die Abbildung z; = x;(£7) der allgemeinen
krummlinigen Koordinaten &° auf die kartesischen Koordinaten z; bis auf
einzelne singuldre Stellen eineindeutig ist. Dies hat zur Folge, daf3 die Jacobi-
Matrix

Oz Oz Oz

P o¢l 9¢2 agd
J=(J;) = 9Ti) _ | oup 02y 0wp
1] a§] 851 662 853

Oz3 Ozz Oxg
dEl ez es

reguldr ist und somit ihre Inverse

ogt og! ogl
. O0xr1 Oxa Oxs
G _ (G’L]) _ afz o 8{2 862 652
= oz ) = | & 5 555
J
0g8 0g® 0g®
Oxr1 Oxzo Oxs

existiert, sowie die Jacobi-Determinante

J=detJ = (det G)™" (A1)
von null verschieden ist. Weiterhin wird vorausgesetzt, dafl ein rechtshéndiges
System wieder auf ein solches abgebildet wird.

Durch Anwendung der zur Bestimmung der Inversen einer Matrix M ab-
gewandelten Cramer-Regel (siehe z. B. MEYBERG und VACHENAUER, 1990,
Seite 308)

41
 detM

wobei M;;) die Matrix ist, die aus M durch Streichen der j-ten Zeile und
i-ten Spalte entsteht, bestimmen sich die Elemente der Inversen G zu

(mij) mit mij = (—1)i+j det M(]z) s <A2)

8_{’1 _ 1 (8902 Oz Oxs 8@) (A3)
oy T \0& 955 D& g ‘
8_52 1 (81'3 Oy Oxs 8933) (A4)
oy 7\ 9 965 Del ogs

8_53 1 (8952 Oz Oxs 893;;) (A5)
or, 7 \ 9l oz 92 ogl ‘
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8_51 B l 8.731 a.ng _ 8171 8303 (A 6)
dry  J\OE 02 02 9¢? '
8_52 . l 8%1 (9:1:3 _ 81'3 (9.%1 (A 7)
dry — J\OE 083 oL ag? ‘
8_53 _ l 8131 (93(:3 _ a$3 (93:1 (AS)
drs  J \ 02 D¢l 9e2 del

8_51 o l (9951 3962 B 81’1 8]32 (A 9)
Oy J \ 02 93 9ed 0e? '
852 1 al‘l 8%2 8951 axg

= = — Al
drs  J <agf’> 9et  pel 853) (4.10)
8&3 . 1 8x1 3x2 aZL‘l (9:162

5~ 7o 56 sB o) (A1)

Die Gleichungen (A.3) bis (A.11) kénnen mit dem Permutationssymbol
1 ¢ ijk=123 231; 312
€k =14 —1 : i7k=321;213; 132 (A.12)

0 : sonst (mindestens zwei Indizes sind gleich)

durch die folgende Beziehung zusammengefafit werden

¢t 1 1 0x,, Oz,

0x; 2 I T oek ogl

A.3.1 Grundsysteme

Neben den kartesischen Basisvektoren e, konnen jetzt auch die Grundvekto-
ren der natiirlichen Basis

_ oz
9,= 351' )
die tangential zu den ¢-Koordinatenlinien sind, und die Grundvektoren der
dualen Basis o
g =gradei = &
I ox

die normal auf den Flichen &°=const. stehen, eingefiihrt werden. Hierbei
ist z der Ortsvektor, der im kartesischen Koordinatensystem als x = e,
dargestellt werden kann. Somit besitzen die Grundvektoren der natiirlichen
und der dualen Basis die kartesischen Komponenten
(9, = 9
€
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bzw. ‘
s
(g )j o &L’j )
Wie man sofort sieht, sind die Grundvektoren der natiirlichen Basis die Spal-
tenvektoren der Jacobi-Matrix J und die der dualen Basis sind die Zeilen-
vektoren der Inversen G. Zwischen den beiden Basissystemen besteht also
wegen GJ = E bzw. G*Ji; = 6! der wichtige Zusammenhang

. . } o&" 0
i, = (@hee) - (0)e) = @h ), = 5o o = Gy =5

mit dem Kronecker-Symbol

N S
5]._51]_{0 i (A.13)

Als gerichtetes Linienelement wird das vollstandige Differential des Ortsvek-
tors x bezeichnet

d¢' = g d¢' —ZdL

dz =

agz

aus dem die folgende Bestimmungsgleichung fur das differentielle Element
der Bogenlinge entlang der ¢-Koordinatenlinie resultiert

dL; = |dL;| = |g,|d¢" = NGRS e = /g dE' .

Da das Spatprodukt im dreidimensionalen Raum als Determinante gedeu-
tet werden kann, entspricht das Volumen des von den Grundvektoren des
natiirlichen Basissystems aufgespannten Spats der Jacobi-Determinante

7=9,(9,%9,) -
Damit folgt fiir ein differentielles Volumenelement
dv = g dg*- (g2d§2 x ggdf?’) — Jdedderde" . (A.14)
Die Vektoren
a' = 9. % 9y mit 4, j, k ist gerade Permutation von 1,2,3 ,

stehen normal auf den Flichen £ = const. des Spats und ihr Betrag entspricht
dem jeweiligen Flacheninhalt. Aus

ag,=9,-(9,%9,) 5 =J0=Jg g
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folgt durch Vergleich
d=Jg . (A.15)

Fiir ein differentielles Element der Fliche £ = const. gilt somit
aA; = |dA,| = |g,ds x g,de®)| = |o| dgdg" = T |g'] dede*
= J\/g - gidelder = J\/g@ dgder | (A.16)
mit ¢, 7, k ist gerade Permutation von 1,2,3 .

Ein beliebiger Vektor v hat in den Basissystemen die Darstellung
v=uvie, =v'g. = v,g"

wobei man die v’ als kontravariante und die v; als kovariante Komponenten

von v und die Vektoren v(;e;, v g, sowie véi) Qi als die Vektorkomponenten

des Vektors v beziiglich der Richtungen der Grundvektoren e;, g, bzw. g be-

zeichnet. Durch Anwendung obiger Beziehungen kénnen die kontravarianten

Komponenten des Vektors v folgendermaflen dargestellt werden
g &

g - - B
v =v 5z'—Ug-'gj—y‘gj—Ui—Qi'Qk—Uz‘—5i

== = Oxy, Oxy,

_ ¢
A.3.2 Metriktensor, Herauf- und Herunterziehen von
Indizes

Die kontravarianten und kovarianten Komponenten des sogenannten Metrik-
tensors werden bestimmt durch

bzw.

Wie die Beziehungen

und

P sk ok _ _ K
U =00 =09 g, =09, =0V"g, g, =V gul
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zeigen, kann man mit ihrer Hilfe Indizes herauf- oder herunterziehen. Aus
dem Ansatz fiir die Komponenten der Grundvektoren der beiden Basissyste-
me beziiglich des jeweils anderen Systems

7=y,

und
1k

9; = (), 4
folgt nach skalarer Multiplikation mit gl bzw. 9,
7'=g -9 =) g,-9=() =)

bzw.
k

o . — 1k . — ’ — ’
91 =9;"9,= (9,9 9= (9,0 = (9;), -
Setzt man schliellich diese Beziehungen wieder in den Ansatz ein, so erhélt
man die Gleichungen ' '
g =d"g,
bzw.
_ k
9, = 9ikg"
womit die folgende Identitét hergeleitet werden kann
k=g"g =g%g,-9 =d"ng g =9%6,=9"gm=9"gm -

< £ Im

Diese besagt, dafl die Matrizen der kontravarianten bzw. der kovarianten
Komponenten des Metriktensors invers zueinander sind. Mit Hilfe der Regel
(A.2) kann somit unter Berticksichtigung der Symmetrie des Metriktensors
die Matrix der unbekannten Komponenten aus der der bekannten berechnet
werden

Im l+m
= —7(—1 det (gim A.18
g det (glm) ( ) € (gl )(lm) ( )
1 I4+m l
m=————=(—1 det (g™ .
gi det (g'™) (=1) et (g )(lm)
Fiir die kovarianten Komponenten des Metriktensors gilt weiterhin
8:5, &zck 8951 8$k 8$k 8$k

= Jui = (I"T),; -

%909, = g og = g e ™ ae 00

Daraus ergibt sich die folgende Beziehung fiir die Determinante der kovari-
anten Komponenten des Metriktensors

g = det (g;;) = det (JTJ) =detJ" detJ = (det.])2 = J?.
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A.3.3 Christoffel-Symbole

Im Gegensatz zu den kartesischen Basisvektoren sind die Grundvektoren bei-
der Basissysteme ortsabhéngig. Um die Ableitungen der Grundvektoren nach
den krummlinigen Koordinaten £ in Richtung der Grundvektoren zerlegen
zu konnen, werden die Christoffel-Symbole zweiter Art eingefiihrt

dg

i _ 1Tk
=159,

€

Fiir die Christoffel-Symbole zweiter Art gilt somit die Beziechung

m _ 1k m _ 1k mo__

die aufgrund der Identitét

0_85;”_3<m )_8gm +(‘3gi .
- oEi - &I 9 9)= &I 9; 0&I g
auch in der Form
m_ 99"
ijg OEi "9,
geschrieben werden kann. Mit
g’ i i sk ik
3_@ 9y = oy = 10 = -1y 9" g,

erhélt man dann durch Vergleich fiir die Ableitung der Grundvektoren der
dualen Basis nach den krummlinigen Koordinaten &7
g

EA ik
afj——ijg )

Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen

dg, o (oxz\ 0 (oz\ 99,
T (asi) s (%) = o (4.20)

folgt die Symmetrieeigenschaft der Christoffel-Symbole

ij*afj 9 785’ g =L
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Aus der Beziehung

dg, 0 gy, 0"

=Kk . P — q) ., 4P — 4 9 = . APT

e ¥ = gen (9had") ¢ ( oen & +9kqa§n) 9",
= agkq qp g’

pr; .
D 9"+ Gke 9 g g,
die nach Einfithrung der Christoffel-Symbole in die Form

Igi r
Fin = agnngp - gkq gp an

iibergeht, erhilt man nach Multiplikation mit g,; die Gleichung

Ogr
oEn

Dabei wurde der letzte Term auf die linke Seite gebracht. Fithrt man eine

zyklische Vertauschung der freien Indizes k,[,n durch, so ergeben sich die
drei Gleichungen

Ogu
gpl FZn + gkp F?n = aéfn

89171
Ion U + 9 Uy = 3_5’“

agnk
Ypk FZZ + Gnp Fil = a_fl :

Multipliziert man hierbei die erste Gleichung des Systems mit —1/2 und die
beiden anderen mit 1/2 und addiert alle drei Gleichungen, so erhélt man die

Beziehung
L (Ogin  Ogux  Ogu
n Fp = = -
L (afk T e
die nach Multiplikation mit ¢"™" schliefflich auf eine weitere Darstellungsform
der Christoffel-Symbole zweiter Art fithrt

m — 1 mn agln agnk . agkl
kl agk agl oEn

29

Diese reduziert sich fiir den Fall m = [ aufgrund der damit verbundenen
Summation auf die Form
! L 1 Ogin
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Differenziert man die Determinante ¢ nach &*, so lautet das Ergebnis

89 I+m aglm

oek Z <(—1) det (gum)gym) Dk )

Ilm
das mit (A.18) auch folgendermafien geschrieben werden kann
ok ogk

Vergleicht man die Beziehung (A.23) mit Gleichung (A.22), so gewinnt man
die Formel

(A.23)

p 1199
kl — 2 g aé-k )
die nach Einfiihren von V9 =J die einfache Form
10J

erhalt.

A.3.4 Physikalische Komponenten

Aufler der Ortsabhéngigkeit besitzen die Grundvektoren der beiden Basen
auch die Eigenschaft, dafl sie nicht normiert sind. Dies kann sogar dazu fiih-
ren, dafl die Komponenten eines Vektors unterschiedliche Dimensionen ha-
ben. Um physikalisch sinnvolle Aussagen treffen zu konnen, ist es deshalb
notwendig, den Vektor v auf eine normierte Basis

9 Y

)

9(ii)

egi: ‘g

7

zu beziehen. Die kontravarianten Komponenten des Vektors v hinsichtlich der
Einheitsvektoren Y, bezeichnet man als die physikalischen kontravarianten

Komponenten v°. Aus der Beziehung

vig =v="1"g. q.
=} ey \/% =1
folgen fiir die physikalischen kontravarianten Komponenten die Werte
0= /g’
Fiir die physikalischen kovarianten Komponenten v; eines Vektors v erhilt

man ganz entsprechend
0; = /g v;- )
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A.3.5 Kovariante Ableitung, Gradient, Divergenz,
Laplace-Operator

Mit Hilfe des Nabla-Operators (Nabla-Vektors)
0 o o0& o ;0 , 0
%91, or O O =4 oei i g" ael

ergibt sich fiir den Gradienten eines Skalars s, eines Vektors v und eines
Tensors zweiter Stufe T'

v_

(A.25)

. 0s
Vs =g" 8_§lgi (A.26)
bzw.
0 ) OVt 09 ov
Y i — 124 il
Vu =g oI (“ Qi) g (3539 T aga) (ag; Fagz)
ov' i\
- oI +uly )9y,
= (g™ v + 9™, ) 9.9 (A.27)
oEm lm | 2574 :
oder auch
0 - . o' dg : o'
_ 7 J — = J il
LV = )3 (Ugi>g <agag T 0{3) (3519 +Ul—‘]g)g
o' , v’
= <3§j + Ulrij) gig’ = (88 + UT{J gjgl
. mi ayj mi, I7J
= (g 8?“ + g™ Flm) 9,9, (A.29)
= g™ img 9, (A.30)
= (Vo)'
bzw.

) oT™n .0y dg
_ g mn =m mn _Zn
VL =95 (T gmgn) g ( el Ind P T et 90 T T gmagl)
aTmn mny\r mn
= (a§l99+T g9, +T anzg>

aTm'rL
- ( o8 +T T+ T )glgmgn (A.31)

— Tmn;lglgmgn
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oder zum Beispiel auch

5, oT™ dg dg"
T — I~ (Tmn n) — 4l n n Tmn Zm n Tmn <
VL =95a \1"n9,9") = 9\ ggr 98" 158" T 1709, 5
6Tmn n m r n m n r
:§(7@ﬁ¢Z+Tﬂ%&Q—Tn&ﬁﬁ)
aTmn T m m T n
= ( o8 +7", T =T TFnl) glgmg (A.32)
= Tmn;lglgmgn .
Dabei bezeichnet man die Ausdriicke
i v’ i
v m = a€m —+ Ulrlm
und gmn

als die kovariante Ableitung der kontravarianten Komponenten eines Vektors
v bzw. eines Tensors zweiter Stufe T'. Die Divergenz eines Vektors v berechnet
sich mit (A.24) zu

0 ; o' . g, o'
v = [¢g"m—) - =0 —— "= =_— .00
V-u (Q agm) (U Qz) o oEm +vyg ogm gl T U Lm0
_6_vl+vlrm_a_vl+ll8_]
Tog TV iim T g TV ag
1 0
=77 (J ") (A.34)
= ’Ul;l

Auf dhnliche Weise erhélt man fiir die Divergenz eines Tensors zweiter Stufe

o . oT" . dg . dg.
V T = n_~ . <le > — 6n . le n . _ =l . le n <4
= (g agn) glgz l agn QZ + 9 agngz + 9 ﬂl agn
oT" , ,
= 5 g, + Tl g + T g
oTh , ,
= oe g, + TlTZlgi + T”’Tﬁnlgi

oT" 1 0J .
— le_ e Tlmrz
( o T T m) .
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10 .
= ( 7 38l (JT) + 1™ r:nl> g, (A.35)

:T ?lgz"

Analog zur Herleitung von Gleichung (A.21) folgt aus der Identitét

g"* 0
= ().
= g %= 5e \97%) 5,
agkq kq =q r
g w9 e S
dg" .
- oEn —en I T g* Ipr Lgn
nach Multiplikation mit ¢” die Beziehung
agkl
!k kgl _
— gy, =g, = o (A.36)

Wendet man nunmehr die oben definierte kovariante Ableitung der Kompo-
nenten von Tensoren zweiter Stufe (A.33) speziell auf die kontravarianten
Komponenten des Metriktensors an, so ergibt sich die Gleichung

o gkl
kl rl ok kr ol
m==—+g ', +g" T, .

g n @fn g rn g ™
Unter Beachtung von (A.36) erhdlt man daraus die Formel

g, =0. (A.37)

Entsprechend folgt mit (A.32) die Identitét

U 1 o
5nl = afl + 671 Frl 5r Fnl = aél + F I_‘nl = a_é‘l =0. (A38)

Fiir den Fall n = [ ergibt (A.36) mit (A.24) die Beziehung

dg™ pl Tk kq 1l pl Tk kq 1 9J mn Tk Kl -+ 1 8J
die umgeformt
1 0 i
) T, =0 (A39)
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geschrieben werden kann. Damit erhélt man fiir den auf einen Skalar s ange-
wendeten Laplace-Operator den Ausdruck

oo (m O\ (108
As=V VS‘(Q aém) (ﬂa£l>

. 9905 D (0s
_Q 3§m agl g agm agl

0s 0 0s
_m . (_ l k\ 72 ml_ "~ 2
=49 ( kag ) agl +9g agm (6{’)
0 0s
- " T+ ()
_ 19 (g™ 8s+glm 0 (85)

J ogm o ogm \ og!
10 m 05
= o U5 A

A.4 Kartesisches Koordinatensystem

Ein kartesisches Koordinatensystem kann als Spezialfall eines krummlinigen
Koordinatensystems aufgefafit werden, wobei sich aufgrund der Orthogona-
litdt und Geradlinigkeit dieses Systems erhebliche Vereinfachungen ergeben.
Hinzu kommt noch, daf§ die Basisvektoren normiert, also Einheitsvektoren
sind. Somit stellt das kartesische Koordinatensystem den einfachsten Spezi-
alfall eines krummlinigen Koordinatensystems dar.

A.4.1 Vereinfachungen aufgrund der Orthogonalitét

Im Spezialfall eines orthogonalen Bezugsystems gilt fiir die Grundvektoren
der natiirlichen Basis

9

)

9

=4

g, = 0 fiir 1 # j
9, # 0 firi=yj .
Daraus folgt, dafl die Matrix der kovarianten Komponenten des Metriktensors

nur auf der Hauptdiagonalen von null verschiedene Elemente besitzt und ihre
Determinante berechnet sich somit zu

g = det (gij) = 911922933 -
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In der Literatur werden héufig die Groflen

hi = (i)
benutzt, womit sich fiir die Jacobi-Determinante die Gleichung

J = /9= /911922933 = h1hahs
ergibt. Wegen
i i i (] i g
0Gi=9"9,=9" (9m)=29" 996

gilt fiir die Grundvektoren der dualen Basis der gleiche Zusammenhang wie
fiir die der natiirlichen Basis

gi-gj:() fiir ¢ # j
gi-gj#() fiiri =7 .
Weiterhin ergibt sich daraus die Beziehung

oder auch

96 N
Dasselbe Ergebnis hétte man auch aus der Gleichung (A.18) erhalten kénnen.
Aus

9-9.=9" 996

—_— _] —_—
folgt auflerdem die Beziehung

9;,= ng(jj) ,
die besagt, daf§ die entsprechenden Grundvektoren der beiden Basen 9, und
gj die gleiche Richtung besitzen.

In einem orthonormierten Bezugsystem, wie zum Beispiel der kartesischen
Basis, gilt zudem die Identitéat

1 1 : , 1 A .
g, 9, = 9960 = VI = =9 = .9
“ 965~ T s gun= =

d. h. die natiirliche und die duale Basis fallen zusammen, weshalb dann auch

nicht mehr zwischen ko- und kontravarianten Komponenten unterschieden
wird. Auflerdem gilt wegen 9| = ‘ gi‘ =1

gy = 9" =h; =1

und somit auch
J=g=1.
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A.4.2 Vereinfachungen aufgrund der Geradlinigkeit

In einem geradlinigen Koordinatensystem ist die Basis rdumlich konstant.
Deshalb verschwinden in einem solchen Koordinatensystem alle Christoffel-
Symbole

Iy =0.

Damit reduziert sich die kovariante Ableitung auf eine gewthnliche partielle

Ableitung

, o' Jmi o'

Z‘m _ e == ,

v 8£m tv lm agm

aTmn TnTYm mrin aTmn
el + T+ T, = o

mn
T, =

A.4.3 Gradient, Divergenz, Laplace-Operator

Analog zum allgemeinen Fall ergibt sich mit Hilfe des Nabla-Operators (A.25)
fiir den Gradienten eines Skalars s, eines Vektors v und eines Tensors zweiter
Stufe T'

Vs = a—xlgl s (A41>

0 0v,y,
Vv =¢ o (Vmepm) 5, GCm (A.42)

0 OV, ov

OV = o (vmen) € = ety %Qﬁm = (Vo)” (A.43)

bzw. P T

T _ v T _ mn
VI =¢ o (Trn€men) Ty CimEn

Auf dasselbe Ergebnis kommt man natiirlich auch, wenn man in den Glei-
chungen (A.26), (A.27) bzw.(A.31) die oben genannten Vereinfachungen be-
riicksichtigt.

Fiir die Divergenz eines Vektors v und eines Tensors zweiter Stufe 1" folgt

aus Gleichung (A.34) bzw. (A.35) oder durch Anwendung von (A.25)

Vou= ( 0 > (ume, ) = Dm0 (A.44)

o a0
l@xl al'l " 8Il

bzw.

V -

llos

— (eli) . (Tmne e ) — %5lm§n — %6

- al‘l —men 8951
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Aus Gleichung (A.40) folgt fiir den auf einen Skalar s angewendeten Laplace-

Operator der Ausdruck
2
Ag— D (95 _ 95
8xl 8xl aZL‘la’El
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B. Herleitung der Gleichung (2.22)

Die spezifische Enthalpie
p

h=u-+ - B.1
. (B.1)
besitzt das vollstdndige Differential
1
dh = du—L do+=dp, (B.2)
0 0

woraus die Beziehung

Du Dh pDp Dp

= B.3
Dt “pr T oDt D (B.3)
folgt. Unter Beriicksichtigung der Definition des Deformationsgeschwindig-
keitstensors L /8 5
(5 (%
i == 2.12
5i 2<axj+axi) (2.12)
erhélt man aus der Kontinuititsgleichung
D Q 8 dv;
=0 2.9
3x] (2.9)
die Beziehung
p Do v,

und damit aus der Gleichung (B.3) den Zusammenhang

Du Dh D Dp
®pr %Dt P T Dt
Damit 148t sich die Bilanzgleichung fiir die spezifische innere Energie
D u 0
Dt +a_%+p3]g Tjisji_ngo (217)

in der Form
Dh Dp 0Og

0 —TjiSji—QQUZO (B4)
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schreiben.

Die Gibbssche Fundamentalgleichung

du=Tﬂ&+§dQ (2.18)

kann mit Hilfe des vollstdndigen Differentials der spezifischen Enthalpie (B.2)
auch wie folgt dargestellt werden

1
dh =Tds+ —dp .
0

Differenziert man diese Darstellungsform der Gibbsschen Fundamentalglei-
chung partiell nach den beiden Variablen der kalorischen Zustandsgleichung
h=h(p,T), so erhdlt man die Ausdriicke

() =r(%)
op Jr op Jr o
oh 0s
(a—T);T(a—T)p’
(2) L2 L
8pT T 8pT oT

(ar) =7 (ar )
8Tp T 8Tp

lauten. Kreuzweise Differentiation fiihrt auf die Beziehungen

B (0s\Y_L#h 1 (on\ 11 (0
oT apr_TﬁTﬁp T2\ 0p }p  oT?* 0T 8Tp

(a (as>) 1 9%h

op \ 0T b ) T OopdT

woraus sich unter der Annahme der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitun-
gen durch Gleichsetzen der Zusammenhang

@)1
op Jp o0 0 (9Tp

und

die umgeformt

und
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ergibt.
Damit folgt fiir die kalorische Zustandsgleichung

oh oh
- (3 ()

do oh
e (1 (22)) v () o

die nach Einfiihrung der spezifischen Warmekapazitéit bei konstantem Druck

(%) o

und des (thermischen) Ausdehnungskoeffizienten
do
=—= B.6
b ( or >p (B6)

1
dh=(1—-pT)-dp+c,dT
1%

die Beziehung

auch in der Form

bzw.

Dh Dp DT

—(1-87T)2E
oy = 6>Dt+gcht

geschrieben werden kann. Einsetzen dieser Formulierung der kalorischen Zu-
standsgleichung in den Bilanzsatz der spezifischen inneren Energie (B.4) fiihrt
schliellich auf die gesuchte Gleichung

DT Dp 0g

Qcpﬁ—ﬁT Dt+6_xj TjiiS;ii—ow=0. (2.22)
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C. Normierung

Mit den Referenzgrofien xpef, tref, Urefs Prefs Oref UNd firef werden die dimensi-
onslosen (reduzierten) Grofien
_ T ~ t - v - D - 0 - U

T=—, t= , U=—, P ; ;
Lref tref Uref Pret Oref Href

eingefithrt. Geméf Gleichung (A.25) gilt

0 1 0 1 =~
aﬁ Tref a@ Lref

Einsetzen dieser Ausdriicke in die Kontinuitéitsgleichung

do
Z< . = 2.1
5 TV (ew)=0 (2.1)
und den Erhaltungssatz des Impulses
aéerV-(@yy)Jer—V-(u (Vu+uV)) =0 (2.34)

fithrt auf die Beziehungen

Oref a 5 Oref Uref & ~—~
— + V-(ov)=0
tref 8t Lref (Q_)

bzw.

ref Ure afwﬁ re: UQ — ~— o~ ref «— ~ ref Uref & ~ (=~ ~—
Oref f Q~_+Qf rEfV‘(QQQ)+pfvp_Mf2 fv<M<VQ—|—yv>):O

tref Ot Lref Lref ‘rref
Multiplikation der ersten Beziehung mit gxffjf - und der letzten mit xffjjfg

ref Ure ret ref
ergibt die Gleichungen
Lref 8 E — ~~
—+ V. oV )= 0
tref Uref 8t ( )

und

Lref 0 EZ — Dref

o~ — ~ Href = ~ (e~
=+ V- (207) + Vi- G (i (VE+ V) =0,
tref Uref ot ( ) Oref Ufef Tref Oref Uref a

die mit den dimensionslosen Kennzahlen
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Strouhalzahl St = —fef |

tref Uref

Eulerzahl Eu = —Leef |
Oref Vit

Reynoldszahl Re = %
re:

auch in der Form 55
Y ——
St — V =0 C.1
2 +9-(1) ()

bzw.

Staa—&;: +V-(@00) + BV - o V- (i (V2 +29)) =0 (C2)

geschrieben werden kénnen.

Meistens kann durch eine geschickte Wahl der Referenzgrofien erreicht wer-
den, daf} alle dimensionslosen Groflen von der Groflenordnung der Einheit
sind. Dies gilt dann auch in guter Naherung fiir die verschiedenen Ableitun-
gen, so dafl unter diesen Voraussetzungen die Kennzahlen fiir die Abschét-
zung der Groflenordnung der einzelnen Terme in den Gleichungen (C.1) und
(C.2) herangezogen werden kénnen. Wird in diesem Falle gefordert, dafl im

Erhaltungssatz des Impulses (C.2) der instationére Term 88@ = und der Druck-

term Vp von der gleichen Groflenordnung wie der konvektive Term V. (ovv)

sind, mufl St = Eu=1 und somit
o Lref o 2
tref — ) Pret = Oref Uret
Uret

gelten. Fiir die Gleichungen (C.1) und (C.2) folgt damit die Form

885+V (37) =0 (C.3)

bzw.

aa%y+€.(5@) V- é%. (7 (F2+29)) =0.  (©a)

Wenn ¢ und p konstant sind, ist es zweckméfig, of =0 und pief=p zu
setzen, da dann zu jedem Zeitpunkt und im ganzen Stromungsgebiet o= =1
gilt. Damit vereinfachen sich die Gleichungen (C.3) und (C.4) zu

V-1=0 (2.37)

bzw.
07 = e Lo (e N
a—t~+v-(yy)+vp—§v.(vg+gv)_o. (2.38)
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D. Bestimmung der
Wandschubspannung und des
Drucks auf der Korperoberfliche

Der Druck in einem Punkt auf der Korperoberfliche wird durch bilineare
Interpolation bestimmt. Dafiir werden die im Rechengitter am néchsten be-
nachbarten Druckgrofien verwendet. Wenn eine dieser benachbarten Grofien
geblockt ist, wird sie vorher mit den Methoden berechnet, die auch im Stro-
mungsloser benutzt werden (siehe Abschnitt 2.3.2). Eine bikubische Interpo-
lation fiihrt fiir den Druck meist zu schlechteren Ergebnissen, weshalb darauf
verzichtet wird.

Die Bestimmung der Wandschubspannung erfolgt mittels bikubischer Inter-
polation. Dafiir wird fiir die Wandschubspannung 7, folgende Beziehung be-
nutzt

a'Ut
Tw =0V —|
% on »
wobei fiir die wandnormale Ableitung der tangentialen Geschwindigkeitskom-

ponente v, =uv - t =vse; - tje; = v;t; gilt

8Ut 8vt . 81}1752

3n - (91:]- J a.Tj J

Hierbei bezeichnen n und ¢ den normierten Normalen- bzw. Tangentenvektor

(siehe Abbildung 3.2). Mit v;|, =0 folgt schlielich

( 8vi )
Tw = OV n; | t; .
w

Oz
Die Groflen g—;j_‘ erhédlt man aus der bikubischen Interpolation. Sollten hier-

fiir geblockte Geschwindigkeitsgréfien benotigt werden, so werden diese eben-
falls vorher mit den bereits erwdhnten Methoden berechnet.
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