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Abstract iii

Abstract

In den letzten Jahren wurde die Notwendigkeit der Beachtung des nichtlokalen, zeitabhéan-
gigen Charakters der Konvektion bei Modellrechnungen zur Sternstruktur und Sternentwick-
lung offenbar. In der vorliegenden Arbeit wird ein Modell zur Behandlung der Konvektion
abgeleitet, welches diesen Effekten Rechnung trigt. Ein Mittelungsverfahren fiihrt auf Mo-
dellgleichungen, die nur eine Abhéngigkeit von der Zeit sowie von der Radialkoordinate des
als naherungsweise kugelsymmetrisch angesetzten Sternes beinhalten. Durch physikalisch
motivierte Modellannahmen werden diese Gleichungen geschlossen. Anhand analytischer

I"Jberlegungen und Anwendungen werden die Eigenschaften des Modells diskutiert.
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Einleitung 1

Einleitung

Der Energietransport in Sternen wird im wesentlichen von drei Mechanismen getragen, dem
radiativen Transport durch Strahlung, der Warmeleitung durch entartete Elektronen in eini-
gen Fallen fortgeschrittener Entwicklungsstadien mit relativ dichtem Kern und dem Trans-
port thermischer Energie durch Konvektion. Konvektive Instabilitdt kann man sowohl im
Zentralbereich von Sternen finden, z. B. bei jungen Sternen mit mehr als etwa 1.1Mg,
hauptséachlich verursacht durch relativ grofle Energieerzeugung in einem verhéltnismaBig klei-
nen Raumbereich, als auch in Aulenschichten, wo durch Ionisation in bestimmten Bereichen
sowohl die Opazitat, ein MaB fiir die ‘Undurchlédssigkeit’ der Materie flir Strahlung, an-
steigt und damit den Gradienten der Temperatur erhoht, als auch der adiabatische Exponent
abnimmt und dadurch der maximale Temperaturgradient, der ohne konvektive Instabilitat

aufrechtzuerhalten ware, geringer wird.

Schon seit vielen Jahren wird der konvektive Energietransport in numerischen Modell-
rechnungen zur Sternstruktur und Sternentwicklung berilicksichtigt. Dies kann nur in Form
einfacher Modellgleichungen geschehen, da eine vollstindige, dreidimensionale Simulation
der turbulent konvektiven Bewegung einen viel zu grofien, sogar nicht mehr handhabba-
ren Aufwand sowohl an Rechenzeit als auch an Speicherplatz verursachen wiirde. Im Kern
eines jungen O-Sternes koénnen z. B. Reynoldszahlen R (das Verhéltnis von typischer Ska-
lenldnge der konvektiven Bewegung multipliziert mit der typischen Geschwindigkeit zur vor-
handenen molekularen Viskositit) von 10'? auftreten. Das Verhiltnis von typischer makro-
skopischer Skalenlange zur typischen Gréfe der kleinsten Turbulenzelemente ist aber von der
GroBenordnung %3/4, so daB man in diesem Falle also etwa 10° Intervalle zur Diskretisie-
rung in einer Raumrichtung fiir eine typische Skalenlinge, also in der GréB8enordnung 1027
Stitzstellen insgesamt brauchte, ware man nicht gewillt, auch in dieser Art von Modellen
Approximationen zu benutzen, die dazu dienen, unterhalb einer bestimmten Skalenldnge das
Verhalten der Turbulenzkaskade zu beschreiben. Auch zweidimensionale Simulationen, die
fiir bestimmte Probleme durchaus angebracht sein konnen, werden in diesem Zusammenhang
nicht weiterhelfen konnen, insbesondere da diese Behandlung der turbulenten Konvektion
noch einen wesentlichen Nachteil aufweist, der durchaus zu Vorsicht bei der Interpretation
der Ergebnisse Anlafl gibt. Im allgemeinen sind fiir den Transport bei turbulenter Kon-
vektion die groBten Skalen des Spektrums verantwortlich, denn diese sind verbunden mit

den grofiten Geschwindigkeiten. Die kleinsten Turbulenzelemente hingegen verursachen die
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Dissipation kinetischer Energie in thermische aufgrund der molekularen Viskositat, denn sie
sind verbunden mit den grofiten Geschwindigkeitsgradienten. Im Falle stationdrer, dreidi-
mensional isotrop turbulenter Bewegung stellt sich die sogenannte Kolmogoroffkaskade ein,
ein bestimmtes Spektrum der Turbulenzelemente, bei dem der Transport kinetischer Ener-
gie von den grofleren zu den kleineren Elementen erfolgt. Im zweidimensionalen Fall aber
besteht die Moglichkeit eines Transportes kinetischer Energie in die groiten Skalen hinein,
somit also eine Tendenz zur I"Iberschii.tzung des Transportes durch diese Skalen im Verhaltnis

zum dreidimensionalen Fall.

Diese Kritiken an mehrdimensionalen Simulationen sollen aber keineswegs deren schlufl-
endliche Notwendigkeit zum Verstandnis der sehr komplexen Vorginge in einer turbulent
stromenden Fliissigkeit in Frage stellen. Im Gegenteil konnen solche Rechnungen sehr wohl
groflen Aufschluf8 geben iiber die Wahl der freien Parameter, wie sie in den in der Sternent-
wicklung eingesetzten, verhaltnisméfig einfachen Modellen fiir turbulente Konvektion immer
wieder auftreten. Erwahnt seien in diesem Zusammenhang z. B. die Arbeiten von Nordlund
(1982) iiber die solare Granulationszone sowie Arbeiten von Deupree (1984, 1986), Hurlburt
et al. (1984), Chan et al. (1982), Sofia, Chan (1984) und Chan, Sofia (1986, 1987). Nicht
zuletzt wird auch im Rahmen hoherdimensionaler Modellansédtze sehr viel an theoretischer
Arbeit getan, um die oben dargestellten Probleme der numerischen Auflésung aller fir die
Physik signifikanten Skalen der Kaskade zu losen (z. B. die interessanten Kaskadenmodelle
von Bell und Nelkin 1977, 1978). Dies ist ein weites Feld der neueren Forschung, und da es sich
auch da oft um chaotische Phanomene handelt, zeigt schon die einfache Feigenbaumfunktion,
wie schwierig, wenn nicht sogar unmoglich, eine exakte, vielleicht statistische Behandlung
derartiger Vorgange sein mag, wieviel mehr mufl dies fiir die vergleichsweise komplizierten

hydrodynamischen Systeme gelten.

In der vorliegenden Arbeit wird ein einfaches, eindimensionales Modell fir die turbulente
Konvektion in Sternen entwickelt und seine Eigenschaften untersucht im Rahmen analytischer
fJberlegungen als auch anhand einiger numerischer Anwendungsbeispiele. Das Modell ist
konzipiert fiir Sternentwicklungsrechnungen und insbesondere fiir solche Falle, in denen die
erwahnten héherdimensionalen Modelle vom Aufwand her nicht angebracht oder gar nicht
realisierbar erscheinen, in denen aber die bisher verwandten eindimensionalen Modelle nicht

mehr anwendbar sind.
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1. Ein eindimensionales Modell fiir Konvektion in Sternen

1.1. Ubersicht iiber einige bekannte Ansitze

Die eindimensionalen Modelle bedienen sich im wesentlichen alle des folgenden physikali-
schen Bildes: Die turbulente Kaskade wird fiir den Aspekt des Transportes reduziert auf
eine dominante Skalenldnge. Diese wird implizit immer als die Skalenldnge angenommen,
die in die nicht so dominanten Skalen der Bewegung nach endlicher Zeit zerfallt. Die an-
deren Skalenldngen werden so behandelt, dal die kinetische Energie in ihnen zwar bis zur
letztendlichen Umsetzung in thermische Energie immer weiter in kleinere Skalen dissipiert
wird, die dabei auftretenden Transporte aber, aufgrund der im Verhéltnis zur Bewegung der
dominanten Skala kleinen Geschwindigkeiten, vernachldfigbar sind. Es gibt dariiber hinaus
auch Rechnungen, die explizit versuchen, mehr als eine Skala oder typische Bewegungsform,
wie z. B. die Rollen- oder Hexagonlosungen in der Bénardkonvektion, zu beriicksichtigen in

Form von Entwicklungen in mehrere dominante Moden.

Das bisher wohl in der einen oder anderen leichten Modifikation meist benutzte eindimen-
sionale Modell fiir die turbulente Konvektion in Sternen ist die sogenannte Mischungswegtheo-
rie (MLT), die auf eine Idee von Prandtl (1932) zuriickgeht, deren bekannteste Form in den
Arbeiten von Bohm-Vitense (1953,1958) entwickelt und verwandt, und die in Sternstruktur-
und Entwicklungsrechnungen von Kippenhahn (1962) und Hofmeister et al. (1964) ange-
wandt wurde. Diesem Modell liegt folgendes Bild zugrunde: Aufgrund eines kleinen Tempe-
raturiiberschusses (Storung) bewegt sich ein einmal zustandegekommenes Turbulenzelement
iber eine bestimmte typische Distanz, um dann instantan in kleinere Elemente zu zerfallen
und so die kinetische Ernergie in thermische zu dissipieren als auch die beinhaltete thermi-
sche Energie und Materie in die Umgebung freizusetzen. Einfache fJberlegungen zur Kine-
matik der Bewegung einer solchen Blase unter Beriicksichtigung der Auftriebskrafte und der
Entwicklung des Temperaturexzesses bei gegebenem Temperaturgradienten der Umgebung
flihren zu Gleichungen fiir die typische Geschwindigkeit, den Temperaturiiberschuf}, den kon-
vektiven Energieflufl sowie den sich dadurch einstellenden Gradienten in der Temperatur. So
gelangt man z. B. sehr einfach schon zu einem Kriterium fiir konvektive Instabilitdt eines
Bereiches: Wenn ein solches Turbulenzelement einmal aufgrund einer kleinen Stérung einen

Temperaturiiberschuf8 hat und deshalb, wegen der etwas geringeren Dichte im Vergleich zur
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Umgebung und der dadurch resultierenden Auftriebskrafte, aufsteigt in Schichten geringe-
ren Druckes, so wird es dabei in Naherung (Korrekturen werden z. B. notwendig, wenn das
Element optisch diinn wird und es deshalb Entropieverluste aufgrund von Abstrahlung er-
leidet) aufgrund des nachlassenden Auflendruckes adiabatisch expandieren. Wenn nun der
Temperaturgradient in der Umgebung so steil ist, daB8 trotz dieser Expansion und der da-
mit verbundenen Abkiihlung immer ein Temperaturiberschu8 bestehen bleibt, so wird diese
Bewegung zunachst nicht gedampft, die Schicht ist instabil. Ist die adiabatische Abkiihlung
jedoch starker als die Abkiihlung der Umgebung, so wird nach einer gewissen Strecke das
‘Eddy’ eine hohere Dichte als seine Umgebung aufweisen, und die Auftriebskrafte werden die
Bewegung dampfen, die Schicht ist in diesem Falle also stabil. Formal ist diese I"Iberlegung

im sogenannten Schwarzschild-Kriterium zusammengefaft:
V>V = Instabilitat (1)

mit den in der Sternentwicklung gebrauchlichen Abkiirzungen

olnT
V=
<alnp>* (2a)
odlnT
Voad 1= .
d (alnp>s (26)

Dabei bedeutet der Index %, daBl die aktuell im Stern auftretenden Gradienten von Tempe-
ratur und Druck zur Bestimmung dieser Gr68e heranzuziehen sind. Im Falle des Auftretens
von Gradienten in der chemischen Zusammensetzung sind noch Korrekturen an diesem Kri-
terium anzufiigen, die zu dem sogenannten Ledoux-Kriterium fiihren, welches spater noch

eingehender beschrieben werden wird.

Das MLT-Modell ist allerdings nicht in der Lage, die zeitliche Veranderung der Konvek-
tionsgroflen, also z. B. das Starten der Konvektion, zu beschreiben, sondern nur stationire
Zusténde der Konvektion. Dies mag fiir Hauptreihensterne noch eine hervorragende Appro-
ximation sein, wenn aber typische Zeitskalen der Veranderungen in einem Stern der Zeitskala
des Entstehens oder Vergehens der Konvektion entsprechen, wird diese Naherung unangemes-
sen sein. Dies kann z. B. in pulsierenden Sternen der Fall sein. In den derzeit verfiighbaren
Modellrechnungen dazu ist die Konvektion meist entweder als ‘eingefroren’, also auf einem
Mittelwert konstant gehalten, angenommen worden, oder aber als instantan adjustierend auf

den stationaren Grenzwert, der sich nach unendlicher Zeit unter den gegebenen Bedingungen
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einstellen wiirde. Auch in den Spatstadien der Sternentwicklung, das Siliziumbrennen ei-
nes massereichen Sternes dauert nur etwa einen Tag, wurde bisher mit nicht zeitabhéngiger
Konvektion gearbeitet. Ein drittes Beispiel sind die eindimensionalen Nova-Rechnungen, bei
denen eine typische Zeitskala fiir den thermonuklearen Runaway in der Gré8enordnung von
100 Sekunden liegt. Auch hier wird man beriicksichtigen miissen, dafl die Konvektion sich an
solch kurzzeitskalige Veranderungen nicht mit vernachlassigbarer Verzégerung wird anpassen
konnen (Oettl 1987). Ahnliche Probleme treten auch bei der Behandlung von Core-Helium
Flashes auf (Deupree 1984, 1986).

Ein weiteres Problem ist die Lokalitat der MLT. Die wesentlichen Groflen in diesem
Modell, die den konvektiven Transport beschreiben, werden immer nur lokal bestimmt. Es
ist jedoch leicht einzusehen, dafl die Bewegung eines konvektiven Elementes zu einer gegebe-
nen Zeit nicht nur von den, an seinem momentanen Aufenthaltsort gegebenen, physikalischen
Bedingungen, sondern auch von seiner ganzen thermo- und hydrodynamischen Vorgeschichte
sowie der seiner Umgebung beeinflult ist. Die lokale Approximation fiihrt deshalb zu Schwie-
rigkeiten. Das wohl bekannteste und im Rahmen der Sternentwicklung und der Fragen der
Nukleosynthese meist diskutierte derartige Problem ist das sogenannte Overshooting. Wenn
ein Turbulenzelement im Bereich, der Konvektion treibt, erzeugt wird und dann die typische
Distanz zuriicklegt, kann es sicherlich passieren, dal dieses ‘Eddy’ an die Grenze des kon-
vektiv instabilen Bereiches gerat. Dort verkehren sich die beschleunigenden Auftriebskrifte
in bremsende, jedoch wird man aufgrund der Massentragheit nicht erwarten kdnnen, daf die
Bewegung abrupt endet. Vielmehr wird dieses Element in die eigentlich stabile Schichtung
‘iberschiefen’ und dort noch eine gewisse Strecke zuriicklegen. Dabei wird sich sogar ein Tem-
peraturdefizit aufbauen konnen aufgrund der adiabatischen Abkiihlung, die in einer stabilen
Schicht ja bei der Bewegung in Zonen niedrigeren Druckes schneller ist als die Abkiihlung der
Umgebung langs dieses Weges. Dies wiederum bedingt, wie spater noch gezeigt werden wird,
einen Fluf} thermischer Energie in die dem Temperaturgradienten entgegengesetzte Richtung,
der natiirlich auch die umgebende Stuktur beeinflufit. Insbesondere fiir die Nukleosynthese,
also die Beschreibung des Entstehens der beobachteten Elementhaufigkeiten in der Natur,
ist es von groftem Interesse, das AusmafBl dieses Overshooting quantitativ zu erfassen, da
der konvektive Kern von Sternen letztendlich den wesentlichen Teil des zur Verfiigung ste-
henden nuklearen Brennmaterials darstellt. In vielen Arbeiten (Bressan et al. 1981, Bertelli
et al. 1985, Langer, El Eid 1986, El Eid, Langer 1986) wurde dem Overshooting in Form einer

parametrisierten Vergroflerung des Kerns Rechnung getragen. Andere Arbeiten benutzen das
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Model von Shaviv und Salpeter (1973) (Maeder 1975, Langer 1986a, Langer 1986b) oder aber
das sogenannte Roxburgh Kriterium (Roxburgh 1978) zur Berechnung der Ausdehnung des
konvektiven Kerns inklusive des Overshooting (Doom 1985, Sybesma 1985, Doom et al. 1986,
Sybesma 1986, Prantzos et al. 1987). Dieses Kriterium beruht aber auf einer gravierenden In-

konsistenz, die seine Anwendung und die gewonnenen Resultate hochst fragwiirdig erscheinen

148t (Bressan 1984, Baker, Kuhfufl 1987; siehe auch Anhang A3).

In diesem Zusammenhang ergibt sich auch ein weiteres Problem: das Mischen des Ma-
terials durch Konvektion. Bisher wurde meist davon ausgegangen, dafl eine konvektive Zone
in einem Stern chemisch instantan homogenisiert wird. Dies ist wieder eine Frage der Zeit-
skalen. Typische Mischungszeitskalen diirften in der GréBenordnung einiger weniger Jahre
liegen, so daBl die Approximation sicherlich wieder keine schlechte ist fiir die Hauptreihe
im Hertzsprung-Russel-Diagramm. Es gibt jedoch durchaus Bedenken in Bezug auf spitere
spezielle Brennphasen, bei denen wegen kurzer Zeitskalen, z. B. aufgrund extrem schnellen
nuklearen Prozessierens des von auflen nachgemischten Materiales, die Naherung der homo-
genen konvektiven Schicht nicht mehr angemessen ist. Dies gilt erst recht in sehr spiten
Brennphasen, wenn, wie oben angedeutet, schon abgesehen vom Mischen nicht einmal sicher-
gestellt ist, ob die Konvektion sich entsprechend der Annahmen der MLT bis zum stationiren
Grenzfall hin ausgebildet haben kann. Einige Autoren benutzen Diffusionsgleichungen, um
das konvektive Mischen zeitabhéngig zu beschreiben (Simpson 1971, Eggleton 1972, Weaver
et al. 1978, Habets 1985, Langer et al. 1985), dabei wird jedoch die Diffusionskonstante zum
Teil sehr unbefriedigend bestimmt. Awuch ist weitestgehend unbekannt, wie die Dynamik
konvektiven Mischens im Overshooting-Bereich beschaffen ist, insbesondere bei zusatzlich
auftretenden, starken Gradienten der chemischen Zusammensetzung (Unno 1965, Kato 1966,

Langer 1986b).

Es sind in der Vergangenheit mehrere Modelle fiir die Konvektion entworfen und pu-
bliziert worden. Diese Arbeiten lassen sich in mehrere Gruppen von Ansétzen einordnen.
Eine Klasse von Arbeiten bedient sich verschiedener Mittelungsverfahren. Die Konvektion
wird dabei als der Mechanismus behandelt, der die Fluktuationen hervorruft. Die ersten
derartigen Modelle gehen auf Gough (1965) und Unno (1967) zuriick. Gought stellte 1969 in
einer sehr grundlegenden Arbeit die Bedeutung der in der stellaren Konvektion immer wieder
verwandten Boussinesq- und anelastischen Approximation als zwei Stufen einer konsistenten

Entwicklung in kleine Parameter dar. Auch eine Weiterentwicklung der Modelle von Unno
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und Gough geht auf Gough (1977) zurilick. Diese Modelle sind allerdings zum Teil nur lokal,
genauso wie das von Eggleton (1983). Ebenfalls in diese Klasse von Arbeiten gehdren die sehr
verwandten Modelle von Castor (1968, nicht verdffentlicht) und Stellingwerf (1982a) sowie
das Modell von Xiong (1980, 1981). Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte, analysierte
und angewandte Modell ist ebenfalls von dieser Art und in der Ein-Gleichungs-Formulierung
(Kuhfus 1986a) dem Castor-Stellingwerf’schen, in der Drei-Gleichungs-Formulierung dem
Xiong’schen sehr dhnlich. Die allerdings zum Teil wesentlichen Unterschiede werden an ge-

gebener Stelle erlautert werden.

Ein dritter Typ von Modellen benutzt eine Entwicklung in verschiedene Moden. Der
erste derartige Ansatz stammt von Busse (1975). Dieser wurde spater von Marcus (1979,
1980a, 1980b) in groBerem Mafle ausgefiihrt und auf realistischere Fille angewandt. Dabei
verwandten beide Kugelflachenfunktionen als Basisfunktionen. Im Prinzip kdénnte man mit
diesen Methoden auch beliebig hohe Auflésungen in drei Dimensionen erreichen, aber die
Probleme sind dann dieselben wie bei den in normaler dreidimensionaler Form diskretisierten

hydrodynamischen Gleichungen (siehe auch Tscharnutter, Winkler 1979).

Auch andere Formen der Entwicklung in Moden sind schon verwandt worden (La-
tour et al. 1976, Toomre et al. 1976, Massaguer, Zahn 1980, Latour et al. 1981, Massaguer
et al. 1984). Aber derartige Rechnungen mufiten wegen zu groBer Komplexitit immer auf
die Entwicklung in eine oder zwei Moden beschrankt werden. Aulerdem erstreckten sie sich
nie liber eine ganze Entwicklung eines Sternes und oft wurden nur stationdre Losungen kon-
struiert. Es stellt sich auch und insbesondere heraus, dafl die Ergebnisse zum Teil sehr von
der spezifischen Wahl der Entwicklungsfunktionen, die dreidimensionale Raumabhéngigkeiten
beinhalten kénnen, abhdngen, so dafl auch in diesen sehr grundlegenden Arbeiten nicht da-
von ausgegangen werden kann, daf§ die Beschreibung der Konvektionszone unabhingig vom
Ansatz ist. Dariiber hinaus ergab sich (private Mitteilung, Baker 1986), da88 bei einer un-
veroffentlichten Rechnung mit drei Moden kein stationarer Zustand zu erhalten war. Trotz

allem kann die Bedeutung dieser Ansatze gar nicht hoch genug eingeschatzt werden.



8 1. Ein eindimensionales Modell fiir Konvektion in Sternen

1.2. Grundlagen des Konvektionsmodells

1.2.1. Das Mittelungsverfahren

Ein wesentlicher Punkt der vorgestellten Modelle ist die Eindimensionalitdt. Diese wird in
manchen anderen Theorien quasi ad hoc eingefithrt durch eine Annahme der Art, daf§ die
eigentlich von allen drei Raumkoordinaten abhangenden Gré8en nur als von einer abhangig
behandelt werden, meist der Hohe im Falle kartesischer Koordinaten oder dem Abstand von
Zentrum bei einem kugelsymmetrischen Objekt. Insofern erscheint es zunachst sauberer, eine
geeignete, mathematisch wohldefinierte als auch physikalisch verstandliche Reduktion auf eine
Raumdimension vorzunehmen. Im vorliegenden Falle wird iber Kugelflichen gemittelt. Dies
ist einfach zu beschreiben fiir skalare Groen wie z. B. die Materiedichte p, die im folgenden
immer als typischer Fall eines skalaren Feldes benutzt werden wird. Sei K(r) die Kugel
vom Radius r und S(r) deren Oberfliche, dann wird das auf die Oberfliche S(r) normierte
Oberflichenintegral iiber S(r) des skalaren Feldes als dessen Mittelwert im Abstand r vom

Zentrum definiert, also

() (r) ::ﬂ i
#. @
S(r)

dn
- / p(r, ), d0=sinvdddp . (1)
S, 4

Dabei sei () der Raumwinkel, Sz die 2-Sphéare. Fir vektorielle Groen, wie z. B. als typischer
Fall das Geschwindigkeitsvektorfeld v, ist hingegen nur der radiale Anteil von Interesse, also
der proportional zum radialen Einheitsvektor €,. Folglich wird der entsprechende Mittelwert

definiert als

(V):=(v-e)e . (2)
Analog ist auch der Mittelwert fiir zweitstufige Tensoren zu definieren:
(@) :=(&" T -&)e &’ (3)

Alle diese Bildungen sind offenbar linear iiber dem Korper der reellen Zahlen. Des weiteren

erhalt man unmittelbar:

{0 )y = (o) (4a)
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(9 ),, = (O] « (4d)

Die Abweichung einer Grofle von ihrem Mittelwert ist die Fluktuation, die mit einem Apo-

stroph gekennzeichnet wird:
p'=p—(p) (5a)
v =7 (V). (50)

Die beiden Operationen zur Bildung der Mittelwerte bzw. der Fluktuationen sind idempotent

und orthogonal, d. h. fiir eine Gré8e a beliebigen mathematischen Typs gilt:

((a)) = (a) (6a)

(@) =d (65)
(a)' =0 (6¢)
{a’) =10, (6d)

Eine ganz wesentliche Folgerung ist die Darstellung des Mittelwertes eines Produktes zweier

GroBen @ und b beliebigen, nicht notwendig gleichen mathematischen Typs. Es gilt

(ab) = (a) (b) + (d' V') . (7)

Auch lassen sich einige Aussagen zum Verhalten der Mittelwertbildung in Verbindung mit
Differentiation machen. So vertauscht die partielle Ableitung nach der Zeit sowie die partielle
Ableitung nach der Radialkoordinate r fiir eine beliebige Gré8e a mit der Mittelwertbildung

und damit natiirlich auch mit der Bildung des fluktuierenden Anteils:

(0:a) = 84(a) (8a)
(9ya) = 9,(a) (8b)
(8ta)’ = 8:d (8¢)
(8ra)' =8, . (8d)

Weitaus wichtiger, weil anwendungstrachtiger, sind jedoch die folgenden Identititen (a sei

wieder ein Feld beliebigen Typs):

(grad p) = grad(p) (9a)
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(div ) = div(7) (95)
(grad p)’ = grad p’ (9¢)
(dive) = dive’ (9d)
(7 V)a) = (()V){a) + ((v'V)d]) . (9€)

Die letzte dieser Gleichungen erinnert schon an die spateren Anwendungen im Zusammenhang
mit den Gleichungen der Hydrodynamik, in denen die sogenannte konvektive oder substanti-

elle Ableitung auftritt, die definiert ist als
Dy:=08:+ (VV) . (10)

Da nachher nur die mittlere Geschwindigkeit (¢'), das heifit der reine, mit globaler radialer
Bewegung verkniipfte Anteil des Geschwindigkeitsfeldes, in den Gleichungen auftreten soll,

ist es naheliegend, analog eine ‘mittlere’ substantielle Ableitung zu definieren gemas
di:=3:+ ((v)V) . (11)

Aufgrund der oben ausgefiihrten Identitaten hat diese Ableitung interessante Eigenschaften.

Zunachst vertauscht sie mit der Mittelung einer Gréfe a :

(di a) = di{a) (12a)
(dt @) = dia’ . (120)
Des weiteren folgen die direkt auf die Anwendung flihrenden Verkniipfungen der mittleren

mit der totalen substantiellen Ableitung fiir den Fall der Anwendung auf einen Mittelwert

oder eine Fluktuation einer beliebigen Grofle a :

di(a) = (D a) — ((7'V)d') (13a)

did' = (Dt a)' — ((¢'V)d') — (¢'V){(a) . (13b)

Damit sind alle spater benotigten Eigenschaften und Identitdten abgeleitet, diese sind nun

auf die physikalischen Gleichungen anzuwenden.
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1.2.2. Die physikalischen Gleichungen

Die physikalischen Gleichungen ergeben sich aus den verschiedenen Erhaltungssitzen. Zu-
nachst sind die Partialdichten aller Teilchensorten erhalten, soweit sie nicht aufgrund von

thermonuklearen Reaktionen verandert erzeugt werden:

dtpi + div(p;v') = Z s Ry - (1)
J

Dabei ist m; die Teilchenmasse der Teilchensorte i, p; die zugehorige Partialdichte, R;
reprasentiert die Rate fiir die Reaktion 7 in Reaktionen pro Volumen- und Zeiteinheit, und
v;j ist der stochiometrische Koeffizient der Reaktion, d. h. in der Reaktion j werden v;; Teil-
chen der Sorte ¢ erzeugt bzw. vernichtet. Die molekulare Diffusion wurde hier vernachlassigt.
Fir konvektive Gebiete ist das aufgrund der viel geringeren typischen Geschwindigkeiten
gerechtfertigt; fiir massearme Sterne kann in radiativen Gebieten aber auch die molekulare
Diffusion, und dabei insbesondere die Druckdiffusion (Sedimentation), durchaus wesentliche

Effekte zeitigen (Wambsgan8 1987).

Die Gesamtdichte p ist die Summe aller Partialdichten p;. Damit folgt aus den obigen
Gleichungen durch Summation iber alle Teilchensorten die Kontinuitatsgleichung fiir die

Gesamtdichte

d:p + div(p'l_f) = Z miviiR; . (2)
i

Die linke Seite dieser Gleichung reprasentiert die Massenverluste bei den Reaktionen und
kann in sehr guter Naherung vernachlassigt werden. Dies ist leicht zu belegen. Angenom-
men ein Stern von 1Mg wiirde 10!° (typisch) Jahre mit der Leuchtkraft der Sonne Energie
abstrahlen, dann entsprache das 0.07% der Gesamtmasse an Massenverlust. Dies aber ist ver-
nachlassigbar, insbesondere im Vergleich zu typischen anderen Massenverlustmechanismen.
Anders ausgedriickt ist der Massenverlust durch Massendefekte bei der Sonne 7-10~ Mg, pro
Jahr, das ist etwa genau soviel wie der Verlust durch den Sonnenwind. Man kann also auch
fir Sterne in sehr guter Naherung die Massenerhaltung in der bekannten Weise formulieren

als

Otp +div(pt) =0 . (3)

In der weiteren Behandlung erweist es sich als sinnvoller, immer mit spezifischen, das heifit

auf die Masseneinheit bezogenen Groflen zu arbeiten. Aus diesem Grunde werden statt der
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Kontinuitatsgleichungen fiir die Teilchensorten die dquivalenten Gleichungen fir die auf den
Massenanteil bezogenen Konzentrationen benutzt, deren Bestimmungsgleichung aus (1) und

(3) folgt:

pi
C; i=— 4a

: (4a)

pDie; = Z mitis By - (4b)

J

Die zweite wesentliche physikalische Gleichung ist die aus der Impulserhaltung folgende

Navier-Stokes-Gleichung:

pDiv =pg—Vp+Dive . (5)

Dabei ist p der Druck, und der Vektor g steht fiir die Beschleunigung der Materie durch ein
aufBeres Feld; dieses wird nachher das radialsymmetrisch angesetzte Gravitationsfeld sein. &

ist der Tensor der Viskositat. Die dritte ErhaltungsgroBe ist die Gesamtenergie:

2 2
at{p(e+%)}+div{pﬁ' (w+22—>+q"—17‘?}=p17§'+pe . (6)

Dabei ist e die spezifische thermische Energie, w die spezifische Enthalpie, ¢ entspricht dem
Tansport von Energie durch nicht von der Bewegung v’ getragene Mechanismen wie der Strah-
lungstransport, und € ist die spezifische Erzeugung oder Vernichtung thermischer Energie z.
B. durch die thermonuklearen Prozesse oder auch durch Neutrinoverluste. Auch diese Glei-

chung wird wieder in der nicht konservativen Form benutzt:
o
th<e+—2—)=p5’§+pe—div(§'—5"5’+p17) : (7)

Im Verlauf der Herleitungen wird auch noch die Energieerhaltung in Form der Entropieglei-

chung bend6tigt werden:
pT Dis = pe — divq + 04;0;v; — Z ma ;. (8)
J

Dabei ist s die spezifische Entropie. Fiir den die Entropieerzeugung durch viskose Dissi-
pation kinetischer Energie reprasentierenden Term wird die Einstein’sche Summenkonven-

tion benutzt. Die GréBe t; resultiert aus den die chemischen Potentiale u; beinhaltenden
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pidn;—Termen (n; sei die Anzahl der Teilchen ¢ pro Masseneinheit) aufgrund der Tatsache,

daB noch die Nebenbedingung ), ¢; = 1 erfiillt werden mu$,

p= & _EN (9)

mg my
fiir den Fall, da8 die N—te Konzentration als die abhéngige behandelt wird. Auch die Summe

ist im folgenden immer nur verstanden als Summe tiber alle unabhangig wahlbaren Konzen-

trationen, also bei N Teilchensorten N — 1 Stiick.

1.2.3. Mittelung der Kontinuitatsgleichung

Unter Anwendung der in Kapitel 1.2.1. abgeleiteten Regeln und Identititen gelangt man
von der Kontinuitatsgleichung sofort zu deren gemitteltem Anteil und den entsprechenden

Fluktuationen:

de{p)+ div((p)(¥) +(p'7") ) =0 (1a)
3tp’ + div( (p)v" + o' (v) +(o'v') ) =0. (1b)

Die anelastische Approximation (Spiegel, Veronis 1960, Gough 1969) behandelt nun grob
gesprochen alle Fluktuationen als Storungen, ausgenommen die Fluktuation der Geschwin-
digkeit v”’. Alle Gleichungen werden demgema$ in der fithrenden Ordnung approximiert. Im

Falle der Gleichungen (1) erhilt man
9¢(p) + div((p}(v')) =0 (24)
div({p)v’) =0. (2b)

Diese Gleichungen lassen sich einfach interpretieren. Die mittlere Geschwindigkeit (¢') wird
identifiziert als die, die bei einer mittleren Dichte (p) zu vorgegebenen Massenfliissen aufgrund
von Dichtednderungen fiithrt. Die Gleichung (2b) beinhaltet hingegen im Divergenzterm ein-
fach nur den fiihrenden Anteil. Das Verschwinden der Zeitableitung des fluktuierenden An-
teils der Dichte bewirkt, daBl kurzzeitskalige Fluktuationen, namlich Schallwellen, in dieser
Naherung vernachlassigt werden; so wird die anelastische Approximation in der Literatur
haufig charakterisiert. An dieser Stelle sei bemerkt, dafl auch hier klar wird, da8l eine appro-
ximationsfreie Simulation der Konvektion in Sternen {iber die notwendig grofien Zeitskalen
gar nicht moglich ist, da man gleichzeitig auch die kleinen Zeitskalen schallartiger Storungen

mit auflésen muBite.
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1.2.4. Die gemittelten Konzentrationsgleichungen

Anhand der Gleichungen fiir die Konzentrationen (1.2.2/4b) 1a8t sich besonders einfach die
Anwendung des Mittelungsverfahrens demonstrieren. Nach einer Division durch die Dichte

p hat man

R .
Dic; = Zmil/ijf : (1)
J

Auf diese Gleichung wendet man nun die Identitat (1.2.1/13a) an und erhélt zunichst

e = Yo mavis( ) = (5 9)l) 2

Der auftretende FluBiterm, der den Transport durch die konvektive Geschwindigkeit repra-
sentiert, ist aufgrund der ‘anelastischen Gleichung’ (1.2.3/2b) noch exakt umzuformen, indem
man einen Faktor (p)v’’ hinter die Differentiation zieht. Diese Operation wird auch bei allen
anderen Gleichungen spater in der einen oder anderen Form durchgefiihrt werden:
(') = 75 ()T "V)e)
p)
= v (T ((p)ed)) - (3
(p)
Der Term, dessen Divergenz in der letzten Gleichung auftritt, ist ein typischer Flufiterm, wie
er immer wieder erhalten werden wird. Er reprasentiert den Strom von Materie der Spezies

¢ aufgrund der Konvektion und damit das konvektive Mischen. Man erhalt also letztendlich:

di{ci) = E mil/ij<£;i> = z/l)—> div 7; (4a)

Ji =" ({p)es)') . (4b)
Die Gleichung (4a) ist identisch mit einer Gleichung fiir eine Konzentration (c;), wie sie
gelten wiirde in Gegenwart eines Diffusionsstromes ;, Durch Anwendung der Kontinuitats-
gleichung fiir mittlere Dichte und Geschwindigkeit (1.2.3/2a) erhalt man in konservativer

Form geschrieben
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Diese formale Analogie fihrt spater zu der Idee, alle Strome solchen Typs als Diffusionsstrome
zu behandeln, und diese, aufgrund der Tatsache, da8 eine durch Konvektion verursachte ‘Dif-
fusion’ sehr effizient ist, nur durch den Gradienten der diffundierenden Gré8e zu beschreiben

und Druck- und Temperaturdiffusion zu vernachlassigen.

1.2.5. Die gemittelte Navier-Stokes-Gleichung

Mit Hilfe der schon abgeleiteten Eigenschaften des Mittelungsverfahrens und insbesondere

Gleichung (1.2.1/13a) ergibt sich sofort aus der Navier-Stokes-Gleichung (1.2.2/5)

1 1
(5) = (@) - (39p) + (3D ) — (W) 1)
Der letzte Term dieser Gleichung fiihrt zur Definition des Reynolds-Tensors

rup = —{g v’y . (2)

Vernachldssigt man dariiber hinaus noch die Terme hoéherer Ordnung in der molekularen
Viskositat, d. h. hier, dal man die Dichte bei dem Viskositatsterm aus der Mittelung her-
ausziehen kann, und approximiert man zusétzlich noch, da die Beschleunigung § aus der
langreichweitigen Gravitationswechselwirkung resultierend einen fast verschwindenden fluk-

tuierenden Anteil hat, so erhdlt man

4(e) =7 (3Vp) + = (Div(T +7)) 3)

Der letzte Approximationsschritt ist die Entwicklung des Termes, der den Druckgradienten
beinhaltet. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dafl an spaterer Stelle die Gleichung (3) noch

verwandt wird ohne diese Entwicklung:

di(v) = g - UV@) —>(DiV(‘5’ +7) . (4)

Die Mittelung der Navier-Stokes-Gleichung fiihrt also auf eine Bewegungsgleichung fiir die
gemittelte, rein radiale Bewegung. In der jetzt erhaltenen Form ist sie allerdings noch nicht
verwendbar, da der Reynoldstensor ¥ noch einen Term hoherer Ordnung darstellt, der nicht

exakt behandelt werden kann.
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1.2.6. Die Gleichung fiir die konvektive kinetische Energie

Wesentlichster Bestandteil des Konvektionsmodells ist eine dynamische Gleichung fir die
konvektive kinetische Energie, also die Energie, die in der konvektiven Bewegung steckt.

Diese ist auch als spezifische Grofle definiert, also als Energie pro Masseneinheit:

@ = <”7> : (1)

Die Motivation fiir die Einfiihrung dieser Grofle ist die Tatsache, daf sie als Skalar zu einer
typischen Geschwindigkeitsskala der konvektiven Bewegung fiithrt. Eine Gleichung fiir diese
GroBe ist also ein erster Schritt zu einer vereinfachten Beschreibung der Dynamik des kon-
vektiven Geschwindigkeitsfeldes und damit der Transporte aufgrund der Konvektion. Die
Anwendung der Gleichungen (1.2.1/12a) und (1.2.1/13b) auf die Navier-Stokes-Gleichung
(1.2.2/5) fiihrt zu

diw = —<%,-Vp> + <%'Div‘c?> - <(5”V)(v’2/2)> + %(mpi(a),) )

Dabei steht D; fiir die kovariante Ableitung in Richtung des Basisvektors :. Diese wird spater
noch ausfiihrlich behandelt werden und dabei zweckmafBig auf das anholonome orthonor-
male Dreibeinfeld {€;,€s,€,} bezogen. Die Einstein’sche Summenkonvention kommt hier
zur Anwendung. Wieder wird beim Auftreten des Tensors der molekularen Viskositat die
Dichtefluktuation als Term héherer Ordnung vernachlassigt, was berechtigt ist aufgrund der
Tatsache, dafl die eigentlichen Effekte der Viskositat aus der Wechselwirkung mit der Ge-
schwindigkeit bzw. deren Ableitungen erwachsen und so zu den Dissipations- bzw. Trans-
portgliedern fithren. Demgemaf handelt es sich hier bei Div @ um einen Term der Ordnung

der Geschwindigkeitsfluktuationen. Man erhalt
dw = Sy — S — o div(Gy = (779)) + (ri; Di(F);) (3)
{p) {p)

mit den Definitionen
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Wieder bleiben Terme tibrig, deren exakte Behandlung nicht méglich ist und die zu model-

lieren die eigentliche Schwierigkeit des Modells darstellt.

1.2.7. Die gemittelte Energiegleichung

Die Energiegleichung (1.2.2/7) ist zunédchst durch p zu teilen. Dann erhilt man unter Be-

ricksichtigung der Identitat

(e437) =@+ + 307 )

und der Naherung, dafl die &uleren Krafte aus der Gravitation resultieren und deshalb deren
Fluktuationen aufgrund der Langreichweitigkeit vernachlassigt werden kénnen, sowie der er-
neuten und schon begriindeten Vernachldsigung der Dichtefluktuationen im Zusammenhang

mit der molekularen Viskositit und unter Benutzung von (1.2.1/13a) und (1.2.5/3) sofort

dille) -+ w) =le) — <%div ¢T> - % div(G, — (7'9))
1 7Y — (5 e!
¥ W“% + 1i5) Di(v) ) — (v V)e)

= <%div(p17)> + (17)<%Vp> : (2)

Man kann zeigen, dafl in guter Naherung unter Vernachldssigung der Druckfluktuationen,
ansonsten nur unter der erwahnten Entwicklung nach fluktuierenden Groflen und der Anwen-

dung der sogenannten ‘anelastischen’ Gleichung (1.2.3/2b), gilt

(17)<%Vp> - <%div(p1’;’)> ~ -% div(z) — <17'V <%>> . (3)

An dieser Stelle sei erwahnt, daB es nicht generell erlaubt ist, im Rahmen der anelastischen
Approximation die Druckfluktuationen zu vernachldssigen, wenn man mit dem Auftreten
konvektiver Geschwindigkeiten mit Machzahlen, die nicht mehr klein gegen 1 sind, rechnen
mufl. Dabei ist immer zu beachten, von welcher Ordnung andere auftretende Terme sind.
Fiir die mittlere Energie ergibt sich aufgrund der Analyse von Gough (1969) allerdings, daf§
die Druckfluktuationen vernachlédssigt werden konnen. Es sei aber schon an dieser Stelle dar-
auf hingewiesen, da8 die anelastische Approximation im folgenden nicht immer vollstindig
respektiert werden kann und zuséatzliche Naherungen notwendig werden, die das Modell zum

Teil nur exakt im Sinne der Boussinesq-Approximation machen. Gough (1977) versucht diese
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Problematik durch analytische ﬁberlegungen zu den Druckfluktuationen zu umgehen, aber
auch dies gelingt nur approximativ. Die meisten derzeit vorhandenen Konvektionsmodelle,
wie insbesondere die seit langen Jahren benutzte MLT, kranken ebenfalls an der Tatsache,
daB sie ihre Giiltigkeit bei Machzahlen, die nicht mehr klein sind gegen 1, verlieren. Dies ist
eine leider nicht leicht zu iiberwindende Inkonsistenz, denn bei der Anwendung dieser Mo-
delle konnen durchaus Losungen mit grofien konvektiven Geschwindigkeiten erhalten werden,
wie z. B. aus ungezahlten Rechnungen fiir Konvektionszonen in dufleren Ionisationsschich-
ten entwickelter Sterne bekannt ist. Es ist jedoch im gegebenen Rahmen nicht mdoglich, die
Druckfluktuationen vollstindig mitzubestimmen. Dazu miifite die Navier-Stokes-Gleichung
auch fir die Geschwindigkeitsfluktuationen gelost werden, wie es in einigen neueren Arbei-
ten durchgefithrt wird, in denen sogar zum Teil voll kompressible Materie behandelt wird
(Latour et al. 1976, Toomre et al. 1976, Massaguer, Zahn 1980, Latour et al. 1981, Hurlburt
et al. 1984, Massaguer et al. 1984, Deupree 1984, 1986). Es ist sowohl anschaulich klar als
auch aus den oben genannten Arbeiten ersichtlich, daf# die Druckfluktuationen mit den hori-
zontalen, also vom Mittelungsverfahren gar nicht erfa8ten, Stromungen zu tun haben, denn
die vertikalen Stromungen miissen am Rand eine konvektiven Zone ‘umgebogen’ werden, und
dort entsteht somit ein Staudruck. Es zeigt sich also, daBl mindestens eine zweidimensionale
Behandlung oder eine Zerlegung in hoherdimensional abhéngige Moden notwendig wird, und
genau dies wird in den zitierten Arbeiten vorgefiihrt. Damit ist aber das Modell doch wie-
der zu kompliziert, um es in einer Sternentwicklungsrechnung uneingeschrankt benutzen zu

konnen.

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (3) gelangt man zu einer leicht interpretierbaren

Form der Gleichung fiir die mittlere Energie:

di((e) + @) =(¢) — % &iv({(@) +J + 7w — (7))

1 po J e D le e _ sl
+<p>(( ij + 7i;) Di(V)5) e (@) . (4)

Dabei wurde der radiative Transport wieder in fiihrender Ordnung entwickelt, und fw ist der

durch die Konvektion verursachte Flufl thermischer Energie:

Jw = (7' ({p)w)") . (5)

Es ist nur natiirlich, da8§ hier die Enthalpie und nicht die Energie als transportierte Grofie
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auftritt, was der Tatsache der durch das konvektive Element zu leistenden Arbeit Rechnung

tragt. Auch in der Energieerhaltung (1.2.2/6) kommt dies zum Ausdruck.

Es ist instruktiv und fiir die Interpretation unerlafllich, die Gleichung (4) umzuschreiben

in die Form eines Erhaltungssatzes:
8: {(p) ((&) + w + 5(¥)?) }

ra{)9) (0 + & 4o+ 407?)

+Jw + (@) + 3t — (7'9) — (T)((r) + (‘5’>)} = (o) (&) + (p)(¥)g. (5)

Es fallt auf, daB8 die konvektive kinetische Energie auftritt wie eine zusatzliche innere Energie
etwa aufgrund einer zusatzlichen Komponente im Gas. Spater wird sich noch herausstellen,
daB im scherkraftfreien Teil des Reynoldstensors auch noch der zugehorige Druck verborgen
liegt. Man beachte auflerdem, dal Terme, die aus der molekularen Viskositat @ erwachsen,
immer in Konkurrenz stehen mit Termen, die unmittelbar aus dem Reynoldstensor 7 oder

dem mit diesem verwandten FluB8 konvektiver kinetischer Energie _;t resultieren.

1.2.8. Die Vernachlassigung der molekularen Viskositat o

Eine weitere Naherung des Modells besteht nun in der Vernachldssigung der molekularen
Viskositat @ in allen Termen bis auf einen. Es wird sich spater noch genauer erweisen, daf§
diese Naherung fiir die Scherkréfte bei hohen Reynoldszahlen gerechtfertigt ist (sieche Kapi-
tel 1.3.1.). Der ebenfalls auftretende Spurterm des viskosen Tensors steht sogar in direkter
Konkurrenz mit Druck und Turbulenzdruck und ist deshalb auch vernachlassigbar. Die auf-
grund der molekularen Viskositdt entstehenden Energiefliisse wiederum sind zu vergleichen
mit den Fliissen thermischer Energie, fw und (q), oder kinetischer Energie ﬁ Letzterer ist
zwar auch klein relativ zu den thermischen Fliissen, jedoch ist er aus einem Term von der
Struktur Reynoldstensor multipliziert mit einer Geschwindigkeitsableitung enstanden, und

deshalb gilt das spater noch zu belegende Argument der hohen Reynoldszahlen auch hier.

Diese Naherung ist zu interpretieren als das Abschneiden der Turbulenzkaskade ‘un-
terhalb’ der den Transport dominierenden gré8ten Skalenlinge durch Einfiihrung der viel
groBeren turbulenten Viskositat, die im Reynoldstensor beinhaltet ist. Diese grofle Viskositat
fiihrt zur Dissipation der kinetischen Energie schon auf groflen Skalen. Die kleinen Skalen

werden dabei vernachlassigt mit dem Argument, dal unterhalb der dominanten Skala die
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Energie schon als in relativ kurzer Zeit in thermische dissipiert betrachtet werden kann. Da-
mit ist dem Transport geniige getan, nur der Dissipationsmechanismus mufl noch genauer
modelliert werden. Dieser ist beinhaltet in einem Term der Gleichung fiir die konvektive
kinetische Energie w, dem einzigen Term, in dem die molekulare Viskositdt nicht konkurriert

mit dem Reynoldstensor.

1.2.9. Zusammenfassung der Gleichungen

Im folgenden sind die unter den bisherigen Approximationen erhaltenen Gleichungen des

Modells noch einmal aufgefiihrt:

9t(p) + div({p)(v')) =0 (1)
div({p)v') =0 (2)

e = S mavig( ) - Lo aie ()

7 = (@' ((p)es)") (4)

4{7) =G~ TrV(p) + 73 (Div 7) (5)

Tij == — (p)vjv; (6)

b =8 = 8 — 705 div(F) + (s DifT);) (7)

Sw = — <%Vp> (8)

S i= (o Div'y) (9)

o= (3 (01012)) (10)

di((e) + @) = (€) — -<;—> av(F) + 7 + F)

_1_,,-.. A7) _@ (T
+<p)<1JDl( )J> <p>d ( ) (11)

Jw = (' (()w)') . (12)

Die weitere Aufgabe ist es nun, diese Gleichungen zu schlielen, d. h. die immer noch vorhan-

denen Mittelwerte von Produkten fluktuierender Gr68en physikalisch sinnvoll zu modellieren.
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1.3. Schliefbedingungen

1.3.1. Der Reynoldstensor

Analog zum Tensor der molekularen Viskositit wird ein Ansatz fir den Reynoldstensor
gewahlt. Dies ist eine in der Theorie turbulenter Flisse hdufig benutzte Approximation,
die sich dariiber hinaus auch motivieren 1at aus der Betrachtung der Terme, die in der
Navier-Stokes-Gleichung bei deren Ableitung aus der Boltzmann-Gleichung auf die Visko-
sitdt fihren (Chiu 1968). Es wird im folgenden isotrope Turbulenz angenommen, da nur
unter dieser Annahme der zweistufige symmetrische Tensor, bezogen auf ein orthonormiertes
Dreibeinfeld wie {é;, €y, €5}, irreduzibel zerféllt in einen spurfreien symmetrischen Anteil und

einen, der proportional ist zum Kronecker—é:
Tij 1= — {p)viv;
2 ° — 1 [2
~(p)u | 2D ;vj) — §5ij dive' § — g(p)v 8y . (1)

Die Annahme isotroper Turbulenz erscheint natiirlich fragwiirdig, insbesondere wiirde man
wohl an den Réndern einer konvektiven Zone eine starke Anisotropie erwarten. Ein Verzicht
auf diese Annahme ist jedoch mit &hnlichen Schwierigkeiten verbunden wie die Darstellung der
Druckfluktuationen (Gough 1977), und somit im gegebenen Rahmen nicht durchfithrbar. Eine
andere Moglichkeit ware die Annahme totaler Anisotropie, aber diese ist ebenfalls nicht global
zu rechtfertigen, sie ist eher noch unnatiirlicher, da bei hohen Reynolds- und Rayleighzahlen,
wie die Analysen zeigen, beliebig kurzskalige und damit immer starker isotrope Moden instabil
werden, und man somit diesen Grenzfall beliebig exakt behandeln kénnen mufl im Gegensatz
zum anderen Extrem, das nur sehr begrenzt und vereinzelt als gut erfiillt betrachtet werden

kann.

Man beachte, daBl aufgrund der Isotropieannahme der Spurterm schon exakt bestimmt
ist. D; reprasentiert wieder die kovariante Ableitung nach der :—ten Richtung, die Symmetri-
sierung im Scherterm wird dargestellt durch das Klammerpaar (...) im Index. Eine derartige
Approximation ist durchaus gebrauchlich im Zusammenhang mit Modellen fiir turbulente
Stromungen (siehe z. B. Tennekees, Lumley 1972). Die kinetische turbulente Viskositdt u
hat die Dimension einer Geschwindigkeit multipliziert mit einer Lange. Einzusetzen ist dort

eine typische Geschwindigkeit der konvektiven Bewegung, die zeitabhangig und nichtlokal zu
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beschreiben die Motivation war fir die Ableitung der Gleichung fiir die konvektive kinetische
Energie w, sowie eine typische Skalenlange dieser Bewegung A. Des weiteren enthalt u einen

freien Parameter o, :

i 4= a#wl/zA . (2)

Hier zeigt sich nun, da§ die in Kapitel 1.2.8. durchgefiihrte Vernachlassigung der molekula-
ren Viskositat bei gleichartigem Auftreten des Reynoldstensors eine Approximation fiir hohe

Reynoldszahlen darstellt, denn

_ GvéL

R:=
MKmol

(3)

ist etwa das Verhéltnis von der turbulenten oder ‘Eddy’-Viskositat u zur molekularen pymo;.

Es ist sinnvoll, den Reynoldstensor aufzuspalten in den Scheranteil, der aus dem spur-

freien Anteil 7 resultiert, und dem Spuranteil, der immer wieder auf den Turbulenzdruck
2
pt == g(ﬁ)w (4)
fihrt. Die in den Gleichungen benétigten Terme zerfallen demgema8 in

(Div ?) =<Div ‘?> — Vp; (5a)
(rij Di(v');) =(Tiz Di(V') ;) — pe div(¥) (50)

<>

@)(?) =) ((7)-») (5¢)

Die Scherterme sind auch ohne weitere Approximationen auszuwerten. Man erhalt:

. = - X 4 4 (vr>
<D1v T > =e,r—33,§(p)ur O ;. (6a)

(i) =g o (ror 22 (61

r
r

@){7) =) & opura, L (6c)
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1.3.2. Diffusionsapproximation

Die formale Analogie der Gleichungen fiir die mittleren Konzentrationen (¢;) zu normalen
Diffusionsgleichungen fiihrt auf die Idee, die in diesen Gleichungen auftretenden Flisse einer

Spezies ¢ ebenfalls als diffusive zu approximieren, d. h.
Foim (T(p)es)) m —aslp) A2V (el (1)

Durch Summation der Konzentrationsgleichungen (1.2.9/3) iiber alle Teilchensorten und wie-
der unter Vernachlassigung der Massendefekte bei Kernreaktionen gelangt man mit Hilfe des
Gaufl’schen Satzes unmittelbar zu der Nebenbedingung, dafl die Summe aller Diffusions-
strome verschwinden muf. Dies ist fiir beliebige raumliche Verteilungen der Konzentrationen
¢; jedoch nur moglich, wenn, wie oben getan, der Gradient der Konzentrationen c¢; und
nicht der der Partialdichten p; benutzt wird (analog wie im Falle molekularer Diffusion), und
dariiber hinaus alle freien Parameter o; gleich sind. Demgemafl wird im folgenden nur der

freie Parameter a,, fir diese Diffusionsnaherungen fiir alle Spezies ¢ benutzt, also

Ji= —om(p)Aw/?V{c;) . (2)

Der FluB) kinetischer Energie .;t wird nun aufgrund der formalen Analogie ebenfalls durch

eine solche Diffusionsapproximation modelliert:
5= —at(p)Awl/ZVw . (3)

Dieser Fluf ist es letztendlich, der den nichtlokalen Charakter des gesamten Konvektionsmo-
dells ausmacht. Die Gleichung fir die konvektive kinetische Energie wird durch die Naherung
(3) zu einer nichtlinearen Diffusionsgleichung, die diffundierende Grofe ist nicht nur in den
Quell- und Senkentermen vorhanden, sondern auch und insbesondere in der Diffusivitat fir
deren Transport. Ein solches Modell zur Behandlung von turbulenten Strémungen mit klei-
neren Strukturen, als aufgelost werden konnen oder sollen, wird haufig als ‘Energiegleichungs-

modell’ bezeichnet (siehe z. B. Tennekes, Lumley 1972).

Der radiative FluB (¢') wird, wie es in der Sternentwicklung zumindest fiir Bereiche grofier

optischer Tiefe gebrauchlich ist, ebenfalls durch eine Diffusionsapproximation beschrieben,

_ _4a,c(T)3
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dabei ist a die Strahlungskonstante, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, £ die Opazitit und T die
Temperatur. Diese Niherung ist gerechtfertigt aufgrund der Tatsache, dafi die mittlere freie
Weglinge der Photonen klein ist verglichen mit den typischen Skalen der Veranderung der

ZustandsgréBen im Stern.

1.3.3. Dissipation konvektiver kinetischer Energie

Die molekulare Viskositat tritt noch in dem Dissipationsterm in der Gleichung fiir die konvek-
tive kinetische Energie w auf. Dieser Term kann zunéchst nur mit Hilfe eines Dimensions-
argumentes approximiert werden, denn fir eine exakte Behandlung ware ein detailliertes
Wissen iiber den gesamten Transport von kinetischer Energie tiber die turbulente Kaskade
bis in immer kleinere Skalen mit deren schlufiendlicher Umsetzung in thermische Energie
notwendig. Im vorliegenden Fall wird jedoch nur die Dissipation der Energie aus der gré8ten,
fir den Transport wesentlichen Skala benotigt, alle h6heren Anregungen werden nur als be-
stenfalls leicht verzogernder Mechanismus zur Dissipation der Bewegung verstanden. Es wird
eine typische Zeitskala der Dissipation 7, definiert mit Hilfe der schon angegebenen typischen

Skalen der Geschwindigkeit und der Lange

A

™= (1)

und damit dann der Verlustterm modelliert gemaf

% 1 w w3/?
Sp i= —(0;iDiv';y\~ — =¢cg——— . 2
w (p)( 5] 1 ]) o D A. ( )

Es sei darauf hingewiesen, dafl dieses Modell einer Stokes’schen Reibung fiir die bewegten

Turbulenzelemente entspricht, denn mit dem Ansatz fiir eine typische Geschwindigkeit

6v = \/%(11’2) = \/-z-w y (3)

wie er wieder sinnvoll fiir den Fall totaler Isotropie ist, ergibt sich die Bewegungsgleichung

aufgrund der Dissipation zu

8v = —k(6v)?, k:=;—z g : (4)

Diese Interpretation wird an spéaterer Stelle erneut aufgenommen werden.
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1.3.4. Erzeugung konvektiver kinetischer Energie und der thermische FluB

Zunachst ist der Quellterm kinetischer Energie wieder in den Stérungen zu entwickeln, wobei

aus den schon genannten Griinden die Druckfluktuationen vernachlassigt werden

e (o)1) )

An dieser Stelle kann jedoch der p’—Term nicht als vernachlassigbar angesehen werden, da es
sich hier um einen Term in einer Gleichung fiir eine Grofle, die selbst von hoherer Ordnung
ist, handelt. Konsistent wird eine Entwicklung der Dichtefluktuationen vorgenommen in

Fluktuationen der Entropie und der Konzentrationen

O ol{@), 2@ - e

Der Index ¢ an der ersten thermodynamischen Ableitung soll auf die Abhangigkeit der Dichte

von den Konzentrationen c;, die ebenfalls als unabhangige thermodynamische Variable zu be-

trachten sind, hinweisen. Insgesamt erhdlt man also als Modell fiir den Quellterm kinetischer

=@ an (@) @

o= (') . (3b)

Energie

Oft wird die Boussinesg-Approximation grob auch umschrieben als die Naherung, bei der
die Dichteschwankungen nur von den Temperaturschwankungen herriihren, der Innendruck
eines Turbulenzelementes also instantan an den Aulendruck adjustiert (Vernachlassigung des
Staudruckes), und diese Schwankungen nur im Auftriebsterm der Navier-Stokes-Gleichung
beriicksichtigt werden. Hier wird also deutlich, dafl dieses Modell die Boussinesq-Appro-
ximation erfiillt, zum Teil genauer ist, z. B. durch die Beriicksichtigung der anelastischen
Gleichung, da8 aber andererseits beim Modell fiir die Quellfunktion die Druckfluktuationen
vernachlassigt werden, die zu beriicksichtigen fiir ein wirklich anelastisches Modell notwendig

ware (Gough 1969).

Analog wird mit dem konvektiven FluBl thermischer Energie verfahren. Um die Ver-

nachlassigung der Druckfluktuationen explizit zu beriicksichtigen, wird die Enthalpie fir
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kleine Stérungen entwickelt als Funktion ihrer natiirlichen Variablen,

r__ s _1_1 AW,
w' =(T)s" + Pl +;<¢=> i

~(T)s' + ) (bi)el (4)
und es ergibt sich dann fiir den Fluf§

Fu= O+ Wi - ®)

Damit sind alle Terme, die Korrelationen zwischen Fluktuationen darstellen, durch mitt-
lere Groflen und deren Ableitungen modelliert und somit die Gleichungen geschlossen, mit
Ausnahme des Vektors I1. Diese GroBe stellt sozusagen den wichtigsten Teil dar, sie beschreibt
im wesentlichen sowohl die Erzeugung konvektiver kinetischer Energie als auch den durch die

Konvektion getragenen Strom thermischer Energie.
1.3.5. Die Auswertung von Mittelwerten von Funktionen

In den bisher abgeleiteten Gleichungen treten immer wieder Mittelwerte von Funktionen wie
Energieerzeugung, Reaktionsraten oder auch Opazitdten und aus der Zustandsgleichung ab-
geleitete GroBlen auf. Diese werden generell beriicksichtigt in der Form, dafl eine Entwicklung
in der notwendigen Ordnung der Storungen ausgefiihrt wird, z. B. wird die Opazitat in der

Diffusionsnaherung fir den radiativen Flufl approximiert als

(k) = k((p),(T), (ei)) - (1)

An spaterer Stelle wird es manchmal notwendig, von einer Grée nicht den Mittelwert, son-
dern die Fluktuation in der ersten Ordnung zu bestimmen. Dies geschieht dann in der Form

einer Linearisierung um den durch die mittleren Variablen definierten Zustand.
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1.3.6. Zusammenfassung der Gleichungen

Im folgenden sind die unter den bisherigen Approximationen erhaltenen Gleichungen des

Modells noch einmal aufgefiihrt:

84(p) + div((p)(¥)) =0

div({p)7') =0
R; 1 -
dt(c,-) = mqViy —L Y — divj,'
Ej: < p > (o)
Ji = — am(p)Aw' 2V (c;)

4(7) =7 - V(o) + 20 + 75 (Div F)

3773
u=oz,;Awl/2
diw =Ss — S édlv(ﬁ) z%div(z‘)‘)+ ( >('rz,D,(17),)
Yo [[(a0) \g. Ls/(2) \:
S = (p)g {<<as>p’c>n+ <P) z{:<(aci>8m>]1}
I = (7's")
A w®/?
Soc =c¢p A
7t = — a{p)Aw/?* Ve
(7Du(5);) = glom ro. 20
dl{e) + ) = () = (@ + 7 + )
L;__ (T s _<P>+Pt (T
. 4ac(T)®
D= 3w

Jw = (NI + Z W7

(14)

(15)

(16)
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Die konvektive kinetische Energie erscheint in diesen Gleichungen wie eine zusatzliche Kompo-
nente der Materie mit Beitragen jeweils zum Druck, zur Energie und zu viskosen Schertermen.

Deutlicher wird dies vielleicht noch anhand der Energiegleichung in konservativer Form:

3:{(p) ((e) + w + 3(¥)?)}

+ div {(p)(a) <(e) tw+ (z%gm + %(zﬂz)

thot@+R-@(F)]  =0E@+eEE . an

Dabei ist der aus den Reynoldsscherkraften resultierende Energiestrom

{vr)

< r
r

@ 7) = @) o)uro,

(18)

1.4. Das Ein-Gleichungs-Modell (Kuhfufl 1986a)

Der zunéchst einfachste und direkteste Weg, die einzig noch nicht approximierte Korrelation
zwischen Geschwindigkeits- und Entropiefluktuationen IT zu behandeln, besteht in der An-
wendung der Diffusionsapproximation auch fir diesen FluB8 der Entropie, wie sie auch fiir
die von der Struktur her gleichen Terme (v"'¢}) und <17 '(v'? [2)! > schon benutzt wurde (siehe

Kapitel 1.3.2.) :

I~ —a,Aw/?V(s) . (1)

Damit ist ein vollstandiges Modell fiir zeitabhéngige und nichtlokale Konvektion entworfen

(Kuhfuf§ 1986a), dessen Eigenschaften im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch detaillierter zu

diskutieren sind.

Dieses Modell ist dem Stellingwerf’schen (1982a) sehr ahnlich. Weniger wichtige Unter-
schiede treten auf in der Behandlung des Reynoldstensors. Stellingwerf erhalt den Turbu-
lenzdruck nur grob aus einer Abschéatzung, und der Term, der aus den Reynolds-Scherkraften
stammt, tritt gar nicht auf. Es wird allerdings ein zusatzlicher Term, der diesem &dhnlich ist,

ad hoc eingefiithrt zur zusatzlichen Verkopplung der radialen Bewegung mit der Konvektion.

Der wesentliche Unterschied besteht in der Behandlung des Vektors Ii. Diesen modelliert
Stellingwerf nicht vermdge einer Diffusionsapproximation sondern nur durch Dimensionsargu-

mente und dem Ansatz der MLT im stationaren lokalen Grenzwert des Modells. Dabei erhalt
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er eine Proportionalitdt zu w statt zur Wurzel dieser Grole. Aus Dimensionsgrinden mufl
er deshalb mit einer Wurzel des Entropiegradienten arbeiten, welcher unter Vernachlassigung
der Konzentrationsgradienten proportional ist zu V — V4. Fiir stabile Bereiche wiirde diese
Wurzel aber imaginar, so dai Stellingwerf in diesem Fall den Treiberterm zu Null setzen
mufl. Physikalisch bedeutet dies die Vernachlassigung dampfender Auftriebskrafte. Es wird
sich zeigen, dafl dieses Vorgehen schwerwiegende Konsequenzen sowohl fiir das Zeit- als auch

fiir das raumliche Verhalten hat.

1.5. Das Drei-Gleichungs-Modell

Es wurde schon darauf hingewiesen, daf§ die Gréfe IT die wichtigste zu modellierende Kor-
relationsfunktion ist. Dies gilt insbesondere sowohl nur fiir das rdumliche Verhalten des
Modells als vielmehr auch fiir Studien des zeitlichen Verhaltens. Baker (1986, private Mit-
teilung) vermutet, daB es fiir eine realistische Beschreibung pulsierender Sterne durchaus
notwendig sein konnte, die zeitliche Entwicklung des mittleren Temperaturexzesses ebenfalls
zu beriicksichtigen und nicht nur die Dynamik des konvektiven Geschwindigkeitsfeldes. In
der Tat impliziert die oben abgeleitete Ein-Gleichungs-Formulierung, da8 die durchschnittli-
che Stérung der mittleren Temperatur im Falle einer konvektiven Instabilitdt instantan dem
stationaren Grenzwert dieser Fluktuation entspricht, und diese ist gerade der Wert, den auch
die MLT voraussagt. Viele der 1-d Modelle fiir Konvektion (z. B. Unno 1967, Gough 1977)
enthalten aus diesen Griinden eine dynamische Gleichung fiir den Temperaturexzess der kon-
vektiven Elemente. Das Modell von Xiong (1981) beinhaltet sogar drei Gleichungen fiir die
Konvektion, eine davon beschreibt die Korrelation von Geschwindigkeits- und Temperatur-

fluktuationen.

Im folgenden wird nun statt des einfachen Modelles eine dynamische Gleichung fiir die
Grofe I abgeleitet. Es stellt sich dabei jedoch heraus, daBl man in natiirlicher Weise auf
eine dritte Grofle, die Varianz der Entropiefluktuationen, gefithrt wird. Diese aus bekannten
Groflen zu modellieren ist mathematisch nicht befriedigend, da dadurch Singularitdten in
den Differentialgleichungen auftreten. So erweist es sich als notwendig, auch fiir diese Grofie
eine eigene dynamische Gleichung abzuleiten. Diese 3 Gleichungen sind allerdings unter der
Annahme zu allen Zeiten vollstandiger Korrelation zwischen Entropie- und Geschwindigkeits-
fluktuationen nicht mehr unabhangig, es besteht dann die Moglichkeit, eine der Unbekannten

zu eliminieren. Dieses erscheint aber wenig sinnvoll, denn eine Implikation der vollstindigen
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Korrelation wire, wie gezeigt werden wird, ein total anisotropes Geschwindigkeitsfeld, d. h.

v/ hatte ausschliellich eine radiale Komponente.

1.5.1. Die Ableitung der Gleichungen fiir die Korrelationen (#"'s') und (s'*/2)

Aus der Navier-Stokes-Gleichung (1.2.2/5) sowie die Entropiegleichung (1.2.2/8) ergeben sich
unter Benutzung der Identitdt (1.2.1/13b) die folgenden, dynamischen Gleichungen fiir die

Geschwindigkeits- und Entropiefluktuationen:
1 ’ /
div' = — (;Vp) - ( Div ‘6’) — (V'V)(7) — ((¢'V)v") (La)

dt8'=(%)’—(d:;,i> +(0nav.1> Zmzm, (1_111__)

—([@'V)(s) = (#'V)s)" . (10)

Aus diesen Gleichungen leitet man nun unter Benutzung der Identitit (1.2.1/12b) die Glei-
chungen fir die beiden, den mittleren Entropieexzess sowie dessen Korrelation mit der Ge-

schwindigkeitsfluktuation beschreibenden Grofien

ab. Es ergibt sich zunachst:

deTT = < "i’p‘;ﬁ> Zmiuj<17'%i> + <%,Diva> + (a’%)
- (75 E) - (£9p) - (W9)5) - (@99) - (wF)V0)  (30)

, 050505 i
o153 2

+(d5) - <s'd;‘;‘7> —fiv(s) - <(a'V)f—2—> . (3)
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1.5.2. SchlieBbedingungen und Approximationen

Wieder besteht die Problematik in der Notwendigkeit, physikalisch sinnvolle Approximationen
fir die Terme zu finden, die nicht aus schon bekannten dargestellt werden kénen, z. B.
weil sie Korrelationen hoherer Ordnung erhalten. Im folgenden werden diese Terme also zu

modellieren bzw. so weit wie moglich exakt auszuwerten sein.

1. Es wird angenommen, dafl die Temperaturfluktuationen 7" in guter Naherung nur Funk-
tionen der als klein angenommenen Entropiefluktuationen sind und die Einflisse der

Konzentrations- und Druckfluktuationen vernachlassigt werden kénnen, d. h.

T ~ ﬂ3' (1a)

¢y =T (g%) . (18)

2. Da Reaktionsraten im allgemeinen sehr sensibel von der Temperatur, jedoch relativ
schwach von der Dichte abhangen, wird bei den Fluktuationen, die die Energieerzeugung
€ beinhalten, nur nach Temperaturstérungen entwickelt. Diese Naherung kann natiirlich
ohne groflen Aufwand dahingehend relaxiert werden, dal man auch Dichteschwankungen

mit einbezieht. Im einzelnen erhilt man unter Beriicksichtigung der Approximation (1a):
75 8(e/T)\ (T) 5
<v T ~< o ) ey Il (2a)

<s'%> z<%>g—$z¢. (2b)

Es sei an dieser Stelle noch mal an das in Abschnitt 1.3.5. Gesagte iiber die Bildung
von Mittelwerten von Funktionen erinnert. In den obigen Approximiationen ist es in der
notwendigen Ordnung konsistent, die Mittelwerte der Temperaturableitung der Funktion

€¢/T durch die Werte dieser Ableitung fiir die mittleren Variablen zu ersetzen.

3. Analog zur Behandlung der Energieerzeugung wird auch wieder bei den Termen, die die
Entropieinderungen aufgrund der u;dn;—Terme beinhalten, vorgegangen, indem diese
nur in ihren Temperaturabhangigkeiten entwickelt und die Fluktuationen der Dichte und

der chemischen Potentiale vernachlassigt werden:

<4,¢, > <<T>><¢:->> <a(1;,~T/T) >ﬁ (30)

<
() o (o) @
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Auch hier besteht wieder die Méglichkeit, diese Approximation zu relaxieren und Dichte-

schwankungen mit einzubeziehen.

4. Wieder wird eine anndhernde Isotropie des Geschwindigkeitsfeldes angenommen, d. h.
12\ l< ,2> -
<v, > Mo\v ) =37 - (4)

5. Die Korrelation héherer Ordnung zwischen Entropie- und Konzentrationsfluktuationen
(s'ct) wird approximiert als Produkt der beiden mittleren Fluktuationen, was auch an-
schaulich als sinnvoll erscheint, ist doch jede der beiden im physikalischen Bild verkniipft

mit dem Transport durch die individuellen Turbulenzelemente. Zunéchst wird angesetzt:
(s'cl) ~ 6sbc; . (5a)

Dabei wird die Fluktuation der Entropie aus der Grofle ¢ gewonnen:

65| :=1/(s?) = v/2¢ (5b)

6s =sign(6s)|6s| . (5¢)

Die Fluktuationen der Konzentrationen werden aus den mit Hilfe der Diffusionsapproxi-

mation modellierten Strdmen J; (1.3.2/2) bestimmt:

(vich)

bc; ~sign(6v)

~ — sign(6v)am \/éAB,(C,’) 3 (54)

Ein Vorzeichen ist noch unbekannt. Dieses wird aus Griinden der Anschauung gewahlt

als

sign(6v 6s) = sign((v',s")) = sign(ll) ,M:=Ti-&, . (5€)
Somit erhalt man letztendlich:

(s'ch) ~ —sign(IT) amv/3A4Y/ 20, (c;) . (55)
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6. Die gerade approximierten Korrelationen treten nur im Auftriebsterm der Gleichung
fir IT auf. Es ist wieder eine Entwicklung der Dichtefluktuationen in Entropie- und

Konzentrationsfluktuationen vorzunehmen, und man erhdlt unmittelbar:

()i

H,:= —(d,In{p))" ! . (6d)

Die Grofle H), ist in der Sternentwicklung allgemein als typische Skalenldnge gebrauchlich

und wird als ‘Druckskalenhohe’ bezeichnet.

7. Die Terme, die die viskose Dampfung beinhalten, konnen wie vorher modelliert werden.

Dazu wird zunachst wieder eine Entwicklung vorgenommen gemas

<f%o,-,-a,~v,-> ~ (f) < %o,-,-a,-v,-> . (7a)

Vernachlassigt wurden dabei die Terme, die nicht die typische Dampfung der Konvek-
tion darstellen, sondern dariiber hinaus die Fluktuationen in eben dieser Dampfung
beriicksichtigen. Der zweite Faktor in (7) war schon an fritherer Stelle durch ein Dimen-

sionsargument modelliert worden (siehe Kapitel 1.3.3.), so erhélt man hier

_,,0,-,-8,-v,-> cpwd/? o
v ~— ———1I 7b
< oT o) (T)A (7%)
, 045 0;0; > ep@®/?
L N a4 | Tc
< oT o) (T8 2 (7e)

Der zweite in (1.5.1/3a) auftretende Term, der die molekulare Viskositét enthalt, wird

spater behandelt.

8. Die Auswertung der Terme, die die Fluktuationen des radiativen Flusses beinhalten, kann
nur in einer sehr vereinfachten Form, die analog zur Abschatzung der radiativen Verluste
eines konvektiven Elementes in der MLT ist (B6hm-Vitense 1953, 1958), geschehen, d. h.,
dafl Ableitungen approximiert werden durch eine geeignet zu wahlende Skalenlange A,,4

und auBerdem die Fluktuationen der Opazitat vernachlassigt werden. Dariiber hinaus
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werden Dichtefluktuationen bei angenommener Druckkonstanz auf Temperaturfluktua-

tionen naherungsweise zuriickgefithrt durch die Approximation eines idealen Gases:

p T "
W= (8a)

Die Skalenldnge wird zweckmaBig bezogen auf die schon fiir die Konvektion eingefiihrte

Skalenlinge A vermoge eines freien Parameters

A = gAid (8d)
(cp)(r)(p)?A?
Tiad o— Tdf);;fyz’_ (86)

= s . (8d)

Die Grofle 7,,.4 reprasentiert eine typische Zeitskala fiir die Abkiihlung eines konvektiven
Elementes durch radiative Energieverluste an die Umgebung. Somit erhalt man fiir die

beiden betreffenden Terme die Approximationen:

divq 1 -
— _
<v T > = deH (8e)
divq 1
, —
<s pT > Trad 2¢ ) (Sf)

Es muf natiirlich darauf hingewiesen werden, dafl diese Approximationen nicht mehr
als grobe Abschatzungen sein konnen, was auch an den einfachen Ergebnissen deutlich
wird. Hatte man sich einen ersten Ansatz fiir diese Strahlungsverluste {iberlegen wollen,
so ware eine Proportionalitat zur Entropiefluktuation geteilt durch eine typische Zeit-
skala naheliegend gewesen. Dann hatte man auch die typische Zeitskala bis auf einen

Parameter schon aus einfachen Dimensionsargumenten ableiten kénnen.
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1.5.3. Approximation der Fliisse zweiter Ordnung

In den Gleichungen (1.5.1/3) sind wieder FluBterme der schon bekannten Struktur enthalten.
Deren physikalische Interpretation hingegen ist etwas unklar, denn es handelt sich nicht um
Fliisse von Dichten, sondern z. B. um einen Flufl des Quadrates der Entropie. Aus diesem
Grunde werden diese Terme auch in zweierlei Form approximiert, einer lokalen, in der der
Gradient durch eine typische inverse Skalenldnge ersetzt wird, und einer nichtlokalen, die
analog ist zu der bisherigen Behandlung derartiger Terme. Es wird sich in Anwendungen

erweisen miissen, ob es sinnvoll ist, der nichtlokalen Version den Vorzug zu geben.

1. Die lokale Approximation geschieht einfach durch Ersetzung des Differentialoperators

(¥'V) durch die SkalengréBen w!/2 und A~! :
(@'9)s/2) ﬂfiwl/% (1a)

(CA RS (18)

2. Die nichtlokale Approximation entspricht der bisherigen Behandlung der Terme dieser

Struktur:

(@'v)s" /2> ~ — 01'7) div (ﬁ¢w1/2A(p)V¢) (2a)
(F'V)5's) ~ — é) div (Bnw/?A(p) V1) & . (20)

Es wird gezeigt werden, daBl die lokale Approximation im stationdren Grenzfall zur MLT
fihrt. AuBerdem weist sie auf die Moglichkeit der Vernachlassigung der Viskositatsterme
hin. Zunéchst ist der in der II-Gleichung auftretende Term (s’ Div @’ /p) aufgrund einfacher

Abschéatzungen von der Ordnung
W Kmol
A Mturd ’

dabei bezeichne és die typische Schwankung der Entropie. In der lokalen Formulierung ist
dagegen (1)) ungefahr

w
58X

und somit dominant fiir grofle Reynoldszahlen. Auch hier kann wieder das Wirken der mole-
kularen Viskositat vernachldssigt werden verglichen mit den Effekten der alles unterhalb der

grofiten Skala approximierenden SchlieSbedingungen fiir die Fluktuationen.
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Weiterhin kann man aufgrund der bisherigen Naherungen in der Gleichung fiir die Entro-

pievarianz ¢ ableiten

Im allgemeinen ist (¢p)(T") von der Gréfienordnung (e) und damit grof verglichen mit w. Also
ist der zweite Term in der Klammer klein gegen 1, solange die freien Konstanten ¢, und Gy
von der Gréflenordnung 1 sind. Folglich kann man den ersten Term der linken Seite von (3)
in der ¢—Gleichung vernachlassigen. Es sei aber darauf hingewiesen, dafl diese Terme beim
Gebrauch der nichtlokalen Approximation fiir die Flisse zweiter Ordnung eventuell unver-
zichtbar sind, denn anderweitig wiirde in einem homogenen Modell, in dem alle raumlichen
Gradienten verschwinden, die Groflen I und ¢ aufgrund der Struktur der Gleichungen bei
fest vorgegebener Superadiabasie, d. h. treibender Auftriebskréfte, beliebig anwachsen kénnen
wegen der Struktur der Gleichungen. Dies ist aber vielleicht von untergeordneter Bedeutung,
da in einem realistischen Modell in diesem Fall der starke, mit I verkniipfte thermische Fluf§
den Temperaturverlauf iiber die Energiegleichung wieder so verandert, dafl ein hinreichend
subadiabatischer Temperaturgradient zur Dampfung der Konvektion entsteht. Diese Fragen
konnen deshalb letztendlich nur in einem vollstdndigen numerischen Modell endgiiltig geklart

werden.

1.5.4. Zusammenfassung des Drei-Gleichungs-Modells

Die Bestimmung der Korrelation (¥''s’) wird also im Drei-Gleichungs-Modell zuriickgefiihrt
auf die Losung der beiden zusitzlichen Differentialgleichungen (die ﬁ——Gleichung ist trivial

auf eine Gleichung fiir den Betrag IT umzuschreiben)

Al = <T>g“d> 26 — z 9, (s) — Tidn+?n — ([{@V)(@),
o(e/T)\ (T) L JORT)
+{ %5 ><c,, by o mans (2 )

(@) o

dip = — (TIV)(s) —

1 20+ 4

rad

S o CR
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Wobei die Terme 71 und ¥, die Approximationen der Flufterme enthalten, d. h.

7o —BnA— 1w/ , lokal (24)
T ()~ div (BuAw!/?(p) VII) , nichtlokal
_ [ —BsA w24 , lokal
T = { (p)~div (ﬁ¢Aw1/2(p)V¢) , nichtlokal. (20)

Das vorgestellte Drei-Gleichungs-Modell ist verwandt mit dem Modell von Xiong (1981).
Die Gleichungen sind von ahnlicher Struktur, allerdings benutzt Xiong Korrelation und Au-
tokorrelation von Geschwindigkeits- und Temperaturfluktuationen. Da aber ein konvektives
Element eigentlich nur Entropie, nicht aber Energie transportieren kann wegen der zu lei-
stenden Druckarbeit langs des Weges, und auflerdem im Schwarzschild Kriterium der Entro-
piegradient zu finden ist, halte ich die hier vorgestellte Formulierung zumindest fiir physika-
lisch verstandlicher. Auch Xiong hat die Druckfluktuationen vernachldssigen miissen, so daf,
entgegen der Behauptung in seinen Veroffentlichungen, das Modell nicht genau im Sinne der
anelastischen Approximation sein kann (Gough 1969). Das Modell hat sich allerdings schon
in numerischen Rechnungen bewahrt (Unno et al. 1985, Xiong 1985a, b).

Der wesentliche Unterschied zwischen dem Ein- und dem Drei-Gleichungs-Modell be-
steht in der expliziten Berechnung der Korrelation zwischen Entropie- und Geschwindigkeits-
fluktuationen. Stellingwerf (1982) hat in seiner Verdffentlichung die schon erwahnte Ver-
nachlassigung dampfender Auftriebskrifte in stabilen Gebieten mit dem Verschwinden der
Korrelation zwischen Entropieschwankung und Geschwindigkeit begriindet. Dies kann vom
physikalischen Bild her nicht richtig sein, denn ein iiberschiefendes konvektives Element wird
noch einen gewissen Temperaturexzefl auch kurz hinter der Schwarzschildgrenze haben. Es
fragt sich natiirlich, ob die de facto im Ein-Gleichungs-Modell angenommene Gleichheit der
Korrelation in instabilen wie in stabilen Gebieten eine hinreichend gute Approximation ist.
Neben der speziellen Wahl der vielen freien Parameter kann auch die Modellannahme des

Grades der Korrelation ganz wesentlich die Ausdehnung der Overshooting-Zone beeinflussen.
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2. Stabilitatskriterien und lokale, stationidre Losungen

Die beiden vorgestellten Versionen des Konvektionsmodelles enthalten sehr viele freie Para-
meter, die eigentlich nur durch eine Vielzahl von Modellrechnungen und den Vergleich mit
der Beobachtung bestimmt werden kénnen, wobei natiirlich auch dann noch fraglich ist, ob
es sich wirklich um Konstanten handelt. Trotzdem besteht etwas mehr Grund zum Optimis-
mus als z. B. bei Rechnungen mit parametrisiertem Overshooting, in welchen der zugehoérige
freie Parameter sehr komplexe physikalische Zusammenhange reprasentiert, und, wie auch
spater gezeigt werden wird, nicht unabhangig z. B. von der Masse des Sternes ist. Die Pa-
rameter in den vorgestellten Versionen des Konvektionsmodells hingegen haben eine genauer
definierte und mehr auf einen einzigen physikalischen Prozefl bezogene Bedeutung und sollten
deshalb einen etwas grundlegenderen Charakter und geringere Abhéangigkeiten von speziellen

Modellannahmen haben.

Als erster Versuch einer Bestimmung der freien Parameter und insbesondere auch im

Hinblick auf die spatere Anwendung werden nun die folgenden Forderungen aufgestellt:

1. Das Stabilitatskriterium, welches aus den Modellen ableitbar ist, soll identisch sein mit

dem aus den hydrodynamischen Gleichungen ableitbaren Ledoux-Kriterium (Kato 1966).

2. Die lokale, stationare Losung der Modelle soll identisch sein mit den Ergebnissen der

MLT.

Die zweite Forderung erscheint nicht zwingend. Zwar sind die kinematischen I“Iberlegungen,
die zur MLT fiithren (Bohm-Vitense 1953, 1958) sicherlich physikalisch begriindet, wohl aber
enthalten sie doch grobe Abschatzungen. Dariiber hinaus liefern beide Forderungen noch
nicht den Wert des Overshooting-Parameters a;. Dieser wird spater anhand eines einfachen
physikalischen Bildes, welches dem der MLT nicht unahnlich ist, abgeschatzt (siche Kapitel
3}

Im folgenden wird die Skalenlénge A durch die Druckskalenhohe H, ausgedriickt, ein

Ansatz, wie er in der Sternentwicklung fast immer Verwendung findet:
A= oy H, . (1)

Auflerdem kann auf die die Mittelung anzeigenden Klammern (...) verzichtet werden, da nur

noch solche Mittelwerte auftreten, insbesondere sei definiert v := (7).
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2.1. Stabilitdt und lokale, stationdre Losung im Ein-Gleichungs-Modell

2.1.1. Das Ledoux-Kriterium

Der Gradient der Entropie kann durch die schon erwahnten, in der Sternentwicklung ge-

brauchlichen Terme V und V,4 ausgedriickt werden:

. ¢y ds
~8rs = 22 (V = Vaa) = Z (a—q>p’T drei . (1)

p

Einfache thermodynamische Identitaten erlauben nun, den Quellterm konvektiver kinetischer

Energie im Ein-Gleichungs-Modell umzuschreiben in

Vadcpwl/zAT

Hy

v (), ()20

+(am = as a,,TZ(a%) M-} : 2)

wobei a den Ausdehnungskoeffizienten des Materials bezeichnet:

«=—(5) - ©)

Das Kriterium fir konvektive Instabilitat ergibt sich aus der Bedingung, da8 konvektive

Sw =

kinetische Energie erzeugt wird (Se > 0). Der Ausdruck in den eckigen Klammern von (2)
fihrt alleine gerade auf das Ledoux-Kriterium. Wenn dieses also immer giiltig sein soll, so

ist das dquivalent zu der Forderung

Om = Qg (4)

und man erhalt als Bedingung fiir konvektive Instabilitat

op\ 1
V> Vet "Z(ac) (%)pca,c,- . (5)

Fir den Fall, dal die Konzentrationen nur in Form des mittleren Molekulargewichtes f,

gebildet aus den Molekulargewichten der einzelnen Komponenten des Gases fi;,

Cq

=2 (6)

K

T =
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in die Zustandgleichung eingehen, 148t sich (5) noch weiter vereinfachen zu

V> Va+ (2BT) v, (7a)
Olnp psp
dlnji
Vp, = <alnp)* . (7b)

Dieses Kriterium wird in der Literatur allerdings meist nur fiir den Spezialfall eines aus ver-
schiedenen Komponenten zusammengesetzten idealen Gases mit elektromagnetischer ther-

malisierter Strahlung benutzt. Dann ist (7a) dquivalent zu (Kato 1966)

B

V>Vad+m

Vi (8)

wobei § das Verhaltnis von Gasdruck zu Gesamtdruck ist. Insbesondere wird deutlich, daf
das Ledoux-Kriterium in dieser einfachen Form in Ionisationszonen kaum eine gute Naherung

darstellen kann.

2.1.2. Die lokale, stationdre Losung

Unter der Annahme der Stationaritat, insbesondere auch des Verschwindens der rein radialen
Geschwindigkeit, sowie der Lokalitat, also des Verschwindens des Stromes kinetischer Energie
3’; unter allen Bedinungen, d. h. a; = 0, ist die Gleichung fir die konvektive kinetische Ener-
gie zu l6sen. Bei Vernachlassigung der Effekte von Gradienten der chemischen Komposition
und unter Benutzung der Darstellung des Entropiegradienten durch V — V4 erhdlt man un-
mittelbar fiir einen iberadiabatischen Temperaturgradienten (V > V,4), d. h. im konvektiv
instabilen Fall, fur die konvektive Geschwindigkeit v, und den Flu8 j,, wieder im Falle eines

isotropen konvektiven Geschwindigkeitsfeldes

2 gw— 20,
€T 3 3co

v a2, Vaic,T (V = Vaa) (1a)

; 3
Jw = \/;asaMchpTvc (V - Vad) . (1b)

In der MLT wird der Turbulenzdruck immer vernachldssigt, was auch notwendig ist auf-
grund einer sonst auftretenden Singularitidt (Henyey et al. 1965). Dann lauten im hydrostati-
schen Gleichgewicht die analogen Ergebnisse der MLT (B6hm-Vitense 1953, 1958, Hofmeister
et al. 1964):

2

2 o

v, = —gﬁvachT(V — Vad) (2a)

. 1
Jw = ‘2‘aMLPCpTvc (V—-Va) . (2b)
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Konvektive Geschwindigkeit und Flu$ stimmen also in beiden Modellen dann und nur dann

{iberein, wenn die freien Parameter o, und ¢y die folgenden Gleichungen erfiillen:

20,

1
3cp 8 (3a)

\/gas _ % . (38)

Diese Gleichungen sind aufzulésen und man erhalt die ‘Standardwahl’ fiir das Ein-Gleichungs-

Modell

s_am_z 2 (a’)
8 /2
CD—'?')' 5 - (4b)

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dafl diese Wahl nicht zwingend, aber derzeit wohl die

am besten motivierte ist.

Wesentlich fiir die Sternstruktur ist der in konvektiven Gebieten resultierende Tempera-
turgradient, der in alten MLT-Formulierungen (Biermann 1937) approximativ als adiabatisch
angenommen wurde. Aus den obigen Gleichungen ist zu erkennen, dafl das nicht ganz richtig
sein kann, denn dann wiirde wieder der konvektive Flu8l verschwinden und somit der Gradient
steiler. Trotzdem ist, wie auch noch gezeigt werden wird, eine adiabatische Schichtung quan-
titativ eine gute Approximation im Kern von Hauptreihensternen. In konvektiven Hiillen
jedoch muBl man die sogenannte kubische Gleichung zur Bestimmung des Gradienten heran-
ziehen, die sich aus den Arbeiten zur MLT von Bohm-Vitense (1953, 1958) ergibt und z. B.
von Kippenhahn (1962) und Hofmeister et al. (1964a) formuliert wurde.

Die Energiegleichung lautet unter all den oben genannten Naherungen und Bedingungen
div (7+3s) = pe . (5)

Die Leuchtkraft L(r) ist im stationdren Zustand gerade das Integral der Energieerzeugung

iiber eine Kugel mit Radius r, also folgt aus (5) mit Hilfe des Gauf’schen Satzes

. 1
(J+Jw=mL . (6)
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Fiir den radiativen Flu8 erhilt man aus der Diffusionsapproximation (1.3.2/4) durch Um-

schreiben des Temperaturgradienten

kT
4qcT?
k= el (7b)

Der sogenannte radiative Gradient V,,4 ist der Temperaturgradient, der sich einstellen wiirde,
wenn samtliche Energie nur durch Strahlung transportiert wiirde. Unter den hier gegebenen
Bedingungen folgt

H, 1

Vied = —= .
. kT 4mr2 (8)

Setzt man nun dies alles sowie die oben abgeleitete Darstellung des konvektiven Flusses
(2.1.2.1%) in die Energiegleichung (6) ein, so resultiert die Bestimmungsgleichung fiir den

aktuell gegebenen Temperaturgradienten V :

8
(V= Vaa)*? = (Vyad - Vgt (9a)
9% 8 —1/2
= g, Vel T) (9)

Die Grofe U ist identisch mit der genauso bezeichneten, die in den Arbeiten zur MLT benutzt

wird (Kippenhahn 1962, Hofmeister et al. 1964).

Zweckmafig schreibt man die sogenannte kubische Gleichung (9) noch in einer normierten

Form auf. Dazu werden die Groflen

o W = Vad
f T Vrad - Vad (10(1)
U
T = 106
Vrad - Vad ( )

eingefihrt. Damit wird dann die kubische Gleichung der MLT zu

1—f=:—z{\/f+7—x}3 , (11)

wohingegen man im Ein-Gleichungs-Modell aus (9) erhalt

1-f= %F/z : (12)
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1.0 -

0.5 | f b

0.0 [ -

1 A 1 A 1 1 1 A 1 A 1 1 1 1 1 A 1 1 1 i 1 4 1 L

-1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 S.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0 11.0

Abb. 1. : Losungen der beiden kubischen Gleichungen (11) und (12), f(z) und fmrr(z), und deren Verhiltnis

Der Unterschied in den beiden kubischen Gleichungen resultiert aus der Tatsache, da§
im Ein-Gleichungs-Modell der radiative Energieaustausch der konvektiven Elemente mit der
Umgebung nicht beriicksichtigt wird. Dieser Mangel konnte leicht behoben werden, indem
man in Treiberterm und konvektivem Flufl wie in der MLT nicht V — V.4 sondern V — V'’
einsetzt, wobei V’ wie in der MLT auszurechnen ist (Bohm-Vitense 1953, 1958). Es ist aber
unmittelbar zu erkennen, dafl im Falle grofler Opazitat, d. h. sehr kleines z, die MLT ku-
bische Gleichung in die des Ein-Gleichungs-Modelles iibergeht, was auch die Interpretation
dieses Unterschiedes bekraftigt. Quantitativ ist der Faktor zwischen den Loésungen der bei-
den kubischen Gleichungen niemals grofer als etwa 1.8 (siche Abbildung 1). Im Core von
Hauptreihensternen z. B. ist £ ohnehin sehr klein, und deshalb stimmen die Modelle dort
zumindest gut iberein, in beiden Faillen resultieren fast adiabatische Temperaturgradien-
ten. Unterschiede wiirden sich dagegen in der Berechnung konvektiver Hiillen dlterer Sterne

ergeben, so dafl die oben angegebene Ersetzung angemessen ware.
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2.2. Stabilitit und lokale, stationire Losung im Drei-Gleichungs-Modell

2.2.1. Die lokale, stationdre Losung

Fiir die weiteren Anwendungen empfiehlt es sich, den Quellterm konvektiver kinetischer Ener-

gie unter Benutzung elementarer thermodynamischer Relationen umzuschreiben:

VadT c 3p .
tw = II ~ . 1 .
S 5 { = > <3c;),,,8] } (1)

i

Unter denselben Einschrankungen wie in Kapitel 2.1.2., aber unter Berticksichtigung der ra-
diativen Verluste lauten die Gleichungen zur Bestimmung der die Konvektion beschreibenden
Groflen im lokalen Fall, d. h. a; = 0, und unter Benutzung der lokalen Approximationen in

der IT— und der ¢—Gleichung,
VaiT

0=—F T — 22 (2)
VodT 2 ¢ B 1 1
0=—22¢ +=L (V- Vag) - /2T —
H, ¢ +3 pr( sd) T IT del‘[ (2b)
g Bs 172 1
0= BV ~ Vi) — L3 ——ag .
Hp ( d) A w ¢ o 2¢ (26)

Fir einen iiberadiabatischen Temperaturgradienten (V > V,4) und bei Vernachlassigung
der radiativen Verluste (7,,a — oo0) erhélt man die Losungen fiir konvektive Geschwindig-
keit v, den konvektiven Flu8§ j,, und den durchschnittlichen Temperaturexzess T, (definiert

entsprechend der Gleichung (1.5.2/1)):

2.2 _ 4 Sep) (A : _
vV, = 3‘(27 = gﬂnCD 14 ,34, Hp cpva,dT (V Vad) (3(1)
. _ /21 3ep\ A _
foi=oTI =[5 (14 52) oo (V- Vu (35)
T 4 3¢p 3 A
T, = —\/24 = R R X 5L - 3
G ¢ {wnm < By >} w7, (V= Ved) (8c)

Wieder ergibt der Vergleich mit den entsprechenden Ergebnissen der MLT (BShm-Vitense
1953, 1958) Bestimmungsgleichungen fiir die freien Parameter, und als Losung folgt die ‘Stan-

dardwahl’ fiir das Drei-Gleichungs-Modell:

o =-4/= (4a)
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2

By =4 3 (4b)

Pn = 6\/? . (4c)

Es zeigt sich insbesondere, dal der Parameter der Dissipation konvektiver kinetischer Energie
derselbe ist wie im Ein-Gleichungs-Modell. Auflerdem sei angemerkt, dafl der Ansatz aus der

MLT,

Jw = PcpTc'Uc ’ (5)

in den hier verwendeten Groflen lautet

) =T =\ 2gw = [2w)(em) ©)

so dafl insbesondere konsistent die Annahme des isotropen Geschwindigkeitsfeldes wieder-
gewonnen wird. Im stationdren Fall ist (6) dann als Bedingung an die freien Parameter

formulierbar,

) (7)

3cp 3e¢p

eine Beziehung, die im folgenden noch haufiger auftreten wird.

Zur Ableitung der kubischen Gleichung werden die (1/7,,4) —Terme in den Gleichungen
(2) mit berticksichtigt. Zusatzlich erhalt man wie in Kapitel 2.1.2. aus der Energiegleichung
die Bedingung

4c,f,A2

WO B - .
3Hp’72Trad ( ¢ V) (8)

Damit sind nun vier Gleichungen gegeben, und demgema$ ist es moglich, nicht nur die Kon-
vektionsgrofien Il, ¢ und w zu bestimmen, sondern dariiber hinaus auch den aktuellen Tem-
peraturgradienten V. Wieder wird das Ergebnis ausgedriickt mit Hilfe der Variablen f und
z (2.1.2/10) sowie zweier Hilfsgr68en

g = (3z(1 - f))"/° (9a)

A:=V,ad—Via . (Qb)
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Man erhilt dann als Bestimmungsgleichung im fiir Konvektion notwendigen Fall A > 0:

1/3 1/3 i 1/3
(8" 3" 2"

%f 2(1+3ﬂci> (\c/n—)l/?» +6—\—;_—-z : (10)

Dies ist zunachst keine kubische Gleichung, wohl aber kann bei der hier angenommen Giiltig-
keit der Beziehung (7) fir die freien Parameter der erste Ausdruck in geschweiften Klammern

auf der linken Seite gekiirzt werden gegen den Ausdruck in geschweiften Klammern auf der

1/3 2 1/3
(%) e ¥(2) o

Werden noch die Werte der Parameter fiir die Standardwahl eingesetzt, so folgt nach Elimi-

rechten Seite:

nation der positiv definiten Hilfsgrofle g die Gleichung

3
9 72\ ? ~?2
r= 2 o (Z) - (2):) 12

Diese steht offenbar im Einklang mit dem Ergebnis der MLT (2.1.2/11) fiir die Wahl des die

Zeitskala radiativer Verluste bestimmenden freien Parameters 4 gemaf
y=2V3 . (13)

Es mufl aber noch einmal darauf hingewiesen werden, dafl die ‘Standardwahl’ der freien

Parameter nicht zwingend ist.

2.2.2, Das Ledoux-Kriterium

Unter denselben Vorraussetzungen wie im Falle des Ein-Gleichungs-Modells (siche Kapitel
2.1.1.) und unter Vernachldssigung der radiativen Verluste sowie der die nuklearen Reaktionen
beinhaltenden Terme lauten die Gleichungen fiir die die Konvektion beschreibenden Gréfien

im lokalen, stationdren Grenzfall

VadT Cp dp . o __3/2
— — . e, P 1
0 H, {H apT : <3ci 2. " A @ (1a)
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VT . 1/2 pA dp 2 B 1/2
0= H, 2¢ + V3am sign(IT)¢ / m Z ac; . Orc; — gwars 3@ /211 (1b)

0= —1I0,s — 'i—d’wl/ng

Zur einfacheren Handhabung werden die Hilfsgr6fen

pA 3p>
A:= —0,s und B = o — drc;
: (e RE

1

sowie ein System von Normierungsgréfien,

S P N S
Ag := CP/HP Bg := WO/HP ’

und normierten Variablen,

z :=II/Ilo y:= ¢/do z:= w/wo
§:=A/Ao X = B/Bo ’
benutzt. Mit Hilfe des MLT-Parameters

=
HP

Qv =

folgen dann im stationdren Zustand die Bestimmungsgleichungen

0= z +xz!/? _ o ,38/2

2
0=2y +xy1/2\/§sign(:z:) +§£z _ fn zz!/?

Oy

0= €x — By yzl/2

(25V3 %

(1¢)

(5)

(6a)
(60)

(6¢)

Wieder zeigt man zunachst, daB8 diese Gleichungen dann und nur dann kompatibel mit der

Forderung

Hz\/gd)w

(7)
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sind, wenn wieder die Bedingung (2.2.1/7) an die Parameter erfillt ist. Unter dieser Voraus-
setzung kann dann eine der Gleichungen (6) ersetzt werden durch (7), und man erhélt als

Losung fiir die normierte konvektive kinetische Energie 2z

o (40
2= <3ﬂ¢ €+x> ; (8)

Fir eine positive Losung fiir 2 muf} also die Ungleichung

Om = —— . (10)

Fir die Standardwahl hat man also den freien Parameter, der das konvektive Mischen von
Materie beeinfluit, bestimmt zu
Om = A/ 5 - (11)

Wie ¢ ist also auch dieser Parameter genauso zu wahlen wie im Falle der Standardwahl fir

das Ein-Gleichungs-Modell.
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3. Analytische I"Jberlegungen zur Nichtlokalitat

3.1. Abschitzung des Overshooting beim Ein-Gleichungs-Modell

Im Ein-Gleichungs-Modell lautet die nichtlokale Bestimmungsgleichung bei Vernachlas-

sigung der Gradienten der chemischen Komposition im stationaren Zustand

1 c
0= vaadcpTaMLaswl/z(V — Vad) — KDW?’/z + p

o
—rt2-3,r2w1/2Ap3rw . (1)
Auflerhalb eines generisch konvektiven Gebietes mit Radius ro und superadiabatischem Tem-
peraturgradienten, d. h. in der Overshooting-Zone, gilt V < V.4, so dafl dort eine zusatzliche
Abbremsung durch Auftriebskréafte neben der Dissipation wirksam wird. Man wird bei einer
Abschitzung der Overshooting-Distanz also héchstens einen zu grofien Wert erhalten, wenn

man diesen Term vernachlassigt, in diesem Sinne also wird (1) vereinfacht zu

0= ;O%a,rzwl/zAparw - KDw3/2 . (2)
Fiir den Fall eines konvektiven Kerns nimmt der Faktor Ap in der ‘Diffusionskonstante’ eben-
falls nach auflen hin ab, also wird die Effizienz der Diffusion nach oben hin dadurch ab-
geschdtzt werden, dafl der grofte Wert, das ist der Wert an der Schwarzschild-Grenze r = rg,
benutzt wird. AuBlerdem ist die Dissipation um so geringer, je grofler die Skalenlédnge A ist,
also wird auch hier der Wert bei ro im folgenden fest beibehalten, somit ist

atA

0= r—23,r2w1/23rw — ngws/z . (3)

Nach Einfithrung der typischen Distanz

e
A=A e (4)

kann nun (3) in eine Yukawa-Gleichung umgewandelt werden:
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Die physikalisch motivierte Forderung, dafl die konvektive kinetische Energie im Unendlichen
verschwinden moge, bestimmt schon die Losung bis auf eine multiplikative Konstante, die z.

B. aus der Randbedingung an der Schwarzschild-Grenze (r = ro) zu erhalten wire:

o3 = Wg/zirgexp <_Q—A_’°)> ) (6)

Somit ergibt sich die Lésung fiir die Gleichung (5) unter den gegebenen Bedingungen

oo (2" e (-52)

mit der typischen Lange fiir den exponentiellen Abfall

3 30£t
Ado==-A=A/— .
°7 2 2¢p (8)
Es ist physikalisch sinnvoll (siehe auch Kapitel 3.2.) anzunehmen, dafl der Transport kineti-
scher Energie hochstens so effizient sein kann wie der Transport von Entropie, deshalb kann
ot nach oben abgeschatzt werden durch a,. Driickt man nun die Skalenlange A wieder mit

Hilfe der Druckskalenhohe aus, und ersetzt man weiterhin ¢, und a; geméf der Standardwahl

(2.1.2/4), so folgt

3
Ao < g\/EaMLHp . (9)

Damit ist also die typische Skalenlange fiir das Verschwinden konvektiver kinetischer Energie

in der Overshooting-Zone kleiner als die Druckskalenhdhe, wenn fiir den MLT-Parameter gilt
4
Opgr, < 5\/5 ~ 1.886 . (10)

Dieser Ungleichung geniigen die typischerweise in der Literatur benutzten MLT-Parameter

fast alle.
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3.2. Eine Abschitzung des Transportparameters o

Um eine ungefihre Vorstellung von der GroSle des das Overshooting kontrollierenden Para-
meters a; zu bekommen, wird im folgenden ein Szenarium entwickelt, das dem der MLT
zugrundeliegenden Bild der turbulenten Konvektion sehr dhnlich ist. Ausgangspunkt ist die
Vorstellung von einem konvektiven Element, welches eine typische Distanz Ao zuriicklegt
und sich dann instantan auflést und dabei z. B. die mitgefithrte Entropie oder irgendwelche
speziellen Nuklidsorten in die Umgebung freisetzt. Wenn sich dieses ‘Eddy’ nun in einer
adiabatischen Schichtung bewegt, so wird es nicht durch Auftriebskréafte beeinflut werden
kénnen, wenn es ohne Temperaturexzess in diese Schicht mit einer gewissen Anfangsgeschwin-
digkeit vy eingetreten ist. Dann ist nur die Dissipation aufgrund von turbulenter Reibung
verantwortlich fiir eine Verringerung der Geschwindigkeit. Damit aber wird klar, dafl das
Eddy einen Teil seiner kinetischen Energie schon wahrend der Bewegung verliert und nur der
Rest am Ende des Weges instantan in kleinere Skalen dissipiert wird. Durch kinematische
ﬁberlegungen iber die Effizienz des Transportes kinetischer Energie im Vergleich zum Trans-
port von Entropie oder dem konvektiven Mischen wird nun der Parameter «; kalibriert unter
der Annahme, daB} er sich bei einer anderen physikalischen Umgebung nicht zu sehr von dem

gefundenen Wert unterscheidet.

Ausgehend von einer fiir den Entropietransport oder das konvektive Mischen typischen
Skala Ag wird zunéchst die Verteilung der Entropieverluste oder des Freisetzens der Materie

in die Umgebung betrachtet. Diese ist offenbar im vorliegenden Bild eine § —Funktion:

fs(z) = 6(z— Ao) . (1)

Umgekehrt 1a8t sich natiirlich auch die typische Strecke Ag aus dieser Verteilung als das erste

Moment, der Schwerpunkt, konstruieren:

Ao=/ooozfs(z)d:c . (2)

Wenn man nun die Verteilung der Verluste kinetischer Energie langs des Weges f: kennen
wiirde, so konnte man daraus analog eine typische Skalenldnge fiir den Transport kinetischer

Energie ableiten:

At=/oo°:vft(z)d1: . (3)
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Die Struktur des Dissipationsterms in der Gleichung fiir die konvektive kinetische Energie
w legt, wie auch schon in Kapitel 1.3.3. dargelegt, eine Stokes’sche Reibung fiir die Dissipation
der Geschwindigkeit der konvektiven Elemente nahe. Dabei wird im folgenden immer mit
einem total isotropen ((v'?) = 3 (v/?)) und einem total anisotropen (¥’ = v’ €,) Ansatz fiir

die Geschwindigkeit gearbeitet:

2 .
v2 =1 3% 1so.trop (4)
2w , anisotrop

Beriicksichtigt man nun in einer lokalen Betrachtung der Bewegung eines einzigen Elementes
die Gleichung der konvektiven kinetischen Energie im adiabatischen Fall, d. h., betrachtet man

nur den verschwindenden Quellterm sowie die Dissipation, so folgt die Bewegungsgleichung
Ve = —kv? ()

mit den Reibungskonstanten

3 .
c \/: 1sotrop
- 4 (6)

2A % , anisotrop

Die Losung der Gleichung (5) ist trivial. Sei s die zuriickgelegte Wegstrecke, dann folgt
ve(s) = voexp(—ks) . (7)

Damit kann man nun die Verluste kinetischer Energie langs des Weges darstellen, von s = 0
bis s = Ao sind diese Verluste durch die Losung der Bewegungsgleichung bestimmt, bei s = Aq
wird dann der Rest freigesetzt, d. h. in kleinskalige Bewegungen dissipiert. Normiert auf die

Anfangsenergie des Eddy erhalt man so die Verteilungsfunktion
ft(s) = 2k exp(—2ks)O(Ao — s) + exp(—2kAo)b(s — Ao) . (8)

Dabei ist © die Heavyside’sche Sprungfunktion. Die die Effizienz des Transportes konvektiver

kinetischer Energie reprasentierende Skalenldnge A; ist damit gema8 (3) bestimmt zu

Ay

J(z) === /: pe Pdp+e® . (9b)

r
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Die Geschwindigkeit geht in die die verschiedenen Transporte in der Diffusionsapproximation
modellierende Diffusionskonstante immer gleichartig ein, somit ist das Verhaltnis der Effizienz
der Transporte dasselbe wie das Verhaltnis der typischen Skalenldngen. Es war angesetzt

worden

Ao =aA (10a)

At =atA 3 (].Ob)

und somit folgt

ot {f(\/3/2 ¢pQs) , isotrop (11
s | f(v/1/2 epas) , anisotrop . )

Fiir die Standardwahl ergibt sich

(12)

ot [ 0.6093 , isotrop
as | 0.7424 , anisotrop

Man beachte jedoch, dal es nicht notwendig konsistent ist, hier die eine Isotropie beinhal-
tende Standardwahl zu benutzen. Berechnet man hingegen die einem total anisotropen Fall
entsprechenden Werte fiir a; und ¢y, so erhalt man ein noch kleineres Verhaltnis von

2 ~o0a762 (13)

Og
was insbesondere auf eine wesentlich starkere Dissipation, d. h. sehr grofes ¢y, zuriickzufiithren
ist.

Nachtragend kann nun noch angemerkt werden, dafl bei der Wahl des isotropen Falles die
typische Skalenlange Ao fiir das Verschwinden der konvektiv kinetischen Energie gemaf$ der
analytischen Losung von Kapitel 3.1., mit der Wahl des Parameters o wie hier beschrieben,

kleiner ist als eine Druckskalenhohe schon fir
o < 2.9586 (14)

oder anders ausgedrickt, fir oy, = 1.5, ein Wert, der durchaus gebrauchlich ist, sollte die

typische Overshooting-Distanz ungefahr eine halbe Druckskalenh6he betragen.
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4. Studien zur Zeitabhangigkeit

Im folgenden werden erste Untersuchungen zur Zeitabhdngigkeit des Modells durchgefiihrt.
Dies geschieht auf dem Hintergrund eines Szenariums mit vorgegebenem Entropiegradienten.
Die Riickwirkung der Konvektion und insbesondere des konvektiven Flusses auf die Tempe-
raturschichtung wird nicht beriicksichtigt. Dies ist sicherlich eine grobe Approximation, die
allerdings eine zum Teil noch exakte Analyse des Modells gestattet und deshalb geeignet ist,

qualitative Aspekte aufzuzeigen.

4.1. Eine Modellgleichung und deren Lésungen (Kuhfufl 1986b)

Das Ein-Gleichungs-Modell wird im folgenden vereinfacht durch die Annahme, daf8 die Zu-
standsgréfen und auch der Entropiegradient durch ein Hintergrundmodell schon vorgegeben
sind, dabei sei nur der Entropiegradient zeitabhangig. Zusatzlich sei a; = 0, die Nichtloka-
litdt des Modells ist also eliminiert. Nach einigen Skalierungen gelangt man dann zu einer
sehr einfachen gewohnlichen Differentialgleichung. Diese hat sowohl im Stellingwerf’schen als

auch im vorgestellten Modell (Ein-Gleichungs-Formulierung) die Form
0w =S5(V — Vag,w) — w3/ (1)

Der wesentliche Unterschied besteht in der Struktur des Quellterms konvektiver kinetischer

Energie und des konvektiven Flusses. Bei Stellingwerf erhéalt man

8e = W\/ma.x{v — Vad,O} . (2)
Das hier vorgestellte Modell hingegen ergibt
Sew = w/3(V - Va) . (3)

Die Abhangigkeit der Quellfunktion vom Hintergrund wird im folgenden in einer zeitabhan-

gigen Funktion a(t) zusammengefafit:
a(t) = V == Va,d 9 (4)

und es folgt fiir die beiden Modelle

By = { @ max{a(t),0} } Y - )

wl/? a(t)
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Das entsprechende Ergebnis der MLT lautet

w = max{a(t),0} . (6)

Man beachte die physikalische Interpretation des Unterschiedes in den Modellen im Falle
einer stabilen Schichtung (V < V,q), wie sie z. B. im Overshooting-Bereich oder aber im
zeitabhangigen Falle, wenn eine konvektive Schicht stabil geworden ist, auftreten kénnte. Im
Stellingwerf’schen Modell werden dann die démpfend wirkenden Auftriebskrafte ‘abgeschnit-
ten’. Die Begriindung dafiir ist die Annahme, daB in einer stabilen Schichtung die Korrelation
zwischen Entropiefluktuationen und konvektiver Geschwindigkeit verschwindet (Stellingwerf
1982). Im vorgestellten Modell (Ein-Gleichungs-Formulierung) hingegen wird implizit davon
ausgegangen, dafl der Betrag der Korrelation in einem stabilen Gebiet beim Vorhandensein
konvektiver Bewegung derselbe ist wie in einem generisch instabilen Gebiet. Beide Grenzfalle
konnen nur als Approximationen angesehen werden, wenngleich sie unerwahnt in den mei-
sten anderen Arbeiten auch enthalten sind. Nicht zuletzt diese Problematik motivierte die

Entwicklung der Drei-Gleichungs-Formulierung des Modells.

Fir einfache Funktionen a(t) kénnen die Gleichungen (5) geldst werden. Im Falle eines

konstanten a(t) = ag erhélt man fir das Stellingwerf-Modell

(0 , stabil (?) fir alle ao
4
7SR Y] ) ap <0
2
l %Q <1+tanh (@(t—t@)) y ap >0

Das Fragezeichen bei der identisch verschwindenden Losung weist auf einen seltsamen Um-
stand hin: Im Stellingwerf-Modell gibt es keine anwachsende Losung, die gleichzeitig als
Randbedingung @ = 0 zu irgendeiner Zeit erfiillen kénnte, deshalb entsteht selbst im insta-
bilen Falle ag > 0 keine Konvektion, es sei denn, man gibt ‘von Hand’ eine kleine Stérung
vor, die dann zu der dritten Losung fiihrt (Stellingwerf 1985). Dies ist insofern etwas un-
befriedigend, als dafl man aus der anwachsenden Losung leicht abliest, daf eine sehr starke
Abhangigkeit der Entwicklung von solch einer Anfangsbedinung besteht. Des weiteren ist
der Effekt der Vernachldssigung der dampfenden Auftriebskrafte im stabilen Falle deutlich
an der zweiten Losung zu erkennen: im Stellingwerf’schen Modell dauert es unendlich lange,

bis die Konvektion verschwindet.
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Analog kann man die Losungen im hier vorgestellten Modell angeben:

0 , stabil fiir ap <0

ao tanh? (@(t - to)> , ap >0

w = { 4
(t —to)? ’

—ao tan? <@(to - t)) " ao <0

ao=0

\

Zunachst fallt auf, dal die anwachsende Lésung fir ag > 0 durchaus die Anfangsbedingung
verschwindender Konvektion erfiillen kann. Bei den beiden abfallenden Loésungen ist die
Wirkung dampfender Auftriebskrafte deutlich zu sehen. Im Falle ap = 0 besteht natiirlich
kein Unterschied zum Stellingwerf-Modell, die Schicht ist marginal stabil. Bei ag < 0 jedoch
kommt die unterschiedliche Darstellung des Quelltermes zum Tragen, innerhalb endlicher Zeit

verschwindet das konvektive Geschwindigkeitsfeld.

1.0 |

0.8 |-

0.6

0.2 -

Abb. 1. : Periodische Lésung w(t) der Gleichungen (5), als Funktion der dimensionslosen Zeit ¢, Stellingwerf-
Modell gepunktet, im Vergleich zur MLT (gestrichelt), bei periodischem Treiber a(t) = cos(wt) mit
geringer Frequenz w = 0.1.
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Ein weiteres, allerdings nur noch numerisch handhabbares Beispiel ist der Fall einer pe-
riodischen Treiberfunktion a(t) = cos(wt). Eine numerische Integration der Gleichungen (5)
wurde zunachst so lange fortgesetzt, bis eine periodische Losung erreicht und die Anfangs-
bedingungen ausrelaxiert waren. Dargestellt ist jeweils die Losung der MLT (gestrichelt),
des Stellingwerf-Modells (gepunktet) und des hier entwickelten Modells. Abbildung 1 zeigt
die Ergebnisse fiir eine geringe Frequenz, w = 0.1. Es ist deutlich zu erkennen, da8 alle drei
Modelle qualitativ als auch quantitativ weitestgehend identische Ergebnisse liefern. Ledig-
lich das langsame Verschwinden der Konvektion beim Stellingwerf-Modell sowie eine leichte
Verzogerung im Anstieg aufgrund des schon sehr klein geworden Wertes zu Beginn einer

neuen treibenden Phase weisen auf die Unterschiede hin.

1.0

0.8 -

0‘6 =

0.0 -

Abb. 2. : Periodische Losung w(t) der Gleichungen (5), als Funktion der dimensionslosen Zeit ¢, Stellingwerf-
Modell gepunktet, im Vergleich zur MLT (gestrichelt), bei periodischem Treiber a(t) = cos(wt) mit
mittlerer Frequenz w = 1.0.

Bei hoherer Frequenz hingegen werden die Unterschiede deutlich (sieche Abbildung 2).
Das Stellingwerf-Modell reagiert relativ langsam. Andererseits tiberschatzt die MLT die Kon-
vektion. Das hier vorgestellte Modell fithrt dariiber hinaus zu einer Phasenverschiebung, die

aus der Tatsache resultiert, dafl eine Verringerung der Konvektion erst erfolgen kann, wenn
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0.8 -

0.6 -

0.2 -

Abb. 8. : Periodische Losung w(t) der Gleichungen (5), als Funktion der dimensionslosen Zeit ¢, Stellingwerf-
Modell gepunktet, im Vergleich zur MLT (gestrichelt), bei periodischem Treiber a(t) = cos(wt) mit
hoher Frequenz w = 4.0.

der Treiberterm a(t) kleiner wird als die Konvektionsgré8e . Bei sehr hoher Frequenz fluk-
tuiert die Konvektion im Stellingwerf-Modell nur noch schwach um einen endlichen Wert
(Abbildung 3). Die MLT liefert definitiv keine befriedigenden Ergebnisse mehr. Ein wesent-
licher Unterschied zwischen dem Stellingwerf-Modell und der Ein—Gleichﬁngs-Formulierung
besteht auch im Verhalten im Grenzfall beliebig hoher Frequenzen. Sei aa eine beschrankte
periodische Funktion mit Periode A, dann kann man fiir jede beliebige Periodendauer A die
zugehodrigen periodischen Losungen wa konstruieren. Im Grenzwert A — 0 entarten diese
Losungen zu einer Konstanten, die bestimmt ist durch

Alim0 an , Ein-Gleichungs-Modell

0 _ 2 g 9
e (Alimo v/max{an, 0}) , Stellingwerf Modell (©)

mit der Definition des Zeitmittels gemaf

1 A
T:zz/o 58 . (10)
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Im Fall der oben benutzten Anregungsfunktionen proportional zu cos(wt) erhalt man unmit-

telbar die Werte

o _JO , Ein-Gleichungs-Modell (11)
“A = 1 0.14541 , Stellingwerf-Modell :

Andererseits zeigt man mit Hilfe von (9) leicht, dal im Falle einer positiv semidefiniten Trei-
berfunktion im Grenzfall hoher Frequenz zeitgemittelt im Stellingwerf’schen Modell immer

ein kleineres w zu erwarten ist als im Ein-Gleichungs-Modell.

4.2. Bemerkungen zum Drei-Gleichungs-Modell

Es wurde an fritherer Stelle schon darauf hingewiesen, daf ein Zusammenhang besteht zwi-
schen der Moglichkeit, eine der drei Gleichungen durch Darstellung von II direkt aus ¢ und
w zu eliminieren, und der Isotropie des Geschwindigkeitsfeldes. Dies gilt aber nur bei ei-
nem total lokalisierten Modell, d. h. a; = 0 und Verwendung der lokalen Approximation der

FluBterme in den Gleichungen fiir IT und ¢.

Zundchst sei wieder, wie auch schon in Kapitel 4.1., von einem stationidren Hintergrund
mit lediglich zeitabhangigem Temperaturgradienten ausgegangen. Mit den Normierungen

und Definitionen von Kapitel 2.2.2. und der zusatzlichen Zeitskala

to = 2 (1

V@

sowie der Naherung verschwindender Gradienten der chemischen Komposition gelangt man

zu den Gleichungen

T =2y +2kéz — Pn zz'/? (2a)
OMmL

§= gz — Do 11 (26)
(05933

i= & ~ BB (2¢)
05933

Dabei steht der Punkt fir die Ableitung nach der mit Hilfe von to normierten Zeit. Die Grofie
k tritt immer dort auf, wo in der Ableitung der Gleichungen ein Ubergang von (&'’ 2) auf (v’ 3)

notwendig war und deshalb eine Annahme iber den Grad der Isotropie gemacht wurde:

k<a'2> - <u;2> , ke [%,1], (3)
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und genauso wird nun angesetzt

2 =4kyz (4)

was dem Ansatz gemif (2.2.1/5) und (2.2.1/6) entspricht. Man beachte auflerdem, daf§

aufgrund der Normierung folgt

E=V—-Vau . (5)

Aus der Bedingung der Kompatibilitdt von (2) und (4) ergibt sich im stationdren Grenzfall
zundchst wieder die schon bekannte Gleichung fiir die Parameter (2.2.1.7), hier verallge-

meinert auf den Fall eines beliebigen Koeffizienten der Isotropie k :

26n 1 | By
3¢, 3k L 3¢, (6)

Damit die Gleichungen (2) aber generell entarten in dem Sinne, daB IT auch zeitabhingig
immer durch die Beziehung (4) darstellbar ist, muf gelten k = 1, wie leicht durch Einsetzen
zu verifizieren ist. Das heifit also, dal im Falle der Annahme eines total anisotropen Ge-
schwindigkeitsfeldes (¥/ = v/ - &), und nur dann, das Drei-Gleichungs-Modell in der lokalen
Formulierung auf ein Zwei-Gleichungs-Modell reduzierbar ist. Diese Feststellung gewinnt an
Bedeutung aufgrund der Tatsache, daf viele der bekannten Modelle (Unno 1967, Castor 1968,
Gough 1969) Zwei-Gleichungs-Modelle sind, oft abgeleitet unter der Annahme eines nur radia-
len konvektiven Geschwindigkeitsfeldes. Die Frage nach der Rechtfertigung des zusatzlichen
Aufwandes eines Drei-Gleichungs-Modells reduziert sich also im vorgestellten Modell auf die

physikalische Frage nach der Rechtfertigung eines total anisotropen Geschwindigkeitsfelds.

Einen Nachteil hat das Drei-Gleichungs-Modell mit dem Stellingwerf’schen Modell, den
meisten bekannten Zwei-Gleichungs Modellen und dem Xiong’schen Drei-Gleichungs-Modell
gemeinsam: Konvektion kann sich nicht auf einem iiberadiabatischen, anderweitig aber sta-
tiondren Hintergrund entwickeln. Dies ist leicht anhand der Gleichungen (2) nachzuwei-
sen. Sie lassen sich fiir den Fall einer instabilen Schichtung & > 0 bei Vorgabe verschwin-
dender Konvektion zur Zeit ¢t = to und demgemafer approximativer Vernachlassigung der
Dampfungsterme in der Startphase geschlossen 16sen. Die Losung verschwindet identisch. In
einem realistischen Modell bei Beriicksichtigung aller Terme und insbesondere der Reynolds-
Scherkrafte, die in der Gleichung fiir @ mit dem Vorfaktor w!/? auftreten, kann die Kon-

vektion jedoch durch radiale Bewegungen eingeschaltet werden. Anderfalls miifite man mit
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45 ' .

*E-1

4.0 -

3.5 |

3.0

2.5

-5.0 0.0 S.0 10.0 1S.0 20.0 25.0 30.0 35.0 40.0 45.0 S0.0 SS.0

Abb. 1. : Periodische Lsung der Gleichungen (2), durchgezogene Linie: z, gepunktete Linie: z, strichpunk-
tiert: y. Das MLT-Ergebnis fiir z ist zum Vergleich gestrichelt gezeichnet, Frequenz: w = 0.25.

allerdings sehr kiinstlich erscheinenden Startbedingungen arbeiten (siehe auch Stellingwerf

1985).

Eine numerische Integration der obigen einfachen Gleichungen in der Zeit mit der Vor-

gabe einer periodischen Treiberfunktion

£(t) = cos(wt) (7)

gibt insbesondere Aufschluf8 iiber das Verhalten der Korrelation. Abbildung 1 zeigt eine
periodische Losung fiir w = 0.25. Dabei wurde fiir die freien Paramter die Standardwahl
sowie fir den MLT-Parameter oy, = 1.5 benutzt und auflerdem das Geschwindigkeitsfeld
isotrop angesetzt (k = 1/3). Die durchgezogene Linie steht fir z (normiert fir (v/,s’)),
die gepunktete fir die normierte konvektive kinetische Energie z, strich-punktiert ist die
normierte Entropievarianz y gezeichnet. Die gestrichelte Linie entspricht dem MLT-Ergebnis
fiir die konvektive kinetische Energie. Es féillt auf, daB8 die Konvektion gewissermafien erst
verspatet einsetzt, ein Verhalten, welches von dem Stellingwerf’schen Modell bekannt ist

(siehe z. B. Abbildung 4.1/2). Der Grund ist ein sehr langsames Anwachsverhalten fiir den
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1.0 |

0.5 |

0.0 -

-S.0 0.0 s.0 10.0 1S.0 20.0 25.0 30.0 35.0 40.0 45.0 50.0 S5.0

Abb. 2. : Die Korrelationsfunktion, berechnet aus der Losung der Gleichungen (2) (siehe Abbildung 1). Die
Treiberfunktion £(t) ist gestrichelt gezeichnet, Frequenz w = 0.25.

Fall eines fast verschwindenden Startwertes. Wie schon angemerkt, kann jedoch bei Auftreten
radialer Bewegungen der Reynolds-Scherterm ebenfalls treibend wirken und dieses Problem

so beseitigen.

Eine stabile Schichtung fiihrt zunéchst auf eine Verringerung der Korrelation. Dies wird

besonders deutlich in Abbildung 2, wo die Korrelationsfunktion

frm— ®)

4
3¢w

dargestellt ist. Gestrichelt gezeichnet ist dabei noch einmal die Treiberfunktion £(¢). Wann
immer Konvektion entsteht, ist die Korrelation besonders hoch, wann immer sie verschwin-
det, ist sie vom Betrag her sehr niedrig. Auch kann sie negativ werden, was darauf hinweist,
daB die Tragheit der Materie auch im Falle eines stabilisierenden Temperaturgradienten noch
lange genug eine konvektive Bewegung aufrechterhalt, selbst wenn dabei schliellich entro-
piereiches Material nach ‘unten’ und entropiearmes nach ‘oben’ gelangt, was zu einem En-

ergiefluB in sozusagen umgekehrter Richtung fiihrt. Im Ein-Gleichungs-Modell tritt dieser
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Abb. 8. : Das Analogon zur Gro8le z in der Ein-Gleichungs-Formulierung zum Vergleich. Das MLT-Ergebnis
gestrichelt gezeichnet, Frequenz w = 0.25.

Effekt noch viel starker auf, denn dort ist

T w/2(V — Vaq) (9a)

f = sign(V — Vaa) (95)

so daB ein subadiabatischer Temperaturgradient sofort zu einem negativen konvektiven Fluf§
fiihrt, jedoch mit einer Korrelation vom Betrage 1. Dies ist in Abbildung 3 dargestellt un-
ter der Benutzung der Modellgleichung (4.1/5). Mit dem konvektiven Fluf entwickelt sich
auch die Dampfung der konvektiven Geschwindigkeit, die somit im Drei-Gleichungs-Modell
schwécher ist. Dies erinnert stark an die Naherung fiir den stabilen Fall im Stellingwerf’schen
Konvektionsmodell. Dieses Modell und die schon analysierte Ein-Gleichungs-Formulierung
stellen somit zwei Grenzfalle in Bezug auf die Korrelation dar. Ein weiterer interessanter
Aspekt ist die ‘innere’ Zeitskala der Konvektion, die im Ein-Gleichungs-Modell nicht auftre-
ten kann und am besten in der Korrelationsfunktion f zu erkennen ist. Fir den Fall fast
verschwindender Konvektion, in dem die Dampfungsterme in guter Naherung vernachladssigt

werden konnen, und bei konstantem Treiberterm £ kann man aus den Gleichungen (2) ablei-
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ten

= gﬁz , (10)

was im Falle eines stabilisierenden Termperaturgradienten £ < 0 zu einer Schwingung mit

T, = \/gwm—l/z (11)

fihrt. Die typische Zeitskala hangt also in dieser Naherung nur von der Gréfle des Treiber-

Periodendauer

terms ab. Man wird von diesen Gleichungen ein sehr interessantes, nichtlineares Verhalten

erwarten konnen, insbesondere in der Kopplung mit den Gleichungen der Hydrodynamik.
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5. Ein-Zonen-Modell fiir pulsierende Sterne

Zum Verstindnis der physikalischen Anregungsmechanismen in pulsierenden Sternen (Ce-
pheiden, RR-Lyrae etc.) haben Ein-Zonen-Modelle wesentlich beigetragen. Das erste wurde
von Baker 1966 veroffentlicht. Der Vorteil derartiger Modelle besteht in der Moglichkeit, mit
einfachen Mitteln noch Aussagen qualitativer und zum Teil sogar quantitativer Natur abzu-
leiten, z. B. gelangt man sehr einfach zu Kriterien fiir dynamische und sikulare sowie fiir
Pulsationsstabilitdt. Bisher wurde jedoch meist bei der Behandlung pulsierender Sterne die
Konvektion entweder als stationdr aus einem zugrundeliegenden, instabilen Gleichgewichts-
modell gegeben oder als instantan adjustierend betrachtet (siehe jedoch z. B. Stellingwerf
1982b, 1984a, b, c¢). Im Rahmen von Ein-Zonen-Modellen wurde die Zeitabhangigkeit der
Konvektion in einer Arbeit von Stellingwerf (1986) beriicksichtigt, die im Zusammenhang
mit einer fritheren Veréffentlichung eines solchen Modelles fiir radiative Sterne steht (Stel-
lingwerf 1972). Das in dieser Arbeit benutzte Konvektionsmodell leitet sich allerdings nicht,
wie dort behauptet, von dem Stellingwerf’schen Konvektionsmodell ab, es ist vielmehr ein ad

hoc Ansatz fiir eine Zeitabhangigkeit der konvektiven Geschwindigkeit.

Im folgenden wird der der Stellingwerf’schen Arbeit zugrundeliegende Ansatz fiir die
Ableitung eines Ein-Zonen-Modelles benutzt, wobei die Konvektion konsistent mit einbezo-
gen wird. In der einfachen Form analog zu Stellingwerf (1972, 1986) werden zunichst die
raumlichen Ableitungen nur grob approximiert, und ein Modell fiir den radiativen Fluf be-
inhaltet eine nur angenaherte Bestimmung der Temperatur mit Hilfe der Zustandsgleichung

eines idealen Gases. Auch wird von der Konstanz der héheren thermodynamischen Ableitun-

— (Blnp)s (1a)

gen wie

dlnp

',  (Jdlnp

Tg—1" (amz*)s (18)
OlnT

T'z—1:= (61np>8 (16)

ausgegangen, insbesondere ist also auch V,4 konstant. Dieses Modell wird nur in der Ein-

Gleichungs-Formulierung benutzt.

Ein verfeinertes Modell, welches gestattet, die Effekte variabler Ionisation zu beriicksich-

tigen, wird ebenfalls untersucht. Dieser Ansatz ist selbstkonsistent in Bezug auf die Behand-
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lung der Zustandsgleichung, diesbezliglich werden keine Approximationen mehr bendtigt, er

ist allerdings schon nicht mehr so einfach analytischen ﬁberlegungen zuganglich.

5.1. Einfache Version, analog zu Stellingwerf (1986)

5.1.1. Grundlagen des Ein-Zonen-Modells

Gegeben sei eine Massenschale der Masse M, die auf einer inerten, inneren Kugel mit Masse
M., Leuchtkraft L;, und Radius r, aufliegt und den zeitabhangigen dufleren Radius r hat. Die
physikalischen Grolen werden dabei auf ein Gleichgewichtsmodell mit durch den Index ‘0’ ge-
kennzeichneten Variablen bezogen. Die wesentliche Approximation besteht in der Annahme,
daB fiir Dichte, Druck, Temperatur und spezifische innere Energie gilt, dafl an jedem Ort in
der Schale die logarithmische Ableitung nach der Massenkoordinate (siche Anhang A1) fiir
alle Zeiten den konstanten Wert behalt, der auch im Hintergrundmodell angenommen wird,

also z. B.

OmInp=0pmInpy . (1)

Diese Beziehung rithrt von der Naherung her, da besagte Variable im Innern der Schale um
Groflenordnungen grofler sind als am dufleren Rand, und eine entsprechende Approximation

der Ableitung nach der Massenkoordinate liefert dann

1 P
B 58 [t ) B =
MP ™ 3 2 (Pout — P) M, (2)

und damit die Beziehung (1). Im folgenden wird die Nomenklatur von Stellingwerf (1986)
beibehalten, so definiert man den auf den Gleichgewichtswert normierten dufleren Schalenra-

dius

X:i=— ' (3)

und den Radius der inneren Kugel
Tec

ni=— . (4)

To

Die Masse der aufleren Schale ist konstant, fiir die Zustandsgr68en werden nur in geeigneter

Weise raumlich gemittelte Werte benutzt; so ist die mittlere Dichte einfach die Schalenmasse
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dividiert durch das Schalenvolumen. Normiert auf den Wert des Hintergrundmodells erhalt
man
p _1-n°

— ==X 5
po  X3-n? )

Die vermoge obiger Gleichung definierte, die Geometrie reprasentierende Grofle m ergibt sich

explizit zu

m= " (o) ©)

und als Wert im Gleichgewicht erhalt man

. 3
mo :=)l{1_1_n'1m= T8 - (7

Die erste, die Dynamik beschreibende Grofe ist also der normierte duflere Schalenradius X,
der zusétzlich in dieser einfachen Approximation die mittlere Dichte durch Gleichung (5)
angibt. Eine weitere dynamische Variable ist eine Funktion, die aus der Nicht-Adiabasie der

Zustandsanderungen resultiert. Bei adiabatischen Prozessen hat man

() o

so dafl es naheliegt, alle nicht-adiabatischen Vorginge in der Form eines Faktors, der im

Gleichgewicht den Wert 1 hat, einzubeziehen:

L. <£> T (9)
bo Po
Schluflendlich erhédlt man also fiir den normierten Druck
2 _pxm (10)
po
Die Temperatur wird im einfachen Ein-Zonen-Modell durch den Ansatz einer idealen Gasglei-

chung approximativ bestimmt, sie wird nur zur Darstellung des radiativen Flusses bendtigt,

T
o hx—m@T-1) (11)

und unter Benutzung der Approximation (1) fir den Druck erhilt man analog fiir die Ska-

lenlange

P m—2
= X . 12
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Die Opazitat der Materie wird durch ein Potenzgesetz in Dichte und Temperatur dargestellt,
ko p"T™% (13)

und aus der in der Lagrange-Formulierung der Gleichungen auftretenden radiativen Leucht-
kraft (siche Anhang A1), die aus dem iiber eine Kugeloberfliche mit Radius r integrierten

radiativen FluBl g,,q resultiert,

64 2 4T3
Lyoq := 471%qraq = ——W—CLBMT s (14)
3K
erhalt man dann
Lyad
rad _ hs+4X4+mq 15

LradO ( a)
g:i=n—(s+4)(T1-1) . (15d)

Der Turbulenzdruck wird im folgenden immer vernachléssigt werden aufer in der Gleichung
fir die konvektive kinetische Energie, denn dort ist er von derselben Ordnung wie die be-
schriebene Grofle selber. Auch die Reynolds-Scherterme werden nicht beriicksichtigt. Dann

lautet die Navier-Stokes-Gleichung in der Lagrange’schen Formulierung (siche Anhang A1)

GM
Ov = 2 = 4rridymp (16)
dabei ist die Geschwindigkeit
v=20r . (17)

Als typische Zeiteinheit sei die Freifallzeit

ty= (G]:I)_l/z (18)

o

gewahlt, so dal im folgenden alle Zeitableitungen in der normierten Zeit
T:=1[l; (19)
ausgedriickt werden konnen. Insbesondere erhilt man fiir die Navier-Stokes-Gleichung (16)

32X =hpx¥ml _x-% | (20)
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Es wird die Entropiegleichung in Lagrange’scher Schreibweise benutzt, Energieerzeugungspro-
zesse werden hier vernachldssigt. Auch der Austausch zwischen thermischer und konvektiver
kinetischer Energie wird nicht beriicksichtigt, denn der entsprechende Anteil ist verglichen
mit den anderen auftretenden Termen von der Gréfienordenung p;/po und damit klein gegen

1. Damit ergibt sich
T 8ts = —0m(Lrad + Lw) (21)

mit der radiativen Leuchtkraft L,,4 und der konvektiven Leuchtkraft
Ly = 4xrdy, . (22)

Durch Anwendung der thermodynamischen Relation

p
ds = et T d e —
T ds p(I‘a—l)( Inp —T'1dlnp) (23)
folgt bei konstantem I';
Po —m(I';—1
Tohs=——"_xmT1-l)g p 24
"7 pots(Ts — 1) " (24)

Die ‘rechte Seite’ der Entropiegleichung bedarf einer zuséitzlichen Approximation aufgrund
der Ableitung der Leuchtkrafte, welche einfach durch einen Differenzenquotienten ersetzt
wird:

1

aM(Lrad + Lw) ~ E(Lrad + Lw - Lin) . (25)
8

Fihrt man zusatzlich noch den Anteil der konvektiven Leuchtkraft an der Gesamtleuchtkraft

im stationaren Hintergrundmodell

a:= Lyo/Lin (26)

ein, so erhalt man
drh =X Nep (1— (1 - a)h* X4 ™ — o(L,/Lyo)) (27)
mit dem aus der thermischen oder Kelvin-Helmholtz-Zeitskala t1 der Schale gebildeten di-

mensionslosen Parameter

ty
gp o= T
15°9: 1
M;po
po(T's —1)L;n

Die konvektive Leuchtkraft ist noch aus dem Konvektionsmodell zu bestimmen.

(28a)

tr = (28b)
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5.1.2. Implementation des Konvektionsmodells

Das eigentliche Problem im Rahmen der Einbeziehung der Konvektion bei einem Ein-Zonen-
Modell liegt in einer konsistenten Darstellung des Entropiegradienten in der Zone. Man kann
natiirlich nicht davon ausgehen, dal bei Vorhandensein von Konvektion die Entropie am
auBleren Rand der Schale vernachldssigbar klein ist, schlielich kann durch Konvektion ein
fast adiabatischer Temperaturgradient entstehen. Durch die Identitat (5.1.1/23) ist jedoch
der Entropiegradient mit den Gradienten von Druck und Dichte verkniipft, so dafl man erhalt

TO,s

Ol (A 2—m1"1
o, = X : (1)

Als die die Konvektion reprasentierende Variable sei

yi=— (2)

eingefithrt. Die Skalenhohe A wird wieder ersetzt durch oy, H,. Dann folgt fiir die kon-
vektive Leuchtkraft und den auf den Gleichgewichtswert normierten Quellterm konvektiver

kinetischer Energie

S Ly 1 -

== = % = pyt/2x2m0 3
SWO LwO o ( )
In der Lagrange’schen Schreibweise, bei Vernachlassigung der Reynolds-Scherterme sowie des

Transportes kinetischer Energie, lautet die Gleichung fiir die konvektive kinetische Energie

oiw + gpwat; =Sg — Iw / . (4)

Damit folgt die Gleichung fir die normierte Variable y
x—@/3)mg_ {yX(2/3)'"} = ¢yl/2 X3 m {hX—’"(“‘l) - y} : (5)

mit dem aus der fiir die Konvektion typischen Zeitskala t. folgenden dimensionslosen Para-

meter

$a 3= -t—c- (6a)
ke S_. (6b)

Es erweist sich also insbesondere als sinnvoll, auf die Grofle

z 1= yX@3m (7)
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iberzugehen. Damit lauten dann die Gleichungen zusammengefaft:

92X = hx2 ™ _ x—2 (8a)
Orz = /A X3~ [ xr-m(Ta=(6/3)) _ ) (85)
8rh = XTI {1 — (1 — a)h* x4 ™e _ gppl/ 2)(2—"‘<1‘1+(1/'°‘))} : (8¢)

5.1.3. Stabilitdtsanalyse

Aufgrund der Herleitung ist eine stationdre Losung der Gleichungen das Hintergrundmodell,

d. h.
X=h=z=1. (1)

Zur Untersuchung der Stabilitdt dieser Losung wird nun eine Linearisierung der Gleichungen

vorgenommen, d. h., es wird angesetzt

h=1+u¢ (2a)
X=1+vé (2b)
z=1+w¢ (2¢)
¢ = exp(A7) , (2d)

mit u,v,w < 1, und anschliefend eine Entwicklung in der fiihrenden Ordnung, d. h. linear in
{u,v,w}, vorgenommen. Eine Lisung existiert dann und nur dann, wenn die Determinante

der charakteristischen Matrix des linearisierten Systems

1 a— \2 0
Se _§cb —(A HE gt:) (3)
Atg¢re  ¢rd (T3

mit den folgenden Hilfsgrofien

a:=4—mol'; (4a)
b:=myo (1‘1 - g) (40)
ci=(1-a)(s+4)+a (4¢)

d:=(1-a)(4+ mog) + (Z—mo(I‘l + %)) (44)
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verschwindet. Das charakteristische Polynom in A ist von viertem Grade, und das Hinter-
grundmodell ist stabil, wenn alle Wurzeln dieses Polynoms einen negativen Realteil haben, es
ist instabil, wenn mindestens eine der Wurzeln einen positiven Realteil aufweist. Diese Ana-
lyse 138t sich mit Hilfe eines sehr eleganten Satzes von Hurwitz (Uspensky 1948) durchfiihren,
welcher auf Polynome beliebigen Grades anwendbar ist und auf den vorliegenden Fall spezia-

lisiert lautet:

Satz (Hurwitz): Sei P(z) = A + Bz + Cz? + Dz® + z* ein Polynom mit reellen
Koeffizienten A, B,C,D, dann hat dieses Polynom ausschlielich Nullstellen mit

negativem Realteil dann und nur dann, wenn folgende Ungleichungen gelten:

A>0 (3)
B>0 (43)

BC—AD >0 . (i33)

D(BC — AD) — B* >0 (v9)

Die aus den Ungleichungen () bis (¢v) folgenden Kriterien seien im folgenden kurz, zum

Teil nur in Grenzféllen, diskutiert:

i. Zunachst sei fir die Koeffizienten der Opazitidt angenommen
n+s>—4. (5)

Dies ist gerechtfertigt, denn typische Werte fiir n liegen zwischen 1 und 3, s ist aber fast
immer grofler als —5. Dann folgt aus dem ersten Kriterium eine Bedingung fiir Stabilitat
an die unmittelbar mit der Schalendicke verkniipfte Groflie mg :

(1-a)(s+3)+a
(1—o)(n+s+4)+(1/2)a

mo > 4

(6)

Diese Bedingung hat auch schon Stellingwerf in seiner Arbeit erhalten (Stellingwerf
1986). Auffallend ist dabei die Tatsache, da die Einschrinkung im vollstindig kon-
vektiven Falle restriktiver ist als im radiativen:

s+ 3 - —
mo>{4n+8+4 g =l (7)
8 , fuir a = 1.
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ii.

iii.

Generell ist also zu folgern, da8 eine dicke Schale instabiler ist als eine diinne, wobei die
Konvektion diesen Effekt noch verstarkt. Dieses vorliegende Kriterium ist eng verkntipft
mit einem Kriterium, da auf Jeans (1928) zuriickgeht. Im Falle des Grenziiberganges

rc — 0, die Schale wird also zur homogenen Vollkugel (mo = 3), erhélt man aus (6)
5
(1—a)(3n—3s)> 2% - (8)

Im konvektionsfreien Falle o = 0 ist dies das Jeans-Kriterium bei vernachldssigbarer

Energieerzeugung.

Die zweite Bedingung fir Stabilitat lautet allgemein

mo{or [1-a)n+s+9) -]+l } >4 {or[1-a)s+3)+3]+a}. (@

Im konvektionsfreien Fall reduziert sich dies wieder auf das Kriterium (7a), im vollstindig

konvektiven Fall & = 1 hat man hingegen

m01‘1 —4

< C= - 7 jax .
T = ey (1/3)mo

(10)

Dieses Kriterium weicht etwas von dem entsprechenden Stellingwerf’schen ab, was in
der Benutzung des anderen Konvektionsmodells begriindet liegt. Im rein adiabatischen
Falle, d. h. ¢z = 0, oder fiir fast instantan adjustierende Konvektion, d. h. ¢ — oo,

lautet dieses Kriterium

4
L'y » =—
1 mo ) (11)

was im Falle einer homogenen Vollkugel (mo = 3) entartet zu der sehr bekannten Be-
dingung
4

Ty > g . (12)

Die weiteren Kriterien werden nur noch im Falle verschwindender Konvektion ausgewer-
tet, da sie sich sonst einer einfachen Erklarung entziehen. Das dritte Kriterium ist in

diesem Falle identisch mit der Bedingung (7a), das Vierte lautet

2 13
s+4m0ns 2 (13)

In den numerischen Rechnungen wurden die Kriterien immer vollstindig ausgewertet,

'y >

sowohl in der hier vorgestellten analytischen Form als auch mit Hilfe eines Eigenwert-
problemes, welches in sehr allgemeiner Form fiir solche Zwecke formuliert werden kann

(siche Anhang A2).
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5.1.4. Numerische Experimente

Ein-Zonen-Modelle wurden im wesentlichen bisher zur Untersuchung der prinzipiellen Mecha-
nismen, die zu Pulsationsinstabilititen bei Sternen fiihren, benutzt. Die im vorhergehenden
Kapitel abgeleiteten Kriterien resultierten aus den linearisierten Gleichungen. Es ist jedoch
nicht minder interessant, periodische Losungen dieser Gleichungen zu konstruieren, insbeson-
dere, da die nichtlinearen Terme in einer solchen Losung die Amplitude begrenzen. Es wird
allgemein vermutet, da8 die Pulsationen von Sternen nichtlineare Limitzyklen dieser Systeme
sind. Im folgenden werden zwei Beispiele derartiger Lsungen diskutiert (Kuhfufl 1987). Sol-
che Rechnungen sind auch schon in der Literatur zu finden (Stellingwerf 1972, 1986). Der als
‘Strip Case’ bezeichnete Fall einer Parameterwahl von Stellingwerf (1986) fiihrt auf eine peri-
odische Losung. Diese unterscheidet sich von der Stellingwerf’schen, die nicht auskonvergiert
ist in dem Sinne, daf8 lediglich eine Integration in der Zeit vorgenommen wurde, diese aber
nicht weit genug reichte, um die willkiirlich gewahlten Anfangsbedingungen auszurelaxieren.
Die anderen Falle der Stellingwerf-Arbeiten lieferten oft keine streng periodischen Lésungen,
ein Fall scheint von der Parameterwahl her zumindest bei Benutzung des in der vorliegenden
Arbeit beschriebenen Konvektionsmodells stabil zu sein (Fall 3: ‘Red edge’). Manche der
Modelle fithren zu oszillierenden Losungen mit jedoch beliebig anwachsender Amplitude und

Zeitdauer zwischen zwei Phasen maximaler Kompression.

Zur numerischen Bestimmung periodischer Losungen wird zunachst eine Stabilitatsana-
lyse mit Hilfe der in Kapitel 5.1.3. abgeleiteten Kriterien sowie unabhéngig eine numerische
Stabilitdtsanalyse durchgefiihrt (siche Anhang A2). Im Falle nachgewiesener Instabilitat wird
dann eine approximative periodische Losung durch Vorwartsintegration in der Zeit mit Hilfe
eines Adams-Verfahrens konstruiert. Wenn sich dabei eine hinreichend ausrelaxierte Periode
ergibt, wird ein Iterationsverfahren angewandt, dafl sich als nicht-lineares Eigenwertproblem
bezeichnen 1a8t. Dabei sind die Periode T sowie die Werte der Funktionen an den zeitlichen
Stiitzstellen 7o = 0 bis 73y = T zu bestimmen. Als Bestimmungsgleichungen dienen die auf
den N Zwischenrdumen der N +1 Stiitzstellen diskretisierten (two-point centered differences)
Differentialgleichungen, wobei die zweite Ableitung in der Navier-Stokes-Gleichung eliminiert
wird durch Einfiihrung der Geschwindigkeit als vierte Unbekannte, sowie die vier Periodi-
zitdtsbedingungen und die Definition des Beginns der Periode: Xo =1. Den 4 * (N +1) + 1
Unbekannten stehen also 4 * N +4+ 1, also genausoviele Gleichungen gegeniiber. Das nichtli-

neare System wird mit Hilfe eines Newton-Raphson-Verfahrens gelost, wobei ein schneller Al-
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gorithmus zur Losung der dabei auftretenden Jacobi-Matrix mit spezieller Struktur entwickelt
worden ist. Derartige Methoden sind in &hnlicher Form schon von Baker und Gough benutzt
worden (Baker, private Mitteilung, unveréffentlichtes Manuskript; Gough, unveréffentlichtes

Manuskript).

-1

l;J 6 00 = :.“ =

4.0 |- PR -

000 —

Abb. 1. : Periodische Losung firI'y = 1.1, n=1,s=3, ¢ =¢r =1, « = 0.2 und n = 0.887904 (Stellingwerf
1986, case 2, ‘Strip’). Zeiteinheit ist die Freifallzeit. Durchgezogene Linie (Radius): X — 1, gepunk-
tete Linie (Konvektion): (y — 1)/2, gestrichelte Linie (Geschwindigkeit): U := 8, X, strichpunktiert
(Nicht-Adiabasie): h — 1.

Die Ergebnisse der Rechnung fiir den ‘Strip’-Fall von Stellingwerf sind in den Abbildun-
gen 1 und 2 zusammengefafit. Die Kurven fiir die Geschwindigkeit U und Radius X sehen
recht realistisch aus (siehe Abbildung 1). Die Nichtadiabasie der Pulsation ist deutlich an der
Veranderlichkeit der Funktion h zu erkennen, und auch die Konvektion y variiert betrachtlich.
Nicht realistisch ist dagegen das tibergrofie und zeitlich sehr scharf begrenzte Maximum der
Leuchtkraft zum Zeitpunkt gréB8ter Kompression (Abb. 2). Dieses resultiert aus der Tatsa-
che, daf in diesen einfachen Modellen der amplitudenbegrenzende Dissipationsmechanismus
nicht auf den Vorgangen in den tieferen Schichten des Sternes beruht, sondern alleine auf der

Abstrahlung der Energie iiber die Leuchtkraft. Ausgedehnte Modellrechnungen (z. B. Baker,
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Abb. 2. : Die aus der periodischen Losung resultierende Lichtkurve (L/L;,) — 1 (durchgezogene Linie) und
die Anderungen des relativen Anteils der konvektiven Leuchtkraft im Vergleich zum Wert des Hin-

tergrundmodells a(t) — o

Kippenhahn 1962, 1965, Christy 1966) zeigen jedoch, dafl unmittelbar unter einer treibenden
Schicht, und eine solche wird ja hier simuliert, eine ddmpfende liegt (‘principal dissipation
zone’). Dies ist sicherlich der wesentliche Nachteil eines Ein-Zonen-Modelles, um so mehr,
als dieser Effekt auch bei rein radiativen Modellen erhalten wurde, er also nicht durch die
Konvektion verursacht wird, wie vielleicht der hohe Anteil des konvektiven Transportes na-

hezulegen scheint.

Die Lichtkurve ware ohne das Leuchtkraftmaximum durchaus im Einklang mit den Beob-
achtungen. Es ware sicher auch méglich, dieses Maximum durch geeignete Parameterwahlen
etwas zu reduzieren. Der durch Konvektion getragene Anteil der Leuchtkraft liegt zwischen
ca. 5% und ca. 80%, wobei der letztere, etwas unerwartete Wert jedoch zum Zeitpunkt der
unphysikalischen Spitze auftritt. Die Radiusvariationen sind mit ca. 20% durchaus reali-
stisch. Anzumerken ist noch, dafl die in der Beobachtung verwandte Methode, den Gleichge-
wichtsradius bei Cepheiden zu bestimmen, ndmlich als zeitgemittelten Radius, schon auf dem
Hintergrund dieses Modells etwas fragwiirdig erscheint, der Minimalradius ware hier offenbar

eine bessere Approximation (Gautschy, 1986).
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Abb. 8. : Periodische Lésung fiir I'y = 1.1, n = 0,8 =0, ¢, = ¢r = 1, « = 0.9 und n = 0.79. Zeiteinheit
ist die Freifallzeit. Durchgezogene Linie (Radius): X — 1, gepunktete Linie (Konvektion): y — 1,
gestrichelte Linie (Geschwindigkeit): U := 8, X, strichpunktiert (Nicht-Adiabasie): h — 1.

Das Wesentliche an dem in den Abbildungen 3 und 4 vorgestellten Modell ist die Tat-
sache, daB eine konstante Opazitdt (n = s = 0) zugrundeliegt und dariiber hinaus im Hin-
tergrundmodell 90% der Leuchtkraft konvektiv transportiert wird. Man kann also durchaus
vermuten, dafl der die Pulsation treibende Mechanismus nicht der bekannte sogenannte x-
Effekt ist, sondern einer, der auf der Basis der zeitabhangigen Konvektion zustande kommt.
In diesem Zusammenhang sei auf die vergleichsweise lange Periode hingewiesen, die diesem
Modell eigen ist. In der Tat vermutet man bei gewissen langperiodischen Variablen, daf§ die
Konvektion nicht unwesentlich zum Erscheinungsbild beitragt. Die Leuchtkraft-Spitze ist in
diesem Modell nicht vorhanden. Dies diirfte zwei Griinde haben. Zum einen sind die Radius-
variationen so gering, daB es nicht zu einer zu starken Kompression kommt (siche Abbildung
3), dariiber hinaus ist der konvektive Transport in der Zeit héchster Kompression mit ca. 96%
relativem Anteil und aufgrund der verglichen mit der langen Periode kurzen typischen Zeit-
skala der Adjustierung der Konvektion wohl so effektiv, daB nicht genug Energie aufgestaut

werden kann.

Dieses Modell muf} trotzdem als unrealistisch angesehen werden. Zum einen haben die
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Abb. 4. : Die aus der periodischen Losung resultierende Lichtkurve (L/L;,) — 1 (durchgezogene Linie) und
die Anderungen des relativen Anteils der konvektiven Leuchtkraft im Vergleich zum Wert des Hin-

tergrundmodells a(t) — a.

Lichtkurven bei den bisher beobachteten Pulsationsverdnderlichen alle eine Anstiegsphase, die
kiirzer ist als die Abstiegsphase, und weiterhin sind die hier gefundenen Radiusvariationen
zu symmetrisch. Es ist auch nicht leicht vorstellbar, die Opazitatsparameter, die hier so
gewahlt wurden, um eine Variation dieser wesentlichen Grole auszuschalten, in der Natur in
instabilen Schichten eines Sternes zu finden. Diese periodische Losung kann also nur als Indiz

fiir die mogliche Existenz einer konvektiv getriebenen Pulsation angesehen werden.
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5.2. Ein-Zonen-Modell mit beliebiger Zustandsgleichung

In obigem Ein-Zonen-Modell waren unter anderem sehr restriktive Approximationen in Be-
zug auf die Zustandsgleichung enthalten, so z. B. die Bestimmung der Temperatur in der
Naherung eines idealen Gases sowie die Konstanz bestimmter hoherer thermodynamischer
Ableitungen. Es ist jedoch bekannt, dafl die Dynamik von Pulsationen sehr stark beeinflufit
und zum Teil erst verursacht wird durch die Existenz der Schichten in einem Stern, wo die
Materie in nur teilweise ionisierter Form vorliegt. Dieser Tatsache wurde in der einfachen
Formulierung nur durch ein konstantes I'y < 5/3 Rechnung getragen. Jedoch wiare es denk-
bar, dafl Effekte auftreten, die auf einer Variabilitit des Ionisationsgrades beruhen. Unter
anderem kdnnte eine explizite Berechnung der Anderungen des Ionisationsgrades wiahrend der
verschiedenen Phasen einer Pulsation z. B. auch das Auftreten des unphysikalischen Leucht-
kraftmaximums dampfen, denn durch Ionisation kann zum einen eine Druckerh6hung ohne all-
zugrofle Temperaturerhohung stattfinden, zum anderen kann die Temperaturerhéhung selbst
geringer sein, da ein Teil der durch die Kompression erzeugten thermischen Energie aufgrund
der Ionisation kurzfristig abgefiihrt und als Ionisationsenergie gespeichert wird. Aus diesem
Grunde und aufgrund des generellen Interesses an der Frage nach den Effekten variabler Io-
nisation wurde ein etwas verallgemeinertes Ein-Zonen-Modell entwickelt. Hierbei werden die
Einfliisse der Ionisation auf die Opazitat nicht explizit beriicksichtigt, sondern diese wieder
nur in Form eines Potenzgesetzes in Dichte und Temperatur approximiert. Es wiirde aber
in der hier vorgestellten Formulierung ohne Schwierigkeiten méglich sein, realistischere Opa-
zitdten zu benutzen. Das gleiche gilt auch fiir die ebenfalls nur in Potenzgesetzform mit

einbezogene Energieerzeugung.
5.2.1. Die Grundgleichungen

Die Ableitung dieses Modells wird im folgenden kurz skizziert. Das Szenarium ist dasselbe
wie in Kapitel 5.1.1. Die Nomenklatur unterscheidet sich etwas von der Stellingwerf’schen;
die auf das Hintergrundmodell normierten Variablen werden nicht mehr abstrakt umbenannt,
sondern suggestiver nur mit einem Apostroph versehen. Die Groflen tf, 7 und mo werden

iibernommen, und die Dichte p’ berechnet sich wie vorher

p_ L1=n®

r3 —7]3 :
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Die Normierungsgrofie fiir die Geschwindigkeit sei

To

vo = 0 (2)

Der wesentliche Unterschied zum vorherigen Modell besteht in der Benutzung einer Zu-
standsgleichung fiir die thermische Energie e und den thermischen Druck p, beide Gré8en
als abhangig betrachtet von der Dichte p und der Temperatur T, die jetzt eine der Vari-
ablen des Modells darstellt und somit nicht mehr approximiert werden mufl. Auch kann die
Annahme der Konstanz der Lagrange’schen logarithmischen Ableitung dahingehend relaxiert
werden, dafl deren Giiltigkeit fiir Druck und Temperatur gefordert wird. Dies alleine ist schon

hinreichend zur Darstellung des Entropiegradienten:

(Om8)' =¢, — fs (e, = B') (3a)
cp:=T (g%) (3b)

P
B:=p (g—;) . (3¢)
fes:= %%9 (3d)

Fir die Opazitat sowie die Energieerzeugung werden Potenzansatze benutzt:

ko p"T™® (4a)

€ x pT" . (4b)

Man erhalt nun sowohl Gleichungen fiir die normierten Gré8en als auch fiir die mit ‘0’ indizier-
ten Variablen des stationdren Hintergrundmodells, letztere folgen einfach aus den jeweiligen
Gleichungen bei verschwindender Zeitableitung. Zunachst ergeben sich wieder verschiedene
typische Zeitskalen, die thermische Zeitskala, eine aus der Energieerzeugung folgende sowie

die fir die Konvektion typische,

COMB
tr = S5a
=g (5a)
$n 1= s (5b)
€0
b 1= = (5¢)
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mit den entsprechenden dimensionslosen Modellparametern

t

ST = L2 (60.)
tr
t

¢ni=-L (6b)
i
t

e =L (6¢)

Zwei andere dimensionslose Parameter messen die Abweichung der Zustandsgleichung von der
eines idealen Gases und das Verhaltnis von konvektiver kinetischer zu thermischer Energie,

beide bezogen auf das Hintergrundmodell:

fi1:= p§20 (7a)
fa:= 'f—;’ : (7b)

Weiterhin bezeichne ¢, die konvektive Leuchtkraft des Hintergrundmodells in Einheiten der
Kernleuchtkraft L;,. Die Leuchtkraft am dufleren Rand kann aufgrund einer Energieerzeu-
gung in der Schale natiirlich hoher sein. Der Turbulenzdruck wird wieder in der Navier-
Stokes-Gleichung vernachlassigt, jedoch ist der Austausch zwischen thermischer und konvek-
tiver kinetischer Energie berticksichtigt. Das mag zunachst inkonsistent erscheinen, allerdings
muf fir die Navier-Stokes-Gleichung die Ableitung des Turbulenzdruckes nach der Massen-
koordinate approximiert werden und nicht der Druck selbst. Als erste Naherung sei deshalb
diese Ableitung vernachlassigt. Eine Rechtfertigung dafiir wéare z. B. ein Hintergrundmodell

mit fo < 1.

Die Struktur des Hintergrundmodells ist durch folgende Gleichungen festgelegt:

Ompo = — 5:;43 (8a)
Hyo = 'G%t;—i; (8b)
Ao = anu Hpo (8¢)
Swo = Z—’Zw?’/ 2 (8d)
Lwo = geLin (8e)
e (1)

2= 4mrépoTo
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VadOIWO

I, . 8
HpO 0 ( g)

Swo =

Diese Gleichungen folgen bei der Ableitung der dynamischen Gleichungen aus der Bedingung,
daB das Hintergrundmodell eine stationdre Losung der Gleichungen sein soll, d. h. v/ = 0 und
der Wert 1 fiir alle anderen gestrichenen Variablen sollen eine, natiirlich eventuell instabile
Loésung des Systems sein. Die dann folgenden dynamischen Gleichungen fiir die gestrichenen

Variablen, noch ohne Spezifikation des Konvektionsmodells, lauten

8¢ =v' (9a)
o,v = p'r'2 — 3 (95)
A =H = r2p (9¢)
o, = — mor'zv'gp'w' + ¢ (S;, - r'2p'w'3/2) (9d)
Ligq=r"p'""T"""* (9)
8,¢' = — frmorv'p' + 6ap™T"" — fas. (ST, — 1'*'a*/?)
+¢r {1 = (1 + j—: - qc) Liad = chi,,} (97)
L, =r"p'T'T (99)
SL,=V!,L,. (9R)

Die noch notwendigen Gro8len Ilp und darso sowie II’ werden im Rahmen der Behandlung

der Konvektion zu spezifizieren sein.

Im Gleichgewichtszustand ergibt sich aulen aufgrund der Energieerzeugung in der Schale

die Leuchtkraft

Sn
Lo=|14+—) Lin, 10
° ( S‘T) ( )

und als normierte Leuchtkraft am aufleren Rand erhalt man

ST Sn
L= 1+ —g¢q. | L! eLly? . 11
§T+§n{( L= q) rad + 4 } {11)
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5.2.2. Konvektion: Ein-Gleichungs-Modell

Aus der Darstellung der Gréfe IT im Ein-Gleichungs-Modell leitet man unmittelbar die noch

notwendigen Gleichungen zur Vervollstindigung des Ein-Zonen-Modells ab:

' = w'l/z(aMs)' (1a)
IT
—Ons0 = . (1b)
agsAow,’ “4mripo

Fiir den Vergleich mit dem Drei-Gleichungs-Modell werden zusétzlich unter einer Isotropie-

annahme noch folgende, mit der Varianz der Entropie verkniipfte Beziehungen eingefiihrt:

3 2

$o 1= 1m0 (2q)
'’

¢’ = g . (Zb)

Damit sind die Gleichungen vollstandig, es bedarf nur noch weniger Eingabeparameter, um

ein Modell zu charakterisieren.

5.2.3. Konvektion: Drei-Gleichungs-Modell

Die Ableitung der Gleichungen fiir die Variablen II' und ¢’ aus der lokalen Form des Drei-
Gleichungs-Modells bereitet keine weiteren prinzipiellen Schwierigkeiten. Hilfreich ist noch
folgende Darstellung der Ableitung der Geschwindigkeit, die aus der Kontinuitatsgleichung
folgt:

’

v 3
e (2 — mop'r’ ) . (1)

—47r2pdpv =

Es ergeben sich einige Modellparameter, die sich aus den freien Parametern des Konvekti-

o ()

onsmodells ableiten:

2
g2 = 39194 (20)
g3 = i (2¢)
gy = —ﬂ—ﬁ . (24)
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Man erhilt dann fiir das Hintergrundmodell

HZ
$o =g1—> (3a)
wWo
ﬁ¢w3/2¢o
-0 e L i, ik, " S
Ll A047rrgpol'Io ’ (3b)

und die dynamischen Gleichungen lauten:

I’
o,I' = - (2 — mop'r’®) + ¢ {291szdT'¢' + 92w’ (Om3)’ — gsw'1/2ﬂ'} s’ (4a)
8:¢' = gase {H'(aMs)' - w'1/2¢’} r'zp' : (4b)

5.2.4. Stabilitdtsanalyse

Eine Stabilitadtsanalyse kann nun genauso wie bei der einfachen Formulierung des Ein-Zonen-
Modells vorgenommen werden. Die Resultate werden natiirlich etwas aufwendiger aufgrund
der Benutzung einer allgemeinen Zustandsgleichung, die unter anderem bedingt, dafl die
vormals konstanten zweiten thermodynamischen Ableitungen hier auch variieren. Zur tber-
sichtlichen Darstellung sei eine spezielle Notation fiir die logarithmischen thermodynamischen

Ableitungen eingefiihrt, so z. B. fir die thermische Energie e:

o i dlne "
[ alnp " (a‘)

Odlne
er = <81nT)p : (lb)

Im folgenden werden die Kriterien fiir den Fall verschwindender Konvektion dargestellt. Be-

nutzt wird dabei wieder der Satz von Hurwitz (Uspensky 1968) fiir das Auftreten von Null-
stellen mit positivem Realteil bei einem Polynom mit reellen Koeffizienten. Spezialisiert fiir

den hier gegebenen Fall eines Polynoms vom Grade drei lautet dieses Kriterium:

Satz (Hurwitz): Sei P(z) = A+ Bz + Cz? + z® ein Polynom mit reelen Koeffizi-
enten A, B,C, so hat dieses Polynom dann und nur dann ausschlieflich Nullstellen

mit negativemn Realteil, wenn folgende Ungleichungen gelten:
A>0 (7)
B>0 (¢1)

BC—-A>0 . (i3)
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i

ii.

iii.

Das erste Kriterium lautet vollstandig ausgeschrieben

(§T + §n) {mO [pp(s + 4) + an] = 4(3 +4 — pt)} + ¢n {n’lo [upT = Vpp] + 41/} >0. (2)

Ohne die aus der Energiererzeugung resultierenden Terme (¢, = 0) ist dies spezieller
mo[pp(s +4) + prn] > 4(s +4—p1) . (3)

Dieses Kriterium hat offenbar mit der radiativen Leuchtkraft zu tun, was aus dem Auf-
treten der Opazitatskoeffizienten n und s zu ersehen ist. In der einfacheren Formulierung
des Ein-Zonen-Modelles war von einem idealen Gasgesetz ausgegangen worden, um die
Temperatur zu bestimmen, und in der Tat reduziert sich die Ungleichung (3) in dieser

Approximation auf das schon bekannte und diskutierte Kriterium
mo(s+4+n)>4(s+3). (4)

Andererseits folgt aus der allgemeinen Form des Kriteriums beim fJbergang auf eine ho-
mogene Vollkugel (r. — 0 und demgema8 natiirlich auch L;, — 0) sowie der Benutzung

der Zustandsgleichung eines idealen Gases das Jeans-Kriterium (Jeans 1928)

3u+v>s—3n. (5)

Aus dem zweiten Kriterium folgt unmittelbar die schon bekannte Bedingung

4
I's > — 6
1> (6)
dabei sind keine zusatzlichen Naherungen notwendig.

Selbst ohne Konvektion ist das Kriterium (i7¢) schon etwas komplizierter, was jedoch

zum Teil auf die zusatzlich berilicksichtigte Energieerzeugung zuriickzufiihren ist:
¢t {mo [(T1 — pp)(s +4) — prn] —4pr} +

¢n {mo [(T1 — pp)(s +4 —v) — pr(n +p)| —4pr} > 0. (7)

Im Falle einer numerischen Anwendung ist es haufig einfacher und dabei mathematisch

nicht weniger exakt, eine Eigenwertanalyse der Jakobi-Matrix durchzufiihren (sieche Anhang

A2), zumal dabei noch genauere Informationen iiber die Art einer Instabilitit und zugeord-

nete Anwachszeitskalen oder Frequenzen erhalten werden.
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5.2.5. Numerische Experimente

Offensichtlich sind aufgrund der weitreichenden Verkniipfungen der Groflen des Hintergrund-
modells nur noch wenige, das Modell beschreibende Parameter notwendig. In einem numeri-

schen Beispiel sei hier folgende Wahl der zu spezifizierenden Groflen getroffen:

auBlerer Schalenradius . ro =80 Rg
innerer Schalenradius : re =75Rg
Temperatur in der Schale : To =27.000 K
Dichte - po=10"8g/cm?
Masse des Sterns ; M =TMg
Opazitatsexponent (Dichte) : n=1
Opazitatsexponent (Temperatur) : 8=35
Energieerzeugung im Gleichgewicht - €0 =0
Energieerzeugungsexponent (Dichte) : §=0
Energieerzeugungsexponent (Temperatur) : v=0
Leuchtkraft der inneren Kugel : L;, =4600 L
konvektive Leuchtkraft in L;, : gs =0.2

Diese Parameterwahlen diirften typisch sein fiir einen Cepheiden. Dariiber hinaus sind noch
die freien Parameter des jeweils benutzten Konvektionsmodells anzugeben und eine Zustands-
gleichung zur Berechnung von Druck und innerer Energie aus Dichte und Temperatur bei-
zufiigen. Als MLT-Parameter wird oy, = 1.5 gewdhlt, und es wird die Ein-Gleichungs-
Formulierung des Konvektionsmodells mit der Standardwahl fir die freien Parameter be-

nutzt.

Die Zustandsgleichung ist die eines einkomponentigen Gases mit einem Molekulargewicht
von 2 und einem lonisationspotential, welches einer Temperatur von 550.000 K entspricht,
dies soll eine Annaherung an die He-II-Ionisation sein. Im unionisierten Zustand hat dieses
Gas das Molekulargewicht 2, das ist aber gerade das mittlere Molekulargewicht im Falle
einfach ionisierten Heliums. Im vollstandig ionisierten Zustand erhalt man hier ein mittleres
Molekulargewicht von 1, bei zweifach ionisiertem Helium ist es 4/3. Die Ionisation wird

beriicksichtigt durch explizite Losung der Saha-Gleichung.

Das benutzte Losungsverfahren ist dasselbe wie das in Kapitel 5.1.4. beschriebene. Die

lineare Stabilitdtsanalyse (sieche Anhang A2) 1afit zunéchst auf eine Pulsationsinstabilitdt mit
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einer Periodendauer von 1.602 in Einheiten der Freifallzeit schlieBen. Die nachher iterativ
und selbstkonsistent der Losung zugeordnete Periode belduft sich hingegen auf 1.824 Freifall-
zeiten. Dieser Unterschied von immerhin ca. 12% mag AnlaB geben zu Diskussionen 1iiber die
Giiltigkeit der bisher meist in der linearen Naherung angegebenen Perioden bei veranderlichen

Sternen.
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Abb. 1. : Periodische Losung: Radiusvariation r’ — 1 (durchgezogene Linie), Geschwindigkeit v’ (gestrichelt)
und Variation der Temperatur T/ — 1 (gepunktet) als Funktionen der Zeit, Zeiteinheit ist die Frei-
fallzeit.

Abbildung 1 zeigt den Verlauf von r' —1 (Radius, durchgezogene Linie), Geschwindigkeit
v’ (gestrichelt) und T' — 1 (Temperatur, gepunktet), aufgetragen iiber der Zeit in Einheiten
der Freifallzeit 5. Sowohl die Amplitude der Radiusvariationen als auch der Verlauf der

Geschwindigkeit stehen durchaus im Einklang mit der Beobachtung.

In Abbildung 2 ist die Leuchtkraftvariation L’ — 1 sowie der relative Anteil der kon-
vektiven Leuchtkaft g.(t) geplottet. Wieder tritt das unphysikalische Leuchtkraftmaximum
zum Zeitpunkt der maximalen Kompression der Schale auf, dieser Effekt scheint also von
der inneren Randbedingung einer harten Kugel herzuriihren und nicht, wie erhofft, von der
Vernachlassigung der Variationen des Ionisationsgrades. Interessant ist ferner, daf§ bei maxi-
maler Ausdehnung in diesem Modell der Anteil der konvektiven Leuchtkraft fast verschwindet.

Wieder wire die Lichtkurve ohne das zeitlich scharf begrenzte Maximum durchaus realistisch.
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Abb. 2. : Periodische Losung: Leuchtkraftvariation L’ — 1 (durchgezogene Linie) und Anteil der konvektiven
Leuchtkraft g.(t) (gestrichelt) als Funktionen der Zeit, Zeiteinheit ist die Freifallzeit.

Abbildung 3 zeigt das Verhalten der konvektiven Groflen w’ (durchgezogene Linie), IT’
(gestrichelt) und ¢’ (gepunktet). Auch hier wird deutlich, dal das Leuchtkraftmaximum
wieder sehr von der konvektiven Leuchtkraft getragen wird. Dies ist aber kein Fehler der

Konvektionsmodelle, denn das Maximum tritt auch in rein radiativen Modellen auf.

Abbildung 4 gibt Aufschlu8 {iber die zeitliche Variation des Ionisationsgrades (durch-
gezogene Linie), der zweiten thermodynamischen Ableitungen I'; (gestrichelt, geplottet ist
I'; — 1) und V,4 (gepunktet). Obwohl die grofiten Variationen in diesen GroSen zum Zeit-
punkt maximaler Kompression auftreten, zum Zeitpunkt also, wo die innere Randbedingung
einer harten Kugel als unphysikalisch anzusehen ist, sind auch zu anderen Zeiten Variatio-
nen zu erkennen, die die Approximation als Konstante, wie sie in der einfachen Version des

Ein-Zonen-Modells benutzt wird, etwas fragwiirdig erscheinen lassen.



5.2. Ein-Zonen-Modell mit beliebiger Zustandsgleichung 89

1.6 | -

1.4

1.2

1.0

0.8 |-

L 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 A 1 1 1 1 1 i 1 A
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 i.8 2.0

Abb. 8. : Periodische Losung: Die Konvektionsgrofien w’ — 1 (durchgezogene Linie), II’ (gestrichelt) und ¢’
(gepunktet) als Funktionen der Zeit, Zeiteinheit ist die Freifallzeit.
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Abb. 4. : Periodische Losung: Der Ionisationsgrad (durchgezogene Linie) und die beiden zweiten thermo-
dynamischen Ableitungen I'; (gestrichelt: 'y — 1) und V,4 (gepunktet) als Funktionen der Zeit,
Zeiteinheit ist die Freifallzeit.
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6. Numerische Studien der Nichtlokalitdt (Kuhfufl 1987)

Im Zusammenhang mit Fragen der Sternentwicklung und der Nukleosynthese wurde in den
letzten Jahren mehr und mehr die Notwendigkeit einer Beschreibung des Overshooting un-
terstrichen. In einigen publizierten Rechnungen wird die Ausdehnung der Overshooting-Zone
parametrisiert angegeben, und damit insofern inkonsistent, als die Beschreibung der Kon-
vektion anderweitig durch eine lokale Theorie, meist die MLT, vorgenommen wird (Bres-
san et al. 1981, Bertelli et al. 1985, Langer, El Eid 1986, El Eid, Langer 1986). Andere
Ansdtze benutzen das Roxburgh Kriterium (Roxburgh 1978; Doom 1985, Sybesma 1985,
Doom et al. 1986, Sybesma 1986, Prantzos et al. 1987). Dieses Kriterium beruht aber auf
einer Inkonsistenz (Bressan 1984, Baker, Kuhfufl 1987; siche auch Anhang A3). Auch ein
nichtlokaler Ansatz von Shaviv und Salpeter (1973), der allerdings nur stationire Konvek-
tion in einer integralen Verallgemeinerung der MLT behandelt, wurde oft benutzt (Maeder
1975, Langer 1986a, b). Xiong hat mit Hilfe seines Konvektionsmodelles ebenfalls sehr inter-

essante numerische Ergebnisse erzielt (Xiong 1985a, b).

Die Problematik bei all diesen Versuchen besteht, aufler bei der Verwendung des Rox-
burgh-Kriteriums, in der Wahl der auftretenden freien Parameter. Diese Parameter haben
dabei eine mehr oder weniger grundlegende Bedeutung. Bei einer Parametrisierung des Over-
shooting werden sehr komplexe physikalische Zusammenhéinge approximiert, man wird also
nicht notwendig eine zumindest anndhernde Konstanz des Parameters unter verschiedenen
Modellbedingungen erwarten konnen. In den meisten anderen Féllen werden dagegen grund-
legendere, physikalisch besser verstindliche Vorgange parametrisiert, z. B. nach einer Wahl
einer typischen Geschwindigkeit und einer typischen Distanz zur Absorption wesentlichster
Abhangigkeiten tritt ein solcher Parameter nur noch als Faktor in der Diffusionsapproxima-

tion auf. Einer solchen Wahl ist daher zunachst groBlere Allgemeingiiltigkeit zuzutrauen.

Ein wesentliches Problem wird allerdings in allen oben genannten Modellen und auch
in dem in dieser Arbeit vorgestellten nicht gelost: die Wahl einer typischen Skalenldnge der

Konvektion. Das Unwissen iiber diese Grofie steckt im Mischungswegparameter o,y .

Im folgenden seien einige Studien zur Nichtlokalitdt anhand stationdrer Modelle homo-
gener Hauptreihensterne vorgestellt. Dabei wird die Ein-Gleichungs-Formulierung des Kon-
vektionsmodells mit der in Kapitel 2 motivierten Standardwahl der freien Parameter benutzt.

Zunachst wird die Struktur der Overshooting-Zone untersucht, und anschlieend werden zwei
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Parameterstudien vorgenommen, welche die Abhéngigkeit des Overshooting von der Gesamt-

masse des Sternes sowie vom immer noch freien Mischungswegparameter oy, aufzeigt.

Die Mikrophysik wird in einfachster Weise beschrieben. So ist die Zustandsgleichung die
eines vollstandig ionisierten idealen Gases mit thermalisierter elektromagnetischer Strahlung.
Die Opazitat wird mit Hilfe eines Potenzgesetzes dargestellt (aus Habets 1985 iibernommen),
die Energieerzeugung wird aus einer Fit-Formel von Hofmeister et al. (1964) berechnet. Die

Massenanteile unterschiedlicher Nuklide sind wie folgt gewahlt:

Wasserstoff : 0.685
Helium - 0.294
Kohlenstoff : 0.005
Stickstoff : 0.006
Sauerstoff : 0.010

Insbesondere bei massenarmen Sternen ist die benutzte Fit-Formel fiir die Opazitat etwas
unbefriedigend, so wurden insbesondere zu kleine Radien sowie zu hohe Leuchtkrafte und
Zentraltemperaturen erhalten. Quantitative Aussagen der vorgestellten Modelle in Bezug

auf diese Groflen sollten also nicht iiberbewertet werden.

6.1. Beschreibung des numerischen Verfahrens

Nach Umschreibung der in den Kapiteln 1.3.6. und 1.4 zusammengefaiten Gleichungen auf
die in der Lagrange’schen Formulierung benutzte Massenkoordinate (siehe Anhang A1) wurde
eine Diskretisierung vorgenommen. Dabei wurden alle thermodynamischen Grofien und die
konvektive kinetische Energie als Zellgrofilen behandelt, alle anderen Gréflen wurden den
Interfaces zwischen den Massenschalen zugeordnet. Aufgrund der Verwendung von zen-
trierten Differenzen und der Tatsache, daBl die unten dargestellten numerischen Beispiele
mit einem aquidistanten Gitter gerechnet wurden, ist das Verfahren von zweiter Ordnung
im Raum. Die aus der Diskretisierung der Differentialgleichungen folgenden Differenzenglei-
chungen bestimmen als nichtlineares System die Variablen. Zur Losung dieses Systems wurde
ein Verfahren benutzt, welches in die Sternentwicklung von Henyey (Henyey et al. 1964) ein-
gefithrt wurde. Dieses Verfahren stellt letztendlich eine Newton-Raphson-Iteration sowie eine
Speicherplatz sparende Methode der Losung der dabei auftretenden linearen Gleichungen

(Thomas-Algorithmus) dar.
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Die vorgestellten Ergebnisse wurden mit 1000 dquidistanten Stiitzstellen gewonnen. Es
ist durch Studien mit variierender Stiitzstellenzahl sichergestellt worden, daf die hier inter-

essierenden Eigenschaften der Overshooting-Zone hinreichend aufgelost worden sind.

6.2. Die Struktur des konvektiven Kerns bei einem Stern mit 20 Mg

Als Beispiel sei im folgenden die Struktur des konvektiven Kerns bei einem Stern mit 20 Mg
analysiert. Der MLT-Paramter wurde zu a,, = 1.5 gewahlt. Geplottet sind jeweils die

GréBen des nichtlokalen Modells (durchgezogene Linien) im Vergleich zum korrespondieren-

den MLT-Modell (gestrichelt).
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Abb. 1. : Der Logarithmus des Betrages von V — V4, versehen mit dem Vorzeichen von V — V4, bei einem
20 Mg Stern (amr = 1.5), im nichtlokalen Fall (durchgezogene Linie) sowie im korrespondierenden
MLT-Modell (gestrichelt), als Funktion der Massenkoordinate.

Abbildung 1 zeigt den Verlauf der aus der Abweichung des aktuellen vom adiabatischen

Temperaturgradienten gebildeten Funktion

sign(V — Vaa) [log 0|V — Vaa)| - 1)

Diese Funktion ist also etwa der Logarithmus der Nichtadiabasie mit zusadtzlicher Informa-

tion, ob es sich um einen Konvektion treibenden Bereich handelt oder um einen dampfenden.
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Dabei wird der Tatsache Rechnung getragen, daf iberall gilt |V — V44| < 1. Es ist zunachst
deutlich zu erkennen, dafl in beiden Modellen in dem die Konvektion treibenden Bereich eine
fast adiabatische Schichtung vorliegt (V — V44 & 10~7). Die Schwarzschildgrenze (V = V)
bedingt in der in Gleichung (1) definierten Funktion einen Pol mit Vorzeichenwechsel. Die
Funktion wurde beim Plotten auf einen hinreichend groflen Wert begrenzt, und so kenn-
zeichnet die Interpolationsroutine des Plotprogramms die Schwarzschildgrenze durch einen
senkrechten Strich. Im nichtlokalen Modell liegt die Schwarzschildgrenze etwas weiter zum
Zentrum hin als im MLT-Modell. Verursacht wird diese Verschiebung durch einen noch zu
behandelnden starken konvektiven Riickflul thermischer Energie im Overshooting-Bereich
(siche Abbildung 2). Der konvektive Kern ist weitestgehend adiabatisch geschichtet, selbst
in der Overshooting-Zone ist die Abweichung |V — V44| von der GroBenordnung 10~%, Da-
mit ist zwar die Annahme einer vollstdndig adiabatischen Temperaturstruktur des Kerns
sicherlich eine gute Approximation, man darf jedoch nicht die Effekte der Auftriebskrafte
im Overshooting-Bereich vernachlassigen. Dies ist leicht einzusehen, wenn man sich erin-
nert, daf die die Auftriebskrafte verursachende Nichtadiabasie im Konvektion treibenden
Bereich von der gleichen Groflenordnung ist. Der Grad der Adiabasie im Overshooting-
Bereich, und damit seine Ausdehnung, ist natiirlich auch wieder beeinfluit von der Annahme
iber den Grad der Korrelation von Entropie- und Geschwindigkeitsfluktuationen, welche im
Stellingwerf’schen Modell verschwindet (Stellingwerf 1982), dort wiirde also kein konvektiver
RiickfluB auftreten, oder im Xiong’schen Modell (Xiong 1981) oder in der Drei-Gleichungs-
Formulierung des vorliegenden Modells zumindest geringer ist. Dadurch kénnte sich die
Ausdehnung des Overshooting-Bereiches vergrofiern, wobei allerdings zum einen auf die ana-
lytischen Abschédtzungen (Kapitel 3.) verwiesen werden muB, und zum anderen ein geringerer
konvektiver Riickflul einen geringeren Grad an Adiabasie verursachen wiirde, und somit doch

eine starkere Dampfung wieder entstehen konnte, selbst bei geringerer Korrelation.

Im folgenden wird die Distanz, die die Ausdehnung des Kerns im nichtlokalen Modell
iber die Ausdehnung des Kerns im korrespondierenden MLT-Modell hinaus quantifiziert, als

‘effektives’ Overshooting bezeichnet.

Ein weiteres wesentliches Merkmal des nichtlokalen Modells ist der trotz der Diffusion
konvektiver kinetischer Energie doch recht scharf definierte ‘Rand’ des konvektiven Kerns.
Dieser entsteht aufgrund des nichtlinearen Verhaltens der Gleichungen, welches quasi zu einem

‘Umkippen’ fiihrt: Man betrachte eine bestimmte Massenschale im Overshooting-Bereich.
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Diese wird von der darunter liegenden Schale versorgt mit konvektiver kinetischer Energie,
und gibt diese wiederum an die dariiber liegende Schale ab. Wenn nun die resultierende
typische Geschwindigkeit in der Schale recht klein ist, so ist die Diffusionskonstante eben-
falls gering, und damit ist auch der Transport kinetischer Energie aus der darunterliegenden,
starker konvektiven Schale sehr ineffizient. Dies ist offenbar ein erster Mechanismus, der zu
einem schlagartigen Umkippen am Rande fiihren kann. Der zweite ist vielleicht noch wesent-
licher. Die dampfenden Auftriebskrafte sind um so geringer, je starker adiabatisch eine Schale
ist. Wenn nun der konvektive Transport thermischer Energie am Rande der Overshooting-
Zone uneffektiv wird, so kann er den adiabatischen Gradienten nicht mehr aufrechterhalten.
Dadurch wird zum einen die Geschwindigkeit verringert, zum anderen darf zur Erzeugung
eines noch weitestgehend adiabatischen Gradienten bei der dann geringeren Geschwindigkeit
wegen des notwendigen Flusses thermischer Energie nach innen eine bestimmte Mindestab-
weichung von der Adiabasie nicht unterschritten werden. Um die Adiabasie zu erhalten, darf

selbige also andererseits nicht zu gut realisiert sein.
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Abb. 2. : Die Leuchtkraft getragen durch den konvektiven Flufl thermischer Energie bei einem 20 Mg Stern
(oaar = 1.5), im nichtlokalen Fall (durchgezogene Linie) sowie im korrespondierenden MLT-Modell
(gestrichelt), als Funktion der Massenkoordinate.

Der letzte Mechanismus wird besonders gut durch Abbildung 2 verdeutlicht. Dort wird

der Verlauf der aus dem Flufi konvektiver kinetischer Energie resultierenden Leuchtkraft
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dargestellt in Einheiten von

Lo =2.15597-10'' Ly . (2)

Sie ist im nichtlokalen Modell grundsatzlich geringer als im MLT-Modell, was an den meist
etwas geringeren konvektiven Geschwindigkeiten im nichtlokalen Fall liegt. Diese geringeren
Geschwindigkeiten resultieren aus der Diffusion kinetischer Energie. An der Schwarzschild-
grenze V = V44 verschwindet die Leuchtkraft im MLT-Modell, im nichtlokalen Fall wechselt
sie dort das Vorzeichen und zeigt so einen Transport thermischer Energie durch Konvektion

gegen den Temperaturabfall, aber selbstverstdndlich in Richtung des Entropieabfalls an.
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Abb. 8. : Die Leuchtkraft, getragen durch den FluB konvektiver kinetischer Energie bei einem 20 Mg Stern
(omr = 1.5), im nichtlokalen Fall (durchgezogene Linie) sowie im korrespondierenden MLT-Modell
(gestrichelt), als Funktion der Massenkoordinate.

Abbildung (3) zeigt die aus dem Fluf konvektiver kinetischer Energie resultierende
Leuchtkraft. Auch wenn diese nur sehr unwesentlich zum gesamten Energietransport beitragt,
so ist sie doch letztendlich die Manifestation des nichtlokalen Charakters des Modells und be-
wirkt erst das Overshooting. AuBlerdem verursacht diese Leuchtkraft die schon angesprochene

leichte Verringerung der konvektiven Geschwindigkeit im Konvektion treibenden Bereich.

Der Rickflufl thermischer Energie durch den konvektiven Transport im Overshooting-

Bereich bedingt dort ein lokales Maximum der radiativen Leuchtkraft (siche Abb. 4). In
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Abb. 4. : Die radiative Leuchtkraft bei einem 20 Mg Stern (anL = 1.5), im nichtlokalen Fall (durchgezogene
Linie) sowie im korrespondierenden MLT-Modell (gestrichelt), als Funktion der Massenkoordinate.

diesem Bereich findet fast keine Energieerzeugung durch nukleare Prozesse statt, deshalb
muf} die Summe aller Leuchtkréfte dort in guter Naherung konstant sein. Dies wird in Ab-
bildung 5 fiir das MLT-Modell noch verdeutlicht. Dort sind alle in der Energiegleichung auf-
tretenden Leuchtkrafte zusammengefait, die radiative (gestrichelt), die konvektiv-thermische
(gepunktet) und die konvektiv-kinetische (strich-punktiert), sowie deren Summe (durchgezo-
gene Linie). Natiirlich verschwindet die Leuchtkraft kinetischer Energie im lokalen Modell.
Im nichtlokalen Fall (Abb. 6) leistet sie fast keinen direkten Beitrag zum gesamten Energie-
transport. Gut zu erkennen ist auch hier wieder der konvektive Rickflufl thermischer Energie

und das kompensierende Maximum der radiativen Leuchtkraft im Overshooting-Bereich.

In dieses Modell eines konvektiven Kerns gingen, neben den im Konvektionsmodell ent-
haltenen Modellannahmen und den hier nur im Sinne der Standardwahl festgelegten freien
Parametern, noch zwei wesentliche Gro8en ein, deren Auswirkungen auf die Struktur des Ster-
nes und insbesondere der Overshooting-Zone im folgenden in zwei Parameterstudien geklart

werden miissen, dies sind die Gesamtmasse des Sternes und der MLT-Parameter ay...
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Abb. 6. : Die verschiedenen Leuchtkrifte im nichtlokalen Modell als Funktionen der Massenkoordinate: ra-
diativ (gestrichelt), konvektiv-thermisch (gepunktet) und konvektiv-kinetisch (strich-punktiert). Die
durchgezogene Linie stellt die Summe, d. h. die totale Leuchtkraft dar.
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6.3. Parameterstudie: Gesamtmasse des Sterns

Zum Studium der Struktur der konvektiven Zone bei Sternen verschiedener Masse wurde eine
Serie von Modellen mit Massen von 1 Mg bis 100 Mg erstellt, jeweils sowohl unter Benutzung
der MLT als auch des nichtlokalen Modells in der Ein-Gleichungs-Formulierung. Fir die
freien Parameter oder die Mikrophysik wurden dabei dieselben Wahlen getroffen wie fiir das
20M@-Modell, dessen Aufbau detailiert in Kapitel 6.2. untersucht wurde. Zunéachst ist dabei
zu bemerken, dafl aufgrund der schon erwahnten groben Approximationen, insbesondere fiir
die Opazitdt, schon der Stern mit einer Masse von 1 Mg einen konvektiven Kern hat; bei
Rechnungen mit verlafllicheren Opazitdten ist das erst bei Sternen mit mehr als ca. 1.1 Mg
der Fall. Dabei ist allerdings die Konvektion in diesem Falle so schwach, daB sie quasi nicht

zur Leuchtkraft beitréagt.

Von Interesse sind in diesem Zusammenhang die Ausdehnung der Overshooting-Zone im
nichtlokalen Modell sowie deren Ausdehnung im Vergleich zum MLT-Modell, das ‘effektive’
Overshooting, die Vergroflerung der Kernmasse sowie Anderungen im Aufbau des Sterns,
die exemplarisch anhand der Anderungen von zentraler Dichte p., zentraler Temperatur T,

Radius R, und Leuchtkraft L, dargestellt werden.
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Abb. 1. : Die Kernmassen der Sternmodelle in % der Gesamtmasse fiir die MLT-Modelle (Dreiecke) und die

nichtlokal gerechneten Modelle (Punkte), sowie die relative VergréBerung des Kerns beim nichtloka-
len Modell (Kreuze), ebenfalls in %, abhingig von der Gesamtmasse des Sternes.

Fir Anwendungen im Rahmen der Nukleosynthese (z. B. Prantzos 1986) ist die Vergréferung
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der Kernmasse der wesentlichste Effekt, der durch das Overshooting bedingt wird. Abbil-
dung 1 zeigt die Massen der konvektiven Kerne in % der Gesamtmasse fiir das MLT-Modell
(Dreiecke) und das nichtlokal gerechnete (Punkte). Die relative Vergréfierung, definiert als
auf die Kernmasse des MLT-Modells normierte Differenz der Kernmassen, wird durch die

Kreuze in % angegeben.
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Abb. 2. : Die Verschiebung der Schwarzschildgrenze (Kreuze), das Overshooting iiber diese Grenze hinaus
(Dreiecke) und das resultierende ‘effektive’ Overshooting (Punkte) in Einheiten der Druckskalenhdhe
in Abhingigkeit von der Gesamtmasse des Sternes. Die Punkte korrespondieren zu dem in der

Literatur benutzten Overshooting-Parameter.

In den schon erwahnten Rechnungen mit parametrisiertem Overshooting wurde die Aus-
dehnung des konvektiven Bereiches in die nach dem Schwarzschild-Kriterium stabilen Schich-
ten meist angegeben als eine Konstante, den sogenannten Overshooting-Parameter, multi-
pliziert mit der Druckskalenhohe H,. Aus diesem Grunde werden die wesentlichen radialen
Abstande in Abbildung 2 in Einheiten der Druckskalenhéhe angegeben, bestimmt an der
Grenze des konvektiven Kerns im MLT-Modell. Bei den hier vorgestellten Rechnungen er-
geben sich drei verschiedene radiale Distanzen: die Verschiebung der Schwarzschildgrenze
(Kreuze), das Overshooting iiber die Schwarzschildgrenze des nichtlokalen Kerns hinaus (Drei-
ecke) und das resultierende ‘effektive’ Overshooting (Punkte), welches sich aus dem Vergleich
von lokalem und nichtlokalem konvektiven Kern ergibt. Die Werte fiir das effektive Over-
shooting entsprechen dem Overshooting-Parameter. Dieser ist also ab ca. 15 Mg in guter

Naherung konstant und hat etwa den Wert 0.4 in den vorliegenden Rechnungen. Bei Sternen
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mit kleinerer Masse ist eine leichte Veranderlichkeit dieses Parameters feststellbar. Es mu8 in
diesem Zusammenhang aber kritisch bemerkt werden, daf8 bei einer Darstellung der typischen
Skala der Konvektion anders als durch die Druckskalenh6he das Ergebnis durchaus anders

aussehen konnte.
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Abb. 8. : Dekadischer Logarithmus der Zentraldich- Abb. 4. : Dekadischer Logarithmus der Zentraltem-
te in g/cm® peratur in K

Obwohl sich zum Teil, insbesondere bei kleineren und mittleren Massen, eine durchaus
betrachtliche Vergroflerung des konvektiven Kerns ergibt, ist doch die Anderung der Struktur
nicht gravierend und liegt unterhalb der Variationen, wie sie typischerweise bei Benutzung
verschiedener Opazitaten auftreten kénnen. Dies wird in den Abbildungen 3 bis 5 deutlich.
Abbildung 3 zeigt die dekadischen Logarithmen der Zentraldichte der einzelnen Modelle in
g/em?® sowohl fiir das MLT-Modell (offene Dreiecke) als auch fiir das nichtlokale Modell
(Punkte). Die minimalen Unterschiede sind in der Grafik nicht mehr erkennbar. Dasselbe
gilt fiir den dekadischen Logarithmus der Zentraltemperatur in Grad Kelvin (Abb. 4), den
duBeren Radius des Sterns in Einheiten des Sonnenradius Rs (Abb. 5) und den dekadischen

Logarithmus der Leuchtkraft in Einheiten der Sonnenleuchtkraft Ls (Abb. 6).
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6.4. Parameterstudie: Mischungswegparameter oy,

Wie schon mehrfach angedeutet, beinhaltet der Mischungswegparameter die wesentliche und
gravierende Unkenntnis iber die typische Skalenldnge der Konvektion. Diese Frage ist von
erheblicher Tragweite, um so mehr, als selbst einige mehrdimensionale numerische Simu-
lationen als grofite Strukturen der konvektiven Bewegung solche ausbilden, die sich iber
den gesamten betrachteten Bereich erstrecken, so dafl die Annahme gerechtfertigt ist, da
Einflisse der Randbedingungen unter anderem auch die Skalenlinge bestimmen. Um be-
zogen auf das hier vorgestellte einfache Modell die Auswirkung von Variationen des MLT-
Parameters zu studieren, wurde eine Serie von Sternmodellen erstellt fiir einen Stern von
20Mg, jeweils sowohl mit der MLT als auch dem in dieser Arbeit vorgestellten Modell in der
Ein-Gleichungs-Formulierung, mit variierendem a,,; zwischen 1 und 3. Die Ergebnisse sind

im folgenden analog zu den Ergebnissen in Kapitel 6.3. dargestellt.
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Abb. 1. : Die Kernmassen der Sternmodelle in % der Gesamtmasse fiir die MLT-Modelle (Dreiecke) und die
nichtlokal gerechneten Modelle (Punkte), sowie die relative VergréBerung des Kern beim nichtlokalen

Modell (Kreuze), ebenfalls in %, abhingig vom Mischungswegparameter oy .

Zunachst fallt eine nicht unwesentliche Abhangigkeit der VergroBerung des konvektiven
Kerns auf. Dies wird z. B. deutlich in Abbildung 1. Dort ist wieder die im Kern beinhal-

tete Masse relativ zur Gesamtmasse des Sternes (MLT: Dreiecke, nichtlokal: Punkte) sowie
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die relative Vergrofierung des Kerns bei Benutzung des nichtlokalen Modells (Kreuze) in %
dargestellt, letztere variiert von ca. 15% bei einem Mischungswegparameter von a,, = 1 bis
zu ca. 32% bei oy, = 3. So grofl diese Abhéangigkeit ist, so hilfreich konnte sie sich erweisen
bei Versuchen, die freien Parameter des Konvektionsmodells oder auch den Mischungsweg-
parameter durch Beobachtungen zu bestimmen (siehe z. B. Langer, El Eid 1986). Dabei
muf} sowohl an theoretische Hertzsprung-Russel-Diagramme als auch an Beobachtungen und

theoretische Modelle der Nukleosynthese gedacht werden.

Abbildung 2 zeigt wieder die drei wesentlichen radialen Distanzen im Vergleich zwischen
dem lokalen und dem nichtlokalen Modell, die Verschiebung der Schwarzschildgrenze zum
Zentrum hin (Kreuze), das Overshooting iber die Schwarzschildgrenze des nichtlokalen Mo-
dells hinaus (Dreiecke) und das resultierende effektive Overshooting (Punkte), welches sich

aus dem Vergleich von lokalem und nichtlokalem konvektiven Kern ergibt.
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Abb. 2. : Die Verschiebung der Schwarzschildgrenze (Kreuze), das Overshooting iiber diese Grenze hinaus
(Dreiecke) und das resultierende ‘effektive’ Overshooting (Punkte) in Einheiten der Druckskalenhéhe
in Abhéangigkeit vom Mischungswegparameter ayy. Die Punkte korrespondieren zu dem in der
Literatur benutzten Overshooting-Parameter.

Wieder korrespondieren die Punkte zu dem in der Literatur iblicherweise angegebe-
nen Overshooting-Parameter. In diesem Zusammenhang sei darauf hingewiesen, daf§ derzeit

ein Wert von etwa 0.25 fiir diesen Parameter aus Vergleichen von Modellrechnungen und
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Beobachtungen favorisiert wird (Meynet 1987). Wie aus Abbildung 2 ersichtlich ist, kann
dieser Wert erhalten werden fiir einen Mischungswegparameter von ca. 0.9. Dies ist ein etwas

geringerer Wert als die in der Literatur iblicherweise benutzten (1.0-1.5).

Bei den hier zugelassenen sehr grofien Schwankungen in a,,, ergeben sich auch leichte
Unterschiede in der Struktur des Sterns. Diese werden wieder exemplarisch dargestellt anhand
der Zentraldichte p., der Zentraltemperatur 7., des Radius R, und der Leuchtkraft L, des
Sternes. Wie zu erwarten war, sind die Anderungen am geringsten fiir die kleinsten Werte des
MLT-Parameters. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dafl die Veranderungen hier aufgrund
der Darstellung ohnehin etwas groler erscheinen als in Kapitel 6.2., weil die Werte hier linear
und nicht logarithmisch angegeben sind. Abbildung 3 zeigt die Zentraldichten in g/cm? fiir
das MLT-Modell (Dreiecke) sowie fiir das nichtlokale Modell (Punkte), abhingig von der
Wahl des MLT-Parameters. Die Variationen sind im ganzen Bereich kleiner als ca. 2%. Die
Zentraltemperatur T, variiert hingegen fast iiberhaupt nicht (kleiner als 0.3%, Abbildung
4, angegeben in 107 K). Etwas deutlicher sind die Verinderungen sowohl im Radius des
Sternes (Abbildung 5, angegeben in Rgp) als auch besonders in der Leuchtkraft (Abbildung
6, angegeben in Lg). Beim Radius sind es etwa 1.3% Variation, bei der Leuchtkraft hingegen
4.7%.
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7. Schlufbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Modell fiir Konvektion in Sternen vorgelegt sowie dessen
Eigenschaften extensiv analysiert und diskutiert. Dabei wurden insbesondere Bedeutung
und Implementation der Zeitabhangigkeit sowie des nichtlokalen Verhaltens der Konvektion

herausgestellt.

Die Zeitabhédngigkeit der Konvektion ist wesentlich zur Behandlung kurzzeitskaliger
Phinomene, wie sie in manchen astrophysikalischen Objekten auftreten, z. B. in variablen
Sternen oder in Novae. Dies wurde anhand eines Ein-Zonen-Modells fiir pulsierende Sterne
nachgewiesen. Schon in der linearisierten Behandlung ist der Einflul der Konvektion auf die
Stabilitdt zu beobachten. Nichtlineare Rechnungen flihren zu streng periodischen Lésungen,
deren besondere Eigenschaft darin besteht, dafl die Nichtlinearitdt des Systems die Ampli-
tuden begrenzt. Auch in diesen Rechnungen zeigt sich, daf8 die zeitliche Abhingigkeit der

Konvektion sicher nicht unter allen Umstanden vernachlassigbar ist.

Die nichtlokale Behandlung der Konvektion liefert eine VergroBerung der Massen der
konvektiven Kerne von Sternen und fiihrt somit zu Implikationen fiir die Sternentwicklung
und die Nukleosynthese. Dies wurde analysiert anhand einer Serie von Hauptreihensternmo-
dellen. Es ergeben sich signifikante Unterschiede zu den bisher ver6ffentlichten Rechnungen,
die meist die Mischungwegtheorie benutzen. Dabei wird allerdings deutlich, dal das Unwis-
sen uber die typische Skalenlange der Konvektion die wesentliche Schwachstelle der Modelle,
die fiir solche Zwecke noch uneingeschrankt anwendbar sind, darstellt. Konvektionsmodelle,
die frei sind von diesem Nachteil, sind zumindest derzeit nicht verwendbar, da sie in der einen
oder anderen Form doch letztendlich immer auf moéglichst genaue Auflosung méglichst vieler
Skalen der Konvektion hinauslaufen, und dies wird ohne Einschrankung vielleicht niemals

moglich sein (Zahn 1987).

Vergleichend mit den in der Literatur vorhandenen anderen Modellen kann resumiert

werden:

i. Das Modell stellt eine sehr einfach geartete Beschreibung der Konvektion in Sternen dar.
Bekannte Effekte von grofler Tragweite fiir Modellrechnungen sind konsistent zusammen-

gefafit.

ii. Es ergeben sich die verschiedensten beobachtbaren Konsequenzen, dies gilt sowohl fiir

die Zeitabhangigkeit als auch fiir die Nichtlokalitat. Nicht zuletzt beruht darauf die
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iii.

iv.

Hoffnung, daB es moglich sein konnte, die freien Parameter, die hier nur in einer speziel-
len, durch allerdings nicht unphysikalische Annahmen motivierten Wahl benutzt wurden,

durch Beobachtungen an verschiedenen Objekten vergleichend zu bestimmen.

Das Modell besitzt eine gewisse Flexibilitat in Bezug auf die Anwendung in Simulati-
onsrechnungen, denn die auftretenden Gleichungen sind von einfacher und bekannter

Struktur.

Im Vergleich zu einigen der publizierten Modelle scheint das vorliegende weniger auf
spezielle Effekte, die sich einer Beschreibung durch die bisher fast ausschlieBlich be-
nutzte MLT entziehen, ausgerichtet zu sein, vielmehr resultieren diese aus natiirlich
auftretenden Termen. Dies gilt auch fir das Stellingwerf’sche (Stellingwerf 1982) sowie
das Xiong’sche Modell (Xiong 1981). Dabei ist aber fir den Fall der Ein-Gleichungs-
Formulierung des hier beschriebenen Modells zu betonen, daB sich eine etwas natiirlichere
Form der Entwicklung von Konvektion in einer vormals stabilen Schicht ergibt: es be-
steht keine Abhangigkeit von kiinstlich zu wahlenden, die Ergebnisse aber evtl. signifikant

affizierenden Startbedingungen.

Einige Fragen bleiben jedoch offen. Dabei ist besonders an das seit Prandtl ungeldste

Problem des Modellierens einer typischen Skalenlinge zu denken, welches hier sogar noch

schwieriger scheint, bestehen doch nicht, wie bei typischen z. B. in industriellen Anwendun-

gen durchgefiihrten Hydrodynamiksimulationen, vorgegebene geometrische Randbedingun-

gen. Vielmehr sind hier ‘weiche’ Randbedingungen gegeben, die lediglich aus grofiskaligen

Veranderung der Strukturen resultieren. Dort ist also noch ein weites Betatigungsfeld fiir wei-

tere Forschungen. Dabei ist besonders an folgende Erweiterungen der bestehenden Modelle

zu denken, fiir die erste Ansatze zum Teil schon existieren:

i,

ii.

iii.

Die Einbeziehung der Druckfluktuationen im Fall sehr grofler turbulenter Geschwindig-
keiten, wie sie sich in dufleren konvektiven Hiillen von Sternen durchaus ergeben konnen
(Latour et al. 1976, Toomre et al. 1976, Massaguer, Zahn 1980, Latour et al. 1981, Mas-
saguer et al. 1984).

Eine Definition der schon erwahnten Skalenlange vielleicht durch eine ebenfalls dynami-
sche Gleichung, die eine Gréfe zur Darstellung typischer Koharenzlangen der turbulenten

Bewegung beschreibt.

Vielleicht sogar noch weitergehender eine Benutzung eines spektralen Ansatzes zur Dar-
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stellung der Dynamik der Dissipation kinetischer Energie in kleinere Skalen. Dabei ist
jedoch eventuell ein so grofier Aufwand notwendig, daB eine Verwendung in der Beschrei-
bung z. B. pulsierender Sterne oder aber einer ganzen Sternentwicklung mit Einbeziehung
des Overshooting problematisch wird. Vielleicht konnten solche Modelle aber genutzt
werden zur Bestimmung freier Parameter in einfacheren Ansatzen und so zumindest ap-
proximativ eingehen in komplexere Rechnungen (Markus 1979, 1980a, b; Bell, Nelkin
1977, 1978).

In Bezug auf die Testmoglichkeiten fiir solche Modelle mufl generell auf eine Tatsa-
che hingewiesen werden: die wesentliche Problematik, und auch der wesentliche Unterschied
zwischen den verschiedenen Konvektionsmodellen einfacherer Natur, besteht in einer diffe-
rierenden Beschreibung der Korrelation von Entropie- und Geschwindigkeitsfluktuationen.
Dieser Term ist aber nicht nur hochst signifikant fir die Nichtlokalitdt der Modelle, son-
dern vielleicht mehr noch fiir die Zeitabhangigkeit. Aus diesem Grunde erscheint das breite
Spektrum beobachtbarer, kurzzeitskaliger Phanomene ein besseres Priiffeld fiir Konvekti-
onsmodelle zu sein als die durch Beobachtungen doch nur hochst indirekt quantifizierbare
Nichtlokalitat. Dabei ist an alle Arten variabler Sterne gedacht. So ist z. B. bekannt, dafl die
Ergebnisse von Nova-Simulationen alleine durch unterschiedliche Behandlung der Konvektion
vollstandig differieren kénnen (Oettl 1987; Truran 1987, private Mitteilung). Genauso sind
Effekte der Konvektion in pulsierenden Sternen noch teilweise ungeklart, dies gilt nicht nur
fiir die Bestimmung des roten Endes des Cepheidenstreifens, sondern auch fiir verschiedene
mehr exotische Variable wie Mira-Sterne oder die sogenannten PG-Variablen, bei denen evtl.

die Konvektion zu einem wesentlichen Teil die Instabilitdt bedingt.

Neben diesen Anwendungen auf astrophysikalische, der Beobachtung zugangliche Ob-
jekte ist jedoch auch noch eine Menge theoretischer Arbeit zu leisten. Dabei bilden aber
gerade die hydrodynamischen Gleichungen schon in einfachsten Naherungen, z. B. der An-
nahme einer inkompressiblen Flissigkeit, ein typisches nichtlineares System, welches chao-
tisches Verhalten aufweisen kann. Das heutige Wissen iiber Moglichkeiten einer vielleicht

statistischen Beschreibung der Dynamik solcher Systeme ist jedoch noch sehr begrenzt.
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Al. Lagrange’sche Formulierung

Zunichst ist die in einer Kugel S(r) mit Radius r enthaltene Masse

M(r,t) = fs P

_ / o) (r' 1) &7 . (1)
s(r)

Im folgenden wird der Deutlichkeit halber bei partiellen Ableitungen angegeben, welches die

jeweilige zweite unabhangige Variable ist, z. B.
(8. M); = 47r2(p) . (2)
sowie aufgrund der Kontinuitatsgleichung der Masse

(3:M), = / 94(p) 37"
s()

— - [ i) &
S(r)

--f  eref
=(r)

= —d4mr? (p)(¥), . (2)

Dabei sei X(r) die Oberfliche der Kugel. Somit 1a8t sich die Geschwindigkeit auch wie folgt

ausdriicken

(@)r = — (3:M),/(477%(p))

(0:M),
(arM)t

- (%;:)M (30’)

(@) = (%:)Ma . (35)

Dariiber hinaus weist man leicht nach, da§ aus (3b) schon die Kontinuitatsgleichung ableitbar

ist. Gelte also (3b), so folgt

&V ((p)()) = 75 (Brr () ()0 )e
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1
= = 12 (- (3:M)):

1
= = 12 (0:(3rM)s),

1

= (0:4772(p)),

= —(8:(n))r - (4)

Unter der Vorraussetzung der Definition der Massenkoordinaten ist also die Kontinuitatsglei-
chung aquivalent zur Beschreibung der Geschwindigkeit als Zeitableitung des Radius einer

festen Massenschale.

Des weiteren miissen nun alle Ableitungen von skalaren und vektorwertigen Funktionen
entsprechend ersetzt werden. Sei f(r,t) eine skalare Funktion, dann ist die entsprechende

Funktion, die von der Massenkoordinate abhéngt, zu definieren gemaf

~

F(M,t) := f(r(M,1),8) . (5)
Durch triviale Anwendung der Kettenregel gelangt man dann zu den Ergebnissen
(0 )e(rt) = (477 (p) (0ra f)e) (M(r,1),1) (6)
(def)(r1) = (8ef)na (M(r,2),2) (65)
Dabei wurde d; wie vorher definiert als mittlere, konvektive Ableitung
di:=0:+(v)-V. (7)

AuBerdem beachte man, das in Gleichung (6a) r und (p) auf der rechten Seite auch als

Funktionen von M aufzufassen sind.

Analog erhélt man fiir ein rein radial gerichtetes Vektorfeld ¢ = ¢(r,t)€,, und diese

Eigenschaft besitzen alle gemittelten Vektorfelder, eine Beziehung fiir die Divergenz:

1 va = g r
(m div q> (r,t) = (Om4nF“G) (M( ’t)’t) . (8)

In etwas unakkurater, aber dafiir sehr suggestiver Schreibweise lassen sich somit die

Regeln fiir das Umschreiben der Gleichungen auf die Massenkoordinate angeben:

O,f — 4nr®(p)Om f (9a)
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def —3 S (90)

1
—divq — Opdnriq. (9¢)

()

Dabei ist aber zu beachten, dal auf der linken Seite die unabhéngigen Variablen ganz andere

sind als auf der rechten.

Zusatzlich zu diesen Ersetzungen in dynamischen Gleichungen mufl natiirlich noch die
Definition der Massenkoordinate (1) quasi invers benutzt werden zur Darstellung des Radius
als von der Masse abhangige Funktion:

1

omr = Py i

(10)

Diese Differentialgleichung ist somit ebenfalls zu 16sen. Im nicht statischen Falle ist dariiber
hinaus noch die Gleichung (3) mit einzubeziehen, die, wie schon gezeigt, die dquivalente

Ersetzung der Kontinuitatsgleichung fiir die Masse darstellt.
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A2. Grundlagen der numerischen Stabilitatsanalyse

Bei impliziten numerischen Verfahren steht meist eine Routine zur Verfiigung, die die Jacobi-
Matrix der verwendeten Gleichungen berechnet fiir gegebene Werte der zu bestimmenden
Variablen. Alleine diese Matrix ist aber schon hinreichend zur Durchfiihrung einer Stabi-
litaitsanalyse. Die notwendige Eigenwertgleichung wird im folgenden abgeleitet. Im Grenz-
fall verschwindend kleiner Zeitschritte entspricht diese Gleichung einer von Stellingwerf und
Buff (1978) abgeleiteten. Die Herleitung beinhaltet jedoch eine Inkonsistenz, die eine er-
neute geschlossene Darstellung der Methode angebracht erscheinen 1at, welche in nicht so

ausfiihrlicher Form auch in der Literatur zu finden ist (Buff, Gerola, Stellingwerf 1979).

Ausgehend von einer Gleichung des Typs

d
215 =6(2), (1)

wie sie zum Beispiel nach rdumlicher Diskretisierung der hydrodynamischen Gleichungen mit
einem aus den Variablen an verschiedenen Stiitzstellen gebildeten Vektor z auftreten wiirde,
wird zunachst eine zeitliche Diskretisierung vorgenommen, dabei sei A der Zeitschritt, 2™ der

Wert der Variablen zum neuen Zeitpunkt, 2° der zum alten Zeitpunkt:
0= f(z") — f(=°) — A-G(2",2°) =: F(z",2°). (2)

Sei nun 2o eine stationdre Losung des Systems (1), und sei dieses gestort durch die kleine

Storung 6 zum alten Zeitschritt, d. h.
2°=20+6 und 2" =2z +ké, (3)

wobei in der Linearisierung von einem exponentiellen Verhalten der Stérung ausgegangen

werden kann, d. h.

k = exp(AA). (4)

Dann leitet man durch Entwicklung von (2) nach 6 sofort folgende Gleichung ab:

{(g§>—l(zo,zo) (gf) (zo,zo)+k} 5=0. (5)

Diese Gleichung entspricht dem Ergebnis von Stellingwerf und Buff (1978) (Gleichung (9))

nur im Fall verschwindend geringer Zeitschritte. Dies ist insofern unwesentlich, als daf nur
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dieser Fall interessiert, jedoch erscheint die Ableitung dort im Ansatz inkonsistent, da in der
Funktion G(2",2,) beide Werte 2° und 2" auf den gleichen Wert gesetzt werden, was der
auch dort benutzten Gleichung (2) nicht entspricht. Es ist also a priori nicht klar, ob der

Grenzfall lima .o zum gleichen Ergebnis fihrt.

Die Problematik der Eigenwertgleichung (5) besteht in der Tatsache, da zur Sicher-
stellung der Giiltigkeit des linearisierten Ansatzes der Zeitschritt beliebig klein wahlbar sein
mufl. Aus der Definition der Funktion der Variablen F erkennt man aber unmittelbar, da8

dann die beiden Faktoren

(=) = () em -a(Z2) e 60

<g§,) (2", 2) = — <%> () — A (gf) (= 29) )

numerisch nicht gut auszuwerten sind. Im einfachsten Falle f(z) = z entarten die ersten

Summanden jeweils zur Einheitsmatrix, so dal auch der Eigenwert k beliebig genau 1 werden
kann, wobei jedoch wegen

1
A=k (7)

lediglich die Abweichungen vom Wert 1 physikalisch von Interesse sind. Aus diesem Grunde
ist eine Eigenwertanalyse vermoge Gleichung (5) fragwiirdig, und sie erweist sich auch in der
Praxis als ungenau oder nicht anwendbar. Allerdings wird laut Beschreibung des HYDRA-

Programmpaketes diese Gleichung dort angewandt.

Sinnvoller erscheint deshalb, vor einer Eigenwertanalyse den Grenziibergang lima_,o
explizit durchzufiihren. Mit Hilfe der Identitdten (6) kann man die Eigenwertgleichung (5)

unmittelbar umschreiben auf

(5 (8 -0 (32) o+ [(32) - ()]} =0

Unter Berticksichtigung von

lim —— = —
im —¢ A (9)
kann der Grenzwert der Gleichung explizit durchgefiihrt werden, und man erhalt

{(Z_ﬁ)—l(z")[(%>+<g§,>](zo,zo)—>\} §=0. (10)

In dieser Form ist die Eigenwertgleichung numerisch gutartig. Sie entspricht genau dem

Ergebnis von Stellingwerf und Buff (1978) sowie Buff, Gerola und Stellingwerf (1979).
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Ausgehend von den Gleichungen

dtp + div(pv') =0 (La)
v? v?
3t{p(e+7)}+div{pﬁ'<w+?)+§' = pe + pvg (1)
p ;
w=e+ P (Enthalpie)

— — — — 1

div' =07+ (V- V) =g — ;Vp (1c)
erhilt man im stationdren Grenzfall (9; = 0)
.

div {pz‘;’ (w+ —2—->} = pe — div 7+ pvg (2a)

. § oz 1 te, 2E
div {pvs} = T {pe — divq} (20)
div{pt}=0 . (2¢)

Die Entropiegleichung wurde unter der Annahme eines homogenen Gases ohne Erzeugung
oder Vernichtung von Teilchen abgeleitet, so dafl die das chemische Potential enthaltenden

Terme verschwinden.

Unter Benutzung der Definitionen fir das Mittelungsverfahren folgen zunéachst fiir eine

beliebige skalare Grole ¢ oder einen beliebigen Vektor ¢ die Gleichungen

3 _ 3 =+
éd ‘L(,) (8) d°F (3a)

S(r)
# tj’dfz 4mr?{g)(r), qg:=q-€. (30)
2(r)
Auflerdem gilt wegen (2¢) und aufgrund des Gaufi’schen Satzes
{(pv') =0, (4)
und insbesondere damit auch bei Vernachldssigung der Fluktuationen des Gravitationsfeldes

(p7g) =0. (5)
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Sei S(r) die Kugel mit Radius r und X(r) deren Oberfliche, so kann man die Energie- und

die Entropieerhaltung mit Hilfe des Gaufl’schen Gesetzes schreiben als

- 1
ﬂ pv s df = = (pe — div §) 437 (6a)
5(r) s T

2
ﬂ pﬁ'(w - %) af = / (pe — divq) &7 . (6b)
=(r) 5(r)

Die Definitionen der nuklearen, der radiativen und der konvektiven Leuchtkrifte sind:

1. Die radiative Leuchtkraft im Abstand r vom Zentrum ist das Integral des radiativen

Flusses durch X(r).

2. Die konvektive Leuchtkraft im Abstand r vom Zentrum ist das Integral des konvektiven

Flusses durch X(r).

3. Die nukleare Leuchtkraft im Abstand r vom Zentrum ist das Integral der Energieerzeu-

gung iber die Kugel S(r).

Also ist formal

Liag = # q df: 47”'2<‘1) (7a)
(r)

Lconv = -# Je df: 4mr? <jc> (7b)
Z(r)

L = # T df = 4rr?T (7¢)
nuc ()

mit den Definitionen
= - 02

Je=pV\wt+ < (8al)

o =1Jc & (8a2)

r=—- / € d3F 8b1

 4mr? S(r) P (861}

F=ré . (8b2)

Sei nun r, groB genug gewahlt, um v = 0 auf & := ¥(rc) zu gewéhrleisten, und sei ebenfalls

abkiirzend definiert S := S(r.), so sind die zwei grundlegenden, aus den Erhaltungssitzen
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(6) folgenden Gleichungen

1
— (pe —divq) d®>F =0
e )

/ (pe — div) d®*F=0.
s
Aus der zweiten Gleichung folgt mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes
I'=(q) auf &,
und da aufgrund der Definitionen gilt
divE = (pe)

kann man die Entropieerhaltung (9a) umschreiben gema8:

/S(f‘—rf)V%dafz —47rr§<(%)'q*'>(rc)+[s(/’_;)_'d3;

Nun wird die linke Seite von (12) in mittlere und fluktuierende Anteile entwickelt.

Entwicklung ist exakt und besteht nur aus einer Zerlegung:

r_ (& 13'*_ _'__-‘_1_3—*_/l--;/3_.
/S(F (q))V<T>d —/S(F q)VTdr Slevq d°r

1 ’
2 1
+47rrc<q (T) > .
Damit folgt aus (12) und (13)

/OTC(LH“C " rad )a,<%> ol [S(f‘— («T))V<%> d°F

1
- /S T(pe —divq)’ d®F.

(10)

(11)

(12)

Diese

(13)

(14)

Man beachte, dafl die rechte Seite der Gleichung (14) aussieht wie ein Term zweiter Ordnung,

da aufgrund der Identitdt (3a) nur der fluktuierende Anteil der Temperatur eingeht. Dieser

Term ist aber, wie nun gezeigt werden wird, nicht vernachlassigbar, er beinhaltet vielmehr

den Beitrag des konvektiven Flusses. In der Tat folgt aus Gleichung (2a)

2

(pe — divq) = <div{p17(w + v?)} — p17§'> = div <.;c> ;

(15)
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und man erhilt unter Benutzung der integralen Identitdt (9a)
/ —1—(pe —divy) d*r= — / 1 div <;c> d3F
S T S T

=/S<;>V<%> &7 (16)

Schlufiendlich folgt also aus den Gleichungen (14) und (16) die integrale Bedingung
re 1
/ (Lnue ~Lrad —Leony ) O <f> dr =
0

L& —@ -() v (3)er

Dies ist sozusagen ein korrigiertes Roxburgh-Kriterium. Die originale Version versucht folglich

0. (17)

die Konvektion zu beschreiben unter Vernachlédssigung derselben. Allerdings ist die Gleichung

(17) eine triviale Folge des Energieerhaltungssatzes (2a), aus dem man durch Mittelung erhilt:

div {F— (@) - () } =0, (18)
woraus unter Benutzung des Gaufl’schen Gesetzes folgt:
I = (@) + (%) (19a)
bzw. dquivalent
Lyue =Irad * Leony - (190)

Aus diesen beiden Gleichungen folgen aber die Gleichungen (17) sofort. Man erkennt also,
das das Roxburgh-Kriterium auf einer Inkonsistenz in der Behandlung der Energieerhaltung,
einmal auf der Basis der Energiegleichung, zum anderen durch die Entropiegleichung, beruht.
Es ware ohnehin sehr verwunderlich, konnte man aufgrund eines Erhaltungssatzes, geschrie-
ben in zwei verschiedenen Formen, zwei verschiedene Bedingungen an die Fliisse ableiten, das

Roxburgh-Kriterium und die Gleichungen (19).
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