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I GRUNDBEGRIFFE Mengen Abbildungen Relationen
I 1 Mengen

Eine Menge M ist eine ungeordnete Zusammenfassung von

unterschiedlichen mathematischen Objekten den Elementender Menge

Bsp 17 1112,3 4113,23 13,211,33 ijtihado O I Leere Menge

o N 11,2 3,4 natürliche Zahlen

ist definiert 3 EN O EN ANTUNG Def.eu in
als Literatur unterschiedlich

o 72 YO 1,7 2,2 ganze Zahlen

o IR reelle Zahlen

Mengen werden oft über Eigenschaften angegeben

B IKEA EK bedeutet dass EB g d w

A und EI zutrifft
logisches und s sieheAnalysisVlog

Bsp o Y XE I I SO Junktoren Quantoren

o E ze 7 n N rationale Zahlen

A E B bedeutet A ist Teilmenge von B d h

EA EB

A E B bedeutet A ist echteTeilmenge von B d h

A B n A B

Ben o A B Et IA B BEA

o O EA gilt immer











































































Def Seien A B Mengen Man definiert

An B Y IKEA n KEB Durinsthnitt

A B heißen disjunkt wenn AaB 0

Au B I IKEA FEED Vereinigung

Al B Ix I An AB Differenz

PIA I M I MEA Potenzmenge

Sei ferner A EU dann ist das Komplement von A

in U definiert als A T EU x A

WennDiagramme zur Veransthantinhung
U

A B A B A B

E
A B

A

AnB A

Das Kartesisite Produkt von A und B ist

AxB I Gbl I act n bei

geordnetes Paar

Analog definiert man für MengenAn An mit nem

Arx A x An I Egal ansAnn sane An

n Tupel Cahnliniulist'intupleiß

Linkth
Bsp o No Yo UN Yo 1,2

IR IRxIR Allgemein A FEET
o M da Yb a I a b la a Leib lc.at

Da die Panne geordnetsind ist z.B as M











































































I 2 Abbildungen

Eine Abbildung synonym Funktion f von einerMenge A in eine MengeB

ordnet jeden aEA genau ein Element beB zu Man sehreibt

f A B oder A t
B bzw fiat b und flat b

Dabei heißt A Definitionsbereich und B Wertebereich von f

o f o
o

o
o

o

o

o

o

Für die Menge aller Abbildungen von A nah B schreibt man B

Def Sei f A B eine Abbildung MEA N B

o fl m I fix I EM heißt Bild von M unter f

f N I A fix EN heißt Urbild von N unter f

f
B

fix heißt Einschränkung von f auf M

Der Graph von f ist definiert als

Gf Y Ix FAXB I y fix

Bsp id A A idf Identität

Für f IR IR fl I ist z.B f 0,13 0,1

f to 7,1 und f 113 Y 1,1

Für g fly ist g to 1 1 0,1 Gf

Ben O Zwei Abbildungen f X Y und g
X Y sind gleich

d X L I











































































g d w für alle EX gilt fix gl
o Für f X Y nennt man oft fix sehlicht das Bild von f

Def Eine Abbildung f X Y heißt

injektiv wenn fix fixt
d h Keine zwei verschiedenenPunkte in X werden auf denselben

Punkt in Y abgebildet

surjektiv wenn f x Y

bijektiv wenn f surjektiv und injektiv istiii
i

f an
ist bijektiv ftp o.o istinjektivabernichtsurjektiv

o Eine Permutation von n Elementen ist eine bijektive Abb

T 11.2 n s i 1,2 in

Aus jeder injektivenAbbildung g X y lässt sieh über

j X gl gli gli eine bijektive Abbildung Bijektion

g konstruieren

Def Für Abbildungen f X Y und g X
Z ist die

Komposition Verknüpfung Hintereinanderausführung

gof X Z definiert als gof xl g fix











































































Bem o Komposition ist assoziativ d h es gilt hog of holgof
da thog of Ix h glf ml ho g f Ix Hx

o Abb en auf kartesisehen Produkten werden oft als

Verknüpfungenbezeichnet Hier o XYZ Z f g gof
Aber auth Rx IR IR Ix ty

und Rx IR IR Cx xp

Satz Ist f X Y bijektiv dann existiert eine Abbildung

g p X für die gilt

Diese ist eindeutig wird als Umkehrabbildung fIii

Beweis Wegen Bijektivität von f existiert zu jidityey
genähten ex mit flieg
Diese eindeutige Zuweisung definiert eine Abbildung g X X

so dass glp für das mit fix p Nun gilt
key fog y f ge fixt y also fog id und

Kx EX gof x g fl glp also gof id

Zur Eindeutigkeit Ist g y x eine weitere Abb mit

fog id dann gilt
g idxog lgoflogjgof.EE g

Assoziativität












Zu f f Per konstruktion ist f bijektiv und erfüllt

f of id n fof id

Wegen Eindeutigkeit der Umkehrabb ist damit f f

53
EndedesBeweises

Bem Die Umkehrung des Satzes gilt ebenfalls D h

die Existenz einer Umkehrabb impliziert Bijektivität

Hinweis zu einem Beweis Zeig zunächst dass fog ich

impliziert dass f surjektivund g injektiv
ist

Man zeigt leicht dass die Verknüpfung zweier Bijektionen

wieder bijektiv ist

Bsp 0 Für f o o o o fl I ist f l V7

Def Seien A B Mengen

A und B heißen gleithmählig und wir schreiben Al IBI

wenn eine Bijektion f A B existiert

A heißt höchstens so mächtig wie B kurz Al Bl

wenn eine injektive Abbildung f A B existiert

o B heißt mächtiger als A Kurt IAI Bl wenn

1A EIBL aber nieht IAI IB gilt
o A heißt abzählbar wenn Al E IN und überabzählbar

sonst



Bem Hat A ntv Elemente können wir gefahrlos 1A in

sehreiben

Es gilt IA EIBI n IB EIA IAI IBI

Dies ist der Satz von Cantor Schröder Bernstein

Bsp 0 11N IN da f X N flutints bijektiv
o IN II z.B mit f v.tk flu E n gerade

ni n ungerade

I Q1 IN Beweisidee
Ii

IQ Ex INI
DefvonQ

I Nox No IN
171 Notn IN IN

Zudem gilt NIE 101 also 101 IN

IN IRI Beweisidee Cantors Diagonalisierungsagument

Sei ze ze z eine beliebige Aufzählung reeller Zahlen in 0,1 als

Dezimalzahlen D h für neu ist zuEto und Zn Elo 9

die zugehörigeK'te Dezimalstellen Konstruiere nun eine Dezimal

Zahl reto mit k'terDezimalstelle yu f
4 wenn Zukt4
5 wenn zu 4

Dann gilt KKEN yt zu D h kann nicht in der

Aufzählung enthalten sein womit die zugehörige Abb U 0,1

nicht surjektiv sein kann

Ist 1Mt nee dann gilt IP Ml 2



I 3 Relationen

Def Eine Relation R zu zwei Mengen A und B ist eine

Teilmenge RE Ax B

Ist B A spricht man von einer Relation auf A

Eine solche heißt

ii symmetrisih wenn kx.geA x y ER y ERiii
x y ER n y Z ER IX Z ER

Eine Relation auf A die lil Liit iii erfüllt nennt man

Äquivalenzrelation und streibt dann x p für Kay ER

Bsp o Jede Funktion f X Y kann durch ihren Graphen
G E Xxt als Relation aufgefasstwerden

Die Zuweisung Studierende s Studienfäher ist nieht

unbedingt eine Funktion ggfs hinkt eindeutig kann aber

als Relation betrachtetwerden

Parallelität ist eine Äquivalenzrelation auf der Menge
der Geraden in der Ebene

Auf 2 ist n m O In m mod 7

eine Äquivalenzrelation

Gleichmächtigkeit ist eine Äquivalenzrelation auf der

Klasse alterMengen da die Verknüpfung von Bijektionen

wieder bijektiv ist



Def Sei eine Menge auf der eine Äquivalenzrelation gegeben

ist Die Äquivalenzklasse x eines Elements EX bzgl
ist definiert als Gyth y x

Bsp Für X 7 und x p O K f mod gibt
es zwei disjunkte Äquivalenzklassen die Mengen der

geraden bzw ungeraden Zahlen

1 33 5 und 23 43 56



II ALGEBRAISCHE GRUNDSTRUKTUREN
Gruppen Körper Ringe

I 1 GRUPPEN

Math Formalisierung von Symmetrien

Fundamental in der Physik Z.B

o Symmetrien in Eichfeldtheorien Sui xsulixuint Standardmodell

o Noether's Theorem Symmetrien Erhaltungssätze

Def 0 Ein Paar G einer nichtleerenMenge G und einer Verknüpfung

G x G G heißt Gruppe wenn

Ö Licht la b c at Ib Assoziativität

7 ii Je e G Kath et a a Existenzeines neutralen Elements

s iii kack a EG ä ta e Existenz eines inversen Elements

Eine Gruppe 1Gt heißt
nun nun

abelsch synonym kommutativ wenn für alle a bEG gilt
atb beta

endlich wenn G endlich ist 1Gt heißt dann die Ordnung
der Gruppe

Bsp Zyklische Gruppe In t für nen wobei In c 10,7 n n

und t Addition mod n ist In t ist abelsih mit Ordnung n

o 7 I R t 10 IG sind abelsite Gruppen

o Su bezeichnet die Symmetrisite Gruppe der Permutationen von

mehr Elementen Diese ist von der Ordnung n und nichtabelsch

füralle n 3 Z.B
a b c fit

b a b e al
3 a ab s catb



RKO und 01903 sowie Chio sind abelste Gruppen

Die Gruppe die durch die elementaren Operationen

14h L R O u des Zauberwürfels generiert wird hat

Ordnung
813812

2.2.3
4 10 und ist nicht abelsih

I z.B ist RO FOR

Korollar Sei G A eine Gruppe mit neutralem Elemente Dann gilt
meint einfache n Für jedes a cG mit inversem Element a l gilt
Folgerung

at a e

2 Hat G ate a

13 Es existiert kein weiteres neutrales Element d h wenn

ich so ist dass kath Eta a dann ist e e

14 Zu jedem ach existiertgenau ein inverses Element äh

Beweis In Zu ä muss ebenfalls ein inverses Element la e G existieren

Damit gilt e la an

a
l et ä

I al l a a ä

Hä a
l t at a at an

12 ate at a t a at a l t a il et a a

l e i te i i
T

Annahme

4 Angenommen ä t a je Dann gilt
ä ä te i ä Lata

ä a a
l et ä ä I



Bem o Mauthe Autortinnen verlangen simon in der Definition einer Gruppe

dass die et a a und a it a at a e

Ist die Verknüpfung t wird das inverse Element mit a

anstatt ä bezeichnet

Ist die Verknüpfung aus dem Kontextklar wird die Gruppe

oft durch alleinige Angabe der Menge G spezifiziert

Korollar kürtungsregeln Sei 1h ein Gruppe und a bei EG

Dann gilt it at b b a L

ii a b at c b c

Beweis Übung

genauer HH

Def Sei G eine Gruppe und HE G In heißt

Untergruppe von G wenn

il et H

ii aeh a Eh

iii a b EH atb EH

Bsp o H ke

o G R t H Z

Die Gruppe der Drehungen des R um den Ursprung

besitzt die Gruppe der Drehungen in der x p Ebene als Untergruppe



I 2 Körper engl field

Def Eine Menge k zusammen mit zwei Verknüpfungen Krk K und

Kik K ist ein Körper wenn gilt
lit 1k t ist eine abelsche Gruppe

ii Kilo ist eine abelsche Gruppe wobei O das neutrale

Element von Kit bezeichnet

iii Es gilt das Distributivgesetz D h K a b e s k

at btc la b late

Bem Eine Konsequenz ist dass in einem Körper K für
a bek sowohl a x b falls at 0 als auth

at x b eindeutig gelöst werden können

Für das neutrale Element bzgl t schreiben wir natürlith T

Korollar Sei 1k t t ein Körper und o das bzgl t neutrale

Element Dann gilt für alle a.be k

li a 0 0 a 0

Iii atb 0 a 0 v b O

Beweis if a 0 a 10 0 da o neutral bzgl t

a O t a 0 Distributivität

Foto

Also ist a 0 O kürzungsregel

Iii Angenommen a 0 Dann 7 ä s d äh ta 1 Damit

b 1 b ä Kgb a to O

Analog falls b 0 angenommen wird A



g

Bem ii nennt man Nullteilerfreiheit des Körpers

Bsp Mit der üblichen Multiplikation Addition sind Q R G

Körper

Für PEN Primzahl ist Ip Yo P 1 mit Mutt Add

mod p ein Körper der Restklassenkörper modulo p

Anwendung z.B in Reed Solomon Codes zur Fehlerkorrektur

Wenn p keine Primzahl ist ist dies kein Körper Z.B

ist in Ko 2 3 0 im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit

I 3 Ringe

Def Eine Menge R zusammen mit zwei Verknüpfungen Rx R R

und Rx R R heißt Ring wenn

i R t eine abelsche Gruppe ist

Iii assoziativ ist

iii die Distributivgesetze gelten D h Ka b ER

atb c la c b e

it atb it a t i b

Bem Ist zusätzlich kommutativ spritht man von einem

kommutativen Ring Besitzt ein neutrales Element

spricht man von einem Ring mit 1



i
ist ein kommutativer Ring mit 1

Die Restklassenringe In modulo nen sind kommutative

Def Sei R ein Kommutativer Ring ne No und

a an an ER mit an 0 Dann heißt

an t t an x t do ZE an

Polynom vom Grad n über R

Die Menge aller Polynome über R beliebigenGrades

bezeichnet man als REX

Bsp x RE sind die Mengen aller Polynome mit rationalen

bzw reellen Koeffizienten

Bem Durch folgende Verknüpfungen wird REX selbst zu

einem kommutativen Ring dem Polynomring Für

fix Es aux gli Zöbex definiert man

ft g x Z la ggfs darin 0 fortgesetzt

f g IN cut wobei cui Tyga b aiburi

mit itj k



Genau genommen unterscheidet man zw dem Polynom f RI

welkes man mit der Koeffizientenfolge identifiziert und der

Polynomfunktion R x fiel R Für RETE R kann man diese

Unterscheidung meist ignorieren da es eine Bijektion dazwischen gibt
Koeffizientenvgl I A können jedoch unterstiedliche Polynome dieselbe

Polycomfkt darstellen z.B x unde als Fkt.eu I 2

Def Ein Körper K heißt algebraisih abgeschlossen
wenn jedes nicht konstante Polynom ft KE in K

eine Nullstelle besitzt D h wenn für jedes FEKE
vom Gradmindestens 1 ein zek existiert so dass flzl 0

Bem Q und IR sind nieht algebraisch abgeschlossen

da z.B It 1 in Q bzw R keine Nukstelle

besitzt

Satz Fundamentalsatz der Algebra

4 ist algebraisih abgeschlossen

Beweis s Analysis II

Bem Tatsächlich hat ein Polynom n ter Ordnung neu in

n Nullstellen z zu EG und kann stets wie folgt
faktorisiert werden fix an x zu

f B It 1 xxi x i

Gilt für f e KE mit an zuck sagt man Das

Polynom zerfällt in Linearfaktoren



II VEKTORRÄUME

Def Sei kein Körper Ein Vektorraum U über 1K

Kurz IK Vektorraum ist eine Menge V zusammen mit

zwei Abbildungen einer Vektoraddition Kv V v w mutw

und einer Skalarmultiplikation keV V Ii v1 mir

für die gilt
Lil Iv t ist eine abelsehe Gruppe

Liit V1 Melk Kv wer

a hp v Ipr
b Iv v

s t rtw du tw und

http v du Mr

Ben Achtung t und haben hier jeweils zwei

unterschiedliche Bedeutungen welke

Die neutralenElemente in IV t und 11k werden

üblicherweise beide mit 0 bezeichnet Ob es sieh dabei

um den Nullvektor oder die Null als Zahl handelt

maß aus dem Kontext geschlossen werden

Die Elemente aus 1K nennt man in diesem

Zusammenhang Skalare

o Vektorräume über IR bzw nennt man reell bzw Komplex



Bsp 1k wird zu einem K Vektorraum mit

xn n t y ru intus int in

x ru hin d n

Hier ist 0 10 0 das neutrale Element und

C xn en das zu x in inverse Element

Es bietet sich die Schreibweise der n Tupel als

Spaltenrektoren an D h

1k f En n meh und

stil

E I xuthyn

Die Menge IK If If M 1k der IkwertigenFunktionen

über einer bet Menge M wird zu einem K Vektorraum

ft g 1h fixitgltmit
1 af Ix Afk

Dies nennt man punktweise Addition bzw Skalarmultiplik

Die Menge der Polynome Ik x wird mit Koeffizienten

weisen Verknüpfungen zu einem K Vektorraum

IR ist ein Vektorraum über G mit wie üblik

Bem GR G Gtx sind Vektorräume über E aberz.B auth über IR



Def Sei V ein Ik Vektorraum Eine nichtleere Teilmenge UEV

heißt Unterrektorraum von V wenn gilt
i x y EU y EU

ii te Ik U Ix EU

D h U muss abgesihlossen sein bzgl Addition und Skalarmultiplikation

Bem Oft sprieht man sehlieht von U als Unterraum

Bsp Zu jedem Vektorraum U sind U und 10 triviale

Untervektorräume

o Y x o l ER ist Unterrektorraum von IR

o Für bel ne No bildet die Menge

Kult G Fü aux I do an Elk der Polynome vom

Die Lösungsmenge I 4 ER 2x 4 0 ist ein

Untervektorraum von IR

Korollar Sei kein IK Vektorraum und UE V

Dann sind äquivalent

i U ist ein Untervekturraum von V

ii U ist mit der auf V definierten Addition und

Skalarmulliplikation selbst ein Ik Vektorraum



Def Seien Un U zwei Untervektorräume eines 1K Vektorraums V

Die Vektorraum Summe ist definiert als

Unt U i L tr I Un YAU EV

o Wenn V Un U so dass für jedes vel eindeutige
Elemente tun yell mit vexty existieren nennen wir

die direkte Summe von Un und Un und sehreiben

Un Uz

Bsp Uni Y x y O ER I are IR

U Y 0,0 E ER Z ER

Us Y OWiz IR I WizER

Dann gilt IR Unt U UntU und IR Un OUn

R ist aber keine direkte Summe von Un und Us da z.B

17 1,11 0,0 11 t 17,1101
uneindeutig ist

Korollar Seien Un U zwei Untervektorräume eines 1K Vektorraums V

i Un n U ist Unterrektorraum von V

ii Un U ist Unterrektorraum von V

iii Unnd 10 g d w U the Un Uz

Beweis i Wegen OE Un Och ist Uns U F 0 Weiter gilt
x y E Uns U ty E Uns xty EU xty E Un AU

EU nun de Ik Axe U Atx E U dx EU 1 U

ii iii Übung I



Def Sei usw V ein IK Vektorraum und y keV Dann

ist die lineare Hülle von un un definiert als

span y un Y II dir in in Elk

Dabei heißt dir eine Linearkombination von un un

Korollar U span 1h ein ist Untervektorraum von V

Beweis U ist nicht leer da z.B un EU

U ist abgeschlossen unter Addition

x E dir y Zimiv y FE 11 µ u

U ist abgeschlossen unter Skalarmultiplikation

Zitat 4 I

Ben Die LineareHülle Lässt sich auch für bel Mengen MEV definieren

span MI T ve V In EN Ju KEM Jin duEIK U ZI 44
D h span M ist die Menge alter endliehen Linearkombinationen

Zudem definiert man span 01 Yo

Bsp Für un v2 V ER ist typischerweise

span und eine Gerade

span tun ve eine Ebene

spanlh.k.rs IR

Das typischerweise nimmt an das folgendes gilt



Def Sei V ein K Vektorraum und neu

Vektoren h ein EV heißen linear unabhängig wenn

folgende Implikation für in duell gilt

Äh v 0 in In O

o Mer heißt linear unabh wenn jede endliche Teilmenge
von M aus linear unabhängigen Vektoren besteht

Bem Gilt hin Unabhängigkeit niht spricht man von

Linearer Abhängigkeit

o un un sind linear abhängig g d u sich einer der

Vektoren als Linearkombination der anderen streiben Lässt

Wir betrachten 0 als Lin unabh

Bsp o un J 4 Yi 7 sind linear abhängig

da z.B Zu Yt v3 O

1 F

V Zu v V3

n F n

tun v3 ist linear unabh da 0 taktiv

impliziert dass d O und dann anih in O geltenmuß



Def Eine Teilmenge B eines K Vektorraums V heißt
Basis von V wenn i

und i

span B L

B ist hin unabh

Bsp Eine Basis von 1k ist Len en mit

e l 0,20 Diese heißt kanonische Basis
i'ter Eintrag

Eine Basis von REX ist die Menge aller Monome

B I Ä
Die Forderung nach hin Unabh von B garantiert eine eindeutige Darstellung

iii

Lässt sich jedes voll auf genau eine Art als u Äh b
mit talk darstellen

Beweis Angenommen u Äh b TgTb mit d 1k

Dann ist u u Fs A E b 0

und hin Unabh impliziert d I I

Für manche Vektorräume z.B 1K IKEA ist die Existenz einer

Basis offensichtlich Für andere gilt das nieht was ist z.B eine

Basis von R als Q Vektorraum oder von R Mit Hilfe des sog
Zornsehen Lemmas lässt sich jedoch zeigen siehe z.B KemperReimers

für einen Beweis



Satz Basis Ergänzungssatz

Sei V ein Vektorraum und MeV linear unabhäng z.B 17 0

Dann existiert ein Basis B von V die M als Teilmenge enthält

Insbesondere existiert also immer eine Basis

Satz Alle Basen eines Vektorraum sind gleithmächtig

Beweis siehe z.B KemperReimers Idee

Falls eine endliche Basis BEV existiert ist die Beweisidee folgende
Ist B eine weitere Basis Lassen sieh iterativ einzelne Elemente von

B durch einzelne Elemente von B austauschen unter Beibehaltung der
Basiseigenschaft Die Heration endet wenn ganz B in der so nen
konstruierten Basis enthalten ist Dann darf aber kein weiteres Element
vorhanden sein da dies eine Linearkombination der Elemente von B sein
würde Dies zeigt 51 131

Def Ein Vektorraum V heißt endlich dimensional wenn er eine

endliche Basis besitzt Die Anzahl der Elemente dieser und

damit jeder Basis nennt man dann die Dimension dim.lv von V

Existiert keine endliche Basis nennt man V unendlich dimensional

Bsp

hm dimly

o dim 10 O

o dim IR n

o dim IRI N

imca.us

4 als

IR Vektorraum betrachtet

dim IR f
1 über IR
o über Q



o dim G f
1 über G

2 über IR z.B mit Basis 11 i

Satz Dimensionsformel für Untervektorräume
Sei V ein Vektorraum mit endlich dimensionalen Unterräumen

Un und Un Dann ist

dim UnsUz dim Unt U dim Un dim Uz

Bem Ganz ähnlich gilt für endlithe Mengen A B

1A ABI Au BI IA IB

Beweis Wir ergänzen eine Basis un nur von UnsU zu

einer Basis us Ur wa Ws von Un und einer Basis

4 nur toi Zz von Uz Dann gilt Unt U span B für
B Ivy Ur W Ws Zn Zt Um zu zeigen dass Blin unabh

ist betrachten wir

t.EE
O

Also ist F unzueUndU2 so dass Zf unzu Fi a v für geeigneten
Wegen hin Unabh der Basiselemente von Uz folgt a 0 und v O

u_ n von Un folgt auch d O und µ O

Also ist B eine Basis von Until mit

rtstt rts htt r dim Un dimLU dim Unna Elementen I

Bem Damit erhalten wir für endl dim Unterräume Un Un
U taz U U Uns U YO

dimlunta dimIU.lt dim Ur



I Lineare Abbildungen

Def Sein V und W Vektorräume über einem Körper Ik

Eine Abbildung f V W heißt linear oder Vektorraum

Homomorphismus wenn Ktelk Hx fEV

fletyl f x fly Heyf Xy fast Afl flixt fix Kitt

Die Menge der Homomorphismen von V nah W wird mit

Hom V W bezeichnet

fettom KW heißt Vektorraum Isomorphismus wenn

f bijektiv ist
Existiert ein Isomorphismus zu V und W heißen diese isomorph

und wir schreiben dafür VEW

Bem o Linearität impliziert f E die difex fuer.de kn.xeV

Insbesondere

ff und Untervektorräume werden wieder aufsolche
abgebildet

o Hon V w wird selbst zu einem 1kVektorraum mit

lftgllxli flxltg.la und Itf Kl tfkl
o Die Komposition linearer Abbildungen liefert wieder eine lineare Abb

Bsp id ist linear

Für ftto.li ist f p p f
costeltysinie
sintelty ioslel

linear und stellt eine Drehung um den Winkel f dar

Die Differentiation f RE IRI f p p ist linear

o f pl n Ppl ist linear

g f IR IR fl I glx Atx sind nicht linear

z.B ist glxtyl xtyt1 glxltg.ly tut 2



Satz Ist f V W ein Isomorphismus dann ist auch f W V ein

Isomorphismus

Beweis Bijektivität von f gilt für jede bijektive Abbildung f Zur Linearität
Seien talk und v we W mit f tut x und f w if Danngilt

f tw f fix dfl

Ert fetter xxx

f of id

f tut t Af w I

Satz Seien V und W K Vektorräume un un EU eine Basis von V

und wo w E W Dann existiertgenau eine lineare Abbildung

f U W für die gilt Kiese ein fly w

Beweis Zunächst zur Eindeutigkeit

LüthL
s Ein wgenangeforum

Linearität ist dann flu f Edin Fi ft 71 w

Existenz von f wird Klar wenn wir als Definition von f verwenden

f ist dann linear und es gilt fluil w
A

Def Für fe Hom V W definiert man

den Kern Ker f I EU fix O f Ko Kernel nullspare

o das Bild f r T YEW Zx eV y fix range

den Rang rglf dim flut rank

Bem Wegen Linearität von f ist ker f Unterrektorraum von V und

das Bild flu Untervektorraum von W



Satz Seien Wund W IK Vektorräume dim U so und fttlom.lvWl

Dann gilt dimer dim kerle t dim fis

Beweis Sei an um eine Basis von Kerl f die wir zu einer Basis

an Un Un Un von V ergänzen Dann ist dim l nt dim kerlt

Wir zeigen nun dass flu flun Basis von flu ist

Jedes EV können wir schreiben als u Ega u Äbsg
Wegen u eher f ist also flut Fübsfly d h flu span flut a flu
Um lineare Unabh z.z betrachten wir

0 Küster t E d
Linearität

Dies bedeutet dass yu e Ker f

also FEM u für geeignete µ Elk

Wegen hin Unabh von an um un un maß nun 1s O M Ki I

Bem o Wenn dimir D gilt dies sinngemäß D h

dim U so dim Kult so v dim feu so

Für das Bild flu sehreiben wir zuweilen auch Bild f

Bsp o Für f IR R x y x y o ist

Kerlf 140,2 ER Also dink dimlkerlt
t dim fis



Korollar Sei f V W eine lineare Abb zw zwei Ik Vektorräumen

li f injektiv E dim Kerk O Kerlf To

n dim r E dim W

Iiii f surjektiv dim W Edin Iv

Beweis Lil Ist f injektiv und vekercfl dann gilt
flu 0 f lol und wegen Injektivität v O

F Ist ker f to und flut flut dann gilt
g

Liit Ist f injektiv folgt aus Lil dass dim kerlt O

Aus der Dimensionsformal des Satzes folgt dann

dim Ih j dim fm dimlw

Keift To flutUnterraum von W

iii Es gilt dim U dim fln dim Kult

fsurifjimjjtdimlkerlflltdim.tw I

Korollar Seien V W zwei 1k Vektorraume Dann gilt
i VE W dim ul dimlwl

Beweis i VEW bedeutet es existiert eine lineare bijektive Abb V wiii iii

Nah dem vorangehenden Korollar ist dann



Liit Sind y w Basen von U bzw W dann existiert

eine hin Abb f U W mit flu w Für diese

gilt flu W Surjektivität und damit

dimlkeritt dimly dimiflut diener dim Ü

also an in Injektivität D

Bem D h es gilt insbesondere dim U ner VE Ik

Einen zugehörigen Isomorphismus erhalten wir aus einer bat Basis

Def Sei B un un eine Basis eines K Vektorraums V dann

ist der Kanonische Basisisomorphismus OB 1k V definiert als

0,1h div

Korollar Sei V ein endlich dim Vektorraum und f V V linear

1 Folgende Eigenschaften sind äquivalent
i f ist bijektiv
ii f ist injektiv

iii f ist surjektiv

2 Sind Ibn but und an n zwei Basen von V

und gilt f b c Ki dann ist f ein
Isomorphismus

Beweis s Übung

Bem zu 2 Umgekehrt bildet ein Isomorphismus Basen immer auf
Basen ab



Def 0 Für minen ist eine men Matrix A über IK

eine rechteckige Anordnung

g

Ann Ann Ann Kurzschreibweisen
Ann Ann Az n

Ai
I an

tis

Amin An Amin

mit m Zeilen und n Spalten und Einträgen A e Ik
Zeile SpaltenIndex

o Ik bezeichnet die Menge aller man Matrizen über K

o Die Transponierte ATE 1k einer Matrix AE 1km ist

µ m q m g g
Eine Matrix A Elk heißt quadratisch wenn man

und symmetrisih wenn AT A gilt

Bem o Ein Spaltenrektur ist damit eine mit Matrix und

ein Zeitenrektor eine ten Matrix

1km ist Ik Vektorraum der Dimension man mit

AFB Ai Bis und 1A Ai

Satz Seien V W IKVektorräume und be bn EU sowie

es Cm EW Basen von U bzw W

Für jede Matrix Aek existiertgenau ein fettom KW mit

f b TE A.jo k



und umgekehrt existiert zu jedem fettom KW genau eine
Matrix Aek für die dies erfüllt ist

Beweis Den ersten Teil hatten wir bereits gezeigt
Sei nun fettom IV w gegeben dann lässt sich jedes

f b EW eindeutig als Linearkombination der Basisvektoren

c schreiben Also als flbs I Ai c Ö

Bem 0 A heißt Darstellungsmatrix von f bzgl der Basen
be bu B und an cm C Wo es sinnvoll ist

die Abhängigkeiten in die Notation aufzunehmen schreiben

wir für diese Darstellungsmatrix Me If Die Basen fassen

wir dabei stets als Tupel auf da die Reihenfolge
entscheidend ist

o Die Abbildung ft Mcplf ist ein Isomorphismus zw

Hom V W und 1km der von den gewählten Basen

abhängt
Für r Fit b gilt flu FiM c mit

µ Aijl E At kurz µ At

D h die durch definierte lineare Abbildung IK 1km d Ad

für die man üblicherweise ebenfalls Asihreibt erfüllt

90A005 f also Mc f di of 0

wenn das da die Kanonischen Basisisomorphismen sind



Satz Seien Folk und G Elk Darstellungsmatrizen von

fetlom v w bzgl Bw Bw und getlom U V bzgl Bu Bu

Dannerfüllt die Darstellungsmatrix He 1k von fog bzgl Bu Bw

Hin In Fishin
Dies definiert das Matrixprodukt von F und G und man

schreibt H FG

Beweis Mit Bu tun nur Br In un Bw we Wm

gilt glun Gay und fly E E w

Damit ist fog un ÄHinw per Def derDarstellungs
matrix von fog

FETTE Ein

Die Eindeutigkeit der Darstellungsmatrix beweist dann die

behauptete Gleichheit A

Bem o Der link te Eintrag von Ff ergibt sich aus der i'ten

zuvor under

iiian

f ffFG

m mer m man nur In
K r n

r



o Das Matrixprodukt 1km IK s 1km F G FG

ist assoziativ und distributiv d h z.B G FFH GF GH

aber i a nicht kommutativ Z.B

18 11 aber 18 11

Mit demMatrixprodukt wird 1km zu einem Ring

Bsp Betrachten wir A Elk als Abbildung IK Ik IMAX

ist dies sinlieht die Matrixmultiplikation einer min MatrixA

mit einer axt Matrix Spaltenvektor d

In diesem Fall gilt Spalten sind die Bilder der Einheitsvektoren

B

A heißt invertierbar wenn du An ein Isomorphismus ist

Die Darstellungsmatrix von id bzgl der Standardbasis ist

I mit Iii S Y i
Krondaker

Delta

Komplexe Zahlen als reelle 2 2 Matrizen

Für S C G ff aber

flatib G gilt
i f ist ein Vektorraumisomorphismus über IR

ii f z 2 112 117 Kz z EG
T

Produktin G
T

Matrixprodukt

Beweis Übung



E Lineare Gleichungssysteme

Bsp Gesunkt ist die Schnittmenge dreier Ebenen im R die darin

folgende drei Gleichungen gegeben sind

10 3 6
2x t 2

bin x

h A b mit A f Y b

Wäre A in Zeilenstufenform ließe sieh dies einfanh lösen Für Äx b

mit Ä HELI erhielten wir z.B 4 was wir einsetzen können

in x t x 2 um 2 zu erhalten was wir wiederum einsetzen

können in t t 10g 6 um schließlieh 36 zu erhalten

Ziel ist diese Zeilenstufenform zu erreichen ohne die Lösungs

mengeLief ER Ax b zu ändern Diese wird erhalten bei

i Vertauschen von Zeilen des Gleichungssystems

ii Multiplizieren einer Zeile mit einem Skala FO

iii Addieren eines Vielfaihen einer Zeile zu einer anderen

Anwendung auf die Erweiterte Koeffizientenmatrix Ab IR ergibt

1 o fio 2 183 120 7 2Zeile
iii

Das Gleichungssystem Äx b lib bis9g18
o o so so

hat dieselbe Lösungsmenge wie Ax b

Darin sukzessives Einsetzen untenbeginnend Lässtsieh Äx 5 lösen s d

L da Ax b I Är D Y 1,3 1 D h die Ebenen schneiden

sieh in einem Punkt 1,3 7 Es wäre auth 2 0 fürparallel
versthobeneEbenen oder Ill so für Ebenen mit gemeinsamer Geraden
möglich gewesen



Def O Ein lineares Gleichungssystem as von m linearen Gleichungen

in n Variablen Unbekannten in tn ER ist von der Form Ax b mit

Koeffizientenmatrix A Ik und be 1k Ein LES heißt homogen
wenn b 0 und inhomogen sonst I elk I Ax b heißt die

Lösungsminge des IGS und A b Elk erweiterte Koeffizienten

matrix

o Eine Matrix AE km ist in Zeilenstufenform wenn folgendesgilt
1 Beginnt eine Zeile mit Nullen stehen unter diesen

ausschließlich wieder Nullen

2 Unter dem ersten von Null verschiedenen Element jeder

Zeile stehen ausschließlich Nullen

Wir nennen eine Abbildung IK IK A A

elementare Zeilenoperation wenn A aus A durch eine der

folgenden Operationen hervorgeht

i Vertauschung zweier Zeilen

Liit Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalartelklio

Iiii Addition des d fallen Idek einerZeile zu einer anderen

Zeilenstufenform
0 0 An.sn

00.0in
o 0 O As

O O I

O 2Bsp aber nicht o0 4 O
O O O



Satz Sei Ae 1km be 1k und L fee1k Ax b die Lösungs

menge des zugehörigen linearen Gleichungssystems

i L J F J EIKO
effizientenmatrix

ii to EL L Y x.tt xEKerCA

D h die Lösungsmenge des inhomogenen LGS besteht aus einer

inhomogenen Lösung xo plus der Lösungsmenge des homogenen LGS

iii Existiert eine Lösung dann gilt
Ihl 1 E rg A n Ker A Yo

Beweis i Es gilt LI O ET be Bild A

Wir verwenden dass das Bild der linearen Abb einer Matrix

die lineare Hülle der Spaltenvektoren ist Damit gilt
Bild A b Bild A t span b

Ist L 0 also be Bild A ist damit rg A b gla
E Ist rglA b GIA dann gilt wegen der

Unterrauminklusion Bild A b Bild A dass

mit der Dimension an ih die Räume gleih sein
müssen Also be Bild A und damit L 0

Iii Sicher ist L fx.tt xEKerLAl da

ACx.tt EE E
Umgekehrt ist yet dann gilt Aly Xo O

also y tot mit t Ker A



iii Existiert eine Lösung dann folgt aus Cii dass

die Anzahl der freien Parameter in L gleih ist
dimlkerIA n rglA Dies ist Null entsprechend 121 1

g d w rglA n ist

Bem Die Lösungsmenge eines homogenen LGS ist als stets ein

Unter Vektorraum Die eines inhomogenen LGS ist wenn nieht leer

ein affiner Unterraum d.h ein um einen konstanten Vektor

verschobenerVektorraum

Lösen Lässt sich ein LGS Ax b Aek mit Hilfe des Gaußschen

Eliminationsverfahrens synonym Gauß Algorithmus

Kurz Umformung von A b mittels elementarer Zeilenoperationen

auf Zeilenstufenform und anschließend sukzessives Lösen

des resultierenden LGS durch Einsetzen von unten

Ausführlicher o Beginne bei K l

1 Sun kleinstes iv mit A into für j k Fertig wenn keinesexistiert

2 Ist Akin 0 vertansehe Gleichungen dh Zeilen von Ab

mit Index sik so dass AkinFO

3 Ersetze alle Gleichungen mit Index Is K durch

A III An x b An b
Akin

ID.hr das 1E faire der K tenfleihung wird von

der Iten fleihung abgezogen

4 Fertig wenn km Sonst weiterbei 1 mit ke Kt1



Bem o Struktur der Lösungsminge

Ist Ä b die aus Ab durch ehem Zeilenoperationen erhaltene

Zeilenstufenform und ref 0 m die Anzahl der von Null

verschiedenen Zeilen in Ä dann sind folgende Fälle möglich

i r e m und hörte 5m To Die Lösungmenge is leer

da eine Gleihung der Form 0 x 70 auftaucht
ii r m oder b 5m O Die Lösungswege ist nichtleer

I D h das LGS ist lösbar

a r n es gibt eine eindeutige Lösung
b rin es gibt n r freie Parameter

o Jede elementare Zeilenoperation A Ä lässt sieh durch

Ä EA realisieren wobei Eek invertierbar ist Z.B

E iii
Äte Iespan

die Zeile kg

E In multipliziert die Kite Zeile mit d

n
E

ja
zeige

Hamann
Zeile zur k ten Zeile

Damit führt der Gaußsche Algorithmus auf
Ä BA B Bb wobei B Eu E E E k invertierbar ist

Die darin B dargestellte lineareAbb beschreibt einen Basisweinsel

im Bildraum



Satz Für A Elk ist Ax b genau dann für jedes belk
lösbar wenn rg A m

Beweis Lösbarkeit für jedes be 1k impliziert dass Bild A 1k

also rg A m

Ist m rg A dim Bild A maß in der Inklusion

Bild A Ek Gleichheitgelten I

Bem Insbesondere ist Ax b für jedes b lösbar wenn AElk ein

Isomorphismus ist was rglt n bedeutet

Die Umkehrabb Lässt sich dann wie folgtbestimmen

Satz Ist A Elk und lässt sich die Matrix A In t 1k

darin eine Abfolge elementarer Zeilenumformungen auf die

Form In Ä bringen dann gilt ÄA In d h Ä A

Beweis Es gilt In Ä BLA In
BEI BIE

Also B Ä und damit ÄA In A

Bem o A heißt die zu A Inverse Matrix und es gilt ATA AA In

Jede invertierbare Matrix Lässt sich auf dieseWeise invertieren

Bsp
If vermint e zeige

tz

l 1

Kontrolle 7 11 1 u



Korollar Sei A I mit abeide 1k und b ad be 70

Dann gilt A 5

Beweis Betrachte ato CFO geht analog
1 O

O a
I i

I 1 s

l
I

Lemma Geht Äe 1k aus Ae Ik durch elementare Zeilenoperationen

hervor dann spannen die Zeitenrektoren von Ädenselben Raum

auf wie die Zeitenrektoren von A

Bem Dieser Raum wird Zeilenraum genannt

Beweis Sind z _zu Elk die Zeilenrektoren von A dann ist der

zugehörige Zeilenraum span z zu I F it c e Ik E Ik

Dieser ändert sich offensichtlich nieht wenn i Zeilenrektoren vertauscht

werden oder ii ein Zeilenrektor zu durch tz mit de ITO

ersetzt wird Wird iii z.B die zweite zur ersten Zeile addiert

dann ist der resultierende Zeilenraum

IE tz tz t.EE z in imElk T F it Ge IK

Etc c und E c für 2

Satz Rang Zeitenrang Spaltenrang

Sei AE 1km z die Anzahl hin unabh Zeilen von A und

s die Anzahl linear unabh Spalten von A Dann gilt
rg A s z



Bem Anders ausgedrünkt Zeilenraum Spaltenraum und Bild einer Matrix

haben stets die gleiche Dimension

Beweis Wir wissen bereits dass GIA s da die Spalten von A die

Bilder der Einheitsvektoren sind

Elementare Zeitenoperationen ändern weder z Lemma noinker A

Letzteres gilt da Kerl BA KerlA für invertierbares B

Wegen s n dim KerlAll bleibt damit auch s unverändert

so dass wir v B d A Zeilenstufenform annehmen können

o 0 An Der von den Spaltenvektoren
o 0 0 O Azs

aufgespannte Raum ist dabeio o 0 A

r o o
R YO Also z s A

Korollar Für A Elk gilt glatt rg Ai

Beweis Dies folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Satz da An AT

lediglich die Rolle von Zeilen Spalten vertauscht I

1 4 2 3

2 8 4 6Bsp A

g
ER besitzt rglt 2 da die Zeilen 1,2 und 4

Vielfaire voneinander sind aber die Zeilen 2

und 3 linear unabh

Die Anzahl hin unable Spalten ist weniger

offensichtlich Wir wissen aber dass

dies auch 2 sein muss



VI Determinaten

Def Eine bijektive Abbildung 5 11 in 11 heißtPermutation

Eine Permutation heißt Transposition wenn sie lediglich ein Paar

vertauscht d.h wenn Thi I für ein Paar Ktl

o Su bezeichnet die Menge aller Permutationen von

0 Für TES definieren wir

alt Ili j ein n its n Thil Teil EGO E

und das Signum sgult 1 11

TES heißtgerade wenn syn lt 1 und ungerade beisyn T

Bam Unter Komposition bildet Su die Symmetrische Gruppe Diese

besitzt n n.lu l 2.1 Elemente

Jede Permutation lässt sich als Komposition von Transpositionen

realisieren jedeTransposition als Komposition einer ungeraden

Anzahl von Naihbarvertauschungen d h Transpositronen mit K ti

Für jede Nachbarvertauschung TES gilt KTE Sn

a rot alt 1 d.h syn rot sgult
Damit ist ie Sn un gerade wenn i sieh als Komposition

einer Inn geraden Zahl von Nachbarvertauschungen bzw

Transpositionen schreiben lässt Zudem gilt
Ki TE Su sgultor sgu.ltsgnlt



Bsp Eine Permutation FES ist eindeutig durch das Tupel
Ihl Ital charakterisiert

Ist ITES so gegeben als 3,2 1 dann ist sgn i 1

da die Reihenfolge aller drei Paare 1,2 1,3 2,3

geändert wurde d.h alt 3

Def Die Determinante einer quadratischen Matrix A la 1k

ist definiert als dit A Es synlil Inai.mil

Bem o IK dürfte hier auch ein kommutativer Ring sein

Die Formel Al heißt Leibniz Formel

Jeder der n Summanden ist ein Produkt zu dem

jede Zeile und jede Spalte von A genau einen Eintrag
als Faktor beiträgt

Bsp o A Elk S hat zwei Elemente

IT entsprechend 1,1 mit sgulin 1 und T entspreihend 17,1

mit sgu.lt 1 Also ist

det A an an aua

Für eine Diagonalmatrix A la Elk mit a S a gilt
detlt I a da für jedes es außerdem neutralen Element

für das Hilti ist das zugehörige Produkt ai.ie eine

Null enthält Insbesondere gilt also det In 1



o Ist A a Elk eine obere Dreiecksmatrix d h

is a 0 dann gilt det A I aii da

alle anderen Produkte in der Leibnizformel wieder einen

Faktor Null enthalten Analog für untereDreiecksmatrizen

Für Ae 1K lässt sieh die Determinante mit der

Sarras Regel berechnen

di die an

tara p
as as 933 an

a an as t an az 933 t an93931

93392912 93,922913 asian a

Für höhenDimensionengilt keine analogeRegel Für die Bereihnungder
Determinantengibtesdannbessere Methoden als mittels Leibnizformel

Satz Für A aig t Ik gilt
i det A det AT

Iii det A ist linear als Funktion einer bei Spalte von A

iii Geht Ä aus A durch Vertauschen zweier Spalten hervor

dann gilt der Ä det A

iv Hat A zwei identsihre Spalten dann gilt det A O

ul Für Bek gilt det AB detIA dethB

Multiplikativität



Bem Wegen i gelten ii iii und in anik wenn man

Spalten durch Zeilen ersetzt

Beweis i Wir können die Faktoren in der Leibnizformel anstatt nah

dem ersten Inder auch nach dem zweiten ordnen Genauer

Eia IT
Damit bekommen wir

yAt Ey sguci.IT anni es
s I iii i

j Tages IT aiii.it
s
sguli Taian i det Ai

sgnl sgult l da 1 sgulid sgu tot_ l sgnlilsgu.li

Iii Folgt unmittelbar aus der Leibnizformel denn ist voll
der Kite Spaltenrektor von A dann gilt detIAI Eier wobei
die c Elk nieht von u abhängen

iii Für Ä ä mit ä air wobei res eine Trans

position ist gilt
det Ä Zesusgult IT ii teil

sgult IT a rottil

S5
zsgucr.it IT a ro ilj det AT

IT rot BijektionaufSn

I folgt aus iii da Vertauschen gleicherSpalten auf
det A det A führt Bem wenn hart 1k d.h

in 1K gilt dass 1 1 0 ist benötigt es noch ein weiteres

Argument welkes z.B in Reimers Kemper zu finden ist



1 Sei B bij Dann gilt
det AB Es Sylt Ein_FETT aikibki.mil

FETTE I 9 EIII.tn
Für festes K kn ist dies die det einerMatrix
deren Zeilen die Zeilen kn kn von B sind
Nach in ist dies Null wenn die Kis nieht
alle verschieden sind D h a B d A
kn kn real ru für ein re Sn

Jes I Osiris 4,59 E breit lil

anno zum B

ftp.go.ESI4 r

I

Korollar Geht Äe 1k aus A Elk hervor durch

i VertauschungzweierZeilenoderSpalten danngilt det Ä det A

ii Multiplizieren einer Zeile oderSpalte mit einem Skala te Ik danngilt
der Ä tdet A

iii Addieren des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen oder einer

Spalte zu einer anderen dann gilt der Ä det A

Beweis i ii folgen unmittelbar aus dem Satz

iii folgt fürZeilen aus det Ä dat EA det E dit LA

da E eine Dreierksmatrix mit E 1 ist weshalb dit IE 1

B



Bem Bringen wir eine Matrix aus K durihekm.Zeiknop.eu auf Zeilen

stufenform in der die Determinante einfach das Produkt der

Diagonaleinträge ist lässt sich über die Änderung der

Determinanten also einfain Buch führen

Korollar Für Ek Ae 1k gilt det AA I det A

Beweis Folgt aus ii angewendet auf allen Spalten
A

Satz Für Aek sind äquivalent
Def AEK heißt

i A ist invertierbar
regulär wenn det A 70

Iii rglt n
und singulär wenn

iii det IA I O det A O

Beweis i ii ist bereits bekannt

i iii Aus In A A folgt
1 det In det1A A 1 det A detIA also dit A FO

iii Liit Ist der A 0 dann ändert sieh dies durch

elementare Zeilenop.eu genausowenig wie rglt
In Zeilenstufenform bedeutet det A 0 jedoch dass

a 40 Ki Damit hat A n linearunabh Spalten

also rglt h I

Aus dem Beweis i iii folgt unmittelbar

Korollar Ist A Elk invertierbar dann gilt det A
l det Al



Bsp Liegen die Punkte 7 1 7 7 18,3 ER auf einer Linie

Eine Linie ist über Y x FR I axt by t i 0 durch ab 1 ER

charakterisiert wobei la b ECR Ito Punkte zu z Z ER liegen

also nur dann auf einer Linie wenn das homogene LGS

eine von Null verschiedene Lösung
Zu Zu 1

Ü I 0 besitzt also det z O ist

Im Beispiel ist dettz det O

Satz Entwinklungssatz von Laplace Für A a Elk ne sei

Ais E 1k die Matrix die aus A durih Weglassen

der i tenZeile und j ten Spalte entsteht Dann gilt

n Hielt in det A j C 1 aig det Ai

Entwinklung nach dritten Zeile

2 Kjell in detIA C an det Ai

Entwinklung nach der jten Spalte

Beweis mittels Leibnizformal s siehe z.B Reimers Kemper

Enternach1 Zeile

Bsp der 545 E o dit 18 1 der 8 2 det 3
678

3 8 5 6 2.13.7 6 4 6 6 O



Geometrische Interpretation derDeterminanten

Ist F die Flöhe eines durch a.be IR aufgespannten

Parallelogramms dann gilt F Hall h Hall 11h11sing

Aus F t Halllbll iosy 11911 11611

b
Tätanbstarb

e
äh erhält man F lamb a b

der 3

Dies gilt auch allgemeiner Spannen an an EIR

ein Parallelotop auf dann ist dessen Volumen Vgleich

V det an an Analysis3

Das Parallelotop ist dabei das

Bild des Einheitswürfels unter

as der durch A an an ge
an gebenen Linearen Abbildung

an



Lemma Basiswechsel

Ist V ein n dim.lk Vektorraum da KV und di 1k V

zwei kanonische Basisisomorphismen und F V V eine

lineare Abbildung mit Darstellungsmatrizen MB dj F d
und M dito Fo 0 Dann gilt

Ms SacheSei mit Sac diode 1k 1k

Beweis 17 050 F d 10500 M LI El

F 0in odi dj O

Bem Umgekehrt können wir jede Transformation Man SMS
als Basiswechsel interpretieren realisieren Diese Transformationen

heißen Ähnliehkeitstransformationen und zwei Matrizen
ähnlich wenn eine n sie ineinander überführt

Korollar Sind Mi M Elk zwei Darstellungsmatrizen

ein und derselben linearen Abbildung dann gilt
det MB der Mi

Beweis det MB
p
detcs.sc det Mi detIs detlMc

A
Multiplikativität detCSB.cl

Als Konsequenz können wir detLF für F V V Basis

unabhängigdefinieren da die Darstellungsmatrizen für F in allen Basen

dieselbe Determinante besitzen



VI Eigenwerte Eigenvektoren

Bem Eigenwerte spielen einewichtige Rolle z.B

o in der Quantentheorie wo sie die Menge der quantisierten

Messwerte darstellen s z.B Frauenhoferlinien

in der klassischen Mechanik als Hauptträgheitsmomente

Def S ei V ein endlich dim K Vektorraum und F V V linear

Gilt die Eigenwertgleichung Fu du für ein

Elk und ein verko dann heißt v Eigenvektor
zum Eigenwert d

Der Vektorraum Ex Kerl F did er heißt Eigenraum
zum Eigenvektor 1 seine Dimension dim En

geometrische Vielfachheit des Eigenwertes d

Bem o Es gilt ve Ex Fr tv

Damit ist Er der Unterraum von V der von allen

Eigenvektoren zum Eigenwert d aufgespannt wird und

dim Ex die Anzahl hin unabh Eigenvektoren zum Eigen
wert d

o Ist u ein Eigenvektor dann auch au für bel.AE KIY0
Ist ein Eigenwert bekannt ist die Bestimmung des zugehörigen
Eigenraumes die Lösung eines LGS

o von nun an betrauten wir ausschließlich
endl dim Vektorräume



Bsp 0 DieSpiegelung im R an einer durch melilla gegebenen

Achse besitzt zwei Eigenwerte 1 und 1 mit Eigenvektoren n

und n der senkrecht auf un steht
4

Es existiert also eine Basis aus Fn I
qEigenvektoren

Die Drehung des R um einen Winkel fe o besitzt

offenbarkeinen Eigenwert
F

F
v

Die durch 37 dargestellte

Scherung des IR besitzt wegen

61115 5 in 5 nur einen Eigenwert 1 1 Der

Eigenraum dazu ist ein dimensional

Def Eine lineare Abbildung F V V heißt diagonalisierbar
wenn eine Basis von Eigenvektoren von F für V existiert

Bem Angenommen un nun ist so eine Basis mit Fu div

Der Name diagonalisierbar kommt daher dass F in dieser

Basis diagonal ist nämlich dargestellt durch die Matrix

1



Für eine Matrix A 1k bedeutet diagonalisierbar

dass eine Ähnlichkeitstrafo existiert so dass SAS diagonal ist

Diese können wir explizit angeben wenn die Eigenvektoren

gegeben sind

Satz Sei us une 1k eine Basis von Eigenvektoren von AEK

und X n un Elk die Matrix deren Spalten durch die

Un's gegeben sind Dann ist AX diagonal Genauer

Ax

wobei Ava turn

Beweis Zu zeigen ist dass X AX en treu gilt für alle
Standardbasisvektoren en Da das Bild von en unter

der Kite Spaltenrektor von X und damit un ist gilt
Arn dank

IX AX en ALEY
X Inn du Xen ihnen

i
k Ken

T
X In

I



Lemma Sind un Ur Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten

ts ir einer linearen Abbildung F V V dann ist

Y Ur linear unabhängig

Beweis durin Induktion

Beginn re Da v 0 ist v in der Tat hin unabh

Induktionsannahme un wa sind hin unabh

Wir wollen zeigen dass daraus hin Unable von un Vat folgt

Betrachte daher Ff x y 0 mit a e k

Dann gilt EIN Fu O sowie du mir O

und für deren Differenz

O Tja i tut FE ich tun
Hier muß a d tut O sein also a 0 da d tun

Un Vati sind damit ebenfalls hin unabh

Satz Sei V ein n dim.lk Vektorraum und F V V linear

mit r unterschiedliehen Eigenwerten in ihr deren geometrisihe

g

Ä
hier Gleichheitgenau dann wenn F diagonalisierbar ist

Sei r unt eine Basis von Ex Wir wollen zunächst



zeigen dass auch die Vereinigung über i zu einem Linear

unabhängigen Satz von Vektoren führt

Lü vi 0 Dann sind nach dem LemmaSei Er
so da wie Er Da für festes aberalle

u ni hin unabh sind müssen alle ni O Also

sind fun ni Äh linear unabh Vektoren so dass

Äh E n

Gilt Gleihheit existiert eine Basis von Eigenvektoren

Existiert umgekehrt eine sollte
n n dann

maß auth Gleihheit gelten da Fön die Anzahl der Lin unabh

Eigenvektoren ist I

Bem Eigenwerte ändern sich nicht unter Ähnlichkeitstransformationen

da Fu In EX SFS i di mit i Sr

Wir können eine lineare Abb F V V also in beliebiger Basis

darstellen und die Eigenwerte von F als Eigenwerte der Darstellungs

matrix bekommen Zu deren Bestimmung definieren wir

Def Zu A Elk heißt XAEIKE Zahl det In A

das charakteristische Polynom

Bem In der Literatur ist auch detIA In als Definition für
Xp zu finden



o KA ist ein Polynom vom Grad n Die beiden führenden

Monome ergeben sich gemäß Leibnizformel für A la aus

x a x x Fi a t
i i

Der Term Zia tritt heißt Spur engl trace l von A

Insgesamt ist damit

XA x tr A x t C 1 det A

Korollar 1 Die Eigenwerte von Aek sind genau die Null

stellen des charakteristischen Polynoms Xp

2 Ist 1k algebraisch abgeschlossen besitzt Ask mindestens

einen Eigenwert

Beweis 1 O KA 11 det In A

rg 1in A in

dim Kerl In A 1

Into tv Au

2 ZA besitzt dann eine Nullstelle I

Bsp A 9 besitzt keinen Eigenwert über IR also als AER

AEG dagegen besitzt Eigenwerte Ii da 2A i 5 1

Nullstellen besitzt

Bem Ähnlithe Matrizen besitzen das gleiche charakteristisite

Polynom da für B SAS gilt ZB x

det In SAS det s Ix In A s l Eldest Zahl



Def Sei de 1k ein Eigenwert von A Elk Die algebraische

Vielfachheit von d ist die Vielfachheit der Nullstelle d

im charakteristischen Polynom von A

D h das maximale mehr sid ZACK x d fix mit fEIKE

Bem Ist 1k algebraisch abgeschlossen hat das charakteristisch

Polynom nach dem Fundamentalsatz der Algebra die Form

ZAC II x d

wobei a EN die algebraische vielfaihheitdes Eigenwerts t ist

und E a n gilt
Satz Die algebraische Vielfainheit eines Eigenwerts ist mindestens gleich

seiner geometrischen Vielfainheit

Beweis Wir verwenden dass sich die Vielfachheiten unter Basiswechsel

nicht ändern Sei talk der betrachtete Eigenwert mit

algebraischer V alt und geom.V.gl Danngibt es geil linear

unabh Eigenvektoren un vgl Wir vervollständigen dies

zu einer Basis und stellen die Matrix in dieser dar was

Igenauf Ä c führt Wie Ä ist In Ä

eine Bloikdreiecksmatrix deren Determinante gleich

zähl x 1 9 Zahl ist

Hier verwenden wir dass det II die B detle A



Def Ist k algebraisch abgeschlossen und AEK dann heißt
SLA I te Ik det In A 0 das Spektrum von A

Korollar Ist k algebraisch abgeschlossen dann ist A Elk genau
dann diagonalisierbar wenn für jeden Eigenwert von A gilt
dass algebraische und geometrisite Vielfachheit übereinstimmen

Beweis Für den A seien alt und gli die alg bzw geom
Vielfachheit Dann gilt

Erin E Er in

vorigerSatz Fundamentalsatz derAlgebra

Damit ist die Summe der geom Vielfachheiten also

die Anzahl derhin unabh Eigenvektoren glei ihn g d w

geil alt VIET A Ü

Lemma Ist A ante1k eine obere Dreieiksmatrix dann gilt
Xp1 1 x air d h die Eigenwerte von A sind

genau die Diagonaleinträge

Beweis In A ist ebenfalls obere Dreiecksmatrix sid die

Determinante das Produkt der Diagonaleinträge ist I



Zwar lassen sich an ihn für alg abgeschlossenes 1K nieht alle
Matrizen diagonalisieren jedoch ist jede Matrix trigonalisierbar

Satz Ist 1k algebraisch abgesihl und AE 1k dann existiert eine

invertierbare Matrix Selk s d 5 AS eine obere

Dreiecksmatrix ist

Beweis Dies lässt sich induktiv beweisen

Wegen alg Abgesihlossenheit besitzt A einen Eigenwert

den wir mit in bezeichnen Dargestellt in der Basis die den

Zug Eigenvektor als 1,0 o darstellt wird A zu

A s
o

mit Bek

Nun verfahren wir mit B genauso B hat einen

Eigenwerttz so dass nach geeigneter Ähnlinkeitstransformation

Als f
Iteration führt dann auf eine obere Dreieiksmatrix
mit den Eigenwerten auf der Diagonalen I



Korollar Sei 1k alg abgeschlossen und sind in In Elk

die nicht notwendigerweise versch Eigenwerte von AElk

Danngilt i tr A E d
werden hiergemäß ihrer

ii det A ja
d die Eigenwerte

algVielfaikheitgezählt

Beweis Wir verwenden dass sich das charak Polynom nicht unter

Ähnlichkeitstransformationen ändert und dass stets ein S existiert

s d B SAS eine obere Dreieiksmatrix ist für die i Lii

bekannt sind Für A folgt die Aussage dann aus

XA x tr A x 1 1 detIA

4 x HEB x t i det B

durch Koeffizientenvergleich A

Bem Dies zeigt gleichzeitig dass die Spur basisunabhängig ist den

es gilt Itr A tr SAS für bel invertierbares S



Def Für d Elk me heißt die Matrix ICH E 1k

3111 Jordanblock oder Jordankästinen der

Größe in zum Eigenwert d Für met meint dies Itil d

Ben.io Offensichtlich ist d der einzige Eigenwert von Ill

Manche Texte verwenden die Konvention in der die

Einsen unter der Diagonale stehen

Jordanblöcke der Größe mir sind paradigmatish für nicht

diagonalisierbare Matrizen denn

Lemma Der Eigenwert d eines Jordanblocks JH EM

besitzt algebraische Vielfachheit m und geom
Vielfachheit 1

Bem Dh ein Jordanblonk besitzt genau einen Eigenvektor
nämlich 11,0 01

Beweis Für das charakteristische Polynom von 311 gilt
Zh det Im 311 x x

Damit ist die alg Vielfaikheit von d gleich m

Der Eigenraum Er Ker 311 Im ist

dagegen ein dimensional da

IH Im
o

i

d Rang m 1 besitzt I



Satz Jordan Normalform

Sei A Elk so dass das charak Polynom in Linear

faktoren zerfällt d h Zak I Ix di mit die1k was

für alg abgeschlossene 1K stets zutrifft
A ist ähnlith zu einer blockdiagonalen Matrix der Form

si
o I.lt

wobei jedes Julia ein Jordanblock ist Diese sog Jordan

Normalform derMatrix A ist eindeutig bis auf die Reihenfolge
der Jordanblöcke

Beweis Z.B in Kemper Reimers

Bem 0 Die du's sind dann die Eigenwerte von A wobei die

geometrische Vielfaihheit eines Eigenwerts d gleich der Anzahl

der Jordanblöcke ist die in der JordanNormalform zum

Eigenwert d auftauchen

A ist genau dann diagonalisierbar wenn alle Jordan

blökte der JordanNormalform Größe 1 besitzen

Über R existiert die JordanNormalform nicht

notwendigerweise aber eine modifizierte Version davon



Lemma Hat AEG ausschließlich reelle Einträge dann

gilt desper A I Espen A

D h die Eigenwerte reeller Matrizen sind entweder reell oder sind Teil

eines komplex konjugierten Paars

Beweis Komplex Konjugation der Eigenwertgleichung Av tv

liefert
EE

Ii I

Bsp Für a.beR besitzt Gba die Eigenwerte at b

Damit kann keine reelle Ähnlichkeitstrafo existieren die die

Matrix auf Jordan Normalform bringt wenn b 0 ist



Vllt Skalarprodukt

Def Sei V ein 1k Vektorraum mit KEI IR C

Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung

s Wer 1k für die gilt K f f tz TEV
i ff E 0,0 und 1,9 O EX f 0

ii ft elk 4 tfst 1 d 4,9 YSz

iii 1,43 4,97 bzw 1,43 t.GS wenn IK R

o V ausgestattet mit einem Skalarprodukt heißt dann

Euklidischer Vektorraum für K R bzw unitärer

Vektorraum für k G Auf diesem ist die vom Skalarprodukt

induzierte Norm 11.11 V o o Axl x x definiert

Bem.io Für K IR ist das Skalarprodukt also i positiv definit

Cii linear in beiden Argumenten und iii symmetrisch

Für K G ist das Skalarprodukt linear im zweiten

Argument und konjugiert linear im ersten Argument

d h if tf ts I fn t f ts

Achtung Manche Mathematiker verwenden die Konvention nach

derLinearität im ersten und Kunj Lin im zweiten Argumentgilt
o Unitäre Vektorräume sind für die Quantentheorie zentral
Für die Norm gilt keV 1 11 0 x 0 und

Kielk Atx 1 111.11 11 I absolute Homogenität

Über allgemeine Körper sind Skalarprodukte nicht definiert

da s i A keinen Sinn macht



Bsp o V IR mit ex.rs E ir

V C mit ex Ey Ey
Standardskalarprodukt

d h x y IT y als Matrixprodukt
o V IR mit A Bs f ATB

o V 0,13 mit f g I flight de
würden wir statt Stetigkeit Integrierbarkeit fordern wäre dies

kein Skalarprodukt da dann fit 0 für f 0 sein kann

Satz Ist V ein Vektorraum mit Skalarprodukt dann gilt Hyper
i x y I E 11 1 Kyll

Iii Axtyp

Schwarz Unge

Dreiecksungleichung

iii 11 111 Ix 711 2111 11 11,11 Parallelogrammgl

Beweis i Wir können durch Ax mit lit t ersetzen sodass

a B d A x y E IR Dann gilt HEER

O E Itxty II Ekel Zt x Hyll
Minimieren bzgl E liefert Emin T und nach Einsetzen

iii ii o

ii Axt 11 e 11 11 t Ily 11 t 2 x y 1

Hell t 11,11 t 211 4.1111
11 1 11,11

iii Axt l t Ix y 11 exty xty t x x x y

Hell Ayll ix yst y.xsthxltthyli ex.rs 1 x

11 112 1411
II



Bem o Interpretation Namensgebung

der Parallelogrammgl
T

Die Gleichung kann als

Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras

betrachtet werden

In einem Euklidischen

Vektorraum erlaubt die C S Unge die Definition
eines Winkels OE 0 5 d

ios
x y

Y

Gleihheit in der Cauchy Schwarz Ungl gilt
g d w sieh x und y nur um einen skalaren

Faktor unterscheiden D h dy für ein Elk

oder y o

Def Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt MeV xpEV
o heißt orthogonal zu y wenn x y O F y

o Mt fuer fwen er w o heißt Orthogonal

Komplement von M

Bem 0 Für KR liefert cos G II Otto dass

Ly E O E

Es gilt lobt V und Vt Yo



Korollar Pythagoras ey Axt li Axlithyi

Beweis Axt 11 xty.my Il x Hit EH
A

Korollar Für MeV ist Mt ein Untervektorraum von V

Beweis Es gilt tent ATEM und Nfc Mt HYEMt

A

Def Sei V ein ende dim Vektorraum mit Skalarprodukt
Eine Menge von Vektoren un nun EUlio heißt

orthogonal wenn vity für alle itj

o orthonormal wenn er y Sij
o Orthonormalbasis OB wenn sie orthonormal sind und eine

Basis von V bilden

Bsp o Din Standardbasis in 1k bildet eine ONB bzgl
des Standardskalarprodukts

Bem 0 Jede orthogonale Menge von Vektoren ist linear unabh

Denn ist 0 Tür v dann auch das Skalarprodukt

mit ru also 0 Un F div Ed ru v duUruk

Bzgl ONBs lassen sich EntwicklungsKoeffizienten
besonders einfach bestimmen



Satz Ist tun un eine DNB von V dann gilt für
alle x y EU

i vi x v

Iii Hell Tj ley
iii xp Es y.es

s Identität

StandardsproEntwinklungskoeffizienten

Beweis i Wegen der Basiseigenschaft existieren die 1k s d

14 Skalarprodukt mit v ergibt dann

v d

iii Durch Einsetzen von i für x und y

nix Sir E nix vir

Liit Folgt aus iii für y II

Bem Für die
Darstellungsmatrix

von A KV gilt bzgl der
ONBlu.li mit Av Air dann Aj vi Ay

Das Gram Schmidt Orthonormalisierungsverfahren

Input Linear unabh Vektoren an Un eines Vektsraums U

mit Skalarprodukt

Output Eine ONB un vn von span an un



Für i 1 n definieren wir

v
i Yin v

Offensichtlich gilt wie spank us u und insbesondere

ey u vs E spontan ni Wegen hin Unabh der u s

ist die Norm im Nenner also 70

Per Konstruktion gilt
i Iv 11 1

ii ey v O für alle itk

Es genügt dies für alle Kei zu zeigen
Induktionsannahme Orthogonalität gilt für alle k.ie m
Für i mit gilt dann

mir minis Ein EE
O

iii span fun v span tun u Hielt in

E ist klar Da un v aber orthogonal und damit

hin unabhängig sind müssen die Dimensionen und

damit die Räume gleich sein

Bem 0 Sind an un bereits orthonormal dann gilt
v U Kirk



Korollar Für jeden ende dim Vektorraum Umit Skalarprodukt

gilt i U besitzt eine ONB

ii Jede orthonormal Menge von Vektoren vs Vu EV

lässt sich zu einer ONB vervollständigen

Beweis Ii Aus jeder Basis von V wird durch Gram Schmidt

eine ONB

ii un un bilden eine ONB von M Spanten in

Diese können wir zu einer Basis 4 Vu but bn

von V vervollständigen aus der durch Gram Schmidt

eine DNB un un wird wobei sich die ersten K

Vektoren nicht ändern I

Satz Sei U ein Untervektorraum eines endlich'm Vektor

raums V mit Skalarprodukt Dann gilt
i V 40 Ut

ii Ut n

Beweis i Wir müssen zeigen dass a U tut V und

b Un Ut 10 Sei un vn eine ONB von

U die wir zu einer ONB un vn von V

vervollständigenDann gilt für jedes eV

x TE 4 x v Ey ey Y Also V Ut Ut



Ist ve Un ht dann maß Ly Hye U also

an h u u 0 Demnach ist Un Ut 10

ii Ist neu gilt für alle re Ut u u O

Also ne Ut und damit UE Ut Gleichheit

gilt wenn beide dieselbe Dimension besitzen Dies

folgt aber aus i da v U out und

at out I

Def Sei U ein Untervektorraum eines endlich'm Vektor

raums V mit Skalarprodukt Die Orthogonalprojektion

auf U ist definiert als lineare Abbildung Pulver
so dass Pu id und Ker Pu Ut

U

Bem 0 Wegen V Ut Ut lässt sieh jedes U eindeutig als

utr mit neu wellt schreiben Dann ist

Pax u also Pu eindeutig definiert
o Pu ist eine Projektion was bedeutet dass Pi Pu
Orthogonalprojektion bedeutet dass zusätzlich gilt
Bild Pu KerlPn

Ist an na ONB von U dann gilt Kiev

Pax Fü u u

Die Orthogonalproj auf U ist Put ihr Pu



Satz Sei U ein Untervektorraum eines endlichem Vektor

raums V mit Skalarprodukt und ver Dann gilt

Yiu Hu ul Ir Pur

und Pur ist das einzige Element von U für das gilt
Beweis Sei P Pu und neu Dann gilt

u Pri EE EE
It Pr Pr a l Au ul

Pythagoras

mit Gleichheit g d w
11Pr ul O also u Pr I

Def Sind V W zwei IK Vektorräume mit Skalarprodukt

dann heißt eine lineare Abbildung F V W

für die gilt kx.pt V FCH Fly x y

orthogonal wenn IK R bzw unitär wenn 1k C

In beiden Fällen spricht man von einer Isometrie

was bedeutet dass Vx VFL 11 11 11

Ist V W 1k versehen mit dem Standardskalarprodukt
werden die Mengen der durch Matrizengegebenenorthogonalen

bzw unitären Abbildungen K 1k mit O n IR

bzw Ulm e bezeichnet



Bem Die Darstellungsmatrizen von orth unit Abbildungen
V bzgl einer ONB sind orth unit Matrizen

Satz i Out I MEIR I MTM In

I M un un e R I un nun ist ONB

ii Ulu YUE G ITU In

L U un un e un nun ist ONB

Beweis Wir zeigen ii lit ist analog bzgl des St skalarprodukt
in IR

U e Unt KK y EG x y Ux U

Eu Üiktkhijl
My

UTU In

y y S Kii I

Bsp ou Il Es
s eeio.rs

o U 1 f eil I SEIR

Bem o Nah dem Satz sind unitäre orthogonale Matrizen

Isomorphismen mit U
t UT bzw O 0T

o Wegen 1 det In det UT dit U det a

gilt UE Ulus Idet U 1

0 E 0in det o e f 1,1

Es gilt sogar folgende etwas stärkere Aussage



Satz Ist U U V unitär dann gilt despei n 111 1

Beweis Mit Ux Xx gilt Hall x x Ux Ux xd x Xx 111 Heli

Bem O Da die definierende Eigensihaft von Ola bzw Ulu

unter Komposition Matrixprodukt erhalten bleibt

handelt es sich hierbei um Gruppen

Def Matrixgruppen Bzgl der Matrixmultiplikation
sind folgende Gruppen definiert

Allgemeine Lineare Gruppe GLln.lk T ME 1k deren 0

Invertierbare Matrizen

o Spezielle Lineare Gruppe SL n Ik Y ME IK I Met M 1

Orthogonale Gruppe Oln

o Spezielle orth Gruppe SO n G ME Out det M 1

Drehungen

o Unitäre Gruppe Ulm

o Spezielle unitäre Gruppe Sulu T ME Ulu I Met M 1

o Lorentzgruppe 011,3 TMER I Mgmt g g
o

Dabei gelten folgende Untergruppenbeziehungen

G LIu.CI Ulul Sulu
IU IU IU

G LIU R Ola s Sohn



Def o Sind B be bu und in n zwei

Basen von R und So die zugehörige Basiswechsel

matrix d h SB c Ab dann sagt man

B und C haben dieselbe Orientierung wenn det SB 0

o ME G hlu IR heißt
orientierungserhaltend wenn det M SO

orientierungsumkehrend wenn det M O

Bem Damit lassen sieh alle Basen des R in zwei

Äquivalenzklassen einteilen die positiv negativ orientiert

heißen

Alle Elemente von Solal sind orientierungserhaltend



II Matrixzerlegungen

Def Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und A W V

eine lineare Abbildung Eine lineare Abbildung At U W

heißt zu A adjungiert wenn für alle vor wow

Atr w V Aw

Sei nun W V

o A heißt selbstadjungiert oder hermitesih wenn At A
o A heißt normal wenn AAA AAA

Bam Sind für eine lineare Abbildung T w alle

Skalarprodukte Thw gegeben ist T eindeutig
bestimmt da man v w insbesondere aus einer Basis

nehmen kann

In der Quanten Physik sehreibt man auch Atstatt Ä

dann gesprochen A dagger

Korollar Für eine Matrix AEG aufgefasst als hin Abb G G

gilt bzgl des Standardskalarprodukts At AT

Beweis Mit der Standardbasis es er gilt
At e Ate Ates e es Ae A I

Bem 0 Für jede unitäre Matrix Uek gilt also Ü U

o Unitäre in Ulm sind normal da wegen Uta In Ut die

rechts links Inverse ist so dass auch Uli In gilt und
damit Uta Unt



o Für Matrizen kann mann At ATals Definitionbetrachten

Für Ae R ist dann At AT In diesem Fall nennt

man selbstadjungierte A symmetrisch

o Selbstadjungiert impliziert normal da A A AA Att

Aus der Definition der adjungierten Abbildung zeigt man

lit Ard B Att IB in At A
li id id

14 At A
iii AB B At

Iri Für die Matrixdarstellung MIA bzgl einer ONB gilt
M At MIA

Satz Ist A V V selbstadjungiert dann gilt spec A E IR

Beweis Sei An du mit v40 Dann gilt
up er du v Aus Atyrs Aviv I null I

Bem In der Quantentheorie sind Observable welche Messungen und

dein Erwartungswerte beschreiben selbstadjungiert da deren

Spektrum die möglichen Meßergebnisse beinhaltet und die zug
Größen wie Ort Impuls Drehimpuls Energie et reell sind

Bsp ist selbstadjungiert und hat daher ausseht reelle Eigenwerte

o Die Pauli Matrizen 9 i i sind selbst

adjungiert und unitär mit Eigenwerten II Zusammen mit

IS bilden sie eine Basis des R Vektorraum der selbst

adjungierten 2 2 Matrizen



Satz Sei v ein endl dim Vektorraum mit Skalarprodukt und

P U V linear so dass P P Danngilt mit U PV

P ist genau dann eine Orthogonalprojektion auf U wenn P p

EU JyEVPy X
Beweis Da Placid schon aus P P folgt Px Pir X

ist noch z.z dass Ker P L U ES D P

Sei es in ONB von U s d Kiel Px ey Y Dann ist

y Px ey v TY S Py Kay EV

Sei xeker P und y EU also Px O und y Py Danngilt
x y Py PE y jpEPX.IS O I

Lemma Sei kein Vektorraum mit Skalarprodukt und A V V

linear und normal Dann gilt
cinespeica EEEEY.EE
ii Sind v wer Eigenvektoren zu verschiedenen Eigen
werten d µ von A dann ist usw

iii Ist V orthogonal zu jedem Eigenvektor von A dann

besitzt auth Ax diese Eigenschaft

Beweis i ve EIA Et Av du v IAus ev Itu iv Iv

11 Atr Ir II IEEE TAFF Ir Atr iv in O

u Attu er AAAu er Atr In.AT



D h ve Ei At und damit EIA Eil At Durch

Anwenden auf I und At gilt dann
Eilt E Ex IA ENA

Iii d g er w Iv w v MW Atr w V Aw

v Aw Tv Aw O

iii Av du O er Ax Atu der O I

Satz Spektralsatz für normale Abbildungen
Ist V ein ende dim unitärer Raum und A U V linear

und normal Dann existiert für V eine DNB von Eigen

vektoren von A

Beweis Sei spel A hin hr und B eine ONB

für den Eigenraum Es Nain dem Lemma ii

ist E B fun un orthonormal also

eine OMB des von den Eigenvektoren v

aufgespannten Unterraums L spanten in

Nach dem Lemma iii ist aber A
µ
Lt Lt

Wenn Lt ho müsste dies wie jede lineare Abb

auf einem niehttrivialen C Vektorraum einen

Eigenvektorbesitzen Da Lt aber orthogonal auf allen

Eigenvektoren ist maß Lt YO also LV gelten I



Korollar Spektralzerlegung normaler Matrizen

Für AEG sind äquivalent

i A ist normal

ii Es existiert ein UE Sulu und eine Diagonalmatrix D Sid

A UDC

Beweis i Iii Nach dem Spektralsatz ist A diagonalisierbar
also A Ü D Ü für ein Üe Ella G und

die Eigenvektoren die wir normiertannehmen

können und in den Spalten von Ü stehen bilden
eine ONB Damit ist ÜE Ulu so dass wir

U Üdiagldetlüt 1 1 e Sui wählenkönnen

ii Lil AAA UDUATUDU

U D UTUDU U DAD Ut

AAA UDA UDA

UD Ut Ut D Ut U DDtUt

Diese sind gleich da für diagonale Matrizen

gilt DAD DD A

Das Bild in G selbstadjungiert f unitär diagonalisierbar
a.k.a hermitesch

ist also folgendes

orthogonale
Projektoren

normal
unitär

diagonal bar



Korollar Jede normale Matrix AE Lässt sich schreiben als

A Fit P
wobei spec A ihn ihr und P die Orthogonal

projektion auf Ex darstellt

Bem Die Pi s heißen dann Spektralprojektoren

Beweis Es genügt z.z dass die beiden Seiten dieselbe Wirkung
auf eine ONB haben Wir wählen dazu eine ONB
aus Eigenvektoren m un Dann gilt Aus Ily y
und E P E thusly

Eigenräume zu untersch Eigenwerten sind orthogonal

und P
Ei idee

sowie Kerl P t Ex I

Bem Sind un ru EG orthonormal und stellt PE G

die Orthogonalprojektion auf spanten in dar

dann ist
p TE Vivi

da das Matrixprodukt v.tv vi y Sig ist

D h wenn un in eine ONB von Eigenvektoren von A

zu den Eigenwerten in da ist dann gilt

A Fit v



Anormal diag

zusammengefasst

um

E A

King
E Erin

eSulu D Fdie c

Über IR wissen wir bereits dass sich nicht jede normale Matrix

diagonalisieren Lässt da z.B ost sind
sing nosy für ff 0,1T

zwar normal ist aber als Abbildung IR IR keinen Eigenwert

besitzt Wie der folgende Satz zeigt ist dies aber i W schon

die einzige Ausnahme

Satz Spektralzerlegung für reelle normale Matrizen

Ist A ER normal dann existiert X E 0cal so dass

AXT folgende Form besitzt

r

an be

bs s

wobei d as b E R und TSE No

Beweis s z.B Kemper Reimers



Bem o Ist At Ola dann gilt offensichtlich dass
eh 1 und a bi 1

o Ist A symmetrisch d h AT AER bedeutet dies dass

s O sein muss Demnach ist AXT diagonal Analog
zum komplexen Fall können wir stets ESO In wählen

Def Ist A ATER dann heißt ß IR AIR IR Play Ay

symmetrisiheBilinearform und g IR IR gut Ax

quadratische Form Für ER heißen die Niveauflänken

g 11 I ER I gli 1 Quadriken

Korollar Hauptachsentransformation
Ist g IR R eine quadratische Form dann existiert

ER und SE Sola so dass Kee IR

q Sx Fit
Beweis Ist ge x Ax mit A ATER dann können

wir A orthogonal diagonalisieren A S DST mit

SE SO n und D ding ts du Dann ist

gest Sx ASKS Sx SPEIE
x DX

It I



Bem Die orthogonaleTransformation 5 dreht die zugehörigen
Quadriken die je nah Vorzeichen der d s z.B

Hyperbeln oder Ellipsen sind auf die Hauptachsen

taxi taxi 7 mit 0 91 1 7

Anwendungen o Analysis 2

Mehrdim Taylorentwicklung von FE CIR IR

fix flott Of lol es x Hes t 0111 1

mit Hessematrix ti ti His 2,2 f lol

Ein lokales Extremum Pflot 0 ist darin die

Vorzeichen der Eigenwerte von H charakterisiert

Mikanik L Öj
ihn WER

analog zu p m r
T

Drehimpuls
Frägheitstensur G OTER

LE R

Die Hauptainsentrafo dreht die Hauptträgheitsachsen

auf die Standard Ons und liefert die Hauptträgheits

momente als Eigenwerte von G



Def Eine selbst adjungierte Matrix A E E heißt

positiv semi definit Aso wenn x Ax O Exe G

positiv definit A 0 wenn ix Axs SO Fx eG Ito

Bem Mit umgekehrten Vorzeichen definiert man analog negativ semi definit

o Sind A.BE G selbst adjungiert dann lässt sich eine

partielle Ordnung A B A B O definieren

Aus ex Ax so Kxe G folgt bereits A A diesgilt
jedoch nieht über IR da z.B Y O Ke R

Bsp 0 Für bet AEG gilt AAA O da x AtAx Ax Ax MAXI O

Für D diaglin du mit 1,20 Ki gilt D O da

DX TE d lel O

Satz Für A Ate G mit spel A hin dr gilt

A O E O Hi

A SO Et t so k

Beweis Wir verwenden die Spektralzerlegung A UBU mit D ding in hn

Dann ist x Ax ex U DUX Ux D Ux I O Kxto

III ey Dys 70 Ky 0 I

Bsp Stellt PEG eine Orthogonalprojektion dar d h P P P dann

gilt P O da spec P 10,7



Lemma Eine selbstadjungierte Matrix AEG ist genau dann

positiv negativ semidefinit wenn det A O und tr A I O

Beweis Als selbstadjungierte Matrix ist A diagonalisierbar mit reellen

Eigenwerten ts tz Es gilt det A titz tritt hatte

Also ist detal O

j.EE FIES O

Der Raum der selbstadjungierten 2 2 Matrizen ist ein

4 dim R Vektorraum V Ein Vektorraumisomorphismus

M IR SV ist gegeben darin

Mal
i

für x Ko 3 ER
stix Xo x

Korollar Für x y ER gilt

Ko fol s E x y
x Mir oder

Iii M x E ML

Ist dies erfüllt gilt i wenn to Yo und Liit wenn xotyo

Beweis ML MIA EX O E MI MIT MIETE
Mhz

det Miz Zi zi zstiz z it xo y In x y

t MAI 2 Ix Yo Die Aussage folgt dann aus dem

Lemma A



Exkursion Zeit Taum

Interpretation IR IR x R betrachtet als Minkowski raum der spez

Rel theorie besitzt eine partielle Ordnung für die

p MK MK zeitartig
Zukunftvondet Mix 1 SO Ex zeitartig

raumartig ox raumartig

zeitartig

Vergangenheitvon x

Lorentz trafos sind lineare Abb.in IR IR die die

Minkowski Metrik z zi z _Es invariant lassen Auf V

sind diese einfach Miz SMez S mit SE SLC a

Was wenn eine Matrix nicht normal oder gar nicht quadratisch ist

Satz Singulärwertzerlegung engl singvalue denomp SVD

Sei A Elk mit Key R K und r rg A

Dann existieren so so 0 Singulärwerte und

orthogonale bzw unitäre Matrizen U Elk Volk s d

A U DU mit De Ihnen D f
S für i jer
0 sonst



Beweis

IK AAA O 7 ONB un me 1k AA Äh 4h mit 1,70
Setze s VI und V Zi ein d h T sind Zeilenrektoren

Die Vektoren w I Av für ich 1 er sind orthonormal

da wi.ws s Y.tn s s Sis

Dies lassen sieh zu einer ONB wa w von 1k vervollständigen

sid U I we Elk orthogonal bzw unitär ist

Dann ist einerseits w Ay 3 Ay Ay 5 v AAA S Si

und andererseits w UDVys p
e Dry e Des S b

wine
T

Vg c I

Bem.io Es gilt AAA DADU und AA UDDAU

Die Singulärwerte sind die Wurzeln der Eigenwerte

von AAA AA und bis auf Unordnung eindeutig

wird aus den Eigenvektoren vs von A A gebildet
und U aus den W von AA

A TE s wir

Ordnet man die Singulärwerte s se Sr erhält

man möglich Approximationen Au Fi S wir die

für Ken deutlich weniger Speicherbedarf besitzen



o Ist A O dann ist Singulärwertzerlegung Spektralzert

Ist A At mit specht hin hr dann gilt s d

Übung

Korollar Hat AEG Singulärwertes su dann ist

Idet All s

Beweis Ideal ldetlubrll
LEUEEEIde.tn

Konsequenz Jede lineare Abbildung A IR R ist eine

Hintereinanderausführung Drehung Streckung Drehung
Volumina werden dabei um einen Faktor Metall

geändert

Korollar Polarzerlegung
Sei A Elk KEY R G Dann existiert eine

positiv semidefinite Matrix PER und eine unitäre

bzw orthogonale Matrix XE 1k so dass A XP

Beweis Die Singulärwertzerlegung liefert A UDV Ur LutDV
TEE



X Matrix Funktionen

Def Ist f G G durch eine auf ganz G absolutkonvergierende
Potenzreihe f x Egen gegeben und AEG dann

Lässt sich f A durch

f A F on A

definieren wobei A
A.fi iA

und Ao In ist

Bam o Z.B Kann f Polynom Exponentialfunktion oder

Trigonometrische Fkt sein

Mit den Methoden derAnalysis kann man zeigen dass

die Reihe stets konvergiert D h f A EG ist wohl

definiert

Achtung fl f f
z.B 8 aber

Im Folgenden schreiben wir G Bu für eine Block

diagonale Matrix
Beg



Satz Ist f e G durch eine auf ganz G absolutkonvergierende
Potenzreihe f x Egen gegeben und AE 4 mit

Jordan Normalform A 43,41 X dann ist

fLA XIE f Ira wobei

f
I I

g

t t It 4 d if µ
f t t l

tu Ä
Bem D h insbesondere wenn A diagonalisierbar ist

A X i
e

x fett X
gun

Beweisidee Ist A DX dann gilt wegen A XD DX

dass FIA Es u D X

Zudem ist D 0,3 0,39

Ist 3 Imt N ein Jordanblock der Größe m danngilt

3 Im N Ey Y N wobei alle

Terme mit ism wegen N O Null sind

Einsetzen liefert nah etwas Umformen zumindest formal

den gewünschten Ausdruck A

Bem Ein NE G für das ein Kern existiert sid N O ist

heißt nilpotent



Bem Die Form im Satz lässt sieh als verallgemeinerte

Definition von f A verwenden

Ist mehr die Größe des größten Jordanblocks von A

danngenügt es dass f in einer offenen Umgebung von

specht m l mal diff bar ist bzw stetig wenn m 1

Satz Cayley Hamilton

Für AEG mit charakteristischem Polynom KAEGEN

gilt ZALA O

Beweis für diagonalisierbares A

Für A Xf i
d gilt AIA X i O

da Xp d O Ki I

Bsp Für Ae G ist ZA x K tr A x t detal

Nash dem Satz von Cayley Hamilton gilt demnach

A tra A det A In


