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1 Kurvenintegrale und Potentiale

In der Analysis 2 wurden bereits Kurven behandelt. Dort wurde die Lénge L(z) einer
Kurve x : [a,b] — R"™ als Supremum der Langen von approximierenden Polygonziigen

definiert und die Formel
/ /()] dt

bewiesen. Weiter wurde gezeigt, dass L(x) nicht von der Parametrisierung der Kurve
abhéngt.

In diesem Kapitel geht es darum, Integrale von Funktionen F' ldngs einer Kurve zu be-
trachten; F' ist dabei auf einer Teilmenge ) des R"™ definiert, innerhalb der die Kurve
verlauft.

Zur Motivation betrachten wir eine Situation aus der Physik: Ein konstantes Kraftfeld,
reprisentiert durch einen Vektor F' € R3, leistet entlang der Strecke, welche einen Punkt
7o € R3 mit einem Punkt z; € R? verbindet, die Arbeit

W = (F,x1 — xo) = || F[|,]lz1 — wol[, cos ¢

wobei ¢ der von den Vektoren F' und z; — z( eingeschlossene Winkel ist. Betrachten wir
den Streckenzug, welcher nacheinander die Punkte xg,z1,...xx verbindet, und nehmen
wir an, dass ldngs der Verbindung von x;_; nach x; die Kraft F; wirkt, so ergibt sich die

Gesamtarbeit zu N

WzZ(Fi,xi—xi,ﬁ . (1.1)

i=1
Wenn wir diesen Streckenzug als Kurve x : [a, b] — R® mit z(¢;) = z; zu einer geeigneten
Zerlegung auffassen und F'(x;) = F; setzen, so wird (1.1)) zu

W =3 (Flate)), "= ), (1.2

— t; — 11

Ist ' : R® — R3 stetig und z : [a,b] — R? stetig differenzierbar, so ist die lings =
verrichtete Arbeit gleich

b
/ (F(x(t)). /(1)) dt

Definition 1.1 (Kurvenintegral)
Sei Q C R, seien F : Q — R" stetig und = : [a,b] — R"™ stetig differenzierbar, sei
C = z([a,b]) C Q2. Dann heifst

/CF-dx ;:/ (F(a(), 2/ (1)) dt (1.3)

das Kurvenintegral von F entlang C von x(a) nach z(b). O



Diese Definition ist sinnvoll, da das Kurvenintegral sich nicht &ndert, wenn wir eine andere
Parametrisierung von C' wihlen, die die Orientierung erhélt. Ist etwa ¢ : [, 8] — [a, b]
eine C''-Parametertransformation, so gilt

B

6
/ (F((z o @)(7)), (zop)(r)) dr = / (F(x(p(1)), 2'(p(7))) ¢'(7) dr

«

»(8) b
= [ ) @) i == [ (Fa).o) d.

(a)

je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend ist.

Fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven z : [a, b] — R" setzen wir

k
F-de = /F-dm, 1.4
/ > (1.4

falls z|[t;—1, ;] stetig differenzierbar ist und C; = x([t;—1,%;]). (Man zeigt, dass diese Defi-
nition unabhéngig ist von der Wahl der Zerlegung.) Aus der Linearitit des Integrals folgt
unmittelbar

/(F+G)-d$:/F-diE+/G~dQJ, /)\F-da::)\/F~dx, (1.5)
c c c c c

Satz 1.2 Sei Q C R™ offen, f € CY(Q), z : [a,b] — R" stiickweise stetig differenzierbar,
sei C' = x([a,b]) C Q. Dann gilt

/C grad f - dz = f(z(b)) — f(x(a)). (16)

fiir A € R.

Beweis: Sei zuniichst x € C*([a, b]). Dann gilt

b

/Cgradf-dx:/ (erad f(z(t)), /(1)) dt:/ (f o 2)(t) dt
= f(z(d)) — f(z(a))

nach Kettenregel und Hauptsatz. Ist = stiickweise stetig differenzierbar und (¢;) eine ent-

sprechende Zerlegung von [a, b], so folgt

k

Jeradr e =32 [ aradp-de = 3¢ @(t) = faltin)) = 1) - Flaa).

i=1
|

Aus Satz folgt: Ist ' : 2 — R" ein Gradientenfeld auf € (das heifit, es gibt f: Q — R
mit F' = grad f), so ist das Kurvenintegral zwischen zwei Punkten P, () € R™ unabhingig
davon, wie die Kurve von P nach ) verlauft. Insbesondere ist dann

/F~da:':O
c

fiir jede geschlossene Kurve C.



Lemma 1.3 Sei Q2 C R” offen, F': Q — R" stetig differenzierbar. Ist F' ein Gradienten-
feld auf €2, so gilt
0;Fj(x) = 0;F(x) (1.7)

fiir alle x € Q und alle 1,7 mit 1 <1i,j < n.
Beweis: Ist F' = grad f, so gilt
0;Fj(x) = 0,0, f)(x) = 0;(0:f)(x) = 9; Fy(x) .

O

Definition 1.4 Sei X Vektorraum, sei Y C X. Y heifit sternformig, falls es einy € Y
gibt mit [x,y] CY fir allex €Y. O

Satz 1.5 Sei 2 C R™ offen und sternférmig, sei F': Q) — R™ stetig differenzierbar. Gilt
OiF(x) = 0, (x) (1.8)
fiir alle x € Q und alle 1,7, 1 < i,5 < n, so ist F' ein Gradientenfeld auf ), es gibt

[ e C?(Q) mit
F=grad f. (1.9)

Beweis: Sei y € Q mit [y, x] C Q fiir alle z € Q. Wir definieren f als das Kurvenintegral
von F' entlang der Strecke von y nach x, wir setzen also

f(x) = / (Fly + ta —y)),x —y) dt.

Nach einem Satz iiber das Differenzieren parameterabhéngiger Integrale (siehe Analysis
2) existieren alle partiellen Ableitungen 0; f und sind stetig. Fiir

f@) = (Fly+tlx—y),z—y)

gilt .
Oif(x) = (O, F(y +tr —y)),x —y) + (Fly+tlx—y))e),
also
0f(@) = [ GOF(+ 1l =)o =9} + Fly + o = y) dr
Fir
9i(t) = tE(y + t(z — y))
gilt

gi(t) = (t(grad Fy)(y + t(x — ),z —y) + F(y + t(z —y)),
und mit z =y + t(z — y)

((grad Fy)(2),z —y) = Z@'Fz'(z)(ﬂﬁj —y;) = ZaiFj(Z)(l‘j )

= (0iF(2),2 —y) .



Es folgt
gi(t) = (O F)(y +t(x —y)), v —y) + Fi(y +t(zr —y)),

und damit

O

Folgerung 1.6 Sei Q C R?® offen und sternformig, sei F : Q — R3 stetig differenzierbar.
Dann ist F' ein Gradientenfeld auf 2 genau dann, wenn rot F' =0 in 2.

Definition 1.7 (Wegzusammenhang)
FEin metrischer Raum (X,d) heifst wegzusammenhingend, wenn es fir alle xq,x, € X
eine Kurve r : [0,1] — X gibt mit r(0) = z, und r(1) = . O

Definition 1.8 (Konservatives Vektorfeld)

Sei Q C R" offen. Fin Vektorfeld F' : Q0 — R™ heifst konservativ auf ), falls “das Kur-
venintegral wegqunabhdngig ist”, d.h. falls fiir alle Punkte x4, x, € € und alle stiickweise
C'-Kurven Cy, Cy von x, nach xy, welche in Q verlaufen, gilt

/F~dx:/ F.dx. (1.10)
C1 CQ

O

Satz 1.9 Se: 2 C R" offen und wegzusammenhdngend, sei F': 2 — R"™ stetig. Dann gilt

F ist Gradientenfeld auf & F st konservativ auf ) .

Beweis: “=": Folgt aus Satz [I.2]
“«&": Seien z,y € () beliebig. Wir beweisen zunéchst

Es gibt eine stiickweise C*-Kurve von y nach . (1.11)
Sei r: [0, 1] — Q stetig mit 7(0) =y, r(1) = z. Sei
U.={z:2z€R" dist(z,7([0,1])) <e}.

Wir withlen € > 0 so, dass U. C Q gilt (das ist moglich, da dist (092, 7([0, 1]) > 0 falls
0 # ), was gleichbedeutend ist mit 2 # R™). Fiir eine hinreichend feine Unterteilung (¢;)
von [0, 1] gilt, dass der Polygonzug, welcher 7(0), r(¢1), ..., (1) verbindet, ganz in U, und
damit auch in Q liegt. Damit ist bewiesen. Wir wihlen nun z, € 2 und definieren
f:Q — R durch

flz) = /CF dx , (1.12)

wobei C' eine stiickweise C'-Kurve von z, nach z ist (eine solche gibt es nach (1.11)), und
nach Voraussetzung héngt das Kurvenintegral nicht von der Wahl von C' ab). Zu zeigen



ist noch F' = grad f. Sei x € Q beliebig, sei h > 0 so gewéhlt, dass [z, z + he;] C Q gilt.
Sei C, eine stiickweise C'-Kurve von z, nach z, sei C' (h) definiert durch

rn o [0,h) = Q, rR(t) = x4 te; .

Dann gilt
f(x+hei)—/F~dx+/ F-dx—f(x)—i—/ F - dz.
Cs C(h) C(h)
Fiir
g(h) = f(z + he;) — f(z)
gilt also

gw%iLWFVir—A<F@Amﬂﬂﬂﬂﬁ—lgﬂw+umﬁ,

also ist g rechtsseitig differenzierbar in 0 und ¢/, (0) = Fi(z). Dasselbe Argument mit —e;
statt e; liefert die Existenz von 0; f(z) und die Formel 0, f(x) = Fi(x). O

Als Beispiel betrachten wir

Q=R*\ {0}, F:Q-R’, F(,y)=(—-—" ). 1.13
WO PR, Flea)= (- (113

Es gilt fiir alle (x,y) # (0,0)
I Fy(z,y) = 0aFi(z,y).

Die Menge €} ist nicht sternférmig, Satz ist also fiir {2 nicht anwendbar. Ist aber Q
eine sternformige Teilmenge von €2, so gibt es nach Satz ein f € C*(Q) mit

F(x) = grad f(x), fiir alle z € Q.

Aber andererseits gilt, wenn wir den Einheitskreis als eine geschlossene Kurve C' auffassen,
mit 7 : [0, 27] — R?, r(t) = (cost,sint)

2T 27
/F- dx:/ (F(r(t)), 7' (1)) dt:/ sint + cos? t dt — 2,
C 0 0

also ist F' nicht konservativ auf 2. Aus Satz (bzw. schon Satz folgt, dass es kein
f € C*(Q) geben kann mit

F(z) =grad f(z), firallez € Q.



2 DMannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt betrachten wir Teilmengen des R”, die eine “differenzierbare Struk-
tur” haben. Wir gehen aus von der Beschreibung affiner Unterrdume. Ist a € R" ein
Vektor und X C R” ein Unterraum mit dim X = k&, so konnen wir den affinen Unterraum

M=a+X={a+zxz:2€ X} (2.1)

auf zwel verschiedene Weisen beschreiben:

e mit einer Parameterdarstellung: Sei (vi,...,v;) Basis von X, sei ® : R — R"
definiert durch

Oty, ... b)) =a+ >t (2.2)
dann ist
M =®[RF), &:R* - M bijektiv. (2.3)

e als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Sei (wq, ..., w, ;) Basis des
orthogonalen Komplements

Xt ={w: w'zr=0 firallez¢c X}, (2.4)
sei f:R" — R"* definiert durch

fi(z) = wl(z —a), (2.5)

So ist

M={z: f(z) =0} (2.6)

Affin lineare Unterrdume koénnen also als Urbild der 0 bzw. als Bild eines R* vermittels
affin linearer Abbildungen dargestellt werden. Verzichten wir auf die Linearitét, so konnen
wir allgemeinere Teilmengen darstellen, etwa gekriimmte Flachen. Wir werden verlangen,
dass die darstellenden Abbildungen differenzierbar sind.

Nun ist es allerdings so, dass man zur Darstellung einer gekriimmten Fléche im allge-
meinen nicht mit einer einzigen darstellenden Abbildung (® bzw. f) auskommt, sondern
mehrere benotigt, die geeignet zusammengesetzt werden miissen.

Definition 2.1 (Mannigfaltigkeit)

Fine Teilmenge M von R™ heifit k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™ (hierbei ist
0<k<n, aeNU{x}) falls zu jedem a € M eine offene Menge U C R™ mit a € U
und ein f € C*(U;R"*) existieren mit

MNU={x: f(xr) =0}, rangJs(a)=n—k. (2.7)

O

Die Bedingung ({2.7)) bedeutet, dass J;(a) maximalen Rang hat. Dazu ist dquivalent, dass
die Ableitung (Fréchet-Ableitung, totale Ableitung) D f(a) : R™ — R"* surjektiv ist.

In den folgenden Beispielen geniigt eine einzige Abbildung zur Darstellung (also U = M).

6



Beispiel 2.2

1. Affine Unterraume. Wie in (2.4) — (2.6) dargestellt, konnen wir in Definition
U = R" und fiir jedes a dasselbe f wihlen.

2. Niveaumengen. Sei U C R" offen, f € C*(U), ¢ € R,

Ne(f) ={z: f(z) = c}. (2.8)

N.(f) ist eine (n — 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, falls grad f(xz) # 0 gilt
fiir alle x € N.(f). Ein Spezialfall davon ist die Oberfliche der n-dimensionalen
Einheitskugel in der euklidischen Norm,

5 = o fall, =1} (2.9
S™1 ist eine (n — 1)-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit.

3. Orthogonale Matrizen. Eine Matrix A € R™™ ist orthogonal genau dann, wenn
ATA = I, die Menge O(n) der orthogonalen Matrizen im R™™ ist also gegeben
durch

O(n) ={X: X e R™  f(X)=0}
mit

fX)=XTX -1, f:RM 5 RED,

Sym

Da R{4 die Dimension n(n-+1)/2 hat, ist hier k = n2—n(n+1)/2 = n(n—1)/2. Wir
wollen zeigen, dass D f(A) eine surjektive lineare Abbildung ist fiir jedes A € O(n).
Es gilt

SO EH) = F(A)) = 1 [(A+ )T (A + tH) — ATA) = HT A+ ATH + tHTH,

also
Dﬂ@H:hm%ﬂA+ﬁD—ﬂAD:H%LHVH.

t—0

FEine Losung von

Df(A)H = B
fiir beliebiges B € R§§;§> ist gegeben durch
1 1
H:imﬁ43,¢ipﬂmH:§wT+m:B.

Also ist Df(A) surjektiv. Die Menge O(n) ist also eine C'*°-Mannigfaltigkeit der
Dimension n(n — 1)/2. Da orthogonale Matrizen die Determinante 1 oder -1 haben,
und da die Determinante stetig ist, ist

SO(n) ={X: X € O(n), det(X) =1}

ebenfalls eine C'*°-Mannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2.



Satz 2.3 (Darstellung von C'“~-Mannigfaltigkeiten)
Sei M C R", a € N. Dann sind dquivalent:

(i) M ist eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit.

(11) Fir alle a € M gibt es offene Mengen U,V C R™ und einen C“-Diffeomorphismus
F:U—=V mitaeU und

FIMNU)=VNEy, Ep={(x1,...,25,0,...,0): 2, €R, 1<i<k}. (2.10)

(111) Fir alle a € M gibt es eine offene Menge U C R™ mit a € U, eine offene Menge
T C R* und ein ® € C*(T;R"), so dass ® : T — M NU bijektiv, @1 : MNU — T
stetig st und

rang Jo(t) =k, fir allet € T. (2.11)

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei a € M, sei U’ C R"™ offen mit a € U’, sei f € C*(U’; R"™*) mit
MNU ={z:zeR" f(r)=0}, rangJs(a)=n—k.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass die letzten n — k Spalten von J¢(a) linear
unabhéngig sind. Wir zerlegen x € R" in

z=(&n), £€RF, neR™F.

Die Matrix 9, f(a) € R"#7=%) ist invertierbar. Also gibt es (Satz iiber implizite Funk-
tionen) offene Mengen U; C R*, Uy € R** mit (ay,...,a;) € Uy, und ein g : Uy — Uy,
g € C*(Uy; R™F), mit

MO (U x Uz) ={(§,9(8)): e i} cMNU,
also f(£, g(€)) = 0. Wir setzen
U=UxUy, F(n)=(&n—g9), V=FU).
Dann ist F' injektiv, also F': U — F(U) = V bijektiv, und
EmeMnU <« (elUi, n=g¢) <« FEn)eVnE.
Weiter ist

e =1 1)

also Jp(€,n) invertierbar und daher (Satz iiber inverse Funktionen) F' ein C'*-Diffeomor-
phismus. Der allgemeine Fall wird durch Umnumerieren der Koordinatenachsen darauf
zurtickgefiihrt. Seien die Spalten i1, 49, . .., %, von Jy(a) linear unabhéngig. Sei P : R"* —
R"™ eine lineare Abbildung, welche die Einheitsvektoren permutiert, und zwar der Form

P(xy,...;xn) = (oo Tigy ooy Ty, ) -

Dann ist P(M) eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit der lokalen Darstellung (in
einer Umgebung von P(a))

P(M)NPU)=PMOU)={y:ye PU), (foP ")y =0}

8



und die letzten n — k Spalten von Jy,p-1(Pa) sind linear unabhéngig. Also existiert F wie
behauptet mit
VNE,=F(PM)NU)=(FoP)(MnPU)),

das heifit, F' o P leistet das Verlangte.
“(ii)=-(iii)”: Seien F,U,V wie in (ii) gegeben. Wir setzen

T={¢: R ((0) eV}, @) =F(0).
Dann ist ® : T'— M N U bijektiv, @' = F|(M N U) stetig, und

16) = Jr-16.0) 1)

das heifit, Jp entsteht aus Jp-1, indem man die Spalten k£ + 1,...,n auf 0 setzt. Da
rang (Jp-1(€,0)) = n, ist rang (Jo(&)) = k.

“(iil)=-(1)": Sei a € M, seien U, T, ® wie in (iii) gegeben. Wir setzen ¢ = ®~!(a) € T und
betrachten den Spezialfall, dass die ersten k Zeilen von Jg(c) linear unabhéngig sind. (Der
allgemeine Fall wird wie oben durch eine geeignete Permutation darauf zuriickgefiihrt. )
Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gibt es offene Mengen T.VCRmitceT CT,
so dass

A ~

O =(Dy,....0):T =V
ein C“-Diffeomorphismus ist. Wir definieren
G:TxR"™ VxR GEn) =€) +(0,n).
Es ist 7
; 0 - n—
ot = (B 9) et mem,

*

also ist Jg invertierbar auf T x R™*. Wir zeigen, dass G bijektiv ist auf T x R™*. Es
gilt G;(&,n) = ®;(§) = ;(§) fiir 1 < j <k, also

G =GE.n) = ®O+(0,m)=2E)+0,7) = ()=o)
= (=& = n=19.
Also ist G injektiv. Sei nun (y, z) € V x R"*. Es ist
(y,2) = 2(&) +(0,m),

wenn wir £ = i)_l(y) setzen und 7 so definieren, dass die Gleichung erfiillt ist. Also ist G
auch surjektiv und damit ) R
G:TxR"™" =5V xR"*

ein C'*-Diffeomorphismus. Wir setzen
U=(VxR"™™nU,

und zerlegen



Dann gilt fiir alle x € U
reM & JEeT, =2 & 3IeT, G a)=(50 < f(x)=0,
also ist X A

MNU=A{z:zeU, f(x) =0}.

Da Jg-1(x) invertierbar ist fiir alle x € U, hat J¢(z) maximalen Rang, also rang (J¢(z)) =
n — k fir alle x € U. O

Definition 2.4 (Karte, Atlas)

Sei M C R™ eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung ® : T — M NU
mit den in Satz[2.3(iii) genannten Eigenschaften heifit C*-Karte (oder einfach Karte)
von M. Eine Familie (®;);c; von Karten ®; : T; — M NU; heifit Atlas von M, falls

Mc|JMMnuy).
jeJ

O

Aus Satz [2.3]folgt unmittelbar, dass jede Mannigfaltigkeit einen Atlas besitzt. Ist M kom-
pakt, so besitzt M einen endlichen Atlas (d.h. einen Atlas mit einer endlichen Indexmenge

J).

Satz 2.5 Sei M C R" eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit, seien ®; : T; — MNUj,
j=1,2, C“-Karten von M, sei M NU, N Uy # 0. Dann sind
W; =& (MU NUs) (2.12)
offene Teilmengen von R*¥ mit W; C T}, und
Pyl o®y W — Wy (2.13)

ist ein C“-Diffeomorphismus. Die Abbildung ®,"' o ®, heifit Kartenwechsel.

Beweis: Nach Konstruktion gilt W; C T} fiir j = 1,2, und d,tod, : W, — Wy ist bijektiv.
Wir zeigen, dass W; offen ist. Wir fassen M NU; als metrischen Raum auf (mit der Metrik
aus dem R™). Die Menge M N U; N Uy ist offen relativ zu M NU;, ©; : T; — M NU; ist
stetig, also ist W; als Urbild einer offenen Menge offen. Wir zeigen nun, dass @, Lo d,
ein C°-Diffeomorphismus ist. Es geniigt zu zeigen, dass ®;' o ®; € C*(Wy;R¥). Sei
¢ € Wy beliebig. Wir setzen a = ®1(c1). GemiB Satz [2.3|(ii) wéhlen wir eine offene
Menge U C UyNU; mit a € U, eine offene Menge V' C R™ und einen C'*-Diffeomorphismus
F:U—Vmit F(MNU)=VnN E, Wir setzen

W; =0, (MNU).
Dass Wj offen ist, zeigt man genauso wie oben fiir ;. Es ist

Fod,:W, =R", Fod; =(g1,...,0,0,...,0),
Fody: Wy = R", Fo®y=(hy,...,h0,...,0).

10



Sei g = (g1,---,9%), h = (h1,...,hg). Es ist g: Wi — RF, h: Wy, — R¥ und
rang Jp =n, rangJy, =k,

also
rang Jrop, = k,

also
rang J, = rang J, = k.

Hieraus folgt mit dem Satz iiber inverse Funktionen, dass es Umgebungen Wj C Wj von
¢; = ®;'(a) gibt, so dass

g: Wi = gWy), h:Wy— h(W,),
C*-Diffeomorphismen sind, und dass
dylod, =htog, aufW;.
Da ¢; € W, beliebig war, folgt ®,' o ®; € C*(Wy; RF). O

Satz [2.5] besagt, dass alle Kartenwechsel C*-Diffeomorphismen sind. Hieraus 148t sich eine
allgemeinere Definition einer Mannigfaltigkeit M gewinnen, die nicht mehr von vornehe-
rein als Teilmenge des R™ gegeben ist. Solche differenzierbaren Mannigfaltigkeiten werden

in der Differentialtopologie untersucht. (Dort wird {iblicherweise die Bezeichnung “Karte”
fiir die Inverse ®~1, nicht fiir ® wie in Definition , verwendet. )

11



3 Volumenintegrale

In der Vektoranalysis spielen “Volumenintegrale” und “Oberflachenintegrale” eine grofie
Rolle. In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Volumenintegralen.

Volumen. Sei () ein Quader im R"™. Sein Volumen ist definiert als

n

vol (Q) = [J(bi —a;), falls Q= ]](as,b:). (3.1)

=1 =1

Die Mafitheorie befasst sich mit der Frage, welche Teilmengen des R™ man messen kann,
und welches Mafl man ihnen zuordnen kann. Will man Quadern das Volumen aus
zuordnen, so gelangt man zum Lebesgue-Maf3; diejenigen 2 C R", fiir die das Volumen
definiert ist, heiflen messbar. Fiir ndhere Einzelheiten sei auf die Vorlesung iiber Maf-
und Integrationstheorie verwiesen. Dort wird auch gezeigt, dass fiir messbare Mengen gilt

vol(a+ Q) =vol(Q), aeR", (3.2)
vol (€21 U Qs) = vol (£21) 4 vol (£22) — vol (2 N Qy) . (3.3)

Wir benétigen auch das folgende Ergebnis aus der Maftheorie.

Satz 3.1 Sei T : R" — R"” linear. Dann gilt
vol (T'(2)) = | det(T")|vol (£2) (3.4)
fiir alle messbaren 2 C R™. O

Beispielsweise ergibt sich fiir T'= o/, I die Identitdt und o > 0, dass
vol (af2) = a"vol ().

Volumenintegral. In der Analysis 2 wurde das Integral

/Q f(z)dz

definiert fiir den Fall, dass Q C R" ein Quader und f gleichméfliger Grenzwert von
Treppenfunktionen ist, also unter anderem fiir stetige Funktionen f : ) — R. Legt man
das Lebesgue-Integral zugrunde, so ist

| 1@ (3.5)

zunéchst definiert fiir messbare 2 C R™ und messbare Funktionen f : 2 — [0, 400 mit
f > 0; es kann auch den Wert +o0o annehmen. Falls das Integral endlich ist, heifit f
integrierbar. Messbare Funktionen f : Q — [—o0,+00] werden zerlegt in Positiv- und
Negativteil

f=fr—f, ff=max{f.0}, f =max—f,0.

Ist | f| integrierbar, so auch f* und f~, und man definiert

/Qf(a:)dx:/gf*(a:)dx—/gf(x)d:c.
1

2



Fiir ndhere Einzelheiten verweisen wir wieder auf die Mafl- und Integrationstheorie, Es
gelten die bekannten Rechenregeln zur Linearitét

/Q(af+ﬁg)(a:) de = oz/ﬂf(:p) dx+ﬁ/gg(x) dz , (3.6)

Monotonie

f<g = /Qf(x) de < /g(:c) iz (3.7)

/Q f(z)dz

/QUQ f(z)dx = ) f(z)dz + ) f(:c)dx—/Q f(z)dx. (3.9)

1N

Abschétzung

SLV@M% (3.8)

und Zerlegung

Iterierte Integrale, Satz von Fubini. Mit dem Satz von Fubini wird die Berechnung
von mehrdimensionalen Integralen auf die Berechnung eindimensionaler Integrale zuriick-
gefiithrt. In der Analysis 2 wird behandelt:

Satz 3.2 Sei Q =[] ,[a;,bi], f: Q — R stetig. Dann gilt

b bn
/f(x)dx:/ flxy, ... xy)dey, - - dzy (3.10)
Q a a

n

und die Integrationsreihenfolge kann beliebig vertauscht werden.

Fiir eine allgemeine Formulierung zerlegen wir den R™ in zwei Komponenten
R" =RP x R = {(z,y) : € R?, y € R?}
und betrachten messbare Mengen U C R?, V' C R9.

Satz 3.3 (Fubini)
Sei f:U XV — [—00,+00] messbar, sei |f| integrierbar. Dann ist die Funktion

:vl—>/vf(:v,y)dy (3.11)

integrierbar auf U, und es gilt

UXVf(I,y) d(z,y) :/U(/V f(z,y) dy) dx . (3.12)

Vertauscht man die Rollen von U und V, so erhélt man

[t = [ ([ s a (3.13)

v
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Als Anwendung betrachten wir folgende Situation. Sei n = 2, p = ¢ = 1, und €2 habe die
Form

Q={(z,y):a<a<b, p(x) <y <(a)}. (3.14)
Wir setzen U = [a,b], V = R. Dann ist

b rY(x)
Lmemwzévmwmemmwszufmw@m. (3.15)

Im Falle f =1 ergibt sich das Prinzip von Cavalieri

vol () = / vol () dz, Q= {y: p(z) <y < (2)} . (3.16)

Als Beispiel betrachten wir die Fldche ( = zweidimensionales Volumen) der oberen Hilfte
des Einheitskreises,

Q={(z,y): —1<zx<1,0<y<VI1-—2?}.

Es ist
1 /122 1 -
vol(Q):/ld(aj,y):/ / 1dydm:/ \/1—:c2dx:§.
Q -1J0 -1

Substitution, Transformationsformel. Im Eindimensionalen haben wir die Substitu-
tionsregel

T(b) b
/ ﬂw@:/ﬂﬂmem. (3.17)
T(a) a

Die sogenannte Transformationsformel verallgemeinert (3.17) ins Mehrdimensionale, sie
lautet

/ Fy) dy = / F(T())| det DT()] dz . (3.18)
() U

Der Betrag taucht in (3.17)) nicht auf, weil die linke Seite dort durch die Unterscheidung
von unterer und oberer Grenze eine Orientierungsinformation enthélt,

[ swar=— [ swyay

T(b)

Fiir den Spezialfall f = 1, T lineare Abbildung, ist (3.18]) bereits in Satz enthalten,
da dann DT(x) = T gilt fiir alle z € U. Der Fall einer nichtlinearen Abbildung 7" wird
durch Approximation darauf zuriickgefiihrt, und zwar folgendermafen.

Sei P = [a—d, a+d] ein achsenparalleler Quader mit Mittelpunkt a € R™ und Seitenléngen
2d;, d € R™. Wir wollen das Bild 7T'(P) unter einer differenzierbaren Abbildung 7" durch
das Bild unter der Linearisierung DT (a) approximieren. Fiir € € [0, 1] betrachten wir die
Quader

Y. = T(a) + (1 - ) DT(a)(P — ),

Y =T(a)+ (1+¢)DT(a)(P —a). (3.19)
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Satz 3.4 Seien U,V C R" offen, T : U — V ein C'-Diffeomorphismus, sei Q C U ein
achsenparalleler Quader. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass fir alle Quader
P=la—d,a+d CQ mit|d| <é gilt

Y. C T(P)CY®. (3.20)

Beweis: Sei € > 0. Wir definieren das Restglied

r(z,a) =T(x) —T(a) — DT (a)(z — a),

,a € Q). 3.21
plx,a) = DT(a) 'r(z,a), nacq (3.21)
Rechte Inklusion: Sei P = [a — d,a + d], es gelte

p(x,a) € e(P —a), furallex e P. (3.22)

Dann gilt fiir alle x € P
T(z) = T(a) + DT(a)[x — a+ p(z,a)] € T(a) + DT(a)[(1 +)(P —a)],
also T'(P) C Y=.
Linke Inklusion: Zu y € Y konstruieren wir ein z € P mit y = T'(z) durch eine geeignete

Fixpunktiteration. Es gilt

y=T(x) < y=T(a)+ DT(a)[r—a+ p(x,a)]
& w=a—p(x,a)+ DT(a) " (y—T(a)) =: S(x).

Wir wollen zeigen, dass S : P — P eine Kontraktion ist. Da y € Y, gilt fiir jedes © € P
DT(a)"'(y = T(a)) € (1 =&)(P —a),
also unter Verwendung von (3.22), da —(P —a) = P —a,
S(z)ea+e(P—a)+(1—¢)(P—a)CP.
Weiterhin gilt
DS(x) = —DT(a)" 0 dpr(z,a) = =DT(a)" o [DT(z) — DT(a)],

also
IDS(x)[| < |IDT(a)| - [IDT(z) — DT(a)]|. (3.23)

Aus dem Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen folgt, dass S eine Kontraktion ist, falls

|IDS(x)|| < =, fiirallex € P. (3.24)

N | =

Aus der Kompaktheit von @, der Stetigkeit von DT ™! sowie der gleichméBigen Stetigkeit
von DT und r folgt nun, dass es ein § > 0 gibt, so dass (3.22)) und (3.24)) gelten fiir alle
P wie verlangt, und damit die Behauptung. O
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Satz 3.5 Seien U,V C R" offen, T : U — V ein C'-Diffeomorphismus, sei Q C U ein
achsenparalleler Quader. Dann gilt

vol (T'(Q)) = /Q |det DT '(x)| dzx . (3.25)

Beweis: Sei € > 0, sei Z. eine Zerlegung von () in hinreichend kleine Quader P, so dass
alle P € Z. die Bedingung
Y.CcT(P)CY*

in Satz [3.4] erfiillen. Aus Satz [3.1] folgt, dass fiir das Volumen der Parallelotope Y. und Y®
gilt
vol (Y.) = (1 —¢)"|det DT (ap)|vol (P),

vol (Y¢) = (1 + €)"| det DT(ap)|vol (P), (3.26)

wobei ap den Mittelpunkt von P bezeichnet. Es folgt
(1 —¢)"|det DT (ap)|vol (P) < vol(T(P)) < (14 ¢)"| det DT (ap)|vol (P). (3.27)
Wir definieren die Funktionen g : Q — R durch

=) 1p(x) - (1 £&)"det DT(ap)|

PeZ.

Es gilt dann wegen ([3.27))

[rw=5 [wwwsSwmey s [

PeZ, PeZ, PeZ. (328)

_ A gt (2) do.

Da x — |det DT'(x)| auf dem Kompaktum @ gleichméfig stetig ist, konvergieren ¢ (z)
und g- (z) gegen |det DT (z)| fiir € — 0. Da g (z) und g¢- () auBerdem gleichméBig in €
beschrankt sind, folgt mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue

lim gf(x)dx::t/m|detl)71x)|dx.
Q

e—0 Q

Zusammen mit (3.28) folgt die Behauptung, da ), vol (T'(P)) = vol (T(Q)). 0

Satz[3.5| und seinen Beweis kann man als den Beitrag der Analysis zum Beweis der Trans-
formationsformel auffassen.

Satz 3.6 (Transformationsformel)

Seien U,V C R"™ offen, T : U — V ein C'-Diffeomorphismus, sei f : T(U) — [—o0, o]
und | f| integrierbar. Dann ist die Funktion x — f(T'(x))|det DT'(x)| integrierbar auf U,
und es gilt

f(y @_/f )| det DT ()| dz (3.29)
T(U)
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Beweis: Dieser wird mit Argumenten der Mafitheorie gefiihrt. Siehe etwa M. Brokate, G.
Kersting, Mafl und Integral, Seite 106 und 107. O

Die Substitutionsregel (= Transformationsformel) wird oft dann angewendet, wenn 7" die
Rolle einer Koordinatentransformation spielt. Wir betrachten Polarkoordinaten in der
Ebene. Sie sind gegeben durch

T(r,¢) = (rcosp,rsing), T:[0,00) x [0,27] — R%. (3.30)
Wir wenden Satz |3.6{an mit U = (0, M) x (0,27) und f: T(U) — R. Wir erhalten
2
/ f(z,y)d(z,y) / f(rcose,rsinp)rdedr. (3.31)
Die Situation des ”uneigentlichen Integrals” (unbeschrianktes Integrationsgebiet bzw. Pol-

stellen von f) wird in Satz gleich miterfasst, etwa U = (0,00) x (0,27), T(U) =
R2\ {(z,0) : 2 > 0},

00 00 00 2
/ / f(z,y)dx dy = / f(rcosp,rsinp)rdedr. (3.32)
N S o Jo

Beispiel 3.7

1. Sei f:R? — R rotationssymmetrisch, das heif}t,

fy) =g9(Vat+y?), g:Ry = R.
Wegen (f o T)(r,¢) = g(r) wird die Formel (3.32) zu

/ f(z,y dxdy—/ /27r rdgodr—27r/ g(r)rdr.

2. Flache des Kreises Ky um 0 mit Radius M: Es ist g = 1,

M
vol (K ) :/ ld(z,y) = 27r/ rdr =nM?.
K 0
3. Fiir
fla,y) = e @)

erhalten wir

/ / @ 4+9%) o dy = 27r/ re™” dr = —me™"”
0

Da andererseits

also

r=00

r=0

o) 00 0o 2
/ / @) iy dyy — (/ o dx) ’

/ e_xQda::\/E.

—00

folgt auBerdem
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Wir betrachten nun Kugelkoordinaten im Raum. Sie sind gegeben durch

T(r,0,¢) = (rsinfcosp,rsinfsin p,rcosf) . (3.33)
Der Nordpol (0,0,r) entspricht dem Winkel # = 0, der Siidpol (0,0, —r) dem Winkel
0 = 7, der Aquator mit den Vektoren (7 cos ¢, rsin ¢,0) dem Winkel § = 7/2. Falls wir
als Definitionsbereich fiir die Integration

T:U =(0,00) x (0,7) x (0,27) — R?. (3.34)

setzen, so ist

R*\ T(U) = {(z,0,2) : 2 >0, z € R}

eine (Lebesgue-) Nullmenge im R?, und es gilt
det DT'(r,0,¢) = r*sinf. (3.35)

Die Substitutionsregel, auf dem gesamten R?® formuliert, wird zu
00 00 o] oo 2m T
/ / / flzyy,2)dedydz = / / / f(T(r,0,0))r*sinfdfdpdr. (3.36)
—00 J —00 J —0o0 0 0 0

Beispiel 3.8

1. Sei f: R?® — R rotationssymmetrisch, das heifit,

f($»yaz):9(v$2+yz+22), gR+—>R

Dann ist (f o T)(r,0, ) = g(r), also

R3

00 2 s ™ 00
flzyy,2)d(z,y,2) = / / / g(r)r?sin6dd dp dr = 27r/ sin 6 dﬁ/ g(r)r*dr
o Jo Jo 0 0

= 47?/ g(r)yr?dr. (3.37)
0
2. Volumen der Kugel Kp um 0 mit Radius R: Hier ist g = 19 g,
o) R 4
vol (Kg) = 4#/ 1.5 (r) dr = 47?/ r?dr = §7TR3 :
0 0

3. Gravitationspotential der Kugel Kg mit rotationssymmetrischer Dichte p: Das Po-
tential im Punkt P = (0,0, a) oberhalb der Kugel (a > R) ist gegeben durch

_ pllll,)
=1 f e A

wobei 7y die Gravitationskonstante ist. Wir substituieren x = T'(r, 6, ¢) und erhalten
p(T(r,0,)) = p(r),
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sowie

IT(r,0,¢) — P2 = r?sin® 0 cos® p + r2 sin? § sin® ¢ + (a — 7 cos §)?
= r?sin? 0 + a® — 2ar cos 0 + r? cos? 0

=a®+ 1% —2arcosh.

Es folgt also

p(llz]l5) /R/%/7r p(r)r?sin 0
ulP) = T pp = do de dr
") 7/KR |z — Pl ! o Jo Jo Vaz+r2—2arcosf 7

R T . 0
= 27rfy/ p(r)rQ/ o do dr .
0 o vVa2+r2—2arcosf

Substitution ¢t = — cos @, dt = sin 6 df ergibt

t=1

i in 6 ! 1 1
/ S d@z/ dt = —Va? + 12 + 2art
o Va2+r2—2arcosf _1Va? +r? + 2art ar

= (Viat P - Via-p) =,

ar a

t=—1

also

R
u(P) = 47:77/0 p(r)r?dr.

Andererseits gilt fiir die Gesamtmasse der Kugel

00 R
M = p(x)de = 47r/ Lo, (r)p(r)r* dr = 47T/ p(r)r?dr,
K 0 0
also M
~
p)y =12
up)= 22

Als Ergebnis erhalten wir: Das von der Kugel herrithrende Gravitationsfeld ist au-
Berhalb der Kugel dasselbe wie das von einer Punktmasse M im Nullpunkt erzeugte
Feld.
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4 Das Oberflachenintegral

Thema dieses Kapitels ist das Integral

/M £(6)dS(€)

einer Funktion f, die auf einer Mannigfaltigkeit M C R™ definiert ist. Dabei soll dim(M) =
k < n und das Integral ein k-dimensionales Integral sein. Im Spezialfall f = 1 soll sich
der k-dimensionale Inhalt

Vol (M) = /M 1dS()

von M ergeben. Eine typische Situation ist M = 02, wobei 2 C R" offen ist, mit k = n—1,
M ist die “Oberfliche” von (2, daher die Bezeichnung “Oberfléchenintegral”. Im Falle
n = 3 ist k = 2 und 99 zweidimensional, voly(M) ist dann der Fldcheninhalt von M.
Andere in Anwendungen héufig auftretende Félle sind k£ = 1 mit n = 3 oder n = 2.

Inhalt eines niederdimensionalen Parallelotops. Wir wollen den k-dimensionalen In-
halt eines von k£ Vektoren aufgespannten Parallelotops im R™ betrachten. Fiir wy, ..., wy €
R™ setzen wir

k
P[wl,...,wk]:{inwi,og&-g}‘ (4.1)
=1

Im Falle £k = n ist das Parallelotop “volldimensional”. Sei T' : R® — R™ die lineare
Abbildung mit Te; = w; fiir alle 7. Dann ist

Plwy,...,w,] =T(Pley,...,e,)) =T1([0,1]"),
und es gilt nach Satz
vol (Plwy, ..., wy,]) = |detT| = |det B, (4.2)

wobei B € R¥* die Matrix mit den Spalten wy,...,w; ist. Sei nun k < n, seien
v1,...,0, € R" und A € R(™*) die Matrix mit den Spalten v, ..., v,. Wir betrachten
zunéchst den Spezialfall

Sinnvollerweise soll gelten
vol (Plvy, ..., vg]) = vol (Plwy, ..., wg]) . (4.4)

Nun ist ATA € R&F und

A:(lg), ATA= (BT 0) (ﬁ):BTB,

det(AT A) = det(B" B) = det(B") det(B) = (det B)?,

und weiter

also
det(ATA) = |det B| = volPlwy, ..., wy] .
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Im betrachteten Spezialfall liefert also die Definition
vol, (Plvy, ..., vg]) = v/det(ATA) (4.5)
einen k-dimensionalen Inhalt, welcher (4.4]) erfiillt.

Sei nun vy, ..., v, € R" eine beliebige Menge linear unabhéngiger Vektoren. Wir betrach-
ten eine orthogonale Abbildung auf R", welche den k-dimensionalen Unterraum X =
span {vy,...,vx} auf R¥ x {0} abbildet, mit zugehériger orthogonaler Matrix U € R(™™).
Da U alle Langen und Winkel invariant lasst, soll sinnvollerweise gelten

vol, (Plvy, ..., vg]) = volg (P[Uvy,...,Uuvy)). (4.6)
Aus folgt, da (UA)T(UA) = ATUTUA = AT A,
volg (P[Uvy,...,Un]) = /det(UA)T(UA)) = \/det(ATA) ,

so dass (4.6)) erfiillt ist, wenn wir (4.5)) auch fiir beliebige linear unabhéngige vy, ..., vy
zugrundelegen.

Definition 4.1 (Volumen eines Parallelotops)
Seien vy, ..., v, € R™. Wir definieren das k-dimensionale Volumen des von ihnen aufge-

spannten Parallelotops als
vol, (Plvy, ..., v]) = \/det(ATA), (4.7)

wobei A € R™K) die Matriz mit den Spalten vq, ..., vy ist. Die Elemente von AT A erhilt
man als Skalarprodukte,

(ATA)Z‘]‘ = UZ»TUJ' . (48)

O

Falls die Vektoren vy, ..., v linear abhéingig sind, ergibt sich
volg (Plvy, ..., ue]) =0,

da dann rang (AT A) < rang (A) < k gilt.

Im Spezialfall £ = 2 ist das Parallelotop ein Parallelogramm. Wir betrachten P[v,w] mit
v,w € R". Sei ¢ der Winkel zwischen v und w, also

cos o — (v, w) .
[[v][ ]|
Es ist dann . . .
v VTV vw
ara= () @ w= (U ).
und
det(A” 4) = (") (") = (o) (") = o] ] = (v, )’
= [lv]l? [Jw|[*(1 = cos® ) = [[o]|* [[w]|* sin® ¢ .

Der Flacheninhalt des Parallelogramms ist also gegeben durch

voly (Plv, w]) = [Jo]/lwl| sin . (4.9)
Zerlegung der Eins.
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Definition 4.2 (Triger)
Sei (X, d) metrischer Raum, Y Vektorraum, f: X — Y eine Abbildung. Die Menge

supp (f) ={z:z € X, f(x) # 0} (4.10)

heifit der Trdger (engl.: support) von f. O

Definition 4.3 (C*°-Zerlegung der Eins)
Set K C R", sei U = (Uj)1<j<n eine offene Uberdeckung von K. Eine Familie (o)i1<j<n
von Funktionen a; € C®(R™) heifst C*°-Zerlegung der Eins fir K beziglich U, falls gilt

0<q; <1, (fir alley, (4.11)
supp (o) C U, fiir alle j, (4.12)
N
Zaj(x) =1 fallsx e K. (4.13)
j=1
O

Die Zerlegung der Eins stellt ein Werkzeug zur “Lokalisierung” dar. Mit ihrer Hilfe kénnen
wir eine Funktion f: K — Y, Y Vektorraum, zerlegen in eine Summe

N
f=Y af. (4.14)
j=1

deren Summanden «;f ihren Tréger jeweils innerhalb der Mengen U; haben. Meistens
werden die Mengen U; als beschrénkte Mengen gewéhlt, dann haben alle Funktionen «; f
einen kompakten Triger.

Wir zeigen jetzt, dass kompakte Teilmengen des R™ immer eine C'*°-Zerlegung der Eins
besitzen.

Satz 4.4 Sei K C R" kompakt, sei (U(x))zex ein System offener Mengen mit x € U(x)
fiir alle x € K. Dann gibt es endlich viele ¥/ € K, 1< j < N, mit

N
K c|Ju@),
j=1

und eine C*°-Zerlequng der Eins fiir K beziglich (U;)1<j<n, wobei U; = U(z?).

Beweis: Wir definieren ¢ : R — R durch

o(t) = {exp(—%) , t>0,

0, t<0.

Da 9®)(0) = 0 fiir alle k € N, gilt ¢ € C=(R). Wir setzen




Es ist dann ¢ € C®(R), und es gilt ¢ (t) = 1 fiir t < 1, ¢ (t) = 0 fiir t > 4. Zu jedem
x € K wihlen wir e, > 0 mit B(z;3¢e,) C U(x). Weiterhin wihlen (K ist kompakt) wir
endlich viele 27 € K, 1 < j < N, so dass

N
K C UB(l‘j;Sj), €5 = Exi s

Jj=1

N o
a;(x) =1 (€—§2> .

Dann ist @; € C*(R") mit 0 < a; < 1, &; = 1 in K(27;¢;) (wobei K(x;¢) = {y :
ly —z||, < e}), und &; = 0 auBerhalb von K(27;2¢;). Eine Zerlegung der Eins wie
verlangt erhalten wir nun durch

und definieren fiir x € R™

- N
a;(x) -
a;(z) = v pl)=]]1-da@).
p(r) + Y, dn(x) IH
Der Nenner ist ungleich Null fiir alle z € R™, da p(z) = 1 falls ), &y(z) = 0. Weiterhin
ist supp o; = supp a; C Uj. Da p(z) = 0 fiir alle z € K, folgt }_, a; = 1 auf K. O

Folgerung 4.5 (Existenz einer C*°-Zerlegung der ”Eins)
Seit K C R™ kompakt, set U = (Uj)1<j<n eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es
eine C'*°-Zerlegung der Eins fiir K beziglich U.

Beweis: Fiir jedes € K wihlen wir ein V € ¢ mit € V und setzen U(z) = V. Nach
Satz gibt es endlich viele U(z!), 1 <1 < L, und eine zugehorige Zerlegung der Eins
(81). Zu U; € U definieren wir a; = ) 3, wobel iiber diejenigen ! summiert wird, fiir die
U(z') = U; gilt. Dann ist («;);<j<n die gesuchte Zerlegung der Eins fiir U. O

Das Oberflichenintegral. Sei ® : R¥ — R", ®(t) = At mit A € R(). Dann ist gemif
Definition [4.1]

voly, (@([0, 1]F)) = voli (Aey, ..., Aey) = y/det(ATA).

Definition 4.6 (Mafitensor, Gramsche Determinante)

Sei M C R™ eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, sei ® : T — M N U eine Karte
von M, wobei U C R™ und T C RF offene Mengen sind. Wir definieren G : T — R&F)
und g : T"— R durch

G(t) = Js(t)  Js(t), g(t) =detG(t). (4.15)

G heifit der Mafitensor, g die Gramsche Determinante. O

Definition 4.7 Sei M C R" eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit, Fine Funktion
f M — R heifst integrierbar tiber M beziiglich der Karte ® : T'— R", falls die durch

t= f(2() V() (4.16)
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definierte Funktion tiber T integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir

/@ L Feasie) = / F(®(0)/g(0) dt (4.17)

O

Das folgende Lemma zeigt, dass das Integral auf der linken Seite von (4.17)) nur von der
Menge ®(T'), nicht aber von der Wahl von @ abhéngt, und dass also Definition [4.7]sinnvoll
ist.

Lemma 4.8 Sind ® : T — R" und ® : T — R" Karten mit ®(T) = &(T), so ist f
integrierbar tber M beziiglich ® genau dann, wenn f integrierbar ist iiber M beziiglich ®,

und es gilt
/T F(@(1))v/g(0) di = / F(®())v/3(3) ds (4.18)

Beweis: Wir betrachten den durch ¥ = &' o & definierten Kartenwechsel ¥ : 7' — T'.
Nach Satz ist U ein C*-Diffeomorphismus. Sei nun f integrierbar iiber M beziiglich
®. Aus der Substitutionsregel (Satz E 3.6]) folgt, dass die Funktion

s+ f(P NV g(¥(s))|det Jg(s)

auf T integrierbar ist, und dass gilt

/T F(@(1)v/a() dt = / F(@(W(5))v/g(T ()] det Ju(s)]| ds

Esist ® = ®o U, also
Ji(5) = Jo(¥(s))Ju(s),

also
g(s) = det(Jg(s)" Ja(s)) = det(Ju(s)" o (V(s))" Ja(P(s)) Ju(s))
= det(Jy(s)") det(J5(V(s))" Jo(U(s))) det(Jy(s))
= g(W(s))(det Ju(s))*,
also

Definition 4.9 (Oberflachenintegral)

Sei M eine kompakte k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™. Fin f : M — R heifit
integrierbar uber M, falls es einen endlichen Atlas (®;)1<j<n, ®; : T; — M NU;, gibt,
so dass f integrierbar ist iber M beziglich aller Karten ®;, 1 < j < N. In diesem Fall
definieren wir das Oberflichenintegral von f diber M als

[ roase=3 [ @i, (1.19)

wobei (ovj)1<j<n eine C>®-Zerlequng der Eins fir M beziglich (U;)1<j<n ist. O
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Das folgende Lemma zeigt, dass Definition [4.9|sinnvoll ist.
Lemma 4.10 In der Situation von Definition [{.9 gilt:
(i) Zu jedem endlichen Atlas (®,)i1<j<n gibt es eine solche C*°-Zerlegung der Eins
(aj)1<j<n -
(11) Fiir alle i,j gilt: Ist f iber M beziglich ®; integrierbar, so auch o, f.

(i11) Der in definierte Wert des Oberflichenintegrals hangt weder von der Wahl
des Atlas noch von der Wahl der Zerlegung ab.

Beweis: Die Aussage (i) ergibt sich aus Folgerung 4.5l Zum Beweis von (ii) bemerken wir,
dass fiir alle t € T gilt

0 < ai(®;(8))[f(®;()]\/95(8) < [F(5(8))]/ 95 (1),

also definiert der mittlere Ausdruck eine auf 7; integrierbare Funktion. Zum Beweis von
(iii) betrachten wir einen weiteren endlichen Atlas

((I)k)lngN, &)ka%Mﬁ(NJk,

fiir M mit C'*°-Zerlegung der Eins

(Gk)1<her
Es gilt dann
“ d5(¢) = e (§)oy ds
2 / iy OO =3 / gy 2o O (O1(€) (0
=33 [ a©a© @ dse).
j=1 k=17 ®i(T})
und ebenso

S [ a@reds© =33 [ a@wnsdse.

und fiir alle j, k gilt

da aya; = 0 auBerhalb von ®,(7};) N @k(Tk). O
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Ist K Teilmenge einer k-dimensionalen C'*-Mannigfaltigkeit M, so definieren wir

/K £(6)dS(e) = /M Le(©)F(6) dS ().

falls 1x f iiber M integrierbar ist. Fiir f = 1 erhalten wir den k-dimensionalen Inhalt von
K

Y

volk(K):/MlK(f)dS(f)-

Ist
VOlk (K) =0 s

so heifit K eine k-dimensionale Nullmenge in M. In diesem Fall gilt

£(6)dS(€) = / £(6)dS(€).
M\K M

falls f iiber M integrierbar ist.
Beispiel 4.11

(i) Kurvenldnge: Sei T' = (a,b) C R, ® : T — R” stetig differenzierbar mit ®'(¢) # 0
fir alle ¢t € (a,b), M = ®(T). Es ist dann

(1)

9(t) = G(t) = Ja(t) Ja(t) = (®)(1)... @4 (0) | | =D i@,
@) =

b
[ vis© = [ 1atiar= [lew. .
M T a
Der 1-dimensionale Inhalt von M ist also gerade die Lange der Kurve ®.
(ii) Rotationsflachen: Sei f : (a,b) — R stetig differenzierbar, sei f > 0. Dann ist
M= {(@,5,2): « € (a,b), 3 + 2 = f()°} (4.20)

eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R®. Die durch

O(t,s) = (t, f(t)coss, f(t)sins) (4.21)
definierte Abbildung
®:T = (a,b) x (0,27) — R? (4.22)
ist eine C''-Karte von M, da
1 0
Jo(t,s) = | f'(t)coss —f(t)sins (4.23)

f'(t)sins  f(t)coss
den Rang 2 hat. Der Maftensor von ® ist

G(t,s) = Jo(t, s) Ja(t, s) = (1 +é '(t)* f<2)2> , (4.24)
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Die Menge
) M\ ®(T) ={(t, f(1),0) : t € (a,0)}

ist eine 2-dimensionale Nullmenge in M. Also ist

/M 1dS(e) = /q) RECCE /T ARG ) d(t, ) (4.25)
:/%/bf(t)\/l%—f’(t)?dtds:27r/bf(t)«/1+f’(t)2dt. (4.26)

(iii) Oberfliche der Einheitskugel im R?: Das ist ein Spezialfall von (ii) mit (a,b) =
(—1,1), f(t) =1 —1t2 Es ist
t
/!
)=
===
also gilt

/1dS(§):27r lf(t)\/1+f/(t)2dt:27T/l1dt:47T.
M -1 1

(iv) Inhalt des Graphen einer Funktion: Sei T C R"! offen, F': T — R stetig differen-
zierbar,

M={(t,F(t):teT}CR". (4.27)

Die Abbildung
O:T—>R", &)= (tF(t)),

ist C'-Karte mit ®(T) = M. Es ist

Jo(t) = (alF(t) : ~~18n_1F(t))

O F(t)
Gt) = Je(t) Ja(t) =1 + : (01F(t) -+ 9, F(1)),
On_1F ()
also (siehe Lemma unten)
g(t) = det G(t) = 1+ ||(grad F) (1) |3 (4.28)

Der (n — 1)-dimensionale Inhalt des Graphen von F ist also

/MldS(f):/T\/1+||(gradF)(t)||§dt. (4.29)

Lemma 4.12 Seia € R™, I € R™™ die Einheitsmatriz. Dann ist

ajay v Q1A
det(I +aa”) =1+ |lall5, aa’ = : : (4.30)

Am@1  ***  QQm
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Beweis: Sei a # 0 (sonst klar). Wir berechnen die Eigenwerte von I + aa’:
(I +aa’)r = Mo & (a’z)-a=(\—1)z

Es ist also a ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 + ||al|3, und jeder Vektor z mit zLa ist
Eigenvektor zum Eigenwert 1. Wir erhalten also eine Basis aus Eigenvektoren mit den
Eigenwerten

M=1+al5, d==\y=1,

also

det(I + aa™) H)\ =1+ |alf;.

O

Satz 4.13 Sei M eine k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit im R™, sei r > 0. Dann ist
rM ={rx:oxe M} (4.31)
ebenfalls eine k-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit im R™. Ist f : rM — R, so gilt
f integrierbar iber rM & x> f(rz) integrierbar iber M , (4.32)

und in diesem Fall ist
[ r@as©) = [ foeast). (4.33)
rM M

Beweis: Ist & : T'— U N M Karte fiir M, so ist
O:T —rUNrM, o) =rd(t),

Karte fiir M. Die erste Behauptung folgt nun aus Satz . Zum Beweis von (4.32)) und
(4.33]) bemerken wir, dass

g(t) = det(J5 ()" J5(t)) = det(r* Jo (1) J(1)) = r*g(t),

also gilt fiir jede Karte

/Tf )\/g(t) dt = /frCD ¥\ /g(t) dt .

Summation {iber eine Zerlegung der Eins liefert die Behauptung. O
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5 Der Integralsatz von Gaufl

Wir betrachten offene Mengen © C R"™ mit der Eigenschaft, dass 0f2 eine (n — 1)-
dimensionale C''-Mannigfaltigkeit ist und  lokal nur auf einer Seite von 9 liegt.

Definition 5.1 (C'-Rand)

Sei Q C R™ offen. Wir sagen, dass Q einen C'-Rand hat, falls gilt: Fiir alle a € 02 gibt
es eine offene Menge U C R™ mit a € U und eine Funktion f € CY(U) so dass V f(x) # 0
fiir alle x € U gilt und

NNU ={x:zeU,f(x) =0}, (5.1)
QNU ={z:z €U, f(x) <0}.

Definition 5.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)

Sei M C R" eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M. Ein v € R" heifit
Tangentialvektor an M in a, falls eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ existiert
(wobei I ein offenes Intervall im R mit 0 € I ist) mit

p(0)=a, ¢0)=v, o{I)cM. (5.3)

Die Menge
To(M) = {v : v ist Tangentialvektor an M in a} (5.4)
heif$t der Tangentialraum an M in a. O

Satz 5.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)
Sei M C R™ eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M, sei U C R™ offen mit
a € U. Dann gilt:

(1) To(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum des R™.

(ii) Ist ® : T — M NU eine Karte von M mit ®(c) =a, c € T, T C R* offen, so bilden
die k Spalten der Funktionalmatriz Jo(c), das heifit die Vektoren

{01®(c),...,0:P(c)}
eine Basis von T,(M).

(iii) Ist
MNU={z:xz€U, f(x) =0}
mit f € CY(U;R"™") und rang J;(a) =n — k, so ist

T.(M)={v:veR" (v,Vfi(a)) =0 firallei, 1 <i<n-—k}. (5.5)
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Beweis: Sei V] der von den Spalten von Jg(c) aufgespannte Unterraum und
Vo={v:veR" (v,Vfi(a))=0firalei, 1 <i<n-—k}.

Wegen dim(V}) = dim(V,) = k geniigt es zu zeigen, dass

Vi C Tu(M) C Vs (5.6)
Zum Beweis der ersten Inklusion sei

k
V= Z )\jajCI)(c)
j=1
ein beliebiges Element von V;. Wir definieren fiir hinreichend kleines € > 0 eine Abbildung
¢ : (—¢,e) = R" durch
o(s) = P(c1 + A1s, 0 + Aas, ..., cp + A\gs) .

Dann ist ¢(s) € M fiir alle s, ¢(0) = a, und aus der Kettenregel folgt

P0)=Js(e) | 1 | =D No®(c) =,

Y

also v € T,(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v € T,(M). Wihle ¢ : (—¢,e) — R"
geméf Definition dann gilt f(y(s)) = 0 fiir |s| hinreichend klein, also gilt fiir alle i
mit 1 <:<n-—-~k

0= (fiop)(0) = (Vfi(p(0)),¥'(0)) = (Vfi(a),v) ,
also ist v € V5. O

In Satz ergibt sich aus (iii) im Spezialfall dim M = n — 1, dass dim7,(M) = n — 1
und dass V f(a) auf T,(M) senkrecht steht.

Satz 5.4 (Existenz einer stetigen dufleren Normalen)
Sei Q2 C R™ offen, Q habe einen C'-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld v : 92 — R"
mit den folgenden Eigenschaften: Fir alle a € 0 gilt

v(a) LTo(9), |v(a)ll, =1, (5.7)
fiir alle a € 09) gibt es ein € > 0 mit
a+tv(a) ¢ Q, firallete (0,¢). (5.8)

Das Vektorfeld v ist stetig auf 0S2. Der Vektor v(a) heifit der duflere (Einheits-) Norma-
lenvektor an 0S) in a.
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Beweis: Nach Satz[5.3|ist dim7,(992) =n — 1 und V f(a)LT,(092), also gilt fiir z € R"
2 LT,(00),2#0 & z=AVf(a) fiirein A € R, A #0.
Fiir solche z und hinreichend kleines ¢ > 0 gilt (mit f wie in Definition

fla+1z) = f(a) +t {z Vf(a)) + o(t) = AV f(a)]2 + oft) =t (AHVf(a)”g + @) :

also folgt fiir hinreichend kleine ¢

a+tz¢Q & fla+tz) >0 & A>0.

Falls auflerdem ||z||, = 1 gelten soll, ist also

Vf(a)
via) = ——~— (5.9)
IVf(a)l,
der eindeutig bestimmte Vektor, welcher ((5.7) und (5.8)) erfiillt. Da f stetig differenzierbar
ist, ist v stetig in a, und da a beliebig war, ist v stetig auf 02. O

Wir betrachten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazu
x € R™ zerlegt in
r= (2" 2,), 2 €R" z2,€R, (5.10)

und wir betrachten folgende Situation: W C R"! ist offen und beschrinkt, h € C*(W)
mit h(W) C I = (a,b) C R,

M = graph (h) = {(2/,2,) : 2’ € W, z, = h(a)} CW x I, (5.11)
A={(" x,): 2" eW z, €1, x,<h(z)}. (5.12)

Nach Konstruktion im Beweis von Satz [5.4] siehe (5.9) mit f(z) = z, — h(z'), gilt fiir

reM
V(ZE) _ (—Vh(.T,), 1) )
[(=Vh(z'), 1),

(5.13)

Satz 5.5 (Partielle Integration im R")
Es liege die Situation - vor. Dann gilt fiir alle f € C*(W x I) mit kompaktem
Trager in W x I

/ 0,f () d = / FEm(E)ds(E), 1<i<n. (5.14)
A M

Beweis: Da f kompakten Triger hat, sind f und 0; f stetig und beschrénkt, also existieren
alle Integrale, die im Folgenden auftreten.
Fall 1: i = n. Es ist (Fubini)

/af dm—// 8fxxndxndx—/th

= | @ @ a1+ VR
- | rom©ast.
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da g(z') = 1+||Vh(z')||; gilt fiir die Gramsche Determinante der Funktion 2’ +— (2, h(z')),
siehe (4.28)).
Fall 2: Sei 1 <7 < n — 1. Die durch

h(z")
Pa)= [ 1) da,
definierte Funktion F : W — R hat kompakten Triger in W, also gilt (Ubungsaufgabe)

:/W&F(x’) dr’' :/Wai </ah(x/)f(;c’,xn) dx") de’

Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (5.13)))

h(z")
0= / [/ O:f (2, xy,) dxy, + f(2, h(2"))Oih(z )] dx

// F@ dxnd:v—l—/th N)a:h(a') da

- [ ar@ - /W P b (@' )T+ Vb)) da?

_ /A 0, f () di — /M F(Eu(€)dS ().

Folgerung 5.6 Satz[5.5 gilt auch, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das heifit,
falls

O

A={(2z,): 2 eW, x, €1, x,>h(z")}, (5.15)
gilt. Die dufsere Normale ist dann gegeben durch
(Vh(z'), —1)
v(z) = . (5.16)
[(VA(z"), =1,

Ebenso gilt Satz auch, falls die Darstellung von M nach einer anderen Koordinate
aufgelost ist, also

M= {(1, . 20) (@1, Brt, Tignr o 0n) €W, 25 = h(Ta, - B, T )}
(5.17)
und A, v entsprechend.

Beweis: Entweder durch Modifikation des Beweises von Satz [5.6] oder durch Transforma-
tion auf die Situation des Satzes. O

Satz 5.7 (Gaufischer Integralsatz) B
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q0 habe einen C'-Rand. Sei U C R™ offen mit Q C U,
sei F': U — R™ ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

/Q div F(z) dx — / (F(E), v(€)) dS(€). (5.18)

[2}9]
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Beweis: Fiir jedes € Q wihlen wir eine offene Menge U(z) mit x € U(z) C Q. Fur
jedes x € 0f) betrachten wir zunédchst geméf Definition [5.1] eine lokale Darstellung
NuU' ={f=0}, QnU' ={f <0},

mit f € CY(U’) und Vf # 0 iiberall. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es
offene Mengen (die wir 0.B.d.A. konvex wihlen kénnen) W(z) C R*! I(x) C R und
h, : W(z) = I(x), h, € C*(W(zx)) mit

U(z) NoQ = {(2',z,) : &, = ho(2)},

Ulx)NQ={(",2,) : x, < he(2")},

U(x) =W(z) x I(z),

oder mit “>” statt “<” beziehungsweise aufgelost nach x; statt x,. Gemi Satz [1.4]
angewendet auf K = Q U 9Q, wihlen wir endlich viele U(27);<j<y und eine zugeord-

nete C>®-Zerlegung der Eins (o;);<j<y. Wir nummerieren so, dass z',..., 2™ € 99,
oM+ 2N € Q. Es gilt nun
n N
/ div F(z) dx = Z O (Z oszk> (x)dx
@ Q=1 j=1
N n
= / D) ooy Fi)(x) de
Q=1 k=1

:Z/Qdiv(osz)(m) dx ,
/a (). (€) dS(6) = Z /a @ (OF(E).1(€) d5(©).

Es geniigt daher, den Satz fiir o;F', 1 < j < N, zu beweisen.
Fall 1: 7 < M. Wir wenden Satz [5.5 an mit

f=a;F, A=QnU@), M=00nU("),

und erhalten

/Q div (a; F)(z) dv = /Q 00 Fi)(z) dw = /8 ) a; (§) Fi(E)vi(§) dS(€)
- | (ost@r©.ue) dsto).

Fall 2: M < j < N. Esist U(z7) C €, also supp (a;) C Q, also

/6 0y (OF(E).(€) 59 =0,

und (Ubungsaufgabe)

/ﬂdiv (a;F)(z)dx = ; /Q (o Fr)(z)dz = 0.
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Satz 5.8 (1. Greensche Formel)
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand. Seien f € CY(U), g € C*(U),
wobei U C R™ offen ist mit Q@ C U. Dann gilt

/Q f(2)Ag(z) di = - / (V5e) Vo) do+ [ [©09©d5©). (519

wobei
dvg(&) = (Vg(&),v(§))

die Richtungsableitung in Richtung der duferen Normalen bezeichnet. (0,9 heifit auch die
Normalenableitung von g.)

Beweis: Sei F': U — R" definiert durch

dann ist
(F(£),v(8) = f(§)dg(&), €M,
und
div F(z) = (Vf(z), Vg(z)) + f(x)div (Vg(x)) = (V[(z), Vg(x)) + f(z)Ag(z).
Die Behauptung folgt nun aus Satz [5.7] O

Folgerung 5.9 (2. Greensche Formel)
Es liege die Situation aus Satz[5.§ vor. Dann gilt (setze f =1)

/Q Agla)de = [ dug(6)asie). (5.20)

Ist auferdem f € C*(U), so gilt
/Q (fAg — gAf)(x) dx = / (709~ 90.0)(€) (). (5.21)
O

Wir kénnen den Satz von GauBl heranziehen, um die Divergenz eines Vektorfeldes F' zu
interpretieren. Sei F' in einer Umgebung eines Punktes € R™ stetig, sei B(x; ) die offene
e-Kugel um z. Der Ausdruck

/ (F(€).1()) dS(€)
OB(x;¢)

gibt den Fluss einer “Grofle” durch den Rand von B(z;e) an, das wird weiter unten
erldutert. Der Ausdruck

1

TG o, (FIOO) 450 (5.22)

skaliert diesen Fluss mit dem Volumen der Kugel.

34



Satz 5.10 (Divergenz als Quellstiirke)
Sei U C R™ offen und F : U — R™ ein C'-Vektorfeld. Dann gilt fiir alle x € U

1

div F(x) = lim ;57E5555SJQMaQ<fwsxb«g»tﬂ%5» (5.23)

Beweis: Fiir ¢ > 0 mit B(z;¢) C U gilt mit dem Satz von Gauf§

1 .
E@E&LWJH&MNM@—me

B 1
~ vol (B(z;¢))

/ div F(y) — div F'(z) dy‘ < sup |div F(y) —div F(x)|.
B(z;e)

yEB(z;¢)

Da div F stetig ist, folgt die Behauptung. O

Wir erldutern, warum wir uns den Ausdruck

L. (@6 ase) (5.24)

als Fluss einer Grofie durch den Rand von B(z; ¢) vorstellen kénnen. Statt dieses speziellen
Randes betrachten wir dabei eine allgemeine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M im
R™.

Nehmen wir an, eine Grofle “stromt” im R™ in eine feste Richtung mit konstanter In-
tensitédt. Dieser Vorgang kann beschrieben werden durch einen Vektor F' € R™. Dessen

Zerlegung
F

11
beinhaltet die Richtung F/||F||, des Flusseﬂ und die Menge || F||, der GroBe, welche pro

Zeiteinheit durch einen senkrecht auf der Flussrichtung stehenden (n — 1)-dimensionalen
Einheitswiirfel (Quadrat fir n = 3, Intervall fiir n = 2) stromt.

F=F,-

Sei F ein solcher Einheitswiirfel. Wir denken uns einen zweiten Wiirfel W, welcher im
Winkel a schriag zu E steht, aber so, dass durch £ und W die gleichen “Teilchen” des
Flusses stromen. Es ist dann

1 =vol,—1(E) =vol,_ (W) -cosa.

Der Gesamtfluss pro Zeiteinheit durch E und W ist gegeben durch || F||,. Man definiert
nun die Flussdichte auf £ bzw. W durch

11
VOln_l(E)

£l

= ||F bzw. ————
|| ||2’ ZW VOln_l(W)

= ||F||ycos .

(Der erste Ausdruck ist ein Spezialfall des zweiten fiir a = 0.) Ist n € R™ die Einheitsnor-
male auf W in Flussrichtung, so ist der Winkel zwischen F' und n gleich «, und

(F,n) = ||F|,cosa (5.25)

!Bemerkung: In der Theorie der dynamischen Systeme bezeichnet der Begriff ”Fluss” etwas anderes,
nédmlich die Losungen eines solchen Systems in Abhéngigkeit von Zeit und Anfangswert.
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gibt die Flussdichte auf W an.

Wir betrachten nun die Situation eines stationdren (d.h. zeitlich konstanten) aber im Ort
variablen Flusses durch eine vorgegebene (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R™.
Im Falle n = 3 ist M ein Flichenstiick mit Einheitsnormale n(§) im Punkt £ € M. Der
Fluss durch M wird beschrieben durch ein Vektorfeld F': M — R3. Im Sinne der obigen
Erlauterungen stellt die Funktion

§ (F(6),n(g)), £eM, (5.26)

die Flussdichte auf M dar. Das Oberflachenintegral

/M (F(€),n(€)) dS(€) (5.27)

liefert den Gesamtfluss der betrachteten Grofie durch M als zeitliche Rate ( = Menge pro
Zeiteinheit). Der Satz von Gaufl besagt nun, dass die pro Zeiteinheit durch 92 stromende
Menge gleich dem Integral iiber die Quellstéirke des Flusses in €2 ist.

Ein allgemeinerer Fall liegt vor, wenn die Flussdichte nicht nur vom Ort, sondern auch

von der Zeit abhiingt, also F': R x R?* — R?. In diesem Fall wird (5.27)) zu

| wo.nn ase). (5.28)

Die Gesamtmenge der Grofe, die in einem Zeitintervall [tq,¢s] durch M flieit, ist dann
gleich

/ ’ [ #.0.nie) as@ ar (5.20)

Wir wollen ein allgemeines Erhaltungsgesetz fiir eine solche Grofle formulieren. Sei wieder
Q C R? offen und M = 99 eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit der duferen
Einheitsnormale n(§). Sei t € [t1,ts], sei x — ¢(t, z) die Dichte einer Grofe ¢, das heifit,
die Gesamtmenge der Grofle in 2 zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

/Qap(t, x)dz. (5.30)

Sei F' die Flussdichte, die zu dieser Grofle gehort. Das Erhaltungsgesetz soll besagen, dass
sich der Gesamtinhalt der Grofe in €2 nur dadurch éndert, dass die Grofle iiber den Rand
zu- oder abfliesst. Das leistet die Gleichung

et = /8 (F(LOm(©) as(). (5.31)

Das Minuszeichen kommt daher, dass das Skalarprodukt (F,n) fiir Zufliisse negativ und

fiir Abfliisse positiv ist. Man nennt (5.31)) auch die Integralform des Erhaltungsgesetzes.
Aus dem Gauflschen Satz folgt nun, dass

/ (F(t,€),n(€)) dS(€) = / div F(t,z) do (5.32)
o0

Q
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gilt. Es folgt, dass fiir alle ¢ gilt
/ Op(t,z) +div F(t,x)dr =0. (5.33)
Q

Gilt das Erhaltungsgesetz (5.31)) fiir “beliebige Gebiete” €2, so erhalten wir seine diffe-
rentielle Form,
Owp(t,z) +div F(t,x) =0, fur alle z,t. (5.34)
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6 Der Integralsatz von Stokes

Wir beschiiftigen uns zunéichst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei Q C R? offen,
beschrinkt, mit einem C'-Rand 09. Wir nehmen an, es gebe eine stetig differenzierbare
Parametrisierung 7 : [a,b] — R?, mit r(a) = r(b), so dass r : [a,b) — 9 bijektiv ist und
r'(t) # 0 gilt fiir alle ¢ € [a, b].

Sei v : 992 — R? das zugehérige Normalenfeld, siehe Satz [5.4] Fiir a € 982, a = r(t) ist
T,(09) = span{r'(t)} = {\'(t) : X € R},

also

r'(t) L v(r(t)).
Durch die Parametrisierung r wird ein Durchlaufsinn fiir 02 festgelegt. Wir sagen, dass
02 von r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, falls

det(v(r(t)) | r(t)) > 0. (6.1)

Das ist dann der Fall, wenn

_ 1 r5(t) () = |1 —v(r(t))
o) = e (0)) ool () e

Anschaulich bedeutet das, dass 0f2 entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
dass 2 immer “links von der Richtung /() liegt”.

Satz 6.1 (Satz von Stokes im R?)
Sei Q C R? offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand 090, welcher von der Parametri-

sierung v im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Sei U C R? offen mit Q C U,
sei F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

[ F(z) - dz = /Q (O Fy — o Fy) () da . (6.3)

Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals und aus (6.2)) folgt

[F(x)-dx:/ab (F(r(t)),r' (1)) dt:/ab<p(r(t))’(—y?7(ﬂr§

- () woen)irna= [ (12 ©.v0) aso

_ / (O Fs — 1) (z) |

letzteres nach dem Satz von Gaufl. O

Fiir F : R? — R2,



gilt also
/ F(z)-dx = / ldx = vol4(Q),
G Q
also etwa fiir den Einheitskreis Q = B;(0; 1), (t) = (cost,sint)

vol,(Q) = /0 ' (F(r(t)),r'(t)) dt = %/0 ' sin?(t) 4 cos?(t) dt = 7.

Wir beschiiftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R3. Dieser involviert die sogenannte
Rotation eines Vektorfeldes F': V — R3, V C R? offen, definiert durch

rot F: V — R? | (6.4)
(I‘Ot F)(l’) = (82F3(l’) — 83F2(l‘), 03F1(:1:) — (31F3(x), 61F2($) — 82F1([L’)) . (65)

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3. Wir betrachten nur den Spezialfall,
dass M durch eine einzige Karte beschrieben wird,

M=&T), ®:T—R* T cCR?offen. (6.6)
Sei nun 2 C R? offen und beschrinkt, £ habe einen C*-Rand 09, es gelte
QCT.
Wir betrachten B
A=3(Q) (6.7)
und definieren (nur fiir den Rest dieses Abschnitts)
0A = P(09). (6.8)

Unter 0A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit ®(£2) vor. Sei nun V C R? offen, M C V, F : V — R3. Der Satz von Stokes
besagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen gilt

/GAF(:C).dx:A<(rotF)(§),y(§)> ds(g). (6.9)

Hierbei miissen der Umlaufsinn der Randkurve A und die Normalenrichtung v(€) zuein-
ander passend gewéhlt werden. Das erreicht man, indem man erstens 0A parametrisiert
durch eine Kurve ® or : [a,b] — A, wobei r : [a,b] — T eine Kurve ist, welche 0Q im
mathematisch positiven Sinn durchlduft, und zweitens das Vorzeichen der Normalen in
einem Punkt &€ = ®(u), u € Q, festlegt durch (“x” bezeichnet das Vektorprodukt im R?)

1
) ot < et
Es ergibt sich dann, da (® o r)'(¢) = Jo(r(t))r'(t),

D1 D(u) x D (u). (6.10)

b
AAF(x)-dx:LOTF(x)-dx:/a (F(@(r(0), Jo(rO)'(0) dt (6.11)
_ / (Jo(r(£)T F(@(r(t))), (1)) dt (6.12)
:/F(u)~du, (6.13)
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wobei F': T — R? definiert ist durch

Fu) = Jo(u)TF(®(u)). (6.14)
Wir kénnen jetzt Satz anwenden und erhalten
r Q
Nach hat F die komponentenweise Form
Fi(u) = (0;®(u), F(®(u))) , i=1,2. (6.16)
Aus der Produktregel (fiir Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt
N Fy(u) = (0108 (), F(D(u))) + (0@ (u), Jp(P ()0 P (u)) (6.17)
02 F1(u) = (3201 (u), F(®(u))) + (1 D(w), Jp(®(u))0®(u)) (6.18)

Es folgt, falls ® zweimal stetig differenzierbar ist,
(1 Fy — 02 F1) (u) = (0, (w), Jp(®(u)01 D (u)) — (01 (u), Jp(®(u))dy®(u)) . (6.19)
Die rechten Seite von hat die Form
(y, Az) — (z, Ay) , x,y €R* AcR>?,

Es gilt die algebraische Identitét

3 3 Az — a23
(y, Az) — (z, Ay) = Z Yitij Ty — Z riaijy; = (| a3 —az | , 2 Xy)
,5=1 t,j=1 21 — Q12
Anwendung auf liefert mit
) . 0o F3 — 031y
(81F2 — 82F1)(u) == < (93F1 - 81F3 ((I)(U)), 81¢(U) X 82®(U)> (620)
81F2 — 82F1
= ((rot F)(@(u)), v(®(u))) [|01®(u) x 9P (u)]], - (6.21)
Es ist also
/(811% — 0y F))(u) du = / ((rot F)(®(uw)), v(P(u))) |1 P(u) X O2P(u)||,du. (6.22)
Q Q

Wir kénnen das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung in ein Oberflichenintegral
tiber M iiberfithren. Sei dazu B = (z|y) € R*? eine Matrix mit den Spalten = und y. Es
gilt die algebraische Identitét

2Tr 2Ty

det(BTB) = det
(B75) =t (17 41!

)—nwmm@—@wf—uxxw; (6.23)

Mit z = 0,P(u), y = 0.P(u) folgt also, dass fiir die Gramsche Determinante g(u) der
Karte & gilt

Vo(u) = /det(Jo (u)T Jo(u) = [|01®(u) x 0P (u)|l,. (6.24)
Die Gleichungen (6.11]), (6.15)), (6.22)) und (6.24) zusammengenommen ergeben die Formel
des Satzes von Stokes. Wir haben also bewiesen:
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Satz 6.2 (Satz von Stokes im R?)

Sei M C R? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch eine globale Karte ® :
T — M beschrieben wird, sei ® zweimal stetig differenzierbar. Seien A C M und F : V —
R3 wie in - beschrieben, sei der Umlaufsinn von OA und die Normalenrichtung
v(&) passend gewdhlt wie beschrieben. Dann gilt

/MF(fc)-dx: / (ot F)(€), (&) dS(€). (6.25)

O

Aus dem Satz von Stokes erhalten wir eine Interpretation der Rotation eines Vektorfelds
F. Sei F in der Umgebung eines Punktes € R3 stetig, sei A. C R? eine zweidimensionale
Kreisscheibe um z mit Radius € und Normalenvektor v, letzterer passend gewéhlt zum
Umlaufsinn des Randes von A.. Der Ausdruck

1

— F(z)-d
7T52 A, <x> v

beschreibt die Wirbelstérke von F', bezogen auf die Kreisfliche.
Satz 6.3 (Rotation als Wirbelstirke)

Sei U C R3 offen und F : U — R? ein O'-Vektorfeld. Ist A. eine Kreisscheibe wie oben
beschrieben, so gilt

1
t F =lim — F(y)-dy. 6.26
(rot F(x),v) lim - —— /ME (y) - dy (6.26)
Beweis: Es gilt mit dem Satz von Stokes
1
— /aAE F(y)-dy — (rot F(z),v)| = — N (rot F'(§) — rot F(z),v)dS(§)
< sup | (rot F(§) —rot F(x),v)|.
§EAL
Da rot F' stetig ist, folgt die Behauptung. O

Die Satze von Gaul und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dass
ein Integral einer Funktion iiber den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integral
eines Differentials dieser Funktion {iber die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-
bracht wird. Einen einheitlichen allgemeinen begriflichen Rahmen fiir diese Sétze liefert
die Theorie der Differentialformen.
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7 Harmonische Funktionen

Sei €2 C R” offen. Wir betrachten den Laplace-Operator

A= zn: o7 . (7.1)
=1

Wenden wir ihn auf eine Funktion u : 2 — R an, so ergibt sich

Au(z) = Z Ou(z) = div (Vu(z)), zeQ. (7.2)

Definition 7.1 (Harmonische Funktion)
Sei 0 C R™ offen. Eine Funktion u € C*(Q) heifit harmonisch auf (oder: in) Q, falls

Au(z) =0, fir alle x € Q. (7.3)

O

Eine wesentliche Eigenschaft einer harmonischen Funktion wu ist die Mittelwerteigenschaft.
Sie besagt: Ist B eine Kugel im R™ mit Mittelpunkt x, so ist der Funktionswert wu(x)
gleich dem Mittelwert von u sowohl {iber B als auch iiber 0 B. Dafiir brauchen wir einige
Voriiberlegungen.

Definition 7.2 (Volumen, Fliche, Mittelwert)
Sei U C R™ messbar, f: U — R integrierbar. Dann heift

1
@ ) (7.4)

der Mittelwert von f auf U. Ist M C R"™ eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit und f tiber

M integrierbar, so heifst
1

i L S5, (75)
der Mittelwert von f tber M. O

Sei B(x;r) die offene Kugel um = mit Radius . Wir wollen die folgende Formel erhalten:

/B (x;R)f(y) dy = /OR /aB(I;T) F(E)dS(€) dr. (7.6)

Wir kiirzen ab B, := B(0;7). Sei ® : T — 9B, eine Karte fiir 9B, T C R"! offen. Wir
definieren durch

O(r,t) = rd(t) = d"(t) (7.7)
Funktionen @ : (0,00) x T'— R”, ®" : T'— 9B,. Dann ist ®" Karte fiir 9B,, und
Jo(r,t) = (@) rJo(t)) = (P(t) Jor(t)) . (7.8)
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Der Tangentialraum im Punkt ®(¢) € 0B; an 0B; wird gemiB Satz aufgespannt von
den Spalten von Jg(t). Da der Normalenvektor im Punkt ®(¢) fiir die Sphare 0B, gleich
(1) ist, folgt fiir alle r > 0 und alle t € T'

rang Jz(r,t) =n, Jo(t)T®(t) =0, |[|®(t)],=1. (7.9)
Es folgt weiter

T d)TD()  rd(t)T Jp(t) 1 0
Ja(rt) sl ) = (rJq>(t)T<I>(t) TQJq)(t)TJ@(t)) - (o J@r(t)TJ@(t)) o (710

und also auch (da |det A| = y/det(AT A) fiir quadratische Matrizen A)

|det J5(r, t)] = /det(Jor ()T Jor (1)) . (7.11)

Satz 7.3 Seix € R", f: K(x; R) — R stetig. Dann gilt

/B(x;R) fly)dy = /0 /{93(x;r) f(&)dS (&) dr. (7.12)

Bemerkung: Eine geeignete Integrierbarkeitsvoraussetzung an f geniigt, wir setzen Ste-
tigkeit der Einfachheit halber voraus.

]:D)eweis: Nach Translation kénnen wir x = 0 annehmen. Sei {®;, ®5} Atlas fiir 0By, seien
P, @} analog zu 1D definiert, sei {ay, as} zugehorige Zerlegung der Eins auf 0B;. Wir
setzen o fort auf R™ \ {0} durch

aj(x):aj( ° ) (7.13)

]l

Wegen 1} und 1) ist @j ein Diffeomorphismus von U; := (0, R) x T; nach V; :=
®;(U;) C Bg. Aus der Substitutionsregel (Satz folgt fiir j = 1,2 mit Fubini und
(7.11])

té;aﬁxwdyzxgaﬁxmdy

5/ (0 £)(®;(r, )| det Ty (r, )| d(r, 1)
(0,R) X T;

- /OR /TKO‘J‘f)((I);(t))\/det(Jq>§(t)TJq,;(t))dtdr

[ f oo

Durch Summation iiber j erhalten wir ((7.12)). O

Im Spezialfall f =1 wird (7.12)) zu

vol (B(z; R)) = /OR vol,_1 OB (x;r) dr. (7.14)
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Wir kiirzen im Folgenden ab

|B(z;7)| = vol . (B(z;r)), |0B(z;r)| = vol,—1 0B(x;r)|.

Die Formel ([7.14) konnen wir auch direkt erhalten aus den Beziehungen

|B(z;7)| = r"|By|, |0B(x;7)| =r""10B], (7.15)
sowie der Formel
0B,| = n|B| ( 2 ) (7.16)
1 = n|bBy =T+ | o :
I (3)

hier steht I' fiir die Gammafunktion.
Lemma 7.4 Sei Q C R™ offen, sei u € C*(Q), seien x € Q, R > 0 mit B(x; R) C .

Wir definieren

1
r)= ———— u()dS(), 0<r<R. 717
= BB Joan " P 1
Dann ist ¢ differenzierbar auf (0, R), und es gilt
/ 1 /
©(r) = Au(y) dy, 7.18
sowe
hﬁ)l o(r) = u(z) . (7.19)
Beweis: Wir setzen By = B(0;1). Mit Satz (4.13)) folgt
/ u(§)dS(€) = r"_l/ u(x +rz)dS(z), re(0,R), (7.20)
OB(z;r) 0By
also wegen (|7.15))
1
r) = —r- u(x +rz)dS(z). 7.21
o(r) 951 Lo ( ) dS(z) (7.21)
Es folgt
)= e [ St ds) = e [ (Vule 4 r2),2) dS(2)
r) = —u(x +rz z) = u(x +rz), z z
v 0B1| Jop, dr |0B1| Jog,
1 E—x
= — Vu(§), > ds(§).
|8B(x,r)| 8B(x;r)< ( ) r ( )

Fiir die duflere Einheitsnormale an die Kugel B(z;7) gilt

v(©)= """ ¢coBlur),

- 9
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und aus dem Gauflschen Satz folgt

L (a0 55 ) s = [ vue e asie) = [ i (Tutu)ay
OB (x;r) OB(x B(z;r)
: /B
Damit ist bewiesen. Es gilt weiter
1
p(r) —u(z) = 0B Jonen u(§) — u(z) dS(), (7.22)
also
1
|o(r) —u(z)] < 0B Jonn, u(€) — u(x)]dS() < csup |u(€) —u(z)]. (7.23)
Da u stetig ist in x, folgt . O

Definition 7.5 (Subharmonische Funktion, Superharmonische Funktion)
Sei 0 C R™ offen. Eine Funktion u € C*(Q) heifit subharmonisch in Q, falls gilt

— Au(x) <0, fir allex € Q, (7.24)
und superharmonisch in 2, falls gilt
— Au(x) >0, fir alle x € Q. (7.25)

O

Folgerung 7.6 FEs licge die Situation von Lemmal7.4 vor. Ist u auferdem subharmonisch,
so gilt

1
ur) < —— u(£)ds(&), 0<r<R, 7.26
D= BB Sy " P (7:20)
sowie ]
< — . .
u(x)_lB x'r|/m)u(y)dy, 0<r<R (7.27)

Beweis: Da ¢’ > 0, folgt ([7.26} - direkt aus ) und - Aus ([7.26) folgt nun

u(w) Bz 7) /|anp|dp</ /wm £)ds(e )dp_/mu@)dy

mit Satz und Formel ([7.14)), also ist ([7.27)) gezeigt. O

Ist u superharmonisch (statt subharmonisch), so kénnen wir Satz und Folgerung
auf —u anwenden und erhalten die umgekehrten Ungleichungen in ([7.26)) und ([7.27)).
Daraus ergibt sich nun die Mittelwerteigenschaft.
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Satz 7.7 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei ) C R™ offen, u harmonisch in 2. Dann gilt

1 1

BB o " T B ST

fiir alle x € Q und alle v > 0 mit K(x;r) = B(z;r) C Q. O

Fiir den Spezialfall n = 2 ergibt sich die erste Gleichung in ([7.28)) direkt aus dem Inte-

gralsatz von Cauchy (siehe Vorlesung Funktionentheorie).

Eine Umkehrung gilt ebenfalls.

Satz 7.8 Sei 2 C R" offen, sei u € C*(Q), und es gelte

1

u(z) = 10BN Jonen u(§) dS(§) (7.29)

fir alle x € Q und alle r > 0 mit K(x;7r) = B(x;r) C Q. Dann ist u harmonisch in .

Beweis: Bezeichnen wir die rechte Seite von (7.29) wieder mit ¢(r), gilt ¢'(r) = 0, da die
linke Seite nicht von r abhéngt. Wére u nicht harmonisch, so gibe es wegen der Stetigkeit
von u eine Kugel K(x;r) C Q mit Au # 0 in K(x;r). Aus der Formel wiirde nun
¢'(r) # 0 folgen, ein Widerspruch. O

Wir erinnern daran: Eine Menge 2 C R"™ heifit Gebiet, wenn sie offen und zusam-
menhéngend ist. Ergdnzung: Ein metrischer Raum (X, d) heifit zusammenhéngend, wenn
() und X die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind. (Siehe weiter unten.)

Satz 7.9 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet, sei u € C*(Q) N C(Q) subharmonisch in
Q. Dann gilt

= , 7.30
maxu(y) = maxu(y) (7.30)
Fualls es ein x € ) gibt mit
u(r) = maxu(y), (7.31)
ye

so st u in Q) konstant.

Beweis: Da u sowohl auf Q als auch auf 99 ein Maximum annimmt, folgt die erste
Behauptung aus der zweiten. Es gelte nun (7.31). Wir setzen M = u(z). Sei r > 0 so,
dass r < dist (x,0Q). Dann gilt

1
M =u(z) < —/ u(y)dy < u(z) =M. (7.32)
’B(Qj’, 71)‘ B(z;r)
(Die erste Ungleichung folgt aus Satz[7.4] die zweite aus (7.31).) Aus (7.32)) folgt nun, dass
win B(x;r) konstant gleich M ist. Es folgt weiter, dass die Menge A = {y : y € Q, u(y) =
M} offen ist in M; als Urbildmenge einer abgeschlossenen Menge ist A auch abgeschlossen

in M. Wegen z € A ist A # (), und da Q zusammenhéngend ist, folgt A = Q. O
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Folgerung 7.10 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen)
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, sei u € C*(Q2) N C(QL) harmonisch in Q. Dann gilt:
Entweder ist u auf Q konstant, oder es gilt

min u(y) < u(z) < iré%u(y) ., fir alle z € Q. (7.33)
Beweis: Anwendung von Satz [7.9| auf v und —u. O

Erginzung: Zusammenhangsbegriffe. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir sagen,
dass X wegzusammenhingend ist, wenn je zwei beliebige Punkte x,y € X sich durch
einen Weg verbinden lassen, das heifit, es gibt eine stetige Funktion ~ : [0,1] — X mit
7(0) =z und y(1) = y.

Jede konvexe Menge ist wegzusammenhéangend, also auch alle offenen Kugeln im R".

(X, d) heifit zusammenhéngend, falls gilt: Ist A eine nichtleere Teilmenge von U, welche
relativ zu U sowohl offen als auch abgeschlossen ist, so muss A = U gelten.

Satz 7.11 (Zwischenwertsatz) Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume, f: X —
Y stetig. Ist X zusammenhdngend, so auch f(X).

Beweis: Sei A C f(X) nichtleer, offen und abgeschlossen in f(X). Dann ist f~*(A)
nichtleer, offen und abgeschlossen in X, da f stetig ist. Da X zusammenhéngend ist, folgt

YA =X. Alsoist AD f(f 1) (A) = f(X) und damit A = f(X). O

Eine Funktion f : X — R heifit lokal konstant, falls es zu jedem x € X eine Kugel
B(z;¢e) gibt, auf der f konstant ist.

Satz 7.12 Sei U C R" offen. Dann sind dquivalent:

(i) U ist wegzusammenhingend.

(i1) U ist zusammenhdngend.

(i11) Jede lokal konstante Funktion f:U — R ist konstant.

Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei A eine solche Teilmenge. Sei y € U beliebig. Wir wihlen ein z € A
und einen Weg v von z nach y. Sei

s=sup{t € [0,1] : v(t) € A}.

Ist t, T s mit y(t,) € A, so folgt v(s) € A, da A abgeschlossen und ~ stetig ist. Da A
offen ist, muss s = 1 gelten, also y = y(1) € A. Da y beliebig war, folgt A = U.
“(ii)=-(iii)”: Sei f : U — R lokal konstant. Sei x € U beliebig. Wir setzen

A= (f@) ={yeU: fly) = fx)}.

A ist nichtleer, da x € A. A ist offen, da f lokal konstant ist. A ist abgeschlossen als
Urbild der abgeschlossenen Menge {f(x)}, da f als lokal konstante Funktion stetig ist.
Nach Voraussetzung ist A = U, also f konstant auf U.

“(iil)=>(1)": Sei « € U. Sei f : U — R definiert als f(y) = 1 falls es einen Weg von z
nach y gibt, und f(y) = 0 andernfalls. Da offene Kugeln im R" wegzusammenhéngend
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und damit zusammenhingend sind, gilt fiir jede offene Kugel B C U, dass f(B) zu-
sammenhéngend ist, also muss entweder f|B = 1 oder f|B = 0 gelten. Also ist f lokal
konstant und nach Voraussetzung konstant auf U. Da f(z) = 1, folgt f = 1 auf U. Also
ist U wegzusammenhéngend. O

Die Implikationen “(i)=-(ii)” und “(ii)=-(iii)” gelten fiir beliebige Teilmengen U des R™.
(Siehe den Beweis.)

Es gibt Teilmengen von R?, die zusammenhingend aber nicht wegzusammenhéngend sind.
Ein Beispiel ist die Menge

M=MUM, M={0,y):yeR}, M,={(zsin(l/z)):z>0}.

Es gibt keinen Weg in M, der diese beiden Mengen verbindet. Andererseits sind M;
und M, fiir sich genommen wegzusammenhéngend, also zusammenhéngend. Ist A C M
nichtleer, offen und abgeschlossen relativ zu M, so sind A N M; und A N M, offen und
abgeschlossen relativ zu M, bzw. M,. Es folgt AN M, = M; oder AN M, = (), dasselbe
fiir AN Mj. Aber M, ist nicht abgeschlossen in M, und M; ist nicht offen in M.
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