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1 Variationsungleichungen, Konvexe Optimierung

Variationsungleichungen stehen in engem Zusammenhang mit der Minimierung von Funk-
tionen auf konvexen Mengen.

Problem 1.1
Sei V' Vektorraum. Wir betrachten

min J(v), (1.1)
wobei J 1V — R eine Abbildung und K C V' eine konvexe Menge ist. Fin u € K heifft
Lésung von (1.1), falls J(u) < J(v) gilt fir allev € K. 0

Definition 1.2 (Richtungsableitung)
Sei V' Vektorraum, J : V — R, uw eV und h € V. Falls der Grenzwert

J(u: ) = Tim J(u+th) — J(u)

1.2
in ; (1.2)

ezistiert, so heifit er die Richtungsableitung von J in u in Richtung h. J heifst richtungs-
differenzierbar in w, falls J'(u; h) existiert fir alle h € V.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dafl die Richtungsableitung positiv homogen ist,
J(u; Ah) = AT (u;h), uw,heV,A>0. (1.3)

Definition 1.3 (Zuléssige Richtung)
Sei V- Vektorraum, K C V, u € K. Ein h € V heif§it zulissige Richtung in u (beziglich
K), falls es ein € > 0 gibt mit [u,u+ch] C K. O

Wir erinnern an die Notation
[u,v] = {tv+ (1 —t)u:t € [0,1]}

fiir die Verbindungsstrecke zwischen « und v.

Ist h zulédssige Richtung in wu, so ist auch th zuléssige Richtung in w, fiir jedes ¢ > 0. Ist
K C V konvex, so ist h eine zuldssige Richtung in u genau dann, wenn h = t(v — ) fiir
einv € K und ein ¢t > 0.

Satz 1.4 Sei V' Vektorraum, K C V, J:V — R, u € V, J richtungsdifferenzierbar in
u. Ist u ein Minimum fiir J beziglich K, so gilt

J'(u;h) > 0 (1.4)
fiir alle zuldssigen Richtungen h.

Beweis: Ist h zulédssige Richtung, so ist J(u+th)—J(u) > 0 fiir hinreichend kleines ¢ > 0.
O



Eine Aussage der Form “J'(u;h) > 0 fiir alle zuléssigen Richtungen h” ist ein typisches
Beispiel fiir eine Variationsungleichung.

Ein wichtiger Spezialfall von Problem 1.1 liegt vor, wenn die Funktion J ebenfalls konvex
ist. Man spricht dann von einem konvexen Optimierungsproblem.

Erinnerung: J : K — R heifit konvex auf der konvexen Menge K C V/, falls
J(Av 4+ (1 = XNu) < AJ(v) + (1 = X)J(u)

gilt fiir alle u,v € K und alle A € [0, 1]. J heifit strikt konvex auf K, falls
J(Av+ (1= Nu) < AJ(v) + (1 — N)J(u)

gilt fiir alle u,v € K und alle A € (0, 1).

Wir zeigen nun, dass konvexe Funktionen richtungsdifferenzierbar sind (siehe unten, Satz
1.7).

Lemma 1.5 Set K C R konvex, p : K — R konvex, x € K. Dann wird durch

d@%:¢@+¢i—¢@) (1.5)

eine monoton wachsende Funktion d : (0,00) Ndomd — R definiert, wobei domd = {t :
teR, x+te K}. Ferner gilt d(—t) < d(t) fir jedes t > 0 mit t,—t € domd.

Beweis: Fir 0 < s < t ist

x+s:t;8x+§(x+t), (1.6)
also
t—s S
pla+s) < ——p(a) + oz +1). (1.7)

Subtraktion von ¢(x) und Division durch s liefert

p(r+s) —p(x) _ plr+t)— o)

d(s) = . < ; =d(t). (1.8)
Es gilt weiter fiir t > 0 . |
plr) < gola—1) + gola+1), (1.9
also p(z) — p(x —t) < p(z +1t) — ¢(z) und damit
pla —1) —pz) _ pla+t) —pla) (1.10)
—t =
O

Lemma 1.6 Sei K C R konvex, p : K — R strikt konvex, x € K. Dann ist

d@%=¢@*¢i_¢@> (1.11)

streng monoton wachsend in (0,00) N domd.
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Beweis: Wie der Beweis von Lemma 1.5, aber mit der strikten Ungleichung. O

Satz 1.7 Sei V. Vektorraum, J : V — R konvex, u € V. Dann existiert J'(u; h) fir jedes

h eV, und es gilt
J(u+th) — J(u)

10 .
J'(u;h) = %gg ; (1.12)
Ferner gelten
J'(u;h) < J(u+h) — J(u), (1.13)
sowe
—J' (u; —h) < J'(u; h). (1.14)

Beweis: Nach Lemma 1.5, angewendet auf ¢(t) = J(u + th), ist der Differenzenquotient

() = J(u—i—tf;)—J(u) (1.15)

monoton wachsend auf (0, 00) und dort nach unten beschréinkt (z.B. durch d(—t) fir ein
beliebiges ¢ > 0), also existiert limyjodp(t) und ist gleich inf;~dp(t). Wegen dp(1) =
J(u+h) — J(u) gilt (1.13), und (1.14) folgt aus

J(u—th) — J(u)

_ t = dy,(—t) < dp(t), (1.16)

durch Grenziibergang ¢ | 0. O

Satz 1.8 Sei V' Vektorraum, K C V konvex, J : K — R konvex. Dann ist die Menge
aller Losungen von Problem 1.1 konvex. Ist J strikt konvex, so gibt es hdchstens eine
Lésung. Fin u € K st genau dann Ldsung, wenn

J'(uw;v—u) >0, firaleveK. (1.17)

Beweis: Die Menge aller Losungen ist gegeben durch die Menge
S={u:uekK, Ju) < in}f{J(v)}, (1.18)
ve

welche konvex ist, da J und K konvex sind. Ist J strikt konvex, so ist

J (“‘2”> < %J(u) + %J(v), (1.19)

falls u,v € K und u # v, also ist S hochstens einelementig. Ist nun u Losung und v € K
beliebig, so ist v — u zuldssige Richtung in « und daher J'(u;v — u) > 0 nach Satz 1.4.
Gilt umgekehrt (1.17) und ist v € K, so ist J(v) — J(u) > 0 wegen (1.13). O

Satz 1.8 zeigt, dass Losungen konvexer Optimierungsprobleme charakterisiert werden
durch Variationsungleichungen. Ob iiberhaupt eine Losung existiert, ist eine andere Fra-
ge. Falls V' endlichdimensional ist, geniigt es, dass K abgeschlossen und beschrénkt ist,
da daraus die Kompaktheit folgt und auflerdem im Endlichdimensionalen jede konvexe
Funktion stetig ist. Falls V' unendlichdimensional ist, geht es nicht so einfach.
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Problem 1.9 (Quadratisches Minimierungsproblem)
Sei V' Vektorraum, sei K C V' konvex, seia : V XV — R eine symmetrische Bilinearform,
sei F:'V — R Linearform. Wir betrachten das Problem

min J(v), gKM::%Muvy—FQQ. (1.20)

veK

O

Lemma 1.10 In der Situation von Problem 1.9 qilt: Ist die Bilinearform a auflerdem
positiv semidefinit, das heifit, a(v,v) > 0 fir alle v € V, so ist J konvex. Ist a positiv
definit, das heif$t, a(v,v) > 0 fir allev € V mit v # 0, so ist J strikt konvezx. In jedem
Fall gilt

J'(u;h) = a(u,h) — F(h), firalleheV. (1.21)

Beweis: Seien u, h € V beliebig mit h # 0, wir definieren

Ju,h ZRHR, Ju,h(t) = J(u+th)

Es gilt
Jun(t) = J(u) + %(a(u, th) + a(th,u) + a(th,th)) — F(th)
:ﬂm+aqwm_Fm»+%Mmm. (1.22)

Ist a(h, h) > 0, so ist die quadratische Funktion J, ; konvex. Da h beliebig ist, ist auch J
konvex. Analog ergibt sich, dass J strikt konvex ist, falls a(h, h) > 0 gilt fiir alle A # 0.
Aus (1.22) folgt weiter

J'(u;h) = J,,,(0) = a(u, h) — F(h).
O

Satz 1.11 Es liege die Situation von Problem 1.9 vor, sei die Bilinearform a auferdem
positiv definit. Fiir u € K gilt dann

J(u) = min J(v) & a(u,v —u) > F(v—u) YveK. (1.23)

veK

Es gibt hochstens ein u mit dieser Eigenschaft.
Beweis: Folgt aus Satz 1.8 und Lemma 1.10. O

Folgerung 1.12 In der Situation von Satz 1.11 gelte K = z + W, wobei z € V und W
ein Unterraum von V ist. Dann gilt

J(u) = min J(v) & a(u,h) = F(h) YheW. (1.24)

veK



Beweis: Da h € W genau dann gilt, wenn v + h € K, ist die rechte Seite in (1.23)
aquivalent zu

a(u,h) > F(h) VYheW.
Da aus h € W auch —h € W folgt, konnen wir “>” durch “=" ersetzen. O

Insbesondere wird im Falle K = V (Minimierung einer quadratischen Funktion ohne
Nebenbedingungen) die Variationsungleichung zur Variationsgleichung

a(u,v) = F(v), firallevelV. (1.25)

Die Voraussetzung “a symmetrisch” ist keine Einschriankung in Problem 1.9. Ist ndmlich
a eine beliebige Bilinearform, so wird durch

Asym (U, V) = %(a(u, v) + a(v,u))
eine symmetrische Bilinearform definiert mit der Eigenschaft
a(v,v) = agym(v,v), firalleveV.
Problem 1.13 (Hindernisproblem: Modellsituation)

Sei 2 C R™ offen und beschrinkt, seien f: € — R und ¢ : Q@ — R gegeben mit ¢ < 0 auf
0. Wir suchen eine Funktion u : Q — R mit u = 0 auf 0S), welche das Funktional

1
J(v) = 5/ V()2 de — / F@)o(z) dz (1.26)
Q Q
manimiert unter der Nebenbedingung

v(x) > Y(x), fir allex €. (1.27)

O
Problem 1.13 ergibt sich aus Problem 1.9, wenn wir setzen
a(u, v) = / (Vu(z), Vo(z)) dz,  F(o) = / f@p(a)de, K={v:v>e}. (1.28)
Q Q

Die richtige Wahl des zugrundeliegenden Vektorraums V' ist nicht offensichtlich; sie wird
im Zusammenhang mit der Losbarkeit des Problems noch besprochen werden. Die Varia-
tionsungleichung in Satz 1.11 wird zu

/ (Vu(z), V(v —u)(x)) de > / f@)(v—u)(x)dr, firalleve K. (1.29)
Q Q

Fiir den Fall ohne Hindernis K = V erhalten wir geméfl (1.24) die Variationsgleichung

/Q<Vu(:c),Vv(x)> dx = /Qf(x)v(x) dr, firallevelV. (1.30)



Partielle Integration ergibt (falls erlaubt), wenn wir u = v = 0 auf JQ voraussetzen,

/Q<vu()vu( 0) do =} /au Voro(z) do =3 /a?

_/Q <Za@2u(1’)) v(z) dx:—/QAu($)v($) dx . (1.31)

Die Variationsgleichung (1.30) wird also zu

/ —Au(z)v(z)de = / f(z dr, furalleveV. (1.32)
Umfasst V' hinreichend viele “Testfunktionen” v, so lasst sich aus (1.32) schlielen, dass
—Au(z) = f(z), xe€Q, (1.33)

die Randbedingung
u=0, aufoq, (1.34)

setzen wir ohnehin voraus. Umgekehrt erhalten wir (1.30) aus (1.33), (1.34) durch Multi-
plikation mit v und Integration iiber 2. Wir erkennen also, dass die Losung des Randwert-
problems (1.33), (1.34) in einem geeigneten (formal zu prézisierenden) Sinn dquivalent ist
zur Minimierung des quadratischen Funktionals (1.26) auf V. Diese Aquivalenz heifit das
Dirichlet-Prinzip.

Wir betrachten nun den Fall mit Hindernis K = {v : v > 9} und nehmen einmal an, dass
es eine Losung u : 2 — R der Variationsungleichung (1.29) gibt. Der Bereich ) zerfillt in
zwei Teile,

G={z:zeQ,ux) >y}, I={x:2€Q,ulr)=1)}. (1.35)
Auf der Koinzidenzmenge [ fallt die Losung mit dem Hindernis zusammen. Wir betrachten
das Verhalten der Losung auf G. Sei zy € G, es gebe €,1 > 0 so dass u(z) > ¥(z) + ¢ fiir
alle x mit |z — xo| < n. Sei nun h € C§°(B(xp;n)) beliebig. Dann gilt
v=u+the K,

falls ¢ > 0 hinreichend klein ist, und es folgt aus (1.29)

/ (Vu(z), V(th)(z)) da > / F@)th(z
Q
Da h beliebig war, folgt

/ (Vu(x),Vh(x)) de = / f(x)h(z)de, firalle h € C3°(B(zo;n)). (1.36)
B(zoin) B(zo;n)
Da h = 0 auf 0B(xo;7n), ergibt sich wie im Gleichungsfall durch partielle Integration
/ —Au(z)h(z)dr = / f(z)h(x)dx, furalle h € C3°(B(zo;7m)),  (1.37)
B(zo;n) B(zo;n)
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und hieraus
—Au(x) = f(z), in B(zo;n).

Wir erwarten daher als Ergebnis
—Au(z) = f(z), z€G. (1.38)
Die Bereiche G und I haben einen gemeinsamen Rand
oG Nol. (1.39)

Er wird als freier Rand bezeichnet und ist zunéchst wie auch G und I unbekannt. Sein
Verlauf ist ein wesentliches Merkmal der Losung, solche Probleme werden daher auch
Freie Randwertprobleme genannt.

Man wird erwarten, dass in den Ableitungen der Losung u gewisse Unstetigkeiten auftre-
ten. Ist
—Au=f inG, —Au=-A¢y inl,

so wird Au entlang des freien Randes unstetig sein, auler wenn dort —Av(z) = f(z) gilt
(wozu es aber normalerweise keinen Grund gibt).



2 Variationsungleichungen: Existenz und Eindeutig-
keit

Wir untersuchen als erstes die Frage der Eindeutigkeit.
Ist V ein Vektorraum, so bezeichnen wir mit

V# ={F| F:V — R linear} (2.1)

den algebraischen Dualraum von V.

Problem 2.1
Sei V. Vektorraum, K CV, A:V — V#, F e V#. Gesucht ist ein u mit
ue kK, (2.2)
(Au)(v —u) > F(v—u), firalleveK. (2.3)
(I

Im Fall K =V ist (2.3) dquivalent zur Gleichung
Au=F. (2.4)

Ist V = R" und identifizieren wir V# mit R", so stellt (2.4) ein Gleichungssystem von n
Gleichungen mit n Unbekannten dar.

Definition 2.2 (Monotoner Operator)
Sei V' Vektorraum. Eine Abbildung (Operator) A : V — V# heifit monoton, falls

(Av — Aw)(v —w) >0,  fir allev,w € V. (2.5)
A heifit strikt monoton, falls

(Av — Aw)(v —w) >0,  fir alle v,w € V mit v # w. (2.6)

Falls A linear ist, sind (2.5), (2.6) dquivalent zu
(Av)(v) >0 firalleveV; (Av)(v) >0 firalle v € V mit v # 0. (2.7)

Strikte Monotonie impliziert Eindeutigkeit.

Satz 2.3 Sei V. Vektorraum. Ist A : V. — V# strikt monoton, so hat Problem 2.1
hdochstens eine Lisung.

Beweis: Seien uy, us Losungen von Problem 2.1. Dann gilt

(Aul)(UQ — Ul) Z F(Ug — ul) s
(Aug)(up — ug) > Flug — ug) .



Addition fithrt auf
(Au1 — AUQ)(UQ - Ul) Z 0.

Wire uy # ug, so wire (Auy — Aug)(us — uy) < 0. Also folgt u; = us. O

Wir untersuchen nun die Abhéngigkeit der Losung von der rechten Seite F. Ist (V.|| - ||)
ein normierter Raum, so bezeichnen wir mit

V*={F| F:V — R linear und stetig} (2.8)

den Dualraum von V' im Sinne der Funktionalanalysis.

Problem 2.4
Sei V- normierter Raum, K CV, A:V = V* F € V*. Gesucht ist ein u mit
uec K, (2.9)
(Au)(v —u) > F(v—u), firalleveK. (2.10)
O

Satz 2.5 Sei V normierter Raum, es gebe ein ¢, > 0 mit
(Av — Aw)(v —w) > co|lv —w||*,  fiir alle v,w € V. (2.11)

Sind uy, uy Losungen von Problem 2.4 zu den rechten Seiten Iy, Fy, so gilt

1
lur = wal] < —[[F2 = Fo|. (2.12)

Beweis: Wie im Beweis von Satz 2.3 fiihrt

(Auy)(ug —ur) > Fi(ug —u1),
(AUQ>(U1 — Ug) 2 Fg(ul — UQ) .

durch Addition auf
(AU1 — AUQ)(’LLQ — Ul) 2 (F1 — Fg)(UQ — Ul) .
Aus (2.11) folgt weiter

0 S ca||u1 — UQH%/ S (Au1 — AU,Q)(Ul — UQ) S (Fl — FQ)(U,l — Ug)
< [|F — B3

v llU1 — u2HV7

und hieraus die Behauptung. O
Problem 2.6

Sei V' normierter Raum, K CV,a:V xV — R Bilinearform, F' € V*. Gesucht ist ein
u mit

wek, (2.13)
a(u,v —u) > F(v—u), firalevelkK. (2.14)
a



Definition 2.7 (V-Elliptizitit, Stetigkeit)
Sei V' normierter Raum. Eine Bilinearform a : V XV — R heifit V -elliptisch, falls es ein
cq > 0 gibt mit

a(v,v) > c.llv||*,  fiir allev € V. (2.15)

Die Bilinearform a heifit stetig, falls es ein Cy > 0 gibt mit
la(v, w)| < Collv|| [|Jw|,  fir alle v,w € V. (2.16)

O

Lemma 2.8 Sei V' normierter Raum, a : V x V — R Bilinearform. Ist a stetig, so wird
durch
(Av)(w) = a(v,w) (2.17)

eine lineare stetige Abbildung A :V — V* mit ||A|| < C, definiert.

Beweis: Fiir v € V wird durch w +— a(v,w) eine lineare Abbildung definiert, welche
wegen (2.16) stetig ist mit
|Avlly. < Callelly - (2.18)

Die Abbildung A : V' — V* ist linear und wegen (2.18) stetig mit ||Al| < C,. O

Satz 2.9 Sei V normierter Raum, a : 'V x V. — R Bilinearform. Ist a stetig und V -
elliptisch, so hat Problem 2.6 hochstens eine Losung. Sind uy, us Losungen von Problem
2.6 zu den rechten Seiten I, Iy, so gilt

1
[ur — ua| < C—||F1 — Byl (2.19)

a

Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemma 2.8 und Satz 2.5, da (Av — Aw)(v — w) = a(v —
w,v —w) fiir alle v,w € V. |

Wir beschéftigen uns nun mit der Existenz.

Problem 2.10
Sei V' Hilbertraum, K C V konvex, abgeschlossen und nichtleer, a : V x V — R Bilinear-
form, F € V*. Gesucht ist ein u mit

uwe K, (2.20)
a(u,v —u) > F(v—u), firalleveK. (2.21)
O

Es wird sich herausstellen, dass Stetigkeit und V-Elliptizitit der Bilinearform a hinrei-
chend sind fiir die Existenz einer Losung.

Fiir abgeschlossene konvexe Mengen im Hilbertraum gilt der Projektionssatz.
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Satz 2.11 (Projektionssatz im Hilbertraum)
Sei V' Hilbertraum, K C V abgeschlossen und konver, K # (. Dann gibt es zu jedem
f eV genau ein u € K, so dass

If = ull = min | f =[], (2.22)
und es gilt
(f —u,v—u) <0, firalleveK. (2.23)
Wir schreiben
u=pg(f). (2.24)
Beweis: Siche Funktionalanalysis. O

Die Situation des Projektionssatzes stellt einen Spezialfall von Problem 2.10 dar. Wir
wiéhlen als Bilinearform a das Skalarprodukt von V|

a(v,w) = (v,w) . (2.25)
Sei aulerdem R : V — V* die Riesz-Abbildung, definiert durch

(Rf)(v) =(f,v), fveV. (2.26)

Der Satz von Riesz besagt, dass R : V' — V* bijektiv ist. Da ||Rf||v+ = || f|lv, sind R und
R~ stetig mit ||R]| = ||R7Y|| = 1.

Fir F = Rf ist u = pg(f) wegen (2.23) nichts anderes als die Losung von

uec K, (2.27)
(u,v —u)y > F(v—u), firalleve K. (2.28)

Die zugehorige quadratische Funktion ist

1 1 1
Tw) = a(o,0) — F(o) = 3ol = {f,0) = 5llo = FI? + S 1717

Die Minimierung von J ist dquivalent zur Minimierung in (2.22).

Fiir die Bilinearform a gilt ¢, = C, = 1 wegen (2.25), also folgt aus Satz 2.9

Ipr (f1) — px(f2)l| < [[Rfi — Rfa|l = || f1 — fall , (2.29)

das heifit, die Projektion pg ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1.

Den Fall einer beliebigen Bilinearform kénnen wir wie folgt auf den Spezialfall (Projektion
im Hilbertraum) zuriickfithren. Sei v € K. Die Ungleichung

a(u,v —u) > F(v—u), firalleve K, (2.30)
ist wie in Lemma 2.8 beschrieben dquivalent zu

(Au— F)(v —u) >0, firalleve K, (2.31)

11



also mit der Riesz-Dualitédt auch dquivalent zu
(R"YAu—F),v—u) >0, firalleveK, (2.32)
und schlieBlich, fiir beliebiges 8 > 0, dquivalent zu
([u—0R " (Au—F)] —u,v—u) >0, firalleve K. (2.33)
Die Variationsungleichung (2.33) bedeutet aber nichts anderes als
u=pg(u—OR(Au — F)). (2.34)
Bei (2.34) handelt es sich um eine Fixpunktgleichung.

Satz 2.12 (Existenz und Eindeutigkeit)

Sei V' Hilbertraum, a : 'V x V. — R Bilinearform. Ist a stetig und V -elliptisch, so hat
Problem 2.10 genau eine Lisung. Sind uy, us Losungen von Problem 2.10 zu den rechten
Seiten Fy, Fy, so gilt

1
lur = wof| < —| By = Bl (2.35)

Beweis: Wir wenden den Banachschen Fixpunktsatz auf (2.34) an. Fiir > 0 definieren
wir Ty : V' — V durch
Ty(v) = px(v — OR ™ (Av — F)).

Fiir beliebiges v, w € V gilt (mit den Konstanten ¢, und C4 aus Definition 2.7)

1 To(v) — To(w)[|* < [|(v = w) — R (Av — Aw)]|?
= |lv —wl|* — 26 <R_1(Av — Aw),v — w> + 0?||R7 (Av — Aw)|?
= [lv — wl|]* — 20(Av — Aw) (v — w) + 6*|| Av — Aw|?
< v — wl]f* = 20c,[|v — w|]* + 0*CH|lv — w]|?
= (1 — 2c,0 + CA6%)||lv — w|?,

also ist Ty eine Kontraktion, falls § > 0 hinreichend klein ist. Die Gleichung (2.34) hat
also eine eindeutige Losung u € V', welche in K liegt, da px (V) = K. O

Hervorzuheben ist, dass in Problem 2.10 und Satz 2.12 auch nicht symmetrische Bi-
linearformen a erfasst werden, also auch Fille, in denen die Variationsungleichung nicht
aus einem Optimierungsproblem gewonnen wird.

Im symmetrischen Fall lédsst sich ein Existenzsatz fiir die Variationsungleichung auch aus
einem Existenzsatz fiir das entsprechende Minimierungsproblem herleiten.

Problem 2.13
Sei V' Hilbertraum, K C V konvexr und abgeschlossen, K # (0, sei J : V — R konvex.
Gesucht ist ein u € K mat

J(u) = min J(v) . (2.36)

veK
O

In der Funktionalanalysis lédsst sich der folgende Satz beweisen.
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Satz 2.14 Sei V' Hilbertraum, J : V — R konvex und stetig. sei (u,)nen eine Folge in V.
Dann gilt:
Up, — U = J(u) < liminf J(uy,) . (2.37)

n—oo

O

In (2.37) bezeichnet u,, — u die schwache Konvergenz in V', welche im Hilbertraum
dquivalent ist zu

(fiun) — (f,u) , firalle feV. (2.38)
Eine Funktion J mit der Eigenschaft (2.37) heifit schwach von unten folgenhalbstetig.

Satz 2.15 Sei V' Hilbertraum, J : V — R konvez, stetig und koerziv, das heifit,

lim J(v) =o00. (2.39)

[[v]| =00

Dann hat Problem 2.13 eine Lésung u € K.

Beweis: Sei (u,,),en eine Minimalfolge fiir Problem 2.13, das heift, u,, € K fiir allen € N,
J(uy,,) ist monoton fallend und

J(uy) — in}f( Jv)=1a, «a€[-00,). (2.40)

ve

Aus der Koerzivitdat (2.39) folgt, dass (uy)nen beschriankt ist. Da im Hilbertraum jede
beschriankte Folge eine schwach konvergente Teilfolge hat, gibt es ein © € V und eine
Teilfolge (un, )ren mit
—u, firk — oo. (2.41)

Un,,

Da im Hilbertraum jede abgeschlossene Menge K auch schwach abgeschlossen ist, folgt
u € K. Aus Satz 2.14 folgt weiter

J(u) < liminf J(u,, ) = a = inf J(v), (2.42)

k—oo veEK

also ist & > —oo und J(u) = . O

Ist nun a eine symmetrische, V-elliptische und stetige Bilinearform auf V', so kénnen wir
die Existenz einer Losung von Problem 2.10 auch erhalten, indem wir Satz 2.15 auf die
quadratische Funktion

J(u) = %a(u, u) — F(u) (2.43)

anwenden. (Aus der V-Elliptizitdat von a folgt, dass J koerziv ist.)
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3 Das Hindernisproblem: Eindeutige Losbarkeit

Wir behandeln das Hindernisproblem aus Kapitel 1 in einer geringfiigig allgemeineren
Version. Statt —Awu = f betrachten wir Lu = f mit einem Operator L der Form

Lu = —div (A(z)Vu) = — Z di(ay;(x)05u) (3.1)

wobei A :  — R™™ eine ortsabhingige Matrix von Koeffizienten darstellt. Die zugehori-
ge Bilinearform ist

a(u, v) = / (A(z)Vu(z), Vo(z)) dz. (3.2)
Q
Voraussetzung 3.1 Sei A € L=(;R™™) es gebe ein ¢, > 0 mit

MA@ =) Gay(x) > calé®,  fiir alle £ €R”, 2 € Q. (3.3)
ij=1
O

Hat der Differentialoperator L die Eigenschaft (3.3), so heifit er gleichméifig elliptisch.
Es gilt dann

a(v,v):/Q<A(x)Vv(x),Vv(:p)> dx:/Vv(a:)TA(x)Vv(x) dx

Q
> /QCQ\VU(:U)F dr = c,||Volf3, (3.4)
falls Vo € L?(Q;R") ist. Aus der Beschrinktheit von A folgt analog, dass
a(u, v) = /QVU(x)TA(x)Vu(x) iz < /QM|Vu(x)| Vo) de < M|Vul, [Voll,, (3.5)
mit einer von u und v unabhéngigen Konstanten M. (In der letzten Abschitzung wurde

die Holdersche Ungleichung verwendet.) Die Bilinearform a wird also V-elliptisch und
stetig, wenn wir

[oll = [[Voll, = /Q V()| do (3.6)
als Norm wéhlen. Der zugehorige Hilbertraum von Funktionen auf €2 ist der Sobolevraum
V =H} Q). (3.7)

Wir stellen die Definition und einige grundlegende Eigenschaften zusammen. Dafiir wird
der Begriff der schwachen Ableitung benétigt. Sei zuniichst v € C1(Q2), dann gilt mit
partieller Integration

/Q('?Z-v(:c)go(x) dr = —/Qv(a:)aigo(x) dr, firallepeD(Q),1<i<n, (3.8)

wobei
D(Q) = G (Q) (3.9)

die iibliche Bezeichnung fiir Raum der hier als Testfunktionen verwendeten unendlich
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager ist.

14



Definition 3.2 (Schwache Ableitung)
Sei Q C R™ offen, sei f € L}, (Q). Ein g € Li,.(Q) heifit schwache i-te partielle Ableitung
von f in ), falls

/g(:z:)go(x) de = — / f(x)0ip(x)dx,  fir alle ¢ € D(Q). (3.10)
Q Q
Wir schreiben wie bisher
g=0;f. (3.11)
(]

Falls eine schwache partielle Ableitung existiert, so ist sie eindeutig bestimmt (siehe unten,
Folgerung 3.11).

Ist « = (g, ...,q,) € N" ein Multiindex, so heifit g die schwache a-te Ableitung von f,
wenn

/ng)go(:c) dr = (—1)l /Q f(z)0%p(x)dz, fir alle p € D(Q). (3.12)

Definition 3.3 (Sobolev-Raum)
Sei Q C R"™ offen. Fir k € N, 1 < p < oo definieren wir

WHhP(Q) = {v:v € LF(Q), 0% € LP(Q) fiir alle || < k}. (3.13)

Fiir k£ = 0 bedeutet (3.13)
W (Q) = LP(Q).

Ist n > 1 und u € W'P(Q), so ist es moglich, dass u weder stetig noch beschriinkt ist,
beispielsweise ({2 = Einheitskugel)

u(z) = |z| 2, 5<g—1.

Satz 3.4 Sei 0 C R" offen, 1 < p < oo, dann ist W*P(Q) ein Banachraum mit der
Norm

3 =

lollyeney = | S 10002 = [0 / Po@)lPde | . 1<p<oo,  (3.14)

|| <k o] <k
[ollyrooiy = D 0%, p=oo0. (3.15)

o<k
0

Funktionen in Sobolevrdumen lassen sich durch C*°-Funktionen approximieren. Dadurch
ist es moglich, Aussagen und Formeln fiir Funktionen in Sobolevraumen durch Grenziiber-
gang in den entsprechenden Aussagen fiir C°°-Funktionen zu erhalten. Das geht umso
besser, je “besser” die Norm ist, in der eine solche Approximation méglich ist.
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Man erhélt approximierende glatte Funktionen durch Faltung mit geeigneten Glattungs-
funktionen. Wir definieren

T, B exp(—%), t>0,
v:R—->R, w(t)—{o’ £<0. (3.16)
YRR, @(r):@/J(l—TQ), (3.17)
miR" =R, m(e) = ad(a]), (3.18)

wobei a > 0 so gewahlt ist, dass

/n m(x)de=1. (3.19)

Wir definieren nun fiir ¢ > 0 die “Standardglattungsfunktion”

1 x
ne:R" =R, n(z)= gl (E) : (3.20)

Die Funktionen 7. sind offensichtlich radialsymmetrisch (d.h. sie hdngen nur von |z| ab),
und es gilt (siche Analysis 3)

ne € C3°(2), supp (n:) = K(0;¢), n.>0, / Ne(x)de =1. (3.21)

Dort haben wir auch gezeigt: Ist f € Cy(R™) und setzen wir ¢ = f % ., so gilt
fee Gt (R™), f®— f gleichmaBig fiir e — 0. (3.22)

Wir wollen Faltungen mit der Glattungsfunktion auch fiir solche Funktionen betrachten,
die nicht auf ganz R™ definiert sind. Ist U C R" offen, so setzen wir

U.={z:zeR" dist (z,U) < e}. (3.23)

Fiir f € L'(U.) setzen wir f = 0 auerhalb von U,, dann gilt
F ) =(fne)ly) = | flm(y—z)de= [ flo)n(y—=z)de, firalleyeU. (3.24)
R® U.

Definition 3.5 B B
Seien Q,U C R™ offen. U heifit kompakt in  enthalten, falls U kompakt ist und U C €
gilt. Wir schreiben

UccQ. (3.25)
(]

Ist 2 C R"™ offen, U CC (2, so ist
dist (U, 092) = xe(}gfem lz —y| >0. (3.26)

(Fiir Q = R" setzen wir dist (U, 092) = c0.)
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Lemma 3.6 Sei Q C R" offen, f € L} (Q), U CC Q, e < dist (U,00), sei f¢ = f*n..
Dann gilt
frec=W), N lpww S Wl 1<p<oo. (3.27)

Ist auflerdem supp (f) C 2, so gilt

feeCcge(Q2), falls e < dist (supp f, 02). (3.28)
Beweis: Es ist U. cC Q, f € L*(U.) und
ffly)y=1[ flem(y—x)dx, firalleyeU. (3.29)
Ue

Fiir alle Multiindizes « sind die Funktionen = — f(x)0%n.(y — z) auf U. gleichméflig in y
durch die integrierbaren Funktionen ||0°n.| . |f| beschrénkt, also existieren alle 0% f¢ in
U, also ist f* € C*(U). Sei nun f € LP(Q). Fiir 1 < p < o0, y € U gilt mit + +1 =1
und der Hoélderschen Ungleichung

S

Wl =| | @ty = o)de| < [ 1f @y - 2) ((y —@))sde  (3.30)

<(/ APty dx)}’ (/ RIEE ) . (331)

-

~~
=1

Es folgt fiir 1 <p < oo

/ PP dy < / @ Py — ) dedy = | |f@)P / 0y —o)dyde  (3.32)
U U JU. Ue U
< ; |f(z)|P dx . (3.33)

Fiir p = oo folgt (3.27) direkt aus (3.29). Die Behauptung (3.28) folgt ebenfalls aus (3.29),
dan.(y—z) =0 falls |y —z| > e. O

Lemma 3.7 Sei U C R" offen und beschrinkt, sei f € LP(U), 1 < p < co. Dann gilt
fe— fin LP(U) fir e — 0.

Beweis: Sei 0 > 0. Wir wéhlen g € Cp(R™) mit
If = gHLP(]R") <9,
siehe Satz 13.9, Analysis 4. Es folgt

[ fEHLp(U) <|f- 9||Lzr(U) +llg — g€||LP(U) + " — fEHLP(U) (3.34)
<20+ lg =9 N » (3.35)

da
S —f=gxn.—f*xn.=(g—f)
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und nach Lemma 3.6
||(g - f)€||LP(U) S ||g - f”LP(Rn) S 0.
Wegen g € Cy(R") gilt ¢¢ — g gleichméBig, also

hmsélp ||f o fEHLP(U) < 20 .
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O
Lemma 3.8 Seien Q,U C R" offen mit U CC ), seiv € WFP(Q), p < co. Dann gilt fiir
alle e mit 0 < e < dist (U,09), dass v¢ € C°(U) N WkP(U), und v¢ — v in WEP(U) fiir

e — 0.

Beweis: Sei ¢ < dist (U, 0€2). Nach Lemma 3.6 gilt v* € C*(U). Weiterhin gilt fiir alle
yelU

v (y /aane — z)v(z)dz = ( a'/an — z)v(z) dx
= /Q Ne(y — 2)0%v(x) dw = (e % 0")(y) -

Da 0% € LP(Q), folgt 0“v° € LP(U) aus Lemma 3.6, und 0%v* — 0% in LP(U) aus
Lemma 3.7. O

Satz 3.9 Sei Q C R™ offen und beschrinkt, sei v € W*P(Q), 1 < p < co. Dann gibt es
eine Folge (vp)nen in C°(Q) N WHEP(Q) mit v, — v in WEP(Q).

Beweis: Weggelassen. O
Satz 3.10 Sei Q C R" offen, sei f € L}, (), es gelte
/Qf(x)go(m) de =0, fir alle ¢ € D(9). (3.36)
Dann gilt f =0 fast iiberall.
Beweis: Sei zunéchst f € C(Q2). Wire f(y) # 0 fiir ein y € Q, so wére
| s@nty=a)ds 0.
falls ¢ > 0 hinreichend klein ist, im Widerspruch zu (3.36). Sei nun f € L{ (). Sei
U C R" offen, U CC Q, sei € > 0 so dass U CC U. CC Q. Sei p € Cg°(U) beliebig. Es ist
dann ¢° = p x 1. € C§°(), also
0= [ s@e@ s = [ 1@ [ e dyar - (3.37)
- / o) [ sty -y = [ o) way. (3.38)

Aus dem bereits Bewiesenen folgt félU = 0. Da f¢ — f in L*(U) nach Lemma 3.7, folgt
f =0 fast iiberall auf U. Da U beliebig war, folgt f = 0 fast iiberall auf §2. O
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Folgerung 3.11 Sei Q C R" offen. Ist f € L}, (). so sind die schwachen Ableitungen
eindeutig bestimmt.

Beweis: Sind g1, g2 € L}, .(Q) zwei Funktionen, die die Definition der schwachen Ableitung

erfiillen, so ist (3.36) erfiillt mit g; — g, an der Stelle von f. O

Definition 3.12 Sei Q C R™ offen, sei 1 < p < oo, k € N. Wir definieren W(f’p(Q) C
WHrP(Q) durch
Wy () = D(Q), (3.39)

wobei der Abschluss in der Norm von W*P(Q) gebildet wird. O

WP (Q) ist ein abgeschlossener Unterraum von W*?(Q) und damit ebenfalls ein Banach-
raum (mit der Norm von W¥5?(Q)). Wy*(Q) stellt einen Funktionenraum dar, dessen
Elemente auf 02 in einem “schwachen” Sinn verschwinden. Es ist ndmlich zunéchst nicht
klar, ob fiir ein allgemeines v € W*?(Q) die Aussage “v = 0 auf 9Q” Sinn macht, da v
nur bis auf eine Nullmenge im R" definiert ist, aber 92 normalerweise eine Nullmenge ist.

Definition 3.13 Sei Q2 C R" offen. Fir k € N definieren wir
HEQ) = WH(Q),  HEQ) = WE2(). (3.40)

O

Satz 3.14 Sei Q) C R" offen, k € N. Dann sind H*(Q) und HY(Q)) Hilbertrdume mit dem
Skalarprodukt

(U, 0) iy = Z (0%, 0%0) 120y = Z / (0%u(x),0%(x)) dx, (3.41)
|| <k la|<k V2
und es gilt
[Wllwra@) = /(0 V) ey, v EHY Q). (3.42)

Beweis: Die Eigenschaften des Skalarprodukts folgen unmittelbar aus den entsprechenden
Eigenschaften des Skalarprodukts im L?(£2). Offensichtlich gilt (3.42), und nach Satz 3.4
ist H*(Q2) vollstéindig. O

Satz 3.15 (Ungleichung von Poincaré und Friedrichs)
Sei Q C R™ offen, Q C [—R, R|"™. Dann gilt fiir jedes v € Hj(S2)

/ lv(2)]? dw < 4R2/ |00(z)Pde, 1<j<n, (3.43)
Q 0

also auch

/|U(x)]2dx §4R2/ Vo(z)[2 d. (3.44)
Q Q
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Beweis: Sei zuniéchst v € C§°(€2). Wir setzen v auf R" \ ©Q durch 0 fort, dann ist v €
CP(R™). Sei x = (z1,...,2,) € Q. Dann gilt

v(z) = v(— Rxg,... / Ou(t, e, ..., x,)dt,

also (Schwarzsche Ungleichung)

1 2 Z1 1
lv(z)]* = (/ 1-8lv(t,x2,...,xn)dt) S/ 12dt-/ (Ow(t, mg, ... x,))2dl

-R -R -R

R
< 2R/ (alv(th%'”?xn))Q dtv
—-R

also, da die rechte Seite nicht von x; abhéngt,

R R
/ lv(2))? dy < 4R2/ (Ovw(t, 2o, ..., x,)) dt . (3.45)
-R -R
Integration iiber die anderen Koordinaten x», ..., x, ergibt

/Q v(x)|” do < 4R? /Q (8yv(z))* dx,

Vertauschen der Koordinaten liefert (3.43) fiir beliebiges j. Sei nun v € H} () beliebig.
Wir wihlen eine Folge (vg)ren in C5°(Q2) mit vy — v in H(Q), dann gilt (3.43) fiir vy,
und nach Grenziibergang k — oo auch fiir v. O

Durch

[NIES

o]y = Z/ma )2 do (3.46)

lal—k
wird eine Halbnorm auf H*(Q) definiert mit
0] ey < 0] v - (3.47)
Satz 3.16 Sei Q) C R"™ offen und beschrinkt. Dann gibt es ein C' > 0 mit
0] ey < Clolgry,  fir alle v € H(’)“(Q). (3.48)
Beweis: Sei v € HE(Q), sei a Multiindex mit |a| = j —1, 1 < j < k. Dann folgt aus Satz

3.15
10°0]l5 < 4R*[0:0%]l5.,

also
D ollotvlly 4R Y 000 0ll; < 4R [0l
lal=5—1 lal=5-1 lal=j
also
ol3i-100) < 4R*|v[Hiq) »
also

k k
HUH%T’C(Q) = Z |U‘12LIJ'(Q Z (4R*)* ]’v|H’“ @) -
=0 j=0
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Folgerung 3.17 Auf dem Banachraum HE(Q) definiert | - |grq) eine zu || - || groy dqui-
valente Norm. O

Folgerung 3.18 Fiir A: Q — R™" gelte Voraussetzung 3.1. Dann wird durch
a(u,v) = / (A(x)Vu(z), Vou(x)) dx (3.49)
Q
fiir V.= H}(Q) eine stetige und V-elliptische Bilinearform a : V x V — R definiert.

Beweis: Nach Folgerung 3.17 wird durch |v|g1(q) = || V|| 12() eine zu ||-|| g1() quivalente
Norm definiert. Die Behauptung folgt nun aus (3.4) und (3.5). O

Problem 3.19 (Hindernisproblem im Sobolevraum)
Sei V=H}(Q), v e H(Q), f € L*(Q), set K CV definiert durch

K={v: ve Hi(Q), v > fast diberall auf O}, (3.50)
Gesucht ist w € V. mit
ue K, a(u,v—u)>Flv—u), firalevekK, (3.51)
wobei a 1V x V. — R definiert ist durch (3.49) und F : V — R definiert ist durch

F(v)—/gf(m)v(x) dzx . (3.52)

O

Satz 3.20 (Hindernisproblem, eindeutige Lésbarkeit)
Wir betrachten Problem 3.19. Es gelte Voraussetzung 3.1, sei K # 0. Dann hat (3.51)
eine eindeutige Lisung u € HL(Q).

Beweis: Wir zeigen, dass Problem 3.19 ein Spezialfall von Problem 2.10 ist und dass
die Voraussetzungen von Satz 2.12 erfiillt sind. Nach Folgerung 3.18 ist a stetig und
V-elliptisch auf H}(f2). Die Menge K ist offensichtlich konvex. Wir zeigen, dass K ab-
geschlossen ist in Hj (). Sei (vy)nen Folge in K mit v, — v in H}(Q). Dann gilt auch
v, — v in L*(Q), also gibt es eine Teilfolge mit v,, — v punktweise fast iiberall, also
v € K. Nach Satz 2.12 hat Problem 3.19 eine eindeutige Losung v € K. O

Ist v stetig auf Q und ¢ < 0 auf 05, so ist K # (), beispielsweise liegt die Funktion
v = 1 x (max{¢y + o, 0})
in K, falls @ > 0 und € > 0 geeignet gewahlt werden.

Aus der Variationsungleichung erhalten wir eine erste Regularititsaussage. Wir stellen
zunéchst fest, dass fiir w € V, w > 0 aus (3.51) folgt

a(u,w) — F(w) >0, (3.53)
dau+w>wu>1, also u+w € K. Wir betrachten nun das durch

w — a(u,w) — F(w)
definierte lineare Funktional auf V. Wir wollen zeigen, dass es durch ein Integral darstell-

bar ist.
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Lemma 3.21 Sei Q) C R™ offen, A C Q2 kompakt. Dann gibt es ein x € C3°(Q) mit x =1
auf A und 0 < xy <1.

Beweis: Sei € > 0 so, dass Ay CC €, wobei wieder A, = {z : dist (z, A) < €}. Wir setzen

X:1A5*7757

dann ist

) = / Lo (@)l — @) do = / nely — ) do.

Aus den Eigenschaften von 7. in (3.21) folgen 0 < y < 1, supp (x) C Ag. und x(y) = 1
falls y € A. O

Lemma 3.22 Sei Q C R" offen, G : D(2) — R linear und nichtnegativ, das heifit,
G(v) >0, firalleveD(Q), v>0. (3.54)
Dann gibt es zu jedem kompakten A C Q) ein v4 mit

IG(p)] <vallell.,, fir alle o € D(Q2) mit supp () C A. (3.55)

Beweis: Sei A C 2 kompakt, sei x gemifl Lemma 3.21 gewéhlt. Sei nun ¢ € D(€) beliebig
mit supp (¢) C A, dann gilt

ol < llelloox -
Es folgt
lellox £ >0,
also
0 < G(llellox £ 0) = llellGx) £ Gle),
also
1G(e)] < GOl »

das heiit, (3.55) gilt mit v4 = G(x). O

Lemma 3.23 Sei Q C R” offen, G : D(2) — R linear, es gebe zu jedem kompakten
A CQ ein 4 mit

G(o)] < vallolls,  fiir alle ¢ € D) mit supp () C A. (3.56)
Dann gibt es genau eine lineare Fortsetzung G Co(Q2) = R von G mit

G(@) < yallello . fiir alle ¢ € Co(Q) mit supp () C A. (3.57)
Ist G nichtnegativ, so ist auch G nichtnegativ.
Beweis: Sei p € C(€2). Wir setzen

Pn=9¢*xnL, n=>N,
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wobei N so grof gewahlt wird, dass A := supp (¢n) C Q. Dann gilt ¢,, — ¢ gleichméiBig
und

|G(pn) — Glom)| = |G(on — om)| < vallon — omll
also ist (¢n)nen Cauchyfolge. Wir setzen

Gy = lim G(pn).

n—oo

Wegen (¢ + ¢¥)n = @n + ¥ und (Ap)n, = Apy, ist C? linear. Durch Vergleich mit G(¢,)
sieht man unmittelbar, dass G|D(2) = G und dass G eindeutig bestimmt ist. O

Satz 3.24 Sei Q) C R" offen, G : D(2) — R linear und nichtnegativ. Dann gibt es ein
requlires Mafl v auf 0 (das heifst, auf der Borel-Algebra von ) mit

G(v) = /dep, fir alle v € Cy(92). (3.58)

Beweis: Aus Lemma 3.21 — Lemma 3.23 folgt, dass G sich zu einer nichtnegativen Li-
nearform auf Cy(2) fortsetzen ldst. Die Behauptung folgt nun mit dem Darstellungssatz
von Riesz aus der Mafitheorie (siehe das Buch von Bauer, oder das Buch von Elstrodt).
O

Wir wenden Satz 3.24 auf die durch
G(w) = a(u,w) — F(w) (3.59)

definierte Linearform an, wobei u € Hj(f2) die Losung des Hindernisproblems 3.19 ist. Es
gibt also ein reguldres Mafl p auf €2 mit

/Q (A(z)Vu(z), Vo(z)) dz — /Q F@)o(a) de = /Q o(z) dp(z) (3.60)

fiir alle v € HJ(2) N Cy(Q). Ist auf der linken Seite partielle Integration méglich, so folgt
fiir alle v

/Q[—div (A(z)Vu(z)) — f(z)]v(x)de = / v(z) dp(z), (3.61)

Q
das heifit, das Mafl ;1 hat die Dichte

—div (A(z)Vu(z)) — f(x).

Man schreibt auch
—div (AVu) = f+ . (3.62)

Wir untersuchen nun den Trager des Mafles p. Sei wie in Kapitel 1
G={z:zeQ,ux) >y}, I={x:2€Q,ulr)=1)}. (3.63)

Wir setzen fiir die unmittelbar folgende Diskussion voraus, dass u und ) stetig auf €2 sind.
Dann ist GG offen und I abgeschlossen relativ zu 2. Wir betrachten ein beliebiges ©x € G
und wahlen § > 0 so, dass B(z;0) C G. Fiir alle w € C§°(B(x;6)) gilt u + tw € K, falls
|t| hinreichend klein ist, also folgt

a(u, tw) > F(tw)
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tiir alle solchen ¢ und damit
a(u,w) = F(w), firalle w € C5°(B(z;9)). (3.64)
Aus (3.61) wird nun

/ w(x)dp(x) +0, fir alle w € C3°(B(x;9)), (3.65)

und damit p|B(z;d) = 0. Da x € G beliebig gewihlt werden kann, folgt

u|G =0, supp(u)CI. (3.66)
Lemma 3.25 (Kettenregel bei schwachen Ableitungen)
Sei Q C R™ offen, seiv € L, (), es existiere die schwache Ableitung d;v € L, (), sei

f € CYR), sei ' beschrinkt auf R. Dann ist auch fov € L} (Q), fowv hat eine schwache
Ableitung 0;(f ov) € L, (), und

Di(fov)=(fov)-0w. (3.67)

loc

Beweis: Wir setzen
Up=v%n1, néEN,
n

mit der Standardglattungsfunktion n.. Sei U CC () offen. Dann gilt nach Lemma 3.8,
dass
Uy — v, Ow, — O, in L' (U). (3.68)

Hieraus folgt

/ Fon(@)) — F(@)]dz < |F ]l / o(z) — ()| dz — 0, (3.69)

und weiter
/U’f/(vn(@)awn(iv)—f'(v(x))aiv(ajﬂda: <
< 1Mo /|avn — dv(x ]dx+/|f vn(2)) — f'(v(2))||00()| dz . (3.70)

Da v, — v in L*(U), folgt v,, — v punktweise fast iiberall fiir eine geeignete Teilfolge,
also wegen der Stetigkeit von f’ auch f’owv,, — f’'ov punktweise f.ii. Aus dem Satz von
Lebesgue folgt nun

/U |/ (va(2)) = f'(v(@))] |00 (2)| dz — 0, (3.71)

da 2|/ f'|| . Oiv eine integrierbare Majorante ist. Fiir jedes n € N gilt mit partieller Inte-
gration, da v,, glatt ist,

/f vn ()0 (x /f v (2))0p(x) dx,  fiir alle p € D(Q).  (3.72)
Grenziibergang n — oo ergibt, wenn wir (3.69) — (3.71) mit U = supp () anwenden,
/ I (v(z))0v(x / fv dr, fiir alle ¢ € D(Q). (3.73)
Q
a
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Lemma 3.26 Sei Q C R" offen, sei v € L (), es emistiere die schwache Ableitung

loc

O € Ly, (). Dann haben auch vt = max{v,0}, v~ = max{—v,0} und |v| schwache

Ableitungen im L}, (), und es gilt fiir fast alle v € Q

loc

ai ’ 0 )
dt () = { V@), v(@) > (3.74)
0 ) 'U(IE) <0 )
0 >0
D (r) =14 v(@) 20, (3.75)
—ow(z), wv(z) <0,
ow(z), v(x)>0,
di|v|(z) =<0, v(x) =0, (3.76)
ov(x), wv(z)<0
Beweis: Wir definieren
Vi2+et—e, t>0
. R—R, (1) = ’ ’ 3.77
ge : R—=R,  g.(t) { 0. £<0. (3.77)
Dann gilt g. € C'(R), g.(t) — max{t,0} fiir ¢ — 0 punktweise in ¢,
s, t>0
() = ) VT ) NMo=1,
a0 {07 oy el
und weiter fiir alle ¢ € D(2)
v(x)
g.(0@)oe@)de = — [ 2 gu(w)e(e) o
Q (>0} VU(T)?+¢
Grenziibergang € — 0 liefert
/UJF(J:)@@(Q:) dr = —/ v (x)p(z) dr,
Q {v>0}
woraus (3.74) folgt. Aus den Formeln v~ = (—u)" und |u| = u* + u~ und der Linearitét
der schwachen Ableitung folgen (3.75) und (3.76). O

Folgerung 3.27 Sei  C R" offen, sei v € L} (Q), seien Ov € L () fiir alle i,

loc loc

1 <i < n. Dann gilt fir jede Niveaumenge N.(v) ={z:x € Q, v(x) =c}, c € R, dass

Vu(z) =0, fir fast alle x € N.(v). (3.78)
Beweis: Folgt aus Lemma 3.26, da Vv = V(v) — V(v7). O

Folgerung 3.28 Sei Q2 C R™ offen, seien v,w € HY(Q). Dann liegen auch v*, v~ |v],
max{v,w} in H'(Q). Entsprechendes gilt, wenn wir H(Q) durch HJ(Q) ersetzen.
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4 Das Hindernisproblem: Regularitit

Ziel dieses Abschnittes ist es zu beweisen, dass die Losung u des Hindernisproblems in H?
liegt, falls die rechte Seite f und die zweite Ableitung At der das Hindernis definierenden
Funktion 1 im L? liegen. Zu diesem Zweck untersuchen wir zunichst die Situation ohne
Hindernis.

Zu einer Funktion v : 2 — R und gegebenem h # 0 betrachten wir den Differenzenquoti-

enten
v(z + he;) —v(z)

(Dhv) () = ; L 1<j<n, (4.1)
wobei e; der j-te Einheitsvektor ist, und wir setzen
D' = (D, ..., DM). (4.2)

Lemma 4.1 Seien Q,U C R" offen, sei U CC Q, sei p € [1,00). Dann gilt
10200y < 1950y . 1< 5 <. (43)
fiir alle v € W'2(Q) und alle h # 0 mit |h| < dist (U, 09).

Beweis: Sei zuniichst v € C°°(Q) N W1P(Q). Fiir alle x € U und |h| < dist (U, 99Q) gilt

1 1
|v(z + he;) —v(z)| = / Ojv(x + the;)h dt‘ < h/ |0;v(x + the;)| dt,
0 0

also

1 p .
/!D?v(mﬂpdxg/ (/ |(9jv(x—|—thej)|dt> dxﬁ// |0;v(x + the;)|P dt dx
U U \Jo v Jo
! 1
:/O /U|aj”($+thej)|pdtd~f§/o 100070 () dt = 11001 70q -

Sei nun v € W'?(Q) beliebig. Wir wihlen nach Satz 3.9 eine Folge (vj,)reny in C°(2) N
WHP(Q) mit vy — v in WP(Q). Fiir festes h # 0 gilt (4.3) fiir alle v, und wegen
Dy — Dlv in WHP(U) und d;v, — 0;v in LP(Q) folgt (4.3) fiir v durch Grenziibergang
k — oo. O

Satz 4.2 Seien QU C R" offen, U CC Q, 1 <p < o0, v € LP(Q), j € {1,...,n}. Es
gebe ein C > 0 und ein hg > 0, hy < dist (U, 0Q2) mit

h
1DF vl ) < € (4.4)
fir alle h # 0, |h| < ho. Dann ist O;v € LP(U), und

1050[| Loy < € (4.5)
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Beweis: Sei ¢ € D(U) beliebig. Fiir |h| < hq gilt

/QU(x)D?go(a:) dr = /Qv(x)wx + he;? —¢(@) dr = — /Q v(z) — vz = hej)gp(x) dz

__ /Q o(2)(D; ")) (x) d. (4.6)

Da die Differenzenquotienten { D"v} <4, nach Voraussetzung (4.4) beschrénkt sind und
im reflexiven Banachraum L?(Q2) jede beschrinkte Menge eine schwach konvergente Folge
enthilt, gibt es eine Folge (hy,)men mit A, — 0, hy, # 0, und ein w € LP(£2) mit

Dty — (4.7)

Da D?mgo — 0; gleichméBig in €, folgt, falls h hinreichend klein ist,

/U o(@)0s0(x) dir — /Q v(@)p(e)dr = lim [ v(z)(Dimg)(x) de

m—00 0

— 1 _ vlx ._hm Tr)ar = — wlx xTr)axr
= Jim — [ @)D} do = = [ wi)ete)d,

m—00

also w = 0;v. Indem wir Satz 2.14 auf die Norm anwenden, erhalten wir

HwHL,, < hmmf 1D} fom gy HLP(U) <C.
(]
Wir untersuchen nun die Regularitat der Losung eines elliptischen Randwertproblems.
Als Voriiberlegung betrachten wir das Randwertproblem
—Au=f, in (), (4.8)
u=0, aufo, (4.9)

und nehmen an, dass u eine Losung ist, fiir die die folgende Rechnung zutrifft. Wir schlie-
Ben aus (4.8) und (4.9), dass

HMH%:/AU( /f JAu(z) de < [ fll, |Aully, (4.10)

also

[Aully < [ £l - (4.11)

Andererseits gilt mit partieller Integration (wenn wir annehmen, dass alle Randwerte Null
sind)

/QAU dx—/282 dx_/Zaau - 0,05u(x) d

7,j=1 3,j=1

/Zaau

7,7=1
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Mit (4.11) folgt nun
2
JulFr2iy < £ (4.12)

Wir kénnen also hoffen, dass Losungen u von (4.8), (4.9) in H?(2) liegen, falls die rech-
te Seite f in L*() liegt. Fiir einen Beweis dieser Vermutung miissen wir aber von der
schwachen Formulierung des Randwertproblems ausgehen, und konnen auch nicht wie in
(4.10) einfach mit —Aw multiplizieren. Stattdessen ersetzen wir —Awu durch eine Differen-
zenapproximation und leiten die Existenz der zweiten (schwachen) Ableitungen mit Satz
4.2, also aus der schwachen Kompaktheit her.

Wir betrachten die elliptische Gleichung
Lu=f, in{, (4.13)

mit Lu = —div (A(z)Vu) und der zugehorigen Bilinearform
a(u, v) = / (A(z)Vu(z), Vo(z)) dz. (4.14)
Q

Satz 4.3 (Innere Regularitét)

Seien Q,U offen, U CC Q, sei f € L*(Q). Es gelte Voraussetzung 3.1, seien aufferdem
ai; € CHQ) fir 1 < i,j < n. Seiu € H'(Q) eine schwache Lisung von Lu = f, das
heifst, es gelte

a(u,v) = /Qf(az)v(x) dx, fiir alle v € Hy(Q), (4.15)
fiir die Bilinearform a aus (4.14). Dann gilt v € H*(U), und es gilt
lull sy < OO ey + Il p2ay) (4.16)
wobetr C' nur von 2, U und den Koeffizienten von L abhdingt.
Beweis: Wir wihlen W, Y C R” offen mit
UccWccY ccq. (4.17)

Sei ¢ € D(Q2) mit
D<c<1, Uu=1. @\W)=0. (4.13)

Es gilt fiir jedes v € H}(Q)

/ (A(x)Vau(z), Vo)) de = / F@)olz) dx. (4.19)

Q Q

Sei h # 0, |h| hinreichend klein, sei k € {1,...,n}. Wir wihlen als Testfunktion
v=—D;"((*Dyu), (4.20)

wobei wie in (4.1)

(Dhu)(w) = 3 (ular + hex) — u(a)) (4.21)
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den O,u approximierenden Differenzenquotienten bezeichnet. Wir behandeln zunéchst die
linke Seite von (4.19). Es ist

/ﬂ(A(x)Vu(x),Vv(m)) de = — Z /Qaij(x)aju(x)@i [D;"(¢*Dju)(z)] de (4.22)

1,7=1

=3 / (Di(aydyu) () - (0.(CDjw) () da

= 21:+ Ay,
wobel wir setzen
A= 3 [ alo+ he)(DLOu) @) - C)(DROu) @) de. (423)

und
=3 /£<%j(x-+>hek)(l>2(6yu>)(x>~<1>Zu><a» 2 (2)0¢ () d (4.24)

ij=1

3" [ - Dfasy - (DL0w) + 200Dk dr.

ij=1
Da L gleichméBig elliptisch ist, gilt (siehe 3.1)
A = / ((Ax + hey)C(x) DEVu) (2), C(2)(DEVu) (2)) de > ¢ / (DY) () PC3(x) de

(4.25)
Wir wollen A, nach oben abschiitzen. Da a;; € C1(€), ist a;; € C1(U) und

|Dpaii(x)] < ||0kaill, - (4.26)

Die im Folgenden auftretenden Konstanten C; héngen ab von U, W, Y, Q, a;;, ¢, aber
weder von f, v und h ab. Fiir A, gilt, da ( = 0 auerhalb von W,

| 4a| < Cl/wC(w) [1DEVu(@)| | Diu(@)] + |Dy V()| [Vu(@)| + | Dyu(z)| [Vu(z)|] de.

(4.27)
Also gilt fiir jedes € > 0
C 2 h 2 Ch h 2 2
[ Ao <e—= | (@)D Vul)["de + o= | [Dyu(@)” + [Vu(z)|" dz
2 Ja 2 Jw
+Ch / |Diu(z)|? + |Vu(z)|* dz .
w
Wir setzen ¢ = ¢,/C4, dann folgt
Al <5 [ C@IDEVa@P do+ Gy [ Db + [Vu@Pde.  (428)
Q w
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Nach Lemma 4.1 gilt

/W\D;i‘u<x)!2dwg/Y\vu(x)ﬁdx.

Insgesamt ergibt sich fiir die linke Seite von (4.19)

(4.29)

/Q(A(a:)Vu(x),Vv(:v)) dx > %LC%QSNDZVU(@")F@ZQ;—G;/Y|Vu(x)|2d:v. (4.30)

Wir betrachten nun die rechte Seite von (4.19) und bezeichnen sie mit B. Es gilt v = 0

auBerhalb von Y, falls |h| hinreichend klein ist, und weiter

B < [ I1lelds.
Y

und wiederum aus Lemma 4.1 folgt, da ¢ = 0 auflerhalb von W,
[ ks = [ D@Dk s < [ V(D ds
% Y Q
— [ CUDEVal + 2 V¢ D}l da
w
S/ C2|DZVU|2dx+C'5/ Vul? d .
W Y
Es folgt weiter
| B| gg/g2|D;;vu|2dx+%/ f2dx+05/ Vul? dz
Q € Jy Y
und mit € = ¢, /4
|B| < —/( | Dy Vu|2dx+07/ 2+ |Vul* dz .

Insgesamt ergibt sich also aus (4.19) die Abschitzung

CZ/ | DpVul® do < %/CZ\DZVUF(M gcg/ f2+ | Vul?dz.
U Q Y

Aus Satz 4.2 folgt nun, da Cg von h unabhéngig ist
O Vue L*(U), 10:Vulizqp < Cg/yf2+ |Vul? dz

und damit v € H*(U), da k beliebig war. Wir wollen nun noch

/ |Vul? dx

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

nach oben abschétzen. Sei dazu ¢ € D(Q2) mit ¢|Y = 1. Wir testen die Variationsgleichung

mit v = (?u. Es ergibt sich wie oben (nur einfacher)

ca/ﬂg2|Vu|2dx§/Q<AVu,§2Vu> dxz/g(AVu,Vu) dx—/Q(AVu,ZuCVQ dx

< Clo/Q(‘f|+|Vu|+|u|)|u|Cdx

§C—G/C2|Vu|2dx+011/f2+u2dx,
2 Q Q
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also

/ |Vul? dr < 012/ fF+ude. (4.36)
Y Q

Kombinieren wir (4.35) mit (4.36), so erhalten wir

lulZr2 0y < Cas(1F 11720 + llull720))
und nun, wiederum wegen (4.36), die Behauptung. O

Satz 4.3 zeigt, dass im Falle f € L?(Q) die Losung u zwei Differenzierbarkeitsordnungen
mehr als die rechte Seite f besitzt. Diese Aussage bleibt auch im allgemeineren Fall
f € H*(Q) richtig.

Satz 4.4 Es liege die Situation von Satz 4.3 vor, es gelte fiir ein k € N auflerdem a;j €
C*HQ) sowie f € H*(Q). Dann gilt uw € H*2(U) und

[ull grszry < CUF vy + lull2)) (4.37)

wobei C' nur von k, Q, U und den Koeffizienten von L abhdngt.

Beweis: Der Beweis wird mit Induktion iiber &k gefiihrt, wobei Satz 4.3 sowohl den Induk-
tionsanfang k = 0 liefert als auch das wesentliche Werkzeug im Induktionsschritt darstellt.
Einzelheiten finden sich z.B. im Buch von L. Evans (Partial Differential Equations), Ab-
schnitt 6.3. O

Satz 4.5 (Regularitéit bis zum Rand)

Sei Q offen, Q habe einen C*-Rand, sei f € L*()). Es gelte Voraussetzung 8.1, seien
auferdem a;; € C1(Q) fiir 1 <i,j <n. Seiu € HY(Q) eine schwache Lésung von Lu = f
(siehe Satz 4.3). Dann gilt w € H*(U), und es gilt

[l 2y < CUS N g2y + Null p2e) 5 (4.38)

wobet C' nur von ) und den Koeffizienten von L abhdngt.

Beweis: Siehe das Buch von Evans, Theorem 4 in Abschnitt 6.3. O

Wir wenden uns wieder dem Hindernisproblem 3.19 zu. Wir betrachten ein approximie-
rendes Problem. Sei € > 0 gegeben, wir suchen u,. als Losung des nichtlinearen elliptischen
Randwertproblems

—Au, = max{—Av¢ — f,0}0.(uc. — )+ f, inQ, (4.39)
ue =0, auf 09, (4.40)

wobei 8, : R — R definiert ist durch

0, t>e,
0-(t) =q1-1, 0<t<e, (4.41)
1, t<0

Die Losbarkeit dieses Problems ergibt sich ebenfalls im Kontext der in Kapitel 2 bereits
betrachteten monotonen Operatoren.
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Definition 4.6 Sei V' Hilbertraum. Eine Abbildung A : V. — V* heifst hemistetig, falls
fir alle w,v,w € V' die durch

9(t) = (Alu + tw))(v) (4.42)

definierte Abbildung g : R — R stetig ist. A heifst stetig auf endlichdimensionalen Teil-
raumen, falls A\W : W — V* stetig ist fir alle endlichdimensionalen Teilrdume W von
V. A heifst koerziv, falls
A
i AV )

vooo o

— . (4.43)

O

Ist A auf endlichdimensionalen Teilrdumen stetig, so ist A auch hemistetig (das ergibt
sich direkt aus der Definition).

Lemma 4.7 (Minty)
Sei V' Hilbertraum, K C V konver, A : V. — V* monoton und hemistetig, sei u € K.
Dann gilt

(Au)(v —u) >0, firalleve K, (4.44)

genau dann, wenn
(Av)(v —u) >0, fir allev € K. (4.45)

Beweis: Aus (4.44) folgt (4.45), da fiir alle v € V' gilt
0 < (Av— Au)(v —u) = (Av)(v — u) — (Au)(v — u).

Umgekehrt gelte (4.45). Sei v € K, sei w = u + t(v — u) mit ¢ € (0, 1] beliebig. Es gilt
dann w € K und daher

0 < (Aw)(w —u) = (A(u+t(v —u))(t(v — u)).

Division durch ¢ und Grenziibergang ¢ | 0 liefert (4.44) wegen der Hemistetigkeit von A.
O

Satz 4.8 Seit V' Hilbertraum, K C V abgeschlossen und konvex, set A : V. — V* monoton,
koerziv und stetig auf endlichdimensionalen Teilrdumen. Dann gibt es ein u € K mit

(Au)(v —u) >0, fir allev € K. (4.46)
Beweis: Sieche unten. O
Satz 4.9 Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.20 erfillt, sei auflerdem Ay € L*(Q)
und ¢ < 0 in einer Umgebung von 9S). Seiw € HY(Q)) die eindeutige Lisung des Hinder-

nisproblems 3.19. Dann gilt
u € H*(). (4.47)
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Beweis: Wir setzen V = H}(Q2). Fiir € > 0 definieren wir A, : V — V* durch
(Acw)(v) = / (Vw, Vo) dx — /[max{—Aw — f,0}0-(w — o) + fludx. (4.48)
0 Q
Aus (4.48) ergibt sich

(Acwr — Acws) (w1 — ws) > /Q

= |[V(w; - wz)HL2(Q) ’

(Vwy, wy — we) dx — / (Vws, wy — wsy) dx
Q

also ist A. monoton und koerziv auf V. An (4.48) erkennt man weiterhin, dass A. stetig
ist auf endlichdimensionalen Teilriumen von V. Nach Satz 4.8 hat die Variationsgleichung

(Au.)(v) =0, firalleveV, (4.49)

eine Losung u. € V = Hj(Q2). Wir kénnen u. auch interpretieren als Losung von

(Au.)(v) = F.(v), firalleveV, (4.50)
wobei
(Aw)(v) = / (Vw,Vov) de, F.(v)= / fevdx, (4.51)
Q Q
mit
fa = maX{_A¢ - fa O}ea(ua - @D) + f (452)
Aus Satz 4.5 folgt
el 2y < CUSEN 2 () + el 2 (@) (4.53)
wobei C' nicht von € abhéngt. Da
ol < 1AY[+ | f], (4.54)
und
||Ua||H3(Q) = ||f6||L2(Q)7 ||u8||L2(Q) < C||Ua||H5(Q)a

folgt schliefllich die a-priori-Abschéitzung

”Ue”m(m < O(”fHL?(Q) + ||A¢||L2(Q))‘ (4.55)

Wir wollen nun zeigen, dass

u. € K. (4.56)
Wir setzen
v = u, — max{uc, P}, (4.57)
dann ist v < 0 und es geniigt zu zeigen, dass v = 0. Zunéchst gilt
—/ (Vip, Vo) doe = / vAY dr, (4.58)
Q Q

da v =0 in der Nihe von 99, und v € H}(€2) nach Folgerung 3.28. Es ist

0 = (Au.)(v) = /Q (Vu., Vo) do— / max{—Av— f, 046, (u.— ) + A+ flodar . (4.59)

Q
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Da

folgt

/ |Vo|* do = / max{—AvY — f,0} 0.(u. — ) +A¢ + flodx <0, (4.60)
Q {v<0} —_—

=1

also Vo = 0 und damit v = 0 wegen v € H}(2). Damit ist gezeigt, dass u. € K. Aus
(4.55) folgt nun weiter, dass es eine Folge ¢, — 0 und ein @ € H*(Q) gibt mit

U, — @, in H*(Q), (4.61)

und dass @ € K. Aus (4.59) und dem Lemma von Minty folgt
(Ac,v)(v —ue,) >0, firalleve K,neN. (4.62)

Sei & > 0 beliebig, sei v € K mit v > 1) 4+ § beliebig. Fiir hinreichend grofles n gilt dann
., (v —1) =0, also

0 < (Ao v)(v — ) = /Q Vo, V(0 — u..)) dr — /Qf@ e )dz. (4.63)
Grenziibergang n — oo ergibt
/Q<VU,V(U —a)) dx > /Qf(v —a)dx, firalleve K,v>1y+0, (4.64)
Grenziibergang 6 | 0 ergibt
/Q (Vo, V(v — 1) dr > /Qf@ _d)de, firalle v € K, (4.65)

und wiederum mit dem Lemma von Minty erhalten wir
/ (Va, V(v —a)) de > / f(v—u)dx, firalleve K. (4.66)
Q Q

Also ist 7 ebenfalls eine Losung des Hindernisproblems, und aus deren Eindeutigkeit folgt
u =1, also u € H*(Q). 0

Wir beschéftigen uns nun noch mit dem Beweis von Satz 4.8.

Satz 4.10 (Fixpunktsatz von Brouwer)
Sei K C R™ konvex, kompakt und nichtleer, sei T' : K — K stetig. Dann hat T einen
Figpunkt v e K, u="Tu.

Beweis: Siehe Biicher tiber (nichtlineare) Funktionalanalysis. O

Satz 4.11 Sei V =R", sei K C V konvex, kompakt und nichtleer, sei A : V. — V* stetig.
Dann gibt es ein u € K mit

(Au)(v —u) >0, firalleve K. (4.67)
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Beweis: Es gilt (siehe (2.31) — (2.34)
(Au)(v —u) >0, furallev e K,

genau dann, wenn
u=pg(u— R 1Au),

also genau dann, wenn u ein Fixpunkt ist von
pro(I—R'A): K — K.

Diese Abbildung hat aber nach Satz 4.10 einen Fixpunkt, da sie stetig ist. O

Satz 4.12 Sei V' Hilbertraum, K C V konvex, abgeschlossen, beschrdinkt und nichtleer,
sei AV — V* monoton und stetig auf endlichdimensionalen Teilrdumen. Dann gibt es
emn u € K mit

(Au)(v —u) >0, fir allev € K. (4.68)

Beweis: Wir nehmen an, dass 0 € K. (Der allgemeine Fall wird durch Translation darauf
zuriickgefiihrt.) Sei zundchst W ein beliebiger endlichdimensionaler Unterraum von V.
Sei jw : W — V die kanonische Einbettung,

Jw :VE= W (o) (w) = v (ww) = v*(w) (4.69)
die zugehorige transponierte Abbildung. Wir setzen
Aw =gy oAojw, Kw=KnW,

dann ist Ay : W — W* stetig und Ky C W konvex, kompakt und nichtleer. Nach Satz
4.11 gibt es eine Losung uy € Ky von

(Auw)(v —uw) >0, furalle v € Ky . (4.70)
Aus dem Lemma von Minty folgt
(Av)(v —uw) >0, fir alle v € K. (4.71)
Fiir beliebiges v € V' definieren wir nun
S(w)={u:ue K, (Av)(v —u) > 0}. (4.72)

Die Menge S(v) ist schwach abgeschlossen und beschriankt (da K beschrankt ist), also
schwach kompakt. Wir wollen zeigen, dass

() S(w) #0. (4.73)

veK

Seien vy, ...,v, € K, m € N, beliebig. Wir setzen W = span{vy,...,v,}. Ist uy € Ky
eine Losung auf W, so gilt (4.71), also

uweﬂS@y (4.74)
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Aus der endlichen Durchschnittseigenschaft kompakter Mengen folgt nun (4.73). Sei nun

ue () Sw)), (4.75)

veK
dann gilt
(Av)(v —u) >0, firallev e K,
also folgt (4.68) aus dem Lemma von Minty. O

Beweis von Satz 4.8. Sei
Bu={v:veV, o] <R},
Nach Satz 4.12 gibt es ein ug € Kr = K N Bg mit
(Aug)(v —ug) >0, fir alle v € Kg. (4.76)

Wir wollen zeigen, dass
ug € int (Bg), (4.77)

falls R hinreichend gro8 ist. Da A koerziv ist, konnen wir ein vy € K sowie R > ||vp]| und
M > || Avy|| finden mit

(Av — Avg) (v — vg) > Mjv — vy, (4.78)
fir alle v € V mit ||v]| > R. Ist nun ||v|| = R, so gilt

(Av)(v = vo) = Mlv = vol| + (Ave) (v = vo) = M|[v = wol| — [[Avo| - [[v = wo
> (M — [[Avo[) ([lv]l = llvoll)
> 0.

Da fiir eine Losung ur € Kg von (4.76) aber gilt, dass
(Aug)(ug — v9) = —(Aug)(vo —ugr) <0,
folgt ||ug|| < R und damit (4.77). Wir zeigen nun, dass ug eine Losung ist von
(Aug)(v —ug) >0, firallev e K. (4.79)
Sei v € V beliebig. Wir setzen
vg=ur+tlv—ug), 0<t<l1,

und wihlen ¢ so klein, dass ||vg|| < R, also vg € Kp gilt (das ist moglich wegen (4.77)).
Es folgt

(Aug)(v — ur) = (Aug) (5 (vn — ug)) 2 0.
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