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1 Einfiihrung

Die Steuerungstheorie (oder Kontrolltheorie) befafit sich mit dynamischen Systemen, de-
ren Evolution durch eine Steuerung (oder Kontrolle) beeinflufit werden kann. Zwei Haupt-
ziele lassen sich unterscheiden:

e Man mochte den Ablauf des dynamischen Systems in irgendeiner Weise optimieren.
Hiermit beschiftigt sich die Theorie der optimalen Steuerung.

e Man mochte erreichen, dal das dynamische System gewisse Eigenschaften aufweist
(z.B. daB es stabil ist). Hiermit beschiftigt sich die Regelungstheorie.

Die Theorie der optimalen Steuerung hat sich aus der Variationsrechnung heraus ent-
wickelt. Ein klassisches Problem der Variationsrechnung, das von Galilei 1638 bearbeitet
und von den Briidern Bernoulli, Leibniz und Newton 1696,/97 gel6st wurde, ist

Beispiel 1.1  (Das Problem der Brachystochrone)
Gegeben sind zwei Punkte P, = (z1,y1) und P, = (x2,92) mit yo > y; und eine Kurve
T 7

T(.’L‘) = (x,y(m)) 3 Z1 S x S T2, (11)

die die beiden Punkte verbindet. Senkrecht nach unten wirkt die Schwerkraft, und man
stelle sich eine Kugel vor, die reibungsfrei von P; nach P, rollt. Gefragt ist nun:

Wie muf} die Kurve r aussehen, damit die Kugel in kiirzestmd&glicher Zeit von P; nach
P, rollt ?

Abbildung 1: Das Problem der Brachystochrone.

Man muf} also die Laufzeit T fiir gegebenes y = y(z) berechnen.
Ist v; die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel in P, so ist die Geschwindigkeit v in
einem beliebigen Punkt P auf r gegeben durch
m o

m
SV 5”% =mg(y — 1), (1.2)



(Zunahme der kinetischen Energie = Abnahme der potentiellen Energie), also

2
V3

v=14/29(y — @), a:yl—%. (1.3)
Sei
L = Gesamtlinge von r, (1.4)
t(s) = Zeit, die zum Durchlaufen der Linge s bendtigt wird , (1.5)
dann gilt

T = /ldt /1 #(s ds—/o %ds. (1.6)

Wir fassen s als Funktion von z auf:

:/z\/1+y’(§)2d€, 21 <z <2y (1.7)

(Formel fiir die Lénge einer Kurve, siche Analysis II). Weiter

T = /OL ﬁ ds = /:2 v(sl(x)) s'(z) dz, (1.8)

= [ o s e (19)

Gesucht ist also eine Funktion y mit y(z1) = y1, y(x2) = 29, welche das Integral in (1.9)
minimiert.

Die Losung dieses Problems ist die Zykloide (siehe Lehrbiicher der Variationsrechnung).
Als Kurve 7 : [r, 7] = R?, 7(7) = (z(7), y(7)) geschrieben hat sie die Form

also schlie3lich

(1) =a+b(r+sin7), y(r)=a+b(1+cosT), (1.10)

wobei die Konstanten a, b, 71, 7o so bestimmt werden miissen, dafl 7(71) = P, und r(n) =
P, gelten.

Zur Geschichte des Problems siehe Goldstine, A History of the Calculus of Variations
from the 17th through the 19th Century, Springer 1980. O

Bemerkung 1.2 Um einen mathematisch exakten Losungsbegriff zu haben, mufl man
festlegen, welche Funktionen y bei der Minimierung in (1.9) zur Konkurrenz zugelassen
sind. In 1.1 ist die Situation folgende.

o Clxy, 1] ist zu groB, da die Kurvenlinge und damit das Integral in (1.9) nicht fiir
beliebige stetige Funktionen definiert ist,

o C'[z, ] ist zu klein, da die Zykloide (1.10) als Funktion y = y(x) eine vertikale
Tangente haben kann (2'(7) =0).

Ein geeigneter Funktionenraum ist hier der Sobolevraum W' (siehe spiter). 0



Beispiel 1.3  (Einfaches zeitminimales Kontrollproblem)
Die eindimensionale Bewegung eines Greifarms werde beschrieben durch

Z(t) = u(t) . (1.11)
Der Arm soll in moglichst kurzer Zeit 7" von der Ruhelage
z(0) =0, (0)=0, (1.12)

in die Ruhelage
z(T)=1, z(T)=0, (1.13)

bewegt werden. Beschleunigung und Bremsen ist eingeschriankt durch
lu(t) <1, 0<t<T. (1.14)

Losung: T = 2, die optimale Steuerung ist

1, 0<t<l1,
u(t)—{ lo12ieo (1.15)

Die zugehorige Losung von (1.11) - (1.13) ist

/ / r)drds = /Ot(t — s)u(s) ds. (1.16)

|

Bemerkung 1.4 In 1.3 ist typisch fiir Probleme optimaler Steuerungen: Die optimale
Steuerung (1.15) ist unstetig und nimmt auflerdem nur die beiden fiir die Einschrinkung
(1.14) extremen Werte +1 an (”bang-bang-Steuerung”). Lafit man die Einschrinkung
(1.14) weg, so hat das Problem keine Losung:

2

2 n“, 0<¢
T":;’ Un(t):{ —n?, L<t

1
m’ (1.17)

I

I/\/\

liefert eine Folge zuldssiger Steuerungen mit 7, — 0, aber 7" = 0 ist offensichtlich nicht
moglich. O

Beispiel 1.5 (Hohenrakete; Goddard 1919)

Betrachtet wird das folgende Problem: Eine Rakete startet vom Erdboden und soll mit
minimalem Treibstoffverbrauch eine vorgegebene Hohe erreichen (Variante 1) oder mit
vorgegebener Treibstoffmenge moglichst hoch kommen (Variante 2). Da klar ist, daf§ die
Rakete senkrecht nach oben fliegen muf}, braucht nur eine Raumkoordinate betrachtet zu
werden. Die Bewegung gehorcht dem Newton’schen Gesetz

Rate der Impulséinderung = von auflen wirkende Kraft

Berechnung der Impulsinderung: Die Rakete habe zum Zeitpunkt ¢ die Masse m und die
Geschwindigkeit v, zum Zeitpunkt ¢t + At die Masse m + Am und die Geschwindigkeit
v + Av. Es werde verbrannter Treibstoff der Masse —Am (beachte Am < 0) mit der
Geschwindigkeit vy ausgestoen. Der Gesamtimpuls zum Zeitpunkt ¢ + At ist dann

(m+Am) - (v+Av) + (=Am) - (v — ), (1.18)



die Anderung von t nach t+ At ist
mAv + vg Am + Am Av, (1.19)

und die zeitliche Anderungsrate

mAv 4+ vy Am + Am Av

Alir_r)lo AL =m(t) 0(t) + vorn(t) . (1.20)
Es ergibt sich also
m(t) o(t) + vorin(t) = —m(t) g(h(t)) — D(v(t), h(t)) (1.21)

wobei m, v, h die Masse, Geschwindigkeit und Hohe der Rakete zum Zeitpunkt ¢, g =
g(h) die Schwerkraft und D = D(v, h) der Luftwiderstand (drag) bedeuten, z.B.

D(v,h) = av’e™" | «, B Konstante . (1.22)
Nehmen wir an, dafl wir den Schub F' = —wvgm steuern konnen, so ergibt sich das System
h=w, (1.23)
) 1
m=——-F, (1.24)
Vo
1
v =—(F — D(v,h)) —g(h). (1.25)
m

Der Schub ist eingeschriankt, z.B. durch
0< F < Frs. (1.26)
Die Endzeit T ist nicht festgelegt (freie Endzeit), und es gelten die Randbedingungen
h(0) =0, v(0)=0, m(T)=mr, (1.27)
mr = Masse ohne Treibstoff. Fiir die beiden Varianten gilt

Minimiere m(0),
zusitzliche Bedingung h(T) = hr,

bzw.

Maximiere h(T),
zusitzliche Bedingung m(0) = my .

Das Kontrollproblem besteht nun darin, eine optimale Steuerung F' : [0,7] — IR samt
zugehoriger Endzeit T zu finden. Im allgemeinen ist die Losung nicht bang-bang. Fiir die
zweite Variante ist z.B. bewiesen (siehe Lee/Markus S. 456 ff.), daf§ eine Losung existiert
mit der Struktur

[0,¢;] voller Schub

[t1,t2] variabler Schub (“singulére Steuerung”)

[to,T] kein Schub. (1.28)

Zur Bestimmung der Lésung sind numerische Verfahren erforderlich. O
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Abbildung 2: Dreharm

Nun ein Beispiel aus der Regelungstheorie.

Beispiel 1.6 (Stabilisierung eines Dreharms)

Wir betrachten einen masselosen Dreharm der Linge 1 mit Drehgelenk im festen Punkt
P, an dessen beweglichen Ende die Masse m konzentriert ist. Ein Motor erzeugt im
Punkt P das Drehmoment u(t). Fiir das Drehmoment gilt die Gleichung

m@(t) = mgsin p(t) + u(t) . (1.29)

Das Problem besteht darin, durch eine geeignete Steuerung v den Dreharm in der senk-
rechten Lage (nach oben = inverses Pendel) zu halten bzw. dahin zuriickzubringen. Kennt
man die Stérung nicht im voraus, so kann man natiirlich » nicht von vorneherein angeben;
gesucht ist eine sogenannte Riickkopplungssteuerung, d.h. eine vom Zustand ¢ abhéngige
Steuerung u . Wir vereinfachen das Problem zunichst, indem wir (1.29) linearisieren und
m = g = 1 setzen, so daf} sich ergibt

B(t) — (t) = u(t). (1.30)
Wir betrachten als erstes eine proportionale Riickkopplung (P-Regler) der Form
u(t) = —kop(t) (1.31)

mit dem Verstirkungsfaktor £ > 0. Einsetzen in (1.30) ergibt
Gt)+ (k—1)p(t) =0. (1.32)
Die allgemeine Losung von (1.32) hat die Form (falls £ # 1)
o(t) = creM + cpe™?t (1.33)
wobei Aj, Ay die Losungen von \? + (k — 1) = 0 sind.
e k> 1:Beide )\; sind rein imaginir (ungeddmpfte, periodische Schwingung),

e k<1: A >0 (exponentiell wachsende Losung, bis auf den Ausnahmefall spezieller
Anfangswerte),



e k =1: ¢o(t) = ¢ + cot, d.h. ebenfalls eine unbeschréinkte Losung bis auf den
Ausnahmefall ¢; = 0.

Eine Stabilisierung ist also mit dem P-Regler (1.31) nicht méglich. Als néchstes betrachten
wir den PD-Regler (proportional derivative controller)

u(t) = —ke(t) —dp(t), k>1, d>0. (1.34)

welcher im Vergleich zu (1.31) einen zusitzlichen Dampfungsterm aufweist. Einsetzen in
(1.30) ergibt
P(t) +do(t) + (E—1)p(t) =0 (1.35)

Ma:—giédﬁ—4w—1y (1.36)

Da Re(A12) < 0, gilt limy_,o ¢(t) = 0 fiir alle Losungen von (1.35), d.h. der PD-Regler
stabilisiert das linearisierte inverse Pendel.

Etwas schwieriger ist die Situation, wenn das Drehmoment noch einer konstanten ad-
ditiven Storung unterliegt, d.h. wenn das System statt durch (1.30) durch

mit den zugehdrigen

Gt)— o) =u(t) +w, weIR, (1.37)
beschrieben wird, wobei der Wert von w nicht bekannt ist. Es stellt sich heraus, daf}

der PD-Regler (1.34) das System (1.37) nicht stabilisiert (aufler fiir w = 0). Stattdessen
verwendet man hierfiir den PID-Regler

u(t) = ~kelt) — dp(t) — it [ () dr (1.38)

welcher fiir geeignete Werte der Konstanten das System (1.37) stabilisiert.



2 Kontrollsysteme

Definition 2.1 (Kontrollsystem)
Sei I C R ein Intervall, seien U C Abb(I;R™), f: I xR"xR™ — IR" und h :
I x R™ — IR* gegeben. Dann heifst

z(t) = f(t,z(t),u(t)), y(t)=h(tzl), uveld, tel, (2.1)

deterministisches endlich-dimensionales Kontrollsystem in stetiger Zeit auf dem Intervall
I (oder einfach: Kontrollsystem). Die Funktionen u € U heiflen zuldssige Steuerungen
(oder Kontrollen), Losungen z : I — R" und y: I — R* heifen Zustandsfunktionen
(oder Trajektorien) bzw. Outputfunktionen (oder Outputs).

Wichtige Spezialfille:

Definition 2.2 (Lineares Kontrollsystem)

Das Kontrollsystem
z(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) =Cz(t), (2.2)

mit A e R™, B e R™™ und C € R®™ heift lineares zeitinvariantes Kontrollsy-
stem. Das Kontrollsystem

z(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), y(t)=C(t)z(t), (2.3)

mit A: I - R™) B:I - R™ und C: 1 — R®™ heifit lineares zeitvariantes
Kontrollsystem.

Man mochte, dal das Anfangswertproblem
z(t) = f(t,z(t),u(t)), =z(to) =z0, to€I, (2.4)

fiir jede zuldssige Steuerung u € U eine eindeutige Losung hat, und zwar insbesondere
auch fiir unstetige Steuerungen. Wie iiblich geht man iiber zur Integralgleichung

() = w0 + /tt F(5,2(s), u(s)) ds. (2.5)

Man braucht Voraussetzungen an f, die absichern, daf
e der Integrand in (2.5) mefibar und das Integral endlich ist,

e die Integralgleichung (2.5) eindeutig 16sbar ist.

Voraussetzung 2.3
Sei I C R Intervall, f:I xIR" x IR™ — IR".

Carathéodory-Bedingung:

t — f(t,x,u) ist meBbar fiir alle (z,u) € R" x R™,

() (z,u) — f(t,z,u) ist stetig fiir alle t € I.

(2.6)



Wachstums-Bedingung: Sei || - || irgendeine Norm im IR™. Falls 4 C LP(I;R™),
1 < p < oo, verlangen wir, dafl es ein r € [1,p| und Funktionen oy : R" — R,
stetig, ap € L'(I), az € LY(I) mit » + . =1 gibt, so daB

W) Iz, w)ll < aa(2)(aa(t) + as(®)|ull") (2.7)

falls U C L*(I;IR™), verlangen wir

Wa2) [l (42, 0)]| < on(z, w)as(t), (2.8)
wobei ap : R" X R™ — R, stetig ist und ay € L*(I).
Lipschitz-Bedingung: Fiir alle u € U gibt es ein o € L*(I) mit
(L) |f(t, z1,u(t)) — f(t, z2,u(?))|| < a(t)||zy — 22| VEe T, Vz,zy € R™.
(2.9)
O
Lemma 2.4 (Mef3barkeit der Superposition)

Seien x : I - R", u: I — IR™ meflbar, es gelte die Carathéodory-Bedingung (C) fir
f . Dann ist die Abbildung

t— f(t,z(t),u(t)) (2.10)
mefbar auf I .

Beweis: Sei zunichst (z,u) : I — R"™ x R™ Treppenfunktion, d.h.
(x(t),u(t)) = (zj,u;), tel;, z;e€R", u;eR™, (2.11)

wobei (1;)1<j<s eine disjunkte Zerlegung von I in meflbare Teilmengen I; darstellt. Es
ist dann

(6 2(0),u(0) = X xt (06 5), w):{ 0 ril 1)

und die rechte Seite von (2.12) ist als Summe und Produkt mefibarer Funktionen mefibar.
Sind nun z,u beliebige mefibare Funktionen, so gibt es Folgen von einfachen Funktionen
Tk, Uk mit

Jim (2, (1), uk (1)) = (2(2), u(t)), VEel, (2.13)
also auch
,}E{}o Flt, xp(t), ue(t)) = f(t,z(t),u(t)), Vtel. (2.14)

Da der punktweise Limes mefibarer Funktionen wieder mefibar ist, folgt die Behauptung.
O

Satz 2.5 (Picard-Lindelsf)

Sei I = [ty,t1]. Das Kontrollsystem 2.1 erfiille die Bedingungen (C), (L) und (W) bzw.
(Ws). Dann gibt es zu jeder Steuerung u € U und jedem Anfangswert zo € IR™ genau
eine Losung x € C(I;R"™) der Integralgleichung (2.5).



Beweis: Mit dem Banachschen Fixpunktsatz, angewandt auf die Fixpunktgleichung
z=F(z,u), u€U fest gewéhlt, (2.15)
wobei F': C(I;R") xU — C(I;IR") definiert werden soll durch
t
(F(z,u))(t) = 20 + /t F(s,2(s), u(s)) ds . (2.16)
0

Wegen 2.4 ist der Integrand in (2.16) meBbar. Er liegt auch im L!(7;IR"™) wegen (fiir den
ersten Fall)

L1562, uls)lds < [ an(a(s) - (@als) + as()u(s) 1) ds

t t
< s<up al(f)(/t as(s) ds—i—/t asz(s) |lu(s)|]" ds) < 00. (2.17)
I||loco 0 0
lEN<ll] ELT(I) ELV‘I(I) eng(I)

Im zweiten Fall wird analog abgeschiitzt. Wir zeigen noch, da} F' eine Kontraktion ist,
wenn wir den Raum C(/;IR") normieren durch

12| ar = sup e M|z (2)]] . (2.18)
tel

(Auch mit dieser Norm ist C(/;IR") ein Banachraum.) Fiir beliebiges x1,z, € C(I;IR")
gilt ndmlich

e M| F(ay, u)(t) - F(ws, u)(1)]| <
e MW [ (s, ma(s),u(s)) - Fls,was),u(s)) | ds

<e M [ a(s)fa(s) - aa(s)ll ds

to

t
< e_M(t_to)/ a(s)eM=0) ds - |z, — @)l =2 A. (2.19)

< o
Wir wéhlen ¢ > 0 so, daf
1
a(s)ds < —. 2.20
~/7':a(’r)>c ( ) 4 ( )

(Méglich, da « € L*(I).) Dann gilt

t 1
A < e_M(t_tO)(/ ceM=t0) gg 4+ ZeM(t_tO)) Nz — zo||m
to

_ (%(1 _Ml—t)) i) |21 — 22| - (2.21)

Fiir M = 4c¢ gilt also
1F (21, u) = F(z2,u)|lm < %lel — Talw - (2.22)
Also ist F' Kontraktion. O



Beispiel 2.6

1. Lineares zeitinvariantes System & = Az + Bu: Wir kénnen U C L'(I;R™) be-
trachten. (W) gilt mit r=p=1

ay(z) = llz[[ +1,  e2t) = [All,  as(t) = [|B]- (2.23)

2. Lineares zeitvariantes System & = A(t)x + B(t)u: (W;) gilt mit » =1 und
ay(z) = [lzfl +1, o) = [[A@), as(t) = [B@)I, (2.24)

die Bedingungen an die a; sind erfiillt, wenn A € L'(I;R™™) und
B e Lq(I;R("’m)) falls U C L7, %—i—% =1 (die Félle p = 1,¢g = o0 und p =
00,q =1 sind auch méglich).

Die Lipschitzbedingung ist in beiden Fillen mit a(t) = ||A(t)|| erfiillt. Die Carathéodory-
Bedingung ist offensichtlich erfiillt. O

Bemerkung 2.7 (Regularitit der Zustandsfunktion)
Die Zustandsfunktion z eines Kontrollsystems hat die Form

t
() = o +/ g(s)ds, ge L'). (2.25)
to
Es gilt u.a.

e i(t) = g(t) fast iiberall (d.h. bis auf eine Menge vom Maf} 0) in I. (Die Ableitung
braucht weder {iberall zu existieren noch stetig zu sein.)

e ¢ ist eine sogenannte distributionelle Ableitung von x .
e 1 ist absolutstetig (sieche Analysis)

e 1 ist eine Funktion beschrinkter Variation und damit (komponentenweise) als Dif-
ferenz zweier monotoner Funktionen darstellbar.

Die Rechenregeln der Differential- und Integralrechnung (Summe, Produkt, Komposition)
gelten im wesentlichen auch fiir absolutstetige Funktionen (Produktregel, wenn die dufiere
Funktion Lipschitzstetig ist), wenn man Gleichheit durch Gleichheit fast iiberall ersetzt.
Insbesondere kann man schlielen

%(t) = y(t) fast iberall = z(t) =y(t)+c, c Konstante . (2.26)

Definition 2.8 (Zustandsiibergangsfunktion)

Sei ein Kontrollsystem (2.1) auf dem Zeitintervall I = [ty,t1] gegeben, welches fiir jedes
u € U und jeden Anfangswert x(1) =& mit 7 € I, £ € R" eine eindeutige Zustands-
funktion x : T — R™ (als Lisung der Integralgleichung) besitzt. Dann wird durch

(t,7,& u) — z(t) (2.27)

eine Abbildung ¢ : I x I x R" x U — IR" definiert. Die Abbildung ¢ heifit die Zu-
standstibergangsfunktion des Kontrollsystems.

10



Lemma 2.9 (Halbgruppeneigenschaft)
In der Situation von Definition 2.8 gilt

ot 7.6 u) = ¢t s, 0(s, 7,6 u),u), (2.28)

fiir alle 7,s,t €I mit T <s<t, alle £ €R" und alle uel.

Beweis: Sei z : [7,t] — IR" die eindeutige Losung der zugehorigen Integralgleichung 2.5.
Dann gilt

o(t, 7.6 u) = 5+/ F(o,2(0), u(0)) do
= §+/ flo,z(o da—i—/ flo,z(0),u(0)) do, (2.29)
sowie .
ols,m, 6 u) = a(s) =€+ [ flo,2(0),u(0)) do, (2:30)
also .
olt,7,60) = o(s,m. &) + [ f(0,2(0), u(o)) do (2:31)
und daraus die Behauptung. a

11



3 Lineare Kontrollsysteme

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Formeln fiir die Zustandsfunktion
eines linearen Kontrollsystems zusammen. (Beweise siehe Vorlesungen iiber gewdhnliche
Differentialgleichungen.)

Wir betrachten zunéchst das Anfangswertproblem

t=At)r, z(ty) =z9, z0€ R". (3.1)

Falls A eine integrierbare Matrixfunktion ist, hat (3.1) nach Beispiel 2.6 eine eindeutig
bestimmte Losung. Sie hat die Form

z(t) = @(t,t0)z0 (3.2)

wobei ®(t,t;) € R™ die sogenannte Ubergangsmatrix ist, deren Spalten ®;(t,0) , als
Funktionen von ¢ aufgefafit, die Lésungen von (3.1) mit zy = e; sind. Die Ubergangs-
matrix hat folgende Eigenschaften:

O(t,t) =1, (3.3)
O(t,s) = ®(t,7) ®(1,s), (3.4)
(t,s)™t = B(s,1), (3.5)

tolix .
E(t’ s) = A(t)®(t,s), fast iiberall (3.6)

(bzw. iiberall, wenn A = A(t) stetig ist).
Die Zustandsfunktion des linearen Anfangswertproblems (und damit auch die Zu-
standsiiberfiihrungsfunktion des Kontrollsystems)

&= Atz + B(t)yu, (o) = o, (3.7)

ist gegeben durch (siehe Beispiel 2.6 fiir Voraussetzungen an A und B)

z(t) = @(t, to, xo, u) = ®(t, to)zo + tCIJ(t, s)B(s)u(s) ds, (3.8)

to

wie man durch Differenzieren und Verwenden von (3.3) — (3.6) bestétigt.

Satz 3.1 (Input-Output-Verhalten eines linearen Kontrollsystems)
Die Outputfunktion y des linearen Kontrollsystems

z=A(t)zr + B(t)u, y=C(t)z, (3.9)

zum Anfangswert x(to) = 0 ist gegeben durch

vy = [ K, $)uls) ds, (3.10)

to
mit der Impulsantwortmatriz K (t,s) € R®™

K(t,s) = C(t)®(t,5)B(s). (3.11)
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Beweis: Folgt aus (3.8).

Bemerkung 3.2

Die i-te Spalte von K(t,s), s < t,ist der Zustand, der sich ergibt, wenn als Steuerung fiir
die i-te Komponente die Dirac-Distribution zum Zeitpunkt s gewéhlt wird (alle anderen

Komponenten der Steuerung sollen Null sein).

|

Fiir ein lineares zeitinvariantes System & = Az liBt sich die Ubergangsfunktion explizit

angeben:
®(t, s) = =94

(3.12)

wobei die Matrixexponentialfunktion e? fiir quadratische Matrizen A definiert ist durch

o0 k

A A
CTEW
k=0 "*

Fiir die Matrixexponentialfunktion gelten die Rechenregeln

=1,

eAB = AP falls AB = BA,

Y

-1

e = (eA) . d.h. e ist invertierbar

ePAP™ = peAP~' . falls P invertierbar |,
d

—et = Ae!t = A
dt

Folgerung 3.3
Die Qutputfunktion y des linearen zeitinvarianten Kontrollsystems

t=Axr+ Bu, y=Cx,

zum Anfangswert x(ty) = 0 ist gegeben durch

y(t)= [ K(t,s)u(s) ds

to

wobes
K(t,s) = Ce=91B

(3.13)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Fiir einen beliebigen Anfangswert x(ty) = o ist die Zustandsfunktion gegeben durch

t
z(t) = etz 4 [ =94 By(s) ds .
to

13
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4 Steuerbarkeit linearer zeitinvarianter Systeme

In diesem Abschnitt betrachten wir das Kontrollsystem
t=Ar+Bu, y=Cz, AecR™,  BeR" (CecRE, (4.1)
auf dem Zeitintervall I = IR ohne Kontrolleinschrénkung, und zwar mit
U=L"R;IR™). (4.2)

Zur Abkiirzung fiir das Kontrollsystem (4.1) schreiben wir auch (A, B,C) oder einfach
(A, B), falls es auf C' nicht ankommt.

Definition 4.1 (Steuerbarkeit und Erreichbarkeit)
Der Zustand xq € IR" heifit steuerbar nach x1 € R" zur Zeit t > 0, falls ein u € U
existiert mit

x1 = p(t,0,z0,u). (4.3)

Der Punkt x, heifit dann erreichbar von xy zur Zeit t. Wir definieren die Menge R(t)
der zur Zeit t von xq = 0 erreichbaren Zustinde als

R(t) = {p(t,0,0,u) : u e U}, (4.4)

sowie die Menge der zur Zeit t nach 0 steuerbaren Zustinde als

Cit) ={zo € R" : Ju € U mit ¢(t,0,x9,u) =0}, (4.5)
und setzen
R=RE), c=cC@. (4.6)
>0 >0

Die Begriffe Steuerbarkeit und Erreichbarkeit beziehen sich also nur auf die Differential-
gleichung, d.h. auf das Paar (A, B), nicht aber auf die Outputabbildung.

Lemma 4.2
Die Menge R ist ein Unterraum von IR", und es gilt

R =R(t) Vt>0. (4.7)
Bewelis:

(1) Fiir jedes t > 0 ist R(¢) Unterraum, da

t
©(t,0,0, \ug + Aoug) = / e(t_s)AB()\lul(s) + Aouo(s)) ds
0
= /\1g0(t,0,0,u1) + )‘2()0(7;0707'“2) (48)
fiir alle Ui, U € U und alle )\1, )\2 eR.

(2) Fiir jedes 0 < s < t gilt R(s) C R(¢): Ist x1 = ¢(s,0,0,u), so ist auch z; =
©(t,0,0,v), wenn wir setzen

0, 0<7<t—s,
U(T)_{U(T—t+8), t—s<t1<t. (4.9)
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(3) Aus R(s) = R(s+1) fiir s,t >0 folgt R(s+2t) = R(s): Sei x1 € R(s+2t), dann
gibt es u € Y mit z; = (s + 2t,0,0,u) . Ebenso gibt es v € Y mit

©(s+1t,0,0,u) = p(s,0,0,v). (4.10)
Wir setzen ")
v(T), 0<7<s,
w(T)_{u(T—f—t), s<r<sit. (4.11)

Dann gilt ¢(s,0,0,w) = ¢(s+t,0,0,u) und

o(s+1t,0,0,w) = p(s+2t,0,0,u) =x; . (4.12)

(4) Da wegen (2) die Abbildung ¢ — R(t) stiickweise konstant ist auf (0,00), ist sie
wegen (3) konstant.

Bemerkung 4.3

Die Gleichung (4.7) bedeutet, daf§ jeder Punkt, der iiberhaupt von 0 aus erreicht werden
kann, auch in beliebig kurzer Zeit erreicht werden kann (liegt daran, daf§ beliebig grofie
Steuerungen zugelassen sind). O

Definition 4.4 (A-invarianter Unterraum)
Sei X Vektorraum, V Unterraum von X, A: X — X linear. Falls A(V) C V', heifit
V' ein A-invarianter Unterraum.

Lemma 4.5
Sei X Vektorraum, V' Unterraum von X, A: X — X linear. Dann wird durch

(A|V)y=n{W : W ist A-invarianter Unterraum von X mit V C W'} (4.13)

ein Unterraum von X definiert, welcher der kleinste A-invariante Unterraum ist, der V
umfaft. Im Falle X =1R" gilt auflerdem

AV = (A|V). (4.14)

Beweis: Aus Definition 4.4 folgt sofort, da§ (A|V) ein A-invarianter Unterraum ist,
welcher V' umfaft. Die Minimalitit ist klar. Aus der A-Invarianz folgt, da§ A¥((A|V)) C
(A|V) fiir alle k € INy, also auch

[e's) tk
A1) = (3 5AT) (V) € (4ly). (@15
k=0 """
Da ' invertierbar ist, gilt die Gleichheit. 0

Lemma 4.6
Ser V' Unterraum von IR", A:IR"™ — IR" linear. Dann gilt

(AIVY=V 4+ AV ...+ A"V (4.16)
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Beweis:

" >" Sei W ein A-invarianter Unterraum mit V C W . Es ist dann A*V C W fiir alle
k € INg, also ist die rechte Seite von (4.16) in jedem solchen T enthalten, also
auch in (A|V).

Es bleibt zu zeigen, daf§ die rechte Seite von (4.16) A-invariant ist. Der Satz von Cayley-
Hamilton besagt, daf} fiir das charakteristische Polynom x4 von A,

xa(z) =det (2] — A) = 2" +a, 12" ' +... +ao, (4.17)
gilt
xa(A) = A" +a, A"+ +agl =0. (4.18)
Also ist » B B B
A (Z A’“V) =Y AWV - qAfV Y AV, (4.19)
k=0 k=1 k=0 k=0
O

Im Folgenden wird eine lineare Abbildung A : R" — IR" mit ihrer Matrixdarstellung
(bzgl. der kanonischen Basis) identifiziert, d.h. A(z) ist der Vektor mit i-ter Komponente
Ej Q355 - Es gllt dann

Lemma 4.7
Sei (A, B) ein Kontrollsystem. Dann gilt

(AlimB) =im (B AB...A"'B). (4.20)

Die n X mn-Matriz (B AB... A" 'B) heifit die Erreichbarkeits- oder Kontrollierbar-
keitsmatriz des Systems (A, B) .

Beweis: Die Behauptung folgt aus (4.16), da der von den Spalten der Erreichbarkeitsma-
trix aufgespannte Unterraum gerade gleich

ank(imB) (4.21)

k=0

ist. O

Definition 4.8 (Gramsche Matrix des linearen zeitinvarianten Systems)
Die Matrix

t
W, = / eABB e ds, >0, (4.22)
0
heift Gramsche Matriz des Systems (A, B) .

Jede Gramsche Matrix W, ist symmetrisch und positiv semidefinit (folgt sofort aus der
Definition).

Lemma 4.9
Sei Ae R™, BeR™™ . Dann gilt fir alle t > 0

(A]im B) =im W;. (4.23)
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Beweis: Es geniigt zu zeigen: (4|im B)" = (im W;)*

"' " Sei z € (A]im B)" . Aus (4.20) und dem Satz von Cayley-Hamilton folgt 27 A¥B =
0 fiir alle k£ € INy, also auch

TeB = Z —a:TAk =0 Vt>0, (4.24)

und damit 27 W, =0.

" 5" Sei zTW, = 0 fiir ein ¢ > 0. Dann gilt
t
0=a2"Wu = / ||3:TeSAB||§ ds, (4.25)
0

also z7e*4B = 0 fiir alle s > 0. Einsetzen von s = 0 ergibt sich 7B = 0.
Sukzessives Differenzieren nach s liefert

s AR B =0 Vs>0, (4.26)
und Einsetzen von s =0 ergibt 27 A¥B = 0 fiir alle kK € IN, d.h.

z 1 im (B AB...A"'B). (4.27)
O

Satz 4.10 (Charakterisierung von R und C)
Fiir das lineare zeitinvariante Kontrollsystem (A, B) gilt

R=C=C(t)=R(t)=(A|imB) =im (B AB... A" 'B), Vt>0. (4.28)
Beweis: Ein Teil der Gleichungen ist schon in den obigen Lemmata gezeigt. Es bleibt

R(t) C (A]im B): Sei x = ¢(t,0,0,u) € R(t) Dann gilt

3:—/ =94 Bu(s ds—/ t—s AkBu( )ds € (A|im B). (4.29)
0 !

imW, C R(t): Sei z € IR" beliebig. Wir setzen
u(s) = BTet9)4" 5 (4.30)

dann gilt
t
©(t,0,0,u) = / et=AB BT (t=5)AT » g — W7 . (4.31)
0

C(t) C R(t):

t
1o €C(t) = 0=e"ag +/ e Bu(s) ds
0

= ey = (t,0,0,—u) € R()
= 120 € R(t) (4.32)

wegen (4.14) und da R(t) = (A|im B) bereits bewiesen ist.

17



R(t) C C(t):
1 €R() = ez e R(t) wie eben

¢
= Juecld, ez = / =4 Bu(s) ds
0

¢
= 0=¢" +/ e =94 B(—u(s))ds

0
= w1 €C(t). (4.33)

C = C(t): Nach dem bisher Bewiesenen ist C(t) = R unabhingig von t.

Folgerung 4.11 (Kalman-Kriterium fiir Steuerbarkeit)
Fiir das lineare zeitinvariante Kontrollsystem (A,B) gilt R = C = R" genau dann,
wenn

rang (B AB... A" 'B) =n. (4.34)

In diesem Fall heifst (A, B) steuerbar (oder auch: vollstindig steuerbar).

Beispiel 4.12 (Linearisierter Dreharm)
Die Gleichung ¢ — ¢ = u fiihrt auf das Kontrollsystem (A, B) mit n =2, m =1 und

A= (00). s (). -

Die Steuerbarkeitsmatrix ist

01
(B AB) = ( 10 ) . (4.36)
Sie hat Rang 2, also ist das System steuerbar. (Es ist also nicht erforderlich, dafl die
Steuerung genausoviele Komponenten wie der Zustandsraum hat !) O

Bemerkung 4.13 (Koordinatentransformation im Zustandsraum)
Sei T € R™™ invertierbar. Wir konnen vermittels

r=T%, =T 'z, (4.37)

die Koordinaten im Zustandsraum wechseln. Das Kontrollsystem

& = Az + Bu (4.38)
transformiert sich auf
(t) =T 'i(t) = T~ (Ax(t) + Bu(t)) = T'AT#(t) + T~' Bu(t) . (4.39)
Die Outputabbildung wird zu
y(t) = Cz(t) = CTZ(t). (4.40)
]
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Definition 4.14 (Ahnlichkeit von Kontrollsystemen) .

Zwei Kontrollsysteme (A, B,C) und (A,B,C) mit A, A € R™ B B e R™ und

C,C € R®™ heifen ihnlich, wenn es ein invertierbares T € R™™  gibt mit
A=T7'AT, B=T"'B, C=CT. (4.41)

(A, B) und (A, B) heiflen dhnlich, wenn die ersten beiden Gleichungen in (4.41) gelten.

Satz 4.15
Sei (A, B) ein nicht steuerbares Kontrollsystem, d.h. sei dim({(A[im B)) =r <n. Dann
gibt es ein zu (A, B) dhnliches Kontrollsystem (A, B) mit

A:(%l ﬁi), B:(%), (4.42)

wobei Ay € R™) | B, e R"™ | 50 daf das Kontrollsystem (Ay, By) steuerbar ist.

Beweis: Sei W ein algebraisches Komplement von (A |im B) in IR™, d.h. ein Unterraum
von R" mit

R"=(A|imB)e® W . (4.43)

Sei (vi,...,v,) Basisvon (A|imB), (wy,...,w,—,) Basisvon W sei T die Matrix mit
den Spalten (vy,..., v, w1,...,w,_,), d.h. fiir die Einheitsvektoren e; gilt

Te,=v;, 1<i<r, Te,pi=w;, 1<i<n-—r. (4.44)

Da im B C (A |im B), folgt die behauptete Form von B.Da A((A|im B)) C (A|im B),
folgt die behauptete Form von A. Fiir die Kontrollierbarkeitsmatrix gilt

(BAB...A"'B)=T(B AB...A""'B), (4.45)
und i
AFB = ( A1031 ) , (4.46)
also
r=rang (B AB... A" 'B) =rang (B; A\B;...A""'B)). (4.47)
a

Bemerkung 4.16
Die Aussage von Satz 4.15 bedeutet: Jedes Kontrollsystem (A, B) kann durch eine Ko-
ordinatentransformation auf die Form

21 = A1z1 -+ AQZQ + Blu, (448)

2.’2 = A322 y (449)

mit einem steuerbaren Teilsystem (A;, By) und einem vollig unbeeinfluBbaren Teilsystem
As gebracht werden.
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Bemerkung 4.17

Die bisherigen Sétze (insbesondere das Kalman-Kriterium und die Normalform 4.15 gelten
auch, wenn man im Komplexen arbeitet (d.h. alle Vektoren und Matrizen bestehen aus
komplexen Zahlen; formal: wir ersetzen iiberall R durch €, aufler im Zeitintervall I).

Satz 4.18 (Hautus-Kriterium)
Sei (A, B) ein Kontrollsystem mit A € IK™ = B e K™ K =R oder K = C.
Dann sind dquivalent:

(i) (A, B) ist steuerbar,

(ii) rang ¢(AM] — A|B) =n fir alle A€ C ,

(iii) rang (M — A|B) = n fiir alle Figenwerte A\ € € von A.

Beweis:

(ii)= (iii): klar.

(iii)=(ii): Ist A € € kein Eigenwert von A, so ist rang o(AM — A) =n.

=(ii)= —(i): Sei rang (A — A|B) < n. Wihle 0 # p € €" mit pT(\M — A|B) =0,
also p’A = A\p’ und p' B = 0. Es folgt, daB

P A*B = pT'B =0,  fiir alle k € Ny, (4.50)
also steht p senkrecht auf dem Bild der Erreichbarkeitsmatrix, also ist
n > rang o(B AB... A" 'B) =rangr (B AB... A" 'B). (4.51)

(die zweite Gleichung gilt, falls IK =R .)

—(i)= —(ii): Sei (A, B) nicht steuerbar, sei (4, B) ein zu (A, B) #hnliches Kontrollsy-
stem mit (siehe Satz 4.15)

A:<1‘(§1 jz) B:(%) (4.52)

Sei v € €"" Linkseigenvektor zum Eigenwert A\ € @ von Aj. Fiir w? = (007) €
C" gilt dann

wT(M_A‘B):(OUT)<MBA1 M—flf% f(?]l):o_ (4.53)
Fiir pT = w?T! gilt dann
p (M — A)T|B) = w' (M — A|B) =0, (4.54)
und aus pT (A — A)T =0 folgt pT' (M — A) =0.
O
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Definition 4.19 (Menge der steuerbaren Kontrollsysteme)
Sei IK =1R oder IK = €. Wir definieren

St ={(4,B): Ac K" B e K™ (A, B) ist steuerbar }, (4.55)
St ={(A,B): Ac K™ B e K™ (A B) ist nicht steuerbar }. (4.56)

Satz 4.20
Die Menge S& aller steuerbaren Kontrollsysteme ist offen und dicht in IK"™+™) (=
Menge aller Kontrollsysteme).

Beweis: Sei (A, B)j,,..;, die aus den Spalten ji,...,J, der Erreichbarkeitsmatrix von
(A, B) gebildete n x n-Matrix, sei
Sic(J1; - -»n) ={(A, B) : det((4, B)j,,...5,) = 0}, (4.57)
dann ist S§(ji1,--.,jn) Nullstellenmenge eines Polynoms, also abgeschlossen, und das
Komplement von S (j1,...,7,) ist dicht in K™™+m) - Also ist
S&= () (K™™N\SE (i, .., jn)) (4.58)
j1<...<jn
offen und dicht in IK™™+m™) 0

Bemerkung 4.21

Ist (A, B) ein nicht steuerbares Kontrollsystem, so liegen also steuerbare Kontrollsysteme
beliebig dicht bei (A, B). Die Frage, ob ein gegebenes Kontrollsystem (A, B) steuerbar
ist oder nicht, ist also nur sinnvoll, falls sowohl keinerlei Datenfehler moglich ist als auch
die Rechnung rundungsfehlerfrei verlauft. Andernfalls lautet die richtige Frage, wie grof3
der Abstand von (A, B) zum néchsten nichtsteuerbaren System ist.

Definition 4.22
Sei (A, B) ein Kontrollsystem mit A € IK™™ | B e IKW™ | Wir definieren

px(A,B)= min |(4— A|B - B)|.. (4.59)

(4,B)eS

Definition 4.23 (Singulirwertzerlegung einer Matrix)
Eine Singulirwertzerlegung einer Matriz A € IK®9 hat die Form

A=USVE = (U, Uy) < o ) ( QZ ) =TT (4.60)

wobei U € KPP |V e K@D orthogonale Matrizen sind (d.h. U™ = UH ), und S =
diag (o1, ...,0,) Diagonalmatriz ist mit 0 < r < min{p,q} und o1 > 09> --- >0, > 0.
Man setzt o = 0 fiir k > r und bezeichnet den kleinsten Singulirwert owingp,qy auch
mit Omin (A) .

Satz 4.24 (Charakterisierung von ¢ )
Sei (A, B) ein Kontrollsystem mit A € ¢ B e ™™ . Dann gilt

ue(A, B) = IgleiélUmm(AI — A|B). (4.61)

21



Beweis: Nach einem Satz iiber die Singuldrwertzerlegung gilt

Omin(M — A|B) =min  {||(H|K)||, :rtang(\] — A - H|B—-K) <n,
He @™ Kegmm}, (4.62)

d.h. der kleinste Singuldrwert gibt den Abstand zur Menge der Matrizen vom Rang n —1
an. Nach einem weiteren Satz iiber die Singuldrwertzerlegung wird das Minimum der
rechten Seite von (4.61) tatsichlich angenommen.

»>%: Sei (A, B) € S mit
pe(4, B) = [|(A— A[B — B)|l,, (4.63)
sei A € @ mit rang (\] — A|B) < n, dann ist wegen (4.62)

Omin(M — A|B) < [[(A = AIB = B)ll, = na(4, B). (4.64)

?<” Es werde das Minimum der rechten Seite von (4.61) in A, € € angenommen. Dann
gibt es ein (A, B) mit

Omin(A\d — AIB) = ||[(A = A|B = B)|l,, (4.65)

und rang (A, — A|B) < n, also (4, B) € S&.

O
Bemerkung 4.25 (Numerische Berechnung von i )
Man kann zeigen, daB fiir (4, B) € R™" x R™™ gilt
pe(4, B) = min /2" A(I — z2) ATz + 2" BBz, (4.66)
llzllz=1

und ein geeignetes Minimierungsverfahren (es gibt speziell fiir (4.66) konstruierte) anwen-
den. Fiir pg gibt es eine dhnliche, aber etwas kompliziertere Minimierungsaufgabe.

Bemerkung 4.26 (Orthogonale Ahnlichkeitstransformation)
Sei (A, B) ein Kontrollsystem mit A € R™™ | B € R™™  m < n. Sei

(B A) =QR, (4.67)

mit Q € R™" orthogonal, R € R™™™+™) ohere Dreiecksmatrix, eine QR-Zerlegung
von (B A) € R™"™ ) (kann z.B. mit dem Verfahren von Householder berechnet
werden). Es ist dann (beachte Q' = Q")

R=(Q"B Q"A). (4.68)
Daraus erhalten wir das zu (A, B) &hnliche Kontrollsystem

(4,B) = (Q"AQ,Q"B). (4.69)
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Definition 4.27 (System-Hessenberg-Form)
Das in Bemerkung 4.26 konstruierte Kontrollsystem

(A,B) = (Q"AQ,Q"B) (4.70)
heifit die System-Hessenberg-Form von (A, B) .

Satz 4.28
Sei (A,b) ein Kontrollsystem mit skalarer Kontrolle, A € R™™ | b e R™. Sei (A, by)
die System-Hessenberg-Form von (A,b), d.h.

th hll Ce ce hln
0 hy :
(bu Aw)=| 0 o0 - S (4.71)
0o ... 0 - :
0 0 hpp—1 hgn

Dann ist (A,b) steuerbar genau dann, wenn
hk,k—l 75 0, fiir alle k, 1 S k S n. (472)

Beweis: Zunichst stellt man durch Betrachtung der elementaren Householdertransforma-
tionen bei der Berechnung der QR-Zerlegung fest, dafl die Matrix (by Ay) die behaupte-
te Nullenstruktur hat, d.h. dafl die Rechtsmultiplikation mit () die Nullen unterhalb der
Diagonalen nicht zerstort. Fiir die Kontrollierbarkeitsmatrizen gilt dann (wie in (4.45))

(bAb... A" 'b) = Q(by Apby ... A% 'by), (4.73)
also haben beide Kontrollierbarkeitsmatrizen den gleichen Rang. Weiter gilt

h10 * * e e *
O h21h10 *
0 hsohorhiy

(b Apby ... A% by) = ) o : , (4.74)
: : 0 T :
0 0 0 oo 00 Tz Prege—1
also .
rang (bH AHbH . A?I_le) =n =4 H hk:,k—l 75 0. (475)
k=1
O

Bemerkung 4.29

e Die Berechnung der System-Hessenberg-Form ist numerisch gut konditioniert (da
nur orthogonale Transformationen verwendet werden). Aufgrund der System-Hes-
senberg-Form kann man entscheiden, ob das System steuerbar ist oder nicht (im
Rahmen der durch Bemerkung 4.21 gezogenen Grenzen).
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e Falls die QR-Zerlegung bei der k-ten Spalte mit hyx_; = 0 abbricht, stellen die bis
dahin berechneten Spalten von () eine ON-Basis des erreichbaren Unterraums R
dar.

e Ein #hnliches (etwas komplizierteres) Verfahren it sich auch fiir vektorwertige
Kontrollen (m > 1) konstruieren.
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5 Beobachtbarkeit linearer zeitinvarianter Systeme,
Dualitit

Wir betrachten das System
i=Ax+Bu, y=Cz, AecR™ BeR™ CecREY, (5.1)

Es erhebt sich die Frage, ob es Teile des Zustandsraums gibt, die den Output vollig
unbeeinfluflt lassen.

Definition 5.1 (Beobachtbarkeit)
Zwei Zustinde x1,xo heiflen ununterscheidbar auf dem Zeitintervall [0,t] falls gilt

y(7; 21, u) = y(T; T2, u) Yueld Vrelot]. (5.2)

Hierbei bezeichnet y(-;xo,u) die OQutputfunktion des Kontrollsystems mit Anfangswert
zg € R"™ und Steuerung u € U. Das System heifit beobachtbar auf [0,t], falls alle
Zustinde x1 # xo unterscheidbar sind.

Lemma 5.2
Fiir das System (5.1) gilt: ©1,29 € R" sind ununterscheidbar auf [0,t] genau dann, wenn

Ce™(zy — 1) =0 fiir alle 7 € [0,¢]. (5.3)

Beweis:
y(T; @9, u) — y(T; 21, u) = Ce™(zg — 31) . (5.4)
O

Definition 5.3
Wir definieren den unbeobachtbaren Unterraum des Kontrollsystems (A, B,C) als

N = () ker(Ce™). (5.5)

>0
(Das Kontrollsystem ist also beobachtbar genau dann, wenn N =0.)

Satz 5.4 (Charakterisierung von \)
Fiir das Kontrollsystem (A, B,C) gilt

] n—1
N = () ker(CA*) = () ker(CA¥). (5.6)
k=0 k=0
Beweis:
beide ”C”: Ist 3 € N, so ist Cetdxy = 0 fiir alle ¢t > 0, also auch

dlc
0= wetAiCo = CAk.Io , ke INy. (57)

t=0

beide ?>”: Aus CAFzy =0 fiir 0 < k < n folgt CA*zy =0 fiir alle k¥ € INy mit dem
Satz von Cayley-Hamilton, also auch Ce**zy=0.

25



Folgerung 5.5
Der unbeobachtbare Unterraum N ist A-invariant.

Beweis: Es ist
A(ker(CAF)) C ker(CA*Y), ke IN. (5.8)

Bemerkung 5.6 (Quotientensystem)
Man mochte durch Identifizierung nichtunterscheidbarer Zustédnde zu einem kleineren Sy-
stem iibergehen. Wir betrachten das folgende Diagramm:

rR" 5 R* 5 R
\ ] 1 1, (5.9)

R"/N & RN -5 R*
wobei die senkrechten Pfeile die kanonische Projektion bzw. die Identitéit darstellen. Da
N sowohl A-invariant als auch in ker(C) enthalten ist, gibt es nach dem Homomor-

phiesatz der Linearen Algebra lineare Abbildungen A und C, so dafl das Diagramm
kommutiert. O

Satz 5.7 (Normalform)
Sei (A, B,C) ein nicht beobachtbares Kontrollsystem mit r = dim(N') > 0. Dann gibt es
ein zu (A, B,C) dhnliches Kontrollsystem (A, B,C) mit

A:(‘%l ﬁi), C=(0 ), (5.10)

mit Ay € R®™ ¢, e R | so daf das System (A3,0,Cy) beobachtbar ist.
Beweis: Wir zerlegen den Zustandsraum IR" in eine direkte Summe
R*"=NeaeW. (5.11)

Sei (vi,...,v,) Basis von N, (ws,...,w, ) Basis von W . Wir definieren die Koordi-
natentransformation 7" : IR™ — IR" durch

Te,=v;, 1<i<r, (5.12)

Te,pi=w;, 1<i<n-—r, (5.13)
und setzen A =T'AT, C' = CT. Wegen N C ker(C) und wegen der A-Invarianz von

N haben A und C die behauptete Form. Es gilt

CA* = CAFT,  also ker(CA*) =T !(ker(CA*)), (5.14)
und damit
n—1 n—1
T'N)=N = () ker(CA*) = () ker(0 C,A%) D R" x {0}. (5.15)
k=0 k=0
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Wegen dim(N) = r gilt ganz rechts in (5.15) die Gleichheit, also muf

n—1
() ker(CoA%) =0 (5.16)
k=0

gelten, d.h. (As,0,C5) ist beobachtbar wegen Satz 5.4. O

Bemerkung 5.8

Mit der Normalform 5.7 kénnen wir also ein beliebiges Kontrollsystem zerlegen in einen
(vollstéindig) beobachtbaren Teil und in einen Teil, der iiberhaupt keinen Effekt (auch
keinen indirekten) auf den Output hat.

Definition 5.9 (Duales System)
Sei (A, B,C) ein Kontrollsystem der Form (5.1). Das Kontrollsystem (AT,C", BT) heifit
das zu (A, B,C) duale Kontrollsystem.

Bemerkung 5.10

e Wir erhalten also das duale System, indem wir Input und Output vertauschen und
alle Matrizen transponieren.

e Zweifaches Dualisieren fiihrt wieder zum urspriinglichen System.

|

Nach den bisherigen Resultaten hat das Kontrollsystem (A, B,C) den erreichbaren
bzw. unbeobachtbaren Unterraum

n—1
R=(A|imB), N =) ke(CA¥), (5.17)
k=0
und das dazu duale Kontrollsystem (AT, CT, BT) entsprechend
n—1
R* = (A" [imCT)y, N*= () ker(B"(AT)"). (5.18)
k=0

Satz 5.11 (Dualitét von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit)
Fiir das Kontrollsystem (A, B,C) und das dazu duale Kontrollsystem (AT,CT,BT) gilt

R*=N*t, N =R". (5.19)

Beweis: Sei M die Erreichbarkeitsmatrix von (A, B,C), dann ist

BT
BT AT
M= (B AB...A"'B), M'= _ : (5.20)
BT(AT)n—l
also gilt
R = (im M)* = ker(MT) = N*. (5.21)
Die andere Gleichung wird analog bewiesen. O
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Folgerung 5.12
Das Kontrollsystem (A, B,C) ist steuerbar genau dann, wenn das duale Kontrollsystem
(AT, CT, BT) beobachtbar ist.

Beweis: Es ist N* =0 genau dann, wenn R = R". O

Folgerung 5.13
FEin Kontrollsystem (A, B,C) ist beobachtbar genau dann, wenn

C

CA
rang . =n. (5.22)

CAn—l

Bemerkung 5.14
Wegen der Dualitét zwischen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit erhélt man aus jeder
Aussage iiber Steuerbarkeit eine entsprechende Aussage iiber Beobachtbarkeit.

Satz 5.15 (Kalman-Zerlegung, Kalman 1962)
Sei (A, B,C) ein Kontrollsystem. Dann gibt es ein zu (A, B,C) dhnliches Kontrollsystem

(A, B,C) mit

All A12 A13 A14 Bl

o 0 A22 0 A24 n BQ
A= 0 0 Ay Ay | B = 0 , (5.23)

0 0 0 Ay 0
C=(00C 0 Cy), (5.24)

so daf$ das Teilsystem (Asg, Ba, Co) steuerbar und beobachtbar ist.

Beweis: Wir zerlegen den Zustandsraum IR" in eine direkte Summe

]Rn:Xl@XQ@X?,@X;L, (525)

wobei L
Xi =RNN =(A|imB) N [ ker(CA*), (5.26)

k=0

X, ein algebraisches Komplement von X; in R, also

R=X®X,, (5.27)

ebenso
N:Xl@Xg, IRn:(Xl @XQ@X?,)@X4 (528)
Sei (vq,...,v,) eine entsprechende Basis des R"™, d.h. (vg, ,+1,---,v) ist Basis von Xj

mit ky =0 und k; — k;—y =7, = dim(X;). Sei T : R" — R" die Koordinatentransfor-
mation mit
Te,=v;, 1<i<n. (5.29)

Die Nullen in (5.23) und (5.24) erkldren sich wie folgt:
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B;=B,=0,da imBC{(A|imB) =R =X, & X,
Ci=C3=0,da X;® X3 =N C ker(C),

A3y = Ags = Ayy = A =0, da R A-invariant ist,
Ay = Agg = Ay = Ay3 =0, da N A-invariant ist.

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit von (Asg, By, Cy): Ubung.

Folgerung 5.16

Fiir die Impulsantwortmatriz K(t) := K(t,0) des Kontrollsystems (A, B,C) gilt

K(t) = CeB = Cye'2 By,

(5.30)

d.h. das Teilsystem (Aag, By, Cy) hat dasselbe Input-Output-Verhalten wie (A, B,C).

Beweis: Es gilt

* *
/Nlé _ A2zB2 ’ flkB — A2zB2 ’

0 0

0 0

also o
CA*B = A%, By, k€ INg,

woraus die Behauptung folgt wegen

~ 7 o~ oo tk e [e ] tk
Ce"B=Ce"B=Y" EC’A’“B =2 50 AE By = Che "B, .
k=0 """ k=0 """
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6 Realisierbarkeit linearer zeitinvarianter Systeme
Notation 6.1
Somi ={(4,B,C): Ac R™ BecR™ CecREYYL. (6.1)
O

Definition 6.2 (Realisierung)
Sei K : R — R®™ . Ein Kontrollsystem (A, B,C) heifst eine Realisierung von K (mit
Zustandsraumdimension n ), wenn

K(t)=Ce"“B, telR, (6.2)

d.h. wenn K die Impulsantwortmatriz von (A, B,C) ist. Das Kontrollsystem (A, B,C)
heifst minimale Realisierung von K , wenn es keine Realisierung von K mit kleinerer
Zustandsraumdimension gibt.

Definition 6.3 (Hankel-Matrix)
Die Hankel-Matrizen H;, € R eines Kontrollsystems (A, B,C) € Symi sind fir
Il € N definiert als

CB CAB --- (CA-'B
CAB C(CA’B --- CA'B
H, = : : ‘. : (63)
CAY'B CA'B --- CA-YB
Da fiir die Impulsantwortmatrix gilt
KY(0)=CA'B, (6.4)

sind die Hankel-Matrizen zweier verschiedener Realisierungen derselben Impulsantwort-
matrix offensichtlich gleich (auch dann, wenn die Zustandsrdume unterschiedliche Dimen-
sion haben). Es gilt also:

Lemma 6.4 o
Seien (A,B,C) € Sumk, (4,B,C) € Simxr Realisierungen derselben Impulsantwortma-
triz. Dann stimmen die zugehorigen Hankel-Matrizen H; fiir alle | € INy diberein.

Satz 6.5 (Charakterisierung minimaler Realisierungen)
Sei (A, B,C) € Spmx ein Kontrollsystem. Dann sind dquivalent:

(i) (A, B,C) ist steuerbar und beobachtbar.
(ii) (4, B, Q) ist minimale Realisierung von K(t) = Ce!'B.
Beweis: Es gilt
C
CA
H, = , (B AB --- A"'B), l€eN, (6.5)
i
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so da H,; eine Komposition linearer Abbildungen
R'™ 24 R™ 4 R* (6.6)
reprisentiert. Ist (A, B, C) steuerbar und beobachtbar, so gilt rang (B;) = rang (C;) = n
fiir alle [ > n wegen Folgerung 4.11 und Folgerung 5.13, also folgt
rang (H;)) =n, firalle [ >n. (6.7)

Daraus und aus Lemma 6.4 folgt aber, daf alle steuerbaren und beobachtbaren Realisie-
rungen die gleiche Zustandsraumdimension (ndmlich lim; ., rang (H;)) haben. Aus der
Kalman-Zerlegung in Satz 5.15 und aus Folgerung 5.16 folgt, dafl jede andere Realisierung
eine groflere Zustandsraumdimension haben muf. O
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7 Stabilisierung linearer zeitinvarianter Systeme

Wir betrachten das autonome System
t=f(z), f:R"—->R". (7.1)
Definition 7.1 (Stabilitit eines autonomen Systems)
Ser f:IR" — IR" lokal Lipschitz-stetig.
(i) Jedes z,. € R™ mit f(x.) =0 heifit Gleichgewichtspunkt des Systems (7.1).
(ii) Fin Gleichgewichtspunkt x. des Systems (7.1) heifst stabil, wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0

gibt es ein § > 0, so dap fir alle xy mit ||zg — 2.||, < I eine Lisung x : [0,00) —
IR"™ von (7.1) zum Anfangswert x(0) = xo existiert und

lz(t) — z.l|, <e, firalle t>0, (7.2)
erfiillt.

(iii) Ein Gleichgewichtspunkt z. von (7.1) heifst asymptotisch stabil, wenn gilt: Es gibt
ein 0o > 0, so daf fir alle xy mit ||xg — x.||, < do eine Losung z : [0,00) = R"
von (7.1) zum Anfangswert x(0) = o existiert und

Jim z(t) = x. (7.3)
erfiillt.
(iv) Fin A € R™™  heifit Stabilititsmatriz, wenn der Gleichgewichtspunkt 0 fir das
System
T = Ax (7.4)
asymptotisch stabil ist.
Satz 7.2
Sei A e R™™ . Dann gilt
||, < ce© | fiiralle >0 und alle £ >0, (7.5)

wobei ¢ = c(e, A) eine geeignete Konstante ist und
v =max{Re\ : A ist Eigenwert von A}. (7.6)

Insbesondere ist A Stabilititsmatriz genau dann, wenn alle Eigenwerte von A negativen
Realteil haben.

Beweis: Siehe Biicher iiber gew6hnliche Differentialgleichungen. a

Problem 7.3 (Stabilisierbarkeitsproblem,lineare zeitinvariante Version)
Wir betrachten

i=Azr+Bu, AcR™  BecRM, (7.7)
wobei A keine Stabilitdtsmatrix ist. Gesucht ist eine Riickkopplung
u=Fz, FeR™, (7.8)

so dafl das durch Einsetzen von (7.8) in (7.7) entstehende autonome System
t=(A+ BF)x (7.9)
asymptotisch stabil ist.
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Satz 7.4 (Skalare Regelungsnormalform)
Seien A€ R™" | b e R™. Dann sind dquivalent:

(i) (A,b) ist steuerbar.
(i) Es gibt ein zu (A,b) dhnliches (A,b) mit

0 1 0 0 0
5 : 0 1 L B :
0 O 0 1 0
al a2 ) TR an 1

In diesem Fall ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch
xa(z) =det(z] —A)=2" —q,2" ' — - — . (7.11)
Beweis:
»(ii)=(i)” Fiir (4,b) gilt (Ubungsaufgabe)
xi(z) =det(z] —A) = 2" — 2"t — o — 0. (7.12)

AuBerdem ist (A,b) steuerbar, da

0 0 1

(b Ab - An1j)= b (7.13)
0 1 «
1 x -+ %

Da das charakteristische Polynom sowie die Eigenschaft, steuerbar zu sein, unter
Ahnlichkeitstransformationen invariant bleibt, folgen sowohl (i) als auch (7.11).

”(i)=(ii)” Sei (A,b) steuerbar, sei das charakteristische Polynom von A durch (7.11)
gegeben. Wir wihlen die Kontrollierbarkeitsmatrix von (A, b) als Koordinatentrans-

formation, d.h.
T=(b Ab --- A" ). (7.14)

Es gilt dann mit Cayley-Hamilton

AT = (Ab A% - A”b):(Ab cee An1p Zz;éakHAkb)

0 0 o 1
7|t % | _.7A, T 0 —b, (7.15)
01 e a
also
T'AT =A", T 'b=e, =1 (7.16)
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Sei nun (A,b) durch (7.10) definiert. Dasselbe Verfahren, angewendet auf (4,b),

fithrt auf o o
TYAT = A" T =e , (7.17)
mit
0 -0 o
A — 1 . A , T — ( b oAb ... Am1} ) ) (7.18)
.0
0 - 1 &,

Da x4 = X, gilt oy = @& fiir alle 5. Also sind (A,b) und (A,d) &hnlich.

O
Satz 7.5 (Polverschiebungssatz, skalarer Fall)
Sei (A,b) € R™™ x R™ steuerbar. Dann ¢ibt es zu jedem Polynom
p(z)=12"-> "', a€eR, (7.19)
k=1
eine Riickkopplung f € R"™ mit
XA+bfT =P - (7.20)

Beweis: Sei p € P, der Form (7.19) gegeben. Wir betrachten zunichst die Regelungs-

normalform (7.10). Sei f € R"™ definiert durch
fe=on+ck. (7.21)
Dann gilt
Xisijr = - (.22
Ist nun ein steuerbares (A,b) gegeben, so setzen wir
f=T7"F, (7.23)
wobei T eine Ahnlichkeitstransformation ist mit
T'AT=A, T 'b=hb, (7.24)
gemif Satz 7.4, und f durch (7.21) gegeben ist. O

Folgerung 7.6
Jedes steuerbare skalare Kontrollsystem (A, b) ist stabilisierbar.

Beweis: Wihle in Satz 7.5 ein Polynom p, dessen Nullstellen alle negativen Realteil
haben, z.B.
p(z) = (x +1)". (7.25)

O
Lemma 7.7 (Lemma von Heymann)

Sei (A, B) € R™™ xIR™™ steuerbar. Ist b € im B, b # 0, so gibt es eine Riickkopplung
F € R™" 50 daf (A+ BF,b) steuerbar ist,
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Beweis: Wir konstruieren eine Basis {z1,...,2,} im R™ und Vektoren uy,...,u,_; €
R™, so dafi fiir 1 <k <n gilt

Tg+1 — A.Tk + Buk y (726)
AVg) C Viy1, dimVipyy=k+1, Vi:=span(xq,...,Tk). (7.27)
Wir setzen z; =b. Fiir k=1,...,n — 1 konstruieren wir uy, Ty -

Falls Az ¢ Vi: Wir setzen u, = 0.

Falls Azxy € Vi: Wegen A(Vi_1) C Vi ist Vi A-invariant. Da (A|im B) = R" nach
Voraussetzung an (A, B) , ist im B ¢ Vi, . Wir wihlen ein u;, € R™ mit Buy ¢ V.

In beiden Fillen definieren wir z;.; durch (7.26). Nach Konstruktion gilt (7.27). Wir
definieren F € R™™ durch

Frpy=w,, 1<k<n. (Fz, beliebig.) (7.28)
Dann ist
Tp+1 = Az + Buy = (A+ BF)zy,, 1<k<n, (7.29)
also
(b (A+BF)b -+ (A+BF)" b )= (21 22 -+ o ). (7.30)
Da {z1,...,z,} eine Basis ist, folgt die Behauptung. a

Satz 7.8 (Polverschiebungssatz, Vektorfall)
Sei (A, B) € R™™ x R™™ steuerbar. Dann gibt es zu jedem Polynom

p(z) =2"-> ar® 1t g eR, (7.31)
k=1

eine Rickkopplung F € R™™ mit

XA+BF =D (7.32)

Beweis: Wir wihlen nach Lemma 7.7 ein b = Bv, v € R™, und eine Riickkopplung
F e R™™ sodaB (A+ BF,b) steuerbar ist. Wir withlen nach Satz 7.5 ein f € IR® mit

X(A+BF)+bfT = P- (7.33)

Mit F = F +vfT folgt die Behauptung, da
A+ BF = A+ BF +bf7. (7.34)
O

Folgerung 7.9 (Steuerbarkeit = Stabilisierbarkeit)
Jedes steuerbare Kontrollsystem (A, B) € R™™ x R™™ st stabilisierbar-.

Beweis: Siehe Beweis von Lemma 7.6 . O

Bemerkung 7.10

Die Umkehrung von Folgerung 7.9 gilt nicht, wie das Beispiel (A, B) = (—1,0) zeigt.
Es gilt aber (Ubungsaufgabe): (A, B) ist steuerbar genau dann, wenn sowohl (A, B) als
auch (—A, —B) stabilisierbar sind.

35



8 Dynamische Beobachter
Wir betrachten das Kontrollsystem
t=Ax+ Bu, y=Cz, (8.1)

und fragen uns, ob wir es stabilisieren konnen, wenn die Riickkopplung nur den Output
y als Information benutzen kann.

Beispiel 8.1
Wir betrachten das System

a'c1 = X9, (82)
j?g = u, (83)
y = . (8.4)

Frage: Gibt es eine Riickkopplung der Form
u==Fk(z;), k:IR—IR stetig , (8.5)

so dafl limy . () = 0 gilt fiir den Anfangswert (0,1)?
Wir definieren V : IR? —» R durch

V(21,2,) = %x% - [ k(e de. (8.6)

Dann gilt fiir jede Losung = des riickgekoppelten Systems
%V(x(t)) = 29(t)io(t) — k(z1(t))2,(2) =0, V(0,1)=1, (8.7)
also V(z(t)) =1#0=V(0), d.h. z(t) — 0 ist nicht méglich. O

Bemerkung 8.2 (Konstruktion eines dynamischen Beobachters)
Wir fertigen eine Kopie des Systems (8.1) an, in die wir zusétzlich eine Riickkopplung der
Differenz der Outputs eingeben, d.h.

z2=Az+ Bu—+ Ld(t), d(t)=Cz(t)—y(t), (8.8)
wobei L € R™¥) noch geeignet gewiihlt werden kann. Fiir die Abweichung
e(t) = z(t) — z(t) (8.9)
der beiden Zustandsfunktionen gilt dann (ausrechnen)
é=2—-3=(A+LC)e. (8.10)

Falls A+ LC Stabilitdtsmatrix ist, folgt daher

lim (=() - 2(8)) = 0, (8.11)
unabhingig von den Anfangswerten. O
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Wir suchen nun nach einer Riickkopplung der Form

u=Fz, (8.12)

so dafl das gekoppelte System
= Ax + BFz, (8.13)
2=Az+BFz+ LC(z —x), (8.14)

asymptotisch stabil ist.

Satz 8.3 (Stabilisierung durch Output-Riickkopplung)
Sei (A,B,C) € Sym i steuerbar und beobachtbar. Dann gibt es F € R™™ und L €
R™K) | so daf das System (8.13), (8.14) asymptotisch stabil ist.

Beweis: Wir betrachten das System fiir z und e=2 — =z
= (A+ BF)xz + BFe, (8.15)

¢=(A+LC)e. (8.16)

Da (A, B) steuerbar ist, ist (A, B) stabilisierbar, also gibt es ein F € R(™™ | so daf
A + BF Stabilititsmatrix ist. Da (A, C) beobachtbar ist, ist (AT, CT) steuerbar, also
auch stabilisierbar, also gibt es ein L € R™*®) 5o daB AT +CTLT Stabilitiitsmatrix ist,
also ist auch

A+ LC = (AT + 071" (8.17)
Stabilitdtsmatrix. Es folgt, dafl auch
[ A+ BF BF

Stabilitdtsmatrix ist, da fiir die charakteristischen Polynome gilt

XM = XA+BF XA+LC - (8.19)

Es gilt also fiir jeden Anfangswert,

lim z(t) = Jim e(t) =0, (8.20)
also auch
Jlim z(t) =0. (8.21)

|

Bemerkung 8.4
Der Beweis von Satz 8.3 zeigt, wie man eine Stabilisierung durch Output-Riickkopplung
erhélt: Man konstruiert F' so, dafl A+ BF' Stabilitdtsmatrix wird, und L so, dal A+LC
Stabilitdtsmatrix wird.

Fiir Beispiel 8.1: Ubungsaufgabe. O
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9 Ubertragungsfunktionen, Frequenzraumanalyse

Wir betrachten zunéichst noch einmal ein Input-Output-Verhalten der Form

v = | K (t— r)u(r) dr . (9.1)

Definition 9.1

Set K : R, — R*®™ mefbar. Wir sagen, dafy das durch (9.1) beschriebene Input-Output-
Verhalten die gleichmdfige BIBO-Eigenschaft hat ( = bounded input bounded output), falls
durch (9.1) ein linearer stetiger Operator K : L®(IR;IR™) — L*(R,;IR") definiert
wird, d.h. falls es eine Konstante C' > 0 gibt mit

lolle < Cllull,, ~ fiir alle w € L¥(R; R™). (9.2)

Lemma 9.2
Das Input-Output-Verhalten (9.1) hat die gleichmdfige BIBO-FEigenschaft genau dann,
wenn K integrierbar ist iber IR, , d.h. wenn

1K1, = [ IE®lldt < oc. (9
Beweis: Ist K integrierbar, so gilt fiir jedes u € L™
¢
ly(@)]] < IIUIIOO/0 K ()| dr < [Jull ol K]l - (9.4)
Umgekehrte Implikation: Seien Indizes ¢,j und ein ¢ > 0 gegeben. Wir setzen
sign(K;;(t—171)), 7<t . .
“j(T):{O, (B ) F > u(T) =0 fiilr £ #j. (9.5)
Dann gilt
t m ¢
C =Cllull,, > wi(t) = /0 S Kt — 7)ug(7) dr = /0 |y (7)) dr . (9.6)
k=1
Da t beliebig ist, folgt die Integrierbarkeit von K . O
Satz 9.3
Hat das Input-Output- Verhalten (9.1) die gleichmdfige BIBO-Eigenschaft, so gilt:
lim u(t) =0 = Jim y(t) =0. (9.7)

Beweis: Sei € > 0. Wahle T > 0 so daB}

00 € €
|| K (7)|| dr < ;o lu@®)] < fiir alle ¢t > T. (9.8)
/T 2||ull 2| K|,

Dann gilt fiir jedes t > 27T

T c t
@l < Nl [ 156 =Dldr+ 5 [[K(@E=7)]dr
: KT, Jr
9

s, IKOldr<e. @9

t
= lull [ 1E@lldr+
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Bemerkung 9.4

e Ist (A, B,C) ein Kontrollsystem und A Stabilitdtsmatrix, so ist die Impulsant-
wortmatrix K (t) = Ce'”B integrierbar iiber IR, , da

e < cpet (9.10)
gilt fiir geeignete Konstanten ¢; mit ¢y < 0.

e Ist (A, B,C) ein steuerbares und beobachtbares Kontrollsystem mit integrierbarer
Impulsantwortmatrix, so mul A Stabilitdtsmatrix sein. (Ubungsaufgabe)

Definition 9.5 (Laplace-Transformation)
Ser f:IRy — R. Dann heifit die durch

(L)) = [ ety (9.11)

definierte Funktion Lf : Dy — C (mit Definitionsbereich Dy C @) die Laplace-
Transformierte von f . Der zugehdrige Integraloperator L heifst Laplace- Transformation.
Man schreibt oft

~

f(s) = (Lf)(s). (9.12)

Fir f:R, — IR" wird die Laplace-Transformation komponentenweise definiert.
Bemerkung 9.6 (Eigenschaften der Laplace-Transformation)
e Ist f meBbar und erfiillt f eine Wachstumsbedingung der Form
If@)|<ce’, oc€R,c>0, (9.13)

so ist das uneigentliche Integral (9.11) konvergent fiir alle s € € mit Res > o,
dh. Dy D> {s:Res>o}.

e Beispiele fiir Laplace-Transformierte:

f Lf
1 1
/ 1 (9.14)
ewt %w
sin(wt) R
cos(wt) e
e Es gelten die Rechenregeln
L(af+ Bg) =al(f)+BL(g), (Linearitdt) , (9.15)
(L(f))(s) = s(Lf)(s) = f(0+) . (9.16)

39



e Eine mathematische Analyse der Laplace-Transformation wird sinnvollerweise im
Rahmen der Distributionentheorie vorgenommen, und zwar als Spezialfall der Fou-
rier-Laplace-Transformation

oo .
(FNs) = [ e (@ dt. (9.17)
—00
Bemerkung 9.7 (Anwendung auf ein Kontrollsystem)
Wenden wir die Laplace-Transformation auf das Kontrollsystem

z(t) = Az(t) + Bu(t), =z(0)=0, y(t)=Cz(t), (9.18)
an, so erhalten wir
st(s) = Az(s) + Bu(s), 9(s)=Ci(s). (9.19)
Es ergibt sich
2(s) = (sl — A)7'Ba(s), 4(s)=C(sI —A)~'Ba(s). (9.20)

Definition 9.8 (Ubertragungsfunktion)
Sei (A, B,C) € Symx ein Kontrollsystem. Die durch

G(s)=C(sI - A)™'B (9.21)

definierte Funktion G heift Ubertragungsfunktion (oder Transferfunktion) des Kontroll-
systems (A, B,C).

Lemma 9.9 (Form der Ubertragungsfunktion) )
Sei (A,B,C) € Spmx ein Kontrollsystem. Dann hat die Ubertragungsfunktion G die

Form
P(s)

q(s) '
wobei q(s) = det(s] — A) das charakteristische Polynom von A wvom Grade n und

P:C = C™ eine matrizwertige Funktion ist, deren Komponenten Polynome vom
Grad <n—1 sind.

G(s) =

(9.22)

Beweis: Folgt aus der Formel fiir die Inverse einer Matrix (siehe Lineare Algebra), ange-
wendet auf die Matrix s/ — A. a

Bemerkung 9.10 (Pole der Ubertragungsfunktion) )
Die Pole von G sind gerade die Eigenwerte von A. Eine Ubertragungsfunktion heifit
daher stabil, falls alle ihre Pole in der linken komplexen Halbebene liegen.

Beispiel 9.11
Wir betrachten das inverse Pendel

Foz=u, y=z. (9.23)
FEs st
A:(?é), B:(?), 0:(1 0), (9.24)
SJ—A:<_‘91 _81>, (sI—A)‘1:821_1<‘: i) (9.25)
Gls) = 5 L 1 (9.26)



Lemma 9.12 )
Sei (A,B,C) € Sy ein Kontrollsystem mit der Ubertragungsfunktion G und der Im-

pulsantwortmatriz K . Dann gilt X
G=K, (9.27)

d.h. die Ubertragungsfunktion ist die Laplace- Transformierte der Impulsantwortmatriz.

Beweis: Folgt aus der Tatsache, dafl die Fourier-Laplace-Transformation Faltungen in
Produkte iiberfithrt und umgekehrt (siehe Distributionentheorie). Rechnung fiir den Fall,
in dem alle auftretenden Integranden endliches Lebesgue-Integral haben: Anwendung der
Laplace-Transformation auf die Gleichung

v = | 'Kt ryu(r) dr (9.28)

ergibt
g(s) = /Oooe_“/ot (t — 7)u(r) dr dt = / / K (t— 1) dtu(r)dr =

_ /0°° /0°°€—s<a+r)K(0)dau(T)dT: /0 e K (s) u(r) dr
= K(s)i(s) (9.29)

|

Satz 9.13 (Interpretation von G(iw))
Sei (A,B,C) € Sy i ein Kontrollsystem mit der Ubertragungsfunktion G, sei A Sta-
bilitatsmatriz, ser w € IR gegeben. Sei

G(iw)j = re™ (9.30)

die Darstellung in Polarkoordinaten des Elements G(iw)j von G(iw). Dann gilt fir den
zur Steuerung

u(t) = sin(wt)e (9.31)
gehdrenden Qutput y
tlgg)(yj (t) — rsin(wt + ¢)) =0. (9.32)
Beweis: Es ist _
rsin(wt + @) = Im re!@+%) = Im [e“"tG(iw)jl] : (9.33)
Also geniigt es zu zeigen, daf}
: wt . _
tliglo (y(t) —1Ime G(zw)el) =0. (9.34)
Es ist aber
¢ ¢
yt) = [ K(t—7)u(r)dr = / K(r)u(t — ) dr
0 0
t t
= K(7)sin(w(t — 7))e; dr = Im [ “’Jt/ e “TK(r)dre| , (9.35)
0 0
und . -
Jlim G(iw) — /0 e WTK(r)dr| = Jim t e TK(r)dr =0, (9.36)

da die Impulsantwortmatrix nach Bemerkung 9.4 integrierbar ist. Aus (9.35) und (9.36)
folgt (9.34). O
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Bemerkung 9.14 (Nyquist-Diagramm, Bode-Diagramim)

e Der Beweis von Satz 9.13 zeigt, dafl er fiir jedes Input-Output-Verhalten der Form
(9.1) gilt, sofern es die gleichméfige BIBO-Eigenschaft hat.

e Die Aussage von Satz 9.13 bedeutet: Die einzelnen Elemente der Matrix G(iw) ge-
ben an, wie ein Sinuseingang der Frequenz w im Ausgang erscheint. Die Frequenz
bleibt erhalten (typisch fiir lineare Systeme, im Gegensatz zu nichtlinearen Syste-
men), und es findet eine Verstirkung um den Faktor r (r heifit Verstdrkungsfaktor
oder Ubertragungsbeiwert, gain) und eine Phasenverschiebung um den Winkel ¢
statt.

e Ist G skalar, so heifit die Kurve f: IRy — C,
fw) = G(iw), (9.37)

die Ortskurve des Frequenzgangs G(iw), eine Zeichnung von f heifit Nyquist-
Diagramm. Die durch ‘
G(iw) = r(w)e™ (9.38)

definierten Kurven 7, : IR, — IR heilen Betragskennlinie bzw. Phasenkennli-
nie. Beide zusammen werden auch als Frequenzkennlinien-Darstellung des Ubertra-
gungsverhaltens bezeichnet. Ublicherweise werden w und r(w) logarithmisch, ¢(w)
linear aufgetragen.

Satz 9.15 (Realisierung einer skalaren Ubertragungsfunktion)
Sei

S n—1 n—1
Gs) =2 ) = T st als) =" = Danast. (939

(i) Das Kontrollsystem (A,b,c"),

0 1 0O --- 0 0 c1
S0 1 e : €2
A= | , b= , €= , (9.40)
0 O 0 1 0 :
aq Qo PR “ e an 1 Cn

ist eine Realisierung von G (d.h. eine Realisierung von K mit K = G ).

(ii) Das Kontrollsystem (9.40) ist eine minimale Realisierung von G genau dann, wenn
p und q teilerfremd sind.

Beweis: Zu (i): Es ist

Gls)=T(sT—A) b, I—A)| ° | =q)0. (9.41)
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Zu (ii): Haben p und ¢ einen gemeinsamen Teiler, so ist

PP orad(@=n<n. (9.42)
q9 g
Das zu p,§ geméif (i) konstruierte Kontrollsystem hat dann eine Zustandsraumdimension
kleiner als n. Sei umgekehrt (A,b,c’) eine nicht minimale Realisierung. Sei (A, b, &")
eine minimale Realisierung vom Grad n < n. Mit geeigneten Polynomen p,§ gilt dann
(9.42). Wiren p und q teilerfremd, so miifite ¢ das Polynom § teilen im Widerspruch
zun<n. O
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10 Dynamische Programmierung, HJB-Gleichung

Problem 10.1 (Problem der optimalen Steuerung)
Minimiere .
J(z,u;t0, o) = / L(t,z(t),u(t)) dt + Li(t1, z(t1)) , (10.1)
to

unter den Nebenbedingungen

z(t) = f(t,z(t),u(t)), =z(to) ==z9, (Differentialgleichung) , (10.2)
z(to) = xg , (Anfangsbedingung) |, (10.3)
Y(ty,z(t1)) =0, (Endbedingung) (10.4)

u(t) € Q, telto,te], (Kontrolleinschrinkung) (10.5)

wobel

Ul[to,tl]—)]].:{m, QCRm, x:[to,tl]—>IR", ¢:RXR7L_>RP’ to < t1.
(10.6)
Die Endzeit ¢; ist eine freie Variable (man stelle sie sich durch die Endbedingung (10.4)
festgelegt vor). Wir setzen voraus, daf§ die Funktionen L, Ly, f, % in allen Variablen hin-
reichend oft differenzierbar sind. Mit

P(to,xo) (107)
bezeichnen wir das obige Kontrollproblem.

Bemerkung 10.2
Die Idee der dynamischen Programmierung besteht darin, aus der Betrachtung der ge-
samten Schar

{Pto,no)  (to, 20) € G}, (10.8)

(mit einer geeigneten Menge G' C IR™*V) Aussagen iiber das einzelne Kontrollproblem
zu gewinnen.

Definition 10.3 (Optimalwertfunktion)
Set

PC(to,t1; R™) = {u|u : [to, t1] — R™, u ist stiickweise und rechtsseitig stetig }.
(10.9)

(i) Ein u € PC(to,t;IR™) heifit zulissige Steuerung fir Py, ), falls (10.2) - (10.5)
gelten, d.h. wenn (10.5) gilt und wenn die zugehdrige Zustandsfunktion = auf ganz
[to, 1] fortsetzbar ist und die Endbedingung (10.4) erfiillt.

(ii) Die Funktion

V(to, wo) = inf{J(x, u; to, o) : w ist zuléissig fiir P, ), « 16st (10.2), (10.3)},
(10.10)
heift Optimalwertfunktion von Problem Py, 4 -
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(iii) Ein u, € PC(ty,t1;IR™) heifit optimale Steuerung, falls u, zuldssig ist und fir die
zugehorige Zustandsfunktion x, gilt
V(to, xo) = J (4, us; to, To) - (10.11)
Das Paar (u,,x,) heifit dann Losung von Py g .
Lemma 10.4

Sei u € PC(to,t1;R™) zulissige Steuerung fiir Py, »,) mit zugehiriger Zustandsfunktion
x . Dann gilt:

(i) Fir alle 1 < 19 in [ty t1] gilt

V(m,z(m)) < V(r, z(12)) + /T2 L(r,z(7),u(r)) dr. (10.12)
(ii) w ist optimale Steuerung fir Py, genaw dann, wenn fir alle 71 < 7 in [to, ]
gilt
V(r,z(m)) = V(7 2(12)) —I—/ L(r,z(7),u(r)) dr . (10.13)
Beweis:

(i): Sei @ : [, 1] — IR™ eine beliebige zuléissige Steuerung fiir P, 4(r,)) . Dann wird

durch
co-{1 )

eine zuldssige Steuerung fiir P;, 4(r,)) definiert. Sei
_ _ Z’(t), t e [7'1,7'2),
Z(t) = { #1), telmil, (10.15)
die zugehorige Zustandsfunktion. Nach Definition von V' folgt
t1 - -
V(r,z(m)) < / L(r,Z(7),a(r)) dr + L1 (t1,Z(t1))

1

= /:2L(T,x(f),u(f))dwJ(aé,a;w,x(rg)). (10.16)

Da @ beliebig war, folgt die Behauptung, indem wir nochmals die Definition von
V' heranziehen.

(ii),”<”: Fiir 7y = to, 7o = t; folgt aus (10.13), dafl
V(to, z0) = J (2, u; to, To) - (10.17)

(ii),”=": Sei u optimal. Dann gilt

Vite,zo) < V(m,z(m))+ ton L(r,z(7),u(r)) dr (wegen (10.12))

< V(m,z(12)) + /: L(r,z(7),u(r)) dr (wegen (10.12))

< / L(r,%(7),u(r)) dr + t L(1,2(7),u(r)) dr + L1 (t1, z(t1))

(nach Definition von V')
= J(l',u;t(),w()) = V(th‘TO) ) (1018)

woraus die Behauptung folgt.
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Satz 10.5 (Bellman-Prinzip)
Ist u, € PC(ty,t,;IR™) optimale Steuerung fir Py, a,), S0 ist u.|[t,t;] optimale Steue-
rung fir Pyg, ) fir alle t € [to,t1].

Beweis: Folgt aus Lemma 10.4(ii) mit 7 =t;,, 7 =¢. O

Satz 10.6 (Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung)
Sei G C R™™ offen, sei die Optimalwertfunktion V der Schar {Po,z0) : (to, o) € G}
auf G endlich. Ist (t,z) € G und V differenzierbar in (t,x), so gilt

%—Z(t, )+ (Z—Z(t, D) fto )+ Lt o,u) >0, firalle ueQ.  (10.19)
Ist u, optimale Steuerung und V differenzierbar in (t,z.(t)), so gilt
oV . |,0V

wobei das Minimum in u = u.(t) angenommen wird.

Beweis: Sei u € (1 beliebig. Wir betrachten Py, und definieren

ah%={$ﬂ,:§¥i;®’ (10.21)

Hier ist 6 > 0 so klein gewihlt, daf die zugehorige Zustandsfunktion Z auf [¢,t + {]
existiert und Z(t+¢) € G erfiillt; % sei eine beliebige zuldssige Steuerung fiir Py s z(14)) -
Aus (10.12) folgt fir 0 < h <4

V(t+hZ(t+h)—V(tz)) 1 pt+h

> —— L(t,x . 10.22
. > [ L E W (1022)
Grenziibergang h | 0 liefert (10.19). Ebenso folgt aus (10.13), da§
Vit + h, 2. (t + h)) — V¢, 2. (t 1 pteh
Crhnlt = VERO) - L™ L) dr. (10:23)
h h Ji
Grenziibergang h | 0 zeigt, dal in u = u,(t) das Minimum 0 angenommen wird. O

Satz 10.7 (Hinreichende Optimalititsbedingungen)
Sei G C R"™ offen, G D {(t,z) : ¥(t,x) = 0}. Sei u, : [to,t1] — IR™ zulissig fiir
Plioze) mit (t,2.(t)) € G fiir t € [to,t1]. Set W : G — R stetig differenzierbar, und es
gelte

W(t,z) = Li(t, ), falls ¢ (t,z) =0, (10.24)

ow .|, oW

E(t’ z) + min (%(t, x), ft,z,u)) + L(t,z,u)| =0, V(t,z) €q. (10.25)
Falls u = u,(t) das Minimum in (10.25) liefert fir (t,z) = (t, z.(t)) und alle t € [ty,t1),
50 ist u, optimale Steuerung fir Py, gy, und

W (t, 2.(t)) = V(t, 2.()). (10.26)
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Beweis: Sei t € [to, t1) beliebig, @ : [t,1;] eine beliebige zulissige Steuerung fiir P . (s -
Dann gilt

J(Z,u;t,x.(t) = /;1 L(7,z(7),u(r)) dr + L1(t1, %(t1))

= /t_l L(r,z(r), (7)) dr + W (t, z.(t)) + /t1 W(r,z(r))dr

= / 7,2(r), a(r)) dr + W (t,.(1)) +
W ~ ow _ _
+ [ B 20 4O, (1), £, 2(r), 0(r)) d
> W(t,@.(t ))
= ( (1)) L(7,2,(7), u. (7)) +
( o7 ))+< (T (7)), f(T, 2:(7), us(7))) dT
= W(t1,z«(t1)) / (T, 24 (T), us (7)) dT
= J(T4, us; t, T4 (1)) - (10.27)
Da u beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 10.8 (Konstruktion optimaler Riickkopplungssteuerungen)

Falls die Optimalwertfunktion stetig differenzierbar ist, so ermdoglicht es Satz 10.7, die
Optimalwertfunktion und die optimale Steuerung in Riickkopplungsform folgendermafien
zu konstruieren:

1. Bestimme U(t,z,p), p € R", so da8 das Minimum beziiglich v € ©Q von
(p, f(t,,u)) + L(t, z,u) (10.28)
in u=U(t,z,p) angenommen wird.

2. Lose die partielle Differentialgleichung

ow oW ow ow

T + (E(t, x), f(t,z, U(t, z, %))) + L(t,z,U(t,x, %)) =0, (10.29)

mit der Randbedingung
W(t,z) = Li(t,x) auf {(¢,z):¥(t,z) =0}. (10.30)

3. Priife nach, ob die Losung die Glattheitsvoraussetzungen von Satz 10.7 erfiillt.

4. Berechne z, als Losung von

2(t) = f(t,2(2), U(L, 2(2), %—T(t,m(t))) , (o) =m0, (10.31)
und die optimale Steuerung u, aus
us(t) = U(t, z.(t), %—V;(t, z4(t))) - (10.32)

47



Bemerkung 10.9 (Leider ...)

Nur in Ausnahmefillen ist die Optimalwertfunktion global stetig differenzierbar
(z.B. im linear-quadratischen Problem).

Das Konstruktionsverfahren 10.8 kann noch funktionieren, wenn die Optimalwert-
funktion stiickweise stetig differenzierbar ist, und zwar am ehesten dann, wenn die
Menge, auf der die Ableitung von V unstetig ist, sich aus glatten Flichen zusam-
mensetzt. Man kann dann jeweils zwischen solchen Unstetigkeitsflichen (die aller-
dings auch erst bestimmt werden miissen!) das beschriebene Verfahren anwenden.

Selbst wenn die Optimalwertfunktion glatt ist, so kann die Losung in der Regel
nicht in expliziten Formeln angegeben werden. An eine numerische Ldsung der
HJB-Gleichung kann erst neuerdings gedacht werden, da die Dimension des zugrun-
deliegenden Raumes n + 1 ist (nichtlineare partielle Differentialgleichungen in drei
Dimensionen (plus Zeit) markieren bereits die Grenze des gegenwértig Machbaren).

Verwendbare allgemeine Siitze, die eine C'-Losung der HJB-Gleichung garantieren,
gibt es nicht. Im allgemeinen ist die Optimalwertfunktion nicht glatt.

Man kann den Losungsbegriff verallgemeinern und eine passende Ldsungstheorie
auszuarbeiten versuchen. Dies fiihrt auf den Begriff der Viskositéitslosung (Anfang
der 80er Jahre von Crandall, Evans und P.L.Lions entwickelt).
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11 Das linear-quadratische Kontrollproblem

Fiir das sogenannte linear-quadratische Kontrollproblem (LQ-Problem) 148t sich die op-
timale Steuerung in Riickkopplungsform als Losung der HJB-Gleichung konstruieren.

Problem 11.1 (Linear-quadratisches Kontrollproblem)

Minimiere
n M) R(t) \ ( «(t)
) _ T T T
J(x, us by, x0) = /t (2T u®)”) ( R N )\ ul) ) 4T z(ty)" Dx(t,),
(11.1)
unter den Nebenbedingungen
= A(t)z + B(t)u, z(ty) =0, (11.2)
bei fester Endzeit ¢; und ohne Kontrolleinschrankung, d.h.
wit,z)=t—t;, Q=R". (11.3)
O

Voraussetzung 11.2
Wir setzen fiir Problem 11.1 voraus:

e A B,M,N,R sind stetige matrixwertige Funktionen von t passender Dimension.
e D, M(t), N(t) sind symmetrisch fiir alle ¢.

e N(t) ist positiv definit fiir alle ¢.

M(t) R(t) : o : .
D und ( RO N(t) sind positiv semidefinit. (11.4)
O
Ansatz 11.3
Wir setzen an
W(t,z) =" Q(t)r = (z,Q(t)z) , (11.5)

wobei Q(t) fiir jedes t eine symmetrische Matrix im IR™™ und ¢ — Q(t) stetig
differenzierbar werden soll. Zur Berechnung der optimalen Steuerung miissen wir fiir
(t,7) € G = R™" die Funktion

o) = <%—2], Ftz,u)) + Lt 2, ) (11.6)

tiber v € Q = R™ minimieren. Es ergibt sich (wir lassen das Argument ¢ weg)

g(u) = (z,Q(Azr + Bu)) + (Az + Bu,Qx) + Mz + 2T Ru + u'RTz + v Nu
= 207Q(Ar + Bu) + 2" Mz + 22" Ru+ v Nu, da Q=Q". (11.7)
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Da N positiv definit ist, ist g konvex. Jede Nullstelle der Ableitung von ¢ ist dann
globales Minimum von g¢. Es gilt

Vg(u) =22"QB + 22" R+ 2u" N, (11.8)
also
Vo(u)=0 & 22"QB+22"R=-2u"'N & u=-N'B'Q+R"z. (11.9)

(Die Inverse von N existiert, da N positiv definit ist.) Wir haben also gezeigt: Aus dem
Ansatz (11.5) mit symmetrischem Q(t) folgt, dafl

Ut,z) = —-N(#)~" (B®)"Q®) + R®)") « (11.10)
die eindeutige Losung ist von
min, [(%—T, Ftzu)) + L{t,z, u)] . (11.11)

Zur Bestimmung von (t) betrachten wir die Gleichung

W(t’ r) + min l(%,f(t,x,u)) + L(t,x,u)] =0. (11.12)

Mit uw=U(t,z) aus (11.10) und W aus (11.5) erhalten wir

0 = Dtta)+ (G0 7t e, Ul 2)) + Lit, 2, Ulh, )
(z,Qz) + (x,Q(Az + BU)) + (Az + BU,Qz) + " Mz + 7 RU + UTRTz + UTNU
27Qz 4+ 2T (QA+ ATQ + M)z + 2" (QB + R)U + U (BYQ + Rz + U'NU
#'(Q+ QA+ A"Q + M)z + 2" (QB+ R)(-N")(B"Q + R")z
—27(QB+R)N'BTQ+ Rz + 27 (QB+ RIN"'NN(BTQ + R")z
= 2T (Q+QA+ATQ+ M — (QB+RN'(B"Q+R"))z. (11.13)

~ v
~

=:P

Kénnen wir ein symmetrisches Q(t) so wihlen, daf§ P(¢) =0 fiir alle ¢, so haben wir den
Ansatz (11.5) gerechtfertigt und sowohl die Optimalwertfunktion als auch eine optimale
Steuerung in Riickkopplungsform berechnet. O

Satz 11.4 (L6sung des linear-quadratischen Problems)
Unter den Voraussetzungen in 11.2 gilt: Das Anfangswertproblem fiir die sogenannte
Matriz- Riccati- Differentialgleichung

O=-QA—ATQ - M+ (QB+RNYB"Q"+R"), Q(t)=D, (11.14)

hat eine eindeutig bestimmte Lisung Q : (—oo,t1] — R™™ | und Q(t) ist symmetrisch
fiir alle t <ty . Das linear-quadratische Problem 11.1 hat fiir alle (ty,zo) € IR x R™ mit
to < t; genau eine Losung (u.,x.), die man folgendermafen erhdlt:

1. Lése (11.14).
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2. Setze
Ut,z) = =N@#)"Y(BWHTQ) + R(t))x, (11.15)

und bestimme die eindeutige Losung x, der Anfangswertaufgabe
t=A(t)xr+ B(t)U(t,z), z(ty) = zo, (11.16)
mit U(t,z) aus (11.15).

3. Setze
u () = U(t, . (t)), t € [to,ta]. (11.17)

Die Optimalwertfunktion von Problem 11.1 ist gegeben durch
V(t,z) =2"Q(t)x. (11.18)

Beweis: Da mit @ auch QT eine Losung von (11.14) ist, ist die eindeutig bestimmte
lokale Losung von (11.14) symmetrisch. Mit

W(t,z) =2"Qt)z. (11.19)

sind nach der Konstruktion in 11.3 die Voraussetzungen von Satz 10.7 erfiillt, falls wir
zeigen konnen, daf sich die lokale Losung von (11.14) auf das Intervall (—oo,ty] fortsetzen
M(t) R(t) )
R(t)T N(1)
positiv semidefinit sind, ist die Zielfunktion J fiir alle Steuerungen nichtnegativ, also gilt

148t. Sei (¢_, to] das maximale Existenzintervall der Lésung. Da D und <

0<V(t,r)=W(t,z) =27Q(t)r, (11.20)

fiir alle t € (t_,%;] und alle z € R™. Da @ = 0 eine zuldssige Steuerung ist, folgt fiir
den zum Anfangswert (Z,z) gehorenden Zustand Z und fiir alle t € (¢, ], falls ¢ die
Ubergangsmatrix des Systems & = A(t)z bezeichnet, daf

0 < 2TQ(t)x < J(%,05t,x)
t1
= [T 3 M) dr + 3(1)" Dilt)
t
t1
< ||$||§||M||2/t 1@ (r, )l dr + |z l5 1Dl 2(t1, 1)1
= c(t)ell;, (11.21)

wobei ¢ : (—o0,t] die durch Ausklammern von ||z||> sich ergebende (stetige) Funktion
bezeichnet. Aus

0<2"Q(t)x < c(t)||z|5, Q symmetrisch | (11.22)

folgt
QW < ¢(?) - (11.23)
Wiére nun t_ > —oo, so wire Q(t) auf (¢_,%;] beschrinkt. Dann aber wire die Losung
von (11.14) iiber ¢_ hinaus nach links fortsetzbar. O

51



Bemerkung 11.5

Die Riickkopplungssteuerung U aus (11.15) ist keine reine Zustandsriickkopplung, da die
Zeit t ebenfalls explizit auftaucht. Das ist auch im autonomen LQ-Problem (d.h. die
Matrizen A, B, M, N, R sind zeitunabhingig) der Fall, da ) immer von ¢ abhéingt. O

Problem 11.6 (Autonomes LQ-Problem mit unendlichem Zeithorizont)
Sei 0 <t < oo. Wir wollen minimieren

T €)= [ o) Ma(r) + u(r)T Nu(r) dr | (11.24)
wobei

i=Ar+Bu, z(0)=¢, AeR™, BeRM™™. (11.25)

Wir setzen voraus, daf M € R™™ symmetrisch und positiv semidefinit und N € R(™™
symmetrisch und positiv definit ist. Mit V; bezeichnen wir die zugehorige Optimalwert-
funktion.

Lemma 11.7
Fir 0<t<oo gilt
Vi(e) = €7 P(1)E, (11.26)

wobei P : [0,00) — IR™™ die Lisung der Anfangswertaufgabe
P=—-PBN'B'P+PA+A"P+M, P(0)=0, (11.27)

ist. Die Matriz P(t) ist symmetrisch fir alle t > 0. Ferner ist P(t) — P(s) positiv
semidefinit fiir alle t > s. Falls M positiv definit ist, so ist auch P(t) positiv definit fiir
alle t > 0.

Beweis: Sei ¢ € R, gegeben. Nach Satz 11.4 ist

Vi(6) = €7Q(0)¢, (11.28)

wobei @; die Losung der Anfangswertaufgabe (11.14) mit ¢; = ¢ und D = R = 0 ist.
Definieren wir P durch
P(r)=@Qt—7), 0<7<t, (11.29)

so ist P symmetrisch und 16st (11.27) auf [0,¢], und es gilt (11.26). Da fiir jedes u €
L*>([0,t],IR™) und jedes s <t gilt, daf

Ji(@,u; €) = Js(2][0, 5], ul[0, s]; €) (11.30)

und umgekehrt jedes u € L*([0, s],IR™) als Restriktion eines u € L*([0,t],IR™) ent-
steht, gilt

ETP(s)E = Vy(€) < Vile) = E'P(1)E, €™, (11.31)
also ist P(t) — P(s) positiv semidefinit. Ist nun M positiv definit, so gilt

%STP(t)SLZO ='P0)E=E"ME>0, 0#EER". (11.32)

Sei t>0,sei £ € R", £ # 0. Wegen (11.32) gilt £ P ()€ > €7 P(7)€ > 0 fiir hinreichend
kleines 7 > 0. O
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Lemma 11.8
Sei (A, B) steuerbar. Dann ezistiert der Grenzwert

tliglo P(t) =: Py . (11.33)

Die Matriz Py, € R™" ist symmetrisch und lost die sogenannte algebraische Matriz-
Riccati-Gleichung
PBN'B'P-PA—-ATP-M =0. (11.34)

Beweis: Sei £ € IR" gegeben. Sei u eine beschrankte Steuerung, die £ in endlicher Zeit
nach 0 steuert. Dann gilt
Vo (&) < Joo(z,u56) < 00. (11.35)

Da t — Vi(§) nach Lemma 11.7 monoton wachsend ist, existiert fiir jedes £ € IR" der
Grenzwert

lim V;(¢) = lim &7 P(1)¢. (11.36)
Wegen
P(t)i; = e P(t)e;
= % [(e: +¢,)" P(t)(e; + €;) — e P(t)e: — e] P(t)e; (11.37)

folgt die Existenz des Grenzwertes (11.33). Aus (11.27) folgt, daf auch
lim P(t) (11.38)

t—o00

existiert und gleich Null ist (da andernfalls lim; ., P(¢) nicht existieren wiirde). Der
Grenziibergang ¢t — oo in (11.27) liefert daher (11.34). O

Satz 11.9 (Losung des LQ-Problems mit unendlichem Zeithorizont)
Sei (A, B) steuerbar. Dann gilt mit Py, aus (11.33)

Voo(§) = " Pt (11.39)

und die durch
w=Fz, F=-N1'BTP_, (11.40)

in Rickkopplungsform definierte Steuerung liefert die eindeutige Losung von Problem 11.1
fiir die Endzeit t = oo . Ist aufferdem M positiv definit, so ist A+ BF Stabilitdtsmatriz,
d.h. das riickgekoppelte System

&= (A+BF)x (11.41)

15t asymptotisch stabil.
Beweis: Wegen Jy(z,u;€) < Joo(z,u; &) fir alle (z,u) gilt Vi(§) < V(€) und daher

auch
€' Poo = lim £ P(1)€ = lim V;(€) < Vio(§) - (11.42)

Sei nun z die Lésung von (11.41) zu einem Anfangswert £ € R™ und u durch (11.40)
definiert. Mit (11.34) folgt dann fiir alle ¢t € R

d

agc(t)TPc,ogc(t) = —z(t)" (M + PoxBN™'B"P,)z(t) . (11.43)

93



Also gilt fiir alle ¢t € R

0

IN

T ) = [ "2()" (M + P BN-'B" P, )2(r) dr

— [ (o) Pacs()) i = 2(0)" Po(0) = 2(t)" Prc(t
TP —x(t)TP(t)x(t) (nach Lemma 11.7)
ETP.E . (11.44)

IAINA

Da auflerdem V. (§) < Joo(z,u; &) gilt, folgt aus (11.42) und (11.44) mit Grenziibergang
t — oo, daBl (11.39) gilt, durch u eine optimale Steuerung definiert wird, und

lim (1) P(t)z(t) = 0. (11.45)

t—o0

Ist M positiv definit, so ist nach Lemma 11.7 auch P(1) positiv definit. Sei ¢ > 0 so
gewihlt, dafl
cllzllz < 2"P(1)z,  fiir alle z € R™. (11.46)

Da wegen Lemma 11.7 fiir alle ¢ > 1 gilt
cle@)ll; < =T P(1)a(t) < 2(t)P)(2), (11.47)

folgt aus (11.45) daBl limy .o 2(t) = 0. Da der Anfangswert & beliebig ist, ist (11.41)
asymptotisch stabil. Es bleibt die Eindeutigkeit der optimalen Steuerung zu jedem gege-
benen Anfangswert z(0) = zy zu zeigen. Wir definieren Ji, J; : L°(IR; IR™) — [0, o0
durch

Ti(u) = /0 T T Nu(t)dt,  Jp(u) = /0 () ()T M (z(w) (1)) dt (11.48)

wobei .
z(u)(t) = eao + / e DABu(r) dr. (11.49)
0

Das Funktional J; ist strikt konvex (da N positiv definit ist), das Funktional Jy ist
konvex (da M positiv semidefinit und u +— x(u) affin linear ist). Also ist

U= Joo(z(u), u; 20) = Ji(u) + Jo(u) (11.50)

strikt konvex und daher das Minimum eindeutig. O
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12 Existenz optimaler Steuerungen

Problem 12.1 (Problem der optimalen Steuerung)

Minimiere
J(z,u,t) :/01L(t,x(t),u(t))dt+L1(:v(t1)), (12.1)
unter den Nebenbedingungen
z(t) = f(t,z(t),u(t)), =z(0)=uzo, (12.2)
P(a(t)) =0, (12.3)
u(t) € Q, tel0,t], (12.4)

wobei
u:[0,t] > R™, QCR™, =z:[0,t] = R", ¢:R"—=>RF, 0<t. (12.5)
Die Endzeit t; ist frei. Wir nehmen an, daf} die Voraussetzungen in 2.3 erfiillt sind.

Definition 12.2
Sei t; > 0. Wair setzen

Uy, ={u:ue L>®0,t;;R™), u(t) € Q fiir fast alle t € (0,¢1) }. (12.6)

FEine Steuerung u € Uy, heifit zulissig, wenn die zugehdrige Lisung x von (12.2) die
Endbedingung (12.3) erfillt. Das Tripel (z,u,t1) heifst zuldssiges Tripel.

Bemerkung 12.3 (Beweisschema fiir Existenzaussagen)

(i) Wir setzen
Jo = inf{J(z,u,t1) : (x,u,t;) ist zuléssiges Tripel } (12.7)

und zeigen, da8 J, < co (Steuerbarkeitsaussage).

(ii) Wir wihlen eine Minimalfolge (z,, Uy, t15), d.h. eine Folge zuldssiger Tripel mit

J (T, Uy tin) = Ji . (12.8)

(iii) Wir zeigen, daf} es eine konvergente Teilfolge gibt, d.h.
T, = Tuy  Up, —> Us,  tin, = Lis, (12.9)

und zwar mit einem geeigneten Konvergenzbegriff (Stichworte: a-priori-Abschéitzun-
gen, schwache Konvergenz und schwache Kompaktheit).

(iv) Wir zeigen, dafl (x,, u.,t1.) ein zulédssiges Tripel ist und dafi J(x, us, t1.) = J, gilt.
Fiir letzteres ist hinreichend, daf}

J (T, Uy t1i) < liminf J (@, Up, t1s) - (12.10)

n—00

|
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Satz 12.4

Sei Q C IR™ kompakt. Dann ist die Menge Uy, eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge
von LP(0,t1;IR™) fiir jedes t; > 0 und jedes p € [1,00]. Jede Folge (un)new in Uy, hat
eine in Uy, schwach-*-konvergente Teilfolge (un,)ken , d.-h. es gibt ein u € Uy, mit

¢ t
lim g, (£), v(1)) dt = / Nu(t),v(t))dt, Yue LY0,t;R™). (12.11)
Beweis: : Folgt aus Siatzen der Funktionalanalysis. a

Bemerkung 12.5 (Feste Endzeit und freie Endzeit)
Man kann Probleme mit fester Endzeit in Probleme mit freier Endzeit und umgekehrt
umformulieren.

Feste Endzeit — freie Endzeit: Soll in Problem 12.1 die Endzeit ¢; den festen Wert
T haben, so filhren wir eine neue Zustandsvariable z,,; ein und verlangen

j:n—I—l =1 s .In_H(O) = 0, $n+1(t1) =T. (1212)

Freie Endzeit — feste Endzeit: Wir transformieren Problem 12.1 in ein Kontrollpro-
blem auf dem Zeitintervall [0, 1]:

Minimiere J(7,,) =, | ' L(rty, 5(r), @(r)) dr + Lu(3(1)), (12.13)
L bt a(r), (), #0) = o, (12.14)

¥(@(1)) =0, (12.15)

i(r) € Q, (12.16)

wobei nun 7 :[0,1] - R", @ :[0,1] - R™ ist.
Voraussetzung 12.6 (Fiir den Existenzsatz)
(i) © ¢ R™ ist kompakt und konvex.
(ii) L ist konvex bzgl. u, d.h. die Abbildung u — L(¢,x,u) ist konvex fiir alle ¢,z .
(iii) f ist affin linear bzgl. u, d.h. f hat die Form
f(t,z,u) = fi(t,z) + fo(t, z)u, (12.17)
wobei fi : RxR"— R", f,: RxR"— RM™™ .
(iv) L, f, L1, sind stetig.
(v) f erfiillt eine Wachstumsbedingung
1t 2, )] < et w) (1 + [l])) (12.18)

wobel ¢: IR x IR™ — IR eine geeignete stetige Funktion ist.
geeig g
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(vi) Es gibt ein zuléssiges Tripel (x,u,t;) fiir Problem 12.1.
(vii) Wir fiihren als zusétzliche Nebenbedingung in Problem 12.1 die Bedingung

tl S Tmaw (1219)

ein, wobei T,,; hinreichend gro8 ist. (Das dndert nicht bei Problemen mit fester
Endzeit und bei zeitoptimalen Problemen, schliefit aber den Fall aus, dafl 12.1 keine
Losung hat, aber eine Minimalfolge (x,, uy, t1,) mit ¢, — 0o existiert.)

Bemerkung 12.7
Die Wachstumsbedingung in 12.6 folgt aus den Bedingungen in 2.3, falls die dortigen
Funktionen o und as stetig sind.

Satz 12.8 (Existenz optimaler Steuerungen)
Seien die Voraussetzungen in 12.6 erfillt. Dann hat Problem 12.1 eine Lésung (., us,t1)
mit u, € Uy, .

Beweis: Als erstes beweisen wir eine a-priori-Abschitzung: Es gibt eine Konstante C' > 0
mit

[zl < C, (12.20)

fiir alle zuléssigen Tripel (x,u,t;). Sei
¢ =supllw||, e= sup c(t,w). (12.21)

wEN 0<t<Tmaxzx
weN
Es gilt dann
t t

(@] = [lzo +/0 f(s,2(s),u(s)) ds || < |lzoll +/0 Co(1+ [lz(s)]) ds- (12.22)

Aus dem Lemma von Gronwall folgt die Abschétzung
2@l < (lzoll + e2t) e, (12.23)

also gilt (12.20) mit
C = maX{c1, (||$0|| + CQTmM;) eC2Tm”} . (1224)

Wir wenden nun das Schema 12.3 auf das auf feste Endzeit transformierte Problem an,
also auf

Minimiere J(3,4, 1) = t; [ ' L(rty, 5(7), 6(r)) dr + Ly (1), (12.25)
(1) = 20 + /0 "t f (st B (s), ls)) , (12.26)
BE1) =0, () eq, (12.27)

mit 7 :[0,1] = IR", @ :[0,1] - IR™. Da durch

z(s) = z(t1s), a(s) = u(ts), (12.28)
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zuldssige Tripel (z,u,t;) des urspriinglichen Problems in zuldssige Tripel des transfor-
mierten Problems und umgekehrt iiberfiithrt werden, gilt die a-priori-Abschétzung (12.20)
auch im transformierten Problem. Aus (12.28) folgt auferdem

J (&, i, 1) = J(x,u,t1). (12.29)
Nach Voraussetzung ist
J, = inf{J(&,a,t,) : (Z,1,t) zuldssig fiir (12.25)-(12.27) } < 0o. (12.30)
Wir wihlen eine Minimalfolge (Z,, @n,t1,) zuldssiger Tripel mit
J(Z, Tin, t1n) = J, - (12.31)
Fiir alle n € IN und alle s € [0,1] gilt
[t1nf (t1ns, Zn(s), Un(s))[| € Tmasc2(1+C) =: L, (12.32)

also ist L eine Lipschitzkonstante fiir alle Z, . Die Folge (Z,) ist daher gleichgradig stetig
und beschrinkt in C0, 1;IR"], also relativ kompakt nach dem Satz von Arzela-Ascoli. Es
gilt auBerdem t,, € [0, T}q) . Nach Satz 12.4 gibt es eine Teilfolge (Z,,, @n,,tin,) und
Elemente z, € C[0,1;R"], 1, € L>(0,1;IR™), t14 € [0, Tynes| mit

tin, = tis, Tn, — T, gleichméBig , 4, — G, schwach-x . (12.33)

Wir zeigen nun, daf§ das Tripel (Z., ., t1.) zuldssig ist fiir das transformierte Problem.
Um Schreibarbeit zu sparen, nehmen wir 0.B.d.A. an, daf (Z,,, @n,, tin,) = (Zn, Un, tin) 5
d.h. daf} der Ubergang zur Teilfolge iiberfliissig war. Es gilt

D(E(1) =0, Fo(1) = 3.(1) = $(F.(1)=0. (12.34)

Da wegen Satz 12.4 auch 4, € U; gilt, ist (12.27) erfiillt. Wir betrachten nun den
Grenziibergang in der Integralgleichung. Fiir festes 7 € [0, 1] gilt

En(r) = @0+ [t fltins, En(s), n(s)) ds
— s+ /0 b fr (b1, T (5)) ds + /0 b fo(tin, i (5))iin(s) ds . (12.35)
Es gilt nach dem Satz von Lebesgue

/0 i fi(tins, Fn(s)) ds = /0 i fi(tres, 34(5)) ds, (12.36)

da die Integranden fiir n — co punktweise konvergieren und gleichméflig beschrénkt sind.
Fiir den zweiten Term: Wir setzen

Un(8) = tinfo(t1nS, Tn(8)),  ax(S) = t1afo(t148, Tu(8)) - (12.37)
Aus dem Satz von Lebesgue folgt, daf§ a, — a, im L'(0,1;IR™™) . Es gilt dann

‘/OT U (8)Un(s) ds — /OT a4 (8)T4(8) ds| <
< [ ants) = (@) () ds + | [ au(5) (@n(s) — .(5)) ds
< \/00‘0%(8)_ |ds ‘/ a4 (8)(Un(s *(s))dsl,

~~

(12.38)

—0,da a, — a, im L1 — 0 nach Satz 12.4
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und damit insgesamt

/0 " tinf (F1n8, Fn(5), Tin(5)) ds — /O b f (b1, Fa(5), Ta(s)) ds - (12.39)

Also erfiillt (Z,, @4, t1,) die Integralgleichung (12.26). Es bleibt zu zeigen, daf§

T (&4, s tra) < Jo = lim J(Zn, i, ag) - (12.40)
Zunichst gilt
Li(Z,(1)) = L1(2.(1)). (12.41)
Da 1, — U, schwach im L?, gibt es nach dem Satz von Mazur (siehe Funktionalanalysis)
zu jedem n € IN eine Konvexkombination v, der Restfolge ,,%,41,... der Form
N(n) N(n)
Up = Z ak(n)aka Z ak(n) = 1: ak(n) € [Oa 1]7 (1242)
k=n k=n
mit !
”Un - a*“]} S E 3 (12.43)

d.h es gilt auch (nach Ubergang zu einer Teilfolge, falls nétig)
v, — U, punktweise fast iiberall . (12.44)

Es ist dann
1 1
/ b L(tes, #4(5), s (5)) ds < / b L(t1as, #4(5), vn(5)) ds +
0 0

+/01 b | L(t148, T (8), s (8)) — L(t148, T4(8), vn(s))| ds, (12.45)

5 0 nach dem Satz von Lebesgue

Das erste Integral 148t sich wegen der Konvexitdt von L in u wie folgt nach oben
abschitzen:

1 1 N(n)
/0 1. L(t1.5, T4 (s), va(s)) ds =/0 t1.L(t1ss, Zu(s), Y ox(n)ix(s)) ds
k=n
N(n) 1
< ak:(n)/ tieL(t1ss, Z4(s), Uk (s)) ds
k=n 0
N(n) 1
<3 aun) / tiL(toes, T (5), Tn(s)) ds +
k=n 0
N(n) 1
+ ak(n)/o [t1x L (1148, T4 (8), Uk (8)) — t1e L(t1ks, Tk (), 4k (s))| ds. (12.46)
k=n

Die erste Summe konvergiert gegen J, — L1(Z.(1)) fiir n — oo. Die zweite Summe
konvergiert gegen 0, da

igp 0s<u1<)1 [t1x L(t14S, Ti(S), Uk (5)) — tieL(t1ks, Tk(s), x(s))] — 0 (12.47)

fiir n — oo wegen der gleichméfigen Stetigkeit von L (die Argumente von L in (12.47)
liegen in einer kompakten Menge). Aus (12.41), (12.46) und (12.47) folgt die Behauptung
(12.40). Damit ist der Beweis beendet. O
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13 Lineare zeitoptimale Steuerungen

Problem 13.1 (Lineares zeitoptimales Kontrollproblem)
Minimiere t;, wobei z : [0,%;] — IR" das Anfangswertproblem

& =A(t)z + B(t)u(t), =z(0)=z, (13.1)

16st und die Endbedingung
z(ty) =21, (13.2)

erfiillt. Wir verlangen, daf}
ueU, U={u:ue L'(R;IR™),u(t) €Q fast iiberall }. (13.3)

Wir setzen voraus, daB A € L*(R,,IR™"), B € L*(R,,R™™) und
Q C R™ kompakt, konvex, nichtleer. (13.4)

Definition 13.2 (Erreichbarkeitsmenge)
Wir definieren die Erreichbarkeitsmenge von Problem 13.1 durch

R(t) = {p(t,0,20,u) : u € U}. (13.5)
Satz 13.3
Die Erreichbarkeitsmenge R(t) von Problem 13.1 ist kompakt, konvex und nichtleer und
U R(7) (13.6)
0<T<t

ist beschrankt fir jedes t > 0.
Beweis: Sei ¢t > 0. Esist R(t) #0,da U #0. R(t) ist konvex, da U konvex ist und
QD(t, Oa Zo, )\U1 + (1 - )‘)UQ) = )\QO(L Oa Lo, Ul) + (1 - )\)QD(t, O: o, uQ) . (137)

Es ist
o(t,0, 0, 1) = B(t, 0)zo + /0 o(t, 5)B(s)u(s) ds, (13.8)

wobei ®(t,s) die Ubergangsmatrix von (13.1) bezeichnet, also gilt fiir alle 7 < ¢
l(7, 0, 20, )| < [|®(7, 0)o| + ||U||oo/0 |(, 5)B(s)]| ds - (13.9)

Da U beschrankt ist, ist auch
sup ||ull, < o0, (13.10)
ueU

also ist Up<,</R(t) beschrinkt. Wir zeigen, daB8 R(t) abgeschlossen ist: Sei (z,) Folge
in R(t) mit lim, o 2, = 2, seien u, € Y mit

Zn = (t,0, 2o, up) - (13.11)
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Nach Satz 12.4 gibt es eine schwach-*-konvergente Teilfolge (u,, )kew- Sei v € U der
schwache Limes. Es gilt dann

z = lim 2z, = lim ©(¢,0, 29, u
k00 s k—)oogp(’ s L0y nk)

= Jim [0(2,0)20+ [ "1, ) B(s)un, (s) ds

k—o0
t
— (t,0)a0 + / ®(t, ) B(s)u(s) ds
0
= QD(t,O,.To,’U,) ’ (1312)
also ist z € R(?). O

Definition 13.4 (Abstand zweier Mengen)
Seien A, B C R", sei x € R", sei

d(z,A) = ;gfl |z — all (13.13)

der Abstand von x zu A. Wir definieren

d(A, B) = max{supd(z, A), ?SJIEIE d(y,B)} . (13.14)

z€B

Lemma 13.5 (Hausdorff-Metrik)
Durch (13.14) wird eine Metrik auf der Menge KC aller nichtleeren kompakten Teilmengen
des R" definiert. Diese Metrik heifit Hausdorff-Metrik.

Beweis: Elementar. O

Bemerkung 13.6
Satz 13.3 gilt auch, wenn Q kompakt, aber nicht konvex ist (es stellt sich heraus, daf} die
konvexe Hiille von 2 die gleiche Erreichbarkeitsmenge wie € liefert).

Satz 13.7 (Stetige Abhingigkeit der Erreichbarkeitsmenge)
Die Abbildung t — R(t) ist stetig beziiglich der Hausdorff-Metrik.

Beweis: Wir zeigen zunéchst: Es gilt
lo(t, 0,20, u) — @(7,0,20,u)| < L(t)[t — 7| firalleweld, 7 <t, (13.15)

mit einer nicht von u abhéngigen Lipschitz-Konstanten L(t). Dies folgt aus der Formel
fiir die Zustandsfunktion

z(t) —z(1) = [®(t,7) — (7, 7)]z(7) + /:<I>(t, s)B(s)u(s) ds, (13.16)
und die Ubergangsmatrix

B(t, ) = exp (/:A(s) ) | (13.17)

da |Ju||,, und z(7) unabhingig von der Wahl von v und 7 gleichméfig beschrénkt sind
(siehe (13.6)). Sei nun & € R(t) und 7 <t beliebig. Sei v € U mit & = ¢(t,0,xq,u).
Dann ist wegen (13.15)

(&, R(7)) < |(t, 0,20, u) — (7,0, 20, u)| < L{t)[t — 7/, (13.18)
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also auch

sup d(&,R(7)) < L(t)|t — 7|. (13.19)
EER(1)
Vertauschen der Rollen von ¢ und 7 liefert die Behauptung. O

Folgerung 13.8
Sei £ €intR(t), t > 0. Dann gibt es eine Umgebung V wvon & und ein 6 > 0 mit

t—71|<d = V CintR(r). (13.20)
Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 13.9 (Existenz zeitoptimaler Steuerungen)
Es gebe ein t >0 mit 1 € R(t). Dann gibt es auch ein minimales t, mit x; € R(t.) .

Beweis: Sei ¢, | t, =inf{t: ¢t > 0,2, € R(t)} Folge mit z; € R(t,). Es ist
0 <d(z1,R(t:)) < d(R(tn),R(t.)) — 0 (13.21)
nach Satz 13.7, also z; € R(t.), da R(t.) kompakt ist nach Satz 13.3. O

Definition 13.10 (Extremale Steuerung)
Fine Steuerung uw € U heifit extremal zur Zeit t, falls ¢(t,0,zq,u) € OR(t) .

Satz 13.11 (Trennungssatz im R")
Sei C' C IR" konverz, abgeschlossen, nichtleer, sei x € IR"™. Dann gilt

1¢C & 3FJzeR", |z]l,=1, mit 2Ty <2z fiiralle y € C, (13.22)
z€dC = FzeR", |z],=1, mit 2’y <z'x fiiralle ye C. (13.23)

Beweis: Wir zeigen ”=-" in (13.22). (Die Umkehrung ist offensichtlich.) Sei p € C' die
Projektion (beziiglich der euklidischen Norm) auf C'. Wir setzen

r—p
= 2P (13.24)
Iz — pll,
Dann gilt fiir alle y € C':
dy—ze={zny—p +{zp-2) < (zp-x)=—llz - pl,, (13.25)

da (x—p,y—p) < 0.Zum Beweis von (13.23) wihlen wir eine Folge z,, ¢ C mit z, — z
und z, € R" gemif (13.22) und z als Limes einer konvergenten Teilfolge (z,,), dann
ist ||z|l, =1 und
T N T T
ziy = I}LI& Zn Y < Jilgoznkxnk =2 . (13.26)

|

Bemerkung 13.12
Man beachte, das Innere von C' leer sein kann. (In unendlichdimensionalen Rdumen gilt
die Aussage (13.23) i.a. nicht mehr, wenn das Innere von C' leer ist.)
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Satz 13.13 (Charakterisierung extremaler Steuerungen)
Fin u € U ist extremal zur Zeit T > 0 genau dann, wenn es eine Losung p : [0,7] — IR",
p # 0, des "adjungierten Systems”

p=—A{t)"p, (13.27)
gibt mat
p(1)Ty < p(r)Tx(r) fiir alle y € R(7), (13.28)
und
p(t)' B(t)u(t) = mgg)ch(t)TB(t)w fiir fast alle ¢ € [0, 7], (13.29)

wobei z(t) = ¢(t,0,z9,u) die zugehirige Zustandsfunktion ist.

Beweis: Ist u nicht extremal zur Zeit 7, so gilt z(7) € intR(7). Die Ungleichung
(13.28) kann dann nur fiir p(r) = 0 gelten; wegen (13.27) mufi dann p = 0 sein. Sei nun
u extremal zur Zeit 7, also z(7) € OR(7). Wir wihlen gemifl Satz 13.11 ein z € R"
mit ||z|l, =1 und

2y <2lx(r)  fiir alle y € R(7). (13.30)

Sei p:[0,7] = R" die Losung von (13.27) zum Anfangswert
p(r)==2. (13.31)

Es gilt dann (13.28) nach Konstruktion. Wir miissen noch zeigen, daf§ (13.29) gilt. Fiir
jedes t € [0, 7] gilt

p0)7e0) = [ - (o) () ds

= p(0)"20) + [ (5)"2(5) + ()" 5(5)) ds
= p(0)75(0) + [ "p(s)"B(s)u(s) ds. (13.32)

Fiir jedes 4 € U mit zugehorigem Zustand Z gilt dann Z(7) € R(7), also folgt aus
(13.28) und (13.32)

| 2" B)as)ds = p(r)"E(r) ~p(0)
< p(n)Tz(r) — p(0) 'z

/OTp(s)TB(s)u(s) ds, firalle 2 €lU. (13.33)

(
(

Wihlen wir 4 € U so, daB fiir fast alle ¢ gilt

()" B(t)i(t) = maxp(t)" B(t)w, (13.34)

so folgt wegen
s p(t)"B(t)a(t) > p(t)" B(t)u(t), (13.35)

t € [0,7] die Behauptung. (Siehe Bemerkung 13.14 fiir diesen letzten Beweisteil.) O
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Bemerkung 13.14 (Integralungleichung und punktweise Ungleichung)

e Es ist klar, daB es zu jedem ¢ € [0,7] ein 4(t) € 2 gibt, so dafi (13.34) gilt. Das
Problem besteht darin, die Wahl von 4(t) so zu treffen, da$ @ : [0,7] — IR™
mefibar wird. Dies fiihrt auf das Problem, eine sogenannte mefibare Selektion einer
mengenwertigen Abbildung der Form

t—Gt)={v:veqgtv)= Iilé“s’fg(t’ w)} (13.36)

zu finden.

e Das Problem der mefibaren Selektion 148t sich hier umgehen. Gilt (13.29) nicht, so
gibt es eine Menge I C [0,%1.] von positivem Mafl und ein @ € Q, so daf fiir fast
alle t € I gilt

p®)TB(t)u(t) < p(t)'B(t)w < m&)ch(t)TB(t)w. (13.37)
(Falls u, und B stetig sind, wéhle irgendein ¢ und @ mit (13.37) und I als

hinreichend kleine Umgebung von ¢; im allgemeinen Fall mufl man den Satz von
Lusin einsetzen, um diese Aussage zu erhalten.) Setzen wir

u(t) = { Z(’t)’ ig (13.38)
so ergibt sich . T
/0 p(s)TB(s)a(s) ds > /0 p(s)" B(s)u(s) ds (13.39)

im Widerspruch zu (13.33).

Satz 13.15 (Notwendige Optimalititsbedingungen = Maximumprinzip)
Sei (x4, Uy, t14) Lésung von Problem 13.1, sei die sogenannte Hamiltonfunktion H : R x
R" x R™ x R" — R definiert durch

H(t,z,u,p) =p" (A(t)z + B(t)u) — 1. (13.40)

Dann ist u, extremal, und es gibt ein p: [0,t1] = R™ (die sogenannte Adjungierte) mit
p # 0, so daf die adjungierte Gleichung

. oH
B(t) = —A()"p(1) (z -2, x*(w,u*(t),p(t») , (13.41)
die Mazximumbedingung
H(t,2.(t), ux(t), p(t)) = max H(t, 2.(t), w, p(t)) (13.42)
sowze
p(t)Ty < plt)Tx(t,),  fiiralle y € R(ty), (13.43)
gelten. Sind A, B zeitunabhdngig, so ist
t— H(t,z.(t), u.(t), p(t)) (13.44)

konstant.
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Beweis: Ist z(t1,) = =1 € int R(t14), so gibt es nach Folgerung 13.8 ein t; < t;, mit
z1 € int R(t;) im Widerspruch zur Zeitoptimalitit von wu, . Also ist wu, extremal. Also
existiert nach Satz 13.13 eine Adjungierte mit den Eigenschaften (13.41)-(13.43). Die
letzte Behauptung wird hier nicht bewiesen (siehe spéter die allgemeine Formulierung des
Maximumprinzips). O

Beispiel 13.16
Wir betrachten # = u mit der Kontrolleinschrankung |u(t)| < 1. Es ist

A:<8 é),.B:(?), Q=1[-1,1]. (13.45)

Die adjungierte Gleichung lautet

p1=0, (13.46)
Die Maximumbedingung wird zu
p(t)' Bu,(t) = n[laf(l]p(t)TBw fast iiberall |, (13.48)
we|[—1,
also
pa(t)us(t) = max pa(t)w  fast iiberall | (13.49)
we(—1,
also 0
_ 1 ) D2 t) > Oa .
u(t) = { 1 () <0, fast iiberall . (13.50)
Aus der adjungierten Gleichung folgt
pi(t) =a, pa(t)=8-at, (13.51)

mit gewissen Konstanten a, 3, welche wegen Satz 13.15 nicht beide Null sein kénnen. Die
”Schaltfunktion” p, hat also hichstens eine Nullstelle. Es gibt nun 4 Moglichkeiten fiir
die Struktur der optimalen Steuerung: Sie kann konstant 1 oder konstant —1 sein, oder
sie hat einen Umschaltpunkt ¢, € (0,%1,), in dem sie von 1 nach —1 oder umgekehrt
schaltet. Welcher dieser Félle zutrifft, hingt von der Anfangs- und Endbedingung ab. Fiir

“:<8)’ @=<é>, (13.52)

() = { L, i<t (13.53)

beispielsweise ist

—1, t>t.,

die einzige Moglichkeit. Die Werte ¢;, = 2 und ¢, = 1 werden durch die Endbedingung
festgelegt.

Bemerkung 13.17 (2 ist konvexes Polyeder)

Seien A, B zeitunabhingig. Sei 2 ein konvexes Polyeder, d.h. die konvexe Hiille endlich
vieler Punkte im IR™. Sei u, zeitoptimale Steuerung, sei S(t) die Schaltfunktion im
Maximumprinzip, d.h.

St = (S1(1),...,Sn(t) =pt)'B, (13.54)
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so dafl die Maximumbedingung lautet

S(t)Tu, (t) = max S(t)Tw. (13.55)

weN
Es gibt dann 2 Méglichkeiten:

e u,(t) ist eindeutig bestimmte Maximumstelle in (13.55). Dann ist wu,(t) Ecke von
Q2 (regulédrer Fall).

e Das Maximum in (13.55) wird entlang einer Kante (oder einer hherdimensionalen
Seitenfliche) von 2 angenommen (singulérer Fall). Ist w € R™ der Richtungsvek-
tor der Kante, so gilt

St 'w=0. (13.56)

Definition 13.18 (Normalititsbedingung) Sei (4,B) € R™™ x R™™ zeitinva-
riantes Kontrollsystem, sei 0 C IR™ nichtleeres konvexes Polyeder. Wir sagen, daf
(A, B,Q) die Normalititsbedingung erfillt, falls die Vektoren

Bw, ABw, ..., A" 'Bw (13.57)
linear unabhdngig sind fiir jede Kante w wvon €.

Lemma 13.19
Erfillt (A, B,Q) die Normalititsbedingung, so ist (A, B) steuerbar ist. Im Fall m =1
(skalare Kontrolle) gilt auch die Umkehrung.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 13.20 (Starkes Bang-Bang-Prinzip)

Erfillt (A, B,Q)) die Normalititsbedingung, so ist jede zeitoptimale Steuerung u, stiick-
weise konstant. Die Werte von u, sind Ecken von €, und die Anzahl der Umschaltpunkte
18t endlich.

Beweis: Sei u, : [0,%1.] = IR™ zeitoptimal, sei p eine zugehérige Adjungierte und S die
zugehorige Schaltfunktion. Wir definieren fiir beliebiges w € IR™

D, ={t:te|0,t,],S{t)Tw=0}. (13.58)

Da p analytisch ist, ist auch S analytisch. Also ist entweder D, = [0,t1.], oder D, ist
eine endliche Menge. Falls D,, = [0, ¢1.], so ist

h(t) =pt)'Bw =0, (13.59)

also auch
A8 () = (—=1)*p(t)TA¥*Bw =0, kelN. (13.60)

Da p(t) # 0 fiir alle ¢, sind die Vektoren Bw, ABw, ..., A" !Bw linear abhiingig, also
kann w keine Kante von €2 sein. Da () nur endlich viele Kanten hat, ist

D= |J D, (13.61)

w Kante
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endlich. Wir definieren fiir jede Ecke e von (2

E.={t:t€[0,t],e ist eindeutige Maximalstelle von max S(t)Tw}. (13.62)

Dann ist E, offen (da S stetig ist), und
0E. C DU{0,t1.}. (13.63)
Hieraus folgen alle Behauptungen. O

Satz 13.21
Sei m =1, sei (A,b) steuerbar. Hat A nur reelle Figenwerte, so hat jede zeitoptimale
Steuerung hiochstens n — 1 Umschaltpunkte.

Beweis: Sei u, : [0,%1,] =& IR™ zeitoptimal, sei p eine zugehorige Adjungierte und S die
zugehorige Schaltfunktion. Es gilt

St) =pt)"b=p(0)Te . (13.64)
Seien
A< A<...< N\ (13.65)
die verschiedenen reellen Eigenwerte von —A mit den (algebraischen) Vielfachheiten
ni,...,n,. Dann hat S die Form (siehe Losungstheorie linearer Differentialgleichungen)
St) =3 q(t)eM', ¢ €Py_1, Y nj=n. (13.66)
j=1 j=1

Wir zeigen nun mit Induktion iiber r, dafi jede Funktion S der Form (13.66) mit n
Nullstellen identisch Null sein muf. (Die Behauptung des Satzes folgt dann aus Satz
13.20.) Fiir r =1 folgt die Behauptung daraus, dafi die Nullstellen von S identisch sind
mit den Nullstellen von ¢; € P,,_1 = P,_;. Wir schlieBen nun von r — 1 auf r. Wir
betrachten

g(t) = e M'S(t) = T_zjqj ()e ™A 4 g, (t) . (13.67)

Die Funktionen S und g haben offenbar dieselben Nullstellen. Es gilt

r—1
g(nr)(t) — qu(t)e()\j_)\r)t’ g € pnji1 . (13.68)

=1

Hat ¢ mindestens n Nullstellen, so hat ¢ mindestens
r—1
n—n, =Y n; (13.69)
j=1

Nullstellen, also ist ¢{*") = 0 nach Induktionsvoraussetzung, d.h. g € P, _;, also g =0
wegen n, <n, also auch S=0. O
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14 Maximumprinzip (freier Endwert)

Problem 14.1 (Problem der optimalen Steuerung)

Minimiere
J(z,u) = Li(z(t1)), (14.1)
unter den Nebenbedingungen
z(t) = f(t,z(t),u(t)), =z(0)=wx, (14.2)
ueld, U={u:uecL(0,t;R™), u(t) € fast iiberall }. (14.3)

Die Endzeit t; > 0 ist fest. Wir nehmen an, daf} die Voraussetzungen in 2.3 erfiillt sind,
und daf gilt

e [ ist stetigin (¢,z,u), stetig differenzierbar in z,
e [, ist stetig differenzierbar.

Bemerkung 14.2

Die meisten anwendungsrelevanten Kontrollprobleme haben eine Endbedingung der Form
Y(z(t1)) = 0. Wir betrachten trotzdem zunéichst den Fall ohne Endbedingung, da der
Beweis der Maximumprinzips sich erheblich vereinfacht. Der Grund liegt darin, dal beim
Schritt von 14.1 zum Maximumprinzip keine ”zustandsinduzierten” Nebenbedingungen
zu beachten sind (nur das Anfangswertproblem muf eindeutig l6sbar sein).

Voraussetzung 14.3
Wir nehmen fiir den Rest dieses Abschnitts an, da8 (z.,u.) eine Losung von Problem
14.1 ist und da u, stiickweise stetig ist.

Bemerkung 14.4 (Beweisstruktur; starke und schwache Variation)
Wir erhalten notwendige Optimalitéitsbedingungen fiir die Losung (z., u.) des Kontroll-
problems, indem wir die Ungleichung

1
0< hﬁ? g(J(xs, Ue) — J (T4, us)) (14.4)

auswerten. Hierbei ist u. eine geeignete ” Variation” der optimalen Steuerung u, und =z,
die zugehérige Zustandsfunktion. In der Variationsrechnung sind zwei Sorten von Varia-
tionen iiblich:

Schwache Variation: Sei 4 € U, sei {2 konvex. Die durch
Ue = Uy + (T — Us) (14.5)
definierte Familie (u.).so bezeichnet man als schwache Variation.
Starke Variation: Sei 7 € [0,%), w € Q. Die durch

ter—e,)
sonst

us(t) = (1) = { Z’*’(t)’ (14.6)

definierte Familie (u.)cso bezeichnet man als starke Variation.
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Die Aussagen des Maximumprinzips erhélt man, indem man (14.4) fiir die starke Variation
untersucht.

Lemma 14.5 (Variation der Zustandsfunktion)
Sei 7€ (0,t1), w €, sei u, stetig in 7. Dann gibt es ein g9 > 0, so daf$ gilt:

(1) Fiir alle 0 < e < gq st die starke Variation u. zuldssig, d.h. es gibt eine eindeutige
Lésung z. : [0,t1] = R™ des Anfangswertproblems (14.2)).

(ii) Es gilt
ze(t) =z (t) + ey(t) + o(e),  fiir alle ¢ € [,t], (14.7)

wobei y : [1,t1] = R" die Losung der linearen Anfangswertaufgabe

7= Lt w O, 9= fr (0,0~ [ an) (), (148)

151.
Beweis: Zu (i): Fiir hinreichend kleine ¢ ist die Integralgleichung
t
ze(t) =z (T —€) + / f(s,z(s),w)ds (14.9)

eindeutig losbar auf [T — ¢, 7], sowie (nach dem Satz iiber die stetige Abhéngigkeit der
Losung vom Anfangswert) auch

xe(t) = xe(T) + /:f(s,acg(s), u.(s))ds, tert]. (14.10)

Zu (ii): Zunéchst gilt

— ofe) + ole), (14.11)
da
lslion sup ||f(57x6(5)7w) - f(Ta x*(T)vw)” = 07 (1412)
lim sup_[[f(s,2:(s), us(s)) = S(7, 2:(7), us(7))[| = 0. (14.13)
eV T—e<s<T

Weiter gilt mit einer geeigneten Konstante C', dafl

2.(t) — 2. (t)]| < Ce, te[rt]. (14.14)
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(Folgt fiir t = 7 aus (14.9) und fiir ¢ > 7 aus der lipschitzstetigen Abhéngigkeit vom
Anfangswert.) Es folgt weiter fiir ¢ € [7,1]

[22(8) = 2.(6) = ey(t)] = [ax(7) — 2.(r) = ey(r)] =
= [ ssa(5), 00 (6)) = T 5), 0 (5)) = €2 5 (5) 5D ds

tof t
= | 5 (5 Tx(8), us(s)) |2 (5) — 2 (5) — ey(s)] d8+/T of||ze(s) — m.(s)l]) ds
S‘és
tof
= 8_33(8’ Z4(8), us(8))[Te(8) — 24(5) — €y(s)] ds + o(e) . (14.15)
Aus (14.11) und dem Lemma von Gronwall, angewendet auf
ze(t) = z:(t) — x.(t) — ey(t), (14.16)
folgt nun 2.(t) = o(¢) und damit die Behauptung. O
Lemma 14.6 (Variation der Zielfunktion)
Sei p:[0,t;] = IR"™ die Lisung der adjungierten Gleichung
b=t 1), (14.17)
ox
zum Endwert
p(t1) = —Li(z.(t1)) . (14.18)
Unter den Voraussetzungen von Lemma 14.5 gilt dann
p(T)T f(1,2,(7), us (7)) > p(7)T F(7, 2.(7),w)) . (14.19)
Beweis: Aus Lemma 14.5 folgt
0 < J(@eyte) — J(T4,us) = Li(2c(t1)) — Li(z4(t1))
= Ly(z.(t1) + ey(ts) + o(e)) — Li(z.(t1)) (14.20)
also .
0 < lim = (J(2e, ue) — J (@4, uy)) = L (2, (t1)) y(t1) . (14.21)

el0 €
Es gilt weiter

— /“ —p(t)Tg—i(t,...)y(t)—i- p(t) g—(t,...)y(t) dt=0.  (14.22)
Aus (14.21) folgt dann
0

v
I
~
—_~
—~
8

*
=
=
~
S
<
=
=
Il
=
3
~—
S
Ny
—~
3
~

P [ (7, 24(7),w) = f(7, 24(7), us ()], (14.23)

was zu beweisen war. O
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Satz 14.7 (Maximumprinzip)
Sei (x4, uy) Ldsung von Problem 14.1, sei u, stickweise stetig. Sei

H(t,x,u,p) = p" f(t,2,u) (14.24)

die zugeordnete Hamiltonfunktion. Sei p : [0,t1] — R" die Lisung der adjungierten
Gleichung

. oH af T
= ———(t, 2. (1), us(t), p) = —==(t, 2+ (1), us , 14.2
b= =S (b (t), s (2),9) = — o (0,2 (1), (0) P (14.25)
zum Endwert
p(t1) = =L (z.(t1)) - (14.26)
Dann gilt die Mazimumbedingung
H(t, 2.(t), us(t), p(t)) = max H(t, 2.(t), w, p(t)) (14.27)

fir alle t € [0,t1], und die Funktion

ist stetig auf [0,t1]. Ist auferdem f stetig differenzierbar in t, so gilt

d 0H
—H=— 14.2
dt ot ’ (14:29)
d.h.
tOH
H{(t, (1), u«(t), p(t)) = H(U,w*(o),u*(ﬂ),p(ﬂ))Jr/o 5 (8:2:(5), us(s), p(s)) ds (14.30)
fir alle t € [0,t1] . Insbesondere ist
t— H(t,z.(t), u.(t), p(t)) (14.31)
konstant, falls Problem 14.1 autonom ist, d.h. falls f nicht explizit von t abhdngt.

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dal 2 kompakt ist (andernfalls betrachten wir
zunichst

Ow = {w} UTun®) : £ €0, 1]} (14.32)

und beachten, dafl Q C U,ea, .) Fiir Stetigkeitspunkte ¢ = 7 von u, folgt die Maxi-
mumbedingung aus Lemma 14.6, da p weder von w noch von 7 abhéngt. Wir setzen

h(t,w) = H(t,z.(t),w,p(t)). (14.33)

Die Funktion A : IR x R™ — IR ist dann stetig, also auch
h(t) = max h(t,w), (14.34)
also ist (14.28) stetig und die Maximumbedingung gilt in allen Punkten. Sei nun auch

0f /0t definiert und stetig. Dann ist auch 0h/0t definiert und in den Stetigkeitsintervallen
von u, stetig, und

ot T T T T T gp P
o0H
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Seien t;, 1 <1i < N, die Sprungstellen von w, . Fiir s,t € (¢;,%;41) mit s <t folgt aus
der Maximumbedingung, daf}

h(t,us(s)) — h(s,us(s)) < h(t, us(t)) — h(s, us(s)) < h(t, us(t)) — h(s, u.(t)). (14.36)

Division durch ¢ — s und Grenziibergang s — t ergibt

d oh

ah(t, u(t)) = a(t, us(t)), t€ (ti,tiy1), (14.37)
da
h(t,u«(s)) — h(s,u.(s)) Oh _ 1 rtoh oh
— St () = — [ Slo.u(9) = St u. (b)) do, (14.39)
und Zusammensetzen der Intervalle liefert die restlichen Behauptungen. O
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15 Maximumprinzip (allgemeiner Fall)

Problem 15.1 (Problem der optimalen Steuerung)

Minimiere "
J(z,u,t) = /0 L(t, z(t), u(t)) dt + L (tr, 2(t1)), (15.1)
unter den Nebenbedingungen
#(t) = f(t,2(t),u(t)), (0) = =0, (15.2)
Y(ty,z(t)) =0, : R — RP, (15.3)
u(t) € Q fast iiberall . (15.4)

Die Endzeit t; > 0 ist frei. Wir nehmen an, dafl die Voraussetzungen in 2.3 erfiillt sind,
und daf gilt

e L, f sind stetig in (¢, z,u), stetig differenzierbar in ¢,z ,
e [,7 sind stetig differenzierbar.

Satz 15.2 (Maximumprinzip)
Sei (x4, Uy, t1.) Ldsung von Problem 15.1, sei u, € L*®(0,t1,;IR™) . Sei

H(t,z,u,p) =p" f(t,z,u) — AL(t, z,u) (15.5)

die zugeordnete Hamiltonfunktion. Dann gibt es X > 0, u € RP, p: [0,t1.] — IR"™ mit
(A, 1, p) #(0,0,0), so daff p die adjungierte Gleichung

. OH i T oL
b= =S (b (0), 1 (0),9) = — 5 (2 (), ()4 A (62 (8), (1), (15.6)
zum Endwert oL o
p(tl*) = _Aa—;(tl*ax*(tl*)) + %(tl*ax*(tl*))’rﬂa (157)
lost, und auferdem die Mazximumbedingung
H(t,,(), u.(2), p(t)) = max H(t, 7.(+), w, p(t)) (15.8)
fast diberall in [0,t1.] gilt, sowie die Gleichung
te OH
Ht . (0),w.(0),p() = — [ F-(s,2.(5),u.(s),p(s)) ds
oL 0
+ A b w(0)) — (b6, (159)
fiir alle t € [0,t1.] . Insbesondere ist
t— H(t,2.(t), u.(t), p(t)) (15.10)
konstant, falls f und L nicht explizit von t abhdngen.
Beweis: Spiiter. O

73



Bemerkung 15.3
Soll die Endzeit den festen Wert ¢; = T haben, so erreichen wir das am einfachsten,
indem wir die Endbedingung um eine Komponente auf

Ypr1(t1,§) =t =T =0 (15.11)

vergrofern. Wenden wir Satz 15.2 auf das vergroflerte Problem an, so bleiben die Aussagen
von 15.2 wortlich giiltig bis auf (15.9), welche die Form

H(t,z.(t),u.t),p = —/t1 8H (s,24(s), us(s),p(s)) ds

oL o
+ 2% ()~ D) v, (15.12)

mit einer zusédtzlichen Unbekannten v € IR annimmt. Entsprechend lautet die Nichttri-
vialitdtsbedingung dann

(A, p,p,v) #(0,0,0,0) . (15.13)

74



16 Optimale singulire Steuerungen

Problem 16.1 (Problem der optimalen Steuerung)

Minimiere "
J(z,u,t) = /0 L(t,z(t),u(t)) dt + L (t1, z(t1)), (16.1)
unter den Nebenbedingungen
#(t) = ft, (1), u(t)), x(0) =0, (16.2)
Y(t,z(t)) =0, v:R" -5 R, (16.3)
u(t) € Q fast iiberall . (16.4)

Die Endzeit t; > 0 ist frei. Wir nehmen an, dafl die Voraussetzungen in 2.3 erfiillt sind,
daB L und f affin linear in u sind, d.h.

L(t,x,u) = LO(t7$)+L2(t7$)u7 f(twfau) = fO(trr) +f2(t7 .Z‘)’U,, (165)
und daf} die Funktionen Lg, L1, Lo, fo, f2,% hinreichend glatt sind.

Bemerkung 16.2
Die Hamiltonfunktion fiir Problem 16.1 hat die Form

H = plfo(t,z) +p" folt,2)u — M Lo(t, z) + La(t, z)u)
= (p" fot,7) — ALa(t,x))u +p" fo(t,z) — ALo(2, 2) (16.6)

also erhalten wir die Schaltfunktion
S(t) = pt)T fo(t, z(t)) — ALy (t, z(t)). (16.7)

Definition 16.3 (Singulire Steuerung)
Ser Q2 C R™ kompaktes konvexes Polyeder, sei u, optimale Steuerung fiir Problem 16.1.
us heift singuldr im Intervall [r, 1] C [0,t1.], falls fir alle t € |1, 1] gilt: Die Mazi-
mierungsaufgabe

max H (t, z.(t),w, p(t)) (16.8)

weN

hat mehrere Lisungen, d.h. die Schaltfunktion S(t) steht senkrecht auf einer Kante von
Q, in der das Mazimum angenommen wird.

Bemerkung 16.4
Im Fall m =1, Q = [Umin, Umaez| bedeutet dies:

S(t):O, 1€ [Tl,’TQ]. (169)
Beispiel 16.5
Minimiere 1 8
J(o,u) = 5 / z(t)2 dt, (16.10)
0
wobei
t=u, z(0)=z3)=1, u(t)eQ=[-1,1]. (16.11)



Die Losung ist offenbar

~1, t<1, 1—¢, t<1,
uw(t) =3 0, 1<t<2, , =z()=1{ 0, 1<t<2, (16.12)
1, t>2, t—2, t>2,

da fiir jede andere Steuerung der Graph der zugehérigen Zustandsfunktion oberhalb des
Graphs von z, liegt. Wir leiten (16.12) aus dem Maximumprinzip her. Es ist

A
H:up—§x2, S:pa U:{

1, p>0,

1 peo (16.13)

p=2Az, p(3)=upn. (16.14)

Wir zeigen A > 0, indem wir zeigen, dal A\ = 0 schon y = v = p = 0 impliziert:
Zunichst gilt
A=0 = pit)=u, (16.15)

Der Fall p # 0 kann nicht auftreten, da dann u konstant gleich 1 oder -1 ist im Wider-
spruch zu z(0) = z(3) = 1. Weiter gilt
p=0 = p=0 = H=0 = v=0. (16.16)

Also ist A # 0, also 0.B.d.A. A = 1. p hat mindestens eine Nullstelle in [0, 3] (sonst
wieder u =1 oder u = —1). Sei 7; die kleinste und 7, die grofite Nullstelle. Weiter gilt:
Ist p(t) #0, p(t) =0 fiir ein t € [0,3], so hat p keine Nullstelle in [¢,3], da

p=sign(p(t)), in {s:p(s)#0}. (16.17)
Es ist daher
max _p(t) = min p(t)=0 = p=0 in [r, 7). (16.18)
tE[Tl,Tz] tE[Tl,TQ}

Fir ¢ < 7 gilt p(t) < 0, da andernfalls wegen p(0) > 0 die Adjungierte p ein Maxi-
mum in (0,7;) hat im Widerspruch zu (16.17). Ebenso folgt aus (16.17), da p > 0 in
[0,71), also auch £ >0 in [0,7;). Der Fall 77 = 7, kann nicht vorkommen, da dann die
Bedingung z(0) = z(3) = 1 nur fir 74 = 7 = 2 erfiillbar wire, was aber z(m) = —3
im Widerspruch zu z > 0 in [0,77) nach sich ziehen wiirde. Also ist 73 < 7. Wegen

S =p=0 in [r, 7s] berechnet sich die optimale singulére Steuerung aus

0=S=p==z, in [r,n], (16.19)

0=S=1= u, in [7’1,7’2] . (1620)
Wegen p(rs) = 0, p(3) > 0 folgt dann wegen (16.17) auch p > 0 in (7,3]. Aus
z(m) =x(m) =0 folgt m =1, ,=2.

Beispiel 16.6 (Optimale Ausbildungspolitik)
Maximiere

| 1= u()wad)et T dt, (16.21)

wobei
t=-sxr+u, z(0)=0, (16.22)
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0<u(t) <1. (16.23)
Die Endzeit ¢; hat den festen Wert ¢; = T . Es bedeuten

x =z(t)  Ausbildungsgrad , (16.24)

u=u(t) auf Ausbildung verwendeter Zeitanteil , (16.25)
o(t) = w(x(t))e  Leistungsfihigkeit | (16.26)

s Entwertungsfaktor der Ausbildung , (16.27)

k  Erfahrungsfaktor , (16.28)

r  Zinsfuf . (16.29)

Die Zielfunktion représentiert das Gesamtarbeitseinkommen. Anwendung des Maximum-
prinzips liefert die Hamiltonfunktion

H = p(—sz +u) + M1 — w)w(x)e®* M, (16.30)

die Schaltfunktion
S =p—dw(z)er "t (16.31)

die adjungierte Gleichung
p=sp—A1—uww(x)e* ™ p(T)=0, (16.32)

und die Maximumbedingung

1, §>0,
u—{O’ Y (16.33)
Zunéchst ist A > 0 (andernfalls A =p=0), also 0.B.d.A. A =1. Es gilt (Monotoniear-

gument fiir die Zustandsgleichung)
1
0<z(t)< -, tel0,T]. (16.34)
s

Wir berechnen den Ausdruck fiir eine optimale singulére Steuerung. Sei S(¢) = 0 auf
einem Intervall I = [ry,7»]. Dann gilt

0 = S(t) =e* Muw'(z)(sz — 1) — w(z)(k — )] + sp
= sS(t) + e* w'(z)(sx — 1) — w(z)(k —r — 5)], (16.35)

also
w'(z)(szr —1) —w(x)(k—r—5)=0, in I. (16.36)

Wir nehmen nun an, daf} folgende Zusatzvoraussetzungen fiir alle x > 0 erfiillt sind:

r+s—k>0, w(x) >0, w(z)>0, (16.37)
w'(z)
streng monoton fallend , (16.38)
w(z)

7



dann folgt fiir eine optimale singulére Steuerung

w'(z) r+s—k
w(z) 1—sx

: (16.39)

und diese Gleichung hat hochstens eine Losung z € [0,1/s). Eine optimale singulére
Steuerung muf} also im singulédren Intervall I den Zustand konstant halten,

z(t)y=z, tel, (16.40)

also muf
u(t)=sz, tel, (16.41)

gelten. Eine genauere Analyse liefert, da} man unter gewissen Voraussetzungen an die
Parameter eine Losung des Kontrollproblems der Struktur

1 , 1<,

u(t) =< sz, m <t<m, (16.42)
0 ) t Z T2,

erhalt.

Beispiel 16.7 (Hohenrakete)
Wir betrachten

Maximiere h(t1), (16.43)
wobei '

h=wv, h(0)=0, (16.44)

1
m = o F, m(0)=mg, (16.45)

0

1

v = E(F — D(v,h)) —g(h), ©v(0)=0. (16.46)

Der Schub (= die Kontrolle) ist eingeschrinkt durch
0<F< Fru- (16.47)

Es soll die Randbedingung
m(t;) = mr, (16.48)

erfiillt sein. Wir bezeichnen die adjungierte Variable mit

(5
p=| p |- (16.49)
Pm

Es ist dann P .
H = puv = - +po (- (F = D(o,h) = g(h)) (16.50)

Vo m
Yt hy,m,v) =m—mg, Li(t;,h,mv)=—h, L=0. (16.51)
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Die adjungierten Gleichungen sind

) 10D , .
= (G + 0 (o) =, (1652
. 1
b= —5(F = D(v,h)ps,  pm(ts) =n, (16.53)
. 10D
Py = —Pn + Ea—v(v’ h)pv " pu(h) =0. (1654)
Das Maximumprinzip liefert
| Frez, S(t)>0,
F(t) = { 0, S(#) <0, (16.55)
mit der Schaltfunktion . .
_ S(8) = —po(£) 16.
S(t) D) (t) ol (t) (16.56)

S(t)=0, tel, (16.57)
also auch
1 1 (0D D
o5 o hpad(2),
m m2\o0v
1 oD wvD
L P » B - 16.58
vm? <v Ov + Vo mg) P ( )

was wir aus der Bedingung S = 0 und H = 0 (alle partiellen Ableitungen nach der
Zeit sind 0!) erhalten. Leider enthilt der Ausdruck fiir S die Kontrolle F' nicht (das ist
kein Zufall), so dafl wir zur Berechnung der optimalen singuléren Steuerung die zweite
Ableitung der Schaltfunktion bilden miissen. Direktes Ableiten fiihrt zu uniibersichtlichen
Ausdriicken. Im Spezialfall

%—l}? <0, ¢ =0, fir alle Argumente , (16.59)

kann man zeigen, daf§ der Ausdruck

E:Ua—D—f—@—D—mg (16.60)
ov Vo
im singuléren Intervall Null sein muf. Dies erhélt man wie folgt. Wir behaupten zunéchst,
daBB A # 0 gelten mufl. Wire ndmlich A =0, so wére p, =p, =0, also p,,(t) = p#0,
da (A p,p) # 0. Es wire also F' identisch gleich F,,, oder identisch gleich 0, was in
der Regel keine Losung des Problems liefert. Also ist A # 0. Wir behaupten als néchstes,
daB p,(t) > 0 gilt fiir alle ¢ < ¢; . Wére dem nicht so, so géibe es wegen

po(t) =0, pu(t)=—-A<0, (16.61)
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ein t < ¢; mit Dot ) =0 und p, >0 in (f, t1) . Es folgt dann
pn <0 in (4,t), pp>palty) >0 in (4,1). (16.62)

Also erhielten wir
Dot ) =0, pu(t) >0, p,(t) <O, (16.63)

im Widerspruch zu p, > 0 in (£,¢;). Also ist p, > 0 in [0,%;). Aus (16.58) folgt nun,

dafl 9D D
O=E—v%+U——D mg (16.64)

im singuléren Intervall I gilt. Differenzieren nach ¢ und Einsetzen der Differentialglei-
chung ergibt

1 #D D voD\ L&D 8D 0D
_[Lr_py—g| (222200 VoD _92 9p
0=7E-=D) g] <v8112+1)0+v08v>+ d0oh T ugon Van T, T o (16:69)

was, nach F' aufgeldst, eine Formel fiir die optimale singulidre Steuerung in Riickkopp-
lungsform (d.h. ohne adjungierte Terme) ergibt.

Bemerkung 16.8

Die vorangehenden Rechnungen zeigen, daf selbst bei nicht besonders komplizierten Bei-
spielen eine Auswertung des Maximumprinzips von Hand aufwendig (wenn nicht unmég-
lich) ist. Diese Aufgabe sollte zumindest teilweise vom Rechner iibernommen werden
(Formelmanipulation). Hierzu gibt es Ansitze.
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