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1 Die Laplace-Gleichung
Die Gleichung
Au =0 (1.1)

heifit Laplace-Gleichung, oder auch Potentialgleichung. Hierbei ist u : 2 — R eine unbe-
kannte Funktion, 2 C R" offen, A der Laplace-Operator

A= i o7, (1.2)
=1

wobei wir mit 0; die i-te partielle Ableitung bezeichnen, also

_ Ou

Ou() (). (1.3)

Als Losungen suchen wir Funktionen u, fiir welche

0= Au(z) = Zafu(x) =2 52 (1.4)

1=1 v

gilt fiir alle z € Q.

Definition 1.1 (Harmonische Funktion)
Sei Q C R™ offen. Eine Funktion u € C*(Q) heifit harmonisch in 2, falls (1.4) gilt fiir
alle x € (). O

Bemerkung zur Notation: Im Falle n = 2 oder n = 3 schreibt man in (1.3) fir das
Argument oft komponentenweise (z,y) bzw. (x,y, z) statt vektoriell x. Fiir die partielle
Ableitungen schreibt man oft auch w,,. Kombiniert man beide Schreibweisen, so erhilt
die Laplace-Gleichung etwa im R? die Form

Ugg + Uyy + Uz, = 0. (1.5)

Bemerkung 1.2 (Zusammenhang zur Komplexen Analysis)
Sei 2 C Coffen, f: Q — C, u = Ref, v=1Imf, also f = u+ . Ist f analytisch
in €, so folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (siehe Vorlesung
Funktionentheorie)

Opu=0yv, Oyu=—0,v, (1.6)

dass u harmonisch ist in Q (nunmehr aufgefasst als Teilmenge von R?). Ist umgekehrt
v harmonisch in €2, so kann man sich fragen, ob es ein analytisches f : Q@ — C gibt
mit v = Re f. Die Antwort héngt von der Form von €2 ab. Gemé&8 (1.6) suchen wir ein
v: Q) — R mit

gradv = Vo = (Bfiu) : (1.7)

Ist nun Q sternférmig, so folgt (Analysis 2) aus der Identitdt 0,(—0,u) = 0,(0,u), dass
ein v € C1(Q) existiert, welches (1.7) erfiillt. Es folgt, dass f = u + iv eine analytische
Funktion ist mit u = Re f. O



Definition 1.3 (Subharmonische Funktion, Superharmonische Funktion)
Sei 2 C R offen. Eine Funktion u € C?*(Q) heifit subharmonisch in Q, falls gilt

—Au(z) <0, fir allex € Q, (1.8)
und superharmonisch in €2, falls gilt

—Au(z) >0, fir alle x € Q, (1.9)

Eine wesentliche FEigenschaft einer harmonischen Funktion u ist die Mittelwerteigenschaft.
Sie besagt: Ist B eine Kugel im R™ mit Mittelpunkt z, so ist der Funktionswert u(z) gleich
dem Mittelwert von u sowohl iiber B als auch iiber 0B.

Definition 1.4 (Volumen, Fliche, Mittelwert)
Ist U C R™ messbar, so definieren wir das Volumen von U durch das Volumenintegral

|U|:/1dx. (1.10)
U
Ist f: U — R integrierbar, so heifst
7,
— [ f(z)dx (1.11)
Ul Ju

der Mittelwert von f auf U. Ist M C R" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit, so defi-
nieren wir die (k-dimensionale) Fliche von M durch das Oberflichenintegral

| M| :/ 1dS(€). (1.12)
M
Ist f iiber M integrierbar, so heifst
),
o | &) dS(E). 1.13
s IGLEG (113
der Mittelwert von f tber M. O

Die Integrale in (1.10) und (1.11) sind als n-dimensionale Integrale (Volumenintegrale)
zu verstehen, die Integrale in (1.12) und (1.13) als k-dimensionale Oberflachenintegrale.
(Siehe Vorlesung Vektoranalysis.) Mit “Integral” ist das Lebesgue-Integral gemeint.

Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit, seien x € R™, r > 0, sei f iiber der Mannig-
faltigkeit o 4+ r M integrierbar. Dann gilt die Transformationsformel

/+ . f(&)dS(&) =k /M flx+7rz)dS(2). (1.14)

Wir erinnern an den Integralsatz von Gaufl. Er besagt, dass unter geeigneten Vorausset-
zungen

/Q div F(z) dz = / (F(€), (€)) dS(€) (1.15)

o0
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gilt. (Er gilt beispielsweise dann, wenn F' € C(2; R") und € eine offene und beschrénkte
Teilmenge des R” ist, welche einen C'*-Rand hat.) Hierbei ist

divF =) " O;F; (1.16)
i=1

die Divergenz des Vektorfelds F'. Eine weitere Formel, die wir verwenden, ist

[ swa=[ y o FEAS()dp. (117)

Man kann sie interpretieren als “Fubini in krummlinigen Koordinaten”. Sie ergibt sich als
Spezialfall der sogenannten Coarea-Formel in der geometrischen Mafitheorie. Hier nehmen
wir sie einfach zur Kenntnis.

Im Spezialfall f =1 wird (1.17) zu

Blair)| = / 0B(w: )| dp. (1.18)

Die Formel (1.18) koénnen wir auch direkt erhalten aus den Bezichungen
|B(z;7)| = r"|B(0;1)|, |0B(x;7)| =r""10B(0;1)], (1.19)

sowie der Formel

9B(0;1)] = n|B(0; 1)| (z %) , (1.20)

5
hier steht I' fiir die Gammafunktion.

Satz 1.5 Sei Q) C R™ offen, sei u subharmonisch in Q), seien x € Q, R > 0 mit B(z; R) C
Q. Wir definieren

1
- . 1.21
SO(T) |aB(‘r7 T)’ OB (z;r) u(g) dS(g) ’ O<r<£f ( )
Dann gilt ¢' > 0 auf (0, R), sowie

lriigl o(r) =u(x). (1.22)

Beweis: Wir setzen By = B(0;1). Mit (1.14) folgt

/ w(€) dS(€) = 7“”_1/ w( +12)dS(z), 1€ (0,R), (1.23)
OB (z;r) 0B
also wegen (1.19)
1
o(r) = 9B, - u(x +rz)dS(z). (1.24)



Es folgt

1 d 1
o' (r) = A Eu(x +17rz)dS(z) = B /o (Vu(x +rz),z) dS(z)
1 E—x
- \V4 ds(€).
|8B(l‘, T’)| OB(x;r) < u(£)7 r > (6)

Fiir die duflere Einheitsnormale an die Kugel B(z;7) gilt
-
W =", £€oBm),

und aus dem GauBschen Satz folgt

/8 . <Vu(§),5 > /()BM) L v(€)) dS(€) = /B (I;T)div(Vu(y))dy

o™

, B 1
#) = BB /B(z;m Au

Insgesamt erhalten wir

(1.25)

(Die Herleitung bis hierher ist fiir alle u € C?*(Q) giiltig.) Da u subharmonisch ist, folgt

¢'(r) > 0 fiir alle r € (0, R). Es gilt weiter
1

p(r) —u(r) = 0Bz . )U(f) —u(z)dS(§),
also
1
lp(r) —u(r)] < 10BN Josi [u(§) — u(x)[dS(§) < éesga;r) [u(§) —u(x)].

Da u stetig ist in z, folgt (1.22).
Folgerung 1.6 In der Situation von Satz 1.5 gilt

u(z) < 1

|0B(x;7)| OB (z;r) ue)ds(e), 0<r<R,

sowie
1

u(r) < ———
|B(,T,’l“)’ B(x;r)

u(y)dy, 0<r<R.

Beweis: Da ¢’ > 0, folgt (1.28) direkt aus (1.21) und (1.22). Aus (1.28) folgt nun

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

)| Blain)| = uta) [ oBlpldp< [ /wm £)ds(e )dp_/muwy

mit (1.17) und (1.18), also ist (1.29) gezeigt.

O

Ist w superharmonisch (statt subharmonisch), so kénnen wir Satz 1.5 und Folgerung 1.6
auf —u anwenden und erhalten die umgekehrten Ungleichungen in (1.28) und (1.29).

Daraus ergibt sich nun die Mittelwerteigenschaft.
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Satz 1.7 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei ) C R™ offen, u harmonisch in 2. Dann gilt

1 1

BB o " T B S

fir alle x € Q und alle r > 0 mit K(x;r) = B(x;r) C Q. O

Fiir den Spezialfall n = 2 ergibt sich die erste Gleichung in (1.30) direkt aus der Integral-
formel von Cauchy fiir Kreise (siehe Funktionentheorie).

Eine Umkehrung gilt ebenfalls.

Satz 1.8 Sei Q2 C R" offen, sei u € C?*(Q), und es gelte

1

u(r) = 0B )| b u(§) dS(€) (1.31)

fir alle x € Q und alle r > 0 mit K(x;7r) = B(x;r) C Q. Dann ist u harmonisch in .

Beweis: Bezeichnen wir die rechte Seite von (1.31) wieder mit ¢(r), gilt ¢'(r) = 0, da die
linke Seite nicht von r abhdngt. Wére u nicht harmonisch, so gédbe es wegen der Stetigkeit
von u eine Kugel K (z;7) C Q mit Au > 0 in K(z;r) oder Au < 0 in K(z;7). Aus der
Formel (1.25) wiirde nun ¢'(r) # 0 folgen, ein Widerspruch. O

Aus der Mittelwerteigenschaft fiir Volumina (statt Oberflichen wie in Satz 1.8) folgt
ebenfalls, dass u harmonisch ist (wird hier nicht bewiesen).

Wir erinnern daran: Eine Menge {2 C R™ heifit Gebiet, wenn sie offen und zusam-
menhéngend ist.

Satz 1.9 Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, sei u € C?*(Q) N C(Q) subharmonisch in
Q. Dann gilt

max u(y) = maxu(y) . 1.32
nax (y) = maxu(y) (1.32)
Fulls es ein x € Q gibt mat
u(z) = maxu(y) . (1.33)
yeN

so ist u in € konstant.

Beweis: Da u sowohl auf Q als auch auf 9Q ein Maximum annimmt, folgt die erste
Behauptung aus der zweiten. Es gelte nun (1.33). Wir setzen M = u(z). Sei r > 0 so,
dass r < dist (x,0Q). Dann gilt

1
M =u(x) < —/ u(y)dy < u(z) =M. (1.34)
|B<Jf, T')| B(z;r)
(Die erste Ungleichung folgt aus Satz 1.5, die zweite aus (1.33).) Aus (1.34) folgt nun, dass
win B(x;r) konstant gleich M ist. Es folgt weiter, dass die Menge A = {y : y € Q, u(y) =
M} offen ist in ©2; als Urbildmenge einer abgeschlossenen Menge ist A auch abgeschlossen

in Q. Wegen z € A ist A # (0, und da Q zusammenhingend ist, folgt A = Q. O

5



Folgerung 1.10 (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen)
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, sei u € C*(Q2) N C(QL) harmonisch in Q. Dann gilt:
Entweder ist u auf Q konstant, oder es gilt

min u(y) < u(z) < irégéu(y) ., fir alle x € Q. (1.35)
Beweis: Anwendung von Satz 1.9 auf v und —u. O

Wir betrachten nun das Randwertproblem

—Au=f inQ (1.36)
u=g auf 092. (1.37)
Die Gleichung (1.36) heifit die Poisson-Gleichung, die Gleichung (1.37) heifit Dirichlet-

Randbedingung, das Randwertproblem (1.36), (1.37) bezeichnet man auch als das
Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung.

Definition 1.11 (Klassische Losung)

Seien f € C(Q) und g € C(09Q). Ein u € C*Q) N C(Q) heifit klassische Losung von
(1.56), (1.37), falls —Au(x) = f(x) fir alle x € Q und u(x) = g(x) fir alle z € 0N
gelten. O

Satz 1.12 (Eindeutigkeit der klassischen Losung)
Das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung in einem beschrinkten Gebiet hat hdchstens
eine klassische Losung.

Beweis: Ubung. O

Die Existenz einer klassischen Losung kann man beweisen, falls g stetig, f Holder-stetig
und 0f2 hinreichend regulér ist. Das werden wir in dieser Vorlesung nicht behandeln.

Bestimmte Losungen einer partiellen Differentialgleichung kann man manchmal dadurch
erhalten, indem man einen geeigneten Ansatz wahlt. Wir wollen nun nach radialsymme-
trischen Losungen der Laplace-Gleichung suchen, also nach Losungen der Form

u(z) = v(zf), || =[], = (Z;ﬁ) : (1.38)

mit der zu bestimmenden Funktion v : Ry — R. Fiir p(x) = |z| gilt, falls x # 0,

ZT; 1 Xyl

Fiir den Ansatz (1.38) gilt also
/ Z;
du(z) = v (M)m ; (1.40)
" x’? / 1 x’L2
02uta) = ") 2 + e (15— 155 ) (1.41)
" n—1 /
Au(x) =0"(|z|) + 7] v'(|z]) . (1.42)



Wir haben damit fiir diesen Spezialfall die Laplace-Gleichung auf die gewohnliche Diffe-

rentialgleichung
n—1

v (r) + V'(r)=0, r>0, (1.43)

zuriickgefiihrt, welche die speziellen Losungen v(r) = logr fiir n = 2 und v(r) = r*=" fiir
n > 3 besitzt.

Wir bezeichnen mit
a, = |0B(0;1)] (1.44)

den Fliacheninhalt des Randes der Einheitskugel im R".

Definition 1.13 (Fundamentallgsung)
Die durch
1 2—n >3
O(z) = (”‘f)“"‘x' e (1.45)
—5-log(|z|), n=2,
definierte Funktion ® : R™\ {0} — R heifit Fundamentallosung des Operators —A. O

Die Fundamentallosung ® hat eine Singularitdt im Nullpunkt. Thre ersten und zweiten
Ableitungen sind fiir x # 0 gegeben durch (Rechnung wie oben)

9b(x) = —— 1L 9.0,0(x) = —i( Ls nﬂ) . (1.46)

a [a]" an \Ja]"™ ]

Offensichtlich (und nach Konstruktion) ist ® harmonisch auf R™ \ {0}. Aus (1.46) folgt

unmittelbar

Lemma 1.14 Fir alle v € R™, x # 0, gelten

_ 1 1-n T _ 1 1-n
VO (z)| = an|x| , <V<I>(x), |x|> = an|x| , (1.47)
und n
10;0;0(x)] < a—|$|_n- (1.48)
O

Fir k£ € N gilt mit B, = B(0;r) gema8 (1.17)
2| dx = / / €|77dS (&) dp = / " Lo pFdp = / anp” T Rdp.  (1.49)
B, o JoB, 0 0
Die Funktion x — |z|7% ist also auf B, genau dann integrierbar, wenn k < n — 1.
Folgerung 1.15 FEs gilt ®,0,® € L'(B,) und 9;,0;® ¢ L*(B,) fiir alle i,j. O

Wir kénnen ¢ dazu verwenden, um Losungen der Laplace-Gleichung in Integralform dar-
zustellen. Wir erinnern an die Greenschen Formeln aus der Vektoranalysis. Sei () ein



Gebiet im R”, in dem der Gaufische Integralsatz gilt. Seien u,v € C?(©2) N C'(Q). Die
erste Greensche Formel ergibt sich, wenn wir den Gaufschen Satz auf w = vVu anwenden,

/v(m)Au(I) dx+/ (Vou(z), Vu(z)) dx :/ v(€)o,u(§)dS(§), (1.50)

Q Q o9

die zweite, indem wir in (1.50) die Rollen von w und v vertauschen und subtrahieren,
/Qv(ﬁ)AU(fE) —u(z)Av(z) dr = /{m v(©)du(€) — u(§)d,v(E) dS(E) - (1.51)

Satz 1.16 (Greensche Darstellungsformel) B
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand, sei v € C*(2) N CY(Q). Dann gilt fiir
alle x € Q

u(z) = / (¢ 2)2lu(6) ~ u(2,D(E — ) aS(e) - / By — o)Auly)dy.  (152)

Q

Beweis: Sei z € ). Der Beweis besteht darin, die zweite Greensche Formel auf dem Gebiet
Q\ K(x;¢) mit der dort harmonischen Funktion v(y) = ®(y — x) anzuwenden und den
Grenziibergang ¢ — 0 durchzufiihren. Sei also ¢ > 0 mit K(z;e) C Q. Aus (1.51) folgt
mit B, = B(z;¢)

/Q\K(I;E) O(y—z)Au(y) dy = (/8Q+/83) D(E—2)0,u(€)—u(€)d,®(E—z) dS(E) . (1.53)

Im Falle n > 3 gilt

g2—n €

/835 O —x)dS(E) =" anan(n —5 = (1.54)

im Falle n = 2

/83 O —x)dS(€) = ¢|loge]. (1.55)

Hieraus folgt

/ B(& — 2)Dyu(8) dS(g)’ < / (€ — ) dS(€) sup|Vu| — 0. (1.56)
OB: OB: Q
Weiter gilt auf 0B, wegen (1.47)
B §—xz\ 1 ,_,
9,0(§ — ) = <V<I>(£ - z), —M> = a—né?l ) (1.57)

man beachte dabei, dass die duflere Normale an Q2 \ K (z;¢) ins Innere von B(x;¢) zeigt.
Es folgt

0,8(¢ — x)dS(€) =1, (1.58)

9B,
und weiter

u(z) - / U(S)(?V@(f—x)ds(f)‘: / (ul(e) — u(€)a,D(¢ — 2)dS(E)|  (1.59)
0B 0B:

< sup |u(z) —u(§)] — 0, fallse — 0. (1.60)
¢€dB.




Da @ integrierbar ist in {2 nach Folgerung 1.15, folgt

/ O(y — 2)Au(y)dy — 0, (1.61)
fiir e — 0, also
/ O(y — z)Au(y) dy — / O(y —z)Au(y) dy, falls e — 0. (1.62)
Q\K (x;€) Q
Wir erhalten nun (1.52) aus (1.53) durch Grenziibergang ¢ — 0. O

Erinnerung: Ist 2 C R™, u: Q — R, so ist der Trager supp (u) von u definiert durch

supp (u) = {z 1z € Q, u(z) # 0}. (1.63)

Folgerung 1.17 Ist u € C*(R"), und ist supp (u) kompakt, so gilt
u(z) = —/ Oy — z)Au(y) dy . (1.64)

Beweis: Wihle  in Satz 1.16 so grof}, dass supp (u) C €, dann gilt u = d,u = 0 auf 9.
([

Folgerung 1.18 FEs seien die Voraussetzungen von Satz 1.16 erfillt, sei u aufferdem
harmonisch. Dann gilt

u(z) = /6 (s~ 2)0,u() — u( D — 1) dS(E). (1.65)
Beweis: Es ist Au =0 in (1.52). O

Folgerung 1.19 Sei Q C R" offen, sei u : Q@ — R harmonisch. Dann gilt uw € C*®(),
und jedes x € ) hat eine Umgebung, in der sich u als Potenzreihe mit Grundpunkt x
darstellen ldsst. (Diese Potenzreihe ist identisch mit der Taylorreihe um x.)

Beweis: Sei y € Q. Fiir jede offene Kugel B = B(y;r), r > 0 und B C Q gilt nach
Folgerung 1.18

wa) = [ 86— 0,ule) = u(©2,0(6 ) a5 (1.66)
B
fiir alle z € B. Fiir jedes solche z € B gibt es eine Kugel B, = B(x;¢), so dass sich fiir

jedes £ € OB die Funktionen & — ®(§ — Z) und 7 +— 9, P(§ — &) in eine fiir alle € B,
konvergente Potenzreihe der Form

Z Co(T — )"

entwickeln lassen, insbesondere sind diese Funktionen unendlich oft differenzierbar auf
B,. Da 0B kompakt ist, konnen wir nun (wenn € < r — |y — x| gewéhlt ist) die rechte

9



Seite von (1.66) beliebig oft nach x differenzieren, also ist u € C*°(B,) und insgesamt
u € C™(9). Setzen wir in (1.66) fiir (£ — x) und 0,9 (¢ — z) diese Potenzreihen (welche
gleich der Taylorreihen sind) ein, so kénnen wir Summation und Integral vertauschen,
und erhalten die Konvergenz der Taylorreihe von u in B,. O

Wir betrachten wieder das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung

—Au=f in Q (1.67)
u=g  auf 0N (1.68)

Ist u eine klassische Losung, fiir die die Greensche Darstellungsformel gilt, so folgt

uuwzLQMf—maﬂ@»—mo@@@—xﬁm@%5/¢@—wiww. (1.69)

Q

Diese Formel eignet sich leider nicht fiir die direkte Berechnung von w aus f und g, da
d,u auf 0fF) ebenfalls unbekannt ist. Mit dem Kalkiil der Greenschen Funktion kann
man hier unter Umsténden weiterkommen. Wir nehmen an, dass es zu jedem x € {2 eine

Funktion h* € C%(Q) N C*(Q) gibt mit

—Ah*(y) =0, ye (1.70)
h(y) =y —x), ye . (1.71)

Nach Folgerung 1.12 ist h* eindeutig bestimmt.
Definition 1.20 (Greensche Funktion) Die durch

Ga,y) =y —x) = h*(y), z,yeQ, z#y, (1.72)
definierte Funktion heifst die Greensche Funktion des Laplace-Operators in €. O

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass
G(z,y) =0, z€Q,yed, (1.73)

und dass die Funktion y +— G(z,y) harmonisch ist in Q \ {z}. Die Normalenableitung
dieser Funktion bezeichnen wir mit d,G(x,y), also

9,G(z,y) = (V,G(z,y),v(y)) -

Es gilt auBerdem, dass G symmetrisch ist, also G(x,y) = G(y, x), was wir nicht beweisen
wollen.

Satz 1.21 Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand, seiu € C*(Q)NCY(Q). Es
existiere die Greensche Funktion in ). Dann gilt fiir alle x € ()

uw) = = [ w(O0.6.9d5(6) = [ Gle.paulr)dy. (1.74)

Q

10



Beweis: Aus der zweiten Greenschen Formel (1.51) ergibt sich mit v = A”

lémwmmmwzjjmwawo—m&amwmao. (1.75)

o0
Wir erhalten nun (1.74), indem wir (1.75) von der Greenschen Darstellungsformel (1.52)
subtrahieren (beachte G(z,y) = 0 fiir y € 09). O

Aus (1.74) ergibt sich unmittelbar eine Integraldarstellung fiir die klassische Losung des
Randwertproblems (1.67), (1.68), ndmlich

sz—éﬂ@@ﬂaaﬁ@+/0@wﬂw@, (1.76)

Q
unter der Voraussetzung, dass (2 eine Greensche Funktion besitzt.

Das Problem, das Randwertproblem (1.67), (1.68), fiir beliebige Daten f und g zu l6sen, ist
damit “im Prinzip” zuriickgefiihrt auf das Problem, die Greensche Funktion des Gebiets
Q2 zu bestimmen. Man muss dann allerdings noch feststellen, ob die durch (1.76) definierte
Funktion wu tatséchlich eine Losung des Randwertproblems ist.

Die Einheitskugel © = B(0,1) besitzt eine Greensche Funktion, ndmlich
Glz,y) = ey —2) = B(|2[(y = 7)), &= (1.77)
Fiir sie gilt

11— |z
an lz—y*

0,G(x,y) = — (1.78)

Fiir die Losung des Dirichlet-Problems fiir die Laplace-Gleichung auf der Einheitskugel

Au=0 in B(0,1) (1.79)
u=g auf 0B(0, 1) (1.80)

erhalten wir daher aus (1.74) die Formel

oy L=l 9(€)
(@) O, /533(0,1) |z — 5|"d5(£)‘ (181)

Man kann zeigen: Ist g : 9B(0,1) — R stetig, so wird durch (1.81) eine in B(0, 1) harmo-
nische Funktion u definiert, und fiir jedes £ € 9B(0,1) gilt
lim u(z) = g(§) . (1.82)

T—&
|z <1

Zusammen mit Satz 1.12 ist damit bewiesen, dass das Dirichlet-Problem in der Einheits-
kugel (1.79), (1.80) eine eindeutige klassische Losung besitzt.

Der Begriff der klassischen Losung ist sehr naheliegend. Man schreibt die partielle Dif-
ferentialgleichung samt etwaigen Randbedingungen hin und verlangt, dass die Losung
stetig und hinreichend oft (je nach Differentialoperator) differenzierbar ist, und dass alle
zu erfiillenden Gleichungen in allen Punkten, in denen sie gelten sollen, auch tatséchlich
gelten. Es hat sich aber seit langerem herausgestellt, dass dieser Begriff zu einschrinkend
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ist — und zwar sowohl aus der Sicht der Mathematiker als auch aus der Sicht der “Anwen-
dungsficher” (wie die Mathematiker sagen; also Physik, Ingenieurwissenschaften usw.).
Verschiedene andere Losungsbegriffe sind entwickelt worden. Die beiden wichtigsten sind
der Begriff der schwachen Lésung und der Begriff der distributionellen Lésung oder
Losung im Distributionensinn. Wir erldutern den Begriff der schwachen Losung an-
hand der Poisson-Gleichung

—Au(z) = f(z), x€Q. (1.83)

Sei f € C(Q), sei u € C*(Q), es gelte (1.83). Sei ¢ € C1(Q), supp () C Q kompakt. Dann
gilt

/Qf(:c)go(a:)dx:/Q—Au(:c)go(x)d:c:/Q(Vu(a:),Vgp(a:» dx . (1.84)

Wir sagen nun, dass eine Funktion u eine schwache Losung von (1.83) ist, falls

/Q<Vu(;v),V<,0(x)> dx:/ﬂf(x)gp(a:)dx (1.85)

gilt fiir “hinreichend viele” Funktionen ¢, und zwar mindestens so viele, dass wir aus
der Giiltigkeit von (1.85) auf die Giiltigkeit von (1.83) zuriickschliefen kénnen, falls u €
C?(Q). Auf der anderen Seite ist aber (1.85) bereits dann sinnvoll, wenn Vu auf Q definiert
und geeignet integrierbar ist; damit das Integral in (1.85) existiert, ist es noch nicht einmal
notwendig, dass Vu stetig ist.

Mit dem Begriff der distributionellen Lésung geht man noch einen Schritt weiter. Aus der
Analysis ist uns moglicherweise bereits das Dirac-Funktional § bekannt, welches Funktio-
nen auf Zahlen abbildet vermittels

0(p) = ¢(0). (1.86)
Es wird sich herausstellen, dass die Fundamentallosung ® aus Definition 1.13 die Gleichung
—Ad =9 (1.87)

im Distributionensinn erfiillt. Wir wissen bereits, dass —A®(z) = 0 gilt fiir alle = # 0;
(1.87) enthélt aber mehr Information, ndmlich auch solche tiber das Verhalten von @ in
der Singularitét 0.
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2 Distributionen

In diesem Abschnitt haben alle Funktionen, wenn nicht anders angegeben, ihre Werte in
K, wobei sowohl K = R als auch K = C gesetzt werden kann.

Sei 2 C R™ offen. Wir definieren in der Tradition von Laurent Schwartz
D(Q) = C5°(Q), (2.1)

wobei C§°(2) den Raum derjenigen beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen be-
zeichnet, deren Tréger eine kompakte Teilmenge von (2 ist. Die Elemente von D(2) heiflen
Testfunktionen. Wir definieren den Raum der lokal-integrierbaren Funktionen auf 2
durch

L) ={f: fIK € L'(K) fiir alle kompakten Teilmengen K C Q}. (2.2)

Jede stetige Funktion ist lokal-integrierbar. Es gilt also z.B. fiir

f(t)zz,

dass f € L (0,1), aber f ¢ L*(0,1). Ist f € LL .(Q), so definiert

loc loc

zww:[jmw@Mw (2.3)

ein lineares Funktional auf D(£2).

Der Raum der Distributionen ist ein Unterraum des Raums aller linearen Funktionale auf
D(Q) und enthilt seinerseits L _(Q) als Unterraum. Er ist so konstruiert, dass Distri-
butionen Ableitungen beliebiger Ordnung besitzen. Diese sind allerdings im allgemeinen

ebenfalls Distributionen.

Als Notation fiir partielle Ableitungen beliebiger Ordnung verwenden wir Multiindizes:
Ist
a=(ay,...,a,) € N?

ein Multiindex, so setzen wir

0% =000, ol =) ay. (2.4)
j=1

Definition 2.1 (Distribution)
Sei 2 C R™ offen. Ein lineares Funktional T : D(Q2) — K heif§t Distribution (auf ), falls
gilt: Ist (ox)ren eine Folge in D(Q2) mit

lim 94l =0 (25
k—o0

fir jeden Multiindez o, und gibt es eine kompakte Menge K C 2 mit supp (¢x) C K fiir
alle k € N, so gilt

lim T'(¢x) = 0. (2.6)
k—o0
Der Raum aller Distributionen auf Q@ wird mit D'(2) bezeichnet. O
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Offensichtlich ist D’(€2) ein Vektorraum. Ist f € Li () und (¢r)ren eine Folge wie in
Definition 2.1, so gilt

Ty (pr)] S/K!f(iv)sok(w)!dxﬁ/Klf(w)\dw-Hsok\loo — 0 (2.7)

fiir K — oo, also wird durch (2.3) eine Distribution definiert. Eine Distribution 7' € D'(2)
heiBt reguldr, falls T = T} gilt fiir ein f € L] (Q).

loc
Ist a € 0, so wird durch
da(p) = p(a), ¢ €D(Q), (2.8)

ebenfalls eine Distribution definiert, sie heifit Dirac-Distribution im Punkt a. Ist ndm-
lich (¢r)ren eine Folge wie in Definition 2.1, so gilt

10a(2r) = [r(a)] < [kl = 0-

Lemma 2.2 Sei Q) C R" offen, T : D(2) — K linear. Es gebe ein N € Ny und zu jedem
Kompaktum K C ) ein Ck > 0, so dass

T(0)| < Cx > 100l fiir alle ¢ € D(R) mit supp (¢) C K. (2.9)

la] <N

Dann ist T € D'(Q).

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition. O

Der Fall einer reguléren Distribution 7' = T}, f € LL (Q), ist ein Spezialfall von Lemma
2.2 mit

N =0, CK:/K\f(x)|dx.

Fiir die Dirac-Distribution geniigt es, N = 0 und Cx = 1 zu setzen. Ein weiteres Beispiel
einer Distribution 7" € D'(R) ist,

T(p) =¢'(0), ¢ <€D(R). (2.10)

Hier ist N = 1, Cx = 1. Nicht alle Distributionen erfiillen die hinreichende Bedingung in
Lemma 2.2; damit sie eine Charakterisierung wird, mufl man die Quantoren umstellen, so
dass N auch vom Kompaktum K abhéngen kann (ohne Beweis).

Wir erinnern an die Definition der Faltung zweier Funktionen f und g,

(f*9)y) = | [fla)gly —x)dx, (2.11)
Rn
Sie ist fiir f,g € L*(R™) definiert, liefert Werte f * g € L'(R™), und es gilt
frg=g=f, |f=glli <Ifll; gl (2.12)

Durch Faltung mit geeigneten Glattungsfunktionen kann man Funktionen durch C*°-
Funktionen approximieren. Wir definieren

' Jexp(-3), t>0,
Yv:R—=R, w(t)—{(), 1<0. (2.13)
v R R, 12(7") = (1 —1r?), (2.14)
m:R*—=R, m(z)= azﬁ(|x!), (2.15)
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wobei a > 0 so gewéhlt ist, dass

/ m(z)de=1. (2.16)
Wir definieren nun fiir ¢ > 0 die “Standardglattungsfunktion”
1 x

Die Funktionen 7. sind offensichtlich radialsymmetrisch (d.h. sie hdngen nur von |z| ab),
und es gilt (sieche Integrationstheorie)

ne € Cg°(R™),  supp (n:) = K(0;¢), mn->0, / Ne(x)de =1. (2.18)

Dort wird auch gezeigt: Ist f € Cyp(R"™) und setzen wir f¢ = f x 1., so gilt
fFeCg(R™), f°— f gleichméBig fiir e — 0. (2.19)

Wir wollen Faltungen mit der Glattungsfunktion auch fiir solche Funktionen betrachten,
die nicht auf ganz R™ definiert sind. Ist U C R" offen, so setzen wir

U.={z:2zeR" dist (z,U) < e}. (2.20)

Fiir f € L'(U.) setzen wir f = 0 aulerhalb von U, dann gilt
Fy)=(n)y) = | fl@n(y—z)de= | flz)n.(y—=x)dx, firaleyecU. (2.21)
R® U.

Definition 2.3 B B
Seien Q,U C R™ offen. U heifit kompakt in 2 enthalten, falls U kompakt ist und U C €2
qilt. Wir schreiben

UccQ. (2.22)
O

Ist Q C R” offen, U CC €2, so ist
dist (U, 002) = xe(}gfem lz —y| >0. (2.23)

(Fiir Q = R" setzen wir dist (U, 0Q2) = o0.)
Lemma 2.4 Sei Q C R" offen, f € L} (), U CC Q, € < dist (U, 09), sei f¢= fx*n..
Dann gilt

fFec=U0), W lww) < Mllpg, 1<p<oo. (2.24)

Beweis: Es ist U. cC Q, f € L'(U.) und
fely) = f@)n.(y —x)dx, firalleyeU. (2.25)
Ue
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Fiir alle Multiindizes « sind die Funktionen x — f(x)0*n.(y — x) gleichméBig in y durch
die integrierbaren Funktionen [|[0“n.||, f beschrénkt, also existieren alle 0*f¢ in U, also
ist f¢ € C®°(U). Sei nun f € LP(2). Fiir 1 < p < oo, y € U gilt mit é—{—% = 1 und der
Holderschen Ungleichung

W= | Sy - a)de < | F@)|(n(y — )7 (n.(y — 2))7de (2.26)
< ( . |f(@)[Pne(y — ) dx) \(/Eng(y—a:) da:) K (2.27)

-

=1

Es folgt fiir 1 <p < oo
[irwras [ [ @ry-aded= [ 1@ [ ne-odd @)
U U JU: Ue U
Pdx . .
< [ wp (229)

Fiir p = oo folgt die Behauptung direkt aus (2.25). O

Lemma 2.5 Sei U C R" offen und beschrinkt, sei f € LP(U), 1 < p < oo. Dann gilt
fe— fin LP(U) fir e — 0.

Beweis: Sei 0 > 0. Wir wéhlen g € Cp(R™) mit
1f = gHLP(]R”) <d,
siehe Satz 13.9, mein Skript Analysis 4 aus dem SS 2004. Es folgt

Lf = Flrwy S W = 9llpowy + 19 = 5oy + 197 = F o (2.30)
<20+ lg =9 o » (2.31)

da

¢ —f=gxn.—fxn.=(g—f)
und nach Lemma 2.4

(g — f)SHLP(U) <llg - f”LP(R") <d.

Wegen g € Cy(R") gilt ¢ — g gleichméBig, also
limsup || f — fE”Lp(U) <20.
e—0
Da 6 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Satz 2.6 Sei Q2 C R" offen, sei f € L} (Q), es gelte

loc
/ f(x)p(x)de =0, fir alle p € D). (2.32)
Q
Dann gilt f =0 fast iberall.
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Beweis: Sei zunichst f € C(QQ). Wire f(y) # 0 fiir ein y € Q, so wére

/Q F(@)nely — ) dz £ 0,

falls ¢ > 0 hinreichend klein ist, im Widerspruch zu (2.32). Sei nun f € L (). Sei

loc

U C R" offen, U CC Q, sei € > 0 so dass U CC U. CC Q. Sei p € C3°(U) beliebig. Es ist
dann ¢° = p xn. € C§°(2), also

0= [ s@pais= [ s / o). — ) dy dz = (2.33)
Z/UsO(y) ; f(x)na(y—l‘)dxdyz/Uw(y)fa(y)dy (2.34)

Aus dem bereits Bewiesenen folgt f¢|U = 0. Da f¢ — f in L'(U) nach Lemma 2.5, folgt
f =0 fast iiberall auf U. Da U beliebig war, folgt f = 0 fast iiberall auf (2. O

Folgerung 2.7 Die durch f + Ty definierte Einbettung von Lj, () in D'() ist injektiv.
O

Es geht also keine Information verloren, wenn wir eine lokal-integrierbare Funktion als
Distribution interpretieren.

Definition 2.8 (Konvergenz von Distributionen)
Sei Q C R™ offen. Eine Folge (Ty)ren in D'() heifit konvergent gegen ein T € D'(Q),
falls

T(p) = lim Ty(p), fir alle p € D(Q). (2.35)

O

Offensichtlich gilt in D'(2)
T, —T,S, —S,ceK = T, +S5—>T+S5, d,—cT. (236)

Wir betrachten ein Beispiel. Sei 2 C R™ offen mit B(0;¢) C 2, dann gilt fiir ¢ € D(Q)

1) = e0) = [ n@e@d—p0) = [ 2@ o0 dr,

also
T, () — 0(0)] < sup |p(x) — ¢(0)],

|z|<e
also geméfl Definition 2.8
T, —0o, fire—0.

Wir sagen auch

ne — 4§ inD'(Q), (2.37)
in dieser Sprechweise haben wir L{ () mit seiner Einbettung in D'(Q) identifiziert.

loc

Die Multiplikation zweier Distributionen 148t sich im allgemeinen nicht sinnvoll definieren,
wohl aber in Spezialfillen.
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Lemma 2.9 Sei Q C R™ offen, seien f € C*(Q), T' € D'(). Dann wird durch

(fT) () =T(fe), »eD(), (2.38)

eine Distribution fT € D'(S2) definiert.

Beweis: Die Linearitiat ist klar. Sei (pg)gen eine Folge in D(Q) mit supp (¢x) C K
und [|0%pgl|,, — O fiir alle Multiindizes o, wobei K C Q kompakt ist. Dann ist auch
supp (fer) C K. Ist 5 ein beliebiger Multiindex, so ist

°(for) = Y cadon

a<p

mit geeigneten Funktionen ¢, € C*(Q), also ||0°(fpx)|l,, — 0 fiir alle Multiindizes 8 und

Wir wenden uns nun dem Differenzieren zu. Ist f € C'(R"), » € D(R"), so gilt mit Fubini
und partieller Integration

To, () = . Oif(x)p(x) de = — . f(x)0ip(x) de = =T (0ip) - (2.39)

Definition 2.10 (Ableitung von Distributionen)
Sei QQ C R™ offen, T € D'(Q). Firi € {1,...,n} definieren wir ;T € D'(?) durch

(0T () = =T(0p), ¢ €D(Q). (2.40)
0;T heifst die distributionelle Ableitung von T O

Dass durch (2.40) tatséchlich eine Distribution definiert wird, folgt unmittelbar aus De-
finition 2.1.

Lemma 2.11 Fir die distributionelle Ableitung gelten die Rechenregeln

Oi(aT + BS) = ad,T + B0;S, «a,B€K,T,SecD ), (2.41)
8]01T = @@T, T e D/(Q) , (242)
0,(fT) = (Of)T + fOT, feC™(Q), TeD(Q). (2.43)

Ist v ein Multiindex, so gilt

(0°T) () = (=D T(9%) . (2.44)

Beweis: Klar oder Ubung. O

Wir betrachten einige Beispiele. Die Rechnung in (2.39) zeigt, dass 0,7y = Tj,s falls
f € CY(R"). Sei nun
f:R—=R, f(zx)=]|x|. (2.45)
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Dann ist
(Ty)' () = —/R|x|g0'(x) dx = /(; 2! () dz — /0°° v () da
j:iw - /(; pla)dr — zp(z) :ZO + /OOO p(z) dz

- [ g a)e() dr.

= zp(7)

also
(Tf)/ = Tsign (246)

im Distributionensinn. Hier liefert die distributionelle Ableitung dasselbe wie die punkt-
weise Ableitung
f'(z) = sign (z), falls z#0.

Wir definieren die Heaviside-Funktion H : R — R durch

1, >0,
H(z) = {0 <0 (2.47)

Fir ¢ € D(R) gilt

(Ta) () = - / H(z)'(x) do = — / " Y(@)dr = (0),
also
(Tw) =& (2.48)

im Distributionensinn. Wir schreiben auch
H =¢§ inD(R). (2.49)

Hier ist die distributionelle Ableitung der punktweisen Ableitung H'(x) iiberlegen. Es
gilt H'(z) = 0 in allen Punkten x # 0, die Information tiber den Sprung geht bei der
punktweisen Ableitung verloren, und auflerdem

H(1)— H(-1) :17é():/1 H'(z)dx.

Aus sign (x) = 2H(x) — 1 folgt nun, dass die zweite distributionelle Ableitung der Be-
tragsfunktion f(z) = |z| im R gegeben ist durch f” = 24.

Die distributionellen Ableitungen der Dirac-Distribution im R™ ergeben sich unmittelbar
aus der Definition,

(079) () = (=1)115(8%¢) = (~1)*19°¢(0), (2.50)
im R ist die erste Ableitung also gegeben durch
§'(p) = —(0). (2.51)
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Wir kehren zuriick zum Laplace-Operator. Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass
fir n > 3 die durch

1
d(x)= ——|z|*>™ e R" 0 2.52
(0) = gl weR a0, (2.52)

definierte Funktion ® im L{ (R") liegt. Aus Folgerung 1.17 erhalten wir

(~AT)(e) = Tal-A9) == [ @(a)Ap(a) do = 2(0). (2.53)
Also gilt
“A® =6 inD(RY. (2.54)

Wir betrachten nun allgemein einen Differentialoperator der Ordnung N der Form

D aad”, a,€K. (2.55)

lo|<N

Definition 2.12 (Fundamentallésung eines Differentialoperators)
Fine Distribution T € D'(R™) heifit Fundamentallosung des Differentialoperators (2.55),
falls
> a,0°T =56, (2.56)
lo|<N
(]

Die in Abschnitt 1 betrachtete Fundamentallosung @ ist also wegen (2.54) eine Funda-
mentallosung des Operators —A. Ist u eine harmonische Funktion, so ist wegen

“A@+u) = —AD—Au=14

® + u ebenfalls eine Fundamentallosung von —A. Da der Differentialoperator in (2.55)
linear ist, ist die Differenz u = T'— S € D'(R") zweier Fundamentallésungen 7, S € D'(R")
eine Losung der partiellen Differentialgleichung

Z o 0%u =0 (2.57)

la<N

im distributionellen Sinn. Fiir den Laplace-Operator gilt (was wir jetzt nicht beweisen
wollen): Ist u € D'(R™) Losung von Au = 0, so ist u eine harmonische Funktion. Dar-
aus folgt nun, dass sich zwei Fundamentallosungen von A nur durch eine harmonische
Funktion unterscheiden, also im Nullpunkt die gleiche Singularitéit haben.

Distributionen sind nicht “punktweise in " definiert, es macht (auler bei reguliaren Dis-
tributionen) keinen Sinn, vom Wert einer Distribution an einer Stelle z € € zu sprechen.
Distributionen lassen sich aber lokalisieren. Seien ), U C R" offen, U C 2, dann defi-
nieren wir die Restriktion T'|U einer Distribution 7" € D’(Q2) durch

(T|U) (@) =T(p), furalle e e D). (2.58)
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Aber Vorsicht. Nicht jede Distribution in D'(U) 148t sich durch Restriktion einer Distri-
bution in D’(Q2) erhalten. Beispiel: Wir setzen 2 = R, U = (0,1). Durch

T(p) = :2 @ (l> (2.59)

wird eine Distribution 7" € D’(0, 1) definiert, da die Stetigkeitsbedingung in der Definition
erfiillt ist fir kompakte K C (0, 1); wéhlen wir aber ein ¢ € D(2) mit ¢ =1 in der Nihe
von 0, etwa in (—¢,¢), so ist T(¢) = oo, es wird also durch (2.59) noch nicht einmal
ein lineares Funktional auf D(2) definiert. Der Grund fiir diese Diskrepanz liegt darin,
dass die Definition von D’(U) keine Einschréankungen hinsichtlich des Verhaltens beim
Grenziibergang zu OU macht.

Wir erinnern an die Definition einer C*°-Zerlegung der Eins: Ist K C R, sei (Uj)i<j<n
eine endliche Uberdeckung von K, seien §; € C§°(U;) mit

D Bi(x)=1 firallex e K. (2.60)

Die Familie (3;)1<j<n heifit eine C>-Zerlegung der Eins von K, zugeordnet der Uber-
deckung (U;).

Lemma 2.13 Sei Q) C R” offen, T € D'(R2), es gebe zu jedem x € ) eine offene Menge
UcCQmitxeU und T|U =0. Dann ist T = 0.

Beweis: Sei ¢ € D(Q2) beliebig. Zu jedem x € supp (¢) wahlen wir U(z) gemé Vor-
aussetzung. Nach einem Satz der Analysis (siehe etwa Satz 1.8, Analysis 4 aus dem SS
2004) kénnen wir hieraus eine endliche Teiliiberdeckung (U; )1<j< ~ von supp () und eine
zugeordnete Zerlegung der Eins (/3;) bestimmen. Es folgt

=T (Z @'%0) = ZT(BW) =0

da supp (B;0) C U;j und T|U; =0 . 0
Betrachten wir nun
= |J U,

U C Q offen
T|U=0

so ist T'|Uy = 0 nach Lemma 2.13, und U, ist die grofite offene Teilmenge von €2 mit dieser
Eigenschaft.

Definition 2.14 (Triger einer Distribution)
Sei Q C R™ offen, T € D'(QY). Wir definieren den Trager von T durch

supp(T) =Q\ | J U. (2.61)
R
O
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Fir T' e D'(2), ¢ € D() gilt dann
T(p) =0, falls supp (') Nsupp () = 0. (2.62)
Fiir die Dirac-Distribution gilt
supp (0,) = {a}, a€q.
Unmittelbar aus den Definitionen folgt (da T'|U = 0 = (0;,T)|U = 0)
supp (0;T) Csupp(T), T eD'(Q),1<i<n, (2.63)

also auch
supp (9%d.) = {a}, a€Q,

fiir alle partiellen Ableitungen der Dirac-Distribution.

Fiir die Dirac-Distribution enthélt der Tréger eine wesentliche Information. Fiir die Fun-
damentallosung ® von —A ist das nicht der Fall, es ist supp (®) = R". Die Information
iiber die Lage der Singularitét ist im sogenannten singuldaren Tréger enthalten. Ist U C 2
offen, so kann es sein, dass T|U € C*(U) (das heiit, T|U = TY, fir ein fiy € C(U)).
Wir setzen

V.= |J U. (2.64)
U C Q offen
T|U€C (V)
Wir definieren fiir x € Uy
f(x) = fu(x), fallszeU,U offen, T|U =Ty, € C*(U). (2.65)

Diese Definition ist sinnvoll, da fi, (z) = fu,(z) fir z € UyNU,, falls Uy, U, solche Mengen
sind, und es gilt f € C*°(U). Aus Lemma 2.13 folgt nun, dass

T = feC®Uy)-
Offensichtlich ist Uy, die grofite offene Menge, auf der 7' gleich einer C'*°-Funktion ist.

Definition 2.15 (Singuldrer Triger einer Distribution)
Sei Q C R™ offen, T € D'(Q2). Wir definieren den singuldren Triger von T durch

sing supp (1) = Q \ U U. (2.66)
U C Q offen
T|U€C®(U)

O

Es ist
sing supp (d.) = {a}, sing supp (®) = {0},
und sing supp (T') = () genau dann, wenn T € C*°(Q).
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3 Fourier-Methoden

Wir betrachten in 2 = R™ die partielle Differentialgleichung
Z a,0°u =0, a,€C. (3.1)

la|<N

Sie ist linear und hat konstante Koeffizienten. Eine wichtige Rolle spielen Lésungen der
Form
u(xr) =@ reR, (3.2)

wobei £ € C" ein fester Vektor, i = /—1 die imaginére Einheit und
(€,8) = x;§. (3.3)
j=1

Ist nun etwa & € R™, |¢] = 1, so folgt aus (3.2)
u(z) = u((x,€)€), u(A\) = e = cos(\) +isin(N). (3.4)
Es gilt fiir v aus (3.2)
dju(x) = i&e" ™ - 9%u(x) = (i€)“ e O (3.5)

wobei wir fiir ( € C" und einen Multiindex « setzen

¢ =1I¢"
j=1

Mit
P() =D as® (3.6)
lal<N
folgt also fiir u aus (3.2)
P@Ou:= Y adu=0 inR" &  P>i£)=0. (3.7)

la|<N

Fiir den Laplace-Operator gilt

n

P@)=> ¢ =I¢, falls¢eR"
j=1

Hat das Polynom (3.6) die Ordnung N, so sagen wir, dass der zugehorige Operator P(0)
die Ordnung N hat.

Definition 3.1 (Elliptischer Operator)
Fin Operator P(0) der Ordnung N heifit elliptisch, falls

> aal*#0,  fir alle ¢ €R", ¢ #0. (3.8)
la|=N

Der Operator

> aq0” (3.9)

la|=N
heif$t der Hauptteil des Operators P(0). O

23



Der Laplace-Operator A ist offensichtlich elliptisch, ebenso der Bi-Laplace-Operator AA,
fiir letzteren gilt P(¢) = |(|*, ¢ € R™.

Wollen wir zeitliche Evolutionen im R™ beschreiben, so sind die unbekannten Funktionen
im R™™! definiert. Da aber bei solchen Problemen in der Regel die Zeitvariable eine andere
Rolle spielt als die “Orts”variablen, schreibt man nicht u(x) mit z € R*"! sondern

u(z,t), zeR" teR.

Als Beispiel betrachten wir die Diffusionsgleichung (oder auch: Warmeleitungsgleichung).
Sie hat die Form
Ou—ANAu=0, A>0, (3.10)

ausgeschrieben

8tu—)\i8§ju—0,

j=1
der Laplace-Operator bezieht sich also nur auf die z-Koordinaten. Statt 0., schreibt man
in der Regel wieder 0;. Das zugehdrige Polynom hat die Form

P(¢o)=0—-XY (¢, (€C' ocC. (3.11)
j=1

Der Operator 0; — A hat also die Ordnung 2 und ist nicht elliptisch, da fiir den zugehérigen
Hauptteil

P(Go)==2) ¢ (3.12)
j=1
gilt P(0,0) = 0 fiir alle o € R. Eine Funktion u der Form
u(x,t) = @8+ (3.13)

ist gemaf (3.7) eine Losung von (3.10), falls
iT+AY & =0, (3.14)
j=1

Setzen wir (3.14) in (3.13) ein, so erhalten wir also komplexwertige Losungen der Form
u(z,t) = e MePLHE e c R (3.15)
Deren Real- und Imaginérteil
Reu(z,t) = e M cos((z, €)), Imu(z,t) = e M tsin((z, €)), (3.16)

liefern reellwertige Losungen von (3.10). Wir erwarten, dass sich weitere Losungen durch
lineare Superposition als (endliche oder unendliche) Summe

u(z,t) = che’A|5j|2tei<m’fj> , & eR", ¢ eC, (3.17)
J

24



oder als Integral
u(z,t) = / g(&)eMePteiwt) ge (3.18)

ergeben.

An (3.18) kann man bereits erkennen, dass die Fouriertransformation

(FHE) = f(&) =(2m)¢ | J(@)e —HwE g (3.19)

und deren Inverse

n

(FHf)() = f(z) = (2m) 2 f(é)e“x’@dﬁ, (3.20)

eng mit der Losung partieller Differentialgleichungen zusammenhéngen.

Wir stellen einige Rechenregeln fiir die Fouriertransformation aus der Analysis zusammen.
Falls f € LY(R") und (7,f)(z) = f(x + a) die Translation von f um a € R" bezeichnet,
gilt

—

Taf(&) =[S, EeRm, (3.21)
weiter
Frg=02n%fg, fgel'RY), (3.22)
fg=@m)5fxg, fgeLl' (R, (3.23)
0;f(&) =i&f(&), feCHR), (3.24)
fgdxz/ fode, f.g€ 'R, (3.25)
an .
Falls z — z; f(z) € £1(R"), dann existiert 8;f und ist stetig,
o f = i;f (3.26)

falls f € LY(R"), g(x) = f(cx), c €R, ¢ # 0, so gilt
(&) =7 (%) (3.27)

Es gilt
~ 2 P
FEO) =e T, falls flz)=e 2. (3.28)
Wir verwenden die Fouriertransformation, um eine Losung u : R® x R — R der Anfangs-
wertaufgabe
Owu(z,t) — NMu(x,t) =
u(x,0) = f(x
darzustellen, wobei f : R" — R eine gegebene Funktion ist. Wir wenden “partielle Fou-
riertransformation” an. Sei

(Fou)(€,1) = (2m)% / e, )9 di (3.31)

0, z€R", t>0, (3.29)
), z€R", (3.30)
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Es ist

O(Fouw)(€,1) = FolOu)(€,1) = MFoAu)(€,1) = A Y (&) (Fau) (€, 1)

J=1

= —AEP(Fau)(&, ).

(3.32)

Fiir festes £ € R™ stellt (3.32) eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Funktion

y(t) = (Fpu)(§,t) dar. Deren allgemeine Losung hat die Form

(Fou) (&, 1) = c(&)e M’

Fiir t = 0 folgt K
c(§) = (Fzu)(€,0) = f(£).
Es ist

||

(Fog)(&.t) = e falls  g(a,t) = (20) e b7 |
also folgt
ue, t) = (F,  Fou) () = (F (- 0) (1) = (2m) 73 (f * g) (. 1)
= (47At)”2 /n e~ fly)dy.

Wir betrachten nun

Es ist @ € C*°(R™ x (0, 00)), und man rechnet unmittelbar nach, dass
0P (z,t) — AAP(z,t) =0, z€R", t>0.

Lemma 3.2 Fiir alle t > 0 gilt

/ O(x,t)dr =1,
und ® € L} (R" x R).

loc

Beweis: Mit der Variablentransformation x = V4t y folgt

n

/ O(x,t)dr = (47r)\t)_g(4)\t)% / el dy=n"372 =1.

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Jedes Kompaktum K C R™" ist in einer Menge der Form U = R" x (s, t) enthalten, und

/(I)(I,T) dedr < |t —s|.
U
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Satz 3.3 Sei f : R™ — R stetig und beschrdnkt. Dann ist die Funktion

ue ) = (o3 [ @y = [ o -p0fe)dy (340
eine Losung der Diffusionsgleichung
Ou — ANAu =0 (3.41)
in R™ x (0,00), und es gilt

lim  wu(z,t) = f(xo) (3.42)

(z,t)—(20,0)
fur alle o € R™.
Beweis: Dass (3.41) gilt, erkennt man durch Berechnen der partiellen Ableitungen von

u. Wir zeigen nun (3.42). Sei 2y € R", sei € > 0 vorgegeben. Wir wéhlen § > 0, so dass
|f(y) — fxo)] <e, falls |y — zo| < 0. Fiir jedes z € R™ gilt wegen Lemma 3.2

ute) = flao)l = | [ 0o =0 0)(700) = Foo)) o
r—Y, xg)| d x—v, xo)ldy. (3.
< [ ew—n Ol feoldys [ ey i) - Sl dy. (349

Nach Wahl von § gilt
/ (e — y, D) (y) - f(xo)ldySE/ Dz —y.t)dy < <. (3.44)
B(x030) B(o30)

Sei nun x € R™ mit

|.T_.ZUO|<§

Fiir alle y € R™ mit |y — x| > ¢ gilt dann

d 1
ly =0l <ly = o]+ |o = a0 <ly — o]+ 5 <y = al + ly — wol,

also

1 )
ly — x| > §|y — x|, falls |z — 2| < 2 (3.45)

und fiir solche z gilt also mit einer (von f abhidngenden) Konstanten C' > 0

_Jz—y?

[ eyl - ey <ot |  ay
R™\ B(x0;9)

R™\ B(z0;0)

SC’t‘g/ e ol dy = Ct~2|0B(0; 1) |/ e ~ To3e g Ldr.
R\ B(20;0)

Es gilt nun
n © ”’2
limt2/ e toxir" L dr = 0. (3.46)
£10 s
Hieraus und aus (3.44) folgt nun die Behauptung (3.42). O

27



Satz 3.4 (Fundamentallésung der Diffusionsgleichung)
Die Funktion ® aus (3.37) ist eine Fundamentallosung der Diffusionsgleichung,

(O, —AA)® =5 in DR, (3.47)
Beweis: Nach Lemma 3.2 ist ® € L{ (R™ x R). Sei ¢ € D(R" x R), dann gilt

(0 — AA)D) () = — /}Rn+1 O(z,t)(Orp(z,t) + AAp(z,t)) dr dt. (3.48)

Es ist nach Lemma 3.2

‘/ / (O + AAp) dxdt’ / / (z,t)dxdt- (]|0ell o + AlA¢]l )
= e([l0wpll + AlApll) =0, fiire =0,

T=00

und
/ / (O + NAp) dz dt = / O(z, 7)p(x, 7') dm — / 0P - pdtdx
n 1 = R Je

/ / AAD - pdxdt

_—/ O(x,e)p(x, e dx—/ (0, — NAD) - dx dt.
n R Je %/_/

Es ist
D(Vey,e) =e 2d(y, 1),

also folgt mit Substitution x = /ey

- [ et de=—t [ @ eVEn e di =~ [ B e(VEre) dy

Damit ergibt sich

_/:o/ncb.(8t<p—|—)\Ag0)da:dt:/n@(y>1)80(\/gy,5)dy

— [ @(y,1)¢(0,0) dy:/ ®(y, 1) dy -(0,0) = (0),

Rn n
=1

mit Grenziibergang ¢ — 0 aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue. Damit ist (3.47) be-
wiesen. 0O

Es erweist sich als hilfreich, den Kalkiil der Fouriertransformation auch fiir Rechnungen
mit Distributionen nutzen zu kénnen. Fiir beliebige Distributionen in D'(R"™) geht das
nicht, man muss Einschrankungen fiir das Verhalten im Unendlichen (d.h. dem “Rand”
von R™) treffen. Man betrachtet eine geeignete Teilmenge S’'(R™) von D'(R"); dem ent-
spricht auf der anderen Seite ein etwas vergrofierter Raum S(R™) (statt D(R™)) von Test-
funktionen.
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Definition 3.5 (Schwartz-Raum)
Wir definieren den Schwartz-Raum durch

SR™) = {f: f € C®(R"™), sup |2°0“f(z)| < oo fiir alle Multiindizes o, B} .  (3.49)

zeR™

O

Der Raum S(R™) ist ein Vektorraum, mit f,g € S(R") liegt auch das Produkt fg in
S(R™), es gilt D(R") C S(R™). Ist p ein Polynom im R™, so gilt pf € S(R™) fiir alle
feSMR). Ist f e S(R"), soist 0*f € S(R") fiir alle Multiindizes o. Wegen

[P0 f ()] = 1D af)M o f (o)
J
fallen alle Ableitungen von f € S(R") im Unendlichen schneller als polynomial, das heifit,
zu jedem N € N und jedem Multiindex « gibt es ein Cly, > 0 mit
10%f(2)] < Cno(l+ |22, fiir alle z € R™ (3.50)
Indem wir N > n wéhlen, erkennen wir aus (3.50), dass
S(R™) c L'(R"). (3.51)

Die durch
flw) = e
definierte Funktion liegt in S(R™), aber nicht in D(R").

Die Rechenregeln fiir die Fouriertransformation gelten auch in S(R™), also fiir die Trans-
lation 7,

7af(§) = f(§)e, ¢eRrn, (3.52)

weiter
B J(€) =ig;f(6), feSRY, (3.53)
o f =i0:f, feSRY. (3.54)

Wir wollen nun zeigen, dass F auf S(R") bijektiv ist. Aus der Analysis der Fouriertrans-
formation verwenden wir, dass

(FNE) = f(&) = (2n)2 - fx)e " de, (3.55)

und

n

(G9)(a) = 3() = (2m) ¢ [ g()e 9 de, (3:56)
fir f,g € L(R") definiert sind, und dass
GFf=f (3.57)

gilt, falls f, Ff € LY(R").
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Lemma 3.6 Sei f € S(R™). Dann gilt auch f, f € S(R™), und F : S(R") — S(R™) ist

linear und bijektiv.

Beweis: Aus (3.53) und (3.54) folgt fiir alle £ € R™

—

€702 F(&)] = 107 (zf)(§)] < (2m) ™2 | 107 f@)]de < oo,

da mit f auch z — z°f(z) in S(R") und damit in £'(R") liegt. Es folgt f € S(R™). Wir
definieren P : S(R™) — S(R™) durch (Pf)(x) = f(—x). Dann gilt fiir alle g € S(R")

(FPg)a) = (2m) % [
- (-1(G)a).

g(—y)e™ O dy = (27)3(—1)n/ 9(€)e de

Es folgt mit (3.57)

(FPF)(f) = (=D)"GF)(f) = (=1)"f, firalle f e SR"),

also
FPF = (-1)"id, aufS(R"),
also ist F bijektiv auf S(R"). O

Aus Lemma 3.6 und den bereits bekannten Rechenregeln im £'(R™) erhalten wir

fxg=(@2m)%f5, fgeSR, (3.:58)
fo=0@n)5fxg. fgeSRY), (3.59)
und aus (3.58) folgt
Lemma 3.7 Sind f,g € S(R"), so ist auch f* g € S(R™). 0

Definition 3.8 (Temperierte Distributionen)
Fine Linearform T : S(R") — K heifit temperierte Distribution, falls es ein N € N und
ein C' > 0 gibt mit

T(p)| <C Z sup |[220%(z)|,  fiir alle ¢ € S(R™). (3.60)
ol 1g1<n T
Der Raum der temperierten Distributionen wird mit S'(R"™) bezeichnet. O

S'(R™) ist ein Vektorraum, und §, € S'(R™) (setze N = 0, C' = 1). Unmittelbar aus der
Definition von D'(R™) folgt, dass

TID(R") € D'(R"), fiir alle T € S'(R™). (3.61)

Lemma 3.9 Ist T' € S'(R") und T(p) = 0 fir alle ¢ € D(R™), so ist T' = 0.
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Beweis: Sei p € S(R"). Es geniigt, eine Folge (g )ren in D(R™) zu konstruieren mit
lim T'(¢ — ¢x) = 0. (3.62)
k—o00
Sei ¢ € D(R™) mit supp (¢») C B(0;2) und ¢ = 1 auf B(0;1). Wir setzen
1
oua) = ol () -
Dann gilt ¢, € D(R™). Da ¢ € S(R"), gibt es ¢, 3 > 0 mit

27 0%p(z)| < ﬁ reR".

o) = ) = o) (1= (30) )

also p(z) — x(z) = 0 fiir |x| < k. Sei N zu T gehorig geméB Definition 3.8, dann gilt

Es ist

1290%(p — i) (2)] < %, fir alle |o, || < N und alle |z| > k,

wobei cy sich ergibt aus C', den ¢, g und aus Schranken fiir die Ableitungen von . Also

gilt fiir alle x € R"
C
[270%(p — pr)(@)] < 5 = 0.

Aus (3.60) folgt nun (3.62). 0

Folgerung 3.10 Die Restriktion auf D(R™) definiert eine lineare Einbettung (das heifst,
eine lineare injektive Abbildung) von S'(R™) nach D'(R"). O

Lemma 3.11 Ist f : R" — K messbar, und gibt es ein M € N mit
(1+|z?)Mfe (R, (3.63)

so ist Ty € S'(R™). Ist p Polynom auf R™, dann ist T, € S'(R") und pT € S'(R™) fiir
jedes T' € S'(R™).

Beweis: Fiir ¢ € S(R") gilt

M @el)]de = / (L4 =) @I + [2*) Y o ()] da

n

< [ty s @) do - sup L+ o)V o(o)].
n TER™
Indem wir N = 2M in Definition 3.8 wihlen, erhalten wir Ty € S'(R™). Ist f ein Polynom,
so gilt in der Tat (3.63) fiir hinreichend groBes M. Dass mit 7' € §'(R") auch pT" € S'(R")
ist fiir jedes Polynom p, ist eine Ubungsaufgabe. O

Temperierte Distributionen sind also solche, deren Wachstum im Unendlichen im we-
sentlichen durch ein Polynom abgeschétzt werden kann. Die durch f(z) = e* definierte
Distribution, beispielsweise, liegt nicht in S’'(R™).
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Lemma 3.12 Sei T € §'(R"). Dann ist 0°T € S'(R™) fiir jeden Multiindex o, wobei wir
definieren

(0,T)(9) = ~T(By¢), fir alle o € SR, 1< j <n. (3.6
Beweis: Seien N, C' wie in Definition 3.8, dann gilt fiir alle ¢ € S(R")

O <C S swp PProp@)| < S swp 2Porp().  (3.65)

n n
lal|B1<N TR lal,|8l<N+1 7R

Ist f € S(R™), so gilt fiir alle ¢ € S(R™) nach (3.25)

Trie)= [ f@)ol)de = [ f@)p)de =Ty(Fo). (360

Diese Identitdt wird benutzt, um die Fouriertransformation von S(R") auf S'(R") zu
verallgemeinern.

Satz 3.13 Durch
(FT)(p) =T (Fp), TeSR"), peSR", (3.67)

wird eine bijektive lineare Abbildung F : S'(R™) — S'(R") definiert, sie heif$t die Fourier-
transformation auf S'(R™).

Beweis: Nach Lemma 3.6 ist Fp € S(R"), also ist T'(F) definiert, und es gibt C', N mit

T(Fe) <C Y sup [P0*(Fo)(€). (3.68)

al 1< S
Aus den Rechenregeln (3.53) und (3.54) folgt fiir alle £ € R™
[€70°(F)(©)] = €7 F(a"0)(§)] = |F(9°(x%¢))(€)]

= ‘(27?)_3 P (z%p(z))e "8 dy
R

< (2m)"2 - |07 (2%p(2))] dx .

Durch Ausdifferenzieren entstehen Terme der Form 2% 9% o(z), und fiir M hinreichend
grof} gilt

/ 1207 (o)) de < / (14 |2y ™ da - sup |(1+ |2P)M[220% o(x)|.

reR™

also insgesamt T o F € §'(R™). Analog zeigt man, dass fiir 7' € S'(R™) durch
(GT)(p) = T(F o)
ein GT' € §'(R™) definiert wird, und

(GFT)(¢) = (FT)F o) =T(FF 'p) =T(9),
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also GF = id und analog FG = id. Die Linearitat von F folgt direkt aus der Definition
von F. O

Die Rechenregeln (3.53) und (3.54) iibertragen sich von S(R™) auf S'(R"), so folgt etwa

F(OT) = (i§)*FT, TeSR"), (3.69)
aus
(FO*T))(p) = (0°T)(Fp) = (=)IT(0*(Fyp)) = (=1)*'T((=4) | F(2%))
= (FT)((i6)%p) = ((i€)*FT)() ,
analog
F(zoT) = il™oo(FT) . (3.70)
Fiir die Dirac-Distribution gilt
(Foa)(0) = 0a(Fp) = (Fop)(a) = (2m) % / plx)e @ dr, (3.71)
also ist F9, eine reguldre Distribution, gegeben durch
Fba=T,, g(x)=(2n)"2e @0 (3.72)
und fiir den Spezialfall a = 0 ergibt sich
Fo6=T,, g(x)=@2r)"*2, (3.73)
also eine konstante Funktion. Fiir die Ableitungen gilt gemaf (3.69)
F(0%6) = (ix)*F0, (3.74)
also .
F(0%0)=T,, g(x)=(ix)*(2m) 2. (3.75)
Als Anwendung betrachten wir die partielle Differentialgleichung
—Au+ pu=f. (3.76)

Satz 3.14 Sei p € C\ (—o00,0]. Dann gibt es zu jedem f € S'(R™) genau ein u € S'(R™),
welches (3.76) in 8'(R™) lost, namlich

u:fl( ! .Ff) : (3.77)

p[EJ2
Beweis: Fiir u € S'(R™) gilt nach Lemma 3.11, Lemma 3.12 und Satz 3.13
—Au+pu=f < F(-Au+pu)=Ff

O

Durch (3.77) wird also eine verallgemeinerte Losung u € S'(R™) von (3.76) definiert, die
unter Umsténden auch eine klassische Losung von (3.76) ist (aber beispielsweise sicher
nicht dann, wenn f regulére Distribution zu einer unstetigen Funktion ist). Da 6 € S§’(R"),
folgt aus Satz 3.14 auch, dass es in §'(R") genau eine Fundamentallosung des Differen-
tialoperators p — A gibt; es kann aber weitere Fundamentallosungen in D’(R™) geben.
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4 Fundamentallésung und Faltung

Ist f e Li.(Q), so gilt

loc

(f*o)(y) = f(x)p(y —z)dz, fir alle o € D(R"). (4.1)
Rn
Wir definieren fiir festes y € R"

py(r) =9y —x), »ecDR"). (4.2)
Dann gilt
wy € D(R"),  supp (py) =y —supp (p). (4.3)
Ist nun 7" € D'(R™), so definieren wir

(T*o)y) =T(py), yeR", oeDR"). (4.4)

Fiir die Dirac-Distribution d,, a € R", gilt

(60 * ©)(y) = dalpy) = w(y —a),

also
dox=T_op, 0x@=¢, ¢€DR"). (4.5)

Satz 4.1 Sei T € D'(R"), ¢ € D(R"). Dann wird durch (4.4) eine Funktion T % ¢ €
C*>®(R™) definiert mit
supp (T * ) C supp (T') + supp (¢) , (4.6)

und es gilt
(T xp)=Tx*x0% = (0°T) * ¢ (4.7)

fiir alle Multiindizes o.

Beweis: Wir zeigen zunéchst (4.6). Sei y € R™ mit 0 # (T * ¢)(y) = T(p,), dann ist
supp (¢y) Nsupp (T') # 0. Ist nun = € supp (v,) N supp (7)), so folgt nach (4.3), dass
y—x € supp (@), also y =y —x + x € supp (¢) + supp (T). Da supp (¢) kompakt ist, ist
supp (¢) + supp T abgeschlossen, also gilt

supp (T * ) = {y : (T'* ¢)(y) # 0} C supp (o) +supp 7.

Wir setzen
U(y) =T *9)(y), yeR”. (4.8)

Wir zeigen zunéchst, dass 1 stetig ist. Sei y € R™ beliebig, sei (h)ren Folge in R™ mit
hi, — 0, |hg| <1 fiir alle k. Dann gilt

V(Y +hi) — V) = T(py+n) — T(oy) = T(Py+n, — ¢y) - (4.9)
Fiir wy = @yqn, — @y gilt

supp (wx) C supp (@) + K(0;1) —supp (p,) =: K,
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K C R” kompakt, sowie [|0%wy||,, — 0 fir k¥ — oo und alle Multiindizes a. Da T
Distribution ist, folgt T'(wy) — 0. Also ist 9 stetig in y. Wir wollen nun zeigen, dass
0;¢(y) existiert, und dass

Ib(y) =T ((050)y) = (T * 0;0)(y) - (4.10)
Sei (tg)ren Folge mit ¢, > 0, tx, — 0. Wir betrachten

Py +tee; — ) — oy — )
— ~ 0ply — ) (4.11)

= 0jp(y + ey — x) — Ojp(y — ), (4.12)

ri(z) =

wobei 7 € (0,t;) eine geeignete Zwischenstelle ist. Es gilt 7, € D(R"), und wie oben im
Beweis der Stetigkeit von v folgt T'(ry) — 0, also folgt weiter

w(y + tk€j> - @D(y) T(gpy'f'tkej) B T<(70?/) =T (%t’“:—;_(py> = T(T‘k + (8jg0)y)

te tr
— T((950)y) -

(4.13)

Also existiert 0;¢(y), und es gilt

959 (y) = T((90)y) - (4.14)
Per Induktion erhélt man, dass alle 0“1 existieren und stetig sind, und dass

0T x @) =T x0%. (4.15)
Es folgt weiter fiir alle y € R

((0°T) = @) (y) = (9°T)(y) =
= (T 0¢)(y) -

Damit ist (4.7) bewiesen. O

(_1)‘a|T(aa(¢y)) =T((0%)y)

Wir betrachten nun im R” eine partielle Differentialgleichung der Form

P@u=f, P)=> aul" a €C, (4.16)

lo|<N

wobei f : R"™ — R gegeben ist. Kennen wir eine Fundamentallosung 7' von P(0), so
kénnen wir eine Losung durch die Faltung 7" * f erhalten.

Satz 4.2 Sei T' € D'(R") eine Fundamentallosung des Differentialoperators P(0), sei
f € D(R™). Dann ist
u="Txf (4.17)

eine Losung von (4.16). Hat T kompakten Trager, so gilt u € D(R™), und u ist die einzige
Lésung von (4.16) in D(R™).
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Beweis: Es ist P(0)T = ¢ nach Definition der Fundamentallosung. Nach Satz 4.1 ist
u=TxfeC®R"), und es gilt

P@)yu=P@)T*f)=(POT)*f=6xf=f. (4.18)

Hat T kompakten Trager, so auch u = T * f nach Satz 4.1. Ist v € D(R") eine weitere
Losung von (4.16), so gilt

u—v=0%*(u—v)=(PO)T)*x(u—v)=Tx(PO)(u—v))=Tx*(f—f)=0. (4.19)
O

So wie er da steht, ist Satz 4.2 nur bedingt anwendbar, da die Voraussetzungen (f €
D(R™), supp (1) kompakt) sehr einschrénkend sind. Sein Beweis (und damit der entspre-
chende Satz) bleibt aber in erheblich allgemeineren Situationen giiltig. Erforderlich ist fiir
den Existenzteil, dass T * f definiert ist und (4.7) fiir ¢ = f gilt, und fiir den Eindeu-
tigkeitsteil, dass T * (u — v) definiert ist und (4.7) fiir ¢ = v — v gilt. Nun &8t sich die
Faltung T} * Ty zwar nicht fiir beliebige Distributionen, wohl aber in einer ganzen Reihe
von Spezialfillen definieren, die iiber Satz 4.1 weit hinausgehen. Darauf gehen wir jetzt
nicht weiter ein.
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5 Bilanzgleichungen

Dieser Abschnitt befasst sich damit, wie eine partielle Differentialgleichung aus einem
Erhaltungsgesetz entsteht.

Sei v : R3 x R — R eine Funktion, welche die zeitabhiingige Volumendichte einer Grofle
beschreibt, das heifit,

/Qu(x,t) do (5.1)

stellt den Gesamtinhalt der Grole in einem Volumen 2 C R3 dar. Sei ¢ : R xR — R3? eine
Funktion, welche die zeitabhéngige Flachendichte des Flusses dieser Grofie beschreibt, das
heift,

| tate.0.n asto 52)

stellt den Gesamtfluss der Grofle pro Zeiteinheit durch ein Flachenstiick dar. Ein Erhal-
tungsgesetz ist nun durch folgende Formel gegeben:

G [t tde=— [ wten.ne) asce). (5.3)

(5.3) besagt, dass die Anderungsrate des Gesamtinhalts der GroBe im Volumen Q gleich
ist dem Fluss dieser Grofle durch den Rand von €2 (von auen nach innen). Der GauBsche
Satz besagt

/ (a(&,1),n(€)) dS(E) = / divg(z, ) dz, (5.4)
o0

Q
also folgt fiir alle ¢

/ Owu(z,t) +divg(x,t)de =0. (5.5)

Gilt das Erhaltungsgesetz (5.3) fiir “beliebige Volumina” €2, also beispielsweise fiir alle
Kugeln B(z;r) mit x € R? und r > 0, so folgt

Owu(z,t) +divg(z,t) =0, fir alle z,t. (5.6)

Wenn du und divg stetig sind, ist der Ubergang von (5.5) nach (5.6) elementar, fiir
beliebige integrierbare Funktionen zieht man einen Satz der Integrationstheorie heran.
Man kann auch Satz 2.6 heranziehen.

Mit (5.6) haben wir eine Gleichung fiir vier unbekannte Funktionen (u,q,gs,¢3). Das
Erhaltungsgesetz muss durch ein konstitutives Gesetz (etwa ein Materialgesetz) erginzt
werden, beispielsweise durch

q(z,t) = =AVu(z,t), A>0. (5.7)

Diese Form hat etwa das Fouriersche Gesetz (Warmefluss) oder das Ficksche Gesetz (Fluss
einer Konzentration). Aus (5.6) und (5.7) ergibt sich die Diffusionsgleichung

Ou — div (AVu) = du — MAu = 0. (5.8)
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Die Gleichungen, die sich bei der mathematischen Formulierung von Erhaltungsgesetzen
ergeben, bezeichnet man auch als Bilanzgleichungen.

Als weitere Beispiele stellen wir die Erhaltungsgesetze fiir Masse, Impuls und Energie dar,
wie sie in der Kontinuumsmechanik und Thermodynamik verwendet werden (siehe etwa I.
Miiller, Grundziige der Thermodynamik mit historischen Anmerkungen, Springer-Verlag).
Alle drei Erhaltungsgesetze lassen sich unter ein einheitliches Schema subsumieren. Sei
Y die spezifische Dichte (das heifit, Grofie pro Masse) einer Grofe, p deren Massendichte
(Masse pro Volumen), dann ist

/Qp(x, t)(x,t)dx (5.9)

der Gesamtinhalt der Grofle in €2 zum Zeitpunkt ¢. Zu dessen Verénderung sollen drei
Prozesse beitragen: Der konvektive Fluss durch den Rand

- /6 (€ DD(E ol ) n(e) dS(E), (5.10)

wobei v das Geschwindigkeitsfeld der Grofle darstellt; der nichtkonvektive Fluss durch
den Rand

- /a (@€ 0),nl6)) dS(). (5.11)

und eine Zufuhr im Innern

/ p(x,t)z(z,t)dx. (5.12)
Q

Die Bilanzgleichung lautet (in abgekiirzter Schreibweise, ohne die Argumente x und ¢)

d
T prdm:—/m@z/}v,m dS—/aQ(@,n) dS—l—/pzdw. (5.13)

Q

Mit dem Gauflschen Satz erhalten wir wieder
/ O(p) dx = — / div (pyv + @) dx + / pzdx . (5.14)
Q Q Q

Soll (5.14) fiir beliebiges (2 gelten, so erhalten wir die partielle Differentialgleichung
O¢(pY) + div (pyv + ) = pz. (5.15)

Als erstes betrachten wir die Massenbilanz. Hier ist v = 1, ® = z = 0, also hat die
Bilanzgleichung die Form

d

— [ pdx = —/ (pv,n) dS, (5.16)
dt Jo 00

und als partielle Differentialgleichung
Op +div (pv) = 0. (5.17)
Sie heifit die Kontinuitétsgleichung. Ist p konstant, so wird sie zu

dive =0. (5.18)
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Nun zur Impulsbilanz. Hier ist ¢ = v, also eine vektorwertige Grofle, der Ausdruck

d
— d 1
a /s pv dx (5.19)

entspricht der Anderung des Gesamtimpulses im Volumen . Die allgemeine Bilanzglei-
chung (5.13) stellt daher ein Gleichungssystem fiir 3 skalare Grofilen dar, mit ¢; = v;,
i =1,2,3. Die Schwerkraft bewirkt eine Impulszufuhr ins Innere, also (auf der Erde)

0
c=| 0|, g=98067—, (5.20)
—g secC

wenn die ersten beiden Ortskoordinaten eine horizontale Ebene und die dritte die Verti-
kale représentieren. Der nichtkonvektive Impulsfluss durch den Rand wird bewirkt durch
Kraftiibertragung in Form von Spannungskréiften oder (im Spezialfall) Druckkriften. Die
Spannungskraft wird beschrieben durch den Spannungstensor o(z,t) € R®3), und zwar
stellt die Funktion

3
x— o(z,t)n(z), (on); = Z oin; ,
j=1

die Flachendichte des Kraftvektors auf einer Fliache mit der Normalen n dar. Das ordnet
sich ein in das allgemeine Schema 5.11, indem wir setzen

Q; = —oy,

wobei o; die i-te Zeile des Spannungstensors o bezeichnet. Der Fall einer reinen Druckkraft
entspricht
g = —p[, Uij = —p(5ij, (521)

wobei p(z,t) eine skalare Grofle (der Druck) ist. Die Bilanzgleichung fiir den Impuls hat
insgesamt die Form

d
— pvdx:—/ (pvjv,m) dS+/ (o;,n) dS—i—/pzidx, 1<4<3. (5.22)
dt Jo o0 o0 Q
Als partielle Differentialgleichung geschrieben ergibt sich
Oi(pv;) + div (pvjv — ;) = pz;, 1<i <3, (5.23)
oder im Fall einer reinen Druckkraft
Oi(pv;) + div (pvv) + Oip = pz;, 1 <1< 3. (5.24)

Die Bilanzgleichung fiir den Drehimpuls behandeln wir nicht, sie liefert die Symmetrie des
Spannungstensors (o;; = o; fiir alle 4, 7).

Die Energiebilanz ist wieder eine skalare Gleichung. Hier ist 1 die spezifische Energiedichte

1
¢:u+§|v|2, (5.25)
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wobei u fiir die spezifische Dichte der inneren Energie steht und %|v|2 die spezifische Dichte
der kinetischen Energie reprisentiert. Die Anderung der Gesamtenergie im Volumen € ist

d 1,
— = dz . 5.26
3 o (s g as (5.20
Die innere Energie enthélt etwa

e die kinetische Energie der ungeordneten Bewegung der Atome (makroskopisch ge-
messen als Temperatur),

e die potentielle Energie zwischen Atomen oder Molekiilen, abhéingig von deren gegen-
seitigem Abstand (etwa die elastische Energie bei der Verformung von Festkorpern),

e die chemische Bindungsenergie zwischen Molekiilen,

e die Nuklearenergie.

Der nichtkonvektive Energiefluss besteht aus der mechanischen Arbeitsleistung und dem

Wérmefluss,
¢ =—0v+gq, (5.27)

die Energiezufuhr ins Innere aus der Leistung der Schwerkraft und der absorbierten spe-
zifischen Wérmestrahlung ¢,
z=—gus+(. (5.28)

Die Energiebilanz ergibt sich zu

d 1, 1,
- Z = — — 2
i Qp(u+2]v|>dx /89<p<u+2\v|)v,n> as (5.29)

+/ (ov,n) dS—/ {(q,n) dS+/pzdx,
By a0 Q

Sie heifit auch der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Nach diversen Umformun-
gen erhilt man die partielle Differentialgleichung

Oy(pu) + div (puv +q) = 0 : Dv + pC, (5.30)

wobei ;
o:Dv= Zaij(?jvi.
ij=1
Wir erkennen, dass die Bilanzgleichungen nichtlineare partielle Differentialgleichungen
sind. Aus ihnen ergeben sich durch Spezialisierung (in Kopplung mit unterschiedlichen
Materialgesetzen) und Ndherung eine Vielzahl von partiellen Differentialgleichungen, die

der analytischen Beschreibung und numerischen Simulation in Natur- und Ingenieurwis-
senschaften zugrundeliegen.
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6 Das Dirichlet-Prinzip

Wir kehren zuriick zum Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung in einem Gebiet
QcCR”

—Au=f in Q2 (6.1)
u=g auf 0Q2. (6.2)

Das Dirichlet-Prinzip stellt eine Verbindung her zu dem Funktional

J(v) = /Q %|Vv(x)|2 ~ f@)o(x) de. (6.3)

Seien f:Q — R, g: 002 — R stetig, sei
K ={v:veC*Q), v(z) = g(z) fir alle z € 9Q} . (6.4)

Sei u ein Minimierer von J auf K, also

we K, J(u)=minJ(v). (6.5)

veK

Sei ¢ € C§°(§2) gegeben. Es ist u + A\p € K fiir alle A € R. Wir betrachten
h:R—=R, hA)=Ju+Ap)—Ju). (6.6)

Es gilt

B = [ 5V M@ = fla)u+ Ap)@)de = [ SV = flau(e) do

2 [ (V). Vila) = f(o)pla) do+ X [ 5Vl da.
Da h differenzierbar und 0 ein Minimum von A ist, folgt
0= 1(0) = [ (Vula), Vola) ~ fla)pla) da
= [ (=8u(e) = (e do.
Da ¢ € C§°(R2) beliebig gewéhlt werden kann, ergibt sich

—Au(z) = f(z), furallex e Q. (6.7)

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Losung u € C2(Q von (6.1), (6.2) ein Minimierer
von J auf K ist (das beweisen wir jetzt nicht, es wird aus spéter bewiesenen Sitzen
folgen). Die Aquivalenz

u lost (6.1), (6.2) & w ist Minimierer von J auf K (6.8)

heiBt das Dirichlet-Prinzip. Die Gleichung (6.1) heifit in diesem Kontext die Euler-
Gleichung des Funktionals J; sie ergibt sich durch Nullsetzen der Richtungsableitungen

41



von J. Dieses Vorgehen stellt historisch den Ausgangspunkt der Variationsrechnung
dar, dort werden Funktionale der Form

J(v):/QL(.r,v(:c),Vv(x))dx (6.9)

betrachtet. Ist {2 C R, so sind die zugehorigen Eulergleichungen gewohnliche Differential-
gleichungen; fiir 2 C R", n > 1, sind sie partielle Differentialgleichungen.

Wir untersuchen nun eine abstrakte Form des Dirichlet-Prinzips.

Problem 6.1 (Quadratisches Minimierungsproblem)
Sei V' ein Vektorraum, sei K C V konvex, sei a : V x V. — R eine Bilinearform, sei
F:V — R Linearform. Wir betrachten das Problem

{}Tél}l;l J(), J)= %a(v, v) — F(v). (6.10)

O

Satz 6.2 Fs liege die Situation von Problem 6.1 vor, sei die Bilinearform a auflerdem
symmetrisch und positiv definit. Dann ist J strikt konvez, und fir v € K gilt

J(u):mi}{lJ(v) & a(u,v —u) > Flv—u) YveK. (6.11)
ve
Es gibt hochstens ein u mit dieser Eigenschaft.

Beweis: Seien u, h € V beliebig mit h # 0, wir definieren
Jun :R—=>R,  Jun(A) =J(u+ Ah).

Es gilt
)\2
Jun(N) = J(u) + Na(u, h) — F(h)) + ?a(h, h). (6.12)
Da a(h,h) > 0, ist die quadratische Funktion .J,; strikt konvex, also ist auch .J strikt
konvex, also hat J hochstens ein Minimum.

“<": Sei v € K beliebig. Wir setzen h = v — u, dann folgt aus (6.12) und (6.11)
1
J(v) — J(u) = (a(u,h) — F(h)) + §a(h, h)>0.

“=": Sei v € K beliebig. Wir setzen h = v — u, dann ist u + Ah € K fir 0 < A <1 (da
K konvex ist), also
2

0 < Jun(A) — Jun(0) = Ma(u, h) — F(h)) + %a(h, h).

Division durch A und Grenziibergang A | 0 ergibt 0 < a(u, h) — F'(h). O
Das System von Ungleichungen
ue K, a(u,v —u) > Flv—u) YveK, (6.13)

heifit Variationsungleichung. Wie die letzte Ungleichung im Beweis von Satz 6.2 zeigt,
bedeutet die Variationsungleichung gerade, dass die Richtungsableitung von J in einem
Minimum nichtnegativ ist fiir diejenigen Richtungen h, die in die “zuléssige Menge” K
zeigen.

42



Folgerung 6.3 Es liege die Situation von Satz 6.2 vor, sei K ein affiner Unterraum von
V', das heifit, K = vy + U mit vg € V., U Unterraum von V. Dann gilt

J(u) = min J(v) & a(u,w) = F(w) Ywel. (6.14)

veEK
Beweis: Fiir u € K gilt U ={v —u:v € K}, also

alu,v —u) > Flv—u) YveK & a(u,w) > F(w) YweU

letzteres, da mit w € U auch —w € U. O

Das System
u€v+U a(u,v) = Fv) YwelU, (6.15)

heiBt Variationsgleichung. Die eingangs beschriebene Situation (6.1) — (6.5) ist ein
Spezialfall von (6.15) mit

a(u,v) = / (Vu(z), Vo(z)) de, F(v)= / flz)v(z)dx. (6.16)
Q Q
Der Zusammenhang zwischen der Poisson-Gleichung
—Au=f, inQ, (6.17)

und ihrer Variationsformulierung

/Q<Vu(x),Vv(:L’)> drx = /Qf(x)v(x) dr, “fir alle v, (6.18)

ist nun interpretiert als Zusammenhang zwischen der Eulergleichung und der Variations-
gleichung des quadratischen Funktionals (6.3). (Der Ubergang von (6.17) zu (6.18) ist
natiirlich auch ohne den Umweg iiber das quadratische Funktional méglich.)

Die variationelle Methode zur Losung partieller Differentialgleichungen besteht darin,
die zugeordnete Variationsgleichung zu l6sen.

Definition 6.4 (Stetigkeit und Elliptizitéit einer Bilinearform)
Sei V' ein normierter Raum. Eine Bilinearform a : V x V. — R heifit stetig, falls es ein
C, >0 gibt mat

la(u,v)| < Collull [|v]|, fir alle u,v € V, (6.19)

und sie heifit V -elliptisch, falls es ein ¢, > 0 gibt mat
a(v,v) > ci||vl|*,  fiir allev € V. (6.20)

O

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass jede V-elliptische Bilinearform positiv definit
ist.
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Satz 6.5 (Losbarkeit der Variationsgleichung)
Sei (V,||-|l) Banachraum, seia:V xV — R eine symmetrische, stetige und V -elliptische
Bilinearform, sei I : V — R linear und stetig. Dann hat die Variationsgleichung

a(u,v) = F(v) YoeV (6.21)
genau eine Losung u € V.
Beweis: Fiir alle v € V' gilt
callvl* < a(v,v) < Calvl?,
Da ¢, > 0, wird durch
(u,v), = a(u,v), [vl, = Va(v,v),

eine zu || - || dquivalente Norm definiert. Also ist (V/(:,-),) ein Hilbertraum, und F :
(Vi - lla) — R stetig. Nach dem Darstellungssatz von Riesz (siche Funktionalanalysis)
gibt es genau ein u € V mit

(u,v), = F(v).
O
Folgerung 6.6 Fiir die Lisung u der Variationsgleichung (6.21) in Satz 6.5 gilt
IE]
l|lu|| < - (6.22)
Beweis: Einsetzen von v = u in (6.21) ergibt
callull* < alu,u) = F(u) < |F| - [|ull -
O

Satz 6.5 und Folgerung 6.6 driicken aus, dass unter den gegebenen Voraussetzungen die
Losung der Variationsgleichung eine wohlgestellte Aufgabe ist in dem Sinn, dass ihre
Losung existiert, eindeutig ist und stetig von den “Daten” abhéngt. Letzteres ist hier wie
folgt zu interpretieren: Der Losungsoperator S : V* — V| welcher jedem F' € V* die
Losung w von (6.21) zuordnet, ist stetig. Er ist namlich linear (wie man mit Hilfe von
(6.21) unmittelbar erkennt), und gemaf (6.22) gilt

F 1
IS(F)|| < ”c I o ISl < =

a a

Wir verallgemeinern nun Satz 6.5 auf die Situation der Variationsungleichung und ohne
die Voraussetzung der Symmetrie.

Satz 6.7 (Variationsungleichung: Existenz, Eindeutigkeit, Stabilitét)
Sei V' Banachraum, set K C V' abgeschlossen, konvex und nichtleer, seia : V xV — R
eine stetige V -elliptische Bilinearform mit

a(v,v) > cqllv]|? YoeV, (6.23)
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sei F':V — R linear und stetig. Dann hat die Variationsungleichung
a(u,v —u) > F(v—u) Vve K, (6.24)

genau eine Losung u € K. Ist F: V — R linear und stetig, und ist i € K die zugehorige
Lésung von (6.24), so gilt

. 1 ~
e —al) < —I|F = F. (6.25)

Beweis: Wir zeigen zunéchst (6.25) und damit auch die Eindeutigkeit: Es ist

a(u, @ —u) > F(a—u), (6.26)
a(i,u — ) > Flu—1a). (6.27)
Addition liefert )
alu—u,a—u) > (F—F)(u—u), (6.28)
also .
0 < collu—a|?* <alu—a,u—a)<||F—F||lu—1. (6.29)

Fiir den Existenzbeweis betrachten wir zunéchst den Spezialfall, dal a symmetrisch ist.
Nach Satz 6.2 geniigt es zu zeigen, dal J auf K ein Minimum hat. Es gilt fiir alle v € V

2
1 c 1 1
J(v) > =ca||v||* = || F = /=l =/ =—IIFI)] —=—|FI” 6.30
02 gealoll = 17Ul = (/5100 = 5 0E0) = 5o0F, (630

also ist J nach unten beschrankt. Sei

d= Jg}f{ J(v), (6.31)
sei (Uyp)nen Folge in K mit
1
4 < J(un) Sd+ . (6.32)

Die Folge (uy)nen ist eine Cauchyfolge, da
CaHun - umH2 S a(un — U, Up — um)

1 1
= 2a(Up, Up) + 2a (U, Up,) — 4a (é(un + Up), é(un + um)>

= 4J (up) + 4J (up,) — 8J (%(u + um))

S4(d+%)+4<d+%>—8d
§4(l+l>_ (6.33)

n m

Da V Banachraum ist, gibt es ein v € V mit u,, — u. Da K abgeschlossen ist, ist u € K.
Da J stetig ist, ist J(u) = d.
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Sei nun a unsymmetrisch. Wir verwenden ein Fortsetzungsargument. Wir betrachten eine
Schar von Bilinearformen

at(u,v) = ap(u, v) + th(u,v), tel0,1], (6.34)

mit
ao(u,v) = %(a(u, v) + a(v,u)), (6.35)
b, v) = %(a(u, v) — a(v,u)). (6.36)

Es ist dann ag symmetrisch und a; = a. Die Bilinearformen a, sind stetig und V-elliptisch,
und (6.23) gilt fir a; mit der gleichen Konstante ¢, wie fiir a, da a;(u,u) = a(u,u) gilt fur
alle u € V. Da ay symmetrisch ist, geniigt es zu nun zeigen: Falls die Variationsungleichung

ar(u,v —u) > G(v—u), Vve K, (6.37)

fiir alle G € V* eine eindeutige Losung u € K hat, so gilt dasselbe auch, wenn man 7

durch t ersetzt mit
Cq

2C,
Wir beweisen diese Behauptung. Sei ¢ wie in (6.38) verlangt gegeben. Nur die Existenz
ist noch zu zeigen. Sei G : V' — R linear und stetig. Wir suchen eine Losung u; € K mit

T<t<T+

(6.38)

ay(ug, v —u) > G(v—uy), VveK. (6.39)
Zu diesem Zweck betrachten wir fiir w € V' die Variationsungleichung
ar(u,v—u) > Fy,(v—u), VovekK, (6.40)
wobei
Fy(v) =G) = (t —1)b(w,v). (6.41)

Sei T': V. — K die Abbildung, welche jedem w € V die Losung u € K von (6.40)
zuordnet. T ist eine Kontraktion, da

1 1
ITw: = Twsl| £ —|[Fuy = Full < —Jt = 7] sup [b(aw = wz,0)]
a a loll=1
1 1
< C—|t — 7|Cy||wy — we|| < §Hw1 — wy| . (6.42)

a

Sei u; der Fixpunkt von T (Fixpunktsatz von Banach). Dann ist v, € K, und es gilt fiir
alle v e K

ar(ug, v — up) = ar(ug, v —ug) + (£ — 7)b(u, v — uy)
> Fy,(v—w) 4+ (t —7)b(ug, v —uy) = G(v — uy) . (6.43)

Damit ist alles bewiesen. O

Folgerung 6.8 (Satz von Lax-Milgram)
Sei V' Banachraum, sei a : V x V. — R eine stetige V -elliptische Bilinearform, sei F' :
V' — R linear und stetig. Dann hat die Variationsgleichung

a(u,v) = F(v) YveV, (6.44)

genau eine Losung u € V.
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Beweis: Wir wenden Satz 6.7 an mit K = V. Wie in Folgerung 6.3 folgt die Behauptung
aus den Aquivalenzen

a(u,v —u) > F(v—u) VveV &a(u,v) > F(v) VoeV
& a(u,v) =Fv) YveV. (6.45)

O

Interpretiert man wie am Beispiel beschrieben eine lineare partielle Differentialgleichung
als Eulergleichung zu einem quadratischen Minimierungsproblem, so ist damit die Form
der Bilinearform a festgelegt. Will man Existenz und Eindeutigkeit einer Losung nun mit
dem Satz von Lax-Milgram beweisen, so muss der Banachraum V so gewé#hlt werden,
dass a stetig und V-elliptisch ist. Das ist (bis auf Norméquivalenz) fiir jedes gegebene a
nur auf eine Weise moglich (siehe eventuell Ubung). Die Funktionenrsume, die sich dabei
ergeben, sind die Sobolev-Raume.
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7 Sobolev-Riaume

Fir v € LP(Q) kennen wir bereits die distributionelle Ableitung 0%v als Element von
D'(Q2). Ist 0%v eine reguldre Distribution, so wird sie auch als die schwache a-te Ablei-
tung von v bezeichnet, es gilt dann

/Qﬁav(x)go(x) dx = (—1)k /Qv(x)aagp(x) dx, fiir alle ¢ € D(Q). (7.1)

Definition 7.1 (Sobolev-Raum)
Sei Q C R"™ offen. Fir k € N, 1 < p < oo definieren wir

WEP(Q) = {v:v € LP(Q), 9% € LP(Q) fir alle |a| < kY. (7.2)

Fiir £ = 0 bedeutet (7.2)
Wo(Q) = LP(9). (7.3)

Im Gegensatz zum klassischen Differenzierbarkeitsbegriff folgt aus der schwachen Diffe-
renzierbarkeit nicht unbedingt die Stetigkeit, aufer fiir n = 1. Ist etwa Q = (—1,1) C R,
so gilt (ohne Beweis) fiir u € WH1(Q)

u(z) = u(0) + /Ox u(t)ydt, xe(-1,1), (7.4)

und hieraus lafit sich die Stetigkeit von u folgern. Fiir n > 1 kann es sein, dass ein
u € WP(Q) weder beschriinkt noch stetig ist. Wir betrachten als Beispiel

u(z) = x|, B>0,2#£0, (7.5)
auf 2 = B(0;1). Fiir die punktweise Ableitung gilt
Oiu(r) = —frile| 772, [Vu(z)] = Bz 7", (7.6)

und .
/ || ~BHDP g = C/ P A Py (7.7)
Q 0

mit geeignetem ¢ > 0, also
VulP € LY(B(0;1)) < (B+1)p<n. (7.8)

Wir zeigen, dass in diesem Fall die punktweise Ableitung gleich der schwachen Ableitung
ist. Sei ¢ € D(Q) beliebig, sei € > 0. Es gilt

[ u@op@de=- [ oupde+ [ u@u@n(©dsE). (19
Q\B(0s¢) O\B(0;¢)

0B(0;¢)

Es gilt

/ ww”kﬂ@u/ e7dS = |lgllges 7, e > 0.
OB(0;¢) OB(0;¢)
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Grenziibergang ¢ — 0 zeigt nun

/ Oiu(z)p(x)de = — / u(z)0ip(r)dr, falls f<n—1. (7.10)
Q Q
Insgesamt erhalten wir: Es gilt

ueWh(Q) & p< nT, (7.11)

das heiBt, Elemente in W!*(Q) kénnen Singularitéiten haben, diese diirfen allerdings nicht
zu stark sein.

Satz 7.2 Sei O C R™ offen, 1 < p < oo, dann ist W*P(Q) ein Banachraum mit der
Norm

Vol = | S loeolz | = (2 / w@dr| . 1<p<oo, (712)

o<k | <k

[ollyproeiy = D 100l p=o00. (7.13)

o<k

B =

Beweis: Fiir p < oo folgt die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung aus

lu+ vllwra@ = | D 0% u+al | < Y (lo%ul, + o],
ol <k loo| <k
1 1
P
< Dol )+ | Do Mool | = Hullwrs + lollwes
la|<k | <k

alle anderen Normeigenschaften folgen unmittelbar aus den Definitionen. Sei nun (uy, ),en
eine Cauchyfolge in W*P(Q)), wegen

10%u, — 8Oéumup < Jlun — um”ww(ﬂ)
sind (0“uy, )neny Cauchyfolgen im LP(Q) fiir alle |«| < k, also gibt es u € LP(Q)), u, € LP(Q)
mit
Up —> U, O%Up —> Uy (7.14)

in LP(2). Sei p < oo, ¢ € D(R) beliebig, dann folgt

/Qu(w)ao‘gp(m) der = lim [ wu,(z)0%(x)dz = lim (—1)"1'/98”%(1’)@(35) dx

— (1) / tal@)p(x) da

also ist 9%u = wu, fiir alle |a|] < k und damit u € W*?(Q). Der Beweis fiir p = oo erfolgt
analog. O
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Wir bauen das oberhalb von Satz 7.2 gegebene Beispiel aus. Sei (x,)nen eine Folge in
2 = B(0;1), wir definieren

up(2) = |z —2,| %, 2€Q,2#2,.

Ist B < (n—p)/p,soist u, € W'?(Q). Man sicht unmittelbar, dass ||u, ||y, () unabhéngig
von n beschrinkt ist, und da W?(£2) ein Banachraum ist, ist auch

u=>y 2"u, € W(Q), (7.15)
n=1

aber andererseits gilt: Wenn die Folge (,)nen so gewéhlt ist, dass sie dicht in B(0; 1)
liegt, ist u unbeschrénkt auf jeder offenen Teilmenge von B(0;1).

Wir erinnern an die Standardgléattungsfunktion 7. : R® — R und an die Regularisierung

v=v%n., €>0. (7.16)
Lemma 7.3 Seien Q,U C R" offen mit U CC Q, seiv € WFP(Q), p < co. Dann gilt fiir
alle e mit 0 < e < dist (U,09), dass v¢ € C°(U) N WkP(U), und v¢ — v in WEP(U) fiir

e — 0.

Beweis: Sei ¢ < dist (U, 012). Nach Lemma 2.4 gilt v° € C*°(U). Weiterhin gilt fir alle
yelU

Ww@wiéxm@—@w@m=4—n%4%m@—xmex
= /Qns(y — 2)0%(z) dx = (9. * 0%v)(y) .

Da 0% € LP(Q), folgt 0“v° € LP(U) aus Lemma 2.4, und 0%v* — 0% in LP(U) aus
Lemma 2.5. O

Satz 7.4 Sei Q C R™ offen, seiv € W*P(Q), 1 < p < co. Dann gibt es eine Folge (v, )nen
in C=(Q) NWHFP(Q) mit v, — v in WEP(Q).

Beweis: Wir definieren
1 _
Uj:{IZ.TEQ, dist(x,89)>;und |I| <j}7 ‘/j:Uj+3\Uj+17 .721; (717)
sowie Vo = Us. Es gilt

o= v
§=0

Sei (B;) ;>0 Zerlegung der Eins auf € mit

0<3; <1, B;eDV)), Zﬁjzl- (7.18)

J=0
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Da v € WkP(Q), gilt auch Bjv € WFP(Q) (siehe Ubung) und supp (B;v) C V;. Sei nun
0 > 0 beliebig. Wir wahlen €; > 0 hinreichend klein, so dass fiir

wj = (6],/0) * T,
gilt (Lemma 7.3, angewendet auf 5;v)

lwj = Bjvllyrn) < 27 Utls, (7.19)
supp (U)J) C Wj = Ujta \Uj, j > 1, Wy =U,. (720)

Wir setzen
o
w = E wj.
Jj=0

Nach Konstruktion sind auf jedem W; nur endlich viele Summanden von 0 verschieden,
also ist w € C*(Q)), da jedes w; € C*°(€2) nach Lemma 7.3. Es folgt nun

o0 o0 o0
- B <Y lwy - Bivllwrs <6y 27Ut
=0 =0

=0
Da 6 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

lw = vl =

Wk:p(Q)

Definition 7.5 Sei Q C R™ offen, sei 1 < p < oo, k € N. Wir definieren Wé"”p(Q) C
WHkP(Q) durch
Wy () = D(Q), (7.21)

wobei der Abschluss in der Norm von W*P(Q) gebildet wird. O

WEP(Q) ist ein abgeschlossener Unterraum von W#?(Q) und damit ebenfalls ein Ba-
nachraum (mit der Norm von W#?(Q)), siche Funktionalanalysis. W,"*(Q) stellt einen
Funktionenraum dar, dessen Elemente auf 0f) in einem “schwachen” Sinn verschwinden.
Es ist nimlich zuniichst nicht klar, ob fiir ein allgemeines v € W*?(2) die Aussage “v = 0
auf 0€2” Sinn macht, da v nur bis auf eine Nullmenge im R" definiert ist, aber 0f2 nor-
malerweise eine Nullmenge ist.

Definition 7.6 Sei Q C R" offen. Fiir k € N definieren wir
H*(Q) = WH(Q),  H(Q) = Wy*(Q). (7.22)

O

Satz 7.7 Sei Q C R™ offen, k € N. Dann sind H*(Q)) und H(Q) Hilbertriume mit dem
Skalarprodukt

(U, V) gy = D (0°1,0%0) 1y = Y / %u(x) - 9%v(x) dx (7.23)

lo| <k la|<k

und es gilt
[llwre@) =/ (W, V) ey, v € HH(Q). (7.24)
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Beweis: Die Eigenschaften des Skalarprodukts folgen unmittelbar aus den entsprechenden
Eigenschaften des Skalarprodukts im L?(f2). Offensichtlich gilt (7.24), und nach Satz 7.2
ist H*(Q) vollstiindig. 0

Satz 7.8 (Ungleichung von Poincaré und Friedrichs)
Sei 0 C R™ offen, Q C [—R, R|"™. Dann gilt fiir jedes v € H}(§2)

/ (@) dz < 432/ (@) Pde, 1<j<n, (7.25)
Q Q

also auch

/Q|v(x)]2 dx §4R2/Q\VU(:1:)|2 dx . (7.26)

Beweis: Sei zunéchst v € C§°(€2). Wir setzen v auf R" \ ©Q durch 0 fort, dann ist v €
Cs°(R™). Sei © = (x1,...,x,) € Q. Dann gilt

v(x) = v(— Rxg,... / Ou(t, e, ..., x,)dt,

also (Schwarzsche Ungleichung)
T 2 1 1
()2 = (/ 1.alv(t,x2,...,xn)dt> g/ 12dt~/ (Ow(t, 2, . x)) dt
R -R -R

R
S 2}%/ (alv(tha"')x’H))Q dt7
-R

also, da die rechte Seite nicht von x; abhéngt,

R R
/ lv(z)]? doy < 4R2/ (Ow(t, mg,...,2,))%dt. (7.27)
-R -R
Integration iiber die anderen Koordinaten x,, ..., x, ergibt

/Q v(x)|” do < 4R? /Q (8yv(z))* dx,

Vertauschen der Koordinaten liefert (7.25) fiir beliebiges j. Sei v € H}(Q2) beliebig. Wir
withlen eine Folge (vy)ren in C5°(Q2) mit vy — v in H}(Q), dann gilt (7.25) fiir v, und
nach Grenziibergang k — oo auch fiir v. O

Durch

1
2

|’U|Hk(Q): Z/|8°‘ |2dl' (728)

|laf=k

wird eine Halbnorm auf H*(Q) definiert mit

[0 r) < 0] v - (7.29)

52



Satz 7.9 Sei Q) C R"™ offen und beschrankt. Dann gibt es ein C' > 0 mit

0] ey < Clolgry,  fir alle v € HE(Q). (7.30)

Beweis: Sei v € H}(Q), sei a Multiindex mit |a| = j — 1,1 < j < k. Dann gilt 0*v €
H} (), und aus Satz 7.8 folgt

l0°0]l; < 4R*[0:0]l5,

also
Do l0%lly <4R® Y 00l < 4R [0%]3,
laf=j—1 laf=j—1 lal=j
also
|U|?{j71(9) < 4R2|U|12L1j(9) ;
also

k k
[0l Ek 0y = Z 0[50y < Z(4RQ)k_j|U|12qk(Q)-
=0 =0
O

Folgerung 7.10 Auf dem Banachraum HE(Q) definiert | - |grq) eine zu || - || groy dqui-
valente Norm. O

Zu einer Funktion v : 2 — R und gegebenem h # 0 betrachten wir den Differenzenquoti-

enten
x + he;) —v(x)

(D) (z) = o - ., 1<j<n, (7.31)
wobei e; der j-te Einheitsvektor ist, und wir setzen
D' = (D, ..., DM). (7.32)

Lemma 7.11 Seien Q,U C R™ offen, sei U CC Q, seip € [1,00). Dann gilt
||D?v||LP(U) < ||ajv||LP(Q)’ 1<7<n, (7.33)

fiir alle v € W'2(Q) und alle h # 0 mit |h| < dist (U, 09).

Beweis: Wir konnen 0.B.d.A. voraussetzen, dass ) beschrinkt ist. Andernfalls ersetzen
wir  durch 2N B(0; R), wobei R so gro8 ist, dass U CC B(0; R) und (im Falle 2 # R")
dist (U, 09) < dist (U, 0B(0; R)). Sei nun zunichst v € C*(Q) N WH?(Q). Fiir alle z € U
und |h| < dist (U, 09) gilt

1 1
|v(z + he;) —v(z)| = / @v(z—i—thq)hdt’ < |h|/ |0;v(x + the;)| dt,
0 0

1 P 1
/ | D}v(@)[P dr < / (/ |0jv(x + the;)] dt) dx < / / |0;v(x + the;)|P dt dx
U v \Jo vJo

! 1
:/0 /U|8jv(x+thej)|pda:dt§/0 1050110y At = 105007y -

also
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Sei nun v € WP(Q) beliebig. Wir wihlen nach Satz 7.4 eine Folge (vj)ren in C(2) N
WhP(Q) mit v, — v in WP(Q). Fiir festes h # 0 gilt (7.33) fiir alle v;, und wegen
Dy — Do in WP (U) und 9;v, — 9;v in LP(Q) folgt (7.33) fiir v durch Grenziibergang
k — oo. O

Wir wollen nun aus der gleichméfigen Beschranktheit der Differenzenquotienten D;?v auf
die Existenz der schwachen Ableitung 0;v schliefen. Dazu benotigen wir ein Ergebnis der
Funktionalanalysis: Ist p € (1,00), und ist (fx)ren eine in LP(Q) beschriankte Folge, so
gibt es eine gegen ein f € LP()) schwach konvergente Teilfolge ( fx,, )men, das heifit,

lim g frn (X)p(x) dr = /Qf(x)go(x) dr, fir alle p € LI(Q), (7.34)

wobei ¢ der zu p duale Exponent ist,

und es gilt weiter
HfHLP(Q) < linnigf HflcmHLp(Q) : (7.35)

Satz 7.12 Seien Q, U C R" offen, U CC Q, 1 <p < oo, v € LP(Q), j€{l,...,n}. Es
gebe ein C' > 0 und ein hy < dist (U, 9Q2) mit

h
HDijLp(U) <C (7.36)
fir alle h # 0, |h| < hy. Dann ist O;v € LP(U), und

||3jv||Lp(U) <C. (7.37)

Beweis: Sei ¢ € D(U) beliebig. Fiir |h| < hq gilt

/Qv(:c)D?go(a:) dr = /Qv(x)ﬂx +hey) = o) de = — /Q o) = vlw = hej)gp(x) dx

Wir wihlen eine Folge (h,,)men mit A, — 0, h,, # 0, und ein w € LP(U) mit
Dy ~ . (7.39)

J

Da Dj.“"gp — 0; gleichméBig in €, folgt, falls h hinreichend klein ist,

/U(x)ajgo(x) dx:/v(a:)ajgp(x) dr = lim U(:L‘)(D;ngo)(x) dx
U

= lim {—/Q(D;hmv)(x)so(x) d:r} = —/:w(a:)gp(x) dr = _/Uw(x)(p(x) da
also w = 0jv. -
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8 Elliptische Randwertprobleme

Wir wollen das Randwertproblem
Lu=f, in, (8.1)
u=20, auf o (8.2)
16sen, wobei 2 C R™ offen, f : 2 — R und L ein elliptischer Differentialoperator der Form

__anaj(aw )0;u) +Zb )0+ c(z)u (8:3)

= —div(A(z)TVu) + <b(a:),VU> c(x)u

ist. Die Form (8.3) wird als Divergenzform bezeichnet. Die Variationsformulierung von
(8.1), (8.2) erhélt man durch Multiplikation von (8.1) mit einer beliebigen Testfunktion
¢ € D(Q) und Integration. Die linke Seite von (8.1) wird nach partieller Integration zu

/Lu da:—/ZaU )O;u(x)0;0(x dac—i—/Zb Joiu(x)p(x) dx
Q

+ /Q c(x)u(z)p(r)de .

Die zugehorige Bilinarform ist also

/Zaw )u(x) 0 (x dx+/2b )du(x)v(z) d

3,0=1

+/Qc(9c)u(x)v(x) dx (8.4)
—/Q(Vu(m),A(x)V'U(x)} da:—l—/ (b(x), Vu(x)) v(x) dx+/c(:c)u(x)v(x) dx .

Q Q
Sie ist symmetrisch, falls A symmetrisch ist und b = 0 gilt.

Voraussetzung 8.1 Wir nehmen an, dass es ein a, > 0 gibt mit
T A(z)€ = Z ag(2)E; > a,l€)?,  fir alle € € R", x € Q. (8.5)
i,j=1
(In diesem Fall heifit der Differentialoperator gleichmdf$ig elliptisch.) Wir nehmen
weiterhin an, dass a;;,b;,c € L*>(Q) fir alle 1,5 gilt. O

Definition 8.2 (Schwache Lésung)
Es gelte 8.1, sei f € L*(Q). Fin u € H}(Q) heifit schwache Lisung der Randwertaufgabe
(8.1), (8.2), falls u Losung der Variationsgleichung

a(u,v) = F(v), fir allev € Hy(Q), (8.6)
ist, wobei a durch (8.4) definiert ist und

= / f(z)v(z)dx . (8.7)
0
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Lemma 8.3 Sei Q C R" offen, es gelte 8.1. Dann wird durch (8.4) eine stetige Biline-
arform auf H (Q) definiert. Ist f € L*(Q), so definiert (8.7) eine stetige Linearform auf
HY(Q).

Beweis: Mit
a® =nesssup |a;;j(x)], b =nesssup|b(z)]
z€Q e
1<i,j<n

folgt fiir alle u,v € H'(Q)

la(u, )] < / | (Vu(z), A(z)Vo(z)) | de + / | (b(x), V() o) da + / e(@)u(a)o(z)| dz

< a*[[Vully [[Volly + 6 [[Vully l[olly + llell oy [0l
< (@ + 0"+ [lell el gy vl @) -

O

Wir betrachten den Spezialfall b = ¢ = 0, also die Randwertaufgabe
— Z 0j(aij(z)0u) = f, inQ, (8.8)
' u=0, aufoQ. (8.9)

Satz 8.4 Sei Q2 C R™ offen und beschrinkt, sei f € L*(Q), es gelte 8.1. Dann hat (8.8),
(8.9) genau eine schwache Lisung u € Hy(SY), und es gilt

lull g1y < CIEI (8.10)

wobei die Norm || F|| des Funktionals (8.7) im Dualraum von HJ(Q2) genommen wird und
C eine von F unabhdingige Konstante ist.

Beweis: Um den Satz von Lax-Milgram 6.8 anwenden zu kénnen, miissen wir wegen
Lemma 8.3 nur noch zeigen, dass a H}()-elliptisch ist. Nach Voraussetzung gilt aber

a(v,v) = /Q (Vou(z), A(z)Vou(z)) dx > /Qa*]Vv(x)\zdx = a.|v[7n g

> a*COHUH%Il(Q)a

wobei die letzte Ungleichung aus Satz 7.9 folgt. O
Wegen
[F'(v)| < /ﬂ [f(@)v(z)[dz < [[flly 1v]ly < I fll2 0]l g1 g (8.11)
gilt
IET <A1 (8.12)

also folgt aus (8.10)
[l ) < CllFl; - (8.13)

Wir betrachten nun die allgemeine Form des Operators L aus (8.3).
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Lemma 8.5 Sei () C R" offen, es gelte Voraussetzung 8.1. Dann gibt es ein c, > 0, so
dass fir die Bilinearform (8.4) gilt

av,v) = S Vol3 - e o3, (8.14)
fiir alle v e HY(Q).
Beweis: Es gilt (mit b* wie im Beweis von Lemma 8.3)
a.||Voll; gA<vv(x),A(x)vU<x>> dx
—a(vv) — /Q (b(x), Vo)) o) + c(x)v(z)’ d
< ao.0)+b [ Vo)l oG] da+ el ol

Es ist

[Ive@lie@ias= [ (Vavew) (S ) do < SIveli+ ool

Mit ¢ = a,/b* folgt

vl < atvr )+ (55 + el ) el
und hieraus die Behauptung. O
Wir betrachten nun das Randwertproblem
Lu+pu=f, inQ, (8.15)
u=0, aufdQ (8.16)

mit dem Operator L aus (8.3).

Satz 8.6 Sei Q) C R™ offen, es gelte 8.1, sei f € L*(Q). Dann gibt es ein py > 0, so dass
fir jedes u > po das Randwertproblem (8.15), (8.16) eine eindeutige schwache Ldsung
u € H}(Q) hat.

Beweis: Sei a die Bilinearform (8.4). Die zu L + pl gehorende Bilinearform ist

ap(u,v) = a(u,v) + p (U, v) g - (8.17)

Aus Lemma 8.5 folgt
Q.
au(v,v) = 3||Vv||§ + (=)l

also ist a, H*(Q)-elliptisch fiir u > po := ¢,. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von
Lax-Milgram 6.8. O

Die Herleitung der Variationsformulierung in (8.1) — (8.4) zeigt, dass jede klassische
Losung des Randwertproblems auch eine schwache Losung ist (wir verzichten auf eine
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exakte Formulierung dieses Sachverhalts). Die Existenz- und Eindeutigkeitssidtze der va-
riationellen Theorie liefern andererseits nur schwache Losungen. Man kann sich nun fra-
gen, ob diese Losungen zusétzliche Glattheitseigenschaften haben. Die Antwort liefern
sogenannte Regularititssitze.

Als Voriiberlegung betrachten wir das Randwertproblem
—Au=f, inQ, (8.18)
u=0, auf 0, (8.19)

und nehmen an, dass u eine Losung ist, fiir die die folgende Rechnung zutrifft. Aus (8.18),
(8.19) folgt

1Aul; = /QAU(UC)WJC = —/Qf(fv)AU(r) d < || fl; [|Aull,, (8.20)

also

HAUHQ < ||f||2 (8.21)

Andererseits gilt mit partieller Integration (unter der Annahme, dass die Randwerte gleich
Null sind)

/QAu dx—/Z@Q dx_/Zaau - 9;0;u(x) da

,j=1 1,j=1
/ Z (O d5u(x
i,7=1
Mit (8.21) folgt nun
2
[ulfrz@) < 1115 (8.22)

Wir kénnen also hoffen, dass Losungen u von (8.18), (8.19) in H?*(Q) liegen, falls die
rechte Seite f in L?*(2) liegt. Fiir einen Beweis dieser Vermutung miissen wir aber von
der schwachen Formulierung des Randwertproblems ausgehen, und koénnen auch nicht
wie in (8.20) einfach mit —Awu multiplizieren. Stattdessen ersetzen wir —Awu durch eine
Differenzenapproximation und leiten die Existenz der zweiten (schwachen) Ableitungen
mit Satz 7.12, also aus der schwachen Kompaktheit her.

Wir betrachten die elliptische Gleichung
Lu=f, inQ (8.23)
mit dem Operator L in Divergenzform (8.3).
Satz 8.7 (Innere Regularitét)
Seien Q,U offen, U CC Q, sei f € L*(Q). Es gelte Voraussetzung 8.1, seien auferdem

ai; € CHQ) fir 1 < i,j < n. Seiu € H'(Q) eine schwache Lisung von Lu = f, das
heifst, es gelte

a(u,v) = / f(@)v(x)dz, fir alle v € Hy(S2), (8.24)
Q
fiir die Bilinearform a aus (8.4). Dann gilt w € H*(U), und es gilt
lell g2y < CU M2 + 1l 20) (8.25)

wobei C' nur von U, U und den Koeffizienten von L abhdngt.
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Beweis: Wir wihlen W)Y C R” offen mit
UccWccYcc. (8.26)
Sei ¢ € D(Q2) mit
D<C<1, (U=1, c@\W)=0. (5.27)
Es gilt fiir jedes v € H}(Q)
/Q (Vu(z), A(x)Vu(z)) de = /[f(x) — (b(z), Vu(z)) — c(x)u(z)]v(z) dx . (8.28)

Q
Sei h # 0, |h| hinreichend klein, sei k € {1,...,n}. Wir wihlen als Testfunktion
v = DD}, (5.20)

sozusagen als Ersatz fiir —Aw in (8.20), wobei wie in (7.31)

(Dhu)(x) = 3 (ule + he) — u(z) (3.30)

den Jyu approximierenden Differenzenquotienten bezeichnet. Wir behandeln zunéchst die
linke Seite von (8.28). Es ist

/Q (Vu(z), A(z)Vu Z / aij(2)0u(x)0; [Dy"(¢*Dlu)(x)] doz (8.31)

7,]1

—Z / D} (adpu)) () - (0(CDpu)) () do

1,j=1

=A; + A,
wobei wir setzen
A=Y [ aste + he)(Dl@u) (@) C) Do) e, (532
i,j=1
und

Ay = Z / ai;(x + heg) (Dr(0u)) (x) - (Diu) () - 2¢(2)0;¢ () da (8.33)

zgl

4 Z / o - DZaU [CQDh(a ) + 2¢(0; C)(DZU)] dx

3,0=1

Da L gleichméBig elliptisch ist, gilt (siehe 8.1)

A= / (({(z)DpVu) (), A(z + hep)((z)(DpVu)(z)) dz > a, /Q (DY) (2)|*¢(x) da .

(8.34)
Wir wollen A, nach oben abschiitzen. Da a;; € C1(Q), ist a;; € C*(U) und

|Dyaij(z)| < ||0ka]| . - (8.35)
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Die im Folgenden auftretenden Konstanten C; héngen ab von U, W, Y, €, a;j, b;, ¢, ¢,
aber nicht von f, v und h. Fiir A, gilt, da ( = 0 auflerhalb von W,

42| < 01/WC(33) 1DEVu(z)| | Diu(@)] + |DyVu(z)| [Vu(@)| + | Dyu(e)| [Vu(z)|] de.

(8.36)
Also gilt fiir jedes € > 0
C
Al <1 [ C@IDEVu@)Pde+ 2 [ 1Dju@) + [Vu(o) da
Q w
+ 4 / | Diu(x)]* + |Vu(z) | do .
W
Wir setzen € = a./(2C}), dann folgt
|Ag| < % / C(z) | DpVu(z) | do + CQ/ | Du(z)|* 4 |Vu(z)|? dz . (8.37)
Q W
Nach Lemma 7.11 gilt
/ Dhu(z) dz < / V(o) dz. (8.38)
W Y

Insgesamt ergibt sich fiir die linke Seite von (8.28)

/Q(Vu(a:),A(x)Vv(:v» dx > %/{2(2(:6)|D2Vu(x)|2dx—03/y|Vu(:x)|2d:r. (8.39)

Wir betrachten nun die rechte Seite von (8.28) und bezeichnen sie mit B. Es gilt, da v = 0
auflerhalb von Y,

|B| < 04/1/(|f| + | Vul + |ul)|v] dz, (8.40)

und wiederum aus Lemma 7.11 folgt, da ( = 0 auflerhalb von W,
[ 1k as= [ iDeteppPds < [ 9Dk ds
% w Q
— [ 2DV 4 8T D do
w
< / 2C%| DV ul? d.CE—I-C5/ Vul*dx .
W Y

Es folgt weiter

|B| < 8/ 2¢%| DV ul? do + %/ 2+ | Vul® + v dz + C5/ Vul*dr (8.41)
Q Y Y
und mit € = a,/8
|B| < %/C2|DZVu\2da:+C’7/ 2+ |Vul* + v de. (8.42)
0 Y

Insgesamt ergibt sich also aus (8.28) die Abschitzung
%/ |DIVul|? dx < %/ C| DIVl dx < Cg/ 2+ |Vul® + v dx. (8.43)
4 Ju 4 Ja %
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Aus Satz 7.12 folgt nun, da Cg von h unabhéngig ist
Vue L*(U), [0:Vullf2q < 09/ 24 Vul* + v da (8.44)
Y

und damit v € H*(U), da k beliebig war. Wir wollen nun noch

/ |Vul? dz
Y

nach oben abschétzen. Sei dazu ¢ € D(2) mit ¢|Y = 1. Wir testen die Variationsgleichung
mit v = (?u. Es ergibt sich wie oben (nur einfacher)

ay / ClVul* dx < / (Vu, ACVu) dz = / (Vu, AVv) dx — / (Vu,2Au¢V () dx
Q Q Q )
< Cuo [ (114 |Vl + fuul¢ do
Q
< %/ CQ‘VU‘zdLE—FCH/ f2 +U2d$,
2 Ja Q
also
/ |Vul? dr < 012/ fA+uide. (8.45)
Y Q
Kombinieren wir (8.44) mit (8.45), so erhalten wir
’U@ﬁ(w < 013(Hf”%2(m + HUH%Q(Q))
und nun, wiederum wegen (8.45), die Behauptung. O

Satz 8.7 zeigt, dass im Falle f € L?(Q) die Losung u zwei Differenzierbarkeitsordnungen
mehr als die rechte Seite f besitzt. Diese Aussage bleibt auch im allgemeineren Fall
f € H*(Q) richtig.

Satz 8.8 FEs liege die Situation von Satz 8.7 wvor, es gelte fir ein k € N auflerdem
aij, bi,c € C*(Q) sowie f € H*(Q). Dann gilt u € H***(U) und

ull gz < CUf I an@y + lullp2@) (8.46)

wober C' nur von k, ), U und den Koeffizienten von L abhdngt.

Beweis: Der Beweis wird mit Induktion iiber k& gefiihrt, wobei Satz 8.7 sowohl den Induk-
tionsanfang k£ = 0 liefert als auch das wesentliche Werkzeug im Induktionsschritt darstellt.
Einzelheiten finden sich z.B. im Buch von L. Evans (Partial Differential Equations), Ab-
schnitt 6.3. O
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9 Der Spursatz

Lemma 9.1 Zu jedem k € N gibt es ein C, > 0 mit

Fk(l HEPYF <D< L+ [P, fir alle § € R™
|a|<k
Beweis: Ubung.

Satz 9.2 (Fouriernorm)
Fiir k € N wird durch

(s = [ (€U de

ein Skalarprodukt auf C§°(R™) definiert. Die zugehdorige Norm

ol = [ L+ I€Pa) P dg

heifit Fouriernorm und ist auf C3°(R") dquivalent zur Sobolevnorm || - || gk mn)y,

es gibt ein Cy > 0 mit
1
Ck Rn
Beweis: Sei v € C§°(R"). Wegen
(@)*de = | [0(§)]* ¢,
Rn R™

gilt

B / 0o(@) P dr = 3 / Go(e) 2 de

la|<k la|<k
—Z € EPde = [ [p©)) Y £ de.
la|<k /R" R | <k

Aus Lemma 9.1 folgt nun (9.4).

Satz 9.3 (Nichtganzzahlige Fouriernorm)
Sei s > 0. Dann wird durch

()= [ (14 IEPa(e)iTE) de.

[olls 7 = /(v 0) 7
ein Skalarprodukt auf dem Raum
HY(R") = {v:v € L*(R"), ||v]|, » < oo}

definiert, wodurch H*(R™) ein Hilbertraum wird.
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(9.1)

9.2)

(9.3)

das heifit,

(9.4)



Beweis: Wir betrachten X = L*(R"; 1) mit dem Maf3

p=rx, (&) =0+,

[ owin= [ (riero©a.

X ist ein Hilbertraum, und H*(R") = {v : v € L*(R"), ¢ € L*(R™; u)}. Da die Fourier-
transformation linear ist, ist H*(R") ein Vektorraum und

das heif3t,

(w,0) 7 = (@, 0)x 5 vl = lI9llx,

ein Skalarprodukt mit zugehoriger Norm auf H*(R"). Fiir v € H*(R") gilt |[v]]2 = ||9]]2 <
9] x = ||vll, 5 Sei nun {v;, } eine Cauchyfolge in H*(R"). Dann ist {?,,} eine Cauchyfolge
in X und {v,,} eine Cauchyfolge in L*(R"), also gibt es w € X und v € L*(R") mit
Om — w in X und v, — v in L*(R"), also auch ©,, — w in L*(R") und ©,, — ¢ in
L*(R™). Es folgt w = ¢ und damit v € H*(R"). O

Lemma 9.4 Fir k € N ist C3°(R") dicht im Sobolevrauwm H*(R™) beziiglich || - || g (rn),
das heift, es gilt H*(R") = HY(R™).

Beweis: Da C*°(R") N H*(R") dicht liegt in H*(R™) nach Satz 7.4, geniigt es, zu jedem

v € C®(R") N H*(R™) eine Folge (v )men in C(R™) zu finden mit v, — v in H*(R").
Sei dazu ¢ € C§°(R™) mit ¢(x) = 1 fiir |2] < 1 und ¢(z) = 0 fir |z| > 2. Wir setzen

m(2) =Y — , 9.9
Um(z) =9 ( m) v(x) (9.9)
dann gilt fiir alle Multiindizes o mit || < k

T Bo(x T m
10°(0 — ) ()] = )‘{302MMW()LII>,

0 (1 —y(—
(a=ve@)| 2, = m
wobei C' von m unabhéngig ist. Es folgt

laa(v—vm (z)*dr < C Z 105 (2)|? dz — 0

1BI<la] * 171>
fiir m — oo, da 9%v € L*(R") fiir alle |3] < k. 0
Lemma 9.5 Fir s > 0 ist Cg°(R") dicht in H*(R") beziiglich || - ||, »

Beweis: Siehe z.B. Wloka, Partielle Differentialgleichungen, §5. O

Mit Hilfe von Lemma 9.4 und Lemma 9.5 kann man beweisen, dass fiir ganzzahliges k die
beiden Definitionen von H*(R") (iiber schwache Ableitungen bzw. Fouriertransformation)
zum gleichen Raum fiihren und dass die zugehérigen Normen auf H*(R") (und nicht nur
auf dem Unterraum C§°(R"), siehe Satz 9.2) dquivalent sind, mit einem #hnlichen Beweis
wie in Satz 9.3.
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Lemma 9.6 Fir 0 <s <t gt
HYR™) c H*(R"), (9.10)
und die Einbettung j : H'(R™) — H*(R"™) ist stetig.

Beweis: Aus (1+ |¢[2)* < (1+ [¢[2)! folgt [Jo]], - < [Jo]], - 0

Will man mit variationellen Methoden Randwertprobleme behandeln, bei denen die vor-
gegebenene Randwerte nicht identisch Null sind, so stellt sich das Problem, ob Funktionen
in einem Sobolevraum {iber einem Gebiet €2 sinnvoll auf den Rand 0f2 restringiert werden
konnen. (Da Sobolevraume als Teilrdume von LP definiert sind, sind deren Elemente auf
Nullmengen beliebig abénderbar, so dass eine Aussage “u = g auf 92" zunéchst keinen
Sinn macht.) Die einfachste Situation, in der man die Eigenschaften der Restriktion (oder
Spur) studieren kann, liegt vor, wenn wir eine Funktion in H*(R") auf die Hyperebene
R™! x {0} restringieren.

Wir wollen einen Spuroperator v auf H*(R") definieren mit
R 5 R, (w)(@) =v(,0), 2 =(21,...,7,1) ER" (9.11)

fiir alle hinreichend glatten Funktionen (also jedenfalls alle Testfunktionen).

Satz 9.7 (Spursatz)
Sei s € R, s > % Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung

v H*(R") = H2(R") (9.12)
so dass (9.11) gilt fir alle v € C§°(R™).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass es ein C' > 0 gibt mit

by < Clellsgny . firalle ¢ € Gg°(R"), (9.13)
da dann v auf der dichten Teilmenge C{°(R") von H?*(R") linear und stetig ist und

sich daher nach einem Satz der Funktionalanalysis eindeutig zu einer auf ganz H*(R"™)
definierten linearen stetigen Abbildung fortsetzen lésst. Sei also ¢ € C5°(R™). Wir setzen

g(a') = p(a',0), 2 eR"". (9.14)
Fiir festes 2’ € R™! setzen wir

Y(zn) = (2, 2,), T, €R, (9.15)

dann gilt (Fouriertransformation in R)

(&) \/ﬁ/ 2’ x,)e o da,, (9.16)
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also
g(xl)ISO(fC/aO) / (6)€ % de,

NG / Jor / e diy dg (9.17)

Fouriertransformation im R™~! ergibt
3€) = n) " [ g ar
R’ﬂ

1 n y
=— [ (27)" 2 oz, z,) e =S e 1) dy! da,, dE,, (9.18)
V 27T /]R Rn—1
1 '
= = p ySn d n s
T /R PR > ¢

wobei die Fouriertransformation in der letzten Zeile im R"™ genommen wird. Es geht weiter
mit

2
B(€, &n) dEn

||g||i_%’ :/Rn 1(1_|_|5’|) %| ( )|2 g _ /IRn1(1+|§/|2)5—2 dgl
2
=5 1+ P @(élaﬁn)(lJr|5|2)%(1+!£\2)’5d§n de'
Rn—1
1
<5 | Ol /!wf (L I dey - [ (14 eP) " dey e

Nun gilt fiir s > %

Javiepde = [arigp+e)
R R
= (L+ ¢ /(1 +y%) " dy (Substitution &= (1+ |g'12)%y> ,
R

=:c(s)

also folgt (da c(s) < oo wegen s > 1)

c(s)

el

oy <52 [ [ 1o )P0+ 6Py dend -
O

Satz 9.7 besagt, dass man durch Restriktion pro Dimension eine halbe (verallgemeinerte)
Differenzierbarkeitsordnung verliert. Durch Restriktion einer Funktion in H*(R") auf den
R"~2 erhilt man also eine Funktion in H*~1(R"~2). Im Kontext von Randwertproblemen
geniigt oft die folgende schwichere Aussage.

Folgerung 9.8 Sei k € N, k > 1. Dann ist der Spuroperator v : H*(R") — H*}(R""1)
wohldefiniert, linear und stetig.
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Beweis: Folgt direkt aus Satz 9.7 und Lemma 9.6, letzteres angewendet mit s = k£ — 1,
t=k— 1. O
2

In der variationellen Formulierung elliptischer Randwertprobleme tauchen oft Randinte-
grale auf. Wir betrachten etwa

—Au=f, inQ, (9.19)
Oyu=g, aufod. (9.20)

Der Variationsansatz mit ¢ € C*(Q2) fiihrt auf

L@f@»Mxnm=ié—¢nmw¢uwmﬁ=13Vu@»v¢uwcn—-89@u@nxwdsw>
(9.21)
=1L<vw¢»V¢m»cm—1éﬂg@mxwd8@» (9.22)

Das Randintegral in (9.22) macht jedenfalls dann Sinn, wenn 9 ein C''-Rand ist und
g, € L*(09) gilt. Wir setzen

LP(09Q) = {v : |v|” integrierbar auf 0Q} (9.23)

uﬂmm=(éywwwwﬂﬂ (9.24)

wobei das Integral als Oberflachenintegral zu verstehen ist. Wie der LP(Q2), Q@ C R™ offen,
ist LP(052) ein Banachraum fiir 1 < p < oo und ein Hilbertraum fiir p = 2. Wir erinnern
an die Konstruktion des Oberflachenintegrals: 02 wird vermittels “Karten” zerlegt und
das Integral {iber jede einzelne Karte zuriickgefiihrt auf ein (Volumen-)Integral im R"~1.
Durch ein analoges Vorgehen lassen sich auch die Sobolevriume W*?(992) und H*(0S)
konstruieren. In einem weiteren Schritt 148t sich der Spursatz iibertragen.

Satz 9.9 Se: 2 C R" offen mit C"™-Rand, sei % < s < m. Dann st der Spuroperator

v H5(Q) — Hs’%(aﬁ) wohldefiniert, linear und stetig. O

Folgerung 9.10 Sei Q) C R™ offen mit C*-Rand. Dann ist der Spuroperator v : HY(Q) —
L2(09Q) wohldefiniert, linear und stetig. O

Fiir die Darstellung dieser Sachverhalte und die Beweise verweisen wir auf Wloka, Partielle
Differentialgleichungen, §4 und §8.

Setzt man den Rand als C* voraus, wird dadurch der Fall ausgeschlossen, dass € ein Poly-
eder ist, also z.B. der Fall, dass 2 ein Wiirfel ist. Dieser Fall 1&8t sich aber mitbehandeln,
wenn man Lipschitz-Karten zulésst (siche ebenfalls das Buch von Wloka).

Wir betrachten nun das Randwertproblem
—Au+pu=f, inQ, (9.25)
Oyu =g, aufd. (9.26)
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Die Randbedingung (9.26) heift Neumann-Randbedingung oder Neumann-Bedingung.
Die Variationsformulierung dieses Randwertproblems lautet geméf der Rechnung in (9.21),
(9.22): Wir suchen u € H'(Q) mit

a(u,v) = F(v), fiir alle v € H'(Q), (9.27)

wobel

a(u,v):/Q<Vu,Vv>+,uuvdx, F(v):/ﬂfvdx—l—/mgvdS. (9.28)

Das letzte Integral in (9.28) ist aufzufassen als

/mg-wwds.

Satz 9.11 Sei Q C R” offen und habe einen C'-Rand, sei f € L*(Q), g € L*(09), es
gelte ;> 0. Dann hat das Randwertproblem (9.25), (9.26) genau eine schwache Ldsung
(im Sinne von (9.27)) u € HY(Q), und es gilt

[ull gy < CUf 2@ + llgllz2o0) (9.29)

mit einer von f und g unabhdngigen Konstante C' > 0.

Beweis: Wegen
a(v,v) > min{L, g}|[o7n q)
ist die nach Lemma 8.3 stetige Bilinearform a auch H'(Q)-elliptisch. Nach Folgerung 9.10
gilt
[E@)] < [[fllz200) IVl r20) + 19l 200y 170 22000 < W F L2 + 1911 z200) [YIDIV] gy »

also ist F' linear und stetig. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Lax-Milgram. O

Im Falle g = 0 nennt man die Randbedingung “0,u = 0 auf 0€2” eine natiirliche Rand-
bedingung. Sie stellt sich sozusagen von alleine ein, wenn wir das quadratische Funktional

J(v) = %a(u,v) - /va dx , (9.30)

mit a(v,v) = [, |Vv|*dz auf H'(2) minimieren. Im Gegensatz dazu wird die Dirichlet-
Bedingung “u = 0 auf 992” durch geeignete Wahl eines Unterraums (némlich H}(Q)) von
H(Q) “erzwungen”, die Dirichlet-Bedingung wird daher auch als eine Zwangsrandbedin-
gung bezeichnet.

Wir beantworten nun die Frage, welche natiirliche Randbedingung entsteht, wenn wir in
(9.30) mit der in Kapitel 8 betrachteten Bilinearform

a(u,v) :/Qia,-j(x)aiu(x)(‘?jv(x) dac+/ﬂc(x)u(x)v(a:) dx (9.31)

t,j=1
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auf H'(Q2) minimieren. Dabei wird A als symmetrisch vorausgesetzt. Sind die beteiligten
Funktionen hinreichend glatt, so gilt

/ a;;0;udjv de = — / 0;(a;j0u) - vdx + / a;;0u - vv;dS (9.32)
Q Q 89
also
ofu.) = [ L)@@+ [ B as). (9.33)
mit
Lu = —div (AT"Vu) + cu (9.34)
wie in (8.3) und
(Bu)(y) = Z ai;(y)(Ou)(y)v;(y), y € 0Q. (9.35)

Wir betrachten nun wieder die Variationsformulierung

a(u,v) = F(v) = /va dx + /8(2 guvdS. (9.36)

Es folgt
/(Lu)(x)v(:c) dr = / f(z)v(z)dx, fir alle v € C;°(Q), (9.37)
Q Q
da fiir solche v die Randintegrale verschwinden, also
Lu=f, inQQ. (9.38)

Setzen wir (9.38) in (9.36) ein, so folgt weiter
/ (Bu)(y)u(y) dS(y) = / 9(y)o(y) dS(y) . (9.30)
o0 o0

fiir alle v € H'(Q), und daraus, da das Bild des Spuroperators v in L*(92) dicht ist (was
wir nicht bewiesen haben),
Bu=g, aufof. (9.40)

Die natiirliche Randbedingung zur Bilinearform a, wenn man (9.30) auf H*(£2) minimieren
will, ist also
Bu=0 (9.41)

mit B aus (9.35).

Die Voraussetzung p > 0 in Satz 9.11 zur Losung von (9.25), (9.26) ist wesentlich. Wir
betrachten nochmals

—Au=f, inQ, (9.42)
dyu=g, aufdf (9.43)

und die zugehorige variationelle Formulierung

/Q f(@)p(r)dz = /Q (Vu(z), Vo(r)) dx — / 9(y)p(y) dS(y) . (9.44)

[2}9]
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Sei u eine Losung von (9.42), (9.43). Sie ist nicht eindeutig, da auch u + ¢ eine Losung ist
fiir jede Konstante ¢ € R. Setzen wir ¢ = 1 in (9.44), so erhalten wir

/Q f(x)da + /a 9 as() =0, (9.45)

das heifit, eine Losung kann nur existieren, wenn die Daten f und g eine zusétzliche
Kompatibilitdtsbedingung (nédmlich (9.45)) erfiillen. Dieser Sachverhalt entspricht der Si-
tuation bei der Losung linearer Gleichungssysteme im Endlichdimensionalen

Az =b, beR", AcRM (9.46)
welche beschrieben wird durch die Dimensionsformel
dim(ker A) = n — dim(im A) = dim(coker A) . (9.47)

Die Verallgemeinerung ins Unendlichdimensionale wird durch die Fredholmsche Theorie
geleistet, deren Hauptergebnis ist die sogenannte Fredholmsche Alternative. Darauf
gehen wir aber hier nicht weiter ein.
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10 Die Wellengleichung

Sei b € R™. Wir suchen Losungen “u = u(z,t)”, v € R", t € R, der Transportgleichung

atU“— <b, VU> = 0,

(10.1)

wobei Vu(x,t) den Gradienten beziiglich = bezeichnet. Wir betrachten die Gerade

s(t)=(z+tht), xze€R", teR,
im R" x R. Ist u eine C''-Losung von (10.1), so gilt

d

qru(s(t) = (Vu(s(1)),b) + dyu(s(t)) = 0,

das heift, u ist konstant entlang der Geraden (10.2). Insbesondere gilt

u(z +tb, t) = u(s(t)) = u(s(0)) = u(z,0),

oder auch
u(z,t) =u(zx —1tb,0), zeR" teR.
Das Anfangswertproblem
O+ (b,Vu) =0, inR" xR,
u=g, aufR" x {0},

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

besitzt also fiir gegebenes g € C(R") genau eine Losung u € C1(R™ x R), nidmlich

u(z,t) = g(x — tb).
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

Ou+ (b,Vu) = f, inR" xR,
u=g, aufR" x {0},

wobei f € C(R™ x R), so ergibt sich entlang der Geraden (10.2)

%u(s(t)) = (Vu(s(t)),b) + dpu(s(t)) = F(s(t),

also
s(0) = uls0) + [ f(s(r))ar
oder ausgeschrieben

u(z + tb, t) = u(zx,0) +/tf(m+7'b,7') dr
0

beziehungsweise

w(,t) = glo — th) + /Otf@; —(t— )b, 7)dr.
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Die Losung ergibt sich also durch Integration entlang der Geraden (10.2).

Wir betrachten nun ein Anfangswertproblem fiir die eindimensionale Wellengleichung.
Gesucht ist eine Funktion u mit Werten u(zx,t) fir x € R, t > 0, mit

Oyt — *0ppu =0, in R x (0,00),
u=g, auf R x {0}, (10.15)
Owu=h, auf R x {0}.

Hier ist ¢ # 0 (0.B.d.A. ¢ > 0) ein gegebener Koeffizient, die Funktionen g,h : R — R
beschreiben die Anfangswerte. Wir wollen eine explizite Formel fiir die Losung herleiten.
Zu diesem Zweck nehmen wir an, u : R x R, — R sei eine Losung von (10.15). Wir setzen

v =0 — cOu. (10.16)
Dann gilt
O + cOyv = 0y (Opu — cOptt) + cOp(Opu — cOpu) = Oyt — *Oppt = 0. (10.17)
Aus (10.5) folgt
v(x,t) =v(r —ct,0). (10.18)
Setzen wir b = —c in (10.14), so erhalten wir

u(z,t) = u(z + ct,0) + /tv(x + (t —7)e,7)dr = u(x + ct,0) + /tv(x + (t — 27)c,0) dr

x+ct
=u(x + ct,0) + 2—/ v(y,0)dy. (10.19)
CJa—ct

Aus den Anfangsbedingungen in (10.15) folgt
u(x +ct,0) =gz +ct), v(y,0)=0u(y,0) — coyu(y,0) = h(y) —cg'(y).  (10.20)

Insgesamt ergibt sich die Formel von d’Alembert

u(z,t) = %(g(x +ct) + g(z —ct)) + 1 /Hd h(y)dy . (10.21)

20 x—ct

Sie stellt eine explizite Losung des Anfangswertproblems (10.15) dar. Wir erkennen, dass
die Losung im Punkt (z,¢) nur von den Anfangsdaten g, h im Intervall [z — ct,xz + ct]
abhéngt (und insbesondere Null ist, wenn die Daten dort Null sind). Umgekehrt beein-
flussen die Daten im Punkt (x,0) die Losung u(x,t) zum Zeitpunkt ¢ # 0 nur fiir z-Werte
im Intervall [z —c|t|, z+c|t|], ihr Effekt breitet sich also nur mit der endlichen Geschwindig-
keit ¢ aus. Diese Eigenschaft der Wellengleichung steht im Kontrast zum entsprechenden
Sachverhalt bei der Diffusionsgleichung, dort hat ein Anfangswert u(z,0) fiir beliebige
t > 0 Einfluss auf die Losung u(x,t) fiir alle z € R.

Satz 10.1 Seien g € C*(R), h € C*Y(R), k > 2. Dann gibt es genau eine Ldsung
u € C*(R x R) der Anfangswertaufgabe (10.15). Sie ist durch die Formel (10.21) gegeben.
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Beweis: Dass (10.21) eine Losung von (10.15) ist, erkennt man durch Einsetzen. Die
Eindeutigkeit folgt aus der Herleitung (10.16) — (10.21). O

Die Losung u hat geméf (10.21) die Form
w(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct). (10.22)

Umgekehrt gilt: Sind F, G € C%(R), und ist v durch (10.22) definiert, so ist u Losung der
eindimensionalen Wellengleichung.

Wir betrachten nun das Anfangsrandwertproblem auf dem rechten oberen Quadranten

Ot — *0peu =0, in (0, 00) x (0, 00),
u=g, auf(0,00)x {0}, (10.23)
O =h, auf (0,00) x {0},
u=0, auf {0} x (0,00),

wobei g, h : [0,00) — R mit g(0) = h(0) = 0 (Kompatibilitéit mit der Randbedingung auf
z =0).

Eine Losung erhélt man aus der Losung des Anfangswertproblems (10.15) auf der oberen
Halbebene, indem man die Anfangsdaten g, h geeignet auf ganz R fortsetzt, ndmlich durch

g(x) = —g(—z), h(x)=—-h(-x), x<0. (10.24)

Die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe (10.15),

1 x+-ct
u(z,t) = §(g(zv +ct)+ gz —ct)) + 2—6/ h(y)dy. (10.25)
x—ct
erfiillt wegen (10.24) die zusétzliche Randbedingung u(0,t) = 0. Fiir 0 < ¢t < x stellt
(10.25) bereits die Losung von (10.23) dar, fiir 0 < = < ¢t fithrt Einsetzen von (10.24) in
(10.25) auf

x+ct

u(x,t) = %(g(az +ct) —g(ct —x)) + % / h(y)dy . (10.26)

—x+ct
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem fiir die n-dimensionale Wellengleichung.
Gesucht ist eine Funktion u mit Werten u(z,t) fir x € R*, ¢ > 0, n > 2, mit

Oy — Au =0, inR" x (0,00),
u=g, aufR" x {0}, (10.27)
Owu=h, auf R" x{0}.

Analog zum eindimensionalen Fall sind ¢ > 0, g,h : R® — R. Der Laplace-Operator
bezieht sich nur auf die x-Koordinaten. Eine explizite Losung lasst sich hier mit der
Methode des sphérischen Mittels konstruieren. Wir gehen aus von einer Losung v des
Anfangswertproblems und leiten fiir deren um = € R” zentrierten Mittelwert, ndmlich

1

Ulz;r,t) = u(é,t)dS(€), reR™, r>0, (10.28)
‘aBT’ OB(x;r)
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eine partielle Differentialgleichung her, die sich ihrerseits auf die eindimensionale Wel-
lengleichung zuriickfithren lésst. Dieses Vorgehen funktioniert fiir ungerade Werte von n.

Ist n gerade, so erhélt man die Losung aus der Losung fiir n + 1 durch eine geeignete
Reduktion.

Wir kiirzen die Oberfliche und das Volumen der Kugeln B(z;r) ab durch
|0B,| = |0B(z;7)|, |B;|=|B(z;7r)], z€R" r>0.

Wir wollen die partiellen Ableitungen nach r des sphérischen Mittels U aus (10.28) be-
rechnen.

Lemma 10.2 Sei v : K(0;1) — R stetig differenzierbar. Dann gilt
n/ v(2) dz—l—/ (Vu(z),z) dz :/ v(¢)dS(C) . (10.29)
B(0;1) B(0;1) 0B(0;1)

Beweis: Wir wenden die erste Greensche Formel

v(2)Aw(z) dz Vou(z), Vw(z)) dz = W(OVD,w(C) dS
/B(O;l) aee) +/B(0;1)< =) =) / (©) (€)dS(<)

aB(0;1)

an mit ]
w(z) = 5\,2]2, Vw(z) =2z, Aw(z)=n.

Es ist namlich fiir ¢ € 9B(0;1)

O
Sei nun u € C3(R™ x [0,00)). Im Beweis von Satz 1.5 haben wir gezeigt: Fiir
() = (€.)s(6)
o(r) = ma u(é,
’aBT| OB (x;r)
gilt
1
/
'(r) = / Au(y,t)dy.
|6B7‘| B(x;r)
Es folgt
U (w7 1) = — Auly, t)dy = - — Au(y.t)d
rU\T5 T, uly, Yy=—- uly, Yy
0B, | B(x;r) n|B,| B(x;r)
r 1
= —— Au(x +r1z,t)dz. 10.30
n|B B(0;1) ( ) ( )
Wir setzen
fly) =Auly,t), yeR", (10.31)
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und erhalten aus (10.30)

1 1 r 1 d
O Uz, t Au x+rztdz—|————/ r+rz)dz
( )= ’Bl| B(0;1) ( ) | By dr 01)f( )
11
= — A t)d - dz . 10.32
VB gy + T [ (S 2)d (103

Wir wenden nun Lemma 10.2 an mit
v(z) = f(z+7r2)

und erhalten
n/ f(:zc—l—rz)dz+/ r(Vf(z+rz),z) dZ:/ flx+7r{)dS(¢). (10.33)
B(0;1) B(0;1) 0B(0;1)

Wir ersetzen das letzte Integral in (10.32) durch den entsprechenden Ausdruck in (10.33)
und erhalten

11
U (zr, 1) = — —— Auly,t) dy — —— A 1) d
O U7, 1) W), u(y,t) dy Bl Lo u(x +rz,t)dz
1
+ Au(x +r(,t)dS(C
O8] Jomany T

1 1 1
= — Au(&,t)dS (€ +<——1>—/ Au(y,t)dy. (10.34
|aBT| OB(x;r) ( ) ( ) n |Br‘ B(z;r) ( ) ( )

Die Formel (10.34) gilt fiir » > 0, ¢ > 0 auch, wenn u nur in C?*(R" x [0, 00)) liegt, wie
man durch Approximation mit glatten Funktionen und Grenziibergang erkennt.

Wir betrachten nun ein Anfangswertproblem fiir die Euler-Poisson-Darboux-Glei-
chung

8ttU—c2< . ";1 . > —0, in (0,00) x (0,00), (10.35)
U=G, auf(0,00) x {0}, (10.36)
OU = H, aut (0,00) x {0}. (10.37)

Hierbei sind

1 1
G(z;r g(&)dS(&), H(xz;r hgdS{, reR" r>0,
die sphérischen Mittel der Anfangswerte aus (10.27). Die unabhéingigen Variablen sind
die Skalare r und ¢, der Vektor x € R" spielt die Rolle eines Parameters. Bei (10.35) —

(10.37) handelt es sich also um eine ganze Schar von Anfangswertproblemen.

Satz 10.3 Sei z € R" beliebig, sei m > 2, seien g,h € C"™(R"™), seiu € C™(R"™ x [0, 00))
eine Losung des Anfangswertproblems (10.27). Dann liegt die durch (10.28) definierte
Funktion U in C™((0,00) x [0,00)) und lost das Anfangswertproblem (10.35)-(10.37). Es
qilt auflerdem fiir alle t > 0

1
1 ) =u(z,t), 1 t lim 9, U (2:7,t) = —Au(z,t). (10.
;{gU(xr ) =u(zx,t), 7%13 LU(z;r,t) =0, 7%13 U(x;r,t) - u(z,t). (10.38)
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Beweis: Da die gemittelten Integrale fiir » — 0 gegen den Wert des Integranden im
Mittelpunkt (z,t) konvergieren, folgt (10.38) aus den entsprechenden Formeln fiir U.
Aus diesen Formeln folgt auch, dass U zweimal stetig differenzierbar ist, falls dasselbe
fiir u gilt. Fiir m > 2 folgen die entsprechenden Aussagen durch Betrachten der héheren
Ableitungen, worauf wir hier verzichten wollen. Wir beweisen nun die Giiltigkeit der Euler-
Poisson-Darboux-Gleichung. Seien r > 0, ¢ > 0 beliebig. Aus (10.30) folgt

r? 1

Au(y,t)dy = ——— Opu(y,t)dy
n’BT’ /B(w;r) ”‘31’ B(z;r)
1

_ ' Duvu(€,1) dS(E)dp,
it / /BB(z;p) u(£. 1) dS(€)dp

Aro.U (zyr t) = ¢

also
CQE (r"ilarU(x; T, t)) = ! 8ttU(€, t) dS(f) = Tn_l / @tu(f, t) dS(f)
dr n’Bl‘ OB(z;r) ‘aBT’ OB(z;r)
= "0, U (w7, t) . (10.39)

Wegen

d

. (1o, U) = r" 10, U + (n — 1)r"20,U (10.40)
folgt (10.35) nun nach Division durch "' aus (10.39) und (10.40). O

Die Euler-Poisson-Darboux-Gleichung kann am einfachsten im Falle n = 3 gelost werden.
Sei u € C%(R? x [0,00)) eine Losung des Anfangswertproblems (10.27), seien g € C?(R3),
h € C?*(R3). Wir betrachten die zugehérigen sphérischen Mittel U, G, H und setzen

- 1
Ul(xz;r,t) =rU(x;rt)=r
|aB7‘| 0B(z;r)

G(z;r) =rG(x;r), H(x;r)=rH(x;r). (10.42)

u(é,t)ds(§), (10.41)

Aus (10.35) folgt

1. - 1 2
S0uU = 104U =7 <8WU + ;&U) =10, U + 20,U = 0,(U +r0,U)
= 0,,U .

Da aus (10.38) folgt

liglf](:v;r,t)zo, reR t>0,

ist also U, fiir jedes feste € R3, eine Losung des Anfangsrandwertproblems auf dem
rechten oberen Quadranten r > 0, ¢ > 0

ouU — ?0,,U =0, in (0,00) x (0, 00),

U=G, auf (0,00) x {0}, (10.43)
o,U =H, auf (0,00) x {0},
U=0, auf {0} x (0,00).



Diese Losung haben wir in (10.26) berechnet, fiir 0 < r < ¢t gilt

Ulz;r,t) = =(G(x;r +ct) — Gz et — 1)) + ! /Hd H(z;y) dy . (10.44)

2C —r+ct

DN | —

Durch Grenziibergang » — 0 erhalten wir nun

y o Ulnt)
u(z,t) = 17%1 Ulx;r,t) = 17}{(1)1 —
L G(z;r+ct) - Grjet —r) 1 [rT
= lim 5 +5— / WtH (75 9) dy]
= 0,G(z;ct) + %}N[(x; ct). (10.45)
Nun ist )
0,G(z;ct) = (G + 10,.G)(x; T)|r:ct : (10.46)
Weiter gilt
0.6 = (5 ©45) =iy, (V(z +70).C) dS(0)
' ’ B dr |aBT| OB (z;r) g N |8Bl| 0B(0;1) g ,
1
- Vg(€), € —z) dS(€). 10.47
ST L, (T96)€ =) a0 (10.47)
Aus (10.45) — (10.47) folgt nun die Formel von Kirchhoff
1
u(z,t) = G(x;ct) + 10B(w:c0)] Jonins (Vg(§),§ —x) dS(§) + tH (w;ct)
1
9(&) + (Vg(§). § — x) + th(£) dS(S) - (10.48)

~0B(z;ct)| Jopaen

Satz 10.4 Seien g € C?*(R3), h € C*(R?), dann ist eine Lisung u € C*(R? x [0,00)) des
Anfangswertproblems (10.27) fiir t > 0 gegeben durch

1

W) = BTl oy 9 F (TOEE =) () dS(E). (10.49)

Beweis: Den lassen wir jetzt weg. O

Satz 10.4 zeigt, dass die Losung v im Punkt (z,¢) nur von den Anfangswerten auf der
Sphére 0B(x; ct) abhéngt. Diesen Sachverhalt bezeichnet man als das starke Huygens-
Prinzip. Satz 10.4 suggeriert ebenfalls, dass die Losung an Regularitit verlieren kann (u
hat dieselbe Regularitdt wie Vg). In der Tat ist das im allgemeinen auch der Fall.

Aus der Losungsformel fiir den Fall n = 3 lésst sich eine Losungsformel fiir den Fall n = 2
gewinnen. Sei u die gesuchte Losung des Anfangswertproblems (10.27) fiir n = 2. Wir
setzen

v(a,xs,t) = u(@',t), o' = (vy,19) € R (10.50)
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Dann ist v Losung eines Anfangswertproblems fiir n = 3,
Opv — Av =0, in R® x (0, 00), (10.51)
v(a!,23,0) = g(2'), Ow(a’,x3,0) = h(z'). (10.52)

Wir verwenden nun die Formel (10.45), welche ebenfalls bereits die Losung als Funktion
der sphérischen Mittel der Anfangswerte ausdriickt, und erhalten

3 1
w(x' t) =v(2,0,t) = 0,G(2,0;ct) + —H(2',0; ct), (10.53)
c

wobei G, H die zu (10.52) gehorenden sphérischen Mittel der Anfangswerte sind, also etwa
~ r r

G(',0;7) = —— ! 0)dS(¢ = — "NdS(¢ .
(.T ) T‘) |E)Br| OB 0ir) ’U(f ’ 537 ) (5 ’ 53) |E)Br| OB 0ir) g(f ) (5 ) 5(3) )
10.54

Das Oberfldchenintegral wird vermittels der beiden Karten

vy s B(a';r) = 0B(2',0;7r), YL(y) = (v, £/ — |y — 2'?), (10.55)

auf die Summe zweier Volumenintegrale iiber die Kugel B(z';7) im R? zuriickgefiihrt,
[ erisea) = [ g, (10.56)
OB(z',0;r) + JB(z'r)

wobei 4 die Gramsche Determinante von ¢4 ist. Entsprechend wird mit H verfahren. Aus
(10.53) ergibt sich daher eine Formel fiir u, welche nur die Daten g und h sowie die explizit
gegebenen Funktionen ¢4 bzw. deren Gramsche Determinanten enthélt. Durch geeignete
Umformungen der dort vorkommenden Differential- und Integralausdriicke (siehe etwa
Evans, Abschnitt 2.4, fiir ¢ = 1) erhalten wir die Formel von Poisson

u(w,t) = ——— tg(y) + t*h(y) +t (Vg(y),y — )
) 3B /BW N T

dy, zeR? t>0,

(10.57)
fiir die Losung des Anfangswertproblems (10.27) fiir n = 2. Im Gegensatz zur Situation
fiir n = 3 hingt die Losung im Punkt (x, ) nunmehr von den Anfangswerten im Vollkreis
B(z;ct) ab, man bezeichnet diese Eigenschaft als das schwache Huygens-Prinzip.

Fiir n > 3 kann man analog vorgehen. Fiir ungerade n fiihrt man geeignete Funktionen
U,G, H ein, welche (10.43) 16sen, fiir gerade n verwendet man den (10.50) entsprechenden
Ansatz.

Wir behandeln nun ein Anfangsrandwertproblem fiir die Wellengleichung auf einem all-
gemeinen Gebiet. Sei () C R" offen und beschrankt. Wir betrachten

Opu(z,t) — AAu(x,t) = f(x,t), z€Q,t€(0,T),
u(z,0) =g(z), z€Q, (10.58)
Owu(x,0) = h(z), z€,
u(z,t) =r(z,t), €0, te(0,T).
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Hier sind f, g, h,r gegebene Funktionen mit den entsprechenden Definitionsbereichen.
Explizite Losungsformeln kann man in einem allgemeinen Gebiet nicht erwarten. Die Exi-
stenzfrage wollen wir jetzt nicht behandeln. Fiir die Eindeutigkeit gibt es ein vergleichs-
weise einfaches Argument. Seien u, @ zwei C?-Losungen von (10.58). Deren Differenz

w=u—1u (10.59)
16st aufgrund der Linearitédt des Problems das homogene Anfangsrandwertproblem

Opw(r,t) — FAw(x,t) =0, x€Q,te(0,T),
w(z,0) =0, z€, (10.60)
Ow(z,0) =0, z€Q,
w(z,t) =0, €I, te(0,T).

Wir definieren eine Funktion F, die wir uns als Gesamtenergie der Differenz w zum Zeit-
punkt ¢ vorstellen kénnen,

1
E(t) = 3 / ow(z,t)* + A |Vw(x, t)*dv, t€10,T). (10.61)
Q

Es gilt dann

E'(t) = / opw - Oyw + & (Vw, O, Vw) dx . (10.62)

Q
Nun ist
/ (Vw, Vw) dr = / (Vw, Vow) dx = —/ Aw - Oyw dx + o,w - Oyw dS
Q Q Q o0
= —/ Aw - Qyw dz ,
Q

da Oyw = 0 auf 09. Einsetzen in (10.62) liefert
B() = / D (D — AAw) dz = 0 (10.63)
Q

also ist £ konstant, und sogar £ =0 da £(0) = 0. Aus (10.61) folgt nun
Ow=0=Vw, inQx(0,7),

also ist w konstant in 2 x (0,7") und wegen der Anfangsbedingung sogar gleich Null.
Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. Diese Methode, bei der wir durch Betrachten eines
geeigneten skalaren zeitabhéngigen Funktionals (welches oft als Energie interpretiert wer-
den kann) zu Aussagen iiber die Losung einer partiellen Differentialgleichung kommen,
bezeichnet man als Energiemethode. Wir kénnen die Energiemethode auch dazu ver-
wenden, den Abhéngigkeitsbereich der Losung der Wellengleichung zu charakterisieren.
Sei u eine Losung der Wellengleichung

Opu — Au =0, inR" x (0,00), (10.64)

wobei wir in keiner Weise Anfangs- oder Randbedingungen festlegen. Sei (zo, %) ein fest
gewdhlter Punkt mit xy € R", {5 > 0. Wir betrachten den Kegel

K={(x,t):0<t<ty, |r—mx| <clto —1)}. (10.65)

Man kann sich K als Kegel im R™ x R mit der Basis B(xo, ctg) im R" (auf dem Niveau
t = 0) und der Spitze (xg,to) (in Hohe ¢y iiber der Basis) vorstellen.
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Satz 10.5 Sei u eine Lisung von (10.64) in C*(R™ x [0,00)), es gelte

u(z,0) = dwu(z,0) =0, fir alle x € B(xo, cty). (10.66)
Dann ist u = 0 in K, insbesondere ist u(xg,tg) = 0.
Beweis: Wir definieren
/ Dl 1) + | Vu(w, D) dz (10.67)

B(zo;c(to—t))
und setzen im Folgenden
B(t) = B(xg; c(to — 1)) .

Wir erinnern an die Formel

d d [etto—t)
dt dr = — dS(&)dr = — dS
dt B(t)v(x) =5/ /aB(wo;T)’U(f) (&) dr c/aB(t)v(g) (€)

und erhalten

E'(t) = / o - Oyu + ¢ (Vu, Vou) dv — ¢ / (Opu)? + 2| Vu|*dS
B(t) 2 JaBw

= / Opu(Opu — A Au) dx + / Ao - O,udS — ¢ / (Opu)? + *|Vul|* dS
B(t) 0B(t) 2

dB(t)

1 1
= c/ O - cOyu — = (0pu)? — =c*|Vul* dS .
OB(1) 2 2
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
1 2 1o 2
Ou - cOyu < |0y - [eVu| < 5((‘3tu) + 3¢ |Vul|,

also gilt
E(t)>0, FE'(t)<0=E(0), firallete (0,7),

und hieraus folgt E(t) = 0 fiir alle t und damit wie beim Eindeutigkeitsbeweis oben
u=0 auf K.
(]

Satz 10.5 zeigt, dass zwei Losungen der Wellengleichung auf K {ibereinstimmen, falls sie
in B(xo; cty) dieselben Anfangswerte haben. Die Anfangswerte aulerhalb von B(x; cto)
spielen daher fiir die Losung in K keine Rolle. Diese Aussage erhalten wir natiirlich
auch aus der expliziten Losungsformel. Die Energiemethode ist aber nicht nur einfacher,
sondern auch allgemeiner, sie ldsst sich auch in Situationen anwenden, fiir die es keine
expliziten Losungsformeln gibt.
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11 Charakteristiken

Mit der Methode der Charakteristiken gelingt es, die Losung einer partiellen Differen-
tialgleichung auf die Losung eines Systems gewohnlicher Differentialgleichungen zuriick-
zufiihren.

Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
F(Vu,u,z) =0. (11.1)
Hierbei ist F': R" x R x Q2 — R, 2 C R” offen, und wir suchen Losungen u : {2 — R mit
F(Vu(z),u(z),z) =0, fiir alle z € Q. (11.2)
Wir geben Anfangsbedingungen auf einer Menge I' C 2 vor,
u(r) =g(x), ¢g:T —=R. (11.3)
Einige Beispiele: Die Eikonalgleichung
|Vu| =1 (11.4)

spielt eine Rolle in der geometrischen Optik. Bereits betrachtet haben wir die Transport-

gleichung
Ou+ (b,Vu) =0, beR". (11.5)

Sie ist ein Spezialfall von (11.1) im R"™! man muss allerdings darauf achten, dass die
Variable z in (11.1) und (11.5) in verschiedener Bedeutung verwendet wird. In (11.5)
sucht man Losungen “u = u(x,t)” mit x € R", ¢t € R, wihrend in der Interpretation
(11.1) von (11.5) das Paar (z,t) zu z € R""! zusammengefasst wird. Dasselbe gilt fiir die
Hamilton-Jacobi-Gleichung

Ou+H(Vu)=0, H:R"—R, (11.6)
und fiir die Erhaltungsgleichung (siehe Kapitel 5)
Ou+div(f(u)) =0, f:R"—>R". (11.7)

Zur Losung von (11.1) suchen wir Kurven, so dass wir die Losungen der partiellen Dif-
ferentialgleichung als Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen “entlang der
Kurven” erhalten.

Sei u eine C?-Lésung von (11.2). Wir betrachten eine C'-Kurve £ : I — €, I C R Intervall,
und setzen

2(s) = u(&(s)), p(s)=Vu(&(s)), sel. (11.8)
Aus der Kettenregel folgt
pi(s) = %@U(f(é’)) = ZajaiU(f(S))S}(S) : (11.9)
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Differenzieren von (11.2) liefert (wobei wir “F' = F'(p,u,x)” meinen)

diiF(Vu(x), u(z),x) = Z Op, F(Vu(x),u(x), 2)0;0;u(x) + 0,F (Vu(x), u(x), z)0u(z)

—l—iaziF(Vu(a:), u(x),z) =0. (11.10)
Wir setzen x = £(s) und wihlen die Kurve ¢ so, dass
f}(s) = 0p, F(Vu(£(s)),u(§(s)),£(s)) = Op, F(p(s), 2(s),£(5)) - (11.11)

Wir setzen (11.11) in (11.9) ein, dann kénnen wir wiederum (11.9) in (11.10) einsetzen
und erhalten

pi(s) = =0uF (Vu(§(s)), u(&(s)), §(5))Oiu((s)) — Ou, F(VulE(s)), u(§(s)),£(s)) . (11.12)

Differenzieren von z(s) = u({(s)) liefert wegen (11.11)
Z(s) = Z 0;u(€(9))Ej(s) =Y pi(5)dp, F(p(s), 2(s),£(s)) . (11.13)

Wir erhalten insgesamt

P'(s) = =0uF(p(s), 2(s),£(s))p(s) — Vo F(p(s), 2(5), £(5))
) ,p(s)) (11.14)

das heifit, die Funktion (p, z,€) : I — R?"™! 1ést das System gewdhnlicher Differential-
gleichungen

p/ = —8uF(p,z,§)p - V$F(p72a§)
2 — (Y, F (5,2 €),) (11.15)
§=V,l(p,28).

Die Funktion (p, z,&) heifit eine Charakteristik (oder charakteristische Kurve) der
partiellen Differentialgleichung (11.1). Oft wird auch deren Projektion & : I — Q als
Charakteristik bezeichnet.

Wir behandeln einige Spezialfille und Beispiele. Zunéchst betrachten wir die lineare
partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(b(x), Vu(z)) + c(x)u(r) = d(zx), (11.16)
wobei b: 2 — R", ¢,d : 0 — R gegebene Funktionen sind. Hier ist
F(p,u,3) = (b(x), p) + c(z)u — d(z), (11.17)

also
V,F(p,u,x) =b(x), O0,F(p,u,z)=c(z). (11.18)
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Die Differentialgleichungen fiir £ und z nehmen die Form an

£'(s) = b(&(s)) (11.19)
2'(s) = (b(§(s)), p(s)) = —c(&(s))2(s) + d(£(s)) , (11.20)

wobei in (11.20) die Giiltigkeit von (11.16) verwendet wurde. Das System (11.15) verein-
facht sich also erheblich: Die Gleichung fiir £ kann unabhéngig von z und p gelost werden.
Gelingt das, so kann die Gleichung (11.20) fiir z (und damit fiir «) unabhéngig von p
gelost werden. Ein Beispiel: Auf

Q = (0,00) x (0,00) C R?, (11.21)
betrachten wir die Differentialgleichung
110U — 22010 = 0, (11.22)
mit der Anfangsbedingung auf I' = (0, 00) x {0}
u(r,0) =g(r), r>0. (11.23)
Hier ist b(x) = (—x9, 1), also
=&, &H=464, (11.24)

die auf ) projizierten charakteristischen Kurven sind also Viertelkreise,

&(s) =r(coss,sins), r>0,s¢e]0, g]

Wegen ¢ = d = 0 folgt 2’ = 0, das heifit, s — u(£(s)) ist konstant, die Losung ist konstant
entlang der charakteristischen Kurven. Ist also (z1,x2) € Q, so ist

uw(zy, o) = g(r), wobeir = /2% + 23. (11.26)

Die semilineare Differentialgleichung

(11.25)

(b(x), Vu(x)) + c(z,u(x)) =0, (11.27)
fithrt auf

§'(s) =b(&(s)) (11.28)
2(s) = (b(&(5)), p(s)) = —c(&(s), 2(5)) , (11.29)

wieder kann die Gleichung fiir ¢ fiir sich gelost werden, aber die Gleichung fiir z ist keine
lineare Differentialgleichung mehr. Die quasilineare Differentialgleichung

(b(x,u(x)), Vu(z)) + c(z,u(x)) =0, (11.30)

fithrt auf
§'(s) =b(&(s), 2(s)) , (11.31)
2(s) = (b(&(s), 2(5)), p(s)) = —c(&(s), 2(s)) - (11.32)



Hier konnen nun die &-Kurven in €2 nicht mehr unabhéngig von der Losung berechnet
werden. Das hat unter anderem zur Folge, dass die {-Kurven sich schneiden kénnen (was
in (11.28) nicht auftreten kann, wenn b hinreichend glatt, beispielsweise lipschitzstetig
ist), was wiederum zur Folge hat, dass die Losung Unstetigkeiten entwickeln kann. Wir
betrachten als Beispiel die Gleichung (mit (z,t) statt (z1,x2))

U2

):0, zeR,t>0, (11.33)

und der Anfangsbedingung auf I' = R x {0}

1, z <0,
wz,0) =g(z)=<1—z, 0<z<1, (11.34)
0, x>1
Wir schreiben (11.33) um zu
u0yu + Oyu = 0, (11.35)

womit wir die Form (11.30) hergestellt haben mit
b(xz,t,u) = (u,1), ¢=0. (11.36)
Die charakteristischen Gleichungen (11.31), (11.32) werden zu

&=z, &=1, 2Z=0. (11.37)

u(é(s)) = z(s) = 2(0) = g(x) , (11.38)

also ¢ = g(x) und damit

&(s) =z +sg(x), &(s)=s. (11.39)
Fiir 0 < s < 1 erhalten wir eine Losung, fiir die gilt

E(s) =(x,s),u(l(s)) =0, fallsx>1, (11.40)
E(s) = (x+s,8), u(&(s)) =1, fallsz <0. (11.41)

Diese Losung kann fiir s = 1 nicht stetig fortgesetzt werden, da u(1,1) = 0 nach (11.40),
aber andererseits u(1,1) = 1 nach (11.41) gelten miisste. In der Tat schneiden sich im
Punkt (1,1) alle diejenigen &-Kurven, fir die 0 < &(0) < 1, &(0) = 0 gilt. Die Losun-
gen bilden sogenannte Schocks aus. Ein solches Verhalten ist typisch fiir nichtlineare
Erhaltungsgleichungen etwa der Gasdynamik, die man als Spezialfille der in Kapitel 5
behandelten allgemeinen Erhaltungsgleichungen erhélt, und kann durch lineare Gleichun-
gen nicht beschrieben werden. Um Schocks zu behandeln, benétigt man wieder einen
geeigneten schwachen Losungsbegriff, den wir aber jetzt nicht behandeln.

In den bisher betrachteten Beispielen (Spezialfille des quasilinearen Falls) war es nicht
erforderlich, die Differentialgleichung fiir p aufzustellen und zu losen, da wir die Losung
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u bereits aus dem reduzierten System (11.31), (11.32) erhalten konnen. Das trifft fur
den allgemeinen Fall F'(Vu,u,x) = 0 nicht zu. Wir betrachten als weiteres Beispiel das
Anfangswertproblem im R?

Ou-dhu=u, inQ=(0,00) xR, (11.42)
u(0,29) = x5, 3 €R. (11.43)
Hier ist
F(p,u,x) =pips —u, V,F = (?) , O F=-1, V,F=0, (11.44)
1

die charakteristischen Gleichungen (11.15) werden also zu

r_ I r [ D2
p=p, Z=2pps, &= <p1> : (11.45)

Wir bestimmen nun die Anfangswerte fiir (11.45). Die {-Kurven beginnen auf I' = {0} xR,

& = (ig;) = (2) , (11.46)

wobei wir xgy = a setzen. Der zugehorige Anfangswert fiir z ergibt sich aus (11.43) zu
2 = u(&) = a. (11.47)

Die zugehorigen Anfangswerte fiir p miissen wir aus (11.42) und (11.43) berechnen. Es
soll gelten

po = Vu(§) = (g;jgg%) g (11.48)
aus (11.43) folgt im Punkt & = (0, a)
Ohu(&) = Au(0,a) = 2a, (11.49)
aus (11.42) folgt weiter
ou(é) a

Insgesamt ergibt sich das Anfangswertproblem fiir die charakteristischen Differentialglei-
chungen im R

a
p/1:p17 pl(o):§7
p/2:p27 pZ(O) :2CL,
2 = 2pipa, 2(0) = a?, (11.51)
51:p27 51(0):07
& =p1, 2(0) =a.
Dieses hat die explizite Losung
pi(s) = ges, p2(s) = 2ae®,  z(s) = a*e*, (11.52)
a
&1(s) =2a(e®* = 1), &(s) = 5(63 +1). (11.53)
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Fiir die Losung von (11.42), (11.43) gilt also
u(€1(s), &a(s)) = 2(s) = a’e™,
und mit (z1,x2) = (&1(s),&2(s)) erhalten wir

(.1'1 + 4.732)2

11.54
T (11.54)

u(zy, w2) =

Eine solche explizite Losung ist natiirlich in der Regel nicht moéglich. Es stellt sich aber die
Frage, unter welchen Voraussetzungen an F' diese Zuriickfiihrung auf ein System gewchnli-
cher Differentialgleichungen moglich ist, da sich dann ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir eine klassische Losung von (11.1) aus entsprechenden Sétzen fiir Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen (etwa dem Satz von Picard-Lindelof) ergibt. Das Beispiel (11.33)
zeigt, dass man selbst bei beliebig glatter Funktion F' nicht erwarten kann, dass es globale
C'-Losungen gibt. Wir suchen daher nach lokalen Losungen von

F(Vu,u,z) =0, (11.55)

das heifit, nach Losungen, die definiert sind in einer Umgebung eines Punktes &, € I', und
die auf I' die Anfangsbedingung

u=g, ¢g:T'=>R, (11.56)

gegeben ist. Dazu muss dreierlei geleistet werden:

e Konstruktion der Anfangsbedingungen fiir p und z in einer Umgebung von &, relativ
zu I,

e Beweis, dass die sich aus den charakteristischen Gleichungen ergebenden £-Kurven
eine Umgebung von &, relativ zu €2 bijektiv iiberdecken,

e Beweis, dass die sich aus den charakteristischen Gleichungen ergebende Funktion z
vermittels u(£(s)) = z(s) eine Losung von (11.55) liefert.

Wir beschranken uns auf den Fall
rc{z:zeRk", z, =0}, (11.57)

Wir nehmen an, dass I' offen ist relativ zum R !. Sei & € I'. Da fiir die zugehorige
Charakteristik gelten soll, dass £(0) = &, 2(0) = u(£(0)), setzen wir

20 = 9(&). (11.58)
Weiter soll gelten p;(0) = 9;u(£(0)), also setzen wir
poi = 9;9(&), 1<i<n-—1. (11.59)
Die letzte Komponente py, wird festgelegt durch die Gleichung
F(po, 20,&0) =0, (11.60)
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wobei die Werte aus (11.58) und (11.59) bereits eingesetzt sind. Zu n € I',  in der Néhe
von &, wollen wir die Anfangsbedingungen konstruieren vermittels einer Funktion ¢ mit
Werten im R”, so dass die n Gleichungen

a(n) =09(n), 1<i<n-—1, (11.61)
F(q(n),g(n),n) =0, (11.62)

gelten.

Lemma 11.1 Sei F' eine C*-Funktion, sei & € T, seien 29 € R, py € R"™ so dass (11.58)
— (11.60) gelten. Es gelte

Oy, F'(Po, 20, &0) # 0. (11.63)

Dann gibt es eine Umgebung V relativ zu T von & und eine C*-Funktion q : V — R"™ mit
q(&0) = po, so dass (11.61) und (11.62) gelten.

Beweis: Die Gleichungen (11.61) und (11.62) sind dquivalent zu

G(q(n),n) =0, (11.64)
wobel G : R" x R™ — R" definiert ist durch

Gi(p,n) =pi—0ig(n), 1<i<n-—1,
Gn(p,n) = F(p,g(n).n) .

Es ist Gy (po, &) = F'(po, 20,0) = 0, also G(po, &) = 0 und

0,G(po, &) = In e (11.65)

8plF e 8pn—l‘Fw apnF

wobei I,,_; die Einheitsmatrix im R"~! bezeichnet. Wegen (11.63) ist 9,G/(po, &) € R™™
invertierbar. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz iiber implizite Funktionen. O

Die Bedingung (11.63) bedeutet, dass der Vektor V,F(po, 20, &) nicht tangential zu I'
ist, oder dass

(Vo FE(po, 20,%0), (%)) # 0, (11.66)

wobel v(&) die Normale an I' in & ist. GemaB (11.15) ist V,F(po, 20,&) gerade der
Tangentenvektor an die {-Kurve in £(0) = &y. Die Formulierung (11.66) stellt die richtige
Verallgemeinerung von (11.63) auf “beliebige” Mengen I' dar. Ist (11.66) erfiillt, so sagt
man, dass (11.56) in &, eine nichtcharakteristische Anfangsbedingung fiir (11.55)
ist.

Damit sind die Anfangsbedingungen der charakteristischen Gleichung in der Néhe von &
konstruiert. Wir betrachten nun das zugehorige Anfangswertproblem

p=—=0.F(p,2,§)p—V.F(p,2,§), p0)=qn),
2 =(V,F(p,2,€),p) , 2(0) = g(n), (11.67)
5/: VPF(p727£)7 £<O> 7]
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Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen hat
(11.67) fiir jedes feste n € V eine lokale Losung, wir bezeichnen ihre Werte mit

p(sin), z(sin), E(s5m). (11.68)

Aus einem weiteren Satz der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen folgt: Ist F
eine C3-Funktion und sind g, q C*-Funktionen, so gibt es ein Intervall I C R mit 0 € I
und eine Umgebung von &, relativ zu I', die wir ebenfalls mit V' bezeichnen, so dass gilt

peC*IxV;R"), ze€C*IxV:R), £€€C*(IxV;Q). (11.69)

Die Funktion & : I x V' — ) beschreibt die mit Anfangswerten in I' parametrisierte Schar
der ¢&-Kurven. Wir wollen zeigen, dass sie in der Néhe von §, lokal bijektiv ist. Fiirn € V
gilt

§(0;m) =mn;,,1<j<n-1,
571(0777) — O,
05£(0;&0) = V,F (pos 20, &) -

Die Funktionalmatrix D&(0; &) hat die Form

Op F'
: I,
DE(0;&0) = n-l : 11.70
£(0; &) 3y, F ( )
Op, F' 0 0
Sie ist also invertierbar, falls
Oy, (Do 20,&0) # 0 (11.71)

gilt, diese Bedingung hatten wir bereits in Lemma 11.1 benotigt. Aus dem Satz iiber
inverse Funktionen folgt nun: Gilt (11.71), so ist (gegebenenfalls nach Verkleinern von

und V)
EIxXV W, Wi=eIxV), (11.72)

bijektiv, W ist offene Teilmenge von R", und
EleC*(W;IxV), (11.73)

Damit haben wir eine Umgebung W von &, bijektiv mit £-Kurven iiberdeckt. Da aufgrund
der Konstruktion die Werte von z und p gerade den Werten von v und Vu entlang der
¢-Kurven entsprechen sollen, setzen wir

u(@) =26 (@), v(@)=pE (@), zeW. (11.74)

Es gilt dann u € C?*(W;R). Eine lingere Rechnung (sieche Evans, Abschnitt 3.2.4) zeigt,
dass fiir alle x € W gilt

Vu(z) =v(z), F(z),u(x),z)=0. (11.75)

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Satz.
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Satz 11.2 (Losbarkeit bei nichtcharakteristischen Anfangswerten)
Sei F' eine C3-Funktion, sei & € T, sei pg € R™ mit F(po, g(&), &) = 0, es gelte

Oy, (0, 9(&0), &0) # 0. (11.76)
Dann gibt es genau eine lokale Lisung von (11.55) — (11.57) mit Vu(&o) = po-

Beweis: Den Existenzbeweis haben wir in den zu (11.75) fithrenden Uberlegungen dar-
gestellt. Zwei verschiedene Losungen mit Vu(&y) = po liefern geméifl

z(s;m) = u(§(s;n))

wegen der lokalen Bijektivitéit von £ auch zwei verschiedene Losungen des gleichen charak-
teristischen Anfangswertproblems, was aber nicht moglich ist, da letzteres eine eindeutige
Losung hat. O

Der Fall einer Anfangsbedingung u = g auf einer Menge I" in allgemeiner Lage wird ver-
mittels einer lokalen Koordinatentransformation auf (11.57) zuriickgefiihrt. Wie erwéhnt,
wird die Bedingung (11.76) in Satz 11.2 dann ersetzt durch

(Vo F(po,9(&0), &), v(&)) #0, v Normale an I (11.77)

Die Methode der Charakteristiken kann auch auf Systeme partieller Differentialgleichun-
gen erster Ordnung iibertragen werden. Partielle Differentialgleichungen hoherer Ordnung
kénnen auf ein System erster Ordnung zuriickgefiihrt werden. Wir betrachten als Beispiel
die eindimensionale Wellengleichung

Opw — 0w =0 . (11.78)
Wir definieren die Funktionen
U = Ow, Uy = O,w. (11.79)

Fassen wir u; (z,t) und us(x, t) als Komponenten eines Vektors u(x,t) € R? auf, so kénnen
wir (11.78) umschreiben zu

0 —c
ou+Bou=0, B=(_ ). (11.80)

Bei der Herleitung der Formel von d’Alembert (10.21) fiir die Losung des Anfangswert-
problems fiir (11.78) haben wir ausgeniitzt, dass u; und wus die Gleichungen

Oy(uy — cug) + cOp(up — cug) =0, (11.81)
Oy (uyg + cug) — Oy (uyg + cug) =0, (11.82)

16sen, welche wir als gewohnliche Differentialgleichungen entlang der Geraden x + ¢t =
const auffassen konnen. Wir betrachten nun allgemein ein semilineares System von N

solchen Gleichungen,
O+ B(x,t)0,u = C(x, t)u + f(x,t), (11.83)

wobei

B(z,t),C(z,t) € RMN £z 1) e RV, (11.84)
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Wir suchen nach Losungen u : R x R — RY. Als wesentliche Strukturvoraussetzung
verlangen wir:
B(z,t) ist reell diagonalisierbar fiir alle z,t € R. (11.85)

Diese Bedingung ist nicht erfiillt beispielsweise bei der Laplace-Gleichung im R?, die
Gleichung

fithrt vermittels (11.79) auf

O+ B =0, B— (_01 é) . (11.87)

Die Matrix B ist zwar diagonalisierbar, aber ihre Eigenwerte sind +¢. Wir betrachten
zuerst den Fall, dass B bereits eine Diagonalmatrix ist,

B(z,t) = diag (M (z,t), ..., An(z,1)). (11.88)

Das Gleichungssystem (11.83) wird zu
N

Ou; + Aj(x,t)0yu; = chk(:v,t)uk + fi(z,t), 1<j<N, (11.89)
k=1

die einzelnen Gleichungen sind nur iiber die Summe auf der rechten Seite gekoppelt, nicht
mehr {iber die linke Seite. Ist &; : [0,00) — R eine Losung von

& = Ai(&1), (11.90)
so gilt
%Uj(fj (t), 1) = O (§(E), 1) + X;(&;(t), 1) Onu; (&5(2), 1) - (11.91)
Wir wollen nun das Anfangswertproblem
Ou+ B(x,t)0,u = C(x, t)u+ f(x,t), (11.92)
u(z,0) = g(z), (11.93)

16sen, wobei g : R — RY gegeben ist. Fiir gegebene z,t € R bezeichnen wir mit
(53, 1) (11.94)

den Wert der Losung des Anfangswertproblems

&=N(&7), &)=z, (11.95)
zum Zeitpunkt s. Aus (11.91) und (11.89) folgt nun

|
uj(z,t) = u;(§(0; 2,1), 0) +/ e uwi(&i(s),8) ds
0

N

= 9;(&(0;2,1)) +/0 (Z e +fj> (&(s;2,t),8)ds, 1<j<N. (11.96)

k=1
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Mit (11.96) ist es gelungen, die Losung des Anfangswertproblems (11.92), (11.93) fur
den Diagonalfall (11.88) auf die Losung eines Systems von Integralgleichungen zuriick-
zufithren, die nur eindimensionale Integrale involvieren. Falls die Matrix B konstant ist,
sind die £&-Kurven Geraden, deren Steigungen durch die ); festgelegt werden. Unabhéingig
davon, ob sich (11.95), (11.96) explizit 16sen lassen oder nicht, vermitteln beide Gleichun-
gen Information iiber das Abhéngigkeitsgebiet des Losungswerts u(x,t) im Punkt (x,t).
AuBerdem 148t sich nun (unter geeigneten Voraussetzungen an die \;, ¢, und f) ein
Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen. Werden némlich die Funktionen §; als eindeu-
tige Losungen der Anfangswertprobleme (11.95) als bekannt vorausgesetzt, so konnen wir
mit dem Banachschen Fixpunktsatz eine eindeutige Losung von (11.96) erhalten.

Ist die Matrix B geméf (11.85) reell diagonalisierbar, so konnen wir das Anfangswertpro-
blem (11.92), (11.93) durch Transformation der abhéngigen Variablen u auf den Diago-
nalfall zuriickfiihren. Seien e;, A; die Eigenvektoren und Eigenwerte von B,

B(z,t)e;(z,t) = N\j(z,t)ej(x,t), 1<j<N. (11.97)

Wir setzen
v(z,t) = Bz, t) u(x,t), (11.98)

wobei E(z,t) € R™N) aus den Spalten e;(x,t) gebildet wird. Die Funktion v 16st nun das
Anfangswertproblem

o + Az, t)0,v = Clx, t)v + f(x,1), (11.99)
v(x,0) = g(x), (11.100)

wobei A = diag (A1, ..., Ay) und C, f, § sich durch Einsetzen von v = Fv in (11.92) und
Ausdifferenzieren der Produkte wie folgt ergibt. Einsetzen von u = Ev in (11.92) liefert

Oy(Ev) + BO,(Ev) =CEv+ f, (11.101)

also
Edw+ BEO,v = (CE — O,FE — BO,E)v+ f.

Linksmultiplikation mit £~ fithrt auf
ow+ E'BEQ,v=EYCE - 0,E — BO,E)v+E'f, (11.102)

und damit haben wir die Form (11.99) erhalten, da die Gleichungen (11.97) in Matrix-
schreibweise die Form
BE =FA, E'BE=A\,

haben.

Nachtrag. Differenzieren der Losung eines Systems gewohnlicher Differential-
gleichungen nach den Anfangswerten. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y=f(sy), [:RxR"—R", (11.103)
y(0)=g(m), g¢:R"—=R". (11.104)

Wir nehmen an, dass f und g stetig differenzierbar sind. Wir bezeichnen mit

y(s;n) (11.105)
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den Wert der Losung von (11.103), (11.104) zum Zeitpunkt s € R. Wir stellen die Fragen:
Existiert 0,y(s;n) 7 Wie lésst sich 0,y(s;n) berechnen ? Wir schreiben das Anfangswert-
problem um in die Integralgleichung

y(s; / flo,y(o;n)) (11.106)
Falls 0,y(s;n) existiert, konnen wir (11.106) nach 7 differenzieren und erhalten
Oyu(sin) = D(n) + [ 01 ylon)oy(on) do. (11.107)
0
Setzen wir
Z(s3) = Opy(s;m) € RO, (11.108)
so ist Z(s;n) Losung des Anfangswertproblems
—0,/(s,y(s:m) 7, Z(0) = Dgn). (11109

Hierbei handelt es sich um ein lineares System von gewdhnlichen Differentialgleichungen
im R(™)_ Ein Beispiel fiir n = m = 1:

y =siny, y(0)=n". (11.110)
Die Funktion Z = 0,y ergibt sich geméafl (11.109) als Losung von
Z"'=cos(y(s;n))Z, Z(0)=2n. (11.111)

Der Beweis, dass 0,y existiert und (11.109) 16st, wird mit dem Banachschen Fixpunktsatz
gefithrt. Man nimmt zunéchst an, dass f und ¢ global lipschitzstetig sind, und dass n
in einer kompakten Teilmenge K C R™ variiert. Im ersten Schritt definiert man eine
Fixpunktiteration

(Yr+1: Ziw1) = T (Yrs Zi) (11.112)
fiir die Abbildung
T:X =X, X=CIxK;R")xC(I x K;R™™)), (11.113)
I kompaktes Intervall im R mit 0 € int (1), T = (T3, T5),
T30, 2)(s0) = 9(0) + [ fleptosn) do (11.114)
Ty(y, Z)(s;m) = Dg(n) + / Ay f(o.yloin))Z(osn) do . (11.115)
0
Im zweiten Schritt zeigt man per Induktion, dass fiir alle k € N
Oyyi(s;m) existiert, Zy(s;n) = Opyr(s;n) . (11.116)

Im dritten Schritt zeigt man analog zum Beweis des Satzes von Picard-Lindelof, dass T ei-
ne Kontraktion auf X ist. Dabei verwendet man entweder die Supremumsnorm und wahlt
I hinreichend klein, oder man verwendet eine geeignete gewichtete, zur Supremumsnorm
aquivalente Norm. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun, dass

Yk — Ys, Zp— Ly, gleichméiBig auf [ x K, (11.117)

wobel (yx, Z.) der eindeutige Fixpunkt von 7' ist. Aus der gleichméifiigen Konvergenz
von O,y = Zj folgt nun, dass 0,y. existiert und gleich Z, ist. Grenziibergang in den
Integralgleichungen ergibt, dass y, Losung des Anfangswertproblems (11.103), (11.104)
und Z, Losung des Anfangswertproblems (11.109) ist.
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