Nonlinear Problems
(Partielle Differentialgleichungen 2) *
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1 Das Hindernisproblem

Sei V' ein Hilbertraum, a : V x V' — R eine stetige Bilinearform, /' € V* und K eine
konvexe abgeschlossene Teilmenge von V. Wir betrachten die Variationsungleichung
a(u,v —u) > (F,o—u) , firalleve K, (1.1)
ue K.

Wir schreiben (F,v) fiir die Anwendung von F auf v. In Teil 1, Satz 6.7, haben wir
gesehen, dass (1.1), (1.2) eine eindeutige Losung u hat mit

1
lully, < EIIF| Ve (1.3)

falls a V-elliptisch ist,
a(v,v) > cillv||3, fiir allev € V. (1.4)

Wir haben aulerdem gesehen, dass diese Losung u € K das eindeutig bestimmte Minimum
von

J(v) = %a(v,v) —(F.v) (1.5)

auf K liefert, falls die Bilinearform a symmetrisch ist.

In Teil 1 wurde der Fall K =V untersucht, welcher auf die Variationsgleichung
a(u,v) = (F,v) , firalleveV, (1.6)
fithrt. Wir betrachten als Modellproblem
a(u, v) = /Q (Vu(z), Vo(z)) de, V= HY(Q), (1.7)
welches im Falle K =V und
(F,v) = /Qf(:p)v(:p) dr, feL*Q)), (1.8)
dem Randwertproblem —Awu = f in ), u = 0 auf 0f) entspricht.
Definition 1.1 Fiir V = H}(Q) bezeichnen wir V* mit H=(Q). O

Im Hindernisproblem setzen wir
K={v:iveV, v>qy}. (1.9)
Hier ist ¢ : 2 — R eine gegebene Funktion.

Voraussetzung 1.2 Seiy € C(Q) N HY(Q), es gelte v < 0 auf 9. O



Durch
(Au,v) = a(u,v), wu,v € Hy(Q), (1.10)

wird ein linearer stetiger Operator
A HYQ) — H Q) (1.11)
definiert. Fassen wir u € H}(Q) und Au € H~*(Q) als Distributionen auf, so gilt
Au = —Au,

wenn wir die Ableitung als distributionelle Ableitung verstehen. Wir fassen zusammen:

Satz 1.3 (Eindeutige Losbarkeit)
Mit V = H}(Q) hat das Hindernisproblem

a(u,v —u) > (F,o—u) , firaleveK, (1.12)
veK, K={v:veV, v>1y}, (1.13)
fiir jedes F € H1(Q) eine eindeutige Lisung u € V. O

Im Folgenden setzen wir immer V' = H} (), wenn nichts anderes gesagt ist.

Satz 1.4 (Komplementaritét)
Seiu €V, es gelte Voraussetzung 1.2. Es gelte Au € L*(Q) und

(F,v) :/Qf(x)v(x) dr, feL*Q).

Dann ist u genau dann eine Losung des Hindernisproblems (1.12), (1.13), wenn gilt

w>p, Auzf, (Au—f)u—v)=0. (1.14)

Die Bedingungen (1.14) heifen Komplementaritatsbedingungen. Sie besagen insbesonde-
re, dass Au(x) = —Au(z) = f(z) gilt in Punkten = mit u(xz) > ¥ (z), also auflerhalb der
Koinzidenzmenge {u = 1}.

Beweis: “=": Sei u Losung des Hindernisproblems. Da v + w € K gilt fiir alle w > 0,
gilt
(Au,w) > (F,w) , fiir alle w >0,

also

/(Au — f)(z)w(z)dx >0, fir alle w > 0,
Q
und daher Au > f in L?(Q2). Sei U C Q messbar, es gelte dist (U, ) > 0. Wir definieren

X° = XU * e

mit der Standardglattungsfunktion 7., und wihlen eine Folge €,, — 0, so dass fiir x,, = x**
gilt
Xn — Xv, sowohlin L*(Q) als auch punktweise f.ii.
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Es gilt 0 < x,, < 1. Setzen wir
Up = (1_Xn)u+Xn¢:u+Xn'(¢_u)7

dann gilt v, € K fiir hinreichend grofles n, also

0 < (Au— F,v, —u) :/(Au—f)(d}—u)xndx.

Q

Grenziibergang n — oo ergibt
0< [ (Au= - u)dr.
U

Da U beliebig war, folgt (Au — f)(¢) —u) > 0 und damit auch
(Au— f)(u—1) =0.

“e": Seiv € K. Es ist

(Au—Fv—u) = | (Au— f)(v—u)dx

o)

(1.15)
— [ u-pe-wder [ (au- - v
{u>v}

{u=y}
Aus (1.14) folgt, dass
v—u=v—1 >0, auf{u=1},
Au—f =0, auf {u> ¢}
Es ergibt sich in (1.15)
(Au— F,v—u) > 0.
Da v € K beliebig war, ist u Losung des Hindernisproblems. O

Es erhebt sich die Frage, ob Au = —Au € L*(Q) gilt fiir die Losung v € HJ () des
Hindernisproblems. Diese ist Teil der allgemeinen Frage nach der Regularitéit der Losung
u.

Beispiel 1.5 Sei @ = (—1,1) CR, FF =0,

1
W) =5~ lal. (1.16)
Wir zeigen, dass .
u(z) = (1 —zl) (1.17)

die eindeutige Losung des Hindernisproblems ist. Fiir beliebiges v € HJ(Q) gilt v(1) =
v(—1) =0, also
1

(Au,v —u) = a(u,v —u) = / u' () (V' (x) — W/ (x)) dz

-1



Da v(0) > ¢(0) = 5 fiir v € K, folgt
(Au,v —u) >0, furallev e K.
Da u > v, ist u die Losung. Sie ist Lipschitz-stetig, aber es gilt
Au=—u" =9,

also Au ¢ L*(Q). In der Tat, Au € L*(Q) kann nur gelten, wenn A, eingeschrinkt auf
die Koinzidenzmenge {u = 1}, eine L>-Funktion ist. Ohne das Hindernis wire u = 0 die
Losung, also beliebig glatt. O

Wir betrachten nun ein Beispiel, in dem das Hindernis glatt ist.

Beispiel 1.6 Wie oben sei Q = (—1,1) C R, FF = 0. Sei nun
() =1—4da”. (1.18)

Wir definieren £ € (—1,0) als denjenigen Punkt, fiir den die Tangente an die Funktion
im Punkt (£,1(€)) durch den Punkt (—1,0) verlduft, also

(&) =Y (€)(E+1). (1.19)
Fir n = —-£ € (0,1) gilt dann
b(n) = =¢'(n)(1—n). (1.20)
Wir zeigen, dass
W)+ () —-¢), =€,
u(w) = ¥(e), <a <, (1.21)
o) +¢' )z —n), n<w,
die Losung des Hindernisproblems ist. Fiir v € HJ () gilt

3
<va—u>=wwv—u»:/'waxuw»—W@»¢v

/¢ dm+/ V)W) — /() d
= Y(O(E) - w’(é)(£+1)]+[w(w)(v(w)—w(w))]:;z

- /{ (@) (0(x) — $(x)) d + ' (m)[~v(n) — ¢ ()(1 — )]

Mit (1.19), (1.20) folgt nun

v =) = = [" @) 0) = ) ds =5 [ o)~ () e 20
fiir alle v € K, also ist u d1e Losung. Es gilt
¢/(§)7 mé&? O? :'B<€7
u(z)=q¢'(z), <<y, W(z)=q¢"(2), {<a<n,
w/(n)a n§x7 0, n<ax,

das heifit, v’ ist Lipschitz-stetig, Au = —u” ist beschrinkt, aber unstetig. In diesem Fall
ist die Voraussetzung Au € L?(2) von Satz 1.4 erfiillt.



2 Sobolevraume und Ordnung

Definition 2.1 (Kegel)
Sei V' Vektorraum, K C V. K heifit Kegel, falls \v € K gilt fir alle v € K und alle
A > 0. Ein Kegel heifit spitz, falls KN (—K) = {0}. O

Lemma 2.2 Se: V' Vektorraum, K C 'V Kegel. K ist konvex genau dann, wenn v+w € K
qilt fiir alle v,w € K.

Beweis: “«<"”: Direkt aus der Definition. “=": Folgt aus der Identitét
tw=2(tuy]
v+w=2(= = .
2" T "

Ein konvexer Kegel K enthilt alle nichtnegativen Linearkombinationen

zn:)\ﬂii, Ai >0,
i—1

von Elementen vq,...,v, € K.

Wir erinnern daran, dass eine Relation auf einer Menge als Ordnungsrelation bezeichnet
wird, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Satz 2.3 (Geordneter Vektorraum)
Sei V' Vektorraum, K C 'V ein spitzer konvexer Kegel. Dann wird durch

v<w & w—veK (2.1)
eine Ordnungsrelation auf V' definiert mit den Eigenschaften
v<w = v+z<w+z, w<Iw, —-w<-—v, (2.2)

fiir alle v,w,z € V und alle A > 0.

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition und Lemma 2.2. O

Sei 2 eine beliebige Menge. Der Vektorraum Abb (©;R) aller Abbildungen f : Q@ — R
wird durch den Kegel

KT ={f:f€Abb(:R), f(x) > 0 fiir alle x € Q} (2.3)

zu einem geordneten Vektorraum. Diese Ordnung nennen wir punktweise Ordnung.
Dasselbe gilt fiir L] _(Q) mit

Kt ={f:feL,.()), f(z) >0 fiir fast alle x € Q}. (2.4)

Erzeugt ein Kegel K eine Ordnung auf einem Vektorraum V', und ist U ein Unterraum
von V| so erzeugt K N U gerade die Restriktion dieser Ordnung auf U.
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Definition 2.4 (Schranken, Supremum, Infimum)

Sei V' geordneter Vektorraum, M eine Teilmenge von V. Ein z € V heifit obere Schranke
von M, falls v < z fiir alle v € M g¢ilt. Eine obere Schranke z von M heifst Supremum
von M, falls z < w gilt fir alle oberen Schranken w von M. Analog werden die Begriffe
“untere Schranke” und “Infimum” von M definiert. O

Definition 2.5 (Vektorverband)

Fin geordneter Vektorraum V' heifit Vektorverband, falls je zwei Elemente v,w € V Su-
premum und Infimum besitzen. Wir schreiben vV w fiir das Supremum und v A w fir das
Infimum. O

Ist U Unterraum eines Vektorverbands V' und gelten v Vw € U, v Aw € U fiir alle
v,w € U, so ist U ebenfalls ein Vektorverband.

Lemma 2.6 Sei V' geordneter Vektorraum. Falls

vt =0vV0 (2.5)
existiert fir jedes v € V', so ist V ein Vektorverband, und
vWVw=v—w"+w, (2.6)
vAw=—((-v)V(-w)), (2.7)
(v+w)t <ot 4wt (2.8)

gelten fiir alle v,w € V.

Beweis: Sind v,w € V, so ist (v — w)T 4+ w obere Schranke von v und w, und 2z € V ist
obere Schranke von v und w genau dann, wenn z — w obere Schranke von v — w und 0
ist, woraus (2.6) folgt. Analog zeigt man (2.7) und (2.8). 0

Ebenfalls erhélt man unmittelbar aus den Eigenschaften 2.2 die Rechenregeln

(vWVw)+z=(v+2)V(w+z2), AvVz)=AVAz,

(vAw)+z=@wW+2)AN(w+2), AMvAz)= ANz, (2:9)
fiir alle v,w,z € V und alle A > 0, sowie
(vVw)+ (vAw)=v+w, (2.10)
fiir alle v, w, z € V. Weiterhin gelten die Distributivgesetze
(vVw)Az=(vAz)V(wAz), (2.11)
(vAw)Vz=(wVz)A(wVz).
Wir setzen
v =(—0)T=—=@wA0), u=vt+0v, (2.12)
dann gilt
v=0v"—v. (2.13)
Ein Kegel K kann also nur dann einen Vektorverband erzeugen, wenn
V=K-K (2.14)
gilt.



Definition 2.7 (Banachverband)
Sei V' Banachraum und Vektorverband. V' heifit Banachverband, falls die durch p(v) = v*
definierte Abbildung p : V — V stetig ist. O

Lemma 2.8 Ist V ein Banachverband, so sind die Supremumsbildung (v,w) — v V w
und die Infimumsbildung (v, w) — v A w stetige Abbildungen von V x V — V.

Beweis: Folgt aus den Formeln (2.6) und (2.7). O
Ist v : @ — R eine Abbildung, so gilt fiir die punktweise Ordnung

v’ (2) = max{v(z),0} = (v(z))"
Ist w: 2 — R eine weitere Abbildung, so folgt
vt (x) —wh(2)] < |v(z) —w(z)|, fiir alle z € Q. (2.15)
Hieraus folgt weiter
[o" = w ™|, < [lo—wl,, (2.16)
falls v, w € LP(2) mit p € [1, o0].

Lemma 2.9 Die Funktionenrdume LP(2) und C(Q) sind Banachverbinde mit der durch
K ={f >0 fast iberall} erzeugten punktweisen Ordnung. O

Lemma 2.10 Sei V' Banachverband, dessen Ordnung durch den Kegel K erzeugt wird.
Dann ist K abgeschlossen.

Beweis: Ist (v,,)nen Folge in K mit v, — v € V, so folgt

vt = lim v = lim v, = v.

n—oo n—oo

Wir wollen nun zeigen, dass H'({2) ein Banachverband ist.

Lemma 2.11 (Kettenregel bei schwachen Ableitungen)

Sei Q C R™ offen, sei v € Ly, (), es existiere die schwache Ableitung d;v € L} (), sei
f € CY(R), sei f" beschrinkt auf R. Dann ist auch fov € Lj, (), fouv hat eine schwache
Ableitung 0;(f ov) € L}, (), und

Oi(fov)=(fov)-Ow. (2.17)

Beweis: Wir setzen
Up=0%nm1, ne&N,
n

mit der Standardglattungsfunktion 7.. Sei ¢ € D(Q), sei U CC 2 offen mit supp (¢) C U.
Fiir jedes hinreichend grofie n € N gilt mit partieller Integration, da v, glatt ist,

/f U (2))Oiv, (x /fvn Oip(z) dx . (2.18)



Mit Lemma 7.3 aus Teil 1 folgt, dass
vy = v, O, — O, in LYU). (2.19)
Hieraus folgt

/|f va(@)) — Fo(@)]dz < 1] /ivn ) — v(z)| dz — 0. (2.20)

und weiter
/U | (0n(2)) 0w () — £/ (v(2))Ov(x)| de <
<170 [ 10n(o) = Bl dot [ 17 wuta)) = Fot)] Do)l do. (22)

Da v, — v in L}(U), folgt v,, — v punktweise fast iiberall fiir eine geeignete Teilfolge,
also wegen der Stetigkeit von f” auch f’owv,, — f'ov punktweise f.ii. Aus dem Satz von
Lebesgue folgt nun

/U [ (vn, () = f'(v(@)] |00 ()| dx — 0, (2.22)

da 2|/ f'|| . Oiv eine integrierbare Majorante ist. Mit (2.20) — (2.22) konnen wir in (2.18)
den Grenziibergang nj, — oo durchfithren und erhalten

/ F(0(2)) 00 (2)p() dz = — / Fo(@)p(z) dr, firalle p € D). (2.23)
Q Q

O
Lemma 2.12 Sei Q C R" offen, sei v € L}, (Q), es existiere die schwache Ableitung

dw € L, (). Dann haben auch v*, v~ und |v| schwache Ableitungen im Lj (), und es
gilt fiir fast alle x € )

O () = {aiv(ar), v(z) >0, (2.24)
0, v(z) <0,
_ 0 ) U('I> 2 07
) - 9.25
v @) {—@v(m) , u(r) <0, (2.25)
ow(x), wv(x)>0,
O;|v|(x) 0, v(x) =0, (2.26)
—ow(x), wv(r) <0
Beweis: Wir definieren
[2 1 22 _
g 'R 5R, ga(t):{ot e izg (2.27)



Dann gilt g. € C'(R), g.(¢t) — max{¢,0} fiir ¢ — 0 punktweise in ¢,

—— >0
'(t) = { ViErer? ’ M. =1,
g.(t) {o, <0, 19ell oo

und weiter fiir alle p € D(Q)

[ twteaipta) e = - /{ . S oot

()24 €2

Grenziibergang ¢ — 0 mit dem Satz von Lebesgue liefert
/v+(x)8ig0(x) dr = —/ ov(x)p(z)dx,
Q {v>0}

woraus (2.24) folgt. Aus den Formeln v~ = (—v)* und |v| = v+ 4+ v~ und der Linearitét
der schwachen Ableitung folgen (2.25) und (2.26). O

Folgerung 2.13 Sei 2 C R" offen, sei v € L} (Q), seien Ov € L} () fiir alle i,

loc loc

1 <i<mn. Dann gilt fir jede Niveaumenge N.(v) = {z:x € Q, v(x) =c}, c € R, dass
Vu(x) =0, fir fast alle x € N.(v). (2.28)
Beweis: Aus Lemma 2.12 folgt
V(=0 =V(v-0")=V(v-0c)),

sowie

V(w=0)")=V(v-0c)=0
fast tiberall auf Ny(v — ¢) = N.(v). O
Aus Lemma 2.12 folgt ebenfalls fiir v € H(2)

(Vo' (z), Vo (z)) =0, fiir fast alle z € (. (2.29)

Folgerung 2.14 Fiir die Bilinearform
a(u,v) = / (Vu(z), Vou(z)) dx
Q

gilt fiir alle v € H'(Q)

a(vt,v7) =0, a(v,v")=alvt,vT) >0, alv,v”)=—alv",v7)<0. (2.30)

Lemma 2.15 Die durch p(v) = vt definierte Abbildung p : HY(Q) — H(Q) ist stetig.



Beweis: Sei (v,,)nen Folge in H(Q) mit v, — v in H'(2). Wir setzen
Q={v>0}, Q. ={v<0}, Q={v=0}, QF={v,>0},

sowie

X" =xa., Xa = Xon -
Es gilt v, — v in L*(Q), also auch v;} — v in L*(Q2) nach Lemma 2.9. Sei (v, )ren eine
Teilfolge mit v,, — v punktweise fast iiberall, wir bezeichnen sie wieder mit (v, )nen. Es

gilt dann
Xi—1=x", fastiiberall in Q,

2.31
XF —0=x", fastiiberall in Q_, ( )

Aus Lemma 2.12 folgt nun
[V = onPde= [ xie, - Vo) ds
Q Q
< 2/ X Vo, — Vo)|? dz + @/ Vol |x,” — xT| dx
Q Q

§2/ \an—Vv)|2d$+2/ Vol Ixt —xTdoe +22 [ |Vl |x) — xT|dx.
Q QLU0 Q0

Alle drei Integrale konvergieren gegen 0; das erste wegen v, — v in H*(Q); das zweite
wegen (2.31) nach dem Satz von Lebesgue, da |Vu|? eine integrierbare Majorante ist; das
dritte, da Vv = 0 fast iiberall auf {2y nach Lemma 2.13. Damit ist gezeigt: Gilt v, — v
in H'(Q), so gibt es eine Teilfolge mit v — v in H'(Q). Hieraus folgt aber, dass fiir
die ganze Folge gilt v;" — v™ in H'(Q). (Konvergenzprinzip — andernfalls gébe es eine
Teilfolge von (v, )nen, welche keine gegen v konvergente Teilfolge besitzt, im Widerspruch
zum eben Bewiesenen.) O

Satz 2.16 Sei Q C R" offen. Dann sind H*(Q) und H}(Q2) Banachverbinde.

Beweis: Wegen Lemma 2.6, Lemma 2.12 und Lemma 2.15 ist H'(Q) Banachverband. Fiir
H} () geniigt es zu zeigen, dass vt € HL(Q) gilt, falls v € H}(Q). Sei v € HY(Q), sei
(Vn)nen Folge in C§°(Q2) mit v, — v in H'(Q). Dann gilt v} € H}(Q), da supp (v;7) C
supp (v,) CC Q. Es folgt v+ € H}(Q), da H(Q) abgeschlossener Teilraum von H'(Q) ist
und da v — v in H'(Q2) nach Lemma 2.15. O

Sei V' ein geordneter Vektorraum, dessen Ordnung durch einen Kegel K erzeugt wird. Ist
V = K — K, so kénnen wir auf dem algebraischen Dualraum

V# = {v*|v* : V — R linear} (2.32)
eine Ordnung definieren durch
K#* = {v#|v? € V# % (v) > 0 fiir alle v € K} . (2.33)

Offensichtlich ist K# ein konvexer Kegel. K# ist spitz, da fiir v# € K# N (—K#) gilt,
dass v (v) = 0 fiir alle v € K, also v# = 0 wegen V = K — K. Ist V normiert, so gilt
dasselbe fiir den stetigen Dualraum V* C V# mit dem Kegel

K*={v*'v* e V' v*(v) > 0 fur allev € K}. (2.34)
Die Funktionale in K# bzw. K* heilen nichtnegativ.
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Lemma 2.17 Sei V' Banachverband. Dann wird V* vermittels K* zu einem geordneten
Vektorraum. O

Wir beschéftigen uns nicht mit der Frage, unter welchen Zusatzvoraussetzungen an einen
Banachverband V' dessen Dualraum V* ebenfalls ein Banachverband ist.

Lemma 2.18 Fiir V = H*(Q) gilt V* C D'(Q).
Beweis: Sei T' € V*. Fiir alle ¢ € D(Q) gilt

2 a 2 le% 2
7@ < ITIPlelF@ = ITI7 D 1062y < ITIPIsupp (0)]* > 10%l1% »

la|<k lof <k

also T' € D'(2) nach Teil 1, Lemma 2.2. O

Fiir k > 2 ist H*(Q) kein Banachverband, wie das Beispiel Q = (—1,1), v(z) = z zeigt,
es ist (vh)”" =9.

Wir erinnern daran, dass wir den Dualraum von V = H}(Q) mit H'(Q) bezeichnen.

Wir beschéftigen uns mit der Regularitit nichtnegativer linearer Funktionale.

Lemma 2.19 Sei Q C R" offen, sei T € D'(Q2) Distribution mit T > 0. Dann gibt es zu
jedem A CC Q ein Cy >0, so dass

T(#)| < Callolls » (2.35)
fir alle ¢ € D(Q) = C§°(2) mit supp (¢) C A.
Beweis: Wir wéhlen ¢ € D(2) mit 0 < ¢ <1 und ¢|A = 1. Dann gilt

el +0 20, el —¢ =0,

fiir alle ¢ € D(Q2) mit supp (p) C A. Es folgt

T(lellty +9) 20, T(lell —¢) 20,

und hieraus
T(0)] < llell T (%)
O

Satz 2.20 Sei Q@ C R™ offen, sei T € D'(Q) Distribution mit T > 0. Dann gibt es ein
requldres, auf kompakten Teilmengen A von ) endliches Borelmaf u, so dass

T(v) = / vy (2.36)
Q
gilt fiir jedes v € D(Q).
Beweis: Folgt mit Lemma 2.19 aus einem Satz der Mafitheorie. O
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Satz 2.21 Sei V' ein Banachverband mit ||v*|| < ||v|| und ||v~|| < ||v| fir alle v € V, sei
T :V — R linear und nichtnegativ. Dann ist T stetig.

Beweis: Wegen
T(0)| = T(@") = T)| <T@ +IT@)], vl < Il o7l < vl
geniigt es zu zeigen, dass es ein M > 0 gibt mit
|T(w)| < M, fir allew > 0 mit ||w]| < 1. (2.37)

(Es folgt dann |T'(v)| < 2M||v|| fir alle v € V.) Wir nehmen an, dass es ein solches M
nicht gibt. Sei (vy,)nen Folge in V' mit

v >0, v <1, T(vn)znz.

Wir setzen
"1
W = Z ﬁvn .
n=1
Dann gilt

=1 =1
> Sluall <30 < o0,
n=1 n=1

also ist (w,,) konvergent, sei w,, — w € V. Aus w,, < wy fir alle k > m folgt w,, < w,
also auch T'(w,,) < T'(w), aber andererseits gilt

1
T(wy,) = —T(v,) > T(w),
(wm) = 32 5T (00) 2 m > T(w)
falls m hinreichend grof3, ein Widerspruch. O

Satz 2.22 Sei T : H(Q2) — R linear, sei g € L*(2) mit g > 0, es gelte
0<T(v) < / g(x)v(z)dx, fiir allev € HY(Q) mit v > 0. (2.38)
Q
Dann gibt es ein f € L*(Q) mit 0 < f < g und

T(v) = Qf(:zr)v(:r) dx, fir allev € H(Q). (2.39)

Beweis: Fiir alle v € H'(Q) gilt
T( T <T")+T(7)

x) dr + /Qg(ﬂf)v_(w) dz < ||glly v lly + llgll oIl (2.40)

IN
\

/\

< ||9H vl -
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Da H'(Q) dicht ist in L*(), lisst T sich eindeutig zu einem T € (L*())* fortsetzen.
Nach dem Darstellungssatz von Riesz fiir den Dualraum eines Hilbertraums existiert ein
f e L3(Q), so dass (2.39) gilt. Es folgt

0</f dx</Qg( 2)o(z) dz (2.41)

fiir alle v € H'(Q), v > 0. Da es zu jedem v € L*(Q2) mit v > 0 eine Folge (v,)nen in
H'(Q) mit v,, > 0 und v,, — v in L*(Q) gibt, gilt (2.41) auch fiir alle v € L*(Q) mit v > 0,
also folgt 0 < f < g. O

Satz 2.23 Sei V' ein Banachverband mit ||[vt]| < |[v]| und |[v™]] < ||Jv|| fir alle v €
V, seien v*,w* € V*, sei {v*,w*} nach oben beschrinkt. Dann haben v* und w* ein
Supremum v* V w* in V*.

Beweis: Skizze. Es geniigt, den Fall w* = 0 zu betrachten. Man zeigt, dass durch

2*(v) = Oiug v (w), v>0,

Z) =) —2*(v), vevV,

eine lineare Abbildung 2* : V' — R definiert wird, welche nach Satz 2.21 auch stetig ist,
und dass z* = v* V 0 gilt. O

Wir kénnen nun schlieen, dass fiir lineare stetige Funktionale auf L?(Q2) die Supremums-
bildung in L?(2) und H~(Q2) zum gleichen Ergebnis fiihrt. (Dieses Ergebnis werden wir
im Folgenden nicht benétigen.)

Folgerung 2.24 Sei V = H'(Q), f € L*(Q), sei F' € V* definiert durch

_ /Q F@y(a)dz, veV. (2.42)
Dann existiert F* = FV 0 in V*, und es gilt
") = [ fraha)de, 1 (@) = max{f(),0) (2.43)
fiir alle v €V,

Beweis: Wir setzen
Glv) = [ gla)ule)dr,  g(w) = max{f(),0.

dann ist G € V* eine obere Schranke von F' und 0. Nach Satz 2.23 existiert F™ = F' V0
in V*. Nach Satz 2.22 gibt es ein h € L*(Q2) mit 0 < h < g und

Fr(v) = / h(z)v(z)dz, fir alle v € V.
Q
Da F < F*" in V*, folgt f < h, also auch g < h und damit ¢ = h, G = F*. O
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3 Regularitit im Hindernisproblem

Fiir die Losung des Hindernisproblems

a(u,v —u) > (F,o—u) , firalleve K,

3.1
uc K, K={v:iveV,v>v}, (31)

gilt Au > F in H1(Q), da v =u+ w € K fiir alle w > 0. Wir suchen nun nach einer
oberen Schranke fiir Au. Zu diesem Zweck betrachten wir das Hilfsproblem: Gegeben ist
G € H1(Q), gesucht ist @ € H (), so dass

(At,v — ) > (G,v—1) , firalleveK,

- ) . (3.2)
ue K, K={v:veV, v<}.

Definition 3.1 (Unterlésung) )
Ein z € H}(Q) heift Unterlosung von (3.2), falls z € K und Az < G in H*(Q) gelten.
(]

Eine Losung @ des Hilfsproblems ist auch Unterlosung, da v = @ — w € K gilt fiir jedes
w > 0, also Au < G.

Satz 3.2 Jede Liosung u des Hilfsproblems (3.2) ist maximale Unterlosung, das heifit, es
gilt u > z fiir jede Unterlosung z des Hilfsproblems.

Beweis: Sei 2 eine Unterlosung, wir setzen v = z V@ in H}(Q). Es gilt v < Y, alsov € K,

also
(At,v —u) > (G,v—a) . (3.3)

Es ist
v—tu=zVu—u=(z—u)">0.

Da z Unterlosung ist, folgt
(Az,v —u) < (G,v—1a) . (3.4)

Wir subtrahieren (3.3) von (3.4) und erhalten
0> <AZ - Aﬂa (Z - 1~L>+> - CL(Z -, (Z - INL>+) = CL((Z - a)-i-, (Z - 1~L>+) )

also
(z—u)" =0, z<a.
O

Dem Hindernis ¢ € H'() kénnen wir das Funktional Ay € H~'(Q) zuordnen, da wir
durch
(Au,v) = a(u,v), ue H(Q),ve HiQ), (3.5)

den in (1.11) definierten Operator zu einem Operator
A:HYQ) — H Q) (3.6)
fortsetzen konnen.
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Satz 3.3 (Lewy-Stampacchia-Ungleichung)
Es gelte Voraussetzung 1.2, sei F' € H (), es gebe eine obere Schranke fiir F und At
in H-Y(Q). Dann gilt fiir die Lésung u des Hindernisproblems aus Satz 1.3

F<Au<FVAY (3.7)
in H1(Q).

Beweis: Nach Satz 2.23 existiert F'V Ay in H'(Q2). Wir betrachten das Hilfsproblem
(3.2) mit )
G=FVAY, ¢=u.

Es gilt K # (), da v € K. Das Hilfsproblem hat also eine eindeutige Losung @ € H}(Q).
Da ¢ < u und Ay < F V Ay, ist ¢ Unterlosung des Hilfsproblems. Nach Satz 3.2 folgt
1 < 1, also u € K. Setzen wir v = u in der Variationsungleichung des Hilfsproblems (3.2),
so erhalten wir

a(t,u—1u) > (FV Ap,u—a) . (3.8)

Setzen wir v = @ in der Variationsungleichung des Hindernisproblems (3.1), so erhalten
wir, da u > u,
a(u, @ —u) > (F,u—u) > (FV A, 0 —u) . (3.9)

Addition von (3.8) und (3.9) ergibt
a(lu—a,a—u) >0,

also v = u und daher auch Au = Au < G = F V Av. O

Satz 3.4 (Regularitit im Hindernisproblem)
Es gelte Voraussetzung 1.2, sei f € L*(Q) und F € H™Y(Q) definiert durch

(F,v>:/gf(m)v(m) dx . (3.10)

Sei auferdem Av = —Avp € L*(Q). Dann hat das Hindernisproblem (3.1) genau eine
Lisung u € HY (), und fiir diese gelten die Komplementarititsbedingungen

u>v, Au>f, (Au— f)lu—1)=0. (3.11)

Es gilt Au= —Au € L*(Q) sowie u € H*(U) fiir jedes offene U CC .
Beweis: Durch
(G0) = [ max{f(a), ~Av(@)o(a)do, e HYS).
Q

wird eine obere Schranke von F und Ay = —At in H () definiert. Nach Satz 3.3 folgt
F<Au<FV Ay in H1(Q). Aus Satz 2.23 folgt nun Au € L*(Q), also gilt (3.11) nach
Satz 1.4. Die Regularitdtsaussage folgt aus Satz 8.7 in Teil 1. O
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4 Monotone Probleme

Wir betrachten das elliptische Randwertproblem

—div (a(Vu)) = f, in Q,

u(z) =0, auf 0. (4.1)

Hierbei ist a : R™ — R™ eine gegebene Funktion. Ist a linear, so handelt es sich um ein
lineares elliptisches Problem, wie wir es in Teil I betrachtet haben, im Fall der Identitét
a(y) = y ergibt sich —Awu = f. Ist a nichtlinear, so handelt es sich um ein quasilineares
Problem; Ausdifferenzieren von div (a(Vu(z))) nach x ergibt einen Ausdruck, der hin-
sichtlich der héchsten (in diesem Falle zweiten) Ableitung linear, aber hinsichtlich der
niedrigeren Ableitungen nichtlinear ist.

Die variationelle Formulierung von (4.1) lautet

/Q (a(Vu(z)), Vo(z)) do = /Q F@)o(z)de, firalle v € HL(S), (4.2)

sie ergibt sich wie im linearen Fall durch Testen mit v und partielle Integration mit dem
Satz von GauB.

Wir konnen (4.2) in eine Operatorgleichung
Au=F (4.3)

umschreiben. Hier ist A: V' — V* mit V = H}(Q) und V* = H1(Q),

(Au, v) = /Q (a(Vu()), Vo(z)) de, (4.4)

und F' € V* wie gehabt mit

<F,v):/Qf(:B)v(:B)dx.

Fiir nichtlineares a ist der Operator A nichtlinear, bei (4.3) handelt sich also um eine
nichtlineare Operatorgleichung.

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Situation, in der a die Bedingung
(a(y) —a(z),y — 2z) >0, fir alle y,z € R", (4.5)

erfiillt. Falls @ linear ist, bedeutet (4.5), dass die zugehorige Matrix M € R™™ positiv se-
midefinit ist. Dieser Fall tritt beispielweise dann auf, wenn a die Ableitung einer konvexen
quadratischen Funktion J : R" — R ist, dann ist M = D?J (Hessematrix).

Definition 4.1 (Monotoner Operator)
Sei V' normierter Raum. Fin Operator A .V — V* heifst monoton, falls

(Au— Av,u —v) >0,  fir alle u,v €'V, (4.6)

und streng monoton, falls fiir alle u # v in (4.6) die strikte Ungleichung gilt.
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Definition 4.2 Sei V' normierter Raum. Fin Operator A :V — V* heifit koerziv, falls

T L N (4.7)

ol —+oc |||
Wir betrachten die Gleichung Au = F zunéchst im Endlichdimensionalen.

Satz 4.3 (Fixpunktsatz von Brouwer)
Sei K C R"™ kompakt und konvez, f : K — K stetig, K # 0. Dann hat [ einen Fixpunkt
ue K.

Beweis: Nicht hier. Das ist ein grundlegender Satz aus der nichtlinearen Funktionalana-
lysis. O

Folgerung 4.4 Sei A: R"™ — R" stetig, es gebe ein R > 0 mit
(Av,v) >0, fir alle v mit |v| = R. (4.8)
Dann hat A eine Nullstelle u mit |u| < R.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe keine solche Nullstelle. Dann wird durch

Av
v) = —-R——

eine stetige Abbildung f : Bg — Bpg definiert (Br = abgeschlossene Kugel um 0 mit
Radius R). Gemifl Fixpunktsatz von Brouwer gibt es ein u € Br mit f(u) = u. Nach
Definition von f ist |u| = |f(u)] = R. Wegen (4.8) folgt

0 < (Au,u) = (Au, f(u)) = —R|Aul

also Au = 0. Widerspruch. O

Satz 4.5 Sei A : R — R" stetig und koerziv. Dann hat die Gleichung Au = F eine
Losung u € R™ fiir jedes F' € R".

Beweis: Sei zunédchst F' = 0. Wir wenden Korollar 4.4 an. Da A koerziv ist, gibt es R > 0,
so dass (4.8) gilt. Also hat Au = 0 eine Losung u € R™. Fiir beliebiges F' € R" betrachten
wir Ap : R" - R", Apv = Av — F. Ay ist stetig und auch koerziv: Es ist

(Apv,v) = (Av,v) — (F,v) = (Av,0) — [ Fl[|v]],

also 4 Vo)
FU, U v, v
> — 11,
o] o]
und die Koerzivitit von Ag folgt aus der Koerzivitit von A. O

Wir besprechen nun den unendlichdimensionalen Fall. Dieser wird durch Approximation
auf den endlichdimensionalen Fall zuriickgefiihrt. Fiir die Anwendung auf partielle Dif-
ferentialgleichungen mochte man auflerdem die Stetigkeitsanforderungen an A moglichst
gering halten.
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Definition 4.6 (Hemistetig) Sei V normierter Raum. Ein Operator A :V — V* heifst
hemistetig, wenn fiir alle u,v,w € V' die Abbildung

t = (A(u+tv),w) (4.9)
stetig ist auf [0, 1].
Lemma 4.7 Se: V Banachraum, A : V — V*. Dann ist A monoton genau dann, wenn

fir alle u,v € V die Abbildung
t— (A(u + tv),v) (4.10)

monoton wachsend ist auf [0, 1].

Beweis: Ubung.

Satz 4.8 Sei V' Banachraum, A : 'V — V* monoton. Dann ist A lokal beschrinkt, d.h.
zu jedem u € V' gibt es eine Umgebung U von u, so daff A(U) beschrinkt ist in V*.

Beweis: Ist A nicht lokal beschriankt, so gibt es ein uw € V' und eine Folge (u,,) in V' mit
Up = u, || Auy,| — oo. (4.11)

Wir definieren
Cn =1+ [[Aup ]| |Jun — ul| - (4.12)

Wir wollen zeigen, daf die Folge ¢! Au,, beschrinkt ist in V*. Sei dazu v € V beliebig
gewahlt. Es gilt

0<{(A(u+v)— Alu,),u+v—uy,), (4.13)
also
1 1
. (A(uy),v) < . ((A(up), up —u) + (A(u+v),u+ v — uy))
n n (4.14)

1
< 1+C—||A(u—|—v)H lu+v—u,| < M)

mit einer von n unabhéngigen Konstante M (v). Fiithren wir dasselbe Argument mit —v
an der Stelle von v aus, so erhalten wir

l (Auy,,v)

- < max{M(v), M(—v)} < 0. (4.15)

sup
neN

Aus dem Prinzip der gleichméBigen Beschrénktheit (Satz von Banach-Steinhaus, sieche
Funktionalanalysis) folgt

1
sup —||Au, || =: C < 00, (4.16)
neN Cn
also
|Auy,|| < Cepp = C(1+ [[Aug || |lu — un|), neN, (4.17)
also
(1 —Cllu—up|)||Aun|| < C, neN, (4.18)
also || Au,|| < 2C, falls ||u — u,|| < 1/2C, was ein Widerspruch zu (4.11) ist. O
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Folgerung 4.9 Sei V' Banachraum, A : V. — V* monoton, (u,) eine normkonvergente
Folge. Dann ist die Folge (Au,) beschrinkt in V*.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 4.8. O

Folgerung 4.10 Se: V' Banachraum, A : V — V* monoton, K C V beschrinkt, es gebe
ein C' >0 mit
(Au,u) < C',  fir alleu € K. (4.19)

Dann ist A(K) beschrdnkt in V*.
Beweis: Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt nach Satz 4.8, angewendet mit u = 0,

sup ||Av|| =: ¢ < 0. (4.20)

lloll<e

Fiir beliebiges u € K gilt dann wegen 0 < (Au — Av,u — v)

lAul = sup (Au,v) = sup ~ (Au,v)

llvlI<1 o]l <e €
1
< sup g( (Au,u) + (Av,v) — (Av,u)) (4.21)
llvll<e

1
< =(C+ce+cCk), Ck:=sup|ul.
9 ueK

O
Satz 4.11 Sei V reflexiver Banachraum, A :V — V* monoton. Dann sind dquivalent:
(1) A ist hemistetig.
(i) Fir allew eV und b e V* gilt: Aus
(b—Av,u—v) >0, firaleveV (4.22)
folgt Au =b.
(iii) Fir allew € V und b € V* gilt: Ist (u,) Folge in V mit
Uy, —u, Au, = b, limsup (Au,,u,) < (b,u) , (4.23)

n—oo
so folgt Au =b.

(iv) A ist demistetig, d.h. fir alle w € V' gilt: Ist (u,) Folge in V- mit u,, — u, so folgt
Au,, — Au.

Die Aussage “(i)=-(iii)” (oder eine Variante davon) wird als “Minty-Trick” bezeichnet.
Beweis: “(i)=(ii)”: Seien u € V', b € V* so, daB (4.22) gilt. Mit v = u — tw folgt dann

(b—A(u —tw),tw) >0, YweV t>0, (4.24)
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also
(b—Au—tw),w) >0, VweV, t>0. (4.25)

Grenziibergang t | 0 ergibt wegen der Hemistetigkeit von A
(b—A(u),w) >0, VwelV. (4.26)

Da w beliebig war, folgt Au = b.
“(ii)=-(iii)": Sei (u,) Folge, fiir die (4.23) gilt, sei v € V beliebig. Es ist dann

0 < (Au,, — Av,uy, — v) = (Auy, uy) — (Auy, v) — (Av,u, —v) (4.27)

also

0 < lim Sup(<Aun7un> - <Auna U> - <AU7 Up — U>)

n—oo

= limsup (Au,, u,) — lim (Au,,v) — lim (Av,u, —v)

< <b7 U> - <b,U> - <A’U7'LL - U>
=(b—Av,u—v) .

Da v beliebig war, folgt b = Au nach Voraussetzung (ii).

“(iil)=(iv)”: Sei (u,) Folge in V mit u,, — u. Nach Folgerung 4.9 ist (Au,,) beschrénkt in
V*. Sei (up,) eine Teilfolge, so daf (Au,, ) schwach in V* konvergiert, eine solche existiert
da beschrénkte Mengen im reflexiven Raum schwach kompakt sind. Es gelte Au,, — b.
Da (uy,) in der Norm von V' konvergiert, folgt

lim (Aup,,u,, ) = (b,u) , (4.29)

k—o00

also b = Au nach Voraussetzung (iii). Da also der Limes fiir jede solche schwach konver-
gente Teilfolge (Auy, ) derselbe ist, namlich Au, folgt Au,, — Au fiir die ganze Folge.
“(iv)=-(1)”: Seien u,v,w € V, t, — t in [0,1]. Dann gilt u + t,v — u + tv in V, also
A(u + t,v) = A(u +tv) in V* nach Voraussetzung (iv), also

lim (A(u + t,v), w) = (A(u + tv), w) . (4.30)

n—oo
Damit ist A hemistetig. O

Um eine Losung von Au = F im Unendlichdimensionalen zu erhalten, betrachten wir
endlichdimensionale Approximationen.

Ein metrischer Raum X heifit _separabel, wenn es eine abzéhlbare dichte Teilmenge M
von X gibt. (Dicht heifit, dass M = X.)

Satz 4.12 Sei V' ein separabler Banachraum mit dim(V') = oco. Dann gibt es eine Folge
(Wn)nen in V', so dafl

dim(V,) =n, V,:=span{w,...,w,}, (4.31)

und

V=cd (G Vk> . (4.32)
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Beweis: Sei M = {u, : n € N} Folge mit cl(M) = V. Wir konstruieren daraus die

Folge (w,,) in M, indem wir alle u,, weglassen, fiir die u,, € span {uy,...,u, 1} gilt. Bei
diesem Vorgehen bleiben unendlich viele Elemente w,, iibrig; andernfalls wire span (M)
endlichdimensional und damit abgeschlossen, im Widerspruch zu M = V. O

Wir betrachten nun die Gleichung
Au=F (4.33)

in einem separablen Banachraum V mit A : V — V* und € V*. Ein u € V 16st (4.33)
offenbar genau dann, wenn u Losung der zugehorigen variationellen Formulierung

(Au,v) = (F,v) , firalleveV, (4.34)
ist. Wir betrachten eine endlichdimensionale Approximation von (4.34),
(Aup,v) = (Fyv) , fir alle v € V,,, (4.35)

wobei V,, ein Unterraum von V ist mit dim(V,,) = n, und w, € V|, gesucht wird. Ist
weiterhin {wy, ..., w,} eine Basis von V},, so ist u, € V,, Losung von (4.35) genau dann,
wenn u, Losung ist von

(Aup,w) = (Fywg) , 1<k<n. (4.36)

Die Gleichungen (4.36) heien Galerkin-Gleichungen, das Verfahren, u, als Ndherung
fiir die Losung u von (4.33) zu wihlen, heifit Galerkin-Verfahren.

Theorem 4.13 (Monotone Operatoren, Hauptsatz, Browder und Minty)
Sei V reflexiver separabler Banachraum, sei A : V' — V* monoton, hemistetig und koerziv.
Dann hat die Gleichung

Au=F (4.37)

fiir jedes F' € V* eine Lisung u € V.
Beweis: Es geniigt, den Fall F' = 0 zu betrachten; andernfalls ersetzen wir A durch Ap
mit Apu = Au— F; mit A ist auch Ar monoton, hemistetig und koerziv (die Koerzivitét

von Ap folgt wie im Beweis von Satz 4.5). Sei geméf Satz 4.12 eine Folge (w,) in V
gewahlt mit

dim(V,) =n, V,:=spanf{w,...,w,}, V =cdl (U Vk> : (4.38)
k=1

Wir wollen als erstes zeigen, daf} fiir jedes n € N die Galerkin-Gleichungen
(Aup,wg) =0, 1<k<n, (4.39)

eine Losung u, € V,, besitzen. Sei j,, : R® — V,, der durch

o) =) wpwy (4.40)
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definierte lineare Isomorphismus, sei A,, : R” — R" definiert durch

(An2)r = (Ajn(z),w) , 1<k<n. (4.41)
Da A nach Satz 4.11(iv) demistetig ist, sind alle (A,)r und damit auch A, stetig. Fiir
x € R" gilt

n n

k=1 k=1

und da ||jn(z)|| — oo falls |z| — oo, ist mit A auch A, koerziv. Nach Satz 4.5 hat die
Gleichung A,z = 0 eine Losung = € R", das heifit, u,, = j(x) € V,, ist eine Losung der
Galerkin-Gleichungen (4.39), oder dquivalent

(Aup,v) =0, fir alle v € V. (4.42)

Wegen u,, € V,, gilt
(Auy,u,) =0. (4.43)

Da A koerziv ist, ist die Folge (u,,) beschrénkt in V. Folgerung 4.10 impliziert, da8 (Au,,)
beschrénkt ist in V*. Aus (4.42) folgt

lim (Au,,v) =0, firalleve U Vi . (4.44)

n—00
k=1

Aus der Beschriinktheit von (Au,) und aus (4.44) folgt Au, — 0 in V* (siche Ubungsauf-
gabe). Sei nun (uy, ) eine schwach konvergente Teilfolge von (u,,) mit u,, — v € V. Wir
wenden Satz 4.11(iii) auf die Teilfolge (uy, ) mit b =0 an und erhalten Au = 0. O

Man kann zeigen, dass die Losungsmenge von Au = F konvex, abgeschlossen und be-
schrénkt in V' ist, also auch schwach kompakt (da V' reflexiv ist).

Satz 4.14 Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.13 erfiillt, sei zusdtzlich A streng
monoton. Dann ist die Losung u € V von Au = F fiir jedes F' € V* eindeutig bestimmt,
AV — V* ist bijektiv. Der inverse Operator A~' : V* — V ist ebenfalls streng monoton
und hemistetig, und A~ bildet beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen ab.

Beweis: Ist Au = F = Awv, so ist (Au — Av,u —v) = 0, also u = v wegen der strengen
Monotonie von A. Seien Fy, F, € V*, wir setzen u; = A™'F;. Dann gilt u; # uy genau
dann, wenn F} # F5, und in diesem Fall ist

<F1 —F AR — A_1F2> = (Auy — Aug,u; —ug) >0

wegen der strengen Monotonie von A. Zum Beweis der Hemistetigkeit von A~! geniigt es
nach Satz 4.11 zu zeigen, daf fiir alle F' € V* und alle u € V gilt: Aus

<u - A7'G F — G> >0, firalle Ge V™, (4.45)
folgt A~'F = w. Sei also (4.45) erfiillt, sei G € V*, dann gilt mit v = A~'G

(u—v, F—Av) > 0. (4.46)
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Da A hemistetig und A~'(V*) =V, folgt F' = Au, indem wir Satz 4.11 auf A anwenden.
Es bleibt die Beschrinktheit von A~ zu zeigen. Sei F' € V* mit

|F|<C, u=A"'F. (4.47)

Es folgt
A F
Au ) (Fw) en oo (4.48)

il ]

Wire {u : [|Au|| < C} nicht beschrinkt, so gébe es eine Folge (u,,) in V' mit |lu,| — oo,

aber
(A, uy)

[

im Widerspruch zur Koerzivitdt von A. O

<C

Wir diskutieren nun die Konvergenz des Galerkin-Verfahrens. Sei V,, wie im Beweis von
Theorem 4.13 eine aufsteigende Folge von Unterrdumen von V' mit

V, =span{wi,...,w,}, dim(V,)=mn, cl <U Vk> =V. (4.49)
k=1

Wir betrachten nochmals das Problem: Gegeben F' € V*, gesucht u,, € V,, mit

(Aup, vy = (Fyv) , fiir alle v € V,. (4.50)

Satz 4.15 Seien die Voraussetzungen von Theorem 4.13 erfiillt, sei zusdtzlich A streng
monoton, sei ' € V*. Dann gibt es zu jedem n € N genau eine Losung u, von (4.50),
und es gilt u, — uw in V, wobei u die eindeutige Losung von Au = F ist. Ist A dariiber
hinaus gleichmdj$ig monoton, d.h. es gibt eine Konstante ¢ mit

(Av — Aw,v —w) > c||lv —w|?*, fir allev,w €V, (4.51)
so gilt u, = u n V.

Beweis: Die Existenz von u,, folgt aus Theorem 4.13. Sind u,,, v, € V,, zwei Losungen von
(4.50), so gilt
(Aup,v) = (F,v) = (Av,,v) , fir alle v € V,, (4.52)

und mit v = u, —v, folgt (Au, — Avy,,u, — v,) = 0, also u,, = v,. Im Beweis von Theorem
4.13 wurde auBerdem gezeigt, dafl jeder Grenzwert u einer schwach konvergenten Teilfolge
(un, ) von (u,) das Ausgangsproblem lost, also Au = F. Aus dem Eindeutigkeitssatz 4.14
folgt, dal @ = u. Aus dem “Konvergenzprinzip” folgt also u,, — u. Sei nun (4.51) erfiillt.
Da u, — u, ist (u,) beschrinkt in V. Es gilt weiter

(Atn, un) = (Fyun) < ||F]| Sup [[nl] (4.53)
ne

also ist nach Folgerung 4.10 auch (Auw,) beschrinkt in V*. Es gilt

(Au,, — Au,v) =0, firallev € V,. (4.54)
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Waihle eine Folge v,, € V,, mit v,, — w in V. Dann gilt

0 < c|lu, —ul]* < (Au, — Au,u, — u) = (Au,, — Au, v, — u)

(4.55)
< ([[Aunll + [[Aul]) [lon — ]l < Cljon — ull
mit einer von n unabhéngigen Konstanten C', also folgt u,, — u aus v,, — u. O
Bemerkung: Die gleichméflige Monotonie (4.51) impliziert die Koerzivitit.
Wir betrachten das Randwertproblem
—div (a(x, Vu)) + ag(z,u) = f, in §Q,
(afar, V) + ag(a,w) = f -

u(z) =0, auf0Q,

eine leichte Verallgemeinerung von Problem (4.1). Ein Beispiel dafiir ist der p-Laplace-
Operator a(x,&) = [£|P72€ mit p > 2. (p = 2 ergibt den Laplace-Operator.) Die variatio-
nelle Formulierung ist

/Q(a(x, Vu(x)), Vo(z)) dx + / ag(z,u(x))v(z)dr = /Qf(x)v(x) dr, furalleveV,

Q
(4.57)
wobei V' noch festzulegen ist. Wir nehmen an, dass a die Wachstumsbedingung
la(z,§)] < co(1 +[€[7) (4.58)
mit einem p € (1,00) und die Carathéodory-Bedingung
x— alz, ist messbar fiir alle £ € R"
(%,€) 3 (4.50)

& a(x, &) st stetig fiir fast alle z € Q

erfiillt, dasselbe soll fiir ay an der Stelle von a gelten. Die Carathéodory-Bedingung im-
pliziert, dass die Funktion = +— a(x, Vu(x)) messbar ist, falls Vu messbar ist. Aus der
Wachstumsbedingung (4.58) folgt, dass

/Q<a(a:, Vu(zx)), Vo(z)) dx < ¢ /Q(l + | Vu(z) [P~ | V()| do
< (| + [[VulP M ) Vol

(4.60)

gilt mit 1/p + 1/q = 1, nach der Holderschen Ungleichung. Wegen ¢(p — 1) = p gilt
¥l ly = (IVull,)
Es folgt, dass der reflexive und separable Banachraum
V =W,?(Q)

der geeignete Raum fiir die variationelle Formulierung (4.57) ist. Durch

(Au,v) = /Q (a(z, Vu(z)), Vo(z)) dx + an(a:,u(x))v(x) dx (4.61)
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wird némlich nach obigen Uberlegungen (und analogen fiir ag) ein Operator A : V — V*
definiert. Dieser Operator ist stetig (sieche Ubung). Er ist auflerdem monoton, falls wir
verlangen, dass

(a(z,w) —a(x,z),w—2z) >0, furallew,z€R" =€ (4.62)

gilt, und dasselbe fiir ay anstelle von a. Gilt zusétzlich
(a(z,w) —a(z,2),w — 2) > clw — 2>, fiir alle w,z € R", 2z € (4.63)
fiir ein ¢ > 0, so ist A gleichméBig monoton im Sinne von (4.51). (Fiir ag brauchen wir

(4.63) nicht zu verlangen, das folgt aus der Poincaré-Ungleichung in V'.) Aus Satz 4.15
folgt nun:

Satz 4.16 Seien (4.58), (4.59) und (4.62) erfillt. Dann hat das quasilineare Randwert-

problem (4.56) eine eindeutige variationelle Lisung in V = WyP(Q) fiir jede rechte Seite
F e V*, und die Galerkin-Ndherungen u, konvergieren gegen w in der Norm von V. O
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5 Das Maximumprinzip

Wir wissen bereits: Ist v : €2 — R eine auf einem beschrankten Gebiet €2 definierte
subharmonische Funktion, also

—Au <0 in €, (5.1)

so ist entweder u konstant, oder es gilt
u(z) < maxu(y), furallex € Q. (5.2)

ye

Dieser Sachverhalt bleibt richtig, wenn man den Laplace-Operator in (5.1) durch einen
allgemeinen elliptischen Operator 2. Ordnung ersetzt, und er 148t sich auch auf zugehorige
parabolische Gleichungen, etwa

Ou—Au=0 (5.3)
iibertragen. Wir betrachten einen Operator L der Form
Lu = Zaw aau—l—Zb JOiu + c(z)u, (5.4)
2,7=1

der im Kontrast zu Kapitel 8, Teil 1 nun nicht in Divergenzform geschrieben ist. Schreibt
man (5.4) in Divergenzform um, so erhélt man

_Zaj(aij(x)aiuHZ( +Zaaw >8u+c()

Voraussetzung 5.1 Sei Q C R™ offen und beschrinkt, seien a;j,b;,c € C(Q) fiir alle
i,je{l,...,n}. 0

Erinnerung: Der Differentialoperator L aus (5.4) heifit gleichméfig elliptisch, wenn es
ein a, > 0 gibt mit

Z Eag ()& > a.l€)?,  fir alle € € R, z € Q. (5.5)

i,7=1

Eine etwas schwéchere Forderung, die vor allem zur Behandlung der parabolischen Glei-
chung benétigt wird, ist

PA(r)E >0, fiiralle é € R”, z € Q, (5.6)
es gibt ein &€ € R™ mit ¢7 A(z)¢ > 0 fiir alle 2 € Q.

Hat v € C?(Q) in z € Q ein Maximum, so gilt
Vu(r) =0, D*u(z)<0, (5.8)
das heifit, die Hesse-Matrix D?u(z) ist negativ semidefinit. Hieraus folgt sofort
—Au(z) >0, (5.9)

und man kann also schlieen: Gilt —Awu < 0 in §2, so kann u kein Maximum in €2 haben.
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Lemma 5.2 Seien B,C € R™™ positiv semidefinit, sei C symmetrisch. Dann gilt

spur (BC) > 0. (5.10)

Beweis: Man betrachtet zuerst den Fall, dass C' eine Diagonalmatrix ist, und fithrt den
allgemeinen Fall darauf zuriick. Details sieche Ubung. O

Satz 5.3 (Schwaches Maximumprinzip, elliptischer Operatoi)
Es gelte Voraussetzung (5.1) sowie (5.6), (5.7). Seiuw € C*(2) N C(Q) mat

Lu <0 in 2, (5.11)
das heifit, (Lu)(x) <0 fir alle x € Q. Es gelte auflerdem ¢ = 0. Dann gilt

max u =maxu(y) . 5.12
naxu(y) = maxu(y) (5.12)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass Lu < 0 in Q gilt. Wire z € 2 Maximal-
stelle von u, so wire Vu(z) = 0 und

(Lu)(z) = — Z aij(2)0;0;u(x) = —spur (A(z) D*u(z)) > 0,

1,7=1

nach Lemma 5.2, da —D?u(z) positiv semidefinit und symmetrisch ist. Es folgt (5.12) im
Falle Lu < 0. Sei nun Lu < 0 in Q. Fiir € > 0 definieren wir

u.(z) = u(z) + eV (5.13)
wobei £ geméf (5.7) gewéhlt und v > 0 spéiter festgelegt wird. Differenzieren liefert

dyus(x) = dyu(x) + ey&e? ™) |
0;0:u(x) = 0;0u(x) + ey*&i&;e7 ™) .

Es folgt (beachte ¢ = 0)
(Luz)(z) = (Lu)(z) — eve”™ [y" A(2)€ — (€, b(2)) ] - (5.14)

Wir wéhlen v so groB, dass die eckige Klammer einen Wert > 0 hat fiir alle z € §; dies
ist moglich nach (5.7), da Q kompakt und A und b stetig sind. Man beachte auerdem,
dass v nicht von ¢ abhéngt. Es folgt

Lu, <0 in Q, fiir alle ¢ > 0,
also nach dem ersten Teil des Beweises

max u.(y) = max u.(y) .
yeN yeo

Da u. gleichméBig gegen u konvergiert, erhalten wir (5.12). O
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Ersetzt man in Satz 5.3 die Voraussetzung (5.11) durch
Lu>0 in Q, (5.15)
so konnen wir den Satz auf —u anwenden und erhalten

min u = min u(y) . 5.16
minu(y) = min u(y) (5.16)

Ist also u eine klassische Losung der elliptischen Gleichung
Lu=20 (5.17)
in 2, so nimmt sie im Falle ¢ = 0 das Maximum und das Minimum auf dem Rand von 2

arll.

Eine Konsequenz des Maximumprinzips ist beispielsweise: Ist u eine Losung von Lu = 0
in © und wissen wir, dass u > 0 auf 02, so folgt auch v > 0 in €.

Im Falle ¢ # 0 gilt das Maximumprinzip im allgemeinen nicht. Beispiel: 2 = (—1,1) X
(_L 1) C R27
u(zy, xe) = sin(ma ) sin(mas) (5.18)

erfiillt
—Au—27%u =0

in €, aber v = 0 auf 0¢). Ist aber der Vorfaktor von w nichtnegativ, so ergibt sich das
Maximumprinzip in einer etwas schwécheren Form. Wir schreiben

u = max{u,0} . (5.19)
Satz 5.4 Es gelte Voraussetzung 5.1 sowie (5.6), (5.7). Sei u € C*Q) N C(Q) mit
Lu<0 in$. (5.20)

Es gelte aufferdem ¢ > 0. Dann gilt

max u(y) < maxu™(y). (5.21)
yeN yeoN
Gilt statt (5.20)
Lu=0 in, (5.22)
so folgt
= . 5.23
max|u(y)] = maxu(y)| (5.23)

Beweis: Wir definieren
Ot =Qn{z:u(x) >0}.

Ist u <0 in ©, so gilt (5.21) offensichtlich, sei also Q* # (). Es gilt

Lu—c(r)u < Lu<0 inQF.
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Wir wenden Satz 5.3 an auf L — ¢ und erhalten

0 < max u(y) = max u(y). (5.24)
yeQt yeont

Da u = 0 auf 90+ N Q, folgt O £ 9Q+ \ (9Q+ N IQ) = 9+ N I, und

= < .
SR B ) = )

Gilt (5.22), so folgt durch Anwendung auf —u mit u~ = (—u)* = — min{u, 0}

i > —maxu(y), 5.25
minu(y) = —maxu(y) (5.25)

und daraus (5.23). O

Satz 5.4 besagt: Hat u ein positives Maximum, so wird dieses auch auf dem Rand an-
genommen. Ist das Maximum negativ, so muss das nicht der Fall sein. Beispiel: 2 =
(—2,2) x (-2,2),

u(wy,x) = — (" +e ™ €™ +e ) . (5.26)
Das Maximum liegt in (0,0), u(0,0) = —4, aber auf 99 gilt u < —e?. Das Betragsmaxi-
mum von u wird in den vier Ecken von {2 angenommen.

Wir betrachten das Randwertproblem

Lu=f, in, (5.27)
u=g, auf 0, (5.28)

wobei wir f und ¢ als stetig voraussetzen.

Folgerung 5.5 Es gelte Voraussetzung (5.1) sowie (5.6), (5.7), sei ¢ > 0. Seien u; €
C*(Q)NC(Q) Lisungen von (5.27), (5.28) mit f = f;, g =g, i =1,2. Gilt

fi<fe mQ, g1 <gs indQ, (5.29)

so folgt
up Sug in €. (5.30)
Beweis: Wir wenden Satz 5.4 an auf v = u; — us. O

Hieraus folgt insbesondere die Eindeutigkeit der klassischen Losung des Randwertpro-
blems (5.27), (5.28) fiir einen gleichméBig elliptischen Operator L in einer beliebigen
offenen und beschrankten Menge (2.

Wir behandeln nun das starke Maximumprinzip. Wesentliches Hilfsmittel zu dessen Beweis
ist das Lemma von Hopf, welches sich mit der folgenden Situation befasst. Sei zy eine
strikte Maximalstelle am Rand,

o € 0, wu(xg) > u(zr) firallex € Q, (5.31)
der Rand sei nahe z( in folgendem Sinne regulir,

es gibt ein R > 0 und ein y € Q mit B(y; R) C , o € 0B(y; R). (5.32)
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Die &uflere Normale in zq ist dann gegeben (bzw. definiert) durch

To—Y
v(xg) = . 5.33
( 0) |l’0 — yl ( )

Ist u € C*(Q), so folgt aus (5.31) unmittelbar, dass
dyu(xg) > 0.

Das Lemma von Hopf besagt nun, dass hier sogar die strikte Ungleichung gelten muss.

Lemma 5.6 (Hopf)
Seien Voraussetzung 5.1 und (5.6) erfiillt, es gelte (5.7) mit § = v(x) sowie (5.32). Sei
u e C*Q)NCYQ) mit (5.31) und

Lu <0 in (. (5.34)
Es liege einer der folgenden drei Fille vor:
1. ¢=0,

2. ¢>0, u(xg) >0,

3. u(zg) = 0.
Dann gilt
dyu(zg) > 0. (5.35)
Beweis: Wir definieren ,
v(x) = e el e R (5.36)
Es ist
v>0 in B(y;R), v=0 aufdB(y;R), (5.37)
Ov(x) = —27y(z; — yi)e P (5.38)

Weiter gilt

(Lv)(w) = - Z a;;(z) [472($z‘ —yi)(z; —y;) — 27(5@'}6_7'3’3_3"2

ij=1

3B (2~ e+ lole)

= —e W 4y (@ — )T A@) (x — y) — 2y spur (A(x)) + 27 (), & — y) — c(2)]

— c(z)e
Wir betrachten nun eine Kugel B(zo; p) um xy und wihlen p > 0 so klein, dass

(z —y)TA(z)(x —y) >0, fiir alle € K(x0;p), (5.39)
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das ist moglich wegen (5.33), da v(zo)T A(z)v(zo) > 0. Wir definieren

U = B(zo; p) N B(y; R) (5.40)
und wahlen v > 0 so grof, dass
Lv <0 inU. (5.41)
Wir setzen
us(x) = u(x) —u(xo) +ev(z), €>0. (5.42)
Es gilt dann fiir alle z € U
(Lue)(z) = (Lu)(x) — c(z)u(xg) + e(Lv)(z) < —c(z)u(z) <O0. (5.43)
Es gilt weiter
u. <0 auf U NIB(y; R), da dort v = 0. (5.44)
Wir wahlen € > 0 so klein, dass
us <0 auf OU NIB(xo; p), (5.45)

das ist moglich, da OU N 0B(xo; p) kompakt ist und dort u < u(xg) gilt.

Sei nun ¢ > 0 (Fille 1 und 2 der Behauptung). Wir wenden das schwache Maximumprinzip
(Satz 5.4) auf u. in U an und erhalten

u: <0 inU. (5.46)

Da u.(zo) = 0, folgt
0 < Jyuc(xg) = O,u(xg) + £0,v(x0) -

Nun ist
2 2
Byv(wo) = =2y (w0 — y, v(x0)) e 70 = —29yRe " <0,

also
Oyu(zg) > —ed,v(xg) > 0.

Schlielich betrachten wir den Fall u(zp) = 0. Es ist dann v < 0 in €. Wir setzen
d(z) = min{c(z),0}, dann ist d(x) < 0,

(L—du=Lu—d(z)u<Lu<O0,
sowie c —d = c™ >0,
(L — d)u = —spur (AD*u) + (b, Vu) + cu.

Wir konnen also den bereits bewiesenen Fall 2 anwenden und erhalten die Behauptung.
O

Satz 5.7 Sei Voraussetzung 5.1 erfillt, sei L gleichmdfig elliptisch, sei §Y aufferdem zu-
sammenhingend. Sei u € C*(Q) N C(Q), es gelte

Lu <0 in Q. (5.47)

Sei u nicht konstant. Ist ¢ =0, so kann u kein Mazimum in ) haben. Ist ¢ > 0, so kann
u kein nichtnegatives Mazimum in €2 haben.
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Beweis: Wir nehmen an, es gebe ein x € ) mit

u(r) = max u(y) = M, (5.48)

und sei M > 0 falls ¢ # 0. Da u nicht konstant ist, ist
Q" =0n{u< M} #0.
Wir setzen
QM:Qﬂ{u:M}:Q\Q*.

Q0 ist offen. QM ist nicht offen in 2, da andernfalls  disjunkte Vereinigung zweier offener
Mengen und also nicht zusammenhéngend wiire. Sei & € QM N 9O~ dann gibt es (in der
Nihe von 7) ein y € 0~ mit

dist (y, OM) < dist (y, 09) .

Sei r > 0 die grofite Zahl mit B(y,r) C 2, dann gibt es ein z¢ € dB(y,r) mit u(zg) = M
und also auch Vu(zg) = 0. Aus dem Lemma von Hopf, angewandt in B(y, ), folgt aber
in beiden Féllen (¢ =0 oder ¢ > 0, M > 0), dass Vu(xg) # 0 gilt, ein Widerspruch. O

Folgerung 5.8 (Starkes Maximumprinzip, elliptischer Operator)
Unter den Voraussetzungen von Satz 5.7 gilt

u(z) <maxu(y), fir alle x €€, (5.49)
yeod

falls ¢ = 0 gilt, oder falls ¢ > 0 gilt und das Mazimum auf der rechten Seite von (5.49)
nichtnegativ ist.

Beweis: Folgt aus dem schwachen Maximumprinzip (Satz 5.3) und aus Satz 5.7. O

Wir bemerken, dass Satz 5.7 auch gilt, wenn €2 unbeschrénkt ist (die Beschranktheit wurde
im Beweis nicht verwendet). Allerdings gilt dann i.a. das schwache Maximumprinzip nicht,
so dass eine Abschéitzung der Werte von u in €2 gegen die Randwerte nicht moglich ist.

Wir betrachten nun einen Operator der Form
o+ L,

angewendet auf Funktionen “u = u(x,t)”, mit

n n

Lu= = ay(z, )00+ Y bi(z,t)0u+ c(z, thu, (5.50)

i,j=1 i=1

Voraussetzung 5.9 Sei (2 C R" offen und beschrankt, sei T > 0. Wir setzen

Qr =Q x(0,7], (5.51)

und nennen
Y= (00 x [0, T])U(Q x {0}) (5.52)
den parabolischen Rand von Qp. Wir nehmen an, dass a;;,b;,c € C(Qr) fiir alle i,j €
{1,...,n}. O
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Definition 5.10 (Gleichmiflig parabolischer Operator)
Der Operator 0y + L mit L aus (5.50) heifit gleichmdfig parabolisch in Qr, wenn es ein
as > 0 gibt mit

A, 1) =) Gay(x, )& > alE*,  fiir alle § € R, (z,t) € Q. (5.53)

i,j=1
a

Satz 5.11 (Schwaches Maximumprinzip, parabolischer Operator)
Es gelte Voraussetzung 5.9, sei Oy + L gleichmdfig parabolisch in Qr. Sei u € C*(Qr) N
C(Qr), sei

Ou+ Lu <0 in Qrp. (5.54)
Im Fall ¢ =0 gqilt dann
max u(x,t) = max u(x,t), (5.55)
(wvt)GQT (I,t)EZ
im Fall ¢ > 0 gilt
max_u(z,t) < max u’(z,t). (5.56)
(xrt)GQT (x,t)eXJ

Beweis: Sei

M = max u(z,t).
(:L‘,t)GQT

Wir wenden das schwache Maximumprinzip 5.3 bzw. 5.4 auf 9; + L in © x (0,7) an und
erhalten
M= max u(z,t) bzw. M < max u'(z,t). (5.57)
(z,t)€0QT (z,t)€0QT

Wir nehmen nun an, es gebe ein z € {2 mit
u(z,T) =M. (5.58)

Dann gilt
Ou(x,T) >0, Veulx,T)=0, D>u(z,T)<0,

sowie nach Lemma 5.2
—spur (A(x, T)D?u(x,T)) > 0.

Insgesamt ergibt sich, falls ¢ = 0, oder falls ¢ > 0 und M > 0,
Owu(x, T) + Lu(z,T) > 0. (5.59)

Im Spezialfall
O+ Lu <0 in Qp, (5.60)

von (5.54) kann es also ein € Q mit u(x,T) = M nicht geben, und es folgen (5.55) bzw.
(5.56). Den allgemeinen Fall fithren wir auf (5.60) zuriick, indem wir setzen

us(x,t) = u(z,t) —et, >0.

Es gilt
((0y + L)ue)(x,t) < —e — ete(x, t) <0 in €y,

also folgen (5.55) bzw. (5.56) fiir u. statt u, und fiir u durch Grenziibergang ¢ — 0. O
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Satz 5.12 (Starkes Maximumprinzip, parabolischer Operator)
Es gelte Voraussetzung 5.9, sei Q zusammenhdngend, sei 0y + L gleichmdjig parabolisch

in Qp. Seiu € C2(Qp) N C(Qy), sei

du+Lu<0 inQr. (5.61)
Es gebe ein (9, t9) € Qp mit
u(zg, to) = max u(z,t)=: M. (5.62)
(%,t)EQT

Es liege einer der folgenden drei Fille vor:

1. ¢=0,
2. ¢>0, u(xg, tg) >0,

3. U(l’o, to) =0.
Dann ist u konstant in Q.
Wir zerlegen den Beweis in mehrere Lemmata.

Lemma 5.13 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 5.12. Sei By = B((x,t);r) eine
offene Kugel in Qp, es gelte u < M in By. Dann gilt auch v < M auf 0By aufler
maoglicherweise in (x,t+r) und (z,t —71).

Beweis: In allen anderen Randpunkten (&, 7) von By hat die duflere Normale die Form
v(&, 1) = (Ve,y)) ER" XR, v, #0.

Wir nehmen an, dass u(¢,7) = M. Wir wenden das Lemma von Hopf (Lemma 5.6) auf den
Operator 0,+ L in By an. Da L gleichméBig elliptisch ist, sind in (£, 7) die Voraussetzungen
von 5.6 erfiillt, also d,u(&, 7) # 0 im Widerspruch zur Maximaleigenschaft von (£, 7). O

Lemma 5.14 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 5.12. Sei t € (0,T), es gebe ein
T € Q mit u(z,t) < M. Dann gilt u(z,t) < M fir alle x € Q.

Beweis: Wir nehmen an u(z,t) = M fiir ein z; € Q. Da  zusammenhéngend ist, konnen
wir 1 und einen weiteren Punkt x5 € Q mit u(zq,t) < M so wéhlen, dass u(z,t) < M
fiir alle Punkte x (bis auf x;) auf der Verbindungsstrecke L von x; nach x5 gilt, und dass
B(L;d) C § fiir ein 6 > 0. Sei

Lo — X1

z(e) =x1+¢ d(e) = dist (z(e),{u = M}).

|$2 —1’1| ’

Fiir € < § wéhlen wir r(¢) so, dass u < M in B. = B((x(¢),t);r(¢)) und u auf 0B, den
Wert M annimmt. Nach Lemma 5.13 kann der Wert M nur in den Punkten (z(e),t+d(¢))
angenommen werden. Fiir 0 < e,¢’ < ¢ folgt dann (Pythagoras)

d(e')? < (e =€) +d(e)?

de)* < (e — &) +d(&)?.

34



Hieraus folgt
jd(e')? = d(e)’] < (¢ —€)?,

also
) —dE) (€2
g —e T de)+de)
Grenziibergang € — ¢ liefert d'(¢) = 0 fur alle € € (0, ), aber andererseits gilt d > 0 und
d(e) — 0 fiir ¢ — 0, ein Widerspruch. O

Lemma 5.15 FEs gelten die Voraussetzungen von Satz 5.12. Sei 0 <ty <t; < T, es gelte
u < M in Q x (ta,t1). Dann gilt u < M in Q x {t1}.

Beweis: Wir nehmen an, u(z,t;) = M fiir ein x; € . Wir definieren

v(w,t) = e lPmmPratt-t) (5.63)
Es gilt
(0; + L)(v) = e lommlP-att=t) [—a—4(z —z1) Az, t)(z — 1) (5.64)
+ 2spur (A(z,t)) — 2 (b(z,t), x — z1) + c(z,t)] — c(z,t).
Wir wahlen o > 0 so grof3, dass
(O + L)v<0 inV=DB((x1,t1);p) N{t < t1} (5.65)
fiir hinreichend kleines p > 0. Wir betrachten das Paraboloid
P={(z,t): |z —z1]* <oty —1t)}. (5.66)
Wir definieren
us(z,t) = u(z,t) — M + ev(x,t) (5.67)

und
U=VnNnP.

Fiir hinreichend kleines € > 0 gilt u. < 0 auf U, da v = 0 auf 9P und u < M auf OU \OP.
Im Falle ¢ > 0 (Falle 1 und 2 der Behauptung) folgt aus dem schwachen Maximumprinzip
(Satz 5.4), dass

us <0 inU, (5.68)
und weiter, da u.(x1,t;) =0,
0 S @gug(ml, t1> == 8tU(ZE17t1) + Eaﬂ)(l’l, tl) = 8tu(l‘1,t1) — EQ, (569)
also
0< 0tu(x1,t1) . (570)

Andererseits gilt im Punkt (x,%;) auch
0> (0; + L)u = dyu — spur (AD?u) + (b, V,u) + cu > dyu + cu > dyu,

ein Widerspruch zu (5.70). Der Fall 3 wird auf diesen Fall zuriickgefithrt, und zwar auf
analoge Weise wie im Beweis von Lemma 5.6. O
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Beweis von Satz 5.12. Wegen Lemma 5.14 gilt fiir jedes t > 0 entweder
u(z,t) < M, fir alle z € ),

oder
u(z,t) =M, firalle z € Q.

Die Menge
I'={t:te(0,t), u(z,t) < M}

ist offen. Ist sie nichtleer, so lasst sie sich darstellen als disjunkte Vereinigung von abzihl-
bar vielen offenen Intervallen I, = (a,by). Da by ¢ I, muss u(x,by) = M gelten im
Widerspruch zu Lemma 5.15. Also ist I leer und damit v = M auf €. O

Aus dem Maximumprinzip folgt die Eindeutigkeit einer klassischen Losung der paraboli-
schen Anfangsrandwertaufgabe

3tu + Lu = f in QT, (571)
u(z,0) = ug(x) firz e Q, (5.72)
u(z,t) = g(x,t) firze o, te(0,7), (5.73)

indem man das Maximumprinzip auf die Differenzen u; — us und ug — uq zweier Losungen
von (5.71) — (5.73) anwendet.
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6 Das Bochner-Integral

Unter [a, b] wird im folgenden immer ein kompaktes Intervall im R verstanden. Ist A C
[a, b], so bezeichnet x4 die durch

xalt) = {; o (0.1

definierte charakteristische Funktion von A.

Definition 6.1 (Einfache Funktion) Sei X Banachraum. Fine Funktion u : [a,b] —
X heif$t einfach, wenn sie die Form

u) =3 xa (B (62)
i=1
hat, wobei n € N, A; C [a,b] messbar und z; € X firl <i<n.

Lemma 6.2 Sei X Banachraum, u : [a,b] — X einfach. Dann gibt es genau eine Dar-
stellung der Form (6.2) mit

Diese Darstellung heifst kanonische Darstellung.

Beweis: Ubung. O
Definition 6.3 (Bochner-Messbarkeit)

Sei X Banachraum. FEine Funktion u : [a,b] — X heifft Bochner-messbar, falls es eine
Folge von einfachen Funktionen u, : [a,b] — X gibt mit

lim w,(t) = u(t) (6.4)
n—oo
fir fast alle t € |a,b].
Definition 6.4 Sei X Banachraum, u : [a,b] — X einfache Funktion mit der Darstellung
u(t) = 3" a0 (65
i=1
Wir definieren das Bochner-Integral von u als
b n
/ u(t) dt = Z meas (A;)z; . (6.6)
a i=1
Ist A C [a,b] messbar, so definieren wir

/A u(t) dt = / walbut) dt (6.7)
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Die Definition 6.4 ist sinnvoll, da der Wert der rechten Seite von (6.6) nicht von der
gewahlten Darstellung abhéngt. Direkt aus der Definition folgt, daf fiir einfache Funktio-
nen u,v : [a,b] — X und Zahlen «, 5 € R gilt

/b au(t) + Pou(t) dt = a/b u(t) dt + ﬂ/bv(t) dt, (6.8)

) ) dtH < /ab ()| dt (6.9)

sowie

Lemma 6.5 Sei X Banachraum, u, : [a,b] — X eine Folge von einfachen Funktionen
mit u, — u fast iberall. Dann ist fir jedes n € N die durch

f(@) = llun(t) —u(®)]| (6.10)

definierte Funktion f : [a,b] — R (Lebesgue-)messbar.

Beweis: Es ist

£ = T fult), ful®) = ualt) — ua (D] (6.11)
und f,, ist eine einfache Funktion fiir alle m € N. O

Sei nun wu,, : [a,b] — X eine Folge von einfachen Funktionen mit u,, — u punktweise fast
iiberall und

hm/ |lun(t) — u(t)||dt =0. (6.12)

(Nach Lemma 6.5 ist der Integrand messbar.) Wegen

/ab () dt — /bum( dtH " (6) — (1)

/Hun — u(t Hdt—l—/“um —u(t)| dt

= / " () dt (6.14)

eine Cauchyfolge in X definiert. Ist v, : [a,b] — X eine weitere Folge mit denselben
Eigenschaften wie u,, so gilt

/abvn(t)dt—/abun(t)dtu S/:an(t)—un(t)ndt
S/j””n(t)—u(t)lldﬂr/ab Jun(t) — u(t)| dt,

also hangt der Grenzwert von (y,) nicht von der speziellen Wahl der Folge (u,,) ab.

(6.13)

wird durch

(6.15)
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Definition 6.6 (Bochner-Integral) Sei u : [a,b] — X. Fulls es eine Folge von einfa-
chen Funktionen u, : [a,b] — X gibt mit u, — u punktweise fast iberall und
b
lim ||wn(t) — u(t)||dt =0, (6.16)

n—o0 a

so heifit u Bochner-integrierbar, und wir definieren das Bochner-Integral von u als

b b
/ u(t)dt = lim [ wu,(t)dt. (6.17)

n—oo a

Lemma 6.7 Sei X Banachraum, seien u,v : [a,b] — X Bochner-integrierbar und o, €
R. Dann ist auch cou + v Bochner-integrierbar, und es gilt

/b au(t) + Pou(t) dt = a/b u(t) dt + ﬁ/bv(t) dt . (6.18)

Beweis: Direkt aus den Definitionen. O

Satz 6.8 Sei X Banachraum. Ein u : [a,b] — X ist Bochner-integrierbar genau dann,
wenn u Bochner-messbar und die Funktion t — ||u(t)|| integrierbar ist. Es gilt auferdem

Beweis: “=": Sei (u,) Folge einfacher Funktionen mit u,, — u punktweise fast iiberall
und

/abU(t) dtH < /ab [ u(t)]|| dt . (6.19)

b
/ |lu(t) — un(t)| dt =0. (6.20)

Da ||lu,(t)|| — ||u(t)|| fur fast alle t € [a, b] gilt, ist die Funktion ¢ — ||u(t)|| messbar. Es
gilt dann

b b b
[l < [t - w@ldes [Cu@la<oe. 621
“<": Sei (u,) Folge einfacher Funktionen mit w,, — u punktweise fast iiberall. Zu vorge-

gebenem € > 0 definieren wir vy, : [a,b] — X durch

o) {un@), falls [ (1) < (1+2)[u(t)] 622

0, sonst.
vy, ist eine einfache Funktion, da {t : ||u,(t)|| < (1 + ¢)||u(t)||} messbar ist. Fiir
fn (@) = [lon(t) = u(®)]] (6.23)
gilt f, — 0 punktweise fast iiberall und

0< fult) < 2+e)[u@)]- (6.24)
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Aus dem Satz von Lebesgue folgt

b b
lim/ ||vn(t)—u(t)|]dt—nli_>nolo/ fu(t)dt =0, (6.25)

n—oo

also ist u Bochner-integrierbar. Mit (6.9) folgt

‘/vn dtH /||vn M dt < (1+¢) / llu(t)|| dt (6.26)

‘ [ ) = | () # <o [ uto)ar (627

Da e > 0 beliebig war, folgt (6.19). O

und damit auch

In Analogie zum Fall X = R betrachten wir nun Funktionen u : [a, b] — X, fiir die gilt

b
/ lu()[P dt < oo (6.28)
Definition 6.9 Sei X Banachraum, 1 < p < oco. Wir definieren
LP(a,b; X) = {[u]|u : [a,b] — X ist Bochner-messbar und (6.28) gilt} (6.29)
wobei [u] die Aquivalenzklasse von u unter der Aquivalenzrelation

u~v & u=uv fast dberall (6.30)

bezeichnet.

Nach Satz 6.8 ist L'(a,b; X) gerade der Vektorraum aller Bochner-integrierbaren Funk-
tionen.

Satz 6.10 Sei X Banachraum, 1 < p < oo. Dann ist LP(a,b; X) ein Banachraum mit

der Norm
sy = ([ toear)” (6:31)

Ist X Hilbertraum, so ist L*(a,b; X) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

b
(u,v) :/ (u(t),v(t)) 5 dt. (6.32)

Beweis: Weggelassen. Geht genauso wie im Fall X = R. Zum Beweis der Bochner-
Messbarkeit der als Limes einer Cauchyfolge konstruierten Grenzfunktion wird zusétzlich
der Messbarkeitssatz von Pettis benotigt. O

Definition 6.11 Fir u : [a,b] — R definieren wir

esssupu(t) = inf{M : M € R, u(t) < M fiir fast alle t € [a,b]}. (6.33)

te(a,b]
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Wir betrachten nun banachraumwertige Funktionen u : [a,b] — X, fiir die gilt

esssup |Ju(t)]|x < oo. (6.34)
te(a,b]

Definition 6.12 Sei X Banachraum. Wir definieren

L*>(a,b; X) =A{[u] |u: [a,b] = X ist Bochner-messbar und (6.54) gilt} . (6.35)

Lemma 6.13 Sei X Banachraum. Dann gilt fir alle p € [1, 00)

L®(a,b; X) C LP(a,b; X) (6.36)

Beweis: Fiir u € L®(a,b; X) gilt

b
el ey = / Ju(®) [P dz < (b — a) [l o ) - (6.37)

Satz 6.14 Sei X Banachraum. Dann ist L>(a,b; X) ein Banachraum.
Beweis: Verlduft ebenfalls wie im Fall X = R. O

Definition 6.15 Sei X Banachraum. Wir definieren

C([a,b]; X) ={u|u: [a,b] = X stetig}. (6.38)

Definition 6.16 (Oszillation) Sei X Banachraum, u : [a,b] — X. Wir definieren die
Oszillation von u durch

%zf}:(u; 0) = sup{||u(t) — u(s)| : s,t € [a,b], |t —s| <} (6.39)

Lemma 6.17 Sei X Banachraum, u : [a,b] — X stetig. Dann gilt

lim osc(u;d) = 0. (6.40)

0—0 [a,b]

Beweis: Die Aussage (6.40) ist gleichbedeutend mit der gleichméfligen Stetigkeit von w.
O

Fiir eine stetige Funktion w : [a,b] — X gilt

esssup |lu(t)]| = max [Ju(t)], (6.41)
t€la,b] t€[a,b]

da aus der Stetigkeit folgt, daB [[u(t)|| < esssup,e(,y [|u(s)] gilt fiir alle ¢.
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Satz 6.18 Sei X Banachraum. Dann ist C([a,b]; X) ein Banachraum mit der Norm

Julltiro = ma [u(o)] (6.42)
und C([a,b]; X) kann mit einem abgeschlossenen Teilraum von L*(a,b; X) identifiziert
werden.

Beweis: Ist u : [a,b] — X stetig, so ist u auch Bochner-messbar: Wir definieren eine Folge
von einfachen Funktionen w, : [a,b] — X durch u,(t) = u(ih), falls t € [ih, (i + 1)h),
h = (b—a)/n ist. Dann gilt

_b—a

Jua(®) = u(t)]| < oscl ), b= =, (6.43)

also u, — u gleichméBig (punktweise wiirde schon geniigen). Weiter: Sei (u,) Folge in C'
mit [u,] — [u] in L>°. Wir wihlen eine Nullmenge N in [a, b] mit u,, — u gleichméfig in
M = [a,b] \ N, dann ist u stetig auf M. Ist t € N, so wihlen wir eine Folge (tx)ren in M
mit £, — t, dann ist

[[un(t) = wm ()] < [Jun(t) = wn(t) | + [[un = il oo 0 p:x) + 1m () = um @]

also ist (u,(t))nen Cauchyfolge auch fiir t € N. Definieren wir @(t) als den Limes dieser
Cauchyfolge fiir ¢ € N und setzen wir u(t) = u(t) fir t € M, so ist @ : [a,b] — X stetig
und [a] = [u]. O
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7 Lineare parabolische Gleichungen

Wir erldutern, wie eine parabolische Gleichung aus der allgemeinen Bilanzgleichung fiir
eine zeitabhéngige auf die Masse bezogene Dichte ¥ (x,t) einer Grofle ¥ entsteht (siehe
Teil 1, Kapitel 5). Wir gehen aus von der differentiellen Form der Bilanzgleichung

O (p) + div (pov + @) = pz. (7.1)

Hierbei ist p die Dichte der Masse, v die Geschwindigkeit, ® der nichtkonvektive Flufl und
z die Zufuhr. Ist p konstant, so wird (7.1) zu

Opp + %div@ + (v, Vo) + (divo)y = 2. (7.2)

Der lineare Ansatz .
-d=—-AVy, A Matrix, (7.3)
P

beschreibt Diffusionsvorgénge, der isotrope Fall entspricht A = AI, A > 0. Insgesamt
ergibt sich die sogenannte Konvektions-Diffusions-Gleichung

O — div (AVY) + (v, V) + (dive)y = z. (7.4)

Sind A, v und z gegebene Funktionen von x und ¢, so erhalten wir eine lineare parabolische
Gleichung (wir schreiben wieder w fiir die unbekannte Funktion)

ou+ Lu=f, (7.5)
wobei L in Divergenzform gegeben ist durch
Lu=— Z 0j(ai;(z,t)0u) + Z bi(z,t)0u + c(x, t)u. (7.6)
4,j=1 i=1

Wir betrachten das zugehorige Anfangsrandwertproblem

Ou+ Lu=f inQpr=Q x (0,77, (7.7)
u=0 auf 0Q x (0,7), (7.8)
u(z,0) = ug(x) fir z € Q. (7.9)

Wir gehen iiber zu einer variationellen Formulierung hinsichtlich der Ortsvariablen x. Sei
v € C§°(R2) eine Testfunktion. Wir multiplizieren beide Seiten von (7.7) mit v, integrieren
iiber €2 und fiithren partielle Integration im Divergenzterm durch. Es ergibt sich

/Q&gu(ac,t)v(:v) d:l:—l—/ﬂZaij(x,t)&u(a:,t)(?jv(x) dx

ij=1

—i—/zn:bi(x,t)aiu(x,t)v(:c) da:—i—/c(x,t)u(x,t)v(x) dx (7.10)

Q

= /Q f(z,t)v(z)dx.
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Voraussetzung 7.1 Sei () C R" offen und beschrinkt, seien a;;, b;, ¢ messbar und be-
schréinkt fiir alle i, j, sei O; + L gleichmdf$ig parabolisch, seien uy € L*(Q), f € L*(Qr).
(Il

Wir wollen die unbekannte Funktion u auffassen als Funktion u : [0,7] — V', wobei V ein
geeigneter Banachraum von Funktionen auf € ist, also

u(t) : Q@ — R, firalletel0,T]. (7.11)

Der Wert (u(t))(x) entspricht dann w(z,t) in (7.7). Wir formulieren das Anfangsrand-
wertproblem nunmehr als

%(u(t),U)H +a(u(t),v;t) = (F(t),v),, , firallevelV, (7.12)
u(0) = ug. (7.13)
Hierbei ist
H=1L*Q), (w,v)g= /Qw(x)v(x) dx , (7.14)
V=H)Q), F:[0,T]—V*, (7.15)

(F(t),v), bedeutet die Anwendung von F(t) auf v, und
a(w,v;t) = /Q(Vw(a:))TA(x,t)Vv(x) dx + /Q b(z, t)" Vw(z)v(z) dz (7.16)
+ /Qc(x,t)w(x)v(x) dz. (7.17)

Da in (7.12)
v = a(u(t),v;t)

ein Element von V* definiert, kann man zunéchst auch nur dasselbe von

d

- S(u(t). o)

v

erwarten. Dem entspricht, dass fiir eine schwache Losung
u(-t) € HI(Q), te(0,T)

die Zeitableitung Oyu(-,t) in (7.7) die Regularitidt von (Lu)(-,t) hat, das heift, zweite dis-
tributionelle Ableitung einer Funktion in H () ist, also erste distributionelle Ableitung
einer Funktion in L?(£2). Diesen Raum kann man wieder mit dem Dualraum H~'(£2) von
V = H}(9) identifizieren (sieche Ubung). Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Evo-
lutionstripels den geeigneten abstrakten Rahmen fiir die vorliegende Situation liefert.

Ist v* € V* und v € V, so verwenden wir wie oben die Notation

(v, v)y =" (v). (7.18)
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Satz 7.2 Sei H ein Hilbertraum und V' ein reflexiver Banachraum diber R, sei j : V. — H
linear, stetig und injektiv, sei (V') dicht in H. Dann wird durch

eine lineare, stetige und injektive Abbildung j* : H — V* mit ||7*|| < ||7]| definiert, und
J*(H) ist dicht in V*.

Beweis: Sei h € H. Dann definiert die rechte Seite von (7.19) wegen

(R 3 @) | < Al 5@ < ARl N1 (7.20)

ein Element j*(h) € V* mit

17"l < I 1Al (7.21)
j* ist offensichtlich linear und wegen (7.21) auch stetig mit ||5*|| < [|j]|. Ist j*(h) =0, so
ist
(h,j(v))g =0, firalleveV. (7.22)
Sei (vy,) Folge in V' mit j(v,) — h in H, dann folgt
(h, )i = (b Yimn (v,)) = Tim (b, (0))s = 0. (729

also ist A = 0 und damit j* injektiv. Es bleibt zu zeigen, dafi j*(H) dicht ist in V*. Sei
v*™* € V** beliebig mit v**(j*(H)) = 0. Es geniigt zu zeigen, daf§ dann v** = 0 sein mufl.
(Ist W =cl(j*(H)) echt in V* enthalten, so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein
v e V** mit o™ (W) = 0, aber v** # 0). Da V reflexiv ist, finden wir ein v € V' mit

(v, v)y, =0 (v"), firallev' e V*. (7.24)
Es gilt dann fiir alle h € H
0=0"("(h)) = (G"(h), v)y = (h,j(0))m , (7.25)

also ist j(v) = 0 und wegen der Injektivitdt von j auch v = 0, also auch v*™* = 0. O

Folgerung 7.3 In der Situation von Satz 7.2 gilt aufserdem: Die Abbildung J : V — V*,
J = j* o7, ist linear, stetig und injektiv, J(V') ist dicht in V*, und

(Jv,w),, = (Jw,v),, , fir allev,w e V. (7.26)

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 7.2 und der Identitét
{(Jv,w)yy = ((v), 5(W)r = (G(w),j(0)n = (Jw,v)y . (7.27)
O

Es ergibt sich also
VLHL VT (7.28)

mit stetigen und dichten Einbettungen.
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Definition 7.4 (Evolutionstripel, Gelfand-Dreier)
Unter den Voraussetzungen von Satz 7.2 heifit (7.28) ein Evolutionstripel oder ein Gel-
fand-Dreier.

Fiir das parabolische Problem (7.7) — (7.9) setzen wir wie bereits erlautert
V=H;Q), H=L*Q)), (7.29)

und
J: H&(Q) — Lz(Q) (7.30)

die durch j(v)(x) = v(z) definierte kanonische Einbettung. Die Abbildung j* 148t sich wie
folgt interpretieren. Es ist fiir h € H = L?*(2)

G (h), vy = (b j(0))ir = / h(z)ol(z) de. (7.31)

Ordnen wir dem Element j*(h) € V* vermittels des Rieszschen Darstellungssatzes ein
Element w € V' zu, so gilt

G (). 0)y = [ (Vo). Vo(a) ds. (7.32)
Q

wenn wir als Skalarprodukt im Hj () das L*-Skalarprodukt der Gradienten verwenden

(welches dquivalent ist zur Restriktion des Standardskalarprodukts in H'(€2), nach dem

Satz von Poincaré). Aus (7.31) und (7.32) folgt, dass w gerade die schwache Losung des

elliptischen Randwertproblems

—Aw=~h 1in , (7.33)
w=0 auf 9N '
ist.
Die Einbettungen 7 und j* eines Evolutionstripels induzieren vermittels
urrjourrjrojou (7.34)
Einbettungen der zugehorigen LP-Raume
LP(0,7;V) — LP(0,T;H) — LP(0,T; V™). (7.35)

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir j und j* nicht mehr schreiben, das heifit,
wenn wir schreiben “h = v” oder “v = w” mit v € V, h € H und w € V* meinen wir
“h = j(v)" baw. “j*(j(v)) = w”.

Definition 7.5 (Schwache Zeitableitung)
Seiw € LY(0,T;V). Einw € LY (0,T;V*) heifit schwache Ableitung von u, wenn gilt

/0 w(t)e(t)dt = —/0 u(t)¢'(t) dt, (7.36)
fir alle p € C§°(0,T). O
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Die Integrale in (7.36) sind Bochner-Integrale.

Wir wollen Gleichungen in V' und V* auf Gleichungen in R zuriickspielen. Dazu brauchen
wir die Rechenregeln

T T
<U*,/ u(t)dt> :/ W)y di, v eV ue INO,TV),  (7.37)
0 1% 0
und

</0Tu(t)dt7v> =/0T<u(t),v>v dt, veV,uelL(0,T;V"). (7.38)

Satz 7.6 SeiV Banachraum. Istv* € V* undu € L'(0,T;V), so ist t — (v*,u(t)), inte-
grierbar, und (7.37) gilt. Istv € V und w € L'(0,T;V*), so ist t — (u(t), v),, integrierbar,
und (7.38) gilt.

Beweis: Wir betrachten (7.37). Ist
u = Z XA,V (7.39)
i=1

eine einfache Funktion mit Werten v; € V, so ist auch ¢ — (v*,u(t)), eine einfache
Funktion, und es gilt

<v*,/0Tu(t)dt>V = < Zmeas > Zmeas (v, vi)y

- / ' (W u(t)), dt, vt eV (7.40)

Sei nun u € L*(0,T; V) beliebig. Fiir v* € V* ist (v*,u(t)), = (v* o u)(t), und v* o u ist
messbar, da v* stetig und w Bochner-messbar ist. Weiter gilt

[ 1w [

Analog gilt

(e [ s

Die linke und die rechte Seite von (7.37) definieren also lineare stetige Funktionale auf
LY(0,T;V), welche auf dem dichten Unterraum der einfachen Funktionen iibereinstimmen
und daher gleich sind. Der Beweis von (7.38) verlduft analog. O

v-lu@lly dt <l llyllull o gy - (7.41)

' u(t) dt

< [v"]
%4

v uHLl(O,T;V) : (7.42)

Die folgenden beiden Séitze beschéftigen sich mit der Charakterisierung und Eindeutigkeit
der schwachen Ableitung.

Lemma 7.7 SeiV 2 H 25 v Evolutionstripel, u € L*(0,T; V), w € L*(0,T;V*). Dann
ist w genau dann schwache Ableitung von u, wenn gilt

/0 (u(t), v) e (1) dt = —/0 (w(t),v), o(t)dt, YveV, peCr0.T).  (7.43)
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Beweis: Wegen (7.38) gilt fiir alle v € V und alle p € C§°(0,7T)

/0 (1)), (o) (1) dt = / (@ ()T (u(t)), v)y dt

_ </OT T(u(t)d () dt, v>v ,

[ witren i ={ [ e, o) (749

Also ist (7.43) wegen (5*(j(u(t)),v)v = (j(u(t)),j(v))n dquivalent zu

(7.44)

und

T T
/ u(t)'(t) dt = —/ w(t)p(t)dt, fir alle ¢ € C5°(0,7T) . (7.46)
0 0
O
Folgerung 7.8 Ist w € L*(0,T;V*) schwache Ableitung von u € L*(0,T;V), so ist fiir
jedes v € V' die Funktion t — (w(t),v),, schwache Ableitung der Funktion t — (u(t),v)n
im L?(0,T).
Lemma 7.9 Sei V separabler Banachraum, w € L*(0,T;V*). Gilt
T
/ e(t)w(t)dt =0,  fir alle ¢ € C3°(0,T), (7.47)
0

so gilt w = 0 fast tiberall.

Beweis: Im Spezialfall V = R kennen wir die Aussage bereits aus Teil 1, Kapitel 2. Sei
nun V' wie angegeben. Fiir v € V und ¢ € C§°(0,7T) gilt

0— </0T S(tw(t) dt U>V _ /OTgo(t) (w(t),v), di. (7.48)

Aus der Giiltigkeit der Aussage fiir V' = R folgt: Fiir jedes v € V' gibt es eine Nullmenge
N(v) mit

(w(t),v) =0, firallete (0,7)\ N(v). (7.49)
Sei D eine abzéhlbare dichte Teilmenge von V| setze
N=JN@). (7.50)
veD

Dann ist N Nullmenge, und

(w(t),vy =0, firallete (0,T)\N,veD, (7.51)
also

(w(t),v)y =0, firallete (0,T)\N,veV, (7.52)
also w(t) =0 fiir alle t ¢ N. O
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Satz 7.10 Sei V separabler Banachraum, v € L?(0,T;V). Dann gibt es héchstens eine
schwache Ableitung w € L*(0,T;V*) von u. Falls sie existiert, bezeichnen wir sie mit u'.

Beweis: Sind wy, wy € L*(0,T; V*) schwache Ableitungen von u, so folgt fiir w = w; — ws
aus der Definition der schwachen Ableitung

/Tw@m@yu:o (7.53)

fur alle p € C§°(0,T). Aus Lemma 7.9 folgt w = 0. O

Die Aussagen von Lemma 7.9 und Satz 7.10 gelten fiir beliebige Banachraume X und
w e LY0,T; X).

Wir formulieren nun noch einmal das parabolische Anfangsrandwertproblem als “abstrak-
tes” Anfangswertproblem (die Null-Randwerte stecken im Raum V)

(W' (t),v)y +alu(t),v;t) = (F(t),v),, , furalleveV, (7.54)
u(0) = ug . (7.55)

Wir suchen eine Lésung v im Raum
W ={u:ueL*0,T;V), v € L*0,T;V*)}, (7.56)

fiir welche (7.54) fiir fast alle t € (0,7 gilt.
Satz 7.11 Sei V5 H L5 v Fvolutionstripel. Dann gilt

W c C([0,T); H). (7.57)

Ferner gilt die Regel der partiellen Integration

(u(®), v(t)n — (uls),v(s))n = / (W'(7), v(7))y + (V'(7), u(7))y dr (7.58)
fir alle u,v € W und alle s,t € [0,T].

Beweis: Siehe z.B. Kapitel IV im Buch von Gajewski, Groger und Zacharias, oder Theo-
rem 5.9.3 im Buch von Evans. O

Die Inklusion (7.57) ist so zu interpretieren: Ist « € W, so enthélt die Aquivalenzklasse
[jou] € L*(0,T; H) von j o u eine stetige Funktion (diese ist eindeutig bestimmt). In
diesem Sinne ist auch die linke Seite von (7.58) zu interpretieren. Wegen (7.57) macht
die Anfangsbedingung (7.55) Sinn fiir Funktionen in W. (Fiir beliebige Funktionen in
L*(0,T;V) ist (7.55) nicht definiert.)

Voraussetzung 7.12

i Vv Iy H 5 v* ist ein Evolutionstripel, V ist ein separabler Banachraum mit dim(V') =
+00.
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(i) a : V xV x(0,7] — R ist fir jedes t € (0,T] eine Bilinearform, und es gibt
Ca,Ch, Cyq >0 mit

a(v,v;t) > co||lvll} — enlli)|3,  fir allev eV, t € (0,7], (7.59)

la(v, w;t)] < Collv|| ||wl|,  fir alle v,w € V, t € (0,T]. (7.60)

Die Abbildungen t — a(v,w;t) sind messbar fir alle v,w € V.
(iii) wo € H, F € L2(0,T;V*).

O

Theorem 7.13 Unter den Voraussetzungen 7.12 hat das Anfangswertproblem (7.54),
(7.55) eine Lisung u € W.

Der Beweis besteht aus einer Folge von Lemmata, bei denen wir jedesmal annehmen, daf3
Voraussetzung 7.12 erfiillt ist.

Wie in Kapitel 4 verwenden wir Galerkin-Approximation. Die Idee ist, das Anfangswert-
problem zunéchst auf endlichdimensionalen Teilrdumen V,, von V' zu 16sen und die Losung
auf V' durch Grenziibergang zu erhalten. Die Existenz des Grenzwerts ergibt sich durch
einen Kompaktheitsschluss. Die hierfiir notwendige Beschréanktheit der approximierenden
Folge ergibt sich aus den Eigenschaften der Bilinearform in Voraussetzung 7.12, welche
wiederum dadurch garantiert werden, dass 0, + L gleichméflig parabolisch ist.

Die Galerkin-Approximation ergibt sich wie gehabt aus einer Folge (wy,)nen in V' mit

dim(V,) =n, V,:=spanf{wy,...,w,}, V =dl (U Vn> . (7.61)

neN

Weiterhin wéhlen wir eine Folge (uq,) mit ug, € V,, und j(ug,) — ug in H. Wir suchen
Funktionen u, : [0,T] — V,,, dargestellt als

un(t) =Y con(Owr, e [0,T] = R, (7.62)
k=1
so dass fiir fast alle ¢t € (0,7 gilt
(uy, (1), v) i + aluy(t),v;t) = (F(t),v),, , firalleveV,, (7.63)
sowie
un(o) = Uon , j(UOn) - p(u07 ](Vn)) ) (764)
wobei p(ug, X) die Orthogonalprojektion von g auf X in H bezeichnet. Sei
Uy = Z&nkwk cv,. (7.65)
k=1
Zu (7.63), (7.64) sind dquivalent
> ) (we,w)y + Y enr(t)a(wy, wist) = (F(t),wi)y, , 1<i<n, (7.66)
k=1 k=1
ck(0) =g, 1 <k<n. (7.67)
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Lemma 7.14 Die Galerkin-Gleichungen (7.63), (7.64) haben eine eindeutige Losung u,, :
[0, T] = V,, mit u), € L*(0,T;V,) und

un(t) = upy + /Ot ul (s)ds. (7.68)
Beweis: Die Vektoren wy, . .., w, sind linear unabhéngig in V', also auch j(w,),. .., j(w,)
in H, da j injektiv ist. Die Matrix
B = (by), by = (wg,w)m, (7.69)
ist invertierbar (Ubung), und wir kénnen (7.66), (7.67) schreiben als
c (t) + BrA(t)e,(t) = BTYE(t),  ¢,(0) = an, (7.70)

mit
A(t) = (aw(t)),  au(t) = alwp, wist),  Fi(t) = (F(t),wi)y - (7.71)
Nach Voraussetzung ist A € L>®(0,7;R"™™), und wegen

(0] = [(F @), wi)y | < NE®) v~ lwilly

ist ' € L?*0,T;R"). Die Anfangswertaufgabe (7.70) hat nach dem Satz von Picard-
Lindelof (in der Version fiir messbare rechte Seiten, siche z.B. das Buch von Walter) eine
eindeutige Losung ¢, : [0,7] — R” mit

cn(t) = ¢, (0) + /Ot d.(s)ds, c, € L*0,T;R"). (7.72)
(]

Lemma 7.15 Es gibt eine von n unabhingige Konstante C' > 0 mit

nax Jun()l g7 + il 20,70y + [l 20,79+ < Clluolly + 1E 2@ pa) - (7.73)

Beweis: Sei n € N fest gewihlt. Wir setzen v = w,(t) in (7.63) und erhalten

(ur, (t), un () i + alun(t), un(t); t) = (F(t), un(t))y - (7.74)
Es gilt
0 vl = (0,00 7.75)
5 (n(8), a8 = (0 (8), () -

nach der Produktregel fiir Bilinearformen (hier angewandt auf dem endlichdimensionalen
Teilraum V},). Nach Voraussetzung gilt

a(un(t), un(t): 1) = callun (@7 — cnllun () - (7.76)

Wir integrieren (7.74) iiber [0,¢] und erhalten mit (7.75) und (7.76)

1 1 t
Qllun(t)H?{ - §Hun(0)l|fq + ca/ [un(s)l} ds
0 (7.77)

<o [ Nl + [ (R )y s
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Nach Definition von wug, gilt
[uonll ;< lluoll - (7.78)

Aus der Youngschen Ungleichung folgt

t ey [* 1 t
| E@ oy ds <G [ulpds+ o [IFEFas. (@19)
0 0 a J0O
Setzen wir (7.78) und (7.79) in (7.77) ein, so ergibt sich
t
Jan®lFs + o [ ()
. o (7.80)
<l + 200 [ (s + = [ 1P ds.
Fur
0() = lun (@)1 (7.81)
gilt

s.ds, te€[0,T]. (7.82)

t 1 T
00 < dot 20 [ n)ds, do= Tl + - [ 17
0 0

a

Aus dem Lemma von Gronwall folgt
n(t) < doe*rt,  fiir alle t € [0, T]. (7.83)
Hieraus ergibt sich fiir geeignetes C'
a1 < CluolZ + 1F1Begor-y) s fir alle t € 0,7 (7.84)
Aus (7.80) folgt weiter (mit geeignet vergrofertem C')
el 2y < Clllually + 1 a0y (7.85)

Zur Abschitzung von u), in der Norm von V* betrachten wir noch einmal die Variations-
gleichung

(U (1), v}y + a(un(t),v;t) = (F(t),v),, , firalleveV. (7.86)
Es folgt
| (un (1), vy | < Collun(Oly vlly + [1F @y lolly (7.87)
also
[ ()l < Callun@lly + 1E@ [y, (7.88)
und hieraus
T
e orn < [ (Colua®ly + IF @)t

2 2
< 202||un||L2(0,T;V) + 2||f7||L2((),T;V*) :

Aus (7.85) folgt die Behauptung. O
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Lemma 7.16 Es gibt eine Teilfolge (un, )ken und einu € L*(0,T;V), so dass u,, schwach
in L*(0,T;V) gegen u konvergiert. Fiir u gilt

~ (g, 0)r 9(0) — / (u(t), v}y () dt + / a(u(t), v; )p(t) dt
0 0 (7.89)

T
— [ .0 oty ar
0
fiir alle v € V und alle ¢ € C*0,T] mit o(T) = 0.
Beweis: Nach Lemma 7.15 ist (u,) beschrinkt im Hilbertraum L?(0,T; V). Es gibt also

eine Teilfolge (u,,), welche schwach gegen ein u € L?(0,T; V) konvergiert. Sei zunéchst
i€N,veV, peCl0,T] mit o(T) = 0. Fiir n > i gilt wegen (7.63)

|t omewde+ [ atumnopna = [ 0.0, 00 190)

Partielle Integration ergibt

—(un(O),v)Hw(O)—/o <un(t),v>vs0’(t)dt+/0 a(un(t),v;t)p(t) di

T (7.91)
- [ 0.0, et
Da u,(0) = up, — uo in H, gilt
lim —(up, (0),v)g = —(uo,v)m . (7.92)

k—o00

Wir untersuchen den Grenziibergang fiir die beiden Integrale auf der linken Seite von

(7.91). Durch
z »—>/0 (z(t),v)y ¢ (t) dt (7.93)

wird ein lineares stetiges Funktional auf L?(0,T; V') definiert wegen

T

/0 <J<z<t>>,v>vso'<t>dt\s / 1Tyl (0)] dt

T
. 7.94
<o il dele [ leoae T
< 15" e Gl ol I 1o VT l121 201 -
Aus der schwachen Konvergenz u,, — u folgt also
T T
lin [ (0,00 ¢ (O dt = [ {u(®)0), 0) bt (7.95)
> Jo 0
Analog folgt aus
T
| a0, v500(0) dt < Collol Il VTNl o1 (7.96)
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fiir alle 2 € L*(0,T; V) auch

lim a(unk(t),v;t)ap(t)dt—/o a(u(t),v;t)p(t)dt. (7.97)

k—oo 0

Damit ist (7.89) bewiesen fiir v € V;. Da i beliebig war und U;V; dicht ist in V, folgt die
Behauptung. O

Lemma 7.17 Durch
(a(t),v), = a(u(t),v;t), veV, te(0,T), (7.98)
wird eine Funktion & € L*(0,T;V*) definiert mit
HONCHLZ’(O,T;V*) < CaHuHLQ(O,T;V) : (7.99)

Beweis: Es gilt
la(u(t), v;t)| < Callu(®)]ly|[vll,, veV,

fiir fast alle ¢ € (0,7), also ist

a(t) e Ve, fla(t)]

ve < Callu(®)lly

fiir fast alle ¢ € (0,7), und (7.99) folgt aus
T
| tacl
0

Beweis von Theorem 7.13. Nach Lemma 7.16 und 7.17 gilt fiir alle ¢ € C5°(0,7") und
allev eV

T
Uy Ol

O

T T T
- [ @O =~ [ @00, ewds [ F@0 e (1100
0 0 0
Also hat u nach Lemma 7.7 eine schwache Ableitung
u' € LA0,T;V*), 4/ (t) = —a(t) + F(t), (7.101)

also
(W' (t),v)y + a(u(t),v;t) = (F(t),v),, veV,

wie behauptet, und v € W. Aus Satz 7.11 folgt v € C([0,T); H). Wir ersetzen nun in
(7.89) die beiden letzten Integrale geméf (7.101) und erhalten

—(ut0, 0)mp(0) — / (ult), v)y @ (t) dt = / (W (), 0)y o (t) db (7.102)

fiir alle v € V und alle p € C*[0,T] mit o(T) = 0. Da andererseits die Funktion ¢ — ¢(#)v
ebenfalls in W liegt, erhalten wir nach Satz 7.11 fiir solche Funktionen ¢

—(u(0),v)u#(0) :/o (' (t), p(t)v)y + (¢ (t)v, u(t))y dt. (7.103)
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Wird nun speziell ein ¢ mit ¢(0) = 1 gewéhlt, so folgt aus (7.102) und (7.103)
(u(0) — up,v)g =0 (7.104)

fir alle v € V. Da j(V') dicht ist in H, folgt u(0) = uo. Damit ist Theorem 7.13 vollsténdig
bewiesen. O

Theorem 7.18 Unter den Voraussetzungen 7.12 hat das Anfangswertproblem (7.54),
(7.55) genau eine Losung uw € W, und es gibt eine von ug und F' unabhingige Konstante
C >0 mit

tgf(?% lu()ll g + ||UHL2(O,T;V) + “u,HL?(O,T;V*) < Clluoll + HFHLQ(O,T;V*)) : (7.105)

Beweis: Die Existenz folgt aus Satz 7.13. Fiir jede Losung v € W folgt aus Satz 7.11 fiir
jedes t € [0, 7]

1 1

2(u(t),u(t))H - §(u0,u0)H = /0 (u'(s),u(s)), ds
= —/0 a(u(s),u(s);s) d8+/0 (F(s),u(s)), ds,

also

SOl + [ alulo) i) ds = Slall+ [ Py as. (1106

Es folgt
1 2 ' 2 ' 2
Sl + o [Tl ds = an [ u(s) i ds
0 0

. . (7.107)
1 9 Cq 9 1
< Sluolly + 5 [ lluls)lly ds + 1£(s)]
0 0

2
V* dS.

2¢,

Aus dem Lemma von Gronwall erhélt man in analoger Weise wie im Beweis von Lemma
7.15
max [[u(®lly = Clluolly + 120 10) (7.108)

tel0, T

Einsetzen von (7.108) in (7.107) ergibt nun

HUHLZ(O,T;V) < C([luolly + HFHLQ(O,T;V*)) : (7.109)
Aus (7.101) und Lemma 7.17 folgt

10| p20,75+) < Callull ooy + 1 | 20,70+ (7.110)
Aus (7.107) und (7.110) ergibt sich nun (7.105) und auch die Eindeutigkeit, da fiir die
Differenz zweier Losungen (7.105) mit F' = 0, ug = 0 gilt. O

Wir kehren zuriick zum Anfangsrandwertproblem
Ou+ Lu=f inQp=Qx (0,77, (7.111)
u=0 aufdQ x (0,7), (7.112)
u(z,0) = ug(x) fir z € Q. (7.113)
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Unter einer schwachen Losung von (7.111) — (7.113) verstehen wir eine Losung des (wie
oben beschrieben) zugeordneten Anfangswertproblems (7.54), (7.55). Dabei sind

a(w,v;t) :/Q(Vw(x))TA(x,t)Vv(a:) dx—k/ﬂb(x,t)TVw(x)v(x) dx (7.114)

+ /Qc(x, Hw(z)v(x) dz, (7.115)
und

(F()(v) = /Q (o o) de. (7.116)

Theorem 7.19 (Eindeutige Losbarkeit des Anfangsrandwertproblems)
Es seien die Voraussetzungen 7.1 erfillt. Dann hat Problem (7.111) — (7.113) genau eine
schwache Lésung u € W.

Beweis: Die Aussage ergibt sich aus Satz 7.18, wir miissen nachpriifen, dass die Voraus-
setzungen in 7.12 erfiillt sind. Als Evolutionstripel wéhlen wir

V= H(Q), H=I¥Q), ()@ =)
Da 0; + L gleichméfig parabolisch ist, gilt nach Lemma 8.5, Teil 1,
a(v,v;t) > co||v|l} — enllvll3;, fiirallev € V, t € (0,7,
mit geeigneten Konstanten c¢,, ¢;. Da die Koeftfizienten A, b und ¢ beschrénkt sind, folgt
la(v,w;t)] < Cullv|lv [|Jwl|ly, fiir alle v,w € V., ¢ € (0,T],

mit einer geeigneten Konstante C,. Weiter gilt
(FO@P < [ fa@Pa < [ (fanfa [ PP
<Co [ 1t de - ol
Q

wobei wir die Ungleichung von Poincaré verwendet haben. Es folgt

T T
1Py = [ WP@I-dt<Ca [ [ 1# 0P dodt < Callflian,
0 0

also ist F' € L*(0,T;V*). O

Die vorgestellte Methode (Zuriickfithrung der Anfangsrandwertaufgabe auf eine Anfangs-
wertaufgabe im Kontext eines Evolutionstripels) lisst sich auch auf andere partielle Dif-
ferentialgleichungen anwenden. So kann man etwa hyperbolische Gleichungen wie die
Wellengleichung in eine zu (7.54) analoge Gleichung zweiter Ordnung (also mit u”(t))
umformulieren und einen entsprechenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz beweisen.

Die Methode der Galerkin-Approximation lésst sich auch zur numerischen Losung der pa-
rabolischen Anfangsrandwertaufgabe verwenden. Man wéhlt V,,, eine Basis {wy, ..., w,}
und 16st dann das System von n gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die unbekannn-
ten Funktionen ¢,,, 1 <k <n,
D G we), i (W) + Y car(t)alwy, wist) = (F(t),wi)y, , 1<i<n, (7.117)
k=1 k=1
durch ein geeignetes numerisches Verfahren.
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8 Konvexe Funktionen und das Subdifferential

Definition 8.1 (Epigraph)
Sei V' Vektorraum, ¢ : V' — (—o0,00]. Die durch

epip ={(v,p):veV, peR, up>p)} (8.1)
definierte Teilmenge von V x R heifst der Epigraph von o, die durch
D(p) ={v:veV, pv) < +oo} (8.2)

definierte Teilmenge von V' der effektive Definitionsbereich von .

Bezeichnet py : V x R — V die Projektion auf die erste Komponente, so ist

D(p) = pv(epiyp). (8.3)

Es gilt epi ¢ = () genau dann, wenn p(v) = +oo fiir alle v € V. Man nennt ¢ eigentlich,
wenn dieser Ausartungsfall nicht vorliegt.

Definition 8.2 (Konvexe Funktion)
Sei V' Vektorraum. Eine Funktion ¢ : V — (—o0,00| heifst konvex, falls ihr Epigraph
epiy konver ist. Ist —p konvex, so heifit p konkav.

Satz 8.3 Sei V' Vektorraum, ¢ : V — (—o00,00|. Dann ist ¢ konvexr genau dann, wenn
(0 + (1= Aw) < Ap(v) + (1= Np(w) (8.4)

fir alle v,w € V und alle X € [0, 1].

Beweis: Folgt direkt aus den Definitionen. O

Definition 8.4 Sei V' Vektorraum, K C V. FEine Funktion ¢ : K — (—o0,00] heifst
konvex, wenn die durch

(8.5)

+o00, sonst,

Hv) = {gp(v), fallsv € K,

definierte Funktion ¢ :V — (—o00,00] konvex ist.

Man sieht unmittelbar, da eine Funktion ¢ : K — (—o00, 00|, welche (8.4) auf einer
konvexen Menge K C V erfiillt, konvex ist im Sinne von Definition 8.4. Fiir K C V heif}t

die durch
0 ve K
I (v) = ’ 8.6
K( ) {+oo, sonst ( )

definierte Funktion I : V' — [0,00) die Indikatorfunktion von K. Wegen epilx =
K x R, ist I genau dann konvex, wenn K konvex ist.
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Lemma 8.5 Sei V' Vektorraum, ¢ : V — (—o00, 00| konvez. Dann sind die Subniveau-
mengen {v:v €V, p(v) < a} und {v:v eV, p(v) < a} konvez fir alle a € (—o0, 0].

Beweis: Direkt aus den Definitionen. O

Definition 8.6 (Unterhalbstetigkeit)
Sei V' Banachraum. Eine Funktion ¢ : X — (—o00, 00| heifit (schwach) unterhalbste-
tig, wenn die Subniveaumengen

M,={v:veV pw) <a} (8.7)

(schwach) abgeschlossen sind fir alle o € R.

Satz 8.7 Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o00,00]. Dann ist ¢ (schwach) unterhalbstetig
genau dann, wenn epiy (schwach) abgeschlossen ist in V x R.

Beweis: “<”: Sel o € R. Dann ist
Fo={(v,a):v eV, p) <a} =epipn(V x {a}) (8.8)

(schwach) abgeschlossen in V' x R, also auch die Subniveaumenge M, = j_ !(F,), wobei
Jo : V=V x R die Einbettung j,(v) = (v, ) bezeichnet.

“=": Wir zeigen, daf§ das Komplement von epi ¢ offen ist. Sei (v, ) ¢ epi f, also p(v) > a.
Wihle € > 0 mit p(v) > o + . Nach Voraussetzung ist U = {v : ¢(v) > a + £} offen in
Vund W = U X (o — e, + €) eine offene Umgebung von (v, ) mit W Nepip = 0, da
o(w) > a+¢e > S fir alle (w, 5) € W. O

Folgerung 8.8 Sei V' Banachraum, K C V. Dann ist K abgeschlossen genau dann, wenn
I unterhalbstetig ist.

Beweis: “=": epi [y = K X [0,00).
“=” K ={v:Ig(v) <0} . O

Folgerung 8.9 Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o00,00] konvex. Dann ist ¢ genau dann
unterhalbstetig, wenn ¢ schwach unterhalbstetig ist.

Beweis: Im Banachraum ist eine konvexe Menge genau dann abgeschlossen, wenn sie
schwach abgeschlossen ist. O

Lemma 8.10 Sei V' Banachraum, sei ¢ : V. — (—00,00| konver und unterhalbstetig.
Dann gilt
e(v) < liminf ¢(v,) (8.9)

n—0o0

fiir alle Folgen v,, — v.
Beweis: Wir nehmen an, v, — v aber ¢(v) > liminf ¢(v,). Dann gibt es eine Teilfolge

{vp, } und ein € > 0 mit p(vy,, ) < ¢(v) —e =: a. Da ¢ schwach unterhalbstetig ist, ist die
Subniveaumenge M, schwach abgeschlossen, also ¢(v) < «, ein Widerspruch. O
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Satz 8.11 Sei V' reflexiver Banachraum, ¢ : V. — (—o0,00| konvez, unterhalbstetig,
eigentlich und nach unten beschrankt, und es gelte

lim ¢(v) =o00. (8.10)
[lv]|—o0
Dann gibt es ein u € V. mit
o(u) = mi‘I} o(v). (8.11)
ve

Beweis: Sei {u,} eine Minimalfolge fiir ¢ in V, das heifit, p(u,) | inf,cy p(v). Nach
Voraussetzung ist das Infimum endlich. Wegen (8.10) ist {u,} beschrinkt in V. Da V'
reflexiv ist, gibt es eine Teilfolge mit w,, — w fiir ein v € V. Aus Lemma 8.10 folgt

S .
plu) < liminf p(uy,, ) = f p(v).

O

Lemma 8.12 Sei V' Banachraum. Sind ¢; : V — (—o00,00] konver und unterhalbstetig
fiir alle i € I, so ist auch sup;c; p; konver und unterhalbstetig.

Beweis:
epi (sup ;) = [ epii-
el iel
O

Satz 8.13 Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o0, 00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich.
Dann gilt
¢ =sup{g| g: V — R affin und stetig, g < ¢} . (8.12)

Beweis: “>7: klar.

“<”: Es geniigt zu zeigen: Ist (v,a) € V x R mit a < ¢(v), so gibt es eine affine stetige
Funktion ¢ : V. — R mit a < g(v) und ¢ < f. Der Beweis dieser Aussage beruht
auf dem Trennungssatz, angewendet auf einen solchen Punkt (¢(v),a) und die konvexe
abgeschlossene Menge epip im Raum V x R. Wir fiithren ihn hier nicht aus. O

Definition 8.14 (Subdifferential)
Sei H Hilbertraum, ¢ : H — (—o00,00|. Fin w € H heifit Subgradient fir ¢ in u € H,
wenn @(u) < oo und

o(v) > o(u) + (w,v —u) , firalleve H. (8.13)

Die Menge
Op(u) ={w :w € H, w ist Subgradient fir ¢ in u} (8.14)

heifst Subdifferential von ¢ in u.
GeméB Definition 8.14 ist dp(u) = 0 falls ¢(u) = .

Beispiel 8.15
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(i) Fir ¢ : R = R, p(v) = |v], gilt dp(u) = {1} falls u > 0, Op(u) = {—1} falls u < 0,
sowie 0p(0) = [—1,1].

(ii) Fir ¢ : R — R,

(v) 1, v>0,
v) =
7 0, v<0,
gilt dp(0) = {0}. Definieren wir aber
1, v>0,
V) =
#lv) {0, v<0,

so gilt dp(0) = 0.

Definition 8.16 (Normalenkegel)
Sei H Hilbertraum, K C H konvex, u € K. Fin w € H heifst Stitzfunktional fiir K in u,
falls

(w,u—wv) >0, firallevelkK. (8.15)

Die Menge
Ni(u) ={w:w € H, w ist Stitzfunktional fir K in u} (8.16)

heifst der Normalenkegel an K in u.

Lemma 8.17 Sei H Hilbertraum, K C H konvex. Dann gilt

Ol (u) = Ng(u), fallsu € K, (8.17)
und 0l (u) = 0 andernfalls.
Beweis: Direkt aus der Definition. O

Satz 8.18 Sei H Hilbertraum, ¢ : H — (—o00,00], u € H mit p(u) < oo. Dann gilt

o(u) = mi‘r/l o(v) & 0 € dp(u). (8.18)
ve
Beweis: Direkt aus der Definition. O

Lemma 8.19 Sei ¢ : R — (—o00, 00| konvez, u € D(p). Dann wird durch

d(t) = p(u+ ti — (u)

(8.19)

eine monoton wachsende Funktion d : (0,00) — (—o0,00] definiert. Ferner gilt d(—t) <
d(t) fiirt > 0.
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Beweis: Fiir 0 < s < t ist

s s
u+s:Tu+Z(u+t),

also

olu+s) < t_TSgo(u) + %o(u +1).

Subtraktion von ¢(u) und Division durch s liefert

- t

»

Es gilt weiter fiir ¢ > 0
1
plu) < Splu—1t) + Sp(u+1),

also p(u) — p(u —t) < p(u+1t) — ¢(u) und damit

N | —

p(u—t) — p(u)
—

plu+t) = plu)

<
O

Satz 8.20 Sei H Hilbertraum, ¢ : H — (—00, 00| konvez, unterhalbstetig und eigentlich,
f € H. Dann hat die Funktion J : H — (—o00, o],

c
J(©) = 5lo=fI” +o(v), (8.20)

ewn ewndeutig bestimmtes Minimum u € H, und es gilt
c(f —u) € 0p(u). (8.21)

Beweis: Mit ¢ ist auch J konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Nach Satz 8.13 hat J
eine affine Minorante, es gibt also w € H und a € R mit

o(v) > (w,v) —«a, firalleve H. (8.22)

Es ist dann c
ﬂ@ZHﬂgmﬂ—ﬂﬂ%me—a,fmabveH

also ist J nach unten beschrankt, und J(v) — oo fiir ||v|| — oco. Aus Satz 8.11 folgt, dafl J
ein Minimum u € H hat; dieses ist eindeutig, da J sogar strikt konvex ist. Sei nun v € H
beliebig. Wir setzen

nw=u+tv—u), tel01].

Es gilt fiir alle ¢ € [0, 1]
0 < J(w) = J(w) = Slw=f) + 0 =w)|? = 5 u— fIP +v) = p(w)

2
= ctfu— fov =)+ Sl = ulP + p(0) — plw).
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Division durch ¢ fithrt auf

p(vr) — p(u)
t

< clu=fro—u)+ Sl —ulP + () - (),

t
0§c<u—f,v—u)—|—%||v—u||2+

letzteres wegen der Monotonie des Differenzenquotienten nach Lemma 8.19. Grenziiber-
gang t | 0 ergibt

0< clu—f,v—u)+p(v) — ou).
Da v € H beliebig war, folgt ¢(f — u) € dp(u). O
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9 Maximal monotone Operatoren

Wir betrachten das Anfangswertproblem im R
u' +sign (u) =0, u(0)=u, (9.1)

wobei sign : R\ {0} — R definiert ist durch sign (r) = r/|r|. Esist ' = 1 in {u < 0} und
v = —1in {u > 0}. Eine Losung zum Anfangswert ug = 0 existiert genau dann, wenn
wir sign (0) = 0 setzen, dann ist u = 0 eine Losung auf R,.

Setzen wir die Signumsfunktion auf R fort, so ist sign : R — R monoton genau dann,
wenn sign (0) € [—1,1]. Sind uy, us Losungen, so folgt aus der Monotonie

Ly —)? = (2 — ) u — y) = (ot — s )(sign () —sign (un)) <0, (9.2

das heifit, Losungen von (9.1) sind eindeutig bestimmt.

Es hat sich als zweckméBig herausgestellt, die Signumfunktion als mengenwertige Funktion
sign : R — P(R) fortzusetzen,

1, r >0
sign(r) =< [-1,1], r=0 (9.3)
-1, r <0

Die Differentialgleichung u' + sign (u) = 0 wird ersetzt durch die Differentialinklusion
u' +sign (u) 30,
das Anfangswertproblem (9.1) erhélt die Form
o +sign(u) >0, u(0)=u. (9.4)

Die Differentialinklusion lasst sich auch schreiben als —u’ € sign (u), Losungen sind Funk-
tionen mit —u/(t) € sign (u(t)). Fir up = 1 ergibt sich beispielsweise

u(t) = {é‘t re i ©.5)

Die Ableitung v’ ist unstetig, aber integrierbar, und der Hauptsatz gilt. Das Monotonie-
argument aus (9.2) bleibt giiltig unabhéngig davon, welche Werte in [—1, 1] die Signums-
funktion an den Nullstellen der Losungen u; und u, annimmt.

Die mengenwertige Formulierung fiithrt zu allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitsaus-
sagen fiir Differentialgleichungen mit rechten Seiten, die bei einwertiger Formulierung
unstetig sind. Beispielsweise konnen parabolische Differentialinklusionen der Form

Ou — Au+ B(u) > f (9.6)
oder elliptische Differentialinklusionen der Form

—Au+Bu) > f (9.7)
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auf diese Weise behandelt werden. Mehr dazu spéter.

Seien VW Mengen, R C V x W eine Relation. Eine Relation kann als mengenwertige
Abbildung

A:V = PW), (9.8)
geschrieben auch
AV =W, (9.9)
aufgefalt werden, indem wir setzen
Av={w:weW, (v,w) € R}. (9.10)
Wir bezeichnen
DA)={v:veV, Av # 0} (9.11)
als Definitionsbereich von A, und
im (A) = ] Av (9.12)
veV

als Bildbereich von A. Sind A, B : V. == W mengenwertige Abbildungen, die aus den
Relationen R und S entstanden sind, so heiit B Erweiterung von A, falls R C S (und
echte Erweiterung von A, falls aulerdem R # S).

Ist A:V = W, so ist die Inverse A~! : W = V definiert durch

Alw={v:veV,we Av}. (9.13)
Es gilt offensichtlich D(A™!) = im (A) wegen

w e Av & ve A w (9.14)

firalleveV, we W.

Definition 9.1 (Maximal monotoner Operator)
Sei H Hilbertraum. Fin Operator A : H = H heifit monoton, falls

(wy —wy,v9 —wv1) >0, fir alle vi,vy € H, wy € Avy, wy € Avy. (9.15)

A heifit maximal monoton, falls es keine echte Erweiterung von A gibt, die monoton ist.

Ist f: R — R monoton wachsend, wird durch

fr)=1fr=), forH)], flr=):=supf(t), flr+):=inf[f(t), (9.16)

t<r t>r

ein maximal monotoner Operator f : R = R definiert.

Im reellen Hilbertraum vermittelt die Riesz-Dualitit u* <> u,
(u*,v) =(u,vy , wveH, u €H",

einen Isomorphismus zwischen H* und H (links steht die Anwendung von u* auf v, rechts
das Skalarprodukt von w und v). Wir kénnen A also auch als Operator A : H = H*
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auffassen und erhalten fiir den Hilbertraumfall die mengenwertige Variante des Monoto-
niebegriffs aus Kapitel 4.

Als direkte Anwendung des Zornschen Lemmas kann man zeigen, dass jeder monotone
Operator eine maximal monotone Erweiterung besitzt.

Unmittelbar aus der Definition des Subdifferentials folgt, dass d¢ monoton ist fiir jede
Funktion ¢ : H — (—o00, 00].

Fir A,B: H = H und X € R setzen wir

A ={(v,\w) :v e H, we Av},
A+B={(v,w+z):veH,we Av, z € Bu},
cl(convA) = {(v,w):v e H, w e cl(conv Av)}.

Fiir die Addition gilt D(A + B) = D(A) N D(B).

Lemma 9.2 Sei H Hilbertraum, seien A, B : H = H monoton, A\ > 0. Dann sind A™*,
M, A+ B und cl (conv A) monoton.

Beweis: Direkt aus den Definitionen. Fiir cl (conv A): Ubung. O

Definition 9.3 (Nichtexpansiver Operator)
Sei H Hilbertraum. Fin mengenwertiger Operator A : H = H heifst nichtexpansiv, falls

|wy — wq || < [lvg — vy (9.17)

fiir alle vi,v9 € H, wy € Avy, wy € Avs.

Indem wir v = vy setzen in (9.17), erkennen wir, dass Av leer oder einelementig ist fiir alle
v € H. Nichtexpansive Operatoren A sind also Abbildungen A : D(A) — H im iiblichen
Sinne.

Lemma 9.4 Sei H Hilbertraum, A : H = H. Dann sind dquivalent:

(1) A ist monoton.

(ii) Es gilt
||U2 — U1|| S ||(U2 + )\U]Q) — (’Ul + )\wl)|| (918)

fir alle vi,v9 € H, wy € Avy, wy € Avy und alle X\ > 0. Anders ausgedriickt:
(I +\A)™! ist nichtezpansiv fiir alle X > 0.

Beweis: Fiir alle vy, vy, wy, wy € H und alle A > 0 gilt
[ (v2 + Aws) — (v1 + Mw)||? = ||vg — v1]|* + 2X {wy — wy, va — v1) + N |lwg — wy |,

also

1
X(H(UQ + )\U)Q) — (’Ul + )\’wl)”2 — HUQ — ’01H2) =2 <U)2 — W1,V — U1> + )\HU)Q — w1H2 .
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Hieraus folgt, dass A monoton ist genau dann, wenn
[z = v1]| < [[(v2 = v1) + Mwz —wi)][, (9.19)

fiir alle vy, vo € H, wy € Avy, wy € Ave, A > 0. was gleichbedeutend ist mit (9.18). O

In Teil (ii) des Lemmas kommt nur die Norm, aber nicht das Skalarprodukt vor. Ist H
lediglich ein normierter Raum, so heit A : H = H akkretiv, falls (ii) gilt.

Ist A monoton, so hat geméfl Teil (ii) die Gleichung
u+NAu> f, [ € H gegeben, (9.20)

fiir jedes A > 0 hochstens eine Losung uy € H.
Lemma 9.5 Sei H Hilbertraum, A : H = H monoton. Dann gilt:

(i) A ist mazimal monoton genau dann, wenn fir alle v,w € H die Bedingung
(w—w,v—20) >0, firaleveH, we Av, (9.21)
impliziert, daff w € Av.

(ii) Sei A mazimal monoton. Dann sind auch A~ sowie NA mazimal monoton fiir alle
A > 0. Weiterhin ist Av konvexr und abgeschlossen in H fiir alle v € H.

Beweis: Fiir feste v,w € H besagt (9.21) gerade, dass der zu
Av=AvU{w}, Az= Az fiir 2 # v, (9.22)

erweiterte Operator A monoton ist. Da jede monotone Erweiterung von A auch eine von
A~! und umgekehrt liefert, ist mit A auch A~' maximal monoton. Ist (w — w,v — ©) > 0
fir alle v € H, w € AAv, so gilt (9.21) mit A*w an der Stelle von w, also ist w € AAu
und damit AA maximal monoton. Schliefllich folgt aus Lemma 9.2, dass cl (conv A) = A.
O

Folgerung 9.6 Sei A: H — H monoton und hemistetig. Dann ist A mazimal monoton.

Beweis: Nach Satz 4.11 erfiillt A die in Lemma 9.5(i) verlangte Bedingung. O

Wir formulieren den Minty-Trick fiir maximal monotone Operatoren.

Lemma 9.7 Sei A: H = H maximal monoton, es gelte w, € Av,, v, = v und w,, — w
in H sowie limsup,,_,.. (W, v,) < (w,v). Dann gilt w € Av und (wy,v,) — (w,v).

Die Bedingung an den Limes superior ist erfiillt, wenn eine der beiden Folgen sogar in der
Norm von H konvergiert, da dann (w,,v,) — (w,v).

Beweis: Sei w € Av beliebig. Da A monoton ist, folgt
0 < (w, — W, v, — V) = (Wy, V) — (Wy, D) — (W, vy,) + (W, D) .
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Ubergang zum Limes superior fiir n — oo ergibt

0 < limsup (wy, v,) — (w, ) — (W, v) + (0, 0) < (W —W,v — D) .
n—oo

Da A maximal monoton ist, folgt w € Av nach Lemma 9.5. Weiter gilt
0 < (w, —w,v, —v) = (W, Vy) — (Wy,v) — (W, v,) + (w,v) .
Ubergang zum Limes inferior fiir n — oo ergibt

(w,v) < liminf (w,, v,)
n—oo

und damit (wp, v,) — (w, v). 0

Satz 9.8 (Charakterisierung maximal monotoner Operatoren)
Sei H Hilbertraum, A : H = H. Dann sind dquivalent:

(i) A ist maximal monoton.

(ii) A ist monoton und im (I + A) = H.

(iii) Fiir alle X > 0 ist (I + MA)™! nichtezpansiv und D((I + M A)™') =im (I + \A) = H.
Beweis: “(i)=-(ii)”: Diesen Beweis fithren wir hier nicht. Er beruht auf dem Existenzsatz
fiir Sattelpunkte (Minimaxsatz) und damit auf dem Brouwerschen Fixpunktsatz. Siehe
das Buch von Brézis iiber maximal monotone Operatoren.

“(ii)=(1)”: Sei B eine monotone Erweiterung von A, sei w € Bv. Wéhle ein u € D(A)
mit w 4+ v € u + Au, dann ist

w+v€eu+Bu, w+vev+ B, (9.23)

also u,v € (I + B)'(w+v). Aus Lemma 9.4 folgt u = v und damit w + v € v+ Av, also
auch w € Av und damit A = B.
“(i),(il)=(iii)”: Sei A > 0. Dann ist nach Lemma 9.5 auch AA maximal monoton, also
im (I + AA) = H, und (iii) folgt aus Lemma 9.4.
“(iii)=-(ii)”: Ist ebenfalls eine direkte Folge von Lemma 9.4. O
Beispiel 9.9 Auf H = L*(Q) definieren wir

Av=—Av, D(A) = H;(Q)NnH*Q). (9.24)

A: D(A) — H ist linear und weiterhin monoton wegen
(Av,v) = / —v(z) - Av(z) de = / [Vo(x)||>dr >0, fiir alle v € D(A).
Q Q

A ist maximal monoton nach Satz 9.8(ii) genau dann, wenn das Randwertproblem
—Au+u=f

fiir jedes f € L*(Q) eine Losung u € D(A) hat. Nach Teil T der Vorlesung ist das gleich-
bedeutend damit, dass die eindeutige schwache Losung u € H} () des Randwertproblems
die Regularitit u € H?(2) hat. Das ist der Fall, wenn 2 beschriinkt ist und hinreichend
glatten Rand hat, siehe z.B. Evans. (Wir hatten — ohne weitere Voraussetzung an ) —
lediglich gezeigt, dass u € H?(U) ist fiir jedes offene U CC (.) O
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Geméf (iii) in obigem Satz hat die Inklusion
u+NAu > f

fiir jedes f € H eine Losung u € H, falls A maximal monoton und A > 0. Wir interessieren
uns nun fiir die Losbarkeit der Inklusion

Au> f.

Definition 9.10 Ein monotoner Operator A : H = H auf einem Hilbertraum H heifst
koerziv, falls es ein vg € H gibt mit
lim (wn, vy — Vo) _ 00 (9.25)

n—oo ”Un”

fir alle v,,w, € H mit ||v,|| = oo und w, € Av,. O

Satz 9.11 Sei H Hilbertraum, A : H = H maximal monoton und koerziv. Dann gilt
im (A) = H.

Beweis: Sei f € H. Fiir jedes A > 0 hat wegen

)\I+A:)\<I+§A)

die Inklusion
Auy + Auy 3 f (9.26)

nach Satz 9.8 eine Losung uy € H. Wir nehmen nun an, {u,} sei unbeschrénkt fiir A — 0.
Sei vy € H geméf Definition 9.10 gewéhlt. Skalarmultiplikation von (9.26) mit uy — vy
fithrt auf

A {up, uy — vg) + (wy, uy — vo) = (f, ux — vo) (9.27)

mit einem geeigneten wy € Auy. Sei u,, = u,, eine Teilfolge mit ||u,| — oo und A, — 0.
Division durch [Ju,|| in (9.27) ergibt

Wy, Uy — U Uy — U Un,
Al + {nrtin =0 _ <f, >+A<—>
|2 | [, | [ un |

Fiir n — oo ist die rechte Seite beschriankt, die linke aber unbeschriankt wegen der Koer-
zivitdt von A, ein Widerspruch. Also ist {u,} beschréankt in H. Es gibt also eine schwach
konvergente Teilfolge {u} = {u,, }, sei up = v € H und wy € Auy mit

)\kuk+wk:f.

Es gilt \pur — 0 und damit wy — f in H. Aus Lemma 9.7 folgt f € Au und damit die
Behauptung, da f beliebig war. O

Satz 9.12 Sei H Hilbertraum, ¢ : H — (—o0, 00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich.
Dann ist 0p : H = H maximal monoton.
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Beweis: Es geniigt wegen Satz 9.8 zu zeigen, dafl
im (I +0p)=H. (9.28)
Sei f € H beliebig. Wir definieren J : H — (—o0, 00| durch

Tw) = gllo = fI? + (). (929

Nach Satz 8.20 hat J ein eindeutiges Minimum u € H, und es gilt f —u € dp(u), was
gleichbedeutend ist mit u + dp(u) > f. O

Beispiel 9.13 Sei H = L*(Q). Wir definieren ¢ : H — (—00, 0o] durch
1
o) =3 [ IVo@I*de, v e Dlg) = Hy(®). (9.30)
Es ist also p(v) = +oo, falls v ¢ Hj (). Wir wollen zeigen, dass dp = A, wobei Au = —Au

mit D(A) = H}(Q) N H*(Q) der in Beispiel 9.9 betrachtete Operator ist.

(i) ¢ ist konvex und eigentlich.
(ii) ¢ ist unterhalbstetig: Sei (v,,r,) Folge in epi(¢) mit v, — v in L*(Q) und r, — 7.
Zu zeigen ist (v,r) € epi(p). Wegen ¢(v,) < r, ist {©(v,)} beschrinkt, also {Vuv,}

beschriankt im L?(Q) und somit, ggf. nach Ubergang zu einer Teilfolge, Vv, — w und
v, — v (sogar v, — v) in L*(Q). Da andererseits Vv, — Vv im Distributionensinn, folgt
Vv =w € L*(Q). Da die Norm im Hilbertraum ein schwach unterhalbstetiges Funktional
ist, folgt

n—oo

1 1
o(v) = —/ |Vo(z)||? do < liminf—/ Vv, (z)||* dr = liminf ¢(v,) < lim 7, =7
2 Ja n—oo 2 Jq n—00

und damit (v,7) € epi(p). Also ist epi (¢) abgeschlossen und ¢ unterhalbstetig.
(iii) Wir zeigen, dass A C Jyp gilt. Sei u € D(A). Fiir beliebiges v € D(yp) gilt

(Au,v—u)H:/

Q

—Au-(’u—u)dasz/(Vu,Vu—V@ dx

Q

1 1
= (Vu, Vo = V), < 5[IVullyy + 5[ Vol = [Vull3
= ¢(v) —p(u) .

(iv) Da A nach Beispiel 9.9 maximal monoton und d¢ monoton ist, folgt A = . O

Ist A: H = H maximal monoton, so ist nach Satz 9.8
Jy = (I+ )\A)_l

ein nichtexpansiver Operator auf H fiir jedes A\ > 0.

Definition 9.14 (Yosida-Regularisierung) Sei A : H = H mazimal monoton, A > 0.
Der Operator Ay : H — H definiert durch

1
Ay = XU —Jy) (9.31)
heifit die Yosida-Regularisierung von A.
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Ist ¢ : H— (—00, 00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich, so hat

1
v ol =l + ().

ein eindeutig bestimmtes Minimum in H, wie wir in Satz 8.20 gesehen haben.

Definition 9.15 (Moreau-Regularisierung)
Sei ¢ : H — (—o0, 00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich, sei A > 0. Die Funktion

@(u) = min (%HU —ul|? + go(v)) (9.32)

veH
heifst die Moreau-Regularisierung von .
Beispiel 9.16 (i) Sei H = R, ¢ = I{g}, das heiit, p(r) = 0 fiir r = 0 und ¢(r) = oo fiir
r # 0. Die Moreau-Regularisierung ist

L,

N
or(r) =min (yls = 1P 0(6) ) = o,

Das Subdifferential 5 = 0p : R = R ist

R, »r=0,
B(T):{Q), r#0.

Es ist r € (I + A\B)(s) genau dann, wenn s = 0 und r € R, also (I + A\3)~' = 0. Die
Yosida-Regularisierung von [ ist also

(ii) Sei H =R, ¢(r) = |r|. Die Moreau-Regularisierung ergibt sich als

— %, r> A\,
PA(r) = 4 55 rl <A,
—r—3%, r<-X\.
Das Subdifferential § = O¢p ist das Signum,
1, r>0,
6(7”): [_171]7 7":0,
-1, r<0.

Es gilt r € (I + AB)(s) genau dann, wenn r = s + A (falls s > 0) bzw. r = s — A (falls
s <0)bzw. r € s+ [\, A] = [-\, A] (falls s = 0). Es folgt

r—A, >\,
JA(r) =10, re[=\A,
r+A, r< =\
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Die Yosida-Regularisierung des Signums ist also

NG 1, r> A,

T — T

B =— =95 relA,
-1, r<-—-A\.

(iii) Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge eines Hilbertraums H, sei ¢ = If. Fiir
die Moreau-Regularisierung gilt

1

= ﬁ(dist (u, K))*.

1 )
palu) = min (v —ull? + L (v))

Wir wissen bereits, dass 0k (u) = Nk (u), der Normalenkegel. Es folgt

1
v=J\(u) < wue(l+ANg)(v) < X(u—v)ENK(v)
1
& X(u—v,v—z)ZO fir alle z € K
& v = Pg(u).

Die Yosida-Regularisierung des Normalenkegels ist also

(Vi) = (0 = Prew).

Satz 9.17 Sei A: H = H maximal monoton. Dann ist D(A) konvex, und es gilt
lim J\(v) = Ppzy(v),  fir alle v € H, (9.33)

A—0

wobei Prrgy die Projektion auf D(A) ist.

Beweis: Sei K = conv D(A). Sei v € H beliebig. Nach Definition von Jy ist

1
X(U —Jyw) € Alyv,

also gilt Jyv € D(A) sowie fiir alle o € D(A) und @ € A? wegen Monotonie

1
<X(U_ J\v) —1I),J)\U—1~}> >0.

Wir multiplizieren mit A und sortieren um,
[ T30]1* < (v = b, Jyv — 0) + (Jav, D) - (9.34)

Also ist {Jyv : A > 0} beschriankt in H. Fiir eine Teilfolge A\, — 0 gilt J,, v — y, und es
ist y € K wegen Jyv € D(A). Da die Norm schwach unterhalbstetig ist, folgt

ol < timinf [, 0] < 0y =)+ (.0 fivalle s € D(A),  (935)
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also
(v—y,y—17) >0 (9.36)
fir alle © € D(A) und damit auch fiir alle v € K. Wegen y € K folgt y = Pgv. Der

Grenzwert y héngt also nicht von der Teilfolge ab, und es folgt Jyv — Pgov fiir A — 0.
Weiterhin folgt aus (9.34)

limsup ||Jyv|* < (v,y — ) + {y, D)
A—=0
fiir alle © € D(A) und damit auch fiir alle o € K. Mit ¢ = y ergibt sich limsup || Jyv||* <
ly||?> und zusammen mit (9.35) folgt || Jyv|| — ||y|| fiir A — 0. Da Jyv — y, folgt insgesamt
Jyv = y = Pgv in H und insbesondere Jyv — v fiir alle v € K. Da Jyv € D(A), folgt
K = D(A). Damit ist alles bewiesen. O

Wir wissen aus Lemma 9.5, dass die Mengen Av konvex und abgeschlossen sind, wenn A
maximal monoton ist. Wir definieren A% : D(A) — H durch

A% = Py, (0), (9.37)

das heifit, A% ist das (im Hilbertraum eindeutig bestimmte) Element kleinster Norm in
Av.

Satz 9.18 Die Yosida-Regularisierung Ay : H — H eines mazimal monotonen Operators
A H = H ist maximal monoton. Es gelten

Ay e Adyv,  fir allev € H, (9.38)
1
|Ayu — Ayvl|| < XHu —wol||, fir alle u,v € H, (9.39)
(A\) = Anyp,  fir alle A, > 0. (9.40)
Fiir alle v € D(A) gilt
[ Aol A%, Ao — A%, fir A L0, (9.41)
sowte
[Avw — A% ||* < [[A%]1* — [ Ayol]*. (9.42)
Fiir alle v ¢ D(A) gilt
[Axv]| T +oc. (9.43)

Beweis: Fiir Jyv = (I + \A) v gilt
v e (I 4+ NA)(Jyw) = o+ AA(Jyw),

woraus (9.38) folgt nach Definition von Ay. Die Monotonie von Ay und (9.39) folgen aus
den fiir alle u,v € H giiltigen Ungleichungen
| Axv — Ayull||lv — ul] > (Ayv — Ayu, v — u)
= <A>\U — A,\u, )\A)\U - )\A)\’LL> + <A)\U - A)ﬂt, J)ﬂ) - J/\u>
= )\HAXU o A)\u”Q )
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wobei in der letzten Zeile (9.38) verwendet wurde. Nach Folgerung 9.6 ist A, maximal
monoton. Zum Beweis von (9.40) stellen wir zunéchst fest, dass gilt

w=Aw & v— I w=Jyw= I+ A)
& ve(l+M)(v—Iw)
& veEv— 2w+ A(v— Iw)
& weAlv—Iw).

Es folgt
w=Anv & weAv—pw—-Iw) & w=A(v—pw)
<~ W= (A)\)MU .

Fiir v € D(A) gilt, da A% € Av und Ayv € AJyv,

0< <A0v — Ayv,v — J)\v> =\ <A0v — A,\U,Aw> ,
also

[Axo|* < (A%, Ayo) . [[Aw| < [|A%]. (9.44)

Analog ergibt sich 0 < p (Axv — (A)),v, (Ay),v) und damit

1(AD]1* < (Ayv, (An)v) 5 1Al < (A (9.45)

Aus (9.44) und (9.45) folgt, dass {A v} beschrankt ist in H mit ||Ayv]|| 1 fir ein v > 0.
Weiterhin gilt
[Axiv = Avl* = [[Axsuol? + [|AN0]* = 2 (Ari v, Ao)
< Aol + 1 Ax0l* = 2] Axg ol (9.46)
= [ Axv]* = [ Axe ol
Da H vollsténdig ist, folgt Ayv — w fiir ein w € H. Wegen v — Jyv = AA v (bzw. nach
Satz 9.17) folgt Jyv — v. Nach Lemma 9.7 ist w € Av. Da ||Jw| < [|[A%]] und A% das
normminimale Element in Av ist, folgt w = A% und [|Ayv| 1 ||A%]|. Damit ist (9.41)
gezeigt, und (9.42) folgt durch Grenziibergang A — 0 in (9.46). Sei nun v ¢ D(A). Fur
A — 0 ist ||Ayv|| monoton wachsend, da das zu (9.45) fiihrende Argument giiltig bleibt.

Wire ||Ajv|| beschriankt, so wiirde wie gezeigt folgen Ayv — w € Av fiir ein w € H, ein
Widerspruch. O

Lemma 9.19 Sei ¢ : H — (—o00,00| konvez, unterhalbstetig und eigentlich. Fir die
Moreau-Regularisierung

ort) =i 5510 = ul? + ) (9.47

qilt
A
oa(u) = EHAAUHQ + (), (9.48)

wobei ]
D= (T+200)7 A= () = (I = ).
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Beweis: Nach Satz 8.20 wird das Minimum auf der rechten Seite in v, € H angenommen
mit ]
(= v) € (v,

das heif3it, in
v, = Jyu = (I +X3p) *(u).

O

Satz 9.20 Sei ¢ : H — (—00,00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Die Moreau-
Regularisierung @y : H — R erfillt

o) < pa(u) < p(u), firaleuwe H, (9.49)
und ist Fréchet-differenzierbar mit
Vior = (9p)x. (9.50)
Weiterhin ist @y konvex, und es gilt

lim py(u) = @(u), fir allew e H. (9.51)
A—=0

Es qilt

D(0p) C D(p) C D(p) = D(9y) . (9.52)

Beweis: Die Ungleichungen in (9.49) folgen direkt aus Lemma 9.19. Fiir alle u,v € H
folgt, da Ayu € AJyu fiir A = 0p, dass

o(Jav) — o(yu) > (Axu, o — Jhu)

und weiter
— _A Ayv|]? — || Ayul? Jv) —p(J
Pa(v) = alu) = S (A7 = [|Aul]” ) + o (Tw) = (Iyu) 9.53)
X :
> 2l Axell? = | Axul®) + (Au, Jyw = Jyu)
Es ist
(Ayu, Jyv — Jhu) = (Axu, Jhoo — o) + (Ayu, v — u) + (Axu, u — Jyu)
= M (Ayu, —A\v) + (Ayu, Ayu) ) + (Ayu,v — u)
Einsetzen in (9.53) ergibt
A 2
oa(v) — pa(u) > §(||A,\v — Ayul| ) + (Ayu,v —u) .
das heif3t,
A
o (v) — a(t) — (Ayu, v — u) > §<|]Aw . Aww) >0. (9.54)

Vertauschen der Rollen von u und v ergibt
pa(u) = ea(v) = (Av,u—v) 2 0.
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Subtraktion von (Ayu,v — u) und Umstellen fithrt auf
or(v) —oa(u) = (Anu,v —u) < (Ayv — Ayu,v —u)

und zusammen mit (9.54) ergibt sich mit der Lipschitzstetigkeit von Ay nach Satz 9.18
1
[Pa(0) = ea(u) = (Avu,v —u) | < (Avo = Ayu,v —u) < Slv =l

Also ist ¢, differenzierbar und

V(,D)\ = A>\ = (8@))\.

Insbesondere ist v — V¢, (v) monoton und daher ¢, konvex. Fiir u € D(dy) gilt Jyu — u
nach Satz 9.17 und damit wegen (9.49)

p(u) < liminf o(Jyu) < liminf @) (u) < limsup py(u) < @(u)
A—0 A—0 A—0

und damit (9.51). Sei nun u ¢ D(J¢). Es ist nach Lemma 9.19

1
pa(u) = o llJaw — ul]* + o(Jru).
2\
Nach Satz 9.17 ist || Jyu — u|| — dist (u, D(A)) > 0 und auBerdem {@(Jyu)} nach unten
beschrénkt fiir A — 0. Es folgt ¢, (u) — 400, also auch ¢(u) = 400 und u ¢ D(p) nach
(9.49). Es ist also D(¢) C D(0y), woraus (9.52) folgt. 0

Lemma 9.21 Sei A: H = H maximal monoton, B : H — H monoton und lipschitzste-
tig mit D(B) = H. Dann ist A+ B mazimal monoton.

Beweis: Sei A > 0 so klein, dass AB : H — H eine Kontraktion ist. Fiir jedes f € H gilt
u+Mu+ABud f & w=Tu:=(+M\A)"'(f — \Bu)

Da (I+MA)~! nichtexpansiv ist, ist Ty : H — H eine Kontraktion, also f € im (I + \(A+
B)). Aus Satz 9.8 folgt, dass A(A + B) und damit auch A + B maximal monoton ist. O

Lemma 9.22 Sei A: H = H mazimal monoton, ¢ : H — (—00, 0] konvex, unterhalb-
stetig und eigentlich, es gelte D(A) N D(0p) # () sowie

o((I +XA)"w) < p(v)+C\,  fiir alleve H, X >0, (9.55)

mit einer Konstanten C. Dann ist A 4+ Oy maximal monoton.

Beweis: Sei f € H beliebig. Nach Satz 9.8 geniigt es zu zeigen, dass es ein u € H gibt
mit

u+ Au+ 0p(u) 3 f. (9.56)

Nach Satz 9.18 ist die Yosida-Regularisierung A, von A maximal monoton und lipschitz-
stetig, nach Lemma 9.21 ist A, + J¢ maximal monoton. Es gibt also zu jedem A\ > 0 ein
uy € H mit

uy + Ayuy + 0p(uy) 3 f. (9.57)
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Wir wollen zeigen, dass u, gegen eine Losung u von (9.56) konvergiert.
(1) {ux} ist beschriankt in H: Sei vg € D(A) N D(dg), wy € dp(vy). Aus der Definition
des Subdifferentials und der Monotonie von A, folgt

(wo, vo — ux) > @(vo) — p(un) > (f —un — Ayuy, vg — wy)
> (f —un — Axvg, vo — uy)

= [luall® + (f = Axvo, vo — up) = (ux, vo) -
Es ist {A\vp} nach Lemma 9.18 beschrinkt, da vy € D(A). Es folgt
luall* < Co(lluall + 1)

mit einer von A unabhéngigen Konstante Cy. Also ist {uy} beschriankt.
(i) {Axuy} ist beschrankt in H: Wir wenden (9.55) an mit v = uy,

(I + M) huy = uy — Ay,
und erhalten, da f — uy — Ayuy € dp(uy),
CX > p(uy — AMyuy) — p(uyn) > (f —un — Ayuy, —AAuy) .
Division durch A fiihrt auf
[Axunll* < (f = ux, Avun) + C < || f = wall[ Axua]| + C'.

Da {uy} beschrankt ist, gilt dasselbe fir {Ayuy}.
(iii) {un} ist Cauchy in H: Seien

Wy = f — Uy — A)\U)\ c 830(%) .
Dann gilt
0 < (wy — wy, uy —uy,) = —||uy — uMHQ — (Axuy — Ay, uy — ) . (9.58)

Wegen
uy — u, = (ANyuy — pAuu,) + (Do — Juuy,)

und da Ayuy € AJyuy, folgt aus (9.58), dass

||lun — uu||2 < — (Axuy — Apuy, uy — ) < — (Ayuy — Ayuy, AMyuy — pAyuy,)
< [[Axun = Apupl[[[AANux — pAu || < C1(A+ p)

da {A,u,} beschrénkt ist.

(iv) Wegen (i) — (iii) gelten uy — u, wy — w und Ayuy — y fir geeignete u,w,y € H,
falls A — 0 entlang einer geeigneten Teilfolge. Da wy € dp(u,) und d¢ maximal monoton
ist, folgt w € dp(u). Da

JAU)\—U)\:AAAU)\—)O, fﬁl">\—>0,

gilt auch Jyuy — v und wegen A u, € AJyu, folgt y € Au. Da u +y +w = f, folgt
(9.56). 0
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Wir betrachten nun das elliptische Randwertproblem

—Au+0p(u) > f, inQ,

9.59
u=0, auf 0. ( )

In Beispiel 9.9 haben wir bereits gesehen, dass durch
Av=—Av, D(A)=Hi(Q)nH*Q), (9.60)

ein maximal monotoner Operator A : L*(Q) = L?(Q) definiert wird, falls © beschriinkt
ist und 0 hinreichend glatt ist.

Lemma 9.23 Sei ¢ : R — (—o00, 00| konvez, unterhalbstetig und eigentlich. Dann gilt
dasselbe fiir ® : L?(Q) — (—o0, o0],

d(v) = /Qgp(v(x)) dr, falls pov € L'(Q), (9.61)

und ®(v) = +o0o andernfalls. Weiterhin gilt fiir w € L*(Q2)
wedbv) & wx)edp(v(x)), ae in. (9.62)
Die Yosida-Approzimation (0®),, : L*(2) — L*(Q2) von P hat die Darstellung
((02),0)(x) = (09)u(v(x)) = (pu)'(v(x)) a.e.in Q. (9.63)

Die Moreau-Approzimation ®, : L*(Q) — R von ® hat die Darstellung
B(0) = [ eulv(@) dr. (9.64)
Q
Beweis: Ubung. O
Wir betrachten nun auf H = L?(Q) die Summe A + 9@ fiir

B(v) = / oo(x))dz,  falls pov e LL(Q),
Q
Av = —-Av, falls v € Hy(Q) N H*(Q).

(9.65)

Hierbei ist €2 C R"™ offen und beschrankt mit hinreichend glattem Rand, und ¢ : R —

(—o00, 00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Wir nehmen aufilerdem an, dass 0 €
D(0yp) gilt.

Satz 9.24 Der Operator A+ 0% : L*(Q) = L*(Q) ist mazimal monoton.

Beweis: A ist maximal monoton geméfl Beispiel 9.9, 9P ist maximal monoton und 0 €
D(0®), da ® konvex, unterhalbstetig und eigentlich ist nach Lemma 9.23, und wegen
(9.62). Wir kénnen annehmen, dass 0 € 9®(0), andernfalls ersetzen wir 0® durch B =
0P — wy mit wy € 0P(0). GeméaB Lemma 9.22 ist es wegen 0 € D(A) hinreichend zu
zeigen, dass

O((I+AA)"t) < ®(v), fiir alle v € L*(Q), A > 0. (9.66)
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Da ®,(v) — ®(v) fiir u — 0 gilt fiir alle v € L?(2) nach Satz 9.20, geniigt es zu zeigen,
dass

®,((I+MA)") <®,(v), fiirallewve L*(Q), A\, x> 0. (9.67)

Nach Definition von A ist z = (I + AA)~'v die eindeutige Losung z € H () N H%()) des
Randwertproblems

z2—ANAz=wv, in (),

z=0, auf 00Q. (9.68)

Mit den Formeln aus Lemma 9.23 folgt
B0) = B2) = [ eulol@) = @) dr > [ )00 - @) da
= —A/QAZ(:L‘)(,DL(Z(.T)) dr = )\/Q (Vz(x),Vz(z)) ng(z(x)) dx

>0

bl

also (9.67), da ¢/, > 0 gilt wegen der Konvexitit von ¢,. Dabei wurde bei der letzten
Gleichheit die Kettenregel fiir die Funktion z — ], (2()) verwendet. Gemif Lemma 2.11
ist das moglich, wenn ¢/, stetig differenzierbar ist. Im allgemeinen Fall (¢, konvex und
lipschitzstetig, also ¢, monoton und beschrankt) wird die fragliche Gleichheit bewiesen,
indem h := gpL durch glatte monotone beschrinkte Funktionen A, im L?-Sinn approximiert
wird und zur Grenze ¢ — 0 iibergegangen wird. O

Lemma 9.25 Der Operator Av = —Av aus (9.65) ist koerziv auf H = L*(Q).

Beweis: Ist w,, = —Auv,, v, € D(A), so ist

. :—/Qvn(x)Avn(x) d:z;:/QHan(x)HQda:.

Die Poincaré-Ungleichung besagt ||v,]l2 < C||Vv,||2 fiir eine Konstante C, also

(wn, vn)
[[on]l2

> HUnHQ — 00

1
2
falls ||v,||2 — oo. O

Wir betrachten nun das Randwertproblem

—Au+ 0p(u) > f, in Q,

u=0, auf 0. (9.69)

Satz 9.26 Sei ¢ : R — (—o00,00| konvez, unterhalbstetig und eigentlich, es gelte 0 €
D(0p). Dann hat das Randwertproblem (9.69) fiir jedes f € L*(S)) eine eindeutige Lisung
u € HLHQ) N H(Q).

Beweis: Folgt aus den vorangegangenen Sétzen, da mit A auch A + 0® koerziv ist. O
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Beispiel 9.27 (Hindernisproblem)
Sei ¢ = Iy, 00) mit 1. < 0, also p(r) = 0 falls r > 1), und ¢(r) = 400 andernfalls. Mit
K ={v:v(z)>Y.ae} gilt

d(v) = /ng(v(x))dx =Ik(), 0P(u) = Ng(u)={w: (w,v—u) <O fir allev e K}.

Es gilt weiter

—Au+0®(u)>f < wekK, f+Au€ Ng(u)
& we K, (—Au,v—u)> (f,v—u) firallev e K.

Das Randwertproblem (9.69) entspricht also gerade dem Hindernisproblem mit dem Hin-
dernis ¥ (z) = 1.. Will man ein allgemeines Hindernis betrachten, so setzt man

O(v) = /Qgp(m,v(x)) dr,  o(x,7) = Iy@),e)(T) -

Man muss dann nur noch Lemma 9.23 und Satz 9.24 auf diese Situation verallgemeinern.
O

Beispiel 9.28
Sei ¢ : R — (—o00, 00] konvex, unterhalbstetig und eigentlich, es gelte ¢(r)/|r| = +oo fiir
|r| — 400. Sei

d(v) = /Qgp(v(a:)) dr, D®)={v:veLYQ), pove LYN)}. (9.70)

Diesmal setzen wir H = H~ (). Man kann beweisen, dass ® konvex, unterhalbstetig
und eigentlich ist, und dass 9®(u) diejenigen w € H~(Q) enthilt, fiir die ein n € H(Q)
existiert mit

—An=w a.e. in €,
n(x) € dp(u(z)) a.e. in Q.

Die wegen maximaler Monotonie 16sbare Inklusion
u+0®(u) > f
entspricht dann der Inklusion

u—ABu)> f, B=0p.
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10 Evolutionsgleichungen mit monotonen Operato-
ren

Wir betrachten das Anfangswertproblem
u+Au=0, u(0)=ug, (10.1)

sowie die zugehorige Integralgleichung

u(t) = uo + /Ot Au(s) ds. (10.2)

wobei A : H — H ein monotoner Operator ist.

Satz 10.1 Sei A: H — H monoton und lipschitzstetig. Dann hat (10.2) fir jedes uy € H
eine eindeutige Losung u € C([0,00); H), welche auflerdem stetig differenzierbar ist. Sind
w,t Losungen zu Anfangswerten ug, Ug, so ist die Funktion t — ||u(t) — a(t)|| monoton
fallend, insbesondere gilt

Ju(t) = a)]| < lluo — dol - (10.3)

Die Funktion t — ||u/(t)]] ist ebenfalls monoton fallend.

Beweis: Eindeutige Losbarkeit und Regularitét folgen aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz. Weiter gilt

s llu(t) —a)|* = ('(t) — @' (t), u(t) — a(t)) = — (Au(t) — Aa(t), u(t) — a(t)) < 0.
Setzen wir 4(t) = u(t + h) fir ein festes h > 0, so folgt, dass auch die Funktion ¢ —
|lu(t + h) —u(t)|| monoton fallend ist. Division durch i und Grenziibergang h — 0 ergibt,

dass t +— ||/ (t)]| monoton fallend ist. O

Lemma 10.2 Sei H Hilbertraum, A: H = H (mazximal) monoton. Dann wird durch
w € Av & w(t) € A(v(t)) a.e. in [0,T] (10.4)
ein (mazximal) monotoner Operator A : L*(0,T; H) = L*(0,T; H) definiert.

Beweis: Ist A monoton, so auch A4, da

(we = w1, 02 = V1) 2oy = /0 (wa(t) — wi(t), va(t) — v1(t)) y dt = 0

gilt fiir alle wy € Avs, wy € Avy. Sei nun A maximal monoton, sei f € L*(0,T; H). GemiB
Satz 9.8 ist (I + A)~! : H — H nichtexpansiv, wir setzen

u(t) = (I +A4) 7 (f(1).
Mit f ist auch v Bochner-messbar, und mit vy = (I + A)~1(0) gilt

[u(t) = volla < 1 (t) = Olla = [If )]z a-e. in [0,T],
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also ist u € L2(0,T; H) und u + Au > f. Nach Satz 9.8 ist A maximal monoton. O
Wir formulieren nun den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
u+Au>30, u(0)=u, (10.5)

mit einem maximal monotonen Operator A. Wir erinnern daran, dass A% das normmi-
nimale Element in Av bezeichnet.

Satz 10.3 Sei A : H = H mazimal monoton, sei ug € D(A). Dann gibt es genau eine
lipschitzstetige Losung u : [0,00) — H wvon (10.5), es gilt u(t) € D(A) fir allet > 0. Es
existiert die schwache Ableitung u' € L>(0,00; H), sie erfillt

u'(t) + Au(t) 20 a.e. in (0,00), u(0)=ug, (10.6)
Hu/HLOO((O,oo);H) < (| A o] - (10.7)

Beweis: Zum Beweis der Existenz betrachten wir das Hilfsproblem
v+ Au=0, u0)=u, (10.8)

in dem A durch seine Yosida-Regularisierung A, ersetzt ist. Nach Satz 10.1 hat (10.8)
eine stetig differenzierbare Losung wuy : [0,00) — H, fiir die weiterhin gilt

[Axux@)l = [[A O] < [uh0)]] = [Axu(0)]] = [|Axuo]l < [[A o], (10.9)

die letzte Ungleichung folgt aus Satz 9.18. Wir wollen zeigen, dass {u,}, die Cauchy-
Eigenschaft im Raum C([0,T]; H) hat fiir jedes T' > 0, das heifit,

Jim | max Jux(t) = uu(t)] = 0. (10.10)

Es gilt in [0, 7] (Argument ¢t weggelassen) fiir A\, u > 0
u’/\—uL—FA,\u)\—Auuu =0.
Multiplikation mit uy — u,, fithrt auf

d1

dt2||uA—uuH + (Anun — Ay, uy —uy,) = 0. (10.11)

Wir zerlegen
uy — u, = Ayuy + Hhuy — pAu, — Ju, . (10.12)

Nach Satz 9.18 gilt Ayv € AJ,v fir alle v € H. Aus (10.12) ergibt sich mit Monotonie

(Ayuy — Apug, uy —wy) > (Axuy — Ay, Myuy — pA,umu)
und weiter

> MAxuall* + pll Apu|* = A+ ) [ Axuall [ Ay
> —(A+ [ Axualll| Al = =2(A + 1) [ Ao |*.
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Aus (10.11) folgt nun

d1
Sl = P < 200+ ) A

Integrieren iiber [0,¢] und Wurzelziehen ergibt

lux(t) = wu ()] < 23/ (A + p)tl| A uol| -
Hieraus folgt (10.10). Wegen Vollsténdigkeit gibt es ein u € C([0,T]; H) mit u) — u und
lu(t) — u(®)]| < 2VAH A% | (10.13)
Ebenso gilt Jyuy — u in C([0,T]; H) fiir A — 0 wegen
[ T3ux(t) = ur()]| = Al Axua(t)]] < Al A%uol| -

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Da {A\uy(t)}x wegen (10.9) beschriankt ist fiir jedes ¢ > 0, gibt
es eine schwach konvergente Teilfolge { Ay, uy, (t)}x — 2z € H, und aus Lemma 9.7 folgt,
dass z € Au(t). Also ist u(t) € D(A), und

[A%u(@®)]] < 2] < [[ Aol - (10.14)

Wegen
[\ ()] = [[Axur(@)]] < | A o (10.15)

ist {u}} beschriinkt in L>=((0,T); H), also auch in L?(0,T; H), es gibt also eine Teilfolge
und ein w € L*(0,T; H) mit

u&k — w in LQ(O,T; H), wuy, —uwin C([0,T]; H).

Grenziibergang £ — oo in

/O un, (0@ (£) dt = — / dy (D) dt, o€ CR0.T),

zeigt, dass w die schwache Ableitung von w ist, also w = «/. Da die schwache Ableitung
eindeutig bestimmt ist, gilt v} — u’ fiir jede Teilfolge. Weiterhin folgt aus der schwachen
Konvergenz u} — v’ in L*(2), dass fiir £ = {¢ : [|[u/(¢)|| > || A%} gilt

/Hu’(t)”dtgliminf/ s ()| dt = 0,
E A—0 E

also gilt (10.7). Sei nun A : L*(0,T; H) — L*(0,T; H) die in Lemma 10.2 betrachtete
Abbildung. Da Ay (ux(t)) € AJy(ux(t)) fir alle t > 0, gilt

Ayouy € A(JAou)\).

Da A maximal monoton ist und Ay o uy — —u’ sowie Jy o uy — u in L?(0,T; H) gelten,
folgt —u’ € Au aus Lemma 9.7 und damit (10.6). Die Eindeutigkeit ist eine Konsequenz
des gleich folgenden Lemmas 10.4. O
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Wir betrachten den Funktionenraum W11(0,T; H) der Bochner-integrierbaren Funktio-
nen u : [0,7] — H, deren schwache Ableitung «' : [0,7 — H ebenfalls Bochner-
integrierbar ist, wobei

/0 () dt = — /0 L)) dt . i alle o € C(0.T).

Durch Approximation mit dem Standardgldttungskern kann man zeigen, dass fiir u €
W0, T; H) der Hauptsatz gilt,

t
u(t) = u(s) +/ u(r)dr, falls0<s<t<T. (10.16)

Ist w: [0,T] — H lipschitzstetig, so ist u € W1(0,T; H).

Lemma 10.4 Sei A: H = H monoton, seien f, f € LY0,T; H), seien u, 4 € WHL(0,T)

Lésungen von R
uW+Aud f, @' +AW>S f, (10.17)

auf einem Intervall [s,t]. Dann gilt
[u(t) = a@)] < [lu(s) —a(s)]] +/ If(r) = F() dr. (10.18)

Beweis: Es gilt a.e. in [s,t] wegen der Monotonie von A

[u(r) = ﬁ(T)H%HU(T) —a(r)| = %%HU(T) —a(r)|* = (u(r) —a(r), v/(r) — (7))

< (u(r) = (), £(7) = F(7)) < [lu(r) = @D () = )]

also d
g lu(r) = a(n)l < [1f(r) = f(7)ll
a.e. in [s,t]. Wir integrieren iiber [s,t] und erhalten (10.18). O

Folgerung 10.5 Seien u,u : [0,+00) — H die eindeutigen Losung von u' + Au > 0
mit w(0) = up und 4(0) = Gy gemdf Satz 10.3 und Lemma 10.4. Dann ist die Funktion
t — ||u(t) —a(t)|| monoton fallend, und durch S(t)uy = u(t) wird eine nichtexpansive Ab-
bildung S(t) : D(A) — D(A) definiert. Diese ldsst sich eindeutig zu einer nichtexpansiven
Abbildung S(t) : D(A) — D(A) fortsetzen und erfiillt

S(0)=id, S(t+7)=S5t)S(r), firalet,T>0, (10.19)
ltij%l S(t)ug = ug, fir alle ug € D(A), (10.20)
|1S(t)ug — S(t)ol|| < ||uo — Goll, fir alle uy, a9 € D(A), t > 0. (10.21)

Die eben definierte Familie {S(t) };>o wird als die von —A erzeugte Kontraktionshalb-
gruppe bezeichnet.

Wir stellen weitere Eigenschaften der Losung von v’ + Au > 0 zusammen.
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Satz 10.6 In der Situation von Satz 10.3 gilt weiterhin: Die Lésung u hat in jedem Punkt
t > 0 eine rechtsseitige Ableitung v, (t) mat

u, (t) + A%u(t) = 0, (10.22)

die Funktion t — A%u(t) ist rechtsseitig stetig, die Funktion t — || A%(t)|| ist monoton
fallend.

Beweis: Sei ty > 0. Wir wenden Satz 10.3 an auf die Losung ¢ +— u(t+ty) zum Anfangswert
u(to). In (10.14) wurde gezeigt, dass

1A%t + to) | < [|A%u(to)]| -

Wir zeigen, dass t — A%(t) rechtsseitig stetig in 0 ist. Sei ¢, | 0 mit A%u(t,) — &
Da u(t,) — uo, folgt & € Aug. Weiter ist ||€]] < || A%, also & = A%yq. Da € also
von der Wahl der Folge unabhingig ist, folgt A%u(t) — Auq fiir ¢ | 0. Da auflerdem
| A%(t)|| < ||A ]|, folgt A%u(t) — A uq. Es folgt die behauptete rechtsseitige Stetigkeit.
Fiir die Differenzierbarkeit geniigt es ebenfalls, t = 0 zu betrachten. Sei

E={t:t>0,u(t) existiert und «'(t) + Au(t) 3 0}.
Fiir alle to, h > 0 gilt nach Satz 10.3
lu(to + h) = ulto) | < hl|A%u(to)]]-

Fiir ¢ty € E folgt
[, (to) | < [[A%u(to)l| .~y (to) € Aulto),

also gilt (10.22) fiir ¢ = ¢y. Da das Komplement von E eine Nullmenge ist, folgt nach
Integration iiber [0, ¢]
t)—u(0) 1 [
t t

Grenziibergang t | 0 ergibt «/, (0) + A% = 0. O
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