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1 Konvexe Mengen

Definition 1.1 (Konvexe Menge)
Sei V' Vektorraum, K C V. K heifit konvex, wenn

A+ (1—-ANve K (1.1)
fir alle u,v € K und alle A € [0,1]. Wir schreiben
[,y ={ u+ (1 —=XNv:Ael0,1]} (1.2)

fir die Verbindungsstrecke von u nach v, sowie auch (u,v], [u,v), (u,v) fir die Strecke
ohne die entsprechenden Endpunkte. Wir setzen [v,v) = {v}. O

Eine konvexe Menge enthélt also zu je zwei Punkten deren Verbindungsstrecke.

Eine endliche Summe der Form

Z)\ﬂ)i, /UZEV,)\ZEOHHt Z)\Zzl, (13)
i=1 =1
heifit Konvexkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Satz 1.2 Sei V' Vektorraum. Eine Teilmenge K C V' ist konver genau dann, wenn
i=1

qilt fiir alle n € N und alle Konvexkombinationen von Elementen vy,...,v, € K.

Beweis: Fiir “«<” ist nichts zu zeigen. “=": wird mit Induktion {iber n bewiesen. n = 2
entspricht der Definition der Konvexitit. Induktionsschritt n — 1 — n: Sei

v:ZAivi, UiEK,lg’iSn, (15)

i=1

eine Konvexkombination. Wéhle A\; mit A\; < 1, dann gilt

Yy by
v=\v; + (1 -\)w, wzzl_)\jvi, Zl_)\jzl, (1.6)
i#£] i#£]
also w € K nach Induktionsvoraussetzung und damit v € K. O

Beliebige Durchschnitte

B (1.7)

von konvexen Mengen K; C V sind offensichtlich ebenfalls konvex.



Satz 1.3 Set V' Vektorraum, K C V' konvex. Dann gilt
A+ p)K =K + uK (1.8)

fur alle A\, u > 0.

Beweis: “C”: klar.
“D7: Trivial falls A = p = 0. Andernfalls gilt nach Definition der Konvexitét

A Iz
—K+ —KCK, 1.9
A+ A+ p (19)

woraus nach Multiplikation mit A 4+ p die Behauptung folgt. |

Definition 1.4 (Konvexe Hiille)
Sei V' Vektorraum, S C V. Dann heifst

)= () K (1.10)

SCKCV
K konvex

die konvexe Hiille von S in'V. O

Satz 1.5 Sei V' Vektorraum, S C V. Dann gilt

co (S) ={v:v eV, v ist Konvexkombination von Elementen in S} . (1.11)

Beweis: Wir bezeichnen mit C' die durch die rechte Seite von definierte Menge, zu
zeigen co (S) = C.

“27: Ist K D S konvex, so gilt K D €' nach Satz[1.2] also co (S) D C.

“C”: Da S C C, geniigt es zu zeigen, dal C' konvex ist. Seien also u,v € C,

u = Z)‘iui’ v = zm:ujvj, (1.12)

dann gilt fiir v € [0, 1]
vu+ (1 —v)v= Z viu; + Z(l —v)pv; € C, (1.13)
=1 7j=1
da die Koeffizienten die an eine Konvexkombination gestellten Bedingungen erfiillen. O

Eine Menge {v, ..., v,} von n+1 Vektoren eines Vektorraums V heifit affin unabhéngig,
falls die Menge {vy — vo, ..., v, — vo} linear unabhéngig in V ist.

Definition 1.6 (Simplex)
Sei {vg,...,v,} CV affin unabhingig. Dann heifit

co ({vo, ..., vn}) (1.14)

ein (n-dimensionales) Stmplex, die v; heiffen die Ecken des Simplex. O
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Jeder Punkt v eines Simplex co ({vy,. .., v,}) 1laBt sich eindeutig als Konvexkombination

v=Y A (1.15)
=0

seiner Ecken schreiben, die Ay, ..., A, heiflen die baryzentrischen Koordinaten von v.

Definition 1.7 (Kegel) Sei V' Vektorraum, K C V. K heifit Kegel, falls \v € K fiir
alle v € K und alle A > 0 gilt. Ein Kegel K heifst spitz, falls KN (—K) C {0}.

Lemma 1.8 Se: V' Vektorraum, K C V Kegel. K ist konvexer Kegel genau dann, wenn
u+wv € K fir alle u,v € K.

Beweis: “«<”: Klar.
“=": Sind u,v € K, so ist

1 1
u—l—v:2<§u—|—§v)€}(. (1.16)

Beispiel 1.9

(i) Ry =10,00) und R_ = (—00,0] sind konvexe Kegel in R.
(ii) R? = {(v1,...,vn) 1 v; > 0 fiir alle 7} ist konvexer Kegel im R™.
(iii) Sei V' Menge, W Vektorraum und L konvexer Kegel in W,
K={f|f:V =Y, f(v)e LfiralleveV}. (1.17)

K ist konvexer Kegel in Abb(V,W). Im Spezialfall W = R, L = R, erhalten
wir den konvexen Kegel {f : f > 0} der nichtnegativen Funktionen in Abb(V,R).
Entsprechendes gilt auch fiir Unterrdume von Abb(V,R) wie etwa C'(V,R).

Definition 1.10 (Dualraum)
Sei V' normierter Raum. Die Menge

V* = {v*|v*: V = R linear und stetig} (1.18)
heifit der Dualraum von V. Jede Teilmenge H von V der Form
H={v:v*(v) =a} (1.19)

fiir ein festes v* € V* und o € R heiffit Hyperebene in V. O

Satz 1.11 (Trennungssatz)
Sei V- normierter Raum, seien Ky, Ko C V konvex und nichtleer, es gelte int (K1)NKy = ()
und int (K1) # (0. Dann gibt es ein v* € V* mit v* # 0 und ein o« € R mit

V(K <a<v(Ky), v(inth;) <. (1.20)



Beweis: Siehe Funktionalanalysis. O

Satz 1.12 (Strikte Trennung) Sei V normierter Raum, sei K C V konvez, nichtleer
und abgeschlossen, sei uw & K. Dann gibt es ein v* € V* mit v* # 0 und ein o € R mit

vi(v) <a<v(u), firaleveK. (1.21)

Beweis: Da V' \ K offen ist, gibt es eine offene Kugel B um 0 mit mit K N (v + B) = 0.
Nach Satz gibt es ein v* € V* und ein a mit v*(K) < a < v*(u + B). 0



2 Konvexe Funktionen

Wir schreiben (—oo, 0o] fiir R U {+o00} und entsprechend [—oo, o], [0, 0] etc.

Definition 2.1 (Epigraph)
Sei V' Vektorraum, ¢ : V — (—o0, 00]. Die durch

epio = {(v,p) ;v eV, neR, u>p()} (2.1)
definierte Teilmenge von V x R heifit der Epigraph von o, die durch
D(p) ={v:veV, pv) < +oo} (2.2)

definierte Teilmenge von V' der effektive Definitionsbereich von .

Bezeichnet py : V x R — V die Projektion auf die erste Komponente, so ist

D(p) = py(epiy).

Es gilt epi ¢ = () genau dann, wenn p(v) = +oo fiir alle v € V. Man nennt ¢ eigentlich,
wenn dieser Ausartungsfall nicht vorliegt.

Definition 2.2 (Konvexe Funktion)
Sei V' Vektorraum. Eine Funktion ¢ : V — (—o00,00| heifit konvex, falls ihr Epigraph
epi @ konver ist. Ist —p konvex, so heifit p konkav.

Satz 2.3 Sei V' Vektorraum, ¢ : V — (—o00,00|. Dann ist ¢ konvexr genau dann, wenn
p(Av + (1 = Mw) < Ap(v) + (1 = A)p(w) (2.3)

fir alle v,w € V und alle X € [0, 1].

Beweis: Folgt direkt aus den Definitionen. O

Definition 2.4 Sei V' Vektorraum, K C V. Eine Funktion ¢ : K — (—o00,00] heifit
konvex, wenn die durch

Hv) = {gp(v) , fallsv e K, (2.4)

400, sonst,
definierte Funktion ¢ : V — (—o00, 00| konvez ist.

Man sieht unmittelbar, dafl eine Funktion ¢ : K — (—o00,00], welche (2.3) auf einer
konvexen Menge K C V erfiillt, konvex ist im Sinne von Definition Fiir K C V heifit

die durch
0 ve K
Ix(v) =< "’ 2.5
x(0) {+oo, sonst (2:5)
definierte Funktion Ix : V' — [0,00) die Indikatorfunktion von K. Wegen epilx =
K x R, ist I genau dann konvex, wenn K konvex ist.
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Lemma 2.5 Sei V' Vektorraum, ¢ : V. — (—o00, 00| konvez. Dann sind die Subniveau-
mengen {v:v €V, p(v) < a} und {v:v eV, p(v) < a} konvez fir alle a € (—o0, 0].

Beweis: Direkt aus den Definitionen. O

Ist ¢ : V — (—00, 0] konvex, so gilt

fir beliebige Konvexkombinationen v = ), A\;jv;.

Definition 2.6
Sei V' Vektorraum. Eine Funktion ¢ : V — (—o0, 00| heifft positiv homogen, falls

p(Av) = Ap(v) (2.6)

qilt fiir alle v € V und alle A > 0. O

Lemma 2.7 Sei V' Vektorraum, ¢ : V. — (—o00,00|. Die Funktion ¢ ist positiv homogen
genau dann, wenn epip ein Kegel ist. In diesem Fall ist D(p) ebenfalls ein Kegel.

Beweis: “=": Seien (v,pu) € epip und A > 0, dann ist @(Av) = Ap(v) < A, also
(Av, Ap) € epip.
“<": Da (v, u) € epip < (Av, \u) € epig fiir alle A > 0, folgt

p(v) =400 << () =4oc0 fiiralle A > 0.

Ist p(v) < 400, und A > 0, so ist (v,¢(v)) € epiy, also auch (Av, Ap(v)) € epip und
daher p(A\v) < Ap(v). Anwendung auf 1/X ergibt

p(Av)

> =

o(0) = ol 30) <

und damit A\p(v) < (). O
Satz 2.8 Sei V' Vektorraum, seien f : V — (—o0,00] und ¢ : R — (—o0,00] konver,
sei ¢ monoton wachsend, das heifst, s <t = p(s) < p(t). Dann ist auch p o f konver.
(Dabei wird p(oc0) = oo gesetzt.)
Beweis: Fiir alle u,v € X und A € [0, 1] gilt

fOu+ (1= X2v) S Af(u) + (1= A)f(v),

also

(o f)Au+ (1 =Av) < pAf(u) + (1 =A)f(v) <Ap(f(u) + (1 = Xe(f(v)) .



Definition 2.9 (Unterhalbstetigkeit)
Sei V' normierter Raum. Eine Funktion ¢ : V — (—o00, 00| heifit (schwach) unterhalb-
stetig, wenn die Subniveaumengen

M, ={v:veV, o) <a} (2.7)

(schwach) abgeschlossen sind fir alle o € R.

Satz 2.10 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o00, 00]. Dann ist ¢ (schwach) unterhalb-
stetig genau dann, wenn epiy (schwach) abgeschlossen ist in V x R.

Beweis: “<": Sei o € R. Dann ist
F,={(v,a):v eV, p) <a}=epipn(V x {a}) (2.8)

(schwach) abgeschlossen in V' x R, also auch die Subniveaumenge M, = j '(F,), wobei
Jo : V=V x R die Einbettung j,(v) = (v, «) bezeichnet.

“=": Wir zeigen, dafl das Komplement von epi ¢ offen ist. Sei (v, &) ¢ epip, also p(v) > a.
Wiéhle € > 0 mit ¢(v) > a + €. Nach Voraussetzung ist U = {v : ¢(v) > a + €} offen in
Vund W =U X (a — e, + ¢) eine offene Umgebung von (v, «) mit W Nepip = 0, da
e(w) > a+¢e > S fir alle (w, 5) € W. O

Folgerung 2.11 Sei V normierter Raum, K C V. Dann ist K abgeschlossen genau dann,
wenn i unterhalbstetig ist.

Beweis: “=": epi [ = K x [0, 00).
‘= K ={v:Ik(v) <0} . O

Folgerung 2.12 Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o00, 00| konvex. Dann ist ¢ genau dann
unterhalbstetig, wenn ¢ schwach unterhalbstetig ist.

Beweis: Im Banachraum ist eine konvexe Menge genau dann abgeschlossen, wenn sie
schwach abgeschlossen ist. O

Lemma 2.13 Sei V' normierter Raum. Sind ¢; - V — (—o0, 0] konvex und unterhalbst-
etig fiir alle i € I, so ist auch sup;c; p; konver und unterhalbstetig.

Bewelis:
epi (sup ;) = () epi ;.
el iel
O

Lemma 2.14 Sei V' normierter Raum, sei @ : V — (—o0, 00| konvex und unterhalbstetig.
Dann gilt
e(v) < liminf p(v,) (2.9)

n—0o0

fiir alle Folgen v, — v.



Beweis: Wir nehmen an, v, — v aber ¢(v) > liminf ¢(v,). Dann gibt es eine Teilfolge
{vn, } und ein € > 0 mit p(v,,) < ¢(v) —e =: a. Da ¢ schwach unterhalbstetig ist, ist die
Subniveaumenge M, schwach abgeschlossen, also ¢(v) < «a, ein Widerspruch. O

Satz 2.15 Sei V' reflexiver Banachraum, ¢ : V. — (—o00,00| konvez, unterhalbstetig,
ergentlich und nach unten beschrankt, und es gelte

m p(v) =o00. (2.10)
flvll—o0
Dann gibt es ein uw € V mit
o(u) = mi‘g o(v) . (2.11)
S

Beweis: Sei {u,} eine Minimalfolge fiir ¢ in V, das heifit, p(u,) | inf,ey p(v). Nach
Voraussetzung ist das Infimum endlich. Wegen (2.10)) ist {w,} beschréankt in V. Da V
reflexiv ist, gibt es eine Teilfolge mit u,, — wu fiir ein v € V. Aus Lemma folgt

i .
p(u) < liminfp(uy,) = mf p(v).

|

Satz 2.16 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—00,00] konvez, unterhalbstetig und ei-
gentlich. Dann gilt

¢ =sup{g| g: V — R affin und stetig, g < ¢} . (2.12)

Beweis: “>7: klar.

“<”: Es geniigt zu zeigen: Ist (v,a) € V x R mit a < ¢(v), so gibt es eine affine stetige
Funktion ¢ : V' — R mit a < g(v) und g < ¢. Sei also a < ¢(v), dann ist (v,a) ¢ epip,
und epi ¢ ist konvex, abgeschlossen und nichtleer. Aus dem Trennungssatz folgt, dafl ein
2* € (V x R)* existiert mit

2"(v,a) < inf  2"(w, ). (2.13)

(w,a)€epip

Wir setzen A = 2*(0, 1) und definieren v* € V* durch v*(w) = 2*(w, 0), dann gilt

2 (w,a) = v (w) + A, YweV, aeckR. (2.14)
Aus ([2.13)) erhalten wir also
v (v) + da = 2" (v,a) < v (w) + A, YV (w,p) €epip. (2.15)

Hieraus folgt A > 0, da p beliebig grofl gewahlt werden kann.
Fall 1: A > 0. Wir definieren
1 * *
g(w) = (=" (v,0) v (w)). (216)

Aus ([2.15)) folgt g(v) = a und g(w) < p fiir (w, u) € epiy, also g(w) < p(w) fir w € D(p)
und damit g < .



Fall 2: A = 0. Dann ist w = v in (2.15]) nicht moglich, also v ¢ D(y) und ¢(v) = co. Sei
g :V — R affin und stetig mit § < ¢; so ein § existiert immer, da D(y) nichtleer ist und
bei Elementen von D(y) der Fall 1 zum Tragen kommt. Wir wihlen ein 5 € R mit

v (v) = 2" (v,a) < B < 2" (epip) = v (D(p)), (2.17)
und setzen
g(w) = g(w) +0(f —v*(w)), 6>0. (2.18)
Aus folgt g(w) < g(w) < p(w) fiir w € D(p) und
9(v) = g(v) +6(8 —v*(v)) 2 a, (2.19)
falls 6 > 0 hinreichend grof8 gew&hlt wird. O

Satz 2.17 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o00,00] konvex, u € D(yp). Dann gilt:
@ ist stetig in u genau dann, wenn es eine Kugel B um w g¢ibt, auf der ¢ nach oben
beschrdnkt ist, d.h. es gibt ein ¢ € R mit

o(v) <ec, firalleve B. (2.20)

Beweis: “=": Folgt direkt aus der Definition der Stetigkeit; wihle eine Kugel B um u

mit p(B) C (p(u) = 1,¢(u) +1).
“<": Sei 0.B.d.A. u =0, p(0) =0, sei ¢ > 0 und B Kugel um 0 mit ¢(B) < c. Es geniigt
zu zeigen, dass ¢(eB) C [—ec, ] gilt fiir jedes € € (0,1). Sei v € B beliebig. Dann gilt

:(1—5)-0%—59, go(v)§5g0<y> < ec,
£ £

und weiter
1 € (_v)
l+e  14e\ e/’
1 € v 1
0< <__) <
_1+5S0(U)+1+590 € _1—1—5(%0(1})4_66)
also ¢(v) > —ec und insgesamt

Satz 2.18 Sei ¢ : R" — (—o00, 00| konvex. Dann ist ¢ stetig auf int (D(y)).

Beweis: Ist v = )" \;u; eine beliebige Konvexkombination, so gilt

v) < Z;AW(UZ < (Z)\ ) max ¢ (v;) = max o(v;) . (2.21)
Sei nun v € int (D(p)). Wir wihlen ein n-dimensionales Simplex S = co {vy, ..., v,} mit

v € int (S) C int (D(y)), dann ist

<
©(S) max o(v;) < o0,

also ist ¢ stetig nach Lemma [2.17] O
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Definition 2.19 Sei V' Vektorraum, K C V. K heifst kreisférmaig, falls tK C K fir alle
|t| < 1. K heifit absorbierend, falls zu jedem u € V ein t > 0 existiert mit u € tK. K
heifit Tonne, falls K abgeschlossen, konvex, kreisformig und absorbierend ist. O

In der Funktionalanalysis zeigt man den folgenden Satz, als Konsequenz des Baireschen
Kategoriensatzes.

Satz 2.20 Sei V' Banachraum, sei K C V' eine Tonne. Dann ist 0 € int (K). O

Satz 2.21 Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o0,00] konver und unterhalbstetig. Dann ist
@ stetig auf int (D(y)).

Beweis: Sei 0 € int (D(y)), sei ¢(0) < c¢. Wir definieren
U={v:veV, pw) <c}, K=UnN(-U). (2.22)

Da ¢ konvex und unterhalbstetig ist, ist U konvex und abgeschlossen, und da aulerdem
0 € U gilt, ist K konvex, kreisformig und abgeschlossen. Um zu zeigen, dafl K absorbierend
ist, wihlen wir u € V beliebig und definieren g : R — (—o00, 00| durch ¢(t) = ¢(tu). Nach
Satz[2.18]ist g stetig in 0, also gibt es ein & > 0 mit [—eu, cu] C U, also auch [—cu, cu] C K
und damit u € (1/¢)K, also ist K absorbierend. Nach Satz [2.20]ist 0 € int (K), nach Satz
ist o stetig in 0. Fiir beliebiges w € int (D(¢)) betrachten wir ¢(v) = p(v +w). O

Lemma 2.22 Sei ¢ : R — (—o00, 00| konvez, u € D(p). Dann wird durch

ar) = £t ti ) (2.23)

eine monoton wachsende Funktion d : (0,00) — (—o0, 00| definiert. Ferner gilt d(—t) <
d(t) fiirt > 0.

Beweis: Fir 0 < s < t ist

s s
u—l—SZTu—l—Z(u—l—t),

also y
—s s
olu+s) < Tgp(u) + ;go(u +1).

Subtraktion von ¢(u) und Division durch s liefert

d(s) = pluts) — ) _ plutt)—ou) _ d(t).

»

Es gilt weiter fiir ¢ > 0
1
plu) = Splu—1t) + Sp(u+1),
also p(u) —p(u —1t) < p(u+1t) — e(u) und damit
plu—1t) — o) _ plutt) - e
—t - '

DN | —
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Definition 2.23 (Strikt konvexe Funktion)
Sei V' Vektorraum, K C V' konvex. Fine Funktion ¢ : K — R heifst strikt konvex auf K,
falls

o(Au~+ (1 = A)v) < Ap(u) + (1 —N)p(v) (2.24)

gilt fiir alle u,v € K mit u # v und alle A € (0,1).

Lemma 2.24 Sei K C R konvez, ¢ : K — R strikt konvex, u € K. Dann ist

plutt) = p(u)

d(t) = . (2.25)
streng monoton wachsend in (0,00) N D(d).
Beweis: Wie der Beweis von Lemma [2.22] aber mit der strikten Ungleichung. O
Definition 2.25 (Richtungsableitung)
Sei V' Vektorraum, ¢ : V — (—o00,00], u € D(¢) und h € V. Falls der Grenzwert
#/(u; ) = lim plut tht) —olu) (2.26)

in (—oo, 0] existiert, so heif$t er die Richtungsableitung von ¢ in u in Richtung h.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass die Richtungsableitung positiv homogen ist,

O (usth) =to'(u;h), u,heV, t>0. (2.27)

Satz 2.26 Sei V' Vektorraum, ¢ : V. — (—o00,00| konvex, u € D(yp). Dann existiert
' (u; h) fir jedes h € V, und es gilt

, ) u—+th) — o(u
o' (u; h) = %r>1£ il t) p(u) . (2.28)
Ferner gelten
P (i) < plu+ h) — plu), (2.29)
sowe
—¢'(u;=h) < ¢'(u;h). (2.30)

Beweis: Nach Lemma [2.22) angewendet auf g(t) = ¢(u + th), ist der Differenzenquotient

p(u+th) — p(u)
t

dp(t) =

monoton wachsend auf (0 00), also existiert limg o dj(t) und ist gleich inf,~o dp(¢). Wegen

dn(1) = p(u+ h) — p(u) gilt -, und (2.30) folgt aus

u—th) —e(u
durch Grenziibergang ¢ | 0. O

12



3 Konjugierte Funktionen

Definition 3.1 (Konjugierte Funktion)
Sei V' normierter Raum, ¢ : V — [—o00,00]. Die durch

¢ (") = sup((v", ) — o(v)) (3.)

definierte Funktion ¢* : V* — [—00, 00| heifit die zu ¢ konjugierte Funktion. (Wir schrei-
ben (v*,v) fir v*(v).)

Beispiel 3.2 (i) Sei V normierter Raum, ¢ : V' — R nach oben beschriankt, etwa ¢(u) <
c fiir alle v € V. Dann ist

" (v7) = sup((v*, v) — ¢(v)) 2 sup (v*,v) —c,

veV veV
also
— inf, , vt =0,
ey e .
00, sonst.
(ii) Sei K C V, ¢ = I. Dann ist
p*(v") = sup((v”, v) — Ix(v)) = sup (v*, v) . (3.3)
veV veK

Diese Funktion wird auch als Stiitzfunktion der Menge K bezeichnet. Im Spezi-
alfall K = B = Einheitskugel gilt

Ip(v") = [lv"]

Ve (3.4)
(iii) Sei p(v) = ||v|| fiir v € V. Dann gilt

@*(v") = sup((v*,v) — [[v]|) = sup A sup ((v*,v) — [[v]])
VeV A>0  [uf|l=1

— sup A([o"[ly+ — 1)
A>0

0, o] <1,
+oo, |v*||>1,
also

wobei B* die Einheitskugel in V* ist.

Die Konjugation hat folgende elementare Eigenschaften (Beweis klar bzw. Ubung)
©*(0) = sup —p(v) = — inf (v)
veV veV
p<YP = P>y,
v

Oore) =ae (5) . A>0,

(90—1—0)*:90*_07 CGR)
(inf gpi> = Sup ¢; .
i€l icl
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Lemma 3.3 Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o0, 00| mit D(p) # 0. Dann gilt ¢* : V* —
(—o00, 00] und

(W v) <)+ ¢ (v, firadleveV, v eV*. (3.6)
Beweis: Folgt direkt aus der Definition von ¢*. O
Das Beispiel der (nichtkonvexen) Funktion p(v) = —||v||* zeigt, dass es moglich ist, dass

¥k —

¢* = 400 und damit D(¢*) = 0, es ist dann (siehe unten) auflerdem ¢** = —oo.

Lemma 3.4 FEs gilt D(¢*) # 0 genau dann, wenn es eine affine stetige Funktion g : V —
R gibt mit g < .

Beweis: Ist ¢*(v*) < oo, so gilt p(v) > (v*,v) — *(v*) =: g(v) fiir alle v € V. Ist
umgekehrt ¢ < ¢ mit g(v) = (v*,v) — a, @ € R, so ist (v*,v) — p(v) < « fiir alle v € V
und damit ¢*(v*) < a. O

Definition 3.5 (Bikonjugierte Funktion)
Sei V' Banachraum, ¢ : V — [—00,00]. Die durch

™ (v) = sup ((v*,0) — " (v")) (3.7)

v*eV*

definierte Funktion p** : V — [—00, 00| heifit die zu ¢ bikonjugierte Funktion.
Fiir ¢ : V — (—00, 00| kénnen wir statt (3.1]) auch schreiben

@ (V) = esg%) )((v*,v> —p(v)) (3.8)

Lemma 3.6 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o0,00]. Ist D(p) # 0, so ist p* : V —
(—00, 00| konvex und unterhalbstetig. Ist auflerdem D(¢*) # 0, so ist p** : V — (—00, 0]
konvex und unterhalbstetig.

Beweis: Wegen

90*(@*) = esg%))g’u(v*) ) gv(v*> - <U*>U> - SO(U)>

ist ¢* als Supremum einer Familie affiner stetiger Funktionen darstellbar und damit konvex
und unterhalbstetig. Die Aussage fiir ¢** wird auf dieselbe Weise bewiesen. O

Satz 3.7 Sei V' normierter Raum, ¢ : V. — (—o0,00] mit D(¢) # 0 und D(¢*) # 0.
Dann gilt
™ =sup{g| g : V — R affin und stetig, g < ¢}, (3.9)

sowie p** < .
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Beweis: Aus Lemma (3.3 folgt ¢(v) > (v*,v) — ¢*(v*) fiir alle v, v*, also auch

P(0) 2 sup (v, 0) =" (07)) = 0" (0).

Also ist ¢** eigentlich und nach Lemma konvex und unterhalbstetig. Aus Satz
folgt
¢ =sup{g| g : V — R affin und stetig, g < ¢™*}.

Sei gemifl Lemma [3.4] nun ¢ : V — R affin und stetig mit g < ¢,
g(v) = (v*,v) —a, firalleveV,

mit geeignetem v* € V*, o € R. Es folgt weiter o > (v*,v) — ¢(v) fiir alle v € V, also
a > p*(v*), und weiter

g(v) = (W v) —a < (V') — " (v") < ™ (v).

Wir haben also gezeigt

Hieraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.8 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—00,00] mit D(p) # 0 und D(p*) #
(. Dann gilt

™ =sup{g| g: V — (—o0, 0] konvex und unterhalbstetig, g < p}. (3.10)

Beweis: “<”: Folgt direkt aus Satz [3.7 “>": Ist g : V — (—00,00] konvex und unter-
halbstetig mit g < ¢, so folgt aus Satz

g =sup{h| h: V — R affin und stetig, h < g}, (3.11)

also g < ™. O

Folgerung 3.9 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—00, 00| konvez, unterhalbstetig und
eigentlich. Dann ist p** = .

Beweis: Folgt direkt aus Folgerung [3.8] da ¢** < ¢ nach Satz [3.7] O

Ist H ein reeller Hilbertraum, so liefert uns der Satz von Riesz aus der Funktionananalysis
zu jedem v* € H* ein w € H mit

v*(v) = (w,v), , firalleveH,

wobei auf der rechten Seite das Skalarprodukt in H steht. Die Abbildung w — v* ist
bijektiv, linear und isometrisch, das heifit, |w||g = |[v*||g+. Vermittels dieser Isometrie
kénnen wir die zu ¢ : H — [—00, 0o] konjugierte Funktion auch definieren als

P (w) = fg}g«w»vm —¢(v)), ¢":H—[-00,00]. (3.12)
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4 Das Subdifferential

Definition 4.1
Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—00,00]. Ein u* € V* heifit Subgradient fiir ¢ in u,
falls w € D(p) und

o) > p(u) + (U 5o —u) , firaleveV. (4.1)

Die Menge
Op(u) = {u* :u* € V*, u* Subgradient fir ¢ in u} (4.2)

heift Subdifferential von ¢ in u. Falls p(u) = 400, so setzen wir Op(u) = 0.

Beispiel 4.2

(i) Fir ¢ : R = R, ¢(v) = |v]|, gilt 0p(u) = {1} falls u > 0, dp(u) = {—1} falls u < 0,
sowie 0p(0) = [—1,1].

(ii) Fir ¢ : R — R,

() 1, v>0,
v =
4 0, v<0,
gilt dp(0) = {0}. Definieren wir aber
1, v>0,
v) =
#(v) {0, v <0,

so gilt dp(0) = 0.

Definition 4.3
Sei V' normierter Raum, K C V konvex, u € K. Ein u* € V* heifit Stitzfunktional fiir
K in u, falls

(W', v—u) <0, firalleveK. (4.3)

Die Menge
Nk (u) = {v* :v* € V*, 0" ist Stitzfunktional fir K in u} (4.4)

heifit der Normalenkegel an K in u.

Lemma 4.4 Sei V normierter Raum, K C 'V konvex. Dann gilt
Ol (u) = Ng(u), fallsu e K, (4.5)

und 01k (u) =0 andernfalls.

Beweis: Direkt aus der Definition. O
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Satz 4.5 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o0, 0], u € D(p). Dann gilt

plu) =minp(v) < 0€dp(u). (4.6)
Beweis: Direkt aus der Definition. O

Satz 4.6 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o00, 00| konvex, sei ¢ differenzierbar in
einem Punkt u € int (D(p)). Dann ist 0p(u) = {¢'(u)}.

Beweis: Es ist
(' (u), v —u) = ¢'(u;0 —u) < p(v) — p(u)
wegen Satz [2.26] also ¢'(u) € dp(u). Ist u* € dp(u), so gilt
o+ th) — p(u) > t(u”, 1)
fiir alle h € V und alle £ > 0. Division durch ¢ und Grenziibergang ¢ | 0 ergibt
(' (u),h) = ' (u;h) > (u*,h) , fiiralle h eV,
also ¢'(u) = u*. O
Lemma 4.7 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o0,00], u € V. Dann gilt

utedo(u) & pu) () = (W), (4.7)
wedpt(u’) e @ u) + et (u) = () (4.8)

Auf der linken Seite von @ wird u als Element des Bidualraums V** aufgefast.

Beweis: Wir zeigen (4.7)), der Beweis von (4.8]) verlduft analog. Es gilt

u* € Dp(u) & u € D(p) und p(v) > p(u) + (u
< u € D(p)und (u*,u) — @(u) >
< u € D(p)und (u*,u) — @(u) >
& (U, u) > p(u) + 9" (u").

—u)y VYveV
0y —p(v) YoveV

<
¥ ( )
Die andere Ungleichung gilt immer, nach Lemma (3.3} O
Lemma 4.8 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—o00,00], u € V' mit 0p(u) # 0. Dann
gilt **(u) = ¢(u) und

ut € dp(u) =  uedp*(u). (4.9)

Beweis: Sei u* € dp(u). Aus p**(u) > (u*,u) — ¢*(u*) folgt nach (4.7))

(W' u) < ™ (u) + " (") < p(u) + " (W) = (W', u) (4.10)
also gilt iiberall die Gleichheit und aus Lemma {4.7| folgt, dass u € dp*(u*). O

Es ergibt sich der folgende wesentliche Zusammenhang von Subdifferential und Konjuga-
tion.
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Satz 4.9 Sei V normierter Raum, ¢ : V — (—00, 00| konvex, unterhalbstetig und eigent-
lich. Dann gilt
ut € 0p(u) <  ue€dp*(u”). (4.11)

Beweis: Nach Folgerung [3.9)ist ¢** = ¢. Die Behauptung folgt dann aus Lemma [£.7, O

Erinnerung aus der Funktionalanalysis: Ist 2 C R™ offen und beschrankt, so ist der
Dualraum von LP(Q) fiir 1 < p < oo isometrisch isomorph zu L(Q2) mit 1/p+ 1/q =1
vermittels v* <> w,

In dieser Situation gilt der folgende Satz.

Satz 4.10 Sei p : R — (—00, 0] konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Dann gilt das-
selbe fir ® : LP(Q) — (—o0, 00|,

B(v) = /Q o(o(x))dz . falls pov € L), (4.12)

und ®(v) = +o00 andernfalls. Weiterhin gilt fir w € L(Q)

wedb(u) & wx)edp(u(r)), ae inll (4.13)

Beweis: Seien ¢, a so gewihlt (siehe Satz , dass
oly) > cy—a, firalley e R. (4.14)

® ist eigentlich: Ist y € D(p), so ist v € D(®) fir v = y.
® ist konvex: Sind u,v € D(®) und X € (0, 1), so gilt fiir fast alle z € Q

p(Au(z) + (1 = Mo(z))
p(Au(z) + (1 = Aov(z))

cAu(z) + (1 = No(z)) — a,
Ap(u(x)) + (1= Ne(v(z)), (4.15)

und da LP(Q) C LY(Q), folgt p o (Au+ (1 — X)v)) € LY(Q), also Mu + (1 — N\)v € D(P),
und P ist konvex wegen (4.15]).

® ist unterhalbstetig: Seien (vy,r,) € epi® mit v, — v in LP(Q2) und r, — 7, zu zeigen
ist (v,r) € epi®. Nach einem Satz der Integrationstheorie gibt es eine Teilfolge (v, )
mit v,, — v punktweise a.e.. Aus dem Lemma von Fatou folgt, da alle Integranden

nichtnegativ sind wegen (4.14)),

IN 1V

/Q@(v(:c)) — (ev(x) — @) dz < lim inf/ﬂgp(vnk (2)) — (cvp, () — o) dx

k—o0
= lim inf/ o (U, (2)) dz — / cv(z) — ade
k—oo [ Q

sowie

k—o0 k—o0

lim inf/ o (v, (2)) dz = liminf ®(v,, ) < lim r, =7,
Q k—o00
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also insgesamt ®(v) < r und damit (v,7) € epi .
Das Subdifferential: Die Implikation “«<” folgt aus der Rechnung

O(v) — (u) = /Qsﬁ(v(if)) — p(u(z))dr > /Qw(l‘)(v(l’) —u(z)dr = (w,v —u) .
Sei umgekehrt w € 9®(u). Die Definition des Subdifferentials ergibt
/ o(v(z)) — e(u(x)) de > / w(z)(v(x) —u(x))de, fiur alle v € LP(9).
Q

Q

Sei y € R, sei A eine beliebige messbare Teilmenge von Q. Setzen wir v(z) =y fir x € A
und v(z) = u(x) andernfalls, so folgt

[ o)~ ctutende > [ wey - u)dr.
A A
Da A beliebig war, folgt
oy) — o(u(z)) > w(z)(y —u(z)), ae. in Q.
Da y beliebig war, folgt w(z) € dp(u(x)) a.e. in €. O

Satz 4.11 Sei V' normierter Raum, ¢ : V — (—00, 00| konvex, u € V. Ist ¢ stetig in u,
so gilt dp(u) # 0.

Beweis: Aus der Stetigkeit von ¢ in u folgt, dass int (epi ) nichtleer ist (siche Ubung). Es
ist (u,(u)) ¢ int (epig), da (u, (u) — ) ¢ epigp fir alle 6 > 0. Aus dem Trennungssatz
folgt, dass es ein z* € (V' x R)* gibt mit

2*(u, p(u)) < 2"(epip), 2" #0. (4.16)

Wir zerlegen z* in
ZX(v,a) =u"(v) + A, uw eV AeR.

Die Ungleichung (4.16) hat A > 0 zur Folge. Wire A = 0, so wire
u*(u) <wu*(v), firalleve D(p),

woraus wegen u € int (D(p)) folgen wiirde, dass u* = 0 gilt, im Widerspruch zu z* # 0.
Also ist A > 0. Fir alle v € D(p) gilt

u*(u) + Ap(u) <u'(v) + Ap(v)

also folgt
1 *
pl0) 2 ) + (= yu", v =)

fiir alle v € V und damit
1 *
—Ju € dp(u) .
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Folgerung 4.12 Sei V' Banachraum, sei ¢ : V — (—00, 00| konvez, unterhalbstetig und
eigentlich. Dann gilt int (D(¢)) C D(0yp).

Beweis: Die Behauptung folgt direkt aus Satz [4.11] da ¢ auf int (D(p)) stetig ist nach
Satz 2.211 O

Direkt aus der Definition des Subdifferentials erhélt man, dass
O(Ap)(u) = Nop(u), firalleuwe V, A >0, (4.17)
gilt fiir ¢ : V' — (—00, 00|, V Banachraum.

Ebenso folgt direkt aus der Definition, dass

Ap1 + w2)() D Op1(x) + Opa(z) . (4.18)

Die Umkehrung gilt nicht immer, aber beispielsweise im folgenden Fall.

Satz 4.13 Sei V' normierter Raum, seien 1, 1 V. — (—00, 00| konvez. Es gebe einen
Punkt @ € D(p1) N D(p2), in dem @y stetig ist. Dann gilt

(1 + 2)(u) = 0y (u) + Opa(u) , fir allew e V. (4.19)

Beweis: Fiir den Beweis von “C” muss man zeigen, dass sich jedes Funktional in 9(¢; +
©2)(u) sich als Summe von Funktionalen aus d¢;(u) und Jgso(u) schreiben ldsst. Die
Existenz einer solchen Zerlegung erhélt man, indem man den Trennungssatz auf zwei
geeignet konstruierte konvexe Mengen anwendet; die Voraussetzung des Satzes garantiert
dabei, dass eine dieser beiden Mengen ein nichtleeres Inneres hat. Wir verzichten darauf,
diesen Beweis im Einzelnen vorzufiihren. O

Wir betrachten nun das Subdifferential einer Komposition ¢ o A, wobei A : V. — W
linear und stetig ist. Wir erinnern an die Definition der zu A adjungierten Abbildung
AW =V

(A"w*, u) = (w*, Au) . (4.20)

Satz 4.14 Seien V,W normierte Riume, A : V. — W linear und stetig, o : W —
(—00, 00| konvez, und es gebe ein u € V, so dafi ¢ stetig in Au ist. Dann gilt

I(poA)(u) = (A"0p)(Au), fir alleu e V. (4.21)

Beweis: Auch dieser Satz wird durch eine Anwendung des Trennungssatzes bewiesen. O

Es kommt durchaus vor, dass das Innere von D(yp) leer ist. Ein im spéteren Verlauf der
Vorlesung auftretendes Beispiel ist

JolIVo@)|?dx, v e Hy(Q),

+00, sonst.

V=LQ), )= {

In jedem Fall gilt, dass D(J¢p) dicht liegt in D(¢p) fiir konvexe, unterhalbstetige eigentliche
Funktionen . Wir beschrinken uns auf den Fall eines Hilbertraums.
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Satz 4.15 Sei H Hilbertraum, sei ¢ : H — (—00, 00| konvez, unterhalbstetig und eigent-
lich. Dann gibt es zu jedem u € D(yp) eine Folge u, € D(0¢) mit u, — w in H und
o(up) = @(u). Insbesondere liegt D(0yp) dicht in D(p).

Beweis: Sei u € D(p), sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung an ¢ ist epip konvex, abgeschlos-
sen und nichtleer. Wir betrachten den Punkt z = (u,¢(u) —¢) in H x R. Nach dem
Projektionssatz im Hilbertraum H x R gibt es in epi ¢ einen Punkt zp = (p, 7) kleinsten
Abstands zu z. Dieser erfiillt die Variationsungleichung

(A= P, (v,1t) = Pa) yup <0, fiir alle (v, 1) € epip.

Zerlegt man das Skalarprodukt im Produktraum in die beiden Komponenten, so bedeutet
das

(u—p,v—p)y+(pu)—e—m)(p—m) <0, firalle (v,u) € epip. (4.22)

Da (p,m) € epi, gilt
p(p) <. (4.23)
Wihlen wir g > 0 hinreichend grof} in (4.22]) so ergibt sich

ou) —e —m<0. (4.24)

Nehmen wir an, dass in (4.24]) Gleichheit gilt, so fithrt (4.22) mit v = w auf (u — p,u — p) <
0, also p = u. In diesem Fall ist (u, ¢(u)) die beste Approximation in epi ¢ von (u, p(u)—¢),
also m = ¢(u) wegen (4.23)), ein Widerspruch zur Gleichheit in (4.24). Es gilt also

o(u) —e —7m<0. (4.25)
Wir setzen v = p und p = ¢(p) in (4.22)) ein, es ergibt sich
(p(u) —e —=m)(p(p) —7) < 0.
Wegen (4.25)) folgt ¢(p) — 7 > 0, und mit (4.23))
T =¢(p). (4.26)
Mit
Ai=(p)+e—pu) >0 (4.27)
folgt fiir beliebiges v € D(p), u = ¢(v), in (4.22))

%(u—p,v—p> < o) = p(p).

Gemal der Definition des Subdifferentials bedeutet das

%(u —p) €0p(p), also pe€ D(Dy). (4.28)

Wir setzen nun v = w und p = ¢(u) in (4.22)) ein und erhalten mit (4.26)) und (4.24])
lu = pII* + (p(u) = #(p)* < lp(u) — o(p) < &*

21



und also
lu—pl <e, [pu)—plp)|<e. (4.29)

Alle Behauptungen folgen nun, indem wir fiir jedes n € N setzen € = 1/n, u,, = p. O

Wir betrachten nun das Subdifferential der Abbildung

o) = ~lo]?. (4.30)

-+ h) — () = 3 (bt )y — (udyg ) = o, By — 2 [
fiir alle u, h € V. Es folgt, dass ¢ differenzierbar ist mit
(@' (u), b = (u, ) (4.31)
Sei nun J : V — V* die durch den Satz von Riesz vermittelte Isometrie,

<J(u)7v> = <U7U>H >

so haben wir erhalten
o'(u) = J(u) . (4.32)

Definition 4.16 (Dualitéitsabbildung)
Sei V' Banachraum. Wir definieren J : V. — P(V*) durch

J(u) = {u" cw” € V7, (u' u) = [Jull, [Ju*]| = [Jull}- (4.33)
Die Abbildung J heifit die Dualitdtsabbildung von V. O

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass

J(tu) =tJ(u), firalleteR. (4.34)

Satz 4.17
Sei V' Banachraum. Dann gilt
J = 0p (4.35)
mit
_ 1 2
plw) = 5l

Als Konsequenz erhalten wir aus Satz [4.11] dass J(u) # 0 fir alle u € V. (Das kann man
auch direkt mit dem Satz von Hahn-Banach beweisen.)
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Beweis: Ist u* € J(u), so gilt fiir alle v € V
(v —u) = (u,v) = [Jul® < Ju[lllv] = llull® = flulllv]l -

Sl = lul),

I/\
—_

also u* € Op(u). Sei umgekehrt u* € dp(u). Nach Definition gilt
1 2 2 * ..
E(HUH —|lul|®) > (w0 —wu), fiuralleveV.

Mit v = tu, t > 0, folgt
S = Dl > (1= 1) (u' )
Fiir t < 1 folgt
S+ Dl < Gt )

und mit ¢ 1 1 ergibt sich
lull® < (", u) .

Fir ¢t > 1 folgt
1
S+ Dl > ()

und mit ¢ | 1 ergibt sich
ull* > (u”, ) -

Wir haben erhalten
Jull* = (u*,w) < [Ju[[[Jull, [Jul] < [Ju].

Wir setzen nun v = u +th, t > 0, h € V beliebig. Es gilt dann

* * 1
t{u”,h) = (u*,v —u) < —(||U+th||2 = [lull®)

1 1
< S (lull® + 2wl 1] + ElIRI7 = flul*) = thulllAl + 521

[l

(4.36)

Division durch ¢ und Grenziibergang ¢ | 0 fithrt auf (u*, h) < ||u||||h] fir alle h € V', also

auch
Ju™ || < lull -

Die Behauptung folgt nun aus ) und -

(4.37)
O

Im allgemeinen enthélt J(u) mehr als ein Element, beispielsweise fiir den R™ versehen mit

der Norm || - ||y oder || - ||,

Definition 4.18
FEin Banachraum V heifit strikt konvex, falls

A+ (1—A)v] <1
gilt fir alle u,v € Vmit ||ul]] = |v|| =1, u #v, 0 < A < 1.
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(R™, || - ||p) ist strikt konvex fir 1 < p < oo, nicht strikt konvex fiir p = 1 und p = oo.
Dasselbe gilt fiir den LP(€2).

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass jeder Hilbertraum strikt konvex ist.
Man kann beweisen, dass gilt

|| - ||y ist differenzierbar V* ist strikt konvex

v+ ist differenzierbar V' ist strikt konvex

Satz 4.19
Sei V' Banachraum. Ist V* strikt konvez, so ist J(u) einelementig fir jedes u € V.

Beweis: Wegen J(tu) = tJ(u) fir t € R geniigt es, u € V mit ||u]| = 1 zu betrachten.
Sind wuj, u} € J(u), so gilt

1= S0 + ) = (5054 )0 < 005+ a3),

also uj = uj nach Definition der strikten Konvexitét. O
Fiir V = LP(Q) gilt (Ubung), wenn wir LP(Q)* mit L9(Q) identifizieren,

(Ju)(x) = |u(m)|p_2u(x)||u||]2)_p, a.e. in €. (4.38)

Satz 4.20 Sei V' strikt konverer Banachraum mit strikt konverem Dualraum V*, sei
¢V — (—o0,00] konvex, unterhalbstetig und eigentlich, f € V, ¢ > 0. Dann hat
die Funktion v :V — (—00, 0],

) = Sllo = FIP + (). (4.39)
ein eindeutig bestimmtes Minimum uw € V', und es gilt
cJ(f —u) € dp(u), (4.40)
wobet J die Dualititsabbildung ist.

Beweis: Mit ¢ ist auch ¢ konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Nach Satz hat
eine affine Minorante, es gibt also v* € V* und a € R mit

p(v) > (v*,v) —a, firalleveV.

Es ist dann c
Y() 2 ol Glloll = ell £ = [lv]]) — e, fiir allev €V,
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also ist ¢ nach unten beschrénkt, und ¥ (v) — oo fir ||v|| — co. Aus Satz folgt, daB

1 ein Minimum u € V hat; dieses ist eindeutig, da v sogar strikt konvex ist. Aus Satz

[4.5] Satz[4.13] Satz und Satz folgt
0 € 0v(u) = cJ(u— f) + dp(u),

also

cJ(f —u) € dp(u),

Definition 4.21 (Moreau-Regularisierung)
Sei V' Banachraum, ¢ : V — (—o0, 00| konvez, unterhalbstetig und eigentlich, sei X > 0.
Die Funktion

veV

_ 1
ort0) =i 55l = ulP + (o)) (4.41)
heifst die Moreau-Regularisierung von .
Beispiel 4.22 (i) Sei V =R, ¢ = Igy, das heifit, ¢(r) = 0 fiir » = 0 und ¢(r) = oo fiir
r # 0. Die Moreau-Regularisierung ist

(1 2 _ Ly
©x(r) = min (2)\|s T +gp(s)) =5

seR

(i) Sei V =R, ¢(r) = |r|. Die Moreau-Regularisierung ergibt sich als

—%, r> A\,
GERES [ <A,
—r =2, r< -\

(iii) Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge eines Hilbertraums H, sei ¢ = I . Fiir
die Moreau-Regularisierung gilt

_ : 1 2 o 1 : 2
pa(u) = min (v —ull? + Lie(v) ) = 55 (dist (u, K))?.

O

Gradientenfluss, ein Beispiel. Subdifferentiale werden in der Losungstheorie gewohn-
licher und partieller Differentialgleichungen eingesetzt. Als Beispiel betrachten wir das
Anfangswertproblem im R

u' +sign(u) =0, u(0)=u, (4.42)
wobei sign : R\ {0} — R definiert ist durch sign (r) = r/|r|. Esist ' = 1 in {u < 0} und

v = —1in {u > 0}. Eine Losung zum Anfangswert ug = 0 existiert genau dann, wenn

wir sign (0) = 0 setzen, dann ist u = 0 eine Losung auf R,

Setzen wir die Signumsfunktion auf R fort, so ist sign : R — R eine monotone Funktion
genau dann, wenn sign (0) € [—1, 1]. Sind nun u;, us Losungen von (4.42)), so folgt

%%(”2 —u1)? = (ug —ur)(uy — ) = —(uz — uy)(sign (ug) — sign (u1)) <0,  (4.43)
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das heift, Losungen von (4.42)) sind eindeutig bestimmt.

Um eine Existenzaussage zu erhalten, bei der man sich nicht iiber die Wahl von sign (0)
Gedanken machen muss, ist es zweckméssig, die Signumfunktion als mengenwertige Funk-
tion sign : R — P(R) fortzusetzen,

1, r >0
sign(r) =< [-1,1], r=0 (4.44)
-1, r <0

Die Differentialgleichung u' + sign (u) = 0 wird ersetzt durch die Differentialinklusion
u' +sign (u) 0,
das Anfangswertproblem erhélt die Form
u' +sign (u) 30, u(0)=ug. (4.45)

Die Differentialinklusion ldsst sich auch schreiben als —u" € sign (u), Losungen sind Funk-
tionen mit —u/(t) € sign (u(t)). Fiir up = 1 ergibt sich beispielsweise

1—t, telo,1
u(t): b e[’ ]’
0, t>1.

Die Ableitung v’ ist unstetig, aber integrierbar, und der Hauptsatz gilt. Das Monotonie-
argument aus (4.43)) bleibt giiltig unabhéngig davon, welche Werte in [—1, 1] die Signums-
funktion an den Nullstellen der Losungen u; und us annimmt.

Wir bemerken aufierdem, dass fiir die mengenwertige Version (4.44)) der Signumsfunktion
gilt sign = d¢ mit ¢(r) = |r|, so dass (4.45]) die Form

u' +0p(u) 30, u(0)=ug, (4.46)

annimmt. Die Losung “u = u(t, ug)” von (4.46)) bezeichnet man auch als Gradientenfluss
(gradient flow).

5 Monotone Operatoren

Seien VW Mengen, R C V x W eine Relation. Eine Relation kann als mengenwertige
Abbildung

AV = PW), (5.1)
geschrieben auch
A V=W, (5.2)
aufgefafit werden, indem wir setzen
Av={w:weW, (v,w) € R}. (5.3)
Wir bezeichnen
D(A)={v:veV, Av # 0} (5.4)
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als Definitionsbereich von A, und

im (A) = | J Av (5.5)

veV

als Bildbereich von A. Sind A, B : V == W mengenwertige Abbildungen, die aus den
Relationen R und S entstanden sind, so heift B Erweiterung von A, falls R C S (und
echte Erweiterung von A, falls aulerdem R # S).

Ist A: V =W, so ist die Inverse A~! : W = V definiert durch
Alw={v:veV,we Av}. (5.6)
Es gilt offensichtlich D(A™") = im (A) wegen

w e Av & ve A w (5.7)

firallev eV, w e W.

Definition 5.1 (Maximal monotoner Operator)
Set V' Banachraum, K C V. Ein Operator A : K = V* heifit monoton, falls

(u"—v*u—vy >0, firalleuve K, u € Au, v* € Av. (5.8)

FEin monotones A heifst maximal monoton, falls es keine echte Erweiterung von A in K X
V* gibt, die monoton ist. Ein monotones A heifst streng monoton, falls (u* — v*, u —v) >

0 gilt in (@furu #v.

Der Standardfall ist X = V. Jedes monotone A K = V* kénnen wir vermittels Av = ()
fiir v ¢ K kanonisch zu einem monotonen A : V' =2 V* fortsetzen

Ist f: R — R monoton wachsend, wird durch

Fr) = [f=) fr 0], f=)=swp f(t), f(rt) =inff(),  (5.9)

t<r

ein maximal monotoner Operator ]E : R =2 R definiert, er ist die einzige maximal monotone
Fortsetzung von f.

Ist f : [a,b] — R monoton wachsend, so ist die eindeutige maximal monotone Fortsetzung
f:la,b] = R von f gegeben durch (5.9) fiir @ < < b und

fla) = (=oo, f(@)],  J(b) = [f(b), +00). (5.10)
0

Fasst man hingegen dasselbe f als mengenwertige Abbildung f : R = R auf mit f(r)
fir r ¢ [a, b], so gibt es viele maximal monotone Fortsetzungen f: R = R von f.

Ist H ein Hilbertraum, so konnen wir vermittels der Riesz-Dualitat statt A : H = H*
auch A : H = H betrachten. Monotonie von A bedeutet dann definitionsgeméf, dass

(w—z,u—wv) >0, furalleu,ve H, wée Au, z € Av. (5.11)

27



Als direkte Anwendung des Zornschen Lemmas kann man zeigen, dass jeder monotone
Operator eine maximal monotone Erweiterung besitzt.

Unmittelbar aus der Definition des Subdifferentials folgt, dass d¢ monoton ist fiir jede
Funktion ¢ : V — (—00, 00].

Fir A,B:V =2 V* und X € R setzen wir

M ={(v,\w) :v eV, we Av},
A+B={(v,u+z):veV, we Av, z € Bv},
cl(coA) = {(v,w):v eV, wecl(coAv)}.

Fiir die Addition gilt D(A + B) = D(A) N D(B).

Lemma 5.2 Sei V' Banachraum, seien A, B : V = V* monoton, A > 0. Dann sind \A,
A+ B und cl(co A) monoton.

Beweis: Direkt aus den Definitionen. Fiir cl (co A): Ubung. 0
Im Hilbertraumfall ist mit A auch A~! monoton, da in der Bedingung
(w—z,u—wv) >0, furalleu,ve H, we Au, z € Av.

genau dann w € Au und z € Av gelten wenn u € A~'w und z € A~ 1w,
Lemma 5.3 Se: V' Banachraum, K CV, A: K = V* monoton. Dann gilt:

(1) A ist mazimal monoton genau dann, wenn fir alle u € K, u* € V* die Bedingung
(W —v 5 u—v) >0, firaleveK, v e Av, (5.12)
impliziert, daf$ u* € Au.

(ii) Sei A mazimal monoton. Dann ist NA maximal monoton fir alle X > 0. Weiterhin
ist Av konvex und abgeschlossen in V* fiir alle v € K. Im Hilbertraumfall ist auch
A~ mazimal monoton.

Beweis: Fiir feste u € K, u* € Au besagt (5.12)) gerade, dass der zu
Au=AuU{u*}, Av=Av firv#u, (5.13)

erweiterte Operator A monoton ist. Ist (u* —v*,u—wv) > 0 fiir alle v € K, v* € Av,
so gilt mit A'u* an der Stelle von u*, also ist u* € MAu und damit AA maximal
monoton. Aus Lemma folgt, dass cl(co A) = A. Da im Hilbertraumfall jede monotone
Erweiterung von A auch eine von A~! und umgekehrt liefert, ist mit A auch A~! maximal
monoton. O

Wir betrachten die Inklusion
Au+Bu> f. (5.14)
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Lemma 5.4 Se: V Banachraum K C V, A: K = V* mazimal monoton, B : K — V*
beliebige Abbildung, f € V*. Dann gilt fir v € K

Au+ Bu> f (5.15)
genau dann, wenn
(f —Bu—v",u—v) >0, firaleveK, v e Av. (5.16)

Ist zusdtzlich B monoton, und aufSerdem A oder B streng monoton, so gibt es hichstens
ein solches u.

Beweis: Es gilt Au 4+ Bu > f genau dann, wenn Au > f — Bu. Wir setzen u* = f — Bu.
Aus (5.15]) folgt (5.16)), da A monoton ist. Umgekehrt folgt ([5.15)) aus (5.16]) nach Lemma
(i). Sind wy, us € K Losungen, so gilt, falls B monoton ist,

O S <(f — Bul) — (f — BUQ),Ul — UQ> = <BUQ — Bul,ul — U2> S O,

also steht {iberall das Gleichheitszeichen. Ist A streng monoton, so liefert der erste Term
up = usg; ist B streng monoton, liefert es der zweite. O

Wir betrachten die Variationsungleichung ((5.16)) zunéchst im Endlichdimensionalen.

Satz 5.5 (Fixpunktsatz von Brouwer)
Sei K C R"™ konvex, kompakt und nichtleer, sei F' : K — K stetig. Dann hat F einen
Fizpunkt u, also u = F(u). O

Der folgende Satz ist die endlichdimensionale Variante eines Satzes von Debrunner und
Flor.

Satz 5.6 Sei K C R" konvex, kompakt und nichtleer, A : K = R™ monoton mit D(A) #
0, B: K — R" stetig, f € R". Dann hat die Variationsungleichung

(f —Bu—v"u—wv) >0, firaleveK, v e Av, (5.17)
ewne Losung u € K.
Beweis: Fiir Tu = f — Bu, T': K — R", erhélt die Form
(Tu —v*;u—v) >0, firalleve K, v" € Av. (5.18)
Wir nehmen an, es gebe keine Lésung u € K von . Wir definieren fiir v € K,

v* € Av,
Uw,v)={u:ue K, (Tu—v*",u—uv) <0}.

Nach Annabme gehort jedes u € K zu mindestens eine solchen Menge, diese bilden daher
eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

{U(v;,v}) :1<i< N}
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von K. Sei {f;}1<i<n eine zugehorige stetige Zerlegung der Eins, also §; : R" — R stetig,
supp B; C U(vi, ), 0< <1, Y Bi(u)=1 fiiralleu € K.

Wir setzen
S =co{vy,...,on}

und definieren
N

p(u>:Zﬁ( u)vi, Zﬁz

i=1
Die Abbildung p : S — R™ ist stetig und p(S) C S, geméf den Eigenschaften der ;. Nach
dem Brouwerschen Fixpunktsatz, Satz hat p einen Fixpunkt

u=pu), ves, ScCK.
Zu diesem Fixpunkt definieren wir die Zahlen
dij = (Tu—v;,u—wvj) .

Es gilt
dij + dji = du -+ djj + <’U>4k — U;,?)j — Ui> .

Da A monoton ist, gilt < — vl vl> <0, also

¥ 7

dij +dj; < d;; +dj;, fiir alle 4, j.

Wir erhalten weiter

0= (Tu—qlu),u—p(u)) = <Tu = > Biwiu - Zﬁj<u>%>
- ZZﬁi(u)ﬁj(U)dij = ZZ@(U)@(U)M’

also .
0< ZZ u) B (u it dy; (5.19)
Fiir jedes Paar (i,7) mit 5;(u)B;(u ) > 0 gilt w € supp(B;) Nsupp (5;) C U(v;,vf) N

U(vj,v7), also di < 0 und d;; < 0. Wegen ([5.19) kann es solche (i, j) nicht geben, also
folgt B3;(u) = 0 fiir alle 4. Es folgt u ¢ K, ein Widerspruch. O

Satz gilt auch, wenn wir den R"™ durch einen beliebigen Banachraum V' ersetzen, mit
demselben Beweis. Wegen der Voraussetzung “K kompakt” spielt er aber erst dann eine
Rolle, wenn wir ihn auch auf V' versehen mit der schwachen bzw. schwach-x-Topologie an-
wenden konnen. Der gegebene Beweis lasst sich auch auf diese Situation verallgemeinern.

Ist K unbeschrénkt, so konnen wir die Beschrinktheit der Losungsmenge der Variations-
ungleichung (5.17)) erreichen, indem wir voraussetzen, dass B koerziv ist.

30



Definition 5.7
Sei V' normierter Raum, K C V, A : K = V*. Fine Abbildung B : K — V* heifst
A-koerziv zu uy € D(A), falls

B _
i (B —uo) (5.20)

lull=oo [|u
O
Ist ©w € K Losung der Variationsungleichung
(f —Bu—v',u—v) >0, firalleve K, v € Av,
so gilt fiir ug € D(A) und v* € Aug
(Bu,u —ug) < (f —v",u—up) ,

also ” I
U — Ug
<|f =l
o

(Bu,u — ug)
[l

Fiir gegebenes f, ug, v* ist die rechte Seite beschrankt fiir ||u|| — co. Ist nun B auflerdem
A-koerziv, so folgt aus (5.20]), dass es ein r > 0 gibt mit

Jull <7, (5.21)
wobei 7 nur von f, B, ug und Augy abhéngt.

In Satz wird die Stetigkeit von B in der Metrik des R™ bendtigt. Stetigkeit und
schwache Stetigkeit im Sinne der Funktionalanalysis sind im R" gleichbedeutend.

Definition 5.8

Sei V' normierter Raum, K C V. Fine Abbildung A : K — V* heifit demistetig, falls
aus u, — w in der Norm von V folgt, dass Au, — Au schwach in V*. (Wir schreiben
Au,, — Au.) O

Lemma 5.9

Sei V' normierter Raum, K C V konvex, abgeschlossen und nichtleer, sei A : K = V*
monoton, sei B : K — V* demistetig und A-koerziv zu uy € D(A), sei f € V*. Dann
gibt es ein v > 0, so dass gilt: Fiir jeden endlichdimensionalen Unterraum Y wvon V mit
wy €Y und KNY # (0 hat die Variationsungleichung

(f—Bu—v*,u—v) >0, firaleve KNY,v" e Av, (5.22)
eine Losung uy € K NY, und fir alle solche Lisungen gilt

Juy|| <. (5.23)

Beweis: Sei Y ein solcher Unterraum, sei R > ||lug||. Wir setzen

Kyr=KnYn{v:|v] <R}
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K ist konvex und kompakt, und Ky # 0 fiir R > Ry, falls Ry hinreichend grof ist. Die
Vorschrift
u— (f — Bu—v")|Y (Einschrénkung auf Y)

definiert fiir jedes v* € V* eine Abbildung von Y nach Y* mit dim(Y) = dim(Y™*) < oo.
Die Abbildung u +— BulY ist stetig, da B demistetig und Y* endlichdimensional ist. Die
Variationsungleichung

(f = Bu—v")|Y,u—v) >0, firalleve Kyg, v" € Av, (5.24)

hat nach Satz eine Losung uy g € Kypg. Die Menge Sy p aller Losungen in Ky p
ist abgeschlossen geméafl ([5.24) wegen Stetigkeit, und aus der A-Koerzivitdt von B folgt
geméf der zu ([5.21)) fithrenden Rechnung, dass

luy,rll <7 (5.25)

gilt fiir alle Losungen mit einem geeigneten, von Y und R unabhéngigen r» > 0, falls
R > Ry := max{R;,r}. Die Mengen Sy sind daher kompakt. Weiterhin gilt wegen
(15.25))

R()SRSE = KY,RCKY,R = SY,RDSYR?A@.

Aus der Kompaktheit der Mengen Sy g folgt nun

() Svr#0.
R>Ro

Jedes
Uy € ﬂ SY,R

R>Rg

erfiillt (5.23)) und ist Losung von (5.22), da

EnY = | Kys.
R>Ry

Definition 5.10
Sei V' normierter Raum, K C V. Ein A : K =2 V* heifit beschrdnkt, falls A(M)
beschrinkt ist in V* fiir jede beschrinkte Teilmenge M wvon K. O

Lemma 5.11

Sei V' reflexiver Banachraum, es gelten die Voraussetzungen von Lemmal[5.9, sei auflerdem
B beschrinkt. Dann gibt es ein u € K und ein u* € V* mit der Eigenschaft: Zu jedem
Unterraum Y von V. mit dim(Y) < oo, yo € Y und K NY # 0 gibt es eine Folge (uy,) in
K mit u, — u, Bu, — u* und

(f — Bup, —v",u, —v) >0, firadleve KNY, v* e Av. (5.26)
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Beweis: Sei
L ={Y :Y Unterraum von V, dim(Y) < oo,y €Y, KNY #0}.
Nach Lemma [5.9 gibt es zu jedem Y € L ein uy € K NY mit
(f — Buy —v*,uy —v) >0, fiiralleve KNY,v* € Av. (5.27)
Fiir Z € L definieren wir
My = {(uy,Buy) : (uy,Buy) € (KNY)xV*,ZCY € L, uy lost (5.27).}

Wir betrachten
ﬂ My . (schwacher Abschluss) (5.28)
zeL

Nach Definition gilt M; C My fir Z C Z. Sind Zy,...,Z, € L, so folgt fir Z =
span Z, U---U Z,

(\Mz, > Mz #0, (\Mz" >M;" #0.
=1 =1

Da [Juy|| < r gem&fl Lemma [5.9| gilt fiir alle betrachteten Losungen, und da B abgeschlos-
sen ist, sind alle Mengen My, beschrénkt und damit schwach kompakt nach einem Satz
der Funktionalanalysis. Der Durchschnitt ((5.28)) ist also ebenfalls nichtleer, es gibt ein

(u7U*) € m MZ .
ZeL

Sei nun Y € £ fest gewihlt. Da (u,u*) € My, gibt es nach einem weiteren Satz der
Funktionalanalysis eine Folge (u,,, Bu,) in My mit u,, — wund Bu,, — u*. Nach Definition
von My gibt es Y,, € L mit Y C Y, so dass

(f — Bup, —v*,u, —v) >0, firalleve KNY,, v* € Av,

also folgt (5.26)) wegen Y C Y,,. Da u,, € K fiir alle n und K schwach abgeschlossen ist,
folgt u € K. O

Wir wollen nun in der Variationsungleichung den Grenziibergang n — oo vollziehen.
Das Problem dabei ist der Term (Buy,, u, ), da beide Argumente nur schwach konvergieren.
Schon im Hilbertraum ist die schwache Grenzwertbildung mit dem Skalarprodukt im
allgemeinen nicht vertauschbar. Betrachtet man etwa die Folge der Einheitsvektoren e,
im Folgenraum ¢, so gilt e, — 0, aber (e,,e,) = 1. Hilfreich ist, wenn B in einem
geeigneten Sinn monoton ist.

Definition 5.12

Seir V' reflexiver Banachraum, K C V abgeschlossen und konvex. Ein Operator A : K —
V* heifit pseudomonoton, falls er folgende Eigenschaft hat: Ist (u,) eine Folge in K
mit

Uy — w, limsup (Au,, u, —u) <0, (5.29)
n—oo
so gilt
(Au, v — v) < liminf (Au,, u, —v) , fir allev € K. (5.30)
n—oo
(]
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Lemma 5.13

Sei V' reflexiver Banachraum, es gelten die Voraussetzungen von Lemmal|d.11|, sei aufler-
dem B pseudomonoton und A maximal monoton. Dann lést das in Lemma[5.11] erhaltene
u € K die Variationsungleichung

(f —Bu—v",u—v) >0, firalevelK, v e Av. (5.31)

Beweis: Sei (u,u*) das in Lemma erhaltene Paar. Wir zeigen zunéchst: Es gibt ein
vo € K und ein v§ € Av mit

(f —u" —vj,u—wvy) <O0. (5.32)
Andernfalls wire
(f —u" —v"u—wv) >0, furalleve K, v* € Av, (5.33)

und damit u € K, f —u* € Au, da A maximal monoton ist. Einsetzen von v = u, v* = u*
in ([5.33)) ergibt einen Widerspruch. Sei nun Y ein Unterraum von V' mit ug, vy € Y und
dim(Y) < 0. Sei (u,) die in Lemma erhaltene Folge, dann ist u,, € K und

(f — Bup, —v*,u, —v) >0, firaleve KNY, v* € Av.
Fiir beliebiges w € V folgt

(B, up — w) = (Buy, u, — v) + (Buy,, v — w)
<{(f—v",u, —v) + (Buy,v—w), firalleve KNY, v* € Av.
Setzen wir w = v, so folgt
(Bup,up, —v) < (f —v*,u, —v) , firalleve KNY,v* € Av. (5.34)
Setzen wir w = u, v = vy, v* = v, so folgt
(B, up — u) < (f —vg, up — vo) + (By, vg — u) ,
und weiter, da u,, — v und Bu, — u*,
lim sup (B, up, — u) < (f —vi,u —vo) + (u*,v9 — u)
n—00
=(f—vy—u",u—1) <0

nach . Da B pseudomonoton ist, folgt
(Bu,u —v) < li}lgior.}f (Bup,u, —v), firalleve KNY.
Aus folgt nun
(Bu,u—v) <(f —v'u—v), firalleve KNY,v" € Av.
Sei v € K beliebig, so setzen wir Y = span {v, ug, vp}. Damit ist bewiesen. O

Wir fassen zusammen.
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Satz 5.14 (Existenzsatz fiir monotone Inklusionen)

Sei V' reflexiver Banachraum, K C V abgeschlossen, konver und nichtleer, A : K = V*
maximal monoton, B : K — V* demistetig, beschrinkt, pseudomonoton und A-koerziv.
Dann gibt es zu jedem f € V* eine Losung u € K von

Au+ Bu > f, (5.35)

oder dquivalent
(f —Bu—v",u—v) >0, firaleveK, v e Av. (5.36)
O

Wir befassen uns mit dem Zusammenhang der einzelnen Monotoniebegriffe.

Satz 5.15 Sei V' Banachraum, A : V. — V* monoton. Dann ist A lokal beschrdnkt, d.h.
zu jedem u € V' gibt es eine Umgebung U von u, so daff A(U) beschrinkt ist in V*.

Beweis: Ist A nicht lokal beschréinkt, so gibt es ein u € V' und eine Folge (u,) in V' mit
Up = u, | Auy,| — . (5.37)

Wir definieren
cn = 1+ ||Auy || [|un — ul| - (5.38)

Wir wollen zeigen, daf die Folge ¢, Au,, beschrinkt ist in V*. Sei dazu v € V beliebig
gewahlt. Es gilt

0<{(A(u+v)— Aluy),u+v—uy,), (5.39)
also
Ci (A(un), v) < Ci ((Aun), un = u) + (Au+v), u+v = up))
" " (5.40)

1
< 1+C—|]A(u+v)H lu+v—u,| < M)

mit einer von n unabhéingigen Konstante M (v). Fiithren wir dasselbe Argument mit —v
an der Stelle von v aus, so erhalten wir

1
— (Aup, v)

- < max{M(v), M(—v)} < c©. (5.41)

sup
neN

Aus dem Prinzip der gleichméfiigen Beschrianktheit (Satz von Banach-Steinhaus, siehe
Funktionalanalysis) folgt

1
sup — ||Au,|| =: C < o0, (5.42)
neN Cn
also
|Au,|| < Cep, = C(1+ [JAu, || |lu —uy||), neN, (5.43)
also
(1 = Clu—up|)||Au,|| < C, néeN, (5.44)
also || Au,|| < 2C, falls ||u — u,|| < 1/(2C), was ein Widerspruch zu ([5.37) ist. O
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Folgerung 5.16 Sei V' Banachraum, A : V — V* monoton, (u,) eine normkonvergente
Folge. Dann ist die Folge (Au,) beschrinkt in V*.

Beweis: Folgt direkt aus Satz [5.15] O
Folgerung 5.17 SeiV Banachraum, A : V — V* monoton und linear. Dann ist A stetig.

Beweis: Nach Satz ist A beschrankt auf einer hinreichend kleinen e-Kugel K. um 0.
Es folgt

JA]| = sup e~ Av]| < oo
veK,

Definition 5.18
Sei V' normierter Raum, K C V' konvex. Fin Operator A : K — V* heifit hemaistetig,
wenn fir alle u,v € K und alle w € V' die Abbildung

t— (Alu+t(v —u)),w) (5.45)
stetig ist auf [0, 1].
Satz 5.19 Sei V reflexiver Banachraum, A :'V — V* monoton. Dann sind dquivalent:
(i) A ist hemistetig.
(ii) A ist mazimal monoton.
(11i) A ist pseudomonoton.
(iv) A ist demistetig.
Beweis: “(i)=(ii)”: Seien v € V, v* € V* mit
(u* — Av,u —v) >0, firalleveV .
Mit v = u — tw folgt dann
(u" — A(u — tw),tw) >0, YweV t>0,

also
(u" — Alu — tw),w) >0, YweV t>0.

Grenziibergang t | 0 ergibt wegen der Hemistetigkeit von A
(u* — Au,w) >0, YwelV. (5.46)

Da w beliebig war, folgt u* = Au.
“(ii)=(iv)”: Sei u, — u. Nach Folgerung ist (Au,,) beschrénkt in V*. Da V reflexiv

ist, gibt es eine schwach konvergente Teilfolge, sei Au,, — u*. Aus
(Auy,, — Av,u,, —v) >0, firalevelV,
folgt mit Grenziibergang k — oo, dass

(uw"—Av,u—wv) >0, furalleveV,
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und damit v* = Au, da A maximal monoton ist. Da also alle schwach konvergenten Teil-
folgen den gleichen Grenzwert Au haben, gilt Au,, — Au fir die gesamte Folge (“Konver-
genzprinzip”). Also ist A demistetig.

“(iiil)=(iv)”: Sei u,, — u. Wie eben folgt daraus Au,, — u* fiir eine Teilfolge, und weiter

(At , tp, —u) — 0. (5.47)
Da A pseudomonoton ist, gilt nun fiir alle v € V

(Au,u —v) < h,?_lglf (At , U, — V)

und da
(At , U, — V) = (AU, Up, — u) + (Aty, ,u—v) |
folgt wegen ([5.47))

(Au,u —v) < (u*,u—v) ,
und damit u* = Au, da v beliebig war. Aus dem Konvergenzprinzip folgt Au, — Au fiir
die gesamte Folge.
“(iv)=-(i)”: Seien u,v,w € V, t, — ¢ in [0,1]. Dann gilt u + t,v — u + tv in V, also
A(u +t,v) = A(u + tv) in V* nach Voraussetzung (iv), also
lim (A(u + t,v), w) = (A(u + tv), w) .

n—00

Damit ist A hemistetig.
“(i)=>(iii)": Sei
U, — u, limsup (Aup,, u, —u) <0.
n—oo

Da A monoton ist, gilt (Au,, u, —u) > (Au,u, — u), also

liminf (Au,, u, —u) > liminf (Au, u, —u) =0,

also
lim (Au,,u, —u) =0. (5.48)

n—oo

Wir setzen vy = u + t(v — u) fiir beliebiges v € V', t € [0,1]. Es gilt wegen Monotonie
0 < (Au,, — Avg, uy, — vg) = (Auy, — Avg, uy, — u) + (Auy, — Avg, t(u — v)) .
Grenziibergang n — oo fiithrt wegen auf
0 <t(— (Avy,u — v) + liminf (Au,, u—v)).

n—o0

Division durch ¢ > 0 und Grenziibergang ¢ | 0 ergibt, da A hemistetig ist,

(Au,u —v) < liminf (Au,, w — v) = liminf (Au,, u,, — v) ,
n—oo n—o0

letzteres wiederum wegen ([5.48)). Da v beliebig war, ist A pseudomonoton. O
Satz 5.20
Sei V' reflexiver Banachraum, seien V. und V* strikt konvex. Dann ist die Dualitdts-

abbildung J : 'V — V* streng monoton und demistetig, also auch maximal monoton und
pseudomonoton nach Satz[5.19. Auflerdem ist J beschrinkt sowie koerziv zu jedem ug € V.
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Bemerkung: Man kann zeigen, dass es zu jedem reflexiven Banachraum V' eine dquivalente
Norm gibt, in der V' und V* strikt konvex sind.

Beweis: Wir erinnern daran (Satz 4.19)), dass unter den gegebenen Voraussetzungen Ju
das eindeutig bestimmte Element von V* ist mit

(Ju,u) = [[ul|* = || Jul*.

J ist beschriankt wegen ||Ju|| = ||u|| und koerziv wegen
(Ju,u—wuo) _ (Ju,u) = (Ju, ug) [ Jull|uol
= > [lull = === = llull = [luoll = oo
[l i il
fiir ||u|| — oo. J ist demistetig: Sei u,, — w in V. Es gilt ||Ju,| = ||u.| = ||u||, also ist

(Ju,) beschriankt. Es gelte Ju,, — u* fiir eine geeignete Teilfolge. Da die Norm schwach
unterhalbstetig ist, folgt

lw ]| < Tim inf | Jup, || = [|u]-
k—o0
Weiter gilt
o ] > {ur ) = Yo {0, = D [ [ = [,
also insgesamt ||u|| = ||u*|| und damit u* = Ju. Es folgt u,, — Ju fiir die gesamte Folge

nach Konvergenzprinzip.
J ist monoton: Fiir beliebige u,v € V gilt

(Ju—=Jv,u—v) > Jul* + [Jol|* = [ Tulll[v] = [ Tollllull = (lu] = 0l)* = 0. (5.49)

Es bleibt zu zeigen, dass J streng monoton ist. Fiir beliebige u,v € V mit u # v gilt
1 u+v, u—0v u—+v uU—v
§(Ju—Jv,u—v>:<Ju—J( 5 ), 5 >—|—<J( 5 ) = Jv, 5 >

> (lull = 521+ (1520 = llell) > 0

wegen der strikten Konvexitédt von V', also ist J streng monoton. ]

Satz 5.21 (Charakterisierung maximal monotoner Operatoren)

Sei V' reflexiver Banachraum, seien V und V* strikt konvex, set A : V = V* monoton.
Dann sind dquivalent:

(i) A ist mazimal monoton.

(i) Im (A + \J) = V* fir jedes A > 0.

(111) Im (A + \J) = V* fiir ein X\ > 0.

Hierbei ist J : V' — V* die Dualitdtsabbildung.

Beweis: “(i)=(ii)”: Die Dualitétsabbildung J ist demistetig, beschrénkt, pseudomonoton
und A-koerziv nach Satz [5.20 dasselbe gilt fiir AJ mit A > 0. Nach Satz hat die
Inklusion

Au+XJu> f
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eine Losung u € V fiir jedes f € V*. Also gilt (ii).

“(ii)=-(iii)”: Klar.

“(iii)=-(i)”: Es gelte (iii), wir nehmen an, A sei nicht maximal monoton. Dann gibt es ein
ueV, u* ¢ Au mit

(u"—v 5 u—vy >0, firalleveV, v e Av. (5.50)
Zu u* + AJu € V* gibt es nach (iii) ein w € V, w* € Aw mit
W'+ ANw =u"+ AJu. (5.51)

Einsetzen von (w,w*) in (5.50]) ergibt
0< (u" —wu—w)=Nw—-Auu—w),

also (Jw — Ju,w —u) < 0. Da J streng monoton ist nach Satz [5.20, folgt © = w und
weiter Ju = Jw, somit auch u* = w* wegen (5.51)) im Widerspruch zu u* ¢ Au. O

Im Hilbertraumfall A : H = H besagt Satz [5.21], dass A genau dann maximal monoton
ist, wenn

Au+du>s f
fiir jedes f € H und jedes A > 0 eine Losung v € H hat.
Satz 5.22 (Maximale Monotonie des Subdifferentials)

Sei V' reflexiver Banachraum, seien V' und V* strikt konvezr. Sei ¢ : V — (—00, 0]
konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Dann ist Op : V = V* mazimal monoton.

Beweis: Zu gegebenem f € V* betrachten wir die Funktion ¢ : V' — (—o0, 0],

1

(v) = §||v||2 — (f;0) +o(v).

Wie im Beweis von Satz zeigt man, dass ¢ ein Minimum u € V' hat. Fiir dieses gilt
nach der Summenregel fiir Subdifferentiale

0€dv(u)=Ju—f+dp(u),

also
Oo(u) +Ju> f.
Da f beliebig war, folgt nun aus Satz dass 0y maximal monoton ist. O

Beispiel 5.23 Auf dem Hilbertraum H = L*(Q) definieren wir
Av=—Av, D(A) = Hy(Q)NH*). (5.52)

A: D(A) — H ist linear und weiterhin monoton wegen

(Av, v) :/Q—v(x) Av(z)de = /Q IVo(@)|2de >0, fiir alle v € D(A).
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A ist maximal monoton nach Satz [5.21] genau dann, wenn das Randwertproblem
—Au+u=f inQ, u=0 auf 00,

fiir jedes f € L?(Q2) eine Losung u € D(A) hat. Das ist gleichbedeutend damit, dass die
eindeutige schwache Losung u € H} () des Randwertproblems die Regularitit u € H?(12)
hat. Das ist der Fall, wenn €2 beschrankt ist und hinreichend glatten Rand hat, siehe z.B.
das Buch von Evans. O

Beispiel 5.24 Sei H = L*(Q). Wir definieren ¢ : H — (—00, 00] durch
1
o(w) =3 [ IVel@)lPde, ve D(y) = H(©). (559)

Es ist also ¢(v) = 400, falls v ¢ HJ(2). Wir wollen zeigen, dass dp = A, wobei Au = —Au
mit D(A) = H}(Q) N H*(Q) der in Beispiel betrachtete Operator ist.

(i) ¢ ist konvex und eigentlich.
(ii) ¢ ist unterhalbstetig: Sei (v,,7,) Folge in epi(¢) mit v, — v in L*(Q) und r, — 7.
Zu zeigen ist (v,r) € epi(p). Wegen ¢(v,) < r, ist {©(v,)} beschrinkt, also {Vuv,}

beschrinkt im L?(Q) und somit, ggf. nach Ubergang zu einer Teilfolge, Vv, — w sowie
gemif Voraussetzung v, — v in L*(2). Grenziibergang n — oo in

/anndx:—/vnVndx, ne CeQ),
Q Q

ergibt
/nwdm = —/UVndx, ne C(Q),
Q Q

also hat v die schwache Ableitung Vo = w € L*(;R") und damit v € H}(2). Da die
Norm (und damit auch das Quadrat der Norm) ein schwach unterhalbstetiges Funktional
ist, folgt

1 1
o(v) = —/ |Vo(z)||? do < liminf—/ Vv, (z)||* dv = liminf ¢(v,) < lim 7, =7
2 Q n—oo 2 Q n—00

n—oo

und damit (v, 7) € epi(p). Also ist epi(¢) abgeschlossen und ¢ unterhalbstetig.
(iii) Wir zeigen, dass A C ¢ gilt. Sei u € D(A). Fiir beliebiges v € D(yp) gilt

(Au,v—u)H:/

Q

—Au-(v—u)dx:/<Vu,Vv—Vu> dx

0
1 1
= (Vu, Vo = Vu)y, < S[IVullyy + 5[IVoll = [ Vull
=¢(v) = p(u).
(iv) Da A nach Beispiel maximal monoton und Ay monoton ist, folgt A =0p. O

Wir betrachten das Randwertproblem

—div (a(z, Vu)) + ap(z,u) = f, in Q,

5.54
u(z) =0, auf 0Q, (5.54)
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wobei a : 2 x R" — R"™ und qp : 2 x R — R gegebene Funktionen sind. Fiir a(z,§) =
|E[P72¢, p > 1, erhalten wir den sogenannten p-Laplace-Operator, p = 2 ergibt den La-
place-Operator. Die variationelle Formulierung ist

/Q<a($,Vu(a:)),Vv(x)> dx—i—/

A ao(z,u(x))v(z) de = /Qf(x)v(x) dr, firalleveV,

(5.55)
wobei V' noch festzulegen ist. Die durch a und aq definierten Nichtlinearititen entstehen
aus einem Nemytskii-Operator oder Superpositionsoperator, dieser hat die Form

(Fu)(z) = f(z,u(z)).

Satz 5.25
Sei Q@ C R™ offen, f : Q x R™ — R!. Die Funktion f erfiille die Carathéodory-
Bedingungen

x> f(x,&) ist messbar fir alle £ € R™,

5.56
& f(x,&) ist stetig fir alle x € €, (5.56)

sowie die Wachstumsbedingung
1f(x, &) < clé|P/?+ g(x),  fiir fast alle x € Q und alle € € R™, (5.57)

wobei 1 < p,q < oo, g € LYQ) und ¢ > 0. Dann wird durch

(Fu)(z) = f(z,u(z)) (5.58)

ein stetiger und beschrinkter Operator F : LP(Q; R™) — LY(Q;RY) definiert.

Beweis: Die Messbarkeit von Fu : 2 — R’ ergibt sich aus den Carathéodory-Bedingungen:
Sei u € LP(2;R™). Sei u,, eine Folge von Elementarfunktionen, d.h. von Linearkombina-

tionen der Form
Un = E :Cj,an,n
J

mit charakteristischen Funktionen x;,, so dass u,, — u punktweise a.e., dann sind die
Funktionen
(Fun)(@) =Y f(@,¢in)Xsn(@)
J

messbar mit Fu, — Fu punktweise a.e., also ist F'u messbar. Aus der Wachstumsbedin-
gung erhalten wir mit der Dreiecksungleichung

1Eully < elllul’llg + lglly = Nl +llgll

also F': LP — L9 und F' ist beschrankt.
F ist stetig: Sei u, — u im LP. Dann gibt es eine Teilfolge (u,, ) mit u,, — u punktweise
a.e. und |u,, | < f mit einer von k unabhéngigen Funktion 5 € LP. (Eine solche Teilfolge

41



wird konstruiert, wenn man beweist, dass L? vollstandig ist.) Es gilt dann Fu,, — Fu
punktweise a.e. und

|(Futg, ) ()] < elttn, ()P4 + g(x) < | B(a)["7 + g(x).

Die rechte Seite liegt im L?. Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt daher Fu,, —
Fu im L9. Da der Grenzwert Fu unabhéingig ist von der Wahl dieser Teilfolge, folgt aus
dem Konvergenzprinzip, dass die gesamte Folge konvergiert, also F'u,, — Fu. O

Wir wollen einen Operator A definieren durch

(Au, v) :/Q<a(:r,Vu(:v)),VU(x)> dx (5.59)

Satz 5.26 Seir 2 C R" offen und beschrinkt, die Funktion a : Q x R™ — R" erfiille die
Carathéodory-Bedingung sowie die Wachstumsbedingung

la(z,&)| < e(1+ ¢ (5.60)

mit einem p € (1,00) und einem ¢ > 0, es gelte weiterhin
(a(x,§) —a(x,n),§ —n) >0, (5.61)
(a(2,€),&) > arl¢]”, (5.62)

fir allex € Q, £, n € R"™, mit geeignetem c¢; > 0. Dann wird durch mitV = Wol’p(Q)
ein monotoner Operator A : V. — V* definiert, welcher stetig, beschrdinkt, pseudomonoton
und koerziv ist.

Beweis: Sei 1/p+1/q¢ =1, also p— 1 = p/q. Die Abbildung u +— Vu ist linear und stetig
von W, ?(Q) nach LP(Q;R"™). Gemif Satz wird durch

(Fu)(z) = a(z, Vu(z))
ein stetiger und beschréinkter Operator F': W, ?(Q) — L9(Q;R") definiert, und es folgt
/ (a(z, Vu(x)), Vu(z)) dz < ||Full,||Vv|,, firallev eV,
0
nach der Hoélderschen Ungleichung. Somit ist A : V' — V* wohldefiniert und beschrankt,

und wegen

| Ay, — Aul

Vo= sup (Au, — Au,v) < |[Fu, — Ful,

l[ollv=1
auch stetig. Wegen (|5.61)) ist A monoton und damit auch pseudomonoton nach Satz m
Die Koerzivitit von A folgt aus (5.62)), da

(Au,u) = /Q (a(xz,Vu(x)), Vu(z)) de > ¢ /Q (Vu(z) [P dv = 1| Vullh

und damit

(Au, u)

[llv

> cfjulltt = 0o falls [Jully — oo.

Wir behandeln nun den durch ag erzeugten Superpositionsoperator.
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Definition 5.27 Sei V' Banachraum. Fin Operator A : V. — V* heifit vollstetig, wenn
aus u, — u in 'V folgt, dass Au, — Au in V*. O

Lemma 5.28 Jeder vollstetige Operator ist pseudomonoton.

Beweis: Gilt u,, — u, so folgt Au,, — Au und daher
(Au,u —v) = lim (Au,,u, —v) , firalleveV.
n—oo

|

Satz 5.29 Sei 2 C R" offen und beschrinkt, die Funktion ag : Q2 x R — R erfiille die
Carathéodory-Bedingung sowie die Wachstumsbedingung

lag(z,7)| < co(1+ |r[P~1) (5.63)
mit p € (1,00) und einem cy > 0, es gelte weiterhin
ag(x,r)r > —yo(1 4 |r|). (5.64)
Dann wird durch
(Agu,v) = /an(x,u(:c))v(x) dx (5.65)
fiir V.=W,?(Q) ein vollstetiger Operator Ay : V — V* definiert mit
(Aou,u) = =1 (1 + [Jull) (5.66)

fiir eine geeignete Konstante v, > 0.

Beweis: Wie in Satz ergibt sich, dass u +— ag(-,u(-)) einen stetigen Superpositions-
operator von L” nach L7 definiert fiir 1/p + 1/¢ = 1. Die Einbettung von W, in L? ist
vollstetig nach einem Satz der Funktionalanalysis, also ist Ay : V' — V* ebenfalls vollste-

tig. Die Ungleichung (/5.66|) folgt direkt aus (5.64)) und (5.65]). O

Lemma 5.30 Sei Ay : 'V — V* pseudomonoton und Ay : V. — V* wvollstetig. Dann ist
Ay + Ay pseudomonoton.

Bemerkung: Man kann auf &hnliche Weise zeigen, dass es geniigt, wenn A, pseudomonoton
ist, das heifit, die Summe zweier pseudomonotoner Operatoren ist ebenfalls pseudomono-
ton.

Beweis: Ist u,, — v und limsup,, (41 + Ag,u, —u) < 0, so folgt (A, u,, —u) — 0 und
daher
lim sup (A1, u, —u) <0,

n—o0

und weiter

(A1 + Ay)u,u — vy < liminf (Aju,, u, —v) + lim (Asuy,, u, — v)

= liminf ((A; + As)up, u, —v) .
n—oo
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Wir kommen zuriick auf das Randwertproblem

—div (a(z, Vu)) + ag(x,u) = f, in Q, (5.67)
u(x) =0, auf 0Q

und dessen Formulierung
((A+ Ag)u,v) = (f,v)y, firalleveV, (5.68)

als nichtlineare Variationsgleichung.

Satz 5.31 Es seien fiir die Funktionen a und ag die Voraussetzungen aus den Sitzen[5.20
und erfillt. Dann hat das Randwertproblem eine Lisung u € WyP(Q) = V
fiir jedes f € V*.

Beweis: Wir setzen B = A+ Ay, B : V — V*. Nach den vorangegangenen Sétzen ist B
beschrankt, demistetig und pseudomonoton. B ist auflerdem koerziv zu uy = 0, da

(Bu,u)  (Au,u) N (Aou, u)

lully— lullv [[ullv
A 1
> (Au, ) " + lluls — oo fiir ||ully — oo,
[[ullv [[ullv

da der rechtsstehende Term (ohne das Minuszeichen) fiir ||u||y; — 0o nach oben beschrénkt
ist. Wir wenden nun Satz an (dort setzen wir A = 0 und K = V) und erhalten zu
gegebenem f € V* ein u mit Bu = f. O

Aus dem allgemeinen Existenzsatz erhalten wir auch einen Existenzsatz fiir die nichtli-
neare Variationsungleichung

(A4 Ag)u,v —u) > (f,v—u) , furallev e K,

5.69
ue K, ( )

wobei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von V ist.

Satz 5.32 Seien die Voraussetzungen von Satz erfillt, set K eine nichtleere abge-
schlossene konvexe Teilmenge von V = Wol’p(Q). Dann hat die Variationsungleichung

fiir jedes f € V* eine Losung u € K.
Beweis: Wir betrachten fiir B = A + Ay die Inklusion
Ol (u)+Bu> f,

wobei [ die Indikatorfunktion von K ist. Nach Satz ist 0Ix : V = V* maximal
monoton. Wir kénnen daher Satz anwenden (dort A = 0I, K = V') und erhalten
ein w € V mit f — Bu € 0lk(u). Es ist u € K (andernfalls wire Ix(u) = +00), und
geméf Lemma [4.4] ist f — Bu ein Stiitzfunktional fir K in u, das heifit,

(f — Bu,v—u) <0, firalleve K.
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6 Das Bochner-Integral

Unter [a, b] wird im folgenden immer ein kompaktes Intervall im R verstanden. Ist A C
[a, b], so bezeichnet x4 die durch

Xalt) = {; o (0.1

definierte charakteristische Funktion von A.

Definition 6.1 (Einfache Funktion) Sei V' Banachraum. Eine Funktion u : [a,b] — V
heifst einfach, wenn sie die Form

u(t) = xa,(t)v; (6.2)
i=1
hat, wobei n € N, A; C [a,b] messbar und v; € V fiir 1 <i <mn.

Lemma 6.2 Sei V' Banachraum, u : [a,b] — V einfach. Dann gibt es genau eine Dar-
stellung der Form mit

UAi:[a,b], A;NA; =0 undv; #v; fiiri#j. (6.3)
Diese Darstellung heifst kanonische Darstellung.

Beweis: Ubung. O
Definition 6.3 (Bochner-Messbarkeit)

Sei V' Banachraum. Eine Funktion u : [a,b] — V heifst Bochner-messbar, falls es eine
Folge von einfachen Funktionen w, : [a,b] — V gibt mit

lim w,(t) = u(t) (6.4)
n—oo
fir fast alle t € |a,b].
Definition 6.4 Sei V' Banachraum, u : [a,b] — V einfache Funktion mit der Darstellung
u(t) = xa,(t);. (6.5)
i=1
Wir definieren das Bochner-Integral von u als
b n
/ u(t) dt = Z meas (A4;)v; . (6.6)
@ i=1
Ist A C [a,b] messbar, so definieren wir

Aqwﬁ:/xmm@ﬁ. (6.7)

45



Die Definition ist sinnvoll, da der Wert der rechten Seite von nicht von der
gewahlten Darstellung abhéngt. Direkt aus der Definition folgt, dass fiir einfache Funk-

tionen w, v : [a,b] — V und Zahlen «, 5 € R gilt

/b au(t) + Po(t) dt = a/b u(t) dt + B/bv(t) dt (6.8)

) ) dtH < /ab ()| dt (6.9)

sowie

Lemma 6.5 Sei V' Banachraum, u, : [a,b] — V eine Folge von einfachen Funktionen
mit u, — u fast tberall. Dann ist fir jedes n € N die durch

f@) = [lun(t) —u(t)]] (6.10)

definierte Funktion f : [a,b] — R (Lebesgue-)messbar.

Beweis: Es ist

PO = m fu(t), il = Jualt) —un(0)]. (6.11)
und f,, ist eine einfache Funktion fiir alle m € N. O

Sei nun wu,, : [a,b] — V eine Folge von einfachen Funktionen mit u,, — u punktweise fast
iiberall und

nlgloqo/ lun() — u(®)]| dt = 0. (6.12)

(Nach Lemma ist der Integrand messbar.) Wegen

/abun()dt—/bum( dtH Hun ) — un ()] dt
/||un ~uft ||dt+/||um (b)) dt

Yn = / bun(t) dt (6.14)

eine Cauchyfolge in V' definiert. Ist v, : [a,b] — V eine weitere Folge mit denselben
Eigenschaften wie u,,, so gilt

[ i [l < [ ol

/||vn —u(t ||dt+/||un —u(t)] dt,

also hiangt der Grenzwert von (y,) nicht von der speziellen Wahl der Folge (u,,) ab.

(6.13)

wird durch

(6.15)

46



Definition 6.6 (Bochner-Integral) Sei u : [a,b] — V. Fulls es eine Folge von einfa-
chen Funktionen u, : [a,b] — V gibt mit u, — u punktweise fast iberall und

b
lim [ [un(t) — u(t)]|dt =0, (6.16)

n—o0 a

so heifst u Bochner-integrierbar, und wir definieren das Bochner-Integral von u als

b b
/ u(t)dt = lim un(t) dt. (6.17)

n—oo a

Lemma 6.7 Sei V' Banachraum, seien u,v : [a,b] — V Bochner-integrierbar und «, 3 €
R. Dann ist auch cou + v Bochner-integrierbar, und es gilt

/b au(t) + Po(t) dt = a/b u(t) dt + ﬁ/b’u(t) dt . (6.18)

Beweis: Direkt aus den Definitionen. O

Satz 6.8 Sei V' Banachraum. Fin u : [a,b] — V ist Bochner-integrierbar genau dann,
wenn u Bochner-messbar und die Funktion t — ||u(t)|| integrierbar ist. Es gilt auferdem

/abU(t) dtH < /ab |u(t)]| dt . (6.19)

Beweis: “=": Sei (u,) Folge einfacher Funktionen mit u,, — u punktweise fast iiberall
und

b
/ lu(t) — un(t)]| dt = 0. (6.20)

Da ||lu,(t)|| — ||u(t)|| fur fast alle t € [a, b] gilt, ist die Funktion ¢ — ||u(t)|| messbar. Es
gilt dann

/Hu(t)Hdtg/ Hu(t)—un(t)HdtJr/ lun(t)]| dt < co. (6.21)

“«<": Sei (u,) Folge einfacher Funktionen mit w,, — u punktweise fast iiberall. Zu vorge-
gebenem ¢ > 0 definieren wir vy, : [a,b] — V durch

o) {gn@), s )5 1+ o) 622

vy, ist eine einfache Funktion, da {t : ||u,(t)|| < (1 + ¢)||u(t)||} messbar ist. Fiir
fn(t) = [lon(t) = u(®)]] (6.23)
gilt f,, — 0 punktweise fast iiberall und

0< fult) < (2+e)[u@)]- (6.24)
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Aus dem Satz von Lebesgue folgt
b b
lim llvn(t) — u(t)|| dt = lim / falt)dt =0, (6.25)
n—oo a

n—oo a

also ist u Bochner-integrierbar. Mit folgt

\
I E

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt (6.19)). O

/abvn(t) dtH < /ab [on (8] dt < (14 ¢) /ab l[u(t)| dt (6.26)

und damit auch

lim /ab on(t) dtH <(1+¢) /ab u(t)] dt (6.27)

n—o0

In Analogie zum Fall V' = R betrachten wir nun Funktionen « : [a,b] — V| fir die gilt

b
/ Ju(®)]|? dt < oo. (6.28)

Definition 6.9 Sei V' Banachraum, 1 < p < oco. Wir definieren
LP(a,b; V) = {[u] |u: [a,b] — V ist Bochner-messbar und gilt} (6.29)
wobei [u] die Aquivalenzklasse von u unter der Aquivalenzrelation
u~v & u=uv fast iberall (6.30)

bezeichnet.

Nach Satz ist L'(a,b; V) gerade der Vektorraum aller Bochner-integrierbaren Funk-
tionen.

Satz 6.10 Sei V' Banachraum, 1 < p < oo. Dann ist LP(a,b; V') ein Banachraum mit der
Norm

b >
ol = ([ TuCol-at)” (6:31)

Ist V' Hilbertraum, so ist L*(a,b; V') ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v) :/ (u(t),v(t)), dt. (6.32)

Beweis: Weggelassen. Geht genauso wie im Fall V' = R. Zum Beweis der Bochner-
Messbarkeit der als Limes einer Cauchyfolge konstruierten Grenzfunktion wird zusétzlich
der Messbarkeitssatz von Pettis benotigt. O
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Definition 6.11 Fir u : [a,b] — R definieren wir

esssupu(t) =inf{M : M € R, u(t) < M fir fast alle t € [a,b]} . (6.33)

te(a,b]

Wir betrachten nun banachraumwertige Funktionen u : [a,b] — V/, fiir die gilt
esssup |Ju(t)||y < co. (6.34)
te(a,b]

Definition 6.12 Sei V' Banachraum. Wir definieren

L*>®(a,b; V) =A{[u] |u: [a,b] = V ist Bochner-messbar und qgilt} . (6.35)
Satz 6.13 Sei V' Banachraum. Dann ist L>°(a,b; V') ein Banachraum.

Beweis: Verlauft ebenfalls wie im Fall V = R. O

Lemma 6.14 Sei V' Banachraum. Dann gilt fiir alle 1 <p < g < oo

Li(a,b; V) C LP(a,b; V). (6.36)
Beweis: Wie im Fall V = R. O

Definition 6.15 Sei V' Banachraum. Wir definieren

C([a,b]; V) ={u|u: [a,b] = V stetig}. (6.37)

Definition 6.16 (Oszillation) Sei V' Banachraum, u : [a,b] — V. Wir definieren die
Oszillation von u durch

ﬁbc}:(u;(;) = sup{||u(t) —u(s)| : s,t € [a,b], |t —s| <} (6.38)

Lemma 6.17 Sei V' Banachraum, u : [a,b] — V stetig. Dann gilt

lim osc(u;§) = 0. (6.39)

0—0 [a,b]

Beweis: Die Aussage ((6.39)) ist gleichbedeutend mit der gleichméafligen Stetigkeit von wu.
O

Fiir eine stetige Funktion w : [a,b] — V gilt

esssup [[u(t)]| = max [lu(?)], (6.40)
te(a,b] te(a,b]

da aus der Stetigkeit folgt, dass |lu(t)|| < esssupyep, ) [lu(s)|| gilt fiir alle ¢.
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Satz 6.18 Sei V' Banachraum. Dann ist C([a,b]; V') ein Banachraum mit der Norm

vl gapv) = m

s u(t)]. (6.41)

und C([a,b]; V) kann mit einem abgeschlossenen Teilraum von L™ (a,b; V') identifiziert
werden.

Beweis: Ist u : [a,b] — V stetig, so ist u auch Bochner-messbar: Wir definieren eine
Folge von einfachen Funktionen u,, : [a,b] — V durch w,(t) = u(ih), falls t € [ih, (i+1)h),
h = (b —a)/n ist. Dann gilt

_b—a

Jua (6) = u(®)] < osclui ), , (6.42)
a, n

also u, — u gleichméBig (punktweise wiirde schon geniigen). Weiter: Sei (u,) Folge in C'
mit [u,] — [u] in L*°. Wir wihlen eine Nullmenge N in [a, b] mit u,, — u gleichméfig in
M = [a,b] \ N, dann ist u stetig auf M. Ist t € N, so wihlen wir eine Folge (tx)ren in M
mit £, — t, dann ist

[[n(t) = wn (N < [Jun () = wn ()| + [[un = | oo 0 pory + ([ (t) = wm ()]

also ist (u,(t))nen Cauchyfolge auch fiir t € N. Definieren wir @(t) als den Limes dieser
Cauchyfolge fiir t € N und setzen wir a(t) = u(t) fir t € M, so ist 4 : [a,b] — V stetig
und [a] = [u]. O
Satz 6.19 Sei V reflexiver und separabler Banachraum, 1 < p < oo. Dann ist der Dual-

raum von LP(a,b; V') isometrisch isomorph zu L(a,b;V*), wobei 1/p + 1/q = 1. Die
Isometrie I : L(a,b; V*) — (LP(a,b; V)" ist gegeben durch

(T, v) = / (), (1)) dt (6.43)
firwe Li(a,b;V*) und v € LP(a,b; V).

Beweis: Weggelassen. O
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7 Parabolische Gleichungen

Wir erldutern, wie eine parabolische Gleichung aus der allgemeinen Bilanzgleichung fiir
eine zeitabhéngige auf die Masse bezogene Dichte ¥ (x,t) einer Grofle ¥ entsteht (siehe
auch meine Vorlesung PDE 1, Kapitel 5). Wir gehen aus von der differentiellen Form der
Bilanzgleichung

O (p) + div (prv 4+ ) = pz. (7.1)
Hierbei ist p die Dichte der Masse, v die Geschwindigkeit, ® der nichtkonvektive Flufl und
z die Zufuhr. Ist p konstant, so wird Al

Opp + %div@ + (v, Vo) + (divo)y = 2. (7.2)

Der Ansatz (Gesetz von Fourier fir Warmeleitung, von Fick fiir die Diffusion von Sub-
stanzen )

1
“®=-DVy, D Matrix, (7.3)
p

beschreibt Diffusionsvorgénge, der isotrope Fall entspricht D = A, A > 0. Insgesamt
ergibt sich die sogenannte Konvektions-Diffusions-Gleichung

O — div (DVY) + (v, V) + (divo)y = z. (7.4)

Sind D, v und z gegebene Funktionen von z und ¢, so erhalten wir eine lineare parabolische
Gleichung (wir schreiben wieder u fiir die unbekannte Funktion)

ou+ Lu=f, (7.5)
wobei L ein elliptischer Operator der Form (man nennt sie Divergenzform)
Lu =~ Oi(ay(t,x)0u) + > bi(t, x)du + c(t, x)u (7.6)
B,j=1 i=1

ist.

Der Prototyp dieser Gleichung ist die Diffusionsgleichung (oder Warmeleitungsgleichung)

Ou—NAu=f, A>0. (7.7)
Als Beispiel geben wir die Losung “u = u(t, z)” des Anfangswertproblems
Oru— AAu =0 in R" x (0,00), (7.8)
u(0,2) = ug(x) fir z € R". (7.9)
an. Man kann beweisen, dass die Funktion
T—y 2
ult,z) = (4m) 3 / e = o (y) dy (7.10)
eine Losung ist von (7.9) mit der Eigenschaft
lim  wu(t, &) =ug(x), firallex € R", 7.11
e ult: &) = uo(w) (7.11)

wenn wir voraussetzen, dass ug : R" — R stetig und beschrinkt ist. Die Formel ([7.10))
illustriert typische Eigenschaften von Losungen parabolischer Gleichungen.
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e Anfangswerte in einem Punkt (bzw. in einem kleinen Bereich um diesen Punkt)
beeinflussen instantan (fiir beliebig kleine ¢ > 0) die Losung u(t,-) im ganzen R™.
Man spricht von einer “unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit”.

e Unabhéngig von der Glattheit von f ist z +— wu(t,z) eine C*°-Funktion fiir jedes
t > 0, das heifit, Diffusion gléttet.

e Fiir ¢ — oo konvergiert die Losung gegen eine Funktion u., = us(z), hier die
Nullfunktion, welche eine stationére Losung ist, das heift, eine Losung von —Au = 0.

Im Folgenden betrachten wir den quasilinearen elliptischen Operator
Lu = —diva(t, z, Vu) + ao(t, z,u) (7.12)

und das zugehorige parabolische Anfangsrandwertproblem

Ou+Lu=f inQp=Qx(0,T], (7.13)
u=0 aufoQ x (0,7), (7.14)
u(0,z) = up(x) fiir x € Q. (7.15)

Wir gehen iiber zu einer variationellen Formulierung hinsichtlich der Ortsvariablen x. Sei
v € CF°(R) eine Testfunktion. Wir multiplizieren beide Seiten von ([7.13]) mit v, integrieren
iiber € und fiihren partielle Integration im Divergenzterm durch. Es ergibt sich

/Q Owult, x)o(x) dx + / (at,z, Vau(z)), Vo(z)) dr + /Q ao(t, 7, u(t, 2))o(x) da

“ (7.16)
= [ ft,x)v(z)dx.
Q

Wir wollen die unbekannte Funktion u auffassen als Funktion u : [0,7] — V', wobei V ein
geeigneter Banachraum von Funktionen auf €2 ist, also

u(t) : Q@ — R, firallete[0,7]. (7.17)

Der Wert (u(t))(z) entspricht dann u(¢,z) in (7.13). Wir formulieren das Anfangsrand-

wertproblem nunmehr als

d ..
3 (w0, v)m + (A u(t)),v) = (F(1),0), ,  firallev eV, (7.18)
u(0) = ug .
Hierbei ist
H=1L*Q), (wv)y= /Qw(x)v(x) dr, (7.19)

V=H)Q), F:[0,T)—V*,

(F(t),v), bedeutet die Anwendung von F(t) auf v, und

Att.w) o)y = |

: (a(t,z,Vw(zx)), Vu(x)) dx + / ao(t, z,w(x))v(zr)dx . (7.20)

Q

52



In welchem Raum liegt «/(¢) ? Da in (7.18)
Clans <A(t7 u<t))7 U>V

ein Element von V* (und nicht von H*) definiert, kann man zunéchst auch nur dasselbe
von

v %(u(t),v)H

erwarten. Dem entspricht, dass fiir eine schwache Losung
U(t, ) € Hé(Q) , le (07T>

die Zeitableitung dyu(t,-) in (7.13) die Regularitdt von (Lu)(t,-) hat, das heifit, zweite
distributionelle Ableitung einer Funktion in H}(£2) ist, also erste distributionelle Ableitung
einer Funktion in L*(Q).

Es stellt sich heraus, dass der Begriff des Evolutionstripels den geeigneten abstrakten
Rahmen fiir die vorliegende Situation liefert.

Ist v* € V* und v € V, so verwenden wir die Notation

(v*,v)y =0 (v). (7.21)

Satz 7.1 Sei H ein Hilbertraum und V' ein reflexiver Banachraum iiber R, sei j : V. — H
linear, stetig und injektiv, sei j(V') dicht in H. Dann wird durch

(g*(h),v)y = (B, 3 (V) (7.22)

eine lineare, stetige und injektive Abbildung j* : H — V* mit ||7*|| < ||7]| definiert, und
J*(H) ist dicht in V*.

Bemerkung: Nur der Fall j(V) # H ist interessant, im Fall j(V)) = H ist j ein Banach-

raumisomorphismus.

Beweis: Sei h € H. Dann definiert die rechte Seite von (|7.22]) wegen

(R 3 @)l < [Pl N3 @) < Rl g 511l (7.23)
ein Element j*(h) € V* mit
17 (W)l < gl - (7.24)

J* ist offensichtlich linear und wegen (7.24) auch stetig mit ||7*|| < ||7]|. Ist j*(h) = 0, so
1st

(h,j(v))g =0, firalleveV. (7.25)
Sei (vy,) Folge in V' mit j(v,) — h in H, dann folgt
(h.h)ss = (b, Y j(0,))a = lim (.0, = 0. (7.26)

also ist h = 0 und damit j* injektiv. Es bleibt zu zeigen, dass j*(H) dicht ist in V*. Sei
v** € V** beliebig mit v**(5*(H)) = 0. Es geniigt zu zeigen, dass dann v** = 0 sein muss.
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(Ist W =cl(j*(H)) echt in V* enthalten, so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein
v e V¥ mit v (W) = 0, aber v** # 0). Da V reflexiv ist, finden wir ein v € V' mit

(v*,v),, =v™(v"), firallev e V", (7.27)
Es gilt dann fiir alle h € H
0=v"(j"(h)) = (5" (h),v)y, = (h, j(V)n , (7.28)

also ist j(v) = 0 und wegen der Injektivitét von j auch v = 0, also auch v*™* = 0. o

Folgerung 7.2 In der Situation von Satz[7.1] gilt auferdem: Die Abbildung i :V — V*,
i = j* oy, ist linear, stetig und injektiv, i(V') ist dicht in V*, und

(i(v),w)y = (J(v), j(w))g = (i(w),v)y, , fir allev,we V. (7.29)
Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz und den Definitionen. O

Es ergibt sich also
vihoLvyr (7.30)

mit stetigen und dichten Einbettungen.

Definition 7.3 (Evolutionstripel, Gelfand-Dreier)
Unter den Voraussetzungen von Satz heifst ein Fvolutionstripel oder ein Gel-
fand-Dreier.

Fiir das parabolische Problem ((7.13) — ([7.15)) setzen wir wie bereits erldutert
V=H)Q), H=L*Q)), (7.31)
und
j:HQ) — L), (7.32)

die durch j(v)(x) = v(z) definierte kanonische Einbettung. Die Abbildung j* 148t sich wie
folgt interpretieren. Es ist fiir h € H = L*(Q) und v € V

<f@%@v=@J@NH=/h@W@W% (7.33)

Q

Ordnen wir dem Element j*(h) € V* vermittels des Rieszschen Darstellungssatzes ein
Element w € V zu, so gilt

Gy = [ (V@) To@) do, (7.34)

Q

falls wir als Skalarprodukt im H} () das L2-Skalarprodukt der Gradienten verwenden
(welches dquivalent ist zur Restriktion des Standardskalarprodukts in H*(€2), nach dem
Satz von Poincaré). Aus und folgt, dass w gerade die schwache Losung des
elliptischen Randwertproblems

—Aw=~h 1in (,

7.35
w=0 auf o0 (7.35)
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ist.
Die Einbettungen 7 und j* eines Evolutionstripels induzieren vermittels
urrjourrjiojou (7.36)
Einbettungen der zugehorigen LP-Raume
LP(0,7;V) — LP(0,T;H) — LP(0,T; V™). (7.37)

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir j und j* oft weglassen, das heifit, wenn
wir schreiben “h = v” oder “v = w” mitv € V, h € H und w € V* meinen wir “h = j(v)”

bzw. “w =i(v) = j*(j(v))".

Definition 7.4 (Schwache Zeitableitung)
Seiw e LY0,T;V). Einw e L'(0,T;V*) heifit schwache Ableitung von u, wenn gilt

/0 w(t)p(t) dt = —/0 u(t)'(t) dt, (7.38)
fir alle p € C§°(0,T). 0

Die Integrale in sind Bochner-Integrale, und gemé&fl unserer Sprachregelung ist
“u(t)” auf der rechten Seite als “i(u(t))” zu lesen.

Wir wollen Gleichungen in V' und V* auf Gleichungen in R zuriickspielen. Dazu brauchen
wir die Rechenregeln

<v*, /OTu(t) dt> = /OT (W ult))y, dt, v*eV* ueL'(0,T;V), (7.39)

und

</0Tu(t)dt7u> :/0T<U(t)>v>v dt, veV,ueL'(0,T;V*). (7.40)

Satz 7.5 SeiV Banachraum. Ist v* € V* undu € L'(0,T;V), so istt — (v*,u(t)), inte-
grierbar, und (7.59 (-) gilt. Istv € V undu € L*(0,T; V*), so istt — (u(t),v), mtegmerbar

und (7.40 ' gilt.

Beweis: Wir betrachten (7.39)). Ist

u = ZXAiUi (7.41)
i=1

eine einfache Funktion mit Werten v; € V, so ist auch ¢ — (v*,u(t)), eine einfache
Funktion, und es gilt

<v*’/oTu(t)dt>v = < Zmeas > Zmeas (v, v}y

_ / St dt, v eV (7.42)

95



Sei nun u € L'(0,T;V) beliebig. Fiir v* € V* ist (v*,u(t)),, = (v* o w)(t), und v* o w ist
messbar, da v* stetig und v Bochner-messbar ist. Weiter gilt

[ 1w [

Analog gilt
T
/ u(t) dt
0

K / ") dt>v

Die linke und die rechte Seite von (7.39)) definieren also, fiir festes v*, lineare stetige
Funktionale auf L*(0,T; V'), welche auf dem dichten Unterraum der einfachen Funktionen
iibereinstimmen und daher gleich sind. Der Beweis von ((7.40)) verlauft analog. O

Die folgenden beiden Séatze beschéftigen sich mit der Charakterisierung und Eindeutigkeit
der schwachen Zeitableitung aus Definition [7.4]

vellu@lly dt < ”U*HV*HUHLl(o,T;V) : (7.43)

< [v7|

< [v7]
\%4

u”Ll(O,T;V) : (7.44)

1% 1%

Lemma 7.6 SeiV % H 55 v+ Evolutionstripel, u € L*(0,T;V), w € L*(0,T;V*). Dann
ist w genau dann schwache Ableitung von u, wenn gilt

T T
| o 0ug @i =~ [ w0y eta, voev.pecron.  (115)
0 0
Beweis: Wegen ([7.40)) gilt fiir alle v € V und alle p € C§°(0,7)

/0 (0. ) ) dt = / i),y
- ([ s a o)

- [ w e ={ [ —u@ewa o) (1.7

v
Also ist wegen (i(u(t),v)y = (j(u(t)), j(v))g dquivalent zu

(7.46)

und

T T
/ u(t)'(t) dt = —/ w(t)p(t)dt, fir alle p € C§°(0, 7). (7.48)
0 0
O
Folgerung 7.7 Ist w € L'(0,T;V*) schwache Ableitung von v € L'(0,T;V), so ist fiir
jedes v € V' die Funktion t — (w(t),v),, schwache Ableitung der Funktion t — (u(t),v)n
im L'(0,T).
Lemma 7.8 Sei V' separabler Banachraum, w € L'(0,T;V*). Gilt
T
/ ew(t)dt =0,  fir alle p € C5(0,T), (7.49)
0

so gilt w = 0 fast diberall.
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Beweis: Wir setzen fiir den Spezialfall V' = R die Aussage als bekannt voraus, siehe z.B.
meine Vorlesung PDE 1, Kapitel 2. Sei nun V' wie angegeben. Fiirv € V und ¢ € C5°(0,7T)
gilt

0= </0T p(tw(t) dt U>V - /OTgp(t) (w(t), vy dt. (7.50)

Aus der Giiltigkeit der Aussage fiir V = R folgt: Fiir jedes v € V gibt es eine Nullmenge
N(v) mit
(w(t),v) =0, firallete (0,7)\ N(v). (7.51)

Sei D eine abzéhlbare dichte Teilmenge von V| setze

N=|JN(@). (7.52)

veD
Dann ist N Nullmenge, und
(w(t),v) =0, firallete (0,T)\N,veD, (7.53)
also
(w(t),v) =0, fiurallete (0,T)\N,veV, (7.54)
also w(t) = 0 fiir alle t ¢ N. O

Satz 7.9 Sei V separabler Banachraum, u € L'(0,T;V). Dann gibt es héchstens eine
schwache Ableitung w € LY(0,T;V*) von u. Falls sie existiert, bezeichnen wir sie mit u'.

Beweis: Sind wy, wy, € L'(0,T; V*) schwache Ableitungen von u, so folgt fiir w = w; — ws
aus der Definition der schwachen Ableitung

/ Tw(t)cp(t) dt =0 (7.55)

fir alle ¢ € C5°(0,7T). Aus Lemma [7.8| folgt w = 0. O

Die Aussagen von Lemma [7.8 und Satz gelten fiir beliebige Banachraume V' und
we LY0,T;V).

Wir formulieren nun noch einmal das parabolische Anfangsrandwertproblem als “abstrak-
tes” Anfangswertproblem (die Null-Randwerte sollen im Raum V' stecken)

(W' (t),v)y + (AL, u(t)),v),, = (F(t),v), , firalleveV, (7.56)
u(0) = ug . (7.57)

Wir suchen eine Losung v im Raum
W =A{u:ueLlP0,T;V),u e LU0, T;V*)}, (7.58)

fiir welche fiir fast alle ¢ € (0,7) gilt. Hierbei ist 1 < p < oo fest und 1/p+1/g =1,
und p wird passend zur Nichtlinearitat A gewahlt. Aulerdem soll gelten. Dass
iberhaupt Sinn macht (die Elemente u € W sind zunéchst nur fast tiberall definiert),
werden wir gleich in Satz feststellen.
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Lemma 7.10 Der Raum W ist ein Banachraum, versehen mit der Norm
lullw = llullzeoz) + W |2 rv) -

Beweis: Weggelassen. O

Im Folgenden wird generell vorausgesetzt, dass V' JH D v ein gegebenes Evolutions-
tripel ist, und dass V' separabel ist.

Lemma 7.11 Der Unterraum W N CY([0,T]; V) ist dicht in W.

Beweis: Wird wie auch sonst bei Sobolevraumen durch Approximation mit Funktionen
U = u* p., p. Glattungskern, bewiesen. O

Satz 7.12 Es qilt W C C([0,T]; H), und die kanonische Einbettung ist stetig.

Bemerkung: Mit “W C C([0,T]; H)” ist gemeint, dass jede Aquivalenzklasse in W eine
stetige Funktion von [0, 7] nach H enthélt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die kanonische Einbettung I von W N C'([0,T]; V)
nach C([0,T]; H) beschrénkt ist beziiglich der Normen von W und C([0,7]; H). Wegen
Lemma lasst sich I dann eindeutig zu einer linearen stetigen Abbildung von W nach
C([0,T]; H) fortsetzen. Zur Beschriinktheit von I: Sei v € W N CY([0,T]; V). Fiir alle
t,s €10,7] gilt

a1 = llu(s)lI7 + 2/ (w'(7), u(7))m dr - (7.59)
Nach Lemma [7.2] gilt
()l = (u(s), u(s))y < [lu(s)llv

u(s)lv < lluls)llv max [lu(r)

V*,

sowie mit der Holderschen Ungleichung

/| H|dr—/| Vrd7</ ()l 1 (7)

< lullzey llull Loy

V*

mit den Abkiirzungen LP(V') fiir LP(0,7; V') usw. Integration iiber [0,7] beziiglich s in

(7.59) fiihrt auf

Tlu(t) s < vy mae fu(r)

< C(flullw mas. u(r)

ve + 2T ||u| o vy 1wl Lagve)

7.60
ve + lullE), fir alle t € [0, 7. (7.60)

Weiter gilt fiir alle 7,5 € [0, 7]

also

[u(7)]

vedr = ||u(s)]

v < () - + / ()]

V* —|— H'LLIHLI(V*) y
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und Integration iiber [0, T beziiglich s ergibt

Tlu(r)llve < ullprvsy + Tl ||y < Cllullprwy + Tl | zoevs))
also
max |lu(7)||v < C|lullw - (7.61)
T€[0,T

Aus ((7.60) und ([7.61)) folgt nun

)13 < Cllully 7.62
mas [u(t)|y < Clluly (7.62)
und damit die behauptete Beschranktheit. O

Satz 7.13 Es gilt die Regel der partiellen Integration

(u(t), v(t))m — (u(s),v(s))n = / (' (7),0(7))y + (V'(7), u(T))y, dr (7.63)
fir alle u,v € W und alle s,t € [0,T].

Beweis: Fiir u,v € WNCY[0,T]; V) gilt

%(U(t),v(t))ﬂ = (1), v()m + (V' (1), u(®))m = (W' (t),v(t))y + (1), u(t)) -

Integration ergibt . Sind u,v € W beliebig, so wihlen wir Folgen (u,), (v,) in
W nCY([0,T];V) mit u, — v und v, — v in W gemiB Lemma und fiihren in der
Formel fiir u,, und v, den Grenziibergang n — oo durch; dies ist auf der linken
Seite moglich wegen der stetigen Einbettung in C([0,7]; H) gemi8 Satz [7.12] O

Wir betrachten nun die Zeitableitung als Operator

Du=1u (7.64)

auf den beiden Definitionsbereichen
Dy(D) ={u:ue W, u0) =0}, (7.65)
Dy(D)={u:ueW,uT)=u(0)}. (7.66)

Satz 7.14 Durch (7.64), (7.65) und (7.64)), (7.66) werden mazimal monotone Operatoren
D : LP(0,T;V) = LY0,T;V*) definiert.

Beweis: D ist linear, und fiir u € D;(D) gilt nach Satz

(Du,u) = /0 (W'(t), u(t))y dt = %(HU(T)H% — [u(0)]I7) = 0, (7.67)

also ist D monoton. Zum Beweis der maximalen Monotonie betrachten wir (jeweils fiir die
beiden Fille ¢ = 1,2) beliebige v € L?(0,7;V) und w € L4(0,7; V*) mit der Eigenschaft

(w—"Du,v—u) >0, firalleue D;D), (7.68)
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und zeigen, dass dann v € D;(D) sowie w = Dv = v’ gelten. Seien z € V und ¢ € C§°(0,7)
beliebig. Die durch

u(t) = o(t)z
definierte Funktion liegt sowohl in D; (D) als auch in Dy(D) und erfiillt (Du, u) = 0 wegen
(7.67). Daher wird ([7.68]) zu

0 (w) = [ (Fa0)+eOu).2), .
Da z beliebig war, folgt .
/O S (B)0(t) + o(tw(t) dt = 0. (7.69)

Also ist w = v" (schwache Ableitung) und damit v € W. Einsetzen in ([7.68]) ergibt fiir
alle u € D;(D) mit i = 1 bzw. i = 2 wegen Satz[7.13

0<

—~

V= v —u) = /0 (W'(t) — ' (t),v(t) — u(t)), dt

(l(T) = w(T)I7 — 0(0) — u(0)[F)

(7.70)

N | —

Sei (v,,) eine Folge in V' mit v, — v(T') € H. Im Fall i = 1 setzen wir u,(t) = tv,/T. Es
ist u,(0) = 0, also u,, € D1(D) und gemaf (|7.70)

()17 < o(T) = vnll; -

Mit n — oo folgt v(0) = 0 und damit v € D1(D). Im Fall i = 2 setzen wir u,(t) = v,. Es
ist u,(0) = v, = u,(T), also u,, € Dy(D) und gemaf ([7.70))

[v(0) = vl < [l0(T) = wally -
Grenziibergang n — oo ergibt ||v(0) — v(T)|| = 0 und damit v € Dy(D). O
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

(Du)(t) + (Au)(t) = f(t), te(0,T),

0) e (7.71)

Hierbei ist Du = u’.
Satz 7.15
Sei A : LP(0,T;V) — L1(0,T;V*) pseudomonoton, beschrinkt, demistetig und beziglich

ug koerziv, seien f € LY(0,T;V*) und ug € V.. Dann hat das Anfangswertproblem
eine Losung u € W. Ist A auflerdem streng monoton, so ist die Lésung eindeutig.

Beweis: Wir wollen Satz [5.14 anwenden. Im Falle ug = 0 geniigt es festzustellen, dass D
nach Satz [.14 maximal monoton ist mit

DMD)={u:ueW,u(0)=0}.
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Andernfalls betrachten wir das transformierte Problem

D2)(t) + (A2)(t) = f(t), te(0,T),
(D)(1) + (A)(0) = F(1), 1€ (0.T) .
2(0) =0,

mit B B
A(z) = Az +ug), A:LP(0,T;V)— L0, T;V"). (7.73)
Hierbei ist ug : [0,7] — V als die in t konstante Fortsetzung des Anfangswerts uy zu
interpretieren. Der Operator A ist ebenfalls pseudomonoton, beschriankt und demistetig
sowie beziiglich 0 koerziv. Nach Satz existiert eine Losung z € W von (7.73), nach
Lemma ist diese eindeutig falls A und damit auch A streng monoton ist. Wir setzen

u(t) = 2z(t) + uo .
Dann ist ©(0) = up und

(Du)(t) = (Dz)(t) = —(A2)(t) + f(t) = —(Alz +uo))(t) + f(t) = —(Au)(t) + f(t),

also 16st u das Anfangswertproblem (7.71)). Da jede Losung u vermittels z = u — ug auch
eine Losung von (7.72)) liefert, iibertréigt sich die Eindeutigkeit auch auf ((7.71)). O

Ein parabolisches Anfangsrandwertproblem erhalten wir, wenn der Operator A aus einem
elliptischen Operator entsteht. Wir setzen

(Au)(t) = A(t, u(t)), (7.74)
wobei A : (0,T) x V — V* mit V = W,?(Q), H = L*(Q) definiert ist durch

(Att.w.o)y = [

i (a(t,z,Vw(zx)), Vou(x)) dx + / ao(t, z,w(x))v(z)de . (7.75)

Q

Die Funktionen a und aq sollen die Bedingungen aus dem vorigen Kapitel gleichméfig in
t erfiillen, das heifit, fiir geeignete Konstante sollen gelten die Wachstumsbedingungen

la(t, 2, §) < c(1+ [P,

7.76
(alt,2,6),€) > arlép, (776)
sowie

lag(t, 2z, 7)| < e(1+|r),
ao(t,x,m)r > —y(1+|r]), (7.77)

sowie die Monotoniebedingung

(a(t,z,&) —a(t,x,n),§ —n) > 0. (7.78)

Aus den Séatzen (5.26)) und (5.29) folgt, dass der Operator w +— A(t, w) fiir jedes ¢t € (0, 7))
beschrankt, demistetig, pseudomonoton und koerziv ist. Man kann weiter zeigen (was wir
hier nicht tun), dass durch

t s A(t,u(t)) (7.79)

eine Bochner-messbare Abbildung von (0, 7") nach V* definiert wird fiir jedes u € LP(0,T; V),
und dass der durch definierte Operator A die Voraussetzungen von Satz erfiillt.
Damit erhalten wir einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das zugehorige parabolische
Anfangsrandwertproblem.
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8 Die Wellengleichung

Sei b € R™. Wir suchen Losungen “u = u(z,t)”, v € R", t € R, der Transportgleichung
Ou+ (b,Vu) =0, (8.1)
wobei Vu(x,t) den Gradienten beziiglich = bezeichnet. Wir betrachten die Gerade
s(t)=(x+tht), zeR" teR, (8.2)
im R™ x R. Ist u eine C'-Losung von (8.1]), so gilt

d

—u

dt
das heifit, u ist konstant entlang der Geraden (8.2)). Insbesondere gilt

(s(t)) = (Vu(s(t)),b) + du(s(t)) =0, (8.3)

u(z +tb, t) = u(s(t)) = u(s(0)) = u(z,0), (8.4)

oder auch
u(z,t) =u(zx —1tb,0), zeR" teR. (8.5)

Das Anfangswertproblem

O+ (b,Vu) =0, inR" xR, (8.6)
u=g, aufR"x {0}, (8.7)

besitzt also fiir gegebenes g € C1(R") genau eine Losung u € C1(R"™ x R), ndmlich
u(z,t) = g(x — tb). (8.8)
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

Owu+ (b,Vu) = f, inR" xR, (8.9)
u=g, aufR" x {0}, (8.10)

wobei f € C(R" x R). Entlang der Geraden (8.2) gilt
d

@) = (Vuls(t)), b) + du(s(t)) = f(s(t), (8.11)
also .
u(s(t)) = u(s(0)) +/0 f(s(r))dr (8.12)
oder ausgeschrieben
u(z + tb, t) = u(z,0) + /t flx+7b,7)dr (8.13)
beziehungsweise t
(1) = g(x —1h) + /0 F— (t— )b, 7) dr (8.14)
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Die Losung ergibt sich also durch Integration entlang der Geraden (8.2)).

Wir betrachten nun ein Anfangswertproblem fiir die eindimensionale Wellengleichung.
Gesucht ist eine Funktion u mit Werten u(zx,t) fir x € R, t > 0, mit

Oyt — *0peu =0, in R x (0,00),
u=g, auf R x {0}, (8.15)
Owu=h, auf R x {0}.

Hier ist ¢ # 0 (0.B.d.A. ¢ > 0) ein gegebener Koeffizient, die Funktionen g,h : R — R
beschreiben die Anfangswerte. Wir wollen eine explizite Formel fiir die Losung herleiten.
Zu diesem Zweck nehmen wir an, v : R x R, — R sei eine Losung von (8.15)). Wir setzen

v = 0w — cOu. (8.16)
Dann gilt
v + cOyv = 0y (Opu — cOpu) + Oy (Oyu — cOput) = Oy — * O = 0. (8.17)
Aus folgt
v(z,t) =v(z — ct,0). (8.18)

Zur Losung von (8.16)) setzen wir b = —c in (8.14]) und erhalten
t t
u(z,t) = u(z + ct,0) + / v(x+ (t —7)e,7)dr = u(x + ct,0) + / v(x+ (t —27)c,0)dr
0 0

x+ct
=u(x + ct,0) + 2—/ v(y,0)dy. (8.19)
CJa—ct

Aus den Anfangsbedingungen in (8.15)) folgt
u( +ct,0) = g(x +ct), v(y,0) = u(y,0) — cdyu(y,0) = h(y) —cg'(y).  (8.20)

Insgesamt ergibt sich die Formel von d’Alembert

z+ct

u(z,t) = %(g(x +ct) + g(z —ct)) + %/ t h(y)dy . (8.21)
Sie stellt eine explizite Losung des Anfangswertproblems dar. Wir erkennen, dass die
Losung im Punkt (z,¢) nur von den Anfangsdaten g, h im Intervall [x — ct, x + ct] abhéngt
(und insbesondere Null ist, wenn die Daten dort Null sind). Umgekehrt beeinflussen die
Daten im Punkt (z,0) die Losung u(z, t) zum Zeitpunkt ¢ # 0 nur fiir z-Werte im Intervall
[z — c|t|, x + c|t|], ihr Effekt breitet sich also nur mit der endlichen Geschwindigkeit ¢ aus.
Diese Eigenschaft der Wellengleichung steht im Kontrast zum entsprechenden Sachverhalt
bei der Diffusionsgleichung, dort hat ein Anfangswert u(z,0) fiir beliebige ¢ > 0 Einfluss
auf die Losung u(x,t) fir alle z € R.

Satz 8.1 Seien g € C*(R), h € C*Y(R), k > 2. Dann gibt es genau eine Lisung u €
CH(R x R) der Anfangswertaufgabe . Sie ist durch die Formel gegeben.
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Beweis: Dass ([8.21]) eine Losung von (8.15) ist, erkennt man durch Einsetzen. Die Ein-
deutigkeit folgt aus der Herleitung (8.16|) — (8.21]). O

Die Losung u hat gemaf (8.21)) die Form
w(z,t) = F(x+ct)+ Gz — ct). (8.22)

Umgekehrt gilt: Sind F, G € C*(R), und ist u durch (8.22) definiert, so ist u Losung der
eindimensionalen Wellengleichung.

Wir betrachten nun das Anfangsrandwertproblem auf dem rechten oberen Quadranten

Ot — *0peu =0, in (0, 00) x (0, 00),
u=g, auf(0,00)x {0}, (8.23)
O =h, auf (0,00) x {0},
u=0, auf {0} x (0,00),

wobei g, h : [0,00) — R mit g(0) = h(0) = 0 (Kompatibilitéit mit der Randbedingung auf
z =0).

Eine Losung erhélt man aus der Losung des Anfangswertproblems (§8.15)) auf der oberen
Halbebene, indem man die Anfangsdaten g, h geeignet auf ganz R fortsetzt, ndmlich durch

g(x) =—g(—z), h(x)=-h(-2x), x<0. (8.24)

Die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe (8.15)),

z+ct
/ h(y) dy . (8.25)

—ct

1
u(z,t) = 5(9(:8 +ct) +g(x —ct)) + %
erfiillt wegen (8.24) die zusétzliche Randbedingung u(0,¢) = 0. Fiir 0 < ¢t < x stellt
8.25)) bereits die Losung von (8.23) dar, fiir 0 < = < ¢t fithrt Einsetzen von (8.24)) in
8.25) auf

x+ct

u(x,t) = %(g(az +ct) —g(ct —x)) + % / h(y)dy . (8.26)

—x+ct
Wir betrachten nun das Anfangswertproblem fiir die n-dimensionale Wellengleichung.
Gesucht ist eine Funktion u mit Werten u(z,t) fir x € R*, ¢ > 0, n > 2, mit

Oy — Au =0, inR" x (0, 00),
u=g, aufR" x {0}, (8.27)
Owu=h, auf R" x{0}.

Analog zum eindimensionalen Fall sind ¢ > 0, g,h : R® — R. Der Laplace-Operator
bezieht sich nur auf die x-Koordinaten. Eine explizite Losung lasst sich hier mit der
Methode des sphérischen Mittels konstruieren. Wir gehen aus von einer Losung v des
Anfangswertproblems und leiten fiir deren um = € R” zentrierten Mittelwert, ndmlich

1

Ul(x;r,t) = u(&,t)dS(&), zeR", r>0, (8.28)
‘aBT’ OB (x;r)
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eine partielle Differentialgleichung her, die sich ihrerseits auf die eindimensionale Wel-
lengleichung zuriickfithren lésst. Dieses Vorgehen funktioniert fiir ungerade Werte von n.

Ist n gerade, so erhélt man die Losung aus der Losung fiir n + 1 durch eine geeignete
Reduktion.

Wir kiirzen die Oberfliche und das Volumen der Kugeln B(z;r) ab durch
|0B,| = |0B(z;7)|, |B;|=|B(z;7r)], z€R" r>0.

Wir wollen die partiellen Ableitungen nach r des sphérischen Mittels U aus ({8.28)) berech-
nen.

Lemma 8.2 Seiv: K(0;1) — R stetig differenzierbar. Dann gilt

n v(z)dz Vu(z),z) dz = v(C)dS(C). .99
Lo e [ @imae= [ w0 (820

Beweis: Wir wenden die erste Greensche Formel

v(2)Aw(z) dz Vou(z), Vw(z)) dz = o(O)D,w(C) dS
/B(O;l) awe) +/B(0;1)< =) ) / (©) (€)dS(<)

dB(0;1)

an mit

1
w(z) = 5\,2]2, Vw(z) =2z, Aw(z)=n.
Es ist namlich fiir ¢ € 9B(0;1)

O

Sei nun u € C3(R" x [0,00)). Bei der Herleitung der Mittelwerteigenschaft des Laplace-
Operators zeigt man: Fiir

1
or)= —— u(&,t)dS (&
() ’aBr| OB (z;r) ( ) ()
gilt
1
¢'(r) = / Au(y,t) dy
’aBT‘ B(z;r)
Es folgt
O U(x;r,t) = / t)dy = r ! Au(y,t) dy
_r+ uly,
|8B| (z37) |B| B(x;r)
u(z +rz,t)dz. 8.30
|Bl, / B(0;1) ) ( )
Wir setzen
fly) = Au(y,t), yeR", (8.31)
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und erhalten aus (8.30))

11 1 d
OpU(zy1,t) = ——— Au(z +rz,t)dz + Z——/ flz+rz)dz
n |B| B(0;1) |By| dr
. ’ (8.32)
=— Au(y, )dy—l———/ (Vf(x+r2),z2) dz.
n|BT| B(z;r) |B1| B(0;1)

Wir wenden nun Lemma [8.2] an mit
v(z) = f(z+r2)
und erhalten

n/ f(m+rz)dz—|—/ r(Vf(zx+rz),z) dZ:/ flx+7r¢)dS(¢). (8.33)
B(0:1) B(0;1) 8B(01)

Wir ersetzen das letzte Integral in (8.32) durch den entsprechenden Ausdruck in (8.33))
und erhalten

1 1
O U(z;r,t) = — Au(y,t)dy — / u(x +rz,t)dz
D =SB S Y B Sy )
1
+ Au(x +1r(,t)dS
OB Jypony 17145 ()

1 1 1
= Au(&,t)dS (€ +(——1> Au(y,t)dy. (8.34
0B JoB(a) (£,£)d5() n 1B:| J ) v%) (8.34)

Die Formel ({8.34)) gilt fiir r > 0, ¢ > 0 auch, wenn u nur in C*(R™ x [0,00)) liegt, wie
man durch Approximation mit glatten Funktionen und Grenziibergang erkennt.

Wir betrachten nun ein Anfangswertproblem fiir die Euler-Poisson-Darboux-Glei-
chung

ouU — c? <6WU >:0, in (0,00) x (0, 00), (8.35)
U=G, auf (0,00) x {0}, (8.36)
oU =H, auf (0,00) x {0}. (8.37)
Hierbei sind
1 1
G(xyr) = 9B, Sy 9(£) dS (&) , H(w):m&| 8B(x;r)h(§)d5(§)

fiir € R™ und r > 0 die sphérischen Mittel der Anfangswerte aus (8.27). Die unabhéngi-
gen Variablen sind die Skalare r und ¢, der Vektor x € R” spielt die Rolle eines Parameters.
Bei (8.35) — (8.37)) handelt es sich also um eine ganze Schar von Anfangswertproblemen.

Satz 8.3 Seix € R™ beliebig, seim > 2, seien g, h € C™(R™), seiu € C"™(R"x[0,00)) ei-
ne Losung des Anfangswertproblems . Dann gilt 0y U, 0,,U € C™2((0,00) x [0, 00))
fur die durch definierte Funktion U, und U lést das Anfangswertproblem f
. Es gilt auflerdem fiir alle t > 0

1
1 ) =u(z,t), 1 / lim 9, U(z:7,t) = —Au(x,t). (8.
,%IU@T ) = u(x,t), gga LU(z;r,t) =0, 7%13 U(x;r,t) " u(z,t). (8.38)
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Beweis: Da die gemittelten Integrale fiir » — 0 gegen den Wert des Integranden im
Mittelpunkt (z,t) konvergieren, folgt aus den entsprechenden Formeln fiir U. Aus
diesen Formeln folgt auch, dass 0,U und 0,,.U stetig sind, falls u zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist. Fiir m > 2 folgen die entsprechenden Aussagen durch Betrachten der
hoheren Ableitungen, worauf wir hier verzichten wollen. Wir beweisen nun die Giiltigkeit
der Euler-Poisson-Darboux-Gleichung. Seien r > 0, ¢t > 0 beliebig. Aus folgt

r" 1

Au(y,t)dy = ——— Opu(y,t)dy
n’BT’ /B(w;r) ”‘31’ B(z;r)
1

' Duvul€,1) dS()dp,
it / /BBW)) u(£. 1) dS(€)dp

Ar1o.U (zyr,t) = ¢

also
CQE (r"’larU(a;;r, t)) = ! Opu(&,t)dS(€) = ! / Opu(&,t) dS(€)
dr n| B OB(z;r) 0B, | OB (z;r)
=" 0, U (w7, 1) . (8.39)
Wegen
% ("o, U) = r" 10, U + (n — 1)r"29,U (8.40)

folgt (8.35) nun nach Division durch 7"~! aus (8.39)) und ([8.40). O

Die Euler-Poisson-Darboux-Gleichung kann am einfachsten im Falle n = 3 gelost werden.
Sei u € C?*(R3 x [0,00)) eine Losung des Anfangswertproblems (8.27)), seien g € C3(R3),
h € C?*(R3). Wir betrachten die zugehérigen sphérischen Mittel U, G, H und setzen

. 1

Ulxz;r,t) =rU(x;rt)=r 9B, e u(&,t)dS(€), (8.41)

G(z;r) =rG(x;r), H(x;r)=rH(x;r). (8.42)

Aus (8.35) folgt

1 - 1 2
gaﬁU — graﬁU —r <8WU + ;&U) = 18, U + 20,U = 8,(U +r9,U)
=0,,U.

Da aus (8.38) folgt

liglf](:v;r,t)zo, reR t>0,

ist also U, fiir jedes feste € R3, eine Losung des Anfangsrandwertproblems auf dem
rechten oberen Quadranten r > 0, ¢ > 0

U — ?0,,U =0, in (0,00) x (0, 00),

U=G, auf (0,00) x {0}, (8.43)
o,U =H, auf (0,00) x {0},
U=0, auf {0} x (0,00).



Diese Losung haben wir in (8.26)) berechnet, fiir 0 < r < ct gilt

B 1 - _ r+ct
Ulx;r,t) = 5(6‘(:17; r+ct) —G(z;et — 1)) + 2—0/ H(z;y)dy. (8.44)
—r+ct
Durch Grenziibergang » — 0 erhalten wir nun
w(z,t) =limU(z;r,t) = lim Ulairt)
rl0 10 r
L G(z;r + ct) — G(xyct — 1) 1 /”d -
= lim o T ), HEydy
— 0,C(w ct) + %ﬁ[(x; t). (8.45)
Nun ist B
0,G(z;5ct) = (G +10,.G)(x; 7‘)|r:d : (8.46)
Weiter gilt
oGlain) =i (15 ©459) =iy, (Vola +7€),) dS(C)
ro,G(z;r) =r— | —— g = g(z +710),
dr \ [9B,| Jop(:r) 10B1] Jap)
1
= — Vg(&),& —x) dS(&). 8.47
9B,] 8B(:z:;r)< (€) ) dS(8) (8.47)
Aus — folgt nun die Formel von Kirchhoff
1
u(z,t) = G(x;ct) + ———— Vg(&),6—x) dS(§) +tH(z;ct
(7.0) = C30) + (o] Lo, (T =) dS(O) + tH (e
1
9(&) +(Vg(§), & — x) + th(£) dS(E) - (8.48)

~0B(z;ct)| Jopaen

Satz 8.4 Seien g € C3(R?), h € C*(R3), dann ist eine Lisung u € C*(R3 x [0,00)) des
Anfangswertproblems fiirt > 0 gegeben durch

1

u(,t) = 0B )] Jonien 9(&) + (Vyg(§), & — x) +th(§) dS(¢) . (8.49)

Beweis: Den lassen wir jetzt weg. O

Satz zeigt, dass die Losung u im Punkt (x,t) nur von den Anfangswerten auf der
Sphére 0B(x; ct) abhingt. Diesen Sachverhalt bezeichnet man als das starke Huygens-
Prinzip. Satz suggeriert ebenfalls, dass die Losung an Regularitit verlieren kann (u
hat dieselbe Regularitdt wie Vg). In der Tat ist das im allgemeinen auch der Fall.

Aus der Losungsformel fiir den Fall n = 3 lésst sich eine Losungsformel fiir den Fall n = 2
gewinnen. Sei u die gesuchte Losung des Anfangswertproblems fir n = 2. Wir
setzen

v(a,w3,t) = u(2',t), 2’ = (v1,12) € R>. (8.50)
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Dann ist v Losung eines Anfangswertproblems fiir n = 3,
Opv — AAv =10, inR*x (0,00), (8.51)
v(a!,23,0) = g(2'), Ow(a’,x3,0) = h(z'). (8.52)
Wir verwenden nun die Formel (8.45]), welche ebenfalls bereits die Losung als Funktion
der sphérischen Mittel der Anfangswerte ausdriickt, und erhalten

3 1
w(x' t) =v(2,0,t) = 0,G(2,0;ct) + —H(z',0; ct), (8.53)
c

wobei G, H die zu l} gehorenden sphérischen Mittel der Anfangswerte sind, also etwa

Sl ) — / / __r / /
G(‘T ) 07 T) - |aBT| OB(z’ 0:r) U(é ’ 537 0) dS(g ) 53) - |3BT| 9B (' 0) g(f ) dS(f ) 53() . )
8.54

Das Oberflichenintegral wird vermittels der beiden Karten

vt B(air) = 0B, 0;7), va(y) = (v, £/ — [y —2'f), (8.55)

auf die Summe zweier Volumenintegrale iiber die Kugel B(z';7) im R? zuriickgefiihrt,
[ erisea) =Y [ g, (8.56)
OB(z',0;r) + JB('r)

wobei 4 die Gramsche Determinante von ¢4 ist. Entsprechend wird mit H verfahren. Aus
(18.53)) ergibt sich daher eine Formel fiir u, welche nur die Daten g und h sowie die explizit
gegebenen Funktionen ¢4 bzw. deren Gramsche Determinanten enthélt. Durch geeignete
Umformungen der dort vorkommenden Differential- und Integralausdriicke (siehe etwa
Evans, Abschnitt 2.4, fiir ¢ = 1) erhalten wir die Formel von Poisson

y) + t*h(y) +t(Vg(y),y — =)

c tg( 2
u(x,t) = —— dy, xe€eR*, t>0,
0 = 55w ) /B@;ct) N

(8.57)
fiir die Losung des Anfangswertproblems (8.27) fiir n = 2. Im Gegensatz zur Situation
fiir n = 3 hingt die Losung im Punkt (x, ) nunmehr von den Anfangswerten im Vollkreis
B(z;ct) ab, man bezeichnet diese Eigenschaft als das schwache Huygens-Prinzip.

Fiir n > 3 kann man_analog vorgehen. Fiir ungerade n fiihrt man geeignete Funktionen
U,G, H ein, welche ‘D 16sen, fiir gerade n verwendet man den 8.50; entsprechenden
Ansatz.

Wir behandeln nun ein Anfangsrandwertproblem fiir die Wellengleichung auf einem all-
gemeinen Gebiet. Sei () C R" offen und beschrankt. Wir betrachten

Opu(z,t) — AAu(x,t) = f(z,t), z€Q,t€(0,T),
u(z,0) =g(z), z€Q, (8.58)
Owu(x,0) = h(z), z€,
u(z,t) =r(z,t), z€0Q,te(0,T).
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Hier sind f, g, h,r gegebene Funktionen mit den entsprechenden Definitionsbereichen.
Explizite Losungsformeln kann man in einem allgemeinen Gebiet nicht erwarten. Die Exi-
stenzfrage wollen wir jetzt nicht behandeln. Fiir die Eindeutigkeit gibt es ein vergleichs-
weise einfaches Argument. Seien u, # zwei C?-Losungen von ({8.58|). Deren Differenz

w=u—1u (8.59)
16st aufgrund der Linearitédt des Problems das homogene Anfangsrandwertproblem

Opw(r,t) — FAw(x,t) =0, x€Q,te(0,T),
w(z,0)=0, z€, (8.60)
Ow(z,0) =0, z€Q,
w(z,t) =0, €I, te(0,T).

Wir definieren eine Funktion F, die wir uns als Gesamtenergie der Differenz w zum Zeit-
punkt ¢ vorstellen kénnen,

1
E(t) = 5 / ow(z,t)* + A |Vw(x, t)*dv, t€10,T). (8.61)
Q

Es gilt dann

E'(t) = / Opw - Oyw + & (Vw, 0, Vw) dx . (8.62)

Q
Nun ist
/ (Vw, 0, Vw) dr = / (Vw, Vouw) dr = —/ Aw-Owdx + [ Jw-OwdS
Q Q Q o9
= —/ Aw - Qyw dz ,
o)

da dyw = 0 auf 0f2. Einsetzen in (8.62)) liefert
B() = / D (D — AAw) dz = 0 (8.63)
Q

also ist £ konstant, und sogar £ = 0 da E(0) = 0. Aus (8.61)) folgt nun
Ow=0=Vw, inQx(0,7),

also ist w konstant in €2 x (0,7") und wegen der Anfangsbedingung sogar gleich Null.
Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. Diese Methode, bei der wir durch Betrachten eines
geeigneten skalaren zeitabhéngigen Funktionals (welches oft als Energie interpretiert wer-
den kann) zu Aussagen iiber die Losung einer partiellen Differentialgleichung kommen,
bezeichnet man als Energiemethode. Wir kénnen die Energiemethode auch dazu ver-
wenden, den Abhéngigkeitsbereich der Losung der Wellengleichung zu charakterisieren.
Sei u eine Losung der Wellengleichung

Opu — Au =0, inR" x (0,00), (8.64)

wobei wir in keiner Weise Anfangs- oder Randbedingungen festlegen. Sei (zo, %) ein fest
gewdhlter Punkt mit xy € R", {5 > 0. Wir betrachten den Kegel

K={(x,t):0<t<ty, |r—mx| <clto—1)}. (8.65)

Man kann sich K als Kegel im R™ x R mit der Basis B(xo, ctg) im R" (auf dem Niveau
t = 0) und der Spitze (xg,to) (in Hohe ¢y iiber der Basis) vorstellen.
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Satz 8.5 Sei u eine Ldsung von in C?(R™ x [0,00)), es gelte
u(z,0) = dwu(z,0) =0, fir alle x € B(xo, cty). (8.66)

Dann ist u = 0 in K, insbesondere ist u(xq,tg) = 0.

Beweis: Wir definieren
/ Dl 1) + |V, D) dz (8.67)
B(zo;c(to—t))
und setzen im Folgenden
B(t) = B(xg; c(to — 1)) .
Wir erinnern an die Formel

d d [etto—t)
dt dr = — dS(&)dr = — dS
dt B(t)v(x) =5/ /aB(wo;T)’U(f) (&) dr c/aB(t)v(g) (€)

und erhalten

E'(t) = / o - Oy + ¢ (Vu, Vo) dx — ¢ / (Opu)? + | Vul|* dS
B(t) 2 JaBw)

= / Opu(Opu — A Au) dx + / Ao - O,udS — ¢ / (Opu)? + *|Vul|* dS
B(t) 0B(t) 2

dB(t)

1 1
= c/ O - cOyu — = (0pu)? — =c*|Vul* dS .
OB(1) 2 2
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
1 2 1o 2
Ou - cOyu < |0y - [eVu| < 5((‘3tu) + 3¢ |Vul|,

also gilt
E(t)>0, FE'(t)<0=E(0), firallete (0,7),

und hieraus folgt E(t) = 0 fiir alle t und damit wie beim Eindeutigkeitsbeweis oben
u=0 auf K.
(]

Satz zeigt, dass zwei Losungen der Wellengleichung auf K iibereinstimmen, falls sie
in B(xo; cty) dieselben Anfangswerte haben. Die Anfangswerte aulerhalb von B(x; cto)
spielen daher fiir die Losung in K keine Rolle. Diese Aussage erhalten wir natiirlich
auch aus der expliziten Losungsformel. Die Energiemethode ist aber nicht nur einfacher,
sondern auch allgemeiner, sie ldsst sich auch in Situationen anwenden, fiir die es keine
expliziten Losungsformeln gibt.
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9 Ratenunabhingige Evolutionen

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir den Schalter, welcher die beiden Werte 1 und
—1 annehmen kann und zwei Schwellwerte a < b besitzt. Seine Position wird durch eine

Funktion
w:[0,T] =R, w(t)e{-1,1},

beschrieben. Gegeben ist ein Anfangswert wg € {—1,1}. Der Umschaltvorgang wird ge-
steuert durch eine Inputfunktion u : [0,7] — R; w springt auf 1, wenn u den Wert b
erreicht, und auf 0, wenn u den Wert a erreicht. Wir setzen

-1, u(0)<a,
w(0) = wy, a<u(0)<b, (9.1)
1, u(0)>0b.

Ist u stetig, so kann man den Umschaltvorgang folgendermaflen formalisieren. Wir defi-

nieren
Ay={r:0<7<t,u(r)=aoderu(r) =0}, 0<t<T.

und setzen
w(O) ) At - @ )
w(t) =149 -1, wu(maxA4;) =a, (9.2)
1, u(max Ay) =b.
Auf diese Weise erhalten wir einen Operator
w = Rapu; wo . (9.3)

Der Wert w(t) hiangt nicht nur vom aktuellen Wert w(t) ab, sondern auch von der Vorge-
schichte ul[0,¢). Die Funktion w ist unstetig, falls mindestens einmal umgeschaltet wird.

Ein ¢t € (0,7] heift Umschaltzeitpunkt, falls w(t—) # w(t) gilt.

Lemma 9.1 Seien u € C[0,T] und wy € {—1,1} sowie a < b. Dann hat w = R p[u; wp
hochstens endlich viele Umschaltzeitpunkte, und w € BV[0,T].

Beweis: Fiir beliebige Umschaltzeitpunkte t; # to gilt |t — 2| > 0, falls

osc(u,d) <b—a,
(0,7

also gibt es hochstens endlich viele Umschaltzeitpunkte. Da |w(t—) — w(t)| = 2 am Um-
schaltzeitpunkt, ist die Variation von w gleich der doppelten Anzahl der Umschaltzeit-
punkte. O

Im allgemeinen Fall werden Inputfunktionen u : [0,7] — X und Outputfunktionen w :
[0,7] — Y betrachtet, wobei X und Y beliebige Mengen sind. Ein Operator W, welcher
Inputfunktionen auf Outputfunktionen abbildet, heifit ratenunabhéngig, falls

Wluo @] = Wlu] o ¢ (9.4)
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gilt fiir “alle Inputfunktionen” und alle Zeittransformationen, das sind Abbildungen ¢ :
[0,T] — [0, T], die surjektiv und monoton wachsend sind, das heift,

s<t = o(s) <)
(Die Abhéngigkeit von einem Anfangswert ist in (9.4]) weggelassen worden.) Der in (9.1))
—(9.3) definierte Schalter R, ist ratenunabhéngig.

Der Schalter sowie alle weiteren im Folgenden betrachteten ratenunabhingigen Operato-
ren sind Volterra-Operatoren, das heifit, es gilt

u=wvauf [0,t] =  Wlu] =W]v| auf [0,t], furallet e [0,T]. (9.5)

Ratenunabhéngige Volterra-Operatoren heiflen auch Hystereseoperatoren, da sie Hy-
stereseschleifen in der u-w-Ebene modellieren, welche von t +— (u(t), w(t)) durchlaufen
werden, unabhéngig von der zeitlichen Skalierung.

Ein weiteres Beispiel eines ratenunabhéngigen Operators ist das mechanische Spiel,
oder kurz Spiel. Es entsteht, indem man die Winkelhalbierende w = u in der Ebene,
welche den Identitdtsoperator w = [u reprasentiert, in zwei parallele Geraden w = u — r
und w = wu + r aufspaltet, wobei r > 0 gegeben ist. Die rechte Gerade w = u — r soll
nur in aufsteigender Richtung durchlaufen werden, die linke nur in absteigender Richtung,
im Bereich dazwischen soll w konstant sein. Ist der Input u stetig und monoton, so wird
dieses Verhalten durch

w(t) = fr(u(t), w(0))

beschrieben, wobei
fr(u,w) = max{u — r,min{u +r,w}}. (9.6)

Ist w: [0, 7] — R stetig und stiickweise monoton mit zugehoriger endlicher Zerlegung {¢;}
von [0, 7] (das heifit, auf jedem Teilintervall [¢;,¢;11] ist © monoton), so setzen wir

w(0) = f-(u(0),wo) (9.8)

mit dem Anfangswert wy € R. Auf diese Weise erhalten wir einen Operator
w = Flu;we], Fr:Cpnl0,T] xR — C[0,T]. (9.9)

Hier bezeichnet Cp,,,[0, 7] den Raum der stetigen und stiickweise monotonen Funktionen
mit Werten in R.

Fiir r = 0 ergibt sich die Identitét, Fy = I, da fo(u, w) = u.
Lemma 9.2 Fliir die durch definierte Funktion f. : R? — R gilt

| fry (U, w1) — fry (g, wo)| < max{[uy — up| + |11 — 7o, w1 — wol} (9.10)

fir alle rj > 0, uj, w; € R.
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Beweis: Fiir beliebige a, b, ¢, d € R gilt

| max{a, b} — max{c,d}| < max{|a —¢|, |b—d|},
| min{a, b} — min{c, d}| < max{|a — ¢|,|b —d|}.

Es folgt
| fri (ur, wr) — fr, (U2, wa)| < max{|(uy —r1) — (ug —72)|, [(ur +71) — (uz +72)|, |wi —wal},

woraus die Behauptung folgt. O

Satz 9.3 Der Operator F, aus kann eindeutig zu einem lipschitzstetigen Operator
F.:C[0,T] x R — C[0,T] fortgesetzt werden, und es gilt

(| Foy s wo i ] — Foy s wo o] || o < maxq{|lug — ugll o + |m1 — 72|, [won —wozol}  (9.11)

fir alle uy,us € C[0,T] und alle wg 1, w2 € R.

Beweis: Da C,,,[0, T dicht ist in C|[0, T, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle uq, uy €
Cpm[0,T] und alle wpq,wp2 € R gilt. Sei {¢;} eine Zerlegung von [0,77], so dass die
Funktionen u; und wus auf allen Teilintervallen [t;, ;1] monoton sind. Nach Lemma
gilt auf jedem solchen Teilintervall mit w;(t) = F, [u;; wo ;(t)

jwi (£) — wa(t)] < max{gg[%ftﬁ ui(s) —ua(s)| + |re — 72|, [wi(ts) — wa(t:)|}

fir alle t € [t;, t;41], also

|wi(tir1) — wativa)] < max{{luy —uall 4 [r1 —raf, [wi(ti) —wa(ts)[}-
Die Behauptung folgt nun mit Induktion iiber . O

Die Operatoren F, und R,; sind grundlegend. Man kann jeweils den einen aus dem
anderen gewinnen. Es gilt

L, R > s,
Rs—rsirlu)(t) = 9.12
el {_1’ i (912)
mit passend gewédhlten Anfangswerten, sowie
/ R on[:wos (£) ds == lim / Rovonr[uiwod(®)ds  (9.13)
M—oc0 2

wobei wps, = —sign (s

Komplexere Gedachtnlsstrukturen entstehen, wenn wir die beschriebenen elementaren
Operatoren zusammensetzen. Der Preisach-Operator wird definiert durch

— /O - /_ Zw(fr, §)R—rspr ] (t) ds dr (9.14)

mit einer Dichtefunktion w (die auch durch ein allgemeineres Maf ersetzt werden kann)
und mit geeigneten Anfangswerten fiir die Schalter. Das Modell (9.14)) ermdglicht inein-
ander geschachtelte Hystereseschleifen.
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Anhand des Spieloperators F, stellen wir die Verbindung zur Konvexen Analysis her. Wir
setzen

o(z) =r|x|. (9.15)
Es ist
T, x>0,
Op(z) =4 [-rr], =0, (9.16)
—r, x<0.

Wir betrachten die Differentialinklusion
Jdp(w) +w s u (9.17)

und die Variationsungleichung
w(u —w—v) >0, firalleve |[—rr], (9.18)
u—w € [—rr].

Wir setzen

Cpl0,T] = {v|v : [0,T] — R, v stetig und stiickweise linear} . (9.19)

Lemma 9.4 Sei u € Cyl0,T] und wy € R. Dann ist auch w = F,[u, wo] € Cp[0,T], und

(u,w) lost (9.17) und (9.18) a.e. in [0,T].

Beweis: Aus der Form von f, in folgt, dass mit u auch w stiickweise linear ist. Sei
{t;} eine Zerlegung von [0, T, so dass auf jedem einzelnen Teilintervall (¢;,¢;;,) das Paar
(u,w) ganz im Innern {|u — w| < r} oder einem der beiden Réander {u — w = r} bzw.
{u —w = —r} verlauft. Es gilt

w=0, |u—w| <r im Innern,
w>0, wu—w=r aufdem rechten Rand,
w<0, w—w=—r aufdem linken Rand.

In allen drei Féllen sind ((9.17)) und (9.18)) erfiillt, also auf jedem Teilintervall (¢;,¢;11). O

Wir verallgemeinern die Formulierung als Variationsungleichung (9.18]) aufs Mehrdimen-
sionale. Als neue Variable fithren wir ein

2(t) = u(t) —w(t), telo,T]. (9.20)

Sei H ein Hilbertraum, Z C H abgeschlossen und konvex. Wir betrachten Inputfunktionen
u: [0,T] — H, welche absolutstetig sind, das heift,

u(t) —u(s) = /:u(T) dr

gilt fiir alle s,¢ € [0,T]. Gesucht sind nun Funktionen w, z : [0, 7] — H als Lésungen von
(9-20) und
(w(t),z(t) —v) >0, firalleve Z, ae. in [0,7],

9.21
2(0)=2€ 2, =z(t)eZ firalletel0,T]. (9:21)
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Satz 9.5 Sei H Hilbertraum, Z C H abgeschlossen und konvez, u : [0,T] — H absolut-
stetig und zg € Z. Dann gibt es absolutstetige Funktionen w, z : [0,T] — H, welche

und losen.
Der Beweis wird durch Zeitdiskretisierung gefiihrt. Wir setzen fiir N € N
hy =27 VT, w; =u(ihy), i=0,1,...,

sowie
ug = u(0), wo=1up— 2.

Wir definieren diskrete Naherungen (Pz bezeichnet die Projektion auf Z2)

Zi+1 = Pz(zz + AZU) N AZ’LL = Ujyr1 — Uy,

(9.22)
Wil = Wil — Zi+1 -
Lemma 9.6 Es gilt fir alle i
(Wiy1 — Wy, zig1 —v) >0, fir allev € Z, (9.23)
also insbesondere
<U)Z‘+1 — Wi,y i1 — Zi> Z 0. (924)
Weiterhin gilt fir alle 1
|Zi1 — 2] < [uis — ugl (9.25)
sowie
’wi-l—l — ’LUZ| S ’Ui+1 — 'LLl‘ . (926)

Beweis: Es ist
Wit1 — w; = z; + Aju — ziy1,

also folgt (9.23)) aus der Definition von z; ;1 und der Projektionseigenschaft von P,. Weiter
gilt
2it1 — zi| = |Pz(2 + Aju) — Pz(z)] < [Asul

also (9.25)). Aus (9.24) folgt

|wi+1 - wi\Q = <wi+1 — Wi, (Ui — ui) - (Zm - Zi)) < (wz‘+1 — Wy, Ujq1 — Uz’>

< w1 — wil|uigr — w4

und damit (9.26)). O

Wir betrachten die stiickweise lineare Interpolierende u” : [0, 7] — H von u zu den Daten
(t“ U(tz)) mit t; = Zh, also

UN(T) = Ujy1 + (Z +1- hL)(Uz —Uiy1), T E [ti,tiy]. (9.27)
N

Analog definieren wir w™, 2" : [0, 7] — H.
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Lemma 9.7 Fiir Unterteilungspunkte s,t zur Feinheit N gilt

/st [N (1)] dr < /St u(7)| dr . (9.28)

Beweis: Es ist (Summe iiber die Teilintervalle zwischen s und ¢)
t tit1
[ 1) = > / = 3 s = i < 3 =
t1+1 '
<Z/ |d7—/|u ) dr.

Lemma 9.8 Set 0 < s <t <T. Dann gilt

/S (N (1), 2N (1) = v(7)) dr > —/g |a(T)| dr - [oo’sjg](u; hy) (9.29)

fiir jede beschrinkte Bochner-messbare Funktion v : [s,t] — Z, wobei §,t Unterteilungs-
punkte sind zur Feinheit N mit [s,t] C [S,1].

Beweis: Sei zuniichst v € Z beliebig. Es gilt fiir beliebiges T € (#;,t;4+1) nach Lemma

oy (6 (1), 2 (7) = v) = <wi+1 iz v (41— ) (- zi+1)>

N

. T
Z —<Z + 1 — h_) <U}Z'+1 — Wy, Zi+1 — Zz>
N
> —|wip1 — wil|zign — 21| > —|ugr — UiP
tit1
> —/ |a(r)| dr- osc (u;hy).
t;

[tistita)

Sei nun v : [s,t] — Z beliebig. Es folgt

[tistiv1]

/timl (N (1), 2N (1) —v) dr > — /:“ la(r)| dr - osc (u;hy).

Diese Ungleichung gilt auch dann, wenn auf der linken Seite nur {iber eine Teilmenge von
[ti,t;iy1] integriert wird. Bilden wir die Summe {iber alle Teilintervalle von [8, ], so folgt

t t1+1
- N .
/S (™ (7 vy dr > — Z/ T)| dr - %STC](U shiv)

- / ir) dr - ase (u )

Lemma 9.9 Es gilt wY — w gleichmdfig fiir eine Funktion w € C([0,T]; H).
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Beweis: Seien N, M € N. Wir setzen v = 2™ in die Ungleichung (9.29) fiir N und v = 2V
in die Ungleichung fiir M und addieren. Es ergibt sich fiir beliebiges ¢t € [0, T

/0 (@ (r) — M (r), 2N (r) — 2M (7)) dr > —/0 ()] dr - s (s ) + psc (i o).

Es folgt mit Lemma

= /0 <’LUN(T) — ™M (), u (1) - uM(T)> dr — /0 <u'JN(T) —awM(7), 2N (1) — ZM(T)> dr
<9 / ()] dr - [l — uM|, + / )| - (g5 (us ) + gsc (s )

0,77 (0,77

Die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir N, M — oo, also ist {w"} Cauchyfolge in
C([0,T]; H) und daher konvergent. O

Lemma 9.10 Die Grenzfunktion w aus Lemma[9.9 ist absolutstetig.

Beweis: Es gilt fiir 0 < s <t <T

%\wN(t) —wN(s)]? = / (w(r) = w™(s), 0" (7)) dr
:/ <uN(T)—uN(s),u')N(T)> dT—/ <zN(T)—zN(s),u'1N(T)> dr .

Das erste Integral lasst sich abschétzen als

/ <uN(7') — uN(s),u')N(T)> dr = / <uN(T),wN(t) — wN(T)> dr
/ | (7)| dr - max\w (t) —w™(7)|.

TE[s,t]

Das zweite Integral ldsst sich abschétzen als (siehe Lemma

—/S (N(r) = (), 0V (1)) dfg/g ir) -+ ase (u )

Insgesamt gilt also

%|wN(t) —wN(s)]* < /g [a(7)| d7 - (max |w™ (t) — w™(7)| + osc(u; hy)) -

TE[s,t] [0,7]

Grenziibergang N — oo fithrt wegen w" — w auf

]w (5)]* < /\u )| dr - max\w() w(T)].

TE[s,t]
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Diese Ungleichung bleibt giiltig, wenn wir auf der linken Seite Seite w(s) durch w(7) fur
ein beliebiges T € [s, t] ersetzen. Damit folgt

fwt) — w(s)] < 2 / ()| dr

fiir alle s,t. Mit einem Satz der Analysis folgt, dass w absolutstetig ist. O

Rest des Beweises von Satz . Fiir die Interpolierenden v gilt "V — u gleichmifig.
Da auch w? — w gleichméiBig nach Lemma , folgt

ZN—>Z§:U—U}

gleichméBig, und z ist mit w ebenfalls absolutstetig. Weiterhin gilt 2(¢t) € Z, da 2™ (t) € Z
und Z abgeschlossen ist. Nach einem weiteren Satz der Analysis folgt in der gegebenen

Situation
/ <wN(7'), N(r) — v(7‘)> dr — / (w(r), z(T) —v(r)) dr

fir alle s,¢ und alle Funktionen v. Aus Lemma [9.§] folgt nun

/ (w(r),z(T) —v(r)) dT > 0.

Ubergang zur punktweisen Form ergibt
(w(t), z(t) —v) >0 fiir alle v € Z, a.e. in t.

|

Satz 9.11 Sind z1, zo Losungen von zu Inputfunktionen uy, us und Anfangswerten
20,15 20,2, S0 gilt

t
21(t) — 22(8)] < |20 — 202] + / jin(7) — tin(r)| dr (9.30)
0
fiir alle t € [0,T]. Insbesondere ist die Losung von eindeutig bestimmdt.

Beweis: Es gilt fiir alle ¢

|Zl(t) 2(t)] = (i;zl( t) — )] =

% (

) ~a(t), 21(t) = 22(0)) = () = (1), 21(t) = (1))
) = U2(t), 21(1) — 2(1)) < |in(t) — |
geméaf der Variationsungleichung. Es folgt

S(0) = 220)] < Jin(t) = (o)

|21(t) — 22(2)
= (u(t
(

< (uq (t

fiir alle ¢, und hieraus die Behauptung mit Integration iiber [0, ¢]. O
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Wir betrachten nun das System

y=rfyw), y0) =y,
w=Wlu], u(t)= By(t).

Gesucht sind Funktionen y : [0,7] — R", u : [0,T] = R™, w : [0,7] — R*, gegeben sind
f:R"xRF = R", yo € R*, B € R™" und ein Volterra-Operator W. (Der Anfangswert w
fiir W spielt im Folgenden keine Rolle und wird nicht explizit ausgewiesen.) Zum Beweis
der eindeutigen Losbarkeit wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz auf die Formulierung

(9.31)

m0=m+lf@M&WBW®MS (9.32)

anwenden. Fiir W wollen wir Lipschitz-Stetigkeit analog zu ({9.30) voraussetzen. Wir
fithren daher das Kontraktionsargument im Raum

W 0,6;R") = {u:u € L'(0,6;R™), ,u € L'(0,5;R")} (9.33)

mit 0 < § < 7. Dieser ist ein Banachraum mit der Norm |ju|| = |lu||, + ||@||, oder der
dazu dquivalenten Norm

1
Julliy = |u(0)] +/O li(s)| ds .
Es ist Wh1(0,0;R") c C([0,d]; R™) und

t
[ull e < Nlulliy,  da fu()] < |u(0)] +/O [i(s)] ds .

Satz 9.12 Se: W : WH1(0,T;R™) — C([0,T];R™) ein Volterra-Operator mit
Wi = Wil < Lullu = all1 (9.34)

fiir alle § € (0,T) und alle u,a € WH(0,8;R™), sei f lokal Lipschitz-stetig. Dann hat das
Anfangswertproblem auf einem hinreichend kleinen Zeitintervall [0, 0] eine eindeu-
tige Losung.

Beweis: Zu beliebigem ¢ € (0, T definieren wir F : W(0,6; R") — Wh1(0,6; R") durch
Fo)(O) =+ [ o) W) ds.
Es ist fiir y,5 € W0, 6; R™)
[1Fy — Fijll1q = /06 £ (s, y(s), W[Byl(s)) — f(s,5(s), W[BY|(s))| ds .

Sei X = {y:y e W"(0,0;R"), y(0) = yo}. Sei L; eine Lipschitzkonstante fiir f in einer
Umgebung von (yo, W|[Byo](0)). Dann gilt fiir hinreichend kleines 6 > 0
£ (s, y(s), W[Byl(s)) — f(s,5(s), W[BY](s))]
< Ly(ly(s) — g(s)[ + WI[Byl(s) — WIB7](s)])
< Li(ly = 9l + Lol By — Byll1.1)
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fiir alle y, 4 € X und alle s € [0,d]. Es folgt
[1Fy = Fyllia < 0L (14 Lol BIDly = 9ll1.1-

Also ist F' eine Kontraktion auf X fiir hinreichend kleines § > 0. O
Eine globale Losung (das heifit, eine auf ein maximales Existenzintervall fortgesetzte

Losung) erhidlt man so wie bei gewthnlichen Differentialgleichungen iiblich.

Wir betrachten nun ein parabolisches Anfangsrandwertproblem mit skalarer Hysteresis,
das heifit, die Input- und Outputfunktionen sind skalarwertig.

ou+ ow —Au=f in Q x (0,7),
w = Wilu; wo],
u=20 auf 00 x (0,7,
u(z,0) =up(x), =€l

(9.35)

Gesucht sind Funktionen u,w : Q x (0,7) — R, welche in einem geeigneten schwa-
chen Sinn l6sen. Die Gleichung “w = W|u;wp|” ist dabei folgendermafien zu verstehen.
Fiir fast alle x € Q gilt

w(z, ) = Wlu(z, -); wo ()],

wobei W ein ratenunabhéngiger Operator wie oben betrachtet ist mit einem von z
abhéngigen Anfangswert wg(x).

Zum Beweis der Existenz einer Losung ziehen wir wieder eine Zeitdiskretisierung heran
(Visintin 1982). Seien

NEN, hy = t;i =ihy.

T
N
Wir konstruieren sukzessive Naherungen u,,(z), w,(x) fir u(z,t,) und w(z,t,,) als
Loésung von

hi () — g1 ()0 () d + hi (W) = w1 (2))0 () da
N N (9.36)
+ /Q (Vg (z), Vo(x)) de = /Qfm(a:)v(:v) dx
fiir alle v € H}(£2), wobei
fula) == [ patya,
und
win () = W™ (2, -); w0 (2)] (tn) , (9.37)

hierbei ist ™ (x,-) fiir jedes z € Q die lineare Interpolierende zu den Daten (t;, u;(z)),
0 < i < m. Dabei sind die Werte u;(x) fiir i < m aus den fritheren Zeitschritten gegeben,
aber u,,(z) ist noch unbekannt, insofern ist neben der Variationsgleichung auch die
Gleichung eine implizite Gleichung. Setzen wir in ein, so erhalten wir

ein semilineares elliptisches Problem fiir die unbekannte Funktion wu,,,

/Q<vum(x),Vv(x)> dx—i—/

Q

b (2, ()0 () oz = /Q Fu(@)o(z) da (9.38)
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fiir alle v € H}(2). Hierbei ist

b (2, u) = %(u + W(u) — Upp—1(T) — Wip—1(x)) (9.39)

und w(u) der Wert von W in t,, mit der linearen Interpolierenden von

(to, uo())s .-, (b1, Um—1(T)), (tm, 1) (9.40)

als Inputfunktion. Die Funktion u +— b,,(z,u) ist monoton, falls W stiickweise monoton
ist im Sinne der folgenden Definition.

Definition 9.13 Fin ratenunabhdngiger Volterra-Operator W : C[0,T] — C[0,T] heifit
stiickweise monoton, falls gilt: Ist eine Inputfunktion v € C[0,T] auf einem Teil-
intervall [s,t] monoton wachsend bzw. fallend, so gilt dasselbe fir die Outputfunktion

w = Wlu).

Ist W stiickweise monoton, und sind u und w stiickweise monoton und differenzierbar, so
folgt
w(t)u(t) >0, ae. in (0,7).

Wir nehmen an, dass WV stiickweise monoton ist, die Wachstumsbedingung
IWu; wo]| < co(1+ lull,) (9.41)

erfiillt, und als Operator
u — Wiu; wo

stetig ist. Dann ist u — b,,(z, u) stetig und monoton und erfiillt
[bm (2, w)] < Ca(1 A w1 ()] 4 max fu;(x)] +[ul)

mit geeignetem cs.
GemiB den Sétzen aus Kapitel 5 hat (9.38)) eine Losung u,, € Hg ().
Wir leiten nun Abschétzungen fiir u,, her. Wir testen (9.38)) mit v = u,,, — u,—1. Da W

stiickweise monoton ist, gilt
(U — Up—1) (W, — Wy 1) >0,  a.e. in Q. (9.42)
Aus (9.38) erhalten wir

1
h—||um — um_1||2L2(Q) + / (Viy,, Vi, — Vi) de < / fm s (U — Upp—q) dz . (9.43)
N Q Q

Wir summieren diese Ungleichungen iiber m. Fiir die einzelnen Terme gilt (die Norm ist
die Norm von L%*(Q))

1/2

k k N k o w2
;/ﬁfm-(um—um_l)dax < (T;hNHme ) : (;hNHTH ) (9.44)
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und

k k
1 1 1
Z /Q (Vi Vi, — V1) de = 5 Z 1Vt — Vi, 1||* + §||Vu;€||2 - §||Vu@||2
m=1 m=1
(9.45)

N T
S vl ol < / / fz ). (9.46)
m=1

sowie

Aus (9.43) — (9.46) folgt

N Uy, — U
m m—1
E hNH—
hN
m=1

mit einer von N unabhéngigen Konstanten C. Seien nun

9 N
+ max [Vl + > [Vt — Vi[> < C (9.47)

1<k<N

m=1

W (2, 7) = up(z) + (m — %)(um_l(x) — Uy (7)), T E [tm1,tm) (9.48)

und analog w" die stiickweise linearen Interpolierenden der {u,,} bzw. {w,,}, sei
AN (2, 7) = up(2), T € (tm1,tm], (9.49)

und analog fV die stiickweise konstante Interpolierenden der {u,,} bzaw. {f,}. Die Va-
riationsgleichung ((9.36)) kann nun geschrieben werden als

o (z, tyv(z) de + | Q™ (z,t)v(z)de+ [ (Vi (z,t), Vu(z)) do
/(; /g; /Q (9.50)
_ / (o) de, i alle v € H2(Q)
Q

punktweise a.e. in ¢. Integration iiber [0, 7] ergibt

T T T
/ /(atuN+8th)vd:cdt+/ /(vaN,vU> d:cdt:/ /vadxdt (9.51)
0 Q 0 Q 0 Q

fiir alle v € L*(0,T; H}(©2)). Die Abschitzung (9.47) wird zu
T
/ /(8tuN)2d:c dt + sup (|Va™(1)]2 + [ VuX ()|) < C (9.52)
0o Jo t€[0,7]

mit einer von N unabhéngigen Konstanten C'. Aus der Abschétzung (9.47)) folgt weiterhin,
dass

N
. T
[ — UN”%?(O,T;H(%(Q)) ~ 3N Z [Vt = Vit 1] = 0. (9.53)
m=1

Fiir w” erhalten wir aus (9.51)) und (9.52), dass

T
‘/ /&wNv dx dt‘ < Cllvllpzommi)y . fiiralle v € L*(0,T; Hy(Q)), (9.54)
0o Jo
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und daher
||8th||L2(0’T;H71(Q)) S C. (955)

Wir setzen nun die Sétze tiber schwache Kompaktheit bzw. schwach-+-Kompaktheit ein
und erhalten nach Ubergang zu geeigneten Teilfolgen

u™ =, schwach-x in L°°(0,T; H3(f2)) und schwach in H*(0,T; L*(Q)),
@™ — @,  schwach- in L>(0,T; H}(Q)), (9.56)
w = w, schwach in H'(0,T; H™ ().

Aus (9.53) folgt, dass u = 4. Da f¥N — f in L% x (0,7)), kénnen wir in (9.51) den

Grenziibergang N — oo ausfiithren und erhalten, dass v und w die Variationsgleichung

T T T
/ /(&u—i—@tw)v dx dt—l—/ / (Vu, Vv) dxdt :/ /fv dx dt (9.57)
0 Jo 0 Jo o Jo

fiir alle v € L(0,T; H}(2)) 16sen.
Wir wollen sehen, dass die so erhaltenen Funktionen v und w auch durch die Gleichung
w = W|u; w| (9.58)
verkniipft sind. Wir setzen
N =W w], 2= Wlu;w]. (9.59)
An dieser Stelle benotigen wir, dass die kompakte Einbettung
Y = L>®(0,T; Hy(Q)) N H*(0,T; L*(Q)) — L*(9; C[0,T)) (9.60)
gilt. Diese erhélt man aus den stetigen Einbettungen
Y = H' (Qx (0,T)) — H(Q; H(0,T)) — L*(£;C[0,T])

fiir 0 < s < 1/2, deren letzte kompakt ist. Damit ergibt sich, dass u” — u in der Norm
von L2(2;C[0,T]) und insbesondere u™(z,-) — u(z,-) in C[0,T] fiir fast alle z € €,
nach Ubergang zu einer Teilfolge. Aus der Stetigkeit von W auf C [0, 7] folgt nun, dass
2N(x,-) = z(x,-) in C[0,T] fiir fast alle x € Q. Weiterhin gilt z¥ — z in L*(Q; C[0,T])
und analog w" — 2% — 0 in L?(Q; C[0, T]). Insgesamt ergibt sich, dass w” — w = z und
damit . Wir fassen zusammen.

Satz 9.14 Der Operator W sei ratenunabhdngig, stiickweise monoton, stetig auf C[0,T]
und beschrinkt gemdf . Sei f € L*(Q x (0,T)) und ug € H}(Q). Dann existiert

ewne Ldsung von im schwachen Sinn
w e L¥(0,T; HY(Q) N H'(0.T: L2(2))

we H'(0,T; H1(Q)) N L*(Q;C[0,T)) . (9.61)

Der Beweis der Eindeutigkeit der Losung beruht auf der folgenden Ungleichung (Hilpert
1989).
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Lemma 9.15 Seien uy,us : [0,T] — R absolutstetig, seien wor, wee € R. Dann gilt fir
w; = fr[ujaw()j]f ] = 172;

%(wg —wy)4 () < (wa(t) —wi(t))H(ug(t) — us(t)), a.e. in (0,7T), (9.62)

wobei

0, <0,

H(x)z{L x>0,

die Heaviside-Funktion ist.

Beweis: Wir behaupten, dass gilt
wa(t) <wi(t), wua(t) > ui(t) = we(t) >0, wi(t) <0. (9.63)

Es gelte die linke Seite von (9.63). Wire iy (t) > 0, so wire

wo(t) <wi(t) =ur(t) —r <ws(t) —r
im Widerspruch zu |we — us| < r. Also ist wy(t) > 0. Wére ws(t) < 0, so wire

wy(t) > wolt) = ug(t) +1r > us(t) +r
im Widerspruch zu |w; — uy| < r. Also ist wq(t) < 0. Aus folgt

0 < (wat) —wi(t))H(ua(t) —ui(t)), falls wa(t) < wi(t),
sowie (wenn wir in die Indizes vertauschen)
wa(t) — wy(t) < (walt) — (b)) H (ug(t) —ui(t)), falls wy(t) < walt).

Damit folgt (9.62)), da auf {w; = ws} beide Seiten gleich Null sind. O

Satz 9.16 Sei W = F,, seien (uj,w;) und (ug,ws) Lisungen von im Sinne von
Satz zu den Daten ug 1, up2 € Hi(Q) und fi, fo € L*(Q2 x (0,T)). Dann gilt fir fast
alle t € (0,7)

/|u2—u1|(x,t)dx—|—/|w2—w1|(x,t)dx
Q Q

t (9.64)
§/|u072—u0,1|xdx+/[wQ—w1|(:c,0)dx+/ /|f2—f1\(:c,7')dxd7.
Q Q 0 Ja

Insbesondere st die Lésung von eindeutig bestimmt.

Beweis: Fiir ¢ > 0 definieren wir H, : R — R durch

H.(z) =



Wir setzen u = us—uy und w = wy—w;. Wir testen die Differenz der Variationsgleichungen
(9.57) fiir us und wy mit v = H.(u)x,g, welche in L°(0,T; Hj(2)) liegt, und erhalten

/Ot/ﬂ(atquatw)-(Hgou)dl‘dTJr/Ot/Q<VU,V(Heou)> da dr
:/Ot/ﬂ(ﬁ—fl)(HgOU)dxdT.

Es gilt punktweise a.e.

(9.65)

(Vu, V(H. o)) = H.(u)|Vu|* > 0,
also folgt aus (9.65))

/Ot /Q@t“ +0w) - (H: o) dwdr < /Ot /Q(fz — fu)(H. o) dzdr. (9.66)

Da dyu und dyw integrierbar sind und |H. o u| < 1 gilt, kénnen wir mit dem Satz von
Lebesgue den Grenziibergang ¢ — 0 durchfiihren und erhalten wegen

d
= Oyu - H(u)

aus die Abschéitzung

/Qqu(x t)d:zH—// Oyw(z,7) - H(u(z,7))dr dz

(9.67)
/u+x0dx+//f2 fi)H(u(x,7))dxdr.
Wir wenden nun Lemma auf den Term dyw - H(u) and und erhalten
/ uy(z,t) de + / wy(z,t) dx
¢ & (9.68)

S/Qqu(x,O)dx—l—/Qer(x,O)d:L‘—k/Ot/Q(fg—fl)H(u(m,T))dxdT.

Wir addieren zu (9.68]) die Ungleichung, die entsteht, wenn wir die Rollen von u; und s
vertauschen. Da 0 < H(z) + H(—z) < 1 fiir alle z, folgt (9.64)). O
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