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1 Affine Mengen

Definition 1.1 (Affine Menge) Sei X Vektorraum, M C X. M heifit affin, wenn
A+ (1—-NyeM (1.1)

fur alle x,y € M und alle \ € R. O

Eine affine Menge enthélt also zu je zwei Punkten die Gerade, die durch die beiden Punkte
verlauft.

Satz 1.2 Sei X Vektorraum, M C X. Dann ist M Unterraum genau dann, wenn M eine
affine Menge mit 0 € M 1ist.

Beweis: “=-": klar.
“="Ist 0 € M, soist A\x = Az + (1 — A\)0 € M fiir alle x € M und alle A € R. Sind
x,y € M, so ist auch

1 1
x+y:2-<§x+§y>€]\/l. (12)

O

Affine Mengen entstehen durch Translation von Unterrdumen.

Satz 1.3 (Charakterisierung, affine Dimension)
Sei X Vektorraum, M C X, M # 0. Dann ist M affin genau dann, wenn es ein a € M
und einen Unterraum U gibt mat

M=a+U. (1.3)

In diesem Fall gilt
U=M-M={z—y:z,ye M}. (1.4)

Wir definieren die affine Dimension von M durch

dim(M) = dim(U). (1.5)

Beweis: “<”: Sind a + x,a +y € a+ U, so ist auch
Ma+z)+(1=Na+y)=a+Mz+(1-Ny) €a+U.

“=": Wéhle a € M, setze U = —a + M. Dann ist 0 € U und U affin, also U Unterraum.
Wir beweisen (1.4).

“U=M-aCM-M.

“D": Seien z,y € M. Dannist t —y=(x —a) — (y—a) e U - U =U. O

Vorsicht: Falls M nicht selbst Unterraum ist, so ist
dim(M) = dim(span (M)) — 1, (1.6)

d.h. die Dimension des von M aufgespannten Unterraums ist in diesem Fall um 1 grofler
als die affine Dimension von M.



Ist M C X affin, M = a+ U, U Unterraum, und ist X/U der Quotientenraum von X
nach U, so gilt

M ={z:p(z) =[d]}, (1.7)
wobeip : X — X /U die kanonische lineare Abbildung ist, welche jedes x auf die zugehorige
Aquivalenzklasse abbildet. Jede affine Menge 148t sich also als Urbild eines Punktes unter
einer linearen Abbildung darstellen. Im R™ kann man das auch mit Matrizen und Vektoren
hinschreiben.

Satz 1.4 Sei M C R" affin mit dim(M) = d. Dann gibt es eine Matriz A € R™™ ynd
einen Vektor b € R™ mat
reM & Az =0, (1.8)

wobei m =n — d.

Beweis: Sei M = a + U, U Unterraum, sei {v1,...,v,,} Basis von UL. Sei A diejenige
Matrix, deren i-te Zeile gerade der Vektor v; ist, sei b = Aa. Fiir y € R” gilt

Ay=0 & yeker(4d) & yeU, (1.9)

da U C ker(A) nach Konstruktion ((v;,y) = 0 fiir alle y € U) und dim(U) = n —m =
dimker(A). Also gilt mit z =a+y

b=Ar=Ala+y) <& Ay=0 & z=a+yca+U=M. (1.10)
O

Es ist klar, dal beliebige Durchschnitte

(M (1.11)

i€l

von affinen Mengen M; wieder affin sind.

Definition 1.5 (Affine Hiille) Sei X Vektorraum, S C X. Dann heifst

aff(S)= (| M (1.12)
SCMCX
M affin
die affine Hiille von S in X. O
Falls 0 € S, so gilt
aff (S) = span (5), (1.13)

da in diesem Fall die Mengen M in (1.12) Unterrdume sind.

Lemma 1.6 Sei X Vektorraum, S C X, a € X. Dann gilt
aff (S) = a+ aff (S —a). (1.14)
Falls a € S, so gilt
aff () =a+aff (S —a) =a+span (S —a). (1.15)



Beweis: Wegen (1.13) folgt (1.15) aus (1.14), falls a € S. Wir beweisen (1.14).
“C”:Sei N affin, S—a C N.Dannist S C a+ N und a+ N affin, also auch aff (S) C a+ N
und aff (S) —a C N. Da N beliebig war, folgt aff (S) —a C aff (S — a).

“D>”: Nach dem eben Bewiesenen gilt aff (S —a) C —a + aff (S — a + a). 0
Im Spezialfall S = {xy,...,z,} erhalten wir

aff ({xo,...,2,}) = o+ span ({x1 — xq,..., 2, — To}) . (1.16)
Definition 1.7 (Affine Unabhingigkeit) Sei X Vektorraum. Eine Teilmenge {xq, ..., z,}
von X heifit affin unabhdingig, wenn dim aff ({xg, ..., z,})) = n. 0
Nach (1.16) ist das genau dann der Fall, wenn {z; — o, ..., z, — xo} linear unabhéngig
1st.

Satz 1.8 (Baryzentrische Koordinaten)
Sei X Vektorraum, S = {xo,...,x,} affin unabhdngig. Dann lifit sich jedes x € aff (S)
eindeutig darstellen in der Form

1=0 =0

Wir nennen Ao, ..., \, die baryzentrischen Koordinaten von x beziiglich xq, ..., x,.

Beweis: Aus (1.16) folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung
ZL‘—$0:Z>\7;($Z'—ZL‘0>, (1.18)
i=1

also folgt (1.17) mit A\g =1 — >~ | \;. Ist

-I:iuﬂi, iuizl, (1.19)
i=0 i=0

so ist . .
r—x0= (o — 1o + Zﬂﬂi = Z’ul(x’ — x9), (1.20)

i=1 i=1
also folgt pu; = A; fiir e =1,...,n und damit auch pg = . O

Definition 1.9 (Affine Abbildung) Seien X,Y Vektorrdume. Eine Abbildung f : X —
Y heifit affin, wenn

Oz + (1= Ay) =Af(z)+ (1 =N [f(y) (1.21)
gilt fiir alle z,y € X und alle A € R. O

Die Gleichung (1.21) bedeutet, da8 die Gerade durch x und y abgebildet wird auf die
Gerade durch f(z) und f(y).



Satz 1.10 Seien X,Y Vektorrdume. Fine Abbildung f : X — Y st affin genau dann,
wenn es eine lineare Abbildung g : X — Y und ein a € Y g¢ibt mit

flz)=g(x)+a. (1.22)

Beweis: Man rechnet unmittelbar nach, dass (1.21) aus (1.22) folgt. Umgekehrt: Setze
a = f(0), g(x) = f(z) - a. O

Satz 1.11 Seien X,Y Vektorriume, f : X — Y affin. Ist M C X affin, so ist auch
f(M) affin; ist N CY affin, so ist auch f~Y(N) affin. Ist f dariiber hinaus invertierbar,
s0 ist auch f~1 affin.

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen folgen direkt aus der Definition. Sei nun f
invertierbar. Die durch g(z) = f(z)— f(0) definierte Abbildung ist linear und invertierbar,
und es gilt

W) =9 () — 97" (f(0)), (1.23)

was man nachpriift, indem man y = f(x) in die rechte Seite einsetzt. O



2 Konvexe Mengen

Definition 2.1 (Konvexe Menge) Sei X Vektorraum, K C X. K heifit konvex, wenn
A+ (1-NyeK (2.1)

fir alle x,y € K und alle A € [0,1]. Wir schreiben
[T,y ={+ (1 —-Ny:e]0,1]} (2.2)

fiir die Verbindungsstrecke von x nach y, sowie auch (z,y|, [x,y), (z,y) fir die Strecke
ohne die entsprechenden Endpunkte. Wir setzen [x,x) = {z}. O

Eine konvexe Menge enthélt also zu je zwei Punkten deren Verbindungsstrecke.

Eine endliche Summe der Form

i=1 =1

heiffit Konvexkombination der Vektoren zq, ..., x,.

Satz 2.2 Sei X Vektorraum. Eine Teilmenge K C X ist konver genau dann, wenn
i=1

qilt fiir alle n € N und alle Konvexkombinationen von Elementen x1,...,x, € K.

Beweis: Fiir “«<” ist nichts zu zeigen. “=": wird mit Induktion {iber n bewiesen. n = 2
entspricht der Definition der Konvexitét. Induktionsschritt n — 1 — n: Sei

x:ZAixi, neK,1<i<n, (2.5)

i=1

eine Konvexkombination. Wahle A\; mit A\; < 1, dann gilt

r=Nri+(1=N)y, y=) T, Y —1, (2.6)
i#] i#]
also y € K nach Induktionsvoraussetzung und damit = € K. O

Beliebige Durchschnitte

MK (2.7)
iel
von konvexen Mengen K; C X sind offensichtlich ebenfalls konvex.

Definition 2.3 (Konvexe Hiille) Sei X Vektorraum, S C X. Dann heifit
o) = (1 K (2.8)

SCKCX
K konvex

die konvezxe Hiille von S i X. O



Satz 2.4 Sei X Vektorraum, S C X. Dann gilt

co(S) ={z:z € X, x ist Konvezkombination von Elementen in S} . (2.9)

Beweis: Wir bezeichnen mit C' die durch die rechte Seite von (2.9) definierte Menge, zu
zeigen co (S) = C.

“D7: Ist K D S konvex, so gilt K D C nach Satz 2.2, also co (S) D C.

“C”: Da S C (), geniigt es zu zeigen, daf§ C' konvex ist. Seien also =,y € C,

xr = Z Ni%i, Y= Zﬂjyj , (2.10)
i=1 j=1

dann gilt fiir a € [0, 1]
a:z:+(1—a)y:Za/\¢xi+Z(1—a)ujyj eC, (2.11)
i=1 j=1

da die Koeffizienten die an eine Konvexkombination gestellten Bedingungen erfiillen. O
Satz 2.5 (Carathéodory)

Sei S C R™. Dann lisst sich jedes x € co(S) als Konvexkombination mit n + 1 (oder
weniger) Elementen aus S darstellen, das heifit, es gibt x; € S und \; € [0, 1] mit

i=1
Beweis: Nach Satz 2.4 gibt es fiir € co (5) eine Darstellung

N
:E:Z)\'sz; xiES,)\iE[O,l].
i=1
Es geniigt zu zeigen: Ist N > n + 1, so gibt es eine weitere Darstellung
N
x:Zuimi, r, €S, €l0,1], (2.13)
i=1

in der mindestens ein p; gleich Null ist. Gilt bereits A\; = 0 fiir irgendein j, so ist nichts
zu tun. Andernfalls betrachten wir die Vektoren

Da N >n+1, ist {y1,...,yn} linear abhéingig, also gibt es eine Linearkombination

N
> ayi=0 (2.14)
=1



mit ; € R, die nicht alle gleich Null sind. Die letzte Komponentengleichung in (2.14) ist

N
=1

Fur

a; = min oy,
1<i<N

gilt a;; < 0 wegen (2.15), da \; > 0 fiir alle 7. Die gesuchte Konvexkombination ergibt sich
nun fiir

uiz(l—%)&, 1<i<N.

Q;

N N 1N N
Zﬂizz)\i—;zai)\izz)\izl,
i=1 J i=1

i=1 i=1

Es ist ndmlich p; = 0 sowie p; > 0 fiir ¢ # j, da ;/a; < 1. und es folgt mit (2.15)

sowie

N N 1 X N
E HiZi = E Ny — o E QAT = E Aty = @ .
i=1 i=1 ) i=1 i=1

O

Definition 2.6 (Simplex) Sei {zo,...,z,} C X affin unabhingig. Dann heifst
co ({xo,...,zn}) (2.16)
ein (n-dimensionales) Simplex, die x; heiffen die Ecken des Simplex. O
Jeder Punkt x eines Simplex co ({zo, ..., z,}) 148t sich eindeutig als Konvexkombination

i=0
seiner Ecken mit den baryzentrischen Koordinaten )y, ..., A, schreiben.

Definition 2.7 (Affine Dimension einer konvexen Menge)
Sei X Vektorraum, K C X konvex. Wir definieren die affine Dimension von K als

dim(K) = dim(aff (K)). (2.18)

O

Satz 2.8 Sei K C R" konvex. Dann gilt

dim K = max dim S, (2.19)
S gz’gnfp(lex

das heifst, eine konvexe Menge der affinen Dimension m enthdlt ein m-dimensionales
Simplex. Fiir jedes solche Simplex gilt K C aff (S).

7



Beweis: “>” ist klar. Sei nun S = coE, E = {zq,...,x,} ein Simplex maximaler Di-
mension mit S C K. Wir zeigen, dass K C aff (5), daraus folgt auch “<”. Wir nehmen
im Gegenteil an, daf§ es ein x € K \ aff (5) gibt. Dann ist

r—xo € (K — ) \ span (S — xy) , (2.20)
also ist {x; — g, ..., Tm —To,x— 2o} linear unabhéngig und S” = co (EU{z}) ein Simplex
mit S’ C K und dim(5’) = m + 1 im Widerspruch zur Maximalitét von S. O

Lemma 2.9 Sei X Vektorraum, seien K; C X konver und A\; € R fir 1 <1 < n. Dann
ist Y i N K konvex.

Beweis: Ist K konvex und A € R, so ist auch AK konvex (folgt direkt aus der Definition).
Sind K7 und K5 konvex, so ist auch K; + Ky konvex: Seien x,y € Ky + Ky, © = 11 + 9,
Yy = Y1 + Y2, Wobei x1,y; € K7 und x5,y € K5 sind. Dann gilt

(I
Satz 2.10 Set X Vektorraum, K C X konvex. Dann gilt
A+ K =AK + uK (2.22)
fur alle A\, u > 0.

Beweis: “C”: klar.
“D7: Trivial falls A = 4 = 0. Andernfalls gilt nach Definition der Konvexitét

A JZ
— K+ —KCK, 2.23
A p A+ (223)
woraus nach Multiplikation mit A 4+ p die Behauptung folgt. O

Lemma 2.11 Seien X,Y Vektorrdume, f: X — Y affin. Ist K C X konvex, so ist auch
f(K) konvex. Ist L C'Y konvex, so ist auch f~'(L) konvez.

Beweis: Direkt aus der Definition. O

Definition 2.12 (Algebraisches Inneres) Sei X Vektorraum, S C X. Einxz € S heifst
algebraisch innerer Punkt von S, falls es zu jedem h € X ein § > 0 gibt mit [x,x+0h] C S.
Die Menge aller algebraisch inneren Punkte von S bezeichnen wir mit aint (S). S heifst
algebraisch offen, wenn S = aint (5). O

Satz 2.13 Sei X Vektorraum, K C X konvex. Ist x € aint (K) und y € K, so gilt
[z,y) C aint (K).

Beweis: Seia € [z,y),a = Az+(1-N)y, 0 < A < 1. Sei h € X beliebig. Sei [z, 2+dh] C K.
Fiir ¢ € [0, 0] gilt dann

a+Xh=ANz+th)+(1-NyeK,
also [a,a + Aoh] C K. Da h beliebig war, folgt a € aint (K). O
Aus Satz 2.13 folgt unmittelbar, dass aint (K') konvex ist, falls K konvex ist.



3 Algebraische Trennung

Definition 3.1 (Sublineares Funktional)
Sei X Vektorraum. FEine Abbildung p : X — R heifst sublinear, falls gilt

p(tx) =tp(x), firalexze X, t>0, (3.1)
plz+y) <px)+ply), firalezyecX.

O

Jede Halbnorm und jede lineare Abbildung p : X — R ist sublinear. Jede sublineare
Abbildung ist konvex.

Definition 3.2 (Minkowski-Funktional)
Sei X Vektorraum, sei S C X. Dann wird durch

1
ps(x) =inf{a:a >0, —x € S} (3.3)
«
eine Abbildung ps : X — [0, 00] definiert, sie heifst das Minkowski-Funktional oder Eich-
funktional von S. Falls ps(x) < oo gilt fiir alle x € X, so heifit S absorbierend. O
Ist K die Einheitskugel in einem normierten Raum X, so ist px(z) = ||z|].

Lemma 3.3 Sei X Vektorraum, K C X konvex und absorbierend. Dann gilt 0 € K, und
das Minkowski-Funktional pg ist sublinear.

Beweis: Da K absorbierend ist, ist fiir x € X auch tx € K und —sx in K fiir geeignete
t,s >0, also 0 € K und damit p(0) = 0. Fiir ¢ > 0 folgt die Eigenschaft (3.1) unmittelbar
aus (3.3). Seien nun z,y € X, sei £ > 0. Wir wéhlen «, f > 0 mit

1 1
a < pg(r)+e, EJJEK, B <px(y) +e, B?JEK-
Dann ist, da K konvex ist,
1 Q 1 16} 1
rT+y) = =T+ =y e K,
+ﬁ( v) a+p « a+ ﬂy

also pr(z+y) < a+ < pr(x)+pk(y)+2e. Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
O

Lemma 3.4 Sei X Vektorraum, K C X konvex. Dann ist K absorbierend genau dann,
wenn 0 € aint (K).

Beweis: Folgt direkt aus den Definitionen und Lemma 3.3. O

Satz 3.5 Sei X Vektorraum, K C X konvex, 0 € aint (K). Dann gilt

{z :px(x) <1} = aint (K) C K C{z: pg(x) < 1}. (3.4)



Beweis: Ist © € K, so ist pg(x) < 1 nach Definition von pg. Ist px(z) < 1, so ist tx € K
fir ein ¢ > 1 und damit x € aint (K) nach Lemma 2.13, da x € [0,tz). Ist x € aint (K),
so ist tx € K fiir ein ¢t > 1 und damit px(x) < 1 nach Definition. O

Umgekehrt ldsst sich zeigen, dass jedes sublineare Funktional p eine konvexe Menge K =
{z : p(x) < 1} definiert mit px = p.

Satz 3.6 Ser X Vektorraum, p : X — R sublinear. Sei U ein Unterraum von X und
¢:U — R linear mit ¢(x) < p(x) fir alle x € U. Dann gibt es eine lineare Fortsetzung
L:X —Rwonl auf X mit L(z) < p(z) fir alle v € X.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall
X =span (UU{y}), yeX\U. (3.5)
Jedes x € X 143t sich eindeutig zerlegen in
r=z+ay, z€U,a€cR. (3.6)
Wir definieren L : X — R durch
L(x)=40(z) 4 ar, fallsz=z+ ay, (3.7)

wobei r € R spéter festgelegt wird. L ist linear, L(y) = r und L|U = /. Die verlangte
Ungleichung
Liz)+ar<plz+ay), firallezeU, a€eR, (3.8)

ist fiir @ = 0 nach Voraussetzung erfiillt, fiir a > 0 gleichbedeutend mit

Tép(z+ai)—L(z):p<§+y)_L<§>, (3.9)

und fiir a < 0 gleichbedeutend mit

Sty — L) (_i _ y) n; (_3) , (3.10)

- o

Ein solches r existiert jedenfalls dann, wenn

sup(L(z) —p(z —y)) < inf(p(z +y) — L(2)) (3.11)

zeU zeU

gilt. Nun gilt aber fiir beliebige 2,z € U
L(z)+ L(E) = L(z+2) < p(z + ) < plz — 1) +p(E +),

also auch
L(z) —pz —y) <p(Z+y) — L(2), firallez2ecU,

woraus (3.11) folgt. Damit ist der Satz im Spezialfall (3.5) bewiesen. Zum Beweis des
allgemeinen Falles verwenden wir das Zornsche Lemma. Wir definieren die Menge

M ={(V,g) : V Unterraum, U CV C X, g:V — R linear, g|U = ¢, g < p auf V},
(3.12)

10



und versehen M mit der Halbordnung
Vi,g1) < (Va,90) & ViC Vo, p[Vi=gi.

Es ist (U, f) € M, also M # (). Sei N eine vollstindig geordnete Teilmenge von M. Wir
definieren

.= |J Vv (3.13)
(V.9)eN
und g, : Vi, — R durch
() =g(x), fallszeV, (V,9) e N. (3.14)

Aus der Definition von N folgt nun, dass g.(x) nicht von der Wahl von (V, g) abhéngt,
dass V, ein Unterraum und g, linear ist (Details hier nicht ausgefiihrt). Also ist (Vi, g«)
eine obere Schranke von N in M. Nach dem Zornschen Lemma hat M ein maximales
Element (V,g). Es muss V = X gelten, da wir andernfalls nach dem schon bewiesenen
Spezialfall ein (V,§) € M konstruieren kénnten mit V = span (V U {y}), y € X \ V, im
Widerspruch zur Maximalitét von (V) g). 0

Ist £: X — R ein lineares Funktional mit ¢ # 0, so heif}t eine Niveaumenge der Form
H,={z:ze€ X, l(z)=a}, acR, (3.15)
Hyperebene. Jede solche Hyperebene trennt X in zwei algebraisch offene Halbraume
{r:ze X, l(z)<a} und {zx:zeX, lz)>a}.

Satz 3.7 Sei X Vektorraum, K C X konvexr mit aint (K) # (), seiy € X mit y ¢
aint (K'). Dann gibt es ein lineares Funktional £ : X — R mit

Ux) <Ll(y), firallexeK, (3.16)

und ((x) < L(y), falls x € aint (K).

Die konvexe Menge K liegt also “auf einer Seite” von der durch ¢ definierten Hyperebene
H, mit a = {(y).

Beweis: Sei 0.B.d.A. 0 € aint (K), andernfalls betrachten wir K — a und y — a mit
a € aint (K). Auf dem eindimensionalen Unterraum U = span {y} definieren wir ¢ durch
((ty) = t. Dann ist ¢(y) = 1 < pk(y) nach Satz 3.5. Nach Satz 3.6 kénnen wir ¢ zu einem
linearen Funktional ¢ : X — R fortsetzen mit ¢ < pg, also ¢(x) < 1 fiir = € aint (K) und
((z) <1 fir x € K, wieder nach Satz 3.5. O

Satz 3.8 (Trennung zweier konvexer Mengen)
Sei X Vektorraum, seien K1, Ko C X konvex und nichtleer, sei aint (K1) # 0, es gelte
aint (K1) N Ky = 0. Dann gibt es ein lineares Funktional £ : X — R und ein o € R mit

€<I1> <a< €<I2>, fUT’ alle z1 € Kl, To € KQ, (317)

und dariber hinaus gilt {(x1) < « fir alle xy € aint (K). Insbesondere ist £ # 0.

11



Beweis: Wir setzen
K = aint (Kl) — K2 = {Il — X9 1 X € aint (Kl), To € KQ}

Dann ist K konvex nach Lemma 2.9, da aint (K7;) konvex ist. Wegen

K = U (aint (K;) — 2)

z€Ko

ist K nichtleer und algebraisch offen, und es gilt 0 ¢ K. Wir wéhlen gemifl Satz 3.7 ein
lineares ¢ : X — R mit ¢(z) < ¢(0) = 0 fiir alle z € K = aint (K). Es folgt

Uxy) — l(zg) = l(xy — 29) < 0, fiir alle 27 € aint (K;), 29 € K.
Wir setzen o = sup /(aint (K1)). Es folgt Ky C {x : {(z) > a} sowie
aint (K;) C aint ({z : (z) < a}) ={z: l(z) < a}.

(Siehe Ubung fiir die Gleichung.) Da nach Satz 2.13 jedes 2 € K, Endpunkt einer Strecke
[a,z] mit [a,z) C aint (K}) ist, folgt {(z) < a fur z € K; durch Grenziibergang léngs
dieser Strecke. O

Im Endlichdimensionalen gilt der Trennungssatz auch ohne Voraussetzungen an das alge-
braische Innere. Sind K, K5 disjunkte nichtleere konvexe Teilmengen des R", so gibt es
ein lineares Funktional ¢ : R™ — R mit ¢ # 0, so dass (3.17) gilt.

In einem unendlichdimensionalen Vektorraum X ist es immer moglich, zu zwei disjunkten
konvexen Teilmengen K, K5 von X eine Zerlegung X = AU B in zwei disjunkte konvexe
Teilmengen A und B von X mit K; C A, K3 C B zu finden (Satz von Stone). Diese
miissen aber nicht die Form von Halbrdumen haben, wenn K; und K, beide ein leeres
algebraisches Inneres haben. (Siehe Holmes: Geometric Functional Analysis.)
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4 Lokalkonvexe Riume, Trennungssatz

Im Unendlichdimensionalen ist der Trennungssatz primér dann niitzlich, wenn das tren-
nende lineare Funktional auch stetig ist, da sich die Menge aller linearen stetigen Funktio-
nale (im Gegensatz zur Menge aller linearen Funktionale) in vielen Féllen gut beschreiben
lasst. Der Begriff des lokalkonvexen Raumes liefert den angemessenen Rahmen fiir den
Trennungssatz.

Sei (X, ]| - ||) ein normierter Raum. Dann gelten bekanntlich die folgenden Aussagen:

(i) Die Addition + : X x X — X und die Skalarmultiplikation - : R x X — X sind stetig.

(ii) Je zwei verschiedene Punkte x,y € X lassen sich durch disjunkte Umgebungen tren-
nen.

(iii) Jede Nullumgebung V enthélt eine konvexe Nullumgebung.
Die Menge V' C X heifit Nullumgebung, wenn V' offen ist und 0 € V.

Definition 4.1 (Lokalkonvexer Raum) Sei X ein mit einer Topologie T versehener
Vektorraum, in dem (i) — (iii) gelten. Dann heifst X lokalkonvez.

Eine Topologie 7 auf X ist ein System von Teilmengen von X, welche “offene Mengen”
genannt werden. Es wird verlangt, dass ) und X offen sind, und dass endliche Durch-
schnitte und beliebige Vereinigung von offenen Mengen wieder offen sind. Komplemente
von offenen Mengen in X heiflen abgeschlossen. Eine Funktion zwischen topologischen
Réaumen ist definitionsgeméf stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge ebenfalls offen
ist. Da in R jede offene Menge sich als Vereinigung (sogar abzihlbare) von offenen Inter-
vallen schreiben liisst, ist eine Funktion f : X — R stetig genau dann, wenn f~(I) offen
ist fiir jedes offene Intervall I = (a,b).

Die Stetigkeit von Addition und Skalarmultiplikation hat zur Folge, dass fiir alle a € X
und alle A € R, A # 0, die Translationen = +— x +a und die Streckungen z +— Az bijektive
und in beide Richtungen stetige Abbildungen sind. Die Topologie 7 ist damit bereits
festgelegt durch die offenen Mengen, welche 0 enthalten, also durch die Nullumgebungen.

Lemma 4.2 Sei X lokalkonvex. Jede Nullumgebung enthdlt eine absolutkonvexe Nullum-
gebung. Fine Teilmenge V von X heifit absolutkonvexr, wenn V' konvex ist und tV C V
qgilt fiir alle |t| < 1.

Beweis: Ist W eine konvexe Nullumgebung, so ist V' = W N (=W) eine absolutkonvexe
Nullumgebung mit V- C W. O

Ist S C X eine beliebige Teilmenge, so ist also a € int (S) genau dann, wenn es eine
absolutkonvexe Nullumgebung V' gibt mit a +V C S.

Satz 4.3 Sei X lokalkonver, K C X konvez. Ist x € int (K) und y € K, so ist [z,y) C
int (K).
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Beweis: Sei a € [z,y), a = Az + (1 — Ny, 0 < A < 1. Sei V' Nullumgebung von z mit
x+V C K, dann gilt

KoMe+V)+(1-Ny=a+AV>a,
also a € int (K), da V' eine Nullumgebung ist. O

Satz 4.4 Sei X lokalkonver, K C X konvez, es gelte int (K) # 0. Dann gilt
int (K) = aint (K) . (4.1)
Insbesondere ist jede konvere Nullumgebung absorbierend.

Beweis: “C”: Sei x € int (K), h € X. Da t — x + th stetig und int (K) offen ist, muss
[z,x 4+ 6h] C int (K) gelten, falls § hinreichend klein ist.

“D7: Sei z € aint (K). Wir wihlen z € int (K) beliebig sowie § > 0 so, dass y = v —d(z —
x) € K gilt. Dann ist « € [z,y) und damit = € int (K) nach Satz 4.3. 0

Definition 4.5 (Dualraum) Sei X lokalkonvez. Die Menge
X*={z"| 2" : X — R linear und stetig} (4.2)

heifit der Dualraum von X. O

Satz 4.6 Sei X lokalkonver, £ : X — R linear, O C X offen und nichtleer, es gelte
0(0) > 0. Dann ist { stetig.

Beweis: Wir betrachten A, = {z : x € X, {(x) > a}. Esist aint (A,) = A,, da l(x+th) =
(z)+tl(h) > o fir z € A,, falls ¢ hinreichend klein ist. A, ist konvex, und x40 C A, falls
x € A,. Aus Satz 4.4 folgt int (A,) = aint (A,), also ist A, offen. Da —¢(—0) = £(O) > 0,
sind die Mengen {z : z € X, l(x) < 8} ={z: 2 € X, —l(x) > —[3} ebenfalls offen. Also
ist £71(I) offen fiir jedes offene Intervall I = («, 3) in R und damit ¢ stetig. 0

Folgerung 4.7 Sei X lokalkonvex, ¢ : X — R affin linear, O C X offen und nichtleer,
es gelte £(O) > ¢ oder £(O) < ¢ fir ein ¢ € R. Dann ist { stetig.

Beweis: Sei ¢ nichtkonstant (konstante Funktionen sind stetig). Im Fall £(O) > ¢ wihlen
wir @ € X mit {(a) = ¢ und setzen {(z) = ¢(x) — £(0), O = O — a. Dann ist ¢ linear, O
offen und

0(0) = 0(0) — l(a) = £(0) — £(a) > 0.
Aus Satz 4.6 folgt, dass ¢ und damit auch ¢ stetig ist. Im Fall £(O) < ¢ gehen wir zu —¢
iiber. O

Satz 4.8 (Trennungssatz) Sei X lokalkonvez, seien Ky, Ky C X konvexr und nichtleer,
es gelte int (K1) N Ky = 0 und int (K1) # 0. Dann gibt es ein x* € X* mit * # 0 und ein
a e R mit

(K)) <a<z'(Ky), z*(intK;)<a. (4.3)
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Beweis: Die Existenz eines linearen Funktionals mit den verlangten Eigenschaften folgt
aus Satz 3.8, da aint (K;) = int (K) nach Satz 4.4, und dessen Stetigkeit aus Satz 4.7. O

Satz 4.9 (Strikte Trennung) Sei X lokalkonvex, sei K C X konvex, nichtleer und
abgeschlossen, seiy ¢ K. Dann gibt es ein * € X* mit * # 0 und ein a € R mit

' (r) <a<a*(y), firalexreK. (4.4)

Beweis: Da X \ K offen ist, gibt es eine konvexe Nullumgebung V mit K N (y+ V) = 0.
Nach Satz 4.8 gibt es ein 2* € X* und ein a mit 2*(K) < a < z*(y + V). O
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5 Konvexe Funktionen

Wir schreiben [—oo, oo] fiir R U {—o00, +00} und entsprechend (—oo, 00|, [0, o] etc.
Definition 5.1 (Epigraph) Sei X Vektorraum, f : X — [—o0,00]. Die durch
epif ={(z,p) 2 €X, peR, pn=> f(z)} (5.1)
definierte Teilmenge von X x R heifit der Epigraph von f, die durch
domf={z:zeX, f(x) <+oo} (5.2)
definierte Teilmenge von X der effektive Definitionsbereich von f.

Bezeichnet px : X x R — X die Projektion auf die erste Komponente, so ist
dom f = px (epi f). (5.3)

Definition 5.2 (Konvexe Funktion) Sei X Vektorraum, f : X — [—o0,00]. f heifst
konvex, falls der Epigraph von f konvex ist. f heifit konkav, wenn —f konvez ist.

Das Addieren und Multiplizieren von Funktionen, deren Werte —oo oder +oo annehmen
konnen, erfordert Rechenregeln wie etwa

r+oo=00+r=00, rT—00=-00+x=-00, 0-co=00-0=0, (5.4)
fiir x € R; sie entstehen alle durch Grenziibergang, etwa aus

lim 2z +7r=00. (5.5)

T—00

Wir definieren oo + oo = 0o. Nicht definiert und nicht zugelassen ist
00 — 00. (5.6)
Satz 5.3 Sei X Vektorraum, f: X — (—oo,00]. Dann ist f konver genau dann, wenn

fOz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1= A)f(y) (5.7)

fir alle x,y € X und alle X € [0,1].

Beweis: “=": Falls f(z) = oo oder f(y) = oo, so ist die Aussage trivial. Seien also
z,y € dom f und A € [0,1]. Dann sind (z, f(z)) und (y, f(y)) Elemente von epi f, also
auch

Az + (1 =Ny, Af(z) + (1= A)f(y)) €epif, (5.8)

woraus (5.7) folgt.
“<": Seien (z, ), (y,v) € epi f, dann gilt

FOz+ (1 =Ny) <Af(@) + (1 =N f(y) < Ap+ (1 =Nv, (5.9)

also ist Mz, u) + (1 = AN)(y,v) = Az + (1 = Ny, \p+ (1 — N)v) € epi f. O
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Jedes sublineare Funktional p : X — R auf einem Vektorraum ist konvex, insbesondere
jede Norm und Halbnorm.

Ist f: X — (—o0, 00| konvex, so gilt

f (Z Aﬂ'i) < Z Nif(x;) (5.10)

fir beliebige Konvexkombinationen z = ). A\;z;.

Definition 5.4 Sei X Vektorraum, S C X. Eine Funktion f : S — [—00,00]| heifst
konvex, wenn die durch

. :{f(x), fallsz € K | (5.11)

T
/(@) +o00, sonst,

definierte Funktion f : X — [—00, 00| konver ist.

Man sieht unmittelbar, daf eine Funktion f : K — (—o0, 00|, welche (5.7) auf einer
konvexen Menge K C X erfiillt, konvex ist im Sinne von Definition 5.4.

Lemma 5.5 Sei X Vektorraum, f : X — [—o00,00] konvex. Dann sind die Mengen
{z:zeX, flx)<a}und{z:ze€ X, f(x)<a} konvex fir alle o € [—00, 0].

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition. O

Satz 5.6 Sei f: (a,b) — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist f konvex genau dann,
wenn f"(x) >0 fir alle v € (a,b).

Beweis: Siehe Analysis. O

Hieraus folgt beispielsweise, dafl
f(z) = —logx (5.12)
konvex ist auf (0, 00).

Satz 5.7 Seit G C R" offen und konvex, sei f : G — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann ist f konvex genau dann, wenn D?f(x) positiv semidefinit ist fiir alle x € G.

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 5.8 Sei X Vektorraum, seien f : X — (—o00,00] und ¢ : R — (—o0, 0] konvez, sei
© monoton wachsend (s <t = ¢(s) < (t)). Dann ist auch ¢ o f konvez. (Dabei wird
p(00) = 0o gesetzt.)

Beweis: Fiir alle 2,y € X und A € [0, 1] gilt

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ 1 =N)f(y), (5.13)

also
(po fHAz+ (1 =Ny) <A f(z)+ (1 =A)f(y) <Ap(f(@)) + (1= Ne(f(y). (5.14)
O
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Definition 5.9 (Eigentliche konvexe Funktion)

Sei X Vektorraum, f: X — [—o0, 00| konvex. [ heifit eigentlich, wenn epi f nichtleer ist
und keine senkrechten Linien enthdlt, also wenn f(x) < oo fir mindestens ein x € X und
f(z) > —oo fiir alle x € X. Ist f nicht eigentlich, so heifst f uneigentlich.

Lemma 5.10 Sei X Vektorraum, seien fi, fo : X — (—00, 00| konver. Dann ist fi + fo
konvex. f1 + fo ist eigentlich genau dann, wenn dom fi N dom fo # ().

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 5.3. O

Lemma 5.11 Seit X Vektorraum, sei K C X X R konvex. Dann ist die durch

flx)=inf p (5.15)

(z,p)eK

definierte Funktion f: X — [—00,00] konvex. (Man beachte die Konvention infy = +00

falls K =10.)
Beweis: Ubung.

Satz 5.12 Sei X Vektorraum, seien fi, fo : X — (—00,00] konvex. Dann ist die durch

flo) = int (filen) + (@) = mE () + fola — ) (516

definierte Funktion f: X — [—o0, 00| konvexr.
Beweis: Sei K = epi f; + epi fo. Dann ist K konvex und
K={(z14+x2, 1+ p2) :xj € X, fi(x;) < p; fir j=1,2} . (5.17)

Sei nun x € X fest gewéhlt. Dann gilt

inf = inf (u+p2) = inf (fi(z1)+ fa(z2)) = f(2). (5.18)
(z,m)eK 21(1;)2;;; T1+T2=2
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 5.11. O

Definition 5.13 (Infimale Faltung) Die in Satz 5.12 definierte Funktion f heifst infi-
male Faltung von fi und fo, geschrieben

f=h#fs. (5.19)

Es gilt nach (5.16)
(fi#fo) (@) = inf (fi(z —y) + f2(y)) -

Falls das Minimum immer dann angenommen wird, wenn das Infimum endlich ist, gilt

epi (fi#f2) = epi (f1) + epi(fa).

inf
yeX
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Definition 5.14 (Indikatorfunktion) Sei X Vektorraum, K C X. Die durch

Lie(x) = {0’ rek (5.20)

400, sonst

definierte Funktion I : X — [0,00) heifst Indikatorfunktion von K.

Wegen epi Ix = K xR, ist I genau dann konvex, wenn K konvex ist. Fiir eine einpunk-
tige Menge K = {a} gilt

(f#lay)(2) = f(x —a). (5.21)
Ist (X, || -||) normiert und K C X konvex, und wéhlen wir f = || - ||, so gilt
(f#1x)(z) = inf ||z —y|| = d(z, K), (5.22)

und nach Satz 5.12 ist also  — d(z, K') konvex. (Letzteres kann man einfacher direkt
beweisen. )

Lemma 5.15 Sei X Vektorraum, seien f; : X — [—00, 0] konvex, i € I. Dann ist

[ =sup f; (5.23)

i€l

konvez.

Beweis: Es ist f(z) < u genau dann, wenn f;(z) < p fiir alle ¢ € I, also folgt
epi f = [)epi fi,
iel

also ist epi f konvex. O

Definition 5.16 (Unterhalbstetigkeit) Sei X lokalkonvez, f: X — [—o00,00]. f heifst
unterhalbstetig, wenn die Subniveaumengen

M,={x:z€X, f(zr) <a} (5.24)

abgeschlossen sind fiir alle o € R.

Satz 5.17 Sei X lokalkonverz, f : X — [—o00,00]. Dann ist f unterhalbstetig genau dann,
wenn epi f abgeschlossen ist in X x R.

Beweis: “<”: Sei o € R. Dann ist
F,={(z,a):z € X, f(z) <a}=epifN(X x{a}) (5.25)

abgeschlossen in X x R, also auch die Subniveaumenge M, = j_!(F,), wobei j, : X —
X X R die Einbettung j,(z) = (x, «) bezeichnet.

“=": Wir zeigen, dafl das Komplement von epi f offen ist. Sei (z, ) ¢ epi f, also f(z) > a.
Wiéhle € > 0 mit f(z) > a + . Nach Voraussetzung ist U = {y : f(y) > a + €} offen in
X und V =U X (a« — g, + €) eine offene Umgebung von (x,«) mit V Nepi f = 0, da
fly) > a+e > pfiralle (y,5) € V. O
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Folgerung 5.18 Sei X lokalkonvex, K C X. Dann ist K abgeschlossen genau dann,
wenn i unterhalbstetig ist.

Beweis: “=": epilx = K X [0, 00).
‘= K ={z:Ig(z) <0} . O

Lemma 5.19 Sei X lokalkonvex. Sind f,g : X — [—00,00] unterhalbstetig, so ist auch
min{ f, g} unterhalbstetig. Sind f; : X — [—o0, 00| unterhalbstetig fir alle i € I, so ist
auch sup,c; fi unterhalbstetig.

Beweis:
epi (min{f,g}) =epi fUepig, epi(supf;)= ﬂepl fi (5.26)

el icl
O

Satz 5.20 Sei X lokalkonvez, f : X — (—o00,00| konvex, x € X mit f(x) € R. Dann
ist f stetig in x genau dann, wenn es eine Umgebung U von x gibt, auf der f nach oben
beschrdnkt ist, d.h. es gibt ein ¢ € R mit

fly) <ec, firaleyeU. (5.27)

Beweis: “=": Folgt direkt aus der Definition der Stetigkeit; wéhle eine Umgebung U von
zmit f(U) C (f(z) =1, f(z) + 1).

“<": Sei 0.B.d.A. x =0, f(0) =0, sei ¢ € R und U Nullumgebung mit f(U) < c¢. Sei
V' C U eine absolutkonvexe Nullumgebung. Es geniigt zu zeigen, dass f(¢V) C [—ec, e(]
gilt fiir jedes € € (0, 1). Sei y € €V beliebig. Dann gilt

y:(l—s)-O—i-Eg, f(y)ﬁef(%)ﬁec, (5.28)
und auflerdem, da —cV =&V,
1 € Y
:1+8y+1+6<_g> ’ (5-29)
1 € Y 1
0< o fw)+ —f (-2) < 7o) o). (5.30)
also
|f(y)] < ec. (5.31)
O

Bemerkung: Man kann auflerdem zeigen: Ist f : X — [—o0, oo] konvex, f(z) € R und f auf
einer Umgebung von = nach oben beschriankt, so kann f den Wert —oo nicht annehmen.

Satz 5.21 Sei f : R" — (—o0, 00| konvex. Dann ist [ stetig auf int (dom f).

Beweis: Ist z = )" \;z; eine Konvexkombination, so ist

x) < Z:)\if(xZ < (Z/\) max flz;) = max f(z;). (5.32)
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Sei nun = € int (dom f). Wihle ein n-dimensionales Simplex S = co{x,...,x,} mit
x € int (S) C int (dom f), dann ist
f(S) < max f(z;) < o0, (5.33)

T 0<i<n
also ist f stetig nach Lemma 5.20. O

In der Funktionalanalysis zeigt man den folgenden Satz, als Konsequenz des Baireschen
Kategoriensatzes.

Satz 5.22 Sei X Banachraum, K C X abgeschlossen, absolutkonvex und absorbierend.
Dann ist 0 € int (K). O

Satz 5.23 Sei X Banachraum, f : X — (—o0,00] konver und unterhalbstetig. Dann ist
f stetig auf int (dom f).

Beweis: Sei 0 € int (dom f), sei f(0) < ¢. Wir definieren
U={z:2eX, flx)<c}, V=Un(-U). (5.34)

Da f konvex und unterhalbstetig ist, ist U konvex und abgeschlossen, und da aulerdem
0 € U gilt, ist V' absolutkonvex und abgeschlossen. Um zu zeigen, dafl V' absorbierend ist,
wéhlen wir x € X beliebig und definieren g : R — (—o00, 00| durch g(t) = f(tx). Nach Satz
5.21 ist g stetig in 0, also gibt es ein € > 0 mit [—ex, x| C U, also auch [—ex,ex] C V.
Damit ist 0 € aint (V') und V' absorbierend. Nach Satz 5.22 ist 0 € int (V'), nach Satz 5.20
ist f stetig in 0. Fiir beliebiges y € int (dom f) betrachten wir f(x) = f(zr+y). O

Satz 5.24 Sei X lokalkonvex, f : X — (—o0, 00| konvex, unterhalbstetig und eigentlich.
Dann gilt
f=sup{g| g: X — R affin und stetig, g < f}. (5.35)

Beweis: “>7: klar.

“<”: Es gentigt zu zeigen: Ist (z,a) € X x R mit a < f(x), so gibt es eine affine stetige
Funktion g : X — Rmita < g(z) und g < f.Seialsoa < f(z), dannist (z,a) ¢ epi f, und
epi f ist konvex und abgeschlossen. Aus dem Trennungssatz folgt, daf ein z* € (X x R)*
existiert mit

2 (z,a) < (gvai)rgpifz*(f, a). (5.36)
Wir setzen A = 2*(0, 1) und definieren z* € X* durch 2*(§) = 2*(&,0), dann gilt
(&) =2"(&) +da, VEe X, acR. (5.37)
Aus (5.36) erhalten wir also
z(x) + Aa = 2" (x,a) <x*(§) + M\, V(&) Eepif. (5.38)

Hieraus folgt A > 0, da p beliebig grofl gewahlt werden kann.
Fall 1: A > 0. Wir definieren

9(&) = 7 (z*(x,a) = 27(£)) . (5.39)



Aus (5.38) folgt g(x) = a und g(&) < p fiir (&, ) € epi f, also g(&) < f(&) fiir £ € dom f
und damit g < f.

Fall 2: A = 0. Dann ist £ = z in (5.38) nicht mdoglich, also x ¢ dom f und f(z) = co. Sei
g : X — R affin und stetig mit g < f; so ein g existiert immer, da dom f nichtleer ist und
bei Elementen von dom f der Fall 1 zum Tragen kommt. Wir wéhlen ein f € R mit

x¥(x) = 2"(x,a) < f < z"(epi f) = x*(dom f), (5.40)
und setzen
9(§) = g(§) + (B —2"(§)), 0>0. (5.41)
Aus (5.40) folgt g(&) < g(&) < f(&) fiir £ € dom f und
g(x) = g(z) +6(6 —z*(z)) 2 a, (5.42)
falls 6 > 0 hinreichend grof§ gewahlt wird. O
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6 Konjugierte Funktionen

Definition 6.1 (Konjugierte Funktion)
Sei X Banachraum, f: X — [—00,00|. Die durch

fr(z®) = ig}g((ﬂc*,w) — f(x)) (6.1)

definierte Funktion f*: X* — [—o00,00] heifst die zu f konjugierte Funktion. (Wir schrei-
ben (z*, x) fir z*(x).)

Beispiel 6.2 (i) Sei X Banachraum, f : X — R nach oben beschrinkt, etwa f(x) < ¢
fiir alle x € X. Dann ist

fr(@") =sup({z”, x) — f(x)) = sup (z", z) — c, (6.2)
reX zeX
also
* 0K\ _ianEXf(‘r)7 ZL'*ZO,
J ) = {oo, sonst. (6.3)
(ii) Sei K C X, f = Ix. Dann ist
f(z*) = Sg}};((I*,l’> —Ix(z)) = sg}g (x*,x) . (6.4)

Im Spezialfall K = Einheitskugel gilt also
I (27) = [J" |- - (6.5)
(iii) Sei X Banachraum, f(z) = ||z| fiir x € X. Dann gilt

fr(@*) = sup({z”,2) — [z]]) = sup A sup ((z", z) — [|=]))
reX A>0  fjz]|=1
1)

= sup A([|z"]
A>0

0 1 <1
{ C s 66)

+oo, |z >1,

also
[r= Ik, (6.7)
wobei K™ die Einheitskugel in X" ist.

Die Konjugation hat folgende elementare Eigenschaften (Beweis klar bzw. Ubung)

F(0) = sup @) = ~ inf f(2), 69
f<g = [>7g, (6.9)
(M) (2%) = Af* (%) a0, (6.10)
(f+c)f = f'—c, ceR, (6.11)
)
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Definition 6.3 (Bikonjugierte Funktion)
Sei X Banachraum, f: X — [—00,00]. Die durch

[ (@) = sup ((z%,2) — f*(27)) (6.13)

x*eX*

definierte Funktion f**: X — [—o00,00] heifit die zu f bikonjugierte Funktion.

Gibt es ein z € X mit f(z) = —o0, so ist f* = +oo und f** = —oc.
Gibt es ein z € X mit f(z) < oo, so ist f*(2*) > —oo fir alle 2* € X*.

Lemma 6.4 Sei X Banachraum, f : X — [—00,00]. Dann sind f* und f** konver und
unterhalbstetig.

Beweis: Es geniigt, den Fall f : X — (—o00, 0o] mit dom f # () zu betrachten, die anderen
sind trivial. In diesem Fall gilt

[r@™) = sup go(2"), go(2¥) = (2", 2) — f(2), (6.14)

ze€dom f

also ist f* als Supremum einer Familie affiner stetiger Funktionen konvex und unterhalb-
stetig. Die Aussage fiir f** wird auf dieselbe Weise bewiesen. O

Lemma 6.5 Sei X Banachraum, f : X — (—o0, 00] mit dom f # 0. Dann gilt f*: X* —
(—00, 00| und
() < f(x)+ f(x%), firalexe X, z" e X". (6.15)

Beweis: Folgt direkt aus der Definition von f*. O

Satz 6.6 Sei X Banachraum, f: X — (—o0,00] mit dom f # (. Dann gilt

f* =sup{g| g : X — R affin und stetig, g < f}, (6.16)
sowie f** < f.
Beweis: Aus Lemma 6.5 folgt f(z) > (z*,z) — f*(«*) fiir alle z, 2*, also auch

f(x) = sup (", z) — (")) = f*(2) . (6.17)

rreX*

Ist die Menge auf der rechten Seite von (6.16) leer, so gilt f* = +oo und damit f** = —oo,
also auch (6.16). Sei nun g : X — R affin und stetig mit g < f,

gx)=(z"2) —a, 2°€ X", acR. (6.18)
Dann ist (z*,7) — a < f(z) fiir alle € X, also
a> (2" x) = f(z) (6.19)
fir alle z € X, also a > f*(z*), und weiter
glw) = (2%, 2) —a < (2%, x) = f7(2") < f7 (). (6.20)
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Also ist in diesem Fall f** konvex, unterhalbstetig und eigentlich. Nach Satz 5.24 gilt
™ =sup{g| g : X — R affin und stetig, g < f**}. (6.21)

Nach dem eben Gezeigten gilt fiir ein affin lineares g : X — R

g<f & g<[fr.

Hieraus folgt die Behauptung. O
Folgerung 6.7 Sei X Banachraum, f: X — (—oo, 00| mit dom f # (. Dann gilt

f* =sup{g| g: X — (=00, 00| konver und unterhalbstetig, g < f}. (6.22)

Beweis: “<”: Folgt direkt aus Satz 6.6. “>”: Ist g : X — (—00, 00] konvex und unter-
halbstetig mit g < f, so folgt aus Satz 5.24

g =sup{h| h: X — R affin und stetig, h < g}, (6.23)

also g < f**. O

Folgerung 6.8 Sei X Banachraum, f : X — (—o00,00] konvex, unterhalbstetig und ei-
gentlich. Dann st f** = f.

Beweis: Folgt direkt aus Folgerung 6.7, da f** < f nach Satz 6.6. O
Folgerung 6.9 Sei X Banachraum, f: X — [—00,00|. Dann gilt f** = f*.
Beweis: Ubung. O
Folgerung 6.10 Sei X Banachraum, K C X. Dann gilt

I = Laeo(k)) - (6.24)

Beweis: Ubung.
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7 Das Subdifferential

Definition 7.1 (Subdifferential)
Sei X Banachraum, f: X — [—00,00|. Ein x* € X* heifst Subgradient fir f in x, wenn
f(z) € R und

fly) > flz)+ (" 5y —x), firaleye X. (7.1)

Die Menge
Of(x) ={z" : 2" € X*, 2 Subgradient fir f in x} (7.2)

heift Subdifferential von f in x. Falls f(x) = +oo, so setzen wir df(z) = 0.

Gibt es ein y € X mit f(y) = —o0, so ist df(z) = 0 fiir alle z € X.
Beispiel 7.2

(i) Fir f: R = R, f(z) = |z|, gilt 0f(z) = {1} falls x > 0, Of(x) = {1} falls z < 0,
sowie 0f(0) = [—1,1].

(ii) Fir f: R — R,

1, >0
r)y=< ' 77 7.3
e {07 e 73
gilt 9f(0) = 0. Definieren wir aber
1, >0
=< ’ 7.4
e {0’ o &

so gilt 0f(0) = {0}.

Definition 7.3 (Stiitzfunktional) Sei X Banachraum, K C X konvexr. x € K. FEin
x* € X* heifst Stitzfunktional fir K in x, falls

(%) > (z*)y), firaleye K. (7.5)
Lemma 7.4 Sei X Banachraum, K C X konvex, K # (). Dann gilt
Ol (x) = {a* : o Stitzfunktional fir K in z}, fallsx € K, (7.6)
und Ik (x) = 0 andernfalls.
Beweis: Direkt aus der Definition. O

Satz 7.5 Sei X Banachraum, f: X — [—00,00], x € X mit f(z) < co. Dann gilt

f(z) = min f(y) & 0€df(x). (7.7)

yeX
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Beweis: Direkt aus der Definition. O

Satz 7.6 Sei X Banachraum, f: X — (—oo,00], x € X. Dann gilt
Fedfn) e @)+ ) =), (7.8)
x € df*(z") & [ (x)+ f(z7) = (2", 2) . (7.9)
Auf der linken Seite von (7.9) wird x als Element des Bidualraums X** aufgefafst.
Beweis: Wir zeigen (7.8), der Beweis von (7.9) verlduft analog. Es gilt

¥ edf(r) & flr)eRund f(y) > f(z)+ (", y—2) VyeX

i
& flx) eRund (2% 2) — f(z) = (2",y) — fly) VyeX
& f@) eRund (2",2) — f(2) > f(")
& (2% x) > fz)+ f(z7). (7.10)
Die andere Ungleichung gilt immer, nach Lemma 6.5. O

Satz 7.7 Sei X Banachraum, f : X — (—oo,00], x € X mit f(x) # 0. Dann gilt
[ (x) = f(x) und

r*edf(r) = wxedf(z"). (7.11)

Beweis: Sei z* € 0f(z). Aus f**(z) > (z*,z) — f*(2*) folgt
(2%,2) < f7(2) + f7(2") < fl2) + (") < (2", 2) | (7.12)
also gilt tiberall die Gleichheit und aus Satz 7.6 folgt, daf§ = € 0 f*(z*). O

Satz 7.8 Sei X Banachraum, f : X — (—o00, 00| konvez, unterhalbstetig und eigentlich.
Dann gilt
r€df(r) < xedf(z"). (7.13)

Beweis: Nach Folgerung 6.8 ist f** = f. Die Behauptung folgt dann aus Satz 7.6. O

Satz 7.9 Sei X Banachraum, f : X — (—o0, 00| konvex, x € X. Ist f stetig in x, so gilt
0f(x) # 0.

Beweis: Aus der Stetigkeit von f in 2 folgt, da8 int (epi f) nichtleer ist (sieche Ubung). Es
ist (x, f(x)) ¢ int (epi f), da (z, f(z) — 0) ¢ epi f fiir alle § > 0. Aus dem Trennungssatz
folgt, dafl es ein z* € (X x R)* gibt mit

2¥(x, f(x)) < z%(epif), 2*#0. (7.14)
Wir zerlegen z* in
2 ) =2"(&) + A, ¥ X, NeER. (7.15)
Wiére A = 0, so wire
¥ (x) < x*(&), fiir alle { € dom f, (7.16)
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woraus wegen x € int (dom f) folgen wiirde, daBl z* = 0 gilt, was im Widerspruch zu
2* # 0 steht. Also ist A > 0. Fiir alle £ € dom f gilt

2 (@) + A (@) S 7€)+ ASE), (717)
also folgt
1O 2 o)+ (~50" €~ o) (7.18)
fiir alle ¢ € X und damit
—ix* € 0f(z). (7.19)
O

Lemma 7.10 Sei X Banachraum, f: X — (—o0,00], A > 0. Dann gilt

OAf)(z) =A0f(z), VzreX. (7.20)
Beweis: Direkt aus der Definition. O
Ebenso folgt direkt aus der Definition, sofern fi(x) 4+ fo(z) definiert ist,

Ifr + f2)(@) D 0fi(x) + 0fa(). (7.21)

Satz 7.11 Sei X Banachraum, seien fi,...,f, : X — (—00,00] konvex. Es gebe ein
€ X mitz € N}_,dom f;, es seien alle f; mit 1 < <n —1 stetig in T. Dann gilt

0 (Z fz> (x) = Z@fz(x), fiir alle z € X . (7.22)

Beweis: Wegen (7.21) ist nur “C”: zu zeigen. Wir betrachten den Fall n = 2; der allge-
meine Fall folgt mit Induktion aus

0 (Zf’) (x) =0 (X_:ﬁ) () +0fk(x), k=3,...,n. (7.23)

i=1

Sei also z* € d(f1 + f2)(x), also

[iy) + fa(y) = fule) + falz) + (2% y —2) , VyeX, (7.24)
und f1(z) 4+ f2(x) € R. Wir definieren g : X — (—o00, 00| durch
9(y) = fily) = f(z) = (2" y —2) (7.25)
dann ist
9(y) = folx) — foly), VyeX. (7.26)

Wir definieren weiter

C=epig, D={(2,7): fa(2) +7 < fo(x)}. (7.27)
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C ist konvex, da g als Summe konvexer Funktionen konvex ist. D ist als Subniveaumenge
einer konvexen Funktion konvex. Weiter gilt int C' # (), da £ € dom g und g stetig in Z
ist. Wir zeigen, daB} int (C') N D leer ist: Sei (y,3) € int (C'), dann gibt es ein € > 0 mit
(y,0—¢) € C. Es gilt dann

fy) +6 = fole) —gly) + 8 = falz) = (B—e) + 8 = falz) + ¢, (7.28)

also (y,3) ¢ D. Aus dem Trennungssatz folgt, daf es ein z* € (X X R)* und ein o € R
gibt mit

2(C)<a<z(D), 2z(intC) < a. (7.29)
Wir zerlegen wieder z*(y, 3) = y*(x) + A\3. Aus (x,0) € C' N D folgt (y*,z) = a, also
WLy + A< (Y 7) =a < (¥ 2) + A, (7.30)

fir alle (y,8) € C, (z,7) € D. Wir zeigen nun A < 0: Es gilt (Z,¢9(%) + 1) € int C' und
(7, f2(x) — f2(%)) € D, also

(", ) + AMg(Z) +1) < (¥, 7) + A(foz) — f2(2)), (7.31)
also
Ay(@) = fo(z) + fo(2) +1) <O, (7.32)
und die Klammer ist positiv wegen (7.26), also A < 0. Wir schreiben nun
1 1
= (x* - Xy*) + Xy*. (7.33)
Um den Beweis zu vollenden, geniigt es zu zeigen, dafl
1 1
¥ — Xy* € 8f1(£L‘) , Xy* € 8f2(x) . (734)

Wir zeigen zunéchst die linke Inklusion. Fiir alle y € dom f; = dom g gilt (v, g(y)) € C,
also nach (7.30)

Wy +Ag(y) < (y', ) (7.35)
Division durch A und Einsetzen der Definition von g ergibt
* ]' *
fily) = filw) + ( ,y—x>+<—xy ,y—w>, (7.36)

und damit die linke Inklusion in (7.34). Zum Beweis der rechten Inklusion beachten wir,
daB (z, fo(z) — fa(z)) € D fiir alle z € dom f, gilt. Aus (7.30) folgt nun

(y",2) <y, 2) + A fa(z) = fo(2)) - (7.37)
Division durch A liefert
1
fa(2) = fo(z) + <Xy*, z — :c> , z€domfy, (7.38)
also auch die rechte Inklusion in (7.35). O

Wir betrachten nun das Subdifferential einer Komposition f o A, wobei A : X — Y
linear und stetig ist. Wir erinnern an die Definition der zu A adjungierten Abbildung
A* Y — X

(A*y*, x) = (y*, Ax) . (7.39)
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Satz 7.12 Seien X,Y Banachriume, A : X — Y linear und stetig, f : Y — (—00, 0]
konvex, und es gebe ein T € X, so daf f stetig in AT ist. Dann gilt

O(foA)(x)=A"0f(Ax), firallex e X. (7.40)

Beweis: “D”: Sei y* € 0f(Az). Dann gilt

fly) > f(Az) + (y",y — Az) , firalleyeY, (7.41)

also
flAS) > f(Ax) + (y*, A — Ax) , fiiralle £ € X, (7.42)

also
(foA)E) > (foA)x)+ (A'y", & —x), firallef e X, (7.43)

also A*y* € O(f o A)(z).
“C”: Sei x* € O(f o A)(z). Wir definieren eine affine Teilmenge U von Y x R durch

U= {(A¢, f(Az) + (z", € —x)) 1 £ € X} (7.44)

Es ist int (epi f) # (), da AZ € int (epi f). Wir behaupten U Nint (epi f) = 0: Ist (y, 5) €
int (epi f), so gilt fiir hinreichend kleines € > 0

flyy <8 —e. (7.45)
Wire (y, ) € U, so gébe es ein £ € X mit
fAG) < f(Az) + (2", —x) —¢ (7.46)

im Widerspruch zu 2* € 9(foA)(z). Nach dem Trennungssatz gibt es also ein z* € (Y xR)*
und ein a € R mit

2*(U) < z*(epif), a < z*(int(epif)). (7.47)
Wir schreiben
2y, B)=y"(y) + NG, y €Y AeR. (7.48)
Dann ist
(y", AS) + Af(Az) + A (2", § —x) < a < (", y) + Au, (7.49)

fir alle £ € X, y € dom f, u > f(y). Wie frither folgt A > 0. Wére A = 0, so wére nach
Voraussetzung an &

(y*, AT) < o < (y*, AZ) , (7.50)
also ist A > 0. Aus (7.48) folgt
(y", AG) + A (a",§) =0, VEeX, (7.51)
also ist .
¥ =A (—Xy) . (7.52)
Damit wird (7.49) zu
Af(Az) = A" 2) < (y" y) + Af(y), y€domf, (7.53)
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und —\ (z*, x) = (A*y*, x) = (y*, Ax), also

1
fly) = f(Az) + <—Xy*,y - Ax> , (7.54)
woraus .
—yY € 0f(Az) (7.55)
und wegen (7.52) auch z* € A*0f(Ax) folgt. O
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8 Differenzierbarkeit konvexer Funktionen

Lemma 8.1 Sei ¢ : R — (—o00, 0] konver, x € dom . Dann wird durch

) = A+ el (8.1)
eine auf (0, 00) monoton wachsende Funktion d mit Werten in (—oo, 00| definiert. Ferner
gilt d(—t) < d(t) firt > 0.

Beweis: Fiir 0 < s <t ist ;
T+s= t8x+§(x+t), (8.2)
also
t—s s
olx+s) < Tg@(a:) + ggo(:v +1). (8.3)
Subtraktion von ¢(x) und Division durch s liefert
— t) —
d(s) = Pz +s)—plr) plet i plr) dt). (8.4)
s
Es gilt weiter fiir ¢ > 0
1 1
pla) < sele 1)+ gp(z +1), (8:5)

also p(x) — p(x —t) < p(zr +1t) — p(x) und damit

ple —t) —p(z) _ pla+t) —plz)
—1 - t

(8.6)

O

Definition 8.2 (Strikt konvexe Funktion) Sei X Vektorraum, K C X konvex. Eine
Funktion f . K — R heifit strikt konvex auf K, falls

fa+ (1 =Ny) <Af(z) + (1= A)f(y) (8.7)
gilt fiir alle x,y € K mit x # y und alle A € (0,1).

Lemma 8.3 Sei K C R konvex, p : K — R strikt konvex, x € K. Dann ist

streng monoton wachsend in (0, 00) N domd.

Beweis: Wie der Beweis von Lemma 8.1, aber mit der strikten Ungleichung. O

Definition 8.4 (Richtungsableitung) Sei X Vektorraum, f : X — (—o0,00], © €
dom f und h € X. Falls der Grenzwert

Foh) — tim L) S @)

i " (8.9)

in (—oo, 0] existiert, so heif$t er die Richtungsableitung von f in x in Richtung h.
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Unmittelbar aus der Definition folgt, dass die Richtungsableitung positiv homogen ist,

f(z;th) =tf'(x;h), x,heX,t>0. (8.10)

Satz 8.5 Sei X Vektorraum, f : X — (—o00,00| konver, x € dom f. Dann existiert
f'(x;h) fir jedes h € X, und es gilt

fa+th) — ()

() = jnf LT (8.11)
Ferner gelten
f(sh) < f(x+h) = fx), (8.12)
sowne
—f'(x;=h) < f'(z;h). (8.13)

Beweis: Nach Lemma 8.1, angewendet auf ¢(t) = f(x + th), ist der Differenzenquotient
[z +1th) — f(x)
t
monoton wachsend auf (0, 00), also existiert limg o dj () und ist gleich inf;~o dp(t). Wegen

dn(1) = f(x + h) — f(z) gilt (8.12), und (8.13) folgt aus

SEZ W IO gy <. (315

durch Grenziibergang ¢ | 0. O

dy(t) = (8.14)

Definition 8.6 (Gateaux-Ableitung)
Sei X Vektorraum, M C X algebraisch offen, f : M — R, x € M. Falls die Richtungs-
ableitungen f'(x;h) fir alle h € X existieren und die Abbildung h — f'(x;h) linear ist,
so heifit die durch

(f'(x), h) = f'(:h) (8.16)
definierte Abbildung f'(x) : X — R die Gateauz-Ableitung von f in x. Hat f in jedem
Punkt x € M eine Gateauz-Ableitung, so heifst f' : M — X# die Gateaux-Ableitung von
fin M.

In Definition 8.6 haben wir die Bezeichnung X# fiir den Raum aller linearen (nicht un-
bedingt stetigen) Funktionale auf X verwendet.

Satz 8.7 Sei X Banachraum, f : X — (—o00, 00| konvex, x € aint (dom f), f habe in x
eine Gateaux-Ableitung f'(x) € X*. Dann ist 0f (x) = {f'(z)}.

Beweis: Es ist

(f'(x),y — ) = fl(zsy — ) < fy) — f(2) (8.17)
wegen (8.12), also f'(x) € df(z). Ist 2* € 0f(x), so gilt
flz+th) — f(z) > t{z", h) (8.18)
fiir alle h € X und alle ¢ > 0, also
(f'(x),h)y = f'(x;h) > (z*,h) , firallehe X, (8.19)
also f'(x) = z*. O
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Bemerkung 8.8
Sei X normierter Raum, M C X offen, f : M — R und x € M. Hat f in x eine
Gateaux-Ableitung mit f'(x) € X* und gilt aulerdem

o @+ 1) = (@) = (), )|
2 7]

h#0

=0, (8.20)

so erhilt man den iiblichen Differenzierbarkeitsbegriff. In diesem Fall heifit f'(x) die
Fréchet-Ableitung von f in x.
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9 Konvexe Kegel

Definition 9.1 (Kegel)
Sei X Vektorraum, K C X nichtleer. K heifst Kegel, falls \x € K gilt fir alle x € K
und alle A > 0. Fin Kegel heifit spitz, falls K N (—K) = {0}. O

Ist K Kegel, soist 0 € K. Ein Kegel ist spitz genau dann, wenn er keinen eindimensionalen
Unterraum (Gerade durch den Nullpunkt) enthélt.

Lemma 9.2 Ser X Vektorraum, K C X Kegel. K ist konvex genau dann, wenn x+y € K
gilt fiir alle v,y € K.

Beweis: “<”: Direkt aus der Definition. “=": Folgt aus der Identitét

1 1
r+y=2 §x+§y :

O

Lemma 9.3 Sei X Vektorraum. Fine nichtleere Teilmenge K C X ist ein konvexer Kegel

genau dann, wenn
n
E )\zwz e K
i=1

qilt fiir allen € N, z; € S und \; > 0. Sind K; konvere Kegel, 1 < i <n, so auch
' i=1
Beweis: Folgt direkt aus Lemma 9.2 und Definition 9.1. O

Definition 9.4 (Kegelhiille)
Sei X Vektorraum, S C X nichtleer. Die Kegelhiille von S ist definiert als

cone (5) = {Z)\ixizneN, x; €5, )\Z-ZO.} . (9.2)
i=1

Eine Linearkombination Y Njx; mit \; > 0 fir alle ¢ heifit auch konische Kombi-
nation.

Aus Lemma 9.3 folgt unmittelbar, dass cone (S) gleich ist dem Durchschnitt aller konvexer
Kegel, welche S umfassen. Weiter gilt

dim(cone (5)) < |S| ( = Anzahl der Elemente von S) . (9.3)
Ist S endlich, so auch dim(cone (S)).

Definition 9.5 (Endlich erzeugter Kegel)
Sei X Vektorraum. Ein Kegel K C K heifst endlich erzeugt, falls K = cone (S) fir
eine endliche Menge S C X. O
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Beispiel 9.6
(i) Der positive Orthant im R”,

R? ={z: z € R", z; > 0 fiir alle ¢} (9.4)

ist ein spitzer konvexer Kegel, welcher von S = {e; : 1 <1i < n}, also den Einheitsvektoren,
erzeugt wird.
(ii) Ist © eine Menge und X ein Vektorraum reellwertiger Funktionen auf €2, so ist

K={z: ze€X, z(t) >0 fur alle t € Q} (9.5)
ein spitzer konvexer Kegel. Ist €2 unendlich, so ist K in der Regel nicht endlich erzeugt.

Betrachtet man den Raum LP(Q), so ist “fur alle” in (9.5) durch “fiir fast alle” zu ersetzen.

Wir erinnern daran, dass eine Relation auf einer Menge als Ordnungsrelation bezeichnet
wird, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Satz 9.7 (Geordneter Vektorraum)
Sei X Vektorraum, K C X ein spitzer konvexer Kegel. Dann wird durch

r <y & y—xreK (9.6)
eine Ordnungsrelation auf X definiert mit den Eigenschaften
x <y = r+z<y+z, <y, —-y<-zx, (9.7)
fir alle x,y,z € X und alle A\ > 0. Wir sagen, dass K die Ordnung “<” erzeugt.

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition und Lemma 9.2. O

Die in Beispiel 9.6 erzeugten Ordnungen nennt man komponentenweise oder punktweise
Ordnungen.

Lemma 9.8 Seien X,Y Vektorrdume, L : X — Y linear. Ist K C X ein (konvezer)
Kegel, so auch L(K). Ist C CY ein (konvezer) Kegel, so auch L™(C).

Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemma 9.3, da L konische Kombinationen auf ebensolche
abbildet. O

Aus Lemma 9.8 folgt beispielsweise, dass die Menge
{z:2eR", Az >0}, AeR™™ gegeben,

ein konvexer Kegel im R™ ist.

Definition 9.9 (Polarkegel)
Sei X Banachraum, S C X nichtleer. Wir definieren den Polarkegel von S als

S*={z": 2" € X, (2", x) <O fir alle x € S}. (9.8)
Zu nichtleerem T C X* definieren wir T* C X durch
T ={x: x€ X, (%, 2) <0 fir alle x* € T} . (9.9)
Im Falle T = S* erhalten wir den Bipolarkegel von S,
S ={x: xe X, (x*,z) <0 fir alle x* € S*}. (9.10)
(]
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Wir konnen S* und S** darstellen als

S*:ﬂ{x*:x*eX*,<x*,x>§O}, S = ﬂ {r:zeX, (z5,2) <0}. (9.11)

zesS r*eS*

Es gilt offenbar
S1 C 5, = STDSy, ST Sy, (9.12)

Beispiel 9.10
Sei X Banachraum, K Unterraum von X. Dann gilt

K =K"= {2": (2", 2)=0fiiralle v € K}. (9.13)

Als Spezialfall ergibt sich fiir Hyperebenen durch den Nullpunkt, K = ker(z*) mit z* €
X*, dass
K* =span ({2*}) = {tz" : t € R}. (9.14)
Betrachten wir den Halbraum statt der Hyperebene, also K = {x : (z*,z) < 0} fur
gegebenes z* € X*, so gilt
K*={ta" : t>0}. (9.15)

Lemma 9.11 Sei X Banachraum, S C X nichtleer. Dann sind S* und S** abgeschlos-
sene konvexe Kegel, und es gilt

S* = (S)* = (cone (S))*. (9.16)

Ist S konvezxer Kegel, so gilt B
g =73, (9.17)

Beweis: Die Darstellungsformel (9.11) zeigt, dass S* Durchschnitt abgeschlossener kon-
vexer Kegel ist, da aus (z},z) < 0 folgt, dass Y ., (\zf,z) < 0 gilt fiir jede konische
Kombination. Analog wird bewiesen, dass S** abgeschlossener konvexer Kegel ist. Die
Inklusionen S* O (S)* D (cone (S))* folgen aus (9.12).

“S* C (9)*: Sei x* € S*. Ist x € S und {x;} Folge in S mit =, — = € X, so gilt
(x*, x) = limy, (z*, ;) < 0. Damit folgt auch (cone (S))* = (cone (5))*.

“S* C (cone (S))*: Ist z* € S*, so gilt (z*,z) = > ", N\ (z*,2;) < 0 fiir jede konische
Kombination Y, A\;z; von Elementen z; € S.

“S** 5 S Ist x € S, so gilt (x*,2) < 0 fiir alle 2* € S* wegen (9.16), und damit x € S**.
“S** C S7: Ist ¢ S, so gibt es nach Trennungssatz ein 2* € X* mit

z*(S) <supx*(S) = a < z*(z).
Da S konvexer Kegel ist, muss oo = 0 gelten. Es folgt 2* € S* und daher = ¢ S**. O
Lemma 9.12 Sei X Banachraum, T C X* nichtleer. Dann gilt
T* = (T)* = (cone (T))*. (9.18)
Ist X auflerdem reflexiv und T konvexer Kegel, so gilt

T =T. (9.19)
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Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 9.11. Die Reflexivitdt von X ist erforderlich,
damit Funktionale in X**, die bei der Anwendung des Trennungssatzes in X* auftreten,
auf Elemente in X zuriickgefithrt werden konnen. O

Lemma 9.13 Sei X Banachraum, seien K; konvexe Kegel in X, i € I. Dann gilt

(U Ki) * =K (9.20)

i€l i€l

Sind T; konvexe Kegel in X*, 1 € I, so gilt

<UT> =77 (9.21)

el el

Beweis: Beide Mengen in (9.20) enthalten genau diejenigen z* € X*, fiir die gilt (x*, x)

<
0 fiir alle i € I und alle x € K;. Analog wird (9.21) gezeigt. O

Satz 9.14 Sei X refleviver Banachraum, seien K; abgeschlossene konvexe Kegel in X,

1 € 1. Dann gilt
<ﬂ KZ-) = cone U K. (9.22)

iel el
Beweis: Wir definieren 7' C X* durch
T=|]JK;.
iel
Dann gilt wegen (9.21) und (9.17)
r - (Us) - -0
il iel iel

und weiter wegen Lemma 9.12

(ﬂ KZ> = T* = cone (1) = cone(T).

el
Handelt es sich in Satz 9.14 um eine endliche Indexmenge, so wird (9.22) zu

(ﬂ Ki> => K, (9.23)
i€l i€l
da

n n n n
coneUSi: E S, coneUTi: E T;
i=1 i=1 i=1 i=1

gelten fiir beliebige S; C X und T; C X*. Es ist daher von Interesse festzustellen, wann
die Summe abgeschlossener konvexer Kegel abgeschlossen ist.
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Satz 9.15 (Endlich erzeugte Kegel sind abgeschlossen)

Sei X Banachraum, K = cone (xy,...,x,) ein endlich erzeugter Kegel in X. Dann gilt:
(i) K ist abgeschlossen.

(ii) Es gibt ein ¢ > 0, so dass fir jedes v € K ein A € R™ existiert mit A > 0 und

A< ellll, == N (9.24)

Beweis: “(ii)=(i)": Sei y € K, sei {y*} Folge in K mit y* — y. Zu y* withlen wir \* € R
gemif (ii). Da {y*} beschriinkt ist, ist nach (9.24) auch die Folge {\*} beschriinkt in R™,
also gilt A" — X\ € R" fiir eine Teilfolge. Grenziibergang liefert A > 0 und y = > | N,
alsoy € K.

Wir zeigen (ii). Zu A € R"} definieren wir

Wir nennen A € R’} minimal, falls es kein p € R gibt mit

Z Nt = Z [T YCI(N), I(u)#IN).

Da es nur endlich viele Teilmengen J von {1,...,n} gibt, und da jedes x € K sich mit
einem minimalen A konisch darstellen lasst, geniigt es zu zeigen: Zu jeder Teilmenge J
von {1,...,n} gibt es eine Konstante c;, so dass

Il < esllall, =) A (9.25)

gilt fiir alle minimalen A mit J = I(\).
Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an. Dann gibt es eine Indexmenge J und eine Folge
minimaler A* € R? mit J = I(\*) und

ieJ

< —||I\¥)l.

1
k

Es folgt, dass {\*||A\¥||7'} einen HAufungspunkt p € R™ hat. Fiir diesen gilt |u| =

1> 0 und
Zﬂi%’i =0.
ieJ
Sei nun A > 0 minimal mit J = I(\). Da A; > 0 fiir alle ¢ € J und p # 0, gibt es ein
j € J und ein ¢t > 0 mit
0=\ —tu; = Iiél}l()‘l —tu;) .

Die Indexmenge I(\ — tu) ist daher echt in J enthalten, und

n

Z)\ — tp;)x; Z)\%

=1

im Widerspruch zur Minimalitat von . O
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Satz 9.16 (Lemma von Farkas)

Sei A € RU™™) mit den Zeilen ay, ..., ap, sei
K={z:2zeR", Az <0}. (9.26)
Dann gilt
K* =cone (ay,...,a,). (9.27)

Beweis: Wir setzen
Ki={z:2€R", alz <0}.

Nach Beispiel 9.10 gilt
K! ={ta; :t > 0}.

Es folgt
ZK;‘ = cone (a, ..., an) .
i=1

Nach Satz 9.15 ist dieser konvexe Kegel abgeschlossen. Aus (9.23) folgt daher

K* = (ﬁ[(z> :iK: = cone (ay,...,ay).
i=1 i=1

Man kann das Lemma von Farkas auch in Form einer Alternative formulieren.

Satz 9.17 (Lemma von Farkas, andere Form)

Sei A € R™™ mit den Zeilen aq,...,am, sei b € R*. Dann ist trifft genau eine der
folgenden beiden Aussagen zu:

(i) Es gibt ein x € R™ mit Az < 0 und b'z > 0.

(ii) Es gibt ein y € R™ mit ATy =b und y > 0.

Beweis: Sei K = {z: 2 € R", Az < 0}. Wir setzen
M, ={z:x€R", Az <0, b’z > 0},
My={y:yeR™, Ay =b,y>0}.
Dann gilt (die mittlere Aquivalenz folgt aus Satz 9.16)
Mi=0 & beK' <& becone(ay,...,a,) <& M#D.

O

Man kann die Argumentation im Beweis von Satz 9.17 umdrehen und auf diese Weise
Satz 9.16 aus Satz 9.17 folgern. Setzen wir die Giiltigkeit von Satz 9.16 voraus (etwa, weil
wir ihn auf andere Weise bewiesen haben), so folgt

beK* & M=0 & M#0 < becone({ay,...,an}-
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