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1 Der euklidische Vektorraum

Falls zur Beschreibung eines Sachverhalts mehrere Zahlen erforderlich sind, so ist haufig
ein Vektor das angemessene mathematische Konzept. Bevor wir zum allgemeinen Begriff
des euklidischen Vektorraums kommen, hier ein paar Vorbereitungen.

Zahlenebene, Produktmengen. In der Ebene kénnen wir jeden Punkt P durch zwei
Zahlen darstellen. Wir betrachten ein sogenanntes kartesisches Koordinatensystem,
welches durch zwei orthogonale (das heift, aufeinander senkrecht stehende) Geraden fest-
gelegt wird, sieche Wir schreiben P = (x,y), wobei z,y € R die Koordinaten von P
sind. Die Zahlenebene E selbst fassen wir als Produkt von zwei Zahlengeraden auf, (R
bezeichnet die Menge der reellen Zahlen)

E=RxR={(z,y):z R, yecR}. (1.1)
Allgemein definieren wir das Produkt zweier Mengen M und N durch
MxN={(z,y):x e M,ye N}. (1.2)

Die Menge M x N heifit auch die Produktmenge von M und N. Die Mengen M und N
miissen dabei nichts miteinander zu tun haben. Ist etwa M die Menge aller Weinsorten und
N eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen N, welche alle moglichen Jahrgénge beinhaltet,
so besteht die Produktmenge M x N aus Paaren wie

(Ismaninger Bahndamm, 2002) .
Wir kénnen auch Produkte mit mehr als zwei Faktoren betrachten, etwa
RxRxR={(z,y,2) : 2,y,2 € R}. (1.3)

Hierdurch werden Punkte im (dreidimensionalen) Raum beschrieben. Produkten mit glei-
chen Faktoren kiirzt man ab,

R*=RxR, R°=RxRxR. (1.4)

Indizes. Will man mit mehreren Objekten hantieren, so ist der Begriff des Index (Plural:
Indizes) sehr niitzlich. Hat man drei unbekannte Zahlen, so kann man sie noch ohne
weiteres

T, Y, 2

nennen. Sind es 100 Zahlen, so ist es erheblich zweckméfiger, sie
L1, L2y..., L100 (15)

zu nennen. Die tiefgestellte “1” von x; heifit Index. Will man sich nicht von vorneherein
festlegen, wieviele es sind, so kann man sie

L1y, T2y..., Tp (16)

nennen, wobei n € N eine weitere Unbekannte (némlich die Anzahl der Zahlen) darstellt.
Deren Summe lésst sich préazise und iibersichtlich mit dem Summenzeichen schreiben

als
100 n

E ZT;, E Z; .
=1 i=1
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Betrag, Maximum, Minimum. Ist x € R, so heif3t
x, x>0
|z =
-z, x<0
der Betrag von z. Sind z,y € R, so definieren wir

T, T2y
y, y>uw,

x, Y
Yy, y<x.

max{z,y} = { min{z,y} = {

Es gilt fiir alle z,y € R

min{z,y} <z <max{z,y}, min{z,y} <y < max{z,y},

]x\:max{x,—x}:]—x\,
|lz| >0, Jz|=0 < x=0,
zy| = || - Jyl.

Als Beispiel betrachten wir die Menge

M ={(z,y):z,y e R, |Jz[+ |yl =1,0 < |z],|y| < 1}

(1.7)

(1.8)

in der Ebene. Die Fallunterscheidungen aus der Definition der Betragsfunktion ergeben,
dass M aus vier Strecken besteht, die zusammen gerade die Seiten des Quadrats mit den

Ecken (1,0),(0,1),(—1,0), (0, —1) darstellen.
Aus (1.12) erhélt man (falls y # 0) wegen

x
[zl =|=y|=|=|" |yl
Y
die Regel
yl oyl
Es gilt auflerdem
vty <lel+lyl, —(r+y)=(-2)+(=y) <l|z[+ ],

Daraus erhalten wir die Dreiecksungleichung
|z +y| < |z]+ [yl
Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich
[z =@ —y) +yl <le—yl+lyl, |yl =Iy—2)+z[ <]z —y|+ ]|z,

also
2| — |yl <z —yl, |yl —l|z[ < |z —yl,

und hieraus die umgekehrte Dreiecksungleichung
[z =yl = |z =yl
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Euklidischer Vektorraum. Der euklidische Vektorraum R™ besteht aus Vektoren der
Form
x = (11, Ta,...,Ty) (1.19)

wobei die Komponenten x;, xs, ... relle Zahlen sind. Ein z € R™ der Form (1.19) heifit
auch n-Vektor, oder reeller n-Vektor. Meistens sagt man einfach Vektor. Eine einzelne
reelle Zahl heifit auch Skalar. Wenn man will, kann man einen Skalar auch als 1-Vektor
auffassen.

Man kann Vektoren in der Notation als solche kenntlich machen, z.B. durch einen Pfeil
iiber dem z
T=(z1, Ta,...,Ty)

oder durch Fettdruck
X = (21, Tgy ..., Ty),

oder durch beides. Wir werden das nicht tun, sondern schreiben “z € R™”, wenn wir sagen
wollen, dass x ein n-Vektor ist, oder wir schreiben wie in (1.19).

Wir haben bereits oben gesehen, dass wir die Punkte der (zweidimensionalen) Ebene und
des (dreidimensionalen) Raumes durch 2-Vektoren und 3-Vektoren darstellen konnen.
Zur Beschreibung einer Kraft in einem Raumpunkt brauchen wir ebenfalls 3 Zahlen. Der
Zustand eines Lagers von 5 Warensorten A, B, C, D und E kann durch einen 5-Vektor
beschrieben werden, also etwa (3, 4.3, 1, 6, 2.2), wobei die Komponenten jeweils angeben,
wieviele Mengeneinheiten der jeweiligen Warensorte vorhanden sind.

Spéter, bei der Matrizenrechnung, werden wir unterscheiden zwischen Spaltenvektoren

3
r= -2 (1.20)
4
und Zeilenvektoren (ohne Kommas)

dieser Unterschied ist aber auflerhalb des Matrix-Vektor-Kalkiils bedeutungslos. Wir wer-
den im vorliegenden Kapitel entweder die Notation (1.19) oder (1.20) verwenden.

Die Addition von Vektoren ist komponentenweise definiert. Sind

vy wy
v = Uf L ow= u:)Q : (1.22)
on wn
SO ist
V1 + wy
vt w = szwz . (1.23)
Un, + Wy,



Hier ein Beispiel

B ()-)

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar (nicht zu verwechseln mit dem
weiter unten definierten Skalarprodukt zweier Vektoren) ist ebenfalls komponentenweise
definiert. Sind

v = : (1.25)

und ist t € R ein Skalar, so ist
tUl

tUg
tw=| . |. (1.26)

tu,

Der Vektor tv heifit auch ein skalares Vielfaches des Vektors v. Beispiel:

(—2)- G) = (:i) : (1.27)

Fir die Addition und skalare Multiplikation bei Vektoren gelten wie fiir Zahlen die
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze, also fiir v, w,z € R™ und s,t € R

vtw=w+v, @W+w)+z=v+(w+z), s(tv)=(st)v, tlv+w)=tv+tw.
Eine besondere Rolle spielen die Einheitsvektoren

0

(1.28)

®
h
I
—_

0
deren i-te Komponente 1 ist, alle anderen sind Null. Jeder Vektor v = (vq,...,v,) € R”
lésst sich schreiben als

v = Zviei. (1.29)
i=1

(3)-+() ()

Die Lénge eines Vektors v € R” ist gegeben durch seine euklidische Norm (mit der
Wurzel ist immer die positive Wurzel gemeint)

Beispiel:

(1.31)




In der Ebene (n = 2) folgt das direkt aus dem Satz des Pythagoras, der Fall n > 3 lésst
sich ebenfalls darauf zuriickfithren. Beispiel:

o= (_24) ol = V2 F (<42 = V20 = 2v5.

Fiir n = 1 ist die euklidische Norm dasselbe wie der Betrag.

Fiir v € R™ gelten die Rechenregeln:

o]l >0, (1.32)
v =0 < wv=0, (1.33)
[toll = [t] - lv]|, falls t € R, (1.34)
letzteres folgt aus der Rechnung
ol = | D (w2 = (| D 202 =\ [2> v =[t],| > vF=It]-[lv].
i=1 i=1 i=1 i=1

Fiir v,w € R™ gilt die Dreiecksungleichung
[+ wl < floff + [[w]- (1.35)

Im Falle n = 2 besagt (1.35), dass jede Seite eines Dreiecks hochstens so lang ist wie die
Summe der Langen der beiden anderen Seiten. Warum (1.35) allgemein richtig ist, werden
wir weiter unten sehen, siehe (1.53). Der Abstand zwischen zwei Vektoren v, w € R™ ist
gegeben durch die Zahl

|lv —wl]|. (1.36)

Beispiel: Fiir v = (2,0) und w = (1, 2) gilt
o —wl = V- 1P+ 027 = ViTi=V5.

Wir befassen uns nun mit der Frage, wie man Vektoren multiplizieren kann. Man
konnte die Multiplikation (analog zur Addition in (1.24)) komponentenweise definieren,
es hat sich aber herausgestellt, dass man damit nicht viel anfangen kann.

Das Skalarprodukt wird aus zwei Vektoren v, w € R™ gleicher Liange gebildet und liefert
eine Zahl gemafl der Definition

(v,w) = vaw; (1.37)
i=1
Statt (v, w) schreibt man oft auch
vew

mit dem normalen Malpunkt. (Fiir n = 1 ist das Skalarprodukt dasselbe wie die Multi-
plikation zweier Zahlen.) Beispiel:

() ()=(2) () roremnmszt asy



Es gilt
(o) =) vl =1lI?, ol = V{vv). (1.39)
i=1
Anhand der Definition (1.37) macht man sich unmittelbar klar, dass das Skalarprodukt

sich mit der skalaren Multiplikation vertréigt sowie kommutativ und distributiv ist, es gilt
fiir v,w,z € R" und t € R

(tv,w) =t (v, w) = (v, tw) , (1.40)

(v,w) = (w,v) , (1.41)
(v+w,z) = (v,2) + (w, z) , (1.42)
(v, w4 z) = (v,w) + (v, 2) (1.43)

Fiir das Skalarprodukt gilt aber oft

(v,w) z #v{w,z) ,

andererseits gilt die Gleichheit beispielsweise dann, wenn die Vektoren v und z in dieselbe
(oder entgegengesetzte) Richtung zeigen.

Im Gegensatz zum Produkt zweier Zahlen kann es sehr wohl vorkommen, dass

(vyw)y=v-w=0, aber v#0, w#0,

() (") -0 ()-() -0 o

Zwei Vektoren v, w € R™ heiflen orthogonal, falls

beispielsweise gilt

(v,w) = 0. (1.45)

Die Einheitsvektoren stehen orthogonal (oder senkrecht) aufeinander, es ist

(€i,e;) = 0ij, (1.46)
wobei
5ij = {é z;i (1.47)
das sogenannte Kronecker-Delta ist. Es folgt weiter fiir beliebiges v = (vq,...,v,) € R"
(v,€;) = <Z vje;, ei> = Zvj (ej,€;) = Zvjéij =;. (1.48)
j=1 j=1 j=1

Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren v, w € R™ gilt die Formel
(v, w) = o] - lw[] - cos ¢, (1.49)

wobei ¢ der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel ist. Im Spezialfall n = 2,
lv]] = 1, w = ey gilt (v,w) = v; = cos . Der allgemeine Fall kann darauf zuriickgefiihrt
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werden. Man kann sich (1.49) bildlich so vorstellen: Projiziert man den Vektor v orthogo-
nal auf den Vektor w, so hat der resultierende Vektor die Richtung von w und die Lange
||v]| cos @, und der Wert des Skalarprodukts ergibt sich als Produkt der Léngen dieses
Vektors und des Vektors w.

Das Skalarprodukt ist das richtige Produkt fiir die Vektorform der Formel aus der Mecha-
nik “Arbeit ist gleich Kraft mal Weg”. Wirkt auf eine Punktmasse eine konstante Kraft,
dargestellt als Vektor F' € R?, und bewegt sich die Masse unter der Einwirkung dieser
Kraft um eine durch einen Vektor z € R3 gegebene Strecke im Raum, so ist die von der
Kraft an der Masse geleistete Arbeit gleich

(F,z) = [ F[| - [Jz]| - cos ¢ (1.50)
Ein anderes Beispiel ist: Sind von 5 Warensorten jeweils x1, ..., z5 Mengeneinheiten vor-
handen, und ist ¢; der Preis einer Mengeneinheit der Sorte 7, so ist

5

(c,x) = Z CiT;

i=1
der Gesamtwert aller am Lager vorhandenen Waren.

Da der Cosinus eines Winkels immer zwischen -1 und 1 liegt, ergibt sich aus (1.49) un-
mittelbar die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

| (v, w) | < ol - [[wl] (1.51)

Man kann (1.51) auch direkt aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt erhalten, ohne
Verwendung des Winkels. Sei ndmlich w # 0 (andernfalls wird (1.51) zu “0 < 0”), dann
gilt fiir beliebiges t € R

0 < (v—tw,v—tw) = (v,v) + (—tw,v) + (v, —tw) + (—tw, —tw)

= (v,v) — 2t (v, w) + * (w,w) . (1.52)
Setzen wir nun
(v, w)
t= -t
[Jw]]

so ergibt sich
0< (o) — 2800 0l

—_— /Ua/U - w )

[[wl]? [Jw][*

und weiter
0 < JJo? - [Jw]* = (v,w)*

woraus (1.51) folgt.

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man die Dreiecksungleichung. Es gilt
néamlich

v+ wl||? = (v+w,v+w) = (v,v) + 2 {v,w) + (w,w)
< ol + 2ljol| - [lw]| + [[wl” = (o]l + [Jw])?, (1.53)

und Wurzelziehen ergibt die Dreiecksungleichung.
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Wir befassen uns nun mit dem Vektorprodukt. Es ist definiert fiir Vektoren v,w € R3
(nur in 3 Dimensionen!) und liefert als Ergebnis einen Vektor

vxwe R, (1.54)

Der Vektor v x w lésst sich geometrisch wie folgt erhalten:

1. Die Lénge von v x w ist gleich der Fliche des von den beiden Vektoren v und w
aufgespannten Parallelogramms, also

[ xw|[ = [lo] - lw] - sine, (1.55)
wobei ¢ der Winkel zwischen v und w ist. Insbesondere ist 0 x w = v x 0 = 0.

2. v X w steht senkrecht auf v und w.

3. Die Richtung von v x w wird gemé&f der Schraubenregel aus den beiden nach 1.
moglichen ausgewahlt: Dreht man eine Rechtsschraube von v {iber den kleineren
Winkel nach w, so zeigt v x w in die Richtung, in der sich die Schraube hinein-
bzw. herausschrauben wiirde. Dasselbe liefert die Rechte-Hand-Regel: Zeigen der
Zeigefinger nach v und der Mittelfinger (wieder iiber den kleineren Winkel) nach w,
so zeigt der Daumen in Richtung von v x w.

Die Formel fiir die Koordinaten von v x w in Abhéngigkeit von den Koordinaten von v
und w ist

(%1 w1 V2W3 — V3W2
Vo X Wo = | V3w — V1W3 . (156)
U3 w3 V1Wz — YWy

Dass die geometrische Beschreibung dasselbe Ergebnis liefert wie die Formel (1.56), werden
wir hier nicht beweisen.

Fiir die Einheitsvektoren gilt
€1 X eg =€3, €3Xez=e, €3Xe =ey. (1.57)

Wir gehen nun auf die Orientierung der Einheitsvektoren im R3 ein. Will man e,
mit x und ey mit y im iiblichen Koordinatensystem auf der Tafel identifieren, so zeigt
es geméfl der Schraubenregel von der Tafel nach vorne in den Raum hinein. Will man
erreichen, dass die dritte Koordinate es senkrecht nach oben zeigt (wie die y-Achse im
Zweidimensionalen), so ldsst man e; nach vorne in den Raum zeigen, und es hat auf der
Tafel die Richtung wie sonst die z-Achse. Oder man ldsst e; nach rechts und e; nach
hinten (in die Tafel hinein) zeigen.

Im Unterschied zum Skalarprodukt ist das Vektorprodukt nicht kommutativ, es gilt
vielmehr fiir v,w € R?

VX W=—wXuv, (1.58)
also insbesondere v X v = —v X v, also 2v X v = 0, also
vxv=0. (1.59)



Es gelten die Distributivgesetze fiir v, w, z € R?
vX (w+z)=vxw+vxz, (Wtw)xz=vXz4+wXz, (1.60)

sowie fiir Skalare t € R
(tv) x w=t(v X w) =v X (tw). (1.61)

Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ, es ist beispielsweise
(61X€1)X€2:0, €1X<€1X62):€1X63:—62.

Es ergibt sich weiterhin, dass v x w = 0 gilt genau dann, wenn v und w in die gleiche
(oder entgegengesetzte) Richtung zeigen. Ferner gibt es eine ganze Menge Formeln, die
Beziehungen liefern zwischen Skalarprodukt, Vektorprodukt und Lénge, beispielsweise

lo < wlf* = ol *llw]|* - (v, w)* , (1.62)

(v X w,z) = (v,wx z) . (1.63)

Die sich in (1.63) ergebende Zahl wird als das Spatprodukt der drei Vektoren v, w, z € R?
bezeichnet, ihr Betrag ist gleich dem Volumen des von v, w und z aufgespannten Spats
(oder Parallelflach, oder Parallelepiped).

Das Vektorprodukt wird zur Beschreibung von vektoriellen Gréfen benétigt, die mit Ro-
tationsbewegungen zusammenhingen also vor allem Drehmoment und Drehimpuls
in der Mechanik, welche z.B. in der Geomechanik (Erdrotation) und Klimaforschung
(Wirbelstiirme) relevant werden. Ebenso wird es benétigt zur Beschreibung der Zusam-
menhédnge zwischen den elektrischen und magnetischen Feldgr63en und den durch
sie hervorgerufenen Kréften.

Geraden. Wir konnen Geraden auf zwei prinzipiell verschiedene Weisen darstellen. Die
erste ist die sogenannte Parameterdarstellung. Wir behandeln zwei Varianten davon.
In der Punkt-Richtungs-Form sind zwei Vektoren a,v € R" gegeben (n = 2 fiir die
Ebene, oder n = 3 fiir den Raum), die Gerade ist die Menge aller Punkte x € R™ der
Form

r=a+tv, (1.64)

wobei t alle reellen Zahlen “durchlauft”. Dabei ist a ein Punkt auf der Geraden, und v
gibt ihre Richtung an. In Mengenschreibweise:

G={a+tv:teR}. (1.65)
Wir kénnen die Gerade auch als Funktion auffassen,
g:R—=R" gt)=a+tv, (1.66)

dann gilt G = ¢g(R) := {g(¢) : t € R}. Beispiel (n = 3):

0 1
gty = 1)+t |1
2 0
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liefert eine Gerade durch den Punkt (0,1,2) in Richtung (1,1,0). Dem Parameterwert
t = 2 beispielsweise entspricht der Punkt

auf der Geraden. Die Parameterdarstellung (1.64) ist nicht eindeutig, dieselbe Gerade
kann auf viele verschiedene Weisen erhalten werden (der Punkt a kann beliebig auf der
Geraden gewahlt werden, statt v kann man auch av mit beliebigem a € R, a # 0 nehmen).
In der Zweipunkteform sind ebenfalls zwei verschiedene Vektoren a,b € R™ gegeben,
die Gerade ist die Menge aller Punkte x € R™ der Form

r=a+tlb—a), teR, (1.67)

hier sind a und b zwei Punkte auf der Geraden. Wir bemerken, dass die Parameterdar-
stellung fiir jedes n € N Sinn macht (also z.B. auch im 100-dimensionalen Raum). Die
zweite Darstellung in Form einer Koordinatengleichung betrachten wir jetzt nur in der
Ebene. Eine Gerade wird durch eine Gleichung der Form

ULT] + UgTy = 7 (1.68)

dargestellt, wobei u € R? und v € R gegeben sind. “Dargestellt” heiit, dass auf der Gera-
den genau diejenigen Punkte (x1,z9) liegen, deren Koordinaten x; und x5 die Gleichung
(1.68) erfiillen. Varianten davon sind die Punkt-Steigungs-Form

To —ag = m(x; —ay),

hierbei ist a € R? ein Punkt auf der Geraden und m die Steigung der Geraden, oder die
allseits bekannte Form
To=mx1+c, m,c€ER.

Ein Spezialfall von (1.68) ist die Hessesche Normalform
niT1 + Noly = P, (1.69)

in der zusétzlich ||n|| =1 und p > 0 gelten.

Wir erhalten eine Koordinatengleichung (1.68) aus der Parameterdarstellung (1.64) auf
folgende Weise. Sei u € R? ein auf v orthogonaler Vektor; ist v = (v, vs), so ist u =
(va, —v1) ein solcher. Es gilt dann fiir jeden Punkt ¢(¢) auf der Geraden, dass

(u,g(t)) = (u, a) + 1t {u,v) = (u,a) .
——
=0
Setzen wir nun v = (u,a), so ist (1.68) fiir die Punkte auf der Geraden erfiillt. Die
Hessesche Normalform erhalten wir daraus, indem wir

, u
n = sign (fy)m , falls v #0,

setzen. Umgekehrt erhalten wir eine Parameterdarstellung (1.64) aus der Form (1.68),
indem wir a € R? als einen beliebigen Punkt auf der Geraden und v € R? als einen auf u
senkrecht stehenden Vektor wihlen.
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Ebenen. Die erste Variante der Parameterdarstellung einer Ebene im Raum R? ist analog

zu (1.64) gegeben durch
r=a+tv+sw, tseR, (1.70)

hierbei ist @ € R? ein Punkt in der Ebene, und v,w € R? geben zwei Richtungen an,
welche nicht dieselbe Gerade erzeugen. Indem die Werte der beiden Parameter ¢ und s
unabhéngig voneinander gewéhlt werden, erhalten wir die Ebene als Punktmenge

E={a+tv+sw:tseR}. (1.71)

Die zweite Variante der Parameterdarstellung erfordert drei Punkte a,b,c € R3, welche
nicht auf einer Gerade liegen diirfen, und fithrt auf

r=a+tlb—a)+s(c—a), t,seR. (1.72)
Die Hessesche Normalform fiir Ebenen hat die Form
nixy + Noks + N3x3 = p), (1.73)

hierbei muss ebenfalls ||n|| = 1 und p > 0 gelten. Um diese aus (1.70) zu erhalten, muss
man im ersten Schritt einen auf v und w senkrechten Vektor konstruieren, beispielsweise
indem man v x w bildet.
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2 Polynome

Polynome sind definiert durch

plr) = @zt = a2+ + e+ ag, (2.1)
k=0

wobei a;, € R, 0 < k < n gegebene Koeffizienten sind. Falls a,, # 0, so heifit n der
Grad des Polynoms. (Falls a,, = 0, so kénnen wir den Term a,z" weglassen.) Fiir n = 0
ergeben sich die konstanten Funktionen, fiir n = 1 Geraden, fiir n = 2 (quadratische)
Parabeln, fiir n = 3 kubische Parabeln.

Mit Polynomen lassen sich verschiedene Rechenoperationen durchfithren. Die Addition
zweier Polynome p und g,

ple) =Y aa, qle)=) bt (2.2)
k=0 k=0
erfolgt komponentenweise,

(p+a)(z) =p(z) +q(z) = > apa® + ) bpa® = (ar + bp)a" (2.3)

k=0

das heifit, die Koeffizienten des Summenpolynoms p + ¢ entsteht durch Addition der Ko-
effizienten von p und ¢. Falls p und ¢ nicht denselben Grad haben, fiigen wir entsprechend
Nullen hinzu. Beispiel:

p(x) =20 +2+4, q@)=4r—5, (p+q)(x)=22>+5z—1.

Bei der Multiplikation von Polynomen muss beriicksichtigt werden, dass die Expo-
nenten der einzelnen Terme sich addieren, Beispiel

(225 — 32 +5) - (42”4 %) = 82 — 122% + 202" + 22% — 32 + 52?
= 8z — 102® 4 202" — 32° 4 527

Die allgemeine Formel lautet: Sind
p(z) = E ax', q(x) = g bz’ (2.4)
, =

Polynome, so ergibt sich das Produkt p - q als

(p . q) (1’) = (Z ail‘i> . (Z bj$j> = aibjxiﬂ s (25)

i=0 i=0 j
also
n+m k
(p-q)(z) = Z crx™,  wobei ¢ = Zaibk—i- (2.6)
k=0 i=0

Wir befassen uns nun mit der Frage, wann zwei Polynome gleich sind.

13



Lemma 2.1 Sei p ein Polynom. Ist p = 0 (das heifst, gilt p(x) = 0 fir alle x € R), so
sind alle Koeffizienten von p gleich Null.

Beweis: Wir nehmen an, dass nicht alle Koeffizienten gleich Null sind. Sei
p(x) = Z arz™, wobei a, # 0.
k=0

Dann gilt fiir alle x # 0

(2.7)

Indem wir x hinreichend grof8 wihlen, kénnen wir erreichen, dass der Betrag der Summe
so klein wird wie wir wollen. (Das liegt daran, dass der Exponent im Nenner immer positiv
ist.) Andererseits muss geméfl (2.7) die Summe gleich -1 sein, ein Widerspruch. Also ist
die Annahme falsch, und alle Koeffizienten sind Null. O

Hieraus ergibt sich sofort, dass zwei Polynome p, ¢ der Form
p(z) = Z az®,  q(z) = Z bz (2.8)
k=0 k=0

nur dann gleich sein kénnen, wenn alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen. (Gilt p = ¢, so
folgt p—q = 0, und aus Lemma 2.1 folgt, dass alle Koeffizienten von p — ¢ gleich Null sein
miissen.) Gilt umgekehrt a;, = by, fiir alle &, so ist offensichtlich p = ¢. Insgesamt erhalten
wir, dass zwei Polynome genau dann gleich sind, wenn alle ihre Koeffizienten
iibereinstimmen, also insbesondere auch denselben Grad haben.

Die Division von Polynomen kann man analog zum iiblichen Rechenschema fiir die
Division von ganzen Zahlen ausfiihren, es ergibt sich ein Ergebnis mit Rest, zum Beispiel

14

(32> =52 +2) : (x—3)=3x+4+ =
x_

(2.9)

oder anders geschrieben
(322 =52 +2) = (3x+4) - (v —3) + 14. (2.10)

In Beispiel (2.9) sind alle Koeffizienten ganzzahlig, das spielt aber keine Rolle. Allgemein
gilt:

Satz 2.2 Seien p,q Polynome vom Gradn bzw. m. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes
Polynom d vom Grad n —m und ein eindeutig bestimmtes Polynom r mit einem Grad
kleiner als m, so dass

p=dq+r, (2.11)

das heifit
p(x) =d(x)q(x) +r(z), firallex € R, (2.12)

gilt.
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Beweis: Die Polynome d und r kann man Polynomdivision (p geteilt durch ¢) ausrechnen.
Einen allgemeinen Beweis, dass das immer zu einer Zerlegung der Form (2.12) fiihrt, lassen
wir weg. (Dass es eine solche Zerlegung gibt, kann man auch anders einfacher beweisen.)
Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, es gebe Zerlegungen

p=dig+r1=dxq+r12, (2.13)
wobei r; und o einen Grad kleiner als m haben. Es gilt dann
o —T1 = dlq — dgq = (dl — dg)q . (214)

Da die linke Seite einen Grad kleiner als m hat, gilt das auch fiir die rechte Seite. Also
muss d; — dy = 0 gelten (andernfalls hiitte die rechte Seite mindestens Grad m), und
damit folgt di = ds und aus (2.14) auch r; = ry. Die beiden Zerlegungen in (2.13) sind
also dieselben. O

Das Polynom r in (2.11) ist gerade der Rest, der sich ergibt, wenn wir p durch ¢ teilen.
Ist r =0, so gilt
p=dgq, (2.15)

und wir nennen d einen Teiler von p. Eine besondere Situation liegt vor, wenn d den
Grad 1 hat. Wir kénnen dann annehmen, dass d die Form

dlz)=2—a, acR, (2.16)

hat (falls vor dem x noch ein konstanter Faktor steht, kénnen wir ihn von d nach ¢ “verla-
gern”). Ein solcher Teiler heifit Linearteiler, oder auch Linearfaktor, von p. Gleichung
(2.15) wird dann zu

p(z) = (x —a)q(x). (2.17)
Es folgt
pla) =0. (2.18)

Ein solches a heifit Nullstelle von p. Ist umgekehrt a eine Nullstelle von p, so zerlegen
wir p geméafl Satz 2.2 in

p(z) = d(z)(x - a) +r(x),

wobei der Linearfaktor z—a die Rolle von ¢ im Satz iibernimmt und wir d statt d schreiben,
um Mifverstindnisse zu vermeiden. Wegen p(a) = 0 muss der Rest r (der ja den Grad 0
haben muss, also eine Konstante ist) gleich Null sein, also gilt (2.17) mit ¢ = d.

Wir konnen Nullstellen eines Polynoms immer als Linearfaktoren
gemif (2.17) abspalten.

Ist nun a ebenfalls Nullstelle von ¢ in (2.17), so konnen wir den Linearfaktor x — a auch
in ¢ abspalten. Setzt man diesen Prozess fort, so erhédlt man irgendwann eine Zerlegung
der Form

p(z) = (z —a)*s(), (2.19)

wobei s ein Polynom vom Grad n — k ist mit s(a) # 0. In diesem Fall heifit a eine k-fache
Nullstelle von p. Die Zahl k heifit die Vielfachheit der Nullstelle a.
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Da das Abspalten einer Nullstelle den Grad des iibrigbleibenden Polynoms jeweils um
1 erniedrigt, kann ein Polynom hochstens n Nullstellen haben, wobei jede Nullstelle mit
ihrer Vielfachheit gezéhlt wird.

Man kann sich nun verschiedene Fragen stellen.

1. Hat jedes Polynom Nullstellen ?
Die Antwort ist “nein”, wie das Polynom

p(r) =2"+1 (2.20)

zeigt — jedenfalls dann, wenn wir Nullstellen in R haben wollen. (Wenn wir dazu
bereit sind, auch komplexe Zahlen zu betrachten, hat jedes Polynom Nullstellen,
siehe das néchste Kapitel.)

2. Gibt es Formeln, mit denen man die Nullstellen aus den Koeffizienten des Polynoms
berechnen kann 7
Das war lange ein beriihmtes Problem, bis Niels Henrik Abel im Jahre 1824 be-
wiesen hat, dass es fiir Polynome vom Grad gréfler als 4 keine Formel geben kann,
die als elementare Operationen nur Additionen, Multiplikationen und Wurzelziehen
enthélt. Fiir Polynomgrade bis 4 gibt es solche Formeln.

3. Gibt es andere Methoden, die Nullstellen von Polynomen zu berechnen 7
In der Tat, sowohl in der Numerischen Mathematik als auch in der Compu-
teralgebra sind entsprechende Algorithmen entwickelt worden, sie sind Bestandteil
diverser Software.

Durch Division zweier ganzer Zahlen erhélt man rationale Zahlen. Analog heifit die Funk-
tion f eine rationale Funktion, wenn sie sich darstellen lésst als

flz) = ]ﬂ, (2.21)

wobei p und ¢ Polynome sind. Wir nehmen nun an, dass p und ¢ keine gemeinsame
Nullstelle haben. (Ist a eine gemeinsame Nullstelle, so kénnen wir Zihler und Nenner
durch den Linearfaktor  — a teilen.) Ist N, die Menge der Nullstellen von des Nenners ¢,
so ist der Definitionsbereich von f die Menge R\ V.
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3 Die komplexen Zahlen

Liasst man nur reelle Zahlen zu, so hat die Gleichung

2>+ 1=0 (3.1)
keine Losung. Man fiithrt daher eine weitere Zahl ¢ ein mit der Eigenschaft

2 =1, (3.2)

sie heifit die imaginére Einheit. Als Zahlbereich, der sowohl die reellen Zahlen als auch i

enthélt, und in dem wir addieren und multiplizieren kénnen, ergeben sich die komplexen
Zahlen, das sind Zahlen der Form

2= +1y. (3.3)
Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet,
C={x+1wy:z,y e R}. (3.4)
Jede reelle Zahl x ist also auch eine komplexe Zahl
z=x+10=ux,

in diesem Sinne gilt R C C.

Die Addition und Multiplikation soll den iiblichen Rechenregeln geniigen. Fiir die Addi-
tion von

z=x+4+1y, w=u+iv, (3.5)
muss also gelten

z4w=(x4+u)+i(y+v). (3.6)

Wir stellen die komplexen Zahlen graphisch in der Ebene dar, indem wir z = x 4 7y mit
dem Punkt (z,y) in kartesischen Koordinaten identifizieren. Die Addition (3.5) stimmt
also mit der Vektoraddition im R? {iberein. Die z-Achse heifit dann reelle Achse, die y-
Achse imaginidre Achse. Wir definieren den Realteil und Imaginérteil von z = z + iy
als

Rez=2, Imz=y, (3.7)

es gilt also fiir jedes z € C
z=(Rez)+i-(Imz). (3.8)

Wir definieren die zu z € C konjugiert komplexe Zahl Z durch
Z=(Rez)—i-(Imz), (3.9)

also

Ty =x—1y.

In der Ebene ergibt sich Z durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Wir definieren
den Betrag von z = x + 1y € C durch

2] = va? + 9?2, (3.10)
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er stimmt also mit der Lange des Vektors (z,y) in der Ebene iiberein. Es gilt daher auch
die Dreiecksungleichung (siehe Kapitel 3)

|z +w| < |z| + |w], (3.11)
fiir alle z,w € C. Weiter gilt
Re(z) <lz|, Im(z) <|z|, |z]=|z]. (3.12)
Beispiel: Fiir
z=3+4

gilt
Re(z) =3, Im(z)=4, zZ=3-4i, |z|=V32+42=5.

Die Multiplikation der beiden Zahlen in (3.5) ergibt, wenn die iiblichen Rechenregeln
weiter gelten (was wir verlangen wollen),

z-w = (z+iy)(u+iv) = 2u + iyu + ziv + iyiv = zu + i(yu + ) + Yo
= (zu — yv) + i(yu + zv) . (3.13)

Als Spezialfall ergibt sich
z-Z=(z+iy)(z —iy) = 2° +9* = |2]*. (3.14)

Hieraus erhalten wir die Formel

1 z T Y
= = —1 , 3.15
z x4yt 2?4 y? 2132—1—3/2 (3.15)

Division durch z € C ist dasselbe wie Multiplikation mit 1/z. Fiir die Potenzen von i
gilt
P=—1, P=—i, *t=1, P=1i,. .. (3.16)

1

Re (2) :%(z+z), m (2) = (2~ 7),
zZ=2z,
TFu=%z47,
W=7,
|zw| = |z| - [w].

Fiir das Rechnen mit Punkten in der Ebene spielen neben den kartesischen z-y-Koor-
dinaten vor allem die Polarkoordinaten eine Rolle. Ein Vektor (x,y) € R? wird in
Polarkoordinaten dargestellt durch seine Lange r und den Winkel ¢, den er mit der a-
Achse bildet. Sind r und ¢ gegeben, so erhalten wir daraus die kartesischen Koordinaten
mittels

T =TrCcosy, (3.17)
y=rsing. (3.18)
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Bild
Beispiel: Der Punkt mit den Polarkoordinaten r = 2, ¢ = 7 (im Bogenma8, siche unten)
hat die kartesischen Koordinaten x =y = V2.
Wir berechnen die Umkehrformeln. Es ist

2?2+ y? =r?cos’ o+ risin®p = 7“2(0082 @ + sin? p) = r?,

also
r=+\x2+y>. (3.19)
Es ist .
y rsing
== = tanp,
T TCose
also
© = arctan g : (3.20)
x

wobei arctan (Arcustangens) der Name fiir die Umkehrfunktion des Tangens ist. Man
fragt sich dabei, fiir welche Werte von z,y, r, ¢ diese Formeln gelten. Man fragt sich also
nach dem Definitions- und Wertebereich der Funktion

K(r,¢) = (rcosp,rsing). (3.21)

Wir bemerken zunéchst, dass wir alle Winkel im Bogenmafl messen, 90 Grad ent-
spricht also 7/2, 180 Grad entspricht m, der Vollkreiswinkel 360 Grad entspricht 2.
Wiéhlen wir nun als Definitionsbereich fir K die Menge (0,00) x (0, 27), so erhalten wir
alle Punkte in der Ebene, mit Ausnahme von 0 und der positiven z-Achse, und zwar
genau einmal. Wéhlen wir (0,00) x [0,27), so erhalten wir alle Punkte mit Ausnahme
des Nullpunkts genau einmal. Wéhlen wir [0, 00) x [0, 27), so erhalten wir zusétzlich auch
den Nullpunkt, allerdings nicht auf eindeutige Weise, da K (0,¢) = (0,0), egal wie wir
¢ wihlen. Ahnliche Uberlegungen kann man fiir die durch (3.19) und (3.20) definierte
Funktion “in der umgekehrten Richtung” anstellen.

Bei der Beschreibung der Polarkoordinaten bis hierhin war von komplexen Zahlen nicht
die Rede. In der Tat sind Polarkoordinaten unabhéngig von C interessant, vor allem dann,
wenn man Probleme betrachtet, bei denen Radius und Winkel “natiirliche Groéfien” sind.

Wir stellen nun den Zusammenhang zu den komplexen Zahlen her. Zu gegebenem ¢ € R
definieren wir (Formel von Euler)

€'’ = cosp+ising. (3.22)

(Was e fiir eine Zahl ist, und wie man Potenzrechnung mit nichtganzzahligen Exponenten
durchfiihrt, wird spéter behandelt.) Wegen

le™| = \/C082 o +sin®p=1 (3.23)

stellt (3.22) eine komplexe Zahl auf dem Einheitskreis dar, deren Radiusvektor gerade
den Winkel ¢ mit der x-Achse bildet. Die komplexe Zahl

z=re”, r>0, (3.24)
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stellt also gerade den Punkt in der Ebene dar, dessen Polarkoordinaten durch r und ¢
gegeben sind. Man nennt ¢ das Argument von z. Beispiele:

e =1, —3¢"=3, €3 =i, 2% =v24+2i. (3.25)

Wir unterstellen jetzt, dass wir fiir e’ die iiblichen Regeln der Potenzrechnung anwenden
diirfen. Wir betrachten die komplexen Zahlen

z=re¥, w=se". (3.26)
Es ergibt sich o .
2w =re¥se” = rselPtV) (3.27)

Wir erhalten das Produkt zweier komplexer Zahlen also dadurch, dass wir in den Polar-
koordinaten die Betrige multiplizieren und die Argumente addieren.

Die Formel von Euler (3.22) ist vielseitig verwendbar, um Zusammenhénge zwischen Sinus
und Cosinus herzustellen. Wir betrachten zum Beispiel die Identitét

el = P . P = (ew)2 ) (3.28)
Die Eulerformel liefert

cos(2¢) + isin(2p) = (cos  + isin )? = (cos® ¢ — sin® ) + i(cos @ sin  + sin Y cos ) .
(3.29)
Da zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn ihre Real- und Imaginérteile gleich
sind, folgen aus (3.29) die beiden Formeln
cos(2p) = cos? p — sin? (3.30)
sin(2p) = 2sinp cos ¢ . (3.31)

Wir bestimmen fiir gegebenes n € N nun alle Losungen der Gleichung
2"=1, zeC. (3.32)
Wir setzen an
z=re?.

Aus (3.32) wird dann '
rte'™ =1, (3.33)

also auch '
e =1,

und wegen (3.23) folgt
r=1. (3.34)

Andererseits gilt fir k € Z

und weiter, dass



gilt genau dann, wenn 1 ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Aus (3.33) erhalten wir
nun wegen r = 1, dass

k
p=21r—, k€L, (3.35)
n

gelten muss. Hieraus erhalten wir insgesamt n verschiedene Losungen der Gleichung (3.32),
namlich

k

=€k g = 21—, (3.36)

n
wobei k die Zahlen von 0 bis n — 1 durchlauft. Diese Losungen zy, ..., z,_ 1 heiflen die
n-ten Einheitswurzeln. Sie sind gleichabsténdig auf dem Einheitskreis verteilt, wobei

20:]_‘

Wir betrachten wieder ein allgemeines Polynom n-ten Grades

pz) = ap*, (3.37)

wobei wir aber im Unterschied zu Kapitel 2 zulassen, dass das Argument z und die
Koeffizienten ay komplexe Zahlen sind. (Da R C C, ist der Fall reller Argumente und/oder
reller Koeffizienten ein Spezialfall.)

Satz 3.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nicht konstante Polynom der Form
(3.37) hat eine Nullstelle in C. O

Falls wir eine Nullstelle a gefunden haben, kénnen wir sie wie in Kapitel 2 beschrieben
abspalten,

p(z) = (z —a)q(z),
die Argumente und Rechnungen aus Kapitel 2 zum Thema Polynomdivision sind in C
dieselben wie in R, nur dass wir mit komplexen statt mit reellen Zahlen rechnen miissen.

Da der Fundamentalsatz der Algebra natiirlich auch fiir das Polynom ¢ gilt, kénnen wir
jedes Polynom in C vollstindig faktorisieren.

Folgerung 3.2 Zu jedem nicht konstanten Polynom der Form (3.37) gibt es n kompleze
Zahlen zq, ..., z, mit

p(z) = anH(z—zk) =ap(z—21) (2 — z,). (3.38)

k=1
O
Beispiel: Fiir
p(z) = 2% — 22 (3.39)
gilt
p(z) = 2*(z = 1),
also

2’1:0, 22:0, 23:]_.

Das Polynom p hat also zwei verschiedene Nullstellen, ndmlich 0 und 1, aber 0 ist eine
doppelte Nullstelle. Folgerung 3.2 lésst sich also auch so formulieren:
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Jedes Polynom n-ten Grades hat n Nullstellen in C, wobei jede Nullstelle mit
ihrer Vielfachheit gezéhlt wird.

Weiteres Beispiel: Wir betrachten p(z) = 23 + 2. Es gilt
p(2) =2(2*+1) = 2(z — i) (2 +1).

Es liegen 3 einfache Nullstellen vor, namlich 0, ¢ und —i.

Im Falle n = 2 lassen sich die beiden Nullstellen iiber die bekannte Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen berechnen,

2
ay ay Qo
=—— 4+ VA, A=——--——. 3.40
1.2 2a9 ’ 4a3  as ( )

Ist A # 0, so sind die beiden Nullstellen verschieden, andernfalls liegt eine doppelte
Nullstelle vor. Sind die Koeffizienten ag, a; und as reell, so ist auch A reell, und im Falle
A > 0 sind beide Nullstellen reell, im Fall A < 0 gilt

219 = —ﬁi’i\/—A,
’ 2@2
das heif}t, die beiden Nullstellen sind konjugiert komplex.

Allgemein gilt: Sind alle Koeffizienten a; des Polynoms (3.37) reell, so treten nichtreel-
le Nullstellen nur in Paaren komplex konjugierter Nullstellen gleicher Vielfachheit auf.
Beispiel:

24822 416 = (22 +4)% = (2 — 20)%(2 + 20)?

hat die beiden komplex konjugierten Nullstellen +2¢ mit Vielfachheit 2.

Die Berechnung von Nullstellen von Polynomen erfolgt, wie schon in Kapitel 2 erwéhnt,
mit Methoden der numerischen Mathematik oder der Computeralgebra.
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4 Grenzwerte

Folge, Grenzwert einer Folge. Wir betrachten drei verschiedene unendliche Folgen
von Zahlen

1,4,9,16. .. (4.1)
111

1= = .. (4.2)
2'3"4

~1,1,-1,1,... (4.3)

In (4.1) werden die Elemente der Folge immer groler, sie “streben ins Unendliche”, in
(4.2) néhern sie sich immer mehr der Null an, in (4.3) springen sie immer hin und her.

Eine Folge in einer beliebigen Menge M wird dadurch festgelegt, dass man fiir jedes
n € N angibt, wie das n-te Folgenglied zu bilden ist, so etwa im Beispiel oben (hier ist
M =R)

1
Tp=n%, Tp,=—, x,=(—1)". (4.4)
n

Man schreibt auch
(Zn)nen, oder  (Yn)new, (4.5)

wenn man sich abstrakt mit einer Folge befassen will. Folgen kénnen auch rekursiv defi-
niert sein, so liefert etwa
ry=1, z,=nw, 1,

die Fakultat z,, = n!.

Man kann den Begriff der Folge auf den Begriff der Funktion zuriickfiihren.

Definition 4.1 (Folge)
Sei M Menge. Eine Funktion von N nach M heifit Folge in M. Eine Folge in R heifit
auch reelle Folge oder reelle Zahlenfolge. O

Eine #quivalente Beschreibung der durch z,, = n? definierten Folge wird also durch die
Funktion

fN—=M, f(n)=n?,
geliefert. In der Regel zieht man aber eine Beschreibung der Form (4.4) vor.

Die Zéhlung einer Folge muss nicht unbedingt bei 1 beginnen, wir konnen auch bei einem
anderen ng € Z anfangen. Man schreibt dann

(xn)nzno . (4-6)

Ein zentraler Begriff der Analysis ist der Begriff des Grenzwerts. An dieser Stelle geht
man definitiv iiber die vier Grundrechenarten (und Fallunterscheidungen, wie bei der Be-
tragsfunktion) hinaus und betritt den Bereich der “Héheren Mathematik”. Der Begriff des
Grenzwerts liefert u.a. die mathematisch exakte Grundlage fiir die gesamte Differential-
und Integralrechnung.

Die Folge



“strebt gegen 07. Was ist damit gemeint 7 Stellt man sich die Folge so vor, dass man
nach n Sekunden sich auf die Position x,, begibt, so wird man die 0 in endlicher Zeit
nicht erreichen, der Ubergang zum Grenzwert 0 wiirde “unendlich lange” dauern. Diese
Vorstellung ist nicht angemessen. Besser ist es, vom Ziel her zu denken: Befindet man
sich im Grenzwert 0, und gibt man sich ein Intervall I. = (—¢, &) um 0 vor, so liegen von
einem gewissen Index ng an alle weiteren Folgenglieder z,, im Intervall I.. (Dieser Index
ng ist im allgemeinen umso grofler, je kleiner das Intervall I, ist.)

Definition 4.2 (Grenzwert einer Folge)
Sei (xn)nen eine reelle Folge. Ein a € R heifst Grenzwert (oder Limes) von (z,)nen, falls
es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt mat

|z, —a| <e  firallen € N mit n > ng. (4.7)

Falls (z,)nen einen Grenzwert a hat, so sagt man auch: “(x,) konvergiert gegen a” oder
“(xy,) ist konvergent”. Falls (x,)nen keinen Grenzwert hat, so sagt man: “(x,) divergiert”
oder “(x,) ist divergent”.

Wir illustrieren die Definition mit einigen Beispielen:

1. Die konstante Folge x,, = ¢ konvergiert gegen c: Es gilt |z,, — ¢| = 0 fiir alle n € N,
wir kénnen daher fiir jedes € > 0 die Zahl ng = 1 wéhlen, und (4.7) ist erfiillt.

2. Die Folge z,, = 1/n konvergiert gegen 0: Zu € > 0 wéhlen wir ng € N so, dafl

1
Ng > —.

Es gilt dann fiir alle n > ng

1
No

(|
n

1
=—-< <eg,
n

-
damit erfiillt 0 die in Definition 4.2 verlangte Bedingung.

3. Die Folge x,, = (—1)" divergiert: Da der Abstand zweier aufeinanderfolgender Fol-
genglieder immer gleich 2 ist, kann sich keine “Restfolge” (x,)n>n, vollstdndig in
einem Intervall der Lénge kleiner als 2 aufhalten. Die Bedingung von Definition 4.2
kann daher nicht erfiillt werden, gleichgiiltig wie man a € R wéhlt.

Die Vorstellung vom Grenzwert suggeriert, dass eine reelle Folge nicht zwei verschiede-
ne Grenzwerte haben kann. In der Tat, ist (x,)nen eine reelle Folge und sind a und b
zwei verschiedene reelle Zahlen, so sind die Intervalle (a — ,a + ¢) und (b — &,b + ¢)
disjunkt, wenn wir € > 0 klein genug wéhlen. Es ist dann unmdéglich, dass eine Restfolge
(Zn)n>n, vollsténdig in beiden Intervallen liegt, es konnen also nicht beide Zahlen a und
b Grenzwerte sein. Also gilt:

Satz 4.3 Jede reelle Folge (x,)nen hat hochstens einen Grenzwert. O
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Satz 4.3 macht es sinnvoll, von “dem Grenzwert” einer Folge zu sprechen. Ist eine Folge
(z,,) konvergent, so bezeichnet
lim z, (4.8)

n—od

ihren Grenzwert. Konvergiert (z,,) gegen a, so gilt also

a= lim z, . (4.9)

n—oo

Wir schreiben auch

Ty — Q.

Die Gleichung (4.9) beinhaltet zwei Aussagen: Erstens, der Grenzwert von (z,,) existiert,
und zweitens, er ist gleich a. Es gilt also beispielsweise

1 1
lim — =0, = —0. (4.10)
n—oo M, n

Rechenregeln fiir Grenzwerte und weitere Beispiele werden wir spéater behandeln.

Grenzwert einer Funktion. Sei a € R eine gegebene Zahl, sei f eine Funktion, die
“rechts von a” auf einem Intervall (a,b) mit einem b > a definiert ist. Ein ¢ € R heifit
rechtsseitiger Grenzwert von f in a, falls gilt

flz,) — ¢ (4.11)

fiir jede Folge (x,,)nen in (a,b) mit z,, — a. In diesem Falle schreiben wir

lim f(x)=c. (4.12)

r—a+
Als Beispiel betrachten wir die Signum-Funktion, gegeben durch

f(fv)z{l’ v 0, (4.13)

-1, z<0.
Die Funktion f hat in @ = 0 einen rechtsseitigen Grenzwert, und zwar

Ob oder wie f im Punkt 0 definiert ist, ist fiir den rechtsseitigen Grenzwert gleichgiiltig.
Der rechtsseitige Grenzwert existiert auch in allen anderen Punkten a # 0, fiir a > 0 ist
er gleich 1, fiir a < 0 ist er gleich —1.

Analog definiert man den linksseitigen Grenzwert

lim f(z) =c, (4.14)

r—a—

falls f auf einem Intervall (b, a) mit b < a definiert ist, und falls gilt
flan) —c (4.15)
fir jede Folge (2, )nen in (b, a) mit z,, — a. Fiir die Signum-Funktion (4.13) gilt ina =0
lim f(z)=—-1.

r—0—
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Wir sagen, dass eine Funktion f in a den Grenzwert ¢ € R hat, falls

lirnJr f(z) =c= lim f(x). (4.16)
Damit (4.16) gilt, muss f sowohl rechts als auch links von a definiert sein (ob f im Punkt
a selbst definiert ist, ist gleichgiiltig), und es miissen sowohl der rechtsseitige als auch der
linksseitige Grenzwert existieren und gleich sein. Hat f in a den Grenzwert ¢, so schreiben
wir

lim f(z) =c. (4.17)

r—a

Die Signum-Funktion (4.13) hat in @ = 0 keinen Grenzwert, wohl aber in allen Punkten
a # 0 (dort ist er +1, je nach Vorzeichen von a.)

Definition der Ableitung einer Funktion. Sei f : I — R auf einem offenen Intervall
I C R definiert, sei x € [ fest gewahlt. Wir betrachten den Graphen von f. Eine Sekante
ist eine Gerade, die durch zwei Punkte des Graphen verlauft, also beispielsweise durch
(x, f(x)) und (z + h, f(x + h)) fir ein A # 0.

Die Steigung dieser Sekante ist gegeben durch den Differenzenquotienten

dny = L8+ h; —J@) (4.18)

Der rechtsseitige Grenzwert (falls er existiert)

lim d(h) (4.19)

h—0+

heifit die rechtsseitige Ableitung von f im Punkt x, entsprechend heif3t

lim d(h) (4.20)

die linksseitige Ableitung von f in x. Als Beispiel betrachten wir die Betragsfunktion

fx) = |z (4.21)
im Punkt = = 0. Es gilt dann
[h[— 0] _ |n] _ 1, h>0,
) = BB = sy = 1 @22

also hat die Betragsfunktion im Nullpunkt die rechtsseitige Ableitung 1 und die linksseitige
Ableitung -1.

Der “Normalfall” tritt ein, wenn die rechts- und linksseitige Ableitung iibereinstimmen.
In diesem Fall sprechen wir von der Ableitung oder dem Differentialquotienten von
f in & und bezeichnen ihn mit f’(z). Es gilt dann

o) — i LD = @)

h—0 h

(4.23)

Die Zahl f’(z) ist gleich der Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt
(z, f(=)).
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Rechenregeln fiir die Ableitung und weitere Beispiele werden wir spéter behandeln.

Schranken, Supremum und Infimum. Ist M eine Teilmenge von R, so heifit eine reelle
Zahl z eine obere Schranke fiir M, falls y < x gilt fiir alle y € M. Analog heifit = eine
untere Schranke fiir M, falls x < y fiir alle y € M. Beispiel: Fiir das abgeschlossene
Intervall M = [0,1] ist jede reelle Zahl z > 1 eine obere Schranke, dasselbe gilt fiir das
nach rechts offene Intervall M = [0, 1).

Hat M eine obere Schranke, so heifit M nach oben beschrinkt, andernfalls heifit M
nach oben unbeschrinkt. Beispielsweise ist M = N nach oben unbeschriankt, da es zu
jedem x € M eine natiirliche Zahl n gibt mit n > x.

Die kleinste obere Schranke ist in beiden Fillen z = 1. Der Unterschied liegt darin,
dass im M = [0, 1] die kleinste obere Schranke z = 1 zu M gehort, im Fall M = [0,1)
nicht.

In jedem Fall nennt man die kleinste obere Schranke einer Teilmenge M von R das Su-
premum von M, geschrieben
sup M .

Es ist also
sup [0,1] =sup[0,1) = 1.

Falls das Supremum von M selbst zur Menge M gehort, so nennt man es auch das Ma-
ximum von M. So ist etwa = 1 das Maximum von [0, 1]. Die Menge [0, 1) hingegen hat
kein Maximum.

Hat die Menge M C R nur endlich viele Elemente, so existiert das Maximum immer (und
ist dann gleich dem Supremum).

Fiir die reellen Zahlen gilt das Supremumsaxiom:

Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein
Supremum in R.

Diese Aussage gilt nicht fiir die rationalen Zahlen Q, wenn wir beidesmal “R” durch “Q”
ersetzen. Betrachten wir als Beispiel die durch

M={z:z€Q z<V2} (4.24)

gegebene Teilmenge von Q. Sie hat in Q kein Supremum: Zwar ist jede rationale Zahl, die
grofer ist als v/2, eine obere Schranke von M, es gibt aber keine kleinste solche rationale
Zahl. In R gilt sup M = /2.

Analog definiert man das Infimum einer Teilmenge M von R als die grofite untere Schran-
ke von M, geschrieben
inf M .

Es gilt beispielsweise
inf [0,1] = inf (0,1] = 0.

Falls das Infimum von M zu M gehort, so heifit es das Minimum von M.

Definition des Integrals einer Funktion. In diesem Unterabschnitt definieren wir das
bestimmte Integral

/ (@) da (4.25)
2
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einer Funktion f : [a,b] — R und bringen es in Zusammenhang mit dem Grenzwertbegriff.
Wir orientieren uns dabei an der Vorstellung, dass der Wert des Integrals gerade den Inhalt
der Flache zwischen der xz-Achse und dem Graphen der Funktion liefern soll, falls f > 0
gilt.

Ist f eine Konstante, etwa f(x) = ¢ fiir alle z, so definieren wir

b
/ f(x)dr =c(b—a). (4.26)

Wir betrachten nun den Fall, dass f stiickweise konstant ist. Sei das Intervall [a, b] zerlegt
in der Form

Z ={xg,...,xn}, wobel a=zo<x;<---<x,="0, (4.27)
und sei f : [a,b] — R eine Funktion mit
flz)=¢, fallsz € (z;_q,x;), (4.28)

wobei ¢; € R gegeben sind. (Welchen Wert f in den Teilpunkten x; annimmt, ist uns
gleichgiiltig.) Eine solche Funktion f heift Treppenfunktion zur Zerlegung 7. Wir
definieren

[ s =3 cw— w0, (4.29)

Beispiel:
1, 0<z <2,
f:00,6] =R, f(zx)=<3, 2<z<3,
2, 3<x<6.

Hier konnen wir a = 2o =0, 1 = 2, x5 = 3, 3 = b = 6 setzen, es ist
6
/ F@)dr=1-(2—0)+3-(3—2)+2-(6—3) = 11.
0

Die Formel (4.29) kann so interpretiert werden, dass die Gesamtfléiche sich als Summe der
einzelnen Rechteckflichen mit der Grundseite x; — x;_; und der Hohe ¢; ergibt.

Wir betrachten nun eine beliebige beschridnkte Funktion f : [a,b] — R; f heifit be-
schrinkt, wenn es eine Zahl C' > 0 gibt, so dass

|f(x)] <C

gilt fiir alle z € [a, b]. Wir fixieren eine Zerlegung Z. Sind nun ¢, : [a,b] — R Treppen-
funktionen zur Zerlegung Z mit

o(x) < f(r) <(x), firalle x € [a,b], (4.30)

so folgt aus (4.29), angewandt auf ¢ und 1, dass

/abgo(x) dr < /:w(x) i (4.31)
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und das Integral von f soll einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben. Wir defi-
nieren nun
m; = inf f(x), M;= sup f(z), (4.32)

TE[T—1,14] TE€[wi_1,75)

und definieren die Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung Z durch
b
Uz(f) = / o(x)dx, wobei p(x) =m; fir z € (1,1, 1;), (4.33)

b
Oz(f) = / Y(z)dr, wobei ¥(x)= M, fir x € (x;_1,x;). (4.34)

Nach (4.31) gilt
Uz(f) < Oz(f), (4.35)

und nach wie vor soll das Integral von f einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben.

Ist nun Z eine feinere Zerlegung als Z, das heifit eine solche, die aus Z durch Hinzufiigen
weiterer Teilpunkte entsteht, so gilt

Uz(f) SUz(f) < Oz(f) < 0z(f). (4.36)

Man erhalt weiter, dass

gilt fiir zwei Zerlegungen Z; und Z,, indem man eine dritte Zerlegung Z betrachtet, die
sowohl fiir Z; als auch fiir Z, eine Verfeinerung ist. Wir definieren nun das Unterintegral
und das Oberintegral von f durch

U(f) =sup{Uz(f) : Z ist Zerlegung von [a, b]} , (4.38)
O(f) = inf{Ox(f) : Z ist Zerlegung von [a, b]}. (4.39)

Aus der Definition von Supremum und Infimum folgt, dass

U(f) < O(f). (4.40)

Da das Integral von f fiir jede Zerlegung Z mindestens so grofl wie Uz(f) und hochstens
so groB wie Oz(f) sein soll, soll es auch zwischen den beiden Zahlen U( f) und O( f) liegen.
Ist nun aber

U(f) = O(f). (4.41)

so gibt es dafiir nur eine Moglichkeit, ndmlich
b
[ rara=vip=o). (1.42)

Definition 4.4 (Integral)
Sei f : a,b] — R beschrankt. Falls (4.41) gilt, also Unterintegral und Oberintegral von
f dbereinstimmen, so heifst f integrierbar, und das Integral von f ist definiert durch

(4-42)- O
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Dieser Integralbegriff wird auch das Riemann-Integral genannt.
Rechenregeln fiir das Integral und Beispiele werden wir spéater behandeln.

In dieser Definition des Integrals kommt der Begriff des Grenzwerts nicht explizit vor, er
verbirgt sich vielmehr hinter dem Ubergang von Untersummen zum Unterintegral (bzw.
von Obersummen zum Oberintegral) durch Bildung des Supremums bzw. Infimums. Wir
kénnen das Integral aber auch direkt auf einen Grenzwert zuriickfiihren. Dazu betrachten
wir fiir n € N die dquidistante Zerlegung Z,,, definiert durch

b—a

r,=a+kh, h= , 0<k<n. (4.43)
n

Wir setzen
un:UZn<f)a On:OZn(f>a
dann gilt, falls f integrierbar ist,

b
n < / f(2)dr < o,
und in allen uns interessierenden Féallen
b
lim u, = / f(z)dr = lim o, . (4.44)

Linienkrifte. Ein Beispiel fiir die Anwendung des Integrals in der Mechanik ist die
Berechnung von Resultierenden von Linienkréften. Das Intervall [a, b] reprisentiert eine
(eindimensionale) Linie der Lénge b — a, gemessen in irgendeiner Léngeneinheit, z.B.
Meter (m). Eine Kraft greift an “entlang der Linie”. Wir unterstellen, dass die Kraft in
jedem Punkt in die gleiche Richtung zeigt. Das Integral kommt ins Spiel, wenn die Kraft
nicht nur an endlich vielen einzelnen Punkten der Linie, sondern iiber die ganze Linie
verteilt angreift. In diesem Fall wird sie mathematisch modelliert durch eine sogenannte
Dichtefunktion (in diesem Fall eine Kraftdichte, auch Linienkraft genannt) f : [a,b] — R,
gemessen in einer Einheit Kraft pro Lange (z.B. N/m). Damit ist gemeint, dass die auf
ein beliebiges Teilintervall [c, d] von [a, b] wirkende Kraft gegeben ist durch

/Cdf(ac)d:c.

Die auf die Linie insgesamt wirkende Kraft (die Resultierende) ist gleich

/abf@) d .

Den im vorigen Abschnitt beschriebenen Grenziibergang, der das Integral von f als Grenz-
wert der Integrale von Treppenfunktionen liefert, kann man interpretieren als Grenziiber-
gang von stufig verteilten Kraftdichten (solchen, die auf Intervallen einer Zerlegung kon-
stant sind) zur tatsdchlichen Kraftdichte f.
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5 Zweidimensionale Bereichsintegrale

Definition des zweidimensionalen Bereichsintegrals im achsenparallelen Recht-
eck. Sei
Q= [a,b] x [c,d], (5.1)

das heift, €2 ist ein achsenparalleles Rechteck. Fiir eine Funktion f : 2 — R wollen wir
das “zweidimensionale” Integral

/ f(z,y) dx dy (5.2)
Q

fiir eine Funktion f : €2 — R definieren. Die Konstruktion erfolgt analog zum eindimen-
sionalen Fall. Seien

Zy =A{xo,...,xp}, wobei a=xy<z1<---<z,=0,

9.3
Z?Z{yo,u-,ym}, wobei c=yg <y < <yYn=d, ( )

Zerlegungen von [a, b] bzw. [c, d]. Hieraus ergibt sich eine Zerlegung Z von [a, b] X [c, d] in
nm Rechtecke

Qij = [-,L'i—lwxi] X [yj—17yj] ) 1 S 1 S n, 1 S] S m. (54)
Eine Funktion f : 2 — R der Form
flz,y) =cy, fallsz € (zi1, 1), y € (Yj-1,Y5), (5.5)

mit gegebenen ¢;; € R heifit Treppenfunktion zur Zerlegung Z. (Welchen Wert f
auf den Réndern der Rechtecke ();; annimmt, ist uns gleichgiiltig.) Fiir diese Funktion f
definieren wir

J[ #gydedy = cytei =m0 - v5-0), (5.6)
Qij
das ist gerade das Volumen des Quaders mit Grundfliche @);; und Héhe ¢;;, und weiter

//fa: iy =33 [[ eparar=3" ey~ v -y 6)
i=1 j=1 =1 j=1
Qij
Wir betrachten nun eine beliebige beschriankte Funktion f : 2 — R, sei etwa
Fay)| <O, fiiralle (z,9) € [a,8]

Wir fixieren eine Zerlegung Z der Form (5.3), (5.4). Sind ¢, ¢ : © — R Treppenfunktionen
zur Zerlegung Z mit

o(r,y) < flr,y) <Y(x,y), firalle (z,y) € Q, (5.8)

so folgt aus (5.7), angewandt auf ¢ und 1, dass

[ cwwicay< [[ vw)dsay. (5.9)
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Das Integral von f soll einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben. Wir definieren
nun

my = inf  f(z,y), My;= sup f(z,y), (5.10)
(@y)€Qis (z.y)€Qi;

und definieren die Untersumme und Obersumme von f zur Zerlegung Z durch

Uz(f) = //gp(m,y) dedy, wobel p(x,y)=m;; fir (z,y) € Qij, (5.11)
Q

Oz(f) = //w(:c,y) drdy, wobel Y(x,y) = M,; fur (z,y) € Qi;. (5.12)
Q

Nach (5.9) gilt
Uz(f) < Oz(f). (5.13)

Ziel ist, dass das Integral von f einen Wert zwischen diesen beiden Zahlen haben soll.

Ist nun Z eine feinere Zerlegung als Z, das heifit eine solche, die aus Z durch Hinzufiigen
weiterer Teilpunkte entsteht, so gilt

Uz(f) < Uz(f) < O0z(f) < Oz(f). (5.14)

Man erhélt weiter, dass

Uz(f) < O4(f) (5.15)

gilt fiir zwei Zerlegungen Z und Z, indem man eine dritte Zerlegung Z betrachtet, die
sowohl fiir Z als auch fiir Z eine Verfeinerung ist. Wir definieren nun das Unterintegral
und das Oberintegral von f durch

U(f) =sup{Uz(f) : Z ist Zerlegung von Q}, (5.16)
O(f) = inf{Oz(f) : Z ist Zerlegung von @} . (5.17)

Aus der Definition von Supremum und Infimum folgt wegen (5.15), dass

U(f) <0(f)- (5.18)

Da das Integral von f fiir jede Zerlegung Z mindestens so grofl wie Uz(f) und hochstens
so groB wie Oz(f) sein soll, soll es auch zwischen den beiden Zahlen U( f) und O( f) liegen.
Ist nun aber

U(f) =0(f), (5.19)

so gibt es dafiir nur eine Moglichkeit, ndmlich

/ / f(.y) dzdy = U(f) = O(f). (5.20)
Q

Definition 5.1 (Integral)
Sei f: Q — R beschrinkt. Falls (5.19) gilt, also Unterintegral und Oberintegral von f

iibereinstimmen, so heifit f integrierbar, (genauer: Riemann-integrierbar) auf (2,
und das Integral von f ist definiert durch (5.20). O
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Berechnung von zweidimensionalen Bereichsintegralen fiir achsenparallele
Rechtecke. Wir kénnen das zweidimensionale Bereichsintegral auf Q = [a, b] X [c, d] auf
zwei eindimensionale Integrale zuriickfiihren. Sei f : 2 — R eine Treppenfunktion wie
oben,

f(x7y> = GCij falls x € (Ii—lvxi)a ) € (yj—byj)
Fiir festgehaltenes y ist die durch = +— f(x,y) definierte Funktion eine Treppenfunktion
im (eindimensionalen) Intervall [a, b] zur Zerlegung Z;, und es gilt

b n
/ flz,y)de = Zcij(xi —x,21), fallsy1 <y <uy;. (5.21)

Die Funktion
/ f(z,y)dx (5.22)

ist wegen (5.21) eine Treppenfunktion in [c, d] zur Zerlegung Z5, und es gilt

/ G(y)dy = Z [Z cij(Ti — J;z’—l)] (Y5 = yj—1) = / [z, y)dzdy (5.23)

i=1

nach Definition (5.7). Analog gilt fiir festgehaltenes x

m

/ f(z,y)d Z —yj—1), fallsz <z <z, (5.24)

und fir

d
_ / F(z,y) dy (5.25)

/abF(:c) da:://f(a:,y) dz dy. (5.26)

Insgesamt ergibt sich, dass fiir Treppenfunktionen gilt

//f(x,y)dxdy:/ab/cdf(x,y)dydx:/Cd/abf(x,y)dxdy. (5.27)

Der Satz von Fubini besagt, dass diese Formel auch fiir beliebige Funktionen f gilt, falls
| f| integrierbar ist, also falls

folgt wie in (5.23)

// |f(z,y)|dedy < oo. (5.28)

Satz 5.2 (Fubini)
Sei Q= [a,b] X [¢,d], f:Q — R, sei|f]| integrierbar auf Q2. Dann gilt

//f(as,y)dxdy:/ab/Cdf(x,y)dyd:E:/Cd/abf(x,y)dxdy. (5.29)

O
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Aufer der Integrierbarkeit von | f| auf €2 sind keine weiteren Voraussetzungen erforderlich,
es ist z.B. gleichgiiltig, ob f stetig ist oder nicht.

Als Beispiel betrachten wir

//nydxdy, Q=10,1] x [1,2].

Es gibt zwei Moglichkeiten, dieses Integral mit dem Satz von Fubini auszurechnen, je
nachdem ob man zuerst beziiglich y oder zuerst beziiglich x integriert. Entweder:

1 p2 1 1 y=2 1 1
//x2ydxdy—/ / :I:Zydyda:—/ 2 =P dx—/ 202 — —2%dx
o J1 0 27 0 2
Q y=1
13 O
:/0 53:2(135——953 =3
z=0
Oder:
2 1 2 (1 z=1 2
//nydxdy:/ / q:Zydxdy:/ —zdy dy:/ gydy
1 Jo 1 _ 1
Q =0
=2
1L
6| T2
y=1

In diesem Beispiel geht es sogar viel einfacher: Wir beginnen wie oben,

1 p2
//nydxdy:/ / 2y dy de |
0o J1

Q

und beobachten nun, dass die xz-Abhéngigkeit im inneren Integral in Form eines Faktors

auftritt, also
1 p2 1 2
//nydydx:/ x2/ ydydx .
0o Ji 0 1

Wir stellen als néchstes fest, dass nunmehr das innere Integral nicht von x abhéngt und
somit als konstanter Faktor im dufleren Integral aufgefasst werden kann, also

1 2 1 2
/ xQ/ ydydx:/ :172dx-/ ydy .
0 1 0 1

Die beiden Integrale auf der rechten Seite konnen direkt ausgewertet werden, insgesamt

ist also L )
2 2 1
//xydxdy:/xda:-/ydy:_.
g 0 1 3

Allgemein tritt dieser Fall dann auf, wenn der Integrand sich schreiben lasst als

flz,y) = fi(z) - faly), (5.30)
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dann ist

[t dzay - / fuayde / ") dy. (5.31)

Fliachenkrifte. Das zweidimensionale Bereichsintegral wird verwendet zur Berechnung
von Resultierenden von Fliachenkriften. Die Vorgangsweise ist vollig analog zur eindimen-
sionalen Situation (Linienkrifte). Die Menge Q = [a, b] X [¢, d] reprisentiert ein Rechteck
mit Flicheninhalt (b — a)(d — ¢), gemessen z.B. in m?. Eine Kraft greift iiber das ganze
Rechteck ) verteilt an, unterstellt wird wieder, dass sie in jedem Punkt von €2 in die
gleiche Richtung zeigt. Die Kraft wird wieder modelliert durch eine Dichtefunktion (in
diesem Fall eine Flichenkraft) f : 2 — R, gemessen in einer Einheit Kraft pro Fliche
(z.B. N/m? = Pascal). Damit ist nun gemeint, dass die auf ein beliebiges Teilrechteck @
von () wirkende Kraft gegeben ist durch

//Qf(a:,y)dxdy.

Die auf €2 insgesamt wirkende Kraft (die Resultierende) ist gleich

/ flz,y)dxdy.

Wieder lasst sich der das Integral definierende Grenziibergang interpretieren als Grenz-
iibergang von stufig verteilten (jeweils auf den Rechtecken einer Zerlegung von €2 kon-
stanten) Flachenkriften zur tatsichlich gegebenen Fliachenkraft f.
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6 Lineare Gleichungssysteme, Matrizen

Zur Einstimmung stellen wir das Thema in den allgemeineren Kontext “Mensch, Welt und
Mathematik”. Quizsendung Jorg Pilawa, 3.1.06. Das Zweierteam bekommt die Frage:

Tom und Tim sind zusammen 42 Jahre alt, Tom ist 26 Jahre dlter als Tim.
Wie alt sind Tom und Tim 7

Als Antworten stehen wie iiblich 4 zur Auswahl (darunter die richtige, Tom 34 und Tim 8).
Kandidat 1 versucht die Lésung irgendwie auszurechnen und geréat dabei langsam in Panik,
landet schlieflich bei einer falschen Antwort. Kandidat 2 gelingt es, die Situation iiber ein
Veto zu retten, da ihm auffillt, dass man lediglich die 4 Antworten daraufhin anschauen
muss, ob die Differenz gleich 26 ist, und siehe da, das klappt, freundlicherweise erfiillt
das nur eine der Antworten. Nebenbei bemerkt, Kandidat 1 hat ein Universitatsstudium
erfolgreich abgeschlossen.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, 1 Unbekannte und 1 Gleichung, etwa
3r+4=T7.

Wir rechnen 3
3r=7—4=3, x:§:1.

Diese Losung ist eindeutig. Wir betrachten nun 1 Unbekannte und 2 Gleichungen, etwa

3r+4=17
6r+8=14.

Auch hier ist x = 1 die eindeutige Losung. Das ist aber der Ausnahmefall, denn falls man
14 durch irgendeine andere Zahl ersetzt, gibt es keine Losung. Als néchstes der Fall 2
Unbekannte und 1 Gleichung, etwa

T — 21’2 =2.
Diese Gleichung hat unendlich viele Losungen, ndmlich alle Punkte auf der durch sie

beschriebenen Geraden in der Ebene.

Die kleinste Situation, bei der je nach den Zahlenverhéltnissen alle drei Moglichkeiten
(keine, eine, unendlich viele Losungen) auftreten konnen, ist der Fall von 2 Unbekannten
und 2 Gleichungen, etwa

Durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung kann man z; eliminieren und
damit das Problem auf den Fall einer Unbekannten und einer Gleichung zuriickfiihren,

1 4
3rg=—-1, Xo=—-, 31 =2.
2 2 3 1= 3
Das ist die eindeutige Losung. Wir konnen sie geometrisch interpretieren als den Schnitt-
punkt der beiden durch die einzelnen Gleichungen beschriebenen Geraden.
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Im Fall
T — 21’2 =2
31’1 — 61‘2 =6

erhalten wir unendlich viele Losungen, da beide Gleichungen dieselbe Gerade beschreiben,
und im Fall

r1 — 2332 =2
3z 1 — 61’2 =0
keine Losung, da die beiden Geraden parallel sind.
Probleme kénnen auftreten, wenn die Geraden fast parallel sind. Betrachten wir etwa
Xr1 — 2&72 =2 (63)
3r; — (64¢)xy =0, (6.4)
wobei € # 0, aber klein ist. Subtrahieren wir das 3-fache der ersten Gleichung von der

zweiten, so ergibt sich
6 12
—eTg =—0, To=-, T1=24209=2+—.
€ €
Wir erhalten als eindeutige Losungen

fir e=-": o =30, x1 =062,

fiir x9 = 3000, x; = 6002.

82%2

Diese Losungen unterscheiden sich um den Faktor 100, obwohl die beiden Gleichungen
sich nur in einem einzigen Koeffizienten unterscheiden (—6.2 bzw. —6.002), und zwar um
weniger als 5 Prozent! Falls die Koeffizienten (wie héufig der Fall) fehlerbehaftet sind, weil
sie z.B. aus Datensétzen von Messungen stammen, fiihrt in solchen Féllen die naheliegende
Aktion (hier ist das Gleichungssystem, also wird es gelost) zu Zufallsergebnissen.

Kehren wir zuriick zum Gleichungssystem

x1—2x2:2

{L‘1+CL’2:1.

Zur Berechnung der Losung spielen nur die Koeffizienten und die rechte Seite,
1 -2 2

Definition 6.1 FEin Zahlenschema der Form

eine Rolle.

11 Qa2 -+ Qip
Q21 Q22 -+  A2p

A= 7 . (6.6)
m1 Am2 - Omn
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mit a;; € R fir1 <1 <m, 1 <j <n, heifst Matriz, genauer reelle m x n-Matriz. Die
a;; heiffen Elemente der Matriz mit der Zeilennummer i und der Spaltennummer j. Die
Menge aller solcher Matrizen bezeichnen wir mit

R
O

Bei der Losung linearer Gleichungssysteme spielt sowohl die Matrix der Koeffizienten als
auch die um die Spalte der rechten Seite vergroflerte Matrix eine Rolle, also im Beispiel

(6.5) die beiden Matrizen
1 -2 1 -2 2
1 1) 11 1)°

Das Gauflsche Eliminationsverfahren. Dabei handelt es sich um ein allgemeines
Losungsverfahren, welches die Losung beliebig grofler Gleichungssysteme ermdoglicht. Wir
befassen uns mit dem quadratischen Fall n = m (genausoviele Gleichungen wie Unbe-
kannte). Wir stellen es zunéchst an einem Beispiel mit n = m = 3 dar. Wir betrachten

1+ 3ZB2 — 2.T3 =1 (67)
41’2 +x3 = 11 (68
205 = 6. (6.9)

Dieses System konnen wir sofort durch Riickwértssubstitution 16sen,

1
1332523, $2:Z(11—$3):2, $1:1—3$2+2$3:1.

Die zugehorige Matrix der Koeffizienten

1 3 =2
A=10 4 1
00 2
hat obere Dreiecksform,
Qij = O, falls ¢ > j (610)
Die rechte Seite und die Losung sind Vektoren im R3, welche wir mit b und  bezeichnen,
1 1
b=[11], 2=|(2
6 3

Den allgemeinen Fall (A hat nicht Dreiecksform) fithren wir durch elementare Zeilen-
umformungen darauf zuriick. Eine solche Umformung besteht darin, ein Vielfaches einer
Zeile zu einer anderen Zeile zu addieren. Wir betrachten das Beispiel

T+ 31’2 — 21’3 =1 (611)
2z1 + 1029 — 323 = 13 (6.12)
9 21
—r — e = . 1
1 To + 2373 5 (6 3)
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Im ersten Schritt addieren wir das (—2)-fache der ersten Zeile zur zweiten Zeile, sowie die
erste Zeile zur dritten Zeile und erhalten

T+ 35(72 — 2[L’3 =1 (614)
Azy + x5 = 11 (6.15)
5) 23

Im zweiten Schritt addieren wir das (—1/2)-fache der zweiten Zeile zur dritten Zeile und
erhalten

$1+3$2—2$3:1
4$2+l’3:11
2333:6,

also das System, welches wir oben schon durch Riicksubstitution gelost haben (z; = 1,
xe = 2, x3 = 3). Dieses Vorgehen ist zulédssig, da sich die Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems bei elementaren Zeilenumformungen nicht dndert. (Jeder Vektor, der
vor der Umformung Losung war, ist auch nach der Umformung Losung. Umgekehrt auch,
da das Riickgidngigmachen einer elementaren Zeilenumformung ebenfalls eine solche ist.)

Fiithrt man die Zeilenumformungen als Rechenschema durch, so verzichtet man darauf, die
Gleichungen als Gleichungen zu schreiben, sondern arbeitet lediglich mit den Matrizen.
Im Beispiel oben kann das so aussehen:

1 3 -2 1 13 -2 1 13 -2 1
2 10 -3 13| — (04 1 11|~ |04 1 11]. (6.17)
-1 -1 5 % 02 2 2 00 2 6

Es werden also in jedem Schritt in der entsprechenden Spalte Nullen unterhalb der Dia-
gonale erzeugt. Der einzelne Schritt heifit daher auch Eliminationsschritt.

Dieses Vorgehen muss unter Umstédnden modifiziert werden, da es darauf beruht, dass im
k-ten Schritt das k-te Diagonalelement nicht gleich Null ist (im Beispiel im ersten Schritt
1, im zweiten Schritt 4). Ist die erweiterte Matrix (Koeffizienten und rechte Seite) vor
Beginn des ersten Eliminationsschritts etwa

0 3 -2 1

2 10 -3 13,
9 2

-1 -1 3 3

so vertauscht man zunéchst die erste Zeile mit einer anderen darunterliegenden Zeile, etwa
der zweiten, und fiihrt nun fiir

2 10 -3 13
0 3 -2 1

9 21
-1 -1 3 3

den ersten Eliminationsschritt durch. Dadurch dndert sich die Losungsmenge nicht, da
wir lediglich die Reihenfolge der Gleichungen geéndert haben. Besteht die gesamte erste
Spalte nur aus Nullen, etwa

0 3 -2 1
0 10 -3 13|,
0 -1 3 2
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so vertauscht man die erste Spalte mit einer der nachfolgenden Spalten, etwa der zweiten,

3 0 =2 1
10 0 =3 13|,
SENE

und beginnt dann (mdoglicherweise nach einer weiteren, hier nicht erforderlichen Zeilen-
vertauschung) mit dem ersten Eliminationsschritt. Allerdings dndert eine Spaltenvertau-
schung die Losungsmenge, bei der Anderung handelt es sich aber lediglich um eine Um-
numerierung der Unbekannten (im Beispiel oben werden x; und x5 vertauscht).

Analog geht man vor dem zweiten oder jedem weiteren Eliminationsschritt vor, falls das
entsprechende Diagonalelement (das sogenannte Pivotelement) Null ist.

Das Eliminationsverfahren bricht im regulédren Fall ab, wenn man bei der letzten Zeile
angekommen ist. Ein vorzeitiger Abbruch erfolgt, wenn in der zu bearbeitenden und allen
darunterliegenden Zeilen nur Nullen stehen.

Hat man schliellich nach Riicksubstitution einen Vektor berechnet, so muss man die durch
eventuelle Spaltenvertauschungen angefallenen Umnumerierungen riickgéngig machen, um
die Losung des Gleichungssystems zu erhalten.

Wir betrachten nun den Fall von n Gleichungen mit n Unbekannten. Das lineare
Gleichungssystem hat die Form

a11T1 + 12T + + -+ + ATy = b1
a21T1 + Q929 + « -+ + QopXy = b2 (618)

Ap1T1 + ApoZo + -+ - + AppTy = bn

Gegeben sind die Koeffizientenmatrix A € R(™™ und der Vektor der rechten Seite b € R”,
gesucht ist der Losungsvektor z € R™. Mit (A b) bezeichnen wir die erweiterte Matrix,
esist (A b) € Rn+l),

Der 1. Schritt des Verfahrens besteht aus einem vorbereitenden Teil und dem eigentlichen
Eliminationsschritt. Im vorbereitenden Teil wird nur dann etwas getan, falls a;; = 0 ist.
In diesem Fall bestimmt man einen Index k& > 1 mit ax; # 0 und vertauscht die Zeilen 1
und k von (A b); gilt ag; = 0 fiir alle k£ > 1, so bestimmt man ein j > 1 und ein k£ > 1
mit ay; # 0 und vertauscht die Spalten 1 und j sowie die Zeilen 1 und k. Lésst sich ein
solches ay; ebenfalls nicht finden, so enthalten die Zeilen 2 bis n bis auf die letzte, von
der rechten Seite herriihrende Spalte nur Nullen und das Verfahren wird abgebrochen.
Findet kein Abbruch statt, so steht links oben in (A b) eine von Null verschiedene
Zahl, wir nennen sie wieder a,; und entsprechend alle anderen Elemente der umsortierten
Matrix. Der eigentliche Eliminationsschritt ist folgender: Fiir ¢ = 2,...,n addieren wir
das (—a;1/aq1)-fache der ersten Zeile zur Zeile i, also

a) =a; — —ay;, 2<j<n, (6.19)
a1

b = b, — LLp, | (6.20)
a11
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Wir erhalten die Matrix

air a2 arn b
0 a<2> a@) e
(A(Q) b(2)) _ ‘ 22 2n 2 (621)
0 ag aq(frz P
Im 2. Schritt des Verfahrens wird die (n — 1) x n-Teilmatrix
2 2) (2
Ry
: : : (6.22)
afé) N S

von (A®  b®)) genau wie (A b) im 1. Schritt behandelt, es ergibt sich die Matrix

a;; Gz v v Qi by
(A® @y =] 0 0 af - af) |, (6.23)
0 0 a¥ ... NOWY

(Auch hier haben wir keine neuen Bezeichnungen in der 2. Zeile eingefiihrt, falls Zeilen-
oder Spaltenvertauschung stattfindet.) Findet kein vorzeitiger Abbruch statt, so erreichen
wir nach n — 1 Schritten die obere Dreiecksgestalt

TR T I ¢ S IO )1
0 a2 o o q® P

(A® phy=1f 0 0o - S (6.24)
0 0 - 0 a&’i? by

in der alle Diagonalelemente bis auf moglicherweise a!) von Null verschieden sind. Ist

auch a'1y # 0, so liegt der regulédre Fall vor, und es lésst sich nun die Riicksubstitution
durchfiihren mit dem Ergebnis

by
ann

z; = (b“ Za ) i=n—1,...,1. (6.26)
CL“ Jj=t+1

Damit ist im reguldren Fall die eindeutige Losung x € R" des Gleichungssystems (6.18)
berechnet. Der singulédre Fall liegt vor, wenn bei Abbruch im k-ten Schritt (oder falls
at) = ) die Zeilen k +1,...,n die Form

<0 0 bl(”“)), k<i<n
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haben. Jede solche Zeile entspricht der Gleichung
0x1+0m2—|—---—|—0:pn:b§-k).

Gilt bl(-k) = 0 fiir irgendein 4, so hat das System keine Losung, andernfalls unendlich viele.
Ist etwa die k-te Zeile die letzte von Null verschiedene Zeile von (A b), so hat sie die
Form

agz)xk + Z a,(j)xi = b,(f) .

i=k+1
Da alle weiteren Zeilen 0 sind, konnen wir die Werte fiir die n—k Komponenten x4, ..., 2,
frei wihlen, die Werte fiir xy, ..., x; ergeben sich wie sonst auch durch Riicksubstitution.

Bemerkungen zum Eliminationsverfahren. Die Wahl der Zeile bzw. Spalte bei Ver-
tauschungen ist bei einer exakte Rechnung (z.B. die per Hand mit Zahlen und Briichen)
gleichgiiltig, bei einer numerischen Rechnung auf Computern aber nicht. Das Problem liegt
darin, dass auf dem Computer in der iiblichen Gleitkommaarithmetik Zahlen mit einer fe-
sten Genauigkeit (6 Dezimalstellen, 14 Dezimalstellen . .. ) dargestellt werden. Auch wenn
man im Ergebnis eine solche Genauigkeit nicht benétigt, kann es sein, dass wiahrend der
Rechnung viele Dezimalstellen an Genauigkeit verlorengehen, siehe das Beispiel (6.3,6.4).
Um solche Effekte moglichst gering zu halten, hat man geeignete Auswahlverfahren fiir
den Zeilen- und Spaltentausch entwickelt; man tauscht auch dann, wenn das linke obere
Element a;; “fast Null” ist.

Der Aufwand des Eliminationsverfahrens betriigt fiir groie Werte von n (106, 109, 10'2,. . .)
ungefiahr
L 3
- 6.27
3" (6.27)

Flops. (1 Flop = 1 Floating-Point-Operation entspricht in etwa einer Multiplikation und
einer Addition.) Fiir typische Anwendungen mit grolen n sind die meisten Elemente von
A gleich Null, so dass der Aufwand geringer ist. Nichtsdestotrotz heifit das, dass man
fiir groBe n besser andere (schnellere) Verfahren als das Eliminationsverfahren verwenden
sollte.

Matrix-Vektor-Multiplikation. Wir betrachten noch einmal das lineare Gleichungssy-
stem

a11T1 + A12T9 + + -+ + ATy = bl

9171 + Q99To + -+ - + A9p Ty, = by (6.28)

Ap1 X1 + Ap2X2 + - - + AppTp = bn
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Sei A;. der Vektor, der durch die i-te Zeile von A gebildet wird. Die einzelnen Gleichungen
des Systems (6.28) lassen sich als Skalarprodukt schreiben,

n

<A1.,ZE> == Z a1;T5 = b1

j=1
(6.29)
(A, x) = Zanjxj =0,
j=1
Definition 6.2 (Matrix-Vektor-Multiplikation)
Sei A € Rm™) 2 ¢ R™. Wir definieren
<A1-a "L‘>
Az = : cR™. (6.30)
(Am., )
(]

Das Produkt Az ist also ein Vektor, dessen i-tes Element gegeben ist durch
j=1

Im Kalkiil schreiben wir x als Spaltenvektor, etwa

1 23 i’ (1-342-143-2) _ (11
~20 1)\ ] " \~2-340-1+1-2) " \4)"

Wir bilden also das Matrix-Vektor-Produkt nach der Regel “Zeile mal Spalte”. Das
geht nur, wenn A genausoviele Spalten wie x Komponenten hat. (Andernfalls ist das
Matrix-Vektor-Produkt Az nicht definiert.)

Das lineare Gleichungssystem (6.28) erhélt nun die iibersichtliche Form
Az =b. (6.32)

Eine spezielle Rolle spielt die Einheitsmatrix

1 0 0
I = 0 Lo (6.33)
T ¢

welche Einsen in der Diagonale und sonst nur Nullen enthélt. (Wenn man die Grofle
explizit nennen will, schreibt man I,,.) Es ist ndmlich

Iz ==z (6.34)
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fiir alle x € R™.
Matrixkalkiil. Wir definieren die Summe und das skalare Vielfache von Matrizen ele-
mentweise durch
(A + B)zg = Qyj + bij , A, B e R(m,n) ,
(tA)” = taij , Ae R(m,n) ,t € R,

123\ (200)_(323
01 2 010/ \o 22/

Die beiden Matrizen miissen die gleiche Grofie (Zeilenzahl und Spaltenzahl) haben, sonst
ist die Addition nicht definiert. Es gelten die Rechenregeln

Beispiel:

(A+ B)z = Az + Bz, A, BeRM™M g cR",
Atr) =t(Azx) = (tA)z, AecR™ zcR" tcR,

wir kdnnen also t Ax ohne Klammern schreiben. Dass diese Rechenregeln gelten, kann man
unmittelbar mit den Formeln (6.30) und (6.31) und den entsprechenden Eigenschaften des
Skalarprodukts nachrechnen.

Sei nun B € RE™ | A € RO™™ | 2 € R*. Da Az € R™, kénnen wir den Vektor
B(Az) € R
bilden. Es gilt
(Az)p =) ara;,
j=1
also

B(Az)); = Z bi(Az) = Zblk Z apjT; = Z (Z bikakj) T;.
k=1 k=1  j=1 j=1 \k=1

Definieren wir also die Matrix C' € Rt durch

m
Cij = E bikakj>
k=1

so gilt
B(Az) =Cz.

Definition 6.3 (Matrixmultiplikation)
Das Produkt C' = BA zweier Matrizen B € RE™ | A € R™™ st definiert als die Matriz
C € RE™ mit den Elementen .

= biar; . (6.35)
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Es ist also

cij = (Bi, Aj)

wobei B;. die i-te Zeile von B und A.; die j-te Spalte von A bezeichnet. Die Rechnung
erfolgt wieder nach der Regel Zeile mal Spalte. Wir betrachten als Beispiel

1 2
B=|(3 4 | eRBGY A= (é ? f ‘zf) e RZY (6.36)
0 —1
Dann ist
C11 ° Ci4
C= : : )
C31 -+ C3a

und die Elemente von C' ergeben sich zu

011:<B1.,A,1>:1'1+2’0:1,
C21:<BQ.,A.1>:3'1+4'O:3,

023:<B2.,A.3>:3‘2+4'1:107

Aus der Definition erkennen wir unmittelbar: Die Spalten des Produkts BA entstehen
durch Matrix-Vektor-Multiplikation von B mit den entsprechenden Spalten von A. Daraus
ergeben sich die Rechenregeln (wobei vorausgesetzt ist, dass die beteiligten Matrizen
passende Grofien haben)

(A+ B)C = AC + BC
A(B+C)=AB+ AC

A(BC) = (AB)C

A(tB) = (tA)B =t(AB), teR.

Fiir die Einheitsmatrix I gilt
Al = A, I,A=A, fallsAeR™,
Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ! Es kann sein, dass BA definiert ist, aber AB

nicht, siehe Beispiel (6.36). Es kann sein, dass AB und BA definiert sind, aber verschiedene
Grofle haben. Es kann sein, dass AB und BA definiert sind, gleich grof sind, aber nicht

gleich sind, etwa
1 1\ /1 1y (1 1
0 1/\0 0/ \0 O
1 1\ /1 1y (1 2
0 0/\0 1/ \0 O
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Eine weitere Rechenoperation ist die Transposition einer Matrix A € R(™™ . Sie liefert
eine Matrix AT € R™™) durch

Durch die Transposition werden also Zeilen in Spalten und umgekehrt iiberfiihrt, bei-
spielsweise
1 2
A=13 4 |, AT_G i _01>
0 -1

Es gelten die Rechenregeln

(A+B)T = AT + BT
(BA)" = A"B"
(AT = A
AT =tAT, teR.

Verwenden wir die Konvention, dass im Matrix-Vektor-Kalkiil Vektoren ohne weitere Be-
zeichnung immer als Spaltenvektoren geschrieben werden, so gilt fiir x,y € R"”

n n
SL‘Ty — (:1:1 :En) = leyl = <;(;’ y> ) (6.38)
Un =1

Bei Zahlen ist die Division die “Umkehrung” der Multiplikation. Ist a # 0, so gibt es
genau eine Zahl b mit
ab=ba =1,

namlich

1
b=—.
a
Wegen

Al =TA=A, AeR™,

spielt die Einheitsmatrix I im Matrixraum R™™ die Rolle der 1. Ist nun A € R™™ | so
kann man sich fragen, ob es eine Matrix B € R(™™ gibt mit

AB=BA=1. (6.39)
Es kann hochstens eine solche Matrix geben. Ist ndmlich
AB=CA=1,

so gilt
C=Cl=C(AB)=(CA) B=1B=B.

Definition 6.4 (Inverse Matrix)
Eine Matriz A € R™™ heifit invertierbar, falls es eine Matriz B € R™™) gibt mit
AB = BA = I. Diese Matriz heiffit dann die Inverse von A, sie wird mit

A—l

bezeichnet. O
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Die Einheitsmatrix I ist invertierbar, = = 1.

Ist
A= (a b) e R®?
c d ’

und ist ad — be # 0, so ist A invertierbar und

1 d —b
Al = .
ad — be (—C a )

Ist A invertierbar, so auch A~! und A", und

(A=A, AN ="
Sind A, B € R™™ invertierbar, so auch AB, und
(AB)'=B1tA.

Aus der Gleichung
AAT =1

folgt, dass die i-te Spalte von A~! eine Losung x € R™ des Gleichungssystems (e; = i-ter
Einheitsvektor)
Ax = ¢

ist. Auf diese Weise lisst sich A™! spaltenweise berechnen, falls A invertierbar ist. (Wir
werden spéter sehen, dass in diesem Fall das Gleichungssystem Ax = b tatséchlich ein-
deutig losbar ist.)

Ist A invertierbar, so ist z = A7'b Losung des Gleichungssystems Az = b, da A(A7'b) =
(AA™Nb = Ib = b ist. Man kann daher auf die Idee kommen, das Gleichungssystem
Az = b dadurch zu l6sen, dass man zuerst A~' und dann z = A~'b berechnet. Aus
verschiedenen Griinden ist das normalerweise keine gute Idee.

Im Gegensatz zur Situation bei Zahlen ist nicht jede Matrix A # 0 invertierbar. Ist
beispielsweise die i-te Spalte von A gleich Null, so ist auch die i-te Spalte von BA gleich
Null, egal wie man B wahlt, es kann daher BA = I nicht gelten.

Gleichungssysteme im Komplexen. Alles, was in diesem Abschnitt gesagt wurde, gilt
auch, wenn man Gleichungssysteme fiir komplexe Zahlen betrachtet, das heifit, wenn die
Koeffizientenmatrix A und der Vektor der rechten Seite b aus komplexen statt aus reellen
Zahlen besteht. Addition und Multiplikation sind dann die entsprechenden Operationen
in C. Die Komponenten des Losungsvektors x sind dann natiirlich auch komplexe Zahlen.
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7 Folgen und Reihen

Nachdem wir den Begriff der Folge und des Grenzwerts einer Folge bereits in Kapitel
4 behandelt haben, beschiftigen wir uns nun mit Eigenschaften von Folgen, sowie mit
sogenannten Reihen.

Eigenschaften von Folgen. Eine reelle Folge (z,),en heifit beschrankt, falls es ein
C > 0 gibt, so dass

|z,| < C, fiirallen €N, (7.1)
andernfalls heifit sie unbeschrankt.
Die durch
. (1"
Tp = —, Ty = \— 5
n

definierten Folgen sind beschrénkt, wir konnen C' = 1 setzen. Die Folgen
T, =n%, z, = (—1)"n?

sind unbeschrankt.

Ist eine Folge (x,,)nen konvergent, und ist I irgendein offenes Intervall, welches den Grenz-
wert einschlieit, so konnen nach Definition des Grenzwerts nur endlich viele Folgenglieder
auflerhalb von I liegen, daher gilt

Satz 7.1 Jede konvergente Folge ist beschrdinkt. O

Eine beschrénkte Folge braucht aber nicht konvergent zu sein, wie das Beispiel z,, = (—1)"
zeigt.

Sind (2)nen, (Yn)nen reelle Folgen, und ist ¢ € R, so wird ihre Summe durch

(xn + yn)nEN )

ihr skalares Vielfaches durch
(an)nEN 5

ihr Produkt durch
(«Tn : yn)nEN )

()
Yn neN ’

definiert, letzteres natiirlich nur falls y,, # 0.

und ihr Quotient durch

Sind (2,)nen, (Yn)nen konvergente reelle Folgen, so sind auch deren Summe, skalares
Vielfaches, Produkt und Quotient konvergent. Gilt

Tn — a, yn_>b7
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so gilt

lim (z,, + y,) =a+0, (7.2)
lim (cz,) = ca, fallsceR, (7.3)
lim (z,y,) = ab, (7.4)

Jin =g (75)

Formel (7.3) ist ein Spezialfall von (7.4). Die Aussagen dieser Formeln lassen sich auch
als Rechenregel schreiben, zum Beispiel fiir die Summe (7.2)

lim (z, + y,) = lim x, + lim y, . (7.6)

Sie ist allerdings nur anwendbar, wenn beide Grenzwerte auf der rechten Seite
existieren. Beispiel:

! 1
im L~ gim (1+—): im 1+ lim - =14+0=1.
n

Es kann aber passieren, dass der Grenzwert der Summenfolge (z, + y,) existiert, aber die
Grenzwerte von (z,) und (y,) nicht, etwa

Tn = (_1>n7 Yn = (_1)n+1 )

hier gilt =, + vy, = 0 fiir alle n € N.

Die Beweise der Formeln (7.2) — (7.5) erhélt man mit etwas Rechnung direkt aus der
Definition des Grenzwerts.

Die vorstehenden Sétze lassen sich zur Berechnung von Grenzwerten algebraischer Aus-
driicke verwenden, z.B. gilt

1 1 1
lim — = (lim —) . (hm —> =0-0=0,
n—oo N n—oo 1, n—oo 1,

18n® —4n?+8 18—24 5% 18
= —_— — .
™3 +4n 7—1—% 7

und

Ein Sonderfall der Divergenz ist die uneigentliche Konvergenz. Die Folgen
1,2,3,4,5,... (7.7)

und
1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,... (7.8)

sind beide divergent und nach oben unbeschriankt. Im Falle der Folge (7.7) méchte man
aber ausdriicken, dafl sie “gegen +o0 strebt”.
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Definition 7.2 (Uneigentliche Konvergenz)
Fine reelle Folge (x,)nen heifst uneigentlich konvergent gegen 400, wenn es zu jedem
C >0 ein ng € N gibt mit

x, > C,  firallen>ng. (7.9)

Fine reelle Folge (x,,)nen heifft uneigentlich konvergent gegen —oo, wenn (—x,) uneigent-
lich konvergent gegen +oo ist. Fine reelle Folge (x,)nen heifit uneigentlich konvergent,
wenn sie uneigentlich konvergent gegen +oo oder uneigentlich konvergent gegen —oo ist.
O

Fiir die uneigentliche Konvergenz einer Folge (z,,) verwendet man die Notation

lim z, = +o00, bzw. lim z, = —cc.

n—oo n—oo

Die Ungleichung “<” iibertriagt sich auch auf den Grenzwert. Sind (2,,)nen, (Yn)nen kon-
vergente reelle Folgen und gilt x,, <y, fiir alle n € N, so gilt auch

lim z, < lim y, . (7.10)

n—oo n—oo

Wire namlich limx,, > limy,, so miisste fiir hinreichend grofie n auch z, > v, gelten.
Fiir “<” gilt die analoge Aussage aber nicht, wie das Beispiel

1 2 ) .
- Yp=—, limx,= limy, =0,
n n n—oo n—oo

Ty =
zeigt.

Auch hier gilt (7.10) nur, wenn schon feststeht, dass die beiden Folgen konvergent sind.
Im Falle einer Einschachtelung
0< 2, <yn (7.11)

geniigt es aber, wenn wir wissen, dass (y,) konvergent ist und

lim y, =0 (7.12)

n—oo

gilt. Dann folgt, dass (x,) ebenfalls konvergent ist mit

lim z, =0. (7.13)

n—oo

Ist ndmlich I ein offenes Intervall um 0, so muss eine Restfolge von (y,,) ganz in I liegen,
und wegen (7.11) trifft dies auch auf die entsprechende Restfolge von (z,) zu.

Durch eine geeignete Einschachtelung lasst sich unter Umstédnden die Konvergenz kom-

pliziert gebauter Folgen feststellen, beispielsweise gilt fiir

2 + sin(n cos® n + 8n?)
Tn = ’

dass



also auch z, — 0.

Wir betrachten nun den Spezialfall monotoner Folgen. Eine reelle Folge (x,,) heifit mo-
noton wachsend, wenn z,, < x,,; gilt fiir alle n € N. Sie heifit streng monoton
wachsend, wenn z, < z,4; gilt fiir alle n € N. Sie heifit (streng) monoton fallend,
wenn x, > Tpy1 (bzw. x, > x,.1) gilt fir alle n € N.

Zur Notation: Statt
sup{z, : n € N}

schreiben wir auch

Sup xp, .
neN

Satz 7.3 Jede beschrinkte monoton wachsende reelle Folge (x,)nen ist konvergent, und
es gilt
lim z, =supwz,. (7.14)

n—aoo neN

Jede beschrinkte monoton fallende reelle Folge (z,)nen ist konvergent, und es gilt
lim z, = inf z,, . (7.15)
n—00 neN

O

Beispiel 7.4
Wir kénnen die Quadratwurzel einer positiven Zahl als Limes einer monoton fallenden
Iteration auf folgende Weise erhalten. Sei b > 0. Wir betrachten die durch

2 Tn

1 b
Tp+1 = = (.Tn + —) s I = b, (716)

definierte reelle Folge. Es gilt x,, > 0 fiir alle n € N (Beweis mit Induktion), und fiir n > 2
1 b \? 1 b’
L O ) I {CERE R )
1
4

1/, b2 b \°
- 3 (o) -i (e 50)
0,

>

also x2 > b fiir alle n > 2, und weiter

1 b 1,
— — [ JR— _ — —_ >
Tn = Tnt1 = Tn = 3 (:L‘n + Sﬂn) S (xz —b) >0

fir alle n > 2, also ist (z,) ab dem zweiten Folgenglied x5 monoton fallend. Nach Satz
7.3 konvergiert (z,) gegen a = infz,,. Es folgt a > 0 und a® > b > 0, also a > 0. Gehen
wir auf beiden Seiten von (7.16) zum Grenzwert iiber, so folgt

: .1 b 1 b
a=limz,y=Ilm-|(z,+—|==(a+—-) .
n—o0 n—oo 2 x 2 a

n
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Es folgt
a’="b. (7.17)

Ist ¢ € R eine weitere Zahl mit ¢> = b und ¢ > 0, so folgt wegen
0=a’>—c*=(a—c)(a+c)
auch a — ¢ = 0, also a = ¢. Wir haben also bewiesen, daf§ die Iteration (7.16) gegen eine

positive Zahl a mit a? = b konvergiert, und dass es nur eine solche Zahl geben kann.

Definition 7.5 (Quadratwurzel)
Sei b > 0. Die gemdf$ Beispiel 7.4 eindeutig bestimmte positive Zahl a mit a®> = b heifst
die Quadratwurzel von b, geschrieben

a=b. (7.18)

Wir definieren auferdem /0 = 0. O

Da die Iteration in Beispiel 7.4 gegen die Quadratwurzel konvergiert, konnen wir mit ihr
die Quadratwurzel mit beliebig hoher Genauigkeit berechnen. Die Konvergenz dieses
Verfahrens ist sehr schnell, so ist etwa fiir b = 2 nach dem vierten Schritt

x5 = 1.414213562

eine Niherung fiir v/2 mit einem Fehler von héchstens 107, Im Gegensatz dazu ist die
Konvergenz der Folge 1/n gegen 0 sehr langsam (Fehler 1072 nach 1000 Schritten).

Es gilt offensichtlich fiir alle a € R
Va2 = |al. (7.19)

Es gilt weiter
2

(vas) = vy (V1) = e,

also folgt

Vab = aVh. (7.20)

Da fiir x,y > 0 gilt, dafl

gilt auch

a<b & Va<vb (7:21)

fiir alle a,b > 0.

Satz 7.6 Jede monotone reelle Folge (z,)nen ist entweder konvergent oder uneigentlich
konvergent. O
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Beweis: Ist sie ndmlich beschréankt, so ist sie nach Satz 7.3 konvergent. Ist sie unbe-
schrénkt, und ist z,, > C, dann gilt z,, > z,,, > C fiir alle n > n,.

Wir untersuchen die Konvergenz der durch
Ty =" (7.22)

definierten Folge (z,,), wobei z € R fest ist. Es sind verschiedene Félle zu unterscheiden.
Fall 1: z > 1. Wegen z"*! =z - 2" > 12" = 2" ist (x,) streng monoton wachsend, mit
x =1+ h, h > 0 gilt nach der Bernoullischen Ungleichung (siche unten)

2" =(1+h)">14+nh,

also ist (z,) unbeschriankt, wegen Satz 7.6 ist (z,) uneigentlich konvergent gegen +o0.
Fall 2: 0 <z < 1. Wegen 0 < 2" =z - 2™ < 12" = 2" ist (z,) streng monoton fallend
und nach unten beschrénkt, also ist (z,,) konvergent und

lim z,, = inf z,,.
n—00 neN

Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n € N mit 2" < € (wihle n mit (z71)" > ¢71), also ist

0<infz, <0,
neN

und damit folgt x, — 0.

Fall 3: —1 < 2 < 0. Nach Fall 2 gilt |x,| — 0, also auch x,, — 0 nach Ubungsaufgabe.
Fall 4: z < —1. Dann ist 2, = (—1)"|z|™ divergent.

Fall 5: x = 0 oder « = 1. (z,,) ist konstant.

Fall 6: x = —1. &, = (—1)" ist divergent.

Die Bernoullische Ungleichung besagt, dass
(1+h)">14+nh

gilt fiir alle n € N, A > 0. In der Tat, sie ist richtig fiir n = 1, und wenn sie fiir n gilt, so
auch fiir n + 1, da dann

(1+h)" T =0+h)"1+h)>1+nh)(1+h)=1+(n+1h+nh*>>1+ (n+1)h.

Eine solche Beweisfithrung (Nachpriifen fir n = 1, Schluss von n auf n + 1) wird als
Induktion oder vollstindige Induktion bezeichnet.

Wir gehen kurz auf den Konvergenzbegriff von Folgen komplexer Zahlen ein, also von
Folgen (2, )neny mit z, € C fiir alle n € N. Die Definition des Grenzwerts ist dieselbe wie
in R: Ein a € C heifit Grenzwert von (2, )en, falls es zu jedem ¢ > 0 ein ny € N gibt, so
dass |z, — a| < € gilt fiir alle n > ny. Es muss also gelten, dass fiir jede Kreisscheibe um
a (egal, wie klein ihr Radius ¢ ist) ab einem gewissen Index die Restfolge ganz in dieser
Kreisscheibe liegt. Aquivalent dazu ist, dass die durch x,, = |z, — a| definierte reelle Folge
gegen 0 konvergiert. Wir betrachten als Beispiel

1
n=—1". 7.23
z nz ( )
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Es gilt
lim 2z, =0,

n—oo

da
1
|zn — 0] =——0
n
gilt. Veranschaulicht man sich (7.23), so sieht man, dass Konvergenz in C nicht bedeuten
muss, dass die Folge sich dem Grenzwert aus einer bestimmten Richtung nédhern muss.

Die Rechenregeln (7.2) — (7.5) fiir Grenzwerte hinsichtlich Summe, Produkt und Quotient
sind auch im Komplexen giiltig. Weiterhin gilt, dass eine Folge (z,)nen in C genau dann
konvergiert, wenn die Folgen (Re (2,,))nen und (Im (z,))nen im Reellen konvergieren, deren
Grenzwerte liefern den Real- und Imaginérteil des Grenzwertes von (z,).

Reihen. Aus einer Folge, etwa

1

L,
167

Y

DN | —
»-bl)—‘
OOI»—t

bilden wir durch Summation eine neue Folge

IS WU R B S PUE O ORI
e R L R R T A

also
15

"8 16’

w
—_

L,

l\DIOJ
SR
|

Ob

Definition 7.7 Seing € Z, (ay)n>n, €ine Folge in C. Wir definieren

Z ap, n>ng. (7.24)

Die Folge (Sn)n>n, heifit unendliche Reihe, s, heifit die n-te Partialsumme, die Zahlen ay
heiffen die Glieder der Reihe. Wir bezeichnen die Reihe mit

k=ng

Die Reihe (7.25) heifit konvergent, falls die Folge (s,) konvergent ist, andernfalls heifit
sie divergent. Der Grenzwert der Reihe ist definiert als der Grenzwert der Folge (s,). Wir

bezeichnen ihn ebenfalls mit

> a. (7.26)

k=ng

O

Als Beispiel betrachten wir die geometrische Reihe

f}h (7.27)

k=0



wobei z € C beliebig ist Fiir die Partialsummen gilt, wenn wir sie mit 1 — 2z multiplizieren,
(1—2)s,=(1—-2) Zz—l—z + (=24 ("= =1 -

es folgt also
1 — Zn—‘rl
N ki 7.28
5 T (7.28)
Fiir |z| < 1 gilt |2|"™ — 0, also auch 2"** — 0, also ist die Reihe (7.27) konvergent fiir
|z| <1, und es gilt (Summenformel der geometrischen Reihe)

oo
> =

k=0

> 71\ > /7 1\" 100 & /99)\"
—) =2 — ) == 7 ) = 100.
>(3) =» 2(w) ~w X (w)

k=0

(7.29)

Beispiel:

Fiir die Frage, ob eine Reihe konvergiert, ist genau wie bei einer Folge das “Verhalten am
Anfang” gleichgiiltig: Fiir beliebiges m > nq gilt, dafl

o0

>

k=ng

konvergent ist genau dann, wenn
o0

>

k=m
konvergent ist. Im Gegensatz zur Situation bei Folgen &ndert sich aber der Wert des
Grenzwerts, wenn einzelne Glieder weggelassen oder hinzugefiigt werden. Beispiel:

26 - 20)

Sind die Reihen )2 “ap, > ;2 by konvergent, so ist auch deren Summe konvergent,

und es gilt
Z ap + bk Z ar + Z by, . (730)

k=ng k=ngo k=ng

Entsprechend gilt auch fiir ein skalares Vielfaches

Z cap = ¢ Z ay . (7.31)

k=ng k=mnq

Das folgt unmittelbar aus den analogen Eigenschaften fiir Folgen (7.2) und (7.3), ange-
wandt auf die Folgen der Partialsummen.
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Wir betrachten als Beispiel die Umwandlung einer rationalen Zahl von der periodischen
Dezimaldarstellung in die Bruchdarstellung,

_ > 1\*
0017=1024+7-1024+7-10%+... =102 7-1073 . =
+ + + + ;_0 0

1 7 1 4

T 700 T1000 T L 225

Als zweites Beispiel betrachten wir die harmonische Reihe

> % . (7.32)
k=1

Sie ist divergent: Es gilt fiir alle m € N

yloy Lo, L]
k— om  2m 2
k=m-+1 k=m+1
also firn =27, j > 1,
n — ->1 P
g F= 1t
k=1

also s,, — oo fiir n — oo.
Ist eine Reihe konvergent, also s, — s fiir eine (reelle oder komplexe) Zahl s, so gilt
Ay =Sp — Sp-1= (8, — ) — (Sp_1—8) — 0,

das heifit, die Glieder der Reihe konvergieren gegen 0. Umgekehrt folgt aus der Konver-
genz a, — 0 aber nicht, dass die zugehorige Reihe konvergent ist, wie das Beispiel der
harmonischen Reihe zeigt.

Eine Reihe heifit alternierend, wenn ihre Glieder abwechselnd positives und negatives
Vorzeichen haben. Ein Beispiel ist die alternierende harmonische Reihe

> 1 1 1 1
L RV Bl R 7.33
]; e 5 t3 3 (7.33)

Das Leibnizkriterium besagt, dass eine alternierende Reihe der Form

> (—1DFay (7.34)

k=ng
konvergent ist, falls die reelle Folge (aj) monoton fallend ist und a; — 0 gilt. Fiir den
Grenzwert s gilt in diesem Fall
Is — sp| < ang1 < ay . (7.35)

Falls a,1 klein ist, ist also s,, eine gute Ndherung fiir s. (Vorsicht: Bei nicht alternierenden
Reihen muss das nicht gelten!) Ein Beispiel liefert die alternierende harmonische Reihe,

o0

Z(—N—l% =In?2. (7.36)

k=1

(Dass als Grenzwert In 2 herauskommt, werden wir spéter sehen.)
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Definition 7.8 FEine Reihe

o0

D a

k=ngo

heifit absolut konvergent, falls die Reihe

o0
D o]

k=ng

konvergent ist. O

Ist eine Reihe Z;O:no aj absolut konvergent, so ist sie auch konvergent, und

oo
D ar

k=ng

< Z |a| . (7.37)

k=ng

Die Umkehrung gilt nicht: Die alternierende harmonische Reihe

g
> (-1 z

k=1

[e.e]

ist nicht absolut konvergent (da die harmonische Reihe divergiert), aber konvergent nach
dem Leibnizkriterium.

Bei absolut konvergenten Reihen kann man die Glieder beliebig umsortieren, ohne ihren
Grenzwert zu dndern oder gar die Konvergenz zu zerstoren. Ebenso kann man bei absolut
konvergenten Reihen ohne weiteres Produkte bilden,

5,k=0

wobei es gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die Doppelsumme gebildet wird, solange
nur jede Indexkombination (k, j) genau einmal vorkommt. Bei nicht absolut konvergenten
Reihen kann Umsortieren zu anderen Ergebnissen (Nichtkonvergenz statt Konvergenz,
oder anderer Grenzwert) fiithren.

Mit dem Begriff der Majorante konnen wir in vielen Féllen die Konvergenz feststellen.
Eine reelle Reihe -
L

k=ng
heifit Majorante der (rellen oder komplexen) Reihe

[e.9]

E ag ,

k=ng

falls |ax| < by gilt fiir jedes k > ng. Das Majorantenkriterium besagt, dass die Reihe

Zf;no ay absolut konvergent ist, falls sie eine konvergente Majorante besitzt.
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Beispiel 7.9
(1) Wir betrachten

ap = E e lz] < 1. (7.39)
k=0 k=0
Fiir die durch
k3 +k
Y = k3 _9

definierte Folge gilt 3, — 1, also ist sie beschrénkt, also gibt es C' > 0 mit
jax| < Cal*

fiir alle k, und by = Clx|* definiert eine konvergente Majorante der Reihe (7.39). Die
Reihe (7.39) ist daher konvergent.
(2) Wir betrachten

> % . (7.40)
Die Reihe -
1
D Tk (7.41)

ist eine Majorante von

> % . (7.42)

k=2
Fiir die Partialsummen von (7.41) gilt
n—1
n = 7.43
— (7.43)
Beweis von (7.43) mit Induktion: s, = 3,
n—1 1 n
Spt1 = Sp + = + =

n(n+1) n nn+1) n+1
Wegen s,, — 1 ist (7.41) konvergent, also auch (7.42) und damit auch (7.40).

Die Reihe
= 1
— 7.44
Z kn ( )
k=1
ist fiir festes n > 2 ebenfalls konvergent, da sie die konvergente Majorante (7.40) hat. O

Mit dem Quotientenkriterium lésst sich ebenfalls Konvergenz feststellen.

Satz 7.10 (Quotientenkriterium)
Sei Zzozno ay eine Reihe in C. Es gebe ein ¢ € R mit ¢ <1 und ein N € N mit

|‘|”“+|1| <gq, firalek>N. (7.45)
ag
Dann ist .~ ;. absolut konvergent. O
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Das Quotientenkriterium leitet sich ab aus dem Majorantenkriterium, da die Reihe

o0
Z lanlg" "
k=N

eine konvergente Majorante von » > \ ay ist.

Vorsicht: Die genaue Formulierung (“mit ¢”) ist wesentlich. Um die Konvergenz festzustel-
len, geniigt es nicht, dass |ag.1|/|ax| < 1 gilt. So gilt fiir die harmonische Reihe a; = 1/k,
dass

1
ool _EE_ k|

fiir alle k, sie ist aber divergent, wie wir bereits wissen.

Aus dem Quotientenkriterium erhalten wir beispielsweise die absolute Konvergenz der

Exponentialreihe
2 2k
il 7.46
Z - (7.46)

wobei z € C eine feste komplexe Zahl ist. Mit a;, = 2*/k! gilt

o] _ Rz
o] (kD! o k+1l

also
‘ak-i-l ‘

|ax|

< fir alle k£ > 2|z| — 1,

l\'>|’—‘

also ist (7.46) absolut konvergent.

Definition 7.11 (Exponentialfunktion)

Die durch -
exp(z Z Z— (7.47)
k=0
definierte Funktion
exp:C—C

heifst Exponentialfunktion. Wir definieren die Zahl e durch

e =exp(1). (7.48)

Aus der Definition folgt unmittelbar, dafi exp(z) € R, falls z € R, und

exp(0) =1.
(Bild im Reellen.) Es ist
e = 2.718281828459045235 . . . (7.49)
Die Formel
exp(z +w) = exp(z) - exp(w), €T =¢-e". (7.50)
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heifit Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. Wir erhalten sie durch direktes
Umformen der unendlichen Summen,

2 (z 4+ w)k Oolkk_-A
“””“”:ESL%TLZEZHizQ)ﬁ]W

k=0 k=0 7=0
Sy e (20) (5
e (k—j) 4! — m! = 4!
= exp(z) exp(w) . (7.51)

Im vorletzten Schritt ist verwendet worden, dass die Terme im Produkt in beliebiger
Reihenfolge angeordnet werden konnen, da die Exponentialreihe absolut konvergent ist.

Aus der Formel (7.50) erhalten wir eine Reihe weiterer Formeln, ndmlich

1
exp(—z) = , firallezeC, (7.52)

exp(z)
exp(z) #0, furalle z € C. (7.53)

Beide Formeln folgen aus der Identitét
1 = exp(0) = exp(z — 2) = exp(z) exp(—2) . (7.54)
Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt
exp(z) >1>0

fiir alle z € R, > 0, also wegen (7.54) auch

exp(z) >0, fiirallez € R. (7.55)
Wir sehen weiter, dass
exp(n) =¢e", firallene€Z, (7.56)
und
exp(z) = exp(z), fiiralle z € C, (7.57)
da
exp(z) =3 =3 5 = el
k=0 " k=0

Aus (7.57) folgt sofort, dass fur z € R gilt
]2 = ¢eir = e = 1 (7.58)

also || = 1, d.h. € liegt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene, wenn z reell
ist.

Wir definieren nun die Winkelfunktionen Sinus und Cosinus durch

cosw = Ree™, sinz =Ime™. (7.59)
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Das ist nichts anderes als die Formel von Euler,
7:1' . .
€7 =CcosST +1sInw.

Aus den Rechenregeln fiir Real- und Imaginérteile komplexer Zahlen folgt sofort

1, . , 1 . ,
cosx = é(e” +e ), sinz = 2—2(6"” —e ),
cos(—z) =cosx, sin(—z)= —sinz,

cosO0=1, sin0=0,
und aus (7.58) auch
cos’z +sin’z = 1.
Sortieren wir die Terme der Exponentialreihe

o . -2 ,.2 -3 .3

1°T 1°T
eszng —1+zx—|———|——+
k=0

k' 2! 3!

nach Real- und Imaginérteil, so erhalten wir

2

cosz = Ree™ —1—%—#——- kzg
_ 23 o0 p2k+1
sina = Ime™ —x—§+——- 2% 2k‘+1)

(7.60)

(7.61)
(7.62)
(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)

Beide Reihen sind absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium, da die Exponenti-
alreihe absolut konvergent ist. Fiir kleine Werte von x liefern bereits wenige Terme eine

sehr gute Nédherung, beispielsweise ist fiir z = 0.1 die Partialsumme

eine Néherung fiir sin(0.1) mit einem Fehler von
0.17
]sm(Ol) — 82’ < 7 < 10710,

was aus (7.35) folgt.
Fiir beliebiges x gilt

|z [®
|sinz — 2| < ——,
ED
also (Division durch z)
sin x |z|?
I <=
x 3!
also folgt
. sinz
lim =1.
x—0

(7.67)



Analog erhélt man
cosx —1

=0. (7.68)

1m
x—0 €x

Die Reihen fiir exp, sin und cos sind Beispiele fiir Potenzreihen. Potenzreihen haben die
allgemeine Form

Z apx” . (7.69)
k=0

Die Koeffizienten ay, sind gegebene (reelle oder komplexe) Zahlen. Durch (7.69) wird eine
Funktion

f(z) = Z apr” (7.70)

definiert fiir diejenigen Werte von z, fiir die die Reihe konvergiert. Jede Potenzreihe hat
einen Konvergenzradius R mit der Eigenschaft

e fiir |x| < R konvergiert die Reihe absolut,

e fiir || > R divergiert die Reihe.

Das Argument z kann reell oder komplex sein. Falls die Reihe fiir jeden Wert von x absolut
konvergiert (wie beispielsweise die Exponentialreihe), so setzen wir R = oco. Es ist auch
moglich, dass R = 0, dann konvergiert die Potenzreihe fiir kein x # 0.

Die geometrische Reihe kénnen wir als Potenzreihe auffassen,

z" . (7.71)

1 .
1—=z —

k=0

Wie wir bereits wissen, hat sie den Konvergenzradius 1.

Man kann den Konvergenzradius berechnen aus den Formeln

1
R=1lim ||  R=lim —, (7.72)

k—o0

Qk+1

allerdings nur dann, wenn der entsprechende Grenzwert existiert (uneigentliche Konver-
genz liefert R = 00). Die in jedem Fall giiltige Formel ist

1
R=—, A= infsup /|axl. (7.73)

A neN k>n

Als Beispiel fiir die Anwendung der Formeln (7.72) betrachten wir nochmals die Expo-
nentialreihe

oy
k=0
Es gilt
1 kE+ 1)!
g = 77 i :( 1) =k+1—o00, firk— oo,
k! g1 k!

also ist R = oo, was wir bereits wissen.



8 Stetige Funktionen

Der allgemeine Funktionsbegriff. Umkehrfunktionen. Wir erldutern in diesem Un-
terabschnitt den allgemeinen Begriff der Funktion und erhalten daraus unter anderem den
Begriff der Umkehrfunktion. Seien M und N Mengen. Wird jedem Element von M ge-
nau ein Element von N zugeordnet, so spricht man von einer Funktion. Man gibt ihr
einen Namen (z.B. “f”) und schreibt

f:M—N. (8.1)

Die Zuordnung selbst (“wie erhalte ich aus einem gegebenen Element von M das zuge-
ordnete Element von N”) bezeichnet man als Funktionsvorschrift, sie hat bei uns in
der Regel die Form einer Formel. (Das muss aber nicht so sein, so kann man z.B. diejenige
Funktion betrachten, die jedem Menschen seinen Vater zuordnet. Der Funktionsbegriff
als solcher beinhaltet nicht, dass die Funktion einfach berechenbar ist.) Die Menge M in
(8.1) heifit der Definitionsbereich von f, die Menge N der Bildbereich von f.

Als Beispiel betrachten wir
f R—=R, f(z)=2% (8.2)

Durch diese Vorschrift wird jeder rellen Zahl x eine andere reelle Zahl, nimlich 22, zugeord-
net. Im Bild wird der sogenannte Graph der Funktion f als Teilmenge der Produktmenge
M x N gezeichnet, er ist definiert durch

graph (f) = {(z, f(z)) : © € M}. (8.3)
Zwei Funktionen f,g: M — N heiflen gleich, wenn gilt
f(z) =g(x), firalleze M. (8.4)

Es kann sein, dass zwei Funktionen gleich sind, obwohl die Funktionsvorschriften verschie-
den aussehen, beispielsweise sind die beiden Funktionen

2
f.9:R=R, fl@)=dz, g(e)=3+3 10z -3,

gleich. (Oft ist das nicht so offensichtlich wie hier.) Sind zwei Funktionen f,g : M — N
gleich, so schreiben wir auch

f=y9 (8.5)
und meinen damit, dass (8.4) gilt.

Funktionen tauchen besonders dann auf, wenn man Gleichungen 16sen will, also etwa

=3, (8.6)
Die allgemeine Form ist: Gegeben ist ein y € N (hier: 3 € R), gesucht ist ein x € M mit
f(z) =y (hier: ein x € R, welches (8.6) erfiillt).

Die Losbarkeit von
2 = Y

héngt vom Wert von y ab. Ist y > 0, so gibt es zwei Losungen z = £, /y, fiir y = 0 gibt
es eine Losung z = 0, fiir y < 0 gibt es keine Losung x im Definitionsbereich R.
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Ist X C M, so definieren wir das Bild von X unter f durch

fX)={f(z):z e X}, (8.7)

im Falle X = M nennt man f(M) auch das Bild von f. Im Beispiel (8.2) ist f(R) = [0, c0)
das Bild von f, wihrend der Bildbereich nach wie vor N = R ist. Nicht jedes Element im
Bildbereich muss also tatséchlich von f erreicht werden kénnen. Wenn das aber der Fall
ist, also wenn

f(M) =N, (8.8)

so heiBt die Funktion f surjektiv. Die Funktion in (8.2) ist also nicht surjektiv. Andern
wir aber den Bildbereich ab und betrachten wir

g:R—[0,00), gla)=2a?, (8.9)
so ist g surjektiv.
Ist wieder f: M — N eine Funktion und Y C N, so wird durch
YY) ={x: flz) €Y} (8.10)

eine Teilmenge von M definiert, sie heifit die Urbildmenge von Y unter f. Im Falle (8.2)
gilt beispielsweise

FH0,2) = [=v2, V2 = fH(-L2), B = {-V3V3Y, {1 = 0.
Fiir Bild- und Urbildmengen gelten einige Rechenregeln. Sei f : M — N eine Funktion.
Sind A, B C M, so gilt

f(AUB) = f(A)Uf(B), f(ANDB)C f(A)Nf(B). (8.11)
Sind C, D C N, so gilt

fHCuD)=fHO)UfHD), fHCND)=fHC)NfHD). (8.12)
Zur Abwechslung beweisen wir die erste Formel in (8.11). Es gilt

ye€ f(AUB)< dre AUBmit f(x) =y
& (dr € Amit f(x) =y) oder (Jx € Bmit f(z)=1y)
& ye f(A) oder ye f(B).
Wie das Beispiel (8.2) zeigt, kann es also sein, dass ein Bildpunkt (z.B. y = 2) mehr
als einen Urbildpunkt hat (in diesem Fall £1/2). Eine Funktion heiit injektiv, falls das
nicht vorkommt, falls also jeder Bildpunkt y héchstens ein Urbild x hat. Die durch (8.2)
definierte Funktion ist also nicht injektiv. Beschranken wir uns aber auf die rechte Hélfte

der Parabel,
g:[0,00) =R, g(x)=2", (8.13)

so ist ¢ injektiv. Wie (8.2) ebenfalls zeigt, braucht eine Funktion weder injektiv noch
surjektiv zu sein.

Eine Funktion heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist. Beispiel:

fR—=R, f(z)=3zx+2. (8.14)
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Ist f bijektiv, so ist die Gleichung f(z) = y eindeutig losbar fiir jedes y im Bildbereich.
Im Beispiel (8.14) kann man sie durch einfache Umformungen berechnen: Ist y gegeben
und z gesucht mit

r+2=y,
so rechnet man 3x =y — 2, also
1
=—-(y—2).
z=35y-2)
Die Funktion
h:[0,00) —[0,00), h(z)=a?, (8.15)

ist ebenfalls bijektiv (im Gegensatz zu (8.2)), zu jedem y > 0 gibt es eine eindeutig
bestimmte nichtnegative Zahl  mit 2% = y, ndmlich x = VY- (Mit /" meinen wir immer
die positive Wurzel.) Noch ein Beispiel: Die Funktion

f:N—=N, f(n)=n+1,

ist nicht bijektiv, da sie wegen 1 ¢ f(N) nicht surjektiv ist, wohl aber ist
fZ—Z, f(n)=n+1,

bijektiv.

Fiir bijektive Funktionen f : M — N kénnen wir die Umkehrfunktion (auch genannt
inverse Funktion) definieren durch

' N— M, f(y)=dasjenige z € M, fiir welches f(x) =y gilt. (8.16)
Beispielsweise ist die Umkehrfunktion von
fR—=R, f(z)=3x+2,
gegeben durch (wie oben ausgerechnet)

1

SRR, fY(y) =3-2).

Wir beschéftigen uns nun mit der Hintereinanderausfithrung von Funktionen. Sind f :
M — N und g : N — P Funktionen, so ist ihre Komposition definiert als

gof:M—P, (gof)(x)=g(f(x)), (8.17)

Die Komposition g o f ist also ebenfalls eine Funktion. IThr Wert kann dadurch berechnet
werden, dass man zu gegebenem x erst f(x) berechnet, und in einem zweiten Schritt den
Wert f(z) fiir die Variable in g einsetzt. Sei beispielsweise

Lo R-R, fl@)=c-3, g(z)=|al. (8.18)
Ist z = 1 gegeben, so ist f(1) = —2 und ¢g(—2) = 2, also

(g0 /(1) = 2. (8.19)
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Ein anderes Vorgehen ist es, zunéchst die Funktionsvorschrift der Komposition zu berech-
nen. Fiir (8.18) sieht das so aus:

(go f)x) =g(f(x)) = g(x —3) = [z 3.
In diesem Beispiel konnen wir auch die Komposition f o ¢ bilden und erhalten
(feg)(x) = flg(x)) = f(|z]) = |z = 3.

Fiir x = 1 ergibt sich (f o g)(1) = —2, das ist nicht dasselbe Ergebnis wie in (8.19). Es
gilt also im allgemeinen

gof#foy!
Aus der Definition der Umkehrabbildung folgt sofort, falls f : M — N bijektiv ist, dass
@)=z, f(f W)=y, (8.20)
oder anders ausgedriickt, fiir die Funktionen f~'o f: M — M, fo f~': N — N gilt
flof=idy, fof'=idy, (8.21)

wobei idy; die identische Funktion (auch Identitét genannt) bedeutet,
idy s M — M, idy(z) =z. (8.22)

Im Reellen lassen sich Umkehrfunktionen leicht veranschaulichen. Ist f : M — N bijektiv
und sind M, N C R, so ergibt sich der Graph von f~!, indem man den Graphen von
f an der positiven Winkelhalbierenden (der Geraden y = x) spiegelt, siehe das Beispiel
f:1]0,00) — [0,00), f(x) = 22, mit der Umkehrfunktion

fHa0,00) = [0,00), @) = Va.

Stetige Funktionen. Sei [ ein Intervall in R, f : I — R eine Funktion. Ist a ein innerer
Punkt von I, so heifit die Funktion f stetig im Punkt a, falls
lim f(z) = f(a). (8.23)

Tr—a

Damit f stetig ist in a, miissen also rechts- und linksseitiger Grenzwert von f in a exi-
stieren und gleich f(a) sein.

Ist a der linke (bzw. rechte) Randpunkt von I, so heifit die Funktion f rechtsseitig
(bzw. linksseitig) stetig im Punkt a, falls

lim+f(x) = f(a), bzw. lim f(z) = f(a). (8.24)
Eine auf einem Intervall I definierte Funktion heifit stetig auf I, falls sie in jedem Punkt

von [ stetig ist. (In Randpunkten von [ ist damit die rechts- bzw. linksseitige Stetigkeit
gemeint.)

Das einfachste Beispiel ist die konstante Funktion, f(z) = ¢ fiir alle € I. Sie ist stetig
in jedem inneren Punkt und rechts- bzw. linksseitig stetig in jedem Randpunkt. Dasselbe
gilt fiir die Identitat, f(x) = .
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Wir betrachten nun die Heaviside-Funktion H : R — R,

1, >0
H(z)=<4 " ’ 8.25
() {0, r<0. ( )
Es gilt
liI(I)l_ H(z)=H(0)=0#1= lir(l)rl+ H(z), (8.26)

also ist die Heaviside-Funktion im Punkt 0 linksseitig stetig, aber nicht rechtsseitig stetig.

Die Funktion f: R — R,
1, z€Q,
-

O ) x ¢ Q )
ist in keinem Punkt stetig.

Da der Funktionsgrenzwert in (8.23) definitionsgeméf auf den Grenzwert von Folgen zu-
riickgefiihrt wird, konnen wir die Bedingung (8.23) dquivalent so formulieren: f ist stetig
in a genau dann, wenn

lim (z,) = f(Jim 7,) = f(a) (8.27)

n—oo

gilt fiir jede Folge (x,)neny mit x, — a. Dort, wo eine Funktion stetig ist, ldsst sich
Grenzwertbildung mit der Funktionsauswertung vertauschen. Wo sie unstetig
ist, nicht.

Die algebraischen Grundoperationen erhalten die Stetigkeit. Sind f,g : I — R stetig in
einem Punkt a € I, so sind auch die Funktionen

stetig, letztere natiirlich nur, wenn g(a) # 0. Daraus folgt, dass Polynome

p(z) = Z apz”
k=0

und rationale Funktionen

f(z) ===, wobei p, ¢ Polynome sind,

in ihren Definitionsbereichen (ganz R ohne die Nennernullstellen) stetig sind, da sie sich
mittels (8.28) auf die Konstante und die Identitét zuriickfithren lassen.

Die Exponentialfunktion ist ebenfalls stetig auf ihrem ganzen Definitionsgebiet C. Es gilt
namlich
lexp(x) — 1| < 2|z|, falls|z| <1,
also folgt
lim exp(z) = 1 = exp(0), (8.29)

x—0
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und daher ist die Exponentialfunktion stetig im Nullpunkt. Ist nun a beliebig, und ist
(1 )nen eine Folge mit x,, — a, so gilt

lim exp(z,) = lim exp(z, —a)exp(a) = exp(a) lim exp(z, — a) = exp(a) exp(0)

n—oo n—oo n—oo

= exp(a), (8.30)

also ist die Exponentialfunktion auch in a stetig.

Die Komposition zweier stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig: Seien f : I — R und
g : J — R auf Intervallen I, J definiert mit f(I) C J. Ist f stetig im Punkt a und g stetig
im Punkt f(a), so ist die Komposition g o f stetig im Punkt a, da

lim g(f(z2)) = g (im f(z)) = g(f(lim ,)) = g(f(a))

n—oo n—oo

Beispielsweise ist die durch
fla) = 48
definierte Funktion stetig, da sowohl die Exponentialfunktion als auch die im Exponenten

stehende Funktion stetig sind.

Stetige Funktionen haben einige Eigenschaften, die zunéchst selbstversténdlich erscheinen,
aber fiir unstetige Funktionen nicht gelten.

Satz 8.1 (Maximum und Minimum)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt und nimmt Maximum und Minimum auf
[a,b] an, das heifst, es gibt p,q € [a,b] mit

f(p) = max f(z), f(gq) = min f(x). (8.31)

z€[a,b] z€[a,b]

O

Maximum und Minimum kénnen im Innern oder am Rand liegen, und es kann mehrere
(sogar unendlich viele) Maxima und Minima geben. Wir betrachten einige Beispiele.

Die Funktion
f(z) = |z|
hat

e auf dem Definitionsgebiet [—1,1] die beiden Maxima 1 in den Punkten -1 und 1,
sowie das eindeutige Minimum 0 im Punkt 0,

e auf dem Definitionsgebiet [—1,2] das eindeutige Maximum 2 im Punkt 2 und das
eindeutige Minimum 0 im Punkt 0,

e auf dem Definitionsgebiet R kein Maximum, aber das eindeutige Minimum 0 im
Punkt 0,

e auf dem Definitionsgebiet (0,1) (Intervall ohne die Randpunkte) weder ein Maxi-
mum noch ein Minimum.
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Fiir die Funktion

07 5U¢@7

ist jeder Punkt x € R ein Maximum oder ein Minimum (Maximum falls x rational,
Minimum falls x irrational).

f(af)Z{l’ e

Fiir eine konstante Funktion ist jeder Punkt gleichzeitig Maximum und Minimum.

Satz 8.2 (Zwischenwertsatz)
Sei f : [a,b] — R stetig, es gelte f(a) < 0 und f(b) > 0, oder f(a) > 0 und f(b) < 0.
Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(x) = 0. O

Unter den Voraussetzungen von Satz 8.2 kann es sehr wohl mehrere Nullstellen geben, so
hat die Funktion

flz)=2" -z

auf dem Intervall [—2,2] die Werte f(—2) = —6, f(2) = 6, und die Nullstellen —1, 0 und
1.

Die Funktion

rsinl, >0
"L‘ — CE’ b
) {m ..

ist auf dem Intervall [0, 1] stetig und hat dort unendlich viele Nullstellen x,, = 1/nx fiir

n € N. Die Funktion
1, x>0,
ﬂ@—{_L o

hat keine Nullstelle in [—2,2], obwohl f(—2) = —1 und f(2) =1 gilt.

Folgerung 8.3
Sei f : ]a,b] — R stetig, sei y € R mit f(a) <y < f(b) oder f(a) >y > f(b). Dann gibt
es ein x € [a,b] mit f(z) =y. O

Wir erhalten Folgerung 8.3, indem wir Satz 8.2 auf die durch g(x) = f(x) — y definierte

Funktion anwenden.

Aus Folgerung 8.3 ergibt sich, dass fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R das gesamte
Intervall [f(a), f(b)] zum Bild von f gehort,

[f(a), F(0)] € f([a, b])-

Ist f auBerdem streng monoton wachsend, das heifit, gilt f(z) < f(2) falls 2 < z, so ist f
injektiv und

[f(a), f(0)] = f([a,0]),
also ist f : [a,b] — [f(a), f(b)] bijektiv.
Satz 8.4 (Existenz der Umkehrfunktion)
Sei f: |a,b] — R stetig und streng monoton wachsend. Dann ist [ : [a,b] — [f(a), f(D)]
bijektiv, und die Umkehrfunktion f=1: [f(a), f(b)] — [a, ] ist ebenfalls stetig. 0
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Die Uberlegungen, die zu Satz 8.4 fiihren, lassen sich auch anwenden, falls f streng
monoton fallend ist, also f(z) > f(z) fiir < z gilt, so dass Satz 8.4 auch gilt, wenn
wir “streng monoton wachsend” durch “streng monoton fallend” ersetzen.

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend, da fiir z > x gilt
exp(z) = exp(z — x) exp(x) > exp(z),

da exp(z — ) > 1 und exp(x) > 0. Sie bildet R bijektiv auf ihr Bild (0,00) ab. Ihre
Umkehrfunktion heifit der natiirliche Logarithmus, geschrieben “In”. Es ist also

In:(0,00) = R (8.32)

ebenfalls eine bijektive Funktion, welche auflerdem stetig und streng monoton wachsend
ist.

Da exp(0) = 1 und exp(1) = e, gilt

In(1) =0, In(e)=1. (8.33)
Es gilt
In(zy) =Inz +Iny, firallez,y>0, (8.34)
da
exp(lnz +1Iny) = exp(lnz) - exp(lny) = zy,
Inz+Iny =In(exp(lnz + Iny)) = In(zy) .
Es folgt
1
In{—-)=-1 8.35
n (x) ne, (8.35)
da

O=Inl=In(zz"")=lnz+Inz".

Aus (8.34) und (8.35) folgt

Inz* =klnz, firalekeZ, v>0. (8.36)

Definition 8.5 (Allgemeine Potenzfunktion)
Fira e R, x > 0 definieren wir die a-te Potenz von x durch

x* =exp(alnx). (8.37)

Firn e N, x > 0 setzen wir

Uz = (8.38)

Fiir a € Z stimmt diese Definition wegen alnz = Inz* mit der bisherigen iiberein.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass die Komposition streng monoton wachsender
Funktionen wieder streng monoton wachsend ist. Fassen wir die Potenzfunktion als Funk-
tion von x bei festgehaltenem Exponenten a auf,

f(z) =2" =exp(alnz), (8.39)
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so ist f auf (0,00) stetig. Im Fall a > 0 ist f streng monoton wachsend und bildet das
Intervall (0, 00) bijektiv auf (0, 00) ab.

Fiir die allgemeine Potenzfunktion gelten die iiblichen Rechenregeln. Seien a,b € R und
x,y > 0, dann ist

2% = exp((a +b)Inz) = exp(alnz) - exp(blnz) = 2%,

(%) = exp(bln %) = exp(bln(expalnz)) = exp(balnz) = %,

ry" = (wvy)*.
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9 Differenzierbare Funktionen

Sei I C R Intervall, f : I — R. Fiir z € I haben wir bereits in Kapitel 5 die Ableitung
definiert durch h

?

) .

fia) = Jim h
vorausgesetzt, der Grenzwert existiert. Wir sagen dann, f ist differenzierbar im Punkt
x. Ist « der linke (rechte) Randpunkt von I, so ist der rechtsseitige (linksseitige) Grenzwert
zu nehmen. Falls f in jedem Punkt des Intervalls I differenzierbar ist, so sagen wir, f ist
differenzierbar im Intervall 1.

Ist f differenzierbar in x, so gilt

. . f(l’—l—h)—f(l’) !
limn /(e + h) = f(2)) = lim b DD =S — . pr(a) =0,

also ist f auch stetig in x.

Wir betrachten Beispiele.

. f:R—=R, f(x) =c, c € R fest. Fiir alle x € R gilt
fl@+h) - f(=)

h =9
also
7(@) =0.
2. f:R—-R, f(z) =2 Fir alle z € R gilt
flath) —f@)
h - )
also
fllx)=1.

3. f:R—R, f(x) =22 Fiir alle x € R gilt
fla+h)— flx) _ (x+h)?—a?

Y = h =2x+h,
also
f(z) =2x.
4. f:R\{0} =R, f(z) = 1. Fiir alle z € R\ {0} gilt
fleth) —fl@) mr—s _ ~1
h - h (z+h)2’
also ]
flle)=——



5. f: R =R, f(z) =exp(x). Fir alle z € R gilt

flx+h)— f(z) _ exp(z + h) — exp(x) _ exp(a) exp(h) — 1
h h h ’

also (siehe Ubungsaufgabe bzw. unten im Anschluss an Satz 9.3)
f'(x) = exp(z) .
6. f:R—R, f(z) =sinz. Fir alle z € R gilt
f(x+h)—f(z) sin(z+h)—sin(r) sinzcosh+ coszsinh —sinz

h h
h—1 inh
- sin(x)% + cos(z) S“Z

also (siehe (7.67), (7.68))
f'(z) =cosx.

7. f:R— R, f(z) = cosz. Fiir alle z € R gilt (Rechnung analog wie beim Sinus)

F'(z) = —sinz.
Fiir die Summe zweier in = differenzierbarer Funktionen f : [ — R gilt
(f +9)(x) = () + g (), (9:2)
da fiir h — 0
(f +9)(=+ hf)L —(f+9)(x) _ flz+ h})b — fl@) | gle+ hf)b —9®) )+ ().
Fiir das Produkt gilt die Produktregel
(f9)'(x) = ['(z)g(x) + f(x)g'(x) , (9:3)
da
(fg)(z + h})L — (f9)(z) _ o+ h)g(aj + hf)L —g(@) | g($)f(x + h})L — f(=@)
— f(@)g'(z) + g(x) f'(x).

Als Spezialfall ergibt sich fiir skalare Vielfache
AN (x) =Af'"(z), XeR. (9.4)
Wir betrachten als Beispiel f: R — R, f(z) = 2", n € N. Dann gilt
f'(x) = na" 1, (9.5)

wie wir durch Induktion iiber n erkennen: n = 1 klar, n — n+1: Sei f(z) =«
dann ist (fg)(x) = 2" und

(fg)(z) =na" 'z +2"- 1= (n+1)a".
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Fiir ein beliebiges Polynom
p(x) = Z apz” (9.6)
folgt nun aus (9.2)

p(x) = Z kagz™t, (9.7)

also etwa
p(z) =32 +2° — 52, p(x)=122°+22 5.

Ein weiteres Beispiel ist

f(z) =2%e", f'(x) =2xe” + %" = (20 + 2%)e”.
Fiir den Quotient gilt die Quotientenregel
<i)' (2) = 9(@)f'(z) — fz)g'(x)

g (9(x))? ’

falls g(x) # 0. Wir betrachten zunéchst den Spezialfall f = 1. Es gilt

1( 1 1 ) 1 gz +h) —g(z)

h\glw+n) g(x)) gle+h)glx) h

Grenziibergang h — 0 liefert

(9.8)

(1),(93) __ g (9.9)

g (9(x))?
Ist nun f beliebig, so folgt aus (9.9) und der Produktregel
I oy (Y 1 L =0 g@)f @) ~ ) (@)
(5) @=(r3) @ =g+ 1ot O

Als Beispiel betrachten wir f : R — R, f(x) = 2™ = 1/2", n € N. Aus (9.5) und der
Quotientenregel folgt

_n$n—1

! _ _ —n—1
fi(x) = oL :
Als weiteres Beispiel betrachten wir f(x) = tanz = ig;i Dann gilt
, cosxcosx — sinzx - (—sinx) 1
fi(x) = 2 T o2
cos? cos?

Wir berechnen nun die Ableitung der Umkehrfunktion.

Satz 9.1 Seien [a,b] C R, f:[a,b] — R stetig und streng monoton, sei f differenzierbar
in x € [a,b] mit f'(x) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f=': f(a,0]) —» R iny = f(2)
differenzierbar, und es gilt

1

(f ) = =0k (9.10)
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Beweis: Sei (h,,) eine beliebige Folge mit h,, — 0, h, # 0 und y + h,, € f([a,b]) fiir alle
n € N. Wir setzen
Tp = f_l(y+ hn) :

Da f~! stetig und streng monoton ist nach Satz 8.4, gilt
To=fy+h) = fYy) =2, z. £z YneN,

und

FUy+h) = f0) _ wa—x 1
e Flaw) — f(x)  Tmirm
also . ; . .
i 7 W+ha)—f" () _ '
O
Beispiel: Fiir In : (0,00) — R folgt aus Satz 9.1
1 1 1
In)'(y) = = =—. 9.11
(1)) (exp)(Iny)  exp(lny) vy (6-11)
Wir konnen nun den Grenzwert
) 1\"
lim (1 + —) =e (9.12)
n—oo n

berechnen. Es ist ndmlich
" In(1+%)—In1l
ln{(l—l—l)}—nln(l—l—l)—n( +’i‘) " ,
n n -
/ . 1 "
Il=(In)(1)=lmn|{14+— ,
n—oo n

\" 1\"
e:exp(l)zgij&exp <ln[(1+ﬁ> 1) :nh—>nolo (1—}—5) :

Zur Berechnung der Ableitung zusammengesetzter Funktionen verwendet man die Ket-
tenregel.

also

also

Satz 9.2 Seien I,J C R Intervalle, f: I — R, f(I)CJ,g:J—R,x €. Sind f inzx
und g in f(x) differenzierbar, so ist auch g o f in x differenzierbar, und es gilt

(go f)(z) =g'(f(x)f(x). (9.13)

O

Ist f(z) # f(z) in einer Umgebung von z, so gilt
9(f(2)) —g(f(z)) _ 9(f(2))

2- f(2)
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und im Grenzwert z — x ergibt sich die Formel 9.13. (Lasst man f(z) = f(x) zu, muss
man diese Begriindung geeignet modifizieren.)

Als Beispiel betrachten wir f(z) = zsinz, g(z) = In(x). Dann ist

(go f)(x) =In(zsinz), (gof)(x)= xsilnx(Sinx+xCOS$)'

Als weiteres Beispiel betrachten wir die allgemeine Potenzfunktion mit festem Exponenten
a>0,f:(0,00) = R, f(x) = 2% (Jetzt wird mit f die zusammengesetzte Funktion
bezeichnet!) Es ist

f(z) =exp(alnz),
also

a a
f'(z) =exp(alnz) - o= x“; =ar" ',

Wir betrachten nun die Potenzfunktion in Abhéngigkeit vom Exponenten, f : (0,00) — R,
f(z) =a”*, a > 0 fest. Es ist

f(z) = exp(ana) .
also

f'(x) =exp(rlna) -Ina=a"lna.
Wir betrachten nun die Ableitung von Potenzreihen.

Satz 9.3 Se:

o0

f(z) = Z apr® (9.14)

k=0
eine durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 definierte Funktion. Dann ist f

auf dem offenen Intervall (—R, R) differenzierbar, und die Ableitung f' ist gegeben durch
die Potenzreihe

f(x) = Z kayx" ', (9.15)
k=1
welche denselben Konvergenzradius R hat. O
Wir erhalten also die Ableitung einer Potenzreihe durch gliedweises Differenzieren.
Fiir die Exponentialfunktion
k 22 o3

it Xz
exp(e) =Y =1 Hat gt gt
k=0

erkennen wir daraus unmittelbar, dass exp’(z) = exp(x), ebenso liefert die Potenzreihen-
darstellung von Sinus und Cosinus,

2 4 o0 2k

JR— —_— —— — — e e e — k x
cosx =1 5 + m = Z( 1) o] (9.16)
k=0
I 00 2K+
T A B 9.17
sinx =x 3] + 5l kz:;( ) (2k+1)!7 ( )
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dass sin’ = cos und cos’ = — sin gelten.

Falls eine Funktion f : I — R im Intervall I differenzierbar ist, erhalten wir in jedem
Punkt = € I eine Ableitung f’(z). Wir kénnen also die Ableitung ebenfalls als Funktion
f' I — R auffassen. Ist f’ differenzierbar in x so definieren wir die zweite Ableitung
von f als die Ableitung von [ in x,

f'(x+h) = f'(z)

f'(z) = lim - . (9.18)

Ist f" auf ganz I differenzierbar, so erhalten wir die zweite Ableitung ebenfalls als Funktion
f" : I — R. Dieser Prozess ldsst sich (je nachdem welches f man betrachtet) entsprechend
weit, unter Umsténden beliebig oft fortsetzen, so dass man allgemein von der n-ten
Ableitung von f spricht.

Solche hoheren Ableitungen werden natiirlich genauso berechnet wie die erste Ablei-
tung, nur eben sukzessive, beispielsweise

fxy=2>-3z+4, fl(x)=22-3, f'(x)=2, f"(x)=0.

Wir schreiben auch £ (z) fiir die n-te Ableitung in x, so etwa

3) _ 4)

sin’ = cos, sin” = —sin, sin —cos, sin® =sin,

die Ableitungen von Sinus und Cosinus wiederholen sich periodisch,

sin™) = sin™ | cos™™ = cos™ | fiir alle n € N.

Fiir die Exponentialfunktion gilt wegen exp’ = exp, dass
exp™ = exp, fiir alle n € N.

Fiir Polynome gilt, dass die Ableitung eines Polynoms wiederum ein Polynom mit einem
um 1 kleineren Grad liefert, so dass

pt) =0, falls p(z) = Z apz® . (9.19)
k=0

Fiir Polynome und die Funktionen exp, sin und cos sind die Ableitungen fiir alle n € N
definiert, man nennt solche Funktionen unendlich oft differenzierbar (gemeint ist
“beliebig oft”; die “unendlich-te” Ableitung ist nicht definiert).

Es kann sehr wohl vorkommen, dass die Ableitungen einer Funktion nur bis zu einer
gewissen Ordnung existieren. So ist etwa

f(x)z{r’ e

-2, <0,

auf ganz R differenzierbar mit
f'(w) = 2|l
aber f”(0) existiert nicht (wohl aber f”(x) fiir x # 0).
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10 Kurvendiskussion

Unter dem Stichwort Kurvendiskussion fasst man eine Reihe von Gesichtspunkten zu-
sammen, die die “Form einer Funktion f”, das heifit, visuelle oder geometrische Eigen-
schaften des Graphen von f, in Verbindung bringen mit analytischen Eigenschaften von
f und ihren Ableitungen.

Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Ein z € [a, b] heifit globales Maximum von f in [a, b],
falls
flz) > f(z), firalle z € [a,b], (10.1)

lokales Maximum von f in [a,b], falls es ein (moglicherweise kleines) Intervall I gibt
mit z € [ und
f(z) > f(z), firallez € a,b], z € 1. (10.2)

Die Begriffe globales Minimum und lokales Minimum sind analog definiert, indem
“>” durch “<” ersetzt wird.

Eine Funktion f : [a,b] — R kann mehrere globale Maxima (Minima) und mehrere lokale
Maxima (Minima) haben. Die Funktionswerte in allen globalen Maxima (Minima) miissen
natiirlich iibereinstimmen, die Funktionswerte in lokalen Maxima (Minima) kénnen sich
unterscheiden.

Ist f: [a,b] — R stetig, so hat f ein globales Maximum und ein globales Minimum, siehe
Satz 8.1. Sei nun f : [a,b] — R differenzierbar. Ist x € [a,b) ein lokales Maximum, so gilt

fz+h) - =)

- <0, fallsh >0,
also folgt (Grenziibergang h — 0)
f(z) <0.
Ist = € (a, b] ein lokales Maximum, so gilt
B) —
flo+ })L F@) S0, falsh <o,
also folgt (Grenziibergang h — 0)
fl(x) = 0.

Fiir ein lokales Minimum gelten die umgekehrten Ungleichungen.

Satz 10.1 Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Ist x € (a,b) ein lokales Mazimum oder
Minimum, so qilt

f'(x)=0. (10.3)
Ist a ein lokales Maximum (Minimum), so gilt f'(a) < 0 (f'(a) > 0), ist b ein lokales
Mazimum (Minimum), so gilt f'(b) >0 (f'(b) <0). 0

Ein z € (a,b) mit f'(x) # 0 kann also weder lokales Maximum noch lokales Minimum
sein. Umgekehrt ist es moglich, dass f'(z) = 0 fiir ein € (a,b) gilt, obwohl = weder
Maximum noch Minimum ist, beispielsweise

fl@) =2 f(0)=0.
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Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist der Satz von Rolle, der besagt, dass es
zu jeder differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R mit f(a) = f(b) einen Punkt = € (a,b)
gibt mit f’(x) = 0, da im Falle, dass f nicht konstant ist, entweder das globale Maximum
oder das globale Minimum im Innern (a, b) liegen muss. Die Steigung 0 der Sekante durch
(a, f(a) und (b, f(b) kommt also auch als Tangentensteigung 0 in einem inneren Punkt
vor. Ist nun f(a) # f(b), so kénnen wir die Funktion

betrachten. Fiir diese gilt F'(b) = f(a) = F(a), also gibt es nach dem Satz von Rolle ein

x € (a,b) mit
() ~ fla)

0=F(2) = fi(x) - 25—

Satz 10.2 (Mittelwertsatz)
Sei f:[a,b] — R differenzierbar. Dann gibt es ein x € (a,b) mit

f) = fla)

fwy =20 (104)

O

Es gibt also einen Punkt z, in dem die Tangentensteigung f'(z) mit der Sekantensteigung

durch (a, f(a)) und (b, f(b)) iibereinstimmt.

Wir wissen, dass die Ableitung einer konstanten Funktion gleich Null ist. Aus dem Mittel-
wertsatz folgt direkt die Umkehrung dieser Aussage: Ist f : [a,b] — R differenzierbar und
gilt f'(z) = 0 fir alle x € (a,b), so ist f konstant, da fiir zwei beliebige Punkte y, z € |[a, b]
gilt, dass es ein x € (y, z) geben muss mit

fly)—fz)=f(2)(y—2)=0.

Die erste Ableitung konnen wir dazu benutzen, die Monotonie einer Funktion festzustellen.
Gilt f'(z) > 0 fiir alle « € [a,b], und ist x2 > 21, so gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
z € (x1,x2) mit

flx2) = f(o1) = fl(2)(x2 — 21) > 0.

Gibt es andererseits ein x € (a,b) mit f'(z) < 0, so muss fiir ein hinreichend kleines h > 0

auch
flx+h) = f(z)
h

gelten. Ist f'(z) > 0 fiir alle 2 € [a, b], so zeigt dieselbe Uberlegung, dass dann f streng
monoton wachsend ist auf [a, b], die Umkehrung gilt aber nicht, beispielsweise ist f(z) = z*
streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0.

<0, also f(z+h) < f(x),

Satz 10.3 (Monotoniekriterium)

Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Dann ist f monoton wachsend in [a,b] genau dann,
wenn f'(x) > 0 fir alle x € [a,b]. Ist f'(x) > 0 fir alle x € [a,b], so ist f streng monoton
wachsend in [a, b]. O
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Analog erhalten wir, dass f monoton fallend ist in einem gegebenen Intervall genau dann,
wenn f’ < 0 in diesem Intervall.

Sei nun f’(z) = 0 in einem Punkt = € (a,b), sei f” stetig. Falls f”(x) > 0 ist, so muss es
ein Intervall  um x geben, so dass f”(z) > 0 ist fiir alle z € I, also ist nach Satz 10.3
die erste Ableitung f’ streng monoton wachsend auf I. Es folgt, dass f’(z) > 0 ist fiir
alle z > x, z € I, und daher f streng monoton wachsend ist im Bereich z > z, z € I.
Entsprechend muss f’ < 0 links von x und damit f streng monoton fallend im Bereich
z <z, z € I gelten. Analoge Uberlegungen gelten im Fall f(z) < 0.

Satz 10.4 Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar (d.h. " sei stetig), sei x €
(a,b) mit f'(x) =0. Ist f"(x) > 0, so ist x ein isoliertes lokales Minimum. Ist f"(x) < 0,
so ist x ein isoliertes lokales Maximum. O

Falls f'(z) = 0 und f”(x) = 0 gilt, so kann = ein Maximum, ein Minimum, oder keines
von beiden sein, wie die Beispiele

mit x = 0 zeigen.

Die Bestimmung der lokalen Maxima und Minima im Innern des Definitions-
gebiets erfolgt also in zwei Schritten:

1. Man bestimmt alle z mit f’(z) = 0, diese Punkte sind die Kandidaten.

2. Fiir diese Kandidaten berechnet man die zweite Ableitung. Ist sie positiv, so liegt
ein Minimum vor; ist sie negativ, ein Maximum; ist sie gleich Null, kann man an
der zweiten Ableitung nichts erkennen.

Die beiden Randpunkte muss man separat betrachten, ebenfalls Punkte, an denen f nicht
differenzierbar ist (etwa bei f(x) = |z|).

Das Vorzeichen von f” legt fest, in welche Richtung der Graph von f gekriimmt ist. Sei
etwa f"(z) > 0 fir alle € [a,b]. Es ist dann f’ monoton wachsend auf [a, b]. Sei nun ¢
ein fest gewéhlter Punkt mit a < ¢ < b. Fiir die Sekantensteigungen gilt dann nach dem
Mittelwertsatz

JO T ) < oy = 1O 21O (10.5)
fiir geeignete Zwischenpunkte a < x1 < ¢, ¢ < x5 < b. Es folgt
(f(c) = f(a))(b—c) < (f(b) = f(e))(c—a),
und weiter
fe)b—ct+c—a) < fla)b—c)+ f(b)(c—a),
also auch - B
7(0) £ fla) ==+ ) 3=
Es ergibt sich also
fle) < gle), (10.6)



wobel
b—=x T —a

die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ist. Insgesamt erhalten wir: Ist f” > 0 auf einem
Intervall I, so verlauft der Graph von f zwischen zwei Punkten a,b € I unterhalb der
Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)). Eine Funktion mit diesen Eigenschaften heiit kon-

vex. Die Umkehrung gilt ebenfalls: Ist eine Funktion konvex, so ist ihre zweite Ableitung
iiberall nichtnegativ.

Satz 10.5 Sei f : I — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist f konvex auf I genau
dann, wenn f"(x) >0 fir alle v € I. O

Ist f andersherum gekriimmt, verlduft also der Graph von f immer oberhalb der ent-
sprechenden Sekanten, so heifit f konkav. Analog zu Satz 10.5 kann man sich iiberlegen,
dass eine Funktion f auf einem Intervall konkav ist genau dann, wenn f” < 0 auf diesem
Intervall.

Fiir die Exponentialfunktion gilt
exp’(z) = exp(x) >0, fiir alle z € R,

also ist sie auf jedem Intervall konvex. Fiir den Logarithmus gilt

1

In"(r) = —— <0, fiir alle z > 0,
72

also ist der Logarithmus auf jedem Intervall I C (0, 00) konkav.

Gilt fiir ein x €
fu(x) =0, fm<x) #0,
und ist f” stetig, so hat f” links von x ein anderes Vorzeichen als rechts von z, die

Funktion wechselt also in 2 von konvexem zu konkavem Verhalten (oder umgekehrt). Ein
solcher Punkt heifit Wendepunkt. Beispiel:

fx)=2*4+2, fl(z)=32>+1, f'(x)=6x, f"(x)=6.
Der Punkt = 0 ist ein Wendepunkt, im Bereich z < 0 ist f konkav, im Bereich = > 0

konvex.

Gilt f”(x) = 0 und f”(x) = 0, so braucht = kein Wendepunkt zu sein, wie die auf ganz
R konvexe Funktion

fla) =2a"
zeigt, fir die f”(0) = f”(0) = 0 gilt.
Wir haben gesehen, dass das Vorzeichen der zweiten Ableitung von f die Kriimmungs-
richtung des Graphen von f festlegt. Es ist auch richtig, dass der Graph im Punkt z
umso stiarker gekriimmt ist, je grofer | f”(x)| ist. Es ist aber nicht so, dass die Zahl f”(x)
unmittelbar die Starke der Kriimmung misst. So ist beispielsweise der Einheitskreis in
jedem Punkt gleich gekriimmt, aber die Funktion

)= VI—a2,
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welche den oberen Halbkreis liefert, hat die zweite Ableitung

Njw

fl@) = —(1—a%)72 —a*(1 - 2?77,

welche nicht konstant ist. Umgekehrt hat die Funktion f(z) = z? die konstante zweite
Ableitung f” = 2, die Parabel ist aber nicht in jedem Punkt gleich stark gekriimmt.
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11 Integration

Fiir eine Funktion f : [a,b] — R haben wir bereits in Kapitel 4 das Integral

/ fz)da (11.1)

erhalten, indem wir das Unterintegral und das Oberintegral konstruiert haben (was fiir
jede Funktion f moglich ist), und fiir den Fall, dass das Unterintegral gleich dem Oberin-
tegral ist, diese Zahl als Integral von f definiert und f als integrierbar auf dem Intervall
[a, b] bezeichnet. Nicht jede Funktion ist integrierbar, fiir die bereits mehrfach als Beispiel
fiir “unangenehmes Verhalten” bemiihte Funktion

)1, zeQ,
f(x)—{()’ e (11.2)

ist auf dem Intervall [0,1] das Unterintegral gleich 0 und das Oberintegral gleich 1, so
dass diese Funktion also nicht integrierbar ist.

Satz 11.1

Ist f:[a,b] — R stetig, so ist f integrierbar.

Ist f : [a,b] — R monoton, so ist f integrierbar.

Ist [ : [a,b] — R integrierbar, so ist auch der Positivteil von f,

fH(x) = max{f(z),0}, (11.3)

integrierbar.
Sind f, g : a,b] — R integrierbar und ist A\, p € R, so ist auch \f + ug integrierbar, und

/ab/\f(x)+ug(x)dxzA/abf(x)da:Jru/abg(x)dx. (11.4)

Gilt auflerdem f(x) < g(z) fir alle x € [a,b], so gilt auch

/abf(x) dv < /abg(:v) dz . (11.5)

Definieren wir den Negativteil von f durch
f~(@) = (=f)"(z) = —min{f(z),0}, (11.6)
so ist mit f auch f~ integrierbar, und wegen
fl=Ff"+f", fr>0,f >0, (11.7)

ist weiterhin |f| integrierbar, und wegen f < |f], —f < |f| gilt

/abf(x)dx

b
< / (@) da (118)
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Hieraus und mit (11.5) erhalten wir sofort die Abschitzung

/a ’ f(z) dx

Ist f : [a,b] — R integrierbar, und &ndern wir den Funktionswert von f an einer einzigen
Stelle t € [a, b], betrachten wir also

f(x): {f(x)v LS [avb]’$7ét>

Y, r=t,

< M(b—a), falls|f(x)] <M fir alle x € [a,b]. (11.9)

(11.10)

wobei y € R eine beliebige Zahl ist, so ist auch f integrierbar, und

/ab f(x)de = /abf(x) dz . (11.11)

Indem wir diese Eigenschaft wiederholt einsetzen, ergibt sich, dass das Integral einer
Funktion sich nicht d&ndert, wenn wir sie an endlich vielen Stellen abédndern.

Satz 11.2

Seia <b<c, seif:la,b — R. Dann ist f auf [a,c] integrierbar genau dann, wenn f
auf |a,b] und auf [b, c| integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

c b c
/ f(.:z:)dx:/ f(x)d:z:—i—/ f(z)dx. (11.12)
a a b
O
Formel (11.12) kénnen wir sowohl zur Zerlegung eines Integrals in zwei Integrale als auch
zur Zusammenfiigung zweier Integrale in ein Integral verwenden. Zusammen mit Satz 11.1

ergibt sich beispielsweise, dass stiickweise stetige oder stiickweise monotone Funktionen
integrierbar sind.

Um sich unnétige Fallunterscheidungen zu ersparen, definiert man

/bf(x) dx:—/af(x) dr, fallsa >0b. (11.13)
a b

Dann gilt die Formel

/acf(x)dxz/abf(x)da:—i—/bcf(x)dx (11.14)

fiir alle a,b, ¢ € R (nicht nur im Fall a < b < ¢), und es folgt
/ f(z)dx=0. (11.15)

Es stellt sich nun die Frage nach der Berechnung von Integralen. Das kann auf ver-
schiedene Weise geschehen. Wir beschéftigen uns hier mit der Berechnung aufgrund von
Formeln, die darauf beruhen, dass Integration als Umkehrung der Differentiation
aufgefasst werden kann.
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Satz 11.3 Sei f : [a,b] — R stetig. Wir definieren F : [a,b] — R durch

F(x) = / f(t)dt. (11.16)
Dann ist F' differenzierbar fir x € [a,b] und

F'(z) = f(). (11.17)

Beweis: Sei h € R mit h > 0 und = + h € [a, b]. Dann ist

(/ - [Cro ) - o

/m+ F(6) = f(z)dt. (11.18)

F(x+h) — F(z)
h

~ 1) =

> S

Da f stetig ist in z, gilt

max |f(t) — f(z)| - 0 fir h — 0.

te[z,z+h]
Es folgt
Flz+h) - F 1ot 1
(x+2 ()_f@)SEL: F(0) = F@)|dt < by max (1) = ()
— 0 fiir h — 0. (11.19)

Analog schliet man fiir h < 0. Also ist F' differenzierbar in z, und

F,<x):}1£]%F(a:+hf)L—F(a:) ~ ).

Definition 11.4 (Stammfunktion)
Seien f, F : [a,b] — R, sei F' differenzierbar auf [a,b]. Gilt F'(x) = f(z) fir alle x € [a,b],
so heifst F Stammfunktion von f. O

Stammfunktionen sind bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Ist F' eine Stammfunk-
tion von f, so ist auch F' + ¢, ¢ Konstante, eine Stammfunktion, da

(F+c¢)=F+d=F=Ff
gilt. Sind umgekehrt F und G' Stammfunktionen, so gilt
(F-G)=F-G=f-f=0,

also muss F'— G eine konstante Funktion sein, wie wir als Konsequenz des Mittelwertsatzes
10.2 festgestellt haben. In diesem Zusammenhang bezeichnet man die Konstante ¢ auch
als Integrationskonstante.
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Satz 11.5 Sei f : [a,b] — R stetig, sei F : [a,b] — R Stammfunktion von f. Dann gilt
y/%j(x)dx::_ﬁ(b)—-PKa). (11.20)
Beweis: Nach Satz 11.3 wird durch
R = [ 1o
eine Stammfunktion von f definiert, und es gilt

/f@ﬁ:ﬂ@:ﬂ@—ﬂ@.

Da zwei Stammfunktionen sich nur um eine Konstante unterscheiden, muss gelten

also gilt (11.20). O
Wir schreiben auch

b

!/ﬂwwzF@—F@:F

a

Die Aussagen von Satz 11.3 und Satz 11.5 werden zusammengenommen als Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung bezeichnet.

Statt “Stammfunktion” sagt man auch “unbestimmtes Integral”, um die Unbestimmt-
heit der Integrationskonstante zu betonen. Das Integral f; f(z)dx wird dann auch als
“bestimmtes Integral” bezeichnet.

Aus jeder Formel fiir die Differentiation erhalten wir eine Formel fiir die Integration.
Beispiel: Es ist

1
In)’ = - 0
(w)(r)==~, 20,
also

21
/ —dr=In2—-Inl=1n2.
. x

Ebenso erhalten wir aus jeder Rechenregel fiir die Differentiation eine Rechenregel fiir die
Integration.

Partielle Integration. Die Regel fiir die partielle Integration entsteht aus der Produkt-
regel. Setzen wir

und sind f, g differenzierbar, so gilt

F'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x),
und aus dem Hauptsatz folgt nun, falls die Ableitungen f’ und ¢’ stetig sind,

/ (0)g(x) + f(2)g () dx = F(z)
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Wir erhalten also die Regel der partiellen Integration

b b b
[ @ e =s@@)|” [ f@gle) ds. (121

Wir betrachten einige Beispiele.

2
/ xe' dr = ze”®
0

und wir erhalten

1. Es ist

r=2

als Stammfunktion von u(z) = ze®.

2. Fiir 0 < a < b gilt

/ ln:cdx:/ l-Inzdr =xzlnz —/ ldr = (zlnx — ) :
und wir erhalten
F(x)=zln(z) —z
als Stammfunktion des Logarithmus.
3. Mit partieller Integration kénnen wir eine Rekursionsformel finden fiir
b
I, = / (sinz)™ dx. (11.22)
Es ist
Iy=b—a, I, =cosa—cosbh.
Fiir m > 2 gilt
b b
I, :/ (sinz)™ dr = —/ (sinz)™ (cos)'(x) dx
a x:ba ,
= —(sinz)" 'cosz| +(m—1) / (sinz)™ 2 cos® x da
T=b ab
= —(sinz)" tcosx| 4 (m — 1)/ (sinz)™ %(1 —sin®z) dz
z=b
= —(sinz)™ teosz| 4+ (1 —m)ly+ (m—1)1, . (11.23)

Losen wir diese Gleichung nach I,,, auf, so erhalten wir die Rekursionsformel

m—1 I o=b
Iy=——1I, 5— —(sinz)" ' cosx ,
m m

r=a

mit der wir die Berechnung von I,,, sukzessive auf Iy bzw. I; zuriickfithren kénnen.
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Substitution. Sei g : [a, b] — R stetig differenzierbar. Auf dem Bildintervall I = g([a, b])
sei eine stetige Funktion f : I — R definiert. Ist F' : I — R eine Stammfunktion von f
auf I, so erhalten wir aus der Kettenregel

(Fog)(t)=F(g(t)g'(t) = flgt)g'(t), tE€ab].

Zweimalige Anwendung des Hauptsatzes liefert nun
b 9(b)
/ flg(t)g'(t) dt = (F o g)(b) — (F o g)(a) = F(g(b)) — F(g(a)) = /( | fz)de.
a g(a

Die Formel

b g(b)
/ Flg(t)g' (1) dt = / | (11.24)

heifit Substitutionsregel.

Wir betrachten einige Beispiele.

L b b+c
[ s [ faa,
a a+c
falls f : [a+c, b+c] — R stetig ist, ¢ € R. (Substitution g(t) = t+c, esist ¢'(t) = 1.)
2.
b 1 be
[ rtenyar = [ piayas.

falls f : [ac, bc] — R stetig ist, ¢ # 0. (Substitution g(t) = ct, es ist ¢'(t) = c.)

3. Ist g : [a,b] — R stetig differenzierbar mit g(¢) > 0 fiir alle ¢ € [a, b], so liefert die
Substitutionsregel mit f(z) = 1/x

/b AU /g(b) L de = n(g(r))

g(t) @ &

Fiir g(t) = cost ergibt sich, falls [a,b] C (—7/2,7/2),

b b
/tantdt:/ sin{ dt = —In(cost)

cost

t=b

t=a

t=b

t=a

4. Fir die Substitution

2
t) = 2arctant "t) = ——
g(t) = 2arctant, g'(t) = 75,
gilt vermittels der Identitéat
) 2tan 3
siny = ——=—
1 4 tan® §
zunéchst, dass
in(g(t)) =
sin = .
g 1+1¢2
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Hieraus ergibt sich zum Beispiel

90y 1 b1 P12 2 b1
/ _ dx:/,—g’(t)dt:/ il th:/—dt
o) SINT o sin(g(t)) o 2t 14t o t
= In(b) — In(a),

falls etwa 0 < a < b, und damit fiir d = 2arctanb, ¢ = 2arctana

d
1
/ ——dx =1n (tan E)
. sinx 2

Wir behandeln nun uneigentliche Integrale, das sind Integrale, die einen endlichen
Wert haben, bei denen aber entweder eine Integrationsgrenze im Unendlichen liegt, oder
die Funktion an der Integrationsgrenze eine Singularitdt hat. Wir behandeln zunéchst den
ersten Fall. Sei f : [a,00) — R eine Funktion, die auf jedem endlichen Intervall [a, M]
integrierbar ist. Wir definieren

r=d
, O<e<d<m.

r=c

/:o f(z)dx = lim /QM f(z)dx, (11.25)

M —o0

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Analog wird

/aoof(x)dx: lim /j‘:f(x)dx (11.26)

M——oc0

definiert. Als Beispiel betrachten wir

Es ist

also

T M—oco 1 — a—1"

~ 1 Me—1 1
/ —dxr = lim =
1

Fiir den Grenzfall a =1 gilt

M
/ —dxr=In(M) — oo, falls M — oo,
1

T

also existiert floo % dx nicht. Ein weiteres Beispiel ist

/ LI (11.27)
1

e=M (M 1
e
z=1 1z T

e=M  1je=M  InM+1
—  —= —

T lz=1 T lz=1 M
— 1, fir M — oo,

Inz
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also

]
D e =1, (11.28)
o a?

Wir betrachten nun den Fall, dass die zu integrierende Funktion an einer Integrations-
grenze eine Singularitét hat. Sei eine Funktion f : (a,b] — R gegeben, welche integrierbar
ist auf jedem Intervall [a + ¢,0] fiir e > 0, € < b — a. Wir definieren

b b
/ f(z)dz = lim flz)dz, (11.29)
a e>0 Jate

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Ein solches Integral heifit ebenfalls
uneigentliches Integral.

Als Beispiel betrachten wir

1
1
—dr, a<l
o ¢
Es ist . .
1 1 =1 1 —g~®
—dx = ' = < ,
. To -« z=¢ -«
also . .
1 1—e 1
— dx = lim c = .
0 T¢ S e 1 -«

Fiir den Grenzfall o = 1 gilt

1
1
/ —dr=—In(e) - o0, fallse -0,
. T
also existiert fol %dm nicht. Die eben beschriebenen Situationen konnen an beiden Inte-
grationsgrenzen auftreten. Ist etwa f : R — R integrierbar fiir alle Intervalle [a,b], so
definieren wir

/Zf(x)dx:/;f(x)dx+/coof(x)dx, (11.30)

falls fiir ein ¢ € R beide Integrale auf der rechten Seite existieren. (Sie existieren dann fiir
alle ¢ € R, und die Summe héngt nicht von der Wahl von ¢ ab.)

Sl | S| < q
dr = d d
/_001+x2 v /_Ool—i—q:2 x+/0 T2

= lim (—arctan M)+ lim arctan M
M——oco M—oo
T m

=—4+ _—=7. 11.31
5T =T (11.31)

Beispiel:

Vorsicht! Die Existenz von

lim /_ Z () da

M—o0

ist nicht hinreichend fiir die Existenz von [~ f(z) dz im Sinne von (11.30), so ist etwa

M
/ zdr =0
M
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fiir alle M, aber
M 1
/ xd$:§M2—>oo fiir M — oo.
0

Wir wollen nun Potenzreihen integrieren.

Satz 11.6 Sei

r) =) ap’ (11.32)
k=0

eine durch eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 definierte Funktion. Dann ist f
auf jedem Intervall [a,b] C (=R, R) integrierbar, und das Integral ist gegeben durch

/ f(z)dx = Z/ apr® dx = o 1(bk+1 —aFth). (11.33)

Weiterhin ist .
Ak k+1
F(x) = 11.34
(z) %+ 1" (11.34)

eine Stammfunktion von f; diese Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius R. O

Wir erhalten also die Stammfunktion einer Potenzreihe durch gliedweises Integrieren.

Aus der Formel .

1+

(In(1 +2))' =

kénnen wir fiir |x| < 1 aus der Potenzreihe

die Potenzreihe

erhalten.

Wir behandeln nun den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Satz 11.7
Seien f : [a,b] — R stetig, g : [a,b] — R integrierbar mit g > 0. Dann gibt es ein & € [a, b]
mil

b b
/f@WMW#@/M@M- (11.35)

Beweis: Mit
m = min f(x), M = max f(x),

z€[a,b] z€la,b]

/ dx</f dm<M/
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Wir wéhlen ein y € [m, M] mit

v [ owre= [ )i

Da y € [m, M] kénnen wir nach dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] finden mit f(§) = v,
dann folgt (11.35). O

Wenden wir Satz 11.7 an mit g = 1, so erhalten wir

/ f(x)dz = (b—a)F(€) (11.36)

fiir ein geeignetes £ € [a, b].

Wir befassen uns mit dem Verhalten des Integrals bei Grenziibergéingen im Integranden.
Sei (fn)nen eine Folge von Funktionen f, : [a,b] — R, sei f : [a,b] — R eine weitere
Funktion. Wir sagen, dass die Folge (f,),eny punktweise gegen f konvergiert, falls

lim folz) = f(x), fir alle x € [a,b]. (11.37)

Ist beispielsweise f,, : [0, 1] — R definiert durch

1
fn<:13'> =x+ ﬁ s
so gilt
lim f(x) =z,

n—oo

also konvergiert ( f,,) punktweise gegen die durch f(z) = x definierte Funktion f. Betrach-
ten wir als weiteres Beispiel

folx)=2", f.:]0,1] = R, (11.38)
so ergibt sich, dass f, punktweise konvergiert gegen f,
0, 0<z<1,
€Tr) =
/(@) {1 , z=1.

In diesem Fall ist die Grenzfunktion f in # = 1 unstetig, obwohl alle Funktionen f,, stetig
sind. Betrachten wir dagegen die Integrale, so gilt

=1
n+1 o
/ fal@ n+1$ 2=0 n+1 / fl@

das heifit, in diesem Beispiel konvergieren die Integrale von f, gegen das Integral der
Grenzfunktion f. Das muss aber nicht so sein, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir be-
trachten f, : [0,1] — R,

IAIA

ShoSI=

, (11.39)

=

=

I

)

S

|

I~

no

8
8 3 O
VoA IA
v 8 8
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Dann gilt
lim f,(x) =0, firallex € [0,1],

das heif3t, f,, konvergiert punktweise gegen f = 0, aber

[ =1,

wéahrend das Integral der Grenzfunktion f = 0 natiirlich gleich Null ist. Aus der punkt-
weisen Konvergenz stetiger Funktionen folgt also im allgemeinen weder die Stetigkeit
der Grenzfunktion noch die Konvergenz der Integrale. Ein Konvergenzbegriff, der bei-
des gewihrleistet, ist die gleichméaflige Konvergenz. Zunéchst definieren wir fiir eine
beschrinkte Funktion f : [a,b] — R deren Supremumsnorm auf dem Intervall [a,b]
durch

[flloe = sup |f(z)]. (11.40)

z€a,b]

Die Supremumsnorm héngt vom Definitionsgebiet ab, fiir
fla) =2
ist beispielsweise
[flle=1 auf [0,1], [fl,=8 auf [-21].

Wir sagen nun, dass die Folge (f,)nen von Funktionen f, : [a,b] — R gleichmifig gegen
f konvergiert, falls

lim ||f, — fll. =0, (11.41)
das heifit
lim sup |f.(z) — f(z)] =0. (11.42)

=0 z¢(a,b]
Ist beispielsweise

fn(a:):a:Jr%, £ 0.1 > R,

und setzen wir f(x) = x, so gilt
1
lim || f, — fll hm—:O,

also konvergiert f, gleichméfig gegen f.
Falls f, gleichméafig gegen f konvergiert, gilt

/abfn(a:)d:c—/abf(x)d / folz x)dz

(b—a)llfn— fll

—>O.

/ ful@) = f(@)] da

Satz 11.8 Sind f, : [a,b] — R stetig, und konvergiert f, gleichmdfig gegen eine Funktion
f:la,b] = R, so ist auch f stetig, und es gilt

JLI{)IO fn dx—/f (11.43)
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Nachtrag zur Grenzwertbestimmung. Wir wollen einen Grenzwert der Form
lim La:) (11.44)

bestimmen, wobei aber

fla) =g(a)=0.
Wir setzen voraus, dass f und g differenzierbar sind und dass ¢’(x) # 0 in der Nihe von
a. Falls nun

(@)
m 7S (11.45)

existiert, so besagt die Regel von de I’'Hospital, dass dann auch der Grenzwert (11.44)

existiert und ,
tim L&)y £12) (11.46)
v—a g(x)  w—a g'(T)

Hierfiir ein paar Beispiele.

1.
lim 200 = im ST — 050 = 1. (11.47)
z—0 X z—0
2. Wir berechnen
) 1 1
lim ( y - —) ) (11.48)
=0 \sinz =
Es ist . X
1 _1_J@ (11.49)
sinz  x  g(x)
mit
flz) =z —sinz, g¢g(z)=xsinz, [f(0)=g(0)=0. (11.50)
Es gilt
f'(x) 1 —cosz , ,
= 0)=9(0)=0 11.51
g (xr) sinz+zcosx’ F(0)=g1(0) ’ ( )
und weiter , '
fla) sz F10)=0, ¢"(0)=2. (11.52)

g"(z)  2cosz —xsinz’

Wir kénnen nun die Regel von de I’Hospital zweimal anwenden und erhalten

f(@) _ @) f@) (11.53)

=i = = .
C= I ) D@ e g(@)

Die Regel von de I’'Hospital gilt auch fiir den Fall, dass

lim f(z) =00, limg(z) =00,

r—a

und weiterhin auch fiir uneigentliche Grenzwerte (a = £00). Beispiel:

] 1 1
limﬂzlimﬂzhm—:o.

r—00 I T—00 T—00 I

Die Logarithmusfunktion wéchst also langsamer als die lineare Funktion.
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12 Gewodhnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Ableitungen von Funktionen auftre-
ten. Das wohl bekannteste Beispiel ist die Anwendung des Newtonschen Kraftgesetzes

F =mb (12.1)

(Kraft gleich Masse mal Beschleunigung) auf eine in einer festen Richtung schwingende
Feder. Bezeichnet y(t) die Position des Endpunkts der Feder zum Zeitpunkt ¢, so lautet
das Hookesche Gesetz

F=—ky(t), (12.2)

wobei k eine Materialkonstante (die Federkonstante) ist. Da die Beschleunigung zum
Zeitpunkt ¢ durch die zweite Ableitung y”(t) gegeben ist, erhilt das Kraftgesetz die Form
der Differentialgleichung

—ky(t) = my"(t). (12.3)

Gesucht ist eine unbekannte Funktion, ndmlich die Position y als Funktion der Zeit ¢,
nicht nur ein unbekannter Vektor wie etwa bei der Losung eines linearen Gleichungssy-
stems Ax = b. Die Variable t heifit unabhéingige Variable, die Variable y abhéingige
Variable. Bringt man alle Ausdriicke auf die linke Seite, so wird (12.3) zu

my" (t) + ky(t) = 0. (12.4)
Man schreibt (12.4) normalerweise in der Form
my" +ky=0. (12.5)

Ein Beispiel aus der Mechanik elastischer Korper ist die Differentialgleichung fiir die

Biegelinie y eines Balkens

M(z,y)
V== 12.

hier ist M das Biegemoment, F der Elastizitdtsmodul und I das axiale Flachentriagheits-
moment. Die unabhéngige Variable ist hier eine Ortsvariable © € R, gesucht ist eine
Losung y als Funktion von x, welche in jedem Ortspunkt x die Gleichung

() = w (12.7)

erfiillt. Die Form der von z und moglicherweise von y abhéngigen Funktion M héngt
davon ab, um was fiir einen Balken es sich handelt.

Unter der Losung einer Differentialgleichung versteht man eine Funktion, die auf einem
geeigneten Definitionsbereich I C R definiert und dort hinreichend oft (in den Beispie-
len (12.5), (12.6) zweimal) differenzierbar ist, und die in jedem Punkt von I (in (12.4)
heifit er ¢, in (12.7) heifit er z) die Differentialgleichung erfiillt. Die Bestimmung eines
geeigneten bzw. eines moglichst groflen Definitionsbereiches ist Bestandteil des Problems.
Beispielsweise hat die Differentialgleichung

y =y (12.8)
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die Funktionen

o) = — (12,9

als Losung, wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Der Definitionsbereich dieser Funk-
tion zerfallt in zwei Teile,
I = (—o00,c)U(c,00). (12.10)

Jede Losung von (12.9) hat als maximalen Definitionsbereich entweder (—oo,c) oder
(¢, 00).

In den obigen Differentialgleichungen ist die unabhéngige Variable ein Skalar (¢ bzw. x).
Solche Differentialgleichungen heiflen gew6hnliche Differentialgleichungen. Bei der
Modellierung realer Probleme sind im allgemeinen Fall die gesuchten Funktionen vom
Ort © = (1,79, 73) € R* und von der Zeit ¢ abhingig, so dass (je nach Modellbildung)
bis zu 4 unabhéngige Variable gleichzeitig auftreten kénnen. Als Ableitungen treten dann
Ableitungen nach den einzelnen Komponenten z; des Orts bzw. nach der Zeit ¢ separat
auf. Die gesuchten Funktionen erhalten oft auch mehrere Komponenten. Solche Differen-
tialgleichungen heiflen partielle Differentialgleichungen. Sie gehen in vielen Féllen
auf die allgemeinen Bilanzgleichungen (Erhaltungsgleichungen) fiir Masse, Impuls und
Energie in der Kontinuumsmechanik zuriick. Beispiele sind

e die Naviergleichungen aus der Mechanik elastischer Korper,

e die Diffusionsgleichung zur Beschreibung der Warmeausbreitung bzw. der Diffusion
von Substanzen in einem umgebenden Medium,

e die Navier-Stokes-Gleichung zur Beschreibung von Stromungen,

e die Maxwellgleichungen zur Beschreibung elektromagnetischer Felder.

Wir behandeln hier aber nur gewthnliche Differentialgleichungen. Am einfachsten ist die
Situation, wenn die gesuchte Funktion (in Form einer ihrer Ableitungen) nur an einer
Stelle der Differentialgleichung auftritt. Wir betrachten das Beispiel

y'=—g, (12.11)

welche die Bewegung eines fallenden Korpers beschreibt. Hier ist y die Hohe des Korpers,
die unabhéngige Variable ist die Zeit ¢, und g ist die Erdbeschleunigung. Im Ansatz (12.11)
wird die Luftreibung ignoriert. Wir nehmen nun an, dass g konstant ist (und vernachlassi-
gen also die Tatsache, dass sie sowohl von der Hohe als auch von den geographischen
Koordinaten abhiingt — letztere spielen eine Rolle, da die Erde nur ndherungsweise eine
Kugel ist). In diesem Fall konnen wir (12.11) durch Integration direkt 16sen. Die Ableitung
v’ muss namlich eine Stammfunktion von —g¢ sein, also

y'(t) = —gt+c, (12.12)

und weiter

mw:—%ﬂ+d+d, (12.13)
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mit den beiden Integrationskonstanten ¢ und d. Diese Freiheitsgrade sind erst festgelegt,
wenn man zwei weitere Bedingungen kennt. Sind etwa Hohe und Geschwindigkeit zum
gleichen Zeitpunkt, etwa t = 1, gegeben,

y(1) =y, ¥'(1)=ro, (12.14)

so nennt man sie Anfangsbedingungen und die Gleichungen (12.11) und (12.14) zu-
sammengenommen ein Anfangswertproblem. In diesem Fall ergibt sich aus (12.12) und

(12.13)

yoz—g+c+d, vo=—g+c, (12.15)

also das lineare Gleichungssystem

PIORGS

zur Bestimmung von ¢ und d. Sind die Hohen zu zwei verschiedenen Zeitpunkten gegeben,
etwat=1und t = 2, etwa

y() =vy1, y(2) =1y, (12.17)

so nennt man diese Randbedingungen und die Gleichungen (12.11) und (12.17) zusam-
mengenommen ein Randwertproblem. Aus (12.13) erhalten wir

y1=—g+c+d, yzz—g'4+20+d- (12.18)

also ebenfalls ein lineares Gleichungssystem,

RG]

Sind ¢ und d bestimmt, so konnen wir Hohe und Geschwindigkeit zu beliebigen Zeiten ¢
durch Einsetzen in (12.12) und (12.13) bestimmen.

Hat die Differentialgleichung die Form

y = f(x), (12.20)

wobei f eine bekannte Funktion ist, so sind die Losungen gerade die Stammfunktionen
von f. Ob sich diese Lésung mit einer expliziten Formel

ylx)=...

angeben lasst, hiangt also ganz von der Funktion f ab. Erst recht gilt dies fiir die allge-
meine Differentialgleichung erster Ordnung

y = f(z,y), f:D—R gegeben, (12.21)

wobei D C R? ein geeignetes Definitionsgebiet der rechten Seite f ist. Die Losungen
von (12.21) sind Funktionen y, welche auf einem geeigneten Definitionsgebiet I definiert
sind und fiir die

v (x) = f(z,y(x)), zel, (12.22)

97



gilt. (Damit (12.22) gilt, muss insbesondere auch (z,y(x)) € D gelten.) Wir kénnen uns
die Losung als eine Funktion vorstellen, deren Steigung an jedem Punkt (z,y(z)) € R?
ihres Graphen mit dem Funktionswert von f an diesem Punkt {ibereinstimmt.

Mindestens genauso wichtig wie die formelméflige Losung einer Differentialgleichung ist
ihre numerische Losung. Wir erldutern dies am Beispiel des Eulerverfahrens. Nehmen
wir an, wir wollen (12.22) zum Anfangswert

y(r0) = Yo (12.23)

mit gegebenem xg, yp € R 16sen. Wir wihlen ein x; > ¢ und definieren einen Nédherungs-
wert y; fiir den Wert y(z1) der wahren Losung, indem wir setzen

y1 = Yo+ hif(zo,y0), h1=mz1— 0. (12.24)

Der Wert y; ist also der Funktionswert der Geraden durch (xg,yy) an der Stelle z;. Die
Zahl hy heifit Schrittweite. Dieses Verfahren kann man fortsetzen, indem man (z1,y;)
als neuen Anfangswert betrachtet. Es ergibt sich die Vorschrift

Yerr = Yo + i f (T, uk) 5 P = T — 2, K =0,1,2,... (12.25)
Ein Spezialfall ist die Wahl einer konstanten (“dquidistanten”) Schrittweite A > 0, also
xTp = x0 + kh. (12.26)

Verbindet man die Ndherungswerte (zj,yx) durch Strecken, so erhdlt man eine Néhe-
rungsfunktion y, mit

Yn(@) =y + (& — x) [ (r, U) , T € [T, Tppa] - (12.27)
Diese ist stiickweise linear, man nennt das Eulerverfahren daher auch Polygonzugver-
fahren oder Linienmethode.

Das Eulerverfahren ist einfach zu verstehen und zu programmieren. Es gibt aber viele
andere Verfahren, die bei vorgegebener Genauigkeit der Naherungslésung einen erheblich
geringeren Rechenaufwand als das Eulerverfahren bendtigen (da sie mit grofleren Schritt-
weiten hy, als das Eulerverfahren arbeiten kénnen).

Trennung der Variablen. Wir nehmen an, die Differentialgleichung hat die Form

y = f(z)g(y), (12.28)

wobei f und g gegebene Funktionen sind. Zunéchst gilt: Ist a eine Nullstelle von g, also
g(a) = 0, so ist die konstante Funktion y(z) = a eine Losung von (12.28). Wir betrach-
ten nun Bereiche, in denen g von Null verschieden ist. Wir nehmen an, dass wir eine
Stammfunktion F' von f und eine Stammfunktion G von 1/g finden kénnen, also

pog ]
’ g

Wir betrachten die Funktion

z(z) = G(y(x)) — F(z) . (12.29)



Es gilt
Z(z) = G'(y(2)y'(z) — F'(z) = mf(x)g(y(x)) — f(x) =0,
also ist z(z) = ¢ konstant fiir ein ¢ € R, und aus (12.29) folgt
G(y(z)) = F(z) + c. (12.30)
Falls G eine Umkehrfunktion G~ hat, gilt also
y(r) =G HF(z) +c). (12.31)

Diese Schritte lassen sich anhand des folgenden Rechenschemas einfacher merken und
ausfithren. Wir rechnen folgendermaflen:

7 = @)
dy
—— = f(x)dx
9(y) )
dy /
—— = [ f(z)dx
/ 9(y) )
Gly)=F(x)+c (Bilden von Stammfunktionen)
y=G '(F(z)+c) (Auflosen der vorigen Zeile nach y)
Ein Beispiel: Wir wollen 16sen
v =y (12.32)
Wir rechnen
dy
dx
d
—g = ldx
)
dy /
— = [ ldx
/ v
1
—— =T +c
)
o 1
YT T
Die Funktion 1
= — 12.
) =~ (1233

ist fiir beliebiges ¢ € R eine Losung von (12.32), wie man durch Differenzieren nachpriifen
kann. Hat man zusétzlich einen bestimmten Anfangswert zu erfiillen, so wird ¢ durch ihn
festgelegt,
1

0+c’

Das ist ein Rechenschema. Man kann sich natiirlich die Frage stellen: Was bedeuten “dy”
und “dz” fiir sich genommen ? In dieser Vorlesung ist die Antwort: Nichts. Im Zeit-
raum vor 1900 hat man andere Antworten gesucht, Stichwort “unendlich kleine Gréfien”.

y(0) =1 ergibt 1=— c=-—1.

99



Das Ergebnis war schliellich die Definition des Grenzwertbegriffs als Grundlage fiir die
Differential- und Integralrechnung, wie wir das in den vorigen Kapiteln gesehen haben.
Seit mehreren Generationen ist diese Herangehensweise zum Allgemeingut der Mathema-
tik geworden, dem entspricht z.B. die Argumentation zwischen (12.28) und (12.31). Es
soll allerdings der Vollstédndigkeit halber nicht verschwiegen werden, dass Ausdriicke wie
“dy” und “dx” auch in der heutigen Mathematik in einem formal prézisen Sinn verwendet
werden, etwa in der Theorie der Differentialformen und in der sogenannten Nichtstandard-
Analysis.

Differentialgleichungen, die nicht die Form (12.28) haben, lassen sich unter Umsténden
durch eine geeignete Substitution darauf zuriickfithren. Ein Beispiel ist

v = flax+by+d), (12.34)
wobei a, b, d € R Konstante sind. Wir fithren als neue Variable ein
u=ax+by+d. (12.35)
Gemeint sind Funktionen u und y, die vermittels
uw(z) = ax + by(z) + d (12.36)
ineinander iibergefiithrt werden. Es ist dann
u=a+by =a+bf(u). (12.37)

Wir 16sen also
u'=a+bf(u) (12.38)

durch Trennung der Variablen und berechnen anschliefend die Losung von (12.34) aus
(12.36). Beispiel:

/

Yy =(z—y) (12.39)

fiihrt auf

v=z—vy, u=1-—u*,

Trennung der Variablen ergibt

1
p— 1 pr— .
/1_u2du / dr=x+c

Stammfunktion von 1/(1—u?) ist die Umkehrfunktion tanh™' des Tangens hyperbolicus

sinh(x) e*—e™”
tanh(x) = = . 12.4
anh(z) cosh(z) e*+e™® (12:40)

Es ist also
tanh ' (u) =z + ¢,

also
u(x) = tanh(x + ¢) ,

und damit erhalten wir

y(x) =z —u(r) = x — tanh(z + ¢) (12.41)
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als Losung von (12.39).

Die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Die homogene lineare Differential-
gleichung 1. Ordnung hat die Form

Y +alx)y=0, (12.42)

wobei a eine gegebene Funktion ist. Man kann sie ebenfalls durch Trennung der Variablen
l16sen, die allgemeine Losung ergibt sich als

y(x) = ce @ ceR, (12.43)
wobei A eine Stammfunktion von a ist,
A'=a. (12.44)
Fiir y in (12.43) gilt ndmlich
y'(@) = ce™ @ (= A'(x)) = —a(z)y(z).

Beispiele: Fiir

v +2y=0
ist
a(zr) =2, Alr)=2r, y&)=ce™
Fir
y +2zy =0
ist

g2

a(z) =2z, Alx)=2%, ylx)=ce
Die zu (12.42) inhomogene Gleichung lautet
Y +alx)y = f(z), (12.45)

wobei aufler a auch f eine gegebene Funktion ist. Sei A wieder eine Stammfunktion von
a. Ist y eine Losung von (12.45), und setzen wir

2(x) = y(x)e™, (12.46)
so gilt
Z(x) =y (2)e"™ 4+ y(2)e" @A (z) = (v () + al2)y(2))e’™ = f(x)e'™.

Sei nun xy € R fest gewahlt. Integration fiithrt auf

xT

z(x) = z(xg) + / 2 (s)ds = z(x) + / e f(s) ds,
x0 Zo
und Multiplikation mit e=4(®) ergibt

y(z) = e~ A@ (6A<xo>y(xo)+ / " AW p(g) ds) . (12.47)

zo
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Die allgemeine Losung von (12.45) lésst sich schreiben als

y(z) = =A@ (c + / " A () ds)

o

= ce~A@) —i—/ eA=A@) £(5) ds . (12.48)

Zo

Setzt man als Anfangswert
y(wo) = yo (12.49)

fest, und wihlt man auflerdem A so, dass A(xy) = 0, so ergibt sich aus (12.47)
y(l’) = e_A(:D) <y0 +/ €A(S)f(5) dS) . (1250)
zo

Als Beispiel betrachten wir
y + 2y =sinx.

Die allgemeine Losung ist

und die Losung zum Anfangswert y(0) = 3
y(r) = 3e > —I—/ = sin(s) ds .
0

Einige Differentialgleichungen lassen sich durch Substitution auf die lineare Differential-
gleichung zuriickfiihren, so etwa die Bernoullische Differentialgleichung

v + g(z)y + h(z)y* =0. (12.51)

Gegeben sind die Funktionen g und h sowie die Zahl a € R, wobei wir a # 0 und
« # 1 annehmen, da in diesen Fiéllen bereits eine lineare Differentialgleichung vorliegt.

Substituieren wir
w(z) =y(x)'™, (12.52)

so gilt
w'(z) = (1 - a)y(x) "y (z).
Wir multiplizieren (12.51) mit (1 — )y~ ® und erhalten
(1 —a)y™y + (1 —a)g(z)y "+ (1 — a)h(z) =0,
also die lineare Differentialgleichung

w' + (1 —a)g(x)w=—(1—a)h(x). (12.53)

Wir berechnen w als Losung von (12.53) wie oben ausgefiihrt und erhalten die Losung y
von (12.51), indem wir setzen

y(x) = w(x)T . (12.54)



Als Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem

1
y’+§y+§y4=0, y(0) =2. (12.55)
Es ist 1
a=4, glo)=5, h@)=3, w=y>.

Das Anfangswertproblem (12.55) wird zu
w—-—w=x, w(0)=

Dessen Losung berechnet man aus (12.50) als

9
w(x) :§ex—x—1,
also ist
1
1 9 E
y(x) =w(x)™ s = [gez —z— 1] (12.56)
Losung von (12.55).
Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Wir betrachten
y" +2a(z)y +b(x)y =0, (12.57)

wobei a, b gegebene Funktionen sind. Seien y;,¥s : I — R zwei Losungen von (12.57) auf
einem Intervall /. Dann ist jede durch

y(z) = iy (z) + caya(2), 1,00 €R, (12.58)

definierte Funktion ebenfalls eine Losung von (12.57), da

y' () + 2a(2)y'(z) + b(z)y(z) =
= a1yl (z) + cay3(z) + 2a(z)(c1yy (2) + 2y () + blery(z) + caya())
= c1(y () + 2a(@)yy (x) + by1 (2)) + c2(ys () + 2a(2)ys(x) + byo(z))
=c1-0+c-0=0.

Jede Linearkombination zweier (und damit auch endlich vieler) Lésungen ist also wieder
eine Losung. Diese Eigenschaft bezeichnet man als Superpositionsprinzip. Es gilt fiir
homogene lineare Gleichungen (das heift lineare Gleichungen, bei denen die rechte Seite
gleich 0 ist).

Da es lineare Differentialgleichungen in ganz unterschiedlicher Form gibt, ist es zweck-
méfig, sie von einem allgemeineren Standpunkt her zu betrachten. Ist y : I — R eine
Funktion (hier: zweimal differenzierbar), so definieren wir eine neue Funktion L[y] : I — R
durch die linke Seite von (12.57),

Lly|(z) = y"(z) + 2a(x)y'(z) + b(z)y(z) . (12.59)
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Hierdurch wird wiederum eine Funktion L definiert, welche Funktionen y auf andere Funk-
tionen L[y] abbildet. L heift Differentialoperator. Die Differentialgleichung (12.57)
ldasst sich nun kurz schreiben als

Lly] =0. (12.60)

Gleichung (12.60) ist eine Gleichung zwischen zwei Funktionen, gemeint ist also, dass die
Funktion auf der linken Seite, welche durch (12.59) definiert ist, gleich der Nullfunktion
ist. Die Linearitat der Differentialgleichung driickt sich nun in der Beziehung

L[01y1 + 02y2] = C1L[y1] + CQL[?/Q] ) (12.61)

aus, welche fiir alle zweimal differenzierbaren Funktionen y;,ys und alle ¢q,co € R gilt.
Sind nun y;,ys Losungen von (12.57), so ergibt sich das Superpositionsprinzip aus der
Rechnung

L[c1y1 + 02y2] = clL[yl] + CQL[yQ] =C - 0+ Co - 0=0.

Wir betrachten nun den Spezialfall der konstanten Koeffizienten
y' +2ay +by=0, abeR. (12.62)

Als Losungsansatz wahlen wir
y(x) = e . (12.63)

Setzen wir (12.63) in (12.62) ein, so erhalten wir
(A2 4 2a\ + )M = 0.

Diese Gleichung ist (unabhéngig davon, welchen Wert x hat) genau dann erfiillt, wenn A
eine Losung der quadratischen Gleichung

N+ 2a\ +b=0 (12.64)
ist. Diese Gleichung hat die beiden Losungen
)\172 =—a+t V a?—b. (1265)

Wie bei quadratischen Gleichungen iiblich, unterscheiden wir drei Fille.

Fall 1, a? > b. Beide Losungen von (12.65) sind reell, zugehérige Losungen von (12.62)
sind
yi(x) =M, yp(r) = e, (12.66)

die allgemeine Losung ist
y(x) = c1eM” 4 et (12.67)

Das Verhalten der Losungen fiir x — oo hiingt vom Vorzeichen von A\; und A\, ab. Gilt
a>0und b >0, sosind \; < 0 und A\ < 0, und

lim y(x) =0, (12.68)

Tr—00

fiir jede Losung (12.67). Falls a < 0, b > 0, so sind beide A; positiv, und alle Lésungen sind
exponentiell wachsend. Bei anderen Konstellationen kénnen A; und Ay unterschiedliche
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Vorzeichen haben, etwa A\; > 0 > \s. In diesem Fall dominiert die exponentiell wachsende
Komponente (aufler wenn ¢; = 0) fiir x — oo. Ein Beispiel ist etwa die Gleichung

y' +2y —3y=0.

Die Gleichung
N 4+2X0-3=0

hat die beiden Losungen A\; = 1, Ay = —3, die allgemeine Losung der Differentialgleichung
ist also

y(z) = cre” + e, ¢, €R.
Fall 2, a2 = b. Es gilt dann
)\1 = )\2 = —a, sei A = )\1. (1269)
Neben
yl(l') — 6/\90
ist auch
ya(w) = 2™

eine Losung, wie man durch Einsetzen in (12.62) nachpriifen kann. Die allgemeine Losung
ist

y(x) = (c1 + cox)e™ . (12.70)
Fiir sie gilt
lim y(z) =0 (12.71)

genau dann, wenn a > 0 (bis auf den Ausnahmefall der trivialen Losung y = 0). Als
Beispiel betrachten wir die Gleichung

y' +4y +4y=0.

Die Gleichung
N +4N+4=0

hat die doppelte Nullstelle A = —2, die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist
also
y(z) = (1 + CQI)€_2I, ci,¢c € R.

Fall 3, a? < b. In diesem Fall gibt es zwei konjugiert komplexe Lésungen
Mo=—a+iv, w=+vb—ad>. (12.72)
Die zugehorigen Losungen geméfl dem Ansatz (12.63) sind
1.2(7) = e FWT = 79 (cos(wr) 4 i sin(ww)) . (12.73)

Diese Losungen sind allerdings komplexwertige Funktionen. Bilden wir daraus die Line-
arkombinationen

1 B 1, .. e
Y1 = §(y2 +), Y= 5(@2 —if1),
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so erhalten wir die reellen Losungen

yi1(z) = e “ceos(wz), yolr) = e “sin(wx),
und hieraus die allgemeine Lésung
y(x) = cre” cos(wz) + cee” *sin(wz) . (12.74)

Der Fall 3 beschreibt Schwingungsvorgéange. Ist a = 0, so ergibt sich eine periodische
Losung (ungeddmpfte Schwingung). Die zugehorige Differentialgleichung lautet

y'+by =0, (12.75)

man nennt sie die Gleichung des harmonischen Oszillators. Die Situation a > 0 be-
schreibt eine gedampfte Schwingung, deren Amplitude fiir x — oo exponentiell abklingt.

Wir betrachten nun die zugehorige inhomogene Gleichung
y' +2ay +by = f(x), (12.76)

wobei zusétzlich zu den Koeffizienten a, b € R eine Funktion f gegeben ist. Sie steht in der
Regel fiir eine duBere Einwirkung (etwa eine Kraft) auf das durch die Differentialgleichung
beschriebene System.

Zunéachst stellt man fest, dass das Superpositionsprinzip in derselben Form wie bei
linearen Gleichungssystemen gilt. Die allgemeine Losung von (12.76) hat die Form

y() = 4(x) + cryn (z) + cap2() (12.77)

wobei ¢ eine feste Losung der inhomogenen Gleichung (12.76) und ciy; + coye die wie
oben bestimmte allgemeine Lésung der homogenen Gleichung ist. In der Schreibweise als
Differentialoperator erhélt die inhomogene Gleichung nun die Form

Lyl = f. (12.78)

Die Tatsache, dass jede Funktion der Form (12.77) eine Losung von (12.76) ist, ergibt sich
aus der Rechnung

Lyl = L[§ + ciy1 + cayo] = L[y] + L{ciyr + coyo] = f +0 = f .

Es erhebt sich nun die Frage, wie man eine einzelne Losung ¢ der inhomogenen Gleichung
bestimmen kann. Eine Moglichkeit stellt die Methode der Variation der Konstanten
dar. Deren Idee ist der Ansatz

y(x) = cr(@)ys () + ca(w)ya (), (12.79)

wobei y; und ys Losungen der homogenen Gleichung sind und die Funktionen ¢; und ¢ so
bestimmt werden sollen, dass (12.76) gilt. Setzt man (12.79) in (12.76) ein, so erhélt man
eine Gleichung fiir die beiden unbekannten Funktionen ¢; und ¢;. Man kann dann eine der
beiden Funktionen beliebig vorgeben und die andere aus der Gleichung bestimmen. Die
Rechnung vereinfacht sich aber erheblich, wenn man als zusétzliche Bedingung vorgibt

(@)1 (z) + c5(x)y2(z) = 0. (12.80)
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In diesem Fall fiithrt das Einsetzen von (12.79) in (12.76) auf die Gleichung

ci(@)yy (2) + cy(x)ys(x) = f(a) . (12.81)
Wir kénnen nun fiir jedes feste = die beiden Gleichungen (12.80) und (12.81) als lineares

Gleichungssystem
y(x) yz(ﬂi)) (0'1(33)) ( 0 )
= 12.82
Kmu>%ux/¢@> F(a) 12:82)
fiir die beiden Unbekannten ¢} (x) und c,(z) schreiben. Es ist

<22i§> = (A=)~ (f?a:)) ) (12.83)

() _yZ(x)> , (12.84)

und (siche Kapitel 6)

(A6 = 5w (2

det A(z) \~vi(z) w(2)
wobei (siehe auch das iibernéchste Kapitel)
det A(z) = 12 (2)3(2) — 1)t} (@) (12.85)

Man kann beweisen, dass fiir die beiden oben angegebenen Losungen y;, ¥ des homogenen
Systems immer gilt, dass det A(z) # 0. Aus (12.83) — (12.85) ergibt sich nun

) = — o g ) @) (12.86)
é@%=&£ﬁgm@ﬁ@% (12.87)

Wir erhalten nun die Ansatzfunktionen ¢; und ¢y durch Ubergang zu Stammfunktionen,
also durch Integration,

afr) =— /I: % ds (12.88)

eo(z) = /0 % ds, (12.89)

mit einer beliebig gewihlten Zahl xy € R. Eine spezielle Losung ¢ der inhomogenen
Gleichung ergibt sich nun aus (12.79). Wir betrachten als Beispiel die Differentialgleichung

Y’ + 2y — 3y =sin(2z) . (12.90)
Hier ist wie oben berechnet
yi(z) =", o) =7,
Es folgt
o 3w
Az) = (6‘70 _36%) ,det A(z) = —3e " — e¥e " = —4e™H
also

_46—25

T _—38 2 €T 1
ci(x) = —/ Lm(s)ds = / 16_8 sin(2s) ds,
0 0

und analog cs.
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13 Allgemeine Vektorridume

Wir haben Vektoren kennengelernt als n-Tupel von Zahlen, welche man addieren (“z+y”)
und von denen man Vielfache (“tz”) bilden kann. Diese Eigenschaften haben auch andere
mathematische Objekte, beispielsweise Matrizen, Polynome, stetige Funktionen ...

Nehmen wir an, V' sei eine nichtleere Menge, in der fiir je zwei Elemente u,v € V die
Summe u + v als Element von V' definiert ist, sowie fiir jedes u € V und jedes t €
R das skalare Vielfache tu als Element von V' definiert ist. V' heifit ein Vektorraum
(genauer: reeller Vektorraum), wenn es ein Nullelement 0 € V' gibt und wenn die folgenden
Eigenschaften gelten (jeweils fiir alle u,v,w € V und alle t, s € R)

u+v=v+u
(u+v)+w=u+ (v+w)
u+0=u
lu=u

s(tu) = (st)u
t(u+v)=tu+to
(s +t)u = su—+tu,

und wenn zu jedem u € V' genau ein (mit —u bezeichnetes) Element in V' existiert mit
u+(—u)=0.

Wir schreiben u—v fiir u+(—v). Die Elemente von V' werden ebenfalls Vektoren genannt.

Der uns bekannte Raum R" ist ein reeller Vektorraum im Sinne dieser Definition, ebenso
der Raum R™™) aller (m x n)-Matrizen. Das Nullelement ist der Vektor, der (bzw. die
Matrix, die) nur Nullen enthélt. Es gibt aber auch Vektorrdume, die man sich nicht als
endliche Ansammlung von Zahlen vorstellen kann, beispielsweise

den Raum aller Funktionen f : [a,b] — R,

e den Raum aller stetiger Funktionen f : [a,b] — R, er wird bezeichnet mit

Cla,b], (13.1)

den Raum aller differenzierbarer Funktionen f : [a,b] — R,

den Raum aller Polynome mit reellen Koeffizienten.

Diese Mengen sind Vektorrdume, da die Summe zweier beliebiger (stetiger, differenzier-
barer) Funktionen wieder eine (stetige, differenzierbare) Funktion ist, ebenso das skalare
Vielfache. Das Nullelement in diesen drei Rdumen ist die Funktion, die an jeder Stelle
den Wert Null hat (Nullfunktion).

Ein anderes, praktisch sehr relevantes Beispiel eines Vektorraums ergibt sich auf folgende
Weise. Sei
a=Tg< T <---<axnN=0b
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eine Zerlegung, die wir mit A bezeichnen. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise
linear beziiglich A, falls f auf jedem Teilintervall [x;,x;;1] die Form einer Geraden hat.
Der Raum

Va = {f]| f ist stiickweise linear beziiglich A} (13.2)

ist ein Vektorraum, da die Summe zweier stiickweise linearer Funktionen stiickweise linear
ist, und skalare Vielfache ebenfalls.

Definition 13.1 (Unterraum)
Eine Teilmenge U eines Vektorraums V' heifit Unterraum von V', falls U mit der Addition
und Skalarmultiplikation von V' selbst ein Vektorraum ist, das heifst, wenn

u+velU, tuel, (13.3)

fiir alle uw,v € U und alle t € R. O

Indem wir ¢ = 0 in (13.3) wéhlen, sehen wir, dass jeder Unterraum das Nullelement
enthélt.

Beispiele: Ist V' ein Vektorraum, so ist jede Gerade durch den Nullpunkt
{tv:t e R}

ein Unterraum (hier ist v € V ein fester Vektor, der die Richtung der Geraden festlegt.)
Eine Gerade, die nicht durch den Nullpunkt verlduft, definiert keinen Unterraum. Der
Vektorraum aller differenzierbaren Funktionen auf [a, b] ist ein Unterraum von C|a, b].

Wenn wir eine Gerade {tv : t € R}, die durch den Nullpunkt verlduft, um einen Vektor a
verschieben, erhalten wir die Gerade

G=a+G={a+tv:teR}.

Definition 13.2 (Affiner Raum)
Sei V' Vektorraum, U Unterraum von V, a € V. Dann heif§t

W=a+U={a+u:uelU} (13.4)
affiner Raum. O

Sei A € R(™")_ Das lineare Gleichungssystem (m Gleichungen, n Unbekannte)
Ax =0 (13.5)
heit homogenes Gleichungssystem. Seine Losungsmenge
{r:zeR", Az =0} (13.6)

ist ein Unterraum des R", da die Summe x + y zweier Losungen x,y € R" und das skalare
Vielfache tx einer Losung ebenfalls eine Losung ist:

Alx+y)=Az+Ay=0+0=0, A(tx)=tAz=1t-0=0.
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Man nennt ihn den Kern von A, geschrieben ker A, also

kerA={z:2zeR", Az =0}. (13.7)
Wir kénnen nun die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems

Az =0b, AeR™ peR", (13.8)

charakterisieren. Ist ndmlich Z € R™ eine feste Losung von (13.8), so gilt fiir beliebige
x,y € R
Az =10 & Az = Az & Az —7) =0,
Ay =0 & Aly+2)=Ay+ Az =b.

Die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems ist also der affine Raum
T+kerA, (13.9)

wobei Z eine beliebige Losung des inhomgenen Systems (13.8) ist. Diese Aussage kann
man auch so formulieren:

Die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems (13.8)
ergibt sich als Summe der allgemeinen Losung des homogenen Glei-
chungssystems (13.5) und einer speziellen Lésung des inhomogenen
Gleichungssystems.

Sei V' ein Vektorraum, und seien vy, ..., v, Vektoren in V' (die Indizes zéhlen hier die

Vektoren ab, und haben nichts mit Komponenten eines Vektors zu tun). Sind nun Skalare
t1,...,t, € R gegeben, so heifit der Vektor

v=Y tu; (13.10)
=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,. Die Menge aller Linearkombinationen
von vy, ..., v, bildet einen Unterraum

U= {Ztm - t; € R fiir alle j} : (13.11)

i=1
Dieser Unterraum heift der von den Vektoren vy, ..., v, erzeugte Unterraum, oder auch
die lineare Hiille von v4,...,v,, und wird mit
span {vy,...,v,} (13.12)

bezeichnet.

Der von einem einzelnen Vektor v # 0 erzeugte Unterraum ist nichts anderes als die
Gerade in Parameterform,
span{v} = {tv : t € R}.
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Sind v, w € R? gegebene Vektoren, so ist
span{v,w} = {tv + sw : t,s € R}

ein Unterraum, namlich eine Ebene durch 0 in Parameterdarstellung, falls v und w von
Null verschieden sind und nicht dieselbe Gerade erzeugen. Eine beliebige (nicht notwendig
durch den Nullpunkt verlaufende) Ebene im R? erhalten wir als affinen Raum

E =a+span{v,w} ={a+tv+sw:t seR}, (13.13)
wobei a € R3 ein fester Vektor ist.

Wir betrachten nun den Fall genauer, dass die beiden Vektoren v, w keine Ebene erzeugen.
Ist v =w =0, so ist

span {v,w} = {0}.
Ist entweder v # 0 oder w # 0, oder sind beide Vektoren von Null verschieden, zeigen
aber in die gleiche oder entgegengesetzte Richtung, so gilt

w=tv, oder v=tw,

fiir eine geeignete Zahl ¢ € R. Man sagt, die Vektoren v und w sind linear abhingig.
Dieser Fall ist ein Spezialfall der folgenden allgemeinen Situation.

Definition 13.3 Sei V' Vektorraum. Fine endliche Menge {vy,...,v,} von Vektoren in
V' heifit linear abhdngzig, falls es Skalare tq, ..., t, € R gibt, welche nicht alle Null sind,
so dass

> twi=0. (13.14)
i=1
Andernfalls heifst {v,...,v,} linear unabhdngig. O

Ist einer der Vektoren Null, etwa v, = 0, so ist {vy,...,v,} linear abhéngig, da wir in
(13.14) t; = 1 und t; = 0 fiir alle anderen i setzen konnen.

Als Beispiel betrachten wir

1 1 4
V1 = 0 , Uy = 1 , Uz = 2
0 1 2

Diese Vektoren sind linear abhéngig (genauer: die Menge {vy, v, v3} ist linear abhéngig),

4 1 1 4 1 1
2l =2-{0)+2-(1], also 1-{2|]—-2-(0})—=2-11] =0,
2 0 1 2 0 1

das heifit, (13.14) gilt mit t; = 1, to = t3 = —2. Anschaulich bedeutet das, dass vz in der
von v1,v9 und 0 aufgespannten Ebene

1 1
span 0,11
0 1

liegt.
Geméf Definition 13.3 ist “linear unabhéngig” die Negation der Aussage
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es gibt ty,...,t, € R, so dass > ., t;v; = 0 und mindestens ein t; # 0,
also die Aussage
fir alle t1,...,t, € R gilt, dass Z?:l tiv; # 0 oder dass alle t; = 0.

Sie 148t sich pragnanter so formulieren: Die Menge {vy,...,v,} ist linear unabhéngig
genau dann, wenn gilt:

Ist 7 t;v; =0, so gilt t; = 0 fiir alle j.
In V = R™ lasst sich das Bilden einer Linearkombination auch als Matrix-Vektor-Multi-

plikation interpretieren. Sind v1,...,v, € R™, und bilden wir eine Matrix A € R(™™),
indem wir die j-te Spalte gleich v; setzen, so erhalten wir

n 251
thvj =lwv - w, : (13.15)
j=1 t,
=4 A
Eine Menge {vy,...,v,} im R™ ist also linear unabhéingig genau dann, wenn das auf diese

Weise gebildete homogene Gleichungssystem Az = 0 nur die Null als Losung besitzt.

Definition 13.4 (Basis)
Sei V' Vektorraum. Fine endliche Menge {vq,...,v,} von Vektoren in V heifst Basis von
V', falls sie linear unabhdingig ist und V erzeugt, also

V =span{vy,...,v,}. (13.16)

O

Die Bedeutung einer Basis liegt darin, dass jeder Vektor v € V' eine eindeutige Darstel-
lung als Linearkombination

v= tu (13.17)
=1

hat. Gibt es ndmlich eine zweite solche Darstellung,

V= s, (13.18)
=1

so folgt, indem wir (13.18) von (13.17) subtrahieren,

n

0=> (ti—s)vi,

=1

und weil die Menge {vy,...,v,} linear unabhéngig ist, muss ¢t; — s; = 0 gelten fiir alle 7.
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Wir betrachten Beispiele. Man sieht unmittelbar, dass die kanonische Basis {ey, ..., ¢e,}
der Einheitsvektoren eine Basis des R™ bildet. Die Vektoren

(). =)

bilden eine Basis des R?. Man kann sich das am Bild gut vorstellen
Bild
(Die Vektoren einer Vektorraumbasis miissen nicht aufeinander orthogonal sein.)

Lemma 13.5 Sei V' Vektorraum mit einer Basis aus n Elementen. Dann ist jede Teil-
menge von V', welche mehr als n Elemente hat, linear abhdingig. O

Dieses Lemma wird hier nicht bewiesen. Daraus ergibt sich unmittelbar der folgende Satz.

Satz 13.6 Alle Basen eines Vektorraums V' haben gleichviel Elemente. O

Definition 13.7 SeiV ein Vektorraum. Wir definieren die Dimension von 'V, geschrie-
ben dim(V'), als die Anzahl der Elemente einer Basis von V. O

Es gilt also dim(R") = n. Fiir den Raum R™™ aller (m x n)-Matrizen gilt dim(R™™) =
mn, eine Basis ist gegeben durch diejenigen Matrizen, in denen ein Element gleich 1 und
alle anderen Elemente gleich 0 sind.

Definition 13.4 deckt den Fall ab, dass der Vektorraum eine endliche Basis (d.h. eine Basis
bestehend aus endlich vielen Vektoren) hat. Solche Vektorrdume heifilen endlichdimen-
sional. Das muss aber nicht sein. So haben etwa einige der eingangs genannten Beispiele
(Polynome, stetige Funktionen, differenzierbare Funktionen, alle Abbildungen) keine end-
liche Basis. Man kann den Basisbegriff erweitern und auch unendliche Basen betrachten.
In diesem Fall spricht man von unendlichdimensionalen Vektorrdumen.

Sei nun U ein Unterraum eines Vektorraums V,
U=spanB, B={v,...,v,}. (13.19)

Falls B linear unabhéngig ist, so ist B Basis von U und dim(U) = n. Falls B linear
abhéngig ist, so existiert eine Teilmenge B’ von B, so dass B’ Basis von U ist (in der
Regel gibt es mehrere solche Teilmengen). Eine solche Teilmenge kann entweder durch
sukzessives Entfernen geeigneter Elemente aus B oder, beginnend mit der leeren Menge,
durch sukzessives Hinzufiigen geeigneter Elemente aus B gewonnen werden.

Sei nun A € R(™™ ¢ine Matrix der Form

all a12 ... ... a]_m DY a]_n
0 a22 e .. a2m DRI a2n

A=]10 0 - : : , m<mn. (13.20)
0 0 0 Amm Qmn



Lemma 13.8 Gilt a; # 0 fir alle i, 1 < i < m, so ist die Menge {A;.,..., A} der
Zeilen von A linear unabhdngig.

Beweis: Induktion iiber m. Die Idee ist folgende: Ist

so folgt t1a1; = 0 (da t1aq; gerade die erste Komponente dieses Summenvektors ist), also
t; = 0 und

i=2
Damit ist die Situation auf den Fall von m — 1 Zeilen reduziert. O

Wir behandeln nun die allgemeine Losung beliebiger (auch nichtquadratischer) linearer

Gleichungssysteme
Ax =0, (13.21)

wobei A € R(™™ und b € R™ gegeben sind und z € R” gesucht ist. Wir nehmen an, dass
wir die GauBelimination bereits durchgefiithrt haben und A also die folgende Form hat:

Ay - e Qi e Gy
0
0 . :

A=1| 0 0 aw -+ am|, a;#0 firi=1,...,r, (13.22)
: 0 0
0 v cer e e 0

so dass also r < min{m, n} und die Zeilen A;. identisch 0 sind fiir i > 7.

Der Losungsraum von Az = b ist gemif (13.9) gerade
T+ ker A,

wobei 7 eine spezielle Losung von Az = b und ker A der Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems Az = 0 ist. Es gilt dim(ker A) = n —r: Falls n = r, so ist ker A = {0}.
Andernfalls erhalten wir auf folgende Weise eine Basis

{:E(TH), e ,:v(”)}
von ker A: Wir definieren zunéchst die “hinteren” Komponenten durch

a9 =6, ij=r+1,...,n. (13.23)
o)

Fiir alle 7 kénnen wir nun die Komponenten z . xgj ) durch Riicksubstitution berech-

nen aus

P

D_ 1l
Ty == _Z agiz’) . (13.24)



Die allgemeine Losung des homogenen Gleichungssystems hat nun die Form
=tz (13.25)

mit den n — r freien Parametern ¢; fir r +1 < 5 < n. Das inhomogene Gleichungssystem
(13.21), (13.22) hat nur dann Losungen, wenn b; = 0 fiir alle ¢ > r. In diesem Fall erhalten
wir eine spezielle Losung  von Az = b, indem wir setzen

Tpp1=+=T, =0, (13.26)
und Z,, ..., z; wieder durch Riicksubstitution berechnen. Die allgemeine L6sung von
(13.21) hat nun die Form

r=i+ Y ta¥, (13.27)

j=r+1

wobei die ¢; € R frei wiahlbare Zahlen sind.

Definition 13.9 (Rang einer Matrix)
Sei A € R(™™ . Die maximale Zahl linear unabhingiger Zeilen von A heifst Rang von A,
geschrieben rang (A). O

Hat eine Matrix die durch GauB-Elimination erzeugte Form (13.22), so gilt wegen Lemma
13.8
rang (A) =r. (13.28)

Ebenfalls aus Lemma 13.8 erhalten wir:

Folgerung 13.10 Ist A € R™™ eine obere Dreiecksmatriz, und sind alle Diagonalele-
mente a;; von Null verschieden, so gilt

rang (A) =n. (13.29)
(]
Sei B = {v1,...,v,} eine Menge von Vektoren in einem Vektorraum V. Wir bilden eine

Menge B aus B, indem wir fiir einen fest gewéhlten Index k den Vektor v, ersetzen durch
U = v + vy, (13.30)

wobei o # 0 und i # k ebenfalls fest gewahlt ist. Alle anderen Vektoren werden nicht
verdndert, also v; = v; fiir alle j # k. Dann gilt

span BcC span B3,

da alle Vektoren in B (und damit auch alle ihre Linearkombinationen) sich als Linear-
kombination der Vektoren in B darstellen lassen. Da wir (13.30) durch

V= U — QU;
riickgéingig machen kénnen, gilt auch span B C span B, und damit

span B = span B. (13.31)
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Lemma 13.11 Die eben konstruierte Menge B ist linear unabhingig genau dann, wenn
B linear unabhdngig ist.

Beweis: Ist B linear unabhingig, so ist B Basis von U := span B. Wire B nicht line-
ar unabhéngig, so kénnten wir durch Entfernen gewisser Elemente von B wegen (13.31)
erreichen, dass die iibrigbleibende Menge B’ eine Basis von U ist. Das ist aber ein Wider-
spruch, da B’ weniger Elemente hat als B, aber zwei verschiedene Basen von U gleichviele
Elemente haben. Also ist B ebenfalls linear unabhéngig. Vertauschen wir die Rollen von
B und B, so erhalten wir auch die andere Behauptung. O

Lemma 13.12 Die elementaren Zeilenumformungen der Gaufs-Elimination dndern den
Rang einer Matrix nicht, ebensowenig Zeilen- und Spaltenvertauschungen.

Beweis: Als Menge B betrachten wir die Menge der Zeilenvektoren von A. Es ist dann
rang (A) = dim(span B). Eine elementare Zeilenumformung entspricht dem Ubergang
von v auf 7y, in (13.30) und damit dem Ubergang von B auf B. Aus (13.31) folgt, dass
der Rang sich durch die elementare Zeilenumformung nicht dndert. Zeilenvertauschungen
dandern die Menge B nicht, Spaltenvertauschungen numerieren lediglich die Koordinaten
um, was den Rang ebenfalls nicht &ndert. O

Wir betrachten noch einmal die Form (13.22) einer Matrix. Fir sie gilt, wie bereits fest-
gestellt,
rang (A) =r, dim(ker A) =n—r. (13.32)

Eine beliebige Matrix kénnen wir durch Gauflelimination auf diese Form zuriickfithren. Da
sich dabei weder ihr Rang (nach Lemma 13.12) noch die Dimension ihres Kerns éndert,
gilt der folgende Satz.

Satz 13.13 Fir jede Matriz A € R(™™) gilt

dim(ker A) + rang (A) =n. (13.33)

Wir betrachten noch einmal das lineare Gleichungssystem
Az =0b, AeR™ beR™, zecR". (13.34)

Fall 1: m = n (genausoviele Gleichungen wie Unbekannte).
Im regulédren Fall gilt
rang (A) =n, ker A= {0},

und (13.34) hat fiir jedes b eine eindeutig bestimmte Losung, welche durch GauBeli-
mination und Riicksubstitution berechnet werden kann. Andernfalls gilt rang (4) <
n, und das Gleichungssystem hat entweder keine Losung oder eine allgemeine Losung
mit (n — rang (A)) freien Parametern.

Fall 2: m < n (unterbestimmter Fall, weniger Gleichungen als Unbekannte).
In diesem Fall gilt

rang (A) <m <n, alsodim(ker A) >n—m > 0.
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Das Gleichungssystem hat entweder keine oder mehr als eine Losung. Als regulére
Situation kann man den Fall
rang (A) =m

ansehen. Es entstehen dann keine Nullzeilen bei der GauBelimination, (13.34) ist fur
jedes b losbar, die allgemeine Losung hat n — m freie Parameter.

Fall 3: m > n (iiberbestimmter Fall, mehr Gleichungen als Unbekannte).
Es ist
rang (A) <n <m.

Durch die Gauflelimination werden alle Zeilen von A unterhalb der n-ten zu Null-
zeilen. Als regulédre Situation kann man den Fall

rang (A) =n

ansehen. Dann ist ker A = {0} nach Satz 13.13; falls es also iiberhaupt eine Losung
von (13.34) gibt, ist sie eindeutig bestimmt.

Der Fall m > n hat (neben der Standardsituation m = n) ebenfalls grofie praktische
Bedeutung, da man oft zur Bestimmung von unbekannten Gréflen mehr Gleichungen
heranzieht als unbedingt nétig, um ein zuverldssigeres Ergebnis zu erhalten. Wie man
dann eine “Losung” x € R™ berechnet, obwohl man Az = b in der Regel nicht erfiillen
kann, ist Thema der Ausgleichsrechnung.

Man kann sich auch nach der Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (statt Zeilen)
einer Matrix fragen. Fiir die Form (13.22) gilt, dass diese Zahl ebenfalls gleich r ist, da die
ersten r Spalten linear unabhéngig sind und sich alle Spalten A.; fiir j > r linear aus den
ersten r Spalten kombinieren lassen. Man kann nachpriifen, dass elementare Zeilenum-
formungen sowie Vertauschungen an diesem Spaltenrang auch nichts &ndern. Da durch
Transposition Spalten in Zeilen iibergehen und umgekehrt, léasst sich dieser Sachverhalt
auch wie folgt formulieren.

Satz 13.14 Fiir jede Matriz A € R™™ gilt

rang (AT) = rang (A) . (13.35)

Wir stellen nun einen Zusammenhang zur Invertierung von Matrizen her.

Satz 13.15 (Aquivalenzsatz)
Sei A € R Dann sind dquivalent:

(1) Das Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig losbar fiir jedes b € R".
(ii) Es gilt rang (A) = n.

(iii) Die Matriz A ist invertierbar.
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Beweis: “(i)=(ii)": Wére rang (A) < n, so wére dim(ker A) > 0 und es gidbe keine
eindeutige Losung von Az = b.

“(ii)=-(iii)”: Wir erhalten die Inverse spaltenweise durch Losen der Gleichungssysteme
Ax = e;.

“(itl)=(1)": Ist b € R™ gegeben, so setzen wir x = A~'b, dann ist

Az = A(A7'D) = (AA Db =Tb=1b.
Ist Z eine weitere Losung, so ist A(x — ) = 0, also

r—F=(AA)(r—F) = AN (A — 7)) = A" (b—b) = A71(0) = 0.

Komplexe Vektorrdume. Alles, was in diesem Abschnitt gesagt wurde, gilt auch, wenn
man komplexe Vektorrdume statt reelle Vektorrdume betrachtet. In diesem Fall gelten die
eingangs genannten Axiome mit dem einzigen Unterschied, dass man komplexe Zahlen

als Skalare t, s zulésst. Statt R”, R(™™ betrachtet man die komplexen Vektorrdume C”,
o).
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14 Determinanten

Fiir (2 x 2)-Matrizen

A= (“” “12) (14.1)

Q21 Q22
ist die Determinante definiert als

det(A) = A11Q29 — A21Q12 . (142)
Beispiel:
1 2
det(3 4>—1~4—3-2——2.

Im (2/times2)-Fall kann man die Determinante als Vektorprodukt darstellen,

a1 12 0

Qg1 | X | Q22 | = 0 )

0 0 det(A)

die Zahl |det(A)| liefert also die Flidche des von den beiden Spaltenvektoren von A auf-
gespannten Parallelogramms in der Ebene.
Fiir (3 x 3)-Matrizen

il G2 013
A= ag1 Q92 G923 (143)

a3; Aaz2 ass
ist die Determinante definiert als

det(A) = ay, - det (a” “23) — ayy - det (Z” ‘“3) + ag - det (a12 al?’) . (14.4)
3

az2 as3 2 a33 Q22 A23

Der (3 x 3)-Fall wird also durch Entwicklung nach der ersten Spalte auf den (2 x 2)-
Fall zuriickgefiihrt. Setzt man in die rechte Seite von (14.4) die Formel fiir den (2 x 2)-Fall
ein, so ergibt sich

det(A) = 11022033 — Q11032023 — (21012033 + Q21032013 + 31012023 — A31022013 - (14-5)

Beispiel:

-2 0
0o —-11,
4 5

det(A) =1- det( ) 3. dt(f g)+0.det(—02 _01>
-1)) -

=1-(0— —2)-5—0)4+0=34.

Fiir beliebige quadratische Matrizen A € R(™™ wird die Determinante rekursiv definiert,
indem sie — genau wie fiir n = 3 — durch Entwicklung nach der ersten Spalte auf den Fall
(n — 1) X (n — 1) zuriickgefithrt wird. Zunéchst definieren wir fiir n = 1

det A =ay;, falls A= (aq) € ROY. (14.6)

1
A= 1|3
0

Fiir A € R™™ n > 1 definieren wir die Streichungsmatrix A;; € R"~1"1 als diejenige
Matrix, welche aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
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Definition 14.1 (Determinante)
Sei A € RO Wir definieren

det(A) =Y (=1)"a; det(Ay) . (14.7)
O

Die Definitionen (14.2) und (14.4) sind offenbar Spezialfille von (14.7) fiir n = 2 und
n = 3. Beispiel fiir n = 4:

1 2 3 4
5 6 7 8
A=19 10 11 12"
13 14 15 16
6 7
A =10 11 12 . Ay = 10 11 12 ,
14 15 16 14 15 16
2 3
14 15 16 10 11 12

det(A) =1- det(An) —5-det A21 + 9. det A31 —13- det(A41)

Die Formel (14.7) ist bei “vollbesetzten Matrizen” nur fiir kleine Werte von n zur Berech-
nung von Determinanten geeignet, da sie n! Additionen und Multiplikationen erfordert.
Ein Sonderfall liegt jedoch vor, wenn A eine obere Dreiecksmatrix ist,

all a12 DY DY a/ln
0 a22 DY DY a2n

A=|0 o - C (14.8)
0 0 0 lnn

In diesem Fall gilt, da a;; = 0 fiir ¢ > 1,
det(A) = Q11 det(AH) s (149)

und da A;; ebenfalls obere Dreiecksmatrix ist, folgt mit Induktion
det(A) = Q11 App — H (07708 (1410)

Insbesondere sehen wir, dass det(A) # 0 genau dann gilt, wenn rang (A) = n und A
invertierbar ist. Ebenso folgt sofort, dass

det(I) =1 (14.11)
gilt fiir die Einheitsmatrix.
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Wir behandeln nun einige Eigenschaften der Determinante. Wir kénnen sie wahlweise
auffassen als Funktion, welche Matrizen auf Zahlen abbildet,

det : R™™W R, A det(A),

oder als Funktion, welche n Vektoren (die den Zeilenvektoren einer Matrix entsprechen)
auf Zahlen abbildet,

U1
det :R" x -+ xR" =R, (vy,...,0,)— det
—_—
n Faktoren Up,

Die Determinante ist linear in jeder Zeile. Das bedeutet zweierlei:

1. Hat der i-te Zeilenvektor von A die Form z + y mit x,y € R", so gilt

U1 (%1 U1
Vi—1 Vi—1 Vi—1
det |z 4+y | =det| = | +det| v | . (14.12)
Vi+1 Vit Vit+1
U’Vl U?’l UTZ

Ein Beispiel:

1 2 1 2 1 2
det (3 4)zdet (0 2)—l—det (3 2).

2. Hat der i-te Zeilenvektor von A die Form tx mit z € R”, t € R, so gilt

U1 U1
Vi1 Vi—1
det | to | =t-det| = | . (14.13)
Vit1 Vi+1
Up, Up,

Die Determinante dndert das Vorzeichen, wenn wir zwei Zeilen vertauschen, die Matrix
aber sonst ungeéandert lassen,

U1 U1
z Y
det | : | =—det| : | . (14.14)
Y x
Un Un
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Dass (14.12) — (14.14) gelten, kann man mit Induktion beweisen (nachrechnen fiir den
Induktionsanfang n = 2, dann Induktionsschluss iiber die Formel aus Definition 14.1).

Wegen der Eigenschaften (14.12) — (14.14) sagt man, die Determinante sei eine alter-
nierende Multilinearform. Man kann beweisen, dass die Determinante durch die Ei-
genschaften (14.12) — (14.14) und (14.11) schon eindeutig festgelegt ist (das heifit, die
Determinante ist die einzige Funktion, welche Matrizen auf Zahlen abbildet und diese
Eigenschaften hat), damit wollen wir uns aber nicht befassen.

Aus (14.13) folgt unmittelbar
det(tA) = t"det(A), AcR™ tecR. (14.15)

Setzen wir x = y in (14.14), so sehen wir, dass

det(A) =0, falls A zwei iibereinstimmende Zeilen hat. (14.16)
Wir erkennen, dass im allgemeinen

det(A + B) # det(A) + det(B)
gilt ! So ist etwa
det(I) +det(l) =2, det({ +1)=det(2]) =2"det(l)=2".

Ohne Beweis halten wir fest, dass

det(AT) = det(A), AecRM™, (14.17)
sowie
det(AB) = det(A) - det(B), A, BeR™ (14.18)
gelten. Aus (14.18) folgt
1
Ah = 14.1
det(A™) = (14.19)

da
1 =det(]) = det(AA™") = det(A) - det(A™).

Fiir die einzelnen Schritte der Gaufelimination gilt, dass elementare Zeilenumformungen
die Determinante nicht verdndern, wiahrend jede Zeilen- und Spaltenvertauschung ihr
Vorzeichen dndert. Da durch die Gauelimination die obere Dreiecksform hergestellt wird,
gilt somit nicht nur fiir obere Dreiecksmatrizen, sondern fiir beliebige Matrizen die
Aquivalenz

det(A) #0 < rang(A)=n < A ist invertierbar. (14.20)

Alle diese drei Bedingungen sind nach dem Aquivalenzsatz aus dem vorigen Kapitel gleich-
bedeutend damit, dass das Gleichungssystem Ax = b fiir jede rechte Seite b eindeutig
l16sbar ist.

Berechnung von Determinanten. Die Determinante féllt sozusagen als Nebenprodukt
des Eliminationsverfahrens mit ab. Ist A € R(™™ gegeben, so fithrt man das Eliminati-
onsverfahren durch und erhélt eine obere Dreiecksmatrix, nennen wir sie A. Die De-

terminante von det(A) berechnen wir als Produkt ihrer Diagonalelemente. Es gilt dann

det(A) = det(A), falls wihrend der Elimination eine gerade Anzahl von Vertauschungen

(Zeilen oder Spalten) vorgenommen wurde, andernfalls gilt det(A) = — det(A).
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15 Kurven

Eine Kurve in der Ebene oder im Raum stellen wir uns vor als eine gerade oder gekriimmte
Linie, welche zwei verschiedene Punkte verbindet, oder welche geschlossen ist wie etwa der
Kreis. Mathematisch beschrieben wird sie durch eine Funktion k, die auf einem Intervall
I definiert ist und jedem Punkt t € I einen Kurvenpunkt k(t) zuordnet.

Definition 15.1 (Kurve)

Sei I = [a,b] ein Intervall. Fine stetige Funktion k : I — R™ heifit Kurve im R™ mit
dem Anfangspunkt k(a) und dem Endpunkt k(b). Ist k(a) = k(b), so heifst die Kurve
geschlossen. O

Der Einheitskreis in der Ebene wird beschrieben durch die geschlossene Kurve
k:[0,2r] — R?, k(t) = (cost,sint). (15.1)

Die Kurve, die wir auf dem Papier sehen, entspricht also der Bildmenge k(7). Wir kénnen
uns t als Zeitvariable vorstellen, die Funktion k£ beschreibt dann das “Durchlaufen” der
Bildmenge k(7) im Zeitintervall [a, b]. Unabhéngig von der Vorstellung der Zeit kann man
t einfach als einen Parameter auffassen, die Funktion k£ nennt man auch Parameterdar-
stellung der Bildmenge k(7). Es kann sein, dass derselbe Punkt mehrfach durchlaufen
wird, beispielsweise wenn die Kurve “sich kreuzt”. Es konnen auch ganze Abschnitte
mehrmals durchlaufen werden, beispielsweise beschreibt

k:[0,47] — R?*, k(t) = (cost,sint) (15.2)
die Kurve, welche den Einheitskreis zweimal durchlduft. Weitere Beispiele sind:

1. Die Verbindungsstrecke zweier Punkte p,q € R"
k(t)=p+tlg—p), tel0,1]. (15.3)

2. Die Schraubenlinie im R3
k(t) = (rcost,rsint,ct), (15.4)

wobei > 0, ¢ € R gegeben sind.

3. Die Zykloide
k(t) = (rt — dsint,r — dcost). (15.5)

Man kann sie sich im Fall d = r vorstellen als diejenige Kurve, die ein auf einem
Kreis vom Radius r fixierter Punkt beschreibt, wenn dieser Kreis mit konstanter
Geschwindigkeit auf der horizontalen Achse entlangrollt.

4. Der Graph einer stetigen Funktion f : [a,b] — R, er wird beschrieben durch

k() = (t, f(t)), t€[ab]. (15.6)
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Eine Kurve k : I — R" heifit differenzierbar in ¢ € I, falls alle Komponentenfunktionen
ki,...,k, : I — R in t differenzierbar sind. Der Vektor

K (t) = (K,(), ..., K.(t)) (15.7)

heifit die Ableitung von k in t. Ist k£ in jedem Punkt von [ differenzierbar, so wird durch
(15.7) eine Funktion &' : I — R" definiert, sie heiBit die Ableitung von k. Der Vektor £'(t)
zeigt in die Richtung der Tangente an die Bildmenge k(I) im Punkt k(t), entsprechend
der Durchlaufrichtung der Kurve. Beispielsweise hat der Einheitskreis

k(t) = (cost,sint)
die Ableitung
K'(t) = (—sint, cost).

Eine Kurve k : I — R heifit C'-Kurve, falls die Funktion k auf I stetig differenzierbar
ist. Sie heiBt stiickweise C!'-Kurve, falls das Definitionsgebiet I in Teilintervalle [a;, b;]
zerfallt, so dass k auf jedem Teilintervall stetig differenzierbar ist. Alle oben angefiihrten
Beispiele sind C*-Kurven. Die durch

(t,0), 0<t<1,
k:[0,3] = R*, k()= (2-t,t—1), 1<t<2,
(0,3—1), 2<t<3,

definierte Kurve ist eine stiickweise C''-Kurve, welche nacheinander die Seiten des Dreiecks
zu den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1) durchlauft.

Man kann die Linge einer Kurve durch Integration berechnen. Sei £ : I — R”™ eine
Kurve, I = [a,b]. Wir betrachten einen Streckenzug kj,, der einzelne Kurvenpunkte k(¢;)
nacheinander verbindet, wobei

b_
a=to<ti<--<ty=b, tj=a+jh, h= N“.

Die Lénge Lj; des gesamten Streckenzugs ist gleich der Summe der Lénge der Verbin-
dungsstrecken zwischen k(t;41) und k(t;),

(15.8)

In= 3" rltsn) = ko5l (159)

Wir wollen Lj; mit der Zahl

[ wola=Y [ o) (15.10)

vergleichen. Fiir die einzelnen Komponenten der Kurve gilt nach dem Mittelwertsatz
ki(tjer) — ki(t;) = Ki(sig) (L1 — 1), (15.11)
wobel s;; € [tj,t,41] geeignet gewahlt ist. Es folgt
1E(tj41) = k(@) = ldjll(tj1 — £5), wobei dj = (Ki(s1), - . kp(sns))
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Es folgt weiter
tit1 tjr1
[ W@ k) ~ kel = [ e ar, (15.12)
t t

wobel
eult) = KON = ;] ¢ € 5.ty (15.13)

Wenn A klein wird und &’ eine stetige Funktion ist, werden auch die Differenzen
ki(t) — Ki(sij)
klein. Man kann dann beweisen, dass

b
lim [ en(t)dt=0. (15.14)

h—0 a

Nun ist aber nach (15.9) — (15.12)

b b
[ =+ [Caa
also folgt wegen (15.14)

b
/ 1
Lumww—gyh

Definition 15.2 (Linge einer Kurve)
Sei k : I — R" eine stickweise C'-Kurve. Wir definieren die Lédnge von k durch

b
L(k) = / 1K (1) dt (15.15)
Statt Linge sagt man auch Bogenldnge. O

Der Umfang eines Kreises ist gerade die Léange im Sinne von Definition 15.2. Hier ist
(Mittelpunkt 0, Radius )

k:[0,27] — R?, k(t) = (rcost,rsint),

27 27 2
L(k‘):/ ||(—Tsint,rcost)||dt:/ \/T281n2t+7“20082tdt:/ rdt=2mr.
0 0 0
Fiir die Zykloide gilt im Falle d = r
k(t) = (r(t —sint),r(1 — cost)),

also fiir einen einzelnen Bogen, t € I = [0, 27],

27 27 27
L(k) :/ ||(7"(1—Cost),rsint)Hdt:/ T\/(l—cost)2+sin2tdt:r/ QSiHEdt
0 0 0 2
= 8r.
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Fiir den Graph einer Funktion f : [a,b] — R gilt

k() =@ f@), k() =(1,[1(1),

also erhalten wir die Linge des Graphen einer Funktion aus

b b b
L(k;):/ Hk’(t)“dt:/ \/1+f’(t)2dt:/ VIt fi(z)2da, (15.16)

wobei wir die Gleichheit der letzten beiden Integrale nur deshalb hingeschrieben haben,
um noch einmal darauf aufmerksam zu machen, dass die Wahl des Buchstabens fiir die
Integrationsvariable “vom Standpunkt der Mathematik” vollig unerheblich ist.

Wie schon bemerkt, enthélt die Darstellung einer Kurve durch eine Funktion k: [ — R"
nicht nur die Information iiber die Form (das Bild k(7)), sondern auch iiber die Art des
Durchlaufens, etwa die “Geschwindigkeit” '(¢). Man kann die gleiche Kurvenform durch
verschiedene Funktionen k darstellen, so liefern etwa

k:[0,1] = R*  k(t) = (cos(2nt),sin(27t)),
k:[l,e] = R? k(t) = (cos(2rInt),sin(27w Int)),

ebenfalls Darstellungen des Einheitskreises. Die allgemeine Situation sieht folgendermaflen
aus. Sei h : [c,d] — la,b] eine stetige und streng monoton wachsende Funktion mit
h(c) = a und h(d) = b. Zu einer gegebenen Kurve k : [a,b] — R™ konnen wir eine neue
Kurve k : [¢,d] — R" definieren, indem wir setzen

k=koh, k(r)=k(h(r)).

Wir sagen, dass k durch Umparametrisieren aus k entsteht. Man wird erwarten, dass
die Lange sich dabei nicht dndert, also

L(k) = L(k). (15.17)

In der Tat, es ist
d d d
L) = [ W @dr= [ R = [ 1 )] dr
— [ W= 2o,

wobei die vorletzte Gleichheit aus der Substitutionsregel der Integration folgt.

Eine bestimmte (Um-)Parametrisierung spielt eine besondere Rolle, ndmlich die nach der
Bogenlinge. Ist k : [a, b] — R™ eine C'-Kurve, so ist die Linge des Kurvenstiicks zwischen

k(a) und k(t) gegeben durch
t
S() = / I (7)) dr (15.18)
Wir nennen die Kurve regulér, wenn

K (t) # 0 (15.19)
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gilt fiir alle t € [a, b]. Da aus (15.18) folgt
s'(t) = [IK' I, (15.20)

ist fiir eine regulére Kurve die in (15.18) definierte Funktion s : [a,b] — [0, L(k)] streng
monoton wachsend, dasselbe gilt fiir ihre Umkehrfunktion s~ : [0, L(k)] — [a,b]. Die
durch

k:[0,L(k)] = R", k=kost, (15.21)
definierte Umparametrisierung von k heifit Parametrisierung nach der Bogenlinge.
Sie hat die besondere Eigenschaft, dass alle Tangentenvektoren die Lange 1 haben, da

2 1 K (s™'(1))
K(r)=k(sH () (s7) (1) =HK(s"}(1))- = :
s'(s7H (7)) (1K (s~ ()l
Kriimmung einer ebenen Kurve. Eine Kurve ist gekriimmt (nicht gerade), wenn ihr
Tangentenvektor £'(¢) nicht immer in dieselbe Richtung zeigt. Die Richtung von £’(t) lésst
sich beispielsweise am Winkel ¢(¢) in der Polarkoordinaten-Darstellung ablesen. Sei

dann ist in Polarkoordinaten

Z'(t) =r(t)cosp(t), y{t)=rt)sinp(t), r(t)=a'(t)>+y'(t)?, (15.22)

also
(t) y'(t)
COS QO(t) = W s Sin QO(t) = T(t) .

Differenzieren und weitere Umformungen fiithren auf die Formel

o(t) = x/(t)y”(ti(;)f Oz). (15.23)

Die Kriimmung r(t) der Kurve k im Kurvenpunkt k(Z) wird nun definiert durch die
Anderung des Winkels, bezogen auf die Anderung der Bogenlénge,

k(t) = 510 (15.24)
Da §'(t) = ||K'(t)|| = r(t), ergibt sich aus (15.23)
- =stc
Ist k bereits nach der Bogenldnge parametrisiert, so ist r(¢) = s'(t) = 1, und
K(t) = &' (D)y"(t) — ' (t)2"(1) . (15.26)

Betrachten wir wieder die Kurve, die durch den Graphen einer Funktion f definiert ist,

k(t) = (&, f(1)),
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so ist z(t) =t und y(t) = f(¢), also 2’ =1 und 2" = 0, und (15.25) wird zu

i) = 0
(1+ f(2)?)?
oder, wenn wir z und ¢ identifizieren,
B f”(£)
k(z) = T (15.27)

Aus (15.24) erkennen wir wegen s’ > 0, dass die Kriilmmung positiv ist, wenn ¢ wéchst,
wenn also die Kriimmung gegen die Richtung des Uhrzeigersinns (nach links in Durch-
laufrichtung) gerichtet ist.

Fiir den Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius r gilt
k(t) = (rcost,rsint), k'(t) = (—rsint,rcost), Kk"(t)= (—rcost,—rsint),

also

Die Kriimmung ist also in jedem Punkt des Kreises dieselbe, und sie ist umgekehrt propor-
tional zum Radius. Sie ist positiv, falls der Kreis im mathematisch positiven Sinn (gegen
den Uhrzeiger) durchlaufen wird, andernfalls negativ.

Kriimmung von Kurven im Raum. Wir betrachten nun Kurven k£ : I — R3, [ =
[a,b]. Einleitend bemerken wir, dass die Produktregel der Differentiation auch fiir das
Skalarprodukt und das Vektorprodukt zweier Kurven gelten. Sind k,l : I — R3 zwei
Kurven, so gilt

% (k(£),1(8)) = (K'(), 1(t)) + (k(2),I'(D)) , (15.28)
%(k(t) < 1(t)) = K (t) x () + k(t) x I'(t), (15.29)

wie man aus den Definitionen direkt nachpriifen kann. Sei nun &k : I — R? eine regulire
C'-Kurve. Als fortlaufendes Beispiel betrachten wir in diesem Unterabschnitt die Schrau-
benlinie,

k(t) = (rcost,rsint,ct), r,c>0. (15.30)
Wir definieren den Tangenteneinheitsvektor
k()
T(t) = —+—". (15.31)
1 (2]
Fiir die Schraubenlinie ergibt sich
1
T(t) = ——=(—rsint,rcost,c). (15.32)

Vre 42

Wir stellen nun fest, dass der Vektor 77(t) immer senkrecht auf 7'(t) steht. Dies ergibt
sich, indem wir die Gleichung

L= |T@)|* =(T®),T()
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differenzieren, was auf
0=(T"(t),T(t) +(T'@), T'(t)) = 2(T"(¢),T(t)) (15.33)
fithrt. Wir definieren den Hauptnormalenvektor durch

M”:é%ﬁ' (15.34)

Dieser steht wie gezeigt senkrecht auf 7'(¢). Fiir die Schraubenlinie ergibt sich
1 r

T'(t) = ———(—rcost, —rsint,0), |T'()] = ———— |,
() = sl ) IOl = ==
also
N(t) = (—cost,—sint,0), (15.35)

Schliefilich definieren wir den Binormalenvektor durch
B(t)=T(t) x N(t), (15.36)

fiir die Schraubenlinie ist das

B(t) = ﬁ(csint, —ccost,T).
Die Vektoren T'(t), N(t), B(t) stehen senkrecht aufeinander, sie bilden ein sogenanntes
Orthogonalsystem, welches sich beim Durchlaufen der Kurve stédndig dndert. Es wird das
begleitende Dreibein der Kurve genannt. Es stellt sich aber heraus, dass die wesentliche
Information iiber das Kriimmungsverhalten der Kurve bereits in zwei skalaren Grofien
enthalten ist. Das ist zum einen die Kriimmung

RO
K(t) = : (15.37)
1& ()]l
Fiir die Schraubenlinie ergibt sich
r 1 r

r(t)

T VRrE Verre Pt
GeméiB Definition (15.37) ist die Kriimmung immer positiv, im zweidimensionalen Fall
ergibt sich gerade der Betrag der in (15.25) definierten Zahl. Die andere skalare Grofle ist
die Torsion. Wir definieren zunéchst den Torsionsvektor

B'(t)

1K )1
Wie in (15.33) ergibt sich, dass B’(t) und damit auch der Torsionsvektor senkrecht auf
B(t) steht. Weiterhin gilt

Zﬂﬂ:T@xN@+T@xNﬁﬁjw%wT@xT@+T@xNﬁ)

=T(t) x N'(t),

129



das heifit, B'(t) steht auch auf T'(t) senkrecht. Daher muss B’(t) parallel zum Hauptnor-
malenvektor N (t) sein. Wir definieren nun die Torsion 7(¢) als diejenige Zahl, welche

—r(t)N(t) = (15.38)

erfiillt. Die Torsion entspricht also der mit einem gewissen Vorzeichen versehenen Lénge
des Torsionsvektors. Fiir die Schraubenlinie gilt

B'(t 1 1
®) = (ccoszﬁ,csinzf,O)'\/2 2—\/20 =
re+c re+c

B @I vr2 4 e

(cost,sint,0),

also
c

T(t) =
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