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1 Komplexe Zahlen, Differenzierbarkeit

Wir erinnern an Definition und elementare Eigenschaften komplexer Zahlen. Die kom-
plexe Zahlenebene C ist als Menge identisch mit dem R?. Ein 2z € C mit Realteil z und
Imaginérteil y kann dargestellt werden als z = (z,y), als 2 = x + iy mit der imagindren
Einheit ¢ = (0, 1) oder in Polarkoordinaten als

z=re¥ =r(cosp+ising), r>0,pcR

mit der Lénge r = |z| und dem Winkel ¢. Was den Winkel angeht, geniigt es, sich auf ein
Intervall der Linge 27 zu beschriinken, da fiir k € Z gilt €?*™ = 1 und daher

61(<p+2k7r) — eupeleﬂ — o

Eine hiufige Wahl ist ¢ € (—n,7]; der Winkel springt dann beim Uberqueren der ne-
gativen reellen Achse. Mit dieser Normierung bezeichnen wir ¢ als das Argument von
z = re'?, geschrieben ¢ = arg(z). Definieren wir die punktierte Ebene durch

C*=C\ {0},
so erhalten wir die Argumentfunktion
arg : C* — (—m, 7.

Addition und Multiplikation. Die Addition in C ist dieselbe wie in R2. Fiir das Pro-
dukt von z = (z,y) und w = (u,v) soll gelten i* = —1 und

z-w = (x4 iy)(u+iv) = zu + iyu + ziv + iyiv = (xu — yv) + i(yu + zv).

Die Definition
2w = (xu— yv,yu + xv)

leistet das. In Polarkoordinaten
z=re¥, w=se"?,
hat die Multiplikation die Form
Zow=re" . se = rse’$TY)

das heifit, die Langen multiplizieren sich und die Winkel addieren sich.

Metrik und Konvergenz. Aufgefasst als R-Vektorraum, ist C vermittels j : C — R2,

j(z) = (Rez,Im z) (1.1)

zu R? isomorph. Da
|2 = 117 (2)ll5 (1.2)
ist die metrische Struktur von C mit der von R? identisch. Eine Teilmenge U von C
ist also genau dann offen (abgeschlossen, kompakt, ...), wenn die entsprechende Menge



j(U) C R? diese Eigenschaft hat. Mit B(a,r) bzw. K (a,r) bezeichnen wir die offene bzw.
abgeschlossene Kreisscheibe um a mit Radius 7.

Eine Folge (z,,)nen konvergiert genau dann in C, wenn die Folge (j(2,))nen in R? konver-
giert. Es gilt also z, — z in C genau dann, wenn |z, — z| — 0. Aquivalent dazu ist, dass
Rez, -+ Rez und Im z, — Im z.

Konvergenz gegen oo ist fiir Folgen (z,)neny in C ebenfalls definiert. Wir sagen, dass
zp — 00, falls |z,| — 0o, das heifit, falls fiir jedes R > 0 ein N € N existiert mit |z,| > R
fiir alle n > N. Konvergenz gegen oo bezieht sich also nur auf die Betréage; iiber die Winkel
ist nichts gesagt. Beispiel: Die durch z, = ni™ definierte Folge konvergiert gegen oo, die
mit der positiven reellen Achse gebildeten Winkel durchlaufen aber periodisch die Werte
0,m/2,7,31/2,0,....

Definition 1.1 (Differenzierbarkeit)
Ser U C C offen. Fine Funktion f : U — C heifst differenzierbar in z € U, falls der

Grenzwert A B - 2)
. z+n)—Jz
i, (13)
h#0
existiert. Wir definieren in diesem Fall die Ableitung von f in z durch
. fz+h) = f(2)
f'(z) = lim Y : (1.4)
h#£0
Ist f in ganz U differenzierbar, so sagen wir, dass f in U holomorph ist. O

Die Grenzwertbildung h — 0 im Komplexen bedeutet, dass jede Folge z+ h,, mit |h,| — 0,
ganz gleich aus welcher Richtung sie sich z néhert (falls man iiberhaupt von einer Richtung
sprechen kann; sie kénnte auch spiralférmig auf z zulaufen), im Limes auf die gleiche
komplexe Zahl f'(z) fiihrt.

Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten auch im Komplexen (und sie werden
auch wie im Reellen bewiesen): Sind f, g : U — C holomorph, so auch f+g¢, f-g, af fir
a € C,sowie f/g: U\ {9 =0} — C, und es gilt

l ! ! ! / ! / ! f / gf/ B fg/
(f+9)=f+g, (f9)=Ffg+fg, (af)=af, g —T
Auflerdem gilt die Kettenregel: Sind f : U — V, g : V. — C holomorph, so ist auch
go f:U — C holomorph, und

(go f)(z)=4g(f(2)f'(2), z€U.

Viele aus der Analysis im Reellen bekannte Funktionen sind holomorph, wenn man als
ihren Definitionsbereich eine geeignete offene Teilmenge von C nimmt. Fiir Polynome
und rationale Funktionen folgt das beispielsweise (wie im Reellen) daraus, dass sie durch
Zusammensetzen aus Konstanten und der Identitét f(z) = z entstehen.

Lineare Abbildungen. Fassen wir C als R-Vektorraum der Dimension 2 auf, so ist eine
Abbildung 7' : C — C R-linear, falls gilt

T(z+w)=T(2)+T(w), firalle z,w e C,
T(az)=aT(z), firallezeC, acR.



Ist ¢ € C, so ist die durch

T(z)=c-z (1.5)
definierte Abbildung 7' : C — C offensichtlich C-linear und damit auch R-linear. Thre
Matrixdarstellung als Abbildung von R? nach R? hat die Form

<Cl _62>, c1 =Rec, ¢ =Ime, (1.6)

co (1
was sich unmittelbar aus der Formel fiir die Multiplikation
(1 +ica) (21 +i22) = (c121 — Ca22) + i(caz1 + €122)
ergibt. Ein weiteres Beispiel ist die komplexe Konjugation,
T(z)=7%.

Wegen T'(az) = @ - Z ist T R-linear, aber nicht C-linear.

Zusammenhang mit der reellen Differenzierbarkeit. Jeder Abbildung f : U — C,
U C C entspricht kanonisch eine Abbildung f : j (U) — R% Auf f ist die in Analysis 2
entwickelte Differenzialrechnung im Mehrdimensionalen anwendbar. Wir werden im fol-
genden f und f in der Notation nicht unterscheiden, sondern einfach von f : U — C
sprechen.

Definition 1.2 (Reelle Differenzierbarkeit)

Sei U C C offen. Eine Abbildung f : U — C heifit reell differenzierbar, falls sie,
aufgefafst als Abbildung von U C R? nach R?, differenzierbar ist im Sinne der mehrdi-
mensionalen Analysis im R™. O

Lemma 1.3 Se: U C C offen, f: U — C, z € U. Dann sind dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in z.

1 ist reell differenzierbar in z, und die Jacobi-Matriz J;(z) € R*? hat die Form
(i) f I

J(2) = <Z _ab> (1.7)

mit a,b € R.

Beweis: Wie im Reellen beweist man, dass (|1.4) dquivalent ist zu

i LEHR) = FG) = P _ o F 4+ R) = £() = PR

zlim|

lim ; lim 7 =0. (1.8)
h+£0 h£0
Hieraus folgt die Behauptung, siehe (1.2)), (L.5) und (|1.6]). O

Eine lineare Abbildung mit einer Matrixdarstellung wie in (1.7 bezeichnet man auch
als Drehstreckung. Sie kombiniert eine Streckung um v/a? + 02 = |f/(2)|> mit einer
Drehung um den Winkel cos ¢ = a/v/a? + b
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Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Schreiben wir
u(z,y)
<) = )
1) (v(x,y))

also u(z,y) = Re f(z), v(z,y) = Im f(z), z = x + iy, so ist

Ji(z) = (az“<x’y) az“(“”’yg) | (1.9)

Satz 1.4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
Sei U C C offen, f : U — C. Dann sind dquivalent:

(1) f ist holomorph in U.
(ii) f ist reell differenzierbar in U, und fir die Funktionen u = Re f und v =1Im f gilt

Opu(z,y) = oyv(z,y), (1.10)
oyu(z,y) = —0v(z,y), (1.11)

fir alle (z,y) € U.

Die Gleichungen und heiflen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma und (1.9)). O

Aus der Analysis 2 wissen wir, dass stetige reelle Differenzierbarkeit (d.h. alle ersten
partiellen Ableitungen existieren und sind stetig) der Funktionen u und v die reelle Dif-
ferenzierbarkeit von f impliziert. Beispiel: Fiir die komplexe Exponentialfunktion gilt

eF = "W = e%eW = ¢ cosy + iesiny,
also

u(z,y) = e cosy, v(r,y)=e"siny.
Man sieht unmittelbar, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in R? er-

fiillt sind. Die komplexe Exponentialfunktion ist also holomorph in C.

Ist f : U — C holomorph, und sind v = Re f und v = Im f zweimal stetig reell diffe-
renzierbar (was, wie sich spéter herausstellen wird, bereits aus der Holomorphie folgt), so
folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Au = 0,(0,u) + 0y(Oyu) = 0,0,v — 0,0,v =0,

und analog
Av=0.

Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also immer Losungen der La-
place-Gleichung in U.



Potenzreihen. Wir betrachten komplexe Potenzreihen der Form
Z cr(z —a)k (1.12)

mit den Koeffizienten (cx)reny € C um den Entwicklungspunkt a € C. Wir wissen bereits
aus der Analysis 1, dass diese Potenzreihe im Inneren B(a,r) ihres Konvergenzkreises,

1
 limsupy o /]|

absolut konvergiert und dort eine stetige Funktion

r

f(z) = ch(z—a)k (1.13)

definiert. Wir wissen auflerdem, dass die durch gliedweises Differenzieren gebildete Po-
tenzreihe

9(2) =Y kep(z —a)*! (1.14)
k=1
ebenfalls in B(a,r) absolut konvergiert.

Satz 1.5 Jede komplexe Potenzreihe definiert eine im Innern ihres Konvergenzkreises
holomorphe Funktion. Deren Ableitung ergibt sich durch gliedweises Differenzieren.

Beweis: Seien f, g durch (1.13)), (1.14]) gegeben, sei zundchst a = 0. Wir miissen zeigen,
dass f fir alle z € C mit |z| < r differenzierbar ist und f’(z) = g(z) gilt. Sei ein solches
z fest gewdhlt. Es gilt fiir alle £ > 1

k—1
wh — 28 = (w - 2)q(w), g (w) = szwk_l_j :
=0
Daraus folgt fur |w| < r
fw) = f(z) = (w—=2) Y cran(w),
k=1

also fiir |w| <r, w # 2

w—z
Da
[e.e] [e.e]
3(z) =Y _aa(z) = Y ek = g(2),
k=1 k=1
geniigt es zu zeigen, dass § stetig ist in z. Nun gilt aber fiir alle |w| < r und alle k

|qu1€<w)‘ S ’Ck|kpk71 ) p= max{]w[, "Z|}7
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und aus dem Weierstra-Kriterium fiir Funktionenreihen (Analysis 1) folgt wie im Reellen
die gleichméBige Konvergenz der Partialsummen von ¢ gegen g. Also ist g stetig in z. Der
allgemeine Fall a # 0 wird darauf zuriickgefiihrt, indem wir das eben Bewiesene auf

f(z) = f(z+a)

anwenden. O

Exponentialfunktion und Logarithmus. Aus dem vorangehenden Satz folgt eben-
falls, dass die Exponentialfunktion auf C holomorph ist. Im Reellen gilt: Die Exponen-
tialfunktion ist eine streng monoton wachsende Bijektion von R nach {z : x > 0}, ihre
Umbkehrfunktion (der reelle Logarithmus In) ist eine streng monoton wachsende Bijektion
von {z : x > 0} nach R. Im Komplexen ist die Lage komplizierter. Wir definieren zunéchst
die punktierte Ebene

C*=C\{0}.

Wir behaupten: Fiir z € C* hat die Gleichung
e’ =z (1.15)

nicht genau eine Losung (wie in R fiir x > 0), sondern abzdhlbar unendlich viele Lésungen,
wie wir gleich sehen werden. Zunéchst gilt fiir alle y € R

!eiy|2 —eWel = eWe™W =0 =1,
also || = 1. Ist w = x + iy, so gilt e¥ = e%e™, also |e*| = . Mit der Eulerschen Formel
e = cosy +isiny
folgt weiter, dass
e’ =1 & e® =1=¢" =cosy +isiny.

Da e® =1 & 1z = 0, erhalten wir schliellich aus den uns bekannten Werten fiir Sinus
und Cosinus
e’ =1 & w = 2mik fiir ein k € Z.

Sind nun wy, ws € C Losungen von (|1.15)) fiir gegebenes z € C*, so folgt

e*1
1 pry = €w17w2
ew? ’
und weiter
wy, — wy = 2mik fiir ein k € Z. (1.16)

Wir kénnen nun ((1.15]) vollstdndig 16sen. Zunéchst ist
w=1Inr+ip, r=]lz|, p=arg(z), arg:C*— (—m, 7, (1.17)
eine Losung von (|1.15). Alle weiteren Losungen ergeben sich mit (1.16)) als

w=Inr+ip+2mk, kecZ.



Die durch k = 0 ausgezeichnete Losung aus (1.17)) heiit der Hauptwert des komplexen
Logarithmus von z. Durch

log z = In(|z]) + iarg(z) (1.18)
wird eine Funktion
log:C~ — C
definiert, wobei
C =C\{(z,0): 2 <0} (1.19)

die entlang der negativen reellen Achse aufgeschnittene komplexe Ebene ist. Sie heifit
der Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Sie ldsst sich nicht stetig auf die negative
reelle Halbachse fortsetzen, da bei deren Uberqueren die Argumentfunktion zwischen =
und —7 springt.

Die allgemeine Potenzfunktion. Fiir gegebenes ¢ € C™ ist sie definiert durch
¢* = e*lose, (1.20)
Mit ihrer Hilfe wird wiederum die Riemannsche Zetafunktion

1
C(s)=2_ — (1.21)
n=1
fir s € C mit Re (s) > 1 definiert. (Es ist allgemein iiblich, das Argument der Riemann-
schen Zetafunktion mit “s” zu bezeichnen.) Die Reihe konvergiert absolut fiir Re (s) > 1,

da sie wegen

|ns| — ‘esln(n)’ — ‘eRe(s) ln(n)eilm(s) ln(n)| — eRe(s) In(n) _ nRe(s)

durch die konvergente Reihe Y~ 1/nf¢®) majorisiert wird.

Ganze und transzendente Funktionen. Eine auf C holomorphe Funktion heifit ganz.
Eine ganze Funktion, die kein Polynom ist, heifit transzendent. Die Exponentialfunk-
tion (und folglich auch die allgemeine Potenzfunktion (1.20))) ist also eine transzendente
Funktion, nicht aber der Hauptzweig des Logarithmus. Letzterer ist nur auf C* definiert
und lésst sich nicht holomorph auf C fortsetzen.



2 Das Wegintegral im Komplexen

Sei I = [a,b], f: I — C. Wir definieren
/ f(t)dt:/ (Ref)(t)dt+i/ (Im f)(¢) dt (2.1)

Diese Definition macht Sinn, falls Re f und Im f integrierbar sind. Da wir in dieser Vorle-
sung nur stiickweise stetige Funktionen integrieren wollen, ist es gleichgiiltig, welchen In-
tegralbegriff man zugrundeliegt (Lebesgue-Integral, Regelintegral, Riemann-Integral . .. ).

Unter einem Weg (oder einer Kurve) im Komplexen versteht man eine Abbildung ~ :
[a,b] — C mit einem Intervall [a,b] C R. Ist y([a,b]) C U C C, so sagen wir, dass 7y
ganz in U verlduft. Der Punkt (a) heift der Anfangspunkt von -, der Punkt ~(b)
der Endpunkt von 7. Ist y(b) = v(a), so heifit der Weg geschlossen.

Definition 2.1 (Wegintegral in C)
Sei U C C offen, f : U — C stetig, sei~y : [a,b] — C ein stickweise stetig differenzierbarer

Weg, welcher ganz in U wverlduft. Wir definieren das Wegintegral von f entlang ~
durch

b
[#er= [ oy (2.2)
ol a
O
Der Wert des Wegintegrals in (2.2) ist also eine komplexe Zahl. Der Integrand t
f(y(t)7(t) ist unter den gegebenen Voraussetzungen stiickweise stetig.

Vorsicht! Dieses Wegintegral unterscheidet sich vom Integral eines Vektorfeldes ldngs einer
Kurve, so wie es in der rellen Analysis bzw. Vektoranalysis behandelt wird. In steht
das Produkt der komplexen Zahlen f(+(¢)) und 4/(t), in der Vektoranalysis steht dort das
Skalarprodukt der reellen Vektoren f(vy(t)) und ~/(¢).

Wie im Reellen zeigt man, dass sich das Wegintegral durch Umparametrisieren nicht

andert, das heif}t,
/f(z)dz:/f(z)dz,
v vy

falls ¥ = vy o4, 9 : [a, B] — |a, b] stetig differenzierbar, monoton wachsend und bijektiv
ist. Mit

C' =(la, b])
konnen wir daher statt [ f(z)dz auch

/Cf(z) dz

schreiben, wenn festliegt, in welcher Richtung C' durchlaufen wird. (Andern wir die Durch-
laufrichtung, so kehrt sich das Vorzeichen des Wegintegrals um.)

Beispiel: Sei 7 : [0,1] — C, ~(t) = tw + (1 — t)z, die Verbindungsstrecke von z nach w.

Dann gilt
1 1
/1dz:/vl(t)dt:/(w—z)dt:w—z. (2.3)
Y 0 0
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Vertauschen wir die Durchlaufrichtung, indem wir w und z vertauschen, so ergibt sich
z —w als Wert des Wegintegrals.

Lemma 2.2 Seic € C und r > 0. Dann gilt fir C = 0B(c,r), durchlaufen im mathema-
tisch positiven Sinn,

1
/ dz = 2mi, (2.4)
c

Z—C

/(z—c)”dz:O, neZ,n#—1. (2.5)
c

Beweis: Wir definieren 7 : [0, 2] — C durch
Y(t) = c+re.

Dann gilt fiir alle n € Z

2 ) ) 2 .
/ (z—0)"dz = / reire dt = jr"t / it gy
C 0 0

woraus beide Behauptungen folgen. O

Wegintegrale iiber Kreise kommen in der Funktionentheorie haufig vor. Wir verabreden
generell, dass dabei (wie in Lemma [2.2)) der Kreis im mathematisch positiven Sinn durch-
laufen wird.

Lemma 2.3 (Standardabschitzung fiir Wegintegrale)
Sei U C C offen, f: U — C stetig, v : [a,b] — U ein stickweise stetig differenzierbarer

Weg. Dann gilt
/ f(z)dz
.

Ly) = / I (8)] dt 2.7)

<L) - 1 lloor (2.6)

wobei || fllooy = IIf © Yl und

die Ldnge des Weges v ist.

Beweis: Es ist

//f(z) dz

Definition 2.4 (Stammfunktion)
Sei U C C offen, f: U — C. Eine holomorphe Funktion F : U — C heifit Stammfunktion
von fin U, falls F'(z) = f(2) gilt fir alle z € U. O

-/ f(v(t))v'(t)dt]s [ W@l s f6@)].

t€la,b]
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Lemma 2.5 Set U C C offen, f: U — C stetig, sei F' eine Stammfunktion von f in U.
Dann gilt

[ £z dz = Fa(v) - Fy(@) 238)
Y
fiir jeden stiickweise stetig differenzierbaren Weg v : [a,b] — U. Insbesondere gilt
/ F(=)dz =0 (2.9)
.
falls ~v geschlossen ist.

Beweis: Es gilt

/ﬂ@@:/f@@wwwzijmwwﬁ:ﬂww—Fwwy

Die Formel ([2.5) in Lemma [2.2| fiir n # —1 ist ein Spezialfall von Lemma mit

1

f(z) = (z =), F(Z)InJrl(z—C)"“-

Lemma zeigt, dass das Integral von f entlang eines Weges nur von dessen Anfangs-
und Endpunkt abhéngt, falls f eine Stammfunktion in U hat.

Definition 2.6 Sei U C C offen, f: U — C stetig. Wir sagen, dass das Wegintegral von
f wegunabhdidngig in U ist, falls

[ﬂfdz:[mfdz (2.10)

gilt fiir alle Paare (y1,7v2) von Wegen in U mit gleichem Anfangs- und Endpunkt.

Lemma 2.7 Set U C C offen, f : U — C stetig. Das Wegintegral von f ist wequn-
abhdngig in U genau dann, wenn

/fdz:O (2.11)

gilt fiir jeden geschlossenen Weg v, der ganz in U verlduft.

Beweis: “=": Ist v : [a,b] — U ein geschlossener Weg, so teilen wir ihn an einem belie-
bigen Zwischenpunkt d € (a,b) auf in zwei Wege 71 : [a,d] — U und 7, : [d,b] — U. Nach

Voraussetzung gilt
/fdz:—/fdz. (2.12)
M 72
Daraus folgt ([2.11)).

“«<": Seien v, und 7, zwei Wege in U mit gleichem Anfangs- und Endpunkt. Sei v der
Weg, der entsteht, indem wir v, vorwérts und 7 riickwérts durchlaufen. Aus (2.11]) folgt

nun (2.10). O

11



Sei U C C offen. Wir fragen uns, ob jede holomorphe Funktion f : U — C eine Stamm-
funktion hat. Es stellt sich heraus, dass das von der Form von U abhéngt. Beispielsweise

folgt aus Lemma [2.2] dass
1
flz) =~

in U = C\ {0} = C* keine Stammfunktion haben kann, da das Wegintegral entlang
eines Kreises um 0 nicht gleich Null ist. (Andererseits: In R\ {0} ist F(t) = In(|t|) eine
Stammfunktion von f(t) = 1/t.)

Definition 2.8 Fine offene Teilmenge U von C heifst Sterngebiet mit Bezugspunkt
c € U, falls fir alle z € U die Verbindungsstrecke [c, z] ganz in U liegt.

Zu ¢ € U betrachten wir Dreiecke A(c) der Form
A(c) = conv{c,z,w}, zweU, (2.13)

also mit den Ecken c, z, w.

Satz 2.9 Sei U C C ein Sterngebiet mit Bezugspunkt c, sei f: U — C stetig, es gelte
/ f(z)dz =0 (2.14)
0A(c)

fiir alle Dreiecke A(c) der Form (2.13), welche A(c) C U erfillen. Dann hat f eine

Stammfunktion in U.

Beweis: Fiir 2 € U definieren wir
P = [ 10, (2.15)
Yz

wobei
v, 10,1] = U, 7.(t)=tz+ (1 —1t)c

die Verbindungsstrecke von ¢ nach z ist. Sei 7 > 0 so klein, dass B(z,r) C U, sei w €
B(z,r) beliebig. Dann liegt das durch (2.13]) definierte Dreieck A(c) ganz in U, und es
gilt
o= [ q©dc= [ s©dc+ [ srac [
OA(c) [¢,2] [z,w] [w,c]

also

Flw) = F(z) + f(¢)d¢.

[2,w]
Fir w € B(z,r), w # z folgt mit (2.3))

Fw = Fz) _py_ 1 Q) de — f(z) = —

w—z w—z (2]

w—z

/[ FRNOLS
also mit Lemma [2.3]

M_f(z)‘ < L([z,w]) sup [f(C) = f(z)| = sup [f(C)— f(2)].

w—z B |U} - Z‘ C€[z,w] CElzw]

12



Daraus folgt

sup [FO=FE) o)l < sp 15 w) - £)1
weuli(gjr) w—z weB(z,r)

Aus der Stetigkeit von f folgt nun

{F(w) — F(2)

w—z

lim
w—z

wH#z

—f(z)] ~0.

Also ist F differenzierbar in z mit F'(z) = f(z). Da z € U beliebig war, folgt die Behaup-
tung. O

Sei nun U eine offene Teilmenge von C, in der sich je zwei Punkte durch einen Weg
verbinden lassen. Mit einer geringfiigigen Modifikation des vorangehenden Beweises zeigt
man, dass gilt: Sind die Wegintegrale einer stetigen Funktion f : U — C wegunabhéngig
in U, so hat f in U eine Stammfunktion. Eine solche kann definiert werden durch

F@=/f@M, (2.16)

wobei v, ein beliebiger Weg ist, welcher einen fest vorgegebenen Punkt ¢ € U mit z
verbindet. Da Wegunabhéngigkeit vorausgesetzt ist, ist ' wohldefiniert. Man zeigt, dass
F Stammfunktion von f ist, indem man im vorangehenden Beweis die Strecken [c, z] und
[c, w] durch die Wege 7, und 7, ersetzt.

13



3 Der Integralsatz von Cauchy

Im vorigen Kapitel hatten wir gesehen, dass es von der Form von U abhéngen kann, ob eine
Funktion eine Stammfunktion in U hat oder nicht. So hat beispielsweise die auf U = C*
holomorphe Funktion f(z) = 1/z dort keine Stammfunktion. In diesem Kapitel wird
sich im Integralsatz von Cauchy herausstellen, dass auf Sterngebieten U jede holomorphe
Funktion eine Stammfunktion hat.

Der Integralsatz von Cauchy. Dessen Beweis setzt sich aus drei Bausteinen zusammen.
Die ersten beiden wurden bereits im vorigen Kapitel behandelt. Das folgende Lemma
liefert den dritten.

Satz 3.1 (Integrallemma)
Sei U C C offen, sei f : U — C holomorph. Dann gilt

f(z)dz=0 (3.1)
A
fiir jedes Dreieck A mit A C U.

Im Jahr 1883 hat E. Goursat dieses Lemma erhalten, und zwar fiir Rechtecke anstelle von
Dreiecken. Fiir Dreiecke (wie hier verwendet) stammt es von A. Pringsheim (1901).

Beweis: Sei A = conv {ay,as, asz} ein Dreieck mit A C U. Wir setzen Ay = A und zerle-
gen Aq in 4 kongruente Dreiecke Dy, ..., Dy, indem wir die drei Seitenmitten verbinden.

Es gilt dann
2)dz = (3.2)
(9A0 Z 8Dk

wenn wir die Rénder alle im mathematisch posmven Sinn durchlaufen. Wir setzen A; =
D, wobei wir k£ so wihlen, dass

f(z)d=

0Ag

<4 f(2)dz

0A

(3.3)

gilt. Indem wir diese Konstruktion wiederholen, erhalten wir eine Folge (A, )neny von
Dreiecken mit

/ f(z)dz| <4 f(2)dz (3.4)
OAp_1 oA,
Aufgrund der Konstruktion gilt offensichtlich

diam (A,) = 27"diam (A), L(9A,) =2""L(0A). (3.5)

Da Ag D Ay D ... und alle A, kompakt sind, folgt aus der endlichen Durchschnittseigen-
schaft kompakter Mengen, dass es ein ¢ € U gibt mit

() An={c}. (3.6)

neN

Wir definieren nun ¢g : U — C durch
f(z) f(C —f P
o) { (c), =#c.

0, z=rc.
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Da f holomorph ist, ist g stetig in U, und es gilt
f(2) = fle)+ (z =) f'(c) + (2 — c)g(2),

also fiir allen € N
(2)dz = (c)dz + / (z—0o)f'(c)dz + / (2 —c)g(2)dz. (3.7)
A, A, A, 0A,

Die ersten beiden Integrale auf der rechten Seiten sind Null nach Lemma da die
Integranden (als Funktionen von z) Stammfunktionen besitzen. Aus Lemma folgt

(2)dz
0An

da in jedem Dreieck D gilt diam (D) < L(0D). Aus (3.4) und ({3.5) folgt weiter

< L(0A,) sup |z —dllg(2)] < (L(0AW))* sup [g(z)],  (3.8)

z2€0A, z2€0A,

f(z)dz| < 4 f(z)dz| < 4"(L(0A))? sup g(2)| = (L(OA))? sup |g(z)].
OA O0An, z€E0A, z€0A,
(3.9)
Da g stetig ist und g(c) = 0, folgt
lim sup |g()] = 0.
N—=00 ;cHA,
und damit aus (3.9))
f(2)dz=0.
A
(I

Satz 3.2 (Integralsatz von Cauchy)
Ser U C C ein Sterngebiet, sei f : U — C holomorph. Dann hat f eine Stammfunktion
in U, und es gilt

/Cf(z) dz =10 (3.10)

fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg C' in U.

Beweis: Nach Satz gilt (3.10) fiir alle Wege C' der Form C = 0A, A C U Dreieck.
Aus Satz folgt, dass f in U eine Stammfunktion hat, und aus Lemma [2.5] folgt, dass
(3.10) fiir jeden geschlossenen Weg gilt. O

Satz 3.3 (Integralformel von Cauchy fiir Kreise)

Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(c,r) CU mit c € U, r > 0. Dann gilt
fir alle z € B = B(c,r)

1 w
1) =5 [ I

21t Jop w — 2

dw . (3.11)

Beweis: Sei z € B fest gewéhlt. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

flw) f(w)
/63((;,7«) p— dw = /BB(Z,E) p— dw (3.12)
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gilt fiir alle ¢ > 0 mit B(z,e) C B(e,r) . Dies folgt aus Satz 3.2 angewendet auf die in
U\ {z} holomorphe Funktion f,

und die Wege C; und Cy, welche in den Sterngebieten U; = B(c¢,r+0)\ L; beziehungsweise
Uy = B(e,7+0) \ Lo liegen (siehe Bild). Es gilt ndmlich

| fwae= [ fwdes [ fwydes [ fwde,
0B(c,r) C1

Ca OB(z,¢)

und nach Satz sind die Wegintegrale iiber C; und C5 gleich Null. Im zweiten Schritt
des Beweises zeigen wir, dass die rechte Seite in (3.12]) gleich 27i f(z) ist. Aus (3.12)) folgt

/ de:/ f(2) dw+/ fw) = f(2)
dB(cr) W — 2 OB(z,e) W — 2 OB(ze) W2

—27m'f(z)+/ de

OB(z,€) w—z

(3.13)

wegen Lemma [2.2] Die durch

OGN
w) = w—2z ) )
g(w) Py wes,

definierte Funktion g : U — C ist stetig, also auf der kompakten Menge K(c,7) be-
schriinkt, sei etwa [g(w)| < M. Es folgt aus Lemma

/ g(w) dw' < 2meM .
OB(z,)

Da wegen 1} das Integral |, OB(z.e) g(w) dw nicht von ¢ abhéngt, folgt

/ g(w) dw =0,
0B(z,)

und damit die Behauptung des Satzes. O

Folgerungen aus dem Integralsatz von Cauchy. Aus dem Integralsatz und der In-
tegralformel fiir Kreise lassen sich eine Reihe klassischer Sétze der Funktionentheorie
ableiten. Wenden wir die Integralformel mit z = ¢ an, so erhalten wir unmittelbar:

Satz 3.4 (Mittelwerteigenschaft)
Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(z,r) C U mit z € U, r > 0. Dann
gelten

1 [ .
f(z)= %/0 f(z+ret)dt, (3.14)
sowie
SIS 1S, (315
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Beweis: Aus (3.11)) folgt mit der Parametrisierung v(t) = z + re* von dB(z, 1)

. 1 o it , 1 2 .
_/ f(w) dw = — f(L:e)z‘re’t dt = — flz+re)dt,
OB(z,r) w—==z 2mi 0 ret 2m 0

f(z) =

 2mi
und (3.15]) folgt unmittelbar aus (3.14)). O

Satz 3.5 (Entwicklungssatz von Cauchy und Taylor)
Sei U C C offen, f:U — C holomorph, sei K(a,r) CU mita € U, r > 0. Dann gilt

S 1 f(w)
— _ )k - d 3.16
fe) =S at-af a= g L g (3.16)
fiir alle z € B(a,r), und dort konvergiert die Potenzreihe absolut. Weiterhin gilt
k!
F®(a) = f) (3.17)

B 2_7'('2 dB(a,r) (U) - a)k+1

fiir alle k € N.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall a = 0. Sei z € U mit |z| < r fest gewéhlt. Die
Integralformel von Cauchy besagt, dass
1

f2) = — S (3.18)

271 |w|=r

Es gilt fiir alle w mit |w| =r

1 1 1 1 o= /2\k
vz w )
also
1 fw) = 72 \k
- A7 Z) dw. 1
f(2) 27Ti/w=r " kz:%(“) w (3.19)
Fiir g : 0B(0,r) — C,
_fw) 2Nk
g (w) = w (w) ’
e 1l 2
z
gkl € 7—2¢", ¢="<1.
T T

Nach dem Weierstra3-Kriterium fiir Funktionenreihen sind die Partialsummen s,, = ZZZO Jk
gleichméfig gegen eine stetige Funktion konvergent, und wir kénnen die Summe mit dem
Integral vertauschen. Es folgt

LS )y L[ f(w)
f(z)_Z_mkz:%/wer(E) d’w—kz:%%/w:T W dwzk

SchlieBlich folgt (3.17)) aus (3.16), da f*)(a) = klcy.

Der Fall eines allgemeinen a wird durch Translation auf den obigen Fall zuriickgefiihrt,
indem wir wieder f(z) = f(z — a) betrachten. O
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Folgerung 3.6 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Dann st f in jedem Punkt
z € U beliebig oft differenzierbar.

Beweis: Nach Satz 148t sich f in einer (hinreichend kleinen) Umgebung jedes Punktes
z € U in eine Potenzreihe entwickeln. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzkreises
beliebig oft differenzierbar, wie aus Satz [L.5] folgt. O

Satz (3.5) mitsamt dessen Folgerung markieren den wesentlichen Unterschied zwischen
Differenzierbarkeit im Komplexen (= Holomorphie) und Differenzierbarkeit im Reellen. Im
Reellen gibt es zu jedem n € N Funktionen, die n-mal, aber nicht n+ 1-mal differenzierbar
sind, sowie Funktionen, die zwar beliebig oft differenzierbar sind, deren Taylorreihe aber
nicht gegen die Funktion konvergiert. Im Komplexen ist jede differenzierbare Funktion
lokal als Potenzreihe darstellbar.

Folgerung 3.7 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei K(a,r) C U mit a € U,
r > 0. Dann gilt fir die Koeffizienten ci der Potenzreihenentwicklung von f um a
die Abschdtzung
M(r
el < 0 pr) = max [7(2). (320)

|z—al|=r

Beweis: Nach Satz [3.5] gilt

LI ) Ly MO )
27 | JoB(ay) (W — a)k ! 27 rk+l rk

k| =

Folgerung 3.8 (Satz von Liouville)
Sei f : C — C holomorph. Ist f auf C beschrinkt, so ist f konstant. (“Jede ganze
beschrinkte Funktion ist konstant.”)

Beweis: Mit || f||.. = sup,cc|f(2)| folgt aus Folgerung 3.7, angewandt mit a = 0, dass
fiir die Potenzreihendarstellung

k=0
gilt, dass
1/l
k| < Tk
fir alle £ und alle r > 0, also ist ¢ = 0 fiir alle £ > 1 und damit f(z) = ¢, konstant in
allen K (a,r) und damit in ganz C. O

Umgekehrt bedeutet der Satz von Liouville, dass jede nichtkonstante Funktion f : C — C,
welche auf ganz C holomorph ist, unbeschrinkt sein muss.

Satz 3.9 (Satz von Morera)
Set U C C offen, f: U — C stetig, es gelte

f(z2)dz=0 (3.21)
oA
fiir alle Dreiecke A mit A C U. Dann ist f holomorph in U.
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Beweis: Sei z € U beliebig. Wihle r» > 0 mit B(z,r) C U. Nach Satz hat f eine
Stammfunktion F' in B(z,7). F' ist holomorph und nach Folgerung zweimal differen-
zierbar in B(z,7), also ist f = F’ differenzierbar in z. Da z beliebig war, ist f holomorph
inU. O

Zusammengenommen folgt aus dem Integralsatz von Cauchy und dem Satz von Morera,
dass in einem Sterngebiet die Holomorphie von f &dquivalent ist zum Verschwinden aller
Integrale iiber geschlossene Wege.

Kompakte Konvergenz. Gilt f,, — f gleichméBig fiir eine Folge ( f,,)nen stetiger Funk-
tionen, so ist f ebenfalls stetig. Im Reellen ist es aber durchaus moglich, dass f nicht
differenzierbar ist, obwohl alle f,, differenzierbar sind. Das ist im Komplexen anders.

Definition 3.10 (Kompakte Konvergenz)

Sei U C C offen, sei (fn)nen eine Folge von Funktionen f, : U — C. Wir sagen, dass f,
gegen ein f : U — C kompakt konvergiert, falls fir jede kompakte Teilmenge K C U
die Finschrinkungen f,|K gleichmdfig gegen f|K konvergieren.

Lemma 3.11 Sei U C C offen, sei (fn)nen eine Folge von stetigen Funktionen f, : U —
C, welche kompakt gegen eine Funktion f : U — C konvergiert. Dann ist f stetig auf U,
und

n—oo
~

/f(z) dz= lim [ f.(z)dz (3.22)
vy

fiir jeden Weg ~ : [a,b] — U.

Beweis: Ist ¢ € U und K(c,r) C U, so gilt f, — f gleichméafig in K(c,r). Also ist f

stetig auf K(c,r) und damit insbesondere im Punkt c. Ist v ein ganz in U verlaufender
Weg, so folgt aus der Standardabschiitzung (Lemma

| [z = [ @] =] [ 160 fu@ 2] <261 = il =0
8! v 8!
fiir n — oo, da y([a, b]) kompakt ist. 0
Satz 3.12 Sei U C C offen, sei (fn)nen eine Folge von holomorphen Funktionen f, :
U — C, welche kompakt gegen f : U — C konvergiert. Dann ist f holomorph in U, und

die Folge (f!)nen der Ableitungen von f,, konvergiert kompakt gegen f'.

Beweis: Sei A ein beliebiges Dreieck mit A C U. Aus dem Integralsatz von Cauchy,
angewendet auf eine offene konvexe Umgebung von A, folgt

fn(2)dz=0
oA
fiir alle n € N. Aus Lemma folgt, dass f stetig ist und

f(z)dz = lim fo(2)dz=0.
oA
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Aus dem Satz von Morera (Satz folgt, dass f holomorph ist in U. Sei nun K C U
kompakt. Es geniigt zu zeigen, dass es zu jedem ¢ € K eine kompakte Kreisscheibe mit
Mittelpunkt ¢ gibt, auf der f/ gleichméfig gegen f’ konvergiert; K wird ndmlich von
endlich vielen solcher Kreisscheiben iiberdeckt. Sei e > 0 so, dass ¢ € K(c,2¢) C U, sei
z € K(c,e). Wir wenden auf die holomorphe Funktion f — f,, den Entwicklungssatz von
Cauchy und Taylor (Satz an mit a = z und k = 1. Es ergibt sich

T 2mi

! / 1 f(’LU) — fn(w)
fi(z) = fi(z) = / " dw
( ) ( ) 0K (z,e) (w - 2)2
Aus der Standardabschitzung (Lemma [2.3)) folgt

1 1
1) = () < 5-2me - SIF = fulle

wobei wir die Supremumsnorm iiber die kompakte Menge K (c,2¢) bilden. Da die rechte
Seite nicht von z € K (c,¢) abhéngt und f,, kompakt gegen f konvergiert, folgt

sup [ f(2) = fu(2)| = 0

z€K(ce)

fiir n — oo, was zu beweisen war. O

Beispiel 3.13 (Holomorphie der Zetafunktion)
Wie wir am Ende von Kapitel 1 gesehen haben, ist die Riemannsche Zetafunktion

((s) = = (3.23)

ns
n=1

in der offenen Halbebene U = {s: s € C, Res > 1} wohldefiniert. Die Partialsummen
ANy}
fn(s) = ; o

sind in U holomorph. In der abgeschlossenen Halbebene U, = {s: s € C, Res > a} mit
a > 1 gilt

1 1 1
€)= @) = || < S <> 50 fir N oo
n>N n>N N

n>

Also konvergiert fy auf jedem solchen U, gleichméfig gegen (. Da jede kompakte Teilmen-
ge von U in einem geeigneten U, enthalten ist, folgt aus Satz [3.12] dass die Zetafunktion
holomorph ist auf U.

Holomorphe Abhingigkeit von Parametern. Wir betrachten Funktionen der Form

f(z) = / 9(=,0) dC.

~
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Satz 3.14 Seien U C C offen, vy : I — C ein Weg, g : Ux~y(I) — C stetig, sei z — g(z,()
eine holomorphe Funktion fiir jedes z € U. Dann ist die durch

f(2) —/Q(Z’C) dg . (3.24)
v
definierte Funktion f : U — C holomorph.

Beweis: Es ist

1) = [ gt ae

1

Nach einem Satz aus der Analysis 2 ist f stetig. Sei nun A ein beliebiges Dreieck mit
A CU. Es gilt

aAf dz—/M/ d(dz_//aA ()dzd¢ =0

nach dem Integrallemma, da g holomorph ist in z. Nach dem Satz von Morera ist f
holomorph. Dass die Integrale vertauscht werden konnen, folgt aus dem Satz von Fubini,
angewandt auf die rechte Seite von

/M/ dgdz_// VW (8) dt - 5'(s) ds

wobei ¢ : J — C eine Parametrisierung von 0A ist. O

Ist auBerdem 0, ¢ stetig auf U x v(I), so kénnen wir die Ableitung von f durch Differen-
zieren unter dem Integral berechnen,

£ = [ ougz.0 e (3.25)

Der Beweis verlauft genauso wie der des entsprechenden Satzes im Reellen aus Analysis
2.

Beispiel 3.15 (Laplace-Transformation)
Die Laplace-Transformation £ ordnet einer Funktion f : [0,00) — C ihre Laplace-
Transformierte L£f zu. Sie ist definiert durch

(Lf)(s) = /0 T et dt (3.26)

Das Argument s ist eine komplexe Zahl (auch hier ist “s” statt “z” {iblich). Wir fragen
uns, ob und in welchem Definitionsbereich die Funktion £f holomorph ist, und welche
Voraussetzungen an f dafiir geeignet sind.

Zunachst betrachten wir die Funktion

9gr(s) = /OR e *'f(t)dt, R>0. (3.27)
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Gemaf Satz|3.14]ist gg holomorph auf C. Wir nehmen nun an, dass
|f(t)] < Ce®, fiir alle t > 0, (3.28)
gilt mit geeigneten Konstanten o € R und C' > 0. Fiir solche f gilt
e f (1)) = [N M f ()] < Celehe.

Sei nun s € C, Res > a+¢, € > 0. Dann gilt

‘ / et f (1) dt‘ < / le st f (1) dt < C / elaRes)t gy
R R R (3.29)
C e

_ Res—a)R <
Res —« €

Daraus folgt erstens (setze R = 0), dass (Lf)(s) fiir solche s wohldefiniert ist, und zwei-
tens, dass das Integral auf der linken Seite fiir R — oo auf der abgeschlossenen Halbebene
{s : Res > a + ¢} gleichméBig gegen 0 konvergiert, und zwar fiir jedes ¢ > 0. Daraus
ergibt sich, dass gr auf der offenen Halbebene U, = {s : Res > a} kompakt gegen Lf
konvergiert. Also ist £f holomorph, gemif Satz [3.12] O
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4 Isolierte Singularititen, Laurentreihen

Isolierte Singularititen. Wir beginnen mit einer Notation. Sind @ € C und r > 0, so
heiflen

B*(a,r) = B(a,r)\{a}, K*(a,r)=K(a,r)\ {a} (4.1)
die punktierte offene bzw. die punktierte abgeschlossene Kreisscheibe um a mit
Radius 7. O

Definition 4.1 (Isolierte Singularitiit)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph. Ist a € C mit a ¢ U, aber B*(a,r) C U fir ein
r > 0, so heifit a eine isolierte Singularitdit von f. O

Ein solches a ist ein isolierter Punkt des Komplements C \ U. (Eigentlich miisste man
sagen “eine isolierte Singularitat fiir den Definitionsbereich U von f”.) Er repriisentiert
ein Loch im Definitionsgebiet von f

Wir interessieren uns fiir das Verhalten einer holomorphen Funktion in der N&he eines
solchen Punktes. Als erstes bemerken wir, dass in der Situation von Definition die
Menge U U {a} ebenfalls offen ist.

Satz 4.2 (Hebbarkeitssatz von Riemann, hebbare Singularitéit)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist holomorph auf UU{a} fortsetzbar (das heifst, es gibt eine holomorphe Funktion
f:UU{a} — C mit flU = f).

(ii) f ist stetig auf U U {a} fortsetzbar.
(111) Es gibt ein v > 0, so dass f auf B*(a,r) beschrdnkt ist.

(iv) Es gilt
lim(z —a)f(z) =0. (4.2)

z#a

In diesem Fall heifst a eine hebbare Singularitdt von f.
Beweis: Die Implikationen “(i)=-(ii)=-(iii)=-(iv)” sind offensichtlich. Wir zeigen die Im-

plikation “(iv)=-(i)”. Seien g,h : U U {a} — C definiert durch

0, z=a,

g(z)_{(z_a)f(z)7 Z#aa



fir 2 # a ist h differenzierbar in a, also holomorph in U U {a}. Also hat h in einer
hinreichend kleinen Umgebung B(a, d) von a eine Potenzreihenentwicklung der Form (da

h(a) =0, h'(a) = g(a) = 0)

h(z) = Z cr(z —a)’ = (2 — a)? Z Crpa(z —a).

Da auBerdem gilt h(z) = (2 — a)?f(2) fiir 2z # a, folgt fiir alle 2 € B*(a, 9)
F(2) =3 cusale — )
k=0

Die durch f|U = f und f(a) = ¢, definierte Funktion ist also die gesuchte holomorphe
Fortsetzung von f auf U U {a}. O

Definition 4.3 (Grenzwerte mit “co”)
(i) Sei (z,) Folge in C. Wir sagen, dass z, — oo, falls |z,| — oo in R.
(ii) Sei f : U — C, a € U. Wir sagen, dass
lim f(z) = oo,
falls f(z,) — oo fiir jede Folge (z,) in U mit z, — a.
(111) Seien f: U — C, U unbeschrinkt, c € C'U{oo}. Wir sagen, dass
lim f(z) =c,

Z2—r00

falls f(zn) — ¢ fiir jede Folge (z,) in U mit z, — oc.

Definition 4.4 (Pol, wesentliche Singularitiit)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f, welche
nicht hebbar ist. a heifst ein Pol von f, falls es ein m € N gibt, so dass a eine hebbare
Singularitdt der durch

9(z) = (z —a)" f(2)
definierten holomorphen Funktion ist. Die kleinste Zahl m mit dieser Figenschaft heifst

die Ordnung des Pols a von f. Ist a kein Pol von f, so heifit a eine wesentliche
Singularitdt von f. O

Die Funktion 1

f(z) = m
hat in a einen Pol der Ordnung m. Die Funktion

1 X 2k
f(z) = exp (;) _ZF

k=0

hat in 0 eine wesentliche Singularitét nach Satz [4.2] da z™f(z) fiir alle m € N in jeder
Umgebung von 0 unbeschrénkt ist.
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Lemma 4.5 Se: U C C offen, f: U — C holomorph, sei a ein Pol der Ordnung m von
f. Dann gilt
lim f(z) = o0. (4.3)
zZ—a
Beweis: Die durch g(z) = (z — )™ f(z) definierte Funktion ist nach Satz holomorph
fortsetzbar auf U U {a}. Wir behaupten, dass g(a) # 0. Andernfalls wiirde gelten, dass

(Z—a)m_lf(z) — g(z) _ g(z) —g(a)

Z—aQ Z—aQ

—¢'(a) fir z—a,

was wegen Satz [1.2)(ii) ein Widerspruch zur Minimalitdt von m ist. Fiir z, — a gilt also
lg(zn)| — |g(a)| # 0 und weiter

_ lgG)l
‘f(zn)| - |Z—CL|m — 0.
O

Wir werden spéter im Satz von Casorati-Weierstrafl sehen, dass (4.3) nicht gilt, wenn a
eine wesentliche Singularitédt von f ist.

Laurentreihen. Ist a eine hebbare (d.h. keine “echte”) Singularitéit einer holomorphen
Funktion f : U — C, so hat f gemafl dem Hebbarkeitssatz eine Potenzreihenentwicklung
f(z) =) ez —a)
k=0

in der Néhe von a. Ist a eine nicht hebbare Singularitét, so 148t sich, wie wir im Folgenden
sehen werden, f in der Ndhe von a darstellen durch eine Reihe der Form

f(z) = ch(z —a)f + i cx(z —a)r. (4.4)

k=-1

Eine solche Reihe heifit Laurentreihe. Die Reihe

—00

Z cr(z — a)”
k=—1

heifit der Hauptteil, die Reihe
Z cr(z — a)”
k=0

heifit der Nebenteil der Laurentreihe (4.4]). Zur Herleitung dieser Darstellung sind Vor-
bereitungen erforderlich.

Lemma 4.6 Se: U C C offen, f: U — C holomorph, sei a € C, sei der Kreisring
A={z:2zeC,r<|z—a| <R}, 0<r<R, (4.5)

eine Teilmenge von U. Dann gilt

/Z—a:r % dz= /IZ—zzI:R Zf(_Z)a dz. (4.6)
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Beweis: Wir definieren fiir s € [r, R]

/ UC dz, vs={z:|z—a|]=s}.

Dann gilt }
T fla+ se)
0 a+set—a

/ F(a+ seie' dt = /f

da 7, geschlossen ist und f’ in U eine Stammfunktion (ndmlich f) besitzt. Also ist J
konstant in [r, R] und damit J(r) = J(R). O

J(s) = ise' dt = /%fm+seﬁw

also

Folgerung 4.7 (Satz von Cauchy fiir Kreisringe)
Unter den Voraussetzungen von Lemmal[{.6 gilt auferdem

/|z w\:rf(z) dz = /| i f(z)dz. (4.7)

Beweis: Wir wenden Lemma [4.6] an auf die durch

9(z) = (z = a)f(2)

definierte holomorphe Funktion g : U — C. O
Satz 4.8 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, sei a € C, sei der Kreisring
A={z:2eC,r<|z—a| <R}, 0<r<R

eine Teilmenge von U. Dann gilt fir alle z mitr < |z —a|] < R

f2)=f"(2) + f(2) (4.8)
mait
FHz) = % /|w—a|R j; (i”l dw, f(z) = —% o j @Z dw.  (4.9)

Die Funktionen f*:C\ dB(a,R) — C und f~ : C\ 0B(a,r) = C sind holomorph, und
es gilt
lim f(z) = lim f~(2) =0, (4.10)

Z—00 Z—00

Beweis: Sei z mit r < |z — a| < R fest gegeben. Wir definieren g : U — C durch

g(w) = {f,(z>’ o (4.11)
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Die Funktion g|V mit V' = U \ {z} ist holomorph und hat eine isolierte Singularitit in z.
Aus dem Hebbarkeitssatz folgt, dass g in U holomorph ist. Schreiben wir ~, und g
fiir die Kreiswege |w — a| = r bzw. |w — a| = R, so folgt aus Satz

L () dv = / g (1.12)

Einsetzen der Definition von ¢ ergibt

/% i(iuldw_f(z)/%wl—zdw:/m£<fldw_f(z)LRwizdw' (4.13)

Aus Satz [3.2] folgt

w—z

1
/ dw =0, (4.14)
Yr

da 7, ganz in B(a, |z — al) verlauft und der Integrand dort holomorph ist. Aus der Inte-
gralformel von Cauchy [3.3] angewendet fiir f = 1, folgt

1 1

211 v W— 2

Die Formel (4.8]) folgt nun aus (4.13)) — (4.15]). Nach Satz zur holomorphen Abhéngig-

keit von Parametern sind f* und f~ holomorph. Es gilt weiter mit der Standardabschitzung
fiir Wegintegrale

dw=1. (4.15)

1
1FT(2)| < 27R| fllconp - , mp= sup |w|, firalle|z| > mpg,
2| —mg |lw—a|=R
analog fiir f~. Daraus folgt (4.10). 0

Satz 4.9 (Existenz der Laurententwicklung)
Ser U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B*(a,6) C U. Dann gilt fir alle z € B*(a, )

f(2) :ch(z—a)k+ _Z cr(z —a)*, (4.16)

k=—1

wobet

1 f(w)
Ck /8 ————dw (4.17)

B 2_7'('2 B(a,r) (w - a)k+1 ’

und r € (0,0) beliebig ist. Die Reihe heifit die Laurentreihe von f in a.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zu dem des Entwicklungssatzes von Cauchy und
Taylor (Satz [3.5). Wir bemerken zunéchst, dass wegen Satz die rechte Seite in
nicht von der Wahl von r abhéngt. Sei nun z € B*(a,d) fest gegeben. Wir wihlen r, R
mit

O<r<l|z—a/<R<§.

27



Fiir die Kreise v, = 0B(a,r) und vz = 0B(a, R) gilt nach Satz

F) = FH:) + 27”/ I - [y

Auf g gilt wegen |z —a| < R = |w — a| und

dass
1 f(w) =1 /  fw)
() = — = — dw- (2 —a)*
77z 2mi /WR w — z kZ—O 2mi (w — a)k+t w-(z—a)
< | (4.19)
_ f(w k
_Zg_m/ (w— a)kﬂdw'(z_a) )
k=0
letzteres wegen Satz [1.7} Auf v, gilt wegen |z —a| > r = |w — q
1 1 1 1 o (w—a)"
i—w z—a 1-—%=e z—az<z—a> ’
z—a k=0
dass
- 1 f(w) 1 k 1
- dw = _ — d
/) 2m/ s %2#2 [/r(w a)"f(w) dw (z — a)k+1
«— ! f(w) k
= d 4.20
Z omi ), (w— a)kt! w-(z—a) (4.20)
k=—1 v
Setzen wir (4.19) und (4.20) in (4.18) ein, so ergibt sich die Behauptung. O

Satz 4.10 (Eindeutigkeit der Laurententwicklung)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mait
B*(a,0) C U. Sind g : B(a,d) — C und h : C\ {a} — C holomorphe Funktionen mit
f=g+hundlim, ,, h(z) =0, so gilt

9=) =) =) alz—a), (4.21)
k=0
hz)=f"(z) = i cr(z —a)", (4.22)

mit den Koeffizienten ci aus und den Funktionen f+ und f~ aus Satz .
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Beweis: Auf B*(a,d) gilt f = g+ h = f* + f~ nach Voraussetzung und nach Satz 4.9
und damit auch g — f* = f~ — h. Durch

) — 9(2) = fT(2), 0<z] <0,
" {f_(z)—h@)a 0< |2,

wird also eine holomorphe Funktion £ : C — C definiert mit

lim k(z) =0 (4.23)

Z—00

nach Voraussetzung und geméfl Satz Wegen (4.23)) ist k& beschriankt auf C und daher
konstant nach dem Satz von Liouville. Wiederum wegen (4.23)) ist diese Konstante gleich
Null. O

Folgerung 4.11 Unter den Voraussetzungen von Satz[{.9 gilt fiir die Laurentreihe von
fna:

(i) Die Singularitit a ist hebbar genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null ist, also
¢ = 0 fiir alle k < 0.

(i1) Die Singularitdt a ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn ¢, = 0 fir alle
k< —m undc_,, # 0.

(111) Die Singularitit a ist wesentlich genau dann, wenn es unendlich viele k < 0 gibt
mit ¢ # 0.

Beweis: Hat g(z) = (z — a)" f(z) eine hebbare Singularitét fiir ein m € NU {0}, so ist g
holomorph fortsetzbar auf B(a,d) und nach dem Eindeutigkeitssatz der Hauptteil von g
gleich Null. O

Wir untersuchen die Frage der gleichméfligen Konvergenz der Laurententwicklung. Wir
betrachten eine Laurentreihe der Form

—0o0

Z cr(z —a)” (4.24)

k=—1

mit a € C, ¢, € C fiir alle k£ < 0.

Lemma 4.12 Die Laurentreihe sei konvergent in B*(a,d) fir ein § > 0. Dann
wird durch

—00

f(z) = Z cr(z —a)” (4.25)

k=-1

eine auf C\ {a} holomorphe Funktion definiert. Fir jedes r > 0 konvergieren die Parti-
alsummen

—n

Sn(2) = Z cr(z —a)k (4.26)

k=-—1

gleichmdafig gegen f auf {z: |z —a| > r}.
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Beweis: Es ist i

|z —al<d <
|2 —al

>

)

|

also konvergiert die Potenzreihe
> el (4.27)
k=1

in {¢: [¢| > 3} und damit in ganz C. Die Konvergenz der Partialsummen fiir (4.27) ist
gleichméBig auf allen kompakten Kreisscheiben

1
: < -
SEES
wie wir bereits aus der Analysis 2 wissen. Hieraus folgen alle Behauptungen. O

Satz 4.13 (Laurententwicklung, gleichmiflige Konvergenz)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mait
B*(a,0) C U. Dann konvergieren die Partialsummen

n -n

sn(2) = Z crn(z —a)k + Z cr(z —a)F (4.28)

k=0 k=-1

der Laurentreihe von f in a gleichmdfig gegen f auf jedem Kreisring {z : r < |z—a| < R}
mit 0 <r < R <.

Beweis: Folgt fiir den Hauptteil aus Lemma und fiir den Nebenteil aus dem bekann-
ten Resultat fiir Potenzreihen. O
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5 Der Residuensatz

Definition 5.1 (Wegzusammenhang)

FEin metrischer Raum (X, d) heifft wegzusammenhdngend, falls es fir alle x,y € X einen
Weg r von x nach y gibt, das heifit, eine stetige Funktion r : [0,1] — X mit r(0) = z,
r(l) =y. O

Jede sternformige Teilmenge von C ist wegzusammenhéngend. Jede wegzusammenhéngen-
de Teilmenge von R ist ein Intervall.

Satz 5.2 Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Raume, sei f : X — Y stetig und surjektiv.
Ist X wegzusammenhdngend, so ist auch Y wegzusammenhdngend.

Beweis: Seien 41,y € Y. Wir wihlen 1,29 € X mit f(z;) = y;. Sei r : [0,1] — X ein
Weg von 7 nach z,. Dann ist for:[0,1] = Y ein Weg von y; nach ys. O

Sei f : [a,b] — R stetig. Wenden wir Satz an mit X = [a,b], Y = f([a,b]), so
ergibt sich, dass f([a,b]) ebenfalls ein Intervall ist. Satz verallgemeinert also den
Zwischenwertsatz aus Analysis 1.

Lemma 5.3 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann wird durch
T~y & es gibt einen Weg von x nach y (5.1)

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Die zugehorigen Aquivalenzklassen heiflen Weg-
komponenten von X.

Beweis: Ist 7 : [0,1] — X ein Weg von x nach y, so definiert 7#(¢) = r(1 — t) einen Weg
von y nach z. Sind r,7 : [0, 1] — X Wege von z nach y beziehungsweise von y nach z, so
ist 7:[0,1] = X,

(S N

IA A
~ ~~
IA A

il
—~
N~—

I
—_——
<
~—~
[\
~
N~—
o= O

ein Weg von x nach z. O

Ein metrischer Raum (X, d) ist also wegzusammenhéngend genau dann, wenn X nur eine
Wegkomponente besitzt (ndmlich X selbst).

Definition 5.4 (Windungszahl)
Sei 7y : a,b] — C ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg, sei z € C,
z & v([a,b]). Wir definieren die Windungszahl von ~y um z durch

v(v,2) L/ ! dw . (5.2)

271 w—z
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Fir v = 0B(z,r) gilt

v(v,z)=1. (5.3)
Sind 71, 72 zwei geschlossene Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt, und bezeichnet
~ die Verkettung von 7, und =, (das heifit, wir durchlaufen nacheinander +; und ~s), so
gilt

V(%Z)—L(/M L dw+ de):y(%,z)ﬂ(%,z). (5.4)

271 w—z by W — Z

Satz 5.5 Sei~y : [a,b] — C ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg, sei
U=C\~([a,b]). Dann gilt:

(i) v(v,z) € Z fir alle z € U.
(i1) Auf den Wegkomponenten von U ist v konstant.
(iii) Es gilt v(7y,z) =0 fir alle z € U mit |z] > ||v]| -

Beweis: (i): Sei z € U. Wir definieren f : [a,b] — C und F': [a,b] — C durch

p)= [ ds P = 0 - ) exa(-£(0).

Dann ist F' stetig und stiickweise stetig differenzierbar, und
V(1)
Y(t) — 2

in allen Punkten ¢ € (a,b), in denen 7 differenzierbar ist. Also ist F' konstant auf [a, b].
Es folgt (da F # 0)

F'(t) = +'(t) exp(—f(t)) = (7(t) — 2) exp(—f(t)) =0

)_ exXpl— — a = eX — bﬁ S
P = 202 ol (700) - fla) =0 (- [T as) -

also gibt es k € Z mit

1
—/ dw = 2mik .
LW =z
Damit ist (i) bewiesen.
(ii): U ist offen, da 7([a, b]) kompakt ist. Die durch
L [" 20)
1) — _ — d
) = vns) = 5 [ s

definierte Funktion 7 : U — R ist stetig. Ist W eine Wegkomponente von U, so ist v(W)
wegzusammenhéngend nach Satz[5.2] Da #(W) C Z nach (i), ist (W) einelementig.
(iii): Fiir |2 > [lv[lo gilt [v(£) = 2[ = [2] = [¥(#)] = [2] = [|7]l, also

1 1 1
L(y)———
( >!z|—|!7!|oo

1
v(v,2) < —L sup ———— < —
(2l < 52 L0 s e < o
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Wegen (i) folgt v(7, z) = 0 falls |z| hinreichend gro$ ist, und da

{z:2€C I > Ill.)
eine wegzusammenhéngende Teilmenge von U ist, folgt (iii) aus (ii). O
Sei nun f : B¥(z,0) — C eine holomorphe Funktion mit der Laurententwicklung

Fw) =>cp(w—2)" + _Z cu(w — 2)* . (5.6)

k=-—1

Satz 5.6 Sei z € C, § > 0, sei v : [a,b] — B*(2,0) ein geschlossener, stickweise stetig
differenzierbarer Weg. Dann gilt fiir jede holomorphe Funktion f : B*(z,0) — C der Form

-9

/f(w) dw = 2mic_1v(7, z) . (5.7)
gl
Beweis: Fiir k£ # —1 hat p(w) = (w — 2)* eine Stammfunktion in C\ {z}, ndmlich
alw) = (0 = 2)**!
k+1 ’

also gilt

/(w—z)kdw:O, k#—1. (5.8)

gl

Nach Definition der Windungszahl gilt

/ ! dw = 2miv(7, z). (5.9)

w—z
Da 7([a, b]) in einer kompakten Kreisscheibe um z enthalten ist, folgt aus Satz

fydo= [ 3 etw—do= 3" e [ do=c [(w-2"dw
[rwa= | / /

7 k=—o00 k=—o00

= c_12miv(y,z).

Definition 5.7 (Residuum)
Seiz€ C, >0, sei f: B(z,0) = C holomorph. Wir definieren das Residuum von f in
z durch

Res(f,z) =c_1, (5.10)

wobei c_y der erste Koeffizient des Hauptteils der Laurentreihe von f in z ist.

Lemma 5.8 Seiz € C, § > 0, sei f: B¥(z,0) — C holomorph.
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(i) Fiir alle r € (0,6) gilt
1
Res (f, z) —/ f(w) dw (5.11)
0B(z,r)

- 21

(i1) Ist aufSerdem g : B*(z,0) — C holomorph, so gilt
Res (A f + pg, z) = ARes (f, z) + uRes (g, 2) (5.12)
fiir alle A\, u € C.

(i1i) Ist z eine hebbare Singularitat von f, so gilt

Res(f,z)=0. (5.13)

Beweis: (i): Folgt unmittelbar aus Satz [5.6{ und ([5.3)).
(ii): Folgt direkt aus (i).
(iii): Folgt mit (i) aus dem Integralsatz von Cauchy. O

Satz 5.9 (Residuensatz)
Sei U C C offen und sternférmig, sei v : [a,b] — U ein geschlossener, stickweise stetig

differenzierbarer Weg. Sei S eine endliche Teilmenge von U mit S N ~([a,b]) = 0, sei
f:U\ S — C holomorph. Dann gilt

/f(w) dw = 2mi Z Res (f, z)v(y, 2) . (5.14)

z€eS

Beweis: Sei fiir jedes z € S

fofwy = B2 5™ (5.15)

w—z
k=-2

der Hauptteil der Laurentreihe von f in z. Nach Lemma wird hierdurch eine holo-
morphe Funktion f, : C\ {z} — C definiert. Wir definieren g : U \ S — C durch

g(w) = flw) =Y fuw). (5.16)

Jedes z € S ist eine isolierte Singularitdt von g, da fiir ( € S mit ( # 2z die Funktion
f¢ holomorph ist in einer Umgebung von z. Weiter ist fiir 2 € S der Hauptteil der Lau-
rentreihe von ¢ in z gleich Null, da f, nach Konstruktion in z denselben Hauptteil wie
f hat. Also sind alle z € S hebbare Singularitdten von g. Wir kénnen g daher zu einer
holomorphen Funktion g : U — C fortsetzen (Satz . Aus dem Integralsatz von Cauchy
folgt (U ist sternformig)

L g(w) dw = / §(w) dw =0, (5.17)

also nach Satz

5.6l
/f(w) dw = Z fa(w) dw = Z 2miRes (f., 2)v(v, 2) . (5.18)

zes v 2€S

Da Res (f,,z) = Res(f, z) nach Konstruktion von f,, folgt die Behauptung. O
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Lemma 5.10 Sei f : B*(a,0) — C holomorph, sei a ein einfacher Pol ( = Pol erster
Ordnung) von f. Dann gilt

Res (f,a) = lim(z —a)f(2). (5.19)
z—a
Beweis: Es ist .
f(z) = —~ +p(z), p holomorph.
zZ—a
O

Lemma 5.11 Seien g,h : B(a,d) — C holomorph, es gelte g(a) # 0, h(a) = 0, h'(a) # 0.
Dann hat die durch

_9(®)
f(z) = ) (5.20)

definierte Funktion einen einfachen Pol in a, und es gilt

Res (f,a) = 9(a) : (5.21)

Beweis: Es gilt

lim hz) =N (a),
z—a 2 — (a
also ) (@)
, . g(z gla
e — a2 =IN5G = W

Also ist a hebbare Singularitit von z — (z — a) f(2) und damit einfacher Pol von f. Die

Behauptung folgt aus Lemma [5.10] O
Beispiele: Wir betrachten
1
= —F. 5.22
h(z) = 1+ 2% hat einfache Nullstellen in z = i, es folgt
, 1
Res (f, i) = j:?. (5.23)
i
Wir betrachten )
z
SR—— 24
f) = 1o (5:24
h(z) =1+ z* hat vier einfache Nullstellen, némlich
a = exp (WZZ) Jia,—a, —ia. (5.25)
Es ist
2 1 1 ' 1 37
Res (f,a) = % =L = 1% (—%) ,  Res(f,ia) = 7 XP (—%) : (5.26)
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und analog fiir die anderen beiden Pole.

Wir wollen den Residuensatz verwenden, um uneigentliche Integrale der Form

/_OO f(z)dx (5.27)

Satz 5.12 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR =0, sei f : C\ S — C
holomorph, es gelte [ |f(z)|dz < oo sowie

zu berechnen.

lim zf(z) =0. (5.28)

Z—00
Dann gilt

/OO f(z)dx = 2mi Z Res (f,a). (5.29)

o0 a€sS
Im a>0

Beweis: Wir betrachten die durch [—r, 7] und den Halbkreis
Iro: [07 ﬂ-] - (Cv ’YT(t> = reit )

definierten Weg I', und wéhlen r so grol, dass alle a € S mit Ima > 0 im Innern von T’
liegen. Fiir a € S gilt (Ubung)

1, I >0
W(Tya) = , Ima ,
0, Ima<0.

Aus dem Residuensatz folgt

/f dx+/f )dz= | f(z)dz=2mi Y Res(f,a).
r,

a€s
Im a>0

Es gilt weiter

z)dz / |f(re’ !|7“26’t]dt<7rsup |zf(z)| = 0, fallsr — oo
nach Voraussetzung (5.28)). Hieraus folgt die Behauptung. O

Folgerung 5.13 Seien p,q Polynome in C mit deg(q) > deg(p) + 2, q habe keine reellen
Nullstellen, sei

flz) =22 (5.30)

Dann gilt

/_OO f(z)dx = 2mi Z Res (f,a). (5.31)

0 a€sS
Im a>0
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Beweis: [ erfiillt alle Voraussetzungen von Satz [5.12] O

Beispiele: Fiir

gilt S = {i,—i} und

s d 2mi Res (f,i) = 2 -
x=2miRes(f,i) =2mi— = 7.
1+ 22 ’

. 2

Fir

gilt S = {a,ia,—a, —ia} (siche (5.25))) und

/_Oo 1 _T_ o dx = 2mi(Res (f,a) + Res (f,ia)) = Qmi (exp (_%) +exp (_%))
= 27TZ%(—\/§@')

-5

Der Residuensatz eignet sich auch zur Berechnung der Fouriertransformation gewisser
Funktionen.

Satz 5.14 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR = (), sei g : C\ S — C
holomorph, es gelte
lim g(z) =0. (5.32)

Z—00

Dann gilt fiir f(z) = g(2)e'*, E € R, £ # 0,

/OO g(x)e™ dr = /OO f(z)dx =2mi Z Res(f,a), €>0, (5.33)

[ee] a€sS
Im a>0
/ g(x)e™ dr = / f(z)de = —2mi Z Res(f,a), &£<0. (5.34)
—o0 —00 a€s
Im a<0

Hierbei ist das uneigentliche Integral definiert als

S5—00

00 0 s
/ f(z)dr = lim / f(z)dr + lim [ f(x)dzx. (5.35)
—00 o0 J 0
(Es wird weder behauptet noch vorausgesetzt, dass [°°_|f(z)|dz < 0.)

Beweis: Sei zunéchst £ > 0. Fiir r, s > 0 betrachten wir das Quadrat ), s C C mit den
Ecken (—r,0), (s,0), (s,r+s) und (—r,r 4+ s) und den Seiten 7, ...,7s (beginnend mit
(—r,0), in der beschriebenen Reihenfolge). Seien 7, s so groB, dass alle a € S mit Ima > 0
in @, s liegen. Dann folgt aus dem Residuensatz

a€S
Im a>0

s 3
f(z)dz:/ f(x)d:v—i—z f(2)dz = 2mi Z Res(f,a) =:¢, &>0. (5.36)
0Qr,s -r =17
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Fiir z € C gilt
eizf — ei{Re ze—glm z

7 ‘6Z2£‘ — e—flm z

Es gilt

- ‘— / gt +i(r+ s))ee 9 4t

T

< (r+s)e” 9 sup |g(t+i(r+s))|, (5.37)

te[—r,s]

Weiter gilt

) r+s ) 1
/ g(2)ei% dz| = / os + it)eiste i dt’ < I1— e %) up |g(s+ b))
el 0 5 te[0,r+s]
1
< - sup |g(s+it))l, (5.38)
f te[0,r+s]
Ebenso beweist man
A 1
/ g(2)e*dz| < = sup |g(—r+it)]. (5.39)
Y3 f tE[O,T'+S]

Sei € > 0. Wegen ([5.37)) — ((5.39) gibt es ein M > 0, so dass

i /Y PSR

J=1

‘/_if(x)dx—c
‘/_if(a:)da:—/_:f(x)da:

fiir alle r, s, p, 0 > M, und damit auch

/Osf(:z)dx—/oaf(x)dzn

fiir alle r, s, p, 0 > M. Hieraus folgt die Behauptung fiir £ > 0. Der Fall £ < 0 wird analog
bewiesen; in diesem Fall hat das Quadrat @, s die Ecken (—r,0), (s,0), (s, —(r +s)) und
(=r, = (r + ). O

<eg, firaller,s> M,

also

<e, firaller,s> M. (5.40)

also
< 2e,

< 2e,

< 2e, '/_(:f(:v)dx—/_if(:n)dx
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6 Nullstellen

Wir wissen bereits: Ist eine Funktion f auf einer Kreisscheibe um einen Punkt a € C
holomorph, so lasst sie sich dort in eine Potenzreihe

i c(z—a), o= () (6.1)
k=0

ko
entwickeln. Es ist a eine Nullstelle von f genau dann, wenn ¢y = 0.

Definition 6.1 (Ordnung einer Nullstelle)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € U mit f(a) = 0. Die Zahl

m =min {k: f®(a) # 0} (6.2)
heifit die Ordnung der Nullstelle a. (Sind alle Ableitungen in a gleich Null, so sprechen
wir von einer Nullstelle unendlicher Ordnung.) O

Die Funktion f(z) = 2™ hat offensichtlich in 0 eine Nullstelle der Ordnung m.

Ist p ein Polynom in C vom Grad n > 1, so besagt der Fundamentalsatz der Algebra,
dass p sich eindeutig zerlegen ldsst in n Linearfaktoren mit einem konstanten Vorfaktor
a € C,

z) = aH(z —ag) . (6.3)

Gibt es ¢ verschiedene Nullstellen ay, so konnen wir (6.3)) schreiben als

¢
p(z):aH z—ap)" ka—n (6.4)

Die Nullstelle ay hat die Ordnung my.

Wir interessieren uns zunéchst fiir das Verhalten einer holomorphen Funktion f in der
Néhe einer einfachen Nullstelle. Es stellt sich heraus, dass f dort eine holomorphe Um-
kehrfunktion besitzt.

Definition 6.2 (Biholomorphe Funktion)

Seien U,V C C offen. Eine auf U holomorphe Funktion f: U — V heifit btholomorph
auf U, wenn f bijektiv und f~' auf V' holomorph ist. Sie heifst lokal biholomorph auf
U, wenn es zu jedem a € U eine offene Kreisscheibe B um a gibt, so dass f(B) offen und
f: B — f(B) biholomorph ist. 0

Die Funktion
f:C=C*, f(2)=

1
z
ist biholomorph auf der punktierten komplexen Ebene C*.

Satz 6.3 (Lokale Invertierbarkeit)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, ¢ € U. Ist f'(c) # 0, so gibt es ein € > 0, so
dass fiir B = B(c,¢) gilt:
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(i) f: B — f(B) ist bijektiv, f(B) ist offen in C,
(ii) f~': f(B) — B ist holomorph.

Beweis: Da f nach Folgerung [3.6] beliebig oft differenzierbar ist, ist insbesondere f': U —
C stetig. Nach Voraussetzung ist f'(¢) = a + ib # 0. Wir fassen nun f als Funktion von
U C R? nach R? auf. Da (a,b) # (0,0), ist J;(c) € RZ? invertierbar,

=3 ) w5 1) (6:5)

Aus dem Satz iiber inverse Funktionen (siche Analysis 2) folgt die Existenz von € > 0, so
dass (i) gilt, f~! in f(B) stetig reell differenzierbar ist und

Ji-1(f(2)) = Jp(2)7", fiir alle z € B.

Da (6.5)) auch gilt, wenn wir ¢ durch z € B ersetzen (und entsprechend f’(z) zerlegen),
ist f~1in f(z) differenzierbar (im Sinne von C) fiir alle z € B nach Lemmall.3] also folgt
(ii). O

Folgerung 6.4 Ist a eine einfache Nullstelle einer holomorphen Funktion f, so ist f
biholomorph auf einer hinreichend kleinen offenen Kreisscheibe B um a.

Beweis: Folgt aus Satz da f’(a) # 0. O

Als néchstes betrachten wir genauer die Potenzfunktion

Fiir
mit w # 0 gilt

genau dann, wenn

pm =7, ezmw — eupﬂ

und letzteres gilt genau dann, wenn
my —p=2kr, keZ.
Es gibt also genau m verschiedene Zahlen
P k
2= VUrexp|i—4+2mi— |, k=0,....,m—1, (6.8)
m m

welche (6.7)) erfiillen. Sie heiflen die m-ten Wurzeln von w. Fiir w = 1 ergeben sich die
m-ten Einheitswurzeln

k
zk:exp<27ria), k=0,....m—1. (6.9)
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Sei nun w # 0. Ist p(2;) = w, so ist 2 # 0 und p'(2x) = m2y"' # 0. Aus Satz[6.3| folgt,
dass p in 2 lokal biholomorph ist, und dass auf einer hinreichend kleinen Kreisscheibe
B von w eine holomorphe Funktion ¢ existiert mit qx(w) = 2 und qx(v)™ = v fiir alle
v € B. Jede solche Funktion ¢, 0 < k < m, heif}t eine m-te Wurzelfunktion.

Wir betrachten nun eine holomorphe Funktion f, welche in einem Punkt a eine Nullstelle
der Ordnung m hat. Der folgende Satz zeigt, dass sich f in der Ndhe von a “im We-
sentlichen” | das heift, bis auf eine biholomorphe Transformation, wie die Potenzfunktion
p(z) = 2™ verhilt.

Satz 6.5 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m € N. Dann gibt es eine offene Kreisscheibe B C U mit Mittelpunkt a und
eine holomorphe Funktion h : B — C mit h(a) =0, h'(a) # 0 und

f(z)=h(z)", z€B, (6.10)

und

f(2)#0, fir alle z € B,z # a. (6.11)
Weiterhin ist h(B) offen und h : B — h(B) biholomorph.

Beweis: f 148t sich in einer hinreichend kleinen Umgebung V' von a in eine Potenzreihe
entwickeln, also (da f*)(a) = 0 fiir k < m)

f)=(z=a)"g(2), gz)=cnt D alz—a)™, (6.12)

und
g(a) =cn #0 (6.13)

nach Voraussetzung. Die Funktion ¢ ist holomorph, da wegen

00 m—1
f(m)(z) = mle,, + Z cx(z — a)k_m H (k—7)
k=m+1 Jj=0

die Potenzreihe fiir ¢ in @ von derjenigen fiir f™ majorisiert wird. Sei nun ¢ € C mit

p(c) = g(a), wobeip(z)=2z".

(Es gibt m verschiedene Zahlen ¢ mit dieser Eigenschaft.) Dann ist ¢ # 0, p/(c) = mc™ ! #
0, also gibt es nach Satz ein 6 > 0, so dass p auf B(c,d) biholomorph ist. Wahle nun
€ > 0 mit

Bla,e) cV, 0¢g(B(a,g)) Cp(B(c,9)),

und definiere (mit p~! := (p|B(c,d))™ )
h(z) = (2 —a)p ' (g(2)), z€ Bla,e). (6.14)
Dann ist h holomorph auf B(a,¢), und
h(z)™ = (2 —a)™(p " (9(2)))" = (= — a)"g(2) = f(2).
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Aus (6.14)) folgt h(a) = 0 und 2/(a) = p~'(g(a)) = ¢ # 0. Also ist a eine einfache Nullstelle
von h. Nach Folgerung konnen wir durch Verkleinern des Radius € erreichen, dass h
biholomorph ist auf einer geeigneten Kreisscheibe B mit Mittelpunkt a. O

Mit dem vorangehenden Satz konnen wir eine holomorphe Funktion f in der Néhe einer
m-fachen Nullstelle a darstellen in der Form

m

f=poh, p(z)=2",

mit einer biholomorphen Funktion A.

Satz 6.6 Set U C C offen, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle von f
der Ordnung m. Dann gibt es eine Kreisscheibe B(0,n) und eine offene Menge V' mit
a €V CU, so dass jedes w € B(0,n) mit w # 0 genau m Urbilder unter f in V hat.
Auflerdem ist a die einzige Nullstelle von f in V.

Beweis: Sei h : B — C, B Kreisscheibe um a, wie in Satz beschrieben, also ins-
besondere f = po h mit p(z) = 2™ Wir wihlen n > 0 so, dass B := B(0, /) =
p~1(B(0,n)) C h(B). Das ist moglich, da p stetig und h(B) offen ist. Jedes von Null
verschiedene w € B(0,7) hat genau m Urbilder unter p in B, namlich die m-ten Wurzeln
von w. Wir setzen V = h='(B) = f~1(B(0,7)). Da h bijektiv ist auf B, hat w genau m
Urbilder unter f in V. Dass a die einzige Nullstelle in V' ist, ist bereits in Satz gezeigt

worden. O

Satz 6.7 Set U C C offen, f: U — C holomorph, a € U. Dann gibt es genau dann eine
Kreisscheibe um a, auf der f biholomorph ist, wenn f'(a) # 0.

Beweis: “<”: Folgt aus Satz [6.3]

“=": Sei f auf einer Kreisscheibe B um a biholomorph. Es gibt dann ein £ > 1 mit
f®)(a) # 0 (andernfalls wire f konstant nahe a). Das kleinste solche k ist gleich der
Ordnung m der Nullstelle a der Funktion f — f(a). Wére m > 1, so hiatten Werte w nahe
f(a) mehrere Urbilder in B nach Satz 6.6 ein Widerspruch, da f auf B bijektiv ist. Also
ist m = 1 und daher f’(a) # 0. 0

Unmittelbar aus (6.11)) folgt

Folgerung 6.8 Jede Nullstelle a endlicher Ordnung einer holomorphen Funktion f ist
wsoliert, das heif$t, in einer hinreichend kleinen Umgebung von a liegen keine weiteren
Nullstellen von f. O

Beispiele: Die Nullstellenmenge des Sinus in C besteht aus allen Punkten der Form kw
mit k£ € Z. Die Nullstellenmenge der Funktion

1
f(z) = sin ~
besteht aus den Punkten der Form
1
— kelZ.
km’

In diesem Fall hat die Nullstellenmenge in C einen Haufungspunkt, namlich 0; der Null-
punkt gehort aber nicht zum Definitionsbereich von f.
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Satz 6.9 (Casorati-Weierstraf3)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine wesentliche Singularitdt von f, r >0
mit BX(a,r) C U. Dann liegt f(B*(a,r)) dicht in C.

Beweis: Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, f(B*(a,r)) ist nicht dicht in C. Dann gibt
es ein w € C und ein € > 0, so dass

|f(z) —w| >e, firalleze B*a,r). (6.15)

Durch
1

f(z) —w
wird eine Funktion h : B*(a,r) — C definiert, die holomorph und wegen ([6.15]) beschréinkt
ist. Es gilt

h(z) =

f(z) =w+ ﬁ , fiir alle z € B*(a,r).
Da h beschrénkt ist, ist @ nach dem Hebbarkeitssatz eine hebbare Singularitét von h. Ist
h(a) # 0, so ist a auch fiir f eine hebbare Singularitét, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Sei also a eine Nullstelle von h. Ist deren Ordnung unendlich, so gilt h = 0 in einer
hinreichend kleinen Kreisscheibe um a, im Widerspruch zur Definition von h. Hat a die
endliche Ordnung m, so hat 1/h in a einen Pol der Ordnung m (sieche Ubung), also auch
f, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Folgerung 6.10 Sez: U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine wesentliche
Singularitit von f. Dann gibt es zu jedem w € C eine Folge {z,} in C mit z, — a und

f(zn) = w.

Beweis: Folgt direkt aus Satz [6.9] 0
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7 Der Identitatssatz

Definition 7.1

Sei (X, d) metrischer Raum.

(i) X heifit zusammenhdngend, falls es aufler ) und X keine Teilmenge von X gibt,
die sowohl offen als auch abgeschlossen ist.

(i1) Fine Funktion f: X — R heifit lokal konstant, falls es zu jedem x € X eine Kugel
B(x;e) gibt, auf der f konstant ist. O

Satz 7.2 (Gebiet)

Sei U C R" offen. Dann sind dquivalent:

(1) U ist wegzusammenhdngend.

(11) U ist zusammenhdingend.

(i1i) Jede lokal konstante Funktion f: U — R ist konstant.

FEine offene zusammenhdngende Teilmenge von R™ heifit Gebiet.

Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei A eine nichtleere Teilmenge von U, die in U offen und abgeschlos-
sen ist.E] Sei y € U beliebig. Wir wihlen ein x € A und einen Weg ~ : [0,1] — U von =
nach y. Sei

s=sup{t €[0,1]:v(t) € A}.

Ist t, T s mit y(t,) € A, so folgt v(s) € A, da A abgeschlossen und -y stetig ist. Da A
offen ist, kann s < 1 nicht gelten, also muss s = 1 und y = v(1) € A gelten. Da y beliebig
war, folgt A =U.

“(ii)=-(iii)”: Sei f : U — R lokal konstant. Sei = € U beliebig. Wir setzen

A= {f@)}) ={y € U: f(y) = f(x)}.

A ist nichtleer, da x € A. A ist offen, da f lokal konstant ist. A ist abgeschlossen als
Urbild der abgeschlossenen Menge {f(x)}, da f als lokal konstante Funktion stetig ist.
Nach Voraussetzung ist A = U, also f konstant auf U.

“(iil)=(1)": Sei @ € U. Sei f : U — R definiert als f(z) = 1 falls es einen Weg von a
nach x gibt, und als f(z) = 0 andernfalls. Es geniigt zu zeigen, dass f lokal konstant
ist, da dann nach Voraussetzung gilt 1 = f(a) = f(x) fiir alle z € U. Sei dazu y € U.
Wir wihlen € > 0, so dass y € B C U gilt fir B = B(y,¢). Da offene Kugeln im R"
wegzusammenhédngend sind, kann entweder jeder Punkt von B oder kein Punkt von B
mit a durch einen Weg verbunden werden. Also muss entweder f|B = 1 oder f|B = 0
gelten. Also ist f lokal konstant. O

Die Implikationen “(i)=-(ii)” und “(ii)=-(iii)” gelten fiir beliebige Teilmengen U des R".
(Siehe den Beweis.)

Satz 7.3 (Identititssatz)
Sei U C C Gebiet, seien f,g: U — C holomorph. Dann sind dquivalent:

(i) Es gilt f =g aufU.

In R™ braucht A nicht abgeschlossen zu sein.
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(i) Die Menge {f = g} hat einen Hiufungspunkt in U.

(iii) Es gibt ein a € U mit f®)(a) = g¥(a) fiir alle k € NU{0}.

Beweis: “(i)=(ii)” ist klar.

“(ii)=-(iii)”: Sei a € U Haufungspunkt von {f = g}. Da {f = g} abgeschlossen ist in U,
ist a € {f = g}. Die Funktion w = f — ¢ ist holomorph in U, und w(a) = 0. Da nach
Voraussetzung in jeder Umgebung von a eine weitere Nullstelle von w liegt, kann a nach
Folgerung keine endliche Ordnung haben, also

fiir alle & € N.
“(iii)=-(1)”: Wir definieren

A={z: zeU, fO(2) = g¥(2) fiir alle k e NU{0}} = ﬁ{f(k) = ¢W1}. (7.1)

k=0

Dann ist A abgeschlossen in U als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, und nichtleer,
da a € A nach Voraussetzung. A ist auflerdem offen in U: Sei ¢ € A, w = f — g, dann gilt
in einer hinreichend kleinen Kugel B um ¢

> w®)
w(z) = Z d k'(c) (z—c)*=0, fiirallezc B.
k=0 '

Es folgt w®(2) = 0 fiir alle 2 € B und alle k € N, daher B C A. Da c beliebig war, ist A
offen. Da U zusammenhéingend ist, folgt A = U und damit f = ¢ in U. O

Eine holomorphe Funktion f ist also bereits dann eindeutig bestimmt, wenn wir ihre
Werte f(z,) kennen fiir irgendeine konvergente Folge (z,)nen, die aus unendlich vielen
verschiedenen Folgengliedern besteht.

Folgerung 7.4 Sei I Intervall in R, sei U Gebiet in C mit [ C U. Dann gibt es zu jeder
Funktion f : I — R hdchstens eine holomorphe Fortsetzung f : U — C. O

Beispiel 7.5 (Permanenzprinzip)

Der Cotangens
COS 2
cotz =

(7.2)

sin 2z
definiert eine holomorphe Funktion auf U = C \ 7Z. Nehmen wir an, wir wissen bereits,
dass der Cotangens im Reellen 7-periodisch ist,

cot(x + ) = cot(x), fiir alle z € R\ 7Z. (7.3)

Aus Folgerung [7.4] kénnen wir nun ohne weitere Rechnung unmittelbar schliefen, dass
(7.3) auch fiir beliebige komplexe Argumente gilt, da beide Seiten holomorphe Funktio-
nen definieren, die im Reellen iibereinstimmen. Formeln aus dem Reellen bleiben also
auch im Komplexen giiltig, falls sie wie in diesem Beispiel durch holomorphe Funktionen
ausgedriickt werden konnen. Diesen Sachverhalt bezeichnet man als Permanenzprinzip.
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Folgerung 7.6 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle
unendlicher Ordnung von f. Dann ist f =0 in U.

Beweis: Wir setzen g = 0 in Satz [7.3] O

Definition 7.7 (Offene Abbildung)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Riume. Eine Abbildung f : X — 'Y heifit offen, falls fiir
alle W C X qilt

W offen = f(W) offen. (7.4)

O

Satz 7.8 Set U C C Gebiet, f : U — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f offen,
und f(U) ist ebenfalls ein Gebiet.

Beweis: Sei W offen in U, sei ¢ € f(W) beliebig, ¢ = f(a), a € W. Wir betrachten
g:U —C,

9(2) = f(z) —c.
Dann ist a eine Nullstelle endlicher Ordnung von g. (Andernfalls wire g = 0 und damit
f konstant nach Folgerung [7.6) Wir wenden Satz an auf g|W : W — C. Also gibt es

ein 6 > 0 mit
B(0,0) C g(W),

also
cec+ B(0,0) Cc+g(W) = f(W),

also ¢ € int (f(WW)). Da ¢ beliebig war, ist f(1V) offen. Also ist f offen. Aus Satz 5.2 und
Satz [7.2] folgt, dass f(U) zusammenhéngend ist. Also ist f(U) ein Gebiet. O

Satz 7.9 (Maximumprinzip)
Sei U C C Gebiet, f: U — C holomorph, es gebe ein a € U mit

|f(a)] = max[f(2)]. (7.5)

zeU

Dann ist f konstant.

Beweis: Ist f nicht konstant, so ist f(U) offen nach Satz[7.8] also gibt es zu jedem a € U
ein 6 > 0 mit

fla) € B(f(a),0) C f(U),

also kann (|7.5]) nicht gelten. O

Folgerung 7.10 Sei U C C beschrinktes Gebiet, sei f : U — C stetig in U und holo-
morph in U. Dann gilt

sup|f(2)] = max|f(z)|. (7.6)

zeU
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Beweis: Auf der kompakten Menge U hat | f| ein Maximum, welches wegen Satz nur
dann in U liegen kann, wenn f konstant ist. O

Aus dem Maximumprinzip erhalten wir ein Ergebnis von Hermann Amandus Schwarz.
Wir verwenden die Notation

E=B(0,1)={z:2€C, |z| < 1}. (7.7)

Satz 7.11 (Lemma von Schwarz)
Sei [ : E — E holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt

|f(2)| < |z|, firalle z € E, (7.8)

und

f(0)] < 1. (7.9)
Falls es ein a € E gibt mit |f(a)| = |a| und a # 0, so ist f eine Drehung, das heifit, es
gibt ein ¢ € C mit |¢| =1 und f(z) = cz fir alle z € E.

Beweis: Wir konnen f nach dem Entwicklungssatz von Cauchy und Taylor in eine Po-
tenzreihe um 0 entwickeln,
f(z) = Z et

k=1
In der Tat, aus f(0) = 0 folgt ¢o = 0. Wir definieren g : E — C durch

f(Z)7 Z40,
g(Z)—{f’(O), 2=0.

Da lim,_, g(z) = g(0) gilt, ist g nach dem Hebbarkeitssatz holomorph in E. Auf g wenden
wir Folgerung (7.10) mit U = B(0,7) = rE und r € (0, 1). Es gilt also

£ (Ol /()]

2) < max = max ——— = max
l9(2)] < max|g(C)] = max o A

<

S | =

, fir alle z € B(0,7). (7.10)

Da ([7.10)) fiir jedes r < 1 gilt, folgt mit Grenziibergang r — 1
lg(z)] <1, fiiralle z € E. (7.11)

Daraus folgen sowohl (7.8]) als auch (7.9)). Sei nun |f(a)| = |al fir ein a € E mit a # 0.
Es ist dann |g(a)| = 1. Die Funktion |g| hat also auf E ein Maximum in a. Aus dem
Maximumprinzip (Satz folgt, dass g auf E konstant ist. Also gilt

f(z) = zg9(2) = zg(a), fir alle z € E,

und ¢ = g(a) liefert die letzte Behauptung. 0
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8 Automorphismen

Definition 8.1 (Automorphismus)
Sei U C C offen. Eine biholomorphe Abbildung f : U — U heifit Automorphismus von
U. O

Ist f ein Automorphismus von U, so auch f~!. Sind f und g Automorphismen von U,
so ist auch g o f ein Automorphismus von U. Die Menge aller Automorphismen von
U bilden also eine Gruppe, mit der Komposition als Gruppenoperation. Sie heifit die
Automorphismengruppe von U und wird mit Aut(U) bezeichnet.

Die Automorphismengruppe von C. Jede Abbildung der Form
f(z)=az+b, a,beC,a#0, (8.1)
ist ein Automorphismus von C mit der Umkehrabbildung

w—>b

R (8.2)

a

Es stellt sich heraus, dass es keine anderen Automorphismen von C gibt.
Satz 8.2 Jeder Automorphismus von C hat die Form .

Beweis: Sei f : C — C biholomorph. Nach dem Entwicklungssatz von Cauchy und Taylor
kénnen wir f in eine Potenzreihe entwickeln,

f(z) = Z AR (8.3)
k=0
welche auf ganz C konvergiert. Die Funktion

g(z):f(é), g:C*—=C, (8.4)

ist holomorph auf C*, und es gilt

g(z) = Z ez (8.5)

Der Nullpunkt ist eine isolierte Singularitdt von g. Wir bestimmen den Typ der Singula-
ritdt. Wir nehmen als erstes an, 0 sei eine wesentliche Singularitét von g. Nach Folgerung
6.10| zum Satz von Casorati-Weierstrafl gibt es eine Folge (z,) in C* mit z, — 0 und
g(z,) — 0. Es gilt dann, da f~! stetig ist,

Lo, = () = S g - S0 e C

Zn Zn “n

ein Widerspruch. Also ist 0 keine wesentliche Singularitdt von g. Die Annahme, 0 ist eine
hebbare Singularitéit von g, ergibt auf die gleiche Weise einen Widerspruch; dann wére
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g(z) — g(0) fiir die stetige Fortsetzung von g und daher 1/z, — f~'(g(0)) fiir jede Folge
(z,) mit z, — 0. Also ist 0 ein Pol von g, er habe die Ordnung m. Es folgt

m m

g(z):chz_k, f(z):chzk, cm#0, m>1.

k=0 k=0

Da f : C — C bijektiv ist, hat f genau eine Nullstelle zy € C. Da f ein Polynom vom
Grad m ist, hat zg die Ordnung m,

f(z)=a(z—2)", a#0.

Fiir w # 0 hat die Gleichung f(z) = w genau m Losungen, siehe Kapitel 6. Da f bijektiv
ist, muss m = 1 gelten. Also hat f die Form (8.1J). O

Die Automorphismengruppe von E. Jede Drehung um 0, also f(z) = az mit |o| = 1,
ist ein Automorphismus von E = B(0,1). Es gibt aber noch andere.

Definition 8.3 (Mobiustransformation)

FEine Funktion der Form
az+b

fle) =2 (3.6)

mit Konstanten a, b, c,d € C, welche ad—bc # 0 erfiillen, heifst Mobiustransformation.

Ist ad = be, so ist f entweder gar nicht definiert (¢ = d = 0) oder konstant gleich a/c
bzw. b/d, je nachdem ob ¢ # 0 oder d # 0.

Es gilt, falls ¢ # 0,
f:C\{=d/c} = C\{a/c}, (8.7)

und f ist dort holomorph. (Aus f(z) = a/c wiirde folgen, dass ad = bc.) Wir kénnen eine
Umkehrfunktion von f berechnen, indem wir die Gleichung

az+b
cz+d

nach z auflosen mit der Rechnung

—d b
w(cz+d)=az+b, z(cw—a)=b—dw, z= —awth
cw —a
Dass dadurch tatsichlich eine Umkehrfunktion
_ —dw +b _
f l(w):ma fHC\{a/c} = C\ {~d/c}, (8.8)

von f erhalten wird, folgt durch Einsetzen. Dabei kommt auch die Bedingung ad — bc # 0
zum Tragen. Aus (8.7) und (8.8)) erkennt man unmittelbar, dass gilt

d=—a = f=r". (8.9)

Wir kénnen nun die Automorphismengruppe von E angeben.
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Satz 8.4 Die Automorphismengruppe von E besteht aus allen Mdobiustransformationen
der Form B
z—C

Z=L =1l <1 (8.10)

f(z) =~

mit v, c € C.

Beweis: Wir zeigen als erstes, dass alle Funktionen der Form (8.10) zu Aut(E) gehoren.

Fiir |¢| < 1 betrachten wir
z—cC

fel2) = cz—1"

Sie hat die Form (8.6) mit a = 1, b = —¢ und d = —1. Die Singularitét liegt in 1/c, also
auflerhalb von E. Aus folgt f1 = f.. Fiir z # 1/c gilt

1> [f(2)]” = f(2)f(2)

(cz—1)(ez—1)> (z—72¢)(Z—¢)
lel?l2” +1 > |2]* + |cf*
L= [P > [2P(1 = [c?)
1> |22, da |c| < 1.

te T

Es folgt f.}(E) = f.(E) C E und daher f.(E) = E. Also gehort f. zu Aut(E) und wegen
|v] =1 auch f.

Wir zeigen nun, dass es keine weiteren Automorphismen von E gibt. Sei zunéchst f €
Aut(E) mit f(0) = 0. Nach dem Lemma von Schwarz (Satz gilt | f(2)] < || fiir alle
z € E. Wegen f~! € Aut(E) gilt aus demselben Grund |z| = |f~1(f(2))] < |f(2)], also
insgesamt |f(z)| = |z|. Aus dem zweiten Teil des Lemmas von Schwarz folgt, dass f eine
Drehung um den Nullpunkt ist, also die Form hat mit ¢ = 0. Sei nun g ein beliebiger
Automorphismus von E. Wir setzen ¢ = ¢g~'(0). Dann ist g o fz ein Automorphismus von
E mit
(g0 f2)(0) = g(c) = 0.

Nach dem eben Bewiesenen ist g o fz eine Drehung z — vz um 0 mit |y| = 1. Es folgt
wegen f. ' = fs, dass

_ _ z—c
9(2) = (g0 f)(f(2)) =vfs ' (2) = 72— .
cz—1
Somit hat g die Form (8.10)), mit ¢ anstelle von c. O
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