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1 Normierte Riume

Die Funktionalanalysis beschéftigt sich mit normierten R&umen und mit Operatoren zwi-
schen denselben.

Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem auf I = [to, t1],

yl = f(tv y) ) y<t0) =Yo, (11)

mit der rechten Seite f : I x R™ — R"™. Wir schreiben (1.1)) um in die Integralgleichung

ym=%+[f@mmw. (1.2)

Wir definieren einen Operator

T C(I;R") - C(I;R"), @wm=m+/f@mwm, (1.3)

to

dann ist (1.2) dquivalent zur Gleichung

y="Ty. (1.4)

Wir haben also unser urspriingliches mathematisches Problem umgeschrieben in eine Glei-
chung, deren Variable nicht fiir Zahlen oder Vektoren im R", sondern fiir Funktionen ste-
hen. In dieser Gleichung kommen (neben algebraischen Operationen) Abbildungen zwi-
schen Funktionenrdumen vor, die wir auch als Operatoren bezeichnen. Die auftretenden
Funktionenrdume sind typischerweise unendlichdimensionale Banach- oder Hilbertraume.

Im Folgenden steht K fiir R oder C.

Definition 1.1 (Norm, normierter Raum)
Sei X Vektorraum tiber K. Fine Abbildung || -] : X — [0,00) heifit Norm auf X, falls gilt

|z|]| =0 & r=0, (1.5)
laz|| = |af ||z fir allea € K, v € X, (1.6)
lz +yll < ll=ll + llyll - fir alle 2,y € X (1.7)
Ist || - || eine Norm auf X, so heifst (X, | - ||) normierter Raum.

Wir wiederholen kurz einige Grundbegriffe aus der Analysis, siehe zB meine Vorlesung
“Analysis 1 und 2”7 aus dem Jahr 2011.

Sei X ein normierter Raum. Eine Folge (z,)nen in X heifit konvergent gegen den
Grenzwert x € X,

nh_g)lo Ty =T, (1.8)
falls
lim ||z, —z||=0. (1.9)
n—oo



Sie heifit Cauchyfolge, falls es zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit
|zn — x| <e, fiir alle n,m > N. (1.10)

X heifit vollstandig, falls in X jede Cauchyfolge einen Grenzwert hat. Ist X vollsténdig,
so heifit X Banachraum. Ist x € X und € > 0, so heiflen

B(z,e) = {y: y € X, ly — | <}, (L11)
K(z,e)={y: ye X, |y —a| <<}, (1.12)

offene bzw. abgeschlossene ¢c-Kugel um z. Eine Teilmenge O von X heifit offen in
X, wenn es zu jedem z € O ein € > 0 gibt mit B(z,e) C O. Eine Teilmenge A von X
heifit abgeschlossen in X, wenn X \ A offen in X ist, oder (dquivalent) wenn fiir jede
in X konvergente Folge (,)nen, deren Glieder z,, alle in A liegen, auch der Grenzwert in
A liegt. Der Abschluss Y, das Innere int (Y) und der Rand 9Y einer Teilmenge Y von
X sind gegeben durch

Y= (] A mt()= [J O, oy=Y\int(¥). (1.13)
ADY ocy
A abgeschlossen O offen

Jeder Unterraum U von X ist ebenfalls ein normierter Raum, wenn wir als Norm auf U die
Einschriankung der Norm auf X nehmen. Ist U vollsténdig, so ist U abgeschlossen in X;
ist X selbst vollstindig, so gilt auch die Umkehrung. Der Abschluss U eines Unterraums
U ist ebenfalls ein Unterraum.

Aus der Analysis kennen wir bereits einige Banachridume. Zunéchst ist (K™, |- | ), 1 <
p < 00, ein Banachraum mit

1<i<n

1
||, = (va@) , 1<p<oo, |z|, = max |z]. (1.14)
i=1

Ist D Menge, so ist (B(D;K), || - ||

OO>7

B(D;K) ={f|f: D —K, f beschrankt}, |f|, =sup|f(z), (1.15)
zeD

ein Banachraum. Ist D ein kompakter metrischer Raum (beispielsweise eine beschriankte
abgeschlossene Teilmenge des R"™), so ist (C(D;K), | -|..),

C(D;K) = {f|f: D =K, f stetig}, (1.16)

ein abgeschlossener Unterraum von (B(D;K), | -||,,) und damit ebenfalls ein Banach-
raum. Ist D eine messbare Teilmenge des R™ (das trifft beispielsweise zu, wenn D offen
oder abgeschlossen ist), so ist fiir 1 < p < oo der Raum LP(D;K) der zur p-ten Potenz
Lebesgue-integrierbaren Funktionen, d.h. diejenigen messbaren Funktionen, fiir die

nﬂu:(ZQﬂMPMQ;<w (1.17)

gilt, mit dieser Norm || - ||, ein Banachraum, wenn wir fast iiberall gleiche Funktionen in
Aquivalenzklassen zusammenfassen (siche Maf- und Integrationstheorie).
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Folgenriume. Fir D = N ist B(D;K) identisch mit dem Raum aller beschriankten
Folgen. Wir bezeichnen ihn mit /*°(K),

(2°(K) ={z: 2 = (zg)gen, 2% € K, sup|zy| < oo}, |z, = sup |z . (1.18)
keN keN

Als Spezialfall von ([1.15)) ist £°°(K) natiirlich ebenfalls ein Banachraum. Wir betrachten
die Teilmengen

¢(K) = {x: © = (21)ren ist konvergente Folge in K}, (1.19)
co(K) ={z: © = (x))ken ist Nullfolge in K} . (1.20)

Satz 1.2 Es gilt ¢y(K) C ¢(K) C ¢>°(K). Versehen mit der Supremumsnorm sind co(K)
und ¢(K) Banachrdume.

Beweis: Ubungsaufgabe, es geniigt zu zeigen, dass ¢(K) abgeschlossener Unterraum von
0>°(K) und ¢y(K) abgeschlossener Unterraum von ¢(K) ist. O

Wir betrachten aufierdem den Raum c.(K) aller endlichen Folgen,
ce(K) ={z: 2 = (21)ren, es gibt ein N € N mit x; = 0 fiir alle k > N}. (1.21)

Der Raum c,(K) ist ein Unterraum von ¢o(K), er ist aber nicht abgeschlossen, also auch
kein Banachraum, vielmehr gilt (Ubung)

o(K) = co(K) . (1.22)

Ist = (xy)gen Folge in K, so definieren wir

1
0 D
Il = (Z !xk!”) . 1<p<oo, (1.23)
k=1

und den Raum ¢?(K) der zur p-ten Potenz summierbaren Folgen

P(K)={z: 2= (zp)ren, 7 €K, [[z]|, < o00}. (1.24)

Satz 1.3 Der Raum ((7(K),|| - [|,) ist ein Banachraum fir 1 < p < oo.

Beweis: Fiir x € (?(K) gilt zundchst
HIHPZO < Z|xk|p:0 & x| =0firalek < 2x=0.
k=1

Sind z € #(K), a € K, so gilt

loc]], = (Z\axk|”) = |a] (Z\ml”) = lal]l, -
k=1 k=1
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Sind z,y € (*(K), so gilt fiir alle N € N

N > N > N >
(lek‘f‘yk’p) < (Z|$k|p> + (Z |yk’p) ;
k=1 k=1 k=1

das ist gerade die Minkowskische Ungleichung im K. Es folgt

N

> lwk+ul” < (e, + llyll,)? . fiir alle N € N,
k=1

Grenziibergang N — oo liefert

>l wl” < (2, + Iyl )7
k=1

also

Also ist P(K) ein normierter Raum. Sei nun (z"),cn eine Cauchyfolge in ¢7(K). Dann gilt
fiir alle k,n,m € N

)
o} —apl < 3 [ =l = [la” = 2",
7j=1

also ist (2} )neny Cauchyfolge in K fiir alle k, daher existiert
= lim zj .

n—oo

Fiir alle k,n,m, N gilt nun (Minkowski)

N 1 N 1 1
P p p
(E |wZ—xZ°|”> §<§ \xZ—x?\”) +<§ |w?—xi°|”>
k=1 k=1

k=1

N 13
< o™ — 2™, + (Z\x?—xﬂp) . (1.25)
k=1
Sei € > 0 beliebig, wihle M so grof}, dass
2" —a™|, <e, firallen,m > M. (1.26)
Wir wéhlen nun zu jedem N € N ein m(N) € N mit m(N) > M und

x :
<Z ) — °O|> <e. (1.27)

k=1

Setzen wir m = m(N) in (1.25)), so folgt aus (1.25)) — (1.27))

N P
(Z |2} — xgoyp> < 2, fiir allen > M und alle N € N.
k=1



Grenziibergang N — oo liefert
2" — 2>, <2, fiirallen > M.

Hieraus folgen x> = (2> — 2™) + 2™ € ?(K) und 2™ — 2> in P (K). 0

Lineare stetige Abbildungen. Sind X und Y normierte Rédume, so ist eine Abbildung
f X — Y definitionsgeméf stetig auf X genau dann, wenn

f(lim z,) = lim f(x,) (1.28)

n—oo n—oo

gilt fiir alle konvergenten Folgen (z,)neny in X. Aus der Analysis wissen wir, dass dazu
aquivalent sind die Aussagen

f7HO) ist offen fiir jede offene Menge O C Y,
und
f7(A) ist abgeschlossen fiir jede abgeschlossene Menge A C Y.

f ist stetig in einem Punkt x € X, falls (1.28]) gilt fiir alle gegen = konvergenten Folgen
(xn)nEN-

Satz 1.4 Seien (X, || - [|x), (Y, - |ly) normierte Raume, sei T : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:

(1) T ist stetig auf X .
(11) T ist stetig in 0.
(i11) Es gibt ein C' > 0 mit
T (z)|ly < Cllz|ly, firalleze X. (1.29)
(iv) T ist lipschitzstetig auf X mit Lipschitzkonstante C'.

Beweis: “(iii)=-(iv)”: Fiir alle z,y € X gilt

IT(z) = TW)lly = IT(z = ylly < Cllz —yllx -

“(iv)=(1)=(ii)": klar.
“(ii)=-(iii)”: Kontraposition. Sei (iii) nicht giiltig. Wir wéhlen eine Folge (2,)neny in X
mit

1T (2n)lly > nllznllx - (1.30)
Wir setzen .
Zy = ———1p,
n|znl x
das ist moglich, da z,, # 0 wegen (1.30). Es folgt z, — 0, aber || T(z,)[ly, > 1 und daher
T(z,) - 0, also gilt (ii) nicht. O



Nicht alle linearen Abbildungen sind stetig. Beispiel: Die Einheitsvektoren {e; : k € N}
bilden eine Basis des c.(K). Wir definieren eine lineare Abbildung 7" : ¢.(K) — K durch
T(ex) =k, dann ist ||ex|| . = 1 und |T'(ex)| = k, also ist (iii) in Satz|1.4] nicht erfiillt.

Wir werden im Folgenden ||z|| statt ||z||x schreiben, wenn klar ist, welche Norm gemeint
ist. Und wir werden schreiben Tz statt T'(x).

Definition 1.5 (Isomorphismus)

Seien X, Y normierte Raume. Ist T : X — Y eine bijektive lineare stetige Abbildung, und
ist T=1 ebenfalls stetig, so heifst T ein Isomorphismus (von X nach Y ). Gilt auferdem
| Tz|| = ||| fir alle x € X, so heifst T isometrisch. X und Y heiflen (isometrisch)
isomorph, falls es einen (isometrischen) Isomorphismus von X nachY gibt. In diesem Fall
schreiben wir X ~Y (X 2Y ). Ein isometrischer Isomorphismus heifit auch Isometrie.
([

Offensichtlich gilt (und ebenso fiir “=")
X~Y, Y7 = X~Z. (1.31)
Ist T: X — Y ein Isomorphismus, so gibt es nach Satz Konstante C7 und C5 mit
|Tz|| < Cillz|l, x| = [|T'Tz| < Cy||Tx|, fiir alle x € X. (1.32)

Betrachten wir zwei verschiedene Normen || - [[; und || - || auf X, so ist die Identitéit auf
X genau dann ein Isomorphismus, falls es Konstante C'; und C5 gibt mit

|zl < Cillz|l2, lz]la < Collz||1, fir alle z € X. (1.33)

In diesem Fall heiflen die Normen ||-[|; und |- ||» &quivalent. Aus der Analysis wissen wir
bereits, dass auf dem K™ alle Normen dquivalent sind. Als unmittelbare Verallgemeinerung
erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1.6 Sind X,Y endlichdimensionale normierte Riume mit dim(X) = dim(Y), so
gilt X ~ Y.

Beweis: Sei dim(X) = n, {vy,...,v,} Basis von X, seien ey,..., e, die Einheitsvektoren
im K". Wir definieren

T:-K'—=> X, Tx= infvi falls =z = inei.
i=1 i=1

Wir rechnen unmittelbar nach, dass durch
z][x = [|T]]

eine Norm auf K" definiert wird; 7T ist dann eine Isometrie. Verfahren wir analog mit Y,
so erhalten wir

X = (K- lx) = - ly) =Y.



Sind XY endlichdimensionale Vektorraume mit Y C X, Y # X so ist dim(Y) <
dim(X), und X und Y sind nicht isomorph, da bijektive lineare Abbildungen die Di-
mension erhalten. Im Unendlichdimensionalen ist die Situation nicht so einfach. So ist

co(K) C ¢(K), ¢(K) # ¢(K), aber es gilt
co(K) =~ ¢(K). (1.34)
Ein Isomorphismus 7" : ¢(K) — ¢o(K) wird definiert durch

(Tx); = lim z;, (Tx), = xp—1 — jh—glo xj, k>2, (1.35)

J—00
mit der Umkehrabbildung S : ¢y(K) — ¢(K),
(SY)k = Yet1 + Y1 - (1.36)

Man rechnet leicht nach, dass 7o S und S o T" die Identitét auf c¢o(K) bzw. ¢(K) liefern,
und dass ||Tz| < 2||lz| und [|Sy|l < 2||ly||,, fur alle z € ¢(K) und alle y € ¢(K)
gelten.

Satz 1.7 Seien (X1, - |l1),---s (X, || - ||;m) normierte Riume. Dann werden auf dem
Produktraum

X=][Xi=Xix - xX, (1.37)

i=1

fir x = (xy,...,2m,) € X durch

n O\
Il = max flail:. ||x||p=<2||xin$> , (139
=

Normen || - ||, fir 1 < p < oo definiert, die alle dquivalent sind. Eine Folge (x™)nen in X
konvergiert gegen ein x = (x1,...,Ty) € X genau dann, wenn alle Komponentenfolgen

(M) nen gegen x; konvergieren. X ist wvollstandig genau dann, wenn alle X; vollstindig

sind.
Beweis: Ubung. O

Folgerung 1.8 Sei X normierter Raum. Dann sind die Addition + : X x X — X und
die Skalarmultiplikation - : K x X — X stetig.

Beweis: Aus x,, — = und y,, — y folgt
0<|[[(zn+yn) = (@+ Y < llzn — 2|+ lyn —yll = 0,
aus a, — « und x, — z folgt

0 < flanzn — azl] < lon| |z = 2| + [on — af [|z]] = 0.



Definition 1.9 (Operatorenraum, Dualraum)
Seien X,Y normierte Rdume. Wir definieren

LX;Y)={T|T: X =Y, T ist linear und stetig} . (1.39)

Der Raum L(X;K) heifit der Dualraum von X und wird mit X* bezeichnet. O
Aus der Linearen Algebra und der Analysis ist bekannt, dass L(X;Y') ein Vektorraum ist.

Satz 1.10 (Operatornorm)
Seien X, Y normierte Riaume. Dann wird durch

7]

1T = sup (1.40)
vex,az0 |||
eine Norm auf L(X,Y') definiert, sie heifst die Operatornorm. Es gilt
Tzl <||T| ||z], firaaleze X, (1.41)
und weiter
1T = sup [Tzl = sup [T, (1.42)
zeX, ||z <1 zeX, ||z||=1
sowte
|T|| =inf{C : C >0, | Tx| < C||z| fir allex € X}. (1.43)

Ist Y ein Banachraum, so ist auch L(X,Y") ein Banachraum.

Beweis: Sei T' € L(X;Y), sei C > 0 mit ||Tz| < C|z|| fir alle x € X. Division durch
||| zeigt, dass ||T'|| < C, also ||T']| € Ry, und (1.41)) und (1.43) gelten. Aus (1.41)) folgt

sup |[Tall < sup |[|Tz| < [T,

zeX, ||z||=1 zeX, |lz||<1
und wegen
[ T| x
=[rpl
]l ]l

folgt ((1.42)). Es ist
IT|=0 < |Tz||=0firalltzeX & Tr=0firallexeX <« T=0,

und weiter fir o € K

[Tl = sup [[aTz| = |a| sup [[Tz| = |af [T,
Jall=1 Jall=1

sowie fiir S,T € L(X;Y)

IS+ T = sup [|Sz+ Tl < sup ||Sz]| + sup [|Tx]| = [|S]|+[[T].

[[]|=1 ll]|=1 llz(l=1

Die Normeigenschaften sind also erfiillt. Wir zeigen nun die Vollstandigkeit. Sei (77,)nen
Cauchyfolge in L(X;Y'). Wegen

1 Thx = Tl = [|(Tn = Ton) ()] < (|70 = Ton| |
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ist auch (7,,2),en fiir jedes x € X eine Cauchyfolge in Y. Durch (Y ist vollstédndig)

Tx = lim T,x

n—o0

wird daher eine Abbildung T : X — Y definiert. Seien x, z € X, o, § € K, dann ist
aTx+ Tz =« lim T,z + § lim T,z = lim (aT,z + BT,z)
n—oo n—oo n—oo
= lim T, (ax + fz) = T(ax + B2),
n—oo
also ist T" linear. Wegen (die Norm ist stetig)

[Tz]] = | lim Tozf| = lim [[Toz]] < (sup || Tu[)]|]

ist T' stetig. Es bleibt zu zeigen, dass ||T;, — T'|| — 0. Sei € > 0. Wir wihlen N € N mit
T, — Thn|| < ¢ fiir alle n,m > N. Fiir beliebiges z € X mit ||z|| =1 gilt

(T = T)zl| < |[(To = Ton)|| + [|(To = Tl < T = Tonll + [T — Te|],
also folgt fiir n > N, indem wir m hinreichend grofl wéhlen,
(T = Tz < 2,
und damit |7, — T'|| < 2¢ falls n > N. O

Beispiel 1.11

1. D kompakter metrischer Raum, X = C(D;K) mit Supremumsnorm, a € D, T, :
X — K, Thx = z(a). T, ist linear, und |T,z| = |z(a)| < ||z, mit Gleichheit,
falls x eine konstante Funktion ist. Also ist T, stetig und ||7,|| = 1. T, heifit das
Dirac-Funktional im Punkt a.

2. X =C([a,b]; R) mit Supremumsnorm, 7' : X — R,

Tx:/ab:v(t)dt.

T ist linear,
b
ol = | [t ] < (0~ 0l

mit Gleichheit, falls x konstant ist, also ist T stetig und ||T'|| = b — a.

3. X = L'([a,b]; R) mit L'-Norm, T wie eben, dann ist

[ st < [ ol = o,

mit Gleichheit, falls x konstant ist, also ist T" stetig und ||T'|| = 1.

T| =

10



4. X wie eben, f € C([a,b];R), T: X — R,

Tx:/ f@)z(t)dt.

T ist linear, und

b b
| T| S/ [F@O] |(®)] dt < ||f||oo/ [x(®)dt = || Fll ]l

also ist T stetig und ||T'|| < ||f]|.- Um die Gleichheit nachzuweisen, wéhlen wir
te € [a,b] mit f(t,) = || f|l, (falls das Betragsmaximum im Negativen angenommen
wird, gehen wir zu —f bzw. —T iiber). Sei nun ¢ > 0, € < || f|,. Wir wéhlen ein
Intervall I mit ¢, € I C [a,b], so dass f(t) > || f]l,, —¢ fur alle t € I gilt, und setzen
(|| bezeichnet die Lénge von I)

1 =, tel
r=—1;, alsox(t)=7< !’ ’
1] ! Q {0, sonst .

Dann ist ||z||; = 1 und

b
el = | [ f(t)ar(t)dt‘= [s0g = [l =g =1fl -

Es folgt [T} > [ fll.c — & und damit [|T] = ||/

5. Sei D = (0,1) x (0,1), k € L*(D;R). Vermittels k wollen wir auf X = L?((0,1);R)
einen Integraloperator 7' : X — X definieren durch

(T2)(s) = /0 k(s a(t) dt, s € (0,1).

T ist linear. Es gilt (die Wohldefiniertheit der Integrale folgt aus dem Satz von
Fubini bzw. Tonelli, die zweite Ungleichung aus der Holderschen Ungleichung)

||Tx||%2((071);R):/01 (/Olk:(s,t)x(t)dt)stg/Ol (/01|k(s,t)||x(t)|dt>2ds
< /01 </01|k;(s,t)|2dt) . </01 |x(t)|2dt) ds

1 1
= 1l o) / / (s, 1) dt ds

also ist T" stetig und

1 1 3
HTHS(/O / |k<s,t>r2dtds) — ks
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6. Sind X,Y normierte Rdume und ist dim(X) < oo, so ist jede lineare Abbildung
T:X — Y stetig: Sei {vy,...,v,} Basis von X, dann gilt fiir

n
x:invieX, r; € K,
i=1

dass

1T =

n
E ZEZ'TUZ'
=1

n n
<l [Tl < max ([T Y fail
1<i<n
=1 i=1
also
n
|7 < max [|Tv;l|, falls etwa ||| =Y _ |z .
1<i<n —

7. Ist T : R® — R™ linear, T(z) = Az mit einer Matrix A € R(™" so liaBt sich
L(R™; R™) mit dem Raum R™™ aller m x n-Matrizen identifizieren, die Operator-
norm wird dann zu einer sogenannten Matrixnorm, deren Form von der Wahl der
beiden Normen im R” und R™ abhéngt. Matrixnormen spielen eine grofle Rolle bei
der Konstruktion und Analyse von Algorithmen in der Numerischen Mathematik.

O

Lemma 1.12 Seien X,Y,Z normierte Riume, T : X — Y und S : Y — Z linear und
stetig. Dann ist auch SoT : X — Z linear und stetig, und

1S o Tl < S| (1.44)

Beweis: Fiir alle x € X gilt [[(S o T)z| < ||S|||Tz|| < [|S||IT]| ||=]|. Die Behauptung
folgt nun aus Satz [1.10] O

Halbnormen und Quotientenriume.

Definition 1.13 (Halbnorm)
Sei X Vektorraum iber K. Eine Abbildung p : X — [0,00) heifst Halbnorm auf X, falls
qilt
plax) = |a| p(x) fir alle a € K, z € X, (1.45)
p(x +vy) < pz) + p(y) fiir alle z,y € X. (1.46)

Ist p eine Halbnorm auf X, so heifit (X,p) halbnormierter Raum.
Aus (1.45) folgt natiirlich p(0) = 0, aber p(z) = 0 impliziert nicht 2 = 0. Jede Norm ist

eine Halbnorm. Jede lineare Abbildung 7': X — Y, (Y, ¢) halbnormierter Raum, definiert
eine Halbnorm auf X durch

p(z) = q(Tz). (1.47)
Beispiele:
X=R", p(x)=|zl, (1.48)
X =B(D;K), aeD, p(x)=lz(a)l, (1.49)
X = LM(0,1):R), plz) = /0 () dt| | (1.50)
X =CY[0,1R), p(z) = |2l (1.51)
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Ist X Vektorraum, U Unterraum von X, so wird (siehe Lineare Algebra) durch
r~pz & x—zelU (1.52)
eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Sei
2] ={z:2€ X,z ~y 2} (1.53)
die Aquivalenzklasse von X. Der Quotientenraum X /U ist definiert durch
X/U=A{[z] :x € X}. (1.54)

Mit der durch
2]+ [yl =[xz +y], afz]=][az] (1.55)

definierten Addition und Skalarmultiplikation wird X/U zum Vektorraum, und die Ab-
bildung
Q:X—->X/U, Qx=]lx], (1.56)

ist linear und surjektiv.

Satz 1.14 (Quotientennorm) Sei X normierter Raum, U ein Unterraum von X.

(i) Durch
p(la]) = dist (2, U) = inf [}z (157)

wird eine Halbnorm auf X/U definiert mit

p([z]) < |lz||, fir alle x € X. (1.58)

(11) Ist U abgeschlossen, so ist p eine Norm.

(i11) Ist X Banachraum und U abgeschlossen, so ist (X/U,p) ebenfalls Banachraum.
Beweis: Teil (i) ist Ubungsaufgabe. Zu (ii): Ist
0= p([a]) = inf [|lz — =]},

so gibt es eine Folge (z,)nen in U mit ||z — z,|| — 0, also 2, — x und damit (wenn U
abgeschlossen) x € U, also [x] = 0. Zu (iii): Zunéchst beweisen wir: Sind z,y € X, so gibt
es ein g € [y] mit

17 =2l < 2p([y — =) (1.59)
Ein solches ¢y erhalten wir, indem wir zunéchst z € U wéhlen mit

ly —x = z[| < 2p([y — =)

und dann § = y — 2 setzen. Sei nun ([x,,]),en eine Cauchyfolge in X/U. Nach eventuellem
Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen, dass

p([anrl] - [xn]) <277,
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Wiéhle nun gemé$ (1.59) Z; € [x;] und fur n > 1 ein z, € [z,] mit
[Zn = Znall < 2p([2n] — [2n]) - (1.60)

Dann gilt fiir alle n,p € N

p p
[Tnip — Tnll < Z [Zn4j — Tnj | < Z 2. 27" < gTR
=1 j=1

also ist (Z, )nen eine Cauchyfolge in X. Da X vollstandig ist, existiert = lim, ey Z,,. Aus

(L.58) folgt

0 < p([zn] = [2]) = p([#n] = []) < [T — 2] =0,
also [x,] — [z] in X/U. O
Beispiel: X = C([0,1]), U ={x: 2 € X, 2(0) = 0}. Es ist

r~yy < x(0)=y(0),
und man sieht leicht, dass
p([z]) = [z(0)|, X/U=R.

Die Abbildung 7': X/U — R, T([z]) = z(0), ist eine Isometrie.
Dichte Teilmengen. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit dicht in
X, falls

A=X (1.61)
gilt. Offensichtlich gilt: Ist A dicht in (X, d), und ist B dicht in (A, d4), so ist B dicht in
(X, d).

Definition 1.15 (Separabler Raum)

FEin metrischer Raum (X,d) heifit separabel, wenn es eine endliche oder abzihlbar un-
endliche Teilmenge A von X gibt, welche dicht ist in X. O

Beispiel: Q" ist dichte Teilmenge von R”, also ist R™ separabel. Analoges gilt fiir C".
Satz 1.16 Der Raum (C([a,b];K), | - ||..) st separabel.
Beweis: Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl (sieche Analysis 2) ist die Menge

P aller Polynome dicht in C'(][a, b]; K). Die Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten ist abzéhlbar und in P dicht, also auch in C([a, b]; K). O

Satz 1.17 Sei X normierter Raum, (x,)nen Folge in X mit X = span{x, :n € N}.
Dann st X separabel.

Beweis: Ubung. O

Satz 1.18 Der Raum (P(K) ist separabel fir 1 < p < oo. Der Raum (>°(K) ist nicht
separabel.
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Beweis: Fiir p < oo gilt ?(K) = span {e, : n € N}, also folgt die Behauptung aus Satz
1.17 Sei p = co. Fiir M C N definieren wir 2™ € ¢(*°(K) durch

w1, keMm,
ZL‘k—
0, k¢ M.

Sind M, N C N mit M # N, so ist ||z —2V|| =1, und
1
{B(z", 5) M CN}
ist eine iiberabzdhlbare Menge disjunkter offener Kugeln. Ist A eine dichte Teilmenge, so

muss sie auch in jeder dieser Kugeln dicht sein, daher kann sie nicht abzdhlbar sein. O

Analog gilt, dass (D C R" offen) der Raum (LP(D;K), || - [|,) separabel ist fiir 1 < p < oo,
aber nicht separabel fiir p = o0o. Ist p < oo und D auflerdem beschrinkt, so folgt dies
daraus, dass C(D) dicht in (LP(D),|| - |,) liegt und (analog zu Satz die Polynome
mit rationalen Koeffizienten eine dichte Teilmenge von C(D) bilden. Fiir unbeschrinktes
D folgt es aus

L’(D:K) = | J L*(D N B,;K)
neN
mit B, = {z : ||z], < n}.

Satz 1.19 Seien X normierter Raum, Y Banachraum, U ein dichter Unterraum von X
und S : U — Y linear und stetig. Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung
T:X =Y mitT|U=S, und es gilt | T|| = ||5]|-

Beweis: Zu x € X wihlen wir eine Folge (x,)neny in U mit z, — z und setzen Tz =
lim,, o S,. Dieser Limes existiert, da mit (x,)nen auch (Sx,)nen eine Cauchyfolge und
Y vollsténdig ist. Die Behauptungen ergeben sich nun direkt aus den Definitionen und ele-
mentaren Eigenschaften der Operatornorm und von konvergenten Folgen, die Einzelheiten
werden hier nicht ausgefiihrt.

Dualrdume. Ist X ein normierter Raum, so ist nach Satz der Dualraum X* =
L(X;K) ein Banachraum.

Satz 1.20 Sind p,q € (1,00) mit

1 1
2—9 + 5 =1, (1'62)
so gilt
(PP(K))" = 1(K). (1.63)

Beweis: Wir wollen eine Isometrie 7" : (?(K) — (¢?(K))* definieren durch
(Tx)(y) =Y zpygr, =€l(K), yer(K). (1.64)
k=1
Es gilt nach der Hoélderschen Ungleichung

N N 7 N g
> lzal luel < (ZIMI") - (ZI%I”) < [l l1yll,
k=1 k=1 k=1
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also ist die Reihe ), z;y; absolut konvergent, und

(T)W)I < D lewyel < Jzl, 1yl
k=1

Daher wird fiir festes x € ¢9(K) durch (1.64]) eine lineare stetige Abbildung Tz : *(K) —
K definiert mit
[T < ||, - (1.65)

Also ist T : ¢4(K) — (¢?(K))* wohldefiniert. Aus folgt, dass T linear ist, und aus
(L.65)), dass T stetig ist. 7" ist injektiv, da (T'z)(ex) = xx, und also Tz = 0 auch z;, = 0 fiir
alle k& impliziert. Wir zeigen, dass T' surjektiv ist. Sei y* € (¢?(K))* beliebig, wir suchen
ein © = (zy)gen in (4(K) mit To = y*. Da (T'z)(ex) = zy gilt fiir ein solches z, miissen
wir definieren

xr =y (eg) . (1.66)
Fiir ein y € ¢.(K) der Form

N

yZZykek, uw €K, NeN, (1.67)
k=1

gilt dann
N N N
v(y) =y (Z yk@k) =Y uylen) = > i (1.68)
k=1 k=1 k=1

Wir wahlen nun

ye = |2k sign (z), 1<k <N. (1.69)
Dann gilt
yelP = |z P97 = |24]? =z,

und aus ((1.68)) folgt

N N N g N >

D el = we =y ) < lly* I lwll, = v <Z ka|p> = [y (Z Iwkl") ,

k=1 k=1 k=1 k=1
also

(Z m\q) <"l (1.70)

k=1
Grenziibergang N — oo liefert x € ¢4(K) und

lll, < MlyIl - (1.71)
Aus und folgt
(Tz)(y) =y"(y), firalley € c.(K).
Nun ist c.(K) dicht in (7(K), [ - [[,), also folgt aus Satz
Tx =y", (1.72)
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also ist 7" surjektiv, und aus (1.65) und (1.71) folgt ||7x|| = [|z|, also ist T" Isometrie. O

Ohne Beweis geben wir einige weitere Ergebnisse zur Darstellung von Dualrdumen an. Es
gilt

co(K)* =2 A(K), MK)*=~(K). (1.73)
Analoge Sétze gelten fiir Funktionenrdume. Ist D C R"™ offen, so gilt
1 1
LP(D;K)*= LY(D;K), 1<p<oo, —4+-=1. (1.74)
p q

Fiir p = 2 folgt (1.74) aus der Hilbertraumtheorie (spéater). Fiir beliebiges p € (1, 00)
erhalten wir analog zum Fall des Folgenraums ¢?(K) durch

(Tzx)(y) = /Da:(t)y(t) dt, z € LYD;K),ye LP(D;K), (1.75)

eine lineare stetige Abbildung 7' : LY(D;K) — LP(D;K)* mit ||Tz| = [z, Aus der
Holderschen Ungleichung folgt ndmlich

(o) < [ o]yl de < ( / \x(t)lth>q ( / |y<t>\Pdt)" — el vl (1.76)
und fiir
(1) = sign (()]a(t))"
gilt |y(t)|? = |x(t)|? und daher

(T2)(y) = /D £(t)sign (x()|x(8)|1 dt = /D w(1)] dt

— (/D |m(t)|th);</D |a:(t)|th);=||x||q||y||p-

Zum Beweis der Surjektivitdt von T konstruiert man zu gegebenem y* € LP(D;K)* ein
x € LY(D;K) mit Tz = y* mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym aus der Maf- und
Integrationstheorie.

Weiter gilt
LY(D;K)* = L=(D;K). (1.77)

Der Darstellungssatz von Riesz besagt, dass fiir kompaktes D C R™ der Raum C(D;R)*
isometrisch isomorph ist zum Raum aller signierten regulidren Mafle auf der Borel-o-
Algebra auf D, insbesondere gibt es zu jedem y* € C(D;R)* ein solches Mafl p mit

Y (y) = /Dydu- (1.78)

Definition 1.21 (Reihe im normierten Raum)
Sei X normierter Raum, sei (xy)ren Folge in X. Falls die Folge der Partialsummen

Sp = Zwk (1.79)
k=1
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gegen ein s € X konvergiert, so sagen wir, dass die zugehorige Reihe Y - | xy konvergiert,
und definieren

Zxk =5. (1.80)
k=1

Die Reihe > - | @y, heifit absolut konvergent, falls

Dl < oo (1.81)
k=1
O

Aus der Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation im normierten Raum folgen die
Rechenregeln

Z(%*’%)ZZ%*’Z?JM Zaxk:azxk7 (1.82)
k=1 k=1 k=0 k=1 k=1
a € K, die jeweils giiltig sind, wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.

Satz 1.22 Sei X Banachraum, sei die Reihe ) .- | x) absolut konvergent. Dann ist sie
auch konvergent, und es gilt

D

k=1

Jede Umordnung der Rethe konvergiert ebenfalls, und zwar gegen den gleichen Grenzwert.

<l (1.83)
k=1

Beweis: Sei .
on=>_llzxl,
k=1

dann gilt fiir die in (1.79) definierten Partialsummen fiir n > m

n

[sn — smll < Z |kl = lon — ol .

k=m-+1

Da (o,) Cauchyfolge in R ist, ist (s,) Cauchyfolge in X, also konvergent. Wegen ||s,| <

|| folgt (1.83) aus

o0
s = lim JIsa]| < lim Jou| =[xl

Sei .
Z Ty, Tp=2Trx), 7:N—=N bijektiv,
k=1

eine Umordnung von Y x; mit den Partialsummen
n

Sp = E T -
k=1

18



Sei € > 0. Wir wéahlen M so, dass

o0

Z ||x7€|| <e,

k=M+1

und N so, dass N > M und n({1,...,N}) D{1,..., M}. Dann gilt fiir alle n > N

o

150 = sull < > laull <,

k=M+1

also folgt [|$,, — su|| — O.
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2 Hilbertraume

Definition 2.1 (Skalarprodukt, Prihilbertraum)
Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-) : X x X — K heifit Skalarprodukt auf X,
falls gilt

(x,z) >0, firallex € X mit z #0, (2.1)

(v,y) = (y,x), fiir alle v,y € X, (2.2)
(ax + Py, z) = alx,z) + By, z) , firalez,y,z€ X und alle a, f € K. (2.3)

(X, (-,-)) heifit dann Prdhilbertraum. O

Aus (2.2) und (2.3) folgt unmittelbar
(x,ay + Bz) =a(x,y) + Bz, z) , fiiralle z,y,2 € X und alle o, 8 € K. (2.4)

Im Fall K = R ist ein Skalarprodukt also nichts anderes als eine symmetrische positiv
definite Bilinearform.

Satz 2.2 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, Hilbertraum)
Sei (X, (-,-)) Prahilbertraum. Dann wird durch

]l = /(2 ) (2.5)
eine Norm auf X definiert, fir die die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[z ) [ < lzlllyll,  fir alle z,y € X, (2.6)
gilt. Ist X wollstindig, so heifit X Hilbertraum.
Beweis: Wir zeigen zunéchst . Seien x,y € X mit y # 0. Fiir jedes a € K gilt
0<(z+aya+ay) = (z,2) +afe,y) +a(z,y) +laf (y,y) -

Setzen wir speziell

23 )
(v, y)
so folgt
(v,y) (. y)  [(zy) |
0<inm -2 Wy oy
und weiter

0< (z,z) (y,y) — | {z,9) |7,

also gilt (2.6). Nun die Normeigenschaften. Aus ||z|| = 0 folgt (z,2) = 0 und damit z = 0
wegen (2.1). Fiir € Kund z € X gilt

laz ] = o, az) = a@ (2, 2) = |af*||z]*.
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Die Dreiecksungleichung gilt wegen

o+ yll* = llzll* + (2, ) + o, 9) + lyl* < ll=l* + 20z ]yl + yll?

= (llz]l + llwl)?.
O
Aus (z,y) = (y,x) folgt Re (z,y) = Re (y,x), und es gilt
|z 4+ y||* = ||=||* + 2Re {(z,y) + ||y||*, fiir alle z,y € X. (2.7)

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt unmittelbar (siche Ubung), dass das
Skalarprodukt (-,-) — K stetig ist.

Beispiele fiir Hilbertraume: Zunéchst

X=K", (z.9)=) =Tk, (2.8)
k=1
und weiter -
X =0£(K), (ry) = Zxk% (2.9)
k=1
sowie
X = PDK), (o) = [ s, (2.10)
D

fiir D C R” offen. In den Féllen (2.9)) und (2.10]) folgt die Wohldefiniertheit des Skalarpro-
dukts aus der Holderschen Ungleichung, und die aus (2.5 resultierende Norm ist gerade
die uns bereits bekannte.

Satz 2.3 (Parallelogrammgleichung)
Sei X Prahilbertraum. Dann gilt

o+ yll* + llo — yll* = 2ll«l* + lyl*) . fir alle x,y € X, (2.11)

Beweis: Direktes Ausrechnen mit der Definition (2.5) und den Eigenschaften des Skalar-
produkts. O

Ebenso direkt kann man ausrechnen, dass sich in einem Préhilbertraum das Skalarprodukt
durch die Norm ausdriicken 148t, und zwar

1
<!E,y>:1(|I$+yll2—||w—y||2), K=R, (2.12)
und
1 2 2 2 2
(x,y>=;1(||$+y|| — [z —yl* +illx + iy|* — il —dyl]"), K=C. (2.13)

Ist X ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammgleichung @ nicht gilt, so kann
es natiirlich kein Skalarprodukt geben, welches diese Norm geméf3 erzeugt. Auf diese
Weise 148t sich zeigen (Ubung), dass (C(D;K) ), D kompakter metrischer Raum,
kein Préhilbertraum ist.

Gilt (2.11) in einem normierten Raum, so 148t sich zeigen, dass durch (2.12)) beziehungs-
weise (2.13]) ein Skalarprodukt definiert wird, also X ein Préhilbertraum ist (ohne Beweis,
das ist eine etwas lingere Rechnung).

Al

21



Satz 2.4 (Projektionssatz)
Sei X Hilbertraum, sei K C X nichtleer, konver und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem
xr € X genau einy € K mit

lz =yl = nf flz — 2| (2.14)

Die Zuordnung x — y definiert also eine Abbildung Pk : X — K, sie heifit Projektion
auf K.

Beweis: Sei x € X, sei (y,)nen Folge in K mit
Jim [l —yoll = inf [z —z|| = d.
Aus der Parallelogrammgleichung folgt

2(llz = yall* + llz = yll®) = 1122 = (ya + ) I* + N9 — yal?,

also
Yo+ Y |
o = v = 2 = 3P + e = ) = o = 2252 (2.15)
Da K konvex ist, ist
Yn + Ym
InTIm o K
2
also folgt
0 < [y = ymll® < 212 = ull® + |2 — y*) — 4d°, (2.16)
also ist (y,)nen eine Cauchyfolge in X. Da X vollstiandig ist, existiert
y = lim y,, (2.17)
n—oo
und da K abgeschlossen ist, gilt y € K. Aus der Stetigkeit der Norm folgt
o=yl = lim [l — yall = d.
n—oo
Damit ist die Existenz von y bewiesen. Ist nun y € K mit ||z — g|| = d, so gilt wie in
@.15)
. . y+y y+y
Iy = 917 = 2 = ol + e = 1%) = afo — 37| =~ o - 57
<0, da % €K,
also y = y. O

Satz 2.5 (Variationsungleichung)
Sei X Hilbertraum, K C X nichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem
r € X genau einy € K mit

Re (r —y,z—y) <0, firallezeK, (2.18)

und es gilt y = Pgx.
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Beweis: Eindeutigkeit: Sind y, 7 € K Losungen von (2.18)), so gelten
OZRG <$—y,g]—y> )
Addition liefert
0>Re (j—y,5—y) = Iy —yl*,

also y = . Es bleibt zu zeigen, dass Pxz eine Losung ist. Sei z € K, t € [0, 1] beliebig,
dann gilt (1 —t)Pxx +tz € K, also

|z — Pgx|]* < ||z — (1 —t)Pgx — t2|?
= ||z — Pxx|* 4+ 2Re (z — Pxa,t(Pxx — 2)) + t*|| Pxx — 2||?,

also (Division durch t)

0 < 2Re (x — Pgx, Pxw — 2) + t||Pgx — 2|2,

Grenziibergang t — 0 liefert die Behauptung. O
Fir K = R wird aus (2.18]) natiirlich
(x —y,z—y) <0, firallezeK. (2.19)

Folgerung 2.6 Sei X Hilbertraum, K C X mnichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann
qilt
|Pxx — PxZ|| < ||z — Z||, fir allez,z € X. (2.20)

Beweis: Ubung. O

Folgerung 2.7 Sei X Hilbertraum, U abgeschlossener Unterraum von X. Dann ist Pyx
das eindeutig bestimmte Element y € U, fiir welches gilt

(x —y,z) =0, firallezeU. (2.21)

Beweis: Da mit z € U auch z + Pyx € U gilt, folgt aus (2.18)
Re (x — Pyx,z) <0, furalle z € U, (2.22)

setzen wir —z fiir z ein, so folgt Re (x — Pyz,z) = 0, und mit iz statt z folgt auch
Im (x — Pyz, z) = 0, also gilt (2.21)) fiir y = Pyz. Umgekehrt ist ein y € U, welches (2.21))
erfiillt, Losung der Variationsungleichung (2.18)), da z — y € U fiir alle z € U. O

Definition 2.8 (Orthogonalitéit)
Sei X Prdhilbertraum. Gilt fir x,y € X

(z,y) =0, (2.23)

so sagen wir, dass x und y orthogonal sind und schreiben x_Ly. Ist Y C X, so definieren
wir das orthogonale Komplement Y+ durch

Yit={z:2€X, zly firalleycY}. (2.24)
a
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Ist z Ly, so gilt
lz+yll> = |lz|*+ llyll>.  (Pythagoras)

Lemma 2.9 Sei X Prdhilbertraum, Y C X. Dann ist Y+ ein abgeschlossener Unterraum
von X mit Y+NY = {0}.

Beweis: Folgt direkt aus der Bilinearitét, Stetigkeit und Definitheit des Skalarprodukts.
([

Satz 2.10 Sei X Hilbertraum, U abgeschlossener Unterraum von X. Dann ist Py : X —
U linear und stetig, ker(Py) = UL, und es gilt

Pyi =id— Py (2.25)

Beweis: Nach Folgerung 2.7] gilt
(x — Pyx,z) =0, firallexe X, ze€ U, (2.26)
also ist ¢ — Pyx € U+. Fiir 2,2 € X und o, 8 € K gilt

(IPULE—FﬁPUf?EU,
((ax + B%) — (aPyzx + BPyZ),z) =0, fir alle z € U,

also nach Folgerung
PU<Oél’ + ﬂi’) = OéPU.I‘ + BPU«% .

Aus ([2.26) folgt

relUt & PueUt & Pur=0.

Fiir z € U™ gilt
(x — (id — Py)x,z) = (Pyx,z) =0,

und wegen x — Pyx € U+ folgt
(id — Py)x = Py.x.

Aus ([2.25) folgt unmittelbar
l|* = llz — Poa|* + || Py=]|?

und damit

|Py|| =1, falls U # {0}.

Die Abbildung x +— (Pyx,x — Pyx) liefert eine Isometrie
(XD =W <UL
Wir kénnen X natiirlich auch als direkte Summe
X=UaU™*

im Sinne der Linearen Algebra auffassen.
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Lemma 2.11 Sei X Hilbertraum, Y C X. Dann gilt

Y+t =spanY . (2.27)
Insbesondere gilt Y+ =Y, falls Y ein abgeschlossener Unterraum ist.
Beweis: Ubung. O

Satz 2.12 (Darstellungssatz von Riesz)
Sei X Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem x* € X* genau ein x € X mit

2" (z) = (z,x) , firallez € X. (2.28)

Die durch definierte Abbildung J : X — X* ist bijektiv, isometrisch und konjugiert
linear, das heifst, _
J(ox + py) =aJ(z) + BJ(y) (2.29)

gilt fiir alle z,y € X und alle o, B € K.
Beweis: Durch ([2.28)) wird ein lineares Funktional z* : X — K definiert. Wegen
()| < 2l 2]l 2" (2)] = [l«]®

ist * € X*, also J wohldefiniert, konjugiert linear und ||.J(z)|| = ||z||. Es bleibt die
Surjektivitdt von J zu zeigen. Sei z* € X* mit 2* # 0. Wir setzen U = ker(z*). Wegen
U # X ist UL # {0}. Wir wihlen ein x € Ut mit z*(z) = 1. Fiir beliebiges z € X gilt

z=z—z"x+a"(2)x, z—2"(2)relU,

also

also
T
¥ =J (—) )
[ ]|?
O

Fiir den Hilbertraum X = L?(D;K) bedeutet Satz dass zu jedem Funktional z* € X*
genau eine Funktion z € L?(D; K) existiert mit

" (z) = /Dz(t)wdt, fiir alle z € L*(D;K),

oder dquivalent (da die Konjugation z — T eine Bijektion auf X ist), dass zu jedem
Funktional z* € X* genau eine Funktion z € L*(D; K) existiert mit

" (z) = /Dz(t):c(t) dt, fiir alle z € L*(D;K),

Ist U abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums X mit U # X, so gibt es ein z € X
mit
dist (z,U) = in[f] |le—z| =1, |z]=1, (2.30)
ze
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da jedes z € Ut mit ||z|| = 1 diese Eigenschaft hat. In einem Banachraum, der kein
Hilbertraum ist, gilt der Projektionssatz im allgemeinen nicht, auch nicht dann, wenn die
konvexe Menge K ein Unterraum ist, und ein x € X mit muss nicht existieren.
Stattdessen gilt das folgende etwas schwéchere Resultat.

Lemma 2.13 Sei X normierter Raum, U abgeschlossener Unterraum von X mit U # X.
Dann gibt es eine Folge (xy,)nen in X mit

lim dist (z,,U) =1, |lz,||=1 fir allen e N. (2.31)

n—oo
Beweis: Sei 7 € X \ U, sei (yn)nen Folge in U mit
lim || — y,|| = dist (Z,U) .
n—oo

Da U abgeschlossen ist, ist dist (Z,U) > 0. Wir definieren

T — Yn
Tn = m (2.32)
Fiir beliebiges z € U gilt
1 5 s 1 s
J2n — 2| = m“fﬂ — (Y + H{r— ynll2) || = mdls‘? (z,0),
also
1 = ||x,|| > dist (z,,U) > 5o yanist (z,U) - 1 fiir n — oo,
O

Folgerung 2.14 Sei X ein normierter Raum mit dim(X) = co. Dann ist die abgeschlos-
sene Einheitskugel K(0;1) = {x : z € X, ||z| < 1} nicht kompakt.

Beweis: K (0; 1) ist Teilmenge von X und daher in natiirlicher Weise ein metrischer Raum.
Es geniigt daher, eine Folge (z,)nen in K(0;1) zu konstruieren, die keine konvergente
Teilfolge hat. Sei 1 € K(0;1) mit ||z1]| = 1. Seien xy,...,x, bereits definiert, sei U,, =
span{xy,...,2,}. Wir wihlen x,,; geméf Lemma mit ||z,41]] = 1 und

1
dist (zp41,Uy,) > 3
Dann gilt
1
|70 — | 2> 9 n#m,
also hat (z,)nen keine konvergente Teilfolge. O

Ist X endlichdimensional, dim(X) = n, so ist X ~ K" nach Satz [L.6] Wir haben also
insgesamt bewiesen: In einem normierten Raum ist die Einheitskugel genau dann
kompakt, wenn der Raum endlichdimensional ist.
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Definition 2.15 (Orthonormalbasen)

Sei X Hilbertraum. Fine Menge S C X heifft Orthonormalsystem (in X ) falls gilt ||e]| = 1
fiir alle e € S und eLf fir alle e, f € S mit e # f. Fin Orthonormalsystem S heifst
Orthonormalbasis, falls es kein Orthonormalsystem S gibt mit S C S und S # S. O

Eine Orthonormalbasis wird oft auch “vollstdndiges Orthonormalsystem” genannt.

In der Linearen Algebra beweist man, dass jeder Vektorraum eine Basis hat. Ganz analog
beweist man, dass jeder Hilbertraum eine Orthonormalbasis hat.

Satz 2.16 Sei X ein Hilbertraum, X # {0}. Dann hat X eine Orthonormalbasis. Zu
jedem Orthonormalsystem Sy gibt es eine Orthonormalbasis S mit Sy C S.

Beweis: Sei © € X, z # 0, dann ist Sy = {x/||z||} ein Orthonormalsystem. Sei nun S
ein beliebiges Orthonormalsystem. Wir betrachten die Menge

M={5:85D5,5 ist Orthonormalsystem} .
M ist nichtleer, und die Inklusion von Mengen definiert eine Halbordnung “<” auf M,
Sl S S2 = Sl C SQ .

Ist V eine vollstiandig geordnete Teilmenge von M (das heifit, fiir beliebige S;, Ss € V gilt
S1 < Sy oder Sy < SY), so ist
T=\Js

Sey

ebenfalls ein Element von M (da aus e, f € T folgt, dass es ein S € V gibt mit e, f € S,
also |le]| = ||f]] = 1 und (e, f) = 0 falls e # f), also ist T" eine obere Schranke von V
in M. Also hat jede vollstdndig geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke. Aus
dem Zornschen Lemma folgt nun, dass M mindestens ein maximales Element S besitzt,
das heit, ein Element, zu dem es kein S € M gibt mit S € S und S # 5. Also ist S
Orthonormalbasis. O

Satz 2.17 Sei X ein separabler Hilbertraum mit dim(X) = oo. Dann hat jede Orthonor-
malbasis S abzdhlbar unendlich viele Elemente.

Beweis: Ist S eine iiberabzihlbare Orthonormalbasis, so ist X nicht separabel, da |je —
fll = V2 gilt fiir Elemente e, f € S mit e # f (Argument wie im Beweis der Nichtsepara-
bilitdt des *°(K)). Ist S ein endliches Orthonormalsystem, und ist © ¢ U = span (.5), so

1st P
r — Iyx
SUS ———
{ | — Pyl }
ebenfalls ein Orthonormalsystem, also S keine Orthonormalbasis. O

Lemma 2.18 Sei X ein Hilbertraum, S C X ein Orthonormalsystem. Sind eq, ..., e, €
S, so gilt fiir U =span{ey,...,e,}

n

Pyx = Z (x,ep)er, firallexeX. (2.33)
k=1
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Es gilt auflerdem die Besselsche Ungleichung
Dol en P < =) (2.34)
k=1

Beweis: Fir

3

gilt y € U und

(x—y,e5) =(x,e5) = ) (x,ep) (ex, €5) = (x,¢;5) — (x,¢5) =0,

also auch (z —y,z) = 0 fiir alle z € U und damit y = Pyx nach Folgerung 2.7} Die
Besselsche Ungleichung folgt wegen

[ Poa|* = <Z (,ex) en, Y <937€j>€j> = (zex) (w¢5) (en, e5)

Jj=1 7,k=1

n
2

| (2, ex) |
k=1

aus der Ungleichung ||Pyz| < ||z]|. O

Folgerung 2.19 Sei X ein Hilbertraum, S C X ein Orthonormalsystem, x € X. Dann
i1st die Menge
S, ={e:e€S, (x,e) #0} (2.35)

endlich oder abzdhlbar unendlich.

Beweis: Wegen ([2.34)) kann es zu jedem m € N nicht mehr als m||z||* verschiedene e € S
geben mit | (z,e) | > 1/m. O
Ein Orthonormalsystem S in X ist linear unabhéngig und daher Vektorraumbasis des
erzeugten Unterraums span (.5). Die Bedeutung der Orthonormalsysteme und -basen liegt

nun darin, dass wir auch Elemente im Abschluss span (S) darstellen konnen, und zwar als
Grenzwert einer Reihe in der Form

(r,ep)er, er€S. (2.36)
1

oo
Tr =
k=
Man kann S geméfl dem Satz aus der Linearen Algebra zu einer Vektorraumbasis fiir X
fortsetzen und damit jedes Element von X durch eine endliche Linearkombination dar-
stellen. Eine solche ist aber iiberabzidhlbar (da es keine Banachrdume mit abzdhlbarer
Vektorraumbasis gibt, wie wir im néchsten Kapitel sehen werden), und sie ldsst sich auch
nicht “konstruktiv” angeben. Daher sind Vektorraumbasen fiir die Analyse von Funktio-
nenraumen ungeeignet.
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Satz 2.20 Sei X ein separabler Hilbertraum mit dim(X) = oo, sei S = {ey : k € N} ein
Orthonormalsystem. Dann sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.

(ii) S+ = {0}.
(111) X = span (5).

(iv) Fir alle x € X gilt

Z T, ex) (2.37)
k=1

(v) Fiir alle z € X gilt die Parsevalsche Gleichung
2]l = e [P (2.38)
k=1

Beweis: (i)=(ii): Wir zeigen —(ii)= —(i). Ist z € S, x #£ 0, so ist

)

ein Orthonormalsystem, also S keine Orthonormalbasis.
(ii)=-(iii): Es gilt nach Lemma

span (S) = S+ = {0}t = X

(iii)=(iv): Sei U,, = span{ey,...,en}, Pn = Py, . Sei x € X beliebig, sei (x,),en Folge
in span (S) mit z,, — x, sei (my,)nen streng wachsende Folge in N mit z,, € U,,,. Dann
gilt

0 <z = Pzl <llz =zl =0,
und da (||z — P,x||)neny monoton féllt wegen ||z — P,z|| = dist (x, U,), folgt aus Satz[2.18]

dass
n

0< lz =) (x,ex) exl| = l|lz — Pozl| = 0.

k=1

(iv)=(v): Fur die Partialsummen s, =Y ,_, (x, ex) €, gilt

||Sn|| - Snasn Z| €, ek )

Grenziibergang n — oo liefert (2.38), da s,, — « nach (iv) und damit ||s,|| — ||z
(v)=(i): Wir zeigen —(i)= = (v). Ist S keine Orthonormalbasis, so gibt es ein x € X mit
|z|| = 1, so dass S U {z} Orthonormalsystem ist. Fiir dieses x gilt (2.38)) nicht. O

Aus Satz folgt sofort, dass im ¢*(K) die Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis
bilden, da dann span (S) = ¢.(K) gilt und c.(K) dicht ist in ¢*(K).
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Die Reihe in (2.37)) ist im allgemeinen nicht absolut konvergent! Beispiel: Fiir

1
ZEk:E

gilt © = (23)ren € (K), aber || (z,ex)exll2 = 3, wenn wir die Einheitsvektoren als
Orthonormalbasis wéhlen. Nichtsdestrotrotz zeigt , dass in der Situation von Satz
der Grenzwert x nicht von der Reihenfolge der Basisvektoren abhingt, das jede
Umordnung von S ebenfalls Orthonormalbasis ist.

Ist X ein nichtseparabler Hilbertraum, so lét sich eine analoge Charakterisierung be-
weisen, da zu jedem z € X das Skalarprodukt (z,e) nur fiir hochstens abzéhlbar viele
Elemente e € S von Null verschieden ist (Lemma [2.19)).

Satz 2.21 Sei X ein separabler Hilbertraum mit dim(X) = oo. Dann gilt
X = *(K). (2.39)

Beweis: Sei S = {e;, : k € N} eine Orthonormalbasis von X. Zu jedem x € X definieren
wir eine Folge T'x durch
(Tz)r = (x,e), z€X.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt, dass Tz € (*(K) und ||Tz|]2 = ||z||x gelten. T ist
offensichtlich linear und injektiv. Wir definieren R : ¢.(K) — X durch

R(y) = Zykek, falls y = (y1, ..+, Ym, 0,...).
k=1

Dann ist R linear und stetig (sogar isometrisch), also &8t sich R nach Satz eindeutig
zu einer linearen stetigen Abbildung R : ¢*(K) — X fortsetzen. Sei nun y € (*(K), sei
(y")nen Folge in ¢.(K) mit y* — y. Dann gilt y" = TRy" — TRy, also y = TRy und
damit ist T" surjektiv. O
Aus Satz[2.21]folgt, dass alle separablen unendlichdimensionalen Hilbertriaume isometrisch
isomorph sind. Eine zunéchst iiberraschende Konsequenz dieses Resultats ist, dass

L*(D;K) = (K)
falls etwa D eine offene Teilmenge des R ist.
Wir betrachten nun im L?((—m, 7); C) die Funktionen
1 .
ep(t) = —e™, keZ. 2.40

In der Analysis 2 wird gezeigt, dass
S={ex:keZ} (2.41)
eine Orthonormalbasis ist. Damit erhalten wir aus Satz dass fiir jedes v € L?((—m,7); C)
gilt
1 T ,
r = chek, r = (x,6p) = — z(s)e * ds (2.42)
keZ 21 Jor

wobei der Grenzwert im Sinne der L*-Konvergenz zu verstehen ist. Die Reihe in (2.42)
heift Fourierreihe von x.
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3 Das Prinzip der gleichméifligen Beschrinktheit

Auf dem folgenden Satz von Baire beruhen eine ganze Reihe von Sétzen der Funktional-
analysis.

Satz 3.1 (Baire)
Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, sei (U, )nen eine Folge offener Teilmengen von
X, sei U, dicht in X fiir alle n € N. Dann ist auch

D=0, (3.1)

neN

dicht in X.

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Ist V' C X nichtleer und offen, so ist V. ND # (. Sei V eine
solche Menge. Wir wihlen x; € U3 NV (moglich, da Uy dicht in X) und ein &; > 0 mit

x1 € K(z1;61) CULNV . (3.2)
Seien (z1,€1), ..., (Ty_1,&,_1) bereits definiert. Wir wihlen
z, € Uy N B(xy_1;60-1) (moglich, da U, dicht in X) (3.3)
und &, > 0 mit
Ty € K(xp;6,) CUNB(xp_1560-1), €n< %sn_l ) (3.4)

Dann ist
A(Tpy1,1n) < en < 27" ey d(Tm, 2,) < 2-27" ey fiir alle m > n,

also ist (z,)neny Cauchyfolge. Sei z = lim, o z,. Da K(x,;e,) abgeschlossen ist und
K(zp;e,) C K(xy_1;6,-1) fiir alle n € N, folgt

r€ () K(wne) C[|UnNV=DNV.
neN neN
(]

Definition 3.2 Sei (X, d) metrischer Raum, M C X. M heifst nirgends dicht in X, falls

int (M) =0 (das heift, der Abschluss von M hat keine inneren Punkte). O

Eine abgeschlossene Menge A C X ist nirgends dicht genau dann, wenn ihr Komplement

X \ A offen und dicht ist.

Folgerung 3.3 Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, sei (A,)nen eine Folge abge-
schlossener, nirgends dichter Teilmengen von X. Dann ist

X\ An (3.5)

neN

dicht in X.
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Beweis: Wir wenden Satz an mit U, = X \ A,. O

Satz und Folgerung beinhalten insbesondere, dass D = N,U, beziehungsweise
X \ U, A, nichtleer sind. Sie liefern also eine Methode, Existenzbeweise zu fithren. Bei-
spielsweise kann man auf diese Weise zeigen (siche Werner S.139), dass die Menge der
stetigen, an keiner Stelle differenzierbaren Funktionen dicht liegt in (C'([a, b]), || - || )-

Es folgt eine weitere Existenzaussage.

Folgerung 3.4 Sei (X,d) vollstindiger metrischer Raum, sei (A,)nen eine Folge abge-
schlossener Teilmengen von X mit

X=JA.. (3.6)

neN

Dann gibt es ein k € N mait int (Ag) # 0.

Beweis: Folgt direkt aus Folgerung [3.3 O

Aus Folgerung erhélt man beispielsweise (Ubung), dass es keinen Banachraum (und
damit natiirlich auch keinen Hilbertraum) geben kann, der eine abzdhlbar unendliche
Vektorraumbasis hat.

Teilmengen von X der Form
U M, , M, nirgends dicht in X,
neN

nennt man auch von 1. Kategorie in X. Teilmengen von X, die nicht von 1. Kategorie
sind, nennt man von 2. Kategorie in X. Nach dieser Terminologie ist ein vollstdndiger
metrischer Raum immer von 2. Kategorie (in sich selbst).

Der folgende Satz beinhaltet das Prinzip der gleichméfligen Beschréanktheit.

Satz 3.5 (Banach-Steinhaus)
Sei X Banachraum, Y normierter Raum, sei T C L(X;Y). Es gelte

sup ||[Tz|| < oo, fir alle z € X. (3.7)
TeT
Dann gilt
sup || 7| < o©. (3.8)
TeT

Fiir eine Familie linearer stetiger Operatoren gilt also, dass aus deren punktweisen Be-
schrénktheit auch die gleichméflige Beschrénktheit folgt.
Beweis: Wir definieren fiir n € N

A, ={x:xz e X, sup|Tz|| <n}. (3.9)
TeT

A, ist abgeschlossen, da fiir fr(z) := ||Tx| gilt

Ap = ﬂ f;l([oan])

TeT
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Nach Voraussetzung (3.7) gilt

X:UA,L.

neN

Wegen Folgerung [3.4] finden wir ein & € N mit int (A;) # 0. Sei xy € Ag, € > 0 mit
K(zg;e) C Ag. Sei nun x € X beliebig, x # 0, dann ist

z=x0+¢ € K(xp;e) C A,

x
]
Sei nun auch 7' € T beliebig, dann folgt

| Tz| = HT (M(z — ZL‘Q)) H = M||TZ — Txo|| < MZk,
€ € €

also gilt

2k
T < — fir alle T € T.

O

Definition 3.6 (Offene Abbildung) Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Riume. Eine Ab-
bildung T : X — Y heifit offen, wenn T(U) offen ist in'Y fiir jede offene Menge U in X.
O

Ist T eine offene Abbildung, so braucht das Bild abgeschlossener Mengen nicht abgeschlos-
sen zu sein, auch dann nicht, wenn 7" linear ist (Beispiel: Ubung.)

Satz 3.7 (Satz von der offenen Abbildung)
Seien X,Y Banachrdume, T : X — Y linear und stetig. Dann sind dquivalent:

(i) T ist offen.

(i1) Es gibt ein § > 0 mit B(0;d) C T(B(0;1)).
(111) T ist surjektiv.
Beweis: “(i)=-(ii)”: klar.

“(ii)=-(i)": Sei U offen in X, sei y € T'(U). Wir wihlen z € X mit Tx = y und £ > 0 mit
B(z;e) C U, dann ist

TWU) DT (B(x;e)) =Tx +T(B(0;¢)) D y+ B(0;0¢),

wobei 0 > 0 geméf (ii) gewéhlt ist. Also ist y € int (T'(U)).
“(ii)=-(iii)”: Da T linear ist, folgt aus (ii) sofort B(0;rd) C T(B(0;r)) fiir alle r > 0.
“(iil)=-(i1)": Es gilt, da T surjektiv ist,

Y = | JT(B(0;n)).

neN

Wir finden nach Folgerung ein k € N mit int (T(B(0;k))) # 0. Wir setzen V =
T(B(0;k)). Seien y € V, £ > 0 mit

B(y;e) C V.
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Da V' symmetrisch ist (das heifit, z € V = —z € V), gilt auch B(—y;¢) C V, und da V'
konvex ist, folgt

B(0;e) cV =T(B(0;k)) . (3.10)

Es geniigt nun zu zeigen, dass
B(0;¢) C T(B(0;3k)), (3.11)

da dann (ii) erfiillt ist mit § = /3k. Nach (3.10]) finden wir zu jedem y € B(0;¢) ein
x € B(0;k) mit ||y — Tz|| <e/2, also

2(y — Tx) € B(0;¢). (3.12)

Zu vorgegebenem y € B(0;¢) konstruieren wir Folgen (z;) in X, (y;) in Y durch yo =y
und

yjir1 =2(y; — Tx;), x; € B(0;k), yj41 € B(0je), jEN. (3.13)
Es folgt . . ‘
27Uy, 1 =277y, —T(277z;), jeEN,
also
! (Z 2_jxj> =90 —2 "y =y =y (3.14)
=0
fiir m — oo. Wegen
> 2|y < 2k (3.15)
=0

ist 3, 277x; absolut konvergent, also auch konvergent (da X Banachraum). Sei
T = Z 270,
=0
Aus (3.14)) folgt Tx =y, und aus (3.19) ||z|| < 2k < 3k, also (3.11)). O

Folgerung 3.8 Seien X,Y Banachriume, T : X — Y linear, stetig und bijektiv. Dann
ist auch T~':Y — X linear und stetig.

Beweis: Dass 7! linear ist, ist ein Resultat der Linearen Algebra. Aus Satz folgt,
dass T offen ist, also gilt fiir jedes offene U C X, dass (T1)"}(U) = T(U) offen ist, also
ist T-1 stetig. O

Betrachten wir nun die Situation, dass ein Vektorraum X mit zwei verschiedenen Normen
| - |l und || - ||, versehen wird, so dass

|zll, < Clz|,, firallez € X, (3.16)

mit einer von = unabhéngigen Konstante C' gilt, das heifit, || - ||, ist schwécher als || - ||, in

dem Sinne, dass Konvergenz beziglich || - ||, auch Konvergenz beziiglich || - ||, impliziert,
aber nicht notwendig umgekehrt. (3.16]) bedeutet, dass

wd (X[l = (X0 )
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stetig ist. Aus Folgerung [3.8| schliefen wir nun, dass auch
id (X[ ]l) = (X[ )

stetig ist, falls (X, || - ||;) und (X, || - ||,) Banachraume sind; in diesem Fall sind die beiden
Normen &quivalent, und

(X 11) = (X l) -
Falls (3.16]) gilt, die beiden Normen aber nicht dquivalent sind, ist entweder (X, || - ;)
oder (X,| -|l,) nicht vollstiandig. Beispiel: X = C([a,b]). C(]a,b]) ist vollstandig mit
- 1ls = Il und fiir die L*-Norm gilt

lelly < (b= a)lzll ,

aber die beiden Normen sind nicht dquivalent (es gibt Folgen (x,)peny mit ||z,|, — O,
aber ||z,|| - 0). Also ist (C([a,b]);| - ||;) nicht vollstandig.

Folgerung 3.9 Seien X,Y Banachriume, T : X — Y linear und stetig, es gelte T(X) =
Y und T(X) # Y. Dann gibt es einy € Y, so dass ||x,| — oo gilt fiir jede Folge (x,)nen
m X mat lim, o Tz, = y.

Beweis: Ubung. O

In der Situation von Folgerung[3.9|macht es Probleme, die Gleichung Tz = y fiir gegebenes
y “stabil” zu losen. Sie besagt, dass es eine Folge (y,) in Y gibt von Ndherungen y,, von
Y, ndmlich mit y,, — y, fur die ||z||, — oo gilt fiir die exakten Losungen x,, der Gleichung
Tx = y,. Interpretieren wir (z,) als Folge von Ndherungslosungen fiir Tx = y, so sind
diese unbrauchbar fiir grofles n.

Der Graph einer Abbildung 7": X — Y ist definiert als

graph (1) = {(z,Tx) : x € X}. (3.17)

Satz 3.10 (Satz vom abgeschlossenen Graphen)
Seien X, Y Banachrdiume, sei T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(i) graph (T) ist abgeschlossene Teilmenge von X X Y.

(11) T ist stetig.

Beweis: “(ii)=-(i)": Ist (z,,y,) Folge in graph (T') mit (x,,y,) — (x,y) € X x Y, so gilt
Yo =Tx,, x, — x und Tz, — Tz, also y = Tx.

“(i)=(ii)”: Da T linear ist, ist graph (T") ein abgeschlossener Unterraum von X X Y, also
ein Banachraum. Die Projektion Px|graph (7') : graph (7') — X ist linear, stetig und
bijektiv, hat also nach Satz eine stetige Inverse @) : X — graph (7). Es folgt, dass
T = Py o () stetig ist. O
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4 Fortsetzung, Reflexivitit, Trennung

Fortsetzung von Funktionalen. Bisher wissen wir, dass lineare stetige Operatoren sich
von einer dichten Teilmenge normerhaltend auf den ganzen Raum fortsetzen lassen. Das
Hauptergebnis dieses Unterabschnitts (Satz von Hahn-Banach) besagt, dass sich lineare
stetige Funktionale von einem beliebigen Unterraum auf den ganzen Raum normerhaltend
fortsetzen lassen.

Definition 4.1 (Sublineares Funktional)
Sei X Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heifst sublinear, falls gilt

plax) = ap(z), firadlex e X, a >0, (4.1)
plz+y) <px)+ply), firalezyecX. (4.2)
O

Jede Halbnorm und jede lineare Abbildung p : X — R sind sublinear.

Definition 4.2 (Minkowski-Funktional)
Sei X Vektorraum, sei A C X. Dann wird durch

1
Ma(z) =inf{t: t > 0, T2 € A} (4.3)

eine Abbildung My : X — [0,00] definiert, sie heifit das Minkowski-Funktional von A.
Falls M a(x) < oo gilt fiir alle x € X, so heifst A absorbierend. O

Ist X normierter Raum und gilt 0 € int (4), so ist A absorbierend, da 7z € A gilt fiir
hinreichend grofies ¢. Ist A die Einheitskugel in X, so ist My (z) = ||z||.

Lemma 4.3 Sei X Vektorraum, A C X konvex und absorbierend. Dann ist das Minkows-
ki- Funktional M 4 sublinear.

Beweis: Die Eigenschaft (4.1]) folgt unmittelbar aus (4.3]). Seien nun x,y € X, sei € > 0.
Wir wahlen ¢, s > 0 mit

1 1
t<Ma(w)+e, -w€d, s<Mily)+e, _yeA.
S

Dann ist, da A konvex ist,

1 t 1 S 1

= — - -y €A,
t+$(x+y) t+ s tx+t+s sy

also Ma(z+y) <t+s < My(x)+Ma(y)+2e. Dae > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
O

Satz 4.4 Sei X Vektorraum tiber R, p : X — R sublinear. Sei U ein Unterraum von
X und f: U — R linear mit f(x) < p(z) fir alle x € U. Dann gibt es eine lineare
Fortsetzung F : X — R von [ auf X mit F(x) < p(z) fir alle x € X.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall
X =span(UU{y}), yeX\U. (4.4)
Jedes x € X 143t sich eindeutig zerlegen in
r=z4ay, zeU,acR. (4.5)
Wir definieren F': X — R durch
F(z) = f(z)+ar, fallsz=2z+ ay, (4.6)
wobei r € R spiter festgelegt wird. F ist linear, und F'|U = f. Die verlangte Ungleichung
F(x)=f(z) +ar <p(z+ay) =p(z), firallezeU, aeR, (4.7)

ist fiir @« = 0 nach Voraussetzung erfiillt, fiir a > 0 gleichbedeutend mit

IO (2 ) (), w
und fiir a < 0 gleichbedeutend mit
(D). e
Ein solches r existiert, wenn
sup(f(2) = plz = ) < Inf (o(: + ) = /() (4.10)

gilt. Nun gilt aber fiir beliebige 2,z € U

fE)+fE) =fz+2) <plz+2) <plz —y) +p(Z+v),
also auch
f(z) =p(z—y) <p(Z+y) — f(2), firallez2zeU,
woraus (4.10) folgt. Damit ist der Satz im Spezialfall (4.4) bewiesen. Zum Beweis des

allgemeinen Falles verwenden wir das Zornsche Lemma. Wir definieren die Menge

M ={(V,g) : V Unterraum, U CV C X, g:V — R linear, g|U = f, g < p auf V},
(4.11)
und versehen M mit der Halbordnung

Vi, q1) < (Va, g2) & VicVa, golVi=g1.

Es ist (U, f) € M, also M # (). Sei N eine vollstindig geordnete Teilmenge von M. Wir
definieren

.= |J Vv (4.12)
(V.g)eN
und g, : Vi, — R durch
() =g(x), fallszeV, (V,9) e N. (4.13)
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Aus der Definition von N folgt nun, dass ¢.(z) nicht von der Wahl von (V, g) abhéngt,
dass Vi, ein Unterraum und g, linear ist (Details hier nicht ausgefiihrt). Also ist (Vi, g.)
eine obere Schranke von N in M. Nach dem Zornschen Lemma hat M ein maximales
Element (V,g). Es muss V = X gelten, da wir andernfalls nach dem schon bewiesenen
Spezialfall ein (V,§) € M konstruieren kénnten mit V = span (V U {y}), y € X \ V, im
Widerspruch zur Maximalitét von (V g). 0

Satz 4.5 (Hahn-Banach)
Sei X ein normierter Raum tiber K, sei U ein Unterraum von X, sei u* € U*. Dann gibt
es ein ¥ € X* mit 2*|U = u* und ||z*|| = ||u*||.

Beweis: Sei zundchst K = R. Wir definieren p : X — [0, 00) durch
p(x) = [lu|[ - [l (4.14)

fiir alle x € U. Nach Satz gibt es ein lineares

p ist sublinear, und es gilt u*(z) < p(x)
* p(x) fir alle x € X und z*|U = u*. Es gilt dann fiir

Funktional z* : X — R mit z*(x) <
alle z € X

v(x) < plx) = ul| - lzll,  —2"(z) = 2% (=) < p(=2) = [l - [l],

also
l2*(z)] < |lu*[] - [[=]] ,

und damit ist x* stetig, ||z*|| < ||u*||. Da z* Fortsetzung von u* ist, folgt aus der Definition
der Operatornorm auch ||z*|| > ||u*||.

Sei nun K = C. Wir bezeichnen mit Xz und Ur die normierten Rdume X und U zum
Korper R (die Norm ist unverédndert) und setzen

up = Reu”.
Dann ist uj, € Ug, [|uf| < [Ju*|,

u*(z) = Reu(x) +ilmu*(z) = up(x) —iug(ix),

fir alle x € U, da Imu*(x) = —Reu*(iz). Sei nun z%, € X} eine Fortsetzung von u}, mit
|z5]| = ||uyll, wie eben bewiesen. Sie ist R-linear. Wir setzen
¥ (z) = ap(zv) —ixg(ix) , (4.15)

dann ist £* : X — C eine C-lineare Fortsetzung von u*, wie man leicht nachrechnet. Zu
x € X wihlen wir nun ¢ € C, |¢| = 1, so dass |z*(z)| = cz*(z) gilt, dann gilt

|27(z)| = ca™(x) = 2™ (cx) = 2glcr) < [log] - =,
also folgt ||z*|| < ||v*|| und mit demselben Argument wie oben auch ||z*| = ||u*||. O
Folgerung 4.6 Sei X normierter Raum, x € X mit x # 0. Dann gibt es ein z* € X*

mit ||z*|| = 1 und z*(x) = ||z||.
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Beweis: Sei U = span ({z}), sei u* : U — K definiert durch u*(az) = o||z||, o € K, dann
ist |u*(ax)| = ||az]|, also ||u*|| = 1. Wahle 2* € X* als Fortsetzung von u* gemifl Satz
4.9l O

Folgerung 4.7 Sei X normierter Raum. Dann gilt

z*(z)|, firalex e X. (4.16)

|z|| = max
r*eX*
[lz* ]| <1

Beweis: Es ist |z*(x)| < ||lz*|| - ||| < ||z]], falls |[2*]| < 1, also folgt (4.16) aus Folgerung
4.0l ]

Folgerung 4.8 Sei X normierter Raum, U C X abgeschlossener Unterraum. Sei x € X
mit x ¢ U. Dann gibt es ein x* € X* mit 2*|U = 0 und x*(x) # 0.

Beweis: Nach Satz ist X/U normierter Raum, und es gilt [z] # 0. Wir wéhlen geméf
Folgerung |4.6| ein y* € (X/U)* mit y*([x]) # 0 und definieren z* : X — K durch

() =y'([2), zeX,

dann gilt z* € X*, 2*|U = 0 und z*(z) # 0. O.

Reflexivitit. Ist X normierter Raum, so heifit X** = (X*)* der Bidualraum von X.
Durch die Zuordnung x +— z**,

a*(x*) = 2" (z), firalle z* € X*, (4.17)
wird wegen
| (&%) < [l - "] (4.18)
eine Einbettung
Jx : X - X (4.19)

definiert. (Eine solche Einbettung nennt man auch “kanonische” Einbettung, da ihre De-
finition sich in natiirlicher Weise aus der Definition von X und X** ergibt. Ent-
sprechend bezeichnet man auch fiir Y C X die durch j(z) = 2 definierte Abbildung
j 1Y — X als kanonische Einbettung.)

Lemma 4.9 Die in definierte Abbildung Jx : X — X™** st linear und isometrisch.

Beweis: Fiir alle x € X gilt nach Folgerung

lallx = max o (@)] = max |(Jx@)(@")] = | Ixallx---
[lz*[I<1 [lz*|I<1

O

Die Bildmenge Jx(X) ist ein Unterraum von X**. Da Jx isometrisch und X** Banach-
raum ist, gilt

X vollstindig < Jx(X) vollstindig < Jx(X) abgeschlossen in X**.
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Ist X nicht vollstédndig, so konnen wir den Abschluss Jx(X) von Jx(X) in X** als “Ver-
vollstéandigung” von X ansehen.

Definition 4.10 (Reflexivitét)
Fin Banachraum X heifit reflexiv, falls Jx : X — X** surjektiv ist. O

Nach Lemma [£.9] gilt dann
X = X (4.20)

Umgekehrt folgt allerdings aus (4.20]) im allgemeinen nicht, dass X reflexiv ist. Es gibt
Beispiele mit X = X** aber Jx(X) ist ein abgeschlossener echter Unterraum von X**.

Jeder endlichdimensionale Banachraum X ist reflexiv, da
dim(X™) = dim(X™) = dim(X)
gilt und daher aus der Injektivitéit von Jx auch die Surjektivitéit folgt.

Satz 4.11 Jeder Hilbertraum X ist reflexiv.

Beweis: Sei J : X — X*, (Jy)(z) = (z,y), die konjugiert lineare Isometrie aus dem
Rieszschen Darstellungssatz [2.12] Sei 2** € X**. Wir definieren

= (y) =x>*(Jy), yeX.

Dann gilt z* € X*. Wir setzen nun

Dann gilt fiir alle y € X

z(Jy) = 2*(y) = (Jo)(y) = (y,x) = (z,y) = (Jy)(v).

Da J surjektiv ist, folgt 2** = Jx (). O

Satz 4.12 Die Raume (?(K) sind refleziv fir 1 < p < co.

Beweis: Sei X = (?(K), seien
Ty : V(K) = P(K)*, Ty:P(K)— 4(K)",
die Isometrien aus Satz [1.20} Sei 2** € X** gegeben, wir setzen
v="T, (z"oT).

Dann gilt fiir alle z* € X*

o (2%) = (2 o TY) (T 'a*) = (To)(T; ' 2*) = Za:k (T '2* x*(z).
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Analog zeigt man, dass der Raum LP(D;K) reflexiv ist fiir 1 < p < 0.

Riume mit Supremumsnormen und mit L!-Normen sind in der Regel nicht reflexiv. Wir
behandeln als Beispiel X = L'(D;K). Wir gehen aus von der Isometrie

T:L®(D;K)— X", (Ty)(z) = / x(t)y(t) dt.
D
Wire X reflexiv, so gibe es zu jedem z** € X** ein x € X mit

e (Ty) = (Ty)(z) = / z(t)y(t)dt, firalle y € L=(D;K).

D

Aquivalent dazu ist, dass es zu jedem y* € L®(D;K)* ein x € L'(D;K) gibt mit

v (y) = /D e(t)y(t) dt (4.21)

Sei nun D = (0,1), B = (1/k,1). Wir setzen

Us = {y:y € L*(D:K), y|(D\ E) =0}, U=|JUs.

Dann ist U ein abgeschlossener Unterraum von L*(D;K), und es gilt 1p ¢ U, da
d(1p,Ug) =1 fiir alle k > 2. Also gibt es nach Folgerung ein y* € L>®(D;K) mit

y*(1p) #0 (4.22)
und y*|U = 0, also insbesondere
y*(lg,) =0, furalle k> 2. (4.23)
Fiir jedes # € L*(D;K) gilt aber nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue
kh_)rgo Dx(t)lEk (t)dt = /Dx(t)lD(t) dt . (4.24)

Nun konnen (4.21)) — (4.23)) aber nicht gleichzeitig gelten.
Die Riume cy(K), ¢(K), }(K), ¢>(K), C(D;K), L>°(D;K) sind alle nicht reflexiv.

Satz 4.13 Sei X Banachraum, U Unterraum von X. Ist X reflexiv und U abgeschlossen,
so ist auch U reflexiv.

Beweis: Sei u™* € U** beliebig. Durch
o (z*) = u™(z*|U)
wird ein z** € X** definiert. Sei x = J'(z**), dann gilt

¥ (z) = 2™ (") = u™(«*|U) (4.25)

fiir alle * € X*, und insbesondere x*(z) = 0 fiir alle z* mit 2*|U = 0. Aus Folgerung 4.8
folgt, dass x € U. Sei nun u* € U* beliebig. Wir wiihlen gemifi Satz [4.5] ein z* € X* mit

z*|U = u*, dann wird (4.25) zu

also gilt Jyr = u**. O
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Satz 4.14 Sei X Banachraum. Dann ist X reflexiv genau dann, wenn X* reflexiv ist.

Beweis: Sei X reflexiv. Wir wollen zeigen, dass Jx- : X* — X™* surjektiv ist. Sei
a** € X*** beliebig. Wir setzen 2% = 2% 0 Jy. Sei nun 2** € X** beliebig, sei x = J'v**.
Es gilt dann

also x*** = Jx«x*. Sei nun umgekehrt X* reflexiv. Nach dem eben Bewiesenen ist X**
reflexiv, nach Satz ist auch der abgeschlossene Unterraum Jx (X) reflexiv und damit
auch X. O

Satz 4.15 Sei X normierter Raum, M C X. Dann sind dquivalent:
(i) M ist beschrinkt.
(ii) Fir alle x* € X* ist o*(M) beschrinkt (in K).
Beweis: Wir wenden Satz (Satz von Banach-Steinhaus) an auf die durch
T =Jx(M)
definierte Teilmenge T C L(X*;K) = X**. Da Jx Isometrie ist, ist (i) dquivalent zu

sup ||T]| < o©.
TeT

Andererseits gilt fiir jedes z* € X*
(M) ={x*(z):x e M} ={Tx*:TT}.

Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus Satz [3.5] O

Trennung konvexer Mengen. Ist z* : X — K ein lineares stetiges Funktional auf
einem normierten Raum, so heifit eine Niveaumenge der Form

Hy,={r:ze X, 2"(x)=a}, ack, (4.26)
Hyperebene. Jede solche Hyperebene trennt X in zwei Halbraume

{z:zeX z*(z)<a} und {z:ze€X, 2%(z)>a}.

Satz 4.16 (Trennungssatz)
Sei X normierter R-Vektorraum, sei K C X offen und konver, K # 0, sei oy € X mit
xo & K. Dann gibt es ein z* € X* mit

¥ (z) < x*(mo), fir allez € K. (4.27)

O
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Die Ungleichung (4.27) bedeutet, dass K ganz auf einer Seite der Hyperebene H,, a =

x*(xp), liegt.
Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dass 0 € K. Nach Lemma[4.3)ist das Minkowski-
Funktional Mk sublinear. Ist ¢ > 0 mit K(0;¢) C K, so ist ex/||z|| € K und also

1
Mg (z) < —[lzf|, fir alle z € X. (4.28)
9

Weiter gilt 2/t ¢ K fiir alle t < 1, also
My (z0) 2 1, (4.29)
und fiir alle z € K gibt es ein ¢ < 1 mit 2/t € K, also
Mg(x) <1, firalleze K. (4.30)
Wir definieren u* : span ({z¢}) — R durch
u*(axg) = aMg(xg), a€R.
Dann gilt

u*(axg) = Mg(azg) >0, a>0,
u*(axg) <0< Mg(axg), a<0,

also ist u* < My auf span ({z}). Sei nun z* : X — R gemiB Satz eine lineare
Fortsetzung von u* mit z* < Mk auf X. Aus (4.28) folgt fiir alle x € X

1
|2*(2)] = max{z™(z), #™(~2)} < max{Mg(2), Mx(~2)} < — ||,
also ist z* € X*. Aus (4.29) und - 4.30]) folgt nun

¥ (z) < Mg(x) <1< Mg(z9) = 2%(20), firallex e K,

damit ist (4.27) gezeigt. Damit ist der Satz im Fall 0 € K bewiesen. Im allgemeinen Fall
withlen wir € K und setzen K = K — #. Dann ist 0 € K und 29 — & ¢ K. Sei 2* € X*
mit 2*(z) < 2*(xo — Z) fiir alle z € K, dann gilt fiir alle z € K

() =2%(r — )+ 2"(%) < 2"(xg — T) + 27(T) = 2" (o) .

Der Trennungssatz 148t sich ins Komplexe iibertragen. Aus (4.27) wird dann
Rez*(z) < Rex™(xp), fir allez € K.

Wir verzichten auf die genaue Darstellung.

Satz 4.17 (Trennung zweier konvexer Mengen)
Sei X normierter R-Vektorraum, seien Ky, K9 C X konvexr und nichtleer, sei Ky offen,
es gelte K1 N Ky = (). Dann gibt es ein v* € X* und ein o € R mit

' (z1) < a < x*(xq), fir alle z; € K, x5 € K. (4.31)
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Beweis: Wir setzen
K:Kl—KQZ{Il—Igll’lEKl,ZEQEKQ}.

Dann ist K offen (aus x € K folgt x € Ky — x5 C K fiir ein 25 € K5) und 0 ¢ K. Wir
wahlen geméf Satz ein z* € X* mit 2*(z) < 2*(0) = 0 fiir alle x € K, also

¥ (x1) — a*(wg) = 2™ (z1 — x2) < 0, fiir alle x; € Ky, 9 € Ko,
und daher auch
¥ (x1) <a<z*(zy), firallex; € Ky, x5 € Ko,
fur jedes a € [supz*(K),inf 2*(K3)|. Da K; offen und z* # 0, folgt z*(x;) < « fiir alle

x1 € Ky, denn wére z*(z1) = « fiir ein x; € Kj, so gibe es ein Z; € K; mit x*(%1) > .
O

Satz 4.18 (Strikte Trennung)
Sei X normierter R-Vektorraum, sei K C X abgeschlossen und konvex, K # 0, seixzg € X
mit xg ¢ K. Dann gibt es ein x* € X* und ein o € R mit

' (z) <a<x*(xg), firalexekK. (4.32)
O
Beweis: Ubung. (Hinweis: Fiir hinreichend kleines € > 0 ist B(zg;e) N K = ().) O

Wenn wir von z* zu —z* iibergehen, kénnen wir in den Formeln (4.27)), (4.31)), (4.32) auch
die umgekehrten Ungleichungen erhalten.
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5 Kompakte Mengen in C' und L?

Wir wollen feststellen, welche Teilmengen in den Raumen C(K;K) (K kompakt) und
LP(2; K) (§2 offen) kompakt sind. Wir wissen bereits, dass die abgeschlossenen Einheits-
kugeln in diesen unendlichdimensionalen Rdumen nicht kompakt sind.

Wir beginnen, indem wir verschiedene dquivalente Begriffe fiir Kompaktheit in allgemei-

nen metrischen Raumen untersuchen.

Satz 5.1 (Aquivalente Kompaktheitsbegriffe)
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(1) X ist folgenkompakt, das heifit, jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in X .

(11) X ist vollstandig und X ist totalbeschrankt, das heifit, zu jedem e > 0 gibt es endlich
viele e-Kugeln, welche X idiberdecken, also

Ve>03dneNdxy,...,z, € X mit X:UB(xi,g). (5.1)

i=1

(111) X ist iberdeckungskompakt, das heifst: Ist (U;);cr eine Familie von offenen Mengen

n X mit
X =Ju,
iel
so gibt es ein n € N und Indizes iq,...,1, € I mit
x=Ju,.
k=1

(“Jede offene Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung.”)

(iv) (“endliche Durchschnittseigenschaft”): Ist (A;)ic; eine Familie von abgeschlossenen
Mengen in X mit der Eigenschaft, dass

k=1

gilt fiir alle n € N und alle iy, ...,i, € I, so gilt

(A #0.

iel
Erfillt X eine (und damit alle) der genannten Eigenschaften, so heifst X kompakt.

Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei (xy)ren Cauchyfolge in X. Wir wéhlen eine konvergente Teilfolge
mit xp,, — x € X. Sei ¢ > 0. Wir wihlen N € N mit

d(x;,x,) < =, fiirallel,n> N,

DO ™
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und m € N mit k,, > N und
d(zy,,, x) <

)

DO ™

dann gilt fiir alle n > N
e €
d(zp, x) < d(zp, zK,,) + d(zg,, ) < 5 + 5 =€
Also ist X vollstiandig. X ist totalbeschrinkt: Siehe Ubung.

“(ii)=-(iii)”: Wir zeigen, dass aus (ii) und der Negation von (iii) ein Widerspruch folgt.
Sei (U;)ie; Familie offener Mengen mit

Yui=x, aber |JU, #X (5.2)
iel k=1
fiir alle n und alle iy,...,%, € I. Wir konstruieren zunéchst mit vollstdndiger Induktion

Kugeln B,, = B(x,,2™") mit B, N B,,_; # (), welche nicht von endlich vielen U; iiberdeckt
werden: Fiir n = 1 wéhle endlich viele Kugeln mit Radius 1/2, welche X iiberdecken. Sei
B, = B(z1,1/2) eine davon, welche nicht von endlich vielen U; iiberdeckt werden kann
(eine solche muss es geben, sonst gilt nicht). Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n
gehen wir von B,,_; aus und wéhlen endlich viele Kugeln mit Radius 27", welche mit B,,_
einen nichtleeren Durchschnitt haben und deren Vereinigung B,,_; iiberdeckt. Sei B, =
B(z,,27™) eine davon, welche nicht von endlich vielen U; tiberdeckt werden kann (eine
solche muss es geben nach Konstruktion von B, _1). Die Folge (x,),en ist Cauchyfolge,
da
(T, Tpyy) < 27" 427 FD < 9=(n=D)

fiir alle n, also

A(Tp, Tpyp) < 2772

fiir alle n, p mit p > n. Sei x = lim z,,. Dann gibt es ein ¢ € [ mit x € U;. Da Uj; offen ist,
gibt es ein € > 0 mit « € B(z,e) C U;. Fiir hinreichend grofies n gilt dann

B, = B(x,,2™") C B(z,e) C U;

im Widerspruch zur Konstruktion von B5,,.
“(iil)=(iv)”: Sei (A;)icr Familie abgeschlossener Mengen mit

[ Ai #0
k=1
fiir je endlich viele Indizes iy, ..., 4,. Sei U; = X \ A;. Dann ist
Uu, #x
k=1

fiir je endlich viele Indizes iy, ..., 4,. Aus (iii) folgt U;c;U; # X, also NicrA; # 0.
“(iv)=(1)": Sei (xy)gen Folge in X. Wir setzen

Ai:{$i,xi+1,...}:{$kIkZi}, 1 €N.
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Dann gilt fiir alle endlichen Indexkombinationen

1<k<n

ﬂ A, =A;#0, wobel j = max iy.
k=1
Also gibt es nach Voraussetzung ein

)
xEﬂAl
i=1

Wir wollen eine Teilfolge (zy,,) konstruieren mit

1
d —.
(l‘km7$) < m

Fiir m = 1 wahlen wir
x, € B(z,1)N{z; :i € N}

(der Schnitt ist nichtleer, da € A;). Ist xy,, , konstruiert, so wihlen wir

1
xy,, € Blx,—)N{x; i > kn_1}
m
(der Schnitt ist nichtleer, da x € Ay, ,+1). Nach Konstruktion gilt z,, — =. O

Randbemerkung: In allgemeinen topologischen Réumen gilt Satz nicht. Die endli-
che Uberdeckungseigenschaft ist dann nicht mehr dquivalent damit, dass jede Folge eine
konvergente Teilfolge hat.

Folgerung 5.2 Sei X normierter Raum, sei F' eine kompakte Teilmenge von X. Dann
st ' abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis: Die Abgeschlossenheit folgt aus (i), die Beschréinktheit aus (ii) in Satz[p.]] O

Wir wollen kompakte Mengen im Raum der stetigen Funktionen charakterisieren. Es
fragt sich, welche Eigenschaft wir zusétzlich zu Abgeschlossenheit und Beschrianktheit
benotigen, damit wir Kompaktheit erhalten.

Definition 5.3 (Gleichgradige Stetigkeit)
Sei ) C R™. Fine Teilmenge F von C(2;K) heifft gleichgradig stetig, falls fir alle x € Q
und alle e >0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir alle y € Q) gilt

|z —yll <¢ = |f(z) — f(y)| <e firalle f€F.
(“Das 6 kann fir alle f € F' gemeinsam gewdhlt werden”.) O
Lemma 5.4 Sei Q C R", FF C C(;K), es gebe ein L mit
|fx) = fW) < Lllz—yl, firalex,y€Q, feF. (5.3)

Dann ist F gleichgradig stetig.
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Beweis: Mit 0 = ¢/L hat F' die in Definition verlangte Eigenschaft. O
Ist F C C'(Q), so folgt aus dem Mittelwertsatz, dass (5.3)) gilt, falls es ein C' > 0 gibt mit
|0;f(x)| <C, firallexeQ, feF,i=1,...,n. (5.4)

Dieses Kriterium wird héufig verwendet, um gleichgradige Stetigkeit nachzuweisen.

Satz 5.5 (Arzela-Ascoli)
Sei K C R™ kompakt, sei FF C (C(K;K), |- |..). Dann sind dquivalent:

(i) F ist relativ kompakt in C(K), das heift, F ist kompakt.

(i1) F ist beschrinkt und gleichgradig stetig.

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei F kompakt. Sei ¢ > 0 beliebig. Nach Satz (ii) gibt es endlich
viele fi,..., fn € C(K) mit

Da eine endliche Vereinigung von Kugeln beschrinkt ist, ist auch F' beschriankt. Wir
zeigen nun, dass F' gleichgradig stetig ist. Seien z € K beliebig. Wir wahlen 4; > 0, so
dass fiir alle y € K gilt

|y — x| <o = |fi(y) — fi(z)| <&,

das ist moglich, da alle f; auf der kompakten Menge K gleichméaflig stetig sind. Wir setzen
0 = min; §;. Sei nun f € F. Wir wihlen ein k mit ||f — fi||, < ¢, dann gilt fiir alle y € K
mit [Jy —zf] <

[f () = f@)] < 1f W) = fe@)| + [ fr(y) = (o) + [felz) = fla)] <e+e+e=3e.

Damit ist gezeigt, dass I’ gleichgradig stetig ist. B
“(ii)=(1)”  Zunéchst ist F' vollstindig, da C(K) vollstindig und F abgeschlossen in
C(K) ist. Nach Satz (ii) gentigt es zu zeigen:

Fiir alle € > 0 liisst sich F durch endlich viele Teilmengen (5.5)
von C'(K') mit Durchmesser < ¢ iiberdecken. '

Wir beweisen zuerst, dass auch F gleichgradig stetig ist. Sei € K, n > 0. Wir wihlen
ein 6 > 0 mit

ly—zlf <o = [fly)=fl@)|<n firallefeF.
Sei g € F. Wir withlen f € F mit ||g — f|. < 7, dann gilt fiir alle y € K mit ||y —z|| < §
l9(y) = 9(@)| < lg(y) = fW)| + 1 f(y) = f@)| + |f(x) = g(x)| <n+n+n=3n.

Also ist F' gleichgradig stetig. Wir konstruieren nun die Uberdeckungen gemi8 (5.5)). Sei
e > 0 gegeben. Zu jedem z € K wihlen wir ein §(z) > 0 mit

ly—zl <@ = Ifly)-f@)<7 firallefeF.
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Wir wihlen (K ist kompakt) endlich viele z; € K, 1 < i < k, mit
k
i=1

Sei C' > 0 mit || f]|, < C fiir alle f € F (F ist beschriinkt). Wir betrachten zunchst den
Fall K = R. Sei
C=c<ep<...<¢,=C

eine Zerlegung des moglichen Wertebereichs von Funktionen in F mit cjy1 — ¢ < 5 fiir
alle 7, 1 < 7 < m. Sei

O ={p|lp:{l,....k} = {1,...,m}}.

Fiir ¢ € ¢ definieren wir
Lo={f:f€F, [f(x:) = cow| < Z fur alle i} . (5.6)

Dann ist B
F=|]JL,. (5.7)
ped
Ist namlich f € F, so ist f € L, wenn wir ¢ so wihlen, dass
3
(i) — co] < 1

Im Fall K = C erreichen wir ebenfalls, dass ((5.6) und (5.7)) gelten; wir wéhlen Punkte
C1y.y0m € C, so dass jeder Punkt der Kreisscheibe S = {z : z € C, |z|] < C} um
weniger als /4 von einem der ¢; entfernt ist.

e fiir alle ¢.
), dann gilt

Da @ eine endliche Menge ist, geniigt es also zu zeigen, dass diam (L)
Seien f,g € L, sei € K. Wir wéhlen ein ¢, 1 <i < k, mit € B(z;, (=,

N VAN

[f(2) = g(@)| < |f(x) = flaa)| + | f (@) = o] + [Coi) — 9(@i)] + [9(2:) — g()]
<ty 4iiie
44 4 4 7
also ist || f — g/, < €. Da ¢ beliebig war, ist (5.5]) gezeigt. O

Kompaktheit in LP. Wir erinnern an die Definition der Faltung zweier Funktionen f
und g,

(fx9)y)= | flx)gly —)dz, (5.8)
Rn
Sie ist fiir f,g € L'(R") definiert, liefert Werte f x g € L'(R"), und es gilt
frg=gxf, |f=gly <Ifll;-llgll;- (5.9)

Durch Faltung mit geeigneten Glattungsfunktionen kann man Funktionen durch C°°-
Funktionen approximieren. Wir definieren

exp(—1), t>0,

w:R%R,qmw:{o ' (5.10)
v R R, QZ(T) = (1 —1r?), (5.11)
meRY =R, miz) = a(l|z]), (5.12)
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wobei a > 0 so gewéhlt ist, dass

/n m(x)de =1. (5.13)

Wir definieren nun fiir € > 0 die “Standardglattungsfunktion”

1 T
e R" =R, na(x) = 5_nm (g) . (5.14)

Die Funktionen 7. sind offensichtlich radialsymmetrisch (d.h. sie hingen nur von ||z|| ab),
und es gilt (siehe Integrationstheorie)

ne € Cg°(R™),  supp (n:) = K(0;¢), mn->0, / Ne(x)de =1. (5.15)

Wir wollen Faltungen mit der Glattungsfunktion auch fiir solche Funktionen betrachten,
die nicht auf ganz R™ definiert sind.

Fiir f € L'(Q) setzen wir f = f in Q und f = 0 auBerhalb von Q, dann gilt

) = (f*n)(y) = . F@n(y — 2)de = /Qf(:s)na(y —x)dz, fir alley € R".

(5.16)
Wegen f¢ = f*n. =n.* f konnen wir f* auch folgendermafien darstellen.

) = [ n@i-ode==" [ n(E)iy - ds

_ / (@)l —e2)dz = /K oy N —e2)dz

Lemma 5.6 Sei QQ C R" offen und beschrinkt, f € LP(Q2), 1 < p < oco. Dann gilt fir
fE - f *Te-

freC=®RY), supp (f°) CQ+B0;8), [ @) < 1l - (5.18)

(5.17)

Beweis: Es gilt f € L'(Q), da Q beschrinkt ist, und
= / fl@)n.(y —x)dx, furalley € R". (5.19)
Q

Dan.(y—x) = 0 fiir ||[y—=x| > ¢, gilt supp (f°) C Q + B(0; ). Fiir alle Multiindizes « sind
die Funktionen = — f(2)0%n.(y —x) gleichméfig in y durch die integrierbaren Funktionen
|0°n:|| | f| beschriankt. Nach einem Satz der Integrationstheorie existieren alle 0% f¢ in
R™ und sind dort stetig, das heiit, f& € C*°(R"). Sei nun y € Q. Mit ]% + é = 1 folgt aus
der Holderschen Ungleichung

7wl =] [ ety —xdm\</\f (e = 2))3 1y — )’ do

< ([ W@t -na) ([ nlv-nas)"

J

~~

<1
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Es folgt

Lirwras [ [1s@eno-oded = [11@p [ w0 dyd
S/Qlf(x)lpdx-

Wir erinnern an die Bezeichnung Cy(R") fiir den Raum der Funktionen, die auf dem R™
stetig sind und kompakten Trager haben.

O

Lemma 5.7 Sei f € Cy(R"™). Dann gilt f¢ — f gleichmdflig in R™ fir e — 0.

Beweis: Fiir alle y € R™ gilt

== | [ f@mt=ode— )| = | [ (@)= 1ot -od
< sup [£(0) - fa)].
lz—yll<e

Da f kompakten Triager hat und daher gleichméfig stetig ist auf R, folgt die Behauptung.
O

Lemma 5.8 Sei Q@ C R"™ offen und beschrinkt, sei f € LP(Q), 1 < p < oco. Dann gilt
fe— fin LP(Q) fire — 0.

Beweis: Sei 0 > 0. Wir wéhlen g € Cp(R™) mit
If - gHLP(Q) <9J.
Das ist moglich, da Co(R™) dicht ist in LP(2), siche Ubung. Es folgt

If = fEHLP(Q) <|f- 9||Lp(Q) +llg - g€||LP(Q) + g — f6||L;D(Q)

(5.20)
<20+ |lg— g€||LP(Q) )

da

g —f=g*n—frn-=(g-f)
und nach Lemma [5.6]

(g — f)EHLP(Q) <llg- f”LP(Q) <9.
Nach Lemma gilt g° — g gleichméBig, also

limsup || f — f*[| o) < 26.
e—0

Da 0 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Wir untersuchen das Verhalten von

/Qlf(af+h)—f(x)|”das, 0.
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Satz 5.9 Sei Q C R" offen und beschrankt, sei f € LP(2) mit 1 < p < oo. Dann gilt

hm/ |f(x+h)— f(x)|Pde=0. (5.21)
(Hier wird wieder f =0 gesetzt auflerhalb von €2.)

Beweis: Wir setzen (7, f)(x) = f(x + h). Dann gilt

/fo+h f@)Pdr = |mnf — fllee@) -
Wir schétzen ab

|7nf = fllze) < Imnf — mf v + 1m0 f — fillze@) + 1S — fllzr @)

Sei v > 0. Fiir hinreichend kleines € > 0 sind der dritte und auch der erste Term auf der
rechten Seite kleiner als /3 wegen

|70 f = TS @) = T (f = f)lzr) < N F° = fllzr@+Boe)) -

Da f¢ gleichméfBig stetig ist auf C(€2), ist fiir hinreichend kleine h auch der zweite Term
kleiner als /3. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 5.10 (Fréchet-Riesz-Kolmogorov)
Sei Q0 C R" offen und beschrinkt, 1 < p < oo, sei F' C (LP(Q;K),|-,). Dann sind
dquivalent:

(i) F ist relativ kompakt in LP(SY), das heifst, F ist kompakt.

(ii) F ist beschrankt, und es gilt

]llli% ilelg/ﬁ(a}—l-h)—f(x)’pdx:o. (5.22)

Die Bedingung ((5.22)) besagt, dass der Grenziibergang h — 0 gleichméfig ist beziiglich F.

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei I kompakt. Nach Folgerung ist F' beschrénkt. Sei ¢ > 0
beliebig. Nach Satz [5.1](ii) gibt es endlich viele fi,..., f, € LP(Q) mit

Fc|JB(fio)
i=1
Gemif Satz[5.9) gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle h € R™ mit ||h] < 0 gilt
, _ P p
1121;922/9 |filx +h) — f(z)Pdx < £P.
Fiir beliebiges f € F folgt nun (wéhle ¢ mit f € B(f;,¢))

|70 f = flle) < I mnf — mfillee) + lITnfi = fille@) + I1fi = fllze)
<ede+e=3
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und damit auch
sup (| 7nf — fllwr@) < 3¢
feFr

“(ii)=-(i)”: Wir wollen zeigen, dass F kompakt ist. Da LP(Q) vollstandig ist, ist F ebenfalls
vollstandig; gemafl Satz geniigt es also zu zeigen, dass F' in LP(2) totalbeschrankt ist.
Zu jedem e > 0 definieren wir

={f": feF}.
Nach Lemma [5.6|ist F. C C(92). Wir wollen den Satz von Arzela-Ascoli anwenden. Nach

Voraussetzung ist F' in L?(€)) und damit auch in L'(Q) beschrinkt, da nach der Holder-
schen Ungleichung

1l i) = /Q |f(x)| dx < </Q |f(x)|de>1/P, (/Q 19 dx) 1/q = || £l oy meas ()Y,

Aus

FWIls | 1f @iy =) dz < el fllag) - fiiralley €9,

|
folgt nun, dass F. in C(Q) beschriinkt ist. Analog erhalten wir aus

)1 < [ 5@l = 0)do < 0] ey S alley € 2,
Q
dass auch die Menge {0;f° : f € F,1 < i < n} in C(Q) beschrinkt ist. Daher ist I
gleichgradig stetig gemé dem Kriterium . Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist F.
kompakt in C(€2). Da die Einbettung von C(2) in LP(2) stetig ist, ist F. auch in LP(Q)

kompakt und damit gemaf Satz|5.1{in LP(€2) totalbeschrinkt. Fiir beliebiges f € F', e > 0
gilt nun, wobei wir (5.17)) und die Holdersche Ungleichung verwenden,

Lirw—swra=[] [ weow-- s
< [ [ e swra ([ mera)
<cf . [uw-e)—swpa

<ésup [ |f(y—ez)— fy)Pdy

dy

wobei ¢, ¢ von f und € unabhingig sind. Ubergang zum Supremum beziiglich f (erst auf
der rechten, dann auf der linken Seite) ergibt fiir alle ¢ > 0

sup/ 1< (y y)[Pdy < ¢ sup sup/ |[fly—ez)— f(y)]Pdy. (5.23)
feF |z]|<1 feF

Wir stellen fest, dass wegen der Voraussetzung die rechte Seite von gegen 0
geht, wenn ¢ — 0 gegen 0 geht. Daher kénnen wir wie folgt von der Totalbeschranktheit
von F, auf die von F schlieBen. Sei v > 0 vorgegeben, wir suchen eine Uberdeckung von
F mit endlich vielen Kugeln vom Radius 7. Zunichst finden wir ¢ > 0 mit

sup [|f* = fll oy < /3. (5.24)
fer
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Dies ist moglich wegen (5.23)), da wie bemerkt die rechte Seite von ([5.23) mit € — 0 gegen
0 geht. Es gilt dann

F CF.+ B(0,7/3), also FCF.+ B(0,7/2).
Da F; totalbeschriankt ist, finden wir endlich viele Kugeln B(f;,~/2) mit
F. c | JB(f7/2).
i=1

Zusammen ergibt sich

i=1 i=1
Da « beliebig war, ist F totalbeschrankt in LP(€2). O
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6 Schwache Konvergenz

In einem normierten Raum X sind beschrénkte und abgeschlossene Mengen nur dann
notwendigerweise kompakt, wenn X endlichdimensional ist. Ist X unendlichdimensional,
so hat nicht jede beschriankte Folge in X eine beziiglich der Norm von X konvergente
Teilfolge. Wir wollen nun den Begriff der Konvergenz so weit abschwéchen, dass auch
im Unendlichdimensionalen jede beschrinkte Folge eine (in diesem schwécheren Sinn)
konvergente Teilfolge hat.

Definition 6.1 (Schwache Konvergenz, schwach-x-Konvergenz)
Sei X normierter Raum. Eine Folge (x,)nen n X heifft schwach konvergent gegen ein
x € X, falls

lim z*(z,) = 2" (x), fir alle 2" € X*, (6.1)

n—oo

wir schreiben auch x, — x. Eine Folge (x})nen tn X* heifft schwach-x-konvergent gegen
ein ¥ € X*, falls

lim a2 (z) = 2*(z), firalex € X, (6.2)
n—oo
wir schreiben auch x¥ = x*. O

Konvergiert eine Folge in einem normierten Raum X gegen ein x im Sinne der Norm, so
sagen wir auch, dass sie stark gegen x konvergiert.

Ist X reflexiv, so stimmen auf X* schwache und schwach-x-Konvergenz {iberein. Ist X
endlichdimensional, so stimmen beide mit der starken Konvergenz iiberein.

Offensichtlich ist jede stark konvergente Folge auch schwach beziehungsweise schwach-x-
konvergent.

Ist X = P(K), 1 <p < oo, soist X* = (9(K) mit ¢ =p/(p—1). Eine Folge (2")pen in X
konvergiert daher schwach gegen ein x € X genau dann, wenn

lim E Ty = E TRy, fur alle y € (4(K). (6.3)
n—oo
k=1

k=1

Ist speziell ™ = €™ (n-ter Einheitsvektor), so gilt fiir p > 1 (also ¢ < o0)
: no B y q
nll_g)loz eryr = nh_)rgo Yy, =0, fir alle y € ¢1(K), (6.4)
k=1
also e” — 0 fiir p > 1, aber andererseits [le"|, = 1 und daher konvergiert e" nicht stark

gegen 0.

Fiir p = 1 gilt ebenfalls (6.4)) fiir alle y € ¢4(K), ¢ < oo, aber fir y = (—1,1,—1,...) €
¢°°(K) und das dazu korrespondierende Funktional y* € X* gilt

v = epyr =y = (—1)". (6.5)

Also ist (€"),en nicht schwach konvergent im ¢!(K).
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Generell gilt (Ubung): Ist X Hilbertraum, (z,)nen Folge in X und z € X, so konvergiert
x, stark gegen x genau dann, wenn x,, schwach gegen x und ||z,|| gegen ||z|| konvergiert.

Als weiteres Beispiel betrachten wir X = LP(D;K), 1 < p < co. Es ist X* = L(D;K),
g =p/(p—1). Eine Folge (z,,)nen in X konvergiert schwach gegen ein = € X genau dann,
wenn

lim [ x,(t)y(t)dt = / xz(t)y(t)dt, fir alley € LY(D;K).

Ist X = L>®(D;K), so ist X & L'(D;K)*, und eine Folge (z,)nen in X konvergiert
schwach-x gegen ein x € X genau dann, wenn

lim [ x,(t)y(t)dt = / x(t)y(t)dt, fiir alle y € L'(D;K).

Lemma 6.2 Schwache und schwach-x-Grenzwerte sind eindeutig bestimmd.
Beweis: Gelten 2 = 2* und ¥ = y*, so folgt

*(z) = lim z)(x) =y*(z), furallex e X,

n—oo

und also z* = y*. Falls z,, — x und z,, — vy, so folgt

" (z) = 7}1_{20 x*(x,) = 2" (y), fir alle 2" € X*,

und also z = y, da andernfalls nach dem Trennungssatz ein 2* € X* existiert mit z*(z) #
z*(y). O

Lemma 6.3 Sei X normierter Raum. Ist (z%)nen Folge in X* mit x5 = x*, 2% € X*, s0
gilt
|z*|| < liminf ||z . (6.6)
n—0o0
Ist (z,,)nen Folge in X mit x, = x, x € X, so gilt
||| < liminf ||z,]| . (6.7)
n—o0
Beweis: Fiir alle z € X gilt
|25 (@) < [l [ 1]

Aus 2 = 2* folgt daher
|z*(2)| = lim |2 (2)| < liminf(||z}] ||z|]) = (liminf ||2}]) ||=||, fir alle z € X,
n—o0 n—o0 n—o0

also gilt . Beweis von : Ubung. O

Ist etwa (€"),en die Folge der Einheitsvektoren im #(K), 1 < p < oo, so gilt wie oben in
(6.4) gezeigt, dass

e" =0, 0< lim [e"]|,=1.
n—oo
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Satz 6.4 Set X normierter Raum. Dann ist jede in X schwach konvergente Folge in X
beschrinkt (beziiglich der Norm von X ), und jede in X* schwach-x-konvergente Folge ist
in X* beschrdinkt (beziglich der Norm von X*).

Beweis: Aus 27, = 2* folgt |27 (x)| — |2*(z)| fiir alle x € X, also

sup |z, (z)] < oo, fiir alle z € X.
neN

Aus dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz folgt nun

sup ||z || < oo.
neN

Aus z,, — x folgt |x*(z,)| — |x*(x)] fir alle * € X*, also

sup |z*(x,)| < oo, fiir alle 2" € X™.
neN

Aus Satz folgt nun

sup ||z, || < co.
neN

O

Lemma 6.5 Sei X normierter Raum, sei (z,)nen Folge in X mit x, — x stark in X,
sei (1) pen Folge in X* mit ¥ = x*. Dann gilt

lim ) (x,) = 2*(x). (6.8)

n—oo

Aus x, — x und x;, — x* stark folgt ebenfalls .
Beweis: Es gilt
|27(x) — a7, (2n)| < (2" = 27)(@)] + (|2 ]| [ — 2]
Aus x> 2* folgt |(z* — *)(2)| — 0, und da ||2*|| beschrinkt ist nach Satz , folgt
. Der Beweis der zweiten Aussage verlauft analog. O

Aus 7, — x und z¥ = z* folgt im allgemeinen nicht, dass *(z,) — 2*(x). Beispiel:

X =2(R), X* = 2(R), z, = e, 1 = e Esist e — 0, " = 0, aber (e",e") = 1.

Satz 6.6 Sei X normierter Raum, K C X konvex und abgeschlossen. Ist (x,)nen €ine
Folge in K mit x,, =~ x € X, so gilt x € K.

Man sagt, dass K schwach folgenabgeschlossen ist. Konvexe abgeschlossene Mengen
sind also schwach folgenabgeschlossen.

Beweis: Wir betrachten den Fall K = R. Ist ¢ K, so gibt es nach dem Trennungssatz
ein z* € X* mit

x*(z) >supx*(z2) =: ¢ > x*(x,), fiuralleneN,
zeK

ein Widerspruch zu z*(x,,) — 2*(z). Im Fall K = C benétigt man die (in Kapitel 4 nicht
behandelte) Variante des Trennungssatzes im Komplexen. O
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Definition 6.7 (Schwache Folgenkompaktheit)

Sei X normierter Raum. Fine Teilmenge M von X heifit schwach folgenkompakt, falls
jede Folge in M eine schwach konvergente Teilfolge hat, deren Grenzwert ebenfalls in M
liegt. Eine Teilmenge M wvon X* heifit schwach-x-folgenkompakt, falls jede Folge in M
eine schwach-x-konvergente Teilfolge hat, deren Grenzwert ebenfalls in M liegt. O

Satz 6.8 Sei X normierter Raum. Ist X separabel, so ist die abgeschlossene Einheitskugel
K(0;1) in X* schwach-x-folgenkompakt.

Beweis: Sei (27)nen Folge in K(0;1), also ||z}| < 1 fur alle n € N. Sei {z,,, : m € N}
eine dichte Teilmenge von X. Wegen |z} (2,,)| < ||z|| sind die Folgen (2% () )nen in K
beschrinkt fiir alle m € N. Durch Ubergang zu einer Teilfolge (beziiglich n) wollen wir
erreichen, dass fiir alle m € N die entsprechenden Teilfolgen von (x}(z,,))nen konvergie-
ren. Das gelingt mit einem “Diagonalfolgenargument”. Wir wéhlen zunéchst eine Folge
(nk1)ken, so dass (27, (71))ren konvergiert. Wir wihlen weiter eine Teilfolge (n2)ren von
(nk1)ken, so dass (7}, (z2))ren konvergiert. Per Induktion werden entsprechend Teilfolgen
(nkm)ren fiir jedes m € N gewihlt. Fiir die Teilfolge (np)ren gilt also, dass (@}, (2m))ren
konvergiert fiir alle m € N. Wir setzen z;; = x;, ~und suchen einen schwach-+-Grenzwert
dieser Teilfolge von (z}). Wir setzen Z = span {x,, : m € N} und definieren

2 Z =K, 2'(2)= klim 2 (2),
—00

dieser Grenzwert ist wohldefiniert, da jedes z € Z Linearkombination der z,, ist. Es gilt
auBerdem |z;(z)] < ||z||, also auch |z*(2)| < ||z|| fiir alle z € Z, also ist z* stetig und
|z*|l < 1. Nach Satz 148t sich z* fortsetzen zu einem x* € X* mit ||2*|] < 1. Sei nun
x € X beliebig. Es gilt fiir alle z € Z

|27 (2) = zi(2)] < (2" = 20)(x = 2)| + |27 (2) — z(2)] <2l — 2] + 27(2) — % (2)]-

Sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen ein z € Z mit ||z — z|| < € (das ist moglich, da Z dicht ist
in X) und ein N > 0 so dass |z*(2) — z;(2)| < ¢ fiir alle k > N, dann gilt

2 (@) — 24()] < 3¢

fiir alle & > N. Also gilt 2;(z) — 2*(z) fiir K — oo. Da = beliebig war, folgt zf = 2*. O

Folgerung 6.9 Ist X ein separabler normierter Raum, so hat jede beschrinkte Folge in
X* eine schwach-x-konvergente Teilfolge. O

Fir 1 < p < oo ist LP(D) isomorph zum Dualraum des separablen Raumes L?(D),
q=p/(p—1) < oo.Ist also (¥,)nen eine Folge in LP(D) mit ||z,[|, < C fiir allen € N, so
gibt es eine Teilfolge (7, )ren und ein x € LP(D) mit

lim [ x,, (t)y(t)dt = / x(t)y(t)dt, firalley € LYD). (6.9)

Als weiteres Beispiel betrachten wir X = C([a,b]). Sei (t,)nen Folge in [a, b], dann wird
durch
'T;kl = (5tn Y (5tn ('T) = x(tn> )
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eine Folge (z})nen in X* definiert. Ist (¢,, )ken eine konvergente Teilfolge mit ¢,, — t €
[a, b], so gilt
x, (x) = x(ty,) = x(t) = &(x), fiir alle x € Cla,b],

ng

also z;, X 2" = §,. Bemerkung: Ist allgemeiner (fi,)nen eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmafBen auf [a, b], so folgt aus[6.9) dass es eine Teilfolge (tin, )ren und ein Wahrschein-
lichkeitsmaf3 p gibt, so dass

b b
klim x(t) dpin, (t) = / x(t)du(t), fir alle x € Cla,b].
—00 a a
Ist X nicht separabel, so kann es beschréinkte Folgen in X* geben, die keine schwach-x*-
konvergente Teilfolge haben. Als Beispiel betrachten wir X = L>°(0,1). Sei (g,,)nen eine
monoton fallende Folge mit

e €(0,1), 00, 6Z+1—>0. (6.10)
Wir betrachten | e
z () = 5_/ xz(t)dt, xe€ L>(0,1). (6.11)
n Jo
Es gilt zf € X*, ||zf]| = 1. Sei € L>=(0, 1) definiert durch
z(t) = (=1)*, falls gpy1 <t < &y, (6.12)
dann gilt
1 Fntl
zh(r) = = (/ z(t) dt + (e, — 5n+1)(—1)”>
n 0
]- st €n+1
=(-1)"+ — t)dt — 1"
e [ e = ey,
also

[23(2) = (~1)"| <272 = 0,

das heifit, die Folge (% (z))nen ist nicht konvergent. Da dasselbe Argument fiir jede Teilfol-
ge (7, Jnen (mit entsprechend gewéhlter Funktion x) zutrifft, hat (};),en keine schwach-
«-konvergente Teilfolge. Fassen wir sie aber als Folge in X*, X = C(]0, 1]), auf, so gilt fiir
alle x € X

i/oenx(t)—a:(()) dt‘ < sup [z(s) —z(0)] =0,

n 0<s<t

|27, (x) = 2(0)] =

n

also z* = 8.
Lemma 6.10 Sei X normierter Raum. Ist X* separabel, so ist auch X separabel.

Beweis: Sei {z : n € N} dichte Teilmenge von X*. Wir wihlen nach Definition der
Operatornorm zu jedem n € N ein z,, € X mit

* 1 *
2 (@a)l 2 Sllanlls llaall = 1.
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Sei Y = span{z, : n € N}. Sei 2* € X* beliebig mit z*|Y = 0. Es folgt

l2" = 2l 2 |27 (2a) — an(za)| = lan(za)l 2 Sllanll 2 S0l = llan —27[). - (6.13)
Gehen wir auf beiden Seiten zum Infimum beziiglich n {iber, so folgt [[z*|| = 0, also 2* = 0.
Aus Folgerung ergibt sich Y = X (andernfalls gébe es ein z* # 0 mit z*|Y = 0). Aus
Satz folgt nun, dass X separabel ist. O

Satz 6.11 Sei X Banachraum. Ist X reflexiv, so ist die abgeschlossene Finheitskugel
K(0;1) in X schwach folgenkompakt.

Beweis: Sei (x,,)nen Folge in X mit ||x,| <1 fir alle n € N. Wir setzen

Y =span{z, :n € N}.

Dann ist Y separabel nach Satz und reflexiv nach Satz [£.13] Da Y** 2 Y, ist auch
Y** separabel. Aus Lemma folgt nun, dass Y* separabel ist. Die Folge (Jy 2y )nen in
Y** ist beschrankt in Y** und hat daher nach Folgerung eine schwach-x-konvergente
Teilfolge (Jyan, )ren, sei Jy o, — y**. Wir setzen o = J;'y**. Fiir beliebiges 2* € X* gilt
dann mit y* = 2*|Y € Y*

T (Tny) = Y (Tn,) = (Jyan,) W) = vy (") =y (v) = 2" (z),

also gilt z,, — . O

Die Umkehrung von Satz gilt ebenfalls, das heifit: Ist X nicht reflexiv, so ist K(0;1)
nicht schwach folgenkompakt. (Ohne Beweis.)

Folgerung 6.12 Seir X ein reflexiver Banachraum. Dann hat jede beschrinkte Folge in
X eine schwach konvergente Teilfolge. O

Es erhebt sich die Frage, was man iiber Schwach-*-Kompaktheit in X* aussagen kann,
wenn X weder separabel noch reflexiv ist.

Satz 6.13 (Alaoglu)
Sei X ein normierter Raum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel K(0;1) in X*
schwach-x-kompakt. O

Um das zu verstehen, bendtigt man einen allgemeineren Begriff als den des metrischen
Raums, da es im allgemeinen keine Metrik auf K(0;1) gibt, deren konvergente Folgen
gerade die schwach-*-konvergenten Folgen sind. Dieser allgemeinere Begriff ist der des
topologischen Raums. Im topologischen Raum wird nicht die Metrik, also der Abstand
zweier Punkte, axiomatisiert, sondern das System der offenen Mengen. Kompaktheit be-
deutet dann Uberdeckungskompaktheit und ist im allgemeinen nicht zur Folgenkompakt-
heit dquivalent. Damit beschéftigen wir uns aber in dieser Vorlesung nicht.

Wir betrachten noch einmal das Approximationsproblem: Sei X normierter Raum, K C
X, x € X, gesucht ist y € K mit

=yl = inf == (6.14)
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Satz 6.14 Sei X reflexiver Banachraum, K C X konvex, abgeschlossen und nichtleer.
Dann gibt es zu jedem v € X einy € K mit

=yl = inf == (6.15)

Beweis: Sei (y,)neny Folge in K mit lim, o || — ynl| = inf.ex ||z — 2] =: d. Wegen
lunll < N1z = yull + ||2]] it (Yn)nen beschrinkt und besitzt daher nach Folgerung [6.12
eine schwach konvergente Teilfolge, sei y,, — vy, y € X. Nach Satz ist K schwach
folgenabgeschlossen, also ist y € K. Da auch z — y,, — x — v, folgt nach Lemma

|z =yl <liminf ||z — y,, || = d,
k—o0

also gilt (6.15)). O

Definition 6.15 (Strikte Konvexitiit)
Ein normierter Raum X heifst strikt konvez, falls fir alle x1,xo € X mit ||z1]] = ||z2]] = 1
und x1 # x9 gilt, dass

<1. (6.16)

H%(ml + )

O

Satz 6.16 Sei X normierter Raum, K C X konvex, v € X. Ist X strikt konvez, so gibt
es hochstens ein y € K mit
—yl|| = inf ||z — 2| . 1
I~ yll = ing flz | (6.17)
Beweis: Seien y,y € K zwei verschiedene Losungen von (6.17)),
|z =yl = llz =gl =d.

Dann ist d > 0, da andernfalls y

y = x. Wir setzen

in Definition [6.15] dann folgt

1 1 1
[ i 1. = ek
dHaj 2(y+y)!|< 7 2(y+y)€ :

ein Widerspruch zur Minimalitdt von y und . O

Mit der p-Norm versehene Vektorrdume sind typischerweise strikt konvex fiir 1 < p < oo
und nicht strikt konvex fiir p = 1 und p = oo (Supremumsnorm). Das gilt etwa fir K",
*(K), LP(D;K), C(D;K). Da K", ¢?(K) und L?(D;K) fir 1 < p < oo auch reflexiv sind,
folgt aus den Sétzen und die eindeutige Losbarkeit des Approximationsproblems
in diesen Rédumen fiir beliebige abgeschlossene konvexe Mengen K.

Umgekehrt gilt (ohne Beweis): Ist das Approximationsproblem eindeutig 16sbar fiir belie-
bige abgeschlossene konvexe Teilmengen K von X, so ist X strikt konvex und reflexiv.
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7 Sobolevriaume

Die Sobolevraume ergeben sich, wenn man nach vollstdndigen Funktionenrdumen mit
LP-Normen sucht, die sich nicht nur auf die Funktion selbst, sondern auch auf deren Ab-
leitungen beziehen. Dazu ist es erforderlich, den Begriff der Ableitung zu verallgemeinern.

Sei zunéchst f : Cla,b] — R stetig differenzierbar. Ist ¢ € C§°(a,b), so gilt

[ r@p@a=io] - [ foeoe=- [ foe@d. @

Wir nehmen ([7.1)) als Ausgangspunkt zur Definition der schwachen Ableitung. Sind f, g €
L'(a,b), so heifit g schwache Ableitung von f auf (a,b), falls

/ g(x)p(z)de = —/ f(x)p' (z)dx, fiir alle p € C5°(a,b). (7.2)

Da g, falls es existiert, durch ([7.2)) eindeutig bestimmt ist, nennen wir g “die” schwache
Ableitung von f und bezeichnen sie mit f’.

Als Beispiel betrachten wir f: [—1,1] — R, f(z) = |z|. Es gilt
0

_ 11 (@) () d = / v/ () dz - /O ol @) do

-1

s - [ () de— o)+ / ola) da

r=—1 1 =0

- / 1 sign () () do

1

fir alle ¢ € C§°(a,b). Also hat f die schwache Ableitung f'(x) = sign (z).
Gehen wir einen Schritt weiter und berechnen wir

- / sign (2)¢ () dz = / o () dr / o () d = (2(0) — p(~1)) — (p(1) — p(0)

1 -1

= 2¢(0),
(7.3)

so stellen wir fest, dass f’ keine schwache Ableitung im Sinn von ([7.2]) hat, da es keine
integrierbare Funktion g gibt mit

1
/ g(x)p(x)dr =2¢(0), fir alle ¢ € C5°(a,b).
—1

Um die rechte Seite als Ableitung der Signumfunktion betrachten zu koénnen, ist eine
weitere Verallgemeinerung erforderlich, die auf den Begriff der Distribution und der dis-
tributionellen Ableitung fiihrt. Das untersuchen wir hier nicht.

Im Mehrdimensionalen betrachtet man analog schwache partielle Ableitungen. Sei {2 C R”
offen. Ist f stetig differenzierbar auf €2, so besagt die Regel fiir partielle Integration im
Mehrdimensionalen, dass

/Qg(x)@(a:) de = — /Q f(x)0p(x)dx, fir alle ¢ € C5°(Q), (7.4)
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gilt fiir ¢ = 0, f. Entsprechend bezeichnet man g als schwache i-te partielle Ableitung von
fin Q, falls f lediglich integrierbar ist. Fiir hohere partielle Ableitungen verwenden wir
die Notation 0% f mit dem Multiindex o = (v, ..., a,) € N™

Definition 7.1 (Schwache Ableitung)
Sei Q C R"™ offen, 1 < p < o0, seiu € LP() und a ein Multiindex. Ein w € LP(Q) heifit
schwache a-te Ableitung von u, falls

/Qw(x)cp(x) dr = (—1) /Qu(x)ﬁo‘go(x) de, fir alle ¢ € C5°(Q). (7.5)

Wir bezeichnen sie mit 0%u. O

Definition 7.2 (Sobolev-Raum)
Sei Q C R"™ offen. Fir k € N, 1 < p < oo definieren wir
WEP(Q) = {v:v € LP(Q), 0% € LP(Q) fir alle || < kY. (7.6)

O

Mit “0%v € LP(Q2)” ist gemeint, dass die a-te schwache Ableitung im Sinne von Definition
[ 1] existiert.

Fiir £ = 0 bedeutet (7.6))
WOP(Q) = LP(9). (7.7)

Satz 7.3 Sei O C R" offen, 1 < p < oo, dann ist W*P(Q) ein Banachraum mit der
Norm

Wollwrag = | D l0°0l5 | = Z/QI(?O‘U(@Ipdx , 1<p<oo, (78

| <k lal <k

ollyrmeiy = Y 1070, »=oc0. (7.9)

|la|<k

Beweis: Fiir p < oo folgt die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung aus

lutvllyrog = | D I0%u+ally | < | D (10°ull, +1o%0], )7

lo| <k || <k
1 1
< Do levully | +{ Do 0%l | = lullwrsgay + lollwrny
|laf<k laf<k

alle anderen Normeigenschaften folgen unmittelbar aus den Definitionen. Sei nun (uy,)nen
eine Cauchyfolge in W*P(Q), wegen

|0%u,, — aaume < ||, — Um”Wk,p(Q)
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sind (0%uy, )nen Cauchyfolgen im LP(Q) fiir alle |a| < k, also gibt es u € LP(R2), u, € LP(2)
mit
Up —> U, O Uy — Uy (7.10)
in LP(§2). Sei p < 00, ¢ € C§°(2) beliebig, dann folgt
/ w(x)0%(x)dz = lim | u,(2)0%(x)dz = lim (—1)! / 0%up(z)p(z) dx
Q Q

n—oo Q n—oo
" / ta(®)pl) d.

also erfiillt u, fiir alle |a] < k die Bedingung in der Definition der schwachen Ableitung
von u, das heifit, 0%u existiert und 0%u = u,, fiir alle || < k. Also ist u € W*P(Q). Der
Beweis fiir p = oo erfolgt analog. O

Die Norm in W*?(Q) ist so definiert, dass wir W*?(Q) in ein Produkt von LP-Riumen
einbetten konnen. Wir setzen

X=]] X, Xo=17(Q). (7.11)
laf <k
Ein Element v € X hat also die Form v = (vq)jaj<x mit v, € Xo = LP(Q).
Wir versehen X mit der p-Norm des Produktes,
ol = D lvallfe) -
lor| <k

GemiB Satz ist X ein Banachraum. Weiterhin ist X fiir 1 < p < oo reflexiv, da
Produkte von reflexiven Banachrdaumen reflexiv sind, und fiir 1 < p < oo separabel, da
Produkte von separablen metrischen Rdumen separabel sind. Wir definieren

T:WHP(Q) = X, (Tw), = 0. (7.12)

Lemma 7.4 Es gilt
|Tv||x = l|[vllwkey, fir allev € Wk (Q). (7.13)

T(W*P(Q)) ist ein abgeschlossener Unterraum von X . Fiir1 < p < oo ist WkP(Q) reflexiv
und fiir 1 < p < oo separabel.

Beweis: Die Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition der beiden Normen.
Da W*?(Q) vollstindig ist nach Satz ist auch T(W*P(Q)) vollstindig und daher ab-
geschlossen in X. Sei nun p < co. WHP(Q) ist reflexiv, da abgeschlossene Unterriume von
reflexiven Réumen ebenfalls reflexiv sind nach Satz . WHkP(Q) ist separabel, da belie-
bige Teilmengen eines separablen metrischen Raumes ebenfalls separabel sind (Ubung).
O

Lemma7.4]erdffnet eine weitere Moglichkeit, die Vollstindigkeit von W*P(Q) zu beweisen,
indem man direkt zeigt, dass W*P(Q) ein abgeschlossener Teilraum von X (und daher

64



vollstandig, da X vollstdndig) ist. Es geniigt dann, von im LP(Q2) konvergenten Folgen
Up, — u, 0%u, — u, auszugehen und wie im letzten Teil des Beweises von Satz zu
zeigen, dass u, = 0%u gilt.

Wir erinnern an die Standardgléattungsfunktion 7. : R® — R und an die Regularisierung

v=v%n., €>0. (7.14)

Lemma 7.5 Seien Q,U C R" offen mit U CC Q, seiv € W*P(Q), p < co. Dann gilt fiir
alle ¢ mit 0 < e < dist (U, 09), dass v € C°(U)NWH*P(U), und v — v in WFP(U) fiir
e — 0.

Beweis: Sei ¢ < dist (U, 9Q). Nach Lemma [5.6] gilt v € C>(U). Weiterhin gilt fiir alle
yelU

0“v°( /6?0‘77E —x)v(x)dr = ( “'/80‘ y —x)v(x)dx

(7.15)

= [ty =)o) de = .+ 00 ).

Da 0%v € LP(Q), folgt 0“v° € LP(U) aus Lemma und 0%v° — 0% in LP(U) aus
Lemma 5.8 0

Damit die erste Gleichheit in ((7.15]) gilt, wird benétigt, dass ¢ < dist (U, 992); fiir U = Q
gilt die Behauptung des Lemmas i.a. nicht.

Satz 7.6 Sei Q) C R™ offen, seiv € W*P(Q), 1 < p < co. Dann gibt es eine Folge (v,)nen
in C>=(Q) NWHP(Q) mit v, — v in WEP(Q).

Beweis: Wir definieren
1 —
Uj={z:2e€Q, dist(z,00) > - und |z| < j}, V;=Ujp3\Ujp1, j>1, (7.16)
J
sowie Vo = Us. Es gilt
— U 1%
=0
Sei (;)j>0 Zerlegung der Eins auf {2 mit

0<B,<1, B eCE(V, Zﬁ;—l (7.17)

Da v € Wk?(Q), gilt auch Bjv € W*P(Q) (sieche Ubung) und supp (B;v) C V;. Sei nun
0 > 0 beliebig. Wir wéhlen ¢; > 0 hinreichend klein, so dass fiir

Wy = (ﬂjfu> * T
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gilt (Lemma [7.5 angewendet auf 3;v)

lwj = Bjvllyrny < 27 Utls (7.18)
supp (wj) C Wj = Ujta \Uj, j >1, Wy :=U,. (719)

Wir setzen
o
w = E U)j.
Jj=0

Nach Konstruktion sind auf jedem W; nur endlich viele Summanden von 0 verschieden,
also ist w € C*°(Q), da jedes w; € C*°(Q) nach Lemma [7.5 Es folgt nun

[e'S) [e's)
E wj — E 6]"1)
Jj=0 Jj=0

Da 6 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

lw = vl =

© oo
<3 lwy = Byl <6270 =6,
j=0 j=0

Wk:p(Q)

Definition 7.7 Sei Q C R™ offen, sei 1 < p < oo, k € N. Wir definieren Wéﬁ’p(Q) C
WHrP(Q) durch
Wy () = C5E(9),, (7.20)

wobei der Abschluss in der Norm von WHP(Q) gebildet wird. O

WP (Q) ist ein abgeschlossener Unterraum von W*?(Q) und damit ebenfalls ein Banach-
raum (mit der Norm von WH*?(Q)). We?(Q) stellt einen Funktionenraum dar, dessen
Elemente auf 02 in einem “schwachen” Sinn gleich Null sind. (Es ist ndmlich zunéchst
nicht klar, ob fiir ein allgemeines v € W*?(Q) die Aussage “v = 0 auf 9Q” Sinn macht, da
v nur bis auf eine Nullmenge im R"™ definiert ist, aber 02 normalerweise eine Nullmenge
im R™ ist.)

Definition 7.8 Sei 2 C R™ offen. Fiir k € N definieren wir
H*(Q) = WH(Q),  HE(Q) = Wy (). (7.21)

O

Satz 7.9 Sei Q C R" offen, k € N. Dann sind H*(Q)) und H(Q) Hilbertriume mit dem
Skalarprodukt

(U, 0) iy = Z (0%, 00) 120y = Z /Qaau(x) -0%(x) dx (7.22)
ol <k || <k

und es gilt
[llwre@) = \/ (W, V) ey, v € HHQ). (7.23)

Beweis: Die Eigenschaften des Skalarprodukts folgen unmittelbar aus den entsprechenden
Eigenschaften des Skalarprodukts im L?(£2). Offensichtlich gilt (7.23)), und nach Satz
ist H*(Q) vollstiindig. O
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Lemma 7.10 Sei Q C R" offen, 1 <p < oo, 1/p+1/qg=1. Sei u € C§°(X). Dann gilt
fir alle h € R™

| oG+ ) = u@) de < [Vl 115 (7.24)
wobei u = 0 gesetzt wird auferhalb von 2.

Beweis: Wir setzen g(t) = u(x + th). Es gilt

w(x +h) —u(z) =g(1) — g(0) = /0 g'(t)dt = /0 (Vu(xz +th,h) dt

und weiter, mit der Holderschen Ungleichung im K",

|u(x + h) —u(z)] < / | (Vu(x +th),h) | dt < / [Vu(z + th)|, ||, dt
0 0 (7.25)

1
< /0 V(e + th)|], dt - [|R]],

Im Fall p = 1 ergibt sich ([7.24)) durch Integration tiber 2. Im Fall p > 1 folgt
1
p
/ lu(z + h) —u(z)Pde < / / [Vu(z +th)||, dt - |7 > dx
0

p/a
//||Vux—|—th 2 dt - (/ i)™ de -
n 0

:1
1
:/0 IVula + th) | da dt - Al
= IIVuIIme 171l

da die Norm des Gradienten auf dem R"™ sich bei Translation um th nicht dndert und da
Vu = 0 aulerhalb von €. O

Satz 7.11 Sei Q) C R” offen, 1 < p < 00, set I’ eine beschrankte Teilmenge von Wol’p(Q).
Dann ist F relativ kompakt in LP(€2).

Beweis: Sei (u,) eine Folge in F. Gemé&f Definition von W, ?(Q) finden wir eine Folge
(vn) in C§°(§2) mit

1
lon = unllwioa) < . (7.26)

Also ist auch (v,) beschrinkt in W'?(Q), und daher sind sowohl (v,) als auch (Vuv,)
beschrénkt in LP(2). Aus Lemma folgt

/Q |on (2 + ) = vn (@) dz < ([ Vo7 ) 1111 < ClIRIG
fiir eine von n unabhingige Konstante C'. Daraus ergibt sich

lim sup/ |on(x 4+ h) — v, ()P dz = 0.

h—0 peN
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Nach dem Satz von Fréchet-Riesz-Kolmogorov ist (v,) relativ kompakt in LP(Q2). Es gibt
also ein u € LP(Q2) und eine Teilfolge (v, ) mit v, — w in LP(§2). Wegen (7.26)) gilt auch
Up, — u. Da (u,) eine beliebige Folge war, ist F' relativ kompakt in LP(€2). O

Der entsprechende Satz fiir W1?(Q) kann auf Satz [7.11| zuriickgefiihrt werden, erfordert
aber zusétzliche Konstruktionen. Ist 2 C R™ offen und beschréankt, und ist 02 hinreichend
glatt, so kann man zu einer beliebig vorgegebenen offenen und beschrinkten Menge V' C
R™ mit {2 CC V einen linearen und stetigen Fortsetzungsoperator

E: W (Q) —» Wy (V)

konstruieren mit (Eu)|Q2 = u fiir alle u € WP(Q). (Siehe etwa Evans, Partial Differential
Equations.) Ist nun F beschréinkt in W?(Q), so ist E(F) beschrinkt in W, (V). Fiir jede
Folge (u,) in W'P(Q) hat (Fu,) nach Satz eine gegen ein w € LP(V') konvergente
Teilfolge, insbesondere konvergiert die entsprechende Teilfolge (uy,,) gegen u = w|) €
LP(€2). Mit diesen Argumenten beweist man den folgenden Satz.

Satz 7.12 (Rellich)

Sei () C R™ offen und beschrinkt, mit hinreichend glattem Rand, sei 1 < p < oo. Ist F
eine beschrinkte Teilmenge von WP(Q), so ist F' relativ kompakt in LP(2). O
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8 Kompakte Operatoren

Definition 8.1 (Kompakter Operator)

Seien X, Y Banachrdiume. Fine lineare Abbildung T : X — Y heifit kompakt, oder auch
kompakter Operator, falls das Bild T(K(0;1)) der abgeschlossenen Einheitskugel K (0;1)
relativ kompakt ist in 'Y . O

Da eine lineare Abbildung stetig ist genau dann, wenn das Bild der Einheitskugel be-
schrankt ist, ist jeder kompakte Operator stetig. Mit

K(X;Y)={T:T € L(X:;Y), T kompakter Operator} (8.1)
bezeichnen wir die Menge der kompakten Operatoren von X nach Y, und setzen
K(X)=K(X;X). (8.2)
Nach dem eben Gesagten gilt K(X;Y) C L(X;Y).
Lemma 8.2 Seien X,Y Banachrdume, T : X — Y linear. Dann sind dquivalent:

(1) T ist kompakt.
(i) T(B) ist relativ kompakt in'Y fir jede beschrinkte Teilmenge B C X.

(11i) Fiir jede beschrinkte Folge (x)nen tn X enthdlt die Bildfolge (Txp,)nen eine in'Y
konvergente Teilfolge.

Beweis: “(i)=-(ii)”: Ist T'(K(0;1)) relativ kompakt, so auch T'(K(0; R)) = RT(K(0;1))
fir alle R > 0. Ist B beschrénkt, so ist T'(B) C T'(K(0; R)) fiir hinreichend grofies R, also
T(B) kompakt als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge T(K0; R)).

“(ii)=-(iii)”: Unmittelbar klar. “(iii)=(i)”: Ubung. O

Kompakte Operatoren bilden schwach konvergente Folgen auf stark konvergente Folgen

ab.

Satz 8.3 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y kompakter linearer Operator. sei
(x,) eine beschrankte Folge in X. Dann gilt:

(i) (Txp)nen hat eine in'Y stark konvergente Teilfolge.

(11) Aus z,, =z € X folgt Tx,, — Tx.

Beweis: Ubungsaufgabe. O
Als Beispiel betrachten wir

70,1 = C[0,1], (Tx)(t):/olk(s,t)x(s)ds, (8.3)

wobei k : [0,1] x [0,1] — R stetig ist. In einer Ubungsaufgabe ist gezeigt worden, dass
das Bild der Einheitskugel in C[0, 1] unter 7" relativ kompakt ist in C[0,1]. Also ist T’
kompakt.
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Als zweites Beispiel betrachten wir nochmals den durch

1
(T2)(t) = / k(s, £)2(s) ds (8.4)
0
definierten Integraloperator, diesmal als Operator von L?(0,1) nach L?(0,1).

Satz 8.4 Seik € L*(Q) mit Q = (0,1)x(0,1). Dann wird durch ein linearer stetiger
Operator T : L*(0,1) — L*(0, 1) definiert mit || T|| < [[k[| ;2(q -

Beweis: Fiir z € L?(0,1) gilt mit Cauchy-Schwarz im L?(0,1)

T2 = /(/ (5, 1) (s) ds| dt</ /|kst|2ds/]a: (3)? ds) d
:/0 /O |k(s,t)|2dsdt-/0 2(s)[2 ds

2
= [IklIZ2 (@) - 1215

also
1Ty < Nkl 2y llzlly,  fiir alle z € L*(Q),

und damit die Behauptung. Die Wohldefiniertheit der Integrale folgt aus dem Satz von
Fubini bzw. dessen Varianten. O

Satz 8.5 Der in Satz[8.4 betrachtete Operator T : L*(0,1) — L*(0,1) ist kompakt.

Beweis: Seien x € L?*(0,1) und h € R beliebig. Wir setzen k(s,t) = 0 und entsprechend
(Tz)(t) =0 fur ¢t ¢ (0,1). Es gilt dann analog zum Beweis von Satz

/|Tx J(E+ ) — (Ta) (1) dt = /‘/ (5,6 + h) — k(s,t )))x(s)dsfdt

S/O /0 |k(s,t+h)—k(s,t)|2ds'/0 lz(s)|* ds dt (8.5)
= /01 /01 k(s t +h) — k(s,t)[>ds dt - ||z]||5.

Aus Satz 5.9, angewendet auf k in L2(12), folgt

11
lim/ / |k(s,t +h) —k(s,t)[*dsdt =0.
0

h—0 0

Aus (8.5)) folgt nun

lim sup / |(Tx)(t+h) — (Tx)(t ]2dt—hm//\k3t+h k(s,t)|?dsdt = 0.

h=0|z)2<1

Aus dem Satz von Fréchet-Riesz-Kolmogorov (Satz [5.10|) folgt nun, dass das Bild der
Einheitskugel, also {T'z : ||z|2 < 1}, relativ kompakt ist in L*(0,1). O

Unmittelbar aus Satz [8.3] ergibt sich

70



Folgerung 8.6 Sei T' der in Satz (8.4 betrachtete Operator. Ist (x,)nen eine beschrinkte
Folge in L*(0,1), so hat (Tx,)nen eine in L?(0,1) stark konvergente Teilfolge. O

Als drittes Beispiel betrachten wir die Einbettung
I: W (Q) — LP(Q). (8.6)

Sie ist kompakt nach dem Satz von Rellich (Satz[7.12)). Wiederum ergibt sich aus Satz[8.3]
dass jede in der Norm von W'P(Q) beschriinkte Folge eine im LP(Q) stark konvergente

Teilfolge hat.
Ist T'e€ L(X;Y) und
dim(X) < oo, oder dim(7(X)) < oo, (8.7)

so ist T'(K(0;1)) als beschrankte Teilmenge eines endlichdimensionalen Raums relativ
kompakt, also T" kompakt.

Lemma 8.7 Seien X,Y,Z Banachriume, T € L(X;Y), S € L(Y;Z). Ist T kompakt
oder S kompakt, so ist auch S oT kompakt.

Beweis: Sei (z,,)neny beschrinkte Folge in X. Ist 7" kompakt, so hat (Tx,)nen eine kon-
vergente Teilfolge (T'z,, )ren, und da S stetig ist, ist auch (S(T'zy,,))ren konvergent. Ist S
kompakt, so hat die beschriankte Folge (Tx,,)nen (T ist linear und stetig) eine konvergente
Teilfolge (S(Txp,))ken- O

Satz 8.8 Seien X,Y Banachrdume. Dann ist K(X;Y') ein abgeschlossener Unterraum
von L(X;Y).

Beweis: Sei (T},,)men Folge in K(X;Y) mit T,, — T, T € L(X;Y). Wir wollen zeigen,
dass T kompakt ist. Sei (x,,)nen beschrénkte Folge in X sei ||z, || < C fiir alle n € N. Wir
wéhlen eine Teilfolge (2, )ren, so dass (1T, )ren konvergent ist in Y fiir alle m € N.
Das erreichen wir mit dem Diagonalisierungsargument, wie es etwa im Beweis von Satz
ausgefiithrt wurde. Im zweiten Schritt zeigen wir, dass (T'z,, )ren eine Cauchyfolge ist.
Sei € > 0. Wir wihlen m € N mit |7 —7,,]| < e und K > 0 mit

| T, — T, || < e, fiiralle k,j > K.
Es folgt fiir alle j, k > K

T, — Tty | = [T, — Tyl + itn, — T | 4 [Tonn, — T, |
< HT - Tm” Hxnk“ + “menk - menj” + HTm - TH HanH
<Ce+4e+Ce=(2C+1)e,

also ist (T'z,, )reny Cauchyfolge und damit konvergent, da Y vollsténdig ist. O

Folgerung 8.9 Seien X,Y Banachriume, seiT': X — Y linear und stetig, es gebe eine
Folge (T),)nen linearer stetiger Operatoren T,, - X — 'Y mit

lim |7, —T| =0, dim(7,(X)) <oo fir allen € N. (8.8)
n—oo

Dann ist T kompakt.
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Beweis: Da jeder lineare stetige Operator mit endlichdimensionalem Bild kompakt ist,
folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz [3.8| O

Es stellt sich die Frage, ob jeder kompakte Operator T': X — Y zwischen Banachrdumen
X und Y sich als Grenzwert einer Folge (T},),eny von Operatoren T, : X — Y mit
endlichdimensionalem Bild darstellen lédsst. Das ist nicht der Fall, P. Enflo hat 1973 ein
Gegenbeispiel publiziert.
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9 Adjungierte Operatoren

Seien X, Y normierte Rdume, sei T': X — Y linear und stetig. Ist y* € Y*, so wird durch
Ty =y oT (9.1)

eine lineare stetige Abbildung T*y* € X* definiert. Offensichtlich ist T* : Y* — X* linear.

Lemma 9.1 T* ist stetig, und es gilt ||T*|| = || T

Beweis: Es gilt

sup [|T"y*|| = sup sup [(T"y")(z)| = sup sup [y*(Tz)| = sup [[T| =T

lyll<1 ly*(I<1l=]I<1 lzll<1 ly*|I<1 l=zl<1
Die vorletzte Gleichung gilt wegen Folgerung [4.7] O

Definition 9.2 (Adjungierter Operator)
Seien X,Y normierte Riume, sei T € L(X;Y). Der durch definierte Operator
T € L(Y*; X*) heifst der zu T adjungierte Operator. O

Lemma 9.3 Die Zuordnung T — T definiert eine isometrische lineare Abbildung von
L(X;Y) nach L(Y*; X*).

Beweis: Die Linearitét folgt unmittelbar aus der Definition, die Eigenschaft der Isometrie
aus Lemma [9.1] O

Im allgemeinen ist die Abbildung 7" — T nicht surjektiv. (Im Buch von D. Werner findet
sich ein Gegenbeispiel.)

Als Beispiel betrachten wir den Integraloperator T : L?(0,1) — L?(0,1),

1
10 = [ Ksgs)ds, ke (0.1 x (0.1), 9.2
0
Fiir den adjungierten Operator T* : L*(0,1)* — L?(0,1)* gilt

(T™y")(€) = y™(T€) .- (9.3)

GemifB der Isometrie zwischen L?(0,1)* und L?(0, 1), siche Kapitel 1, kann y* dargestellt
werden durch ein y € L*(0, 1),

s = [ (T () dt. (9.4

() (€) = / (7€) By (t) dt = / / (5, 1E(s) ds () i (9.5)
// (s, t)y(t) dt &(s) ds (9.6)
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das heifit, z* = T*y* wird dargestellt durch die Funktion

1 1
x(s) = / k(s,t)y(t)dt, oder x(t) = / k(t,s)y(s)ds. (9.7)
0 0
Zusammenfassend sehen wir: Ist 7" durch die Kernfunktion “k = k(s,t)” gegeben, so hat
T* die Kernfunktion “k = k(t,s)”.

Zweimaliges Anwenden von Definition liefert zu gegebenem T € L(X;Y) den linearen
und stetigen Operator
T X" = Y™,

Lemma 9.4 Seien X,Y normierte Riume, sei T € L(X;Y). Dann gilt
T*oJx=JyoT. (9.8)

Beweis: Es gilt

(T o Jx)()](y") = [T (Jx2)](y") = [(Jxz) o T*|(y")

= (Jxz)(T"y")
= (T"y")(x) = y"(Tx) = [Jy (T2)|(y") =

[(Jy o T)(@)](y") -
a

Satz 9.5 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear und stetig. Dann gilt: T ist
kompakt genau dann, wenn T* kompakt ist.

Beweis: Sei T kompakt. Die durch K = T'(K(0;1)) definierte Teilmenge von Y ist dann
kompakt. Sei nun (y),en eine beschrinkte Folge in Y*, es gelte etwa

lynlly- < M. (9.9)

Wir betrachten nun die Folge (y|K)nen in C(K). Diese Folge ist beschrankt, da

1y Koo = sup [yn (v)| < llynllv-sup [yl < Msup [ly| < occ. (9.10)
yeK yeK yeK

Weiter gilt fiir beliebige y,y € K

y=illy < Mly=3ly, (9.11)

also ist (y),en gleichgradig stetig. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt, dass es eine auf
K gleichmaflig konvergente Teilfolge (y;; |K)ren gibt. Es folgt

lyn(y) = yn (@] < [lynlly-

Ty, — T yn, || = sup |y, (Tz) =y (Tx)| = Sup Y (W) = Y, W) = (5, — v IK s
)

el <1

(9.12)
wobei die mittlere Gleichheit gilt, da T'(K(0; 1)) dicht ist in K. Alsoist (T™y;; )ren Cauchy-
folge, daher konvergent. Damit ist T* kompakt. Sei nun umgekehrt 7™ kompakt. Nach dem
eben Bewiesenen ist T** kompakt, daher nach Lemma auch 7% o Jx und nach Lemma
auch Jy oT'. Sei nun (z,)nen eine beschriankte Folge in X. Dann hat ((Jy o T)Zy, )nen
eine konvergente Teilfolge, sei (Jy o T)x,, — y™* € Y**. Da Y Banachraum ist, ist Jy (V")
abgeschlossen, also gibt es ein y € Y mit y** = Jyy. Da Jy isometrisch ist, folgt Tz, — v.
Wir haben also eine konvergente Teilfolge gefunden; nach Lemma ist T" kompakt. O
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Satz 9.6 Seien X,Y normierte Ridume, setl': X — Y linear und stetig. Dann gilt

T(X) = (ker T*)°, (9.13)

wobet
(kerT*)° ={y:y €Y,y (y) =0 fir alle y* € ker T"}. (9.14)

Beweis: “C”: Sei zunéchst y € T(X), also y = Tz fiir ein 2 € X. Fir beliebiges y* €
ker T gilt y*(y) = y*(T'z) = (T"y*)(x) = 0. Es folgt T'(X) C (ker 7%)°, und da (ker 7%)°
abgeschlossen ist, wie man leicht sieht, folgt die Behauptung.

“D7:Seiy €Y,y ¢ T(X). Wir wihlen gemé8 Folgerung ein y* € Y* mit y* = 0 auf
T(X) und y*(y) # 0. Fiir alle z € X gilt 0 = y*(Tz) = (T*y*)(x), also T*y* = 0 und
damit y* € ker T*. Da y*(y) # 0, folgt y ¢ (ker T%)°. O
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10 Komplemente, Faktorisierung

Wir erinnern daran: Ist X normierter Raum, U abgeschlossener Unterraum von X, so
definiert

z||| = inf ||x — z|| = inf ||Z 10.1

2]l = inf | | Jnf. 1] (10.1)

eine Norm auf X /U, und die Quotientenabbildung
Q:X—=>X/U, Q) =[], (10.2)
ist linear und stetig und hat Norm ||Q]| = 1.

Satz 10.1 Seien X,Y normierte Riume, U abgeschlossener Unterraum von X, seiT' €
L(X;Y) mit T|U = 0. Dann gibt es genau ein T € L(X/U;Y) mit ToQ =T, und es gilt
T\ = ||T||. Ist U =ker T, so ist T injektiv.

Beweis: Wir definieren . 3
T:X/U—=Y, T(z]) =T(x). (10.3)

T ist wohldefiniert, da fiir 7 € [x] gilt, dass T — x € U, also

Direktes Nachrechnen zeigt, dass T linear ist. Weiter gilt
IT@) | = 1T@) < ITW ], fir alle & € [2],

also folgt .
17Dl < tof ITI2 = [T

also gilt ||| < ||T|| und umgekehrt auch
1Tl =T e QI < |TQI = IT] -
Ist U = ker T, so gilt nach , dass
T(z])) =0 & zeU & [1]=0,
also ker T = 0. O

Folgerung 10.2 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear und stetig, sei T(X)
abgeschlossen. Dann gilt

X/kerT ~T(X), (10.4)
und die durch ToQ = T definierte Abbildung T ist ein Isomorphismus zwischen X/kerT
und T'(X).

Beweis: Nach Satz ist T : X/ker T'— T(X) bijektiv, linear und stetig. Da Y Banach-
raum und 7'(X) abgeschlossener Unterraum von Y ist, ist 7'(X) ebenfalls Banachraum.
Aus Folgerung erhalten wir, dass 7! ebenfalls stetig ist. O
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Folgerung 10.3 Seien X,Y Banachrdume, sei T : X — Y linear, stetig und surjektiv.
Dann gilt

X/kerT ~Y . (10.5)
Beweis: Folgt unmittelbar aus Folgerung [10.2] O

Satz 10.4 Seien X,Y normierte Riume, sei T : X — Y linear und stetig, sei T(X)
abgeschlossen in Y. Dann gilt

(Y/T(X))" = ker T*. (10.6)

Beweis: Sei z* € (Y/T(X))*. Wir setzen y* = z* o @), wobei  : Y — Y/T(X) die
Quotientenabbildung ist. Es ist dann y* € Y*, y* = 0 auf T'(X), also T*y* = 0 und damit
y* € ker T*. Wir definieren

I:(Y/T(X)* = kerT*, Iz*=2z"0Q. (10.7)

Offensichtlich ist I linear und stetig, und aus Satz [10.1] angewendet auf (y*,z*, (X))
anstelle von (T,7T,U), folgt ||[I2*|| = ||2*|| fiir alle z*, sowie die Surjektivitdt von I: Ist
y* € kerT*, so ist y* o T = 0, also y*|T(X) = 0, und es gilt y* = 2* o Q = Iz* fiir ein
geeignetes z* € (Y/T(X))*. 0

Definition 10.5 (Komplement)
Sei X Vektorraum, U Unterraum von X. Fin Unterraum V von X heifit ein algebraz-
sches Komplement von U, falls gilt

Unv =40}, U+V=X. (10.8)

Ist X Banachraum und sind U und V abgeschlossen, so heifit V ein Komplement von
U. Wir sagen, dass X die direkte Summe von U und V ist, geschrieben

X=UV. (10.9)

(]

In der Linearen Algebra ergibt sich folgender Sachverhalt: Aus dem Basisergidnzungssatz
folgt, dass jeder Unterraum U eines Vektorraums ein algebraisches Komplement V' hat.

Ist ndmlich (u;);e; Basis von U, so kénnen wir sie durch Hinzunahme weiterer geeigneter
Vektoren (v;),ec; zu einer Basis von X ergénzen, und

V =span{v; : j € J}

ist dann ein algebraisches Komplement von U. Es ist nicht eindeutig bestimmt, aber fiir
jedes algebraische Komplement V' liefert die Quotientenabbildung @ : X — X/U eine
bijektive lineare Abbildung

QV:V = X/U, (10.10)

und umgekehrt ist jeder Unterraum V', fiir den Q|V bijektiv ist, ein algebraisches Kom-
plement. Hieraus erhalten wir wir bijektive lineare Abbildungen

UxX/U—-UxV—=X, (10.11)
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letztere ist gegeben durch (u,v) — u + v.

In der Funktionalanalysis interessiert man sich fiir den zweiten Fall, ndmlich fiir Zerle-
gungen X = U @V, bei denen X, U und V Banachrédume sind.

Ist X Hilbertraum, so hat jeder abgeschlossene Unterraum ein Komplement, némlich U~.
Ist X lediglich Banachraum, so braucht das nicht zu gelten, beispielsweise hat C[0, 1] kein
abgeschlossenes Komplement in L>°(0, 1), was wir nicht beweisen wollen.

Satz 10.6 Sei X Banachraum, U Unterraum von X mit dim(U) < co. Dann hat U ein
Komplement.

Beweis: Sei dim(U) = n, sei {z1,...,x,} Basis von U, sei {uj,...,u’} die zugehorige
duale Basis, das heifit, die durch
u; (2;) = i

definierte Basis von U*. Wir wihlen gemif Satz [4.5] (Hahn-Banach) Fortsetzungen z} €
X* von u} und definieren

P: XU, JDJI,‘:Zx;"(Jr,‘)xZ (10.12)
i=1

P ist linear und stetig, und V' = ker P ist daher abgeschlossener Unterraum von X.
Wir zeigen, dass V' ein Komplement von U ist. Ist z € U NV, so gilt Pz = 0, also
0 =zf(z) = u}(z) fiir alle ¢ und damit z = 0. Ist nun = € X beliebig, so gilt

r = Px+ (v — Px).
Da Px; = x; fiir alle j, folgt P|U =id|U, also Po P = P,
P(x — Px) = Pxr — PPx =0,
also r — Px € V und, da x beliebig war, X =U + V. O

Definition 10.7 (Kodimension)
Sei X Vektorraum, U Unterraum von X. Dann heifit dim(X/U) die Kodimension von U
in X, geschrieben codim (U). O

Wegen ((10.10)) gilt offensichtlich
codim (U) = dim(V) (10.13)

fiir jedes Komplement V' von U.

Satz 10.8 Sei X Banachraum, sei U ein abgeschlossener Unterraum von X mit codim (U) <
0. Dann hat U ein Komplement.

Beweis: Sei V' ein algebraisches Komplement von U in X. Dann ist dim(V') = codim (U) <
oo und daher V' abgeschlossen. O
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Satz 10.9 Seien X,Y Banachriume, sei T : X — Y linear und stetig, sei die Kodimen-
sion von T(X) in'Y endlich. Dann ist T(X) abgeschlossen in Y.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass 7' injektiv ist. Sei codim (7'(X)) = n, seien
Yty .-, Yn € Y, so dass {[v1],...,[yn]} Basis ist von Y/T'(X). Wir definieren
S:K'xX—-Y, Sz T;v—{—Zalyl. (10.14)

S ist linear und stetig. S ist injektiv, da aus S(a,z) = 0 folgt

0=[S(a,2)] = Z ailyil ,

also a; = 0 fiir alle 7, also Tx = 0 und damit z = 0. S ist surjektiv: Ist y € Y, so gibt es
o; € K mit

= zn:ai[yi] . also [y - Zn:aiyi] =0, also y-— Zn:aiyi € T(X).
i=1 =1

i=1

Damit ist S bijektiv. Aus Folgerung-folgt dass S~ stetig ist. Also ist T(X) = S({0} x
X) abgeschlossen. Sei nun 7" beliebig. Wir betrachten die durch ToQ T definierte lineare
stetige Abbildung T : X/kerT =Y. T ist injektiv nach Satz , also ist nach dem eben
Bewiesenen T'(X) = T(X/ ker T') abgeschlossen. O

Ein paar Bemerkungen zur allgemeinen Situation.

e Lindenstrauss und Tzafriri haben 1971 gezeigt: Ein Banachraum X hat die Eigen-
schaft, dass jeder abgeschlossene Unterraum ein Komplement hat, genau dann, wenn
X isomorph ist zu einem Hilbertraum. (Ist er sogar isometrisch isomorph zu einem
Hilbertraum, so gilt die Parallelogrammgleichung, und die Norm stammt selbst von
einem Skalarprodukt.)

e Gowers und Maurey haben 1993 ein Beispiel eines reflexiven Banachraums X gefun-
den mit der Eigenschaft, dass kein abgeschlossener Unterraum U ein Komplement
hat (auBer denen, die endliche Dimension oder endliche Kodimension haben, Satz

und Satz .
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11 Fredholm-Operatoren

Definition 11.1 (Fredholm-Operator)

Seien X,Y Banachrdume. Ein linearer stetiger Operator T : X — Y heifst Fredholm-
Operator, falls dim(ker 7)) < oo und codim (T(X)) = dim(Y/T(X)) < oo gelten. Ist T
Fredholm-Operator, so definieren wir den Index von T durch

ind (T') = dim(ker T') — codim (T'(X)) . (11.1)
Die Menge aller Fredholm-Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit F(X;Y), falls
X =Y schreiben wir auch F(X). O

In diesem Kapitel bezeichnen wir die Identitét in L(X) mit /.

Sind X und Y beide endlichdimensional, so ist F(X;Y) = L(X;Y). Andernfalls gilt
0¢ F(X;Y),und F(X;Y) ist kein Unterraum von L(X;Y). Ist T € F(X;Y) und o € K
mit a # 0, so ist o7 € F(X;Y). Es gilt I € F(X), ind (I = 0.

Sind X und Y endlichdimensional mit dim(X) = n und dim(Y) = m, so gilt n =
dim(ker T) + dim(7'(X), m = dim(7(X)) + codim (T'(X)), also ind (T') = n — m. Der
Index liefert also nur im unendlichdimensionalen Fall eine Information iiber 7.

Lemma 11.2 Seien XY Banachridume, T : X — Y Fredholm-Operator. Dann ist T(X)
abgeschlossen.

Beweis: Folgt direkt aus Satz |[10.9] O

Satz 11.3 Sei X Banachraum, sei S : X — X kompakter Operator. Dann ist T =1 — S
ein Fredholm-Operator.

Beweis: Zunichst gilt, dass I|ker T = S|ker T, also ist I|ker T' ein kompakter Operator,
also ist dim(ker T') < oo. Wir zeigen als néchstes, dass T'(X) abgeschlossen ist. Gemif
Satz wiahlen wir ein abgeschlossenes Komplement V' von ker 7" in X und betrachten
T|V : V. — T(X). Diese Abbildung ist injektiv, da V NnkerT = {0}, also stetig und
bijektiv. Wir nehmen an,

(T|V)™t:T(X) =V ist nicht stetig. (11.2)

Wir withlen eine Folge (y,)nen in T(X) mit ||y,|| = 1 und |7 y,|| > n. Fiir

Ty,
[Ty 3
gilt dann
1
vy €V, ||ua]l = 1, [T, < o (11.4)

Da S kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (Svy,, )ren. Sei Sv,, — v € X, dann
gilt
U, = SUy, + Ty, — v,
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alsov € V, ||v]] =1, Tv = 0 im Widerspruch zu V Nker T' = {0}. Also ist (11.2) falsch. Es
folgt, dass T'(X) und V isomorph sind, also ist mit V auch 7'(X) vollstandig und daher
abgeschlossen in X. Aus Satz folgt nun

(X/T(X))* =ZkerT" =ker(l — S"). (11.5)
Nach Satz ist S* kompakt, also nach folgt nach dem eben Bewiesenen
oo > dim(ker(I — S7)) = dim((X/7T(X))") = dim(X/T(X)) = codim T'(X) .

O

Satz 11.4 Sei X Banachraum, T € L(X). Ist |T|| < 1, so ist [ —T bijektiv, (I —T)™ ' €
L(X) und

([——Tj‘lzzjiijw. (11.6)

Beweis: Ubung. O

Folgerung 11.5 Seien X,Y Banachrdume, T € L(X;Y), T bijektiv. Ist T e L(X;Y)

mit 1
T~ Tl < - (11.7)
7]

so ist auch T bijektiv und T € L(Y; X).
Beweis: Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite erkennt man, dass
T=TI-TYT-1T))), (11.8)

und aus (11.7) folgt [|T7-Y(T — T)|| < |T7Y| |T — T| < 1, also folgt die Behauptung aus
Satz [1.41 O

Satz 11.6 Seien X,Y Banachriume. Dann ist F(X;Y') eine offene Teilmenge des Ba-
nachraums L(X;Y), und die Abbildung ind : F(X;Y) — Z ist lokal konstant, das heift,
zu jedem T € F(X;Y) gibt es ein e > 0, so dass

ind (S) =ind (T"), firalle S € F(X;Y) mit ||[S—T] <e. (11.9)

Beweis: Sei 7' : X — Y Fredholm-Operator. Nach Lemma ist T'(X') abgeschlossen.
Gemaf Satz und Satz wéhlen wir abgeschlossene Unterrdume V' von X und W
von Y mit

kerToV=X, T(X)eoW=Y, (11.10)
es ist dann
dim(W) = codim (T(X)) < oo, codim (V) = dim(ker7") < co. (11.11)
Zu beliebigem S € L(X;Y') definieren wir nun

S:VxW-=Y, Svw)=Sv+w, (11.12)
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wobei wir V' x W mit der Maximumnorm ||(v,w)||,, = max{][|v|[, [|w|[} versehen. Offen-
sichtlich ist S linear und stetig, es gilt

(8 = T)(v,w) = (S = T)(v)

und daher o
|S=T|=|S-T1|. (11.13)

Aus (11.10) folgt T(V) = T(X), T|V injektiv, also ist T : V x W — Y linear, bijektiv
und stetig. Wir wihlen geméf Folgerung ein € > (0 so0,dass S: V xW — Y bijektiv
ist fiir alle S € L(X;Y) mit ||S —T|| < e. Sei nun S ein beliebiger solcher Operator. Aus

folgt 5 .
S(V x{0}) =5(V), S{O}xW) =W,

also

Y=S(VxW)=SV)eW. (11.14)
Da S bijektiv ist, ist S|V injektiv, also

ker SNV ={0}.
Sei nun Z ein Komplement von ker S @ V in X,
ker SOV @ Z =X, (11.15)

dann sind sowohl ker S @& Z als auch ker T" ein Komplement von V' in X, letzteres wegen
(11.10f). Sie haben daher dieselbe Dimension,

dim(ker S) + dim(Z) = dim(kerT) < oo, dim(Z) < co. (11.16)
Aus (|11.15]) folgt weiter, dass S|(V @ Z) injektiv ist und
SX)=S(Vez)=SV)®eS(Z). (11.17)

Indem wir S(Z) zu einem Komplement von S(V') in Y ergénzen, erhalten wir

codim (S(V)) = dim(S(Z)) + codim (S(X)), (11.18)
und weiter mit und (11.14), da S|Z injektiv ist,
codim (7'(X)) = dim(W) = codim (S(V)) = dim(Z) + codim (S(X)) . (11.19)

Aus (11.16]) und (11.19)) ersehen wir, dass S ein Fredholm-Operator ist, und Addition der
beiden Gleichungen ergibt

dim(ker S) + codim (T'(X)) = dim(ker T') 4+ codim (S(X)),
also ind (S) = ind (7). O
Folgerung 11.7 Seien X,Y Banachriume, sei T : [0,1] — F(X;Y) stetig. Dann ist
t — ind (T'(t)) (11.20)

eine Konstante.
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Beweis: Nach Satz ist die Abbildung ind o T : [0,1] — R stetig, und da der Index

nur ganzzahlige Werte annimmt, muss sie konstant sein. O

Da jede lokal konstante Abbildung auf einer zusammenhéngenden Teilmenge ihres Defini-
tionsgebiets konstant ist, erhélt man allgemeiner: Der Index ist konstant auf Zusammen-
hangskomponenten von F(X;Y).

Folgerung 11.8 Seir X Banachraum, S : X — X kompakt. Dann gilt

ind (I —5)=0. (11.21)

Beweis: Sei T'(t) = I — ¢S, dann ist T'(¢) ein Fredholmoperator nach Satz [11.3] Es gilt
ind (7°(0)) = ind (1) = 0, also auch 0 = ind (7'(1)) = ind (I — S) nach Folgerung|11.7, O
Ist T': X — X Fredholm-Operator mit Index 0, so ist dim(ker 7') = 0 genau dann, wenn
codim7T'(X) = 0, also

T injektiv < T surjektiv. (11.22)

Wir betrachten die Gleichung
Tr =y, (11.23)

wobei y € X gegeben und z € X gesucht ist.

Die klassische Formulierung der durch das Vorangegangene beschriebenen Eigenschaften
von Fredhom-Operatoren mit Index 0 ist die Fredholmsche Alternative:

Entweder hat (11.23) fiir jedes y € X eine eindeutige Losung x € X (das

entspricht 111.22“ ,

oder die homogene Gleichung T'x = 0 besitzt endlich viele linear unabhéngige
Losungen, und fiir gegebenes y € X ist losbar genau dann, wenn
y*(y) = 0 fur alle y* € kerT*. Die maximale Anzahl linear unabhéingiger
Losungen von T'x = 0 ist gleich der maximalen Anzahl linear unabhéngiger
Losungen von T™y* = 0.

Im zweiten Teil wurden auch die in Satz [0.6] und Satz [10.4] erhaltenen Formeln

T(X)=(kerT)°, (Y/T(X))" = kerT"

verwendet.
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12 Das Spektrum

Die in der Linearen Algebra entwickelte Strukturtheorie linearer Abbildungen im End-
lichdimensionalen basiert wesentlich auf den Begriffen Eigenwert und Eigenvektor. Wir
rekapitulieren: Ist T : K" — K" linear, und gilt

Te=Mx, MAeK, zeK", x#0, (12.1)
so heifit A\ Eigenwert von T" und x zugehoriger Eigenvektor.

Ein A € K ist Eigenwert von T : K” — K" genau dann, wenn die Abbildung A I — T nicht
bijektiv ist. Statt A I — T" schreiben wir im Folgenden abkiirzend

A=T.
Fiir den Raum L(X; X) aller linearen stetigen Abbildungen von X nach X schreiben wir
L(X).
In diesem Abschnitt setzen wir generell voraus, dass X # {0} (sonst ist L(X) = {0} und
1]l =0.)

Definition 12.1 (Resolvente)
Sei X Banachraum, T € L(X). Die Teilmenge

p(T) ={N: X e K, X\ =T ist bijektiv} (12.2)
von K heifit Resolventenmenge von T. Die Abbildung

R:p(T) = L(X), Ry=(0M\-T)", (12.3)
heifit die Resolvente von T O

Die Definition von R in (12.3)) macht Sinn, da (A —7)~! linear und stetig ist, wenn A — T
linear, stetig und bijektiv ist, siehe Folgerung [3.8]

Satz 12.2 Sei X Banachraum, T € L(X). Dann ist die Resolventenmenge p(T') eine
offene Teilmenge von K. Ist A\g € p(T'), so gilt

Ry=A=T)"=> (=N [—T)7F => (A = NFREH (12.4)
k=0 k=0

fiir alle A € K mit

A= Ag| < —— (12.5)

1
(IRl
Beweis: Analog zur Rechnung in erhalten wir durch Ausmultiplizieren
Ao—T)L=N=T)" " N-N]=2-T. (12.6)

Wegen ||[(A—=T) — (Ao = T)|| = |\ — Ao| folgt aus (12.5)), dass der Ausdruck in eckigen
Klammern und damit auch A — 7" invertierbar ist. Aus ((12.6]) folgt weiter, dass

A=T)"=[1=Q=T) "o =N (N —T)"
Fiir den Term in eckigen Klammern setzen wir die Reihenentwicklung ([11.6]) ein, es ergibt

sich ((12.4)). O
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Definition 12.3 (Spektrum, Punktspektrum)
Sei X Banachraum, T € L(X). Die Teilmenge

o(T) =K\ p(T) ={N: X e K, A = T ist nicht bijektiv} (12.7)

heifst das Spektrum von T, jedes N € o(T) heifit Spektralwert von T. Ist X — T nicht
injektiv, so heifst X Eigenwert von T mit dem zugehdorigen Eigenraum ker(\ — T'), und
jedes x € X mit A\x = Tx und x # 0 heifst Eigenvektor zum Eigenwert \. Die Menge

o,(T) = { X\ : X ist Eigenwert von T'} (12.8)

heifit das Punktspektrum von T'. O

Ist X = K", so ist A — T injektiv genau dann, wenn A\ — 7' bijektiv ist, es gilt also
o(T) = 0,(T). Im Unendlichdimensionalen gilt im allgemeinen o(T") # 0,(T).

Definition 12.4 (kontinuierliches Spektrum, Restspektrum)
Sei X Banachraum, T € L(X). Die Menge

0o(T) ={\: XN € o(T), A\ — T ist injektiv, nicht surjektiv, und (A — T)(X) = X} (12.9)
heifst das kontinuierliche Spektrum von T', die Teilmenge

0. (T) = {\: X € o(T), \=T st injektiv, nicht surjektiv, und (A — T)(X) # X} (12.10)
heifst das Restspektrum von T O

Offensichtlich stellt
o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo,.(T)

eine disjunkte Zerlegung des Spektrums dar.

Als Beispiel betrachten wir den Rechtsshift

0, k=1,

T:(K) = *(K), (Tx),= {xkl kE>1.

Hier gilt 0 € 0,(T), da T injektiv und T(¢*(K)) = {y : y1 = 0} abgeschlossener echter
Unterraum von ¢?(K) ist. Fiir

T:2(K) - A(K), (Tz)x= %xk

gilt 0 € 0.(T), da T injektiv ist, wegen (1/k)ren € T'(¢*(K)) nicht surjektiv ist, und wegen
ce(K) C T(*(K)) dichtes Bild hat.

Satz 12.5 Sei X Banachraum, T € L(X). Dann ist o(T) kompakt, und es gilt |\| < ||T|
fiir alle X € o(T). Im Falle K = C gilt auferdem o(T) # 0.
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Beweis: Sei T # 0, der Fall T' = 0 ist klar. Ist || > ||T]|, so folgt aus
1
/\—T:)\<1—XT) (12.11)

und Satz [11.4) dass A € p(T'). Also ist o(T") durch ||| beschrankt und wegen Satz
abgeschlossen in K, also kompakt. Sei nun K = C. Fiir beliebiges I* € L(X)* betrachten
wir die Funktion

FipT) 5T, N =1 (Ry). (12.12)
Sei \g € p(T') beliebig. Aus Folgerung folgt, dass

FO) = (R = 3o — V(R (12.13)
k=0

falls A € B(X\o; 1/|| R, |l), das heifit, f hat eine in dieser Kreisscheibe konvergente Potenz-
reihenentwicklung. Also ist f holomorph auf p(T"). Wir nehmen nun an, dass o(7") = 0,
dann ist p(7") = C. Auf der kompakten Menge B(0;2||T||) ist f beschrénkt, fiir |A| > 2||T|

folgt aus ((12.11)
1 [o.¢]
=A=-T)" =+ 12.14
Ry = ( A;( ) (12.14)
und weiter
x IR ‘ ||T||’“
IFON)] = |IF(Ry)] = XZ |A|Hl HZ < 2|1 H|A| (12.15)
k=0

Also ist f auf C beschrinkt. Aus dem Satz von Liouville (siehe Funktionentheorie) folgt
nun, dass f auf C konstant ist, und aus folgt f = 0. Es folgt also I*(R,) = 0 fiir
alle [* € L(X)* und damit aus dem Satz von Hahn-Banach R, = 0, ein Widerspruch, da
R bijektiv ist. O

Satz 12.6 Sei X Banachraum, S : X — X kompakt. Ist X € C Spektralwert von S und
gilt X # 0, so ist A\ auch FEigenwert von S. Der zugehirige Eigenraum ker(\ — S) ist
endlichdimensional. Ist dim(X) = oo, so ist 0 Spektralwert von S.

Beweis: Sei A # 0. Nach Folgerung [11.8)ist 1 — A™1S ein Fredholm-Operator vom Index
0, also auch A — §. Ist A nicht Eigenwert von S, so ist A — .S injektiv und nach
auch bijektiv, also ist A nicht Spektralwert von S. Da A — S Fredholm-Operator ist, ist
ker(\ — S) endlichdimensional.

Ist 0 € p(S), so ist S bijektiv, linear und stetig, also auch S~! stetig und daher 1 = S~1S
kompakt, also dim(X) < oo. O

Ist etwa S ein Integraloperator,

(Sx)(t):/o k(s,t)x(s)dz, (12.16)

so hat die Gleichung Tx = (A — §)(z) = y die Form
1
e(t) — / k(s )z (s) ds = y(t), te0,1]. (12.17)
0
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Wie wir gesehen haben, ist S kompakt auf L?(0,7), falls k € L*((0,T) x (0,T)) gilt.
Wir kénnen dann Satz anwenden und erhalten, dass fiir A # 0 zu gegebenem
y € L*(0,T) genau dann eindeutig 16sbar ist, wenn A nicht Eigenwert von S ist, und dass
der Losungsraum endlichdimensional ist, wenn A Eigenwert von S ist.

Satz 12.7 Sei X Banachraum, S : X — X ein kompakter linearer Operator. Dann ist
die Menge
{A: A€ a(S), |\ >¢e} (12.18)

endlich fir jedes € > 0. (Sie kann auch leer sein.)

Indem wir ¢ = 1/n mit n € N betrachten, erkennen wir, dass das Spektrum eines kom-
pakten Operators eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge ist.

Beweis: Wir nehmen an, es gebe eine Folge (\,),en paarweise verschiedener Spektral-
werte von S mit |\,| > e. Nach Satz sind alle \,, Eigenwerte von S. Sei (z,,)nen €ine
Folge zugehoriger Eigenvektoren von S. Da die A, paarweise verschieden sind, ist nach
einem Satz der Linearen Algebra die Menge {x, : n € N} linear unabhéngig. Fiir

X, =span{xy,...,2,}

gilt dann X,, C X411, X,y # X1 und S(X,,) C X, fiir alle n € N. Wir wihlen y,, € X,

geméfl Lemma [2.13| mit

||yn|| = 17 dlSt (yann—l) Z

DO | —

Dann gilt y,, = ax, + 2z, fir ein a« € K, 2,1 € X,,_1, also
AYn — SYn = AQZp + Ap2pn1 — ST, — Sz 1= Mzn1 — Szn1 € X1,

also fiir alle m € N mit m <n

1 €
h 6)2;—1 .

also hat (Sy,)nen keine konvergente Teilfolge im Widerspruch zur Kompaktheit von S. O

Definition 12.8 (Spektralradius)
Sei X Banachraum, T € L(X). dann heifit

r(T) = sup |A| (12.19)
Xeo(T)

der Spektralradius von T. O
Da das Spektrum nach Satz kompakt ist, wird in ((12.19]) das Supremum angenommen,

r(T) = ma% AL, (12.20)

A€o (

sofern das Spektrum nicht leer ist.
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Lemma 12.9 Sei X Banachraum, T € L(X). Dann gilt
liI% VT = inlf\T VT - (12.21)
ne ne

Beweis: Wir setzen a,, = ||T"]. Es gilt
A = T = 1T"T™ < T NT™] = anam fir alle n,m € N. (12.22)
Sei N € N beliebig gewahlt. Zu diesem festen N zerlegen wir n € N als
n=jN+r, jeN,0<r<N.

Aus ((12.22) folgt

a/" < (agar) " = (oYM = ()

TL

Es gilt “r =r(n)”, aber 0 < r(n) < N. Es folgt

l/n

-0, ()—>1 fiir n — oo
n
und damit
lim sup a/™ < a}\{N .
n—oo

Da N beliebig war, folgt

lim sup al/” < inf a]\{ < liminf aNN
n—00 NeN NeN

und hieraus die Behauptung. O
Satz 12.10 Sei X Banachraum, T € L(X), K= C. Dann gilt

T > r(T) = hm VT (12.23)

Beweis: Nach Satz gilt 7(T) < ||T||. Wir kniipfen nun an den Beweis dieses Satzes
an. Zu beliebigem E* (L(X)) betrachten wir

fA) =0(Ry), Ri=WA\-T1T)"

Fiir |A] > ||T|| gelten

[e's} *

Ry=(\-T)" :%ki() % (12.24)

Wir haben im Beweis von Satz gesehen, dass f : p(T') — C eine holomorphe Funktion
ist. Insbesondere ist f im AuBengebiet G = {|\| > (7))} holomorph. Nach einem Satz
der Funktionentheorie ist f auf G eindeutig in eine Laurentreihe entwickelbar. Da
eine Laurentreihe von f in {|\| > ||T||} liefert, miissen beide tibereinstimmen. Es folgt,
dass

o0

1
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auf G gilt. Die Glieder dieser Reihe bilden also eine Nullfolge,

11%(T*
0= lim — ()\k)

k—o0

= lim £*(A7F71TR)

k—o0

Da ¢* beliebig war, folgt
CATFITRY 0 in L(X)*.

Die Folge (A\™*~1T%),cy ist nach Satz|6.4] beschriinkt in der Norm von L(X), sei

IATFTR < M
Es folgt
175 < LD, dim [T <A (12.25)
—00

fiir alle A € p(T) nach Lemma [12.9] Grenziibergang |\| — r(T) ergibt
lim ||T%||"* < r(T). (12.26)
k—o0

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung betrachten wir ein beliebiges A € o(7'). (Ein
solches existiert nach Satz [12.5]) Die Reihe

o0

Z )\—k’—lTk

k=0

ist nicht konvergent in L(X), andernfalls wire ihr Grenzwert ein Inverses von A — 7" im
Widerspruch zu A ¢ p(7T'). Es folgt, dass

o0
S, a = AT
k=0

ebenfalls divergent ist. Aus dem Wurzelkriterium folgt

1 < limsup Vag = | A7 limsup |A| 7Y% || 7% (| VF = (A2 klim | 7%|]M* .
—00

k—o0 k—o0

Da A € o(T) beliebig war, folgt durch Ubergang zum Supremum in X
r(T) < lim || 7%V
k—o00

Damit ist (|12.23] gezeigt. O

Wir betrachten nun Operatoren auf Hilbertrdumen.

Satz 12.11 (Hilbert-Adjungierte)
Seien X, Y Hilbertrdume und T € L(X;Y). Dann wird durch

(x,T"y) = (Tz,y), z€X,yeY, (12.27)

ein linearer stetiger Operator T .Y — X definiert, er heifst die Hilbert- Adjungierte
von T'. Es gilt
=T, |[|T*=|T|- (12.28)
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Beweis: Sei y € Y. Die Abbildung x — (T'z,y) ist linear und stetig, weil das Skalarpro-
dukt im ersten Argument linear ist und

(T, y) | < Tl [y (12.29)

gilt fiir alle x € X. Aus dem Darstellungssatz von Riesz (Satz [2.12) folgt, dass T*y
wohldefiniert ist. Wegen

(@, T (ay + B2)) = (Tz,ay + Bz) =@ (Tw,y) + B(Tx,z) =a (e, T"y) + B (2, T"2)
= (z,aT"(y) + BT7(2))

ist T* linear, und wegen ((12.29)) auch stetig mit || 77| < ||T||. Es gilt 7** = T wegen
(y, T"x) = (T"y, z) = (x, T*y) = (Tz,y) = (y,Tx) .
SchlieBlich folgt ||T|| = || 77| < ||7*|] und damit auch || 7| = ||T||. O

Mit der in Kapitel 9 definierten Adjungierten, wir nennen sie hier “einen Moment lang”
T :Y* — X*, ist die Hilbert-Adjungierte T* verkniipft durch

T =Jy' oT o Jy,

wobei Jx : X — X* und Jy : Y — Y* die Dualitatsabbildungen aus dem Satz von Riesz
sind.

Unmittelbar aus den Definitionen folgen die Rechenregeln
(S+T)y=5"+T, (oT)*=alT*, (SoT) =T"oS". (12.30)

Die mittlere Gleichung zeigt, dass im Fall K = C der Ubergang T — T* zur Hilbert-
Adjungierten nicht linear, sondern konjugiert linear ist.

Lemma 12.12 st X Hilbertraum und T € L(X), so gilt
17T = |T°)1* (12.31)

Beweis: Esist | T*T|| < || T*|[IIT]| = IT||*> gem&B Satz|12.11] Die umgekehrte Ungleichung
folgt aus
|IT2|* = (T, Tx) = (x,T"Tx) < ||=||*|T*T|

durch Ubergang zum Supremum in x auf der Einheitssphire {||z|| = 1}. O

Definition 12.13 Sei X Hilbertraum. Ein T € L(X) heifst normal falls T*T = TT*
und hermatesch oder selbstadjungiert, falls T* =T O

Offenbar ist jeder selbstadjungierte Operator normal.

Satz 12.14 Sei X Hilbertraum, T € L(X) normal. Dann ist auch T™ normal mit

[T = |T|I",  fir alle n € N. (12.32)

Im Fall K = C gilt ||T|| = r(T). Ist T auflerdem kompakt, so gilt
T|=r(T)= A 12.33
Il = r(7) = mase A, (12.33

das heifit, es gibt einen Eigenwert X mit | T|| = |A|.
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Beweis: Mit Induktion folgt (77)* = (7)™, die Rechnung
(Tn)* — (TTn—l)* _ (Tn—l)*T* _ (T*)n—lT* — (T*)n
liefert den Induktionsschritt. Hieraus folgt fiir alle n € N
(™)1 = (T*)"1T" =T"(T")" =T1"(T")", (12.34)

die mittlere Gleichheit folgt durch sukzessives Vertauschen von 7" und 7%, da T normal
ist. Also ist T™ normal fiir alle n € N. Die Behauptung ((12.32)) folgt fiir n = 2 mit Lemma
12.12| aus der Rechnung

T2 = (T T2 = (T THTT)| = 17T = | T]"
Fiir den Induktionsschritt n — n + 1 schétzen wir ab (7™ ist normal)
T = (7™ = 1T = @ < N7,

also || 7)™ < |7 < |T)|"™! und damit ||T']|"** = ||T"*||. Fiir K = C folgt aus Satz
112. 10
H(T) = tim 7)1 = |7

Dass der Spektralradius gleich dem betragsgrofiten Eigenwert ist, hatten wir bereits in

(12.20]) gesehen. O

Lemma 12.15 Sei X Hilbertraum, T € L(X) normal. Dann gilt ||Tx| = || T*z|| fir alle
x € X, und damit auch kerT' = ker T™. Weiter gilt

Tr = \x & Tz = \x, (12.35)
also ist A € C Eigenwert von T genau dann, wenn \ Eigenwert von T* ist.
Beweis: Es gilt fiir alle z € X, da T normal ist,
0= (T"Tx — TT*z,x) = (Tz,Tx) — (T*z, T*x) = |Tz|* — | T*z|*.
Da mit T auch A — T normal ist, folgt die zweite Behauptung aus
ker(A —T) = ker((A — T)*) = ker(A — T™).

O

Lemma 12.16 Sei X Hilbertraum, T € L(X) normal. Gilt Tx = \x, Ty = py und
A # p, so gilt (x,y) = 0, das heifit, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
orthogonal.

Beweis: Die Behauptung folgt mit ((12.35)) aus der Rechnung

Mz, y) = (Ax,y) = (Tx,y) = (2, T*y) = (x, 1y) = p(x,y) .
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Wir kommen nun zum Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren im Hilbertraum.
Er bezieht sich auf den Fall K = C. Er verallgemeinert den Satz aus dem Endlichdimen-
sionalen, dass eine lineare Abbildung T : C* — C” normal ist genau dann, wenn es eine
ON-Basis des C™ aus Eigenvektoren von T' gibt.

Sei T' € L(X) ein kompakter normaler Operator in einem Hilbertraum X. Wir setzen
Uy=kerA=T), XeC (12.36)

und bezeichnen mit Py : X — X die Orthogonalprojektion auf Uy. Wegen (A — T)Tx =
T\ —T)x gilt
T(UA) Cc Uy, firalle A € C, (12.37)

das heif3t, T" lasst den Unterraum U, invariant. Sei nun £\ eine ON-Basis von U,, falls A
ein Eigenwert von T ist; andernfalls setzen wir E, = (). Wir setzen
E=JE:. (12.38)

A#£0

Aus den Sétzen und folgt, dass alle Eigenrdume U) endlichdimensional sind fiir
A # 0, und dass T hochstens abzdhlbar unendlich viele verschiedene Eigenwerte hat. Die
Menge F ist also endlich oder abzdhlbar unendlich. Sei

E={ei,eq,...} ={ej:je J} (12.39)

mit J = {1,...,|J|} bzw. J =N.
Satz 12.17 (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren im Hilbertraum)

Sei X separabler Hilbertraum iber K = C, sei T € L(X) kompakt und normal. Dann
st die Menge E'U Ey eine ON-Basis von X, und fir alle x € X gilt

Tx = Z AP\t = Z A (z,e5)ej. (12.40)

Aeap(T) jeJ
Beweis: Um zu zeigen, dass F U Ey eine ON-Basis ist, setzen wir
_
V = span (E' U Ey)

Gemif dem Charakterisierungssatz fiir ON-Basen (Satz [2.20]) geniigt es zu zeigen, dass
V' der Nullraum ist, V' = {0}.
Wir zeigen T(V) C V: Sei x € V. Ist y € E), A € C beliebig, so gilt gemifl Lemma [12.15

(Tx,y) = (v, Ty) = (x,\y) = A(z,y) =0

nach Definition von V. Es folgt Tx € (E U Ep)* und daher auch Tz € V.

Wir zeigen T|V = 0: Andernfalls hat T'|V gemifl Satz einen Eigenwert g mit
0 # ||IT|V]| = |p|. Ist @ € V ein zugehériger Eigenvektor, so gilt z € U, C V*, ein
Widerspruch zu V N'V+ = {0}. Also ist T|V = 0.
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Wegen V' C ker T'= Uy C V* erhalten wir nun V' = {0}. Also ist EUEy Orthonormalbasis
von X. Wir zerlegen
X=UyoU;, Ui =span(E).

GeméB Satz [2.20(iv) hat jedes z € X die Entwicklung

x:P0x+Z<x,ej)ej.

JjeJ
Es gilt TPy =0, da Py(X) = ker T, und T'e; = A;. Hieraus ergibt sich ({12.40)). O

Der vorangehende Satz gilt auch, wenn H nicht separabel ist. Die ON-Basis des Eigen-
raums Uy = ker T" ist dann iiberabzéhlbar. Man verwendet dann eine allgemeinere Version
des Charakterisierungssatzes [2.20, der fiir beliebige (auch nichtseparable) Hilbertraume
gilt.
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