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1 Der Integralsatz von Gauß

Wir betrachten offene Mengen Ω ⊂ Rn mit der Eigenschaft, dass ∂Ω eine (n − 1)-
dimensionale C1-Mannigfaltigkeit ist und Ω lokal nur auf einer Seite von ∂Ω liegt.

Definition 1.1 (C1-Rand)
Sei Ω ⊂ Rn offen. Wir sagen, dass Ω einen C1-Rand hat, falls gilt: Für alle a ∈ ∂Ω gibt
es eine offene Menge U ⊂ Rn und eine Funktion f ∈ C1(U) so dass ∇f(x) 6= 0 für alle
x ∈ U gilt und

∂Ω ∩ U = {x : x ∈ U, f(x) = 0} , (1.1)

Ω ∩ U = {x : x ∈ U, f(x) < 0} . (1.2)

2

Definition 1.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)
Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit, sei a ∈ M . Ein v ∈ Rn heißt
Tangentialvektor an M in a, falls eine stetig differenzierbare Kurve ϕ : I → Rn existiert
(wobei I ein offenes Intervall im R mit 0 ∈ I ist) mit

ϕ(0) = a , ϕ′(0) = v , ϕ(I) ⊂M . (1.3)

Die Menge
Ta(M) = {v : v ist Tangentialvektor an M in a} (1.4)

heißt der Tangentialraum an M in a. 2

Satz 1.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)
Sei M ⊂ Rn eine k-dimensionale C1-Mannigfaltigkeit, sei a ∈ M , sei U ⊂ Rn offen mit
a ∈ U . Dann gilt:

(i) Ta(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum von Rn.

(ii) Ist Φ : T →M ∩U eine Karte von M mit Φ(c) = a, c ∈ T , T ⊂ Rk offen, so bilden
die k Spalten der Funktionalmatrix JΦ(c), das heißt die Vektoren

{∂1Φ(c), . . . , ∂kΦ(c)}

eine Basis von Ta(M).

(iii) Ist
M ∩ U = {x : x ∈ U, f(x) = 0}

mit f ∈ C1(U ; Rn−k) und rang Jf (a) = n− k, so ist

Ta(M) = {v : v ∈ Rn, 〈v,∇fi(a)〉 = 0 für alle i, 1 ≤ i ≤ n− k} . (1.5)
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Beweis: Sei V1 der von den Spalten von JΦ(c) aufgespannte Unterraum und

V2 = {v : v ∈ Rn, 〈v,∇fi(a)〉 = 0 für alle i, 1 ≤ i ≤ n− k} .

Wegen dim(V1) = dim(V2) = k genügt es zu zeigen, dass

V1 ⊂ Ta(M) ⊂ V2 . (1.6)

Zum Beweis der ersten Inklusion sei

v =
k∑
j=1

λj∂jΦ(c)

ein beliebiges Element von V1. Wir definieren für hinreichend kleines ε > 0 eine Abbildung
ϕ : (−ε, ε) → Rn durch

ϕ(s) = Φ(c1 + λ1s, c2 + λ2s, . . . , ck + λks) .

Dann ist ϕ(s) ∈M für alle s, ϕ(0) = a, und aus der Kettenregel folgt

ϕ′(0) = JΦ(c)

λ1
...
λk

 =
k∑
j=1

λj∂jΦ(c) = v ,

also v ∈ Ta(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v ∈ Ta(M). Wähle ϕ : (−ε, ε) → Rn

gemäß Definition 1.2, dann gilt f(ϕ(s)) = 0 für |s| hinreichend klein, also gilt für alle i
mit 1 ≤ i ≤ n− k

0 = (fi ◦ ϕ)′(0) = 〈∇fi(ϕ(0)), ϕ′(0)〉 = 〈∇fi(a), v〉 ,

also ist v ∈ V2. 2

In Satz 1.3 ergibt sich aus (iii) im Spezialfall dimM = n − 1, dass dimTa(M) = n − 1
und dass ∇f(a) auf Ta(M) senkrecht steht.

Satz 1.4 (Existenz einer stetigen äußeren Normalen)
Sei Ω ⊂ Rn offen, Ω habe einen C1-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld ν : ∂Ω → Rn

so dass für alle a ∈ ∂Ω gilt

ν(a) ⊥ Ta(∂Ω) , ‖ν(a)‖2 = 1 , (1.7)

und dass es für alle a ∈ ∂Ω ein ε > 0 gibt mit

a+ tν(a) /∈ Ω , für alle t ∈ (0, ε) . (1.8)

Das Vektorfeld ν ist stetig auf ∂Ω. Der Vektor ν(a) heißt der äußere (Einheits-) Norma-
lenvektor an ∂Ω in a.
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Beweis: Nach Satz 1.3 ist ist dimTa(∂Ω) = n− 1, und es gilt für z ∈ Rn

z ⊥ Ta(∂Ω) , z 6= 0 ⇔ z = λ∇f(a) für ein λ ∈ R, λ 6= 0.

Für solche z und hinreichend kleines t > 0 gilt

f(a+ tz) = f(a) + t 〈z,∇f(a)〉+ o(t) = tλ‖∇f(a)‖2
2 + o(t) = t

(
λ‖∇f(a)‖2

2 +
o(t)

t

)
,

also folgt für hinreichend kleine t

f(a+ tz) /∈ Ω ⇔ λ > 0 .

Falls außerdem ‖z‖2 = 1 gelten soll, ist also

ν(a) =
∇f(a)

‖∇f(a)‖2

(1.9)

der eindeutig bestimmte Vektor, welcher (1.7) und (1.8) erfüllt. Da f stetig differenzierbar
ist, ist ν stetig in a, und da a beliebig war, ist ν stetig auf ∂Ω. 2

Wir betrachten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazu
x ∈ Rn zerlegt in

x = (x′, xn) , x′ ∈ Rn−1 , xn ∈ R , (1.10)

und wir betrachten folgende Situation: W ⊂ Rn−1 ist offen und beschränkt, h ∈ C1(W )
mit h(W ) ⊂ I = (a, b) ∈ R,

M = graph (h) = {(x′, xn) : x′ ∈ W, xn = h(x′)} ⊂ W × I , (1.11)

A = {(x′, xn) : x′ ∈ W , xn ∈ I , xn < h(x′)} . (1.12)

Nach Konstruktion im Beweis von Satz 1.4 (siehe (1.9)) gilt für x ∈M

ν(x) =
(−∇h(x′), 1)

‖(−∇h(x′), 1)‖2

. (1.13)

Satz 1.5 (Partielle Integration im Rn)
Es liege die Situation (1.10) – (1.13) vor. Dann gilt für alle f ∈ C1(W×I) mit kompaktem
Träger in W × I ∫

A

∂if(x) dx =

∫
M

f(ξ)νi(ξ) dS(ξ) , 1 ≤ i ≤ n . (1.14)

Beweis: Da f kompakten Träger hat, sind f und ∂if stetig und beschränkt, also existieren
alle Integrale, die im Folgenden auftreten.
Fall 1: i = n. Es ist (Fubini)∫

A

∂nf(x) dx =

∫
W

∫ h(x′)

a

∂nf(x′, xn) dxn dx
′ =

∫
W

f(x′, h(x′)) dx′

=

∫
W

f(x′, h(x′))νn(x
′, h(x′))

√
1 + ‖∇h(x′)‖2

2 dx
′

=

∫
M

f(ξ)νn(ξ) dS(ξ) ,
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da g(x′) =
√

1 + ‖∇h(x′)‖2
2 gilt für die Gramsche Determinante der Funktion x′ 7→

(x′, h(x′)), siehe Analysis 3.
Fall 1: Sei 1 ≤ i ≤ n− 1. Die durch

F (x′) =

∫ h(x′)

a

f(x′, xn) dxn

definierte Funktion F : W → R hat kompakten Träger in W , also gilt (Übungsaufgabe)

0 =

∫
W

∂iF (x′) dx′ =

∫
W

∂i

(∫ h(x′)

a

f(x′, xn) dxn

)
dx′ .

Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (1.13))

0 =

∫
W

[∫ h(x′)

a

∂if(x′, xn) dxn + f(x′, h(x′))∂ih(x
′)

]
dx′

=

∫
W

∫ h(x′)

a

∂if(x′, xn) dxn dx
′ +

∫
W

f(x′, h(x′))∂ih(x
′) dx′

=

∫
A

∂if(x) dx−
∫
W

f(x′, h(x′))νi(x
′, h(x′))

√
1 + ‖∇h(x′)‖2

2 dx
′

=

∫
A

∂if(x) dx−
∫
M

f(ξ)νi(ξ) dS(ξ) ,

2

Folgerung 1.6 Satz 1.5 gilt auch, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das heißt,
falls

A = {(x′, xn) : x′ ∈ W , xn ∈ I , xn > h(x′)} , (1.15)

gilt. Die äußere Normale ist dann gegeben durch

ν(x) =
(∇h(x′),−1)

‖(∇h(x′),−1)‖2

. (1.16)

Ebenso gilt Satz 1.5 auch, falls die Darstellung von M nach einer anderen Koordinate
aufgelöst ist, also

M = {(x1, . . . , xn) : (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ∈ W , xi = h(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)}
(1.17)

und A, ν entsprechend.

Beweis: Entweder durch Modifikation des Beweises von Satz 1.6 oder durch Transforma-
tion auf die Situation des Satzes. 2

Definition 1.7 (C∞-Zerlegung der Eins)
Sei K ⊂ Rn, sei (Uj)1≤j≤N eine offene Überdeckung von K. Eine Familie (αj)1≤j≤N von
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Funktionen αj ∈ C∞(Rn) heißt C∞-Zerlegung der Eins für K bezüglich (Uj)j, falls gilt

0 ≤ αj ≤ 1 , für alle j, (1.18)

αj(x) = 0 , falls x /∈ Uj, (1.19)

N∑
j=1

αj(x) = 1 falls x ∈ K. (1.20)

2

Kompakte Teilmengen des Rn besitzen immer eine solche Zerlegung der Eins.

Satz 1.8
Sei K ⊂ Rn kompakt, sei (U(x))x∈K ein System offener Mengen mit x ∈ U(x) für alle
x ∈ K. Dann gibt es endlich viele xj ∈ K, 1 ≤ j ≤ N , mit

K ⊂
N⋃
j=1

U(xj) ,

und eine C∞-Zerlegung der Eins für K bezüglich (Uj)1≤j≤N , wobei Uj = U(xj).

Beweis: Wie früher beginnen wir mit ψ ∈ C∞(R) definiert durch

ψ(t) =

{
exp

(
−1

t

)
, t > 0 ,

0 , t ≤ 0 .

Wir setzen

ψ̃(t) =
ψ(4− t)

ψ(4− t) + ψ(t− 1)
.

Es ist dann ψ̃ ∈ C∞(R), und es gilt ψ̃(t) = 1 für t ≤ 1, ψ̃(t) = 0 für t ≥ 4. Zu jedem
x ∈ K wählen wir εx > 0 mit B(x; 3εx) ⊂ U(x). Weiterhin wählen wir endlich viele
xj ∈ K, 1 ≤ j ≤ N , so dass

K ⊂
N⋃
j=1

B(xj; εj) , εj = εxj ,

und definieren für x ∈ Rn

α̃j(x) = ψ̃

(
‖x− xj‖2

2

ε2
j

)
.

Dann ist α̃j ∈ C∞(Rn) mit 0 ≤ α̃j ≤ 1, α̃j = 1 in K(xj; εj) (wobei K(x; ε) = {y :
‖y − x‖2 ≤ ε}), und α̃j = 0 außerhalb von K(xj; 2εj). Eine Zerlegung der Eins wie
verlangt erhalten wir nun durch

αj(x) =
α̃j(x)

p(x) +
∑N

k=1 α̃k(x)
, p(x) =

N∏
k=1

(1− α̃j(x)) .

2
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Satz 1.9 (Gaußscher Integralsatz)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, Ω habe einen C1-Rand. Sei U ⊂ Rn offen mit Ω ⊂ U ,
sei F : U → Rn ein C1-Vektorfeld. Dann gilt∫

Ω

divF (x) dx =

∫
∂Ω

〈F (ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) . (1.21)

Beweis: Für jedes x ∈ Ω wählen wir eine offene Menge U(x) mit x ∈ U(x) ⊂ Ω. Für
jedes x ∈ ∂Ω betrachten wir zunächst gemäß Definition 1.1 eine lokale Darstellung

∂Ω ∩ U ′ = {f = 0} , Ω ∩ U ′ = {f < 0} ,

mit f ∈ C1(U ′) und ∇f 6= 0 überall. Nach dem Satz über implizite Funktionen gibt es
offene Mengen (die wir o.B.d.A. konvex wählen können) W (x) ⊂ Rn−1, I(x) ⊂ R und
hx : W (x) → I(x), hx ∈ C1(W (x)) mit

U(x) ∩ ∂Ω = {(x′, xn) : xn = hx(x
′)} ,

U(x) ∩ Ω = {(x′, xn) : xn < hx(x
′)} ,

U(x) = W (x)× I(x) ,

oder mit “>” statt “<” beziehungsweise aufgelöst nach xi statt xn. Gemäß Satz 1.8,
angewendet auf K = Ω ∪ ∂Ω, wählen wir endlich viele U(xj)1≤j≤N und eine zuge-
ordnete C∞-Zerlegung der Eins (αj)1≤j≤N . Wir numerieren so, dass x1, . . . , xM ∈ ∂Ω,
xM+1, . . . , xN ∈ Ω. Es gilt nun∫

Ω

divF (x) dx =

∫
Ω

n∑
k=1

∂k

(
N∑
j=1

αjFk

)
(x) dx

=

∫
Ω

N∑
j=1

n∑
k=1

∂k(αjFk)(x) dx

=
N∑
j=1

∫
Ω

div (αjF )(x) dx ,

sowie ∫
∂Ω

〈F (ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) =
N∑
j=1

∫
∂Ω

〈αj(ξ)F (ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) .

Es genügt daher, den Satz für αjF , 1 ≤ j ≤ N , zu beweisen.
Fall 1: j ≤M . Wir wenden Satz 1.5 an mit

f = αjFk , A = Ω ∩ U(xj) , M = ∂Ω ∩ U(xj) ,

und erhalten∫
Ω

div (αjF )(x) dx =
n∑
k=1

∫
Ω

∂k(αjFk)(x) dx =
n∑
k=1

∫
∂Ω

αj(ξ)Fk(ξ)νk(ξ) dS(ξ)

=

∫
∂Ω

〈αj(ξ)F (ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) .
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Fall 2: M < j ≤ N . Es ist U(xj) ⊂ Ω, also supp (αj) ⊂ Ω, also∫
∂Ω

〈αj(ξ)F (ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) = 0 ,

und (Übungsaufgabe)∫
Ω

div (αjF )(x) dx =
n∑
k=1

∫
Ω

∂k(αjFk)(x) dx = 0 .

2

Satz 1.10 (1. Greensche Formel)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, Ω habe einen C1-Rand. Seien f ∈ C1(U), g ∈ C2(U),
wobei U ⊂ Rn offen ist mit Ω ⊂ U . Dann gilt∫

Ω

f(x)∆g(x) dx = −
∫

Ω

〈∇f(x),∇g(x)〉 dx+

∫
∂Ω

f(ξ)∂νg(ξ) dS(ξ) , (1.22)

wobei
∂νg(ξ) = 〈∇g(ξ), ν(ξ)〉

die Richtungsableitung in Richtung der äußeren Normalen bezeichnet. (∂νg heißt auch die
Normalenableitung von g.)

Beweis: Sei F : U → Rn definiert durch

F (x) = f(x)∇g(x) ,

dann ist
〈F (ξ), ν(ξ)〉 = f(ξ)∂νg(ξ) ,

und

divF (x) = 〈∇f(x),∇g(x)〉+ f(x)div (∇g(x)) = 〈∇f(x),∇g(x)〉+ f(x)∆g(x) .

Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.9. 2

Folgerung 1.11 (2. Greensche Formel)
Es liege die Situation aus Satz 1.10 vor. Dann gilt (setze f = 1)∫

Ω

∆g(x) dx =

∫
∂Ω

∂νg(ξ) dS(ξ) . (1.23)

Ist außerdem f ∈ C2(U), so gilt∫
Ω

(f∆g − g∆f)(x) dx =

∫
∂Ω

(f∂νg − g∂νf)(ξ) dS(ξ) . (1.24)

2
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2 Der Integralsatz von Stokes

Wir beschäftigen uns zunächst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei Ω ⊂ R2 offen,
beschränkt, mit einem C1-Rand ∂Ω. Wir nehmen an, es gebe eine stetig differenzierbare
Parametrisierung r : [a, b] → R2, mit r(a) = r(b), so dass r : [a, b) → ∂Ω bijektiv ist und
r′(t) 6= 0 gilt für alle t ∈ [a, b].

Sei ν : ∂Ω → R2 das zugehörige Normalenfeld, siehe Satz 1.4. Für a ∈ ∂Ω, a = r(t) ist

Ta(∂Ω) = span {r′(t)} = {λr′(t) : λ ∈ R} ,

also
r′(t) ⊥ ν(r(t)) .

Durch die Parametrisierung r wird ein Durchlaufsinn für ∂Ω festgelegt. Wir sagen, dass
∂Ω von r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, falls

det(ν(r(t)) | r′(t)) > 0 . (2.1)

Das ist dann der Fall, wenn

ν(r(t)) =
1

‖r′(t)‖2

(
r′2(t)
−r′1(t)

)
, r′(t) = ‖r′(t)‖2

(
−ν2(r(t))
ν1(r(t))

)
. (2.2)

Anschaulich bedeutet das, dass ∂Ω entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
dass Ω immer “links von der Richtung r′(t) liegt”.

Satz 2.1 (Satz von Stokes im R2)
Sei Ω ⊂ R2 offen und beschränkt, Ω habe einen C1-Rand ∂Ω, welcher von der Parametri-
sierung r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Sei U ⊂ R2 offen mit Ω ⊂ U ,
sei F : U → R2 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt∫

r

F (x) · dx =

∫
Ω

(∂1F2 − ∂2F1)(x) dx . (2.3)

Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals und aus (2.2) folgt∫
r

F (x) · dx =

∫ b

a

〈F (r(t)), r′(t)〉 dt =

∫ b

a

〈
F (r(t)),

(
−ν2(r(t))
ν1(r(t))

)〉
‖r′(t)‖2 dt

=

∫ b

a

〈(
F2(r(t))
−F1(r(t))

)
, ν(r(t))

〉
‖r′(t)‖2 dt =

∫
∂Ω

〈(
F2

−F1

)
(ξ), ν(ξ)

〉
dS(ξ)

=

∫
Ω

(∂1F2 − ∂2F1)(x) dx ,

letzteres nach dem Satz von Gauß. 2

Für F : R2 → R2,

F (x) =
1

2

(
−x2

x1

)
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gilt also ∫
∂Ω

F (x) · dx =

∫
Ω

1 dx = λ2(Ω) ,

also etwa für den Einheitskreis Ω = B1(0; 1), r(t) = (cos t, sin t)

λ2(Ω) =

∫ 2π

0

〈F (r(t)), r′(t)〉 dt =
1

2

∫ 2π

0

sin2(t) + cos2(t) dt = π .

Wir beschäftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R3. Sei M eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R3. Wir betrachten nur den Spezialfall, dass M durch eine einzige
Karte (siehe Kapitel 7, Analysis 3) beschrieben wird,

M = Φ(T ) , Φ : T → R3 , T ⊂ R2 offen. (2.4)

Sei nun Ω ⊂ R2 offen und beschränkt, Ω habe einen C1-Rand ∂Ω, es gelte

Ω ⊂ T .

Wir betrachten
A = Φ(Ω) (2.5)

und definieren (nur für den Rest dieses Abschnitts)

∂A = Φ(∂Ω) . (2.6)

Unter ∂A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit Φ(Ω) vor. Sei nun V ⊂ R3 offen, M ⊂ V , F : V → R3. Der Satz von Stokes
besagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen gilt∫

∂A

F (x) · dx =

∫
A

〈(rotF )(ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) . (2.7)

Hierbei müssen der Umlaufsinn der Randkurve ∂A und die Normalenrichtung ν(ξ) zuein-
ander passend gewählt werden. Das erreicht man, indem man erstens ∂A parametrisiert
durch eine Kurve Φ ◦ r : [a, b] → A, wobei r : [a, b] → T eine Kurve ist, welche ∂Ω im
mathematisch positiven Sinn durchläuft, und zweitens das Vorzeichen der Normalen in
einem Punkt ξ = Φ(u), u ∈ Ω, festlegt durch (“×” bezeichnet das Vektorprodukt im R3)

ν(Φ(u)) =
1

‖∂1Φ(u)× ∂2Φ(u)‖2

∂1Φ(u)× ∂2Φ(u) . (2.8)

Es ergibt sich dann, da (Φ ◦ r)′(t) = JΦ(r(t))r′(t),∫
∂A

F (x) · dx =

∫
Φ◦r

F (x) · dx =

∫ b

a

〈F (Φ(r(t))), JΦ(r(t))r′(t)〉 dt (2.9)

=

∫ b

a

〈
JΦ(r(t))TF (Φ(r(t))), r′(t)

〉
dt (2.10)

=

∫
r

F̃ (u) · du , (2.11)
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wobei F̃ : T → R2 definiert ist durch

F̃ (u) = JΦ(u)TF (Φ(u)) . (2.12)

Wir können jetzt Satz 2.1 anwenden und erhalten∫
r

F̃ (u) · du =

∫
Ω

(∂1F̃2 − ∂2F̃1)(u) du . (2.13)

Nach (2.12) hat F̃ die komponentenweise Form

F̃i(u) = 〈∂iΦ(u), F (Φ(u))〉 , i = 1, 2 . (2.14)

Aus der Produktregel (für Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt

∂1F̃2(u) = 〈∂1∂2Φ(u), F (Φ(u))〉+ 〈∂2Φ(u), JF (Φ(u))∂1Φ(u)〉 (2.15)

∂2F̃1(u) = 〈∂2∂1Φ(u), F (Φ(u))〉+ 〈∂1Φ(u), JF (Φ(u))∂2Φ(u)〉 (2.16)

Es folgt, falls Φ zweimal stetig differenzierbar ist,

(∂1F̃2 − ∂2F̃1)(u) = 〈∂2Φ(u), JF (Φ(u))∂1Φ(u)〉 − 〈∂1Φ(u), JF (Φ(u))∂2Φ(u)〉 . (2.17)

Die rechten Seite von (2.17) hat die Form

〈y, Ax〉 − 〈x,Ay〉 , x, y ∈ R3 , A ∈ R3,3 .

Es gilt die algebraische Identität

〈y, Ax〉 − 〈x,Ay〉 =
3∑

i,j=1

yiaijxj −
3∑

i,j=1

xiaijyj = 〈

a32 − a23

a13 − a31

a21 − a12

 , x× y〉

Anwendung auf (2.17) liefert mit (2.8)

(∂1F̃2 − ∂2F̃1)(u) = 〈

∂2F3 − ∂3F2

∂3F1 − ∂1F3

∂1F2 − ∂2F1

 (Φ(u)) , ∂1Φ(u)× ∂2Φ(u)〉 (2.18)

= 〈(rotF )(Φ(u)), ν(Φ(u))〉 ‖∂1Φ(u)× ∂2Φ(u)‖2 . (2.19)

Es ist also∫
Ω

(∂1F̃2 − ∂2F̃1)(u) du =

∫
Ω

〈(rotF )(Φ(u)), ν(Φ(u))〉 ‖∂1Φ(u)× ∂2Φ(u)‖2 du . (2.20)

Wir können das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung in ein Oberflächenintegral
über M zurückführen. Sei dazu B = (x | y) ∈ R3,2 eine Matrix mit den Spalten x und y.
Es gilt die algebraische Identität

det(BTB) = det

(
xTx xTy
yTx yTy

)
= ‖x‖2

2‖y‖
2
2 − 〈x, y〉2 = ‖x× y‖2

2 . (2.21)

Mit x = ∂1Φ(u), y = ∂2Φ(u) folgt also, dass für die Gramsche Determinante g(u) der
Karte Φ gilt √

g(u) =
√

det(JΦ(u)TJΦ(u)) = ‖∂1Φ(u)× ∂2Φ(u)‖2 . (2.22)

Die Gleichungen (2.9), (2.13), (2.20) und (2.22) zusammengenommen ergeben die Formel
(2.7) des Stokes’schen Satzes. Wir haben also bewiesen:
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Satz 2.2 (Satz von Stokes im R3)
Sei M ⊂ R3 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch eine globale Karte Φ :
T →M beschrieben wird, sei Φ zweimal stetig differenzierbar. Seien A ⊂M und F : V →
R3 wie in (2.4) – (2.7) beschrieben, sei der Umlaufsinn von ∂A und die Normalenrichtung
ν(ξ) passend gewählt wie beschrieben. Dann gilt∫

∂A

F (x) · dx =

∫
A

〈(rotF )(ξ), ν(ξ)〉 dS(ξ) . (2.23)

2

Die Sätze von Gauß und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dass
ein Integral einer Funktion über den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integral
eines Differentials dieser Funktion über die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-
bracht wird. Einen einheitlichen allgemeinen begrifflichen Rahmen für diese Sätze liefert
die Theorie der Differentialformen.
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3 Differenzierbarkeit in C

Wir wissen bereits einiges über die komplexen Zahlen. Aufgefaßt als R-Vektorraum, ist C
vermittels j : C → R2,

j(z) = (Re z, Im z) (3.1)

zu R2 isomorph. Da
|z| = ‖j(z)‖2 , (3.2)

ist die metrische Struktur von C mit der von R2 identisch. Also ist eine Teilmenge U
von C genau dann offen (abgeschlossen, kompakt, . . . ), wenn die entsprechende Menge
j(U) ⊂ R2 diese Eigenschaft hat. Eine Folge (zn)n∈N konvergiert genau dann in C, wenn
die Folge (j(zn))n∈N in R2 konvergiert.

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit)
Sei U ⊂ C offen. Eine Funktion f : U → C heißt differenzierbar in z ∈ U , falls der
Grenzwert

lim
h→0
h6=0

f(z + h)− f(z)

h
(3.3)

existiert. Wir definieren in diesem Fall die Ableitung von f in z durch

f ′(z) = lim
h→0
h6=0

f(z + h)− f(z)

h
. (3.4)

Ist f in ganz U differenzierbar, so sagen wir, dass f in U holomorph ist. 2

Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten auch im Komplexen (Beweis ge-
nauso): Sind f, g : U → C holomorph, so auch f + g, f · g, αf für α ∈ C, sowie
f/g : U \ {g = 0} → C, und es gilt

(f + g)′ = f ′ + g′ , (fg)′ = f ′g + fg′ , (αf)′ = αf ′ ,

(
f

g

)′

=
gf ′ + fg′

g2
.

Außerdem gilt die Kettenregel: Sind f : U → V , g : V → C holomorph, so ist auch
g ◦ f : U → C holomorph, und

(g ◦ f)′(z) = g′(f(z))f ′(z) , z ∈ U .

Fassen wir C als R-Vektorraum der Dimension 2 auf, so ist eine Abbildung T : C → C
R-linear, falls gilt

T (z + w) = T (z) + T (w) , für alle z, w ∈ C,

T (αz) = αT (z) , für alle z ∈ C, α ∈ R.

Ist c ∈ C, so ist die durch
T (z) = c · z (3.5)

definierte Abbildung T : C → C natürlich C-linear, und damit auch R-linear. Ihre Ma-
trixdarstellung hat die Form(

c1 −c2
c2 c1

)
, c1 = Re c , c2 = Im c , (3.6)
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was sich unmittelbar aus der Formel für die Multiplikation

(c1 + ic2)(z1 + iz2) = (c1z1 − c2z2) + i(c2z1 + c1z2)

ergibt. Ein weiteres Beispiel ist die komplexe Konjugation,

T (z) = z .

Wegen T (αz) = α · z ist T R-linear, aber nicht C-linear.

Jeder Abbildung f : U → C, U ⊂ C entspricht kanonisch eine Abbildung f̃ : j(U) →
R2. Auf f̃ ist die in Analysis 2 entwickelte Differentialrechnung im Mehrdimensionalen
anwendbar. Wir werden im folgenden f und f̃ in der Notation nicht unterscheiden, sondern
einfach von f : U → C sprechen.

Definition 3.2 (Reelle Differenzierbarkeit)
Sei U ⊂ C offen. Eine Abbildung f : U → C heißt reell differenzierbar, falls sie differen-
zierbar ist, aufgefaßt als Abbildung von U ⊂ R2 nach R2. 2

Lemma 3.3 Sei U ⊂ C offen, f : U → C, z ∈ U . Dann sind äquivalent:

(i) f ist differenzierbar in z.

(ii) f ist reell differenzierbar in z, und die Jacobi-Matrix Jf (z) ∈ R2,2 hat die Form

Jf (z) =

(
a −b
b a

)
(3.7)

mit a, b ∈ R.

Beweis: Wie im Reellen beweist man, dass (3.4) äquivalent ist zu

lim
h→0
h6=0

f(z + h)− f(z)− f ′(z)h

h
= lim

h→0
h6=0

|f(z + h)− f(z)− f ′(z)h|
|h|

= 0 . (3.8)

Hieraus folgt die Behauptung, siehe (3.2), (3.5) und (3.6). 2

Schreiben wir

f(z) =

(
u(x, y)
v(x, y)

)
,

also u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Im f(z), z = x+ iy, so ist

Jf (z) =

(
∂xu(x, y) ∂yu(x, y)
∂xv(x, y) ∂yv(x, y)

)
. (3.9)

Satz 3.4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C. Dann sind äquivalent:

(i) f ist holomorph in U .
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(ii) f ist reell differenzierbar in U , und für die Funktionen u = Re f und v = Im f gilt

∂xu(x, y) = ∂yv(x, y) , (3.10)

∂yu(x, y) = −∂xv(x, y) , (3.11)

für alle (x, y) ∈ U .

Die Gleichungen (3.10) und (3.11) heißen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 3.3 und (3.9). 2

Aus der Analysis 2 wissen wir, dass stetige Differenzierbarkeit der Funktionen u und v die
reelle Differenzierbarkeit von f impliziert. Beispiel: Für die komplexe Exponentialfunktion
gilt

ez = ex+iy = exeiy = ex cos y + iex sin y ,

also
u(x, y) = ex cos y , v(x, y) = ex sin y .

Man sieht unmittelbar, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in R2 er-
füllt sind, also ist die Exponentialfunktion in C holomorph.

Ist f : U → C holomorph, und sind u = Re f und v = Im f zweimal stetig differenzierbar
(was, wie sich später herausstellen wird, bereits aus der Holomorphie folgt), so folgt aus
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

∆u = ∂x(∂xu) + ∂y(∂yu) = ∂x∂yv − ∂y∂xv = 0 ,

und analog
∆v = 0 .

Real- und Imaginärteil einer holomorphen Funktion sind also immer Lösungen der La-
place-Gleichung in U .

Wir betrachten nun komplexe Potenzreihen der Form

∞∑
k=0

ck(z − a)k (3.12)

mit den Koeffizienten (ck)k∈N ∈ C um den Entwicklungspunkt a ∈ C. Wir wissen bereits
aus der Analysis 2, dass diese Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises B(a, r),

r =
1

lim supk→∞
k
√
|ck|

absolut konvergiert und dort eine stetige Funktion

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k (3.13)
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definiert. Wir wissen außerdem, dass die durch gliedweises Differenzieren gebildete Po-
tenzreihe

g(z) =
∞∑
k=1

kck(z − a)k−1 (3.14)

ebenfalls in B(a, r) absolut konvergiert.

Satz 3.5 Jede komplexe Potenzreihe definiert eine im Innern ihres Konvergenzkreises
holomorphe Funktion, deren Ableitung sich durch gliedweises Differenzieren ergibt.

Beweis: Seien f, g durch (3.13), (3.14) gegeben, sei zunächst a = 0. Wir müssen zeigen,
dass f für alle z ∈ C mit |z| < r differenzierbar ist und f ′(z) = g(z) gilt. Sei ein solches
z fest gewählt. Wir definieren

qk(w) =
k−1∑
j=0

zjwk−1−j .

Dann ist
wk − zk = (w − z)qk(w) ,

also

f(w)− f(z) = (w − z)
∞∑
k=1

ckqk(w) ,

also
f(w)− f(z)

w − z
=

∞∑
k=1

ckqk(w) =: g̃(w) .

Da

g̃(z) =
∞∑
k=1

ckqk(z) =
∞∑
k=1

ckkz
k−1 = g(z) ,

genügt es zu zeigen, dass g̃ stetig ist in z. Nun gilt aber für alle |w| < r und alle k

|ckqk(w)| ≤ |ck|kρk−1 , ρ = max{|w|, |z|} ,

und aus dem Weierstraß-Kriterium für Funktionenreihen (Analysis 2) folgt wie im Reellen
die gleichmäßige Konvergenz der Partialsummen von g̃ gegen g̃, also ist g̃ stetig in z. Der
allgemeine Fall a 6= 0 wird darauf zurückgeführt, indem wir das eben Bewiesene auf

f̃(z) = f(z + a)

anwenden. 2
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4 Das Kurvenintegral in C

Sei I = [a, b], f : I → C. Wir definieren∫ b

a

f(t) dt =

∫ b

a

(Re f)(t) dt+ i

∫ b

a

(Im f)(t) dt . (4.1)

Diese Definition macht Sinn, falls Re f und Im f Lebesgue-integrierbar sind. Für die hier
behandelten Teile der Analysis im Komplexen ist es weitgehend ausreichend, nur stück-
weise stetige Funktionen zu betrachten. Dafür sind auch andere Integralbegriffe (etwa das
Regelintegral, oder das Riemann-Integral) ausreichend.

Definition 4.1 (Kurvenintegral in C)
Sei γ : [a, b] → C eine stückweise stetig differenzierbare Kurve, sei f : C → C stetig. Wir
definieren das (komplexe) Kurvenintegral von f entlang γ durch∫

γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt . (4.2)

2

Der Wert des Kurvenintegrals in (4.2) ist also eine komplexe Zahl.

Wie im Reellen zeigt man, dass sich das Kurvenintegral durch Umparametrisieren nicht
ändert, das heißt, ∫

γ̃

f(z) dz =

∫
γ

f(z) dz ,

falls γ̃ = γ ◦ ψ, ψ : [α, β] → [a, b] stetig differenzierbar, monoton wachsend und bijektiv
ist. Mit

C = γ([a, b])

können wir daher statt
∫
γ
f(z) dz auch ∫

C

f(z) dz

schreiben, wenn festliegt, in welcher Richtung C durchlaufen wird. (Ändern wir die Durch-
laufrichtung, so kehrt sich das Vorzeichen des Kurvenintegrals um.)

Beispiel: Sei γ : [0, 1] → C, γ(t) = tw + (1 − t)z, die Verbindungsstrecke von z nach w.
Dann gilt ∫

γ

1 dz =

∫ 1

0

γ′(t) dt =

∫ 1

0

(w − z) dt = w − z . (4.3)

Lemma 4.2 Sei U ⊂ C offen. Sei c ∈ U mit K(c, r) ⊂ U , r > 0. Dann gilt für C =
∂B(c, r), durchlaufen im mathematisch positiven Sinn,∫

C

1

z − c
dz = 2πi , (4.4)∫

C

(z − c)n dz = 0 , n ∈ Z , n 6= −1 . (4.5)
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Beweis: Wir definieren γ : [0, 2π] → C durch

γ(t) = c+ reit .

Dann gilt für alle n ∈ Z∫
C

(z − c)n dz =

∫ 2π

0

rneintireit dt = irn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)t dt ,

woraus beide Behauptungen folgen. 2

Lemma 4.3 Sei U ⊂ C offen, f : U → C stetig, γ : [a, b] → U eine stückweise stetig
differenzierbare Kurve. Dann gilt∣∣∣∣∫

γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞L(γ) , (4.6)

wobei

L(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)| dt (4.7)

die Länge der Kurve γ ist.

Beweis: Es ist ∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞
∫ b

a

|γ′(t)| dt .

2

Definition 4.4 (Stammfunktion)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C. Eine holomorphe Funktion F : U → C heißt Stammfunktion
von f in U , falls F ′(z) = f(z) gilt für alle z ∈ U . 2

Lemma 4.5 Sei U ⊂ C offen, f : U → C stetig, sei F eine Stammfunktion von f in U .
Dann gilt ∫

γ

f(z) dz = F (γ(b))− F (γ(a)) (4.8)

für jede stückweise stetig differenzierbare Kurve γ : [a, b] → U . Insbesondere gilt∫
γ

f(z) dz = 0 (4.9)

falls γ geschlossen ist (das heißt, es gilt γ(b) = γ(a)).

Beweis: Es gilt∫
γ

f(z) dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t) dt =

∫ b

a

(F ◦ γ)′(t) dt = F (γ(b))− F (γ(a)) .

2
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Die Formel (4.5) in Lemma 4.2 für n 6= −1 ist ein Spezialfall von Lemma 4.5 mit

f(z) = (z − c)n , F (z) =
1

n+ 1
(z − c)n+1 .

Es hängt u.a. von der Form von U ab, ob zu einer gegebenen Funktion f : U → C eine
Stammfunktion existiert. Aus Lemma 4.2 folgt beispielsweise, dass

f(z) =
1

z

in U = C\{0} keine Stammfunktion hat. (In R\{0} ist F (t) = ln(|t|) eine Stammfunktion
von f(t) = 1/t.)

Wir erinnern: Ein U ⊂ C heißt sternförmig, falls ein Punkt c ∈ U existiert, so dass für
alle z ∈ U die Verbindungsstrecke [c, z] ganz in U liegt. Zu einem solchen c betrachten
wir Dreiecke ∆(c) der Form

∆(c) = conv {c, z, w} , z, w ∈ U . (4.10)

Satz 4.6 Sei U ⊂ C offen und sternförmig, sei f : U → C stetig, es gelte∫
∂∆(c)

f(z) dz = 0 (4.11)

für alle Dreiecke ∆(c) der Form (4.10), welche ∆(c) ⊂ U erfüllen. Dann hat f eine
Stammfunktion in U .

Beweis: Für z ∈ U definieren wir

F (z) =

∫
γz

f(ζ) dζ , (4.12)

wobei
γz : [0, 1] → U , γz(t) = tz + (1− t)c

die Verbindungsstrecke von c nach z ist. Sei r > 0 so klein, dass B(z, r) ⊂ U , sei w ∈
B(z, r) beliebig. Dann liegt das durch (4.10) definierte Dreieck ∆(c) ganz in U , und es
gilt

0 =

∫
∂∆(c)

f(ζ) dζ =

∫
[c,z]

f(ζ) dζ +

∫
[z,w]

f(ζ) dζ +

∫
[w,c]

f(ζ) dζ ,

also

F (w) = F (z) +

∫
[z,w]

f(ζ) dζ .

Für w ∈ B(z, r), w 6= z folgt mit (4.3)

F (w)− F (z)

w − z
− f(z) =

1

w − z

∫
[z,w]

f(ζ) dζ − f(z) =
1

w − z

∫
[z,w]

f(ζ)− f(z) dζ ,

also mit Lemma 4.3∣∣∣∣F (w)− F (z)

w − z
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

|w − z|
L([z, w]) sup

ζ∈[z,w]

|f(ζ)− f(z)| = sup
ζ∈[z,w]

|f(ζ)− f(z)| ,

18



also

sup
w∈B(z,r)

w 6=z

∣∣∣∣F (w)− F (z)

w − z
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ sup
w∈B(z,r)

|f(w)− f(z)| ,

und aus der Stetigkeit von f folgt

lim
w→z
w 6=z

[
F (w)− F (z)

w − z
− f(z)

]
= 0 ,

also ist F differenzierbar in z und F ′(z) = f(z). Da z ∈ U beliebig war, folgt die Behaup-
tung. 2

Satz 4.7 (Lemma von Goursat)
Sei U ⊂ C offen, sei f : U → C holomorph. Dann gilt∫

∂∆

f(z) dz = 0 (4.13)

für jedes Dreieck ∆ mit ∆ ⊂ U .

Beweis: Sei ∆ = conv {a, b, c} ein Dreieck mit ∆ ⊂ U . Wir setzen ∆0 = ∆ und zerlegen
∆0 in 4 kongruente Dreiecke D1, . . . , D4, indem wir die drei Seitenmitten verbinden. Es
gilt dann ∫

∂∆0

f(z) dz =
4∑

k=1

∫
∂Dk

f(z) dz , (4.14)

wenn wir die Ränder alle im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. Wir setzen ∆1 =
Dk, wobei wir k so wählen, dass∣∣∣∣∫

∂∆0

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∫
∂∆1

f(z) dz

∣∣∣∣ (4.15)

gilt. Indem wir diese Konstruktion wiederholen, erhalten wir eine Folge (∆n)n∈N von
Dreiecken mit ∣∣∣∣∫

∂∆n−1

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∫
∂∆n

f(z) dz

∣∣∣∣ . (4.16)

Aufgrund der Konstruktion gilt offensichtlich

diam (∆n) = 2−ndiam (∆) , L(∂∆n) = 2−nL(∂∆) . (4.17)

Da ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ . . . und alle ∆n kompakt sind, folgt aus der endlichen Durchschnittseigen-
schaft kompakter Mengen, dass es ein c ∈ U gibt mit⋂

n∈N

∆n = {c} . (4.18)

Wir definieren nun g : U → C durch

g(z) =

{
f(z)−f(c)

z−c − f ′(c) , z 6= c ,

0 , z = c .
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Da f holomorph ist, ist g stetig in U , und es gilt

f(z) = f(c) + (z − c)f ′(c) + (z − c)g(z) ,

also für alle n ∈ N∫
∂∆n

f(z) dz =

∫
∂∆n

f(c) dz +

∫
∂∆n

(z − c)f ′(c) dz +

∫
∂∆n

(z − c)g(z) dz . (4.19)

Die ersten beiden Integrale auf der rechten Seiten sind Null nach Lemma 4.5, da die
Integranden (als Funktionen von z) Stammfunktionen besitzen. Aus Lemma 4.3 folgt∣∣∣∣∫

∂∆n

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ L(∂∆n) sup
z∈∂∆n

|z − c||g(z)| ≤ (L(∂∆n))
2 sup
z∈∂∆n

|g(z)| , (4.20)

da in jedem Dreieck D gilt diam (D) ≤ L(∂D). Aus (4.16) und (4.17) folgt weiter∣∣∣∣∫
∂∆

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫
∂∆n

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ 4n(L(∂∆n))
2 sup
z∈∂∆n

|g(z)| = (L(∂∆))2 sup
z∈∂∆n

|g(z)| .

(4.21)
Da g stetig ist und g(c) = 0, folgt

lim
n→∞

sup
z∈∂∆n

|g(z)| = 0 ,

und damit aus (4.21) ∫
∂∆

f(z) dz = 0 .

2

Satz 4.8 (Integralsatz von Cauchy)
Sei U ⊂ C offen und sternförmig, sei f : U → C holomorph. Dann hat f eine Stamm-
funktion in U , und es gilt ∫

C

f(z) dz = 0 (4.22)

für jede geschlossene, stückweise stetig differenzierbare Kurve C in U .

Beweis: Nach Satz 4.7 gilt (4.22) für alle Kurven C der Form C = ∂∆, ∆ ⊂ U Dreieck.
Aus Satz 4.6 folgt, dass f in U eine Stammfunktion hat, und aus Lemma 4.5 folgt, dass
(4.22) für jede geschlossene Kurve gilt. 2

Satz 4.9 (Integralformel von Cauchy für Kreise)
Sei U ⊂ C offen, sei f : U → C holomorph. Sei K(c, r) ⊂ U mit c ∈ U , r > 0. Dann gilt
für alle z ∈ B = B(c, r)

f(z) =
1

2πi

∫
∂B

f(w)

w − z
dw . (4.23)
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Beweis: Sei z ∈ B fest gewählt. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass∫
∂B(c,r)

f(w)

w − z
dw =

∫
∂B(z,ε)

f(w)

w − z
dw (4.24)

gilt für alle ε > 0 mit B(z, ε) ⊂ B(c, r) . Dies folgt aus Satz 4.8, angewendet auf die in
U \ {z} holomorphe Funktion f̃ ,

f̃(w) =
f(w)

w − z
,

und die Kurven C1 und C2, welche in den sternförmigen Mengen U1 = B(c, r + δ) \ L1

beziehungsweise U2 = B(c, r + δ) \ L2 liegen (siehe Bild). Es gilt nämlich∫
∂B(c,r)

f̃(w) dw =

∫
C1

f̃(w) dw +

∫
C2

f̃(w) dw +

∫
∂B(z,ε)

f̃(w) dw ,

und nach Satz 4.8 sind die Kurvenintegrale über C1 und C2 gleich Null. Im zweiten Schritt
des Beweises zeigen wir, dass die rechte Seite in (4.24) gleich 2πif(z) ist. Aus (4.24) folgt∫

∂B(c,r)

f(w)

w − z
dw =

∫
∂B(z,ε)

f(z)

w − z
dw +

∫
∂B(z,ε)

f(w)− f(z)

w − z
dw

= 2πif(z) +

∫
∂B(z,ε)

f(w)− f(z)

w − z
dw (4.25)

wegen Lemma 4.2. Die durch

g(w) =

{
f(w)−f(z)

w−z , w 6= z ,

f ′(z) , w = z ,

definierte Funktion g : U → C ist stetig, also auf der kompakten Menge K(c, r) be-
schränkt, sei etwa |g(w)| ≤M . Es folgt aus Lemma 4.3∣∣∣∣∫

∂B(z,ε)

g(w) dw

∣∣∣∣ ≤ 2πεM .

Da wegen (4.25) das Integral
∫
∂B(z,ε)

g(w) dw nicht von ε abhängt, folgt∫
∂B(z,ε)

g(w) dw = 0 ,

und damit die Behauptung des Satzes. 2

Wenden wir die Integralformel mit z = c an, so erhalten wir unmittelbar den folgenden
Satz.

Satz 4.10 (Mittelwerteigenschaft)
Sei U ⊂ C offen, sei f : U → C holomorph. Sei K(z, r) ⊂ U mit z ∈ U , r > 0. Dann
gelten

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z + reit) dt , (4.26)

sowie
|f(z)| ≤ max

w∈∂B(z,r)
|f(w)| . (4.27)

21



Beweis: Aus (4.23) folgt

f(z) =
1

2πi

∫
∂B(z,r)

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫ 2π

0

f(z + reit)

reit
ireit dt =

1

2π

∫ 2π

0

f(z + reit) dt ,

und (4.27) folgt unmittelbar aus (4.26). 2

Satz 4.11 (Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, sei K(a, r) ⊂ U mit a ∈ U , r > 0. Dann gilt

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k , ck =
1

2πi

∫
∂B(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw , (4.28)

für alle z ∈ B(a, r), und dort konvergiert die Potenzreihe absolut.

Beweis: Wir betrachten zunächst den Fall a = 0. Sei z ∈ U mit |z| < r fest gewählt. Die
Integralformel von Cauchy besagt, dass

f(z) =
1

2πi

∫
|w|=r

f(w)

w − z
dw . (4.29)

Es gilt für alle w mit |w| = r

1

w − z
=

1

w

1

1− z
w

=
1

w

∞∑
k=0

( z
w

)k
,

also

f(z) =
1

2πi

∫
|w|=r

f(w)

w

∞∑
k=0

( z
w

)k
dw . (4.30)

Für gk : ∂B(0, r) → C,

gk(w) =
f(w)

w

( z
w

)k
,

gilt

‖gk‖∞ ≤ ‖f‖∞
r

qk , q =
|z|
r
< 1 ,

also sind die Partialsummen sn =
∑n

k=0 gk nach dem Weierstraß-Kriterium gleichmäßig
gegen eine stetige Funktion konvergent, und wir können die Summe mit dem Integral
vertauschen, also

f(z) =
1

2πi

∞∑
k=0

∫
|w|=r

f(w)

w

( z
w

)k
dw =

∞∑
k=0

1

2πi

∫
|w|=r

f(w)

wk+1
dw · zk .

Der Fall eines allgemeinen a wird durch Translation auf den obigen Fall zurückgeführt,
indem wir wieder f̃(z) = f(z − a) betrachten. 2

Folgerung 4.12 Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph. Dann ist f in jedem Punkt
z ∈ U beliebig oft komplex differenzierbar.
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Beweis: Nach Satz 4.11 läßt sich f in einer (hinreichend kleinen) Umgebung jedes Punktes
z ∈ U in eine Potenzreihe entwickeln. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzkreises
beliebig oft differenzierbar. 2

Folgerung 4.13 Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph. Sei K(a, r) ⊂ U mit a ∈ U ,
r > 0. Dann gilt für die Koeffizienten ck der Potenzreihenentwicklung (4.28) von f um a
die Abschätzung

|ck| ≤
M(r)

rk
, M(r) = max

|z−a|=r
|f(z)| . (4.31)

Beweis: Nach Satz 4.11 gilt

|ck| =
1

2π

∣∣∣∣∫
∂B(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
2πr

M(r)

rk+1
=
M(r)

rk
.

2

Folgerung 4.14 (Satz von Liouville)
Sei f : C → C holomorph. Ist f auf C beschränkt, so ist f konstant.

Beweis: Sei a ∈ C beliebig. Mit ‖f‖∞ = supz∈C |f(z)| folgt aus Folgerung 4.13, dass für
die Potenzreihendarstellung

f(z) =
∑
k=0

ck(z − a)k

gilt, dass

|ck| ≤
‖f‖∞
rk

für alle k und alle r > 0, also ist ck = 0 für alle k ≥ 1 und damit f(z) = c0 konstant in
allen K(a, r) und damit in ganz C. 2

Umgekehrt bedeutet der Satz von Liouville, dass jede nichtkonstante Funktion f : C → C,
welche auf ganz C holomorph ist, unbeschränkt sein muss.

Satz 4.15 (Satz von Morera)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C stetig, es gelte∫

∂∆

f(z) dz = 0 (4.32)

für alle Dreiecke ∆ mit ∆ ⊂ U . Dann ist f holomorph in U .

Beweis: Sei z ∈ U beliebig. Wähle r > 0 mit B(z, r) ⊂ U . Nach Satz 4.6 hat f eine
Stammfunktion F in B(z, r). F ist holomorph und nach Folgerung 4.12 zweimal differen-
zierbar in B(z, r), also ist f = F ′ differenzierbar in z. Da z beliebig war, ist f holomorph
in U . 2

Zusammengenommen folgt aus dem Integralsatz von Cauchy und dem Satz von Morera,
dass in einer offenen sternförmigen Menge die Holomorphie von f äquivalent ist zum
Verschwinden aller Integrale über geschlossenen Kurven.
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Satz 4.16 Sei U ⊂ C offen, sei (fn)n∈N eine Folge von holomorphen Funktionen fn : U →
C, welche kompakt gegen eine Funktion f : U → C konvergiert, das heißt, fn|K → f |K
gleichmäßig für jede kompakte Teilmenge K ⊂ U . Dann ist f holomorph in U .

Beweis: Sei ∆ ein beliebiges Dreieck mit ∆ ⊂ U . Dann gilt fn|∆ → f |∆ gleichmäßig, da
∆ kompakt ist, also ist f |∆ stetig. Da jedes z ∈ U innerer Punkt eines solchen Dreiecks
ist, ist f auf ganz U stetig. Aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf eine offene
konvexe Umgebung von ∆, folgt ∫

∂∆

fn(z) dz = 0

für alle n ∈ N. Aus der gleichmäßigen Konvergenz fn → f auf ∂∆ folgt∫
∂∆

f(z) dz = lim
n→∞

∫
∂∆

fn(z) dz = 0 .

Also ist nach Satz 4.15 f holomorph in U . 2

Wir betrachten nun folgende Situation. Sei U ⊂ C offen, es gelte

τ(U) = U , (4.33)

wobei τ(z) = z die komplexe Konjugation bezeichnet. Wir setzen

U+ = U ∩ {z : z ∈ C, Im z > 0} , (4.34)

U− = U ∩ {z : z ∈ C, Im z < 0} , (4.35)

U0 = U ∩ R . (4.36)

Zu einer gegebenen Funktion f : U+ ∪ U0 → C betrachten wir die durch f̃ |(U+ ∪ U0) = f
und

f̃(z) = f(z) , z ∈ U− , (4.37)

definierte Fortsetzung f̃ : U → C von f .

Satz 4.17 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)
Seien U , f und f̃ wie in (4.33)–(4.37) beschrieben. Sei f stetig auf U+ ∪ U0, holomorph
auf U+, und es gelte f(U0) ⊂ R. Dann ist f̃ auf U holomorph.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass f̃ in allen Punkten z ∈ U stetig ist. Für z ∈ U+

und z ∈ U− folgt dies direkt aus der Definition. Sei nun z ∈ U0, sei (zn)n∈N Folge in U
mit zn → z. Ist zn ∈ U+ ∪ U0 für alle n, so gilt f̃(zn) = f(zn) → f(z) = f̃(z) nach
Voraussetzung; ist zn ∈ U− für alle n, so gilt

f̃(zn) = f(zn) → f(z) = f(z) ,

da f(U0) ⊂ R. Verläuft die Folge (zn)n∈N sowohl in U+ als auch in U−, so zerlegen wir
sie in die beiden entsprechenden Teilfolgen. Nun zur Differenzierbarkeit von f̃ . Auf U−
ist f̃ = τ ◦ f ◦ τ reell differenzierbar. Sei z ∈ U−. Ist f ′(z) = a + ib, so folgt aus der
Kettenregel

Jf̃ (z) =

(
1 0
0 −1

)(
a −b
b a

)(
1 0
0 −1

)
=

(
a b
−b a

)
,
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also ist f̃ nach Lemma 3.3 differenzierbar in z und damit (da z beliebig war) holomorph in
U−. Sei nun z ∈ U0, sei r > 0 so gewählt, dass B(z, r) ⊂ U . Sei ∆ ⊂ B(z, r) ein beliebiges
Dreieck. Gilt ∆ ⊂ U+ oder ∆ ⊂ U−, so folgt∫

∂∆

f̃(z) dz = 0 (4.38)

aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf U+ ∩ B(z, r) beziehungsweise U− ∩
B(z, r). Andernfalls gilt ∆ ∩ U0 6= ∅, und die reelle Achse teilt ∆ in zwei Teile (oder eine
Seite oder Ecke von ∆ liegt auf der reellen Achse). Es folgt∫

∂∆

f̃(z) dz =

∫
C+

f̃(z) dz +

∫
C−

f̃(z) dz , (4.39)

wobei C+ den Rand von ∆∩U+ bezeichnet. (Die Menge ∆∩U+ ist entweder ein Dreieck,
oder ein Viereck, oder sie ist leer.) Sei ε > 0 hinreichend klein, sei C+(ε) der Rand von
∆ ∩ {z : z ∈ C, Im z > ε}. Dann ist C+(ε) eine Kurve in U+, und wie oben folgt∫

C+(ε)

f̃(z) dz = 0 . (4.40)

Aus der Stetigkeit von f̃ folgt (siehe Bild)∫
C+

f̃(z) dz = lim
ε→0

∫
C+(ε)

f̃(z) dz = 0 . (4.41)

Analog beweist man
∫
C−
f̃(z) dz = 0. Damit ist die rechte Seite in (4.39) gleich Null,

also gilt (4.38) für alle Dreiecke in B(z, r). Aus Satz 4.15 folgt nun, dass f in B(z, r)
holomorph ist. 2

25



5 Zusammenhang

Definition 5.1 (Zusammenhang, Wegzusammenhang)
Sei (X, d) metrischer Raum. X heißt zusammenhängend, falls es außer ∅ und X keine
Teilmenge von X gibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. X heißt wegzusam-
menhängend, falls es für alle x, y ∈ X eine stetige Funktion r : [0, 1] → X gibt mit
r(0) = x, r(1) = y. Ein solches r heißt Weg von x nach y. 2

Offensichtlich ist Rn wegzusammenhängend für alle n ∈ N, und damit auch C.

Lemma 5.2 Sei (X, d) metrischer Raum. Ist X wegzusammenhängend, so ist X auch
zusammenhängend.

Beweis: Sei X wegzusammenhängend. Wir nehmen an, X ist nicht zusammenhängend.
Sei U ⊂ X offen und abgeschlossen mit U 6= ∅, U 6= X. Seien x, y ∈ X mit x ∈ U , y /∈ U ,
sei r : [0, 1] → X ein Weg von x nach y. Wir definieren

J = {t : t ∈ [0, 1), r([0, t]) ⊂ U} , T = sup J .

Es ist 0 ∈ J , 1 /∈ J , und es gilt entweder J = [0, T ] oder J = [0, T ). Ist J = [0, T ], so
ist r(T ) ∈ U , T < 1, und es gibt ein δ > 0 mit r([T, T + δ)) ⊂ U (da r stetig und U
offen), also gilt sup J ≥ T + δ, ein Widerspruch. Ist J = [0, T ), so ist r(T ) /∈ U , T > 0,
und es gibt ein δ > 0 mit r((T − δ, T ]) ⊂ X \ U (da r stetig und X \ U offen), also gilt
sup J ≤ T − δ, ebenfalls ein Widerspruch. 2

Für eine Teilmenge X von R (aufgefasst als metrischer Raum, mit der von | · | induzierten
Metrik) gilt (Übung)

X zusammenhängend ⇔ X wegzusammenhängend ⇔ X Intervall
(5.1)

Satz 5.3 Seien (X, d1), (Y, d2) metrische Räume, sei f : X → Y stetig und surjektiv.
Dann gilt:

X zusammenhängend ⇒ Y zusammenhängend (5.2)

X wegzusammenhängend ⇒ Y wegzusammenhängend (5.3)

Beweis: Zu (5.2). Ist Y nicht zusammenhängend, so gibt es V ⊂ Y mit V 6= ∅, V 6= Y ,
V ist offen und abgeschlossen in Y . Dann ist auch U = f−1(V ) offen und abgeschlossen
in X, und da f surjektiv ist, gilt U 6= ∅ und U 6= X, also ist X nicht zusammenhängend.
Zu (5.3). Seien y1, y2 ∈ Y , dann wählen wir x1, x2 ∈ X mit f(xi) = yi. Ist r : [0, 1] → X
ein Weg von x1 nach x2, so ist f ◦ r : [0, 1] → Y ein Weg von y1 nach y2. 2

Sei f : [a, b] → R stetig. Wenden wir Satz 5.3 an mit X = [a, b], Y = f([a, b]), so ergibt
sich wegen (5.1), dass f([a, b]) ebenfalls ein Intervall ist. Satz 5.3 verallgemeinert also den
Zwischenwertsatz aus Analysis 1.
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Lemma 5.4 Sei (X, d) metrischer Raum. Dann wird durch

x ∼ y ⇔ es gibt einen Weg von x nach y (5.4)

eine Äquivalenzrelation auf X definiert. Die zugehörigen Äquivalenzklassen heißen Weg-
komponenten von X.

Beweis: Ist r : [0, 1] → X ein Weg von x nach y, so definiert r̃(t) = r(1 − t) einen Weg
von y nach x. Sind r, r̃ : [0, 1] → X Wege von x nach y beziehungsweise von y nach z, so
ist r : [0, 1] → X,

r(t) =

{
r(2t) , 0 ≤ t ≤ 1

2
,

r̃(2t− 1) , 1
2
≤ t ≤ 1 ,

ein Weg von x nach z. 2

Ein metrischer Raum (X, d) ist also wegzusammenhängend genau dann, wenn X nur eine
Wegkomponente besitzt (nämlich X selbst).

Satz 5.5 Eine offene Teilmenge des Rn ist genau dann zusammenhängend, wenn sie
wegzusammenhängend ist.

Beweis: Sei U ⊂ Rn offen. Wegen Lemma 5.2 braucht nur die Implikation

U zusammenhängend ⇒ U wegzusammenhängend (5.5)

bewiesen zu werden. Zunächst gilt, dass jede Wegkomponente W von U offen ist in Rn.
(Ist x ∈ W , so gibt es ein ε > 0 mit B(x, ε) ⊂ U , und da für y ∈ B(x, ε) auch [x, y] ⊂
B(x, ε) gilt, folgt B(x, ε) ⊂ W .) Sei nun U nicht wegzusammenhängend, sei W ⊂ U eine
Wegkomponente von U mit W 6= U . Da U \W die Vereinigung aller von W verschiedenen
Wegkomponenten von U ist, ist U \ W offen in Rn. Die Mengen W und U \ W sind
auch offen in U , damit ist W abgeschlossen in U , und W 6= ∅, W 6= U . Also ist U nicht
zusammenhängend. 2

Definition 5.6 (Gebiet)
Sei U ⊂ Rn. U heißt Gebiet, falls U offen und zusammenhängend ist.

Satz 5.7 Sei U ⊂ C Gebiet, sei f : U → C holomorph mit f ′ = 0 in U . Dann ist f in U
konstant.

Beweis: Sei a ∈ U beliebig. Nach Satz 4.11 hat f in einer hinreichend kleinen Umgebung
B(a, ε) eine Potenzreihenentwicklung

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k .

In B(a, ε) gilt f (k) = 0 für alle k ≥ 1, also auch ck = f (k)(a)/k! = 0 für alle k ≥ 1, also
f(z) = c0 = f(a) für alle z ∈ B(a, ε). Sei c ∈ U fest gewählt, sei

A = {z : z ∈ U, f(z) = f(c)} .

Nach dem eben Bewiesenen ist A offen in U . Wegen A = f−1({f(c)}) ist A abgeschlossen
in U . Da U zusammenhängend ist und A 6= ∅, ist A = U . 2
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Satz 5.8 (Inverse Funktionen)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, c ∈ U . Ist f ′(c) 6= 0, so gibt es ein ε > 0, so
dass für B = B(c, ε) gilt:

(i) f : B → f(B) ist bijektiv, f(B) ist offen in C,

(ii) f−1 : f(B) → B ist holomorph.

Beweis: Da f nach Folgerung 4.12 beliebig oft differenzierbar ist, ist insbesondere f ′ :
U → C stetig. Wegen f ′(c) 6= 0 ist Jf (c) ∈ R(2,2) invertierbar; ist f ′(c) = a+ ib, so ist

Jf (c) =

(
a −b
b a

)
, Jf (c)

−1 =
1

a2 + b2

(
a b
−b a

)
. (5.6)

Aus dem Satz über inverse Funktionen (Analysis 2) folgt die Existenz von ε > 0, so dass
(i) gilt, f−1 in f(B) stetig reell differenzierbar ist und

Jf−1(f(z)) = Jf (z)
−1 , für alle z ∈ B.

Da (5.6) auch gilt, wenn wir c durch z ∈ B(c, ε) ersetzen (und entsprechend f ′(z) = a+ ib
zerlegen), ist f−1 in f(z) (komplex) differenzierbar für alle z ∈ B, also folgt (ii). 2

Definition 5.9 (Biholomorphe Funktion)
Seien U, V ⊂ C offen. Eine auf U holomorphe Funktion f : U → V heißt biholomorph,
wenn f bijektiv und f−1 auf V holomorph ist. 2

Satz 5.8 besagt also, dass holomorphe Funktionen f lokal biholomorph sind in Punkten
c mit f ′(c) 6= 0. Das einfachste Beispiel einer nicht biholomorphen, nicht konstanten
Funktion ist

f(z) = zm , m ≥ 2 . (5.7)

Für
w = reiϕ , z = ρeiψ ,

mit w 6= 0 gilt
f(z) = zm = w (5.8)

genau dann, wenn
ρm = r , eimψ = eiϕ ,

und letzteres gilt genau dann, wenn

mψ − ϕ = 2kπ , k ∈ Z .

Es gibt also genau m verschiedene Zahlen

zk = m
√
r exp

(
i
ϕ

m
+ 2πi

k

m

)
, k = 0, . . . ,m− 1 , (5.9)

welche (5.8) erfüllen. Für w = 1 ergeben sich die sogenannten m-ten Einheitswurzeln

zk = exp

(
2πi

k

m

)
, k = 0, . . . ,m− 1 . (5.10)
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Definition 5.10 (Ordnung einer Nullstelle)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a ∈ U mit f(a) = 0. Die Zahl

m = min{k : f (k)(a) 6= 0} (5.11)

heißt die Ordnung der Nullstelle a. (Sind alle Ableitungen in a gleich Null, so sprechen
wir von einer Nullstelle unendlicher Ordnung.) 2

Die Funktion f(z) = zm hat offensichtlich in 0 eine Nullstelle der Ordnung m.

Satz 5.11 Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a ∈ U eine Nullstelle von f der
Ordnung m ∈ N. Dann gibt es eine Umgebung B(a, ε) ⊂ U von a und eine holomorphe
Funktion h : B(a, ε) → C mit h(a) = 0, h′(a) 6= 0 und

f(z) = h(z)m , z ∈ B(a, ε) , (5.12)

und
f(z) 6= 0 , für alle z ∈ B(a, ε), z 6= a. (5.13)

Beweis: f läßt sich in einer hinreichend kleinen Umgebung V von a in eine Potenzreihe
entwickeln, also (da f (k)(a) = 0 für k < m)

f(z) = (z − a)mg(z) , g(z) = cm +
∞∑

k=m+1

ck(z − a)k−m , (5.14)

und
g(a) = cm 6= 0 (5.15)

nach Voraussetzung. Da auch die Potenzreihe für g in V konvergiert, ist g in V holomorph.
Sei c ∈ C mit

p(c) = g(a) , wobei p(z) = zm .

(Es gibtm verschiedene Zahlen cmit dieser Eigenschaft.) Dann ist c 6= 0, p′(c) = mcm−1 6=
0, also gibt es nach Satz 5.8 ein δ > 0, so dass p auf B(c, δ) biholomorph ist. Wähle nun
ε > 0 mit

B(a, ε) ⊂ V , 0 /∈ g(B(a, ε)) ⊂ p(B(c, δ)) ,

und definiere
h(z) = (z − a)p−1(g(z)) , z ∈ B(a, ε) . (5.16)

Dann ist h holomorph auf B(a, ε), und

h(z)m = (z − a)m(p−1(g(z)))m = (z − a)mg(z) = f(z) .

Aus (5.16) folgt h(a) = 0 und h′(a) = p−1(g(a)) = c 6= 0. 2

Die Aussage (5.13) bedeutet: Jede Nullstelle a endlicher Ordnung einer holomorphen
Funktion ist isoliert, das heißt, in einer hinreichend kleinen Umgebung von a liegen keine
weiteren Nullstellen von f .

Satz 5.12 (Identitätssatz)
Sei U ⊂ C Gebiet, seien f, g : U → C holomorph. Dann sind äquivalent:
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(i) Es gilt f = g auf U .

(ii) Die Menge {f = g} hat einen Häufungspunkt in U .

(iii) Es gibt ein a ∈ U mit f (k)(a) = g(k)(a) für alle k ∈ N ∪ {0}.

Beweis: “(i)⇒(ii)” ist klar.
“(ii)⇒(iii)”: Sei a ∈ U Häufungspunkt von {f = g}. Da {f = g} abgeschlossen ist in U ,
ist a ∈ {f = g}. Die Funktion w = f − g ist holomorph in U , und w(a) = 0. Da nach
Voraussetzung in jeder Umgebung von a eine weitere Nullstelle von w liegt, kann a nach
Satz 5.11 keine endliche Ordnung haben, also

0 = w(k)(a) = f (k)(a)− g(k)(a)

für alle k ∈ N.
“(iii)⇒(i)”: Wir definieren

A = {z : z ∈ U, f (k)(z) = g(k)(z) für alle k ∈ N ∪ {0}} =
∞⋂
k=0

{f (k) = g(k)} . (5.17)

Dann ist A abgeschlossen in U als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, und nichtleer
nach Voraussetzung. A ist außerdem offen in U : Sei a ∈ A, w = f − g, dann gilt

w(z) =
∞∑
k=0

w(k)(a)

k!
(z − a)k = 0

in einer hinreichend kleinen Umgebung V von a, also auch w(k)(z) = 0 für alle z ∈ V und
alle k ∈ N. Da U zusammenhängend ist, folgt A = U und damit f = g in U . 2

Eine holomorphe Funktion f ist also bereits dann eindeutig bestimmt, wenn wir ihre
Werte f(zn) kennen für irgendeine konvergente Folge (zn)n∈N, die aus unendlich vielen
verschiedenen Folgengliedern besteht.

Folgerung 5.13 Sei I Intervall in R, sei U Gebiet in C mit I ⊂ U . Dann gibt es zu
jeder Funktion f : I → R höchstens eine holomorphe Fortsetzung f̃ : U → C. 2

Folgerung 5.14 Sei U ⊂ C Gebiet, f : U → C holomorph, sei a ∈ U eine Nullstelle
unendlicher Ordnung von f . Dann ist f = 0 in U .

Beweis: Wir setzen g = 0 in Satz 5.12. 2

Satz 5.15 Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, sei a ∈ U eine Nullstelle von f der
Ordnung m. Dann gibt es ein δ > 0 und eine offene Umgebung V von a mit V ⊂ U , so
dass gilt:

f(V ) = B(0, δ) , (5.18)

jedes w ∈ B(0, δ) mit w 6= 0 hat genau m Urbilder unter f in V , und a ist die einzige
Nullstelle von f in V .
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Beweis: Wir setzen
p(z) = zm .

Im Spezialfall a = 0, f = p, gelten die Aussagen des Satzes für alle δ > 0 mit

V = B(0,
m
√
δ) .

Zum Beweis des allgemeinen Falls betrachten wir eine Funktion h : B(a, ε) → C mit
den Eigenschaften aus Satz 5.11, wobei wir ε > 0 so klein wählen, dass h auf B(a, ε)
biholomorph und h(B(a, ε)) offen ist. (Das ist möglich nach Satz 5.8, da h′(a) 6= 0.) Wir
wählen δ > 0 so, dass

B(0,
m
√
δ) ⊂ h(B(a, ε)) ,

und setzen
V = h−1(B(0,

m
√
δ)) .

Wegen f(z) = h(z)m ist f = p◦h auf V , und da h auf V bijektiv ist, folgen alle Aussagen
für f aus den entsprechenden Aussagen für p. 2

Definition 5.16 (Offene Abbildung)
Seien (X, d1), (Y, d2) metrische Räume. Eine Abbildung f : X → Y heißt offen, falls für
alle W ⊂ X gilt

W offen ⇒ f(W ) offen. (5.19)

2

Satz 5.17 Sei U ⊂ C Gebiet, f : U → C holomorph und nicht konstant. Dann ist f
offen, und f(U) ist ebenfalls ein Gebiet.

Beweis: Sei W offen in U , sei c ∈ f(W ) beliebig, c = f(a), a ∈ W . Wir betrachten
g : U → C,

g(z) = f(z)− c .

Dann ist a eine Nullstelle endlicher Ordnung von g. (Andernfalls wäre g = 0 und damit
f konstant nach Folgerung 5.14.) Wir wenden Satz 5.15 an auf g|W : W → C. Also gibt
es ein δ > 0 mit

B(0, δ) ⊂ g(W ) ,

also
c ∈ c+B(0, δ) ⊂ c+ g(W ) = f(W ) ,

also c ∈ int (f(W )). Da c beliebig war, ist f(W ) offen. Aus Satz 5.3 folgt, dass f(U)
zusammenhängend ist, also ist f(U) Gebiet. 2

Satz 5.18 (Maximumprinzip)
Sei U ⊂ C Gebiet, f : U → C holomorph, es gebe ein a ∈ U mit

|f(a)| = max
z∈U

|f(z)| . (5.20)

Dann ist f konstant.
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Beweis: Ist f nicht konstant, so ist f(U) offen nach Satz 5.17, also gibt es zu jedem a ∈ U
ein δ > 0 mit

f(a) ⊂ B(f(a), δ) ⊂ f(U) ,

also kann (5.20) nicht gelten. 2

Folgerung 5.19 Sei U ⊂ C beschränktes Gebiet, sei f : U → C stetig in U und holo-
morph in U . Dann gilt

sup
z∈U

|f(z)| = max
z∈∂U

|f(z)| . (5.21)

Beweis: Auf der kompakten Menge U hat |f | ein Maximum, welches wegen Satz 5.18 nur
dann in U liegen kann, wenn f konstant ist. 2
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6 Isolierte Singularitäten, Laurentreihen

Notation 6.1 (Punktierte Kreisscheibe)
Sei a ∈ C, r > 0. Die Menge

B0(a, r) = B(a, r) \ {a} (6.1)

heißt die punktierte Kreisscheibe um a mit Radius r. 2

Definition 6.2 (Isolierte Singularität)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph. Ist a ∈ C mit a /∈ U , aber B0(a, r) ⊂ U für ein
r > 0, so heißt a eine isolierte Singularität von f . 2

Ein solches a ist ein isolierter Punkt des Komplements C \ U . Wir interessieren uns für
das Verhalten einer holomorphen Funktion in der Nähe eines solchen Punktes, welcher
ein Loch im Definitionsgebiet von f repräsentiert. Zunächst ist klar, dass in der Situation
von Definition 6.2 die Menge U ∪ {a} ebenfalls offen ist.

Satz 6.3 (Fortsetzungssatz von Riemann, hebbare Singularität)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a eine isolierte Singularität von f . Dann sind
äquivalent:

(i) f ist holomorph auf U ∪{a} fortsetzbar (das heißt, es gibt eine holomorphe Funktion
f̃ : U ∪ {a} → C mit f̃ |U = f).

(ii) f ist stetig auf U ∪ {a} fortsetzbar.

(iii) Es gibt ein r > 0, so daß f auf B0(a, r) beschränkt ist.

(iv) Es gilt
lim
z→a
z 6=a

(z − a)f(z) = 0 . (6.2)

In diesem Fall heißt a eine hebbare Singularität von f .

Beweis: Die Implikationen “(i)⇒(ii)⇒(iii)⇒(iv)” sind offensichtlich. Wir zeigen die Im-
plikation “(iv)⇒(i)”. Seien g, h : U ∪ {a} → C definiert durch

g(z) =

{
(z − a)f(z) , z 6= a ,

0 , z = a ,

h(z) = (z − a)g(z) .

Wegen (6.2) ist g stetig in a. Wegen

h(z) = h(a) + (z − a)g(z)

ist h differenzierbar in a, also holomorph in U ∪ {a}. Also hat h in einer hinreichend
kleinen Umgebung B(a, δ) von a eine Potenzreihenentwicklung der Form (da h(a) = 0,
h′(a) = g(a) = 0)

h(z) =
∞∑
k=2

ck(z − a)k = (z − a)2

∞∑
k=0

ck+2(z − a)k .
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Da außerdem gilt h(z) = (z − a)2f(z) für z 6= a, folgt für alle z ∈ B0(a, δ)

f(z) =
∞∑
k=0

ck+2(z − a)k ,

also ist die durch f̃ |U = f und f̃(a) = c2 definierte Funktion die gesuchte holomorphe
Fortsetzung von f auf U ∪ {a}. 2

Definition 6.4 (Pol, wesentliche Singularität)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a eine isolierte Singularität von f , welche
nicht hebbar ist. a heißt ein Pol von f , falls es ein m ∈ N gibt, so dass a eine hebbare
Singularität der durch

g(z) = (z − a)mf(z)

definierten holomorphen Funktion ist. Die kleinste Zahl m mit dieser Eigenschaft heißt die
Ordnung des Pols a von f . Ist a kein Pol von f , so heißt a eine wesentliche Singularität
von f . 2

Die Funktion

f(z) =
1

(z − a)m

hat in a einen Pol der Ordnung m. Die Funktion

f(z) = exp

(
1

z

)
=

∞∑
k=0

z−k

k!

hat in 0 eine wesentliche Singularität nach Satz 6.3, da zmf(z) für alle m ∈ N in jeder
Umgebung von 0 unbeschränkt ist.

Lemma 6.5 Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, sei a ∈ C, sei der Kreisring

A = {z : z ∈ C, r ≤ |z − a| ≤ R} , 0 < r < R , (6.3)

eine Teilmenge von U . Dann gilt∫
|z−a|=r

f(z)

z − a
dz =

∫
|z−a|=R

f(z)

z − a
dz . (6.4)

Beweis: Wir definieren für s ∈ [r, R]

J(s) =

∫
γs

f(z)

z − a
dz , γs = {z : |z − a| = s} .

Dann gilt

J(s) =

∫ 2π

0

f(a+ seit)

a+ seit − a
iseit dt =

∫ 2π

0

if(a+ seit) dt ,

also

J ′(s) =

∫ 2π

0

f ′(a+ seit)ieit dt =
1

s

∫
γs

f ′(z) dz = 0 ,

da γs geschlossen ist und f ′ in U eine Stammfunktion (nämlich f) besitzt. Also ist J
konstant in [r, R] und damit J(r) = J(R). 2
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Folgerung 6.6 (Satz von Cauchy für Kreisringe)
Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.5 gilt außerdem∫

|z−a|=r
f(z) dz =

∫
|z−a|=R

f(z) dz . (6.5)

Beweis: Wir wenden Lemma 6.5 an auf die durch

g(z) = (z − a)f(z)

definierte holomorphe Funktion g : U → C. 2

Ist a eine isolierte Singularität einer holomorphen Funktion f : U → C, so hat f eine
Potenzreihenentwicklung in der Nähe von a,

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k

genau dann, wenn a hebbar ist (das heißt, gar keine “echte” Singularität ist). Ist a eine
nicht hebbare Singularität, so läßt sich, wie wir gleich sehen werden, f in der Nähe von a
darstellen durch eine Reihe der Form

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k +
−∞∑
k=−1

ck(z − a)k . (6.6)

Eine solche Reihe heißt Laurentreihe.

Satz 6.7 (Laurentreihe, Entwicklungssatz)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a ∈ C eine isolierte Singularität von f mit
B0(a, δ) ⊂ U . Dann gilt für alle z ∈ B0(a, δ)

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k +
−∞∑
k=−1

ck(z − a)k , (6.7)

wobei

ck =
1

2πi

∫
∂B(a,r)

f(w)

(w − a)k+1
dw , (6.8)

und r ∈ (0, δ) beliebig ist.

Beweis: Wir bemerken zunächst, dass wegen Satz 6.6 die rechte Seite in (6.8) nicht von
der Wahl von r abhängt. Sei nun z ∈ B0(a, δ) fest gegeben. Wir definieren g : B0(a, δ) → C
durch

g(w) =

{
f(w)−f(z)

w−z , w 6= z ,

f ′(z) , w = z .
(6.9)

g hat eine isolierte Singularität in z. Aus Satz 6.3 folgt, dass g in B0(a, δ) holomorph ist.
Wir wählen r, R mit

0 < r < |z − a| < R < δ .
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Für die Kreise γr = ∂B(a, r) und γR = ∂B(a,R) gilt nach Satz 6.6∫
γr

g(w) dw =

∫
γR

g(w) dw , (6.10)

also ∫
γr

f(w)

w − z
dw − f(z)

∫
γr

1

w − z
dw =

∫
γR

f(w)

w − z
dw − f(z)

∫
γR

1

w − z
dw . (6.11)

Aus Satz 4.8 folgt ∫
γr

1

w − z
dw = 0 , (6.12)

da der Integrand holomorph ist in B(a, |z − a|). Aus der Integralformel von Cauchy 4.9,
angewendet für f = 1, folgt

1

2πi

∫
γR

1

w − z
dw = 1 . (6.13)

Aus (6.11) – (6.13) folgt

f(z) =
1

2πi

∫
γR

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

∫
γr

f(w)

w − z
dw . (6.14)

Von hier ab verläuft der Beweis analog zum Beweis des Entwicklungssatzes von Cauchy-
Taylor (Satz 4.11). Auf γR gilt wegen |z − a| < R = |w − a| und

1

w − z
=

1

w − a
· 1

1− z−a
w−a

=
1

w − a

∞∑
k=0

(
z − a

w − a

)k
,

dass
1

2πi

∫
γR

f(w)

w − z
dw =

∞∑
k=0

1

2πi

∫
γR

f(w)

(w − a)k+1
dw · (z − a)k . (6.15)

Auf γr gilt wegen |z − a| > r = |w − a|

1

z − w
=

1

z − a
· 1

1− w−a
z−a

=
1

z − a

∞∑
k=0

(
w − a

z − a

)k
,

dass

1

2πi

∫
γr

f(w)

z − w
dw =

∞∑
k=0

1

2πi

∫
γr

(w − a)kf(w) dw · 1

(z − a)k+1

=
−∞∑
k=−1

1

2πi

∫
γr

f(w)

(w − a)k+1
dw · (z − a)k . (6.16)

Setzen wir (6.15) und (6.16) in (6.14) ein, so ergibt sich die Behauptung. 2

In der Zerlegung (6.7) heißt
−∞∑
k=−1

ck(z − a)k
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der Hauptteil, und
∞∑
k=0

ck(z − a)k

der Nebenteil der Laurentreihe (6.7).

Satz 6.8 (Eindeutigkeit der Laurententwicklung)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a ∈ C eine isolierte Singularität von f mit
B0(a, δ) ⊂ U . Sind g : B(a, δ) → C und h : C \ {a} → C holomorphe Funktionen mit
f = g + h und limz→∞ h(z) = 0, so gilt

g(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k , (6.17)

sowie

h(z) =
−∞∑
k=−1

ck(z − a)k , (6.18)

mit den Koeffizienten ck aus (6.8).

Beweis: Übung. 2

Aus Satz 6.8 folgt insbesondere, dass die Koeffizienten ck in der Formel (6.7) eindeutig
bestimmt sind. Die Laurentreihe (6.7), (6.8) heißt daher die Laurentreihe von f in a.

Notation 6.9 (Grenzwert “z →∞”)
Für f : C → C, c ∈ C definieren wir

lim
z→∞

f(z) = c (6.19)

durch: Für alle ε > 0 existiert ein R > 0 mit

|z| > R ⇒ |f(z)− c| < ε .

2

Folgerung 6.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 gilt für die Laurentreihe von
f in a:

(i) Die Singularität a ist hebbar genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null ist, also
ck = 0 für alle k < 0.

(ii) Die Singularität a ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn ck = 0 für alle
k < −m und c−m 6= 0.

(iii) Die Singularität a ist wesentlich genau dann, wenn es unendlich viele k < 0 gibt
mit ck 6= 0.
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Beweis: Hat g(z) = (z − a)mf(z) eine hebbare Singularität für ein m ∈ N ∪ {0}, so ist g
holomorph fortsetzbar auf B(a, δ) und nach dem Eindeutigkeitssatz der Hauptteil von g
gleich Null. 2

Wir untersuchen die Frage der gleichmäßigen Konvergenz der Laurententwicklung. Wir
betrachten eine Laurentreihe der Form

−∞∑
k=−1

ck(z − a)k (6.20)

mit a ∈ C, ck ∈ C für alle k < 0.

Lemma 6.11 Die Laurentreihe (6.20) sei konvergent in B0(a, δ) für ein δ > 0. Dann
wird durch

f(z) =
−∞∑
k=−1

ck(z − a)k (6.21)

eine auf C \ {a} holomorphe Funktion definiert. Für jedes r > 0 konvergieren die Parti-
alsummen

sn(z) =
−n∑
k=−1

ck(z − a)k (6.22)

gleichmäßig gegen f auf {z : |z − a| ≥ r}.

Beweis: Es ist

|z − a| < δ ⇔ 1

|z − a|
>

1

δ
,

also konvergiert die Potenzreihe
∞∑
k=1

c−kζ
k (6.23)

in {ζ : |ζ| > 1
δ
} und damit in ganz C. Die Konvergenz der Partialsummen für (6.23) ist

gleichmäßig auf allen kompakten Kreisscheiben

{ζ : |ζ| ≤ 1

r
} ,

wie wir bereits aus der Analysis 2 wissen. Hieraus folgen alle Behauptungen. 2

Satz 6.12 (Laurententwicklung, gleichmäßige Konvergenz)
Sei U ⊂ C offen, f : U → C holomorph, a ∈ C eine isolierte Singularität von f mit
B0(a, δ) ⊂ U . Dann konvergieren die Partialsummen

sn(z) =
n∑
k=0

ck(z − a)k +
−n∑
k=−1

ck(z − a)k (6.24)

der Laurentreihe von f in a gleichmäßig gegen f auf jedem Kreisring {z : r ≤ |z−a| ≤ R}
mit 0 < r < R < δ.

Beweis: Folgt für den Hauptteil aus Lemma 6.11 und für den Nebenteil aus dem bekann-
ten Resultat für Potenzreihen. 2
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7 Der Residuensatz

Definition 7.1 (Windungszahl)
Sei γ : [a, b] → C eine geschlossene, stückweise stetig differenzierbare Kurve, sei z ∈ C,
z /∈ γ([a, b]). Wir definieren die Windungszahl von γ um z durch

ν(γ, z) =
1

2πi

∫
γ

1

w − z
dw . (7.1)

2

Für γ = ∂B(z, r) gilt
ν(γ, z) = 1 . (7.2)

Sind γ1, γ2 zwei geschlossene Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt, und bezeichnet
γ die Verkettung von γ1 und γ2 (das heißt, wir durchlaufen nacheinander γ1 und γ2), so
gilt

ν(γ, z) =
1

2πi

(∫
γ1

1

w − z
dw +

∫
γ2

1

w − z
dw

)
= ν(γ1, z) + ν(γ2, z) . (7.3)

Satz 7.2 Sei γ : [a, b] → C eine geschlossene, stückweise stetig differenzierbare Kurve,
sei U = C \ γ([a, b]). Dann gilt:

(i) ν(γ, z) ∈ Z für alle z ∈ U .

(ii) Auf den Wegkomponenten von U ist ν konstant.

(iii) Es gilt ν(γ, z) = 0 für alle z ∈ U mit |z| > ‖γ‖∞.

Beweis: (i): Sei z ∈ U . Wir definieren f : [a, b] → C und F : [a, b] → C durch

f(t) =

∫ t

a

γ′(s)

γ(s)− z
ds , F (t) = (γ(t)− z) exp(−f(t)) .

Dann ist F stetig und stückweise stetig differenzierbar, und

F ′(t) = γ′(t) exp(−f(t))− (γ(t)− z)
γ′(t)

γ(t)− z
exp(−f(t)) = 0

in allen Punkten t ∈ (a, b), in denen γ differenzierbar ist. Also ist F konstant auf [a, b].
Es folgt (da F 6= 0)

1 =
F (b)

F (a)
=
γ(b)− z

γ(a)− z
exp(−(f(b)−f(a)) = exp

(
−
∫ b

a

γ′(s)

γ(s)− z
ds

)
= exp

(
−
∫
γ

1

w − z
dw

)
,

(7.4)
also gibt es k ∈ Z mit

−
∫
γ

1

w − z
dw = 2πik .
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Damit ist (i) bewiesen.
(ii): U ist offen, da γ([a, b]) kompakt ist. Die durch

ν̃(z) = ν(γ, z) =
1

2πi

∫ b

a

γ′(s)

γ(s)− z
ds

definierte Funktion ν̃ : U → R ist stetig. Ist W eine Wegkomponente von U , so ist ν̃(W )
wegzusammenhängend nach Satz 5.3. Da ν̃(W ) ⊂ Z nach (i), ist ν̃(W ) einelementig.
(iii): Für |z| > ‖γ‖∞ gilt |γ(t)− z| ≥ |z| − |γ(t)| ≥ |z| − ‖γ‖∞, also

|ν(γ, z)| ≤ 1

2π
L(γ) sup

t∈[a,b]

1

|γ(t)− z|
≤ 1

2π
L(γ)

1

|z| − ‖γ‖∞
.

Wegen (i) folgt ν(γ, z) = 0 falls |z| hinreichend groß ist, und da

{z : z ∈ C, |z| > ‖γ‖∞}

eine wegzusammenhängende Teilmenge von U ist, folgt (iii) aus (ii). 2

Sei nun f : B0(z, δ) → C eine holomorphe Funktion mit der Laurententwicklung

f(w) =
∞∑
k=0

ck(w − z)k +
−∞∑
k=−1

ck(w − z)k . (7.5)

Satz 7.3 Sei z ∈ C, δ > 0, sei γ : [a, b] → B0(z, δ) eine geschlossene, stückweise stetig
differenzierbare Kurve mit z /∈ γ([a, b]). Dann gilt für jede holomorphe Funktion f :
B0(z, δ) → C der Form (7.5) ∫

γ

f(w) dw = 2πic−1ν(γ, z) . (7.6)

Beweis: Für k 6= −1 hat p(w) = (w − z)k eine Stammfunktion in C \ {z}, nämlich

q(w) =
1

k + 1
(w − z)k+1 ,

also gilt ∫
γ

(w − z)k dw = 0 , k 6= −1 . (7.7)

Nach Definition der Windungszahl gilt∫
γ

1

w − z
dw = 2πiν(γ, z) . (7.8)

Da γ([a, b]) in einem kompakten Kreisring um z enthalten ist, folgt aus Satz 6.12∫
γ

f(w) dw =
∞∑

k=−∞

ck

∫
γ

(w − z)k dw = c−12πiν(γ, z) .

2
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Definition 7.4 (Residuum)
Sei z ∈ C, δ > 0, sei f : B0(z, δ) → C holomorph. Wir definieren das Residuum von f in
z durch

Res (f, z) = c−1 , (7.9)

wobei c−1 der erste Koeffizient des Hauptteils der Laurentreihe von f in z ist.

Lemma 7.5 Sei z ∈ C, δ > 0, sei f : B0(z, δ) → C holomorph.

(i) Für alle r ∈ (0, δ) gilt

Res (f, z) =
1

2πi

∫
∂B(z,r)

f(w) dw (7.10)

(ii) Ist außerdem g : B0(z, δ) → C holomorph, so gilt

Res (λf + µg, z) = λRes (f, z) + µRes (g, z) (7.11)

für alle λ, µ ∈ C.

(iii) Ist z eine hebbare Singularität von f , so gilt

Res (f, z) = 0 . (7.12)

Beweis: (i): Folgt unmittelbar aus Satz 7.3 und (7.2).
(ii): Folgt direkt aus (i).
(iii): Folgt mit (i) aus dem Integralsatz von Cauchy. 2

Satz 7.6 (Residuensatz)
Sei U ⊂ C offen und sternförmig, sei γ : [a, b] → U eine stückweise stetig differenzierbare
Kurve. Sei S eine endliche Teilmenge von U mit S ∩ γ([a, b]) = ∅, sei f : U \ S → C
holomorph. Dann gilt ∫

γ

f(w) dw = 2πi
∑
z∈S

Res (f, z)ν(γ, z) . (7.13)

Beweis: Sei für jedes z ∈ S

fz(w) =
Res (f, z)

w − z
+

−∞∑
k=−2

ck(w − z)k (7.14)

der Hauptteil der Laurentreihe von f in z. Nach Lemma 6.11 wird hierdurch eine holo-
morphe Funktion fz : C \ {z} → C definiert. Wir definieren g : U \ S → C durch

g(w) = f(w)−
∑
z∈S

fz(w) . (7.15)

Für jedes z ∈ S ist der Hauptteil der Laurentreihe von g in z gleich Null, da fz nach
Konstruktion in z denselben Hauptteil wie f hat und fζ für ζ 6= z holomorph ist in einer
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Umgebung von z. Also sind alle z ∈ S hebbare Singularitäten von g, und wir können g zu
einer holomorphen Funktion g̃ : U → C fortsetzen (Satz 6.3). Aus dem Integralsatz von
Cauchy folgt (U ist sternförmig)∫

γ

g(w) dw =

∫
γ

g̃(w) dw = 0 , (7.16)

also nach Satz 7.3∫
γ

f(w) dw =
∑
z∈S

∫
γ

fz(w) dw =
∑
z∈S

2πiRes (fz, z)ν(γ, z) . (7.17)

Da Res (fz, z) = Res (f, z) nach Konstruktion von fz, folgt die Behauptung. 2

Lemma 7.7 Sei f : B0(a, δ) → C holomorph, sei a ein einfacher Pol ( = Pol erster
Ordnung) von f . Dann gilt

Res (f, a) = lim
z→a

(z − a)f(z) . (7.18)

Beweis: Es ist
f(z) =

c−1

z − a
+ p(z) , p holomorph.

2

Lemma 7.8 Seien g, h : B(a, δ) → C holomorph, es gelte g(a) 6= 0, h(a) = 0, h′(a) 6= 0.
Dann hat die durch

f(z) =
g(z)

h(z)
, (7.19)

definierte Funktion einen einfachen Pol in a, und es gilt

Res (f, a) =
g(a)

h′(a)
. (7.20)

Beweis: Es gilt

lim
z→a

h(z)

z − a
= h′(a) ,

also

lim
z→a

(z − a)f(z) = lim
z→a

g(z)
h(z)
z−a

=
g(a)

h′(a)
.

Also ist a hebbare Singularität von z 7→ (z − a)f(z) und damit einfacher Pol von f . Die
Behauptung folgt aus Lemma 7.7. 2

Beispiele: Wir betrachten

f(z) =
1

1 + z2
. (7.21)

h(z) = 1 + z2 hat einfache Nullstellen in z = ±i, es folgt

Res (f,±i) = ± 1

2i
. (7.22)
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Wir betrachten

f(z) =
z2

1 + z4
. (7.23)

h(z) = 1 + z4 hat vier einfache Nullstellen, nämlich

a = exp

(
πi

4

)
, ia ,−a , −ia . (7.24)

Es ist

Res (f, a) =
a2

4a3
=

1

4a
=

1

4
exp

(
−πi

4

)
, Res (f, ia) =

1

4
exp

(
−3πi

4

)
, (7.25)

und analog für die anderen beiden Pole.

Wir wollen den Residuensatz verwenden, um uneigentliche Integrale der Form∫ ∞

−∞
f(x) dx (7.26)

zu berechnen.

Satz 7.9 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit S ∩ R = ∅, sei f : C \ S → C
holomorph, es gelte

∫∞
∞ |f(x)| dx <∞ sowie

lim
z→∞

zf(z) = 0 . (7.27)

Dann gilt ∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
a∈S

Im a>0

Res (f, a) . (7.28)

Beweis: Wir betrachten die durch [−r, r] und den Halbkreis

γr : [0, π] → C , γr(t) = reit ,

definierte Kurve Γr und wählen r so groß, dass alle a ∈ S mit Im a > 0 im Innern von Γr
liegen. Für a ∈ S gilt (Übung)

ν(Γr, a) =

{
1 , Im a > 0 ,

0 , Im a < 0 .

Aus dem Residuensatz folgt∫ r

−r
f(x) dx+

∫
γr

f(z) dz =

∫
Γr

f(z) dz = 2πi
∑
a∈S

Im a>0

Res (f, a) .

Es gilt weiter∣∣∣∣∫
γr

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

|f(reit)||rieit| dt ≤ π sup
|z|=r

|zf(z)| → 0 , falls r →∞

nach Voraussetzung (7.27). Hieraus folgt die Behauptung. 2
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Folgerung 7.10 Seien p, q Polynome in C mit deg(q) ≥ deg(p) + 2, q habe keine reellen
Nullstellen, sei

f(z) =
p(z)

q(z)
. (7.29)

Dann gilt ∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
a∈S

Im a>0

Res (f, a) . (7.30)

Beweis: f erfüllt alle Voraussetzungen von Satz 7.9. 2

Beispiele: Für

f(z) =
1

1 + z2

gilt S = {i,−i} und ∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = 2πiRes (f, i) = 2πi

1

2i
= π .

Für

f(z) =
z2

1 + z4

gilt S = {a, ia,−a,−ia} (siehe (7.24)) und∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx = 2πi(Res (f, a) + Res (f, ia)) = 2πi

1

4

(
exp

(
−πi

4

)
+ exp

(
−3πi

4

))
= 2πi

1

4
(−
√

2i) =
π√
2
.

Der Residuensatz eignet sich auch zur Berechnung der Fouriertransformation gewisser
Funktionen.

Satz 7.11 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit S ∩ R = ∅, sei g : C \ S → C
holomorph, es gelte

lim
z→∞

g(z) = 0 . (7.31)

Dann gilt für f(z) = g(z)eizξ, ξ ∈ R, ξ 6= 0,∫ ∞

−∞
g(x)eixξ dx =

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
a∈S

Im a>0

Res (f, a) , ξ > 0 , (7.32)

∫ ∞

−∞
g(x)eixξ dx =

∫ ∞

−∞
f(x) dx = −2πi

∑
a∈S

Im a<0

Res (f, a) , ξ < 0 . (7.33)

Hierbei ist das uneigentliche Integral definiert als∫ ∞

−∞
f(x) dx = lim

r→∞

∫ 0

−r
f(x) dx+ lim

s→∞

∫ s

0

f(x) dx . (7.34)

(Es wird weder behauptet noch vorausgesetzt, dass
∫∞
−∞ |f(x)| dx <∞.)
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Beweis: Sei zunächst ξ > 0. Für r, s > 0 betrachten wir das Quadrat Qr,s ⊂ C mit den
Ecken (−r, 0), (s, 0), (s, r + s) und (−r, r + s) und den Seiten γ0, . . . , γ3 (beginnend mit
(−r, 0), in der beschriebenen Reihenfolge). Seien r, s so groß, dass alle a ∈ S mit Im a > 0
in Qr,s liegen. Dann folgt aus dem Residuensatz∫

∂Qr,s

f(z) dz =

∫ s

−r
f(x) dx+

3∑
j=1

∫
γj

f(z) dz = 2πi
∑
a∈S

Im a>0

Res (f, a) =: c , ξ > 0 . (7.35)

Für z ∈ C gilt
eizξ = eiξRe ze−ξIm z ,

∣∣eizξ∣∣ = e−ξIm z .

Es gilt ∣∣∣∣∫
γ2

g(z)eizξ dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫ s

−r
g(t+ i(r + s))eitξe−(r+s)ξ dt

∣∣∣∣
≤ (r + s)e−(r+s)ξ sup

t∈[−r,s]
|g(t+ i(r + s))| , (7.36)

Weiter gilt∣∣∣∣∫
γ1

g(z)eizξ dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ r+s

0

g(s+ it)eisξe−tξi dt

∣∣∣∣ ≤ 1

ξ
(1− e−(r+s)ξ) sup

t∈[0,r+s]

|g(s+ it))|

≤ 1

ξ
sup

t∈[0,r+s]

|g(s+ it))| , (7.37)

Ebenso beweist man ∣∣∣∣∫
γ3

g(z)eizξ dz

∣∣∣∣ ≤ 1

ξ
sup

t∈[0,r+s]

|g(−r + it)| . (7.38)

Sei ε > 0. Wegen (7.36) – (7.38) gibt es ein M > 0, so dass

3∑
j=1

∣∣∣∣∣
∫
γj

g(z)eizξ dz

∣∣∣∣∣ ≤ ε , für alle r, s ≥M ,

also ∣∣∣∣∫ s

−r
f(x) dx− c

∣∣∣∣ ≤ ε , für alle r, s ≥M . (7.39)

also ∣∣∣∣∫ s

−r
f(x) dx−

∫ σ

−ρ
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ 2ε ,

für alle r, s, ρ, σ ≥M , und damit auch∣∣∣∣∫ s

0

f(x) dx−
∫ σ

0

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ 2ε ,

∣∣∣∣∫ 0

−r
f(x) dx−

∫ 0

−ρ
f(x) dx

∣∣∣∣ ≤ 2ε ,

für alle r, s, ρ, σ ≥M . Hieraus folgt die Behauptung für ξ > 0. Der Fall ξ < 0 wird analog
bewiesen; in diesem Fall hat das Quadrat Qr,s die Ecken (−r, 0), (s, 0), (s,−(r + s)) und
(−r,−(r + s)). 2
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Definition 7.12 (Meromorphe Funktion)
Sei U ⊂ C offen. Eine Funktion f heißt meromorph auf U , falls es eine Menge P ⊂ U
gibt, so dass f : U \ P → C holomorph ist und jedes a ∈ P ein Pol von f ist. 2

Die meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U bilden einen Körper bezüglich der
Addition und Multiplikation, da eine von Null verschiedene meromorphe Funktion wegen
des Identitätssatzes nur isolierte Nullstellen hat und alle diese Nullstellen eine endliche
Ordnung haben.

Sei f auf einem Gebiet U meromorph und nicht identisch 0. Dann ist auch die durch

g(z) =
f ′(z)

f(z)

definierte Funktion meromorph auf U , da f ′ und f meromorph sind. Die Funktion g heißt
die logarithmische Ableitung von f, da sie die Ableitung der Funktion z 7→ ln f(z)
ist.

Satz 7.13 Sei U ⊂ C offen und sternförmig, sei f eine auf U meromorphe, von Null
verschiedene Funktion, sei P die Menge der Pole und N die Menge der Nullstellen von
f in U . Sei γ eine geschlossene Kurve in U , so dass keine Nullstelle von f und kein Pol
von f auf γ liegt. Es gelte außerdem ν(γ, a) = 1 für alle a ∈ P ∪N . Dann gilt

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
a∈N

ord (a)−
∑
a∈P

ord (a) , (7.40)

wobei ord (a) die Ordnung der Nullstelle beziehungsweise des Pols a bezeichnet.

Beweis: Zunächst gilt, dass N ∪ P endlich ist (nach Satz 7.2(iii) liegt N ∪ P in einer
beschränkten Menge, und N ∪ P hat keine Häufungspunkte), und dass f ′/f holomorph
ist in U \(N ∪P ). Sei a ∈ N ∪P . Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : B(a, δ) → C,
δ > 0 hinreichend klein, mit

f(z) = (z − a)mg(z) , g(a) 6= 0 ,

und g(z) 6= 0 für alle z ∈ B(a, δ). Ist a ∈ N , so ist hierbei m die Ordnung von a; ist
a ∈ P , so ist −m die Ordnung von a. Aus

f ′(z) = m(z − a)m−1g(z) + (z − a)mg′(z)

folgt
f ′(z)

f(z)
=

m

z − a
+
g′(z)

g(z)
. (7.41)

Da g keine Nullstelle in B(a, δ) hat, ist g′/g holomorph in B(a, δ), also hat f ′/f einen
einfachen Pol in a mit

Res

(
f ′

f
, a

)
= m.

Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz. 2
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8 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung,

y′ = f(t, y) , (8.1)

sowie das zugehörige Anfangswertproblem

y′ = f(t, y) , y(t0) = y0 . (8.2)

Definition 8.1 (Lösung eines Systems erster Ordnung)
Sei I ⊂ R Intervall, D ⊂ R×Kn, f : D → Kn. Eine Funktion y : I → Kn heißt Lösung
von (8.1) in I, falls y in I differenzierbar ist und für alle t ∈ I gilt, dass (t, y(t)) ∈ D und

y′(t) = f(t, y(t)) (8.3)

Falls außerdem (t0, y0) ∈ D gegeben ist mit y(t0) = y0, so heißt y Lösung des Anfangs-
wertproblems (8.2) in I. 2

Hängt f nicht von y ab, so ist

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s) ds

eine Lösung des Anfangswertproblems (8.2), falls f stetig ist (Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung).

Nicht jedes Anfangswertproblem hat eine Lösung. Beispiel: I = [0, 1], n = 1,

y′ = f(y) =

{
−1 , y > 0 ,

1 , y ≤ 0 ,
y(0) = 0 . (8.4)

Beweis: Ist y Lösung in I, so ist y stetig in I. y kann keine weitere Nullstelle in (0, 1]
haben, da andernfalls (Satz von Rolle) y′(τ) = 0 für ein τ ∈ (0, 1). Ist y(t) > 0 für alle
t > 0, dann ist y′(t) = −1 für t > 0, also y streng monoton fallend im Widerspruch zu
y(0) = 0.

Man beachte, dass (8.4) auf I = [−1, 0] eine Lösung hat, nämlich y(t) = t. Auf I = [0, 1]
erhalten wir eine Lösung, nämlich y = 0, falls wir die Definition von f modifizieren zu

y′ = f(y) =


−1 , y > 0 ,

0 , y = 0 ,

1 , y ≤ 0 .

(8.5)

Manche Anfangswertprobleme haben mehrere Lösungen. Beispiel:

y′ =
√
|y| , y(0) = 0 . (8.6)

Außer der Funktion y = 0 ist beispielsweise auch

y(t) =

{
1
4
t2 , t > 0 ,

0 , t ≤ 0 ,
(8.7)

eine Lösung. In diesem Fall ist die rechte Seite f stetig, aber im Punkt t = 0 nicht
differenzierbar, und die Lösung (8.7) ist stetig differenzierbar, aber im Punkt t = 0 nicht
zweimal differenzierbar.

47



Satz 8.2 Sei D ⊂ R × Kn offen, sei f ∈ Cm(D; Kn), sei (t0, y0) ∈ D. Sei y Lösung des
AWP (8.2) auf einem Intervall I. Dann ist y ∈ Cm+1(I; Kn).

Beweis: Mit Induktion. Ist f stetig, so ist y′ stetig wegen y′(t) = f(t, y(t)). Ist y ∈ Ck

und f ∈ Ck, so ist auch y′ ∈ Ck nach Kettenregel, also y ∈ Ck+1. 2

Satz 8.2 ist ein typischer Regularitätssatz der Analysis: Die Regularität der Daten (hier
f ∈ Cm) sorgt für eine entsprechende Regularität der Lösung (hier y ∈ Cm+1), die im
Lösungsbegriff selbst noch nicht enthalten ist. Bevor wir uns ausführlicher mit der Theorie
befassen, betrachten wir einige Beispiele, bei denen wir Lösungen explizit konstruieren
können.

Trennung der Variablen. Das AWP habe die Form

y′ = f(t)g(y) , y(t0) = y0 . (8.8)

Sei y eine Lösung, wir formen um (zunächst ohne uns darum zu kümmern, ob “wir das
dürfen”)

y′(t)

g(y(t))
= f(t) ,

∫ t

t0

y′(s)

g(y(s))
ds =

∫ t

t0

f(s) ds ,

und weiter (Substitution) ∫ y(t)

y(t0)

1

g(η)
dη =

∫ t

t0

f(s) ds .

Können wir Stammfunktionen von 1
g

und von f explizit angeben, so können wir hoffen,

dass die aus dem Hauptsatz resultierende Gleichung sich nach y(t) auflösen läßt. Für
die hierdurch erhaltene explizite Lösung können wir unmittelbar nachprüfen, ob sie eine
Lösung von (8.8) ist. (Ob die dazu führende Rechnung “mathematisch korrekt” war, ist
dann eine zweitrangige Frage.) Beispiel:

y′ = −y2 , y(0) = y0 . (8.9)

Für y0 = 0 ist y = 0 eine Lösung. Sei y0 6= 0. Der Ansatz∫ y

y0

− 1

η2
dη =

∫ t

0

1 ds

führt auf
1

η

∣∣∣∣∣
y

y0

= t ,
1

y
= t+

1

y0

,

also erhalten wir

y(t) =
1

t+ 1
y0

. (8.10)

Diese Funktion ist eine Lösung von (8.9) auf dem Intervall (−∞,− 1
y0

), falls y0 < 0,

beziehungsweise (− 1
y0
,∞), falls y0 > 0. Sie hat in − 1

y0
eine Singularität und läßt sich

nicht über diesen Punkt hinaus fortsetzen.
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Ein weiteres Beispiel ist die logistische Differentialgleichung, von Verhulst 1838 zur Mo-
dellierung des Bevölkerungswachstums vorgeschlagen.

y′ = (a− by)y , a, b > 0 . (8.11)

Die Wachstumsrate ist nicht konstant, sondern sinkt mit wachsender Bevölkerung. Für
y0 = a

b
ist y′ = 0, also die Konstante y = y0 eine Lösung. Durch Trennung der Variablen

können wir die Lösung für einen allgemeinen Anfangswert y0 > 0 berechnen (Übung), es
ergibt sich

y(t) =
a

b

1

1 + ce−at
, c =

a
b
− y0

y0

. (8.12)

Die lineare Differentialgleichung. Wir betrachten

y′ + a(t)y = b(t) , y(t0) = y0 . (8.13)

Im Fall b = 0 finden wir die Lösung durch Trennung der Variablen:

y′ = −a(t)y ,
∫ y

y0

1

η
dη =

∫ t

t0

−a(s) ds ,

also

ln y − ln y0 = ln
y

y0

= −
∫ t

t0

a(s) ds .

Die gesuchte Lösung ist also im Falle b = 0

y(t) = y0 exp

(
−
∫ t

t0

a(s) ds

)
. (8.14)

Wir betrachten den allgemeinen Fall b 6= 0. Setzen wir

A(t) =

∫ t

t0

a(s) ds , (8.15)

so gilt, falls y eine Lösung von (8.13) ist,

d

dt

(
y(t)eA(t)

)
= eA(t)(y′(t) + a(t)y(t)) = eA(t)b(t) .

Integration von t0 bis t liefert

y(t)eA(t) − y0 =

∫ t

t0

eA(s)b(s) ds .

Wir erhalten also als Lösung der Anfangswertaufgabe (8.13)

y(t) = e−A(t)

(
y0 +

∫ t

t0

eA(s)b(s) ds

)
. (8.16)

Die Bernoulli-Differentialgleichung. Sie lautet

y′ + g(t)y + h(t)yα = 0 , (8.17)
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wobei α ∈ R, α 6= 1 vorausgesetzt wird und g, h gegebene Funktionen sind. Wir können
sie durch Substitution auf eine lineare Differentialgleichung zurückführen. Multiplikation
mit (1− α)y−α führt auf

(y1−α)′ + (1− α)g(t)y1−α + (1− α)h(t) = 0 . (8.18)

Wir substituieren
z = y1−α (8.19)

und erhalten die lineare Differentialgleichung

z′ + (1− α)g(t)z + (1− α)h(t) = 0 . (8.20)

Aus einer Lösung z von (8.20) erhalten wir durch Rücksubstitution

y = z
1

1−α (8.21)

eine Lösung von (8.17). Ist ein Anfangswert y(t0) = y0 gegeben, so hat man (8.20) mit
dem Anfangswert z(t0) = y1−α

0 zu lösen. Für eine genauere Untersuchung (abhängig vom
Vorzeichen von α und davon, ob α ganzzahlig ist), verweisen wir auf das Buch von Walter.

Die Riccati-Differentialgleichung. Sie lautet

y′ + g(t)y + h(t)y2 = k(t) , (8.22)

wobei g, h, k gegebene Funktionen sind. Wir nehmen an, dass wir eine Lösung y von
(8.22) kennen, etwa die zu einem bestimmten Anfangswert y(t0) = y0. Weitere Lösungen
ỹ können wir berechnen, indem wir eine Differentialgleichung für die Differenz

w = ỹ − y (8.23)

lösen. Aus (8.23) und
ỹ′ + g(t)ỹ + h(t)ỹ2 = k(t) (8.24)

folgt
w′ + g(t)w + h(t)(ỹ2 − y2) = 0 , (8.25)

und wegen
ỹ2 − y2 = (ỹ − y)(ỹ + y) = w(w + 2y)

wird (8.25) zu
w′ + (g(t) + 2y(t)h(t))w + h(t)w2 = 0 , (8.26)

eine Bernoulli-Differentialgleichung mit α = 2. Gemäß (8.20) löst z = w−1 die lineare
Differentialgleichung

z′ − (g(t) + 2y(t)h(t))z − h(t) = 0 . (8.27)

Aus z erhalten wir w und damit ỹ.

Bemerkungen. Wir wollen uns im Folgenden auf K = R beschränken. Der Fall K = C
wird über die Isomorphie von C und R2 darauf zurückgeführt.

Eine wesentlich andere Situation liegt vor, wenn wir Differentialgleichungen im Komplexen
betrachten, das heißt, Funktionen y : U → C, U Gebiet in C, welche

y′(z) = f(z, y(z)) , z ∈ U ,

erfüllen, wobei f holomorph ist.
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9 Der Satz von Picard-Lindelöf

Wir betrachten das Anfangswertproblem

y′ = f(t, y) , y(t0) = y0 . (9.1)

Lemma 9.1 Sei D ⊂ R × Rn, f : D → Rn stetig. Sei I Intervall in R und y : I → Rn

stetig, sei (t0, y0) ∈ D. Dann ist y eine Lösung des Anfangswertproblems (9.1) genau
dann, wenn gilt (t, y(t)) ∈ D für alle t ∈ I und

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds , für alle t ∈ I. (9.2)

Beweis: Ist y Lösung des AWP, so ist y′ : I → Rn stetig, also folgt aus dem Hauptsatz

y(t)− y(t0) =

∫ t

t0

y′(s) ds =

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds .

Gilt umgekehrt (9.2), so folgt zunächst y(t0) = y0. Da der Integrand auf der rechten Seite
von (9.2) stetig ist als Funktion von s, ist nach dem Hauptsatz y differenzierbar in I, und
y′(t) = f(t, y(t)) für alle t ∈ I. 2

Definition 9.2 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei D ⊂ R× Rn. Eine Funktion f : D → Rn heißt Lipschitz-stetig bezüglich y in D, falls
es ein L > 0 gibt mit

‖f(t, y)− f(t, z)‖∞ ≤ L‖y − z‖∞ , (9.3)

für alle (t, y), (t, z) ∈ D. Die Zahl L heißt Lipschitz-Konstante von f in D.

f heißt lokal Lipschitz-stetig bezüglich y in D, falls es zu jedem (t0, y0) ∈ D eine offene
Menge U ⊂ R× Rn mit (t0, y0) ∈ U gibt, so dass f in D ∩ U Lipschitz-stetig bezüglich y
ist. 2

Bemerkung. Wir können die Lipschitz-Stetigkeit von f hinsichtlich einer beliebigen
Norm im Rn definieren. Da im Rn alle Normen äquivalent sind, hängt die Eigenschaft
von f , Lipschitz-stetig zu sein, nicht von der Wahl der Norm ab (wohl aber die Größe der
Lipschitz-Konstante).

Wir setzen nun

K(y0, r) = {y : y ∈ Rn, ‖y − y0‖∞ ≤ r} , r > 0, y0 ∈ Rn .

Satz 9.3 Seien (t0, y0) ∈ R × Rn, a, r > 0, sei f : D → Rn stetig und bezüglich y
Lipschitz-stetig, wobei D = [t0, t0 + a] × K(y0, r). Dann gibt es ein δ > 0, so dass das
AWP (9.1) in [t0, t0 + δ] eine eindeutige Lösung hat.

Beweis: Sei L Lipschitz-Konstante für f . Wir setzen

M = sup
(t,η)∈D

‖f(t, η)‖∞ , δ = min

{
r

M
,

1

2L

}
. (9.4)
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Wir definieren I = [t0, t0 + δ] und

Y = {y : y ∈ C(I; Rn), ‖y − y0‖∞ ≤ r} , (9.5)

wobei y0 als ein Element von C(I; Rn) (nämlich als eine konstante Funktion) aufgefasst
wird und ‖ · ‖∞ die Maximumnorm in C(I; Rn) bedeutet, also

‖y − y0‖∞ = max
t∈I

‖y(t)− y0‖∞ . (9.6)

Mit der durch die Maximumnorm induzierten Metrik ist Y ein vollständiger metrischer
Raum, da Y abgeschlossene Teilmenge des Banachraums C(I; Rn) ist. Für y ∈ Y definie-
ren wir eine Funktion Ty : I → Rn durch

(Ty)(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds . (9.7)

Es gilt Ty ∈ C(I; Rn), da f stetig ist, und T (Y ) ⊂ Y , da

‖(Ty)(t)− y0‖∞ ≤
∫ t

t0

‖f(s, y(s))‖∞ ds ≤ (t− t0)M ≤ δM ≤ r (9.8)

gilt für t ∈ I und y ∈ Y . Aus Lemma 9.1 und (9.8) folgt, dass ein y ∈ C(I; Rn) genau
dann Lösung des AWP ist, wenn y ∈ Y und

y = Ty . (9.9)

Wir zeigen, dass T eine Kontraktion auf Y ist. Seien y, z ∈ Y . Dann gilt für alle t ∈ I

‖(Ty)(t)− (Tz)(t)‖∞ =

∥∥∥∥∫ t

t0

f(s, y(s))− f(s, z(s)) ds

∥∥∥∥
∞

≤
∫ t

t0

‖f(s, y(s))− f(s, z(s))‖∞ ds ≤
∫ t

t0

L‖y(s)− z(s)‖∞ ds

≤ Lδ‖y − z‖∞ ≤ 1

2
‖y − z‖∞ ,

also

‖Ty − Tz‖∞ ≤ 1

2
‖y − z‖∞ .

Also ist T eine Kontraktion auf Y . Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt, dass (9.9)
genau eine Lösung y ∈ Y hat. 2

Bemerkung. Die Wahl der Norm im Raum Y im Beweis von Satz 9.3 ist nicht beliebig,
sondern dadurch eingeschränkt, dass wir einen vollständigen Raum erhalten müssen.

Satz 9.4 Es liege die Situation aus Satz 9.3 vor mit D = [t0, t0 + a]×Rn, sei auërdem f
auf D beschränkt. Dann hat das AWP (9.1) eine eindeutige Lösung im ganzen Intervall
[t0, t0 + a].
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Beweis: Wir wählen r = M/2L im Beweis von Satz 9.3 und erhalten eine eindeutige
Lösung y auf [t0, t0 + δ], wobei δ = 1/2L nur von L abhängt. Wir betrachten nunmehr
das AWP mit dem neuen Anfangswert (t0 + δ, y(t0 + δ)). Wir erhalten eine eindeutige
Lösung auf [t0 + δ, t0 + 2δ] und damit auch auf [t0, t0 + 2δ], wie wir an der äquivalenten
Formulierung als Integralgleichung erkennen. Mit Induktion ergibt sich die Behauptung.
2

Folgerung 9.5 Seien die Voraussetzungen von Satz 9.3 erfüllt mit D = [t0 − a, t0] ×
K(y0, r). Dann gibt es ein δ > 0, so dass das AWP (9.1) in [t0 − δ, t0] eine eindeutige
Lösung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 9.3 an auf

y′ = f̃(t, y) , y(t0) = y0 , f̃(t, y) = −f(2t0 − t, y) . (9.10)

Ist ỹ : [t0, t0 + δ] → Rn Lösung von (9.10), so ist y : [t0 − δ, t0] → Rn,

y(t) = ỹ(2t0 − t) , (9.11)

wegen
y′(t) = −ỹ′(2t0 − t) = −f̃(2t0 − t, ỹ(2t0 − t)) = f(t, y(t))

Lösung von (9.1). Da (9.11) eine bijektive Abbildung der Lösungen des Vorwärts- und des
Rückwärtsproblems aufeinander definiert, ist mit ỹ auch y eindeutig. 2

Folgerung 9.6 (Lokale Version des Satzes von Picard-Lindelöf)
Sei D ⊂ R × Rn offen, f : D → Rn stetig und lokal Lipschitz-stetig bezüglich y. Dann
gibt es zu jedem (t0, y0) ∈ D ein δ > 0, so dass das AWP (9.1) in I = [t0 − δ, t0 + δ] eine
eindeutige Lösung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 9.3 und Folgerung 9.5 an mit hinreichend kleinen a, r > 0. 2

Folgerung 9.7 Sei D ⊂ R × Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y stetig dif-
ferenzierbar. Dann gibt es zu jedem (t0, y0) ∈ D ein δ > 0, so dass das AWP (9.1) in
I = [t0 − δ, t0 + δ] eine eindeutige Lösung hat.

Stetige Differenzierbarkeit impliziert die lokale Lipschitz-Stetigkeit (siehe Analysis 2). 2

Lemma 9.8 Sei D ⊂ R × Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y lokal Lipschitz-
stetig. Dann hat das AWP (9.1) für jedes kompakte Intervall J = [a, b] mit t0 ∈ J
höchstens eine Lösung.

Beweis: Seien y, z : J → Rn Lösungen des AWP. Wir setzen

t∗ = sup{t : t ∈ J, y|[t0, t] = z|[t0, t]} .

Es ist y(t∗) = z(t∗) =: y∗, da y, z stetig sind. Wäre nun t∗ < b, so hätte für jedes
δ ∈ (0, b− t∗] das AWP

y′ = f(t, y) , y(t∗) = y∗ ,

zwei verschiedene Lösungen in [t∗, t∗ + δ] im Widerspruch zu Folgerung 9.6. Analog zeigt
man, dass y und z auf [a, t0] übereinstimmen. 2
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Satz 9.9 Sei D ⊂ R×Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y lokal Lipschitz-stetig.
Dann gibt es zu jedem (t0, y0) ∈ D ein offenes Intervall I und eine Lösung y des AWP
(9.1) in I, so dass für jedes Intervall J mit t0 ∈ J und jede Lösung z von (9.1) in J gilt

J ⊂ I , z = y|J . (9.12)

Das Intervall I heißt das maximale Existenzintervall der Lösung von (9.1).

Beweis: Wir definieren

t∗ = sup{t : t ≥ t0, (9.1) hat eine Lösung in [t0, t]} , (9.13)

t∗ = inf{t : t ≤ t0, (9.1) hat eine Lösung in [t, t0]} . (9.14)

Wir setzen I = (t∗, t
∗). Sei t ∈ I, sei yt : [t0, t] → Rn eine Lösung von (9.1). Wir definieren

y : I → Rn durch
y(t) = yt(t) , t ∈ I . (9.15)

Für jedes s ∈ [t0, t] gilt ys(s) = yt(s) nach Lemma 9.8, also auch y(s) = yt(s). Es folgt

y(t) = yt(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, yt(s)) ds = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds ,

für alle t ∈ I, also ist y Lösung von (9.1) in I. Ist z eine Lösung auf einem Intervall J , so
ist z Lösung auf [t0, t] für jedes t ∈ J , also t ∈ I und z(t) = y(t) nach Lemma 9.8. 2

Das maximale Existenzintervall kann die Form (−∞, b), (a, b), (a,∞) oder (−∞,∞) = R
haben.

Beispiele: Das AWP
y′ = y2 + 1 , y(0) = 0 ,

hat die Lösung und das maximale Existenzintervall

y(t) = tan t , I =
(
−π

2
,
π

2

)
.

Das AWP
y′ = y2 , y(0) = 1 ,

hat die Lösung und das maximale Existenzintervall

y(t) =
1

1− t
, I = (−∞, 1) .

Das AWP
y′ = y2 − 1 , y(0) = 0 ,

hat die Lösung und das maximale Existenzintervall

y(t) = tanh t , I = R .

In allen diesen drei Beispielen ist die rechte Seite stetig differenzierbar, aber nicht Lipschitz-
stetig auf ihrem maximalen Definitionsbereich D = R× Rn.
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Etwas anders gelagert ist die Situation für das AWP

y′ =
1

y
, y(0) = 1 .

Hier ist D = {(t, y) : y 6= 0} = R× (R \ {0}), die Lösung ist

y(t) =
√

2t+ 1 , und I =

(
−1

2
,∞
)

ist das maximale Existenzintervall. Es gilt hier

lim
t↓− 1

2

(t, y(t)) =

(
−1

2
, 0

)
∈ ∂D .

Es werden also drei verschiedene Fälle für das Verhalten der Lösung für t > t0 (analog
t < t0) erkennbar.

1. Die Lösung existiert für alle t > t0.

2. Es gibt ein b > t0 mit
lim
t→b
t<b

‖y(t)‖∞ = ∞ .

3. Es gibt ein b > t0 mit
lim
t→b
t<b

dist ((t, y(t)), ∂D) = 0 .

Satz 9.10 Sei D ⊂ R×Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y lokal Lipschitz-stetig.
Sei y die eindeutige Lösung des AWP (9.1) mit maximalem Existnzintervall I. Dann gilt:
Weder {(t, y(t)) : t ∈ I, t ≥ t0} noch {(t, y(t)) : t ∈ I, t ≤ t0} sind in einer kompakten
Teilmenge von D enthalten.

Beweis: Sei I = (a, b). Sei K ⊂ D kompakt mit

{(t, y(t)) : t ∈ I, t ≥ t0} ⊂ K . (9.16)

Da K beschränkt ist, ist b <∞. Da f stetig ist, gilt

M := max
(t,η)∈K

‖f(t, η)‖∞ <∞ .

Für beliebige t, τ ∈ [t0, b) folgt

‖y(t)− y(τ)‖∞ =

∥∥∥∥∫ t

τ

f(s, y(s)) ds

∥∥∥∥
∞
≤M |t− τ | . (9.17)

Wir zeigen nun, dass
yb := lim

t→b
t<b

y(t) (9.18)

existiert. Ist (tk)k∈N Folge mit tk → b, so ist (y(tk))k∈N Cauchyfolge wegen (9.17), also
konvergent; ist (sk)k∈N eine weitere solche Folge, so konvergiert (y(sk))k∈N gegen den
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gleichen Grenzwert, da y(tk) − y(sk) → 0 wegen (9.17). Also existiert der Grenzwert
(9.18). Die Funktion

ỹ(t) =

{
y(t) , t ∈ [t0, b) ,

yb , t = b ,

ist daher eine Lösung der Integralgleichung

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds

auf dem abgeschlossenen Intervall [t0, b] und damit auch des AWP, im Widerspruch zur
Maximalität von I. Eine kompakte Menge K mit (9.16) kann daher nicht existieren.
Analog zeigt man die Behauptung für t ≤ t0. 2

Man kann die Ergebnisse der vorherigen Sätze wie folgt zusammenfassen:

Ist die rechte Seite f auf ihrem offenen DefinitionsgebietD stetig und bezüglich
y lokal Lipschitz-stetig, so existiert eine eindeutige Lösung des AWP (9.1),
deren Graph sich bis zum Rand von D erstreckt.
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10 Das Lemma von Gronwall

Sei x : I → R, I ⊂ R Intervall, eine unbekannte Funktion. Wir wollen x nach oben
abschätzen. Wir nehmen an, dass x in I einer Differentialungleichung

x′(t) ≤ g(t, x(t)) , x(t0) ≤ w0 , (10.1)

oder einer Integralungleichung

x(t) ≤ w0 +

∫ t

t0

g(s, x(s)) ds (10.2)

genügt. Wir wollen schließen, dass dann

x(t) ≤ w(t) (10.3)

für alle t ∈ I gilt, wobei w : I → R die Lösung des entsprechenden AWP’s

w′ = g(t, w) , w(t0) = w0 , (10.4)

beziehungsweise der entsprechenden Integralgleichung

w(t) = w0 +

∫ t

t0

g(s, w(s)) ds (10.5)

ist. Damit die Abschätzung (10.3) verwendbar ist, ist es von Vorteil, g so zu wählen, dass
wir w auch berechnen können.

Wir beschäftigen uns mit der Integralungleichung.

Lemma 10.1 Sei I = [t0, t1], seien a, b, x, w : I → R stetig, sei b ≥ 0, und es gelte

x(t) < a(t) +

∫ t

t0

b(s)x(s) ds , (10.6)

w(t) = a(t) +

∫ t

t0

b(s)w(s) ds , (10.7)

für alle t ∈ I. Dann gilt
x(t) < w(t) (10.8)

für alle t ∈ I.

Beweis: Wir setzen (beachte x(t0) < w(t0))

t = sup{τ : τ ∈ I, x(s) < w(s) für alle s ≤ τ} .

Dann gilt

x(t) < a(t) +

∫ t

t0

b(s)x(s) ds ≤ a(t) +

∫ t

t0

b(s)w(s) ds = w(t) ,

da b ≥ 0 und x ≤ w in [t0, t]. Es muss nun t = t1 gelten, da andernfalls x(τ) < w(τ) in
[t, t+ ε] gilt für hinreichend kleines ε > 0, im Widerspruch zur Definition von t. 2
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Satz 10.2 Sei I = [t0, t1], seien a, b, x : I → R stetig, sei b ≥ 0, es gelte

x(t) ≤ a(t) +

∫ t

t0

b(s)x(s) ds (10.9)

für alle t ∈ I. Dann gilt

x(t) ≤ a(t) +

∫ t

t0

a(s)b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds . (10.10)

Beweis: Sei ε > 0 beliebig, sei ã(t) = a(t) + ε. Dann gilt für alle t ∈ I

x(t) < ã(t) +

∫ t

t0

b(s)x(s) ds . (10.11)

Wir definieren

w(t) = ã(t) +

∫ t

t0

ã(s)b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds .

Es gilt

d

dt

∫ t

t0

ã(s)b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds = ã(t)b(t) + b(t)

∫ t

t0

ã(s)b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds

=
d

dt

∫ t

t0

b(s)w(s) ds ,

also

w(t) = ã(t) +

∫ t

t0

b(s)w(s) ds . (10.12)

Aus (10.11), (10.12) folgt nun wegen Lemma 10.1

x(t) < w(t) = ã(t) +

∫ t

t0

ã(s)b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds

= a(t) +

∫ t

t0

a(s)b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds+ ε

(
1 +

∫ t

t0

b(s) exp

(∫ t

s

b(τ) dτ

)
ds

)
.

Grenzübergang ε→ 0 liefert die Behauptung. 2

Folgerung 10.3 Sei I = [t0, t1], seien b, x : I → R stetig mit b ≥ 0, sei a ∈ R, es gelte

x(t) ≤ a+

∫ t

t0

b(s)x(s) ds . (10.13)

Dann gilt

x(t) ≤ a exp

(∫ t

t0

b(s) ds

)
. (10.14)
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Beweis: Wir setzen

B(t) =

∫ t

t0

b(s) ds .

Aus Satz 10.2 folgt

x(t) ≤ a+

∫ t

t0

ab(s)eB(t)−B(s) ds = a

(
1 + eB(t)

∫ t

t0

b(s)e−B(s) ds

)
= a

(
1 + eB(t)

[
− e−B(s)

]t
t0

)
= a(1− eB(t)e−B(t) + eB(t)eB(t0) = aeB(t) .

2

Satz 10.4 Sei I = [t0, t1], f : I × Rn → Rn stetig, sei y : I → Rn Lösung des AWP

y′ = f(t, y) , y(t0) = y0 , (10.15)

es gebe c, L > 0, so dass

‖f(t, η)‖ ≤ c+ L‖η‖ , für alle t ∈ I, η ∈ Rn. (10.16)

Dann gilt
‖y(t)‖ ≤ (‖y0‖+ c(t− t0))e

L(t−t0) , für alle t ∈ I. (10.17)

Beweis: Es gilt

‖y(t)‖ =

∥∥∥∥y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds

∥∥∥∥ ≤ ‖y0‖+ c(t− t0) +

∫ t

t0

L‖y(s)‖ ds .

Wir wenden Folgerung 10.3 an mit t1 = t, a = c(t− t0), b = L . 2

Eine Abschätzung der Form (10.17), in der die Lösung einer (Differential-)Gleichung ab-
geschätzt wird durch einen Ausdruck, in dem nur im AWP gegebene Größen (hier (t0, y0),
c, L) auftauchen, heißt a-priori-Abschätzung der Lösung. In Verbindung mit Kom-
paktheitsaussagen liefern sie eine wesentliche Methode, um die Existenz einer Lösung in
Situationen zu beweisen, in denen der Banachsche Fixpunktsatz nicht anwendbar ist.

Satz 10.5 Sei D ⊂ R × Rn, sei f : D → Rn stetig und bezüglich y Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L. Seien y, z : [t0, t1] → Rn Lösungen von

y′ = f(t, y) (10.18)

mit den Anfangswerten
y(t0) = y0 , z(t0) = z0 . (10.19)

Dann gilt für alle t ∈ I

‖y(t)− z(t)‖∞ ≤ ‖y0 − z0‖∞e
L(t−t0) . (10.20)
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Beweis: Es gilt

‖y(t)− z(t)‖∞ =

∥∥∥∥y0 − z0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))− f(s, z(s)) ds

∥∥∥∥
∞

≤ ‖y0 − z0‖∞ +

∫ t

t0

‖f(s, y(s))− f(s, z(s))‖∞ ds

≤ ‖y0 − z0‖∞ +

∫ t

t0

L‖y(s)− z(s)‖∞ ds .

Wir wenden Folgerung 10.3 an mit a = ‖y0 − z0‖∞, b(t) = L und x(t) = ‖y(t)− z(t)‖∞.
2

Satz 10.5 impliziert, dass die Lösung des AWP stetig vom Anfangswert abhängt. Ist etwa
(y0k)k∈N eine Folge von Anfangswerten und (yk)k∈N die Folge der zugehörigen Lösungen,
so impliziert y0k → y0, dass yk → y gleichmäßig in [t0, t1].

Sei D ⊂ R× Rn, f : D → Rn. Für I = [t0, t1] definieren wir

YI = {y| y : I → Rn, y ist Lösung von y′ = f(t, y)} , (10.21)

YI,0 = {y(t0) : y ∈ YI} , YI,1 = {y(t1) : y ∈ YI} . (10.22)

Sei nun D ⊂ R × Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y lokal Lipschitz-stetig. Ist
y0 ∈ YI,0, so gibt es nach Lemma 9.8 im Intervall I genau eine Lösung des AWP

y′ = f(t, y) , y(t0) = y0 . (10.23)

Den Wert dieser Lösung zum Zeitpunkt t ∈ I bezeichnen wir mit

y(t; t0, y0) . (10.24)

Definition 10.6 (Poincaré-Abbildung)
Sei D ⊂ R × Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y lokal Lipschitz-stetig, sei
I = [t0, t1] mit YI 6= ∅. Die durch

P (y0) = y(t1; t0, y0) (10.25)

definierte Abbildung P : YI,0 → YI,1 heißt Poincaré-Abbildung. 2

Satz 10.7 Sei D ⊂ R×Rn offen, f : D → Rn stetig und bezüglich y lokal Lipschitz-stetig,
sei I = [t0, t1] mit YI 6= ∅. Dann sind YI,0 und YI,1 offen, und die Poincaré-Abbildung
P : YI,0 → YI,1 ist ein Homöomorphismus (d.h. P ist bijektiv, P und P−1 sind stetig).

Beweis: Sei y ∈ YI , y0 = y(t0), y1 = y(t1). Da {(t, y(t)) : t ∈ I} eine kompakte Teilmenge
von D ist, gibt es α > 0, so dass

D ⊃ Dα := {(t, η) : t ∈ I, η ∈ Rn, ‖η − y(t)‖∞ ≤ α} . (10.26)

Da Dα kompakt ist, ist f auf Dα Lipschitz-stetig bezüglich y. Wir definieren f̃ : I×Rn →
Rn durch

f̃(t, η) = f(t, y(t) + (η − y(t))h(‖η − y(t)‖∞)) , (10.27)
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wobei

h : R+ → R , h(s) =

{
1 , 0 ≤ s ≤ α ,
α
s
, s > α ,

Es ist dann

‖(η − y(t))h(‖η − y(t)‖∞)‖∞ ≤ α , für alle (t, η) ∈ I × Rn,

also ist f̃ wohldefiniert und f̃ = f auf Dα. Ferner ist f̃ Lipschitz-stetig bezüglich y in
I × Rn, wie man nachrechnen kann. Nach Satz 9.4 hat das AWP

y′ = f̃(t, y) , y(t0) = η0 (10.28)

für jedes η0 ∈ Rn eine eindeutige Lösung ỹ : I → Rn. Nach Satz 10.5, angewendet auf das
AWP (10.28), gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0, so dass

‖ỹ − y‖∞ < ε , falls ‖η0 − y0‖∞ < δ.

Ist ε ≤ α, so ist (t, ỹ(t)) ∈ Dα für alle t ∈ I, also f̃(t, ỹ(t)) = f(t, ỹ(t)), also ist ỹ auch
Lösung von

y′ = f(t, y) , y(t0) = η0 .

Es folgt
‖Pη0 − Py0‖∞ = ‖ỹ(t1)− y(t1)‖∞ < ε ,

für alle η0 ∈ Rn mit ‖η0 − y0‖∞ < δ. Damit ist gezeigt, dass y0 ∈ int (YI,0) und dass P
stetig ist in y0. Da y0 beliebig war, ist YI,0 offen und P stetig in YI,0. Durch Betrachtung
des AWP in umgekehrter Richtung (von t1 ausgehend) zeigt man analog, dass YI,1 offen
ist und die Poincaré-Abbildung Q von YI,1 nach YI,0 stetig ist. Da

y(t0; t1, y(t1; t0, y0)) = y0 ,

folgt Q = P−1. 2
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11 Stabilität

Im vorigen Kapitel hat es sich herausgestellt, dass auf beschränkten Intervallen [t0, t1] die
Lösung des AWP

y′ = f(t, y) , y(t0) = y0 , (11.1)

stetig vom Anfangswert y0 abhängt, wenn die rechte Seite f die üblichen Voraussetzungen
erfüllt. Es stellt sich die Frage, was in einem unbeschränkten Existenzintervall passiert.
Wir betrachten zunächst das autonome System

y′ = f(y) , f : D → Rn , D ⊂ Rn offen. (11.2)

Definition 11.1 (Gleichgewichtspunkt)
Ein y∗ ∈ D heißt Gleichgewichtspunkt von (11.2), falls

f(y∗) = 0 . (11.3)

2

Ist y∗ ein Gleichgewichtspunkt von (11.2), so ist die konstante Funktion

y(t) = y∗ (11.4)

offensichtlich eine Lösung von (11.2). Im Spezialfall

y′ = Ay , A ∈ R(n,n) , (11.5)

ist y∗ = 0 ein Gleichgewichtspunkt. Wir betrachten den Fall n = 1, also

y′ = ay , a ∈ R . (11.6)

Die Lösung zum Anfangswert y(0) = y0 ist

y(t) = eaty0 . (11.7)

Es gilt:

a > 0 ⇒ lim
t→∞

y(t) = +∞ ,

a = 0 ⇒ y(t) = y0 , für alle t, (11.8)

a < 0 ⇒ lim
t→∞

y(t) = 0 .

Im ersten Fall liegt Divergenz vor, im dritten Fall Konvergenz gegen den Gleichgewichts-
punkt. Im zweiten Fall gilt, dass die Lösung sich nicht aus einer vorgegebenen Umgebung
des Gleichgewichtspunkts entfernt, sofern der Anfangswert hinreichend dicht am Gleich-
gewichtspunkt liegt.

Wir geben nun eine Definition der Stabilität an, die sich auf eine allgemeine Situation
bezieht.
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Definition 11.2 (Stabilität)
Sei D = [0,∞)× Rn, f : D → Rn. Eine Lösung y∗ : [0,∞) → Rn von

y′ = f(t, y) (11.9)

heißt stabil, falls es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass alle Lösungen von (11.9) mit
‖y(0)− y∗(0)‖ < δ auf ganz [0,∞) existieren und

‖y(t)− y∗(t)‖ < ε , für alle t ≥ 0, (11.10)

erfüllen; falls nicht, heißt y∗ instabil. Die Lösung y∗ heißt asymptotisch stabil, falls
sie stabil ist und falls es ein δ > 0 gibt, so dass für alle Lösungen von (11.9) mit ‖y(0)−
y∗(0)‖ < δ gilt, dass

lim
t→∞

‖y(t)− y∗(t)‖ = 0 . (11.11)

2

Als erstes betrachten wir das lineare System

y′ = Ay , A ∈ R(n,n) . (11.12)

Seine Lösung zum Anfangswert y(0) = y0 ist gegeben durch

y(t) = etAy0 . (11.13)

In Analysis 3 haben wir die Form von etA bereits analysiert. Ist

A = T−1DT (11.14)

die Zerlegung von A in die Jordan-Normalform, so gilt

etA = T−1etDT , etD = diag (etD1 , . . . , etDk), (11.15)

und für ein einzelnes Jordan-Kästchen

Dj = λjI +Nj =


λj 1 0 · · · 0

0 λj 1
...

...
. . . . . .

...
... λj 1
0 0 λj

 ∈ Cnj×nj , (11.16)

gilt

etDj = eλjtetNj = eλjt

nj−1∑
µ=0

tµ

µ!
Nµ
j . (11.17)

Jedes Element der Matrix etDj hat also die Form

pj(t)e
λjt , (11.18)

wobei pj ein Polynom vom Grad nj − 1 ist.
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Satz 11.3 Sei A ∈ R(n,n), sei

α = max{Reλ : λ ist Eigenwert von A} . (11.19)

Dann ist die triviale Lösung y = 0 von y′ = Ay

• asymptotisch stabil, falls α < 0,

• instabil, falls α > 0.

Ist α = 0, so ist die triviale Lösung stabil, falls für jeden Eigenwert λj mit Reλj = 0 gilt,
dass nj = 1 in der Jordan-Normalform von A; andernfalls ist die triviale Lösung instabil.

Beweis: Wir betrachten zunächst den Fall A = D, T = I in der Jordan-Normalform
(11.14). Ist α < 0, so gilt für alle Eigenwerte λj und alle Polynome p

lim
t→∞

eλjtp(t) = 0 ,

woraus die asymptotische Stabilität folgt. Ist α > 0, so gibt es ein j, so dass für jedes
Polynom p 6= 0

lim
t→∞

eλjtp(t) = ∞ ,

woraus die Instabilität folgt. Sei nun α = 0. Falls es einen Eigenwert λj gibt mit Reλj = 0
und nj > 1, so gilt

etDj


0
...
0
δ

 = δeλjt


tnj−1

(nj−1)!
...
t
1

 . (11.20)

Da die rechte Seite von (11.20) unbeschränkt ist für jedes (beliebig kleine) δ > 0, folgt die
Instabilität. Ist nj = 1 für alle Eigenwerte mit Reλj = 0, so sind alle Matrixelemente von
etD beschränkt, und es folgt die Stabilität. Sei nun A beliebig mit Jordan-Normalform
(11.14). Ist z : [0,∞) → Rn Lösung von

z′ = Dz , (11.21)

so ist y = Tz eine Lösung von y′ = Ay und umgekehrt. Es folgt, dass die triviale Lösung
genau dann stabil (asymptotisch stabil, instabil) ist für y′ = Ay, wenn dasselbe für (11.21)
gilt. 2

Damit ist die Frage der Stabilität der trivialen Lösung für y′ = Ay vollständig gelöst.

Lemma 11.4 Sei A ∈ R(n,n), sei γ ∈ R mit

γ > max{Reλ : λ ist Eigenwert von A} . (11.22)

Dann gibt es ein c > 0 mit ∥∥etA∥∥ ≤ ceγt , für alle t ≥ 0. (11.23)
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Beweis: Durch Betrachtung der Jordan-Normalform (siehe oben) folgt∥∥etA∥∥ ≤ ‖T−1‖
∥∥etD∥∥ ‖T‖ , t ≥ 0 . (11.24)

etDj = eλjtetNj = eλjt

nj−1∑
µ=0

tµ

µ!
Nµ
j , (11.25)

also gibt es ein Polynom pj vom Grad nj − 1 mit∥∥etDj
∥∥ ≤ e(Reλj)tpj(t) = eγte(Reλj−γ)tpj(t) . (11.26)

Wegen
lim
t→∞

e(Reλj−γ)tpj(t) = 0

gibt es cj > 0 mit ∥∥etDj
∥∥ ≤ cje

γt , t ≥ 0 , (11.27)

und die Behauptung folgt nun aus (11.24) und (11.27). 2

Wir betrachten nun das nichtlineare System

y′ = Ay + g(t, y) , A ∈ R(n,n) , (11.28)

wobei

lim
η→0

‖g(t, η)‖
‖η‖

= 0 , gleichmäßig auf [0,∞), (11.29)

das heißt, es gibt für jedes ε > 0 ein δ > 0 mit

‖g(t, η)‖
‖η‖

< ε , für alle 0 < ‖η‖ < δ und alle t ≥ 0. (11.30)

Ist g stetig, so impliziert (11.30), dass g(t, 0) = 0 für alle t und somit y∗ = 0 ein Gleich-
gewichtspunkt ist von (11.28).

Satz 11.5 Sei A ∈ R(n,n) mit Reλ < 0 für alle Eigenwerte λ von A. Sei r > 0, g :
[0,∞)×K(0; r) → Rn stetig und bzgl. y lokal Lipschitz-stetig, es gelte (11.29). Dann gibt
es β, c, δ > 0, so dass das AWP

y′ = Ay + g(t, y) , y(0) = y0 , (11.31)

für alle y0 ∈ Rn mit ‖y0‖∞ ≤ δ eine eindeutige Lösung y : [0,∞) → Rn hat, für die gilt

‖y(t)‖∞ ≤ ce−βt‖y0‖∞ , für alle t ≥ 0. (11.32)

Insbesondere ist 0 asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweis: Wir setzen

α = max{Reλ : λ ist Eigenwert von A} . (11.33)
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Es ist α < 0 nach Voraussetzung. Wir wählen γ mit α < −γ < 0. Aus Lemma 11.4 (mit
vertauschtem Vorzeichen für γ) folgt die Existenz eines c > 0 mit∥∥etA∥∥ ≤ ce−γt , t ≥ 0 . (11.34)

Wir wählen δ1 ∈ (0, r), so dass gemäß (11.30) gilt

‖η‖∞ ≤ δ1 ⇒ ‖g(t, η‖∞ ≤ γ

2c
‖η‖∞ , für alle t ≥ 0, (11.35)

und setzen

δ = min

{
δ1
2c
,
δ1
2

}
. (11.36)

Sei nun y0 ∈ Rn mit ‖y0‖∞ < δ vorgegeben. Aus Satz 9.9 folgt, dass das AWP (11.31)
eine eindeutige Lösung y : I → Rn mit einem maximalen offenen Existenzintervall I hat.
Diese ist gegeben durch

y(t) = etAy0 +

∫ t

0

e(t−s)Ag(s, y(s)) ds . (11.37)

Wir definieren

J = {t : t > 0, t ∈ I, ‖y(s)‖∞ < δ1 für alle s ∈ [0, t]} . (11.38)

Für alle t ∈ J gilt wegen (11.34), (11.35)

‖y(t)‖∞ ≤
∥∥etA∥∥ ‖y0‖∞ +

∫ t

0

∥∥e(t−s)A∥∥ ‖g(s, y(s))‖∞ ds

≤ ce−γt‖y0‖∞ +

∫ t

0

ce−γ(t−s)
γ

2c
‖y(s)‖∞ ds , (11.39)

also

eγt‖y(t)‖∞ ≤ c‖y0‖∞ +

∫ t

0

eγs
γ

2
‖y(s)‖∞ ds . (11.40)

Wir wenden das Lemma von Gronwall in der Form von Folgerung 10.3 an mit

x(t) = eγt‖y(t)‖∞ , a = c‖y0‖∞ , b(t) =
γ

2
,

und erhalten
eγt‖y(t)‖∞ ≤ c‖y0‖∞e

γ
2
t ,

also wegen (11.36)

‖y(t)‖∞ ≤ ce−
γ
2
t‖y0‖∞ ≤ δ1

2
. (11.41)

Damit ist (11.32) für t ∈ J bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass J = [0,∞). Wir zeigen
zunächst, dass J = I: Andernfalls gilt für t∗ = sup J , dass t∗ ∈ I und ‖y(t∗)‖∞ = δ1 im
Widerspruch zu (11.41), da (11.41) auch für t = t∗ gilt (Stetigkeit von y). Es ist außerdem
I = [0,∞), da andernfalls die Menge {(t, y(t)) : t ≥ 0, t ∈ I} in der kompakten Menge
[0, sup I]×K(0, δ1

2
)} enthalten wäre, im Widerspruch zu Satz 9.10. 2
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Folgerung 11.6 Sei f : Rn → Rn stetig differenzierbar, sei y∗ ∈ Rn Gleichgewichtspunkt
von

y′ = f(y) . (11.42)

Wenn alle Eigenwerte von Df(y∗) negativen Realteil haben, ist y∗ asymptotisch stabil.

Beweis: Wir wenden Satz 11.5 an mit

A = Df(y∗) , g(y) = f(y∗ + y)− f(y∗)−Df(y∗)y .

Es folgt, dass 0 asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt ist von

y′ = Ay + g(y) = f(y∗ + y) .

2

Die Methode von Ljapunov. Sei y∗ Gleichgewichtspunkt von

y′ = f(y) . (11.43)

Wir definieren
V (η) = ‖η − y∗‖ , η ∈ Rn . (11.44)

Falls für jede Lösung y von (11.43) gilt

d

dt
V (y(t)) ≤ 0 , für alle t, (11.45)

so gilt
‖y(t)− y∗‖ ≤ r ⇒ ‖y(s)− y∗‖ ≤ r für alle s ≥ t. (11.46)

Hieraus folgt die Stabilität des Gleichgewichtspunktes y∗. Dieser Ansatz wird in der Me-
thode von Ljapunov (1892) verallgemeinert. Ist V : Rn → R differenzierbar, so gilt für
Lösungen y von (11.43)

d

dt
V (y(t)) = 〈gradV (y(t)), y′(t)〉 = 〈gradV (y(t)), f(y(t))〉 , (11.47)

also folgt (11.45), falls

〈gradV (η), f(η)〉 ≤ 0 , für alle η ∈ Rn. (11.48)

Der Punkt dabei ist, dass in (11.48) die Lösung y von (11.43) nicht vorkommt, nur die
(bekannte) rechte Seite f . Die Schwierigkeit ist, zu gegebenem f ein geeignetes V zu
finden.

Definition 11.7 (Ljapunov-Funktion)
Sei D ⊂ Rn offen, f : D → Rn stetig. Sei y∗ ∈ D Gleichgewichtspunkt von y′ = f(y).
Eine Funktion V : U → R, U Umgebung von y∗, heißt Ljapunov-Funktion für f in y∗,
falls gilt

(i) V ist stetig in U ,

V (y∗) = 0 , V (η) > 0 für alle η ∈ U \ {y∗}, (11.49)
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(ii) V ist stetig differenzierbar in U \ {y∗},

0 ≥ 〈gradV (η), f(η)〉 =
n∑
k=1

∂kV (η)fk(η) für alle η ∈ U \ {y∗}. (11.50)

V heißt strikte Ljapunov-Funktion für f in y∗, falls in (11.50) “>” statt “≥” steht.
2

Satz 11.8 Sei D ⊂ Rn, f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig, sei y∗ ∈ D Gleichgewichts-
punkt für y′ = f(y), sei U Umgebung von y∗ und V : U → R. Dann gilt:

(i) Ist V Ljapunov-Funktion für f in y∗, so ist y∗ stabil.

(ii) Ist V strikte Ljapunov-Funktion für f in y∗, so ist y∗ asymptotisch stabil.

Beweis: Wir zeigen (i). Sei ε > 0 beliebig mit K(y∗; ε) ⊂ U ∩D. Wir definieren

α = inf{V (η) : ‖η − y∗‖∞ = ε} . (11.51)

Es gilt α > 0 nach Voraussetzung an V . Wir wählen δ > 0 so, dass δ < ε und

V (η) < α , für alle η ∈ B(y∗; δ). (11.52)

Sei nun y0 ∈ B(y∗; δ) beliebig, sei y : I → Rn die eindeutige Lösung zum Anfangswert
y0 mit maximalem Existenzintervall I (gemäß Satz 9.9). Nach Voraussetzung an V (siehe
(11.47), (11.48)) gilt

V (y(t)) ≤ V (y0) < α , für alle t ∈ I, t ≥ 0, (11.53)

also nach Definition von α

‖y(t)− y∗‖∞ 6= ε , für alle t ∈ I, t ≥ 0. (11.54)

Da ‖y0 − y∗‖∞ < ε, folgt aus der Stetigkeit von y

‖y(t)− y∗‖∞ < ε , für alle t ∈ I, t ≥ 0. (11.55)

Es gilt außerdem [0,∞) ⊂ I, da andernfalls {(t, y(t)) : t ∈ I, t ≥ 0} in der kompakten
Menge [0, sup I] × K(y∗; δ) enthalten wäre im Widerspruch zu Satz 9.10. Damit ist (i)
bewiesen. Um (ii) zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass für die oben zu beliebigem
y0 ∈ B(y∗; δ) konstruierte Lösung y : [0,∞) → Rn gilt

lim
t→∞

y(t) = y∗ , (11.56)

falls V strikte Ljapunov-Funktion ist. Wir nehmen zunächst an, es gäbe ein δ0 > 0, δ0 < ε,
und ein T > 0 mit

‖y(t)− y∗‖∞ ≥ δ0 , für alle t ≥ T . (11.57)

Wir definieren
β = sup{〈gradV (η), f(η)〉 : δ0 ≤ ‖η − y∗‖∞ ≤ ε} . (11.58)
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Es gilt β < 0 nach Voraussetzung an V . Für alle t ≥ T gilt δ0 ≤ ‖y(t)− y∗‖∞ ≤ ε, also

V (y(t))− V (y(T )) =

∫ T

t

〈gradV (y(s)), f(y(s))〉 ds ≤ (t− T )β , (11.59)

also V (y(t)) < 0 für hinreichend großes t, ein Widerspruch zur Definition von V . Also
gibt es eine Folge tn →∞ mit

lim
n→∞

y(tn) = y∗ , (11.60)

also V (y(tn)) → V (y∗) = 0 und wegen der Monotonie von t 7→ V (y(t)) auch

lim
t→∞

V (y(t)) = 0 . (11.61)

Hieraus folgt (11.56), da andernfalls eine Folge sn →∞ und ein δ1 > 0 existieren mit

inf
n∈N

‖y(sn)− y∗‖∞ ≥ δ1 , inf
n∈N

V (y(sn)) ≥ inf{V (η) : δ1 ≤ ‖η − y∗‖∞ ≤ ε} > 0 , (11.62)

im Widerspruch zu (11.61). 2

Wir betrachten als erstes Beispiel ein System

y′ = f(y) , (11.63)

bei dem die rechte Seite durch ein Gradientenfeld

f(y) = −gradΦ(y) (11.64)

gegeben ist.

Folgerung 11.9 Sei D ⊂ Rn offen, Φ : D → R zweimal stetig differenzierbar, sei y∗ ∈ D
ein striktes lokales Minimum von Φ. Dann ist y∗ ein stabiler Gleichgewichtspunkt von
(11.63), (11.64). Ist außerdem D2Φ(y∗) positiv definit, so ist y∗ asymptotisch stabil.

Beweis: Sei U eine Umgebung von y∗ mit Φ(η) > Φ(y∗) für alle η ∈ U , η 6= y∗. Dann
wird durch

V (η) = Φ(η)− Φ(y∗) (11.65)

eine Ljapunov-Funktion V : U → R definiert, da

〈gradV (η), f(η)〉 = −‖gradΦ(η)‖2
2 ≤ 0 . (11.66)

Sei nun D2Φ(y∗) positiv definit. Es ist gradΦ(y∗) = 0, und aus dem Satz über inverse
Funktionen folgt, dass grad Φ auf einer hinreichend kleinen Umgebung U1 von y∗ bijektiv
ist, also ist gradΦ(η) 6= 0 für η ∈ U1. für η 6= y∗ in einer hinreichend kleinen Umgebung
U1 von y∗. In (11.66) gilt dann “<” statt “≤”, also ist V strikte Ljapunov-Funktion in
U1. 2

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung einer Punktmasse m in einem orts-
abhängigen Kraftfeld k(x), x ∈ R3, welches als Gradient eines Potentials gegeben ist,

mx′′ = k(x) , k(x) = −gradΦ(x) . (11.67)

Wir schreiben (11.67) um in ein System

x′ = v , (11.68)

v′ =
1

m
k(x) = − 1

m
gradΦ(x) . (11.69)
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Folgerung 11.10 Sei Φ : R3 → R stetig differenzierbar, sei x∗ ein striktes lokales Mini-
mum von Φ. Dann ist (x∗, 0) ein stabiler, aber nicht asymptotisch stabiler Gleichgewichts-
punkt von (11.68), (11.69).

Beweis: Wir schreiben η = (x, v) und definieren V : R6 → R durch

V (η) = V (x, v) =
m

2
‖v‖2

2 + Φ(x)− Φ(x∗) . (11.70)

Dann gilt
V (x∗, 0) = 0 , V (x, v) ≥ Φ(x)− Φ(x∗) > 0 , (11.71)

falls x 6= x∗, in einer geeigneten Umgebung U von x∗, sowie

〈gradV (η), f(η)〉 = 〈∂xV (x, v), v〉+

〈
∂vV (x, v),

1

m
k(x)

〉
= 〈gradΦ(x), v〉+

〈
mv,− 1

m
gradΦ(x)

〉
(11.72)

= 0 .

Also ist V Ljapunov-Funktion in U . Wegen (11.72) gilt aber

d

dt
V ((x(t), v(t))) = 0 , (11.73)

also ist V konstant entlang von Lösungen (x(t), v(t)), die daher nicht gegen (x∗, 0) kon-
vergieren können (sonst wäre limt→∞ V (x(t), v(t)) = V (x∗, 0) = 0.) 2
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12 Fourierreihen

Wir betrachten 2π-periodische Funktionen f : R → C. Für diese gilt definitionsgemäß

f(x+ 2π) = f(x) , für alle x ∈ R. (12.1)

Wir setzen

Abb 2π(R; C) = {f | f : R → C, f ist 2π-periodisch} , (12.2)

C2π(R; C) = {f | f : R → C, f ist stetig und 2π-periodisch} , (12.3)

Cp([0, 2π]; C) = {f | f : [0, 2π] → C, f ist stetig, f(2π) = f(0) } . (12.4)

Die Restriktion f 7→ f |[0, 2π] bzw. f 7→ f |[0, 2π) definiert bijektive Abbildungen

C2π(R; C) → Cp([0, 2π]; C) , Abb 2π(R; C) → Abb ([0, 2π); C) . (12.5)

Die Umkehrabbildungen werden durch rekursive Anwendung von (12.1) definiert. Die-
se Bijektionen werden wir in diesem Kapitel bei der Bezeichnung und Verwendung von
Funktionen implizit benutzen.

Die Funktionen
χk(x) = eikx , k ∈ Z , (12.6)

spielen eine besondere Rolle im C2π(R; C). Ist

Ta : C2π(R; C) → C2π(R; C) , (Taf)(x) = f(x+ a) , a ∈ R , (12.7)

die Translation, so gilt

(Taχk)(x) = χk(x+ a) = eik(x+a) = eikaχk(x) , (12.8)

das heißt, χk ist Eigenfunktion des Operators Ta zum Eigenwert eika. (Zur Terminologie:
Ist X ein Funktionenraum und T : X → X linear, so nennt man die Eigenvektoren von T
auch Eigenfunktionen.) Man kann beweisen: Die Funktionen χk, k ∈ Z, sind die einzigen
Funktionen in C2π(R; C), welche Eigenfunktionen von Ta sind für alle a ∈ R (siehe z.B.
Blatter, Analysis 2, Kapitel 15).

Ist

ϕ =
n∑

k=−n

γkχk , ϕ(x) =
n∑

k=−n

γke
ikx , γk ∈ C , n ∈ N , (12.9)

eine endliche Linearkombination der χk, so heißt ϕ ein trigonometrisches Polynom.
Die Zahl

m = max{k : γk 6= 0 oder γ−k 6= 0} (12.10)

heißt der Grad von ϕ.

Definition 12.1 (Fourierkoeffizient, Fourierpolynom)
Sei f ∈ L1((0, 2π); C). Die durch

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx =
1

2π

∫ 2π

0

fχk dλ , k ∈ Z , (12.11)
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definierte Zahl ck ∈ C heißt der k-te Fourierkoeffizient von f . Die durch

Snf =
n∑

k=−n

ckχk , (Snf)(x) =
n∑

k=−n

cke
ikx , (12.12)

definierte Funktion Snf ∈ C2π(R; C) heißt das n-te Fourierpolynom von f . Die Reihe

∞∑
k=−∞

ckχk (12.13)

heißt Fourierreihe von f . 2

Es stellen sich die Fragen:

• Gibt es eine Funktion f∞ mit Snf → f∞ in irgendeinem Sinn (punktweise, gleich-
mäßig, im Lp, . . . ) für n→∞ ? Wir schreiben dann

f∞ =
∞∑

k=−∞

ckχk ,

und sagen, dass die Fourierreihe von f konvergiert.

• Falls Konvergenz vorliegt, gilt f∞ = f ?

Je nachdem, welche Voraussetzungen an f und welcher Konvergenzbegriff gewählt wird,
kann die Antwort einfach oder schwierig sein. So ist z.B. erst 1966 von Carleson bewiesen
worden, dass für f ∈ L2((0, 2π); C) gilt Snf → f punktweise fast überall. Andererseits
gibt es ein f ∈ C2π(R; C), so dass die Folge ((Snf)(x))n∈N in überabzählbar vielen Punkten
x divergiert. In der Tat hat die Untersuchung der Konvergenz von Fourierreihen (wegen
vieler zum Teil unerwarteter oder sogar für paradox gehaltener Sachverhalte) wesentlich
zur Herausbildung der modernen Analysis im 19. Jahrhundert mit formal präzisen Defi-
nitionen und Beweisen beigetragen.

Man kann die Fourierpolynome auch mit Sinus und Cosinus ausdrücken. Wir setzen

ak = ck + c−k , bk = i(ck − c−k) , k ≥ 0 , (12.14)

dann gilt
n∑

k=−n

cke
ikx =

a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) . (12.15)

Dieses Vorgehen bietet sich besonders dann an, wenn f reellwertig ist, f ∈ L1((0, 2π); R).
Dann gilt nämlich

ck =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−ikx dx =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)eikx dx = c−k , (12.16)
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und es folgt

ak = ck + ck =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx ∈ R , k ≥ 0 , (12.17)

bk = i(ck − ck) =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx dx ∈ R , k ≥ 1 , (12.18)

so dass auf der rechten Seite von (12.15) nur reelle Größen vorkommen. Man erkennt nun
unmittelbar, dass in diesem Fall die Fourierpolynome

(Snf)(x) =
n∑

k=−n

cke
ikx =

a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (12.19)

ebenfalls reellwertig sind.

Definition 12.2 (Dirichlet-Kern)
Die durch

Dn(x) =
1

2π

n∑
k=−n

eikx , n ∈ N , (12.20)

definierte Funktion Dn ∈ C2π(R; C) heißt Dirichlet-Kern der Ordnung n. 2

Lemma 12.3 Sei f ∈ L1((0, 2π); C). Dann gilt

(Snf)(x) =

∫ 2π

0

f(y)Dn(x− y) dy . (12.21)

Beweis: Es gilt

(Snf)(x) =
n∑

k=−n

ckχk(x) =
n∑

k=−n

1

2π

∫ 2π

0

f(y)e−iky dy · eikx

=
1

2π

∫ 2π

0

f(y)
n∑

k=−n

eik(x−y) dy =

∫ 2π

0

f(y)Dn(x− y) dy .

2

Offensichtlich gilt ∫ 2π

0

Dn(x) dx = 1 . (12.22)

Lemma 12.4 Es gilt

2πDn(x) =

{
sin((n+ 1

2
)x)

sin x
2

, x /∈ 2πZ ,
2n+ 1 , x ∈ 2πZ .

(12.23)

Beweis: Klar für x ∈ 2πZ. Andernfalls gilt(
ei

x
2 − e−i

x
2

)︸ ︷︷ ︸
=2i sin x

2

·2πDn(x) =
n∑

k=−n

(
ei(k+

1
2
)x − ei(k−

1
2
)x
)

=
(
ei(n+ 1

2
)x − ei(−n−

1
2
)x
)

︸ ︷︷ ︸
=2i sin(n+ 1

2
)x

.

2
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Definition 12.5 (Fejér-Kern)
Die durch

Kn =
1

n

n−1∑
m=0

Dm , Kn(x) =
1

2πn

n−1∑
m=0

m∑
k=−m

eikx , n ≥ 1 , (12.24)

definierte Funktion Kn ∈ C2π(R; C) heißt Fejér-Kern der Ordnung n. 2

Unmittelbar aus der Definition und aus (12.22) folgt∫ 2π

0

Kn(x) dx = 1 . (12.25)

Lemma 12.6 Es gilt

2πKn(x) =

{
1
n

1−cosnx
1−cosx

, x /∈ 2πZ ,
n , x ∈ 2πZ ,

(12.26)

also auch
Kn(x) ≥ 0 (12.27)

für alle x ∈ R.

Beweis: Für x ∈ 2πZ folgt die Behauptung direkt aus der entsprechenden Eigenschaft
von Dn in Lemma 12.4. Andernfalls benötigen wir die trigonometrische Identität

2 sinα sin β = cos(α− β)− cos(α+ β) , α, β ∈ R , (12.28)

welche sich ergibt aus der Betrachtung des Realteils der Identität

ei(α−β) − ei(α+β) = eiα
(
e−iβ − eiβ

)
.

Aus (12.28) folgt

2 sin

((
m+

1

2

)
x

)
sin

x

2
= cos(mx)− cos((m+ 1)x) , (12.29)

Es ergibt sich

Kn(x) =
1

n

n−1∑
m=0

Dm(x) =
1

2πn

n−1∑
m=0

sin((m+ 1
2
)x)

sin x
2

=
1

4πn sin2
(
x
2

) n−1∑
m=0

(cos(mx)− cos((m+ 1)x) =
1

4πn sin2
(
x
2

)(1− cos(nx))

=
1

2πn

1− cos(nx)

1− cosx
.

2

Satz 12.7 (Fejér)
Sei Q ⊂ [0, 2π] kompakt, sei f ∈ L∞((0, 2π); C), sei f stetig in allen Punkten von Q.
Dann gilt

1

n

n−1∑
m=0

Smf → f (12.30)

gleichmäßig in Q.
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Beweis: Nach Lemma 12.3 und der Definition von K gilt

1

n

n−1∑
m=0

Smf(x) =

∫ 2π

0

f(y)Kn(x− y) dy . (12.31)

Es ist ∫ 2π

0

f(y)Kn(x− y) dy =

∫ x

x−2π

f(x− z)Kn(z) dz =

∫ 2π

0

f(x− y)Kn(y) dy ,

also

1

n

n−1∑
m=0

(Smf)(x)− f(x) =

∫ 2π

0

(f(x− y)− f(x))Kn(y) dy

=

(∫ δ

0

+

∫ 2π

2π−δ

)
(f(x− y)− f(x))Kn(y) dy︸ ︷︷ ︸

=:I1(x)

+

∫ 2π−δ

δ

(f(x− y)− f(x))Kn(y) dy︸ ︷︷ ︸
=:I2(x)

.

(12.32)

Es gilt wegen Lemma 12.6

Kn(y) ≤
1

2πn

1

1− cos δ
, für alle y ∈ [δ, 2π − δ],

also folgt

|I2(x)| ≤
2‖f‖∞

n(1− cos δ)
, für alle x ∈ Q. (12.33)

Es gilt weiter
sup
x∈Q

|I1(x)| ≤ sup
x∈Q
|y|≤δ

|f(x− y)− f(x)| =: g(δ) . (12.34)

Wir zeigen, dass
lim
δ→0

g(δ) = 0 . (12.35)

Andernfalls gäbe es ein η > 0 und Folgen (xk)k∈N in Q und yk → 0 mit

|f(xk − yk)− f(xk)| ≥ η , für alle k ∈ N. (12.36)

Da Q kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge (xkm)m∈N gegen ein x∗ ∈ Q, und aus der
Stetigkeit von f in x∗ folgt

lim
k→∞

|f(xk − yk)− f(xk)| = |f(x∗)− f(x∗)| = 0

im Widerspruch zu (12.36). Also gilt (12.35). Zu vorgegebenem ε > 0 wählen wir δ > 0
so klein, dass

g(δ) ≤ ε

2
,

und N so groß, dass

|I2| ≤
ε

2
, für alle n ≥ N .

Es folgt

sup
x∈Q

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
m=0

(Smf)(x)− f(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε , für alle n ≥ N .

2
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Folgerung 12.8 Der Vektorraum der trigonometrischen Polynome ist eine dichte Teil-
menge von Cp([0, 2π]; C), versehen mit der Supremumsnorm.

Beweis: Wir wenden Satz 12.7 an mit Q = [0, 2π]. 2

Satz 12.9 (Riemann-Lebesgue-Lemma)
Sei f ∈ L1(R; C). Dann gilt

lim
t→∞

∫ ∞

−∞
f(x)eixt dx = 0 . (12.37)

Beweis: Spezialfall von Satz ... im folgenden Kapitel. 2

Folgerung 12.10 Sei f ∈ L1((0, 2π); C). Dann gilt für jedes δ > 0

lim
n→∞

∫ 2π−δ

δ

f(y)Dn(y) dy = 0 . (12.38)

Beweis: Ist f reellwertig, so gilt nach Lemma 12.4 und Satz 12.9∫ 2π−δ

δ

f(y)Dn(y) dy =

∫ 2π−δ

δ

f(y)

sin y
2

sin((n+
1

2
)y) dy → 0 ,

da

sin
y

2
≥ sin

δ

2
, y ∈ [δ, 2π − δ] .

Durch Zerlegung von f in Real- und Imaginärteil folgt die Behauptung auch für beliebiges
f . 2

Für f : [0, 2π] → Ci und x ∈ [0, 2π] definieren wir (falls die Grenzwerte existieren)

f(x+) = lim
h↓0
h6=0

f(x+ h) , f(x−) = lim
h↑0
h6=0

f(x+ h) , (12.39)

f ′(x+) = lim
h↓0
h6=0

f(x+ h)− f(x+)

h
, f ′(x−) = lim

h↑0
h6=0

f(x+ h)− f(x−)

h
. (12.40)

Satz 12.11 Sei f ∈ L1((0, 2π); C), sei x ∈ [0, 2π], so dass die Grenzwerte in (12.39) und
(12.40) existieren. Dann gilt

lim
n→∞

(Snf)(x) =
f(x+) + f(x−)

2
. (12.41)

Beweis: Es ist nach Lemma 12.3 und wegen der Periodizität

(Snf)(x) =

∫ 2π

0

f(y)Dn(x− y) dy =

∫ 2π

0

f(x− y)Dn(y) dy . (12.42)

Es folgt

(Snf)(x)− f(x+) + f(x−)

2
=

∫ 2π

0

[
f(x− y)− f(x+) + f(x−)

2

]
Dn(y) dy . (12.43)
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Nach Satz 12.9 gilt für jedes δ > 0

lim
n→∞

∫ 2π−δ

δ

[
f(x− y)− f(x+) + f(x−)

2

]
Dn(y) dy = 0 . (12.44)

Ausserdem gilt, da Dn(y) = Dn(−y) für alle y ∈ R,∫ 2π

2π−δ
a(y)Dn(y) dy =

∫ 0

−δ
a(y)Dn(y) dy =

∫ δ

0

a(−y) dy (12.45)

für jede integrierbare 2π-periodische Funktion a. Es folgt∫ 2π

2π−δ

[
f(x− y)− f(x+) + f(x−)

2

]
Dn(y) dy (12.46)

=

∫ δ

0

[
f(x+ y)− f(x+) + f(x−)

2

]
Dn(y) dy ,

also (∫ δ

0

+

∫ 2π

2π−δ

)[
f(x− y)− f(x+) + f(x−)

2

]
Dn(y) dy (12.47)

=

∫ δ

0

(f(x+ y)− f(x+))Dn(y) dy +

∫ δ

0

(f(x− y)− f(x−))Dn(y) dy .

Weiter gilt

sin
y

2
≥ y

4
, |Dn(y)| ≤

4

y
, für alle y ∈ (0, π), n ∈ N,

also ∣∣∣∣∫ δ

0

(f(x+ y)− f(x+))Dn(y) dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ δ

0

|f(x+ y)− f(x+)| |Dn(y)| dy

≤ 4

∫ δ

0

|f(x+ y)− f(x+)|
y

dy

≤ 4δ(|f ′(x+)|+ 1) , (12.48)

falls δ hinreichend klein ist. Zu vorgegebenem ε > 0 können wir also δ > 0 so wählen,
dass der Betrag der linken Seite in (12.47) kleiner ist als ε/2. Ist nun n ∈ N so groß, dass
der Betrag des Integrals in (12.44) ebenfalls kleiner ist als ε/2, so folgt∣∣∣∣(Snf)(x)− f(x+) + f(x−)

2

∣∣∣∣ < ε .

2

Wir betrachten nun den Raum L2((0, 2π); C) mit dem Skalarprodukt und der Norm

〈f, g〉 =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)g(x) dx , ‖f‖ =
√
〈f, f〉 =

1√
2π

∫ 2π

0

|f(x)|2 dx . (12.49)
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Aus Analysis 3 wissen wir, dass L2((0, 2π); C) ein Hilbertraum ist. Für die trigonometri-
schen Basisfunktionen gilt (δjk = Kronecker-Delta)

〈χj, χk〉 =
1

2π

∫ 2π

0

ei(j−k)x dx = δjk . (12.50)

Für die Fourier-Koeffizienten ck von f gilt also

ck = 〈f, χk〉 , k ∈ Z . (12.51)

Mit Tn bezeichnen wir den Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad ≤ n.

Lemma 12.12 Sei f ∈ L2((0, 2π); C). Dann gilt für alle v ∈ Tn

〈f − Snf, v〉 = 0 , ‖f − Snf‖ ≤ ‖f − v‖ . (12.52)

Weiter gilt

‖f − Snf‖2 = ‖f‖2 −
n∑

k=−n

|ck|2 . (12.53)

Beweis: Es ist

〈Snf, χj〉 =

〈
n∑

k=−n

ckχk, χj

〉
= cj 〈χj, χj〉 = cj = 〈f, χj〉 , für alle |j| ≤ n,

also folgt
〈Snf, v〉 = 〈f, v〉 , für alle v ∈ Tn.

Für v ∈ Tn gilt nun

‖f − v‖2 = ‖f − Snf + Snf − v‖2

= ‖f − Snf‖2 + ‖Snf − v‖2 + 2Re 〈f − Snf , Snf − v︸ ︷︷ ︸
∈Tn

〉

= ‖f − Snf‖2 + ‖Snf − v‖2 ≥ ‖f − Snf‖2 .

Damit ist (12.52) bewiesen. Weiter gilt

〈f, Snf〉 =
n∑

k=−n

〈f, ckχk〉 =
∑
k

ck 〈f, χk〉 =
∑
k

ckck =
∑
k

|ck|2 ,

also
‖f − Snf‖2 = 〈f, f − Snf〉 = ‖f‖2 −

∑
k

|ck|2 .

2

Die aus (12.53) folgende Ungleichung

n∑
k=−n

|ck|2 ≤ ‖f‖2 (12.54)

heißt die Besselsche Ungleichung.
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Satz 12.13 Sei f ∈ L2((0, 2π); C). Dann gilt Snf → f in L2((0, 2π); C) und die Parse-
valsche Gleichung

∞∑
k=−∞

|ck|2 = ‖f‖2 . (12.55)

Beweis: Da für g ∈ Cp([0, 2π]; C) gilt ‖f − g‖ ≤ ‖f − g‖∞, liegt wegen Lemma 12.8 der
Vektorraum aller trigonometrischen Polynome dicht in Cp([0, 2π]; C) bezüglich der Norm
‖ · ‖, und nach Satz ... im folgenden Kapitel auch im L2((0, 2π); C). Zu vorgegebenem
ε > 0 gibt es also ein N ∈ N und ein v ∈ TN mit ‖f − v‖ < ε, also wegen Lemma 12.12
auch

‖f − Snf‖ ≤ ‖f − v‖ < ε , für alle n ≥ N .

2
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13 Die Fourier-Transformation

Bemerkung. Dieses Kapitel wurde in der Vorlesung nicht vollständig behan-
delt.

Für Funktionen f : Rn → C wollen wir die Fourier-Transformierte f̂ definieren durch

f̂(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x)e−i〈x,ξ〉 dx . (13.1)

Hierbei ist

〈x, ξ〉 =
n∑
j=1

xjξj

das Skalarprodukt im Rn. Aus der Analysis 3 kennen wir die Lp-Räume für reellwertige
Funktionen. Wir definieren

Lp(Rn; C) = {f | f : Rn → C, Re f ∈ Lp(Rn; R), Im f ∈ Lp(Rn; R)} (13.2)

und schreiben in diesem Kapitel Lp(Rn) statt Lp(Rn; C). Dasselbe gelte für Lp(Rn; C) und
C(Rn; C). Die Räume Lp(Rn) sind dann ebenfalls Banachräume, der Raum L2(Rn) ist ein
Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉 =

∫
Rn

f(x)g(x) dx . (13.3)

Satz 13.1 Sei f ∈ L1(Rn). Dann wird durch (13.1) eine stetige und beschränkte Funktion
f̂ : Rn → C definiert mit ‖f̂‖∞ ≤ (2π)−

n
2 ‖f‖1.

Beweis: Wegen
|f(x)e−i〈x,ξ〉| = |f(x)| (13.4)

ist der Integrand in (13.1) integrierbar, also ist f̂(ξ) wohldefiniert für alle ξ ∈ Rn. Da
der Integrand in ξ stetig ist und wegen (13.4) gleichmäßig in ξ gegen eine integrierbare
Funktion abgeschätzt werden kann, folgt die Stetigkeit von f̂ aus Satz 4.22, Analysis 3.
Ebenso folgt

|f̂(ξ)| ≤ (2π)−
n
2

∫
Rn

|f(x)| dx = (2π)−
n
2 ‖f‖1 .

2

Wir setzen
CB(Rn) = {f : f ∈ C(Rn), f ist beschränkt} , (13.5)

Versehen mit der Supremumsnorm ist CB(Rn) ein Banachraum, da er ein abgeschlossener
Teilraum des Banachraums B(Rn; K) (Raum der beschränkten Funktionen auf Rn) ist,
siehe Analysis 2.

Satz 13.2 (Fourier-Transformation)
Durch

F(f) = f̂ , f̂(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x)e−i〈x,ξ〉 dx , (13.6)
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wird eine lineare stetige Abbildung F : L1(Rn) → CB(Rn) definiert mit

‖F(f)‖∞ ≤ (2π)−
n
2 ‖f‖1 . (13.7)

Sie heißt Fouriertransformation.

Beweis: Sind f, g ∈ L1(Rn) mit f = g fast überall, so gilt F(f) = F(g). Wohldefiniertheit
und (13.7) folgen nun aus Satz 13.1, Linearität aus der Definition, und (13.7) impliziert
die Stetigkeit nach dem Kriterium aus Satz 4.23, Analysis 2. 2

Wir berechnen F(f) für

f(x) = e−
〈x,x〉

2 = e−
‖x‖22

2 .

Lemma 13.3 Für
f(x) = e−

〈x,x〉
2 (13.8)

gilt
F(f) = f . (13.9)

Beweis: Wir betrachten zunächst den eindimensionalen Fall n = 1. Es ist

f̂(0) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx = 1 , (13.10)

da (Fubini und Beispiel 6.15, Analysis 3)∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√

2

∫ ∞

−∞
e−t

2

dt ,

(∫ ∞

−∞
e−t

2

dt

)2

=

∫
R2

e−(x2
1+x2

2) d(x1, x2) = π .

Wir definieren

g(x, ξ) = e−
x2

2 e−ixξ , g : R2 → C .

Es gilt

∂ξg(x, ξ) = −ixe−
x2

2 e−ixξ , |∂ξg(x, ξ)| ≤ |x|e−
x2

2 =: h(x) .

Da h ∈ L1(R), folgt, dass f̂ differenzierbar ist und

f̂ ′(ξ) = − i√
2π

∫ ∞

−∞
xe−

x2

2 e−ixξ dx (13.11)

nach Satz 4.23, Analysis 3. Partielle Integration ergibt für jedes R > 0∫ R

−R
xe−

x2

2 e−ixξ dx = −e−
x2

2 e−ixξ

∣∣∣∣∣
R

−R

− iξ

∫ R

−R
e−

x2

2 e−ixξ dx ,

also (Grenzübergang R→∞)

f̂ ′(ξ) = − ξ√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 e−ixξ dx = −ξf̂(ξ) . (13.12)
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Die eindeutige Lösung des Anfangswertproblems (13.10), (13.12) ist aber gegeben durch

f̂(ξ) = e−
ξ2

2 , (13.13)

also ist die Behauptung für n = 1 bewiesen. Für beliebiges n ∈ N gilt mit Fubini

f̂(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−
〈x,x〉

2 e−i〈x,ξ〉 dx = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−
∑

j x2
j

2 e−i
∑

j xjξj dx

=
n∏
j=1

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

x2
j
2 e−ixjξj dxj =

n∏
j=1

e−
ξ2j
2

= e−
〈ξ,ξ〉

2 .

2

Lemma 13.4 Sei f ∈ L1(Rn), λ ∈ R, λ 6= 0. Dann ist die Fourier-Transformierte für

g(x) = f(λx) (13.14)

gegeben durch

ĝ(ξ) = |λ|−nf̂
(
ξ

λ

)
. (13.15)

Beweis: Mit der Substitutionsregel für die mehrdimensionale Integration folgt

ĝ(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(λx)e−i〈x,ξ〉 dx = |λ|−n(2π)−
n
2

∫
Rn

f(y)e−i〈
y
λ
,ξ〉 dy = |λ|−nf̂

(
ξ

λ

)
.

2

Sei

f(x) = 1[−1,1](x) =

{
1 , |x| ≤ 1

0 , sonst
, f : R → R . (13.16)

Dann ist

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ 1

−1

e−ixξ dx =
1√
2π

e−ixξ

−iξ

∣∣∣∣∣
x=1

x=−1

=
1√
2π

eiξ − e−iξ

iξ

=

√
2

π

sin ξ

ξ
. (13.17)

In diesem Fall ist f̂ nicht integrierbar, das heißt, f̂ /∈ L1(R). (Es nützt nichts, dass f
kompakten Träger hat.)

Als weiteres Beispiel betrachten wir

f(x) = e−|x| , f : R → R . (13.18)
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Es gilt

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−|x|e−ixξ dx =

1√
2π

∫ ∞

0

e−x(e−ixξ + eixξ) dx

=
1√
2π

lim
R→∞

[
e−x(1+iξ)

−1− iξ
+
e−x(1−iξ)

−1 + iξ

]x=R
x=0

=

√
2

π

1

1 + ξ2
.

Satz 13.5 Seien f, g ∈ L1(Rn). Dann gelten für f̂ = F(f) und ĝ = F(g) die folgenden
Aussagen:

(i) Ist a ∈ Rn und Ta : Rn → Rn die Translation Ta(x) = x+ a, so gilt für alle ξ ∈ Rn

T̂af(ξ) = f̂(ξ)ei〈a,ξ〉 . (13.19)

(ii) Für die Faltung gilt

f̂ ∗ g = (2π)
n
2 f̂ ĝ . (13.20)

(iii) Ist f ∈ C1
0(Rn) (das heißt, f ist stetig differenzierbar und hat kompakten Träger),

so gilt für alle ξ ∈ Rn, 1 ≤ k ≤ n,

∂̂kf(ξ) = iξkf̂(ξ) . (13.21)

(iv) Ist die Abbildung x 7→ xkf(x) integrierbar, so ist f̂ stetig partiell nach ξk differen-
zierbar, und

x̂kf = i∂kf̂ . (13.22)

(v) Es gilt f̂g ∈ L1(Rn), fĝ ∈ L1(Rn), und∫
Rn

f̂(x)g(x) dx =

∫
Rn

f(x)ĝ(x) dx . (13.23)

Beweis: (i) Es ist

T̂af(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x+ a)e−i〈x,ξ〉 dx = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(y)e−i〈y−a,ξ〉 dy = f̂(ξ)ei〈a,ξ〉 .

(ii) Zunächst ist f ∗ g ∈ L1(Rn) nach Satz 6.4, Analysis 3. Mit Fubini folgt

f̂ ∗ g(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

(∫
Rn

f(y)g(x− y) dy

)
e−i〈x,ξ〉 dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

(∫
Rn

g(x− y)e−i〈x−y,ξ〉 dx

)
f(y)e−i〈y,ξ〉 dy

=

∫
Rn

ĝ(ξ)f(y)e−i〈y,ξ〉 dy = (2π)
n
2 f̂(ξ)ĝ(ξ) .
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(iii) Die Formel für partielle Integration (Satz 1.5) liefert

(2π)
n
2 ∂̂kf(ξ) =

∫
Rn

∂kf(x)e−i〈x,ξ〉 dx = −
∫

Rn

f(x)∂k
(
e−i〈x,ξ〉

)
dx

= −
∫

Rn

f(x)(−iξk)e−i〈x,ξ〉 dx = (2π)
n
2 iξkf̂(ξ) .

(iv) Es gilt

x̂kf(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn

xkf(x)e−i〈x,ξ〉 dx = i(2π)−
n
2

∫
Rn

f(x)∂ξke
−i〈x,ξ〉 dx = i∂kf̂(ξ) .

Das Vertauschen des Integrals mit der partiellen Ableitung ist möglich nach Satz 4.23,
Analysis 3, da wegen

|xkf(x)e−i〈x,ξ〉| ≤ |xkf(x)|

der Integrand gleichmäßig in ξ durch eine integrierbare Funktion beschränkt ist.
(v) Da f̂ , ĝ ∈ CB(Rn), sind f̂g und fĝ integrierbar, und mit Fubini folgt∫

Rn

f(x)ĝ(x) dx = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(x)

(∫
Rn

g(y)e−i〈y,x〉 dy

)
dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

(∫
Rn

f(x)e−i〈y,x〉 dx

)
g(y) dy

=

∫
Rn

f̂(y)g(y) dy .

2

Sei f = 1[−1,1], g = f ∗ f . Dann ist (Bild)

g(x) = max{0, 2− |x|}

und nach (ii) und (13.17)

ĝ(ξ) =
√

2π

(√
2

π

sin ξ

ξ

)2

= 2

√
2

π

sin2 ξ

ξ2
.

Folgerung 13.6 Sei k ∈ N, f ∈ Ck
0 (Rn), sei α ein Multiindex mit |α| =

∑n
j=1 αj ≤ k.

Dann gilt
∂̂αf(ξ) = i|α|ξαf̂(ξ) (13.24)

Beweis: Wiederholte Anwendung von Satz 13.5(iii). 2

Folgerung 13.7 Sei k ∈ N, f ∈ Ck
0 (Rn). Dann gibt es ein M > 0 mit

|f̂(ξ)| ≤M(1 + ‖ξ‖2)
−k , für alle ξ ∈ Rn. (13.25)

Beweis: Aus Folgerung 13.6 erhalten wir für alle Multiindizes α mit |α| ≤ k und alle
ξ ∈ Rn

|ξαf̂(ξ)| = |∂̂αf(ξ)| ≤ (2π)−
n
2 ‖∂αf‖1 .
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Also gibt es ein M > 0 mit

(1 +
n∑
j=1

|ξj|)k|f̂(ξ)| ≤M , für alle ξ ∈ Rn.

Da ‖ξ‖2 ≤ ‖ξ‖1 für alle ξ, folgt die Behauptung. 2

Lemma 13.8 (Regularität des Lebesgue-Maßes)
Sei A ⊂ Rn messbar. Dann gibt es zu jedem ε > 0 eine offene Menge U ⊂ Rn und eine
abgeschlossene Menge F ⊂ Rn mit F ⊂ A ⊂ U und λn(U \ F ) < ε.

Beweis: Sei zunächst λn(A) <∞, sei (Ak)k∈N eine Folge von Figuren mit

∞∑
k=1

λn(Ak) ≤ λn(A) +
ε

4
,

siehe die Konstruktion im Maßerweiterungssatz. Da jede Figur sich als disjunkte Verei-
nigung halboffener Intervalle darstellen läßt, können wir o.B.d.A. voraussetzen, dass alle
Ak halboffene Intervalle sind. Wir wählen nun offene Intervalle Ik mit Ak ⊂ Ik und

λn(Ik) ≤ λn(Ak) + 2−k−2ε .

Wir setzen
U =

⋃
k∈N

Ik .

Dann ist U offen, A ⊂ U und

λn(U) ≤
∞∑
k=1

λn(Ik) ≤ λn(A) +
ε

2
,

also auch
λn(U \ A) ≤ ε

2
. (13.26)

Ist λn(A) = ∞, so wählen wir Uk offen mit λn(Uk \ (A ∩ B(0, k)) < 2−k−1ε, dann gilt
ebenfalls (13.26). Zur Konstruktion von F wählen wir V offen mit (Rn \ A) ⊂ V und

λn(V \ (Rn \ A)) ≤ ε

2

und setzen F = Rn \ V . 2

Satz 13.9 Sei 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(Rn). Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein g ∈ C0(Rn) mit
‖f − g‖p ≤ ε.

Beweis: Sei zunächst f = 1A, A ⊂ Rn messbar und beschränkt. Für ε > 0 wählen wir
gemäß Satz 13.8 eine kompakte Menge K und eine offene Menge U (die wir o.B.d.A. als
beschränkt voraussetzen können) mit K ⊂ A ⊂ U und λn(U \K) ≤ εp. Ist K = ∅, so ist
‖f‖p ≤ ε, also g = 0 die gesuchte Approximation. Andernfalls gilt

d := dist (K,Rn \ U) > 0 .
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Wir definieren

g(x) = max{0, 1− dist (x,K)

d
} , g : Rn → R . (13.27)

g ist stetig mit g|K = 1 und g|(Rn \ U) = 0, also g ∈ C0(Rn) und

0 ≤ |1A − g| ≤ 1U − 1K ,

also

‖1A − g‖pp =

∫
Rn

|1A − g|p dλn ≤
∫

Rn

|1U − 1K |p dλn ≤ λn(U \K) ≤ εp .

Ist A messbar, aber unbeschränkt, so ist C = A ∩ B(0, R) messbar und beschränkt, und
‖1A − 1C‖p ≤ ε für R hinreichend groß. Wähle g ∈ C0(Rn) mit ‖1C − g‖p ≤ ε, dann ist
‖1A − g‖p ≤ 2ε. Sei nun f einfache Funktion,

f =
N∑
j=1

αj1Aj
, αj ∈ R, Aj messbar.

Sei gj ∈ C0(Rn) mit ‖1Aj
− gj‖p ≤ ε, dann gilt für g =

∑N
j=1 αjgj, dass g ∈ C0(Rn) und

‖f − g‖p ≤
N∑
j=1

|αj|ε .

Sei nun f ∈ Lp(Rn) beliebig, dann wählen wir eine einfache Funktion s : Rn → R mit
‖f − s‖p ≤ ε und gemäß obiger Konstruktion ein g ∈ C0(Rn) mit ‖s− g‖p ≤ ε, dann ist
‖f − g‖p ≤ 2ε. 2

Folgerung 13.10 Sei 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(Rn). Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein
g ∈ C∞

0 (Rn) mit ‖f − g‖p ≤ ε.

Beweis: Sei ε > 0. Wähle gemäß Satz 13.9 ein h ∈ C0(Rn) mit ‖f − h‖p ≤ ε. Aus Satz
6.6, Analysis 3, wissen wir, dass die geglätteten Funktionen hδ = h ∗ ϕδ ∈ C∞

0 (Rn) für
δ → 0 gleichmäßig gegen h konvergieren. Da die Träger von h und von allen hδ in einem
festen Kompaktum K enthalten sind, folgt

‖h− hδ‖pp =

∫
Rn

|h− hδ|p dλn ≤ λn(K)‖h− hδ‖p∞ .

Setzen wir g = hδ, δ > 0 hinreichend klein, so folgt die Behauptung. 2

Satz 13.11 Für f ∈ L1(Rn) gilt

lim
‖ξ‖→∞

f̂(ξ) = 0 . (13.28)

Beweis: Sei ε > 0, sei gε ∈ C1
0(Rn) mit ‖f − gε‖1 ≤ ε, das ist möglich nach Folgerung

13.10. Aus Folgerung 13.7 erhalten wir

|ĝε(ξ)| ≤
Mε

1 + ‖ξ‖2

. (13.29)
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Aus (13.7) folgt für alle ξ ∈ Rn

|f̂(ξ)− ĝε(ξ)| ≤ ‖f̂ − gε‖∞ ≤ (2π)−
n
2 ‖f − gε‖1 ≤ (2π)−

n
2 ε ,

und zusammen mit (13.29) ergibt sich die Behauptung. 2

Wir betrachten den Raum

C00(Rn) = {f : f ∈ C(Rn), lim
‖x‖→∞

f(x) = 0} . (13.30)

Der Raum C00(Rn) ist bezüglich der Supremumsnorm ein abgeschlossener Teilraum des
Raums CB(Rn), also vollständig und damit ein Banachraum.

Lemma 13.12 Sei ψ ∈ L1(Rn) mit
∫

Rn ψ(x) dx = 1. Wir setzen

ψλ(x) = λ−nψ
(x
λ

)
, λ > 0 . (13.31)

Dann gilt für alle f ∈ L1(Rn)

lim
λ→0

‖f − f ∗ ψλ‖1 = 0 . (13.32)

Beweis: Sei zunächst f ∈ C0(Rn). Es ist (Substitutionsformel)∫
Rn

ψλ(x) dx =

∫
Rn

ψ(x) dx = 1 ,

also

f(x)− (f ∗ ψλ)(x) = f(x)

∫
Rn

ψλ(y) dy −
∫

Rn

f(x− y)ψλ(y) dy

=

∫
Rn

(f(x)− f(x− y))ψλ(y) dy ,

und für alle δ ∈ (0, 1] gilt
‖f − f ∗ ψλ‖1 ≤ I1 + I2 , (13.33)

wobei

I1 =

∫
Rn

∫
‖y‖2≤δ

|f(x)− f(x− y)| |ψλ(y)| dy dx , (13.34)

I2 =

∫
Rn

∫
‖y‖2>δ

|f(x)− f(x− y)| |ψλ(y)| dy dx . (13.35)

Sei K ⊂ Rn kompakt, so dass f(x)− f(x− y) = 0 gilt für alle x ∈ Rn \K und alle y ∈ Rn

mit ‖y‖2 ≤ 1. Dann ist

I1 =

∫
K

∫
‖y‖2≤δ

|f(x)− f(x− y)| |ψλ(y)| dy dx ≤ λn(K)‖ψ‖1 sup
x,y∈Rn

‖y‖2≤δ

|f(x)− f(x− y)| .
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Weiter gilt mit Fubini

I2 =

∫
‖y‖2>δ

|ψλ(y)|
∫

Rn

(|f(x)|+ |f(x− y)|) dx dy ≤ 2‖f‖1

∫
‖y‖2>δ

λ−n|ψ
(y
λ

)
| dy

= 2‖f‖1

∫
‖x‖2>

δ
λ

|ψ(x)| dx .

Sei ε > 0. Wir wählen δ > 0 so, dass

I1 <
ε

2
.

Das ist möglich, da f auf Rn gleichmäßig stetig ist. Wähle nun λ > 0 so, dass

I2 <
ε

2
.

Das ist möglich, da ψ ∈ L1(Rn) und daher

lim
R→∞

∫
‖x‖2≥R

|ψ(x)| dx = 0 .

Sei nun f ∈ L1(Rn) beliebig. Für beliebiges g ∈ C0(Rn) gilt

‖f − f ∗ ψλ‖1 ≤ ‖g − g ∗ ψλ‖1 + ‖(f − g)− (f − g) ∗ ψλ‖1

≤ ‖g − g ∗ ψλ‖1 + ‖f − g‖1(1 + ‖ψ‖1) ,

da ‖(f − g) ∗ ψλ‖1 ≤ ‖f − g‖1 ‖ψλ‖1 nach Satz 6.4, Analysis 3. Sei nun ε > 0. Wir wählen
g ∈ C0(Rn) nach Satz 13.9 so, dass ‖f − g‖1 ≤ ε, und λ > 0 nach dem eben Bewiesenen
so, dass ‖g − g ∗ ψλ‖1 ≤ ε, dann ist

‖f − f ∗ ψλ‖1 ≤ ε(2 + ‖ψ‖1) .

2

Satz 13.13 (Umkehrformel)
Sei f ∈ L1(Rn), es gelte f̂ = F(f) ∈ L1(Rn). Dann gilt

f(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ (13.36)

für fast alle x ∈ Rn und (nach Abänderung auf einer Nullmenge) f ∈ C00(Rn).

Beweis: Wegen
|f̂(ξ)ei〈ξ,x〉| = |f̂(ξ)|

liegt der Integrand in (13.36) in L1(Rn), und es gilt∫
Rn

f̂(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ =

∫
Rn

f̂(ξ)e−i〈ξ,x〉 dξ = (2π)
n
2F(f̂)(x) . (13.37)
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Aus Satz 13.11 folgt, dass F(f̂) ∈ C00(Rn). Es genügt daher zu zeigen, dass (13.36) gilt für
fast alle x ∈ Rn. Zunächst gilt für beliebiges ϕ ∈ L1(Rn) mit Satz 13.5, da f̂ beschränkt
ist,∫

Rn

f̂(ξ)ei〈ξ,x〉ϕ(ξ) dξ =

∫
Rn

T̂xf(ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫
Rn

(Txf)(y)ϕ̂(y) dy =

∫
Rn

f(x+ y)ϕ̂(y) dy

(13.38)

=

∫
Rn

f(x− y)ϕ̂(−y) dy . (13.39)

Wir setzen
ψ(ξ) = (2π)−

n
2 e−

〈ξ,ξ〉
2 , ϕ(ξ) = ψ(λξ) , λ > 0 .

Es ist ψ̂ = ψ nach Lemma 13.3,
∫

Rn ψ(ξ) dξ = 1 nach (13.10) und wegen Satz 13.5

ϕ̂(−y) = λ−nψ̂
(
−y
λ

)
= λ−nψ

(
−y
λ

)
= λ−nψ

(y
λ

)
=: ψλ(y) , y ∈ Rn . (13.40)

Setzen wir (13.40) in (13.38) ein, so ergibt sich

(2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ)ei〈ξ,x〉e−
〈λξ,λξ〉

2 dξ =

∫
Rn

f(x− y)ψλ(y) dy = (f ∗ ψλ)(x) . (13.41)

Da
|f̂(ξ)ei〈ξ,x〉e−λ

2 〈ξ,ξ〉
2 | ≤ |f̂(ξ)| ,

folgt aus dem Satz von Lebesgue

lim
λ→0

(2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ)ei〈ξ,x〉e−λ
2 〈ξ,ξ〉

2 dξ = (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ)ei〈ξ,x〉 dξ (13.42)

für alle x ∈ Rn. Nach Lemma 13.12

lim
λ→0

‖f − f ∗ ψλ‖1 = 0 ,

gibt es nach Satz 4.19, Analysis 3, eine Nullfolge (λk)k∈N mit

lim
k→∞

(f ∗ ψλk
)(x) = f(x) (13.43)

für fast alle x ∈ Rn. Aus (13.41), (13.42) und (13.43) folgt die Behauptung. 2

Lemma 13.14 Sei f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein g ∈ C∞
0 (Rn)

mit ‖f − g‖1 ≤ ε und ‖f − g‖2 ≤ ε.

Beweis: Sei ε > 0. Wir wählen R > 0 so dass gilt

‖f − f1R‖1 ≤ ε , ‖f − f1R‖2 ≤ ε , 1R := 1B(0,R) .

Wähle nach Folgerung 13.10 ein g ∈ C∞
0 (Rn) mit

‖f1R − g‖2 ≤
1√

λn(B(0, R + 1))
ε . (13.44)
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Wir können o.B.d.A. annehmen, dass supp (g) ⊂ B(0, R + 1), andernfalls ersetzen wir g
durch ϕg, ϕ ∈ C∞(R) mit 0 ≤ ϕ ≤ 1 in R sowie ϕ = 1 auf B(0, R) und ϕ = 0 außerhalb
B(0, R + 1). Aus (13.44) und der Hölderschen Ungleichung folgt nun

‖f1R − g‖1 ≤
∫
B(0,R+1)

|f1R − g| dx ≤ ‖1R+1‖2 ‖f1R − g‖2 ≤ ε

und weiter ‖f − g‖1 ≤ 2ε, ‖f − g‖2 ≤ 2ε. 2

Satz 13.15 Seien X,Y normierte K-Vektorräume (K = R oder K = C), sei Y vollstän-
dig, sei U Unterraum von X mit U = X (U = Abschluß von U in X). Sei S : U → Y
linear und stetig. Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung T : X → Y mit
T |U = S, und es gilt ‖T‖ = ‖S‖.

Beweis: Sei x ∈ X beliebig. Sei (xk)k∈N Folge in U mit xk → x, dann ist (xk)k∈N Cauchy-
folge in X und wegen

‖Sxk − Sxm‖Y = ‖S(xk − xm)‖Y ≤ ‖S‖ ‖xk − xm‖X (13.45)

ist (Sxk)k∈N Cauchyfolge in Y , also konvergent. Wir definieren

Tx = lim
k→∞

Sxk . (13.46)

Der Limes in (13.46) hängt nicht von der Wahl der Folge (xk)k∈N ab, da für jede Folge
(zk)k∈N in S mit zk → x gilt

‖Sxk − Szk‖Y = ‖S(xk − zk)‖Y ≤ ‖S‖ ‖xk − zk‖X → 0 .

Offensichtlich ist Tx = Sx für x ∈ U . T ist linear: Seien x, z ∈ X, α, β ∈ K, seien (xk)k∈N,
(zk)k∈N Folgen in U mit xk → x, zk → z. Dann gilt αxk + βzk → αx+ βz und weiter

T (αx+ βz) = lim
k→∞

S(αxk + βzk) = lim
k→∞

(αSxk + βSzk) = α lim
k→∞

Sxk + β lim
k→∞

Szk

= αTx+ βTz .

Sei nun x ∈ X, (xk)k∈N Folge in X mit xk → x. Dann gilt

‖Tx‖Y = ‖ lim
k→∞

Sxk‖
Y

= lim
k→∞

‖Sxk‖Y ≤ lim
k→∞

‖S‖ ‖xk‖X = ‖S‖‖x‖X ,

also ist T stetig mit ‖T‖ ≤ ‖S‖, also auch ‖T‖ = ‖S‖. Da (13.46) für jede stetige
Fortsetzung T von S gelten muss, ist T eindeutig bestimmt. 2

Lemma 13.16 Sei f ∈ C∞
0 (Rn). Dann gilt

f = F(F(f)) , f = F(F(f)) , (13.47)

es ist F(f) ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), und

‖F(f)‖2 = ‖f̂‖2 = ‖f‖2 . (13.48)
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Beweis: Es ist f̂ ∈ L1(Rn) nach Folgerung 13.7 (wir wählen dort k hinreichend groß),
also folgt aus Satz 13.13

f(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ)ei〈x,ξ〉 dξ = (2π)−
n
2

∫
Rn

f̂(ξ)e−i〈x,ξ〉 dξ = (F(F(f)))(x) ,

und weiter mit Lemma 13.5

‖F(f)‖2
2 =

∫
Rn

(Ff)(ξ)(Ff)(ξ) dξ =

∫
Rn

f(x)(F(Ff))(x) dx =

∫
Rn

f(x)f(x) dx

= ‖f‖2
2 .

2

Satz 13.17 Es gibt eine eindeutig bestimmte lineare, stetige und bijektive Abbildung T :
L2(Rn) → L2(Rn) mit

T (f) = F(f) , für alle f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) . (13.49)

Es gilt außerdem für alle f ∈ L2(Rn)

‖Tf‖2 = ‖f‖2 . (13.50)

Beweis: Wir wenden Satz 13.15 an mit X = Y = (L2(Rn), ‖ · ‖2), U = C∞
0 (Rn) und

S = F . Nach Folgerung 13.10 gilt U = X. F ist linear auf U , und nach Lemma 13.16 ist
‖F(f)‖2 = ‖f‖2 für alle f ∈ U , also ist F stetig auf U mit ‖F‖ = 1. Sei T : L2(Rn) →
L2(Rn) die nach Satz 13.15 eindeutig bestimmte lineare stetige Fortsetzung von F . Sei
f ∈ L2(Rn), sei (fk)k∈N Folge in U mit fk → f in L2(Rn), dann ist nach Lemma 13.16

‖Tf‖2 = lim
k→∞

‖Tfk‖2 = lim
k→∞

‖Ffk‖2 = lim
k→∞

‖fk‖2 = ‖f‖2 ,

also gilt (13.50) und damit auch ker(T ) = {0}, also ist T injektiv. Wir wollen nun zeigen,
dass (13.49) gilt. Sei f ∈ L1(Rn)∩L2(Rn), sei (fk)k∈N Folge in U mit ‖f − fk‖1 → 0 und
‖f − fk‖2 → 0, siehe Lemma 13.14. Da Ffk = Tfk für alle k ∈ N, folgt ‖Tf −Ffk‖2 → 0
aus (13.50), und nach Übergang zu einer Teilfolge Ffk → Tf punktweise fast überall. Da
Ffk → Ff gleichmäßig nach Satz 13.2, gilt Ff = Tf und damit (13.49). Es bleibt zu
zeigen, dass T surjektiv ist. Für f ∈ U gilt nach Lemma 13.16

Ff ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) , f = F(Ff) ,

also f = T (Ff) und damit U ⊂ T (L2(Rn)). Sei nun g ∈ L2(Rn). Wir wählen eine Folge
(fk)k∈N in U mit ‖Tfk − g‖2 → 0, dann ist (Tfk)k∈N Cauchyfolge in L2(Rn). Wegen
(13.50) ist auch (fk)k∈N Cauchyfolge in L2(Rn). Sei f ∈ L2(Rn) mit ‖fk − f‖2 → 0, dann
ist ‖Tfk − Tf‖2 = 0 nach (13.50) und damit Tf = g. Da g beliebig war, ist T surjektiv.
2

Die Abbildung T in Satz 13.17 wird ebenfalls Fourier-Transformation genannt und eben-
falls mit F bezeichnet. Man beachte aber, dass für f ∈ L2(Rn) \L1(Rn) die Fouriertrans-
formierte Ff im allgemeinen nicht mehr durch die Formel (13.1) darstellbar ist, da das
Integral nicht definiert zu sein braucht.
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Folgerung 13.18 Für die inverse Fourier-Transformation F−1 : L2(Rn) → L2(Rn) gilt

(F−1f)(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

f(ξ)ei〈x,ξ〉 dξ , (13.51)

falls f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn).

Beweis: Wird zum Abschluss der geneigten Leserin überlassen ! 2
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