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1 Der Integralsatz von Gauf

Wir betrachten offene Mengen © C R"™ mit der Eigenschaft, dass 0f2 eine (n — 1)-
dimensionale C''-Mannigfaltigkeit ist und  lokal nur auf einer Seite von 9 liegt.

Definition 1.1 (C'-Rand)

Sei Q C R™ offen. Wir sagen, dass Q einen C'-Rand hat, falls gilt: Fiir alle a € 02 gibt
es eine offene Menge U C R™ und eine Funktion f € CY(U) so dass V f(x) # 0 fiir alle
x e U gilt und

NNU ={x:z €U, f(x) =0}, (1.1)
QNU ={z:z €U, f(x) <0}. (1.2)
O

Definition 1.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)

Sei M C R" eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M. Ein v € R" heifit
Tangentialvektor an M in a, falls eine stetig differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ existiert
(wobei I ein offenes Intervall im R mit 0 € I ist) mit

p(0)=a, ¢0)=v, o{I)cM. (1.3)

Die Menge
To(M) = {v : v ist Tangentialvektor an M in a} (1.4)
heif$t der Tangentialraum an M in a. O

Satz 1.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)
Sei M C R™ eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M, sei U C R™ offen mit
a € U. Dann gilt:

(1) To(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum von R™.

(ii) Ist ® : T — M NU eine Karte von M mit ®(c) =a, c € T, T C R* offen, so bilden
die k Spalten der Funktionalmatriz Jo(c), das heifit die Vektoren

{01@(c),...,0:P(c)}
eine Basis von T,(M).

(iii) Ist
MNU={z:xz€U, f(x) =0}
mit f € CYU;R"") und rang Js(a) =n —k, so ist

T.(M)={v:veR" (v,Vfi(a)) =0 firallei, 1 <i<n-—k}. (1.5)



Beweis: Sei V; der von den Spalten von Jg(c) aufgespannte Unterraum und
Vo={v:veR" (v,Vfi(a))=0firalei, 1 <i<n-—~k}.

Wegen dim(V}) = dim(V,) = k geniigt es zu zeigen, dass

Vi CT,(M)C V. (1.6)
Zum Beweis der ersten Inklusion sei

k
v = Z )\jaj(I)(c)
j=1
ein beliebiges Element von V;. Wir definieren fiir hinreichend kleines € > 0 eine Abbildung
¢ (—e,e) = R" durch
o(s) = P(c1 + A1s, 0+ Aas, ..., cp + A\gs) .

Dann ist ¢(s) € M fiir alle s, ¢(0) = a, und aus der Kettenregel folgt

P'0)=Jalo) [ 1 | =D Xo®(c) =v,

Y

also v € T,(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v € T,(M). Wihle ¢ : (—¢,&) — R™
geméf Definition 1.2, dann gilt f(y(s)) = 0 fiir |s| hinreichend klein, also gilt fiir alle i
mit 1 <:<n-—-~k

0= (fiop)(0) = (Vfi(p(0)),¥'(0)) = (Vfia),v)
also ist v € V5. O

In Satz 1.3 ergibt sich aus (iii) im Spezialfall dim M = n — 1, dass dim7,(M) = n — 1
und dass V f(a) auf T,(M) senkrecht steht.

Satz 1.4 (Existenz einer stetigen dufleren Normalen)
Sei Q1 C R™ offen, Q habe einen C'-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld v : 992 — R"
so dass fiir alle a € Q) gilt

v(a) LTo(9), |v(a)ll, =1, (1.7)
und dass es fir alle a € ) ein € > 0 gibt mit
a+tv(a) ¢ Q, firallet e (0,¢). (1.8)

Das Vektorfeld v ist stetig auf 0S2. Der Vektor v(a) heifit der duflere (Einheits-) Norma-
lenvektor an 0S) in a.



Beweis: Nach Satz 1.3 ist ist dim 7,(092) = n — 1, und es gilt fiir z € R”
2 L T,(09),z2#0 & z=AVf(a) firein A € R, A #0.

Fiir solche z und hinreichend kleines ¢t > 0 gilt

fla+t2) = fa)+1(z, V() +o(t) = tA|V f(a)|2 + o) = t (AllVf(a)H? + @) '

also folgt fiir hinreichend kleine ¢
fla+1tz) ¢Q & A>0.

Falls auflerdem ||z||, = 1 gelten soll, ist also

Vf(a)
via) = =~ (1.9)
IV f(a)ll,
der eindeutig bestimmte Vektor, welcher (1.7) und (1.8) erfiillt. Da f stetig differenzierbar
ist, ist v stetig in a, und da a beliebig war, ist v stetig auf 0f). O

Wir betrachten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazu
x € R" zerlegt in
r=(2,z,), 2 e€R", z,€R, (1.10)

und wir betrachten folgende Situation: W C R™™! ist offen und beschrinkt, h € C*(W)
mit h(W) C I = (a,b) € R,
M = graph (h) = {(2,z,) : 2 e W, z,, = h(2")} CW x I, (1.11)
A={(2"\z,): 2’ e W, z, €1, 2, <h()}. (1.12)
Nach Konstruktion im Beweis von Satz 1.4 (siche (1.9)) gilt fiir x € M
(—Vh(.T,), 1)
I(=Vh(z), D,

v(r) = (1.13)

Satz 1.5 (Partielle Integration im R")
Es liege die Situation (1.10) — (1.13) vor. Dann gilt fiir alle f € C*(W x I) mit kompaktem
Trager in W x 1

/A 0, () d = /M FOn(E)dsE), 1<i<n. (1.14)

Beweis: Da f kompakten Triager hat, sind f und 0; f stetig und beschrénkt, also existieren
alle Integrale, die im Folgenden auftreten.
Fall 1: i = n. Es ist (Fubini)

h(z')
/Aanf(x)dx:/w/a Onf (2, ) da, dz :/Wf(x,h(x))dx
= | @ @ W1+ VR
_ /M F(E)rn(€)dS(©),




da g(2') = \/ 1+ ||[Vh(2)||3 gilt fiir die Gramsche Determinante der Funktion 2’/ —
(z', h(x')), siche Analysis 3.
Fall 1: Sei 1 <¢ <n — 1. Die durch

h(z")
F(z)) :/ f(&', z,) dx,
definierte Funktion F : W — R hat kompakten Triger in W, also gilt (Ubungsaufgabe)

h(z")
oz/ @F(x’)dm’:/ 0, (/ f(:v’,xn)d:vn> dz' .
w w a

Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (1.13))

h(z")
0= / [/ O:f (2, xy,) dxy, + f(2, h(2"))Oih(z )] dx

// F dxnd:z:—l—/f:z:h N)a:h(a') da

:/Aaif(a;)dx_/Wf(x',h(x))l/l(x h(z \/1+||Vh( )5 da’
_ / Ouf () dir — /M F(Eri(€) dS(©).

O

Folgerung 1.6 Satz 1.5 gilt auch, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das heifst,
falls
A={(" x,): 2" eW z, €1, x,>h(z)}, (1.15)

gilt. Die dufsere Normale ist dann gegeben durch

(Vh(z'), =1)
I(Vh(z"), =Dl

Ebenso qgilt Satz 1.5 auch, falls die Darstellung von M nach einer anderen Koordinate
aufgeldst ist, also

v(r) =

(1.16)

M = {(xh...,xn) : (xl,...,xi,1,$i+1,...,.Z'n) c W, xTr; = h(.ﬁCl,...,$i71,$i+1,...,xn)}
(1.17)

und A, v entsprechend.

Beweis: Entweder durch Modifikation des Beweises von Satz 1.6 oder durch Transforma-
tion auf die Situation des Satzes. O

Definition 1.7 (C*-Zerlegung der Elns)
Sei K C R™, sei (U;)i1<j<n eine offene Uberdeckung von K. Eine Familie (a;)1<j<n von



Funktionen o; € C®(R™) heifit C>°-Zerlequng der Eins fir K beziglich (Uj;);, falls gilt

0<a; <1, firallej, (1.18)
aj(z) =0, fallsz ¢ U, (1.19)

N
Zaj(x) =1 fallsx e K. (1.20)
(]

Kompakte Teilmengen des R™ besitzen immer eine solche Zerlegung der Eins.

Satz 1.8
Sei K C R™ kompakt, sei (U(z))zex ein System offener Mengen mit x € U(x) fir alle
x € K. Dann gibt es endlich viele 7 € K, 1< j < N, mit

K c|Ju@),

Jj=1

und eine C*°-Zerlegung der Eins fir K beziglich (U;)1<j<n, wobei U; = U(a?).

Beweis: Wie frither beginnen wir mit ¢» € C*°(R) definiert durch

Jexp(-3), t>0,
wt)_{o, t<0.

Wir setzen S — 1)
P(t) = :
(4 —t) + 1t —1)
Es ist dann ¢ € C®°(R), und es gilt ¢ (t) = 1 fiir t < 1, (t) = 0 fiir t > 4. Zu jedem
r € K wihlen wir ¢, > 0 mit B(x;3¢,) C U(x). Weiterhin wéihlen wir endlich viele
2 € K,1<j<N,so dass

N
K c|B(alig), e =¢w,

=1

N i Eard
a;(x) =1 <€—§2> .

Dann ist @; € C®(R") mit 0 < &; < 1, &; = 1 in K(a?;¢;) (wobei K(x;¢) = {y :
ly —z||, < e}), und &; = 0 auBerhalb von K(27;2¢;). Eine Zerlegung der Eins wie
verlangt erhalten wir nun durch

a;(x) = 4(2) . — @,
AR | (Gl

und definieren fiir x € R™




Satz 1.9 (Gaufischer Integralsatz) B
Sei Q C R™ offen und beschrinkt, Q0 habe einen C'-Rand. Sei U C R™ offen mit Q C U,
sei ' U — R™ ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

/Q div F(z) do = / (F(€),v(€)) dS(€) . (1.21)

o0

Beweis: Fiir jedes x € Q wihlen wir eine offene Menge U(x) mit x € U(x) C Q. Fiir
jedes x € 02 betrachten wir zunéichst geméfl Definition 1.1 eine lokale Darstellung

nNuU' ={f=0}, aQnU' ={f <0},

mit f € CY(U’) und V[ # 0 iiberall. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen gibt es
offene Mengen (die wir 0.B.d.A. konvex wihlen kénnen) W(z) € R*', I(z) C R und
he : W(z) — I(x), hy € CY(W(x)) mit

U(x)NoQ = {(2',x,) : x, = he(2)},
Ulx)NQ={(z,2,) : 2, < ho(2)},
U(x) =W(z) x I(x),

oder mit “>" statt “<” beziehungsweise aufgelost nach x; statt x,. Geméafl Satz 1.8,

angewendet auf K = Q U 99, wihlen wir endlich viele U(27);<j<y und eine zuge-
ordnete C*>°-Zerlegung der Eins (a;)1<j<y. Wir numerieren so, dass z',..., 2" € 9Q,
ML 2N € Q. Es gilt nun
[P dz_/zak Za]Fk
Q Q=
- [ o)
=1 k=1

= Z/Qdiv (a; F)(x)dx,
/a (P(©).(€) dS(6) = Z /a @y (OF(E).1(€) d5(©).

Es geniigt daher, den Satz fiir o; F, 1 < j < N, zu beweisen.
Fall 1: 5 < M. Wir wenden Satz 1.5 an mit

f=a;F, A=QnU@), M=00nU(z,),

und erhalten

/lev a;jF)(z)dr = Z/ Op(a; Fy)(x) do = Z/ vi(§) dS(€)
- | (ost@r@.ue) dsto).



Fall 22 M < j < N. Es ist U(z;) C €, also supp (a;) C €2, also

/8 o5 (OF(©).v(9) as(6) =0,

und (Ubungsaufgabe)

/Qdiv (a; F)(z) dx = ; /Q O(a;jFy)(x)dz = 0.

Satz 1.10 (1. Greensche Formel)
Sei Q@ CR™ offen und beschrinkt, Q@ habe einen C'-Rand. Seien f € C'(U), g € C*(U),
wobei U C R™ offen ist mit  C U. Dann gilt

/ f(2)Ag(x) dz = — / (Vf@), Vo) det [ F©ag©)dSE).  (1.22)
Q Q o0

wobei
dvg(§) = (Vg(&),v(§))

die Richtungsableitung in Richtung der duferen Normalen bezeichnet. (0,g heif$t auch die
Normalenableitung von g.)

Beweis: Sei F': U — R" definiert durch

F(x) = f(2)Vy(x),

dann ist
(F(£),v(&)) = f(§)vg(£)
und
div F(z) = (Vf(z), Vg(x)) + f(z)div (Vg(z)) = (Vf(2), Vg(z)) + f(x)Ag(z).
Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.9. O

Folgerung 1.11 (2. Greensche Formel)
FEs liege die Situation aus Satz 1.10 vor. Dann gilt (setze f =1)

/ Ag(x) de = / D,9(€) dS(€). (1.23)
Q o0
Ist auferdem f € C*(U), so gilt
/ (fAg — gAf)(x) dx = / (fOg — 90, )() dS(€). (1.24)
Q o0
O



2 Der Integralsatz von Stokes

Wir beschiiftigen uns zuniichst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei 2 C R? offen,
beschrinkt, mit einem C'-Rand 09. Wir nehmen an, es gebe eine stetig differenzierbare
Parametrisierung 7 : [a,b] — R?, mit r(a) = r(b), so dass r : [a,b) — 9 bijektiv ist und
r'(t) # 0 gilt fiir alle ¢ € [a, b].

Sei v : 9 — R? das zugehorige Normalenfeld, siche Satz 1.4. Fiir a € 99, a = r(t) ist
T,(0Q) = span{r'(t)} = {\'(t) : X € R},

also

r'(t) L v(r(t)).
Durch die Parametrisierung r wird ein Durchlaufsinn fiir 02 festgelegt. Wir sagen, dass
0L2 von r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, falls

det(v(r(t)) | r(t)) > 0. (2.1)

Das ist dann der Fall, wenn

_ 1 r5(t) () = |17 va(r(t))
o) = e (10)) ool () e

Anschaulich bedeutet das, dass 02 entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
dass 2 immer “links von der Richtung /() liegt”.

Satz 2.1 (Satz von Stokes im R?)
Sei Q C R? offen und beschrinkt, Q habe einen C*-Rand 090, welcher von der Parametri-

sierung v im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Sei U C R? offen mit Q C U,
sei F': U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/T F(z) - dx = /Q (W Fy — o Fy) () da . (2.3)

Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals und aus (2.2) folgt

[F(x)-dx:/ab (F(r(t)), 7' (1)) dt:/ab<F(r(t)),( (ﬁ(
- [L(E9 ) vy 1= [ <(_FF) ©.(6)) d5(6

_ / (O Fs — 0 F)) (&) da,

letzteres nach dem Satz von Gaufl. O

Fiir F': R? — R?,



gilt also

/mF(x)-dx:/Qldx:)\z(Q),

also etwa fiir den Einheitskreis Q@ = B(0;1), r(t) = (cost,sint)

N (Q) = /0 ' (F(r(t)),r(t)) dt = %/0 ’ sin?(t) + cos®(t) dt = 7.

Wir beschiiftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R3. Sei M eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R3. Wir betrachten nur den Spezialfall, dass M durch eine einzige
Karte (siehe Kapitel 7, Analysis 3) beschrieben wird,

M=3&T), ®:T—-R> T cCR?offen. (2.4)

Sei nun 2 C R? offen und beschrinkt, €2 habe einen C*-Rand 09, es gelte

QcT.

Wir betrachten

A= 0(Q) (2.5)

und definieren (nur fiir den Rest dieses Abschnitts)
0A = D(09). (2.6)

Unter 0A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit ®() vor. Sei nun V C R3 offen, M C V, F' : V — R3. Der Satz von Stokes
besagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen gilt

/ F(a) - dz = / (ot F)(€), v(€)) dS(€) 2.7)
0A A

Hierbei miissen der Umlaufsinn der Randkurve A und die Normalenrichtung v(€) zuein-
ander passend gewéhlt werden. Das erreicht man, indem man erstens 0A parametrisiert
durch eine Kurve ® or : [a,b] — A, wobei r : [a,b] — T eine Kurve ist, welche 92 im
mathematisch positiven Sinn durchlduft, und zweitens das Vorzeichen der Normalen in
einem Punkt & = ®(u), u € Q, festlegt durch (“x” bezeichnet das Vektorprodukt im R?)

1

v(®(u)) = 16:0() X B0, 01 P(u) X Op®(u) . (2.8)

Es ergibt sich dann, da (® o r)'(t) = Jo(r(t))r'(t),
/M Flz) - do = /q) Fz) - do :/a (F(B(r())), Jo(r()r (1)) dt (2.9)
b
_ / (Ja(r())TF(@(r())), 7' (2)) dt (2.10)
_ /F(u) du. (2.11)



wobei F' : T — R? definiert ist durch

Fu) = Jop(u)'F(®(u)) . (2.12)
Wir kénnen jetzt Satz 2.1 anwenden und erhalten
r Q
Nach (2.12) hat F' die komponentenweise Form
Fi(u) = (0;®(u), F(®(u))) , i=1,2. (2.14)
Aus der Produktregel (fiir Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt
3#?2(“) = (010:@(u), F(®(u))) + (0P (u), Jrp(P(u))d1®(u)) (2.15)
Oy Fy(u) = (0200 (u), F(P(u))) + (01P(u), Jr(P(u))02P(u)) (2.16)

Es folgt, falls ® zweimal stetig differenzierbar ist,
(W Fy = 02F) () = (0, (w), Jp(D(w)) 1 B (u)) — (D1 (u), Jp(®(w))Dy®(u)) . (2.17)
Die rechten Seite von (2.17) hat die Form
(y, Az) — (z, Ay) , x,y €R* AcR>?,

Es gilt die algebraische Identitét

3 Q32 — Q23
(y, Ax) — (z, Ay) = Z YiijT; — Z viayy; = (| a3 —asz |,z xy)

i,j=1 i,j=1 21 — G12

Anwendung auf (2.17) liefert mit (2.8)

OaF3 — O3 F
(81F2 — 82F1)(u) == <(83F1 — 81F3) ((I)(U)), 81¢(U) X 82®(U)> (218)
81F2 — 32F1
= ((rot F')(®(u)), v(P(w))) [|01®(u) X O2P(u)], - (2.19)
Es ist also
/Q(ﬁlﬁg — 0, F))(u) du = /Q ((rot F)(®(w)), v(P(u))) |1 ®(u) x 02P(u)|l,du.  (2.20)

Wir kénnen das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung in ein Oberflichenintegral
tiber M zuriickfithren. Sei dazu B = (z|y) € R%? eine Matrix mit den Spalten z und y.
Es gilt die algebraische Identitét

2Tx 2T y 211 112 2 2
" ) =l - ) = el @221)

Mit z = 0,P(u), y = 0.P(u) folgt also, dass fiir die Gramsche Determinante g(u) der
Karte & gilt
Vg(u) = v/det(Jo(u)" Jo(u) = [|0:D(w) x 028 (u)], (2.22)

Die Gleichungen (2.9), (2.13), (2.20) und (2.22) zusammengenommen ergeben die Formel
(2.7) des Stokes’schen Satzes. Wir haben also bewiesen:

det(B"B) = det (

10



Satz 2.2 (Satz von Stokes im R?)

Sei M C R? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch eine globale Karte ® :
T — M beschrieben wird, sei ® zweimal stetig differenzierbar. Seien A C M und F : V —
R3 wie in (2.4) — (2.7) beschrieben, sei der Umlaufsinn von A und die Normalenrichtung
v(&) passend gewdhlt wie beschrieben. Dann gilt

/8A F(z)-dx = /A {(rot F)(&),v(€)) dS(€) . (2.23)

O

Die Satze von GauBl und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dass
ein Integral einer Funktion iiber den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integral
eines Differentials dieser Funktion {iber die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-
bracht wird. Einen einheitlichen allgemeinen begriflichen Rahmen fiir diese Sétze liefert
die Theorie der Differentialformen.

11



3 Differenzierbarkeit in C

Wir wissen bereits einiges iiber die komplexen Zahlen. Aufgefafit als R-Vektorraum, ist C
vermittels j : C — R?,

j(z) = (Rez,Imz2) (3.1)

zu R? isomorph. Da

2l = li (=)l (3.2)
ist die metrische Struktur von C mit der von R? identisch. Also ist eine Teilmenge U
von C genau dann offen (abgeschlossen, kompakt, ...), wenn die entsprechende Menge
j(U) C R? diese Eigenschaft hat. Eine Folge (2, )nen konvergiert genau dann in C, wenn
die Folge (j(2n))nen in R? konvergiert.

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit)
Sei U C C offen. Fine Funktion f : U — C heifit differenzierbar in z € U, falls der

Grenzwert Fzth)— f(2)
. zZ+n)— f(z
lim - (3.3)
h#0
existiert. Wir definieren in diesem Fall die Ableitung von f in z durch
flz+h) - f(2)
/ —
f'(z) = lim Y : (3.4)
h#0
Ist f in ganz U differenzierbar, so sagen wir, dass f in U holomorph ist. O

Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten auch im Komplexen (Beweis ge-
nauso): Sind f,¢g : U — C holomorph, so auch f + g, f-g, af fir a € C, sowie
f/g:U\{g=0} — C, und es gilt

f >' _9f'+ g
g 9
Auflerdem gilt die Kettenregel: Sind f : U — V, g : V — C holomorph, so ist auch
go f:U — C holomorph, und

(9o ) (2)=d(f(2)f'(z), z€U.

(fraf=f+d, (fof=Fg+fd. (aff =af (

Fassen wir C als R-Vektorraum der Dimension 2 auf, so ist eine Abbildung 7' : C — C
R-linear, falls gilt
T(z4+w)=T(z)+T(w), firalle z,w e C,
T(az) =aT(z), firallezeC, acR.

Ist ¢ € C, so ist die durch

T(z)=c-z (3.5)
definierte Abbildung 7' : C — C natiirlich C-linear, und damit auch R-linear. Ihre Ma-
trixdarstellung hat die Form

<Cl _62) , ¢ =Rec, c¢=1Imec, (3.6)

C2

12



was sich unmittelbar aus der Formel fiir die Multiplikation
(1 +ica) (21 +i22) = (c121 — Ca22) + i(caz1 + €122)
ergibt. Ein weiteres Beispiel ist die komplexe Konjugation,
T(z)=%.

Wegen T'(az) = @- Z ist T R-linear, aber nicht C-linear.
Jeder Abbildung f : U — C, U C C entspricht kanonisch eine Abbildung f : j(U) —

R2. Auf f ist die in Analysis 2 entwickelte Differentialrechnung im Mehrdimensionalen
anwendbar. Wir werden im folgenden f und f in der Notation nicht unterscheiden, sondern
einfach von f : U — C sprechen.

Definition 3.2 (Reelle Differenzierbarkeit)
Sei U C C offen. Fine Abbildung f : U — C heifit reell differenzierbar, falls sie differen-
zierbar ist, aufgefaft als Abbildung von U C R? nach R2. O

Lemma 3.3 Sei U C C offen, f: U — C, z € U. Dann sind dquivalent:

(1) f ist differenzierbar in z.

1 ist reell differenzierbar in z, und die Jacobi-Matriz J¢(z) € R?? hat die Form
(i) f h

Tp(2) = (Z _b> (3.7)

a

mit a,b € R.

Beweis: Wie im Reellen beweist man, dass (3.4) dquivalent ist zu

flz+h) = [(z) = f'(2)h fz+h) = f(z) = f'(2)h]

:lim|

lim 2 lim n —0.  (38)
h#0 h#£0
Hieraus folgt die Behauptung, siehe (3.2), (3.5) und (3.6). O

Schreiben wir (e.9)
~ (u(z,y
o= (i)
also u(x,y) = Re f(2), v(z,y) =Im f(2), 2 = x + iy, so ist

1= (Gobe) e ) 6

Satz 3.4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
Sei U C C offen, f : U — C. Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph in U.

13



(i1) f ist reell differenzierbar in U, und fiir die Funktionen uw = Re f und v =1Im f gilt

Opu(z,y) = oyv(z,y), (3.10)
oyu(z,y) = —0v(z,y), (3.11)

fir alle (xz,y) € U.

Die Gleichungen (3.10) und (3.11) heiffen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 3.3 und (3.9). O

Aus der Analysis 2 wissen wir, dass stetige Differenzierbarkeit der Funktionen v und v die
reelle Differenzierbarkeit von f impliziert. Beispiel: Fiir die komplexe Exponentialfunktion
gilt

z 41y

e“=e =e"e"Y =e"cosy +ie’siny,

also
u(x,y) =ecosy, wv(x,y)=e"siny.

Man sieht unmittelbar, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in R? er-
fillt sind, also ist die Exponentialfunktion in C holomorph.

Ist f: U — C holomorph, und sind © = Re f und v = Im f zweimal stetig differenzierbar
(was, wie sich spéter herausstellen wird, bereits aus der Holomorphie folgt), so folgt aus
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Au = 0,(0,u) + 0y(Oyu) = 0,0,v — 0,0,v =0,

und analog
Av=0.

Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also immer Lésungen der La-
place-Gleichung in U.

Wir betrachten nun komplexe Potenzreihen der Form
> an(z—a)f (3.12)
k=0

mit den Koeffizienten (¢ )reny € C um den Entwicklungspunkt a € C. Wir wissen bereits
aus der Analysis 2, dass diese Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises B(a, r),

1

~ limsupy o /el

absolut konvergiert und dort eine stetige Funktion

r

f(2) =) cnl(z—a) (3.13)

k=0

o0

14



definiert. Wir wissen auflerdem, dass die durch gliedweises Differenzieren gebildete Po-
tenzreihe

9(2) = kep(z —a)! (3.14)
k=1
ebenfalls in B(a,r) absolut konvergiert.

Satz 3.5 Jede komplexe Potenzreihe definiert eine im Innern ihres Konvergenzkreises
holomorphe Funktion, deren Ableitung sich durch gliedweises Differenzieren ergibt.

Beweis: Seien f, g durch (3.13), (3.14) gegeben, sei zunéchst a = 0. Wir miissen zeigen,
dass f fir alle z € C mit |z| < r differenzierbar ist und f’(z) = g(z) gilt. Sei ein solches
z fest gewédhlt. Wir definieren

k-1
qr(w) = szwk_l_J
Dann ist
Wb = 2 = (w— 2)u(w),
also .
flw) = f(z) = (w=2) Y exar(w),
k=1
also .
TN ZTE) _ 57 cpgetun) = (w).
Da .
9(2) = aan(z) = Y ek = g(2),
k=1 k=1

geniigt es zu zeigen, dass g stetig ist in z. Nun gilt aber fiir alle |w| < r und alle k

lera(w)] < lexlkp™", p = max{Jwl|, |2[},

und aus dem Weierstra-Kriterium fiir Funktionenreihen (Analysis 2) folgt wie im Reellen
die gleichméBige Konvergenz der Partialsummen von g gegen g, also ist g stetig in z. Der
allgemeine Fall a # 0 wird darauf zuriickgefiihrt, indem wir das eben Bewiesene auf

f(z)=f(z+a)

anwenden. O

15



4 Das Kurvenintegral in C

Sei I = [a,b], f: 1 — C. Wir definieren
b b b
/ f(t)dt:/ (Ref)(t)dH—i/ (Im f)(t) dt . (4.1)

Diese Definition macht Sinn, falls Re f und Im f Lebesgue-integrierbar sind. Fiir die hier
behandelten Teile der Analysis im Komplexen ist es weitgehend ausreichend, nur stiick-
weise stetige Funktionen zu betrachten. Dafiir sind auch andere Integralbegriffe (etwa das
Regelintegral, oder das Riemann-Integral) ausreichend.

Definition 4.1 (Kurvenintegral in C)
Sei vy : [a,b] — C eine stickweise stetig differenzierbare Kurve, sei f : C — C stetig. Wir
definieren das (komplexe) Kurvenintegral von f entlang v durch

[#eri= [ samm . (42

O

Der Wert des Kurvenintegrals in (4.2) ist also eine komplexe Zahl.

Wie im Reellen zeigt man, dass sich das Kurvenintegral durch Umparametrisieren nicht

andert, das heif}t,
[#eri= [ 1@,
¥ Y

falls ¥ =y o4, ¢ : [, B8] — |a, b] stetig differenzierbar, monoton wachsend und bijektiv
ist. Mit

C =~(la, b))
konnen wir daher statt f7 f(2)dz auch

/C F(2)dz

schreiben, wenn festliegt, in welcher Richtung C' durchlaufen wird. (Andern wir die Durch-
laufrichtung, so kehrt sich das Vorzeichen des Kurvenintegrals um.)

Beispiel: Sei v : [0,1] — C, y(t) = tw + (1 — t)z, die Verbindungsstrecke von z nach w.

Dann gilt
1 1
/1dz:/'y’(t)dt:/(w—z)dt:w—z. (4.3)
ol 0 0

Lemma 4.2 Sei U C C offen. Sei ¢ € U mit K(c,r) C U, r > 0. Dann gilt fir C =
0B(c,r), durchlaufen im mathematisch positiven Sinn,

1
/ dz = 2i | (4.4)
C

Z—C

/(z—c)"dz:(), neZ,n#-—1. (4.5)
c
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Beweis: Wir definieren 7 : [0, 27] — C durch
Y(t) = c+re'.

Dann gilt fiir alle n € Z

27 2
/(Z o C)n dz = / rnezntlrelt dt = n+1/ ei(nJrl)t dt,
C 0 0

woraus beide Behauptungen folgen. O

Lemma 4.3 Sei U C C offen, f : U — C stetig, v : [a,b] — U eine stickweise stetig
differenzierbare Kurve. Dann gilt

2)dz| < |flloL(7) (4.6)

b
- [l (47

wobei

die Léinge der Kurve vy ist.

Beweis: Es ist

/f d4<wn/Nv|w'

Definition 4.4 (Stammfunktion)
Sei U C C offen, f: U — C. FEine holomorphe Funktion F : U — C heifst Stammfunktion
von fin U, falls F'(z) = f(2) gilt fir alle z € U. O

Lemma 4.5 Set U C C offen, f: U — C stetig, sei F' eine Stammfunktion von [ in U.
Dann gilt

/ﬂaw=ﬁm@»—ﬂw@> (48)

fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve 7 : [a,b] — U. Insbesondere gilt

/f(z) dz=0 (4.9)

falls ~ geschlossen ist (das heifst, es gilt v(b) = v(a)).

Beweis: Es gilt

/f(Z) dz:/ @) () dt:/ (Foy)(t)dt = F(y(b)) — F(y(a)).

17



Die Formel (4.5) in Lemma 4.2 fiir n # —1 ist ein Spezialfall von Lemma 4.5 mit

B 1
T on+1

(z —c)"tt.

fR)=(E=-o" F(z)

Es hdangt u.a. von der Form von U ab, ob zu einer gegebenen Funktion f : U — C eine
Stammfunktion existiert. Aus Lemma 4.2 folgt beispielsweise, dass

in U = C\ {0} keine Stammfunktion hat. (In R\ {0} ist F'(¢) = In(|¢|) eine Stammfunktion
von f(t) =1/t.)

Wir erinnern: Ein U C C heifit sternférmig, falls ein Punkt ¢ € U existiert, so dass fiir
alle z € U die Verbindungsstrecke [c, z] ganz in U liegt. Zu einem solchen ¢ betrachten
wir Dreiecke A(c) der Form

A(c) = conv{c, z,w}, zweU. (4.10)

Satz 4.6 Sei U C C offen und sternformig, sei f : U — C stetig, es gelte

/M( )f(z) dz=0 (4.11)

fiir alle Dreiecke A(c) der Form (4.10), welche A(c) C U erfillen. Dann hat [ eine

Stammfunktion in U.

Beweis: Fiir z € U definieren wir
P = [ 10, (412)
Yz

wobei
Y. [0,1] = U, ~.(t) =tz+ (1 —1t)c

die Verbindungsstrecke von ¢ nach z ist. Sei 7 > 0 so klein, dass B(z,r) C U, sei w €
B(z,r) beliebig. Dann liegt das durch (4.10) definierte Dreieck A(c) ganz in U, und es
gilt
o= [ q©dc= [ s©dc+ [ srac [
OA(c) [¢,2] [z,w] [w,c]

also

Flw) = F(z) + f(¢)dc¢.

[z,w]
Fir w € B(z,r), w # z folgt mit (4.3)
F(w) — F(z) 1 1 B
T—f(z)—m [sz]f(f)df—f(z) T w—2 o (€)= f(z)d¢,

also mit Lemma 4.3

Fw) = F(z) f@‘ < L[z, w)) sup |f(C) = f(2) = sup |F(Q) — f(2)],

w—z B |U} - Z‘ C€[z,w] CElz,w]
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also

F — F
sup | =FE o)l < sup (1) - 10201,
W€f7(é?r) w 4 weB(z,r)

und aus der Stetigkeit von f folgt

MECENG

?’U;’j w—z

- 1] =,

also ist F' differenzierbar in z und F’(z) = f(2). Da z € U beliebig war, folgt die Behaup-
tung. O

Satz 4.7 (Lemma von Goursat)
Sei U C C offen, sei f : U — C holomorph. Dann gilt

f(z)dz=0 (4.13)
oA

fiir jedes Dreieck A mit A C U.

Beweis: Sei A = conv {a,b,c} ein Dreieck mit A C U. Wir setzen Ay = A und zerlegen
Ap in 4 kongruente Dreiecke D, ..., Dy, indem wir die drei Seitenmitten verbinden. Es
gilt dann

flz)dz =" f(2)dz, (4.14)

Ao e J oDy,

wenn wir die Réander alle im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. Wir setzen A; =
Dy, wobei wir k so wéhlen, dass

f(z)dz

0Ag

<4 f(z)d=

0A1

(4.15)

gilt. Indem wir diese Konstruktion wiederholen, erhalten wir eine Folge (A, )nen von
Dreiecken mit

/ f(z)dz| <4 f(2)dz| . (4.16)
OAp_1 oA,
Aufgrund der Konstruktion gilt offensichtlich

diam (A,) = 27"diam (A), L(90A,) =2""L(0A). (4.17)

Da Ay D A; D ... und alle A,, kompakt sind, folgt aus der endlichen Durchschnittseigen-
schaft kompakter Mengen, dass es ein ¢ € U gibt mit

() An={c}. (4.18)

neN

Wir definieren nun g : U — C durch

f()=fl0) g
g(z):{—z_c fle), z#e,

0, z=rc.
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Da f holomorph ist, ist g stetig in U, und es gilt

f(z) = fle) + (z =) f'(c) + (z — c)g(2),

also fiir alle n € N

(2)dz = » (c)dz + /{m (z—0)f'(c)dz + /8A (z—c)g(z)dz. (4.19)

0A,

Die ersten beiden Integrale auf der rechten Seiten sind Null nach Lemma 4.5, da die
Integranden (als Funktionen von z) Stammfunktionen besitzen. Aus Lemma 4.3 folgt

| tea
0AR
da in jedem Dreieck D gilt diam (D) < L(0D). Aus (4.16) und (4.17) folgt weiter

< L(0A,) sup |z —cllg(2)| < (L(0AW))* sup |g(2)], (4.20)

2€0A, 2€0A,

f(z)dz| < 4" f(z)dz| < AM(L(0A,))* sup |g(2)| = (L(OA))* sup |g(2)].
OA OA, z€0A, z€0AR,
(4.21)
Da g stetig ist und g(c) = 0, folgt
lim sup |g(z)] =0,
=00 2e0A,
und damit aus (4.21)
f(2)dz=0.
OA
O

Satz 4.8 (Integralsatz von Cauchy)
Ser U C C offen und sternformig, sei f : U — C holomorph. Dann hat f eine Stamm-
funktion in U, und es gilt

/Cf(z) dz=0 (4.22)

fiir jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Kurve C' in U.

Beweis: Nach Satz 4.7 gilt (4.22) fiir alle Kurven C' der Form C' = 9A; A C U Dreieck.
Aus Satz 4.6 folgt, dass f in U eine Stammfunktion hat, und aus Lemma 4.5 folgt, dass
(4.22) fiir jede geschlossene Kurve gilt. O

Satz 4.9 (Integralformel von Cauchy fiir Kreise)

Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(c,7) CU mitc € U, r > 0. Dann gilt
fir alle z € B = B(c,r)

1 w
1) =5 [ I

21t Jop w — 2

dw . (4.23)
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Beweis: Sei z € B fest gewéhlt. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

flw) f(w)
/BB(W) p— dw = /63(2,5) p— dw (4.24)

gilt fiir alle ¢ > 0 mit B(z,e) C B(c,r) . Dies folgt aus Satz 4.8, angewendet auf die in
U\ {z} holomorphe Funktion f,

flwy = L

und die Kurven C} und Cy, welche in den sternformigen Mengen U; = B(c, 7+ 6) \ Ly
beziehungsweise Uy = B(c,r + 0) \ Ls liegen (siehe Bild). Es gilt ndmlich

/ fwydw= | Fwydw+ | fw)dw+ / f(w) dw.
0B(c,r) C Cs 1o}

B(z,e)

und nach Satz 4.8 sind die Kurvenintegrale iiber C; und C gleich Null. Im zweiten Schritt
des Beweises zeigen wir, dass die rechte Seite in (4.24) gleich 27i f(z) ist. Aus (4.24) folgt

/ f) / 1) +/ flw) = f(2) o
OB(cr) W — 2 OB(ze) W — 2 OB(z,€) w—2z

:2m’f(z)+/ S = 1)

w (4.25)
OB(z,e) w—z

wegen Lemma 4.2. Die durch
fw=fz) £ 2
w) = w—z ’ ’
g( ) f/(Z) ) w==z,

definierte Funktion g : U — C ist stetig, also auf der kompakten Menge K(c,r) be-
schrankt, sei etwa |g(w)| < M. Es folgt aus Lemma 4.3

/ g(w) dw‘ < 2meM .
OB(z,€)

Da wegen (4.25) das Integral faB(z 9 g(w) dw nicht von £ abhéngt, folgt

/ g(w)dw =0,
0B(z,¢)

und damit die Behauptung des Satzes. O

Wenden wir die Integralformel mit z = ¢ an, so erhalten wir unmittelbar den folgenden
Satz.

Satz 4.10 (Mittelwerteigenschaft)
Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(z,v) C U mit z € U, r > 0. Dann
gelten

27
£(z) = % [ peeretyar (4.26)
sowie
f(2)] < oax | f(w)]. (4.27)
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Beweis: Aus (4.23) folgt

1 1 2m it ) 1 2w )

f(z)= —/ J(w) dw = — Mire” dt = — fz+ret)dt,
20 Jop(ayy W — 2 2m J, re't 2m Jo

und (4.27) folgt unmittelbar aus (4.26). O

Satz 4.11 (Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor)
Sei U C C offen, f:U — C holomorph, sei K(a,r) CU mita € U, r > 0. Dann gilt

Z) = N C Z—a,k C _L ﬂ w
)= at-af, /BBW) A du, (4.28)

 2mi
k=0
fir alle z € B(a,r), und dort konvergiert die Potenzreihe absolut.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall a = 0. Sei z € U mit |z| < r fest gewéhlt. Die
Integralformel von Cauchy besagt, dass

1 f(w)

=5 dw. 4.29
/() 270 Sy =r W — 2 v ( )
Es gilt fiir alle w mit |w| =r
w—z wl—2 w w/
w k=0

also
f(z) = % /w_r % 3 (%)k dw | (4.30)

Fir gy : 0B(0,r) — C,

_ f(w) <Z>’“
gk(w) — w w )
gilt
gkl < —Hf”mqk, q= Ll <1,
T T

also sind die Partialsummen s, = )", _, gx nach dem Weierstraf-Kriterium gleichméBig
gegen eine stetige Funktion konvergent, und wir kénnen die Summe mit dem Integral
vertauschen, also

- A ) e S [ e

k=0 “ lwl=r

Der Fall eines allgemeinen a wird durch Translation auf den obigen Fall zuriickgefiihrt,
indem wir wieder f(z) = f(z — a) betrachten. O

Folgerung 4.12 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Dann ist f in jedem Punkt
z € U beliebig oft komplex differenzierbar.
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Beweis: Nach Satz 4.11 148t sich f in einer (hinreichend kleinen) Umgebung jedes Punktes
z € U in eine Potenzreihe entwickeln. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzkreises
beliebig oft differenzierbar. O

Folgerung 4.13 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei K(a,r) C U mit a € U,
r > 0. Dann gilt fir die Koeffizienten cj der Potenzreihenentwicklung (4.28) von f um a
die Abschditzung
M(r
ool < 0 aar) = max [7(2). (1.31)

|z—al|=r

Beweis: Nach Satz 4.11 gilt

/ ﬂdw < iQﬂ'?"M(T) = M(r) )
8B(a,r)

(w — a)k+T = or rht1 rk

1

2

k| =

Folgerung 4.14 (Satz von Liouville)
Sei f . C — C holomorph. Ist f auf C beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis: Sei a € C beliebig. Mit || f||, = sup.cc | f(2)| folgt aus Folgerung 4.13, dass fiir
die Potenzreihendarstellung
fz) =Y alz—a)
k=0

gilt, dass
11l
x| < Tk
fir alle £ und alle r > 0, also ist ¢, = 0 fiir alle £ > 1 und damit f(z) = ¢, konstant in
allen K (a,r) und damit in ganz C. O

Umgekehrt bedeutet der Satz von Liouville, dass jede nichtkonstante Funktion f : C — C,
welche auf ganz C holomorph ist, unbeschrankt sein muss.

Satz 4.15 (Satz von Morera)
Sei U C C offen, f: U — C stetig, es gelte

f(z)dz=0 (4.32)
GYN

fiir alle Dreiecke A mit A C U. Dann ist f holomorph in U.

Beweis: Sei z € U beliebig. Wahle r > 0 mit B(z,r) C U. Nach Satz 4.6 hat f eine
Stammfunktion F'in B(z,r). F' ist holomorph und nach Folgerung 4.12 zweimal differen-
zierbar in B(z, ), also ist f = F’ differenzierbar in z. Da z beliebig war, ist f holomorph
inU. O

Zusammengenommen folgt aus dem Integralsatz von Cauchy und dem Satz von Morera,
dass in einer offenen sternférmigen Menge die Holomorphie von f &quivalent ist zum
Verschwinden aller Integrale iiber geschlossenen Kurven.
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Satz 4.16 Sei U C C offen, sei (fn)nen eine Folge von holomorphen Funktionen f, : U —
C, welche kompakt gegen eine Funktion f : U — C konvergiert, das heifst, f,|K — f|K
gleichmdfig fiir jede kompakte Teilmenge K C U. Dann ist f holomorph in U.

Beweis: Sei A ein beliebiges Dreieck mit A C U. Dann gilt f,|A — f|A gleichméBig, da
A kompakt ist, also ist f|A stetig. Da jedes z € U innerer Punkt eines solchen Dreiecks
ist, ist f auf ganz U stetig. Aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf eine offene
konvexe Umgebung von A, folgt

fn(2)dz=0
GYN

fiir alle n € N. Aus der gleichméfiigen Konvergenz f,, — f auf dA folgt

f(z)dz = lim fn(2)dz=0.
oA

Also ist nach Satz 4.15 f holomorph in U. O
Wir betrachten nun folgende Situation. Sei U C C offen, es gelte
T(U)="U, (4.33)

wobei 7(z) = Z die komplexe Konjugation bezeichnet. Wir setzen

Ur=Un{z:2€C, Imz > 0}, (4.34)
U.=UNn{z:2€C,Imz <0}, (4.35)
Uy = UNR. (4.36)

Zu einer gegebenen Funktion f: U, U Uy — C betrachten wir die durch f|(U+ Ulp) =f
und

f2)=1F), zeU-, (4.37)
definierte Fortsetzung f :U — Cvon f.

Satz 4.17 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)
Seien U, f und f wie in (4.33)-(4.37) beschrieben. Sei f stetig auf Uy U Uy, holomorph
auf Uy, und es gelte f(Uy) C R. Dann ist f auf U holomorph.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass f in allen Punkten z € U stetig ist. Fiir z € Uy
und z € U_ folgt dies direkt aus der Definition. Sei nun z € Uy, sei (2, )nen Folge in U
mit z, — 2. Ist z, € Uy U Uy fiir alle n, so gilt f(z,) = f(z.) — f(2) = f(2) nach
Voraussetzung; ist z, € U_ fiir alle n, so gilt

f(zn) = f(z0) = F(2) = f(2),

da f(U) C R. Verlauft die Folge (zn)nen sowohl in Uy als auch in U_, so zerlegen wir
sie in die beiden entsprechenden Teilfolgen. Nun zur Differenzierbarkeit von f. Auf U_
ist f = 7o for reell differenzierbar. Sei z € U_. Ist f'(Z) = a + ib, so folgt aus der

Kettenregel
1 0 a —b\ (1 0 a b
Ti(2) = (0 —1) <b a) (o —1) - (—b a) !
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also ist f nach Lemma 3.3 differenzierbar in z und damit (da z beliebig war) holomorph in
U_. Sei nun z € Uy, sei r > 0 so gewahlt, dass B(z,r) C U. Sei A C B(z,r) ein beliebiges
Dreieck. Gilt A C Uy oder A C U_, so folgt

f(2)dz=0 (4.38)
oA

aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf U, N B(z,r) beziehungsweise U_ N
B(z,r). Andernfalls gilt AN U # ), und die reelle Achse teilt A in zwei Teile (oder eine
Seite oder Ecke von A liegt auf der reellen Achse). Es folgt

aAf(Z>dZ: g f(2)dz + ; f(2)dz, (4.39)

wobei C'; den Rand von ANU, bezeichnet. (Die Menge ANU, ist entweder ein Dreieck,
oder ein Viereck, oder sie ist leer.) Sei € > 0 hinreichend klein, sei C';(¢) der Rand von
AN{z:ze€C,Imz > ¢e}. Dann ist C(¢) eine Kurve in Uy, und wie oben folgt

/ f(z)dz=0. (4.40)
Cy(e)
Aus der Stetigkeit von f folgt (siche Bild)

f(2)dz = lim f(2)dz=0. (4.41)
Ct+ =0 oo

Analog beweist man [, f(2)dz = 0. Damit ist die rechte Seite in (4.39) gleich Null,
also gilt (4.38) fiir alle Dreiecke in B(z,r). Aus Satz 4.15 folgt nun, dass f in B(z,7)
holomorph ist. O
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5 Zusammenhang

Definition 5.1 (Zusammenhang, Wegzusammenhang)

Sei (X, d) metrischer Raum. X heifit zusammenhingend, falls es aufer ) und X keine
Teilmenge von X ¢ibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. X heifst wegzusam-
menhdngend, falls es fir alle x,y € X eine stetige Funktion r : [0,1] — X gibt mit
r(0) =z, r(1) = y. Ein solches r heifit Weg von x nach y. O

Offensichtlich ist R™ wegzusammenhéngend fiir alle n € N, und damit auch C.

Lemma 5.2 Sei (X,d) metrischer Raum. Ist X wegzusammenhingend, so ist X auch
zusammenhdngend.

Beweis: Sei X wegzusammenhédngend. Wir nehmen an, X ist nicht zusammenhéngend.
Sei U C X offen und abgeschlossen mit U # (), U # X. Seien z,y € X mit x € U, y ¢ U,
sei r: [0,1] — X ein Weg von x nach y. Wir definieren

J={t:te]0,1), r([0,t) CU}, T =supl.

Esist 0 € J, 1 ¢ J, und es gilt entweder J = [0,7] oder J = [0,7T). Ist J = [0,T], so
ist (T) € U, T < 1, und es gibt ein 6 > 0 mit ([T, T + ¢)) C U (da r stetig und U
offen), also gilt sup J > T + §, ein Widerspruch. Ist J = [0,7), so ist r(T') ¢ U, T > 0,
und es gibt ein 6 > 0 mit r((7T"— 0,7]) € X \ U (da r stetig und X \ U offen), also gilt
sup J < T — §, ebenfalls ein Widerspruch. O

Fiir eine Teilmenge X von R (aufgefasst als metrischer Raum, mit der von |- | induzierten
Metrik) gilt (Ubung)

X zusammenhéngend & X wegzusammenhéngend & X Intervall

(5.1)

Satz 5.3 Seien (X,dy), (Y,d2) metrische Riume, sei f : X — Y stetig und surjektiv.
Dann gilt:

X zusammenhingend = Y zusammenhingend (5.2)

X wegzusammenhdngend = Y wegzusammenhdingend (5.3)

Beweis: Zu (5.2). Ist Y nicht zusammenhéngend, so gibt es V C Y mit V #£ (), V #Y,
V ist offen und abgeschlossen in Y. Dann ist auch U = f~}(V) offen und abgeschlossen
in X, und da f surjektiv ist, gilt U # () und U # X, also ist X nicht zusammenhingend.
Zu (5.3). Seien yy,y2 € Y, dann wéhlen wir 1, x5 € X mit f(z;) = y;. Ist r: [0,1] = X
ein Weg von 7 nach x5, soist for:[0,1] — Y ein Weg von y; nach ys. O

Sei f : [a,b] — R stetig. Wenden wir Satz 5.3 an mit X = [a,b], Y = f([a,b]), so ergibt
sich wegen (5.1), dass f([a, b]) ebenfalls ein Intervall ist. Satz 5.3 verallgemeinert also den
Zwischenwertsatz aus Analysis 1.
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Lemma 5.4 Sei (X, d) metrischer Raum. Dann wird durch
T~y & es gibt einen Weg von x nach y (5.4)

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Die zugehirigen Aquivalenzklassen heifien Weg-
komponenten von X.

Beweis: Ist 7 : [0,1] — X ein Weg von x nach y, so definiert 7#(¢) = r(1 — t) einen Weg
von y nach z. Sind r, 7 : [0,1] — X Wege von = nach y beziehungsweise von y nach z, so
ist 7:[0,1] - X,

=
SN~—
I
—
=
P
DO
~
N~—
= O
IA N

~

IA A
—_ N

ein Weg von x nach z. O

Ein metrischer Raum (X, d) ist also wegzusammenhéngend genau dann, wenn X nur eine
Wegkomponente besitzt (ndmlich X selbst).

Satz 5.5 Fine offene Teilmenge des R™ ist genau dann zusammenhdingend, wenn sie
wegzusammenhdngend ist.

Beweis: Sei U C R” offen. Wegen Lemma 5.2 braucht nur die Implikation
U zusammenhangend = U wegzusammenhéngend (5.5)

bewiesen zu werden. Zunéchst gilt, dass jede Wegkomponente W von U offen ist in R"™.
(Ist z € W, so gibt es ein € > 0 mit B(z,e) C U, und da fiir y € B(x,¢) auch [z,y| C
B(z,¢) gilt, folgt B(x,e) C W.) Sei nun U nicht wegzusammenhéngend, sei W C U eine
Wegkomponente von U mit W # U. Da U\ W die Vereinigung aller von W verschiedenen
Wegkomponenten von U ist, ist U \ W offen in R". Die Mengen W und U \ W sind
auch offen in U, damit ist W abgeschlossen in U, und W # (), W # U. Also ist U nicht

zusammenhédngend. O

Definition 5.6 (Gebiet)
Sei U C R". U heifit Gebiet, falls U offen und zusammenhdngend ist.

Satz 5.7 Sei U C C Gebiet, sei f: U — C holomorph mit f' =0 in U. Dann ist f in U
konstant.

Beweis: Sei a € U beliebig. Nach Satz 4.11 hat f in einer hinreichend kleinen Umgebung
B(a,¢) eine Potenzreihenentwicklung

f2) =) ealz—a).
k=0
In B(a,e) gilt f*) = 0 fiir alle k > 1, also auch ¢, = f*(a)/k! = 0 fiir alle k > 1, also
f(2) = co = f(a) fiir alle z € B(a,e). Sei ¢ € U fest gewéhlt, sei

A={z:z€eU, f(z) = f(o)}.

Nach dem eben Bewiesenen ist A offen in U. Wegen A = f~}({f(c)}) ist A abgeschlossen
in U. Da U zusammenhingend ist und A # 0, ist A = U. O
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Satz 5.8 (Inverse Funktionen)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph, ¢ € U. Ist f'(c) # 0, so gibt es ein € > 0, so
dass fir B = B(c,¢) gilt:

(i) f: B — f(B) ist bijektiv, f(B) ist offen in C,
(ii) f~': f(B) — B ist holomorph.

Beweis: Da f nach Folgerung 4.12 beliebig oft differenzierbar ist, ist insbesondere f’ :
U — C stetig. Wegen f'(c) # 0 ist J¢(c) € R®? invertierbar; ist f'(c) = a + ib, so ist

o= (5 ) o= (4 1) (5:6)

Aus dem Satz {iber inverse Funktionen (Analysis 2) folgt die Existenz von € > 0, so dass
(i) gilt, £~ in f(B) stetig reell differenzierbar ist und

Ji-1(f(2)) = Jp(2)7", fiir alle 2 € B.

Da (5.6) auch gilt, wenn wir ¢ durch z € B(c, ¢) ersetzen (und entsprechend f'(z) = a+1ib
zerlegen), ist f~! in f(z) (komplex) differenzierbar fiir alle z € B, also folgt (ii). O

Definition 5.9 (Biholomorphe Funktion)
Seien U,V C C offen. Fine auf U holomorphe Funktion f : U — V heifst bitholomorph,
wenn f bijektiv und f=* auf V holomorph ist. O

Satz 5.8 besagt also, dass holomorphe Funktionen f lokal biholomorph sind in Punkten
¢ mit f’(¢) # 0. Das einfachste Beispiel einer nicht biholomorphen, nicht konstanten

Funktion ist
fz)y=2", m>2. (5.7)

Fir
mit w # 0 gilt

genau dann, wenn

pm =7, ezmw — eup’

und letzteres gilt genau dann, wenn

mp—@o=2kn, keZ.

Es gibt also genau m verschiedene Zahlen

m

k
szWeXp(i£+2ﬂ'i—), k=0,....m—1, (5.9)
m

welche (5.8) erfiillen. Fiir w = 1 ergeben sich die sogenannten m-ten Einheitswurzeln

k
zk:exp<2m’—) , k=0,....m—1. (5.10)
m

28



Definition 5.10 (Ordnung einer Nullstelle)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph, a € U mit f(a) = 0. Die Zahl

m = min{k : f®(a) # 0} (5.11)

heifit die Ordnung der Nullstelle a. (Sind alle Ableitungen in a gleich Null, so sprechen
wir von einer Nullstelle unendlicher Ordnung.) O

Die Funktion f(z) = 2™ hat offensichtlich in 0 eine Nullstelle der Ordnung m.

Satz 5.11 Se: U C C offen, f : U — C holomorph, a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m € N. Dann gibt es eine Umgebung B(a,e) C U von a und eine holomorphe
Funktion h : B(a,e) — C mit h(a) =0, h'(a) # 0 und

f(z)=h(z)", ze€ B(a,e), (5.12)

und
f(z) #0, fir alle z € B(a,¢),z # a. (5.13)

Beweis: f 148t sich in einer hinreichend kleinen Umgebung V' von a in eine Potenzreihe
entwickeln, also (da f®)(a) = 0 fiir k < m)

fR)=(z=a)"g(2), g(z)=cnt Y alz—a)*™, (5.14)

k=m+1

und

9(0) = cn £0 (5.15)
nach Voraussetzung. Da auch die Potenzreihe fiir g in V' konvergiert, ist g in V' holomorph.
Sei ¢ € C mit

p(c) = g(a), wobei p(z) = 2".
(Es gibt m verschiedene Zahlen ¢ mit dieser Eigenschaft.) Dann ist ¢ # 0, p/(c) = mc™ ! #
0, also gibt es nach Satz 5.8 ein § > 0, so dass p auf B(c, d) biholomorph ist. Wahle nun
e > (0 mit
Bla,e) cV, 0¢g(B(a¢)) Cp(Bc9)),

und definiere

h(z) = (z—a)p '(g9(2)), z€ Bla,e). (5.16)
Dann ist A holomorph auf B(a,¢), und
h(z)™ = (2= a)"(p~ (9(2)))" = (2 — a)"g(2) = f(2).
Aus (5.16) folgt h(a) =0 und h'(a) = p~'(g(a)) = c # 0. O

Die Aussage (5.13) bedeutet: Jede Nullstelle a endlicher Ordnung einer holomorphen
Funktion ist isoliert, das heifit, in einer hinreichend kleinen Umgebung von a liegen keine
weiteren Nullstellen von f.

Satz 5.12 (Identitétssatz)
Ser U C C Gebiet, seien f,g: U — C holomorph. Dann sind dquivalent:
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(i) Es gilt f =g aufU.
(i1) Die Menge {f = g} hat einen Hiufungspunkt in U.
(iii) Es gibt ein a € U mit f®(a) = g™ (a) fiir alle k € NU {0}.
Beweis: “(i)=(ii)” ist klar.
“(ii)=-(iii)”: Sei a € U Haufungspunkt von {f = g}. Da {f = g} abgeschlossen ist in U,
ist € {f = g}. Die Funktion w = f — ¢ ist holomorph in U, und w(a) = 0. Da nach

Voraussetzung in jeder Umgebung von a eine weitere Nullstelle von w liegt, kann a nach
Satz 5.11 keine endliche Ordnung haben, also

0= () = fY(a) - 9¥(a)
fiir alle k£ € N.
“(iii)=-(i)”: Wir definieren
A={z: z€U f¥(2) =gW(2) fir alle k e NU{0}} = ({f® =¢gW}.  (5.17)
k=0

Dann ist A abgeschlossen in U als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, und nichtleer
nach Voraussetzung. A ist aulerdem offen in U: Sei a € A, w = f — g, dann gilt

S
—~
I\
~—
I
(]
g
=
—~
Q
~—
—
I
|
S
~—
ko
I
o

k=0

in einer hinreichend kleinen Umgebung V von a, also auch w™®)(z) = 0 fiir alle z € V und
alle £ € N. Da U zusammenhéngend ist, folgt A = U und damit f = ¢ in U. O

Eine holomorphe Funktion f ist also bereits dann eindeutig bestimmt, wenn wir ihre
Werte f(z,) kennen fiir irgendeine konvergente Folge (z,)nen, die aus unendlich vielen
verschiedenen Folgengliedern besteht.

Folgerung 5.13 Sei I Intervall in R, sei U Gebiet in C mit I C U. Dann gibt es zu
jeder Funktion f : 1 — R hdochstens eine holomorphe Fortsetzung f: U — C. O

Folgerung 5.14 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle
unendlicher Ordnung von f. Dann ist f =0 in U.

Beweis: Wir setzen g = 0 in Satz 5.12. O

Satz 5.15 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m. Dann gibt es ein 6 > 0 und eine offene Umgebung V von a mit V C U, so
dass gilt:

f(V) = B(O> 6) ) (518)
jedes w € B(0,8) mit w # 0 hat genau m Urbilder unter f in V', und a ist die einzige
Nullstelle von f in V.
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Beweis: Wir setzen
p(z) =2".
Im Spezialfall a = 0, f = p, gelten die Aussagen des Satzes fiir alle § > 0 mit

V = B(0, ¥/5).

Zum Beweis des allgemeinen Falls betrachten wir eine Funktion h : B(a,e) — C mit
den Eigenschaften aus Satz 5.11, wobei wir ¢ > 0 so klein wéhlen, dass h auf B(a,¢)
biholomorph und h(B(a,¢)) offen ist. (Das ist moglich nach Satz 5.8, da h/(a) # 0.) Wir
wéhlen 0 > 0 so, dass
B(0, ¥/6) C h(B(a,e))
und setzen
V =h (B0, ¥6)).

Wegen f(z) = h(z)™ist f = poh auf V, und da h auf V' bijektiv ist, folgen alle Aussagen
fiir f aus den entsprechenden Aussagen fiir p. O

Definition 5.16 (Offene Abbildung)
Seien (X, dy), (Y,ds) metrische Riaume. Fine Abbildung f : X — Y heif§t offen, falls fir
alle W C X gilt

W offen = fF(W) offen. (5.19)

O

Satz 5.17 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f
offen, und f(U) ist ebenfalls ein Gebiet.

Beweis: Sei W offen in U, sei ¢ € f(W) beliebig, ¢ = f(a), a € W. Wir betrachten
g:U —C,

9(z) = f(z) —c.
Dann ist a eine Nullstelle endlicher Ordnung von g. (Andernfalls wire g = 0 und damit
f konstant nach Folgerung 5.14.) Wir wenden Satz 5.15 an auf g|W : W — C. Also gibt

es ein 0 > 0 mit
B(0,6) C g(W),

also

cec+ B(0,0) Cc+g(W) = f(W),
also ¢ € int (f(W)). Da ¢ beliebig war, ist f(IV) offen. Aus Satz 5.3 folgt, dass f(U)
zusammenhéngend ist, also ist f(U) Gebiet. O

Satz 5.18 (Maximumprinzip)
Sei U C C Gebiet, f: U — C holomorph, es gebe ein a € U mit

|f(a)] = max[f(2)]. (5.20)

zeU

Dann ist f konstant.
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Beweis: Ist f nicht konstant, so ist f(U) offen nach Satz 5.17, also gibt es zu jedem a € U
ein 6 > 0 mit

fla) € B(f(a),d) C f(U),
also kann (5.20) nicht gelten. O
Folgerung 5.19 Sei U C C beschrinktes Gebiet, sei f : U — C stetig in U und holo-
morph in U. Dann gilt

Sup |f(2)] = max[f(z)|. (5.21)

Beweis: Auf der kompakten Menge U hat | f| ein Maximum, welches wegen Satz 5.18 nur
dann in U liegen kann, wenn f konstant ist. O
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6 Isolierte Singularititen, Laurentreihen

Notation 6.1 (Punktierte Kreisscheibe)
Seia € C, r > 0. Die Menge
BY(a,r) = Bla,)\ {a} (6.1)

heifst die punktierte Kreisscheibe um a mit Radius r. O

Definition 6.2 (Isolierte Singularitiit)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph. Ist a € C mit a ¢ U, aber B%(a,r) C U fiir ein
r > 0, so heifit a eine isolierte Singularitit von f. O

Ein solches a ist ein isolierter Punkt des Komplements C \ U. Wir interessieren uns fiir
das Verhalten einer holomorphen Funktion in der Né&he eines solchen Punktes, welcher
ein Loch im Definitionsgebiet von f reprisentiert. Zunéchst ist klar, dass in der Situation
von Definition 6.2 die Menge U U {a} ebenfalls offen ist.

Satz 6.3 (Fortsetzungssatz von Riemann, hebbare Singularitit)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f. Dann sind
dquivalent:

(i) f ist holomorph auf UU{a} fortsetzbar (das heifst, es gibt eine holomorphe Funktion
f:UU{a} — C mit flU = f).

(11) f ist stetig auf U U {a} fortsetzbar.
(iii) Es gibt ein v > 0, so daf f auf BY(a,r) beschrinkt ist.
(iv) Es gilt
lim(z —a)f(z) =0. (6.2)

z—a

z#a
In diesem Fall heifit a eine hebbare Singularitit von f.

Beweis: Die Implikationen “(i)=-(ii)=-(iii)=-(iv)” sind offensichtlich. Wir zeigen die Im-
plikation “(iv)=-(i)”. Seien g,h : U U {a} — C definiert durch

m@_{y—wﬂ@,zfm

) z = CL,
h(z) = (z = a)g(2).

Wegen (6.2) ist g stetig in a. Wegen

h(z) = h(a) + (z — a)g(2)

ist h differenzierbar in a, also holomorph in U U {a}. Also hat h in einer hinreichend
kleinen Umgebung B(a,d) von a eine Potenzreihenentwicklung der Form (da h(a) = 0,

h'(a) = g(a) = 0)

oo o.]
g ckz—a z—a2§ ck+2z—a
k=2 k=0
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Da aufierdem gilt h(z) = (2 — a)%f(2) fiir 2z # a, folgt fiir alle z € B%(a, §)

oo
z) = ch+2(z —a)*,
k=0

also ist die durch f|U = f und f(a) = ¢, definierte Funktion die gesuchte holomorphe
Fortsetzung von f auf U U {a}. O

Definition 6.4 (Pol, wesentliche Singularitét)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f, welche
nicht hebbar ist. a heifit ein Pol von f, falls es ein m € N gibt, so dass a eine hebbare
Singularitdt der durch

9(z) = (z = a)" f(2)
definierten holomorphen Funktion ist. Die kleinste Zahl m mit dieser Eigenschaft heifst die

Ordnung des Pols a von f. Ist a kein Pol von f, so heift a eine wesentliche Singularitdt
von f. O

Die Funktion 1

f(Z):m

hat in a einen Pol der Ordnung m. Die Funktion

ro=eo(3) =25

hat in 0 eine wesentliche Singularitét nach Satz 6.3, da 2™ f(z) fur alle m € N in jeder
Umgebung von 0 unbeschriankt ist.

Lemma 6.5 Sei U C C offen, f: U — C holomorph, sei a € C, sei der Kreisring
A={z:2eC,r<|z—a| <R}, 0<r<R, (6.3)

eine Teilmenge von U. Dann gilt

/2a|:r sziz dz= /|Za|:R Zﬂ_z)a dz. (6.4)

Beweis: Wir definieren fiir s € [r, R]

0=

T fa+ se)
0 a+set—a

dz, ~vs={z:]z—al=s}.

Dann gilt

27
J(s) = ise’ dt = / if(a+ se)dt,
0

also
27

J'(s) = f'(a+ se™)ie™ dt = % /S f(z)dz=0,

0

da 7, geschlossen ist und f’ in U eine Stammfunktion (ndmlich f) besitzt. Also ist J
konstant in [r, R] und damit J(r) = J(R). O
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Folgerung 6.6 (Satz von Cauchy fiir Kreisringe)
Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.5 gilt aufSerdem

/Z _a‘:rf(z) dz = /| o f(2)dz. (6.5)

Beweis: Wir wenden Lemma 6.5 an auf die durch

9(z) = (z—a)f(2)
definierte holomorphe Funktion g : U — C. O

Ist a eine isolierte Singularitéit einer holomorphen Funktion f : U — C, so hat f eine
Potenzreihenentwicklung in der Néhe von a,

genau dann, wenn a hebbar ist (das heifit, gar keine “echte” Singularitét ist). Ist a eine
nicht hebbare Singularitét, so 18t sich, wie wir gleich sehen werden, f in der Ndhe von a
darstellen durch eine Reihe der Form

f(z)= ch z—a) +ch z—a)" (6.6)

k=0 k=—1
Eine solche Reihe heifit Laurentreihe.
Satz 6.7 (Laurentreihe, Entwicklungssatz)

Ser U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,8) C U. Dann gilt fiir alle z € B%a,d)

f(z)= ch z—a) +ch z—a)" (6.7)

k=0 k=—1
wobei | Flw)
w

= — — 7 6.8

o 21 /(93(a,r) (w - a)k+l v ( )

und r € (0,0) beliebig ist.

Beweis: Wir bemerken zunéchst, dass wegen Satz 6.6 die rechte Seite in (6.8) nicht von
der Wahl von r abhiingt. Sei nun 2z € B%(a, d) fest gegeben. Wir definieren g : B(a, ) — C

durch )t
w)— 4 , w é Z’
— w—=z 6'9
g(w) {f’(z), w=z. (6.9)

g hat eine isolierte Singularitiit in 2. Aus Satz 6.3 folgt, dass g in B°(a, ) holomorph ist.
Wir wihlen r, R mit
O<r<l|z—a|<R<§.
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Fiir die Kreise v, = 0B(a,r) und v = 0B(a, R) gilt nach Satz 6.6

/% g(w) dw = /WR g(w)dw , (6.10)

/% j(ivldw_f(z)/%wl—zdw:/m g(i")zdw—f(z)/mwl_zdw. (6.11)

Aus Satz 4.8 folgt

also

1
/ dw =0, (6.12)
Ir

w—z

da der Integrand holomorph ist in B(a, |z — a|). Aus der Integralformel von Cauchy 4.9,

angewendet fiir f = 1, folgt
1 1

271 vy W — 2

dw=1. (6.13)

Aus (6.11) — (6.13) folgt

L[ ) L[ fw)
)_%/,YR'LU—Zdw_% ’w—Zdw. (614)

Yr

Von hier ab verlauft der Beweis analog zum Beweis des Entwicklungssatzes von Cauchy-
Taylor (Satz 4.11). Auf vg gilt wegen |z —a| < R = |w — a| und

0 k
1 1 1 1 Z—a
w—z_w—a.l—ﬁ_w—az(w—a) ’

w—a k=0

dass

1 f OOL f(w) w- (% —a)k
;2 / —a)kﬂd ( ) (6.15)

27

Auf ~, gilt wegen |z — a] >r=|w—al

1 1 1 1 & (w—a)"
r—w z—a 1-—%o z—az<z—a> ’
z—a k=0
dass
1 1
- w)dw - —————
2mi " Z 2m/ a)* v (z —a)ktt
_ f(w) k
k=-1 r
Setzen wir (6.15) und (6.16) in (6.14) ein, so ergibt sich die Behauptung. O
In der Zerlegung (6.7) heifit
Z cx(z —a)f
k=—1
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der Hauptteil, und
Z cr(z — a)”
k=0

der Nebenteil der Laurentreihe (6.7).

Satz 6.8 (Eindeutigkeit der Laurententwicklung)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%a,d) C U. Sind g : B(a,6) — C und h : C\ {a} — C holomorphe Funktionen mit
f=g+h undlim, . h(z) =0, so gilt

g(z) = Z crn(z —a)", (6.17)

k=0
sowte .
h(z)= Y alz—a), (6.18)
k=—1
mit den Koeffizienten ¢ aus (6.8).
Beweis: Ubung. O

Aus Satz 6.8 folgt insbesondere, dass die Koeffizienten ¢, in der Formel (6.7) eindeutig
bestimmt sind. Die Laurentreihe (6.7), (6.8) heifit daher die Laurentreihe von f in a.

Notation 6.9 (Grenzwert “z — c0”)
Fir f:C — C, c e C definieren wir

lim f(z) =c¢ (6.19)

Z—00

durch: Fir alle € > 0 existiert ein B > 0 mit
2| >R = |f(z)—¢|<e.

O

Folgerung 6.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 qilt fir die Laurentreihe von
fin a:

(1) Die Singularitit a ist hebbar genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null ist, also
¢, =0 fiir alle k < 0.

(i1) Die Singularitit a ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn ¢, = 0 fir alle
k< —m und c_,, # 0.

(11i) Die Singularitit a ist wesentlich genau dann, wenn es unendlich viele k < 0 gibt
mit ¢ # 0.
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Beweis: Hat g(z) = (z — a)" f(z) eine hebbare Singularitét fiir ein m € NU {0}, so ist g
holomorph fortsetzbar auf B(a,d) und nach dem Eindeutigkeitssatz der Hauptteil von g
gleich Null. O

Wir untersuchen die Frage der gleichméfligen Konvergenz der Laurententwicklung. Wir
betrachten eine Laurentreihe der Form

—0o0

Z cr(z —a)* (6.20)

k=-1

mit a € C, ¢;, € C fiir alle £ < 0.

Lemma 6.11 Die Laurentreihe (6.20) sei konvergent in B°(a,d) fir ein § > 0. Dann
wird durch

—00

f(z) = Z cr(z —a)” (6.21)

k=-1

eine auf C\ {a} holomorphe Funktion definiert. Fir jedes r > 0 konvergieren die Parti-
alsummen

—n

sn(z) = Z cx(z — a)” (6.22)

k=—1

gleichmafig gegen f auf {z: |z —a| > 1}.

Beweis: Es ist

1 1
lz—al<d < > —,
|z —a|l = ¢
also konvergiert die Potenzreihe
> et (6.23)
k=1

in {¢: [¢| > 3} und damit in ganz C. Die Konvergenz der Partialsummen fiir (6.23) ist
gleichméfig auf allen kompakten Kreisscheiben

1
: < —
(¢ 0=},
wie wir bereits aus der Analysis 2 wissen. Hieraus folgen alle Behauptungen. O

Satz 6.12 (Laurententwicklung, gleichmiflige Konvergenz)
Ser U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,8) C U. Dann konvergieren die Partialsummen

Sn(z) = ch(z —a)* + i cr(z —a)F (6.24)

k=-1

der Laurentreihe von f in a gleichmdfig gegen f auf jedem Kreisring {z : r < |z—a| < R}
mit 0 <r < R <.

Beweis: Folgt fiir den Hauptteil aus Lemma 6.11 und fiir den Nebenteil aus dem bekann-
ten Resultat fiir Potenzreihen. O
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7 Der Residuensatz

Definition 7.1 (Windungszahl)
Sei 7 : la,b] — C eine geschlossene, stickweise stetig differenzierbare Kurve, sei z € C,
z & v([a,b]). Wir definieren die Windungszahl von v um z durch

271 w—z

v(y,z2) = L/ ! dw . (7.1)

O

Fir v = 0B(z,r) gilt
v(v,z)=1. (7.2)
Sind 71, 72 zwei geschlossene Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt, und bezeichnet

v die Verkettung von v; und v, (das heifit, wir durchlaufen nacheinander v; und 3), so
gilt

V(. 2) i(/y L qw+ de):y(%,z)w(%,z). (7.3)

271 w—z Ny W — 2

Satz 7.2 Sei vy : [a,b] — C eine geschlossene, stickweise stetig differenzierbare Kurve,
sei U = C\ v([a,b]). Dann gilt:

(1) v(v,2) € Z fir alle z € U.
(ii) Auf den Wegkomponenten von U ist v konstant.

(iii) Es gilt v(7y,z) =0 fir alle z € U mit |z] > ||v]| .-

Beweis: (i): Sei z € U. Wir definieren f : [a,b] — C und F : [a,b] — C durch

f0 = [ s ) = 60— 2 el (1),

V(s) — 2

Dann ist F' stetig und stiickweise stetig differenzierbar, und
(1)

V(t) — 2

in allen Punkten t € (a,b), in denen 7 differenzierbar ist. Also ist F' konstant auf [a, b].
Es folgt (da F # 0)

i oo 52) oo (- )

F(t) = o'(t) exp(=f (1)) — (4(t) — 2)

exp(—=f(t)) =0

also gibt es k € Z mit

1
—/ dw = 2mik .
LW — 2
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Damit ist (i) bewiesen.
(ii): U ist offen, da 7([a, b]) kompakt ist. Die durch

v(z) =v(y,2) = ! /ﬂids

T omi (s) —z

definierte Funktion 7 : U — R ist stetig. Ist W eine Wegkomponente von U, so ist o(W)
wegzusammenhéngend nach Satz 5.3. Da 0(W) C Z nach (i), ist #(W) einelementig.
(iil): Fir |z] > [l7]lc gilt [y(t) — 2| = [2] = [v(@)] = 2] = 7]l also

1 1 1 1
v(v,2)| < —L(y) sup ———— < —L(V)—F———— -
A S g0 e e A = O R

Wegen (i) folgt v(7,z) = 0 falls |z| hinreichend grof ist, und da
{z:2€C [z > 1]l
eine wegzusammenhéngende Teilmenge von U ist, folgt (iii) aus (ii). O

Sei nun f : B%(z,d) — C eine holomorphe Funktion mit der Laurententwicklung

fw) = ch(w — )" 4 i cr(w — 2)F. (7.5)

Satz 7.3 Seiz € C, § > 0, sei v : [a,b] — B°(z,8) eine geschlossene, stiickweise stetig
differenzierbare Kurve mit z ¢ ~([a,b]). Dann gilt fir jede holomorphe Funktion f :
B%(2,8) — C der Form (7.5)

/f(w) dw = 2mic_v(7, z). (7.6)
gl
Beweis: Fiir k£ # —1 hat p(w) = (w — 2)* eine Stammfunktion in C\ {z}, ndmlich
_ ! k+1
also gilt
/(w—z)kdw:(), k#—1. (7.7)
gl

Nach Definition der Windungszahl gilt

/ ! dw = 2miv(7y, z) . (7.8)

w—z

Da 7([a,b]) in einem kompakten Kreisring um z enthalten ist, folgt aus Satz 6.12

Lf(w) dw = i ckl(w —2) " dw = ¢_,27iv(y, 2) .

k=—o0

40



Definition 7.4 (Residuum)
Seize€C, 6 >0, sei f: B2,0) — C holomorph. Wir definieren das Residuum von f in
z durch

Res (f,z) =c_1, (7.9)

wobei c_y der erste Koeffizient des Hauptteils der Laurentreihe von f in z ist.

Lemma 7.5 Seiz € C, § >0, sei f: B%(z2,0) — C holomorph.

(1) Fir alle r € (0,0) gilt

Res (f,2) = —— /8 o S (7.10)

271

(ii) Ist auferdem g : B%(z,8) — C holomorph, so gilt
Res (A f + pg, z) = ARes (f, z) + uRes (g, 2) (7.11)
fiir alle A\, u € C.

(111) Ist z eine hebbare Singularitit von f, so gilt

Res(f,z)=0. (7.12)

Beweis: (i): Folgt unmittelbar aus Satz 7.3 und (7.2).
(ii): Folgt direkt aus (i).
(iii): Folgt mit (i) aus dem Integralsatz von Cauchy. O

Satz 7.6 (Residuensatz)

Sei U C C offen und sternformig, sei vy : [a,b] — U eine stickweise stetig differenzierbare
Kurve. Sei S eine endliche Teilmenge von U mit S N ~([a,b]) =0, sei f : U\ S — C
holomorph. Dann gilt

/f(w) dw = 2mi Z Res (f, z)v(y, 2) . (7.13)

z€S

Beweis: Sei fiir jedes z € S

fa(w) = % + _2: cr(w — 2)* (7.14)

k=-2

der Hauptteil der Laurentreihe von f in z. Nach Lemma 6.11 wird hierdurch eine holo-
morphe Funktion f, : C\ {z} — C definiert. Wir definieren g : U \ S — C durch

g(w) = f(w) = fo(w). (7.15)

z€S
Fiir jedes z € S ist der Hauptteil der Laurentreihe von ¢ in z gleich Null, da f, nach
Konstruktion in z denselben Hauptteil wie f hat und f. fiir ¢ # z holomorph ist in einer
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Umgebung von z. Also sind alle z € S hebbare Singularitéiten von g, und wir kénnen g zu
einer holomorphen Funktion g : U — C fortsetzen (Satz 6.3). Aus dem Integralsatz von
Cauchy folgt (U ist sternférmig)

/g(w) dw = /g(w) dw =0, (7.16)
v v
also nach Satz 7.3
/f(w) dw = Z f(w) dw = Z 2miRes (f., 2)v(7, 2) . (7.17)
v zes v z€S
Da Res (f.,z) = Res(f, z) nach Konstruktion von f,, folgt die Behauptung. O

Lemma 7.7 Sei f : B%a,d) — C holomorph, sei a ein einfacher Pol ( = Pol erster
Ordnung) von f. Dann gilt

Res (f,a) =lim(z —a)f(2). (7.18)

zZ—a

Beweis: Es ist c
f(z) = —=+p(z), p holomorph.
z—a

O

Lemma 7.8 Seien g,h : B(a,d) — C holomorph, es gelte g(a) # 0, h(a) =0, h'(a) # 0.
Dann hat die durch

_9(2)
f(z) = ) (7.19)

definierte Funktion einen einfachen Pol in a, und es gilt

Res(f,a) = ;Z/((Z)) . (7.20)

Beweis: Es gilt

also
lim(z —a)f(z) = lim 9(2) = M.

z—a z—a M h/ (CL)

zZ—a

Also ist a hebbare Singularitit von z — (z — a) f(2) und damit einfacher Pol von f. Die

Behauptung folgt aus Lemma 7.7. O
Beispiele: Wir betrachten
1
= . 7.21
()= (7.21)
h(z) = 1+ 2% hat einfache Nullstellen in z = i, es folgt
, 1
Res (f,+i) = i?. (7.22)
i
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Wir betrachten
52

= —. 2
f) = 1o (7.23)
h(z) = 1+ 2* hat vier einfache Nullstellen, nimlich
a = exp (WZZ) Jia,—a, —ia. (7.24)
Es ist
2 1 1 ' 1 3t
Res(f,a) = % =L = 1% (—%) , Res(f,ia) = 7 6XP (—%) , (7.25)

und analog fiir die anderen beiden Pole.

Wir wollen den Residuensatz verwenden, um uneigentliche Integrale der Form

/_OO f(z)dx (7.26)

Satz 7.9 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SONR = 0, sei f : C\ S — C
holomorph, es gelte f;o |f(z)] dx < oo sowie

zu berechnen.

lim zf(z) =0. (7.27)

Z—00

/ f(z)dz =2mi Y Res(f (7.28)

a€sS
Im a>0

Dann gilt

Beweis: Wir betrachten die durch [—r, 7] und den Halbkreis
Y 0,7 = C, ()= Teit7

definierte Kurve I, undﬂ wéhlen r so grof3, dass alle ¢ € S mit Ima > 0 im Innern von T,
liegen. Fiir a € S gilt (Ubung)

(T, a) 1, Ima>0,
vily,a) =
0, Ima<0.

Aus dem Residuensatz folgt

/f d:c+/f dz—/f )dz =2mi Y Res(f,a).

acsS
Im a>0

Es gilt weiter

z)dz

/ | f(re! ||me’t|dt<7rsup |zf(2)] = 0, fallsr— oo

nach Voraussetzung (7.27). Hieraus folgt die Behauptung. O
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Folgerung 7.10 Seien p,q Polynome in C mit deg(q) > deg(p) + 2, q habe keine reellen

Nullstellen, sei

Dann gilt

/00 f(z)dr = 2mi Z Res (f,a).

a€S
Im a>0

Beweis: f erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 7.9.

Beispiele: Fiir

gilt S = {i,—i} und

< 1 1
/Oo T2 dszMRes(f,i)zZMQ—i:W.

Fir

gilt S = {a,ia,—a,—ia} (siehe (7.24)) und

1+ a4

[e§)
™

1 .
= 27TZZ<—\/§Z) NG

/OO v’ dx = 2mi(Res (f,a) + Res (f,ia)) = 27?2% (exp (—%) + exp (

)

(7.29)

(7.30)

Der Residuensatz eignet sich auch zur Berechnung der Fouriertransformation gewisser

Funktionen.

Satz 7.11 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR = (), sei g : C\ S — C

holomorph, es gelte
lim ¢g(z) =0.

Z— 00

Dann gilt fiir f(z) = g(2)e'*, E € R, £ # 0,

/Oog(av)e”gdx:/oo f(x)de =2mi Z Res(f,a), ¢>0,

9] acs
Im a>0

o0 a€s

Im a<0

Hierbei ist das uneigentliche Integral definiert als

] 0 s
/_ f(z)dr = lim flx)de+ lim [ f(z)dx.

r—00 5—00
—r 0

(Es wird weder behauptet noch vorausgesetzt, dass [ |f(z)|dx < c0.)
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Beweis: Sei zundchst £ > 0. Fiir 7, s > 0 betrachten wir das Quadrat (), ; C C mit den
Ecken (—r,0), (s,0), (s,r +s) und (—r,r + s) und den Seiten 7, ...,7vs (beginnend mit
(—r,0), in der beschriebenen Reihenfolge). Seien r, s so grof}; dass alle @ € S mit Ima > 0
in @, s liegen. Dann folgt aus dem Residuensatz

s 3
f(2) dz:/ fe)dz+) " [ f(z)dz=2mi Y  Res(f,a)=:c, £>0.(7.35)
0Qr,s -r j=1 Vi

a€S
Im a>0

Fir z € C gilt

ezzf — ez{Re ze—ﬂm z

’ ‘BZZE’ — e—{Im z

Es gilt

= ‘— / gt +i(r 4 s5))e'erte)E dt‘

< (r+s)e” "% sup gt +i(r + )], (7.36)

te[—r,s]

Weiter gilt

) r4s ) 1
/ g(2)e* dz| = / g(s +it)e™ e dt’ < Z(1—e %) sup  |g(s +it))|
Y1 0 5 te[0,r+s]
1
<1 s Jgls+in), (7.3
5 te[0,r+s]
Ebenso beweist man
: 1
/ g(2)e* dz| < = sup |g(—r +it)]. (7.38)
3 f te[0,r+s]
Sei € > 0. Wegen (7.36) — (7.38) gibt es ein M > 0, so dass
3
Z / g(2)e* dz| < e, fir alle r,s > M,
j=1 Vi
also .
‘/ flz)dx —c| <e, firaller,s> M. (7.39)
also

< 2e,

‘/if(x)dx—/:f(x)dx

fiir alle r, s, p,0 > M, und damit auch

/Osf(x)dx—/oaf(x)dq: < 2, '/(:f(x)dx_/if(m>dx

fiir alle r, s, p, 0 > M. Hieraus folgt die Behauptung fiir £ > 0. Der Fall £ < 0 wird analog
bewiesen; in diesem Fall hat das Quadrat @, s die Ecken (—r,0), (s,0), (s, —(r +s)) und
(—=r,—(r+9)). O

< 2e,
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Definition 7.12 (Meromorphe Funktion)
Sei U C C offen. Fine Funktion f heifst meromorph auf U, falls es eine Menge P C U
gibt, so dass f : U\ P — C holomorph ist und jedes a € P ein Pol von f ist. O

Die meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U bilden einen Korper beziiglich der
Addition und Multiplikation, da eine von Null verschiedene meromorphe Funktion wegen
des Identitatssatzes nur isolierte Nullstellen hat und alle diese Nullstellen eine endliche
Ordnung haben.

Sei f auf einem Gebiet U meromorph und nicht identisch 0. Dann ist auch die durch

f'(z)
f(2)
definierte Funktion meromorph auf U, da f’ und f meromorph sind. Die Funktion g heifit

die logarithmische Ableitung von f, da sie die Ableitung der Funktion z +— In f(z2)
ist.

9(z) =

Satz 7.13 Sei U C C offen und sternformig, sei f eine auf U meromorphe, von Null
verschiedene Funktion, sei P die Menge der Pole und N die Menge der Nullstellen von
finU. Sei v eine geschlossene Kurve in U, so dass keine Nullstelle von f und kein Pol
von [ auf ~y liegt. Es gelte auflerdem v(vy,a) =1 fir alle a € PUN. Dann gilt

L (16
ami ], fla = 2500~ 2 erd o), (7.40)

wobei ord (a) die Ordnung der Nullstelle beziehungsweise des Pols a bezeichnet.

Beweis: Zuniichst gilt, dass N U P endlich ist (nach Satz 7.2(iii) liegt N U P in einer
beschrankten Menge, und N U P hat keine Haufungspunkte), und dass f’/f holomorph
ist in U\ (NUP). Sei a € NUP. Dann gibt es eine holomorphe Funktion g : B(a,d) — C,
0 > 0 hinreichend klein, mit

f(z) =(2—a)"g(z), gla)#0,

und g(z) # 0 fur alle z € B(a,0). Ist a € N, so ist hierbei m die Ordnung von a; ist
a € P, so ist —m die Ordnung von a. Aus

f'(z) =m(z —a)""'g(2) + (z — )" (2)

folgt
e _ om0
fz)  z—a  g(z)
Da g keine Nullstelle in B(a,d) hat, ist ¢’/g holomorph in B(a,d), also hat f'/f einen

einfachen Pol in a mit )
Res (L,a) =m.
/

Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz. O

(7.41)
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung,

y' = fty), (8.1)
sowie das zugehorige Anfangswertproblem
y'=fty), ylto)=1. (8.2)

Definition 8.1 (Losung eines Systems erster Ordnung)
Sei I C R Intervall, D C R x K", f: D — K". Eine Funktion y : [ — K" heifst Losung
von (8.1) in I, fallsy in I differenzierbar ist und fir alle t € I gilt, dass (t,y(t)) € D und

y'(t) = f(t,y(t)) (8.3)
Falls auflerdem (to,yo) € D gegeben ist mit y(to) = yo, so heifst y Lisung des Anfangs-
wertproblems (8.2) in I. O

Héngt f nicht von y ab, so ist

o0 =+ | (s ds

eine Losung des Anfangswertproblems (8.2), falls f stetig ist (Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung).

Nicht jedes Anfangswertproblem hat eine Losung. Beispiel: I = [0,1], n =1,

;- )1, y>0, B
y—f(y)—{L ) <0, y(0) =0. (8.4)

Beweis: Ist y Losung in I, so ist y stetig in I. y kann keine weitere Nullstelle in (0, 1]
haben, da andernfalls (Satz von Rolle) y/(7) = 0 fiir ein 7 € (0, 1). Ist y(¢) > 0 fiir alle
t > 0, dann ist ¢/(t) = —1 fiir t > 0, also y streng monoton fallend im Widerspruch zu

y(0) = 0.
Man beachte, dass (8.4) auf I = [—1,0] eine Losung hat, ndmlich y(¢) = ¢t. Auf I = [0, 1]
erhalten wir eine Losung, ndmlich y = 0, falls wir die Definition von f modifizieren zu

-1, y>0,
y=fly) =50, y=0, (8.5)
1, y<0.

Manche Anfangswertprobleme haben mehrere Losungen. Beispiel:

v =+VIyl, y(0)=0. (8.6)
Aufler der Funktion y = 0 ist beispielsweise auch
2, t>0
y=<4" ’ 8.7
y(t) { 0. t<o0. (8.7)

eine Losung. In diesem Fall ist die rechte Seite f stetig, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
differenzierbar, und die Losung (8.7) ist stetig differenzierbar, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
zweimal differenzierbar.
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Satz 8.2 Sei D C R x K™ offen, sei f € C™(D;K"), sei (ty,yo) € D. Seiy Lisung des
AWP (8.2) auf einem Intervall I. Dann ist y € C™(I; K").

Beweis: Mit Induktion. Ist f stetig, so ist 3’ stetig wegen y/(t) = f(t,y(t)). Ist y € C*
und f € C*, so ist auch ¥’ € C* nach Kettenregel, also y € C**1. O

Satz 8.2 ist ein typischer Regularitétssatz der Analysis: Die Regularitét der Daten (hier
f € C™) sorgt fiir eine entsprechende Regularitit der Losung (hier y € C™T!), die im
Losungsbegriff selbst noch nicht enthalten ist. Bevor wir uns ausfiihrlicher mit der Theorie
befassen, betrachten wir einige Beispiele, bei denen wir Losungen explizit konstruieren
konnen.

Trennung der Variablen. Das AWP habe die Form

v =rMg(), ylto) =0 (8.8)

Sei y eine Losung, wir formen um (zunéchst ohne uns darum zu kiimmern, ob “wir das

diirfen”)
yt) _ LG Y LY
o =0 b= e,

und weiter (Substitution)
/y(t) 1 t (5)
——dn = / f(s)ds.
y(to) g(n) to

Koénnen wir Stammfunktionen von é und von f explizit angeben, so kénnen wir hoffen,

dass die aus dem Hauptsatz resultierende Gleichung sich nach y(¢) auflosen lat. Fiir
die hierdurch erhaltene explizite Losung konnen wir unmittelbar nachpriifen, ob sie eine
Losung von (8.8) ist. (Ob die dazu fithrende Rechnung “mathematisch korrekt” war, ist
dann eine zweitrangige Frage.) Beispiel:

v =—y", y(0)=1y. (8.9)

Fiir yo = 0 ist y = 0 eine Losung. Sei yy # 0. Der Ansatz

Y 1 t
/ ——an:/ lds
Yo n 0

fiihrt auf

also erhalten wir

y(t) (8.10)

= T -
t—l-%

Diese Funktion ist eine Losung von (8.9) auf dem Intervall (—oo, —y—lo), falls yo < 0,

beziehungsweise (—?%,oo), falls yo > 0. Sie hat in —yio eine Singularitdt und 148t sich

nicht iiber diesen Punkt hinaus fortsetzen.
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Ein weiteres Beispiel ist die logistische Differentialgleichung, von Verhulst 1838 zur Mo-
dellierung des Bevolkerungswachstums vorgeschlagen.

vy =(a-byy, ab>0. (8.11)

Die Wachstumsrate ist nicht konstant, sondern sinkt mit wachsender Bevolkerung. Fiir
Yo = 7 ist ' = 0, also die Konstante y = yo eine Lésung. Durch Trennung der Variablen
konnen wir die Losung fiir einen allgemeinen Anfangswert g > 0 berechnen (Ubung), es

ergibt sich

a 1 7 — Y%
)= —— =2 ) 8.12
W) = S o= (312
Die lineare Differentialgleichung. Wir betrachten
Yy +alt)y =), ylto) =yo- (8.13)

Im Fall b = 0 finden wir die Losung durch Trennung der Variablen:
Y1 t
v =—al. [ = [ —as)ds.
yo 1 to

y t
Iny —Inyy=1In= = —/ a(s)ds.
to

also

Yo

Die gesuchte Losung ist also im Falle b = 0

y() = o exp (— /t "a(s) ds) | (8.14)

Wir betrachten den allgemeinen Fall b # 0. Setzen wir

A(t):/t a(s)ds, (8.15)

so gilt, falls y eine Losung von (8.13) ist,

d

S @) = M/ (@) + a(t)y(n) = A1),

Integration von ty bis ¢ liefert

t
YO — o= [ A(s)ds.
to
Wir erhalten also als Losung der Anfangswertaufgabe (8.13)
t
y(t) = e~ AW (yg —|—/ eA(S)b(s) ds) . (8.16)
to

Die Bernoulli-Differentialgleichung. Sie lautet
v+ gty +h(t)y* =0, (8.17)
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wobei a € R, o # 1 vorausgesetzt wird und g, h gegebene Funktionen sind. Wir kénnen
sie durch Substitution auf eine lineare Differentialgleichung zuriickfiihren. Multiplikation
mit (1 —a)y~ fithrt auf

W) + (1 —a)gt)y"*+ (1 —a)h(t) =0. (8.18)
Wir substituieren
z=gy (8.19)
und erhalten die lineare Differentialgleichung
24+ (1—a)g(t)z+ (1 —a)h(t) =0. (8.20)

Aus einer Losung z von (8.20) erhalten wir durch Riicksubstitution

y=2Te (8.21)
eine Losung von (8.17). Ist ein Anfangswert y(fy) = yo gegeben, so hat man (8.20) mit
dem Anfangswert z(ty) =y~ zu losen. Fiir eine genauere Untersuchung (abhiingig vom
Vorzeichen von « und davon, ob « ganzzahlig ist), verweisen wir auf das Buch von Walter.

Die Riccati-Differentialgleichung. Sie lautet
Y + gty +h(t)y® = k(t), (8.22)

wobei g, h, k gegebene Funktionen sind. Wir nehmen an, dass wir eine Losung y von
(8.22) kennen, etwa die zu einem bestimmten Anfangswert y(ty) = yo. Weitere Losungen
7 konnen wir berechnen, indem wir eine Differentialgleichung fiir die Differenz

w=7y—y (8.23)
losen. Aus (8.23) und
7+ 9+ h(t)y* = k(t) (8.24)
folgt
w' + g(t)yw + h(t)(7* —y*) =0, (8.25)
und wegen

7 -yt =0 -y +y) = ww+2y)
wird (8.25) zu
w + (g(t) 4+ 2y(t)h(t))w + h(t)w? =0, (8.26)

eine Bernoulli-Differentialgleichung mit o = 2. Geméf} (8.20) 16st z = w™! die lineare
Differentialgleichung

2 — (g(t) + 2y(OR(t))z — h(t) = 0. (8.27)

Aus z erhalten wir w und damit 7.

Bemerkungen. Wir wollen uns im Folgenden auf K = R beschrinken. Der Fall K = C
wird iiber die Isomorphie von C und R? darauf zuriickgefiihrt.

Eine wesentlich andere Situation liegt vor, wenn wir Differentialgleichungen im Komplexen
betrachten, das heifit, Funktionen y : U — C, U Gebiet in C, welche

y(2) = fzy(2), z€U,

erfiillen, wobei f holomorph ist.
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9 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir betrachten das Anfangswertproblem
v =fty), ylto)=y. (9.1)

Lemma 9.1 Set D C R x R", f: D — R"” stetig. Sei I Intervall in R und y : I — R"”
stetig, sei (to,yo) € D. Dann ist y eine Lisung des Anfangswertproblems (9.1) genau
dann, wenn gilt (t,y(t)) € D fir allet € I und

y(t) =yo + /tf(s,y(s)) ds, firalletel. (9.2)

Beweis: Ist y Losung des AWP, so ist 3 : [ — R” stetig, also folgt aus dem Hauptsatz

y(t) — ylty) = / (s) ds = / F(s.9(s)) ds

Gilt umgekehrt (9.2), so folgt zunéchst y(ty) = yo. Da der Integrand auf der rechten Seite
von (9.2) stetig ist als Funktion von s, ist nach dem Hauptsatz y differenzierbar in I, und
y'(t) = f(t,y(t)) fir alle t € I. 0

Definition 9.2 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei D C R x R™. Fine Funktion f : D — R™ heifst Lipschitz-stetig beziiglich y in D, falls
es ein L >0 gibt mit

1F(ty) = f(t2)l < Llly — 2]l (9-3)
fiir alle (t,y), (t,z) € D. Die Zahl L heifit Lipschitz-Konstante von f in D.

f heift lokal Lipschitz-stetig beziiglich y in D, falls es zu jedem (to,yo) € D eine offene
Menge U C R x R™ mit (to,y0) € U gibt, so dass f in D N U Lipschitz-stetig beziiglich y
15t. O

Bemerkung. Wir kénnen die Lipschitz-Stetigkeit von f hinsichtlich einer beliebigen
Norm im R"™ definieren. Da im R™ alle Normen &quivalent sind, héngt die Eigenschaft
von f, Lipschitz-stetig zu sein, nicht von der Wahl der Norm ab (wohl aber die Gréfie der
Lipschitz-Konstante).

Wir setzen nun
K(yo,r) ={y:y eR", ly—wollo <7}, 7>0,9 €R".

Satz 9.3 Seien (to,y) € R x R™, a,r > 0, sei f : D — R™ stetig und beziiglich y
Lipschitz-stetig, wobei D = [to,to + a] x K(yo,r). Dann gibt es ein 6 > 0, so dass das
AWP (9.1) in [to, to + d] eine eindeutige Lisung hat.

Beweis: Sei L Lipschitz-Konstante fiir f. Wir setzen

r 1
M= sup [[f(t,n)|, (5:min{—,—}. 9.4
s )| RIS (9.4)
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Wir definieren I = [tg, to + ¢] und

YV ={y: ye C(LR"), ly —wollo <7}, (9:5)
wobei 7o als ein Element von C(I;R") (ndmlich als eine konstante Funktion) aufgefasst
wird und || - || die Maximumnorm in C'(I;R") bedeutet, also

1y = yolloe = max|ly(t) — yoll - (9.6)

Mit der durch die Maximumnorm induzierten Metrik ist Y ein vollstdndiger metrischer
Raum, da Y abgeschlossene Teilmenge des Banachraums C(I; R™) ist. Fiir y € Y definie-
ren wir eine Funktion Ty : I — R"™ durch

20 =+ [ Fls,y(s)) ds. (9.7

Es gilt Ty € C(I;R™), da f stetig ist, und 7'(Y) C Y, da

I(Ty) (@) = yoll o < /t 17(8,y(s)llo ds < (t = 1) M < M <r (9.8)

gilt fir t € I und y € Y. Aus Lemma 9.1 und (9.8) folgt, dass ein y € C(I;R™) genau
dann Losung des AWP ist, wenn y € Y und

y="Ty. (9.9)

Wir zeigen, dass T eine Kontraktion auf Y ist. Seien y, z € Y. Dann gilt fiir alle t €

I(Ty) () = (T2)(B)ll« =

[ F(5,4(3)) — F(s, 2(s)) ds

[e.9]

< / 1 (5 (5)) — £(s ()], ds < / Lliy(s) — 2(s)]|.. ds

to

1
< Lolly = zlloe < 5lly = 2l

also .
Ty = T2l < 5lly =2l

Also ist T' eine Kontraktion auf Y. Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt, dass (9.9)
genau eine Losung y € Y hat. O

Bemerkung. Die Wahl der Norm im Raum Y im Beweis von Satz 9.3 ist nicht beliebig,
sondern dadurch eingeschréankt, dass wir einen vollstéindigen Raum erhalten miissen.

Satz 9.4 Es liege die Situation aus Satz 9.3 vor mit D = [ty, o+ a] x R", sei auérdem f

auf D beschrinkt. Dann hat das AWP (9.1) eine eindeutige Losung im ganzen Intervall
[to, to + CL] .
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Beweis: Wir wéhlen » = M/2L im Beweis von Satz 9.3 und erhalten eine eindeutige
Losung y auf [to, tp + 6], wobei 6 = 1/2L nur von L abhéngt. Wir betrachten nunmehr
das AWP mit dem neuen Anfangswert (to + 6§, y(to + J)). Wir erhalten eine eindeutige
Losung auf [ty + 9, to + 20] und damit auch auf [tg, tg + 24|, wie wir an der dquivalenten
Formulierung als Integralgleichung erkennen. Mit Induktion ergibt sich die Behauptung.
O

Folgerung 9.5 Seien die Voraussetzungen von Satz 9.8 erfillt mit D = [t — a,ty] X
K(yo,7). Dann gibt es ein 6 > 0, so dass das AWP (9.1) in [to — 0,1] eine eindeutige
Losung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 9.3 an auf

Yy =fty), ylto)=w, [flt,y)=—f(2to—1ty). (9.10)
Ist g : [to, to + 0] — R™ Losung von (9.10), so ist y : [tg — 0, t] — R™,
y(t) = g(2t — 1), (9.11)

wegen .

y'(t) = =7 (2t — 1) = = f(2to — £, §(2to — 1)) = f(t,y(t))
Losung von (9.1). Da (9.11) eine bijektive Abbildung der Losungen des Vorwérts- und des
Riickwértsproblems aufeinander definiert, ist mit y auch y eindeutig. O

Folgerung 9.6 (Lokale Version des Satzes von Picard-Lindel6f)

Sei D C R x R" offen, f : D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig beziiglich y. Dann
gibt es zu jedem (to,yo) € D ein 6 > 0, so dass das AWP (9.1) in I = [ty — 0,10 + 0] eine
eindeutige Losung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 9.3 und Folgerung 9.5 an mit hinreichend kleinen a,r > 0. O

Folgerung 9.7 Se:t D C R x R" offen, f : D — R" stetig und beziiglich y stetig dif-
ferenzierbar. Dann gibt es zu jedem (to,yo) € D ein § > 0, so dass das AWP (9.1) in
I = [ty — d,to + 0] eine eindeutige Lisung hat.

Stetige Differenzierbarkeit impliziert die lokale Lipschitz-Stetigkeit (sieche Analysis 2). O

Lemma 9.8 Set D C R x R” offen, f : D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-
stetig. Dann hat das AWP (9.1) fir jedes kompakte Intervall J = [a,b] mit ty € J
hdchstens eine Ldsung.

Beweis: Seien y, z : J — R" Losungen des AWP. Wir setzen
£ = sup{t : £ € J, yllto, 1] = #|[to, ]} .

Es ist y(t*) = z(t*) =: y*, da y, 2z stetig sind. Wére nun t* < b, so hétte fir jedes
d € (0,b—t*] das AWP

y =fty), yt") =y,
zwei verschiedene Losungen in [t*, t* + §] im Widerspruch zu Folgerung 9.6. Analog zeigt
man, dass y und z auf [a, t] iibereinstimmen. O
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Satz 9.9 Set D C R xR" offen, f: D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig.
Dann gibt es zu jedem (to,y0) € D ein offenes Intervall I und eine Léisung y des AWP
(9.1) in I, so dass fiir jedes Intervall J mit ty € J und jede Losung z von (9.1) in J gilt

JcIl, z=uylJ. (9.12)

Das Intervall I heifst das mazimale Existenzintervall der Losung von (9.1).

Beweis: Wir definieren

t* =sup{t: t > to, (9.1) hat eine Losung in [to, ]}, (9.13)
t. = 1inf{t : t <tp, (9.1) hat eine Losung in [t, o]} . (9.14)

Wir setzen I = (t.,t*). Seit € I, sei y; : [to, t] — R" eine Losung von (9.1). Wir definieren
y: I — R™ durch
y(t) =wy(t), tel. (9.15)

Fiir jedes s € [to, t] gilt ys(s) = y:(s) nach Lemma 9.8, also auch y(s) = y:(s). Es folgt

(1) = v —yo+/fsyt s=y0+/t:f(s,y(8))d8

fiir alle ¢ € I, also ist y Losung von (9.1) in I. Ist z eine Losung auf einem Intervall J, so
ist z Losung auf [to, t] fiir jedes t € J, also t € I und z(t) = y(t) nach Lemma 9.8. O

Das maximale Existenzintervall kann die Form (—o0, b), (a,b), (a,c0) oder (—oo,00) = R
haben.

Beispiele: Das AWP
y =y +1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

™ T
t) = tant, I:(——,—).
y(t) = tan 55

Das AWP
v =9y, y0)=1,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

Das AWP
y=y*—1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall
y(t) = tanht, [=R.

In allen diesen drei Beispielen ist die rechte Seite stetig differenzierbar, aber nicht Lipschitz-
stetig auf ihrem maximalen Definitionsbereich D = R x R™.
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Etwas anders gelagert ist die Situation fiir das AWP

Hier ist D = {(t,y) : y # 0} = R x (R \ {0}), die Losung ist

1
y(t) =v2t+1, und = <—§,oo>

ist das maximale Existenzintervall. Es gilt hier

lim (£, y(¢)) = (—1,0) caD.

-3 2

Es werden also drei verschiedene Félle fiir das Verhalten der Losung fir ¢ > to (analog
t < ty) erkennbar.

1. Die Losung existiert fiir alle t > .

2. Es gibt ein b > £y mit

lim [ly(t)]], = oo

t<b

3. Es gibt ein b > ¢y mit
lim dist ((t,y(t)),0D) =0.

t<b

Satz 9.10 Sei D C RxR" offen, f: D — R stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig.
Sei y die eindeutige Losung des AWP (9.1) mit mazimalem Existnzintervall I. Dann gilt:
Weder {(t,y(t)) : t € I,t > to} noch {(t,y(t)) : t € I, t < to} sind in einer kompakten
Teilmenge von D enthalten.

Beweis: Sei I = (a,b). Sei K C D kompakt mit
{(t,y(t)):tel, t>1t} CK. (9.16)
Da K beschrankt ist, ist b < co. Da f stetig ist, gilt

M = t, < 0.
&g“f( Moo < 00

Fiir beliebige ¢, T € [to, b) folgt

Iv(0) = 90 = | [ 705wt as| < atle 1. (0.17)

o0

Wir zeigen nun, dass
gy := lim y (t) (9.18)

t<b

existiert. Ist (¢x)gen Folge mit ¢ — b, so ist (y(tx))reny Cauchyfolge wegen (9.17), also
konvergent; ist (sy)gen eine weitere solche Folge, so konvergiert (y(si))ren gegen den
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gleichen Grenzwert, da y(tx) — y(sx) — 0 wegen (9.17). Also existiert der Grenzwert
(9.18). Die Funktion

Uv t:b7

~ Yy t , te|t ,b s
ist daher eine Losung der Integralgleichung

o=+ Fls,y(s)) ds

auf dem abgeschlossenen Intervall [to, ] und damit auch des AWP, im Widerspruch zur
Maximalitét von I. Eine kompakte Menge K mit (9.16) kann daher nicht existieren.
Analog zeigt man die Behauptung fiir ¢ < ;. O

Man kann die Ergebnisse der vorherigen Sétze wie folgt zusammenfassen:
Ist die rechte Seite f auf ihrem offenen Definitionsgebiet D stetig und beziiglich

y lokal Lipschitz-stetig, so existiert eine eindeutige Losung des AWP (9.1),
deren Graph sich bis zum Rand von D erstreckt.
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10 Das Lemma von Gronwall

Sei x : I — R, I C R Intervall, eine unbekannte Funktion. Wir wollen x nach oben
abschétzen. Wir nehmen an, dass x in [ einer Differentialungleichung

' (t) < g(t,z(t)), z(to) < wo, (10.1)

oder einer Integralungleichung

t
z(t) < wy +/ g(s,x(s)) ds (10.2)
to

geniigt. Wir wollen schlieflen, dass dann
z(t) < w(t) (10.3)
fiir alle ¢ € I gilt, wobei w : I — R die Lésung des entsprechenden AWP’s
w' = g(t,w), w(ty) =wp, (10.4)
beziehungsweise der entsprechenden Integralgleichung
t
w(t) = wy +/ g(s,w(s))ds (10.5)
to

ist. Damit die Abschétzung (10.3) verwendbar ist, ist es von Vorteil, g so zu wihlen, dass
wir w auch berechnen koénnen.

Wir beschéftigen uns mit der Integralungleichung.

Lemma 10.1 Sei I = [ty,t1], seien a,b,x,w : [ — R stetig, sei b > 0, und es gelte

z(t) < a(t) +/ b(s)x(s)ds, (10.6)

w(t) = a(t) + / b(s)w(s) ds, (10.7)
fiir alle t € I. Dann gilt
z(t) < w(t) (10.8)
fur allet € 1.

Beweis: Wir setzen (beachte x(ty) < w(to))
t=sup{r:7 €1, x(s) <w(s) firalle s <7}.

Dann gilt
t

x(t) < a(t) +/ b(s)x(s)ds < a(t) —i—/ b(s)w(s)ds = w(t),

to to
dab>0und 2 < w in [ty,t]. Es muss nun ¢ = ¢; gelten, da andernfalls z(7) < w(7) in
[t,t + €] gilt fiir hinreichend kleines £ > 0, im Widerspruch zur Definition von t. O
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Satz 10.2 Sei I = [to,t1], seien a,b,x : [ — R stetig, sei b > 0, es gelte
t
x(t) < a(t) +/ b(s)x(s)ds (10.9)
to
fiir alle t € I. Dann gilt

z(t) < alt) + /ta(s)b(s) exp (/Stb(T) dT) ds. (10.10)

to

Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig, sei a(t) = a(t) + . Dann gilt fiir alle t € T
t
x(t) < af(t) +/ b(s)x(s)ds. (10.11)
to

Wir definieren

w(t) = a(t) + /t&(s)b(s) exp (/Stb(r) dT) ds .

to

Es gilt
% t:&(s)b(s) exp ( / ) dT) ds = a(t)b(t) + bt) /t:&(s)b(s) exp < / o) dT) is
— i [ reutsas
" w(t) = a(0)+ [ Heywls) s, (10.19)

Aus (10.11), (10.12) folgt nun wegen Lemma 10.1

2() < wt) = aft) + / " a(5)b(s) exp < / Cb(r) d7> ds

to

— )+ /t:a(s)b(s) exp ( / b(r) dT) ds + = <1+ /t: b(s) exp ( / b(r) dT) ds) |

Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung. O

Folgerung 10.3 Sei I = [ty, 1], seien b,x : [ — R stetig mit b > 0, sei a € R, es gelte

o) <a+ / b(s)2(s) ds (10.13)
Dann gilt t
x(t) < aexp (/t b(s) ds) . (10.14)
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Beweis: Wir setzen .
B(t):/ b(s)ds.
to

Aus Satz 10.2 folgt

t t
2(t) <a+ / ab(s)e? WP ds = q (1 + B0 / b(s)e B ds)

to to

= Q (1 + eB(t) |: — eB(S):|t

to

) = a(l — PWemBU) 4 BUBl0) — B0

([
Satz 10.4 Sei I = [to,t1], f: I x R™ — R" stetig, seiy: I — R™ Lisung des AWP
y'=rfty), ylto) =1y, (10.15)
es gebe ¢, L > 0, so dass
Wft, | <c+ Lln|, firaletel, neR". (10.16)
Dann gilt
Ly < (lyoll + et — to))eX ) | fir alle t € 1. (10.17)
Beweis: Es gilt
t t
Iy = ||%o +/ f(s.y(s)) ds|| < [lyoll + c(t —to) +/ Llly(s)l ds -
to to
Wir wenden Folgerung 10.3 an mit ¢; =t, a =c(t — o), b= L . O

Eine Abschitzung der Form (10.17), in der die Losung einer (Differential-)Gleichung ab-
geschétzt wird durch einen Ausdruck, in dem nur im AWP gegebene Grofien (hier (o, yo),
¢, L) auftauchen, heifit a-priori-Abschitzung der Losung. In Verbindung mit Kom-
paktheitsaussagen liefern sie eine wesentliche Methode, um die Existenz einer Losung in
Situationen zu beweisen, in denen der Banachsche Fixpunktsatz nicht anwendbar ist.

Satz 10.5 Sei D C R x R", set f: D — R" stetig und beziiglich y Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L. Seien y, z : [to, t1] — R™ Ldsungen von

y = f(t,y) (10.18)

mit den Anfangswerten
y(to) = yo, 2(to) = 20- (10.19)

Dann gilt fir allet € 1
ly(t) = 2()l|0 < llyo — 2ol ™. (10.20)
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Beweis: Es gilt

ly(t) = 2(t)]l =

Yo — 70 + / F(5,u(s)) — F(5, 2(s)) ds

o0

< flvo — 20l + / 1£(5,5()) — F(s, 2(5)) . ds

< llvo — zoll . + / Lliy(s) — =(s)] ds.

to

Wir wenden Folgerung 10.3 an mit a = |lyo — 20/, b(t) = L und x(t) = [ly(t) — 2(?)]|
O

[eon

Satz 10.5 impliziert, dass die Losung des AWP stetig vom Anfangswert abhéngt. Ist etwa
(Yor )ken eine Folge von Anfangswerten und (yx)ren die Folge der zugehorigen Losungen,
so impliziert yor — vo, dass yr — y gleichméBig in [to, 1]

Sei D C RxR", f:D — R" Fiir I = [ty, 1] definieren wir

Y ={yly: I —R", yist Losung von 3 = f(t,y)}, (10.21)
Yio={ylto) :y €Y}, Yii={ylth):yeYr}. (10.22)

Sei nun D C R x R” offen, f : D — R” stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig. Ist
Yo € Y70, so gibt es nach Lemma 9.8 im Intervall / genau eine Losung des AWP

y=fty), ylt)=1yo- (10.23)
Den Wert dieser Losung zum Zeitpunkt ¢ € I bezeichnen wir mit
y(t; to, yo) - (10.24)

Definition 10.6 (Poincaré-Abbildung)
Sei D C R x R"™ offen, f : D — R™ stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig, sei
I = [to, t1] mit Y7 # 0. Die durch

P(yo) = y(t1;to, yo) (10.25)
definierte Abbildung P : Yro — Yr1 heifst Poincaré-Abbildung. O
Satz 10.7 Sei D C RxR" offen, f : D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig,

sei I = [to,t1] mit Y7 # 0. Dann sind Y7o und Yr,1 offen, und die Poincaré-Abbildung
P Yo — Ypy ist ein Homéomorphismus (d.h. P ist bijektiv, P und P~ sind stetig).

Beweis: Sei y € Y7, yo = y(to), y1 = y(t1). Da {(¢,y(t)) : t € I} eine kompakte Teilmenge
von D ist, gibt es a > 0, so dass

D> D,:={(tn):tel,neR" ||n—-yl), <a}. (10.26)

Da D, kompakt ist, ist f auf D, Lipschitz-stetig beziiglich y. Wir definieren f : I x R" —
R™ durch

ft,m) = f(t,yt)+n—y@)h(n —y®)lls)) (10.27)
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wobei

Es ist dann

1(n = y@)hdlln =yl < o, firalle (£,9) € I xR,

also ist f wohldefiniert und f = f auf D,. Ferner ist f Lipschitz-stetig beziiglich y in
I x R", wie man nachrechnen kann. Nach Satz 9.4 hat das AWP

y/ = f(tay) ) y(tO) =To (1028)

fiir jedes 1y € R™ eine eindeutige Losung ¢ : I — R"™. Nach Satz 10.5, angewendet auf das
AWP (10.28), gibt es zu jedem € > 0 ein ¢ > 0, so dass

17 =yl <, falls [l = yoll <.

Ist ¢ < a, so ist (t,§(t)) € D, fiir alle t € I, also f(t,5(t)) = f(t,§(t)), also ist 7 auch
Loésung von
v =fty), ylto) =mo-
Es folgt
1Pno = Pyoll o = [15(t1) = y(t1)ll < ¢,
fir alle 7o € R™ mit ||y — yol|, < 0. Damit ist gezeigt, dass yo € int (Y;) und dass P
stetig ist in yo. Da yo beliebig war, ist Y7 offen und P stetig in Y7 . Durch Betrachtung

des AWP in umgekehrter Richtung (von ¢, ausgehend) zeigt man analog, dass Y;; offen
ist und die Poincaré-Abbildung () von Y7; nach Y7, stetig ist. Da

y(tost1, y(t1;to, o)) = Yo,

folgt Q = P~L. O
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11 Stabilitit

Im vorigen Kapitel hat es sich herausgestellt, dass auf beschriankten Intervallen [¢g, ;] die
Losung des AWP

y/ = f(tvy) ’ y(t0> =%Yo, (111)

stetig vom Anfangswert 1y, abhéngt, wenn die rechte Seite f die iiblichen Voraussetzungen
erfiillt. Es stellt sich die Frage, was in einem unbeschréankten Existenzintervall passiert.
Wir betrachten zunéchst das autonome System

v =fy), f:D—R", DCR" offen. (11.2)

Definition 11.1 (Gleichgewichtspunkt)
Fin y. € D heif$t Gleichgewichtspunkt von (11.2), falls

f(y) =0. (11.3)

Ist y, ein Gleichgewichtspunkt von (11.2), so ist die konstante Funktion
y(t) = v, (11.4)
offensichtlich eine Losung von (11.2). Im Spezialfall
y =Ay, AeR™, (11.5)
ist y. = 0 ein Gleichgewichtspunkt. Wir betrachten den Fall n = 1, also
vy =ay, a€lR. (11.6)

Die Losung zum Anfangswert y(0) = yq ist

y(t) = e"yo. (11.7)
Es gilt:
a>0 = tliriloy(t):+oo,
a=0 = y(t)=y, fir allet, (11.8)
a<0 = tlirgoy(t):().

Im ersten Fall liegt Divergenz vor, im dritten Fall Konvergenz gegen den Gleichgewichts-
punkt. Im zweiten Fall gilt, dass die Losung sich nicht aus einer vorgegebenen Umgebung
des Gleichgewichtspunkts entfernt, sofern der Anfangswert hinreichend dicht am Gleich-
gewichtspunkt liegt.

Wir geben nun eine Definition der Stabilitdt an, die sich auf eine allgemeine Situation
bezieht.
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Definition 11.2 (Stabilitét)
Sei D =1[0,00) x R*, f: D — R™. Eine Lisung y, : [0,00) — R™ von

y = f(ty) (11.9)

heifit stabil, falls es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass alle Losungen von (11.9) mit
ly(0) — y.(0)]| <& auf ganz [0, 00) existieren und

ly(t) —u.(t)|| <e, firallet >0, (11.10)

erfilllen; falls nicht, heifit y, wnstabil. Die Liosung y. heifit asymptotisch stabil, falls
sie stabil ist und falls es ein § > 0 gibt, so dass fir alle Losungen von (11.9) mit ||y(0) —
y.(0)]| < ¢ gilt, dass

Tim [[y(t) = . ()] = 0. (11.11)

O

Als erstes betrachten wir das lineare System
y =Ay, AeR"™. (11.12)
Seine Losung zum Anfangswert y(0) = yp ist gegeben durch
y(t) = eyq . (11.13)
In Analysis 3 haben wir die Form von !4 bereits analysiert. Ist
A=T7'Dr (11.14)
die Zerlegung von A in die Jordan-Normalform, so gilt
M =T71PT | P = diag ('™, ..., e!Pr), (11.15)

und fir ein einzelnes Jordan-Kéastchen

by 0 0
/\j 1 .
DJ:/\J]—FNJ: G(C"jx"j, (1116)
PYIS
0 0 A
gilt
n;—1 m
etDj = eAjteth et 6>\jt z% ENJM . (1]_]_7)
M:

Jedes Element der Matrix et?s hat also die Form
pi(t)eMt, (11.18)
wobei p; ein Polynom vom Grad n; — 1 ist.
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Satz 11.3 Sei A € R, sei
a = max{Re\ : X ist Eigenwert von A} . (11.19)
Dann ist die triviale Lésung y = 0 von y' = Ay

e asymptotisch stabil, falls o < 0,

e instabil, falls o > 0.

Ist a« = 0, so ist die triviale Losung stabil, falls fiir jeden Eigenwert \; mit Re \; = 0 gilt,
dass nj =1 in der Jordan-Normalform von A; andernfalls ist die triviale Lisung instabil.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall A = D, T = I in der Jordan-Normalform
(11.14). Ist o < 0, so gilt fiir alle Eigenwerte A; und alle Polynome p

tlggo Np(t) =0,

woraus die asymptotische Stabilitdt folgt. Ist o > 0, so gibt es ein j, so dass fiir jedes
Polynom p # 0
lim eX'p(t) = oo,

woraus die Instabilitdt folgt. Sei nun o = 0. Falls es einen Eigenwert \; gibt mit Re A\; = 0
und n; > 1, so gilt

tnj—l
X Ty
el |l =gt . (11.20)
0 t
0 1

Da die rechte Seite von (11.20) unbeschrénkt ist fiir jedes (beliebig kleine) § > 0, folgt die
Instabilitét. Ist n; = 1 fiir alle Eigenwerte mit Re A\; = 0, so sind alle Matrixelemente von
e'? beschrinkt, und es folgt die Stabilitit. Sei nun A beliebig mit Jordan-Normalform
(11.14). Ist z : [0, 00) — R™ Losung von

2 =Dz, (11.21)

so ist y = Tz eine Losung von y' = Ay und umgekehrt. Es folgt, dass die triviale Losung
genau dann stabil (asymptotisch stabil, instabil) ist fiir y’ = Ay, wenn dasselbe fiir (11.21)
gilt. O

Damit ist die Frage der Stabilitat der trivialen Losung fiir y' = Ay vollstdndig gelost.
Lemma 11.4 Sei A € R™" seiy € R mit

v > max{Re\ : X ist Eigenwert von A} . (11.22)
Dann gibt es ein ¢ > 0 mit

HetAH <ce’,  fiir allet > 0. (11.23)
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Beweis: Durch Betrachtung der Jordan-Normalform (siehe oben) folgt

[N < U7 e[| |1, ¢ =0, (11.24)
nj—1 m

etDj — e)\jteth _ e)\jt Z m]\[Jp,’ (1125)
p=0 """

also gibt es ein Polynom p; vom Grad n; — 1 mit
2| < Mg, (1) = erteteN g, (1), (11.26)

Wegen
lim eReX =t (1) = 0

t—o00
gibt es ¢; > 0 mit
||6tDjH <c¢et, t>0, (11.27)

und die Behauptung folgt nun aus (11.24) und (11.27). O

Wir betrachten nun das nichtlineare System
y =Ay+g(ty), AeR"™, (11.28)

wobel ,
gt

=0 |Inll
das heift, es gibt fiir jedes € > 0 ein ¢ > 0 mit

lg(t, )l
7]l

=0, gleichméBig auf [0, 00), (11.29)

<e, firalle0<|n| <dund allet>0. (11.30)

Ist g stetig, so impliziert (11.30), dass g(¢,0) = 0 fiir alle ¢ und somit y, = 0 ein Gleich-
gewichtspunkt ist von (11.28).

Satz 11.5 Sei A € R™™ mit ReX < 0 fiir alle Figenwerte X\ von A. Seir > 0, g :
[0,00) x K(0;7) — R™ stetig und bzgl. y lokal Lipschitz-stetig, es gelte (11.29). Dann gibt
es 3,¢,0 >0, so dass das AWP

y'=Ay+g(ty), y0)=yo, (11.31)
fiir alle yo € R™ mit ||yl < 9 eine eindeutige Losung y : [0,00) — R™ hat, fir die gilt
L@l < ce ol Jir alle t > 0. (1132

Insbesondere ist 0 asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweis: Wir setzen

a =max{Re\ : A ist Eigenwert von A} . (11.33)
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Es ist @ < 0 nach Voraussetzung. Wir wihlen v mit & < —y < 0. Aus Lemma 11.4 (mit
vertauschtem Vorzeichen fiir ) folgt die Existenz eines ¢ > 0 mit
|| < ce™™, t>0. (11.34)

Wir wéhlen §; € (0,7), so dass gemafl (11.30) gilt

Ile <8 = lgltnll < Llll, i alle ¢ 0, (11.35)

und setzen 5 s
§=mind -+, L4 11.36
m1n{2c, 2} ( )

Sei nun yo € R™ mit ||yol|, < 0 vorgegeben. Aus Satz 9.9 folgt, dass das AWP (11.31)
eine eindeutige Losung y : I — R™ mit einem maximalen offenen Existenzintervall I hat.
Diese ist gegeben durch

t
y(t) = ey, —|—/ e~ (s,y(s)) ds . (11.37)
0
Wir definieren

J={t:t>0,tel, ||ly(s)|, < fiir alle s € [0,t]}. (11.38)

Fiir alle ¢t € J gilt wegen (11.34), (11.35)

t
ly(®)le < [|e™]] IIyollooJr/0 =24 g (s, y () ds

t
< ce ol [ e Lyl ds, (11.39
0 C
also .
s/
o)l < cllnll + | 3 ly(s) . (140
0

Wir wenden das Lemma von Gronwall in der Form von Folgerung 10.3 an mit

v
o) = lyOlles  a=clyolle, bt) =3,

und erhalten

Syl < cllyolle*,

also wegen (11.36)
_a 0

ly(®)lloe < ce™ 'yl < 31 (11.41)
Damit ist (11.32) fiir ¢ € J bewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass J = [0, 00). Wir zeigen
zunéchst, dass J = I: Andernfalls gilt fiir ¢, = sup J, dass t,. € I und |[|y(t.)|,, = 61 im
Widerspruch zu (11.41), da (11.41) auch fiir ¢ = ¢, gilt (Stetigkeit von ). Es ist aulerdem
I = [0,00), da andernfalls die Menge {(¢,y(t)) : t > 0, t € I} in der kompakten Menge
[0,sup 1] x K(0,%)} enthalten wire, im Widerspruch zu Satz 9.10. O
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Folgerung 11.6 Se: f : R®™ — R" stetig differenzierbar, sei y, € R™ Gleichgewichtspunkt
von

y' = fly). (11.42)
Wenn alle Figenwerte von D f(y.) negativen Realteil haben, ist y. asymptotisch stabil.

Beweis: Wir wenden Satz 11.5 an mit

A=Dfw.), 9)=fy+y) — fly) = Df(y.)y.

Es folgt, dass 0 asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt ist von

Y =Ay+g(y) = f(y +y).

O
Die Methode von Ljapunov. Sei y, Gleichgewichtspunkt von
v =fy). (11.43)
Wir definieren
Vi) =lln—yl, neR". (11.44)
Falls fiir jede Losung y von (11.43) gilt
d
T V®) <0, firallet, (11.45)
so gilt
ly(t) —ull <7 = y(s) —ye|| <7 fur alle s > ¢. (11.46)

Hieraus folgt die Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes y,. Dieser Ansatz wird in der Me-
thode von Ljapunov (1892) verallgemeinert. Ist V' : R" — R differenzierbar, so gilt fiir
Losungen y von (11.43)

d

7V W) = (grad V(y(1)),y'(t)) = (grad V(y (1)), f(y(1))) , (11.47)

also folgt (11.45), falls
(gradV(n), f(n)) <0, fur allen € R™. (11.48)

Der Punkt dabei ist, dass in (11.48) die Losung y von (11.43) nicht vorkommt, nur die
(bekannte) rechte Seite f. Die Schwierigkeit ist, zu gegebenem f ein geeignetes V' zu
finden.

Definition 11.7 (Ljapunov-Funktion)

Sei D C R"™ offen, f : D — R" stetig. Sei y. € D Gleichgewichtspunkt von y' = f(y).
Fine FunktionV : U — R, U Umgebung von vy, heifit Lyapunov-Funktion fir f in y,,
falls gilt

(i) V st stetig in U,

V(y.) =0, V(n) >0 firalleneUN\({y.}, (11.49)
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(ii) V st stetig differenzierbar in U \ {y.},

0 > (grad V(n) Z OV (n)fe(n) fir allen € U\ {y.}. (11.50)

V' heifit strikte Ljapunov-Funktion fir f in y., falls in (11.50) “>7 stalt “>" steht.
([

Satz 11.8 Sei D C R", f : D — R" lokal Lipschitz-stetig, sei y. € D Gleichgewichts-
punkt firy = f(y), sei U Umgebung von y, und V : U — R. Dann gilt:

(1) Ist V' Ljapunov-Funktion fir f in y., so ist y. stabil.

(ii) Ist V strikte Ljapunov-Funktion fir f in y., so ist y. asymptotisch stabil.

Beweis: Wir zeigen (i). Sei € > 0 beliebig mit K (y.;e) C U N D. Wir definieren

o = mtH{V(n) : 1l =} (11.51)
Es gilt a > 0 nach Voraussetzung an V. Wir wéhlen 6 > 0 so, dass 6 < € und

V(n) < a, fiirallen € B(y,;d). (11.52)

Sei nun yg € B(y.;d) beliebig, sei y : I — R™ die eindeutige Losung zum Anfangswert
Yo mit maximalem Existenzintervall I (gemafl Satz 9.9). Nach Voraussetzung an V' (siehe
(11.47), (11.48)) gilt

V(y(t) <V(y) <, firalletel, t>0, (11.53)
also nach Definition von «
ly(t) — vyl #e, furaletel, t>0. (11.54)
Da ||yo — v/l < ¢, folgt aus der Stetigkeit von y
ly(t) —yull, <e, firalletel, t>0. (11.55)

Es gilt auflerdem [0, 00) C I, da andernfalls {(¢,y(t)) : ¢t € I, t > 0} in der kompakten
Menge [0,sup I] x K(y.;d) enthalten wire im Widerspruch zu Satz 9.10. Damit ist (i)
bewiesen. Um (ii) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass fiir die oben zu beliebigem
Yo € B(ys;0) konstruierte Losung y : [0,00) — R" gilt

lim y(t) = y., (11.56)

t—o0

falls V' strikte Ljapunov-Funktion ist. Wir nehmen zunéchst an, es gébe ein oy > 0, dy < €,
und ein 7' > 0 mit
ly(t) —yull, > o, furallet>T. (11.57)

Wir definieren
B = sup{(grad V(n), f(n)) : do < |In — yulloc <€} (11.58)
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Es gilt 8 < 0 nach Voraussetzung an V. Fiir alle t > T gilt 6y < [|y(t) — y.]|, < €, also

V(y(t)) = V(y(T)) —/t (grad V(y(s)), f(y(s))) ds < (t =T)3, (11.59)

also V(y(t)) < 0 fiir hinreichend grofles ¢, ein Widerspruch zur Definition von V. Also
gibt es eine Folge t,, — oo mit

lim y(t,) = y., (11.60)
also V(y(t,)) — V(y.) = 0 und wegen der Monotonie von ¢t — V' (y(t)) auch
tlim V(y(t)) =0. (11.61)

Hieraus folgt (11.56), da andernfalls eine Folge s,, — 0o und ein d; > 0 existieren mit
inf y(s) il 2 91, inf V() = nf{Vin) 8, < Iy — il <) >0, (1162
im Widerspruch zu (11.61). O

Wir betrachten als erstes Beispiel ein System

v =fy), (11.63)
bei dem die rechte Seite durch ein Gradientenfeld
fly) = —grad ©(y) (11.64)

gegeben ist.

Folgerung 11.9 Ser D C R” offen, ® : D — R zweimal stetig differenzierbar, sei y, € D
ein striktes lokales Minimum von ®. Dann ist y, ein stabiler Gleichgewichtspunkt von
(11.63), (11.64). Ist auferdem D*®(y.) positiv definit, so ist y. asymptotisch stabil.

Beweis: Sei U eine Umgebung von y, mit ®(n) > ®(y,) fiir alle n € U, n # y,. Dann
wird durch

Vi(n) = ®(n) — @(y.) (11.65)
eine Ljapunov-Funktion V : U — R definiert, da
(grad V(n), f(n)) = —|lgrad d(n)[|; < 0. (11.66)

Sei nun D?*®(y,) positiv definit. Es ist grad ®(y,) = 0, und aus dem Satz iiber inverse
Funktionen folgt, dass grad & auf einer hinreichend kleinen Umgebung U; von y, bijektiv
ist, also ist grad ®(n) # 0 fir n € U;. fiir n # y. in einer hinreichend kleinen Umgebung
Uy von y,. In (11.66) gilt dann “<” statt “<”, also ist V strikte Ljapunov-Funktion in
Us. O

Als zweites Beispiel betrachten wir die Bewegung einer Punktmasse m in einem orts-
abhiingigen Kraftfeld k(z), 2 € R3, welches als Gradient eines Potentials gegeben ist,

mz"” = k(z), k(x)=—grad®(z). (11.67)
Wir schreiben (11.67) um in ein System
=, (11.68)
v = lk(yc) I rad ®(z) (11.69)
T m T~ T mb ' ’
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Folgerung 11.10 Sei ® : R3 — R stetig differenzierbar, sei x, ein striktes lokales Mini-
mum von ®. Dann ist (x,,0) ein stabiler, aber nicht asymptotisch stabiler Gleichgewichts-
punkt von (11.68), (11.69).

Beweis: Wir schreiben = (x,v) und definieren V : R® — R durch
m
V) =V(wv) =Sl + ®@) - O(.). (11.70)

Dann gilt
V(z.,0) =0, V(z,v)> ®(x)— d(x,) >0, (11.71)

falls x # x,, in einer geeigneten Umgebung U von z,, sowie

(grad V) S ) = 0.V (z.0).0) + {AV (a.0), k(o) )
= (grad ®(x),v) + <

1
——grad ¢ 11.72
mo - gad o) (1L72)
=0.
Also ist V' Ljapunov-Funktion in U. Wegen (11.72) gilt aber

d
SV ((at),0(1) =0, (11.73

also ist V konstant entlang von Losungen (z(t),v(t)), die daher nicht gegen (z,,0) kon-
vergieren konnen (sonst wére limy_,o, V(z(t),v(t)) = V(z4,0) = 0.) O
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12 Fourierreihen

Wir betrachten 27-periodische Funktionen f : R — C. Fiir diese gilt definitionsgeméfl

flz+2m) = f(z), firallexzeR. (12.1)
Wir setzen
Abb o (R;C) ={f] f : R — C, f ist 2m-periodisch}, (12.2)
Corn(R;C) ={f] f: R — C, f ist stetig und 27-periodisch} , (12.3)
Cp([0,27;C) = {f[ f - [0,2n] — C, [ ist stetig, f(2m) = f(0) }. (12.4)

Die Restriktion f +— f|[0, 27| bzw. f — f|[0,27) definiert bijektive Abbildungen
Cor(R;C) — Cp([0,27];C), Abbo(R;C) — Abb([0,27);C). (12.5)

Die Umkehrabbildungen werden durch rekursive Anwendung von (12.1) definiert. Die-
se Bijektionen werden wir in diesem Kapitel bei der Bezeichnung und Verwendung von
Funktionen implizit benutzen.

Die Funktionen ‘
e(xr) =€, ke, (12.6)

spielen eine besondere Rolle im Cy,(R; C). Ist
To: Cor(R;C) — Corn(R; C),  (Tof)(x) = f(x+a), a€R, (12.7)
die Translation, so gilt
(Taxe) (2) = xi(w + a) = e = oy (a), (12.8)

das heift, x; ist Eigenfunktion des Operators T, zum Eigenwert e?*¢. (Zur Terminologie:
Ist X ein Funktionenraum und 7" : X — X linear, so nennt man die Eigenvektoren von T'
auch Eigenfunktionen.) Man kann beweisen: Die Funktionen yy, k& € Z, sind die einzigen
Funktionen in Cy,(R;C), welche Eigenfunktionen von 7, sind fiir alle a € R (siehe z.B.
Blatter, Analysis 2, Kapitel 15).

Ist . .
Y= Z VX, e(x) = Z ye* 4, €C, neN, (12.9)
k=—n k=—n

eine endliche Linearkombination der yj, so heifit ¢ ein trigonometrisches Polynom.
Die Zahl

m = max{k : vy # 0 oder y_; # 0} (12.10)
heiffit der Grad von .
Definition 12.1 (Fourierkoeffizient, Fourierpolynom)
Sei f € L'((0,2n); C). Die durch
1 2m 27

, 1
= — AL/ — Yid\, keZ 12.11
Ck o o f(x)e x ot 0 ka 5 S ) ( )
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definierte Zahl ¢, € C heifit der k-te Fourierkoeffizient von f. Die durch

n

Suf =3 aves (Su)@) = 3 ae, (12.12)

k=—n k=—n

definierte Funktion S, f € Cor(R; C) heifit das n-te Fourierpolynom von f. Die Reihe

> (12.13)

heifst Fourierreithe von f. O
Es stellen sich die Fragen:

e Gibt es eine Funktion f,, mit S, f — f in irgendeinem Sinn (punktweise, gleich-

méBig, im LP, ...) fir n — oo ? Wir schreiben dann
foo = Z CkXk »
k=—00

und sagen, dass die Fourierreihe von f konvergiert.

e Falls Konvergenz vorliegt, gilt fo = f 7

Je nachdem, welche Voraussetzungen an f und welcher Konvergenzbegrift gewéhlt wird,
kann die Antwort einfach oder schwierig sein. So ist z.B. erst 1966 von Carleson bewiesen
worden, dass fiir f € L*((0,27);C) gilt S,f — f punktweise fast iiberall. Andererseits
gibt es ein f € Cy,(R; C), so dass die Folge ((S,,f)(x))nen in iberabziahlbar vielen Punkten
x divergiert. In der Tat hat die Untersuchung der Konvergenz von Fourierreihen (wegen
vieler zum Teil unerwarteter oder sogar fiir paradox gehaltener Sachverhalte) wesentlich
zur Herausbildung der modernen Analysis im 19. Jahrhundert mit formal prézisen Defi-
nitionen und Beweisen beigetragen.

Man kann die Fourierpolynome auch mit Sinus und Cosinus ausdriicken. Wir setzen
arp = Cp + C_g, i bk = i(Ck - C_k) 5 k Z 0, (1214)

dann gilt
. a n )
2 : cpett = 50 + kg_l(ak cos kx + by sinkx) . (12.15)

Dieses Vorgehen bietet sich besonders dann an, wenn f reellwertig ist, f € L'((0,27); R).
Dann gilt ndmlich

2
0

I A 1 :
Cr = %/0 f(z)e=*dr = Py / f(x)e* dx = c_y, (12.16)
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und es folgt

1 2T
ap = ¢, +C = — f(z)coskxdr e R, k>0, (12.17)
T
1 O27r
bk:i(ck—@):—/ f(x)sinkrdr e R, k>1, (12.18)
™ Jo

so dass auf der rechten Seite von (12.15) nur reelle GroBen vorkommen. Man erkennt nun
unmittelbar, dass in diesem Fall die Fourierpolynome

n

. a n .
(Snf)(x) = Z cpetT = ?0 + ;(ak cos kx + by sin kx) (12.19)

k=—n

ebenfalls reellwertig sind.

Definition 12.2 (Dirichlet-Kern)

Die durch
1 &
D,(z) = — ke 12.2
n(w) ot :Zne SNAS N7 ( O)
definierte Funktion D, € Cyr(R;C) heifit Dirichlet-Kern der Ordnung n. O

Lemma 12.3 Sei f € L'((0,27);C). Dann gilt

2
(Suf)(@) = [ f(y)Dnlz —y)dy. (12.21)
0
Beweis: Es gilt
- —~ 1 [ —i ik
(Su)(@) = D cxule) = 3 o | fly)e ™y e
k=—n k=—n 0
1 2 n 2w
=— [ f) > " Mdy= [ f(y)Dulx—y)dy
2m 0 k=—n 0
O
Offensichtlich gilt
2m
/ D,(z)dr=1. (12.22)
0
Lemma 12.4 FEs gilt
sin((nJr%)x) 9017
oDy()={ w3 o T E2L (12.23)
2n+1, x €21
Beweis: Klar fiir z € 27Z. Andernfalls gilt
(ez'g _ e—ig) 27D, () = Z <6i(k’+%)x _ ei(k—%)x) _ <€i(n+%)x _ giln 5):z:)
0 k=—n . ~ -
=2isin =2i sin(n-l—%)x
(]
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Definition 12.5 (Fejér-Kern)

Die durch , ,
K,==Y D,,, K,z)=-— ke > 1, 12.24
D
definierte Funktion K, € Cor(R;C) heifst Fejér-Kern der Ordnung n. O

Unmittelbar aus der Definition und aus (12.22) folgt
27
/ Ky(x)de =1. (12.25)
0

Lemma 12.6 FEs gilt

11—cosnx 27,
oK, (x) = Toeosw 2 ¥ ¢2nZ, (12.26)
n, r €21,
also auch
K,(z) >0 (12.27)

fiir alle x € R.

Beweis: Fiir © € 2nZ folgt die Behauptung direkt aus der entsprechenden Eigenschaft
von D, in Lemma 12.4. Andernfalls benotigen wir die trigonometrische Identitét

2sina sin f = cos(a — B) —cos(a + 3), «a,B€R, (12.28)
welche sich ergibt aus der Betrachtung des Realteils der Identitét
eila=0) _ gilath) _ gia (o=i8 _ i)

Aus (12.28) folgt

1
2sin ((m + 5) :c> sing = cos(mzx) — cos((m + 1)x), (12.29)
Es ergibt sich
n—1 n—1 . 1
1 1 sin((m + 3)x)
Kn = — Dm = 2
(z) n n;) (z) 2mn — sin §
1 — 1
- — 1)z = —— (11—
yr—— (%) mz::o(cos(mx) cos((m + 1)x) yr— (%)( cos(nzx))

11— cos(nz)

2t 1 —coszx

Satz 12.7 (Fejér)
Sei @ C [0,27] kompakt, sei f € L>*((0,2n);C), sei f stetig in allen Punkten von Q.
Dann gilt

n—1
1
- S Suf = f (12.30)
m=0
gleichmdayjig in Q.
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Beweis: Nach Lemma 12.3 und der Definition von K gilt

=Y St = [ fE - . (1231
Es ist
| ke =pay= [ fe-arod = [ e - K. d,
also
Y Suhle) = ) = [ (=)= Fa) K ) dy
" é 2 2m—0
~([+ [ ) senmaars [0 - iR dy
0 2m—0 L Js
—I1(x) —Iz()
(12.32)

K,(y) < o — fur alle y € [0,2m — 4],
also folgt
L(x)] < % fiir alle 2 € Q. (12.33)
Es gilt weiter
sup |1(2)] < sup |f(w —y) — F(@)] = g(6) (12.34)
e vi<s
Wir zeigen, dass
(lsii%g(é) =0. (12.35)

Andernfalls gibe es ein 7 > 0 und Folgen (xj)gey in @ und yx — 0 mit
|f(zr —yr) — f(zg)| > n, firalle k€ N. (12.36)

Da @ kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge (z,, )men gegen ein z, € @, und aus der
Stetigkeit von f in x, folgt

Jim [ f (2 —ye) = flaw)| = [f(z) = fl@.)] =0

im Widerspruch zu (12.36). Also gilt (12.35). Zu vorgegebenem ¢ > 0 wéhlen wir 6 > 0
so klein, dass

€
J) < =
9(0) < 3
und N so grof3, dass
|| < g, fiir alle n > N.
Es folgt
n—1
1
sup |— Y (Smf)(z) — f(z)| <e, firallen> N.
zeQ | T

m=0
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Folgerung 12.8 Der Vektorraum der trigonometrischen Polynome ist eine dichte Teil-
menge von C,([0,27]; C), versehen mit der Supremumsnorm.

Beweis: Wir wenden Satz 12.7 an mit @ = [0, 27]. O

Satz 12.9 (Riemann-Lebesgue-Lemma)
Sei f € LY(R;C). Dann gilt

lim / f(z)e™ dr = 0. (12.37)
Beweis: Spezialfall von Satz ... im folgenden Kapitel. O

Folgerung 12.10 Sei f € L'((0,27);C). Dann gilt fiir jedes 6 > 0
27—§
lim f(y)Dn(y)dy =0. (12.38)

n—oo )

Beweis: Ist f reellwertig, so gilt nach Lemma 12.4 und Satz 12.9

27—§ 27—4§
/ fW)Dn(y) dy = / &3 sin((n + !
1 1)

sin 5 2

Jy)dy — 0,

da 5
sing Zsin§, y € [0,2m — 0].

Durch Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil folgt die Behauptung auch fiir beliebiges

[ O
Fir f:[0,27] — Ci und x € [0, 27| definieren wir (falls die Grenzwerte existieren)
Flat) =lim fe+h),  Fle=) =lim f(z + 1), (12.39)
h#0 h#0
h#£0 h#£0

Satz 12.11 Sei f € L'((0,2n);C), sei x € [0, 27, so dass die Grenzwerte in (12.39) und
(12.40) existieren. Dann gilt

flat) + =)

i (S, () — L (12.41
Beweis: Es ist nach Lemma 12.3 und wegen der Periodizitét
s = [ e -nar= [ e pna. 2
Es folgt
sue) - LI [P ) - S IE p ay r2a)
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Nach Satz 12.9 gilt fiir jedes 6 > 0

i [ e - L2506 0y, o
Ausserdem gilt, da D, (y) = Dy(—y) fiir alle y € R,
o 0 5
/zma(y)D nly) dy = / _aly)Dly) dy = /O a(—y) dy (12.45)
fiir jede integrierbare 27-periodische Funktion a. Es folgt
/2:; [f(m —Y) - frs) ;— f(m_)} Dn(y) dy (12.46)
e 2
also
([+ ) [ra=n - 100 -

- / (f(x +y) — F(a+))Duly) dy + / (f(x — ) — F(z—))Duly) dy.

Weiter gilt
Y Y 4
sin 5 > 1 D, (y)| < —, firalleye (0,7),n€N,
Y

also

1) )
/0 (f(x+y)—f(93+))Dn(y)dy‘ < / @+ y) — )] |1Day)] dy
J — €T
o If(ar+y)y fahl

<A45(|f (z+)| + 1), (12.48)

falls 0 hinreichend klein ist. Zu vorgegebenem ¢ > 0 konnen wir also 6 > 0 so wahlen,
dass der Betrag der linken Seite in (12.47) kleiner ist als £/2. Ist nun n € N so grof}, dass
der Betrag des Integrals in (12.44) ebenfalls kleiner ist als €/2, so folgt

flat) + f(a—)

(su1)(0) - LI
a
Wir betrachten nun den Raum L?((0,27); C) mit dem Skalarprodukt und der Norm
I S — 1 [
(o) =op | f@elx)de, Ifll = V) = \/_27/0 [f(@)]* dz. (12.49)
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Aus Analysis 3 wissen wir, dass L2((0,27); C) ein Hilbertraum ist. Fiir die trigonometri-
schen Basisfunktionen gilt (6;; = Kronecker-Delta)

1 27 o
(Xj» X&) = %/ e0RT 4y = &5, . (12.50)
0

Fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f gilt also
Cr, = <f, Xk) , kel. (1251)

Mit 7,, bezeichnen wir den Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.
Lemma 12.12 Sei f € L*((0,27);C). Dann gilt fiir alle v € T,

(f =Sufi0) =0, [If =Sufll <|f =l (12.52)
Weiter gilt
1f = Safll* = 1FI1F = D leal*. (12.53)

k=—n

Beweis: Es ist

(Snfixg) = < > Cka,Xj> = ¢ (Xj:Xj) = ¢ = ([.x;) , firalle [j| <n,

k=—n

also folgt
(Spf,v) = (f,v), firalleveT,.

Fir v € 7, gilt nun
Lf = ol> = If = Suf + Suf —v|?
= |lf = SufI* + 1Suf — vl + 2Re (f = Suf . Suf —v)
——

€T,

= If = Suf I + 1Suf = vll* > [If = SafII*.
Damit ist (12.52) bewiesen. Weiter gilt

n

(f,Snf) = Z (f,erxe) = Z@<fan> = Z_kck = Z|Ck|27

k=—n k

also

1f = Suf 2 = (F f = Suf) = IFIP =D lexl.
k

Die aus (12.53) folgende Ungleichung

> el < IR (12.54)

k=—n

heifit die Besselsche Ungleichung.
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Satz 12.13 Sei f € L?((0,27);C). Dann gilt S,.f — f in L*((0,27);C) und die Parse-
valsche Gleichung

> el =11£17 (12.55)

k=—00

Beweis: Da fiir g € C,([0,27];C) gilt ||f — gl < ||f — 9|, liegt wegen Lemma 12.8 der
Vektorraum aller trigonometrischen Polynome dicht in C,([0, 27]; C) beziiglich der Norm
| - |l, und nach Satz ... im folgenden Kapitel auch im L*((0,2n);C). Zu vorgegebenem
e > 0 gibt es also ein N € N und ein v € Ty mit ||f — v|| < ¢, also wegen Lemma 12.12
auch

\f=Safll <IIf —v| <e, firallen> N.
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13 Die Fourier-Transformation

Bemerkung. Dieses Kapitel wurde in der Vorlesung nicht vollstindig behan-
delt.

Fiir Funktionen f : R"™ — C wollen wir die Fourier-Transformierte f definieren durch

~

f(&) = (2#)_% . f(x)e_i<x’§> dx . (13.1)

Hierbei ist "
(,€) = Z z;&;
j=1

das Skalarprodukt im R™. Aus der Analysis 3 kennen wir die LP-Réume fiir reellwertige
Funktionen. Wir definieren

LP(R™C) = {f| f : R* = C, Re f € LP(R™;R), Im f € L2(R™;R)} (13.2)

und schreiben in diesem Kapitel £7(R™) statt £P(R"; C). Dasselbe gelte fiir LP(R™; C) und
C(R™; C). Die Rdume L?(R™) sind dann ebenfalls Banachriume, der Raum L?(R") ist ein
Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f.9) = - f(@)g(x)dr. (13.3)

Satz 13.1 Sei f € L'(R™). Dann wird durch (13.1) eine stetige und beschrinkte Funktion
f:R" — C definiert mit || fl, < (2m)72[|fl,-

Beweis: Wegen ‘
[f(z)e™ 9 = | f(x)] (13.4)

ist der Integrand in (13.1) integrierbar, also ist f(€) wohldefiniert fiir alle & € R". Da
der Integrand in ¢ stetig ist und wegen (13.4) gleichméBig in £ gegen eine integrierbare
Funktion abgeschétzt werden kann, folgt die Stetigkeit von f aus Satz 4.22, Analysis 3.
Ebenso folgt

()] < (2m) 7% f@)ldr = (2m) "2 (If, -

Wir setzen

CB[R") ={f: feCR"), fist beschréankt}, (13.5)

Versehen mit der Supremumsnorm ist C'B(R™) ein Banachraum, da er ein abgeschlossener
Teilraum des Banachraums B(R™;K) (Raum der beschrinkten Funktionen auf R™) ist,
siehe Analysis 2.

Satz 13.2 (Fourier-Transformation)
Durch

FHy=1f, f&=n): Rnf(ﬂﬁ)e_“”*@d% (13.6)



wird eine lineare stetige Abbildung F : L*(R™) — CB(R") definiert mit
IF (Nl < @m) 2 F - (13.7)

Sie heifit Fouriertransformation.

Beweis: Sind f, g € L1(R") mit f = g fast iiberall, so gilt F(f) = F(g). Wohldefiniertheit
und (13.7) folgen nun aus Satz 13.1, Linearitét aus der Definition, und (13.7) impliziert

die Stetigkeit nach dem Kriterium aus Satz 4.23, Analysis 2. O
Wir berechnen F(f) fiir
f(;[;) = @_< 2 > = G_TQ
Lemma 13.3 Fiir o
flz)=e 2 (13.8)
qilt
Ff)=1r. (13.9)

Beweis: Wir betrachten zunachst den eindimensionalen Fall n = 1. Es ist

o 1 2 B
f(O):\/—Q_W/OOe S dr =1, (13.10)

da (Fubini und Beispiel 6.15, Analysis 3)

0o 2 0o o 2
/ ez dr= \/5/ eV dt, (/ et dt> = / e~ ) (g, o) = 7.
—00 —00 —00 R2

Wir definieren ,
gz, &) =e Te ™ ¢:R*—C.

Es gilt
Oeg(w,€) = —ize™ Te ™ |Oeg(2,€)| < |2le™F = h(x).

Da h € L'(R), folgt, dass f differenzierbar ist und

F(6) = _\/22_71 /Z re~ T e~ dy (13.11)

nach Satz 4.23, Analysis 3. Partielle Integration ergibt fiir jedes R > 0

R R .
. - —ixg
— z§/ e 2e dx
—-R —R

R 2 2
xT . xT .
/ re  Te M dr = —e T e
R

also (Grenziibergang R — 00)

Fe) = ——= / e F e dr = —£f (). (13.12)
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Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (13.10), (13.12) ist aber gegeben durch

[l =e7, (13.13)
also ist die Behauptung fiir n = 1 bewiesen. Fiir beliebiges n € N gilt mit Fubini

(

fo=enyt [ ot

n ij? .
—(27r)2/ e T e IR g

n 00 22 n €2
H — e e it dx; = He_%
j=1 V2 / j=1
_ (6.8
= e 2
O
Lemma 13.4 Sei f € LY(R"), A € R, A # 0. Dann ist die Fourier-Transformierte fiir
g(x) = f(Az) (13.14)
gegeben durch
. i€
e =i (5) (13.15)
Beweis: Mit der Substitutionsregel fiir die mehrdimensionale Integration folgt
~ -2 —i(x -n -z —i(¥ -n f §
() = (20 [ f0we 9 do = prien [ e 9 ay = i (5)
R™ R7
(I
Sei
1, |z| <1
0, sonst
Dann ist
—ize [ i€ _ gmit
f /_”“fdaj—le, :16—6
\/ 27 J_1 2 —1€ 1 V2T 1§
2 siné
— . 13.1
- (13.17)

In diesem Fall ist f nicht integrierbar, das heift, f ¢ L£(R). (Es niitzt nichts, dass f
kompakten Tréiger hat.)

Als weiteres Beispiel betrachten wir

f(zx)y=el  f:R-R. (13.18)
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Es gilt

~ 1 o0 . 1 o0 . .
— —|z| ,—iz — —x( —ix€ iz€
= — e e dr = — e ‘(e +e dz
fo-—= [ =/ )
1 [ezmis) o—(1-if) 1 o=k
x=0

-
o e | Z1—if T 14t

_\/5 1
S Vr 142

Satz 13.5 Seien f,g € LX(R™). Dann gelten fir f = F(f) und § = F(g) die folgenden

Aussagen:

(i) Ist a € R™ und T, : R™ — R" die Translation T,(x) = x + a, so gilt fir alle £ € R™

T.f(€) = f(e)e'ts) . (13.19)
(11) Fir die Faltung gilt - )
frg=(2m)2fg. (13.20)

(iii) Ist f € C{(R™) (das heifst, [ ist stetig differenzierbar und hat kompakten Triger),
so qilt fiir alle £ e R", 1 <k < n,

B (€) = i f(€). (13.21)

(iv) Ist die Abbildung x — xf(x) integrierbar, so ist f stetig partiell nach & differen-

zierbar, und - R
$kf = z@kf (13.22)

(v) Es gilt fg € LYR™), f§ € L'(R"), und

s f@)g(x) dz = | T@)i(w) de. (13.23)
Beweis: (i) Es ist
T.JE) =@m)% | flata)e™@Ode=(2m)F [ [fy)e ™8 dy = f(€)el).

(ii) Zunichst ist f * g € L*(R") nach Satz 6.4, Analysis 3. Mit Fubini folgt
Frae = o [ ([ sate - ndy) e a
n Rn

= (27r)_% /n </n g(ac _ y)e—i<x—y,§> dx) f(y)e—i<y,g> dy
() f(y)e "9 dy = (2m)% f(£)3(8).

|3

I
7
o>
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(iii) Die Formel fur partielle Integration (Satz 1.5) liefert

(@0)30.7(€) = | Of@e @ de=— | f2)0 (¢7"9) du

Rn

—— [ t@)ig)e 9 do = @mtiaf©).

(iv) Es gilt

wf(€) = 0 [ auf@e @9 de —iem) [ fla)oge 9 da = idif(e).

Das Vertauschen des Integrals mit der partiellen Ableitung ist moglich nach Satz 4.23,
Analysis 3, da wegen

|z f (2)e 0] < |y f ()]

der Integrand gleichméBig in § durch eine integrierbare Funktion beschrinkt ist.
(v) Da f,g € CB(R"™), sind fg und fg¢ integrierbar, und mit Fubini folgt

[ s@iwae= @0t [ g ([ swe o dy) do

=t [ ([ e an) gt dy

=/ F@)g(y) dy.

Sei f=11_11, g = f * f. Dann ist (Bild)
9(z) = max{0,2 — [z[}

und nach (ii) und (13.17)

2
o e 2s8ing\ 2 sin? ¢

Folgerung 13.6 Sei k € N, f € C¥(R"), sei a ein Multiindex mit || = > a; < k.
Dann gilt

0J() = i*lef(€) (13.24)
Beweis: Wiederholte Anwendung von Satz 13.5(iii). O

Folgerung 13.7 Sei k € N, f € C¥(R™). Dann gibt es ein M > 0 mit

£ < ML+ [[€]l,) 7", fiir alle & € R™. (13.25)

Beweis: Aus Folgerung 13.6 erhalten wir fiir alle Multiindizes o mit |a| < & und alle
EeR” A -
€] = [0 f(E)] < 2m)~=[|0°F]; -
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Also gibt es ein M > 0 mit
L+ D> IGDFIF©I <M, fir alle & € R™.

Da ||€]l, < [|€]|, fiir alle &, folgt die Behauptung. O

Lemma 13.8 (Regularitit des Lebesgue-Mafles)
Sei A C R™ messbar. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine offene Menge U C R™ und eine
abgeschlossene Menge FF C R™ mit F C A C U und N*(U\ F) < e.

Beweis: Sei zunéchst A\"(A) < oo, sei (Ag)ren eine Folge von Figuren mit

> WA < XA+

siehe die Konstruktion im MafBlerweiterungssatz. Da jede Figur sich als disjunkte Verei-
nigung halboffener Intervalle darstellen 148t, kénnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass alle
A}, halboffene Intervalle sind. Wir wahlen nun offene Intervalle I, mit A, C I, und

A1) < AM(Ag) +27F 2%

keN

Wir setzen

Dann ist U offen, A C U und

Z: (I) < X"(A) + g

also auch

AU\ A) < % (13.26)

Ist A"(A) = oo, so withlen wir Uy, offen mit \"(Uy, \ (AN B(0,k)) < 27%"1¢, dann gilt
ebenfalls (13.26). Zur Konstruktion von F' wihlen wir V' offen mit (R™\ A) C V' und

ATV (R™\ A)) <

und setzen F' =R"\ V. O

DO | ™

Satz 13.9 Seil < p < oo, f € LP(R™). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein g € Co(R™) mit
If—gll, <

Beweis: Sei zunéchst f = 14, A C R™ messbar und beschriankt. Fiir ¢ > 0 wéhlen wir
gemif Satz 13.8 eine kompakte Menge K und eine offene Menge U (die wir 0.B.d.A. als
beschrinkt voraussetzen konnen) mit K C A C U und A\"(U \ K) < eP. Ist K = (), so ist
| f]l, <€, also g = 0 die gesuchte Approximation. Andernfalls gilt

d = dist (K,R*\ U) > 0
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Wir definieren
dist (z, K)

d
g ist stetig mit g| K =1 und g|(R™\ U) = 0, also g € Cy(R") und

g(x) = max{0,1 — }, g:R"—R. (13.27)

0<[la—ygl <1y —1k,

also
11a—gly = / [1a—glPd\" < [ |1y — 1g[PdN" < XU\ K) <.
Rn Rn

Ist A messbar, aber unbeschrankt, so ist C' = AN B(0, R) messbar und beschrénkt, und
14 — 1, < ¢ fiir R hinreichend grofi. Wihle g € Co(R") mit [|1c — gl|, < ¢, dann ist
[1a — gll, < 2e. Sei nun f einfache Funktion,

N
f= Zalej, a; € R, A; messbar.

J=1

Sei g; € Co(R™) mit [|14, — gj[|, <&, dann gilt fiir g = Zj\le a;g;, dass g € Co(R™) und

N
1f=gll, <D lagle.
j=1

Sei nun f € LP(R™) beliebig, dann wihlen wir eine einfache Funktion s : R® — R mit
|f = sll, <& und geméB obiger Konstruktion ein g € Co(R") mit [|s — g||, < ¢, dann ist
I = gll, < 2. =

Folgerung 13.10 Sei 1 < p < oo, f € LP(R™). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
g€ C*(R") mit [|f —gl[, <e.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wihle geméfl Satz 13.9 ein h € Co(R") mit || f — Al < e. Aus Satz
6.6, Analysis 3, wissen wir, dass die geglitteten Funktionen hs = h * p; € Cg°(R") fiir
0 — 0 gleichméfBig gegen h konvergieren. Da die Trédger von h und von allen hs in einem
festen Kompaktum K enthalten sind, folgt

= hlly = [ 1= bl a3 < N~ bl
Rn
Setzen wir g = hgs, 6 > 0 hinreichend klein, so folgt die Behauptung. O

Satz 13.11 Fir f € LY(R") gilt

A

m f(£)=0. (13.28)

€] —o0

Beweis: Sei ¢ > 0, sei g. € CH(R™) mit ||f — g, < ¢, das ist mdglich nach Folgerung
13.10. Aus Folgerung 13.7 erhalten wir

M,

|ge(f)| < TMHQ .

(13.29)
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Aus (13.7) folgt fiir alle £ € R”

1£(©) = (&) < IIf = gelloe < @m)72|f = gelly < (2m) 7%,
und zusammen mit (13.29) ergibt sich die Behauptung. O

Wir betrachten den Raum

Coo(R") ={f: f € CR"), lim f(z)=0}. (13.30)

[[]|—o0

Der Raum Cpo(R") ist beziiglich der Supremumsnorm ein abgeschlossener Teilraum des
Raums C'B(R"), also vollstandig und damit ein Banachraum.

Lemma 13.12 Sei ¢ € L'(R") mit [g, (x)dz = 1. Wir setzen

Da(z) = A\~ (§> . A>0. (13.31)
Dann gilt fiir alle f € LY(R™)
lim | = £ % sl =0. (13.32)

Beweis: Sei zunichst f € Cy(R™). Es ist (Substitutionsformel)
a(x)de = | Y(x)dx =1,
Rr Rr
also
f(@) = (fx¥a)(x) = f(2) . Ualy) dy — - f(@ = y)aly) dy
— [ (@) -t = .

und fiir alle § € (0,1] gilt

||f—f*%||1 §11+]2, (13.33)

wobel
ne [ = sl s (1334
I = / /”y||2>5 |f(x) = f(@—y)| [¥a(y)| dy dz . (13.35)

Sei K C R™ kompakt, so dass f(z) — f(z —y) = 0 gilt fiir alle x € R"\ K und alle y € R”
mit ||y||, < 1. Dann ist

I = z) — f(x — A dydr < \"(K | su ) — flo — _
/Jyﬁm £6— )| i) dy s < GOl st 1F@) — £z —g)

z,y ERM
llyllz<s
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Weiter gilt mit Fubini

I, = /y||2>5 A (y)] /Rn(|f(x>’ +1f(z —y)l)dedy < 2| £, /Ilyz>5
= 2||f||1/|| o8 o)l de

X

A" (%) | dy

Sei e > 0. Wir wihlen 6 > 0 so, dass

£
Il<§.

Das ist moglich, da f auf R gleichméBig stetig ist. Wahle nun A > 0 so, dass

5
_[2 < 5 .
Das ist moglich, da ¢ € £L*(R™) und daher
]%im |(z)|dz =0.

lzll,>R

Sei nun f € L£'(R") beliebig. Fiir beliebiges g € Co(R") gilt

1F = Fxally < llg = g*ally +I(f = 9) = (f = 9) xally
<llg=g=ually +If =gl (L + M1y,

da||(f —g) *Uall; < NIf — gll; [|[¥all; nach Satz 6.4, Analysis 3. Sei nun € > 0. Wir wéhlen

g € Co(R™) nach Satz 13.9 so, dass || f — g||; < &, und A > 0 nach dem eben Bewiesenen
so, dass ||g — g * ||, < e, dann ist

If = Fxally <@+ 9l

Satz 13.13 (Umkehrformel)
Sei f € LYR™), es gelte f = F(f) € LY(R™). Dann gilt

fle)=@m)2 | f(&)e'e™ d¢ (13.36)
Rn
fir fast alle x € R™ und (nach Abinderung auf einer Nullmenge) f € Coo(R™)
Beweis: Wegen

[F©)e e =1f(0)]
liegt der Integrand in (13.36) in £!(R™), und es gilt

| foetende= | F(©)e—tem de = (2m) 3 F(f)(x). (13.37)
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Aus Satz 13.11 folgt, dass .7:(;) € Coo(R™). Es geniigt daher zu zeigen, dass (13.36) gilt fiir
fast alle z € R". Zunichst gilt fiir beliebiges ¢ € £L'(R") mit Satz 13.5, da f beschrinkt
ist,

| HOA e de = | Tf©e(©)de = | (DWW dy = | fla+y)pl)dy
(13.38)

. flx—y)p(—y) dy. (13.39)

Wir setzen
)

Y& =(@2m) e 2, p(§) =v(AE), A>0.
Es ist 1) = 1) nach Lemma 13.3, Jgn (&) d€ = 1 nach (13.10) und wegen Satz 13.5

—y) = A0 (=5) = A (=5) =2 (§) =), yeR™. (13.40)

Setzen wir (13.40) in (13.38) ein, so ergibt sich

(m | f&)e" = | fa—yiy)dy=(fxd)@).  (134D)
Da 2 (£,6) E) A
() em e < | f(€)],
folgt aus dem Satz von Lebesgue
lim(2r) "% [ f(e)eEPe S de = (2m)7F [ fe)e’e ag (13.42)
A—0 Rn R

fiir alle x € R™. Nach Lemma 13.12
lim || = £ wall, = 0,

gibt es nach Satz 4.19, Analysis 3, eine Nullfolge (A;)gen mit

Jim (f* yn,) (@) = fl) (13.43)
fiir fast alle z € R™. Aus (13.41), (13.42) und (13.43) folgt die Behauptung. O

Lemma 13.14 Sei f € LY(R™) N L%(R™). Dann gibt es zu jedem € > 0 ein g € C°(R™)
mit ||f —gly < e und |[f —gll, <e.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wir wihlen R > 0 so dass gilt

1f=flglly <e, |f = flrla <e, 1r:=1lpong-
Wiéhle nach Folgerung 13.10 ein g € C§°(R™) mit

gll, < . €
VA (B(0, R+ 1))

/1R — (13.44)

89



Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass supp (g) C B(0, R + 1), andernfalls ersetzen wir g
durch ¢g, p € C*(R) mit 0 < ¢ < 1 in R sowie ¢ = 1 auf B(0, R) und ¢ = 0 aulerhalb
B(0, R+ 1). Aus (13.44) und der Holderschen Ungleichung folgt nun

1f1n = gll, < / e — gl dz < [Lroslly [ FLr— gll, < &
B(0,R+1)

und weiter ||f — gl|, < 2e, ||f — gll, < 2e. 0

Satz 13.15 Seien X, Y normierte K-Vektorraume (K =R oder K= C), sei Y wvollstdn-
dig, sei U Unterraum von X mit U = X (U = Abschlufi von U in X). Sei S : U — Y
linear und stetig. Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung T : X — Y mit
T\U =S, und es gilt ||T|| = ||S].

Beweis: Sei © € X beliebig. Sei (z)ren Folge in U mit 2, — z, dann ist (z)ren Cauchy-
folge in X und wegen

152k — Szally = 1@ — 2)lly < ISH 2k — 2mll (13.45)
ist (Sxk)ren Cauchyfolge in Y, also konvergent. Wir definieren

Tr= lim Sxy. (13.46)

k—o0

Der Limes in (13.46) héngt nicht von der Wahl der Folge (zx)ren ab, da fiir jede Folge
(2 )ken In S mit 2z, — x gilt

Sz — Szilly = [I1S(we — 2z1)ly < S| |2 — 2]l x — 0.

Offensichtlich ist Tax = Sx fiir x € U. T ist linear: Seien x, 2z € X, a, € K, seien () pen,
(zx)ken Folgen in U mit z, — x, 2z — 2. Dann gilt axy + Bz — az + Bz und weiter

T(ax + Bz) = kh_)rgo S(oxy + PBzi) = Ijlrgo(ank + BSz) = ozklij& Sxy, + ﬁlgirgo Sz
=olz+ [BTz.

Sei nun = € X, (vg)ken Folge in X mit z; — 2. Dann gilt

ITally = | Jim Sall = Jim Szl < Jin (18]l = 15121
also ist T stetig mit ||T|| < ||S], also auch |T|| = ||S]|. Da (13.46) fiir jede stetige
Fortsetzung T von S gelten muss, ist T" eindeutig bestimmt. O

Lemma 13.16 Sei f € C§°(R"). Dann gilt

F=FFD), f=FFF), (13.47)
es ist F(f) € LYR™) N L%R"™), und
IFo = 117l = 1LF1l5 - (13.48)
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Beweis: Es ist f € £'(R") nach Folgerung 13.7 (wir wiihlen dort & hinreichend groB),
also folgt aus Satz 13.13

fl)=(m)72 | J(©et0de = (2m)73 | f(©)e 9 de = (FF())(@).

Rn
und weiter mit Lemma 13.5

||f(f)||§=/ (FNOEFNE) dE= | @) FEFN@)de= | f(x)f(x)dz

R Rn R

=If1l5-

O

Satz 13.17 FEs gibt eine eindeutig bestimmte lineare, stetige und bijektive Abbildung T :
L*(R™) — L*(R™) mit

T(f)=F(f), fiiralle f € L"(R™)N L*(R"). (13.49)
Es gilt auferdem fiir alle f € L*(R")

ITFlly = 11712 (13.50)

Beweis: Wir wenden Satz 13.15 an mit X =Y = (L*R"),] - |l,), U = C5°(R") und
S = F. Nach Folgerung 13.10 gilt U = X. F ist linear auf U, und nach Lemma 13.16 ist
IF(H)Il, = If]l, fitr alle f € U, also ist F stetig auf U mit ||F|| = 1. Sei T : L*(R") —
L?*(R™) die nach Satz 13.15 eindeutig bestimmte lineare stetige Fortsetzung von F. Sei
f e L*R"), sei (fx)ren Folge in U mit f, — f in L?(R"), dann ist nach Lemma 13.16

ITfl, = lim [ Tfill, = lim | Filly = i [ ill, = 171

also gilt (13.50) und damit auch ker(7") = {0}, also ist 7" injektiv. Wir wollen nun zeigen,
dass (13.49) gilt. Sei f € L'(R™) N L*(R™), sei (fx)ren Folge in U mit || f — fxl|; — 0 und
| f — frll, — 0, siehe Lemma 13.14. Da F f, = T'f}, fiir alle k € N, folgt ||T'f — F fx||, — 0
aus (13.50), und nach Ubergang zu einer Teilfolge F f, — T'f punktweise fast iiberall. Da
Ffr — Ff gleichmafig nach Satz 13.2, gilt Ff = T'f und damit (13.49). Es bleibt zu
zeigen, dass T surjektiv ist. Fiir f € U gilt nach Lemma 13.16

Ffe'®R)NLARY), [=F(F]),

also f = T(Ff) und damit U C T(L?*(R")). Sei nun g € L*(R"). Wir wiihlen eine Folge
(fi)ken in U mit ||Tfx —gll, — 0, dann ist (Tfy)ren Cauchyfolge in L*(R™). Wegen
(13.50) ist auch (fx)ren Cauchyfolge in L?(R™). Sei f € L*(R™) mit || fx — f||, — 0, dann
ist |7 fx, — T f|l, = 0 nach (13.50) und damit 7'f = g. Da g beliebig war, ist T" surjektiv.
O

Die Abbildung 7" in Satz 13.17 wird ebenfalls Fourier-Transformation genannt und eben-
falls mit F bezeichnet. Man beachte aber, dass fiir f € L*(R")\ L'(R") die Fouriertrans-
formierte F f im allgemeinen nicht mehr durch die Formel (13.1) darstellbar ist, da das
Integral nicht definiert zu sein braucht.
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Folgerung 13.18 Flir die inverse Fourier-Transformation F~1 : L*(R™) — L*(R") gilt
(F')() = 2m)72 | f(&)e™ de, (13.51)
R
falls f € LY(R™) N L*(R™).

Beweis: Wird zum Abschluss der geneigten Leserin iiberlassen ! O
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