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1 Der Integralsatz von Gauf3

Wir betrachten offene Mengen @ C R" mit der Eigenschaft, dass 02 eine (n — 1)-
dimensionale C''-Mannigfaltigkeit ist und © lokal nur auf einer Seite von 9Q liegt.

Definition 1.1 (C'-Rand)

Sei Q C R™ offen. Wir sagen, dass Q einen C'-Rand hat, falls gilt: Fir alle a € 0 gibt
es eine offene Menge U C R™ und eine Funktion f € CY(U) so dass V f(x) # 0 fiir alle
x e U gilt und

NNU ={x:z€eU,f(x)=0}, (1.1)
QNU ={z:z€U,f(x) <0}. (1.2

Definition 1.2 (Tangentialvektor, Tangentialraum)

Sei M C R" eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M. Ein v € R* heifst
Tangentialvektor an M in a, falls eine stetig differenzierbare Kurve @ : I — R" existiert
(wobei I ein offenes Intervall im R mit 0 € I ist) mit

p(0)=a, ¢0)=v, pl)CM. (1.3)

Die Menge
To(M) = {v : v ist Tangentialvektor an M in a} (1.4)
heif$t der Tangentialraum an M in a. a

Satz 1.3 (Charakterisierung des Tangentialraums)
Sei M C R" eine k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, sei a € M, sei U C R™ offen mit
a € U. Dann gilt:

(1) To(M) ist ein k-dimensionaler Unterraum von R™.

(ii) Ist ® : T — M NU eine Karte von M mit ®(c) =a, c € T, T C R* offen, so bilden
die k Spalten der der Funktionalmatriz Jo(c), das heifit die Vektoren

{01®(c), ..., 0x®(c) }
eine Basis von T,(M).

(iii) Ist
MNU={z:ze€U, f(x) =0}
mit f € CY({U;R**) und rang Jr(a) =n —k, so ist

To(M)={v:veR", (v,Vfi(a)) =0 fir allei, 1 <i<n-—k}. (1.5)



Beweis: Sei V; der von den Spalten von Jg(c) aufgespannte Unterraum und
Vo={v:veR", (v,Vfi(a)) =0fiirallei, 1 <i<n-—~k}.
Wegen dim(V;) = dim(V3) = k geniigt es zu zeigen, dass
Vi CTo(M) C Vs (1.6)
Zum Beweis der ersten Inklusion sei
k
v = Z )\jaj@(c)
j=1
ein beliebiges Element von V;. Wir definieren fiir hinreichend kleines £ > 0 eine Abbildung
¢ : (—e,e) = R durch
o(s) = P(e1 + A1s, 00+ Aas, ..o, e + \gS) .

Dann ist ¢(s) € M fiir alle s, ¢(0) = a, und aus der Kettenregel folgt

(10,(0) = J<I>(C) = Z)\](')](P(c) =v,

A\ j=1

also v € T,(M). Zum Beweis der zweiten Inklusion sei v € T,(M). Wihle p : (—&,e) - R”
geméf Definition 1.2, dann gilt f(p(s)) = 0 fiir |s| hinreichend klein, also gilt fiir alle i
mitl <i<n-—k

0= (fiop)(0) =(V/fi(¢(0)),¢'(0)) =(Vfia),v)
also ist v € V5. O

In Satz 1.3 ergibt sich aus (iii) im Spezialfall dim M = n — 1, dass dim7T,(M) =n — 1
und dass V f(a) auf T,(M) senkrecht steht.

Satz 1.4 (Existenz einer stetigen dufleren Normalen)
Sei Q C R offen, Q2 habe einen C*-Rand. Dann gibt es genau ein Vektorfeld v : 00 — R
so dass fiir alle a € 092 gilt

v(a) LTo(09), |v(a)ll,=1, (1.7)
und dass es fir alle a € 0 ein € > 0 gibt mit
a+tv(a) € Q, firallet € (0,¢). (1.8)

Das Vektorfeld v ist stetig auf 02. Der Vektor v(a) heifst der dufere (Einheits-) Norma-
lenvektor an 02 in a.



Beweis: Nach Satz 1.3 ist ist dim 7,,(02) = n — 1, und es gilt fiir z € R?
z L T,(092) ,2 # 0 & z=AVf(a) fiirein A € R, A #0.

Fiir solche z und hinreichend kleines ¢ > 0 gilt

o(t
Fa+12) = Flo) + (5 T F(0) + o) = IV F@I + 000 = (M@ + )
also folgt fiir hinreichend kleine ¢
fla+tz) ¢ Q =3 A>0.
Falls aufierdem ||z||, = 1 gelten soll, ist also
Vf(a)
via) = ——~— (1.9)
IV F(a)ll,

der eindeutig bestimmte Vektor, welcher (1.7) und (1.8) erfiillt. Da f stetig differenzierbar
ist, ist v stetig in a, und da a beliebig war, ist v stetig auf 0. O

Wir betrachten als Spezialfall das Normalenfeld an den Graphen einer Funktion. Sei dazu
r € R" zerlegt in

r=(2,z,), 2 eR"', =z, €R, (1.10)
und wir betrachten folgende Situation: W C R"~! ist offen und beschrénkt, h € C*(WW)
mit A(W) C I = (a,b) € R,

M = graph (h) = {(2',2,): 2’ € W, z,, = h(z)} CW x I, (1.11)
A={(2" xp): 2" eW,z, €1, 2, <h(z)}. (1.12)

Nach Konstruktion im Beweis von Satz 1.4 (siehe (1.9)) gilt fiir z € M

(VR
V) = =%h), il (113

Satz 1.5 (Partielle Integration im R")
Es liege die Situation (1.10) — (1.13) vor. Dann gilt fiir alle f € C*(W xI) mit kompaktem
Trager in W x I

/Aaif(x)dx:/Mf(f)z/i(f)dS(f), 1<i<n. (1.14)

Beweis: Da f kompakten Trager hat, sind f und 0, f stetig und beschrénkt, also existieren
alle Integrale, die im Folgenden auftreten.
Fall 1: Esist 1 < i < n — 1. Die durch



definierte Funktion F : W — R hat kompakten Triger in W, also gilt (Ubungsaufgabe)

h(z")
oz/ 8Z-F(x’)dx’:/ o, (/ f(x',xn)dxn> dr' .
w w a

Es folgt weiter (unter Verwendung von Fubini und (1.13))

0 —/ [/h(x’) o f (2, x,) day, + f(x',h(x'))aih(x')] dz’

// f dxnder/fx h(2'))Bih(z) da’

z/Aaif(fv) dfv—/Wf(fv',h(fv’))vi(w',h(w'))\/l+IIVh(fv’)llgde'

_ / 0, (2) di — /M F(Eui(€) dS(©),

da g(z') = \/1 +||Vh(2)||> gilt fir die Gramsche Determinante der Funktion 2’/
(', h(z")) (Analysis 3).
Fall 2: i = n. Es ist (Fubini)

/Aanf(:z:) dx:/w/ah(m’) ﬁnf(x',xn)dxndx':/Wf(x',h(x'))dx'
= [ 1@ h@ e )1+ VA
- /M F(E)vn(€) dS(©),

wie in Fall 1. O

Folgerung 1.6 Satz 1.5 gilt auch, falls A auf der anderen Seite von M liegt, das heifst,
falls
A={(z"yz,): 2" eW,x, €1, z,>h(z)}, (1.15)

gilt. Die duflere Normale ist dann gegeben durch
(Vh(z'), -1)
v(z) = : (1.16)
[(Vh(z"), =1)]],

Ebenso gilt Satz 1.5 auch, falls die Darstellung von M nach einer anderen Koordinate
aufgelost ist, also

M=A{(x1,...;25) : (T1,.. @i 1, Tig1y-- -, Tn) EW 2 =h(x1,. .., T 1, Tig1, .-, Tn)}
(1.17)

und A, v entsprechend.

Beweis: Entweder durch Modifikation des Beweises von Satz 1.6 oder durch Transforma-
tion auf die Situation des Satzes. O



Definition 1.7 (C*-Zerlegung der Eins)
Sei K C R, sei (Uj)i<j<n eine offene Uberdeckung von K. Eine Familie (aj)1<j<n von
Funktionen oj € C®(R"™) heifit C*°-Zerlequng der Eins fir K beziglich (U;);, falls gilt

0<a; <1, firallej, (1.18)
aj(r) =0, fallsx ¢ Uj, (1.19)
N
Zaj(x) =1 fallsx e K. (1.20)
j=1
O

Kompakte Teilmengen des R besitzen immer eine solche Zerlegung der Eins.

Satz 1.8
Sei K C R™ kompakt, sei (U(x))zcx ein System offener Mengen mit x € U(x) fir alle
x € K. Dann gibt es endlich viele v; € K, 1 < j <N, mit

Kc|JU()),

j=1

und eine C®-Zerlegung der Eins fir K beziglich (U;)1<j<n, wobei U; = U(z;).

Beweis: Wie friither beginnen wir mit 1) € C*°(R) definiert durch

w(t):{exp(—%), t>0,

0, £<0.
Wir setzen S — 1)
o(t) = :
(4 —t) +(t—-1)
Es ist dann ¢ € C®(R), und es gilt ¢(t) = 1 fiir ¢ < 1, ¢(t) = 0 fiir ¢t > 4. Wir wihlen
endlich viele z; € K und ¢; >0, 1 < j < N, wobei K(z;¢) ={y: |ly — z|, < e}, so dass

N
K C UK(l‘j;é‘j), K(zj;2¢5) C Uj

j=1

o =l
Oé](l') _w 82- .
J

Dann ist @; € C®°(R*) mit 0 < &; < 1, &; = 1 in K(z;;¢;) und &; = 0 auflerhalb von
K (zj;2¢;). Eine Zerlegung der Eins wie verlangt erhalten wir nun durch

und definieren fiir z € R"

N

aile) = —— 9y =TT ().

p(x) + ZkN:1 () k=1




Satz 1.9 (Gauflscher Integralsatz) B
Sei Q C R offen und beschrinkt, Q habe einen C'-Rand. Sei U C R offen mit Q C U,
sei F: U — R" ein C'-Vektorfeld. Dann gilt

/QdivF(x) dx:/ (F(£), v(€)) dS(€). (1.21)

onN

Beweis: Fiir jedes x € Q wéhlen wir eine offene Menge U(x) mit x € U(z) C Q. Fiir
jedes x € 02 betrachten wir zundchst geméf Definition 1.1 eine lokale Darstellung

onNnU ={f=0}, QnU' ={f <0},

mit f € CY(U’) und Vf # 0 iiberall. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es
offene Mengen (die wir 0.B.d.A. konvex wihlen kénnen) W(z) ¢ R* ', I(z) C R und
he : W(z) = I(x), hy € C'(W(x)) mit

U(x) N o = {(2',2,) : xp, = he(2)},
Uz) N Q= {(a,2,) : 2 < hy(a")},
U(e) = W(a) x 1(a),

oder mit “>” statt “<” beziehungsweise aufgel6st nach x; statt z,,. Geméafl Satz 1.8 wihlen
wir endlich viele U(z;)1<;j<n und eine zugeordnete C'*°-Zerlegung der Eins (c;)1<j<n. Wir

numerieren so, dass zy,...,zy € 082, Tayri1,-..,on € Q. Es gilt nun
/dIVF dx-/Z@k Z%Fk
Q Qk !
- [ awn
71=1 k=1

:Z/div(ajF x)dz
[ F@wen as© =3 [ (as(F(e.ve) dsto).

Es geniigt daher, den Satz fiir a;F', 1 < j < N, zu beweisen.
Fall 1: 5 < M. Wir wenden Satz 1.5 an mit

f:aij, A:QﬂU(x])a M:aQﬂU(l']),

und erhalten

3

[ aivier)@ar =3 [ aR@d =3 [ a@n@medse

k=1

- / (o (©)F(€).v(9) dS(9).



Fall 22 M < j < N. Es ist U(z;) C €2, also supp (a;) C €2, also

/8 @ (OF(E).1(6) 59 =0,

und (Ubungsaufgabe)

/Qdiv (0 F)(z) dw = /Q O (o Fy)(x) dz = 0.

Satz 1.10 (1. Greensche Formel)
Sei Q C R offen und beschrinkt, Q habe einen C'-Rand. Seien f € CY(U), g € C*(U),
wobei U C R™ offen ist mit Q@ C U. Dann gilt

/Q F(#)Ag(z) dr = - / (V1) Vo)) da+ [ FO200)d5©),  (122)

wobei
dvg(§) = (Vy(&),v(£))

die Richtungsableitung in Richtung der dufleren Normalen bezeichnet. (0,g heifst auch die
Normalenableitung von g.)

Beweis: Sei F': U — R" definiert durch

F(z) = f(z)Vy(z),
dann ist
(F(£),v(&) = f(£)ang(&),
und

div F(z) = (Vf(2), Vg(2)) + f(z)div (Vg(z)) = (V[(z), Vg(x)) + f(z)Ag(z) .

Die Behauptung folgt nun aus Satz 1.9. a

Folgerung 1.11 (2. Greensche Formel)
Es liege die Situation aus Satz 1.10 vor. Dann gilt (setze f =1)

/Q Ag(x) di = / D.a(€) dS(¢). (1.23)

Ist auferdem f € C*(U), so gilt
/Q (fAg — gAf)(x) dz = / (1019~ 90,0 dS(E). (1.24)
O



2 Der Integralsatz von Stokes

Wir beschéftigen uns zunichst mit einer zweidimensionalen Situation. Sei 0 C R? offen,
beschriinkt, mit einem C'-Rand 9. Wir nehmen an, es gebe eine stetig differenzierbare
Parametrisierung 7 : [a, b] — R?, mit r(a) = r(b), so dass r : [a,b) — IQ bijektiv ist und
r'(t) # 0 gilt fiir alle ¢ € [a, b].

Sei v : 90 — R? das zugehorige Normalenfeld, siehe Satz 1.4. Fiir a € 99, a = r(t) ist
T,(09) = span {r'(t)} = {\r'(t) : A € R},

also

r'(t) L v(r(t)).
Durch die Parametrisierung r wird ein Durchlaufsinn fiir 02 festgelegt. Wir sagen, dass
02 von r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, falls

det(v(r(t)) | (1)) > 0. (2.1)

Das ist dann der Fall, wenn

_ 1 r5(1) TON ([ —vy(r(t))
o) = o (U50)) - o=l () e

Anschaulich bedeutet das, dass 02 entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, und
dass © immer “links von der Richtung 7/(t) liegt”.

Satz 2.1 (Satz von Stokes im R?)

Sei Q C R? offen und beschrinkt, Q2 habe einen C*-Rand 02, welcher von der Parametri-
sierung r im mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird. Sei U C R? offen mit Q C U,
sei ' : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/TF(x) - d = /Q(ang 0 F)(x) da (2.3)

Beweis: Aus der Definition des Kurvenintegrals und aus (2.2) folgt

@) -do= [ Feo) @) d= [ (Feo), (T2 o,
/r /a /a< (1(())

- [ () weonproma= [

= /(51F2 — 0o ) (x) d

letzteres nach dem Satz von Gauf. O

Fiir F: R2 — R2,



gilt also

AQF@ydx:K}dx:A%m,

also etwa fiir den Einheitskreis Q = B(0;1), r(t) = (cost,sint)

A%D:AWW&@MW»ﬁ:%Anmﬂﬂ+mﬂﬂﬁ:m

Wir beschéftigen uns nun mit dem Satz von Stokes im R®. Sei M eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R*. Wir betrachten nur den Spezialfall, dass M durch eine einzige
Karte (siehe Kapitel 7, Analysis 3) beschrieben wird,

M=&T), ®:T—R, TCR offen. (2.4)

Sei nun Q C R? offen und beschriinkt, € habe einen C''-Rand 09, es gelte

QcT.

Wir betrachten

A=0(@) (2.5)

und definieren (nur fiir den Rest dieses Abschnitts)
0A = ®(09) . (2.6)

Unter 0A stellen wir uns den eindimensionalen Rand der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit ®(Q2) vor. Sei nun V' C R? offen, M C V, F : V — R®. Der Satz von Stokes
besagt, dass unter geeigneten Voraussetzungen gilt

/aA F(z)-dr = /A ((rot F)(£),v(€)) dS(€). (2.7)

Hierbei miissen der Umlaufsinn der Randkurve 0A und die Normalenrichtung v(€) zuein-
ander passend gewéhlt werden. Das erreicht man, indem man erstens 0A parametrisiert
durch eine Kurve ® o r : [a,b] — A, wobei r : [a,b] — T eine Kurve ist, welche 02 im
mathematisch positiven Sinn durchlduft, und zweitens das Vorzeichen der Normalen in
einem Punkt £ = ®(u), u € Q, festlegt durch (“x” bezeichnet das Vektorprodukt im R?)

1

v(®(u)) = 101 @ (u) x 0@ (u)|,

0,0 (u) X D®(u) . (2.8)

Es ergibt sich dann, da (® o r)'(¢) = Jo(r(t))r' (1),
AAF@y¢p:L F@ydw:/(F@@@mﬂk@@Vﬁ»dt (2.9)

:/ (Ja(r(t)) " F(2(r(t))),r"(1)) dt (2.10)
:/fmym, (2.11)



wobei F' : T — R? definiert ist durch

F(u) = Jo(u)TF(®(u)) . (2.12)
Wir konnen jetzt Satz 2.1 anwenden und erhalten
r Q
Nach (2.12) hat F' die komponentenweise Form
Filw) = (0,0(u), F(®(@)) , i=1,2. 2.14)
Aus der Produktregel (fiir Skalarprodukte) und der Kettenregel folgt
1 Fy(u) = (810:D(u), F(®(u))) + (0, (u), Jp(P(u))d P (u)) (2.15)
D Fy (u) = (0,0, D(u), F(®(u))) + (01®(u), Jp(P(u))dy®(u)) (2.16)

Es folgt, falls ® zweimal stetig differenzierbar ist,
(01 F — 05 F) () = (0:D(u), Jr(®(w)) 01 D(u)) — (D1 D(u), Jp(®(u))Bo®(u)) . (2.17)
Die rechten Seite von (2.17) hat die Form
(y, Az) — (z, Ay) , z,y e R, AR,

Es gilt die algebraische Identitét

3 3 a3z — Q23
(y, Az) — (2, Ay) = Y yiaijw; — > miay; = (| iz —az1 | , 7 xy)

5,j=1 1,j=1 Q21 — Q12

Anwendung auf (2.17) liefert mit (2.8)

(92F3 - 83F2
(L Fy — 0 F) (u) = ( (83F1 — 81F3> (®(u)), 01P(u) x 0@ (u)) (2.18)
(91F2 - 82F1
= ((rot F)(®(u)), v(®(w))) |01 ®(u) x B2 (u)l, - (2.19)
Es ist also
/Q(alﬁ2 — 0,F))(u) du = /Q ((rot F)(®(u)), v(®(u))) |01 ®(u) x dp®(u)||,du. (2.20)

Wir konnen das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung in ein Oberflachenintegral
iiber M zuriickfithren. Sei dazu B = (z |y) € R*? eine Matrix mit den Spalten x und y.
Es gilt die algebraische Identitét

o’ 2T
(57 B) =det (1 520) = ol ol — Goo)? = ool (22
vy yy
Mit x = 0,P(u), y = 0,P(u) folgt also, dass fiir die Gramsche Determinante g(u) der
Karte ® gilt
Vo(u) = /det(Jo (u)" Jo (1) = [|01®(u) x 0P(u)]],. (2.22)

Die Gleichungen (2.9), (2.13), (2.20) und (2.22) zusammengenommen ergeben die Formel
(2.7) des Stokes’schen Satzes. Wir haben also bewiesen:

10



Satz 2.2 (Satz von Stokes im R?)

Sei M C R? eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche durch eine globale Karte ® :
T — M beschrieben wird, sei ® zweimal stetig differenzierbar. Seien A C M und F : V —
R3 wie in (2.4) — (2.7) beschrieben, sei der Umlaufsinn von A und die Normalenrichtung
v(&) passend gewdhlt wie beschrieben. Dann gilt

/8A F(z)-dx = /A {(rot F)(&),v(€)) dS(€). (2.23)

O

Die Siatze von Gaufl und Stokes stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung ins Mehrdimensionale dar. Gemeinsam ist ihnen, dass
ein Integral einer Funktion iiber den Rand einer Mannigfaltigkeit mit einem Integral
eines Differentials dieser Funktion {iber die gesamte Mannigfaltigkeit in Verbindung ge-
bracht wird. Einen einheitlichen allgemeinen begrifflichen Rahmen fiir diese Sitze liefert
die Theorie der Differentialformen.

11



3 Differenzierbarkeit in C

Wir wissen bereits einiges iiber die komplexen Zahlen. Aufgefafit als R-Vektorraum, ist C
vermittels j : C — R?,
j(2) = (Rez,Im 2) (3.1)

zu R? isomorph. Da

2l = l7(2)l; (3.2)
ist die metrische Struktur von C mit der von R? identisch. Also ist eine Teilmenge U
von C genau dann offen (abgeschlossen, kompakt, ...), wenn die entsprechende Menge
j(U) C R? diese Eigenschaft hat. Eine Folge (2, )ncn konvergiert genau dann in C, wenn
die Folge (j(zn))nen in R? konvergiert.

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit)
Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit differenzierbar in z € U, falls der

Grenzwert A B - )
. z24+h)—J(2
lim . (3.3)
h#0
existiert. Wir definieren in diesem Fall die Ableitung von f in z durch
. f(z+h) - f(2)
1) —
f'(z) = lim . . (3.4)
h#0
Ist f in ganz U differenzierbar, so sagen wir, dass f in U holomorph ist. a

Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten auch im Komplexen (Beweis ge-
nauso): Sind f,¢g : U — C holomorph, so auch f + g, f - g, af fir a« € C, sowie
flg:U\{g=0} - C, und es gilt

N\ _gf'+1g

(f+9)=Ff+g. (fo)=Fg+fg. (af)=af, (E T2

Auflerdem gilt die Kettenregel: Sind f : U — V, g : V. — C holomorph, so ist auch
go f:U — C holomorph, und

(go ) (2) =d(f()f'(z), z€U.

Fassen wir C als R-Vektorraum der Dimension 2 auf, so ist eine Abbildung T': C — C
R-linear, falls gilt
T(z4+w)=T(z)+T(w), fiiralle z,w € C,
T(az) =aT(z), firallezeC, a€R

Ist ¢ € C, so ist die durch
T(z)=c-z (3.5)

definierte Abbildung 7' : C — C natiirlich C-linear, und damit auch R-linear. Thre Ma-
trixdarstellung hat die Form

<Cl _02> , ¢ =Rec, c¢y=Imec, (3.6)

C

12



was sich unmittelbar aus der Formel fiir die Multiplikation
(c1 +ica) (21 +i29) = (c121 — C222) + i(Caz1 + €122)
ergibt. Ein weiteres Beispiel ist die komplexe Konjugation,
T(2)=7%.

Wegen T'(az) = @- Z ist T R-linear, aber nicht C-linear.

Jeder Abbildung f : U — C, U C C entspricht kanonisch eine Abbildung f : j(U) —
R2. Auf f ist die in Analysis 2 entwickelte Differentialrechnung im Mehrdimensionalen
anwendbar. Wir werden im folgenden f und f in der Notation nicht unterscheiden, sondern
einfach von f : U — C sprechen.

Definition 3.2 (Reelle Differenzierbarkeit)

Sei U C C offen. Eine Abbildung f : U — C heifit reell differenzierbar, falls sie differen-
zierbar ist, aufgefaft als Abbildung von U C R? nach R2. O

Lemma 3.3 Sei U C C offen, f : U — C, z € U. Dann sind dquivalent:

(i) f ist differenzierbar in z.

i ist reell differenzierbar in z, und die Jacobi-Matriz J¢(z) € R*? hat die Form
(i) f /

Ti(2) = (Z _b> (3.7)

a

mit a,b € R.

Beweis: Wie im Reellen beweist man, dass (3.4) dquivalent ist zu

fz+h) = [(z) = f'(2)h [f(z+h) = f(z) = ['(2)h]

lim . = lim n =0. (3.8)
h#£0 h#£0
Hieraus folgt die Behauptung, siehe (3.2), (3.5) und (3.6). O

Schreiben wir (.9)
~ (u(z,y
f(Z) - <U(£U,y)> ’
also u(z,y) = Re f(2), v(z,y) =Im f(2), 2 = x + iy, so ist

Jp(z) = (aw“(x’y) a@f“f’”) . (3.9)

Opv(z,y) Oyv(z,y)

Satz 3.4 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
Sei U C C offen, f : U — C. Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph in U.
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(i1) f ist reell differenzierbar in U, und fir die Funktionen uw = Re f und v =1TIm f gilt

Opu(z,y) = 0yv(z,y), (3.10)
oyu(z,y) = —0v(z,y), (3.11)

fir alle (x,y) € U.

Die Gleichungen (3.10) und (3.11) heifien die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 3.3 und (3.9). O

Aus der Analysis 2 wissen wir, dass stetige Differenzierbarkeit der Funktionen v und v die
reelle Differenzierbarkeit von f impliziert. Beispiel: Fiir die komplexe Exponentialfunktion
gilt

z _ em-i—iy — et

e eV =e"cosy + ie” siny,

also
u(z,y) =e"cosy, v(r,y)=e"siny.

Man sieht unmittelbar, dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in R? er-
fiillt sind, also ist die Exponentialfunktion in C holomorph.

Ist f: U — C holomorph, und sind v = Re f und v = Im f zweimal stetig differenzierbar
(was, wie sich spéter herausstellen wird, bereits aus der Holomorphie folgt), so folgt aus
den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Au = 0,(0pu) + 0y(0y)u = 0,0,v — 0,0,v =0,

und analog
Av=0.

Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also immer Losungen der La-
place-Gleichung in U.

Wir betrachten nun komplexe Potenzreihen der Form

ch(z —a)” (3.12)

00
k=0

mit den Koeffizienten (¢x)reny € C um den Entwicklungspunkt a € C. Wir wissen bereits
aus der Analysis 2, dass diese Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises B(a,r),
1

r =
Lim supy_0 V/ck|

absolut konvergiert und dort eine stetige Funktion

fz) =) alz—a) (3.13)

14



definiert. Wir wissen auflerdem, dass die durch gliedweises Differenzieren gebildete Po-
tenzreihe

g9(2) = kep(z — a)™! (3.14)
k=1
ebenfalls in B(a,r) absolut konvergiert.

Satz 3.5 Jede komplexe Potenzreihe definiert eine im Innern ihres Konvergenzkreises
holomorphe Funktion, deren Ableitung sich durch gliedweises Differenzieren ergibt.

Beweis: Seien f, g durch (3.13), (3.14) gegeben, sei zuniichst a = 0. Wir miissen zeigen,
dass f fiir alle z € C mit |z| < r differenzierbar ist und f'(z) = g(z) gilt. Sei ein solches
z fest gewdhlt. Wir definieren

qr(w) = ‘ k1=
Dann ist
wh — 2 = (w - 2)qr (w)

also .

Fw) = f(z) = (w—2) ) cugr(w),
also .

T =T _$7 gutw) = ()
Da . i,

9(2) =Y ear(z) = > ek = g(2),

geniigt es zu zeigen, dass § stetig ist in z. Nun gilt aber fiir alle |w| < r und alle k

lerar (w)] < lexlkp*™",  p=max{luwl,|z]},

und aus dem Weierstraf-Kriterium fiir Funktionenreihen (Analysis 2) folgt wie im Reellen
die gleichméflige Konvergenz der Partialsummen von ¢ gegen g, also ist ¢ stetig in z. Der
allgemeine Fall a # 0 wird darauf zuriickgefiihrt, indem wir das eben Bewiesene auf

f(z) = f(z+a)

anwenden. O
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4 Das Kurvenintegral in C

Sei I =[a,b], f: 1 — C. Wir definieren
/ () dt:/ (Re f)(t) dt+i/ (Tm £)(¢) dt (A1)

Diese Definition macht Sinn, falls Re f und Im f Lebesgue-integrierbar sind. Fiir die hier
behandelten Teile der Analysis im Komplexen ist es weitgehend ausreichend, nur stiick-
weise stetige Funktionen zu betrachten. Dafiir sind auch andere Integralbegriffe (etwa das
Regelintegral, oder das Riemann-Integral) ausreichend.

Definition 4.1 (Kurvenintegral in C)
Sei vy : [a,b] — C eine stickweise stetig differenzierbare Kurve, sei f : C — C stetig. Wir
definieren das (komplexe) Kurvenintegral von f entlang v durch

/ f(2) dz = / Y)Y (t) dt (4.2)

O

Der Wert des Kurvenintegrals in (4.2) ist also eine komplexe Zahl.

Wie im Reellen zeigt man, dass sich das Kurvenintegral durch Umparametrisieren nicht

andert, das heif}t,
[teri= [ fe,
¥ v

falls ¥ = yo 4, 9 : [a, B] — [a, b] stetig differenzierbar, monoton wachsend und bijektiv
ist. Mit

C = 7([a, b])
konnen wir daher statt [, f(2) dz auch

/Cf(z) dz

schreiben, wenn festliegt, in welcher Richtung C' durchlaufen wird. (Andern wir die Durch-
laufrichtung, so kehrt sich das Vorzeichen des Kurvenintegrals um.)

Beispiel: Sei v : [0,1] — C, v(¢t) = tw + (1 — t)z, die Verbindungsstrecke von z nach w.

Dann gilt
1 1
/1dz:/*y'(t)dt:/(w—z)dt:w—z. (4.3)
Y 0 0

Lemma 4.2 Sei U C C offen. Sei ¢ € U mit K(¢,r) C U, r > 0. Dann gilt fir C =
0B(c,r), durchlaufen im mathematisch positiven Sinn,

1
/ dz = 27, (4.4)
c

zZ—C

/(z—c)”dz:(), neZ,n#-—1. (4.5)
c
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Beweis: Wir definieren 7 : [0, 27] — C durch
Y(t) = c+re'.

Dann gilt fiir alle n € Z

2w 2w
/ (z—c)"dz = / rte™irett dt = jrntt / e Dt gt
c 0 0

woraus beide Behauptungen folgen. O

Lemma 4.3 Sei U C C offen, f : U — C stetig, v : [a,b] — U eine stickweise stetig
differenzierbare Kurve. Dann gilt

z)dz| < [|flloL(7), (4.6)

- / /(1)) (4.7)

wobei

die Linge der Kurve vy ist.

Beweis: Es ist

/f dt‘<||f|| /w )t

Definition 4.4 (Stammfunktion)
Sei U C C offen, f : U — C. Eine holomorphe Funktion F : U — C heifst Stammfunktion
von f in U, falls F'(2) = f(z) gilt fir alle z € U. O

Lemma 4.5 Sei U C C offen, f: U — C stetig, sei F' eine Stammfunktion von f in U.
Dann gilt

/ f(2)dz = F(7(b)) — F(2(a)) (48)

fir jede stickweise stetig differenzierbare Kurve 7 : [a,b] — U. Insbesondere gilt

/ F(z)dz =0 (4.9)

falls v geschlossen ist (das heifst, es gilt v(b) = v(a)).

Beweis: Es gilt

/ﬂ@MZ/f@@W@ﬁZ/@WwwﬁZFMW—FMQX
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Die Formel (4.5) in Lemma 4.2 fiir n # —1 ist ein Spezialfall von Lemma 4.5 mit

1

f(z2) =(z=0o)", F(Z)=n+1(z—0)"+1-

Es hingt u.a. von der Form von U ab, ob zu einer gegebenen Funktion f : U — C eine
Stammfunktion existiert. Aus Lemma 4.2 folgt beispielsweise, dass

in U = C\ {0} keine Stammfunktion hat. (In R\ {0} ist F'(¢) = In(|t|) eine Stammfunktion
von f(t) =1/t.)

Wir erinnern: Ein U C C heif3t sternférmig, falls ein Punkt ¢ € U existiert, so dass fiir
alle z € U die Verbindungsstrecke [c, z] ganz in U liegt. Zu einem solchen ¢ betrachten
wir Dreiecke A(¢) der Form

A(e) = conv{c,z,w}, zweU. (4.10)

Satz 4.6 Sei U C C offen und sternformig, sei f : U — C stetig, es gelte
/ F(2)dz =0 (4.11)
OA(c)

fir alle Dreiecke A(c) der Form (4.10), welche A(c) C U erfillen. Dann hat f eine

Stammfunktion in U.

Beweis: Fiir z € U definieren wir
P = [ 1O, (4.12)
Yz

wobei
v, [0,1] = U, v.(t) =tz+ (1 —t)e
die Verbindungsstrecke von ¢ nach z ist. Sei r > 0 so klein, dass B(z,r) C U, sei w €
B(z,r) beliebig. Dann liegt das durch (4.10) definierte Dreieck A(c) ganz in U, und es
gilt
o= [ jodc= [ s+ [ sdc [
0A(c) [e,2] [z,w] [w,c]
also
F(w) = F(z) + [ }f(C)dC-

Fiir w € B(a,r), w # z folgt mit (4.3)

F(w) — F(z 1 1

P 220 py - L T~ 1) =

w—z W—=2 Jw

w—z

]f(C)—f(Z)dC,

[z,w

also mit Lemma 4.3

E&i;ﬂﬁ_¢@ﬂ< L L)) sup 1£(O) = £ = sup [£(O) - £(2)],

w— 2z ~ w7 celzw] Celzw]
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also

sup |FWZFE) p)l < sup () - ()],
wEu]}i;gz,r) w—=z weEB(z,r)

und aus der Stetigkeit von f folgt

{F(w) — F(2)

w—z

lim
w—z

w#z

- 1)) =o.

also ist F' differenzierbar in z und F'(z) = f(z). Da z € U beliebig war, folgt die Behaup-
tung. O

Satz 4.7 (Lemma von Goursat)
Sei U C C offen, sei f : U — C holomorph. Dann gilt

» f(z)dz=0 (4.13)

fiir jedes Dreieck A mit A C U.

Beweis: Sei A = conv {a,b, ¢} ein Dreieck mit A C U. Wir setzen Ay = A und zerlegen
Ay in 4 kongruente Dreiecke Dy, ..., Dy, indem wir die drei Seitenmitten verbinden. Es

gilt dann
4

» f(z)dz = Z - f(z)dz, (4.14)

wenn wir die Rénder alle im mathematisch positiven Sinn durchlaufen. Wir setzen A; =
Dy, wobei wir k£ so wihlen, dass

f(2)dz

0Ap

<4 f(2)dz

0A

(4.15)

gilt. Indem wir diese Konstruktion wiederholen, erhalten wir eine Folge (A, )nen von
Dreiecken mit

/ f(z)dz| <4 f(2)dz| . (4.16)
A, _1 0A,
Aufgrund der Konstruktion gilt offensichtlich

diam (A,) =2 "diam (A), L(0A,) =2""L(0A). (4.17)

Da Ay D Ay D ... und alle A,, kompakt sind, folgt aus der endlichen Durchschnittseigen-
schaft kompakter Mengen, dass es ein ¢ € U gibt mit

() An={c}. (4.18)

neN

Wir definieren nun g : U — C durch

fR)=fle) _ o
g<z>—{ SR

0, z=c.
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Da f holomorph ist, ist g stetig in U, und es gilt

f(z) = fle) + (z =) f'(c) + (2 = c)g(2),
also fiir allen € N
" (2)dz = ” (c)dz + /BA (z—c)f'(c)dz + /BA (z—c)g(z)dz. (4.19)

Die ersten beiden Integrale auf der rechten Seiten sind Null nach Lemma 4.5, da die
Integranden (als Funktionen von z) Stammfunktionen besitzen. Aus Lemma 4.3 folgt

f(2)dz

0Ap

< L(0A,) sup |z —cl|g(2)] < L(0A,)? sup |g(2)], (4.20)
2EOA, 2EOA,

da in jedem Dreieck D gilt diam (D) < L(0D). Aus (4.16) und (4.17) folgt weiter

f(z)dz| < 4" f(2)dz| <4"L(OA,)? sup |g(z)| = L(OA)? sup |g(2)].
oA dAn 2€0A,, 2€0A,
(4.21)
Da g stetig ist und g(c) = 0, folgt
lim sup |g(z)| =0,
n—oo zeaAn
und damit aus (4.21)
f(z)dz=0.
oA
O

Satz 4.8 (Integralsatz von Cauchy)
Sei U C C offen und sternformag, ser f : U — C holomorph. Dann hat f eine Stamm-
funktion in U, und es gilt

/C F(=)dz =0 (4.22)

fiir jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Kurve C in U.

Beweis: Nach Satz 4.7 gilt (4.22) fiir alle Kurven C der Form C' = 0A, A C U Dreieck.
Aus Satz 4.6 folgt, dass f in U eine Stammfunktion hat, und aus Lemma 4.5 folgt, dass
(4.22) fiir jede geschlossene Kurve gilt. O

Satz 4.9 (Integralformel von Cauchy fiir Kreise)
Sei U C C offen, sei f : U — C holomorph. Sei K(c,r) C U mit c € U, r > 0. Dann gilt
fir alle z € B = B(e,r)
1
RIC)r.

f(2) = o~

= 4.23
21t Jop w — 2 ( )
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Beweis: Sei z € B fest gewihlt. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dass

flw) f(w)
/83(0’r) S dw = /33(2,5) o dw (4.24)

gilt fiir alle ¢ > 0 mit B(z,e) C B(c,r) . Dies folgt aus Satz 4.8, angewendet auf die in
U\ {z} holomorphe Funktion f,

flwy = L0

und die Kurven Cy und Cy, welche in den sternférmigen Mengen U; = B(e,r + §) \ Ly
beziehungsweise Uy = B(c,r + 0) \ Lo liegen (siehe Bild). Es gilt nimlich

/ fwydvw= [ fw)dw+ [ f(w) dw+/ f(w) dw,
dB(e,r) Ci

0B(z,¢)

Co

und nach Satz 4.8 sind die Kurvenintegrale iiber C; und C gleich Null. Im zweiten Schritt
des Beweises zeigen wir, dass die rechte Seite in (4.24) gleich 27if(2) ist. Aus (4.24) folgt

[ gy [T gy [ I,
dB(cr) W — 2 OB(z,e) W — 2 OB(ze) W2

= 27if(2) +/ fw) =&, (4.25)

0B(z,) w—z

wegen Lemma 4.2. Die durch
w1, £z
w) = w—2z ’ )
g(w) . wes,

definierte Funktion ¢ : U — C ist stetig, also auf der kompakten Menge K(c,r) be-
schrénkt, sei etwa |g(w)| < M. Es folgt aus Lemma 4.3

/ g(w) dw‘ < 2meM .
0B(z,¢)

Da wegen (4.25) das Integral faB(z 0 g(w) dw nicht von & abhéngt, folgt

/ g(w)dw =0,
0B(z,)

und damit die Behauptung des Satzes. O

Wenden wir die Integralformel mit 2 = ¢ an, so erhalten wir unmittelbar den folgenden
Satz.

Satz 4.10 (Mittelwerteigenschaft)
Sei U C C offen, sei f: U — C holomorph. Sei K(z,r) C U mit z € U, r > 0. Dann
gelten

2T
() = % [ feretyar, (4.26)
sowie
1f(2)] < Lonax | f(w)] . (4.27)
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Beweis: Aus (4.23) folgt
1 1 27 it ) 1 2w )
f(z):—,/ de:—_/ Mim“dt:—/ flz+ret)dt,
211 Jop(zyy W — 7 21 Jo rett 2w J,
und (4.27) folgt unmittelbar aus (4.26). O

Satz 4.11 (Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph, sei K(a,r) CU mita € U, r > 0. Dann gilt

Z—Ooc z—a), ¢ 1 ﬂw
f) =) alz—a*, o /8B(M) = a1 (4.28)

21
k

(==}

fir alle z € B(a,r), und dort konvergiert die Potenzreihe absolut.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall @ = 0. Sei z € U mit |z| < r fest gewéhlt. Die
Integralformel von Cauchy besagt, dass

1 f(w)

=5 dw . 4.29
f(z) 21 wl=r W — 2 v ( )
Es gilt fiir alle w mit |w| =r
1 1 1 1 o= /2\F
i mwimz e ()

also
f(z) = % /wu @ 3 (5)k dw | (4.30)

Fiir g : 0B(0,7) — C,

gilt

el < Wleo e o 121
T T

also sind die Partialsummen s, = Y, _, gy nach dem Weierstraf-Kriterium gleichmiBig
gegen eine stetige Funktion konvergent, und wir kénnen die Summe mit dem Integral
vertauschen, also

_ Ly fw) (2N g L[ )
f(Z)_Qm';/mr w <w> dw_;%ri /w|r wh+l - 2"

Der Fall eines allgemeinen a wird durch Translation auf den obigen Fall zuriickgefiihrt,
indem wir wieder f(z) = f(z — a) betrachten. O

Folgerung 4.12 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Dann ist f in jedem Punkt
z € U beliebig oft komplex differenzierbar.
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Beweis: Nach Satz 4.11 1483t sich f in einer (hinreichend kleinen) Umgebung jedes Punktes
2 € U in eine Potenzreihe entwickeln. Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergenzkreises
beliebig oft differenzierbar. O

Folgerung 4.13 Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei K(a,r) C U mit a € U,
r > 0. Dann gilt fir die Koeffizienten cj, der Potenzreihenentwicklung (4.28) von f um a
die Abschdtzung

M
lex| < oy M = max |f(2)]. (4.31)

|z—al|=r

Beweis: Nach Satz 4.11 gilt

1 f(w) 1 M M
T g < —omp = 2
/BB(W) (w — )kt W= 5 405 =

|Ck|:%

Folgerung 4.14 (Satz von Liouville)
Sei f: C— C holomorph. Ist f auf C beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis: Sei a € C beliebig. Mit || f||,, = sup,cc |f(2)| folgt aus Folgerung 4.13, dass fiir
die Potenzreihendarstellung
fz) =) alz-a)
k=0

gilt, dass
11l
ek < Tk
fir alle £ und alle r > 0, also ist ¢x = 0 fiir alle £ > 1 und damit f(z) = ¢, konstant in
allen K (a,r) und damit in ganz C. O

Umgekehrt bedeutet der Satz von Liouville, dass jede nichtkonstante Funktion f : C — C,
welche auf ganz C holomorph ist, unbeschriankt sein muss.

Satz 4.15 (Satz von Morera)
Sei U C C offen, f : U — C stetig, es gelte

» f(z)dz=0 (4.32)

fiir alle Dreiecke A mit A C U. Dann ist f holomorph in U.

Beweis: Sei z € U beliebig. Wihle r > 0 mit B(z,r) C U. Nach Satz 4.6 hat f eine
Stammfunktion F in B(z,r). F' ist holomorph und nach Folgerung 4.12 zweimal differen-
zierbar in B(z,r), also ist f = F" differenzierbar in z. Da z beliebig war, ist f holomorph
in U. O

Zusammengenommen folgt aus dem Integralsatz von Cauchy und dem Satz von Morera,
dass in einer offenen sternformigen Menge die Holomorphie von f &dquivalent ist zum
Verschwinden aller Integrale iiber geschlossenen Kurven.
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Satz 4.16 SeiU C C offen, sei (fn)nen eine Folge von holomorphen Funktionen f, : U —
C, welche kompakt gegen eine Funktion f : U — C konvergiert, das heifit, f,|K — f|K
gleichmdfig fiir jede kompakte Teilmenge K C U. Dann ist f holomorph in U.

Beweis: Sei A ein beliebiges Dreieck mit A C U. Dann gilt f,|A — f|A gleichm#Big, da
A kompakt ist, also ist f|A stetig. Da jedes z € U innerer Punkt eines solchen Dreiecks
ist, ist f auf ganz U stetig. Aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf eine offene
konvexe Umgebung von A, folgt

fn(2)dz=0
oA
fiir alle n € N. Aus der gleichméfiigen Konvergenz f,, — f auf 0A folgt

f(z)dz=lim [ fu(2)dz=0.
OA

Also ist nach Satz 4.15 f holomorph in U. O

Wir betrachten nun folgende Situation. Sei U C C offen, es gelte
T(U)=U, (4.33)

wobei 7(2z) = Z die komplexe Konjugation bezeichnet. Wir setzen

U =Un{z:2€C, Imz >0}, (4.34)
U.=Un{z:2€C, Imz < 0}, (4.35)
Uy = UNR. (4.36)

Zu einer gegebenen Funktion f : U, U Uy — C betrachten wir die durch f|(U, UUp) = f
und

f2)=fF), zeU_, (4.37)
definierte Fortsetzung f : U — C von f.

Satz 4.17 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip)
Seien U, [ und [ wie in (4.33)-(4.37) beschrieben. Sei f stetig auf Uy U Uy, holomorph
auf U, und es gelte f(Uy) C R. Dann ist f auf U holomorph.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass f in allen Punkten z € U stetig ist. Fiir z € U,
und z € U_ folgt dies direkt aus der Definition. Sei nun z € Uy, sei (2, )nen Folge in U
mit z, — 2. Ist z, € Uy U U fiir alle n, so gilt f(z,) = f(z.) = f(2) = f(2) nach
Voraussetzung; ist z, € U_ fiir alle n, so gilt

f(zn) = f(@) = f(Z) = f(2),

da f(Us) C R. Verlduft die Folge (zp)nen sowohl in Uy als auch in U_, so zerlegen wir
sie in die beiden entsprechenden Teilfolgen. Nun zur Differenzierbarkeit von f. Auf U_
ist f = 7o for reell differenzierbar. Sei z € U_. Ist f'(Z) = a + ib, so folgt aus der

Kettenregel
1 0 a —b\ (1 O a b
Iilz) = (0 —1) <b a> (0 —1) - (—b a) ’
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also ist f nach Lemma 3.3 differenzierbar in z und damit (da z beliebig war) holomorph in
U_. Sei nun z € Uy, sei r > 0 so gewdhlt, dass B(z,r) C U. Sei A C B(z,r) ein beliebiges
Dreieck. Gilt A C Uy oder A C U_, so folgt

» f(z)dz=0 (4.38)

aus dem Integralsatz von Cauchy, angewendet auf U, N B(z,r) beziehungsweise U_ N
B(z,7). Andernfalls gilt A NUy # 0, und die reelle Achse teilt A in zwei Teile (oder eine
Seite oder Ecke von A liegt auf der reellen Achse). Es folgt

” f(2)dz = ; f(z)dz+ ; f(2)dz, (4.39)

wobei C'y den Rand von ANU, bezeichnet. (Die Menge ANU, ist entweder ein Dreieck,
oder ein Viereck, oder sie ist leer.) Sei ¢ > 0 hinreichend klein, sei C';(¢) der Rand von
AN{z:z€C Imz > ¢e}. Dann ist C(g) eine Kurve in U, , und wie oben folgt

/ F(z)dz=0. (4.40)
Cy(e)
Aus der Stetigkeit von f folgt (siehe Bild)

f(2)dz = lim f(2)dz=0. (4.41)
Cy e—0 Co(e)

Analog beweist man [, f(2)dz = 0. Damit ist die rechte Seite in (4.39) gleich Null,

also gilt (4.38) fiir alle Dreiecke in B(z,7). Aus Satz 4.6 folgt nun, dass f in B(z,r) eine
(holomorphe) Stammfunktion F hat, also existiert f'(z) = F"(z). Da z € Uy beliebig war,
folgt die Behauptung. a
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5 Zusammenhang

Definition 5.1 (Zusammenhang, Wegzusammenhang)

Sei (X, d) metrischer Raum. X heifit zusammenhdingend, falls es aufer () und X keine
Teilmenge von X ¢ibt, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. X heifst wegzusam-
menhdngend, falls es fir alle x,y € X eine stetige Funktion r : [0,1] — X gibt mit
r(0) =z, (1) = y. Ein solches r heifst Weg von x nach y. O

Offensichtlich ist R* wegzusammenhéngend fiir alle n € N, und damit auch C.

Lemma 5.2 Sei (X,d) metrischer Raum. Ist X wegzusammenhingend, so ist X auch
zusammenhdngend.

Beweis: Sei X wegzusammenhingend. Wir nehmen an, X ist nicht zusammenh&ngend.
Sei U C X offen und abgeschlossen mit U # (), U # X. Seien z,y € X mitx € U, y ¢ U,
sei 7 :[0,1] = X ein Weg von z nach y. Wir definieren

J=A{t:te]0,1), r([0,t]) CU}, T =supd.

Esist 0 € J, 1 ¢ J, und es gilt entweder J = [0, 7] oder J = [0,T). Ist J = [0,T], so ist
r(T) € U, und es gibt ein 6 > 0 mit ([T, T+ 0)) C U (da r stetig und U offen), also gilt
sup J > T+ 4§, ein Widerspruch. Ist J = [0,7T), so ist 7(T) ¢ U, und es gibt ein 6 > 0 mit
r((T'—6,T]) € X\ U (da r stetig und X \ U offen), also gilt sup J < T — 4, ebenfalls ein
Widerspruch. O

Fiir eine Teilmenge X von R (aufgefasst als metrischer Raum, mit der von |- | induzierten
Metrik) gilt (Ubung)

X zusammenhéngend & X wegzusammenhéingend & X Intervall
(5.1)

Satz 5.3 Seien (X,dy), (Y, d2) metrische Riume, sei f : X — Y stetig und surjektiv.
Dann gilt:

X zusammenhdingend = Y zusammenhdingend (5.2)

X wegzusammenhdngend = Y wegzusammenhdngend (5.3)

Beweis: Zu (5.2). Ist Y nicht zusammenhiingend, so gibt es V C Y mit V # 0, V # Y,
V ist offen und abgeschlossen in Y. Dann ist auch U = f~1(V) offen und abgeschlossen
in X, und da f surjektiv ist, gilt U # ) und U # X, also ist X nicht zusammenhingend.
Zu (5.3). Seien y;,ys € Y, dann wéhlen wir 1,29 € X mit f(z;) = y;. Ist 7:[0,1] - X
ein Weg von 1 nach 3, soist for:[0,1] — Y ein Weg von y; nach ys. 0

Sei f : [a,b] — R stetig. Wenden wir Satz 5.3 an mit X = [a,b], Y = f([a, b]), so ergibt
sich wegen (5.1), dass f([a, b]) ebenfalls ein Intervall ist. Satz 5.3 verallgemeinert also den
Zwischenwertsatz aus Analysis 1.
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Lemma 5.4 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann wird durch
T~y & es gibt einen Weg von x nach y (5.4)

eine Aquivalenzrelation auf X definiert. Die zugehirigen Aquivalenzklassen heifien Weg-
komponenten von X.

Beweis: Ist 7 : [0,1] — X ein Weg von z nach y, so definiert 7(t) = r(1 — ¢) einen Weg
von y nach z. Sind r, 7 : [0,1] — X Wege von z nach y beziehungsweise von y nach z, so
ist 7: [0,1] — X,

=S|
—~
S~—
I
—_——
<
—~
[\
o~
N
o= O
IA IN

~
IA A
—_ N =

ein Weg von x nach z. O

Ein metrischer Raum (X, d) ist also wegzusammenhéngend genau dann, wenn X nur eine
Wegkomponente besitzt (ndmlich X selbst).

Satz 5.5 Fine offene Teilmenge des R™ ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie
wegzusammenhdngend ist.

Beweis: Sei U C R” offen. Wegen Lemma 5.2 braucht nur die Implikation
U zusammenhéngend = U wegzusammenhingend (5.5)

bewiesen zu werden. Zunéchst gilt, dass jede Wegkomponente W von U offen ist in R".
(Ist = € W, so gibt es ein € > 0 mit B(z,e) C U, und da fiir y € B(z,¢) auch [z,y] C
B(z,¢) gilt, folgt B(x,e) C W.) Sei nun U nicht wegzusammenhéngend, sei W C U eine
Wegkomponente von U mit W # U. Da U\ W die Vereinigung aller von W verschiedenen
Wegkomponenten von U ist, ist U \ W offen in R*. Die Mengen W und U \ W sind
auch offen in U, damit ist W abgeschlossen in U, und W # (), W # U. Also ist U nicht

zusammenhéngend. a

Definition 5.6 (Gebiet)
Sei U C R". U heifit Gebiet, falls U offen und zusammenhdngend ist.

Satz 5.7 Sei U C C Gebiet, sei f : U — C holomorph mit f' =0 in U. Dann ist f in U
konstant.

Beweis: Sei a € U beliebig. Nach Satz 4.11 hat f in einer hinreichend kleinen Umgebung
B(a,¢) eine Potenzreihenentwicklung

oo

fz) = anlz—a).

k=0
In B(a,e) gilt f*) = 0 fiir alle k > 1, also auch ¢, = f*)(a)/k! = 0 fiir alle k& > 1, also
f(2) =cy = f(a) fiir alle z € B(a,¢). Sei ¢ € U fest gewihlt, sei
A={z:z€U, f(z) = f(c)}.

Nach dem eben Bewiesenen ist A offen in U. Wegen A = f~'({f(c)}) ist A abgeschlossen
in U. Da U zusammenhiingend ist und A # (), ist A = U. O
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Satz 5.8 (Inverse Funktionen)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph, ¢ € U. Ist f'(c) # 0, so gibt es ein £ > 0, so
dass fir B = B(c,¢) gilt:

(i) f: B — f(B) ist bijektiv, f(B) ist offen in C,
(ii) f~': f(B) — B ist holomorph.

Beweis: Da f nach Folgerung 4.12 beliebig oft differenzierbar ist, ist insbesondere f’ :
U — C stetig. Wegen f'(c) # 0 ist J;(c) € R2? invertierbar; ist f'(c) = a + ib, so ist

o= (3 0w (5 1) (5:6)

Aus dem Satz iiber inverse Funktionen (Analysis 2) folgt die Existenz von € > 0, so dass
(i) gilt, f~* in f(B) stetig reell differenzierbar ist und

Ji-1(f(2)) = Js(2)"", fiir alle z € B.

Da (5.6) auch gilt, wenn wir ¢ durch z = a + ib ersetzen, 2 € B(c,¢), ist f~! in f(2)
(komplex) differenzierbar fiir alle z € B, also folgt (ii). O

Definition 5.9 (Biholomorphe Funktion)
Seien U,V C C offen. Fine auf U holomorphe Funktion f : U — V heifit biholomorph,
wenn f bijektiv und f~* auf V holomorph ist. a

Satz 5.8 besagt also, dass holomorphe Funktionen f lokal biholomorph sind in Punkten
c mit f'(¢) # 0. Das einfachste Beispiel einer nicht biholomorphen, nicht konstanten

Funktion ist
flz)=2", m>2. (5.7)

Fiir
mit w # 0 gilt

genau dann, wenn
m o__ my iy
pr=r, €M =¢€Y,

und letzteres gilt genau dann, wenn
mip—p=2kn, keZ.
Es gibt also genau m verschiedene Zahlen
P k
2= Yrexp|i—+2mi— |, k=0,....m—1, (5.9)
m m

welche (5.8) erfiillen. Fiir w = 1 ergeben sich die sogenannten m-ten Einheitswurzeln

k
zk:exp<2m’—>, k=0,....m—1. (5.10)
m
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Definition 5.10 (Ordnung einer Nullstelle)
Sei U C C offen, f:U — C holomorph, a € U mit f(a) = 0. Die Zahl

m = min{k: f®(a) # 0} (5.11)

heifit die Ordnung der Nullstelle a. (Sind alle Ableitungen in a gleich Null, so sprechen
wir von einer Nullstelle unendlicher Ordnung.) a

Die Funktion f(z) = 2™ hat offensichtlich in 0 eine Nullstelle der Ordnung m.

Satz 5.11 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m € N. Dann gibt es eine Umgebung B(a,e) C U von a und eine holomorphe
Funktion h : B(a,e) — C mit h(a) =0, h'(a) # 0 und

f(z) =h(2)™, z¢€ B(a,¢), (5.12)

und

f(z) #0, fir alle z € B(a,¢),z # a. (5.13)

Beweis: f 148t sich in einer hinreichend kleinen Umgebung V' von a in eine Potenzreihe
entwickeln, also (da f*)(a) = 0 fiir k < m)

f()=(z=a)"g(2), g(z)=cm+ D alz—a)m, (5.14)

k=m+1

und

gla) =cp #0 (5.15)
nach Voraussetzung. Da auch die Potenzreihe fiir g in V' konvergiert, ist g in V" holomorph.
Sei ¢ € C mit

p(c) = g(a), wobei p(z) =2".
Dann ist ¢ # 0, p'(c) = mc™ ! # 0, also gibt es nach Satz 5.8 ein § > 0, so dass p auf
B(e, ) biholomorph ist. Wihle nun & > 0 mit

Bla,e) V. 0¢g(Ba,¢)) Cp(B(c,9)),

und definiere
h(z) = (z — a)p~'(g(2)), =z¢€ Bla,s). (5.16)

Dann ist & holomorph auf B(a,¢), und
h(2)™ = (2 = a)" (P~ (9(2)))" = (2 — a)"g(2) = f(2) -
Aus (5.16) folgt h(a) = 0 und h'(a) = p~'(g(a)) = c # 0. O

Die Aussage (5.13) bedeutet: Jede Nullstelle a endlicher Ordnung einer holomorphen
Funktion ist isoliert, das heift, in einer hinreichend kleinen Umgebung von a liegen keine
weiteren Nullstellen von f.

Satz 5.12 (Identititssatz)
Sei U C C Gebiet, seien f,g: U — C holomorph. Dann sind dquivalent:
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(i) Es gilt f =g auf U.
(ii) Die Menge {f = g} hat einen Hiufungspunkt in U.
(iii) Es gibt ein a € U mit f®(a) = ¢"¥)(a) fir alle k € NU {0}.
Beweis: “(i)=-(ii)” ist klar.
“(ii)=-(iii)”: Sei a € U Haufungspunkt von {f = ¢g}. Da {f = g} abgeschlossen ist in U,
ist @ € {f = g}. Die Funktion w = f — g ist holomorph in U, und w(a) = 0. Da nach

Voraussetzung in jeder Umgebung von a eine weitere Nullstelle von w liegt, kann a nach
Satz 5.11 keine endliche Ordnung haben, also

fiir alle £ € N.
“(iii)=>(i)”: Wir definieren

A={z: zeU, fP(2) = ¢g®(2) fiir alle k e NU{0}} = ﬁ{f(k) =g®}. (5.17)
k=0

Dann ist A abgeschlossen in U als Durchschnitt abgeschlossener Mengen, und nichtleer
nach Voraussetzung. A ist auflerdem offen in U: Sei a € A, w = f — g, dann gilt

w®) (a
w(z):Z k!( )(z—a)k:O

00 (k
k=0

in einer hinreichend kleinen Umgebung V von a, also auch w®)(z) = 0 fiir alle z € V und
alle £ € N. Da U zusammenhéngend ist, folgt A = U und damit f = ¢ in U. O

Eine holomorphe Funktion f ist also bereits dann eindeutig bestimmt, wenn wir ihre
Werte f(z,) kennen fiir irgendeine konvergente Folge (z,)nen, die aus unendlich vielen
verschiedenen Folgengliedern besteht.

Folgerung 5.13 Sei I Intervall in R, sei U Gebiet in C mit I C U. Dann gibt es zu
jeder Funktion f : I — R héchstens eine holomorphe Fortsetzung f : U — C. a

Folgerung 5.14 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle
unendlicher Ordnung von f. Dann ist f = 0.

Beweis: Wir setzen ¢ = 0 in Satz 5.12. O

Satz 5.15 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, sei a € U eine Nullstelle von f der
Ordnung m. Dann gibt es ein 6 > 0 und eine offene Umgebung V' von a, so dass gilt:

f(V)y=B(0,9), (5.18)

jedes w € B(0,5) mit w # 0 hat genau m Urbilder unter f in V', und a ist die einzige
Nullstelle von f in V.

30



Beweis: Wir setzen
p(z) = 2.
Im Spezialfall a = 0, f = p, gelten die Aussagen des Satzes fiir alle § > 0 mit

V = B(0, V/6).

Zum Beweis des allgemeinen Falls betrachten wir eine Funktion h : B(a,¢) — C mit
den Eigenschaften aus Satz 5.11, wobei wir £ > 0 so klein wéhlen, dass h auf B(a,¢)
biholomorph und h(B(a,¢)) offen ist. (Das ist moglich nach Satz 5.8, da h'(a) # 0.) Wir
wahlen d > 0 so, dass

B(0, ¥/6) c h(B(a,¢)),

und setzen

V = h"Y(B(0, V5).

Wegen f(z) = h(z)™ist f = poh auf V, und da h auf V' bijektiv ist, folgen alle Aussagen
fiir f aus den entsprechenden Aussagen fiir p. a

Definition 5.16 (Offene Abbildung)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume. Eine Abbildung f : X — Y heifit offen, falls fir
alle U C X gilt

U offen = f(U) offen. (5.19)

O

Satz 5.17 Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f
offen, und f(U) ist ebenfalls ein Gebiet.

Beweis: Sei W offen in U, sei ¢ € f(W) beliebig, ¢ = f(a), a € W. Wir betrachten
g:U—C,

9(z) = f(z) —c.
Dann ist a eine Nullstelle endlicher Ordnung von g. (Andernfalls wire ¢ = 0 und damit
f konstant nach Folgerung 5.14.) Wir wenden Satz 5.11 an auf g|W : W — C. Also gibt

es ein 0 > 0 mit
B(0,9) C g(W),

also

cec+ B(0,0) Cc+g(W)=fW),
also ¢ € int (f(W)). Da ¢ beliebig war, ist f(W) offen. Aus Satz 5.3 folgt, dass f(U)
zusammenhéngend ist, also ist f(U) Gebiet. O

Satz 5.18 (Maximumprinzip)
Sei U C C Gebiet, f : U — C holomorph, es gebe ein a € U mit

|f(a)] = max |f(z)]. (5.20)

zeU

Dann ist f konstant.
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Beweis: Ist f nicht konstant, so ist f(U) offen nach Satz 5.17, also gibt es zu jedem a € U
ein 0 > 0 mit

fla) € B(f(a),9) C f(U),
also kann (5.20) nicht gelten. O

Folgerung 5.19 Sei U C C beschrinktes Gebiet, sei f : U — C stetig in U und holo-
morph in U. Dann gilt

sup [ f(2)| = max|[f(z)]. (5.21)

2eU zeoU

Beweis: Auf der kompakten Menge U hat f ein Maximum, welches wegen Satz 5.18 nur
dann in U liegen kann, wenn f konstant ist. O
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6 Isolierte Singularititen, Laurentreihen

Notation 6.1 (Punktierte Kreisscheibe)
Seia € C, r > 0. Die Menge
B%(a,r) = B(a,r) \ {a} (6.1)

heifst die punktierte Kreisscheibe um a mit Radius r. O

Definition 6.2 (Isolierte Singularitiit)
Sei U C C offen, sei a € C mit a ¢ U, aber B(a,v) C U fiir einr > 0. Ist f: U — C
holomorph, so heift a eine isolierte Singularitit von f. a

Ein solches a ist ein isolierter Punkt des Komplements C \ U. Wir interessieren uns fiir
das Verhalten einer holomorphen Funktion in der N#he eines solchen Punktes, welcher
ein Loch im Definitionsgebiet von f représentiert. Zunéchst ist klar, dass in der Situation
von Definition 6.2 die Menge U U {a} ebenfalls offen ist.

Satz 6.3 (Fortsetzungssatz von Riemann, hebbare Singularitét)
Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f. Dann sind
dquivalent:

(i) [ ist holomorph auf UU{a} fortsetzbar (das heifit, es gibt eine holomorphe Funktion
f:UU{a} = C mit flU = f).

(i1) f ist stetig auf U U {a} fortsetzbar.
(iii) Es gibt ein v > 0, so daf f auf B®(a,r) beschrinkt ist.
(iv) Es gilt
lim(z —a)f(z) =0. (6.2)

z—a

z#a
In diesem Fall heifit a eine hebbare Singularitit von f.

Beweis: Die Implikationen “(i)=-(ii)=-(iii)=-(iv)” sind offensichtlich. Wir zeigen die Im-
plikation “(iv)=-(i)”. Seien g, h : U U {a} — C definiert durch

ﬂ@:{y—@ﬂ@,ii?
h(z) = (z —a)g(z).
Wegen (6.2) ist g stetig in a. Wegen
h(z) = h(a) + (z — a)g(2)

ist h differenzierbar in a, also holomorph in U U {a}. Also hat h in einer hinreichend
kleinen Umgebung B(a,d) von a eine Potenzreihenentwicklung der Form (da h(a) = 0,

h'(a) = g(a) = 0)

(e.@) (e.@)
5 ckz—a z—a2E ck+gz—a
k=2 k=0



Da auBerdem gilt h(z) = (2 — a)?f(2) fiir z # a, folgt fiir alle z € B%(a, 9)

o0
D=3 ale -,
k=0

also ist die durch f|U = f und f(a) = ¢, definierte Funktion die gesuchte holomorphe
Fortsetzung von f auf U U {a}. O

Definition 6.4 (Pol, wesentliche Singularitét)

Set U C C offen, f : U — C holomorph, a eine isolierte Singularitit von f, welche
nicht hebbar ist. a heifit ein Pol von f, falls es ein m € N gibt, so dass a eine hebbare
Singularitdt der durch

9(z) = (2 —a)" f(2)
definierten holomorphen Funktion ist. Die kleinste Zahl m mit dieser Eigenschaft heifst die

Ordnung des Pols a von f. Ist a kein Pol von f, so heift a eine wesentliche Singularitit
von f. a

Die Funktion .

f(Z):m

hat in @ einen Pol der Ordnung m. Die Funktion

f(Z)—eXp< ) ik—

hat in 0 eine wesentliche Singularitit nach Satz 6.3, da 2™ f(z) fiir alle m € N in jeder
Umgebung von 0 unbeschriankt ist.

Lemma 6.5 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, sei a € C, sei der Kreisring
A={z:2z€eCr<|z—a|/ <R}, 0<r<R, (6.3)

eine Teilmenge von U. Dann gilt

[ .. St /|| =1 (6.4

Beweis: Wir definieren fiir s € [r, R]

f(2)

J(s) = dz, vs={z:]z—a|=s}.
v 2 a
Dann gilt
2m it 2m
fla+ se ) it / . "
J(s) = — ~jse" dt = dt
(s) ; e —a’ if(a+ se™)dt,
also

/ f'(a+ set)ie dt = /f

da 7, geschlossen ist und f’ in U eine Stammfunktion (ndmlich f) besitzt. Also ist J
konstant in [r, R] und damit J(r) = J(R). O
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Folgerung 6.6 (Satz von Cauchy fiir Kreisringe)
Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.5 gilt auflerdem

/Mrf(z) dz = /ZalRf(z) dz. (6.5)

Beweis: Wir wenden Lemma 6.5 an auf die durch

9(z) = (z —a)f(2)
definierte holomorphe Funktion g : U — C. a

Ist a eine isolierte Singularitdt einer holomorphen Funktion f : U — C, so hat f eine
Potenzreihenentwicklung in der N&he von a,

fz) = alz—a)

00
k=0

genau dann, wenn a hebbar ist (das heifit, gar keine “echte” Singularitét ist). Ist a eine
nicht hebbare Singularitit, so 148t sich, wie wir gleich sehen werden, f in der Nihe von a
darstellen durch eine Reihe der Form

o0

f(z) = Z cr(z —a)k + i cn(z —a)r. (6.6)

k=0 k=1
Eine solche Reihe heifit Laurentreihe.
Satz 6.7 (Laurentreihe, Entwicklungssatz)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,0) C U. Dann gilt fiir alle = € B°(a, d)

f(z) = Z ce(z — a)k + Z ce(z — a)k , (6.7)
k=0 k=—1
o o = L/ AC) dw (6.8)
a 210 0B(a,r) (w - a)k+1 , .

und r € (0,0) beliebig ist.

Beweis: Wir bemerken zunichst, dass wegen Satz 6.6 die rechte Seite in (6.8) nicht von
der Wahl von r abhéingt. Sei nun z € B%(a, §) fest gegeben. Wir definieren g : B%(a, §) — C

durch fw)—f(z)
JW)=J{z) , w 7A z,
= Wz 6.9
gw) {f’(z), — (6:9)

g hat eine isolierte Singularitit in 2. Aus Satz 6.3 folgt, dass g in B°(a, §) holomorph ist.
Wir wihlen r, R mit
O<r<|z—al|<R<$.
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Fiir die Kreise 7, = 0B(a,r) und vz = 0B(a, R) gilt nach Satz 6.6

/ () dv = / ) (6.10)

[ i(iu)zdw—f(z)/%wizdw:AR%dw—f(z)LRwizdw_ 611

Aus Satz 4.8 folgt

also

w—2z

1
/ dw =0, (6.12)
Yr

da der Integrand holomorph ist in B(a, |z — al|). Aus der Integralformel von Cauchy 4.9,
angewendet fiir f = 1, folgt
1 1

27 v W— 2

dw=1. (6.13)

Aus (6.11) — (6.13) folgt

f(z):%m,/ %dw—%/ %dw. (6.14)

Von hier ab verlauft der Beweis analog zum Beweis des Entwicklungssatzes von Cauchy-
Taylor (Satz 4.11). Auf g gilt wegen |z — a| < R = |w — a| und

1 1 1 1 ~(z—a)"
w—z_w—a.l—@_w—az:(w—a)
w—a k=0
dass
1 f(w) - 1/ f(w) K
— ——dw = — —————dw - (2 — . 6.15
27 [mw—z v ;%ﬁ v (W —a)kt! w-(z—a) (6.15)

Auf ~, gilt wegen |z —a| > r = |w — af

1 1 1 1 & (w—a)"
z—w_z—a.l—“’_“_z—az<z—a> ’

z=a k=0
dass
f(w) 1 / k 1
— dw =% — — d
27Tz/7 s 227”' (w—a)’f(w)dw (z — a)kt?
T k=0 Tr
— ! f(w) k
= — d — 6.16
2m'/ (w — a)k+! w-(z—a) (6.16)
k:_l Ir
Setzen wir (6.15) und (6.16) in (6.14) ein, so ergibt sich die Behauptung. O
In der Zerlegung (6.7) heif}t
Z cr(z — a)*
k=—1
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der Hauptteil, und

der Nebenteil der Laurentreihe (6.7).

Satz 6.8 (Eindeutigkeit der Laurententwicklung)

Sei U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitdit von f mit
B%a,6) c U. Sind g : B(a,6) — C und h : C\ {a} — C holomorphe Funktionen mit
f=g+h undlim, ., h(z) =0, so gilt

g(z) = ch(z —a)¥, (6.17)

sowie
— 00

h(z) =Y ez —a), (6.18)

k=—1
mit den Koeffizienten ¢y aus (6.8).
Beweis: Ubung. a

Aus Satz 6.8 folgt insbesondere, dass die Koeffizienten ¢, in der Formel (6.7) eindeutig
bestimmt sind. Die Laurentreihe (6.7), (6.8) heifit daher die Laurentreihe von f in a.

Notation 6.9 (Grenzwert “z — 00”)
Fir f : C— C, ¢ € C definieren wir

lim f(2) =¢ (6.19)

Z2—00

durch: Fir alle € > 0 existiert ein B > 0 mit
lz| >R = |f(z)—c| <e.

O

Folgerung 6.10 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 gilt fir die Laurentreihe von
fina:

(i) Die Singularitit a ist hebbar genau dann, wenn der Hauptteil gleich Null ist, also
ck = 0 fir alle k < 0.

(i) Die Singularitit a ist ein Pol der Ordnung m genau dann, wenn ¢, = 0 fir alle
k< —m und c_,, # 0.

(11i) Die Singularitit a ist wesentlich genau dann, wenn es unendlich viele k < 0 gibt
mit ¢ # 0.
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Beweis: Hat ¢g(z) = (z — a)™ f(z) eine hebbare Singularitiit fiir ein m € NU {0}, so ist g
holomorph fortsetzbar auf B(a, ) und nach dem Eindeutigkeitssatz der Hauptteil von g
gleich Null. O

Wir untersuchen die Frage der gleichméfiigen Konvergenz der Laurententwicklung. Wir
betrachten eine Laurentreihe der Form

—00

> alz—a)f (6.20)

k=-1

mit a € C, ¢ € C fiir alle k£ < 0.

Lemma 6.11 Die Laurentreihe (6.20) sei konvergent in B%(a,d) fiir ein § > 0. Dann
wird durch

f(z) = _z: cr(z — a)* (6.21)

eine auf C\ {a} holomorphe Funktion definiert. Fir jedes r > 0 konvergieren die Parti-
alsummen

—n

$p(2) = Z cr(z —a)k (6.22)

k=-1

gleichmdfig gegen f auf {z: |z —a|] > r}.

Beweis: Es ist

1 1
|z —al <6 < > —,
|z—al = ¢
also konvergiert die Potenzreihe
o0
> et (6.23)
k=1

in {¢ : |[¢] > 5} und damit in ganz C. Die Konvergenz der Partialsummen fiir (6.23) ist
gleichméBig auf allen kompakten Kreisscheiben

1
{¢:IKl<=1,
r
wie wir bereits aus der Analysis 2 wissen. Hieraus folgen alle Behauptungen. a

Satz 6.12 (Laurententwicklung, gleichmiflige Konvergenz)
Set U C C offen, f : U — C holomorph, a € C eine isolierte Singularitit von f mit
B%(a,8) C U. Dann konvergieren die Partialsummen

sp(z) = ch(z —a)* + i: cr(z —a)¥ (6.24)

k=0 k=—1

der Laurentreihe von f in a gleichmdfig gegen f auf jedem Kreisring {z : r < |z—a| < R}
mit 0 <r < R <.

Beweis: Folgt fiir den Hauptteil aus Lemma 6.11 und fiir den Nebenteil aus dem bekann-
ten Resultat fiir Potenzreihen. O
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7 Der Residuensatz

Definition 7.1 (Windungszahl)
Sei 7 : [a,b] — C eine geschlossene, stickweise stetig differenzierbare Kurve, sei z € C,
z ¢ v([a,b)). Wir definieren die Windungszahl von v um z durch

v(v, z) ! / ! dw . (7.1)

21 w— z

O

Fiir v = 0B(z,r) gilt
v(v,2z)=1. (7.2)
Sind 7, 2 zwei geschlossene Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt, und bezeichnet

v die Verkettung von 7y; und 7, (das heifit, wir durchlaufen nacheinander ; und ~,), so
gilt

V(7 2) = % (/7 ! dw+/w de> v ) (). (7.3)

w—z w—z

Satz 7.2 Sei vy : [a,b] — C eine geschlossene, stickweise stetig differenzierbare Kurve,
sei U = C\ v([a,b]). Dann gilt:

(i) v(vy,z) € Z fir alle z € U.
(11) Auf den Wegkomponenten von U ist v konstant.

(iii) Es gilt v(7y,z) =0 fir alle z € U mit |z| > ||7|| -

Beweis: (i): Sei z € U. Wir definieren f : [a,b] — C und F : [a,b] — C durch

10 = [ s, P = 60 - (10

v(s) — 2

Dann ist F' stetig und stiickweise stetig differenzierbar, und
7'(t)

y(t) — 2

in allen Punkten ¢ € (a,b), in denen  differenzierbar ist. Also ist F' konstant auf [a, b].
Es folgt (da F # 0)

1= 20202 (s )-s(a) = e (— [ L) = e (- [ ),

(s) —z w—2z
(7.4)

F'(t) = '(t) exp(=f(t)) = (v(£) — 2) exp(—f(t)) =0

also gibt es k € Z mit

1
—/ dw = 2mik .
YW=z
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Damit ist (i) bewiesen.
(ii): U ist offen, da ~([a, b]) kompakt ist. Die durch

v(z) =v(y,2) = %/ %ds

definierte Funktion 7 : U — R ist stetig. Ist W eine Wegkomponente von U, so ist #(W)
wegzusammenhéngend nach Satz 5.3. Da v(W) C Z nach (i), ist #(W) einelementig,.
(iif): Fiir [2] > [|7]lo gilt |v() = 2] > [2] = [7()] > |2] = [|7]l, also

1 1 1

1
(7, 2)l < 5-L(7) sup me'

T el Y(8) — 2| ~ 2w
Wegen (i) folgt (v, z) = 0 falls |z| hinreichend gro$ ist, und da
{z:2€C 2] > [}
eine wegzusammenhéngende Teilmenge von U ist, folgt (iii) aus (ii). O
Sei nun f : B%(z,48) — C eine holomorphe Funktion mit der Laurententwicklung
Flw) =Y clw—2)"+ Y cplw—2)*. (7.5)
k=0 k=—1

Satz 7.3 Seiz € C, § > 0, sei v : [a,b] — B"(2,9) eine geschlossene, stiickweise stetig
differenzierbare Kurve mit z ¢ ~([a,b]). Dann gilt fir jede holomorphe Funktion f :
B%(2,8) — C der Form (7.5)

/f(w) dw = 2mic_qv(v, z) . (7.6)
v
Beweis: Fiir k # —1 hat p(w) = (w — 2)* eine Stammfunktion in C\ {2}, nimlich
_ 1 ok
o) = g0 = 2,

also gilt

/(w—z)kdw:O, k#-1. (7.7)

v

Nach Definition der Windungszahl gilt

/ ! dw = 2miv(y, z) . (7.8)

w—z

Da 7([a, b]) in einem kompakten Kreisring um z enthalten ist, folgt aus Satz 6.12

[rf(w) dw = i Cr /7(11) —2)Fdw = c_,27iv(y, 2).

k=—00
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Definition 7.4 (Residuum)
SeizeC, § >0, sei f: B%2,0) — C holomorph. Wir definieren das Residuum von f in
2 durch

Res(f,z) =c 1, (7.9)

wobei c_y der erste Koeffizient des Hauptteils der Laurentreihe von f in z ist.

Lemma 7.5 Sei 2z € C, § >0, sei f: B%(2,8) — C holomorph.

(i) Fir alle r € (0,6) gilt

Res (f,2) = — /BB( S (7.10)

2w

(ii) Ist auferdem g : B%(z,8) — C holomorph, so gilt
Res (Af + ug, z) = ARes (f, z) + pRes (g, 2) (7.11)
fiir alle A\, u € C.
(111) Ist z eine hebbare Singularitit von f, so gilt

Res(f,z) =0. (7.12)

Beweis: (i): Folgt unmittelbar aus Satz 7.3 und (7.2).
(ii): Folgt direkt aus (i).
(iii): Folgt mit (i) aus dem Integralsatz von Cauchy. O

Satz 7.6 (Residuensatz)

Sei U C C offen und sternformig, sei vy : [a,b] — U eine stickweise stetig differenzierbare
Kurve. Sei S eine endliche Teilmenge von U mit S N ~([a,b]) =0, sei f: U\ S — C
holomorph. Dann gilt

/ F(w) dw =271 Y Res (f, 2)v(7, ). (7.13)

v z€S

Beweis: Sei fiir jedes z € S

fa(w) = Res (f,2) + _z: cn(w — 2)* (7.14)

w—z
k=-2

der Hauptteil der Laurentreihe von f in z. Nach Lemma 6.11 wird hierdurch eine holo-
morphe Funktion f, : C\ {z} — C definiert. Wir definieren g : U \ S — C durch

g(w) = f(w) =Y fo(w). (7.15)

Z€ES
Fiir jedes z € S ist der Hauptteil der Laurentreihe von ¢ in z gleich Null, da f, nach
Konstruktion in z denselben Hauptteil wie f hat und f; fiir ( # z holomorph ist in einer
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Umgebung von z. Also sind alle z € S hebbare Singularitidten von g, und wir kénnen g zu
einer holomorphen Funktion g : U — C fortsetzen (Satz 6.3). Aus dem Integralsatz von
Cauchy folgt (U ist sternférmig)

/g(w) dw = /g(w) dw =10, (7.16)
v v
also nach Satz 7.3

/f(w) dw = Z fa(w) dw = Z 2miRes (f,, 2)v(y, 2) . (7.17)
v zes v z€S
Da Res (f,, z) = Res (f, z) nach Konstruktion von f,, folgt die Behauptung,. O

Lemma 7.7 Sei f : B%(a,8) — C holomorph, sei a ein einfacher Pol ( = Pol erster
Ordnung) von f. Dann gilt

Res (f,a) = lim(z — a) f(2). (7.18)
zZ—a
Beweis: Es ist c
f(z) = —! +p(2), p holomorph.
zZ—a
O

Lemma 7.8 Seien g,h: B(a,0) — C holomorph, es gelte g(a) # 0, h(a) =0, h'(a) # 0.
Dann hat die durch

_ 90
f(z) = )’ (7.19)

definierte Funktion einen einfachen Pol in a, und es gilt

Res (f,a) = 9la) : (7.20)

Beweis: Es gilt

. h(z) _ o,
e =
also ) (@
lim(z — a)f(2) = lim ghé) - g'(C;)'

Z—a

Also ist a hebbare Singularitét von z — (z — a)f(z) und damit einfacher Pol von f. Die

Behauptung folgt aus Lemma 7.7. O
Beispiele: Wir betrachten
1
=—. 7.21
£ = (7.21)
h(z) =1+ 2% hat einfache Nullstellen in 2z = 44, es folgt
) 1
Res (f, +i) = i?. (7.22)
i
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Wir betrachten )

z
= . 2
h(z) =1+ 2* hat vier einfache Nullstellen, nimlich
a = exp (%) Jla, —a, —ia. (7.24)
Es ist
a’ 1 1 m , 1 3
Res (f, CL) = 4—0/3 = 4_0, = Z exp <—Z> 5 Res (f, ZCL) = Z exp <—T> s (725)

und analog fiir die anderen beiden Pole.

Wir wollen den Residuensatz verwenden, um uneigentliche Integrale der Form

/ " () do (7.26)

zu berechnen.

Satz 7.9 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR =0, sei f: C\ S holomorph,
es gelte [ |f(z)]|dz < oo sowie

lim zf(z) =0. (7.27)

Z2—00

Dann gilt

/ " f)dr=2mi Y Res(fa). (7.28)

a€sS
Im a>0

Beweis: Wir betrachten die durch [—r,r] und den Halbkreis

W [0,7] = . () = e,

definierte Kurve I'; und wihlen r so groB, dass alle a € S mit Ima > 0 im Innern von I',
liegen. Fiir a € S gilt (Ubung)

(T, a) 1, Ima>0,
v(ly,a) =
0, ITma<O.

Aus dem Residuensatz folgt

/7‘ f(x)d:v—i—/ f(z)dz = : f(z)dz = 2mi Z Res(f,a).
—-r Yr r a€S

Es gilt weiter

/%f(z)dz

nach Voraussetzung (7.27). Hieraus folgt die Behauptung. 0

é/ |f(re)||rie’| dt < 7 sup |zf(2)] = 0, falls r — oo
0

|2|=r
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Folgerung 7.10 Seien p,q Polynome in C mit deg(q) > deg(p) + 2, q habe keine reellen

Nullstellen, sei

Dann gilt

/_OO f(z)dx = 2mi Z Res(f,a).

a€S
Im a>0

Beweis: f erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 7.9.

Beispiele: Fiir

gilt S = {i, —i} und

/oo L o = 2iRes (£, ) = 2ri—
r = 7 nes 1) = 11— = .
T2 g ’ T T

Fir

gilt S = {a,ia, —a, —ia} (siehe (7.24)) und

T

o L+ ot

™

1 :
= 2%11(—\/52) 7

/oo 2 ) . ]_ T
dr = 2mi(Res (f,a) + Res (f,ia)) = 2#21 (exp (—Z> + exp (

))

(7.29)

(7.30)

Der Residuensatz eignet sich auch zur Berechnung der Fouriertransformation gewisser

Funktionen.

Satz 7.11 Sei S eine endliche Teilmenge von C mit SNR = 0, sei g : C\ S — C

holomorph, es gelte
lim ¢g(z) =0.

Dann gilt fiir f(z) = g(2)e'*, E € R, £ # 0,

o0

—o0 a€S

Im a>0

/ g(x)eixﬁdx:/oo f(z)dx = 2mi Z Res(f,a), &>0,
| ot

Hierber ist das uneigentliche Integral definiert als

/00 f(z)dr = lim 0f(m)dx+ lim sf(x)dx.

r—oo | s—oo [

(Es wird weder behauptet noch verlangt, dass [ |f(z)|dz < c0.)
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Beweis: Sei zunéchst £ > 0. Fiir 7, s > 0 betrachten wir das Quadrat @, s C C mit den
Ecken (—r,0), (s,0), (s,7+ s) und (—r,r 4+ s) und den Seiten 7, ...,7; (beginnend mit
(—r,0), in der beschriebenen Reihenfolge). Seien r, s so grof3, dass alle a € S mit Ima > 0
in ), liegen. Dann folgt aus dem Residuensatz

s 3
f(z)dz:/ f(x)dx+z f(2)dz = 2mi Z Res(f,a) =:¢, &>0. (7.35)
0Qr,s - j=1 7

a€sS
Im a>0

Fiir z € C gilt

6zz§ — 6Z§Re zefﬁlm z ‘6”6‘ — 67§Im z

Y

Es gilt

= ‘—/ gt +i(r + 5))eee” 8 gy

r

/ g(2)e™* dz
Y2

< (r+s)e I sup |g(t+i(r + s))], (7.36)
te[—r,s]

Weiter gilt

r+s ) 1
/ g(2)e* dz| = / g(s +it)ete dt‘ < (1 —e %) sup  |g(s +it))|
71 0 5 te[0,r+s5]
1 .
<< sup |g(s+it)), (7.37)
g te[0,r+s5]
Ebenso beweist man
: 1
/ g(2)e* dz| < = sup |g(—r +it)]. (7.38)
3 g te[0,r+s5]
Sei e > 0. Wegen (7.36) — (7.38) gibt es ein M > 0, so dass
3
Z / g(2)e* dz| < e, fiiraller,s > M,
j=1 |77
also )
‘/ f(z)dx —c| <e, firaller,s> M. (7.39)
also

< 2,

‘/if(x)dx—/(;f(x)dx

fiir alle r, s, p,0 > M, und damit auch

/Osf(x)dx—/ogf(x)dx

fiir alle r, s, p, 0 > M. Hieraus folgt die Behauptung fiir £ > 0. Der Fall £ < 0 wird analog
bewiesen; in diesem Fall hat das Quadrat @, ¢ die Ecken (—r,0), (s,0), (s,—(r +s)) und
(=r,—(r +s)). 0

< 2,

< 2e, ‘/_(if(x)dx—/_opf(x)dx
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Definition 7.12 (Meromorphe Funktion)
Sei U C C offen. Fine Funktion f heifit meromorph auf U, falls es eine Menge P C U
gibt, so dass f : U\ P holomorph ist und jedes a € P ein Pol von f ist. O

Die meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U bilden einen Ko6rper beziiglich der
Addition und Multiplikation.

Sei f auf einem Gebiet U meromorph und nicht identisch 0. Dann ist auch die durch

['(2)
f(2)
definierte Funktion meromorph auf U, da alle Nullstellen von f eine endliche Ordnung

haben. Die Funktion ¢ heifit die logarithmische Ableitung von f, da sie die Ableitung
der Funktion z — In f(z) ist.

9(z) =

Satz 7.13 Sei U C C offen und sternformig, sei f eine auf U meromorphe, von Null
verschiedene Funktion, sei P die Menge der Pole und N die Menge der Nullstellen von
fan U. Sei v eine Kurve in U, so dass keine Nullstelle von f und kein Pol von f auf y
liegt. Es gelte auferdem v(vy,a) =1 fiir alle a € P U N. Dann gilt

RN > ord(a) - Y ord(a), (7.40)

2mi J., f(2)

wobei ord (a) die Ordnung der Nullstelle beziehungsweise des Pols a bezeichnet.

Beweis: Zunichst gilt, dass N U P endlich ist (nach Satz 7.2(iii) liegt N U P in einer
beschrankten Menge, und N U P hat keine Hiufungspunkte), und dass f’/f holomorph
ist in U\ (NUP). Sei a € NUP. Dann gibt es eine holomorphe Funktion ¢ : B(a,d) — C,
0 > 0 hinreichend klein, mit

f(z)=(z=a)"g(2), gla)#0,

und ¢(z) # 0 fiir alle z € B(a,0). Ist @ € N, so ist hierbei m die Ordnung von a; ist
a € P, so ist —m die Ordnung von a. Aus

f'(z) =m(z —a)"'g(2) + ( — )" (2)

folgt
fliz) _ m_ g'()
= + . 7.41
f5) " z-a 4 (T4
Da g keine Nullstelle in B(a,d) hat, ist ¢’/g holomorph in B(a,d), also hat f'/f einen
einfachen Pol in a mit

Die Behauptung folgt nun aus dem Residuensatz. a
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung,

v =fty), (8.1)
sowie das zugehorige Anfangswertproblem
yl = f(ta y) ) y(tU) = Yo - (82)

Definition 8.1 (LGsung eines Systems erster Ordnung)
Sei I C R Intervall, D C R x K*, f: D — K". Eine Funktion y : I — K" heifst Losung
von (8.1) in I, falls y in I differenzierbar ist und fir alle t € I gilt, dass (t,y(t)) € D und

y'(t) = f(t.y() (8.3)
Falls auferdem (to,yo) € D gegeben ist mit y(to) = yo, so heifst y Lisung des Anfangs-
wertproblems (8.2) in I. O

Héngt f nicht von y ab, so ist

y@=m+tf@%

eine Losung des Anfangswertproblems (8.2), falls f stetig ist (Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung).

Nicht jedes Anfangswertproblem hat eine Losung. Beispiel: I = [0,1], n =1,

-1, y>0,

Y <0 y(0)=0. (8.4)

MzﬂMZ{

Beweis: Ist y Losung in I, so ist y stetig in I. y kann kein Maximum in (0, 1) haben, also
auch keine weitere Nullstelle. Ist y(¢) > 0 fiir ¢ > 0, dann ist y/(¢) = —1 fiir ¢ > 0, also y
streng monoton fallend im Widerspruch zu y(0) = 0.

Man beachte, dass (8.4) auf I = [—1, 0] eine Losung hat, namlich y(¢) = t—1. Auf I = [0, 1]
erhalten wir eine Losung, ndmlich y = 0, falls wir die Definition von f modifizieren zu

-1, y>0,
y =fly) =40, y=0, (8.5)
1, y<O0.

Manche Anfangswertprobleme haben mehrere Losungen. Beispiel:

v =Vl y(0)=0. (8.6)

Aufler der Funktion y = 0 ist beispielsweise auch

12 t>0
=<4’ ’ 8.7
y(t) {0, 2o (8.7

eine Losung. In diesem Fall ist die rechte Seite f stetig, aber nicht differenzierbar in 0,
und die Losung (8.7) stetig differenzierbar, aber nicht zweimal differenzierbar in ¢ = 0.
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Satz 8.2 Sei D C R x K" offen, sei f € C™(D;K"), sei (ty,yo) € D. Sei y Lisung des
AWP (8.2) auf einem Intervall I. Dann ist y € C™(I; K").

Beweis: [st f stetig, so ist 3 stetig wegen y/'(t) = f(t,y(t)). Ist y € C* und f € C*, so
ist auch 3’ € C* nach Kettenregel, also y € C**1. O

Satz 8.2 ist ein typischer Regularitétssatz der Analysis: Die Regularitét der Daten (hier
f € C™) sorgt fiir eine entsprechende Regularitiit der Losung (hier y € C™1), die im
Losungsbegriff selbst noch nicht enthalten ist. Bevor wir uns ausfiihrlicher mit der Theorie
befassen, betrachten wir einige Beispiele, bei denen wir Losungen explizit konstruieren
konnen.

Trennung der Variablen. Das AWP habe die Form

v =Ffg(), vlto) =yo- (8.8)

Sei y eine Losung, wir formen um (zunéchst ohne uns darum zu kiimmern, ob “wir das

diirfen”)
o ) [
sy~ / ) " /tof()d’

und weiter (Substitution)
y(® t
/ ——dn= [ f(s)ds.
y

(to) g (77) to

Koénnen wir Stammfunktionen von * und von f explizit angeben, so kénnen wir hoffen,

dass die aus dem Hauptsatz resultierende Gleichung sich nach y(¢) auflésen l&t. Fiir
die hierdurch erhaltene explizite Losung konnen wir unmittelbar nachpriifen, ob sie eine
Losung von (8.8) ist. (Ob die dazu fithrende Rechnung “mathematisch korrekt” war, ist
dann eine zweitrangige Frage.) Beispiel:

! 2

Yy =—y, y(0)=1yo. (8.9)

Fiir o = 0 ist y = 0 eine Losung. Sei yy # 0. Der Ansatz

Y 1 3
/ ——an:/ lds
Yo n 0

fiihrt auf

also erhalten wir

t) = ——. 8.10

y(t) P ( )
Yo

Diese Funktion ist eine Losung von (8.9) auf dem Intervall (—oo, —yio), falls yo < 0,

beziehungsweise (—y—lo, 00), falls yo > 0. Sie hat in y—lo eine Singularitit und 148t sich nicht
iiber diesen Punkt hinaus fortsetzen.
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Ein weiteres Beispiel ist die logistische Differentialgleichung, von Verhulst 1838 zur Mo-
dellierung des Bevdlkerungswachstums vorgeschlagen.

v =(a—-0by)y, ab>0. (8.11)

Die Wachstumsrate ist nicht konstant, sondern sinkt mit wachsender Bevolkerung. Fiir
a

Yo = 7 ist y' = 0, also die Konstante y = yo eine Lésung. Durch Trennung der Variablen
konnen wir die Losung fiir einen allgemeinen Anfangswert yo > 0 berechnen (Ubung), es
ergibt sich

a 1 5 — Yo

17 I — = ) 8.12
y(t) bl+cet’ © Yo (8.12)

Die lineare Differentialgleichung. Wir betrachten
y' +a(t)y=>0@), ylto) =vo- (8.13)

Im Fall b = 0 finden wir die Lésung durch Trennung der Variablen:
Y1 t
v ==ayy. [ zan= [ ~als)as.
yo ' to

y t
Iny—Inyy=In= = —/ a(s)ds.
to

also

Yo
Die gesuchte Losung ist also im Falle b = 0

o(0) = mewp (- /t:“(s) i) (5.1

Wir betrachten den allgemeinen Fall b # 0. Setzen wir

t
A(t) = / a(s)ds, (8.15)
to
so gilt, falls y eine Losung von (8.13) ist,

d
T (y(1)e'®) = Oy (1) + alt)y(t)) = e*Vb(t) .
Integration von ty bis t liefert
t
y(t)e® — gy = / eA®b(s) ds .
to
Wir erhalten also als Losung der Anfangswertaufgabe (8.13)
t
y(t) = e 40 <y0 —|—/ eA)p(s) ds) : (8.16)
to

Wir wollen uns im Folgenden auf K = R beschrénken. Der Fall K = C wird iiber die
Isomorphie von C und R? darauf zuriickgefiihrt.

Eine wesentlich andere Situation liegt vor, wenn wir Differentialgleichungen im Komplexen
betrachten, das heif}t, Funktionen y : U — C, U Gebiet in C, welche

V'(2) = flzy(2), z€U,

erfiillen, wobei f holomorph ist.
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9 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'=fty), ylto) =y. (9-1)

Lemma 9.1 Sei D C RxR", f: D — R" stetig. Sei I Intervall in R und y : I — R”
stetig, sei (to,yo) € D. Dann ist y eine Losung des Anfangswertproblems (9.1) genau
dann, wenn gilt (t,y(t)) € D fir allet € I und

y(t) = yo + ltf(s,y(s)) ds, firalleteI. (9.2)

to

Beweis: Ist y Losung des AWP, so ist ¢/ : I — R” stetig, also folgt aus dem Hauptsatz

y(t) — y(ty) = / y(s) ds = / F(s,y(s)) ds.

Gilt umgekehrt (9.2), so folgt zunéichst y(ty) = yo. Da der Integrand auf der rechten Seite
von (9.2) stetig ist als Funktion von s, ist nach dem Hauptsatz y differenzierbar in I, und
y'(t) = f(t,y(t)) fiir allet € I. O

Definition 9.2 Sei D C R x R*. FEine Funktion f : D — R" heifit Lipschitz-stetig
beziiglich y in D mit Lipschitz-Konstante L, falls

1f @& y) — f(t2)]lo < Ly — 2l (9.3)
fir alle (t,y), (t,2) € D. O

Satz 9.3 Sei (T,d) kompakter metrischer Raum, sei w : T — R stetig mit w(t) > 0 fir
alle t € T. Dann wird durch

1Yl = supw(®)|ly (1)l (9-4)
teT
eine Norm auf C(T;R") definiert, und (C(T;R™),|| - ||») ist ein Banachraum.
Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 9.4 Sei I = [ty,ty+a], D =1 xR, sei f: D — R stetig und Lipschitz-stetig
beziiglich y in D, sei yo € R*. Dann hat das AWP (9.1) genau eine Lésung in 1.

Beweis: Wir definieren Y = C'(I;R") und definieren 7': Y — Y durch

(Ty)(t) = yo + / F(5,(s)) ds ©.5)

T ist wohldefiniert, da f stetig ist. Aus Lemma 9.1 folgt, dass ein y € C(I;R") genau
dann eine Losung des AWP ist, wenn

y="Ty. (9.6)
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Sei L eine Lipschitz-Konstante fiir f beziiglich y. Wir definieren
w(t) = e 2Lt=0) 4y T 5 R. (9.7)

Nach Satz 9.3 ist (Y, || - ||,) ein Banachraum. Seien nun y, z € Y. Dann gilt fiir alle t € T

t

f(s,y(s)) — f(s,2(s))ds

to

[Ty — (T, = \

t
<)
to
t
[ Lt ey (s) - 2(5)| ds
t,

0
t

o0

1/ (s, 9(s)) = f (5, 2(5)) ]| o0 ds < / L{ly(s) = 2(s)l|  ds

to

VAN
S

1
L62L(s*t°)||y(8) _ Z(S)des < L||y . Z||w E (62L(t7t0) _ 1)

0

< SOy — 2,

N =

Es folgt weiter
oL(l— 1
1Ty = Tz|lw = sup e N (TY) (1) = (T2) (Ol < 5y = 2l

Also ist T eine Kontraktion auf Y. Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt, dass (9.6)
genau eine Losung y € Y hat. a

Auf das Anfangswertproblem
v =y, y(0)=1, (9-8)
lasst sich Satz 9.4 nicht anwenden, da wegen
[f(ty) = f(t,2)] =1y = 2| = |y + 2|y - 2|
die rechte Seite fiir kein Intervall I auf I x R Lipschitz-stetig ist. Das AWP (9.8) hat aber

sehr wohl eine eindeutige Losung, ndmlich

ylt) = — (9.9)

welche in (—oo, 1) definiert ist. Diese Funktion ist natiirlich auch Losung, wenn wir den
Anfangswert modifizieren zu

y(to) = to < 1.

1—t,°
Ist ¢ dicht bei 1, so ist die Losung (9.9) nur in einer kleinen Umgebung von ¢y definiert.

Man entwickelt also das Konzept einer lokalen Ldsung.

Definition 9.5 (Lokale Lipschitz-Stetigkeit)

Sei D C RxR". Fine Funktion f: D — R" heifit lokal Lipschitz-stetig beziiglich y auf D,
falls es zu jedem (to,yo) € D eine Umgebung U gibt, so dass f auf DNU Lipschitz-stetig
beziiglich vy ist. a
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Es gilt dann

1F(ty) = f(t,2) oo < Llly = 2l fiiralle (#,y), (£,2) € U, (9.10)

fiir ein geeignetes L > 0, welches aber im allgemeinen von (#g, yo) abhéngt, siehe Beispiel
(9.8).

Wir setzen
K(yo,7)={y:yeR", |ly—wll, <r}, 7>0,y€R".

Satz 9.6 Seien (to,y) € R X R", a,r > 0, sei f : D — R" stetig und beziiglich y
Lipschitz-stetig, wobei D = [to,to + a] X K(yo,r). Dann gibt es ein § > 0, so dass das
AWP (9.1) in [to, to + J] eine eindeutige Lisung hat.

Beweis: Wir setzen

M
M = t o=—. 9.11
max (). 5= (.11
Wir definieren I = [tg, to + 6] und
Y={y:ye C(LiR"), |ly —woll, <r}. (9.12)
Wie im Beweis von Satz 9.4 definieren wir den Operator T' durch
t
T =+ [ fsu(s)ds. (9.13)
to

Esgilt T(Y) C Y, da

1(Ty)(t) — yollo < /tt £ (s,y(s))|l ds < 6M =r

gilt fiir t € I und y € Y. Y ist ein vollstindiger metrischer Raum (Y ist abgeschlossene
Teilmenge des Banachraums C'(I;R™)). Der Rest des Beweises ist Wort fiir Wort derselbe
wie der von Satz 9.4. O

Folgerung 9.7 Seien die Voraussetzungen von Satz 9.6 erfillt mit D = [ty — a,ty] X
K(yo,7). Dann gibt es ein 6 > 0, so dass das AWP (9.1) in [to,ty — J] eine eindeutige
Lésung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 9.6 an auf

v =fty), ylt)=w, flty)=-f2—ty). (9.14)
Ist ¢ : [to, to + 0] — R™ Losung von (9.14), so ist y : [ty — 6, o] — R,
y(t) =52t — 1), (9.15)

wegen )
y'(t) =—9'(2to —t) = —f(2tg — t, Y2ty — t)) = f(t,y(t))

Losung von (9.1). Da (9.15) eine bijektive Abbildung der Losungen des Vorwérts- und des

Riickwértsproblems aufeinander definiert, ist mit y auch y eindeutig. O
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Folgerung 9.8 (Lokale Version des Satzes von Picard-Lindel6f)

Sei D C R x R" offen, f : D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig beziiglich y. Dann
gibt es zu jedem (to,yo) € D ein 6 > 0, so dass das AWP (9.1) in I = [ty — 0,1ty + 0] eine
eindeutige Lésung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 9.6 und Folgerung 9.7 an mit hinreichend kleinen a,r > 0. O

Folgerung 9.9 Sei D C R X R"* offen, f : D — R" stetig und beziiglich y stetig dif-
ferenzierbar. Dann gibt es zu jedem (to,yo) € D ein § > 0, so dass das AWP (9.1) in
I =ty — d,ty + 9] eine eindeutige Losung hat.

Stetige Differenzierbarkeit impliziert die lokale Lipschitz-Stetigkeit (siehe Analysis 2). O

Lemma 9.10 Sei D C R x R” offen, f : D — R" stetig und beziiglich vy lokal Lipschitz-
stetig. Dann hat das AWP (9.1) fir jedes kompakte Intervall J = [a,b] mit ty € J
hdochstens eine Losung.

Beweis: Seien y, z : J — R" Losungen des AWP. Wir setzen
v = supft ¢ € J, yllto, 1] = 2|[to, ]}

Es ist y(t*) = z(t*) =: y*, da y,z stetig sind. Wire nun t* < b, so hitte fiir jedes
d € (0,b—t*] das AWP
y'=fty), yt) =y,

zwei verschiedene Losungen in [t*,t* + §] im Widerspruch zu Folgerung 9.8. Analog zeigt
man, dass y und z auf [a, ty] iibereinstimmen. O

Satz 9.11 Sei D C RxR"” offen, f: D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig.
Dann gibt es zu jedem (ty,yo) € D ein offenes Intervall I und eine Losung y des AWP
(9.1) in I, so dass fir jedes Intervall J mit to € J und jede Lésung z von (9.1) in J gilt

JcIl, z=y|J. (9.16)

Das Intervall I heifit das mazimale Existenzintervall der Lisung von (9.1).

Beweis: Wir definieren

t* =sup{t: t > to, (9.1) hat eine Losung in [to, ]}, (9.17)
t. =inf{t: t <to, (9.1) hat eine Losung in [¢, ]} . (9.18)
Wir setzen I = (t,,t*). Seit € I, sei y; : [to, t] — R™ eine Losung von (9.1). Wir definieren

y: I — R"* durch
y(t) =y (t), tel. (9.19)

Fiir jedes s € [to, t] gilt ys(s) = y:(s) nach Lemma 9.10, also auch y(s) = y(s). Es folgt

yw=%w=m+[7@mmw=m+[¥@mmw,
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fiir alle ¢ € I, also ist y Losung von (9.1) in I. Ist z eine Losung auf einem Intervall J, so
ist z Losung auf [to,t] fiir jedes t € J, also t € I und z(t) = y(¢) nach Lemma 9.10. O

Das maximale Existenzintervall kann die Form (—o0, b), (a,b), (a,00) oder (—o0,0) = R
haben.

Beispiele: Das AWP
v =y*+1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

T T
t) =tant, I:(——,—).
y(t) = tan 53

Das AWP
y =vy*, y0)=1,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

Das AWP
y =y*—1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall
y(t) = tanht, I =R.

In allen diesen drei Beispielen ist die rechte Seite stetig differenzierbar, aber nicht Lipschitz-
stetig auf ihrem maximalen Definitionsbereich D = R x R".

Etwas anders gelagert ist die Situation fiir das AWP

Hier ist D = {(t,y) : y # 0} = R x (R \ {0}), die Losung ist

1
y(t)=vV2t+1, und = <—§,OO>

ist das maximale Existenzintervall. Es gilt hier

lim (£, y(t)) = (—%,0) € aD.

tl—1

Es werden also drei verschiedene Fiélle fiir das Verhalten der Losung fiir ¢ > ¢, (analog
t < ty) erkennbar.

1. Die Losung existiert fiir alle ¢t > %,.

2. Es gibt ein b > ty mit

lim [ly(#)]| = oo

t—=b
t<b
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3. Es gibt ein b > £y mit
limdist ((¢, y(t)),0D) = 0.

t<b

Satz 9.12 Sei D C RxR" offen, f : D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-stetig.
Sei y die eindeutige Losung des AWP (9.1) mit mazimalem Existnzintervall I. Dann gilt:
Weder {(t,y(t)) : t € I,t > to} noch {(t,y(t)) : t € I,t < to} sind in einer kompakten
Teilmenge von D enthalten.

Beweis: Sei I = (a,b). Sei K C D kompakt mit
{(t,y(t)):tel, t>1t} CK. (9.20)
Da K beschrankt ist, ist b < oo. Da f stetig ist, gilt

M = t, < 00.
max |[£(t:n)lle < 00

Fiir beliebige ¢, 7 € [ty,b) folgt

/tf(s,y(s)) ds| < Mt — 7. (9.21)

M@—Mﬂuz‘

Wir zeigen nun, dass
yp = limy(1) (9.22)

t—=b
t<b

existiert. Ist (¢x)ren Folge mit tx — b, so ist (y(tx))ren Cauchyfolge, also konvergent; ist
(sk)ken eine weitere solche Folge, so konvergiert (y(sx))ren gegen den gleichen Grenzwert,
da y(tx) — y(sk) — 0 wegen (9.21). Also existiert der Grenzwert (9.22). Die Funktion

i) = {y(t), t € [to, D),

Up t:ba

ist daher eine Losung der Integralgleichung

yw=m+[3@mm@

auf dem abgeschlossenen Intervall [tg, b] und damit auch des AWP, im Widerspruch zur
Maximalitit von I. Eine kompakte Menge K mit (9.20) kann daher nicht existieren.
Analog zeigt man die Behauptung fiir ¢t < ¢,. O

Man kann die Ergebnisse der vorherigen Sétze wie folgt zusammenfassen:
Ist die rechte Seite f auf ihrem offenen Definitionsgebiet D stetig und beziiglich

y lokal Lipschitz-stetig, so existiert eine eindeutige Losung des AWP (9.1),
deren Graph sich bis zum Rand von D erstreckt.
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Wir behandeln nun das AWP (9.1) ohne die Voraussetzung, dass die Abhéngigkeit t +—
f(t,y) stetig ist. Solche Systeme treten etwa in der Steuerungstheorie regelmifig auf, und
zwar in der Form

Hierbei ist u eine weitere Funktion (die Steuerung), die im Hinblick auf ein zu erreichendes

Ziel gewihlt wird. In vielen Fillen stellt es sich heraus, dass die optimale Steuerung
unstetig ist.

Definition 9.13 (Carathéodory-Bedingung)
Sei I Intervall in R, f: I x R* — R*. Wir sagen, dass f die Carathéodory-Bedingung
erfillt, falls die Abbildungen

t— f(t,y) messbar sind fir alle y € R, (9.24)
y > f(t,y) stetig sind fir alle t € I. (9.25)
O

Lemma 9.14 Sei I Intervall in R, f : I x R* — R*, f erfille die Carathéodory-
Bedingung, seiy : I — R™ messbar. Dann ist die durch

9(t) = f(t,y(t)) (9.26)

definierte Funktion g : I — R™ messbar.

Beweis: Sei zunéchst y : I — R” einfache Funktion, das heifit,

N
y= Z ai]-Ai )
=1

wobei (A4;)1<i<n eine disjunkte Zerlegung von I in messbare Mengen A; ist. Es gilt dann

g(t) = Z f(ta ai)lAi (t) )

also ist g messbar. Sei nun y beliebig, wihle eine Folge (yx)ren von einfachen Funktionen,
welche punktweise gegen y konvergiert (siehe Analysis 3). Die durch

ge(t) = f(t, yk(t))

definierten Funktionen sind messbar, und es gilt
g(t) = f(t,y(t)) = lim f(# yx(t)) = lim gx(2),
—00 k—o00
also ist auch g messbar. O

Wir betrachten jetzt die entsprechende Verallgemeinerung von Satz 9.4, wobei wir anstelle
der Losung des AWP (9.1) die Losung der Integralgleichung

t
o) =un+ [ Fls.u(s)) ds (9.27)

to
betrachten, wobei wir das Integral auf der rechten Seite als Lebesgue-Integral auffassen.
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Satz 9.15 Sei I = [tg,to +a], D = I xR", yo € R*, f : D — R" sei beziiglich y
Lipschitz-stetig und erfille die Carathéodory-Bedingung, die durch t — f(t,0) definierte
Funktion sei beschrinkt auf I. Dann hat die Integralgleichung (9.27) genau eine stetige
Lésung y: I — R".

Beweis: Genau wie im Beweis von Satz 9.4 setzen wir Y = C(I;R") und wollen 7' : Y —
Y definieren durch

(Ty)(t) = yo + /tt f(s,y(s))ds. (9.28)

Ist y € Y, so folgt aus Lemma 9.14, dass die durch g(s) = f(s,y(s)) definierte Funktion
g : I — R" messbar ist. Ist L Lipschitz-Konstante fiir f, so gilt

19() oo = [[£(5:9(Dlloo < NF(5,0)lloe + LlY(5)]] o »

also ist g beschrinkt und damit Lebesgue-integrierbar. Es folgt weiter fiir beliebige t,7 €

)0 - T =| [ Sepenas| <p-rlidle, @2

o0

also ist T'y stetig und damit T'y € Y. Der Beweis wird nun genauso wie der Beweis in 9.4
fortgesetzt. O

Man kann nun nicht mehr erwarten, dass die Losung y = Ty auf I stetig differenzierbar
ist (dann muss t — f(t,y(t)) stetig sein). Die Abschitzung (9.29) zeigt aber, dass y
Lipschitz-stetig ist, falls die rechte Seite beschriankt ist.

Entsprechend kann man die weiteren Sitze und Folgerungen dieses Kapitels auf den Ca-
rathéodory-Fall iibertragen.
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10 Das Lemma von Gronwall

Sei x : I — R, I C R Intervall, eine unbekannte Funktion. Wir wollen x nach oben
abschédtzen. Wir nehmen an, dass x in I einer Differentialungleichung

7(t) < g(t,x(t)),  w(to) < wo, (10.1)
oder einer Integralungleichung
t
x(t) < wy +/ g(s,z(s)) ds (10.2)
to
geniigt. Wir wollen schlieflen, dass dann
z(t) < w(t) (10.3)

fiir alle ¢ € I gilt, wobei w : I — R die Lésung des entsprechenden AWP’s

/

w' =g(t,w), w(ty) = wo, (10.4)
beziehungsweise der entsprechenden Integralgleichung
t
w(t) = wp +/ o(s, w(s)) ds (10.5)
to

ist. Damit die Abschétzung (10.3) verwendbar ist, ist es von Vorteil, g so zu wihlen, dass
wir w auch berechnen konnen.

Wir beschiéftigen uns mit der Integralungleichung.

Lemma 10.1 Sei [ = [ty,t], seien a,b,x,w : [ — R stetig, sei b > 0, und es gelte

z(t) < a(t) +/ b(s)x(s)ds, (10.6)

tot
w(t) = a(t) + / b(s)w(s) ds, (10.7)
fir allet € I. Dann gilt
z(t) < w(t) (10.8)
fiir alle t € 1.

Beweis: Wir setzen (beachte x(ty) < w(tp))
t=sup{r:7 €1, x2(s) <w(s)firales<r7}.

Dann gilt
t

z(t) < a(t) +/ b(s)z(s)ds < a(t) +/ b(s)w(s)ds = w(t),

to to

da b > 0 und > w in [ty,¢]. Es muss nun ¢ = ¢; gelten, da andernfalls z(7) < w(7) in
[t,t + ] gilt fiir hinreichend kleines € > 0, im Widerspruch zur Definition von t. O
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Satz 10.2 Sei I = [tg, t1], seien a,b,x : [ — R stetig, sei b > 0, es gelte
t
2(8) < a(t) + / b(s)z(s) ds (10.9)
to
fir allet € I. Dann gilt

z(t) < alt) + /ta(s)b(s) exp (/Stb(T) dT) ds. (10.10)

to

Beweis: Sei € > 0 beliebig, sei a(t) = a(t) + €. Dann gilt fiir alle t € T
¢
z(t) < a(t) +/ b(s)x(s)ds. (10.11)
to

Wir definieren

w(t) = a(t) + /td(s)b(s) exp (/:b(T) dT> ds.

to

Es gilt
< t:d(s)b(s) exp ( / b d7> ds = a(t)b(t) + b(t) /t:d(s)b(s) exp ( / o) dT) s
- [ Hewtas,
also
w(t) = a(t) + /t: b(s)w(s)ds. (10.12)

Aus (10.11), (10.12) folgt nun wegen Lemma 10.1

() < wlt) = at) + / a(5)b(s) exp < / o) dT> ds

to

= a(t) + /t:a(s)b(s) exp ( / tb(T) dT> ds+ ¢ <1+ /t:b(s) exp ( / tb(T) dT> ds) .

Grenziibergang ¢ — 0 liefert die Behauptung. O

Folgerung 10.3 Sei I = [tg, t1], seien b,z : I — R stetig mit b > 0, sei a € R, es gelte

2(t) < a+ /tb(s)x(s) ds. (10.13)
Dann gilt .
x(t) < aexp </t b(s) d3> : (10.14)
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Beweis: Wir setzen

Aus Satz 10.2 folgt

t t
z(t) <a+ / ab(s)ePV B gs = q (1 + B0 / b(s)e B ds)

to

=a (1 + B0 [ - e_B(s)]

Satz 10.4 Sei f : D — R" stetig und beziiglich y Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L. Seien y, z : [ty, t1] — R* Ldsungen von

y' = f(t,y) (10.15)

mit den Anfangswerten
y(to) = yo, =2(to) = 2. (10.16)

Dann gilt fir allet € 1
ly(#) = 2(t)ll e < llyo — 2ol o™ 7). (10.17)

Beweis: Es gilt

mm—amuz\

m—%+[f@mm—f@4mw

o0

<l —all + [ 155,905 = F(5,2(5) o s
<llso = 2ll+ [ Lll() = 2(5) .o

Wir wenden Folgerung 10.3 an mit a = ||yo — 20|, b(t) = L und z(t) = ||y(t) — 2(t)|]
(|

ool

Satz 10.4 impliziert, dass die Losung des AWP stetig vom Anfangswert abhingt. Ist etwa
(Yo )ken eine Folge von Anfangswerten und (yi)ren die Folge der zugehorigen Losungen,
so impliziert yor — Yo, dass yr — y gleichméBig in [¢y, t1].
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11 Der Satz von Peano

Wir betrachten wieder das AWP
yl - f(ta y) y y(tU) = Yo - (111)

Satz 11.1 (Satz von Peano)
Sei I = [tg,to+al, D=1 xR", f: D — R" stetig und beschrinkt auf D. Dann hat das
AWP (11.1) eine Lisung in I.

Beweis: Fiir £ € N definieren wir eine Zerlegung von I durch

.a .
ti:t0+2Ea 1 <<k,

und Funktionen y; € C(I;R") sukzessive auf (t;,t;+1] durch

yr(t) = yo, tE€ [to,t], (11.2)
yk(t) = yi(t:) + /t_tf(sayk(s - %)) ds, t;<t<ti1, 1<i<k. (11.3)

Es folgt .
() =po+ | Flouels = s, tel, (11.4)

mit, 0

Sei (f ist beschrinkt)

M = sup [|f(t,n)]l, <oo.
(t,;m)eD

Es gilt fiir alle K € Nund alle t,7 € [ mit 7 <1

t
- a
196 (t) = (Tl < / 1£ (5, 96(s = 2))lloo ds < Mt —7]. (11.5)
Da M nicht von k abhéngt, ist die Menge {y; : k& € N} gleichgradig stetig und wegen

9kl < %0l + Ma

beschriankt in C'(I;R™). Aus dem Satz von Arzela-Ascoli (siehe Analysis 2) folgt, dass es
eine Teilfolge (y,, )men gibt, die gleichméBig gegen ein y € C(I; R") konvergiert. Es gilt
nun

Tim g, (s — E) =y(s) (11.6)
gleichméfig fiir s € I, da
a a
19 (5 = =) = 4(5)lloo < Y (5 = 5= = Yin () lloo + 19 (5) = ¥ (5) |
a
< Mo 1Yk = Yl -
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Es folgt .
lim (s, 9k, (s — 7)) = f(5,9(5)) (11.7)

m ko

punktweise fiir alle s € I. Aus dem Satz von Lebesgue folgt, da f beschrinkt ist, dass wir
in (11.4) fiir die Teilfolge (yg,,) zum Grenzwert m — oo iibergehen konnen, also gilt

v=w+ [ Fls,y(s)ds, tel, (118)

to
und y ist Losung von (11.1) auf 1. O

Man kann auch im Falle nur stetiger rechter Seiten beweisen, dass die Losung auf ein
maximales Existenzintervall fortgesetzt werden kann.

Die Eindeutigkeit der Losung ist nicht garantiert, wie das Beispiel

y,:\/M7 y(O)ZO,

zeigt. Es gibt aber schwichere Bedingungen als die Lipschitz-Stetigkeit, die ebenfalls die
Eindeutigkeit liefern.
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12 Lineare Systeme

Wir betrachten ein lineares System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form
y' = A(t)y + b(t) (12.1)
wobei A(t) € R™™ und b(t) € R ist fiir jedes ¢, und das zugehérige Anfangswertproblem

y' = At)y +0b(t), ylte) =yo- (12.2)

Die Differentialgleichung (12.1) heifit inhomogen; falls b = 0, so heifit sie homogen. Falls
A nicht von t abhéngt, so sprechen wir von konstanten Koeffizienten, andernfalls von

variablen Koeffizienten (oder zeitabhingigen Koeffizienten, falls ¢ die Bedeutung der Zeit
hat).

Satz 12.1 Sei I Intervall in R, seien A : I — R™™ und b : I — R* stetig, t, € I,
yo € R™. Dann hat das AWP (12.2) eine eindeutige Lésung y € C'(I;R™).

Beweis: Die durch

f(ty) = A(t)y + b(t)
definierte Funktion f : I x R® — R" ist stetig und beziiglich y linear, also beziiglich y
stetig differenzierbar. Ist I kompakt, so ist wegen

1f(ty) = f2)|l = 1AWy — 2]l S [ADI ly — 2l < Llly — 2l »
wobei

L :=sup [|A®)],

tel

die Funktion f Lipschitz-stetig auf D = I x R". Die Behauptung folgt nun aus dem Satz
von Picard-Lindeldf. Wegen
1= Jlto, 1]

tel

ist das maximale Existenzintervall der Losung gleich 1. a

Der am Ende von Kapitel 9 dargestellte Satz fiir unstetige rechte Seiten lésst sich anwen-
den, wenn gilt

A: T — R™® ynd b: I — R" sind messbar und beschrinkt.

Dann sind ndmlich die Voraussetzungen des Satzes, insbesondere die Bedingung von Ca-
rathéodory, erfiillt. Ist I nicht kompakt, so geniigt es, dass A und b messbar und auf jedem
kompakten Teilintervall von I beschrinkt sind.

Im Folgenden setzen wir generell voraus:
A:T R - p: T 5 R"  sind stetig. (12.3)

Wir bezeichnen mit
y(t;to, yo) (12.4)
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den Wert y(t) der Losung y : I — R* des AWP (12.2), und mit
Ptto - R" - R" (125)

die durch
Prio(n) = y(tito,n) (12.6)
definierte Abbildung. Beispiel: Fiir
yI:AyJ y(tU) =%,
ist

(t—to)A

Y(t;to,n) = ori(n) =e n.

Lemma 12.2 Se; I C R Intervall. Dann gilt fir alle r,s,t € 1

Prs © Pst — Prty, Pt = Zd, Pt,s = (105_,1} . (127)

Insbesondere ist die Abbildung s, bijektiv.

Beweis: Die zweite Gleichung ist trivial, die dritte folgt aus den ersten beiden. Wir be-
weisen die erste Gleichung fiir den Fall ¢ < s < r, die anderen Félle werden analog
bewiesen oder darauf zuriickgefiihrt. Aus der Eindeutigkeit der Losung des AWP folgt fiir
alle n € R?

y(rst,m) = y(r;s,y(s;t,m),
also
©ri(n) = y(15 8, 9054(M) = @rs(@se(n)) -

Wir betrachten nun das homogene Problem
y'=At)y, ylto) =vo- (12.8)

Satz 12.3 Sei I C R Intervall, s,t € 1. Die Abbildung ps; : R® — R" st ein linearer
Isomorphismus.

Beweis: Die Bijektivitit ist in Lemma 12.2 bewiesen. Seien 7,72 € R”, aq, s € R, sei
yl(T) :y(TatanZ)v L= ]-72
Dann gilt

(a1yr + agya)'(7) = auy) (T) + aayy(T) = ar A(T)y1 (T) + a2 A(T)y2(7)
= A(7) (1 (7) + coya(7))

also
Qep(in + o) = g () + oo (n2) -
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Definition 12.4 (Ubergangsmatrix)

Die dem linearen Isomorphismus ¢, : R* — R" beziiglich der kanonischen Basis zuge-
ordnete n x n-Matriz heifit die Ubergangsmatriz des homogenen Systems 1y’ = A(t)yy. Wir
bezeichnen sie mit

D(s,t). (12.9)
]

Aus Lemma 12.2 folgt unmittelbar
O(r,5)®(s,t) = ®(r,t), ®(t,t)=1, &, 5)=(s,t)"" (12.10)

fiir alle v, s,t € I. Ist e; der i-te Einheitsvektor im R, so ist

y(t;to, i) = Prieles) = P(t,to)e,

das heift, in der i-ten Spalte der Ubergangsmatrix ®(t,1y) steht die Losung des AWP

Yy =At)y, y(to) =e;.

, (10 (et 0
Yy = (0 2) Yy, ¢(t7 0) - (O 62t> .

Wir betrachten nun den Loésungsraum Y des homogenen linearen Systems

Beispiel:

Y={y: yeC(;R"), yist Lésung von (12.8) in I}. (12.11)

Satz 12.5 Sei I C R. Dann ist Y ein Unterraum von C(I;R") mit dim(Y") = n. Fir
jedes tg € I ist die durch

(o (M)(1) = r0 (1) = y(t; Lo, 1) (12.12)

definierte Abbildung Uy, : R* — Y ein linearer Isomorphismus, mit \Ifgjl(y) = y(to) fir
alley €Y.

Beweis: Nach Definition von Y gilt ¥, (R") = Y. Es folgt weiter fiir 7;,7, € R" und
aq, 09 eR

(Wio (Qamr + a2m2))(t) = @i (1 + 2mo) ) (1) = 1914, (11) + Q201,10 (112)
= a1 (U, (m)) (1) + a2(T4e (m2)) (1),

also ist Wy, linear. Da ¢y, injektiv ist fiir alle ¢, ist auch U, injektiv. O

Fiir das homogene lineare System gilt also, dass jede Linearkombination von Lésungen
wieder eine Losung ist.

Definition 12.6 (Fundamentalmatrix)

Sei I C R Intervall, sei {y1,...,yn} eine Basis des Lisungsraums Y des homogenen
Systems y' = A(t)y. Die Matrizfunktion ® : I — R™™)  deren i-te Spalte aus der Ba-
sisfunktion y; : I — R besteht, heifst eine Fundamentalmatriz des homogenen Systems
y' = At)y. O
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Im Gegensatz zur Ubergangsmatrix ®(t, s), welche eindeutig bestimmt ist, entspricht jeder
Basis des Losungsraums Y eine eigene Fundamentalmatrix.

Lemma 12.7 Sei ® : I - R eine Fundamentalmatriz des homogenen linearen Sy-
stems. Dann gilt fir die Ubergangsmatriz

O(t, tg) = P(t)D(ty) *, titgel. (12.13)

Beweis: Ist {91, ..., y,} Basis von Y, so sind die Vektoren y; (ty), . . ., yn(to) nach Satz 12.5
linear unabhéngig, also ist ®(ty) invertierbar fiir alle ¢ty € I. Es gilt weiter yi(t) = A(t)y;(t)
fiir alle 7, also

O'(t) = A(t)D(¢). (12.14)

Die durch
y(t) = ®(t)®(to) 'yo, o € R"

definierte Funktion 16st wegen
y'(t) = A2 D(to) " yo = A(M)y(t),  y(to) = yo.
das homogene AWP, es muss also gelten
(t, to)yo = P(H)D(t) " yo -

Da vy, beliebig ist, folgt (12.13). O

Folgerung 12.8 Fir jedes ty € I ist die Matrizfunktion t — ®(t,ty) die eindeutige
Losung des Matriz-Anfangswertproblems

X' = AB)X, X(t))=1I. (12.15)

Beweis: Aus Lemma 12.7 folgt

0D (t, tg) = D' (1)D(ty) ™ = A()P(t)D(to) ™" = A(t)P (L, t0) .

O
Folgerung 12.9 Diese Folgerung ist vorldufig aus dem Verkehr gezogen.
Wir betrachten nun das inhomogene lineare System
y' =AMty +0(t), ylto) =yo- (12.16)
Satz 12.10 Die eindeutige Losung von (12.16) ist gegeben durch
t
y(t) = @ (¢, t0)yo +/ (t, s)b(s)ds. (12.17)
to
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Beweis: Wir erhalten aus Folgerung 12.8

t

y'(t) = 0@ (¢, to)yo + [ 0:®(t,5)b(s)ds + B(t,t)b(t)

= A(t)®(t,t0)yo + /t A(t)D(t, s)b(s) ds + b(t)
= A(t)y(t) +b(t)
sowie y(to) = yo- O

Wir betrachten nun die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung,

n

> i)y (t) = b(t) (12.18)

1=0

auf einem Intervall I, wobei a; : I — R und b : I — R stetig sind. Ist b = 0, so
heifit (12.18) inhomogen, andernfalls homogen. Ist a,, = 1 (diese Situation ldfit sich durch
Division durch a,, immer herstellen, wenn a,(t) # 0 fiir alle ¢ € I), so 148t sich (12.18)
umschreiben in ein System 1. Ordnung

y = Aty +b(t), (12.19)

wobei der Vektor y = (y1,...,%,) in (12.19) den Ableitungen y,3/,...,5™ " in (12.18)
entspricht, und

0 1 0 0 0
: 0 1 . : . :
Aft) = : 0 , bt)y=1| : |- (12.20)
0 . ce 0 1 0
—ag(t) —ar(t) -+ - —ap_1(t) b(t)
Das zur linearen Gleichung
n—1
Y™ () + D ai(t)yD(t) = b(t) (12.21)
i=0

zugehorige Anfangswertproblem besteht aus (12.21) und Anfangswerten
y(to) = w0, y'(t0) = vy Dito) = 55" (12.22)

Satz 12.11 Das Anfangswertproblem (12.21), (12.22) ist eindeutig lésbar, die Lisungen
bilden einen n-dimensionalen Unterraum von C(I;R).

Beweis: Folgt aus Satz 12.1, angewendet auf (12.19), (12.20) mit den Anfangswerten aus
(12.22), sieche Ubungsaufgabe. O

Das Reduktionsverfahren von d’Alembert. Sei jj : [ — R eine spezielle Losung der
homogenen Gleichung

> ai(t)yy () =0. (12.23)

1=0
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Wir versuchen, weitere Losungen der Form

y(t) = 2(t)y(t) (12.24)

zu finden. Setzen wir (12.24) in (12.23) ein, so ergibt sich

— ;az(t) i 209 (t)) = ;ai(t) ]z:; <;>z(3)(t)g)(lﬂ)(t)
= V() Z <;> a; (1) (1) .

Wir definieren .
bi(t) = <Z> a; (t) 5" (), (12.25)
i=j

so ergibt sich by = 0, da ¢ eine Losung von (12.18) ist, also
> b)) (1) = 0.
7j=1

Fiithren wir w als neue unbekannte Funktion ein durch

w=2,

so erhalten wir aus dem Ansatz (12.24) die Differentialgleichung

ni b (HwW(t) =0. (12.26)

Auf diese Weise kann man die Bestimmung von n linear unabhingigen L&sungen von
(12.23) zuriickfiihren auf die Bestimmung jeweils einer Losung von (12.23) und von den
sich nach dem eben beschriebenen Verfahren sukzessive ergebenden Differentialgleichun-
gen niedrigerer Ordnung. Es gilt ndmlich der folgende Satz.

Satz 12.12 Sei § : I — R eine Lisung von (12.28) mit §(t) # 0 fir alle t € I, sei
{wy, ..., wy_1} ein System von n—1 linear unabhdingigen Lisungen der Gleichung (12.26).
Dann st

Yoy -2i,---5Y " Zn-1

ein System von n linear unabhdingigen Losungen von (12.23), wobei z; irgendeine Stamm-
funktion von w; ist.

Beweis: Die zu (12.26) fiihrende Rechnung zeigt, dass die Funktionen gz; Losungen von
(12.23) sind. Seien nun ¢; € R,

n—1

coly + Zcig}zi =0.

=1
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Division durch ¢ und Differenzieren liefert

n—1 n—1
!
0= E ciz; = E c;w; ,
i=1 i=1

also folgt ¢; = 0 fiir alle 7 > 1 und damit auch ¢y = 0.

O

Als Anwendung des d’Alembertschen Reduktionsverfahrens betrachten wir die Legendre-

Gleichung der Ordnung 1
(1—1*)y" — 2ty +2y =0.

Wir erhalten eine spezielle Losung aus dem Ansatz
y(t) = at® + bt +c.
Einsetzen in (12.27) ergibt
(1 —*)2a — 2t(2at +b) + 2(at* + bt +¢) =0,
und Koeffizientenvergleich liefert a = ¢ = 0, b beliebig, also ist
ylt) =t
eine Losung von (12.27). Die Formel fiir b; in (12.25) werden zu

bi(t) = ar(t)y(t) + 2a2(2)9' (1) ,
ba(t) = ax(1)7(2) -

Als Differentialgleichung fiir 2 ergibt sich
0= by(t)2" (t) + by (1)2'(t) = (1 — )" (1) + (2 — 4%)2/ (1) .
Fiir w = 2’ erhalten wir also die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

2
w+gt)w=0, g(t)= %
Diese kann mit Trennung der Variablen gelost werden.
Die Eulersche Differentialgleichung. Sie hat die Form

t*y" +aty +By=0, a,BcR.
Wir suchen nach expliziten Losungen mit dem Ansatz

y(t) =1, fiir ¢t > 0.

Einsetzen in (12.32) ergibt

0=tr(r— D" 2+ atrt™  + pt" =[r(r — 1)+ ar + p]t",

(12.27)

(12.28)

(12.29)
(12.30)

(12.31)

(12.32)

(12.33)

also ist y(t) = t" eine Losung von (12.32) genau dann, wenn r Lisung der quadratischen

Gleichung
F(r):r(r—1)+ar+ﬁzr2+(a—1)r+5:0.
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Diese Gleichung heifit Indexgleichung und hat die Lésungen

O‘;lié (a—1)2—45. (12.35)

2= —

Fall 1: Es ist (o — 1)2 — 43 > 0. Dann sind r, 7, € R, und eine Basis des Lsungsraums
in C'(I;R) fiir I C (0,00) ist gegeben durch

{tm, 72} (12.36)
Fall 2: Es ist (o — 1) — 48 = 0. Dann ist

a—1
2

r =

doppelte Nullstelle der Indexgleichung. Neben der Losung y(t) = t" erhélt man durch
Anwendung des d’Alembertschen Reduktionsverfahrens die Losung

y(t) =t"Int,
und eine Basis des Lésungsraums ist gegeben durch
{t", " Int}. (12.37)

Fall 3: Es ist (o — 1)2 — 43 < 0. Hier sind ry, 7y konjugiert komplex, wir setzen 7, = r,
ro = 7. Im Komplexen erhalten wir die Basis

{erlnt, e?lnt} ,
und mit r = a + b gilt
erint = ealnteiInt — 4o (cos(hInt) + isin(blnt)) .
Hieraus erhalten wir fiir I C (0, 00) die reelle Basis
{t*cos(bInt),t*sin(bInt)} . (12.38)

Man kann die Eulersche Differentialgleichung (12.32) in ein System umschreiben (y; = y,

Y2 = ty'), ,
(zﬁ) N % (—05 1ia> @;) : (12.39)

Dieses System ist ein Spezialfall von
1
y = SAy, Ae R (12.40)

Es stellt sich heraus, dass
tA — 6AlIlt

eine Fundamentalmatrix von (12.40) ist.
Der Potenzreihenansatz. Wir betrachten die Differentialgleichung

2" +tpi()y +po(t)y =0, (12.41)
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wobei pq, po Funktionen sind, die sich als Potenzreihe darstellen lassen,

) => ath, polt)=>_ Bt". (12.42)
k=0 k=0

Wir suchen eine Losung der Form

o o0
DI (12.43)
j=0 §=0

Zu bestimmen sind r € R und die Koeffizienten n;. Wir setzen zunichst ein Monom ¢ in
(12.41) ein und erhalten

0 = t2(tN)" + tp (£) (1Y) + po(t)t}

=AA -1+ A (i aktk> * + (i Bktk> %
k=0

= FOP + > (oph + B) M,
k=1

wobei

FO) =M\ —1) + agh + 5. (12.44)

Setzen wir nun 7;t" statt ¢* ein und summieren wir iiber j, so erhalten wir

0 = #2 (Z thrﬂ) + tp () <Z njtrﬂ') + polt) (Z njtrJrj)

§=0 §=0 §=0
= i |[Fr+ )t +> (B + anlr + j))t’““*’“]
j=0 k=1
="yt | F(r + ) +Z% (B + o (r +j —k))] :
j=0 k=1

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

UOF(T) =0, (12.45)
i F(r+j) Zny (B + ax(r +j — k). (12.46)

Falls gilt
F(r)=0, F(r+j)#0 firallejeN, (12.47)

so werden durch (12.45), (12.46) Rekursionsformeln fiir die 7; definiert, wobei 779 € R frei
gewihlt werden kann. Die Gleichung

0=F(r)=r(r—1)+ayr+ b (12.48)

heifit Indexgleichung von (12.41).
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Wir wenden dieses Ergebnis an auf die Besselsche Differentialgleichung

2y +ty' + (1 — o)y =0. (12.49)
Es ist

ag=1, oa;=0firj>1,

Bo=—a, Bi=0, Br=1, B;=0firj>3.
Die Indexgleichung ist
0=F(r)=r(r—1)+aor+ By =1"—a?,

mit den Losungen r = +a. Fiir a = 0 beispielsweise ist 7 = 0 eine doppelte Nullstelle,

und die Rekursionsformel (12.45), (12.46) ergeben

1 1 ..
m =0, an—F( 77j—2:_j_277j—2fur]22-

r+7)
Hieraus erhalten wir eine Lésung

t) = 1)) . 12.50

y(t) 7702( )22_,_(2]')2 ( )

7=0

Die Reihe ist konvergent fiir alle ¢, wie man z.B. mit dem Quotientenkriterium beweist.

Zur Bestimmung einer zweiten Losung und der Behandlung des Falles o # 0 siehe das
Buch von Walter, S. 207ff (in der 5. Auflage).
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13 Die Fourier-Transformation

Fiir Funktionen f : R* — C wollen wir die Fourier-Transformierte f definieren durch
(&) =@2n)73 A f(x)e™ @8 dg: (13.1)
Hierbei ist .
(2,6 =) w5
j=1

das Skalarprodukt im R". Aus der Analysis 3 kennen wir die LP-Réume fiir reellwertige
Funktionen. Wir definieren

LP(R™;C) = {f| f:R" = C, Re f € LP(R";R), Im f € LP(R"; R)} (13.2)

und schreiben in diesem Kapitel £7(R") statt £P(R™; C). Dasselbe gelte fiir L?(R"; C) und
C(R"; C). Die Rdume L?(R") sind dann ebenfalls Banachriiume, der Raum L?(R") ist ein
Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(0) = [ f@)gw)de. (1)

Satz 13.1 Sei f € LY(R"). Dann wird durch (13.1) eine stetige und beschrinkte Funktion
f:R* — C definiert mit ||f||, < 2m)~2||f]l,-

Beweis: Wegen

|f(x)e 9] = | f ()] (13.4)
ist der Integrand in (13.1) integrierbar, also ist f(£) wohldefiniert fiir alle £ € R”. Da der
Integrand stetig ist und wegen (13.4) gleichméfig in § gegen eine integrierbare Funktion
abgeschitzt werden kann, folgt die Stetigkeit von f aus Satz 4.22, Analysis 3. Ebenso
folgt

f©)] < (2m) 2 @) de = (2m) 2 [If ;-

Wir setzen
CB[R")={f: feC(R"), fistbeschrinkt}, (13.5)

Versehen mit der Supremumsnorm ist C' B(R") ein Banachraum, da er ein abgeschlossener
Teilraum des Banachraums B(R";K) (Raum der beschrinkten Funktionen auf R") ist,
siehe Analysis 2.

Satz 13.2 (Fourier-Transformation)

Durch
FHy=F, fO=0n7% | fa)ed, (13.6)
R
wird eine lineare stetige Abbildung F : L'(R") — CB(R™) definiert mit
IF(H)lloe < @m) 211, (13.7)

Sie heifst Fouriertransformation.
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Beweis: Sind f, g € £L(R") mit f = g fast iiberall, so gilt F(f) = F(g). Wohldefiniertheit
und (13.7) folgen nun aus Satz 13.1, Linearitéit aus der Definition, und (13.7) impliziert

die Stetigkeit nach dem Kriterium aus Satz 4.23, Analysis 2. O
Wir berechnen F(f) fiir
f(x):e_(2>:6 52

Lemma 13.3 Flir oy

flx)=¢e"2 (13.8)
gilt

F(f=1. (13.9)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den eindimensionalen Fall n = 1. Es ist

/\

f0 \/ 2m /
da (Fubini und Beispiel 6.15, Analysis 3)

00 5 o0 9 o0 9 2 2, .2
— 00 —00 —0o0 R2

Wir definieren

5 dr = 1 (13.10)

22 .
gz, &) =e 2e ™ ¢g:R* = C.
Es gilt
Deg(w,€) = —ize™ 7 ™, |Oeg(w,€)] < |zle™ 7 =: h(x).
Da h € L'(R), folgt

f’(é)z—\/%—ﬂ i re T e dy (13.11)

nach Satz 4.23, Analysis 3. Partielle Integration ergibt fiir jedes R > 0

R 2 . 2 .
/ re~Te Ty = —e %67”5 25/ il
é’ (e.@)

R
o —22 ing ;
' = ) e ze "dr=—-£f(€). (13.12)

Die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (13.10), (13.12) ist aber gegeben durch
fey=e*, (13.13)

also ist die Behauptung fiir n = 1 bewiesen. Fiir beliebiges n € N gilt mit Fubini

N n z,T . n S x2 .
f(&) = (2m) % / e e 10 dp — (27) 3 / o B 1% 6 gy
= H / e 76*21’]‘&3 dx] — H e 2
j=1

J=1
_(_

=€

also (Grenziibergang R — 00)

VE\H
3
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Lemma 13.4 Sei f € LY(R"), A € R, A # 0. Dann ist die Fourier- Transformierte fiir

g(x) = f(Az) (13.14)
gegeben durch
o) = (5) (13.15)

Beweis: Mit der Substitutionsregel fiir die mehrdimensionale Integration folgt

06 = a7t [ O dr = rem [ pwe 60 ay = g (5 ) .

. A
O
Sei
1, 21 <1
flx) =1 (x) = { 2] , f:R—R. (13.16)
0, sonst
Dann ist
. 1 1 1 —izé 1 i€ —i
F@)= o= [ eidr= " L
V2 o2 —i€ . 2T i€
2 sin&
_./Zz ) 13.17
- (13.17)

In diesem Fall ist f nicht integrierbar, das heift, f ¢ L£!(R). (Es niitzt nichts, dass f
kompakten Tréiger hat.)

Als weiteres Beispiel betrachten wir
fl@)=e f:R-R. (13.18)

Es gilt
f(&) = —,1— /OO e lelemimE gy = L /00 e~ (e7 7 4 1) dx
27 —00 V 27 0
1 [e—x(“ﬂf) e—w(l—z‘f)r=3
=0

= —— i — + -
QﬂRglgo —1—1& =1+

_\P 1
R

Satz 13.5 Seien f,g € LYR"). Dann gelten fir f = F(f) und § = F(g) die folgenden
Aussagen:

(i) Ista € R* und T, : R* — R" die Translation T,(x) = x + a, so gilt fir alle £ € R®

—

T.f(€) = f(&)e o). (13.19)
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(i1) Fir die Faltung gilt
frg=(2m)2fg. (13.20)

(iii) Ist f € C{(R™) (das heifit, f ist stetig differenzierbar und hat kompakten Triger),
so gilt fir alle £ e R", 1 < k <n,

0 f(€) = i& f(£). (13.21)

(iv) Ist die Abbildung x — x f integrierbar, so ist f stetig partiell nach & differenzierbar,
und - R

(v) Es gilt fg € LY(R"), f§ € L'(R™), und

f(x)g(x) dw = - f(@)g(x)dz . (13.23)

Rn

Beweis: (i) Es ist

—

Li©=@n™ | fl+ae@de=@n™ | e dy = fe.

Rn

(ii) Zuniichst ist f * g € L'(R") nach Satz 6.4, Analysis 3. Mit Fubini folgt
i) = ot [ ([ e -ndy) oo i
=0t [ ([ ato—peten ) s)e o ay
= [ 87w dy = (2m) ()3 ).
(iii) Die Formel fiir partielle Integration (Satz 1.5) liefert
(2m) 28y f(€) = / K Flz)e 8 dy = — 5 F(@)3y (779 da
— - [ fe)(ige 0 do = (2n)igf(©).
(iv) Es gilt

e f(§) = (2m) 72 / L@ de = im)7E | f(@)0g e du = D f(€).

Das Vertauschen des Integrals mit der partiellen Ableitung ist mdéglich nach Satz 4.23,
Analysis 3, da wegen

o f(@)e 9] < |awf ()]
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der Integrand gleichmiBig in & durch eine integrierbare Funktion beschrénkt ist.
(v) Da f,g € CB(R"), sind fg und fg integrierbar, und mit Fubini folgt

- f(x)g(z)de = (2m)"2 /n f(x) (/n gly)e i) dy) dr
= (2m)7% /n ( . fz)e v dx) 9(y) dy

=/ F)g(y) dy.

Sei f =111, 9= f* f. Dann ist (Bild)
9(z) = max{0,2 — [z[}

und nach (ii) und (13.17)

2
N 2sinl\ 2 sin? ¢
g({f)—\/??T(\/; ¢ ) =2\ .

Folgerung 13.6 Sei k € N, f € C¥(R"), sei a ein Multiindex mit || = >y <k
Dann gilt

0°f(§) =i"lg" () (13.24)
Beweis: Wiederholte Anwendung von Satz 13.5(iii). O

Folgerung 13.7 Sei k € N, f € C¥(R"). Dann gibt es ein M > 0 mit

1FOI < ML+ €ll,)7",  fiir alle £ € R™. (13.25)

Beweis: Aus Folgerung 13.6 erhalten wir fiir alle Multiindizes o mit |a| < &k und alle
EeR” A -

€ F (O] = 10°f (&) < (2m)~F ([0, -
Also gibt es ein M > 0 mit

L+ IGDHIF )< M, fiir alle £ € R".
j=1

Da [|€]l, < ||€]|, fiir alle &, folgt die Behauptung. O
Lemma 13.8 (Regularitit des Lebesgue-Mafles)

Sei A C R™ messbar. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine offene Menge U C R" und eine
abgeschlossene Menge F C R" mit F C A CU und \"(U\ F) < ¢.

77



Beweis: Sei zunéichst A" (A) < oo, sei (Ag)ren eine Folge von Figuren mit

SN (AR) < AM(A) + Z ,
k=1

siehe die Konstruktion im Maflerweiterungssatz. Da jede Figur sich als disjunkte Verei-
nigung halboffener Intervalle darstellen 148t, konnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass alle
A halboffene Intervalle sind. Wir wihlen nun offene Intervalle I, mit A, C I und

A'(I) < A™(Ay) + 27+ 2

Wir setzen

keN
Dann ist U offen, A C U und

also auch
(13.26)

Ist A"(A) = oo, so withlen wir Uy, offen mit \*(Uy, \ (AN B(0,k)) < 27%~'¢, dann gilt
ebenfalls (13.26). Zur Konstruktion von F' wihlen wir V' offen mit (R* \ A) C V' und

AT (VA (R \ 4)) <

NN Q)

und setzen F' =R" \ V. O

Satz 13.9 Seil < p < oo, f € LP(R™). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein g € Co(R™) mit
1f = gll, <e

Beweis: Sei zunéichst f = 14, A C R" messbar und beschrénkt. Fiir ¢ > 0 wéhlen wir
gemif Satz 13.8 eine kompakte Menge K und eine offene Menge U (die wir 0.B.d.A. als
beschrinkt voraussetzen kénnen) mit K C A C U und \"(U \ K) < eP. Ist K = (), so ist
| f]l, <&, also g = 0 die gesuchte Approximation. Andernfalls gilt

d:=dist (K,R*"\U) > 0.

Wir definieren

dist (z, K)
d

g ist stetig mit g|K =1 und g|(R* \ U) = 0, also g € Co(R™) und

g(z) = max{0,1 — }, ¢g:R" = R. (13.27)

0<ls—g[ <1y — 1k,

also
=gl = [ a=gPax < [ g —1ran < @\ K) <o,
Rn Rn
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Ist A messbar, aber unbeschréinkt, so ist C' = A N B(0, R) messbar und beschrinkt, und
[1a — 1¢|l, < ¢ fiir R hinreichend groB. Wihle g € Co(R") mit [[1¢ — g||,, < &, dann ist
[1a — g, < 2e. Sei nun f einfache Funktion,

N
f= Zalej , o €R, A, messbar.

j=1

Sei g; € Co(R™) mit [|1,, — gj||p < g, dann gilt fiir g = Z;\;l a;g;, dass g € Cy(R™) und

N
1f=gll, <D lajle.
=1

Sei nun f € LP(R™) beliebig, dann wihlen wir eine einfache Funktion s : R” — R mit
|f = s[l, <& und gemiB obiger Konstruktion ein g € Cp(R") mit ||s — g||, < &, dann ist
1f = gll, < 2. O

Folgerung 13.10 Sei 1 < p < oo, f € LP(R™). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
g€ CR(RY) mit |If — g, <.

Beweis: Sei ¢ > 0. Wihle geméf} Satz 13.9 ein h € Co(R") mit || f — h[[, < e. Aus Satz
6.6, Analysis 3, wissen wir, dass die geglitteten Funktionen hs = h x p5 € C§°(R") fiir
0 — 0 gleichméflig gegen h konvergieren. Da die Triager von h und von allen hs in einem
festen Kompaktum K enthalten sind, folgt

ol = [ 1= hapraxt < x(R) = hall.
R
Setzen wir g = hgs, 6 > 0 hinreichend klein, so folgt die Behauptung. O

Satz 13.11 Fir f € L'(R") gilt

~

fle)=o0. (13.28)

lIgll—o00

Beweis: Sei ¢ > 0, sei g. € C}(R") mit ||f — ¢g.||, < &, das ist moglich nach Folgerung
13.10. Aus Folgerung 13.7 erhalten wir

M,

901 < 7 (13.29)
Aus (13.7) folgt fiir alle £ € R”
7€) = (O] < 1T = gelloo < Cm) 2 I1f = el < (2m) %,
und zusammen mit (13.29) ergibt sich die Behauptung. O
Wir betrachten den Raum
Co(R")={f: feCR"), lim f(z)=0}. (13.30)

llz]| =00

Der Raum Cyo(R") ist beziiglich der Supremumsnorm ein abgeschlossener Teilraum des
Raums C'B(R"), also vollstindig und damit ein Banachraum.
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Lemma 13.12 Sei ¢ € LY(R") mit [,, ¥(z)dx = 1. Wir setzen

Ya(@) = A G) . A>0. (13.31)
Dann gilt fiir alle f € L(R™)
}\iir(l)”f—f*?/)/\Hl:O. (13.32)

Beweis: Sei zunéichst f € Cy(R™). Es ist (Substitutionsformel)
Ua(z)de = | Y(x)dx =1,
R Rn
also
@) = (Fxvn)@) = ) [ sty = [ fa = noat)dy
— [ (@) = fe = p)ir) dy,

und fiir alle § € (0, 1] gilt

If =+l <h + Iz, (13.33)

wobei
= e sl (1334
=[] 156 sl (13,35

Sei K C R™ kompakt, so dass f(z) — f(z —y) = 0 gilt fiir alle z € R* \ K und alle y € R”
mit ||y||, < 1. Dann ist

b= [ ] 1= =l dyds < U, sup 176 = =)

z,y ER™
llyll2<s

Weiter gilt mit Fubini

= W[ (e <l [ (§) 1

lyll >0
=2l [ W@lde,
llzlly> %
Sei ¢ > 0. Wir wahlen § > 0 so, dass
€
I < 5 .
Das ist moglich, da f auf R" gleichméBig stetig ist. Wahle nun A > 0 so, dass
€
I < 5 .
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Das ist moglich, da ¢ € £L*(R") und daher
lim |Y(z)|dz =0.
=200 e, >R
Sei nun f € L£'(R") beliebig. Fiir beliebiges ¢ € Cy(R") gilt
1f = Fxdally < llg =g ally +I(F = 9) = (f —9) x ol
<llg=—g=¥ally +If =gl L+ ll1ll)

da ||(f —g) *all; < |If — gll; [|¥a]], nach Satz 6.4, Analysis 3. Sei nun £ > 0. Wir withlen

g € Co(R™) nach Satz 13.9 so, dass ||f — ¢g||; <&, und A > 0 nach dem eben Bewiesenen
so, dass ||g — g * ||, < e, dann ist

If = Fxnlly <e@+19lL)-

Satz 13.13 (Umkehrformel)
Sei f € LY(R™), es gelte f = F(f) € LY(R™). Dann gilt

flw)=@2m) % | [ de (13.36)
R
fir fast alle x € R" und (nach Abanderung auf einer Nullmenge) f € Cpo(R™).
Beweis: Wegen

F©e e = 17(€)]
liegt der Integrand in (13.36) in £'(R"), und es gilt

[ J@ede = | fe)een de = (2m)EF(f) (). (13.37)

Aus Satz 13.11 folgt, dass (?) € Cyo(R"). Es geniigt daher zu zeigen, dass (13.36) gilt fiir

fast alle z € R™. Zunichst gilt fiir beliebiges ¢ € £!'(R™) mit Satz 13.5, da f beschréinkt
ist,

. F(&)e" e p(¢) de = . T, (€)p(€) dE = Rn(Txf)(y)@(y) dy= | flz+y)@(y) dy
(13.38)
= /. fx—y)o(—y) dy. (13.39)

Wir setzen

BE) = 2m) e, p(©) =), A>0.
Es ist ¢) = 1) nach Lemma 13.3, Jgn ¥(€) d€ =1 nach (13.10) und wegen Satz 13.5

P(—y) = A" (—%) = A" (—%) = A" (%) = a(y), yeR". (13.40)
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Setzen wir (13.40) in (13.38) ein, so ergibt sich

ry s [ oo

R

de= | fla-up)dy=(*v)@). (1341

Da ~ . A2 (€,€) ~
|f(£)eeme "7 < [f(€)],

folgt aus dem Satz von Lebesgue

lim(2r)~% [ f(€)e€De™ St g = (2r)7% [ f(6)eie dg (13.42)

fiir alle x € R*. Nach Lemma 13.12
tim |7 =+ 9all, =0,

gibt es nach Satz 4.19, Analysis 3, eine Nullfolge (A)gen mit

Tim (F #2,)(@) = f(2) (13.43)
fiir fast alle z € R". Aus (13.41), (13.42) und (13.43) folgt die Behauptung. O

Lemma 13.14 Sei f € LY(R") N L*(R"). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein g € C(R")
mit ||f = glly < e und |[f —gll, <e.

Beweis: Sei £ > 0. Wir wihlen R > 0 so dass gilt

If = flrlly <e, |f = flgll, <e, 1r:=lponr -
Wiihle nach Folgerung 13.10 ein g € C{°(R") mit

1

||f1R—g||2 < \/)\”(B(O,R—|— 1)) €.

(13.44)

Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass supp (g) C B(0, R + 1), andernfalls ersetzen wir g
durch g, p € C*°(R) mit 0 < ¢ < 1 in R sowie ¢ = 1 auf B(0, R) und ¢ = 0 auflerhalb
B(0,R+1). Aus (13.44) und der Hoélderschen Ungleichung folgt nun

5t =gl < [ it glde < Jrall 110 - gl <
B(0,R+1)

und weiter ||f — g|, < 2e, ||f —gll, < 2e. O

Satz 13.15 Seien X,Y normierte K-Vektorriume (K =R oder K = C), sei Y wvollstin-
dig, sei U Unterraum von X mit U = X (U = Abschluf von U in X). Sei S : U — Y
linear und stetig. Dann gibt es genau eine lineare stetige Abbildung T : X — Y mit
T\U =S, und es gilt ||T|| = |5
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Beweis: Sei x € X beliebig. Sei (x)ken Folge in U mit x; — x, dann ist (2 )geny Cauchy-
folge in X und wegen

[Sze = Samlly = 15(ze — 2m) ly < S]] l2e — 2wl (13.45)
ist (Szk)ren Cauchyfolge in Y, also konvergent. Wir definieren
Tz = lim Sz . (13.46)
k—o0

Der Limes in (13.46) héngt nicht von der Wahl der Folge (x)ren ab, da fiir jede Folge
(2k)ken In S mit 2z — x gilt

1Sz — Szilly = [|S(wx — 2z)|ly < S| o — 2]l x — 0.

Offensichtlich ist Tx = Sx fiir x € U. T ist linear: Seien z, z € X, o, f € K| seien (2 )ren,
(2k)ken Folgen in U mit xy — z, 2 — z. Dann gilt azy, + B2y — ax + Sz und weiter

T(ax + fz) = klgg() S(ax, + Bz,) = klirgo(ank + 8Sz) = a]}Lrgo Sz + B]}LTO Sz
=aTlz+ pTz.

Sei nun = € X, (zg)ren Folge in X mit 2 — . Dann gilt

ITaly = | lim Soell = lim [[Saly < lim [IS] ol = IS/l
also ist T stetig mit ||T|| < ||S]|, also auch |T|| = [|S]|. Da (13.46) fiir jede stetige
Fortsetzung T von S gelten muss, ist T eindeutig bestimmt. O

Lemma 13.16 Sei f € C°(R"™). Dann gilt

f=FEF), [=FEFT), (13.47)
es ist F(f) € LY(R") N L3R, und
1F ), = 111l = [1£1l,- (13.48)

Beweis: Es ist f € £'(R") nach Folgerung 13.7 (wir wiihlen dort % hinreichend grof),
also folgt aus Satz 13.13

fwy=m) 5 | J©eode=(2m) 2 | fE)e 0 de = (FF)@).

Rn

Ay

und weiter mit Lemma 13.5

IFOIE = [ FOQOTFREE = [ 1oEFN@ = [ e
= 1713
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Satz 13.17 Es gibt eine eindeutig bestimmte lineare, stetige und bijektive Abbildung T :
L*(R*) — L*(R"™) mit

T(f)=F(f), firalle f € L'(R")NL*R"). (13.49)
Es gilt auferdem fiir alle f € L*(R")

ITFlly = 111l - (13.50)

Beweis: Wir wenden Satz 13.15 an mit X =Y = (L*([R"),]|-|,), U = C*(R") und
S = F. Nach Folgerung 13.10 gilt U = X. F ist linear auf U, und nach Lemma 13.16 ist
N\F(Hl, = |If]l, fiir alle f € U, also ist F stetig auf U mit || F|| = 1. Sei T : L*(R") —
L*(R") die nach Satz 13.15 eindeutig bestimmte lineare stetige Fortsetzung von F. Sei
f € L*(R"), sei (fx)ren Folge in U mit fi — f in L?(R"), dann ist nach Lemma 13.16

ITfl, = lim (T ell, = Jion (1 fell, = T i, = [

also gilt (13.50) und damit auch ker(7") = {0}, also ist 7" injektiv. Wir wollen nun zeigen,
dass (13.49) gilt. Sei f € L'(R") N L*(R™), sei (fx)ken Folge in U mit || f — fx||, — 0 und
|f — fell, = 0, siehe Lemma 13.14. Da F f, = T f}, fiir alle k € N, folgt ||T'f — F fi]|, = 0
aus (13.50), und nach Ubergang zu einer Teilfolge F f;, — T'f punktweise fast iiberall. Da
Ffr = Ff gleichméBig nach Satz 13.2, gilt Ff = T'f und damit (13.49). Es bleibt zu
zeigen, dass 1" surjektiv ist. Fiir f € U gilt nach Lemma 13.16

FfeL'R)NLYR"), [f=F(F)),
also f = T(Ff) und damit U C T(L?(R")). Sei nun g € L*(R"). Wir wihlen eine Folge
(fe)ken in U mit ||Tfy —gll, — 0, dann ist (T fg)gen Cauchyfolge in L*(R™). Wegen
(13.50) ist auch (fx)gen Cauchyfolge in L*(R™). Sei f € L*(R") mit || fx — f]], — 0, dann
ist |7 fx, — T f||, = 0 nach (13.50) und damit 7'f = g. Da g beliebig war, ist 1" surjektiv.
]

Die Abbildung 7" in Satz 13.17 wird ebenfalls Fourier-Transformation genannt und eben-
falls mit F bezeichnet. Man beachte aber, dass fiir f € L*(R") \ L'(R") die Fouriertrans-
formierte F f im allgemeinen nicht mehr durch die Formel (13.1) darstellbar ist, da das
Integral nicht definiert zu sein braucht.

Folgerung 13.18 Fiir die inverse Fourier-Transformation F~' : L*(R") — L*(R") gilt

(F7'f)(x) = (2m)7% . F(&)e’™S) dg, (13.51)
falls f € L'(R") N L*(R™).

Beweis: Wird zum Abschluss der geneigten Leserin iiberlassen ! O
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