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1 Mafle

Einige Bemerkungen zur Motivation. Der mathematische Begriff eines Mafles ist in ganz
unterschiedlichen (mathematischen) Zusammenhéngen hilfreich.

e Man mochte einer moglichst grofien Klasse von Teilmengen des R™ einen “Inhalt”
(Lange, Flache, Volumen, ...) zuordnen. Fiir nichtganzzahlige Dimensionen fiihrt
dies auf den Begriff der fraktalen Menge, bei deren Untersuchung das sogenannte
Hausdorffmaf eine zentrale Rolle spielt.

e Hausdorff hat aber bereits 1914 gezeigt: Will man einen Inhaltsbegriff haben, der
sich hinsichtlich Summation und Kongruenz “verniinftig” verhélt, so kann man ihn
nicht fiir jede Teilmenge des R™ definieren.

e Betrachtet man die Menge M = {1,2,3,4,5,6} als die Menge aller “Elementa-
rereignisse” beim Wiirfeln, so kann man als Mafl einer Teilmenge A von M die
Wahrscheinlichkeit ansehen, mit der in einem Wurf eine Zahl in A gewiirfelt wird.
Der Begrift des Mafes ist fiir die gesamte Stochastik grundlegend. Da Wahrschein-
lichkeiten je nach Situation ganz unterschiedlich aussehen konnen, ist es wesentlich,
einen allgemeinen Maflbegriff zu haben.

e Man mochte eine méglichst allgemeine und handhabbare Integrationstheorie haben.

e In der “hoheren Analysis”, etwa der Funktionalanalysis, spielt der Mafibegriff an
vielen Stellen eine Rolle unter anderem wegen des folgenden Sachverhalts. Ist K ein
kompakter metrischer Raum, etwa K = [a,b], und ist 7' : C(K) — R ein lineares
Funktional, welches beziiglich der Supremumsnorm auf C'(K) stetig ist, so gibt es
ein Mafl ¢ mit der Eigenschaft, da§ T'(f) gerade das Integral von f beziiglich des
Mafes p ist. Das hat zur Folge, dass bei der Untersuchung solcher Funktionale die
Integrationstheorie eingesetzt werden kann.

Definition 1.1 (o-Algebra)
Sei Q2 eine Menge. Ein System A von Teilmengen von 2, A C P(Q), heifit o-Algebra in
Q, falls gilt

NeA, (1.1)
Ae A = Q\Ae A,
(Ap)nen Folge in A = JA.eA. (1.3)
n=1

Die Elemente A von A heiffen A-messbar (oder messbar, falls klar ist, welches A gemeint
ist). O

Triviale Beispiele von o-Algebren in € sind

A=PQ), A={0,0}.



Lemma 1.2 Seien Q,€) Mengen, T : Q) — Q' Abbildung, A" o-Algebra in Q. Dann ist
A={T"1(A): A cA} (1.4)
eine o-Algebra in Q.
Beweis: Es ist Q = T71(?) € A. Sei A € A, withle A’ € A’ mit A =T"'(A’), dann ist
Q\A=Q\T ' A) =T\ A)ec A,
da Q\ A" € A'. Sei (A,)nen Folge in A, withle A/ € A’ mit A, = T~'(A]), dann ist

Ua.=UUr'@,)=1" (U A;) €A.

neN neN neN
(]
Lemma 1.3 Se:i Q2 Menge, A o-Algebra in Q). Dann gilt
heA, (1.5)
(Ap)nen Folge in A = (A€ A. (1.6)
n=1
Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition einer o-Algebra, da
neN neN neN
(]
Satz 1.4 Sei Q Menge, sei £ C P(2). Dann ist
o(&) =[{A: ACP(Q), A ist o-Algebra, £ C A} (1.7)

eine o-Algebra in Q mit der Eigenschaft
ECcol&)C A (1.8)

fiir jede o-Algebra A mit £ C A, das heifst, o(E) ist die kleinste o-Algebra, welche &
umfasst. Die o-Algebra o(E) heifit die von E erzeugte o-Algebra in Q.

Beweis: Die Elemente von ¢(€) sind genau diejenigen Teilmengen A von €2, die in jeder o-
Algebra liegen, welche £ umfasst. Da das insbesondere auf die Elemente E von & zutrifft,
folgt die Eigenschaft (1.8) unmittelbar aus der Definition von ¢(€). Es ist 2 € o(&), da
Q) € A fiir jede o-Algebra Ain Q. Ist A € (&), so ist A € A fiir alle o-Algebren A, welche
& umfassen, also auch 2\ A € A fiir alle solche o-Algebren, und damit 2\ A € o(E).
Analog zeigt man, dass (1.3) fiir o(€) erfiillt ist. O

Bemerkung. Die folgende Definition setzt den Begriff des metrischen Raumes voraus.
Dieser wird in einem spéteren Kapitel behandelt. Bis dahin betrachten wir die Borel-
Algebra nur fiir den Fall Q = R", O = O", siehe (1.12).
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Definition 1.5 (Borel-Algebra)
Sei (2, d) metrischer Raum, sei

O={U:UcCQ,U offen}. (1.9)
Die o-Algebra o(O) heifit die Borel-Algebra in (2,d). Die Elemente A € o(Q) heifen
Borelmengen. O

Wir fithren halboffene Intervalle im R"™ ein. Sind a,b € R", so setzen wir

la,b) = H[ai,bz-) ={z:2zeR" q; <z <b firallel <i<n}. (1.10)

i=1
Es ist [a,b) = 0 falls a; > b; fiir mindestens ein 7. Wir bezeichnen mit
J" ={la,b) : a,b e R"} (1.11)
die Menge aller halboffenen Intervalle im R", und mit
or,c, K" (1.12)
die Menge aller offenen bzw. abgeschlossenen bzw. kompakten Teilmengen von R™.

Bemerkung. Der Begriff einer kompakten Menge wird erst in einem spéteren Kapitel
behandelt. Bis dahin verwenden wir diesen Begriff nur fiir Teilmengen des R". Eine
Teilmenge K des R" ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und beschrénkt ist.
Hinweis: In Funktionenrdumen ist diese Aquivalenz nicht giiltig !

Satz 1.6 FEs gilt
o(J")=0(0") =0(C") =0a(K"), (1.13)

das heifst, die Borel-Algebra wird auch von den halboffenen Intervallen bzw. den abge-
schlossenen Mengen bzw. den kompakten Mengen erzeugt.

Beweis: Es ist C" = {A: R"\ A ist offen}. Aus Satz 1.4 folgen C" C ¢(O™) und o(C") C
o(O™). Analog beweist man o(O™) C ¢(C"). Aus K" C C™ folgt K" C ¢(C") und damit
o(K") C o(C™). Umgekehrt: Sei A C R™ abgeschlossen. Wir setzen

K,=An{z: zeR" |z|| <m}.

Dann ist K, kompakt und A = U,enKpn, also A € o(K™). Da A beliebig war, folgt
C" C o(K™) und damit o(C") C o(K"™). Wir zeigen zum Abschluss, dass o(J") = o(O"):
Seien a,b € R™. Dann gilt

ja,b) = [[lanb) = (Y I, T = [ (i — %,bi) |

1=1 keN 1=1

Alle Iy sind offen, also ist [a,b) € o(O™). Da a, b beliebig waren, folgt o(J") C o(O") wie
gehabt. Zum Beweis der umgekehrten Inklusion betrachten wir zunéchst offene Quader

n n

(a.b) == [(ai.bs) = | J I, Ix:=[]las + % bi),

i=1 keN =1



welche also alle in o(J") liegen. Da jede offene Teilmenge des R™ sich als abzdhlbare
Vereinigung von offenen Quadern darstellen a8t (im Zweifelsfall: Ubung), folgt O™ C
o(J") und wieder o(O™) C o(J™). O

Das in Satz 1.4 enthaltene Verfahren, von einem Ausgangsobjekt (dort &) ein kleinstes
umfassendes neues Objekt mit mehr Struktur (dort o(£)) zu erzeugen, ist auch in anderen
mathematischen Zusammenhéngen niitzlich. So kann man etwa fiir Teilmengen M des R"
den von M erzeugten Untervektorraum span (M) definieren als den Durchschnitt aller
Unterrdume, welche M enthalten. Wir konnen span (M) aber auch definieren als die
Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen aus M. Diese Definition ist
konstruktiver als die vorstehende. Fiir die Borel-Algebra steht eine vergleichbar einfache
Konstruktion einer beliebigen Borelmenge aus den offenen Mengen aber leider nicht zur
Verfiigung.

Definition 1.7 (Maf})
Sei Q) Menge, A o-Algebra in Q2. Eine Funktion u: A — [0,400] heifst Maf, falls gilt

n(®) =0, (1.14)
und falls p o-additiv ist, das heifit, falls

p (U An> =3 u(4n) (115

fiir jede Folge (Ay)nen paarweise disjunkter A-messbarer Mengen gilt. Ein Maf p heifst
endlich, falls u(Q) < 4o00. Ein Maf$ v heifit o-endlich, falls es eine Folge (A, )nen von
A-messbaren Mengen gibt mit u(A,) < +oo fir alle n und

4. =2a. (1.16)

neN
O

Wir gehen aus von der iiblichen Vorstellung von Lénge, Flédcheninhalt und Volumen und
definieren das Volumen eines halboffenen Intervalls (halboffenenen Quaders) I = [a,b) C
R"™ durch

M) =[] — ai). (1.17)
i=1
Es erhebt sich die Frage: Kénnen wir auf der Borel-Algebra o(O") ein Mafl i definieren,

so daB (1) = A(I) fiir alle halboffenen Intervalle ? Diese Frage wird im sogenannten Ma-
3erweiterungssatz positiv beantwortet. Dieser Satz erfordert aber etwas Vorbereitung.

Definition 1.8 (Ring)
Sei Q) Menge. Fin System R von Teilmengen von €2 heifit ein Ring in §2, falls gilt

DeRrR, (1.18)

A BeR = A\B€eR, (1.19)
A BeR = AUBEeR. (1.20)
O



Aus (1.19) folgt unmittelbar, dass
A BER = ANBeR,

da AN B = A\ (A\ B). Offenbar ist jede o-Algebra ein Ring.

Die Bezeichnung ‘Ring’ rithrt daher, dass ein Ring von Mengen im Sinne von Definiti-
on 1.8 auch ein Ring im Sinne der Algebra ist, wenn wir als Multiplikation in R die
Durchschnittsbildung und als Addition die symmetrische Differenz

AAB = (A\B)U(B\ A)
definieren.

Die Menge der halboffenen Intervalle ist kein Ring, im allgemeinen sind weder I U J noch
I'\ J halboffene Intervalle, falls I, J solche sind. Andererseits lassen sich sowohl I U J als
auch I\ J als endliche Vereinigung von halboffenen Intervallen darstellen.

Definition 1.9 (Figur)
Fine Menge ' C R™ heifit Figur, falls F' sich als endliche Vereinigung von halboffenen
Intervallen darstellen lisst. Wir definieren

F'={F: FCR" F ist Figur} . (1.21)

Lemma 1.10 Seien I,J € J". Dann ist auch I NJ € J", und I\ J lisst sich als
disjunkte endliche Vereinigung von halboffenen Intervallen darstellen. Insbesondere gilt

I\JeFr.

Beweis: Seien [ = [a,b), J = [@/,V'). Dann ist
INJ=["b)eJ", a]=max{a;a;}, b =min{b;b}. (1.22)

Wegen I\ J =1\ (INJ)und (1.22) geniigt es, den Fall J C I zu betrachten. Es ist dann
entweder J = () oder
a; <a; <b, <b, 1<i<n.

I'\ J ist disjunkte Vereinigung von Intervallen der Form

n

H[Ciadi)a

i=1

wobei [¢;, d;) entweder gleich [a;, a}) oder gleich [a}, b)) oder gleich [b], b;) ist. (Man erhélt

I'\ J, indem man alle moglichen Kombinationen durchléuft bis auf diejenige, welche J
liefert.) O

Satz 1.11 F" ist ein Ring. Jedes F' € F" lisst sich darstellen als disjunkte Vereinigung
von halboffenen Intervallen.



Beweis: Direkt aus der Definition folgt

F.GeF" = FuGeF". (1.23)
Wir zeigen als néchstes
F.GeF" = FNnGeF". (1.24)
Sei nédmlich . l
F=\Jn, ¢=U7, (1.25)
i=1 j=1

mit I;, J; € J", dann folgt
FnG=JLnJ;,
.3
und nach Lemma 1.10 ist /; N J; € J" fiir alle 4, j, also gilt (1.24). Wir zeigen jetzt
F.GeF" = F\GeF". (1.26)
Aus der Darstellung (1.25) folgt

o (V) (39)- (0 ()
— (U[) OQ\J Uﬂ[n (Q\ J)))
-Ue

Nach Lemma 1.10 ist ;\ J; € F™ fiir alle ¢, j, also ist wegen (1.24) auch F'\ G € F". Also
ist 7" ein Ring. Sind die Darstellungen von F, G € F" in (1.25) disjunkte Vereinigungen,
so gilt das auch fiir deren Durchschnitt,

FnG=JnnJ;. (1.27)
12
Wir zeigen nun, dass sich jedes F' € F™ als disjunkte Vereinigung halboffener Intervalle
darstellen lasst. Sei F' € F™,

Es gilt dann

F=LU(L\L)U (L (L UL): Uﬂ

i j=1

Nach Lemma 1.10 lassen sich alle I; \ I; als disjunkte Vereinigung halboffener Intervalle
darstellen, dasselbe gilt auch fiir die Mengen

i1

&AL,

j=1
(ist in (1.27) fiir den Durchschnitt zweier Mengen bewiesen worden, gilt also auch fiir
endliche Durchschnitte). Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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Definition 1.12 (Endlich-additive Mengenfunktion)
Sei Q Menge, R Ring in ). Eine Funktion p: R — [0, 00] heifit endlich-additiv, falls gilt

H (U Ai) = ZM(Az‘) (1.28)

fiir jedes endliche System Ai,..., A, paarweise disjunkter Mengen A; € R. i heifit o-

additiv, falls
H <U Ai) = ZM(Az‘) (1.29)
i=1 i=1

gilt fiir jede Folge (A;)ien paarweise disjunkter Mengen A; € R mit U A; € R. O

Satz 1.13 Der n-dimensionale Elementarinhalt

n

A =i —a), I=lab)eg, (1.30)

=1

lasst sich auf genau eine Weise zu einer endlich-additiven Funktion A : F" — [0, 00)
fortsetzen.

Beweis: Wir bemerken zunéchst: Wird I = [a,b) durch eine Hyperebene z; = v, v €
[a;,b;), in zwei Teile

L =(a1,...,a5,...;an), (b1, ..., ..., by)),
]2: [(al,...,’)/,...,an)7(b1,...,bj,...,bn)),

zerschnitten, so gilt

M) =TT = a) = [(b; = 7) + (v = a)] [ [ (b — @) = A1) + A1) .

i=1 i#j

Ebenso folgt
k
I = SOAT), (1.31)
i=1

falls ein Intervall I durch endlich viele Hyperebenen in k Teilintervalle I; € J™ zerschnitten
wird. Wir zeigen nun, dass A auf J" endlich-additiv ist. Sei I = [a,b) € J" dargestellt
als disjunkte Vereinigung

k
I=J5n, L=Vv)egm

i=1
Wir zerschneiden [ durch alle Hyperebenen der Form

xj:ai- acj:bi~ 1<i1<k,1<5<n.



Dadurch wird [ in endlich viele Teilintervalle zerlegt; diejenigen, welche in I; enthalten
sind, bilden eine disjunkte Zerlegung J;;, 1 < j < k;, von I; durch Zerschneiden. Nach

(1.31) gilt dann
A(I) = Z A(Jij) = Z Z A(Jij) = Z (L) - (1.32)

Wir definieren nun die Fortsetzung von A\ auf F". Sei F' € F". Nach Satz 1.11 lasst sich
F' schreiben als disjunkte Vereinigung

Wir setzen i
AF) =) ML) (1.33)

Wir miissen zeigen, dass diese Definition von der Wahl der Zerlegung (/;) unabhéngig ist.

Ist
!

F=JJ, JLeg

j=1
eine weitere disjunkte Zerlegung, so gilt

L=Jmng), Ji= U(L— nJ;),

i %

also, da A auf J" endlich-additiv ist,
E M) = E E AN Jj) = E A(Jj) -
i i J

Wir zeigen nun, dass A endlich-additiv ist auf F". Ist F' dargestellt als disjunkte Vereini-
gung

k
F=\JF, FeF,
i=1
so stellen wir die F; einzeln als disjunkte Vereinigung dar,
Fz‘:UIz‘j, LjeJgm,
J

und es folgt

AMF) = Z)\([ij) = ZZ)‘([z’j) = Z)‘(Fz’) :

Die Eindeutigkeit der Fortsetzung von A ist offensichtlich, da (1.33) fiir jede endlich-
additive Fortsetzung gelten muss. O



Notation 1.14 Sei Q Menge, sei E C €, sei (E,)nen Folge von Teilmengen von Q). Wir
schreiben

E,|E, falsE,D>E>..., E=()E, (1.34)
neN
und
E,TE, falsEyCEC..., E=|]JE,. (1.35)
neN

Lemma 1.15 Sei Q Menge, R Ring in Q, u : R — [0,00] endlich-additiv. Es gelte

auferdem
lim u(E,) =0 (1.36)

n—oo

fiir jede Folge (Ey)nen in R mit E, | ). Dann ist p auch o-additiv.

Beweis: Sei (A,,)nen eine Folge paarweiser disjunkter Mengen A,, € R mit

A=|JA eR.
neN
Wir setzen .
E,=A\{J A
k=1

Dann gilt E, | § und, da p endlich-additiv ist,

n

(A) = w(En) + Y p(Ar) -
k=1

Aus (1.36) folgt nun

= ZM(Ak)

k=1

Satz 1.16 (Rechenregeln fiir endlich-additive Mengenfunktionen)
Sei Q Menge, R Ring auf Q, pn: R — [0,00] endlich-additiv. Dann gelten fiir beliebige
A B A ER

(AU B) + (AN B) = u(A) + u(B), (1.37)
AcCB = (A <uB), (1.38)
ACB, p(A)<oo = pB\A)=uB)-—ul4)), (1.39)

(L:J ><iu A;). (1.40)

=1

Ist p auflerdem o-additiv, so gilt

Ay C G A, = (A < i (A, (1.41)

n=1 n=1



und insbesondere

I (U An> <> (), (1.42)

falls UpenA, € R.

Beweis: Ist A C B, soist B= AU (B\ A), also

1(B) = u(A) + u(B\ 4. (1.43)

Hieraus folgen (1.38) und (1.39). Ist u(ANB) = oo, so gilt (1.37) trivialerweise, andernfalls
folgt (1.37) aus

(AU B) = p(A) + (B \ A). (1.44)
B\ A) = u(B) — (AN B). (1.45)
Mit »
B; = A\ | A
gilt :

.BiEE73, Z% C.Ai, (]14i::(31%7
=1 =1

die B; sind paarweise disjunkt, also

n

It (U Ai) = (U Bz’) = ZM(Bi) < ZH(Ai)>

i=1
also folgt (1.40). Zum Beweis von (1.41) sei B; wie eben definiert, dann gilt

Ay = U(AOﬂAn>: U(AoﬂBn)a

neN neN

also

11(Ag) = pu (U(Ao N Bn)> =) (AN By) < Y pu(An),

neN n=1

da AgN B, C A,. O

Satz 1.17 Die nach Satz 1.13 eindeutig bestimmte Fortsetzung X\ : F" — [0,00) des

Elementarinhalts .

AMla, b)) = [ (b = a2) (1.46)

i=1
ist o-additiv auf F™.
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Beweis: Wegen Satz 1.13 und Lemma 1.15 geniigt es zu zeigen, dass lim,, .., A(F},) =
gilt fiir jede Folge (F},),en von Figuren mit F,, | (). Dazu geniigt es zu zeigen: Ist (F},)nen
fallend, das heilt F,, D F, 4 fiir alle n, und gilt

lim A\(F,) =4 >0, (1.47)

so ist -
() F#0. (1.48)

n=1

(Der Limes in (1.47) existiert, da A(F},) monoton fallend und durch 0 nach unten be-
schriankt ist.) Zum Beweis dieser Aussage verwenden wir ein Kompaktheitsargument. Als
ersten Schritt konstruieren wir G,, € F" mit G,, C F,, und

ME,) — MGp) < 275, (1.49)

Die Mengen G,, werden folgendermafien konstruiert: Ist

Fn:(j[za [i:[aiabi)7

i=1

SO setzen wir .
U I =", b —ei(1,...,1)),

wobei €; > 0 so klein gewihlt w1rd, dass (1.49) gilt. Wir definieren
H,=()G:. (1.50)

Dann gilt H,, € F", L
H,.,.CH,, H,CEF,, (1.51)

fiir alle n € N. Als néchstes zeigen wir mit vollstédndiger Induktion, dass gilt
ANH,) > MF,) —0(1—27") (1.52)

fir alle n € N. Fiir n = 1 folgt (1.52) aus (1.49), da H; = G;. Induktionsschritt n — n+1:
Esist H,y1 = Gy N H,, also mit (1.37) und (1.49)

AHp1) = M(Grsa) + /\(H ) = MGy U Hy)
> M Fppp) — 2705 £ N(F,) —6(1 —27") — M(F,), (da Goy1 UH, CF,)
= AFnp) = 5( 2~y
Da nach Voraussetzung A(F),) > § ist fur alle n, folgt aus (1.52)
AH,) >0, (1.53)

also auch H, # 0 fiir alle n € N. Die Mengen H, sind beschrinkt (da alle Figuren
beschrankt sind), also kompakt. Fiir jede endliche Indexmenge I C N gilt

ﬂE:H_m%Q), m:=max{i:i €I},

el

11



also gilt, da die kompakte Menge H; die endliche Durchschnittseigenschaft (siche Analysis
2, Kapitel 15) besitzt,

N #0.

neN
woraus (1.48) wegen (1.50) folgt. O

Als letzte Vorbereitung fiir den Maflerweiterungssatz fithren wir noch den Begriff des
Dynkin-Systems ein.

Definition 1.18 (Dynkin-System)
Sei ) eine Menge. Ein System D von Teilmengen von ) heifit Dynkin-System, falls gilt

QeD, (1.54)

DeD = Q\DeD, (1.55)

(Dp)nen Folge paarweiser disjunkter Mengen in D = U D,eD. (1.56)
neN

Offensichtlich ist jede o-Algebra ein Dynkin-System.
Lemma 1.19 Sei Q) Menge, D Dynkin-System in 2. Dann gilt
D, EeD,DCFE = E\DeD. (1.57)
Beweis: Fir D, ' € D mit D C E gilt
E\D=Q\(DU(Q\E)) €D,
da D und Q \ E disjunkt sind. O

Satz 1.20 Sei £ C P(R2) ein Mengensystem in ), sei D Dynkin-System mit

ECcDcCal€). (1.58)
Ist £ schnittstabil, das heifit,
E\,Eyeé& = EiNEy, €€, (1.59)
s0 1st
D=o0o(f). (1.60)
Beweis: Wir definieren
i) = ﬂ{f? . D ist Dynkin-System in Q, £ C D}. (1.61)

Wie in Satz 1.4 beweist man, dass §(€) ein Dynkin-System ist, und zwar das kleinste,
welches £ enthélt; es heifit das von € erzeugte Dynkin-System. Es gilt dann §(£) C D C
o(&). Zum Beweis von (1.60) geniigt es zu zeigen, dass 0(€) eine o-Algebra ist (dann folgt
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(&) C 6(€)). Zu diesem Zweck definieren wir fiir beliebiges, aber fest gewéhltes D € §(€)
das Mengensystem

Dp={Q:QCQ,QNDei€)}. (1.62)
Wir zeigen, dass Dp ein Dynkin-System ist. Offensichtlich ist 2 € Dp. Weiter gilt mit
Lemma 1.19
QeDp = Q\QND=D\Q=D\(QnND)esE)
= §2\(Q € 1)D,

und fiir eine Folge (Q,)nen paarweiser disjunkter Mengen in Dp

(U Qn> nD= U(QnﬂD)eé(é’),

neN neN

da Q,ND € §(€) und 6(€) Dynkin-System ist, also

LJ C?n € Z)D-

neN

Dp ist also Dynkin-System. Als néchstes zeigen wir
Ded€),E€é& = DNEe€E). (1.63)

Es ist namlich
ECDg, firalleFEeg, (1.64)

da mit Fy € £ auch Ey N E € € (€ ist schnittstabil) und damit £) € Dg (da £ C §(E)).
Aus (1.64) folgt 6(€) C Dg und damit DN E € §(£). Damit ist (1.63) bewiesen. Wir
zeigen jetzt

D,E €§(€) = DNEe€E). (1.65)

Aus (1.63) folgt € C Dp, also wieder wegen der Minimalitét von §(&), dass §(E) C Dp,
und damit £ N D € 6(€). SchlieBlich zeigen wir, dass 6(€) eine o-Algebra ist. Sei eine
Folge (Dy)nen in §(E) gegeben. Wir setzen

Dann ist D} € §(€) und (mit Induktion iiber n) D, \ D/, = D, N (2 \ D._,) € §(E)
wegen (1.65), also auch

Dy, = (Du\ D), 1)U D, €4(£)

als disjunkte Vereinigung zweier Mengen in §(€). Die Mengen D!, \ D! _, sind paarweise
disjunkt, also folgt

U Dy = U(D;\D;%l) €4(&).

neN neN
Damit ist 6(€) eine o-Algebra. O
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Theorem 1.21 (Maflerweiterungssatz, Existenz)
Sei Q@ Menge, R Ring in 2, sei p : R — [0,00] eine o-additive Mengenfunktion mit
(@) = 0. Dann kann p zu einem Maf$ auf o(R) fortgesetzt werden.

Beweis: Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Zuerst wird p zu einem sogenannnten dufle-
ren MaB p* : P(Q2) — [0, 00| fortgesetzt; u* hat aber nicht alle Eigenschaften eines Mafles.
Im zweiten Teil wird bewiesen, dass die Restriktion von p* auf o(R) ein Maf ist.

Zu beliebigem @ C Q definieren wir die Menge U(Q) aller abzihlbaren Uberdeckungen
von () durch Mengen in R,

UQ) = {(An)nen : Ay € R fiir allen, Q C | J A} (1.66)

neN

Wir definieren das zu p gehorende “Guflere Mafl” p* : P(Q2) — [0, 0o] durch

ooy _ ) infug) 200t n(An), fallsU(Q) # 0,
“<Q)—{+oo, falls U(Q) = 0. (167)

Offensichtlich gilt p*(Q) > 0 fir alle Q C Q. Es gilt weiter
p(A) =u(A), firalle AeR, (1.68)

da einerseits p*(A) < u(A) wegen (A,0,0,...) € U(A) und andererseits

<> A
n=1

fir alle (A, )nen € U(A) nach Satz 1.16, also auch p(A) < p*(A). p* ist also eine Fortset-
zung von u. Aus (1.68) folgt insbesondere

W (@) =0. (1.69)

Weiter gilt
Q1 C Q2 = P (Q1) < p*(Q2), (1.70)
da U(Q2) C U(Q). Fiir eine beliebige Folge (Q,,)nen von Teilmengen von € gilt

W (U Qn> <3 W (Qu). (1.71)

Ist ndmlich U#(Q,) = 0 fiir ein n € N, so hat die rechte Seite in (1.71) den Wert +oc.
Andernfalls wéhlen wir zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 fiir jedes n € N eine Folge

(Anm)meN in U(Qn) mit
S i Aum) < H5(@Qu) +27"
m=1

dann ist

(Anm)n,mEN S u (U Qn) )
n=1
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und

w (U Qn> < D i(Apn) <D 0T (Qn) + ¢,

n,m=1

woraus (1.71) folgt. Wenden wir (1.71) auf die Folge (Q N A,Q \ A,0,...) an, so folgt
§(Q) < W (QN A+ (Q\ A), fir alle A,Q € P(Q). (1.72)

Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen. Der zweite Teil beginnt mit der
eigentlichen Idee dieses Existenzbeweises, die auf C. Carathéodory (1914) zuriickgeht.
Wir definieren das Mengensystem

A={A: AcCQ, Aerfiillt (1.74)}, (1.73)

wobei
p(Q) = (QNMA) +p(Q\A), firalle@ CQ. (1.74)

Der Rest des Beweises besteht darin, zu zeigen, dass A eine o-Algebra ist mit o(R) C A,
und dass p*|.A ein Maf ist. Wir zeigen als erstes, dass

R CA. (1.75)

Seien A € R, @ € P(Q2) beliebig. Wegen (1.72) ist in (1.74) nur “>" zu zeigen. Sei
U(Q) #  (andernfalls ist 1*(Q) = 00), sei (A, )nen Element von U(Q). Dann gilt

1(An) = p(An N A) + (A, \ A)

fiir alle n € N, also
iu(An) = iu(z‘ln NA)+ iu(fln \A),
n=1 n=1 n=1
also, da die Folgen (A4, N A)peny und (A, \ A)peny in U(Q N A) bzw. U(Q \ A) liegen,
S H(A) 2 H QN A) + Q) A).
n=1

also (Ubergang zum Infimum beziiglich U(Q) auf der linken Seite)
p(Q) = p(@NA)+u (Q\A).
Damit ist (1.75) gezeigt. Direkt aus der Definition von A folgt
NeA. (1.76)

Weiter gilt
Ae A = Q\Ae A, (1.77)

da@QN(Q\A)=Q\Aund Q\ (2\ A) = QN A fiir alle @ C Q gelten und damit aus der
Giiltigkeit von (1.74) fiir A auch die Giiltigkeit fiir Q \ A folgt. Wir fithren fir den Rest

des Beweises die abkiirzende Schreibweise

A°=Q\ A
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fiir das Komplement einer Menge A C () ein. Wir zeigen als néchstes
A BeA = AUuBeA. (1.78)
Sind ndmlich A, B € A, so gilt fiir alle @ C

1 (Q) = p(QNA) + p*(Q N A (1.79)
= (QNANB)+ " (QNANBY) +p (QNANB)+p (QNA°NB°. (1.80)

Setzen wir Q N (AU B) ein statt @ in (1.80), so erhalten wir
W @Q@N(AUB))=p (QNANB)+u (QNANBY) + p (QNA°NB), (1.81)
und aus (1.79) und (1.81)
w(Q) = 1 (Q N (AUB)) + 4" (QN (AU B))
und damit AU B € A. Aus (1.77) und (1.78) folgt
A, Be A = ANBe A, A\Be A, (1.82)

da ANB = (A°UB%° A\ B= AN B Fallsnun A, B € Amit AN B = (), so folgt aus
(1.81)
p(Q@N(AUB)) = p (QNA)+p (QNB) (1.83)

fiir alle @ C €. Sei nun (A, ).en eine Folge paarweiser disjunkter Elemente von 4. Wir
wollen zeigen, dass gilt

A=|JA e A, pr(A)=) u(A). (1.84)

neN

Zunéchst ist UP ; A; € A wegen (1.78). Aus (1.83) folgt fiir alle Q C Q und alle n € N

u*(QmUAz) (QﬂUA)—l—,u (QNA,) Z“ QN 4;)
=1

mit Induktion, also

p(Q) =p (QOUAZ) + (Q\U/L-) > D H(QNA)+ 1 (@Q\A),

also wegen (1.71), mit n — oo,

u*(Q)Z P QN A) +p(Q\NA) = i (UQﬂA>+u(Q\A) (1.85)

QN A) + 1 (Q\ A), (1.86)

und wegen (1.72) folgt A € A, und es gilt Gleichheit tiberall in (1.85). Setzen wir @ = A
n (1.85), so ergibt sich

;iMS

w <U An) = p(A) =) (A, (1.87)
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und die umgekehrte Ungleichung folgt ebenfalls aus (1.71). Damit ist (1.84) bewiesen. Ist
nun (A, ).en eine beliebige Folge in A, so wird durch

n—1
B, = A\ |J A
i=1

eine Folge (B,,)nen paarweise disjunkter Mengen definiert, welche wegen (1.78) und (1.82)
ebenfalls in A liegt, also ist wegen (1.84)

UAn:UBnEA

neN neN

Zusammen mit (1.76) und (1.77) ergibt sich, dass A eine o-Algebra ist. Aus der bereits
bewiesenen Inklusion R C A folgt nunmehr

c(R) C A,
und wegen (1.84) ist p*|.A ein Maf. O

Theorem 1.22 (Maflerweiterungssatz, Eindeutigkeit)
Sei Q) Menge, £ C P(R2), sei £ schnittstabil. Seien py, us Mafle auf o(E), es gelte

ml€ = pol €, (1.88)

und es gebe eine Folge (Ey)nen in € mit UpenE, = Q und py(E,) = po(Ey) < oo fir alle
n € N. Dann ist py = po auf o(E).

Beweis: Fiir £ € £ definieren wir
Dp={D: Deo(), m(END)=pu(END)}. (1.89)
Da &£ schnittstabil ist, gilt
ECDgCo(f), fiuralleE €. (1.90)

Wir zeigen, dass Dg ein Dynkin-System ist, falls £ € & und pi(E) = po(E) < oo.
Offensichtlich ist 2 € Dg. Ist D € Dg, so ist 2\ D € o(£), also

p(EN0(Q\ D)) = m(E\ D) = (E) — n(EN D) = pa(E) — pa(EN D) = pa(E\ D)
= e (EN(Q\ D)),

also ist auch Q \ D € Dg. Sei nun (D, ),en eine Folge paarweiser disjunkter Mengen in
Dg, dann ist U,enD,, € 0(€), also

[ <EﬂUDn> = (U EﬂDn) => m(END,) =Y m(END,)

neN neN neN neN

= Lo (EﬂUDn) ,

neN
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woraus UpenD,, € Dg folgt. Dg ist also ein Dynkin-System. Aus Satz 1.20 folgt nun, dass
DE = O'(g) s

also ergibt sich
(BN D) = pa(END) (1.91)

fir alle D € ¢(€) und alle £ € € mit p1(E) < co. Wir definieren
n—1
F,=E\|JE:.
i=1

Dann ist F,, € o(&), F,, C E,, die F,, sind paarweise disjunkt, und Q = U,enF,,. Wegen
(1.91) gilt daher fiir alle A € ¢(£) und alle n € N

i (Fn N A) = (B, 0 (F,NA)) = po(E, N (FNA)) = pa(F,NA),

also gilt
pi(A) = (U E, mA) =3 m(FaNA) =) mp(FNA) = po <U E, mA)
neN neN neN neN
= p2(A)
fir alle A € o(&). O

Folgerung 1.23 Der n-dimensionale Elementarinhalt

n

Mla,0) = [ [ (b — a:) (1.92)

i=1

laft sich auf genau eine Weise zu einem Mafl X auf der Borel-Algebra o(O™) im R"
fortsetzen. Dieses Mafi X heifit das Lebesque-Mafl (oder das Lebesque-Borel-Mafs).

Beweis: Es gilt 0(O") = o(J") nach Satz 1.6. Wegen Satz 1.17 erfiillt A die Vorausset-
zungen des Existenzsatzes 1.21 auf dem Ring R = F". Da die Menge J" der halboffenen
Intervalle schnittstabil ist, folgt die Eindeutigkeit aus Satz 1.22, angewandt auf £ = J".
O

Das Problem, den Inhalt einer moglichst grofien Klasse von Mengen zu definieren, wird
vom MafBlerweiterungssatz (Theoreme 1.21 und 1.22) in fiir viele Zwecke der Analysis
befriedigender Weise gelost.

Satz 1.24 Sei ) Menge, sei R Ring in ), seien ui, pe Mafle auf o(R), es gelte
pi1(E) < ue(E),  firale E € R, (1.93)
es gebe eine Folge (Ep)nen in R mit UpenE, = Q und ps(E,) < 0o fir alle n € N. Dann

qilt
i (A) < ps(A),  fir alle A € o(R). (1.94)
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Beweis: Durch

(1.95)

v(E) = {M(E) —pi(E), falls pa(E) < oo,
+o0, falls po(E) = oo,

wird ein endlich-additives v : R — [0, 00] definiert mit v(()) = 0. Aus Lemma 1.15 folgt,
dass v auf R o-additiv ist. Nach Theorem 1.21 ldsst sich v zu einem Mafl auf o(R)
fortsetzen. Es geniigt nun zu zeigen, dass

A€o(R), p2(A) < oo = pi(A) < pa(A). (1.96)

Dieser Beweis wird analog zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes 1.22 gefiihrt. Fiir £ € R
mit po(E) < oo definieren wir

Dg={D: Deo(R),v(END)=u(END)—u(END)}. (1.97)

Wie im Beweis von 1.21 ergibt sich, dass Dg ein Dynkin-System ist, also Dg = o(R) nach
Satz 1.20, also
0 < u(END) = ps(END) — i (EN D) (1.98)

fir alle D € ¢(€) und alle £ € £ mit pus(E) < oo. Wir definieren wieder

n—1
F,=E\|JE:.
=1

Wie im Beweis von 1.22 folgt fiir alle A € 0(R) mit ps(A) < oo und alle n € N

0<v(F,NA) =u(F,NA) —u(F,NA),

also gilt
mmpHHOJRmA>:ZymammgiymmmquQOJmnA>
neN neN neN neN
= p2(A)
Damit ist (1.96) bewiesen. O

Definition 1.25 (Mef3bare Abbildung)

Seien Q, €Y Mengen, seien A, A" o-Algebren auf Q2 bzw. . Eine Abbildung T :  — €
heifit messbar, falls T~ (A') € A gilt fiir alle A’ € A" (das heifst, falls alle Urbilder von
messbaren Mengen wieder messbar sind). (Falls nicht klar ist, welche o-Algebren gemeint
sind, sagen wir, dass T A-A'-messbar ist.) O

Lemma 1.26 Seien Q, Mengen, A o-Algebra auf Q, &' C P(QY) Mengensystem, A" =
o(&'), sei T : Q — Q' Abbildung. Gilt T~'(E') € A fiir alle E' € ', so ist T messbar.

Beweis: Nach Ubungsaufgabe ist
B={B:B cQ TYB)ecA}
eine o-Algebra in . Aus & C B’ folgt A’ =0(&') C B'. O

19



Folgerung 1.27 Seien (2, d), (2, d') metrische Riume. Dann ist jede stetige Abbildung
T : Q — Q' messbar beziiglich der Borel-Algebren (kurz: Borel-messbar).

Beweis: Ist U’ offen in 0/, so ist 71 (U") offen in 2 und damit Borel-messbar. Aus Lemma
1.26 folgt die Behauptung. O

Satz 1.28 (Bildmaf})
Seien Q,€) Mengen, seien A, A" o-Algebren auf Q bzw. ', sei T : Q — Q' messbar. Dann
wird fir jedes MafS p auf A durch

W(A) = (T7H(A)) (1.99)
ein Maf$ ' auf A’ definiert, es heifst das Bild von p unter der Abbildung T, geschrieben

w="T(u). (1.100)

Beweis: ;i ist wohldefiniert, da T-*(A") € A fiir alle A’ € A’. Ist (A]),en eine Folge
paarweise disjunkter Mengen in A’, so gilt

¥ (U v ) L, (T—l (U A%)) L (U T—1<A;>) =S W A)

neN neN neN neN

=> [(4).

neN

O

Satz 1.29 Seien 2,8, Q23 Mengen, seien A; o-Algebren auf €);, seien Ty : Q1 — Qo und
T5 : Q9 — Q3 messbar. Dann ist auch Ty o Ty messbar. Ist u Maf$ auf Ay, so gilt

(To o Th) (1) = To(Th () - (1.101)
Beweis: Fiir alle A € Aj ist T, ' (A) € Aj, also
(Tp o Ty) " (A) = Ty Ty (A)) € Au,
also ist T o Ty messbar. Fiir A € Aj gilt weiter

(T(T1 () (A) = (Ti()(Ty 1 (A)) = (T (T (A))) = p((Ty 0 T1) "' (A))

= (T2 o T1)(1))(A)
O
Das Lebesgue-Maf ist translationsinvariant:
Satz 1.30 Seia € R", T, : R — R" definiert durch T,(z) = x + a. Dann ist
T,(\) = \. (1.102)
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Beweis: T, ist stetig, also messbar. Fiir alle halboffenen Intervalle [b,c¢) € J" gilt

n

(TaN)([b: ) = ML, (1b.0)) = Ao = a,¢ = a)) = [ [((ei = @) = (b — a2))

i=1
= [ (i = b:) = A([b.c)) .
i=1
Aus dem Eindeutigkeitssatz 1.22 folgt, dass A und T,(\) auf der Borel-Algebra iiberein-
stimmen. O

Wir betrachten nun die Streckung D! : R” — R™ um den Faktor « in die i-te Koordina-
tenrichtung,

Dl (1, .. ) = (T1, .o i1, QT4 Tig 1, 5 ) - (1.103)
Es gilt
iy—1 a; b;
(D:)" " ([a,b)) = [(a, Sl ,ay), (b1, ,a,...,bn)), a>0, (1.104)
. bz a;
(ny) 1([a7b)) = [(ala 757' >an)>(b17 757"'7bn))7 Oé<07 (1105)
also
i iy—1 1 T 1
(D, (M)(la, b)) = A((Dg) " (la, b)) = ol L1 —ay) = m/\([a, b)) (1.106)
j=1
Wieder folgt aus dem Eindeutigkeitssatz 1.22, dass
Di(A) = 2 (1.107)
¢ | '
auf der Borelalgebra gilt. Eine Homothetie
H,:R"—=R" H/(x)=rz, r#0 fest, (1.108)
lasst sich darstellen als
H,=D}oD?oc---0D", (1.109)

also folgt, wenn wir Satz 1.29 und (1.107) mehrfach anwenden,
A, (1.110)

und insbesondere
H_1(\) =\, (1.111)

das Lebesgue-Ma# ist also invariant beziiglich Spiegelung an den Koordinatenachsen (das
gilt sogar beziiglich beliebiger orthogonaler Abbildungen, siehe unten Satz 1.33).
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Satz 1.31 Sei p ein Maf$ auf der Borelalgebra im R™, welches translationsinvariant ist,

es gelte also
To(p) =, fir alle a € R". (1.112)

Gilt aufserdem p([0,1)) < oo, so folgt
= a\, (1.113)
wobei av = ([0, 1)).

Beweis: Wir setzen o = p([0, 1)), dann ist x([0,1)) = aA(]0, 1)), und wir setzen weiter
1 1

B, =10,(—,...,— k eN
k [7(1{’ 7k))7 S )
G ={(ar,. an)  a; == my € 0,1, k= 1}}.

Dann ld8t sich fiir jedes £ € N das halboffene Intervall [0,1) darstellen als disjunkte
Vereinigung

0,1) = |J Tu(By), (1.114)

a€Gy

und wegen u(7T,(By)) = p(By), AM(T.(By)) = A(By), folgt
p((0, 1)) = E"u(Br), - A([0,1)) = K" A(Bx) , (1.115)

also weiter
w(Bg) = aA(Byg), firalle k € N. (1.116)

Sei nun

B=10,(by,...,b,)), beQNRy fiir alle i,

dann ist mit geeigneten k, j1,...,j, € N

J Jn
B:[O,(i,...,z)),

also lasst sich B darstellen als disjunkte Vereinigung

B= |]J T.(By),
a€G(b)
wobei my m
=3 (=, ..., =) 0<m; <ji, my .
G(b) {( PEREER > 0_m2<j2,m1€N}
Es folgt fiir alle solchen Mengen B
n(B) = pu(Bx) Hji = a\(By) sz' = a\(B),
i=1 i=1
und weiter fiir beliebige a,b € Q"
p(la, b)) = p((0,0 —a)) = aX([0,b— a)) = aA([a, b)) . (1.117)
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Sei nun

die Menge aller halboffenen Intervalle, deren Ecken rationale Koordinaten haben. Da sich
jedes offene Intervall in R™, und damit auch jede offene Teilmenge des R™, als abzéhlbare
Vereinigung solcher halboffener Intervalle schreiben lasst, gilt O™ C o(J%,), also o(O™) C
o(Jm), also

o(Tia) = o(0").
Da das Mengensystem J, ebenfalls schnittstabil ist, ldsst sich der Eindeutigkeitssatz
1.22 mit £ = J, anwenden, und aus (1.117) folgt die Behauptung. O

Folgerung 1.32 Das Lebesque-Mafs ist das einzige translationsinvariante MafS auf der
Borel-Algebra im R™, welches dem Einheitswiirfel [0,1) das Maf$ 1 zuordnet. O

Satz 1.33 Sei T : R™ — R" eine orthogonale lineare Abbildung, das heif$t, T ist linear
und es qult
(Tx,Ty) = (x,y) , fir alle x,y € R". (1.118)

Dann gilt
T\ = ). (1.119)

Beweis: Nach Folgerung 1.32 geniigt es zu zeigen, dass T'(\) ein translationsinvariantes
Maf ist mit (7°(A))([0,1)) = 1. Wegen

T(x)+a=T(x+T *a))

fiir alle x,a € R™ gilt
T,oT=ToT,, b=T"(a),

also
T(T(N) = (Ta o T)(N) = (T o Tp)(\) = T(Tp(N) =T(A),

da Ty(N\) = A, also ist T'(\) translationsinvariant. Weiter gilt
(T(N))([0,1)) = MT7([0,1))) < o0,
da T71(]0,1)) beschriinkt ist. Aus Satz 1.31 folgt nun, dass
T(A) =aX, a=(T(N)(0,1)). (1.120)

Fiir die Einheitskugel B = {x: z € R", |jz||, < 1} gilt B = T"Y(B), da mit T auch 7!
orthogonal ist, es folgt also

aA(B) = (T(\)(B) = MT~1(B)) = \(B). (1.121)

Hieraus folgt @« = 1 und damit die Behauptung des Satzes, da 0 < A\(B) < oo, da B
beschrankt ist und
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Definition 1.34 (Bewegung)
FEine Abbildung T : R™ — R"™ heifst Bewegung, falls

|Tx —Tyl|l, = llx —yll,, fir alle z,y € R™. (1.122)

Zwei Mengen A, B C R™ heiffen kongruent, falls es eine Bewegung T gibt mit B = T'(A).
O

Satz 1.35 Das Lebesque-Mafs ist bewegungsinvariant, das heifit, es gilt
T(\) = A (1.123)
fiir jede Bewegqung T : R™ — R™. Insbesondere gilt
AA) = A\(B), (1.124)

falls A und B kongruente Borelmengen sind.

Beweis: Ist T Bewegung mit 7'(0) = 0, so ist 7" eine orthogonale lineare Abbildung (folgt
aus einem Satz der Linearen Algebra, siehe auch Ubung). Sind T, 7" Bewegungen, so folgt
unmittelbar aus der Definition, dass auch 7" o T eine Bewegung ist. Ist T" eine Bewegung
und setzen wir a = —7'(0), so ist T, o T eine Bewegung mit (7, o7")(0) = 0. Hieraus folgt,
dass sich jede Bewegung T darstellen lédsst als

T =TrgpoS, S:R"— R"orthogonal.
Aus Satz 1.33 und der Translationsinvarianz von \ folgt, dass
T(A) = Try() = A
gilt fiir jede Bewegung T O

Satz 1.36 Sei T : R" — R" linear und invertierbar. Dann gilt

1

T(\) = mx (1.125)

Beweis: Sei A die zu T gehérende Matrix beziiglich der Standardbasis. Dann gibt es
orthogonale Matrizen U,V € R™™ und eine Diagonalmatrix D = diag{dy,...,d,} €
R™™ d;, > 0, mit

A=UDV. (1.126)

Es handelt sich hier um die sogenannte Singuldrwertzerlegung von A, siehe Lineare Alge-
bra oder Numerik. Da D sich als Produkt der Streckungen DY schreiben lésst, folgt aus
(1.107) und Satz 1.33

T(\) = = (1.127)

Andererseits gilt

[ det(T)| = |det(A)] = | det(U)| - | det(D)| - | det V| = | det(D)| = [ d:.

i=1
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Satz 1.37 Es gibt eine Menge K C R", die keine Borelmenge ist.

Beweis: Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf R” durch
T~y & r—yecQ". (1.128)

Wir wihlen aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element %, und zwar so, dass k € [0,1).
Wir definieren K als die Menge aller so gewéhlten Elemente. Dann gilt

R"= | J(y+K), (1.129)

yeQr

denn zu jedem x € R" gibt es ein k € K mit x ~ k, alsox —k € Q", z € (v — k) + K.
Die Vereinigung in (1.129) ist disjunkt: Sind z,y € Q™ mit (x + K)N(y+ K) # 0, so gibt
es ki, ke € K mit x + k; = y + ko, also

ko —ki=z—-yeQ",

also k; ~ ko und daher k; = ky nach Konstruktion von K, also folgt x = y. Wir zeigen
nun, dass die Annahme, K sei Borelmenge, zu einem Widerspruch fithrt. Mit K sind auch
alle Mengen y + K Borelmengen, und es gilt, da A\ translationsinvariant ist,

00 =AR") = > Ay+K) =Y AK),

yeQn yeQn

also ist A(K) > 0. Andererseits gilt y + K C [0,2) fir y € [0,1), da K C [0,1) nach
Konstruktion, also

r=x02)2A U @wrE)|= )Y AMy+rE)= ) AK),
)

y€Q"N[0,1) yeQnN[0,1 y€QmN[0,1)

also ist A(K) =0, da Q" N[0, 1) eine unendliche Menge ist. Widerspruch. O
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2 Das Lebesgue-Integral
Wir wollen Funktionen
f:Q— [—o00, ]

integrieren beziiglich eines Mafles 1, welches auf einer o-Algebra A in ) definiert ist. Wir
setzen

J ={[a,b) : a € [~00,00), b € R} = J'U{[~00,b) : bE R}, (2.1)

und bezeichnen die von J in [—oo, 0] erzeugte o-Algebra o(J) als Borel-Algebra in
[—00, 00]. Es folgt unmittelbar, dass alle Intervalle der Form

la,0], (a,b], [a,b), (a,b), a € [—00,00),b € (—o00, 0], (2.2)
Elemente von () sind.

Lemma 2.1 Fiir die Borel-Algebra o(J?') in R gilt

o(JHY={ANR: Aco(T)}. (2.3)
Beweis: Ubung. O

Satz 2.2 Sei Q) Menge, A eine o-Algebra in ), sei f : Q — [—o00,00]. Dann sind dqui-
valent:

(i) f ist messbar (beziiglich A und o(J)).
(i) {w: f(w) > a} € A fir alle o € R,
(111) {w: f(w)>a} e A fir alle « € R.
(w) {w: f(w) <a}eA fir ale a € R.
(v) {w: f(w) <a} e A fir ale a € R.
Beweis: “(i)=(ii)”: {w: f(w) > a} = (o, 00]) .
“(i)=(iii)": {w: fw) > o} =Upenfw: flw) >a+1} .
“(Hi)=(iv)": {w: f(w) <a} =0\ {w: f(w) >a} .
“(W)=(v)" {w: flw) <a} =Unen{w: flw) <a—3}.
“(v)=(1)": Wir setzen €& = {[—00, ) : a € R}. Nach Lemma 1.26 ist f A-c(E)-messbar.

Wegen
[av b) = [_007 b) \ [_007 CL)

ist 7 C o(€), also auch ¢(J) C (&), und damit f auch A-o(J)-messbar. O

Notation 2.3 Fir f,g: Q — [—00, 00| definieren wir
{f<gt={w:we flw) <g(w)},

analog definieren wir

{f<g}’ {fzg}v {f>g}7 {f:g}> {f%g}
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Satz 2.4 Sei Q) Menge, A o-Algebra in Q, seien f, g : Q — [—o00, 00| messbar. Dann sind
die Mengen

{f<gr, {f<gt, {rzgt, {r>9, {f=9t, {f#9}, (2.4)

messbare Teilmengen von €.

Beweis: Wegen Satz 2.2 ist
{(f<gt=UUf<atn{g<g})
qeQ
messbar, fiir die anderen folgt die Messbarkeit aus

f>g9t=H{9<f}, {fzgt=0\{f<g}, {f<gt=\{f >y},
{(f=9t={f<gn{g<f}, {f#g9t=Q\{f=y}.

Definition 2.5 (Spur-o-Algebra)
Sei Q Menge, A o-Algebra auf ), sei Q@ C Q. Wir definieren auf @Q die Spur-o-Algebra
ANQ durch

ANQ={ANQ: Ac A}. (2.5)

O

Dass AN Q eine o-Algebra auf @) ist, folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Satz 2.6 Sei 2 Menge, A eine o-Algebra auf Q, f : Q — [—00,00], sei (Q)nen €ine
Folge messbarer Mengen in ) mit

Q=] . (2.6)

neN
Dann gilt: [ ist A-messbar genau dann, wenn die Abbildungen
1+ Q, — [—00, 0] (2.7)

AN Q,-messbar sind fiir alle n € N.

Beweis: Ubung. O

Aus Satz 2.6 erhalten wir: Ist f :  — [—o00,00] durch eine (endliche oder abzéhlbar
unendliche) Fallunterscheidung definiert, also

N

Q={J, oder Q=|[]Q,,

n=1 neN
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und

filz), ze€Q,

f(.?f): fn($), ern’ fn:Qn—>[—O0,00],

so geniigt es zum Beweis der Messbarkeit von f festzustellen, dass alle Mengen §2,, und
alle Abbildungen f,, messbar sind.

Wir gehen noch einmal auf die Rechenregeln mit oo ein.

a+o00=00, a€(—00,00], (2.8)
a—00=—00, a€][—00,00), (2.9)
oo, ac€ (0,00,
a-00=140, a=20, (2.10)
—00, a € [—00,0),
a-(—o0)=—a-o0, (2.11
00-a=a-00 (2.12)

Nach wie vor sind co — 0o und —oo + oo nicht definiert.

Satz 2.7 Sei Q Menge, A o-Algebra, seien f,g: Q — [—o0,00] messbar. Dann sind
f+g:Q+—>[_OO7OO]7 f-gSQ_H[—OO,OO], (2]‘3)
messbar auf den Definitionsgebieten

Q= ({f <oojU{g>—oo})N({f > —oo}U{g < oo}, (2.14)
Q= ({f <oopU{g <o) N({f > —o0}U{g > —o0}). (2.15)

Weiter ist f - g : Q — [—o00, 00| messbar.

Beweis: Wir wenden Satz 2.2 an. Ist a € R beliebig, so ist & — g messbar, da

{a—g>p}={9<a—-p}, firallegeR.

Hieraus folgt, dass auch f + g auf 2, messbar ist, da auf €2, fiir alle « € R gilt

{(frgzap={fza-g}.

Wegen f —g= f+ (—g) ist f — g auf Q_ messbar. Die Funktion f* = f - f ist messbar,
da
a<o0,

2 al = Q’
= {{fzﬁw{fs—ﬁ}, a>0,"

Im Spezialfall f,g: Q2 — R ist nun fg messbar wegen

fg= }l(f+g)2—%1(f—g)2- (2.16)
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Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir
le{fg:OO}, QQZ{fg:_OO}u Q3:{fg:0}7 Q4:Q\(91UQ2UQ3)

Die €2; sind messbar, es ist

= ({f=o00}n{g>0HU{f=—-o0}n{g<0})
U({g =00} n{f>01)U({g=—oo}n{f<0}),

2y wird analog zerlegt, und Q3 = {f = 0} U {g = 0}. Die Messbarkeit von fg folgt nun
aus Satz 2.6 wegen

o, w e Ql ;
—00, w € Ny,
w) =
(f9)(w) 0. e
(fg)(bd), (,UGQ4,
da die Messbarkeit von (fg)|€24 in (2.16) gezeigt wurde. O

Satz 2.8 Sei Q Menge, A o-Algebra auf ), seien f, : Q — [—o00,00] messbar fir alle
n € N. Dann sind auch die Funktionen

sup fn, in£I fn, limsup f,, liminf f,, (2.17)
ne n—oo

neN n—oo

messbar.

Beweis: Fiir alle a € R gilt

{sup fu < o} = ({fn <o},

neN

also ist {sup,cy fn < @} messbar fir alle @« € R und damit auch (sup,cy fn) @ @ —
[—00, 00]. Aus den Darstellungen

%Iég fon=— iléINJ(—fn) :

limsup f, = inf <sup fm) , liminf f,, = sup (inf fm> ,
S n—oo

n—o00 n m>n neN \"m2n

folgt die Messbarkeit der tibrigen Funktionen in (2.17). O

Folgerung 2.9 Sei Q Menge, A o-Algebra auf 2, seien f, : Q — [—00, 0] punktweise
konvergent gegen f : 1 — [—o0, o],

1115.10 folz) = f(z), fir alle z € . (2.18)

Dann gilt: Sind alle f, messbar, so ist auch f messbar.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 2.8, da f = limsup,, ., f, = liminf, .. f,. O
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Folgerung 2.10 Sei Q Menge, A o-Algebra auf Q, f : Q — [—00, 00| messbar. Dann
sind auch der Positivteil f+ und der Negativteil [,

fH(x) = max{f(z),0}, [ (z)=—min{f(z),0} = (—f)"(2), (2.19)
fl=f"+f" (2.20)
messbar. O

Es gilt f = ft — f~ sowie fT >0, f~ > 0.

Definition 2.11 (Charakteristische Funktion)
Sei Q0 Menge. Fir A C Q) definieren wir die charakteristische Funktion 14 : £ — R von

A durch
1, z€A
1 = 7 ’ 2.21
A(@) {O, ré¢ A. (221)
O
Offensichtlich gilt
14 ist messbar & A ist messbar,

sowie die Rechenregeln

ACB & 14<l1g3,
Iowa=1-14,
ANB=0 < 1lap=14+13,

Lu,ea, = sup ly,
i€l

]‘miEIAi = 1161; ]‘Ai :
Definition 2.12 (Einfache Funktion)

Sei Q) Menge. Eine Funktion f : Q — R heifit einfache Funktion, wenn sie messbar ist
und nur endlich viele verschiedene Werte annimmt. Wir setzen

EQ)={f|f:Q—R, f ist einfache Funktion} , (2.22

B (Q) = {ff € B(Q), f >0} (2.23)

O

Ist f: Q — R einfache Funktion mit den voneinander verschiedenen Werten o, ..., a,,
so sind die Mengen

Ai={z:2€Q, f(x)=w;}, 1<i<m, (2.24)

messbar und paarweise disjunkt, und es gilt

f = ZO@lAi .
=1
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Wir beginnen jetzt mit der Definition des Lebesgue-Integrals. Die Grundidee, dargestellt
am eindimensionalen Fall

/ f(x)dx, [a,b] CR,

ist die folgende: Bisher haben wir den Definitionsbereich von f, nédmlich das Intervall
Q = [a,b], diskretisiert, etwa durch eine Zerlegung a = xy < x; < --- < zxy = b, und
f auf den Teilintervallen [z;, z;11] approximiert, und zwar fiir das Regelintegral durch
Treppenfunktionen (siche Analysis 1), oder fiir das Riemann-Integral (welches wir nicht
behandelt haben) durch Ober- und Untersummen. Im Gegensatz dazu wird beim
Lebesgue-Integral der Wertebereich von f diskretisiert in Werte oy, ..., ay, und f wird
durch einfache Funktionen approximiert. Die Mengen A; aus (2.24), welche das Definiti-
onsgebiet unterteilen, konnen dabei eine sehr komplizierte Struktur haben.

Definition 2.13 (Mafiraum)
Sei Q) Menge, A o-Algebra auf Q, p ein Maf$ auf A. Das Tripel (2, A, p) heifft Mafraum.
O

Unsere typische Situation ist: 2 = R”, A ist die Borelalgebra, und u ist das Lebesgue-Maf3
A

Definition 2.14 (Lebesgue-Integral in F,(2))
Sei (2, A, u) Mafiraum, sei f € E, (). Ist

i=1
wobei a; > 0 und A; C Q messbar fir 1 <i <n, und die (A;) paarweise disjunkt sind mit
Jai=2q, (2.26)
i=1
so definieren wir das Lebesque-Integral von f (iber  beziiglich p) durch

/Q Fp="3 (4. (2.27)

O

Die Darstellung (2.25) ist nicht eindeutig, das Integral in (2.27) hingt aber nicht von der
Wahl der Darstellung ab: Ist (3;, Bj)1<j<m eine weitere solche Darstellung mit

D aila, =) Bilp,, (2.28)
i=1 J=1

so gilt

n m n m n m m n
=1 j=1 =1 7=1 =1 7=1 7=1 =1
m n

j=1 i=1
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Da die A; N B; paarweise disjunkt sind, folgt o; = 3, falls A; N B; # 0, also

Z@iM(Ai) =3 > ap(ANBy) =Y > Bin(A; N By) = ZﬁjM(BJ)

i=1 j=1 j=1 i=1

also ist das Lebesgue-Integral nichtnegativer einfacher Funktionen wohldefiniert.

Lemma 2.15 Sei (Q, A, ) Mafsraum. Dann gelten

/ ladu = u(A), fir alle A € A, (2.29)
Q
/ozfd,u:oz/ fdu, fir alle a >0, f € EL(Q), (2.30)
Q 0
/f+gd,u:/fdu+/gdu, fir alle f,g € E(Q), (2.31)
Q Q Q
ng:s/QfdMS/diu- (2.32)

Beweis: Die Eigenschaften (2.29) und (2.30) folgen unmittelbar aus den Definitionen.

Seien nun . .
f:ZailAia g:Zﬁleja
i=1 j=1

Darstellungen geméf Definition 2.14. Zum Beweis von (2.31) bemerken wir, dass

f+g= Z Z(ai + 5j)1AmB]- )

i=1 j=1

also

/Qf+gdu=Z(Oéi+ﬁj (Ai N By) ZO@M ‘HZ@M(BJ)

:/fdu+/gdu.
Q Q

Zum Beweis von (2.32) stellen wir fest, dass
Z&ilAiﬁBj = f S g == Zﬁ]]‘AZﬂBJ )
i,j (2]

also o < f3; falls A; N B; # () und daher

/fd,u ZazuAﬂB <Zﬁ]uAﬂB) /di,u.

%,] 4,J
O

Satz 2.16 Sei ) Menge, A o-Algebra auf €2, f: Q — [—o00, 00] messbar mit f > 0. Dann
gibt es eine monoton wachsende Folge (fy)nen in E+ (), also fr, > 0 und f, < foi1 fir
allen € N, mit

f=supfn. (2.33)

neN
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Beweis: Die Folge ( f,,)neny wird durch Diskretisierung des Bildbereichs R, von f konstru-
iert. Wir definieren Ay,, C € durch

{z: k27" < f(z) < (k+1)27"}, 0<k<n2",
{z: f(z) = n}, k=n2",
und f,, durch
n2m
fo=) k2714, (2.35)
k=1
also f,(x) = k27", falls x € Ay,. Dann ist f,, < f,41 nach Konstruktion, und es gelten
f(x) =400 = fulz)=n firallen, (2.36)
flx) <400 = 0< f(x)— folz) <27  firallen > f(z). (2.37)
Hieraus folgt (2.33). O

Definition 2.17 (Lebesgue-Integral nichtnegativer messbarer Funktionen)
Sei (Q, A, u) Mafiraum, sei f : Q — [—o00, 00| messbar mit [ > 0. Wir definieren das
Lebesgue-Integral von f (tiber Q beziiglich p) durch

neN

/ fdp = sup/ fndp, (2.38)
0 Q
wobei (fn)nen €ine monoton wachsende Folge in E () ist mit

f=sup fn. (2.39)

neN

Es kann sein, dass das Integral in (2.38) den Wert +o0 hat.

Nach Satz 2.16 gibt es immer eine solche Folge. In Lemma 2.18 unten zeigen wir, dass das
Integral nicht von der Wahl der Folge abhéngt.

Lemma 2.18 Sei (2, A, 1) Mafiraum, sei (fy)nen monoton wachsende Folge in E, ().
Dann gilt:

(1) Ist g € E4(Q) mit g < sup,,ey fn, S0 ist

/gdu < sup/ frdp. (2.40)
Q neN JQ
(11) Ist (gn)nen monoton wachsende Folge in E (), so gilt
SUp gn = sup fn = Sup/ gn dp = sup/ fndu. (2.41)
neN neN neN JQ neN JQ
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Beweis: Sei
m
9= § :O‘lej
j=1

dargestellt geméf Definition 2.14. Wir wéhlen 5 € (0, 1) beliebig und setzen

Es gilt dann
Jn 2 ﬁngn = ﬁz&j]‘A]’]‘Bn = ﬂzaleijn ’
j=1 7=1

also

/Q fodp > /Q ﬂz a;lanp, diu = 52 aju(A; N B,). (2.42)

Es ist sup,ey fr > g auf der Menge {g # 0}, also folgt B, T Q und weiter A; N B, T A;
fiir alle , also nach Ubungsaufgabe

lim u(A; 1 By) = p(A;).

Wir bilden in (2.42) auf beiden Seiten das Supremum und erhalten

sup / fodp > ﬁzagu 3 / gd. (2.43)

neN

Da (2.43) fiir jedes # < 1 gilt, folgt (2.40). Sei nun sup,, g, = sup,, f,. Es ist dann

0 <gm <supf,
neN

fiir alle m € N, also folgt aus (2.40), angewendet auf g,,, dass
/ Ym dp < sup / fndp
neN

sup / gm dpp < sup / Jndp .

meN neN
Vertauschen der Rolle von f, und g, liefert (2.41). O

fiir alle m, also auch

Satz 2.19 Sei (2, A, ) Mafiraum. Dann gilt fir alle messbaren Funktionen f,g : Q —
[—00,00] mit f,g >0 und alle o > 0

/Qozfd,u:oz/ﬂfdu, (2.44)
/Qf+gdu=/gfdu+/ggdu> (2.45)
f<g = /Qfduﬁ/ﬂgdu. (2.46)
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Beweis: Sei

f=supfn, g=supg,
neN neN

mit Folgen (f,), (¢gn) in E4(€2) geméafB Satz 2.16. Dann gilt af = sup,, af,, fiir & > 0, also
folgt (2.44) aus

/afduzsup/afnduzsupa/fnduzasup/fndu
Q neN JQ neN Q neN JQ

:a/ﬂfd,u.

f+g:8u§(fn+gn>7 fn"_gneE—i-(Q)a
ne

Es gilt weiter

also folgt (2.45) aus

/fdu+/gdu:sup/fndu+sup/gnd,u: lim/fnd,u—i- lim/gnd,u
Q Q neN neN n—oo [ n—oo o
= lim (/fndwr/gndu) = lim /fn+gndu=/f+gdu~

Ist f <g,soist f, <g=sup, gy fir alle m € N, also folgt aus Lemma 2.18 (i), dass

/fmdu<sur>/gndu=/gdu,
neN Q

und hieraus (2.46), indem wir das Supremum {iiber alle m € N bilden. O
Definition 2.20 (Lebesgue-Integral messbarer Funktionen)

Sei (2, A, u) Mafraum, f:Q — [—o0,00] messbar. Wir sagen, dass f (Lebesgue-) inte-
grierbar ist (iber Q beziglich p), falls

/f+dp<oo, /f_du<oo, (2.47)
Q Q
und wir definieren in diesem Fall das Lebesque-Integral von f durch

[ rdu= [ ran= [ 1 au. (2.48)

Q Q Q

(]
Wenn nur eines der beiden Integrale in (2.47) den Wert +o0o hat, bleibt die Definition
(2.48) sinnvoll, und das Lebesgue-Integral von f hat den Wert +oco bzw. —oo. (Man
bezeichnet f dann allerdings nicht mehr als Lebesgue-integrierbar.)
Lemma 2.21 Sei (2, A, ) Mafiraum, f: Q — [—o00,00] messbar. Dann sind dquivalent:
(1) f ist integrierbar.

(i) f+ und f~ sind integrierbar.
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(111) Es gibt integrierbare Funktionen u,v : @ — [0,00] (alsou >0, v > 0) mit f = u—wv.
(iv) Es gibt eine integrierbare Funktion g : Q2 — [0, 00] mit |f| < g.

(v) |f]| ist integrierbar.
Beweis: Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist in Definition 2.20 enthalten.
“(ii)=(iii)”: Wahle u = f*, v = f~. Da f™ und f~ nie gleichzeitig den Wert +oc

annehmen, ist f — f~ {iberall definiert.
“(iii)=-(iv)”: Nach Satz 2.19 ist mit « und v auch g = u + v integrierbar, und es folgt

[fl=lu—v| <ful+|v]=g.

“(iv)=(v)": Esist (|f])" = |f], (|f])~ = 0, also nach Satz 2.19

0§/|f|du§/gdu<oo-
Q Q
“(V)=(1)": Es gilt 0 < fT < |f], 0 < f~ <|f], also

[rrdus [1nlau<oo, [ faus [ ifldn<co.
Q Q Q Q
O
Satz 2.22 Sei (2, A, u) Mafiraum, seien f,g:Q — [—o00, 00| integrierbar. Dann gelten
/ozfdu:a/fdu, fiir alle a € R, (2.49)
Q Q
und, falls f + g auf ganz Q definiert ist,

‘Af+gmw=lydu+lkdm (2.50)

und weiter

f<g = waglkwq (2.51)

/wan4 < /g|f|du. (2.52)

Beweis: Folgt aus den entsprechenden Aussagen fiir nichtnegative Funktionen in Satz
2.19 und Lemma 2.21. Wegen

(af)yt =aft, (af) =af, fallsa>0,
(@) =lalf~, (af)” =lalf", fallsa<0.

gilt (2.49). Setzen wir u = f* + g7 und v = f~ 4+ ¢, so sind v und v integrierbar,
nichtnegativ, und es gilt nirgends u(z) = v(z) = oo (andernfalls wire (f + ¢)(z) nicht
definiert). Es ist dann f 4 ¢ integrierbar und

u—v=f+g=(f+9) "= (f+9) .
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also

/udu+/(f+g)_du=/Udu+/(f+9)+dﬂ7
9] Q Q Q
und weiter

/Qf+gdu=/Sl(erg)*du—/Q(fﬂLg)‘du=/Qudu—/9vdu
=/Qf+du+/gg+dﬂ—(/ﬂf‘dwr/ﬂg‘du) :/Qfd,u-i—/ﬂgdu.

Ist f <g,sosind fT <g"und f~ > ¢, also

/ﬂfdM:/Qf+du—/Qf_dMS/Qg+du—/gg_du=/ﬂgdu.

Wegen f < |f] folgt
[ rdus [ 171dn,
Q Q

—/Qfdu:/ﬂ—fdué/glf\du,
also gilt (2.52). O

wegen —f < |f| folgt

Definition 2.23 (Integral iiber Teilmengen) Sei (2, A, ) Mafiraum, sei f : Q —
[—00, 00] messbar, sei A C 2 messbar. Wir definieren

/Afduz/gflAdu, (2.53)

falls die rechte Seite definiert ist, das heifit, falls entweder f-14 > 0 oder f-14 integrierbar
18t.

Lemma 2.24 Sei (Q, A, u) Mafraum, sei f : Q — [—o00,00] messbar, seien A, B C {2
messbar. Dann gilt, falls f > 0 oder f integrierbar ist,

d dy = d du . 9.54
fu+Ameu/Afu+/Bfu (2.54)

AUB
Beweis: Folgt aus Satz 2.22 wegen

lavg +1anp =14+ 1p.
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3 Normierte und metrische Riume

Fiir diesen Abschnitt vereinbaren wir: K steht fiir den Koérper R oder C, d.h. eine Aussage,
in der K auftaucht, steht als Abkiirzung fiir die beiden entsprechenden Aussagen mit

K=Rund K =C.

Definition 3.1 (Norm, normierter Raum)

Sei X Vektorraum dber K. Eine Abbildung || -|| : X — [0, 00) heifst Norm auf X, falls gilt
|z|]| =0 & =0, (3.1)
|Az|| = |A|||z]] fir alle A e K, z € X, (3.2)
lz +yll < ll=ll + llyll — fir alle 2,y € X (3:3)
Ist || - || eine Norm auf X, so heifst (X, || - ||) normierter Raum.

Beispiele: (R, | - |) ist normierter Raum (mit K = R), (C,| - |) ist normierter Raum (mit
K =R oder K = C). Definieren wir fiir z = (z1,...,2,) € C"

n

lolly = | Y wim = | D faal?, (3.4)
=1

i=1
so ist (R", ]| - ||,) ein normierter Raum (Beweis siche Analysis 2, bzw. siehe unten). Fiir
X =R" wird (3.4) zu

]y = (3:5)

Definition 3.2 (Supremumsnorm)
Sei D Menge. Wir definieren durch

B(D;K)={f|f: D — K, f ist beschrinkt} (3.6)

den Raum aller beschrinkten Funktionen auf D. Fir f € B(D;K) definieren wir die
Supremumsnorm von f durch

1/ lloe = sup [ f(z)]. (3.7)
€D

Satz 3.3 Sei D Menge. Dann ist (B(D;K), | -||,) ein normierter Raum.

Beweis: B(D;K) ist ein Vektorraum, da Summen und skalare Vielfache beschréankter
Funktionen ebenfalls beschriankte Funktionen sind. Fiir f, g € B(D;K) und X € K gilt

f#0 & 3JzeDmit|f(z)]>0 <« |fll,>0,
AT = sup S @) = W sup 72} = 1.

[(f +9)(@)] < [f@)+|g(@)] < |[flloo + N9l filr alle z € D,
also
1f+ 9l = ilelglf(x) +9(@)| < [fll + 9]l -
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Definition 3.4 Wir definieren die Mazimumnorm von x = (x1,...,x,) € K" durch

Il = max fai] (3.8)
Folgerung 3.5 (K", | - ||.) ist normierter Raum.
Beweis: Wir setzen D = {1,...,n} in Satz 3.3. O

Lemma 3.6 Sei (X, ||-||) normierter Raum, Y Unterraum von X. Dann ist auch (Y, ||||y)
normierter Raum, wobei || - ||y die Restriktion von || - || aufY bezeichnet.

Beweis: Klar. O

Definition 3.7 (Konvergenz im normierten Raum)
Sei (X,|| - ||) normierter Raum. FEine Folge (x,) in X heifit konvergent gegen v € X
(beziiglich || - ||), falls gilt

nh_)n;o |zn — 2| = 0. (3.9)

In diesem Falle schreiben wir wie bisher x, — x und

lim z, =x. (3.10)
Offensichtlich stimmt fiir (R,| - |) und (C,| - |) dieser Konvergenzbegriff mit unserem

bisherigen iiberein.
Lemma 3.8 Sei D Menge, sei (f,) Folge in B(D;K). Dann sind dquivalent:

(1) fu— f gleichmifsig.
(2) fo — f beziglich || - || .-

Beweis: Fiir n € N und € > 0 gilt

|fu(z) — f(2)| <e, furallex € D, (3.11)
genau dann, wenn
1o = flloo ZSgg!fn(ﬂﬁ)—f(%)l <e. (3.12)

Die Aussage (1) ist dquivalent zu der Aussage
Ve >0 dng e N sodaB (3.11) gilt fiir alle n > ny,
die Aussage (2) ist dquivalent zu der Aussage

Ve >0 dng e N sodaB (3.12) gilt fiir alle n > ny.
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Satz 3.9 Sei[a,b] C R. Dann ist (Cla,b], || - ||.,) normierter Raum, und
1flloe = mas [£(z)]- (3.13)

z€la

Beweis: Ist f € Cla,b], so ist auch |f| € Cla,b]. Nach einem Satz der Analysis 1 nimmt
|f| auf [a,b] das Maximum an. Also ist C[a,b] Unterraum von B([a,b];R), also auch
normierter Raum nach Lemma 3.6, und

I flle = sup [f(x)] = max [f(z)].

Ie[a,b] :EG[a,b]
(]
Definition 3.10 (Konvexe Menge)
Sei X Vektorraum, D C X. D heifit konvex, wenn
A+ (1—=NyeD (3.14)

fir alle x,y € D und alle X € [0, 1].

Definition 3.11 (Konvexe Funktion)
Sei X Vektorraum, D C X konvez, f: D — R. f heifit konvex, wenn

fOz+ (1= Ny) <Af(2)+ (1 =N f(y) (3.15)
fiir alle x,y € D und alle X € [0,1]. f heifit konkav, wenn —f konvex ist.

Lemma 3.12 Set X Vektorraum, D C X konvex, f : D — R konvex. Seien x; € D,
Ai € [0,1] fir 1 <i<n mit

n

d =1, (3.16)

=1

f (Z )\szz‘) < Z Nif(x;). (3.17)

Dann gilt

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 3.13 Sei D C R offenes Intervall, f : D — R differenzierbar. Dann ist f monoton
wachsend genau dann, wenn f'(x) > 0 fir alle x € D.

Beweis: “<": Sei f'(x) > 0 fiir alle z € D. Sind x1, 29 € D mit x; < 9, so gibt es nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein £ € (21, z5) mit

fm2) = fa1) = f1(E) (w2 —21) 20,

also ist f(x1) < f(x2).
“=":Sei z € D mit f'(z) < 0. Dann ist fiir hinreichend kleines A > 0 auch

flx+h) = f(z)
h

also f(x 4+ h) < f(x), also f nicht monoton wachsend. O

<0,
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Satz 3.14 Sei D C R offenes Intervall, f : D — R zweimal differenzierbar. Dann ist f
konvex genau dann, wenn f"(x) > 0 fir alle x € D.

Beweis: “<": Sei f”(x) > 0 fiir alle + € D. Dann ist nach Satz 3.13 die Funktion
f": D — R monoton wachsend. Seien nun 1,2 € D und A € (0,1) mit z; < x5, sei

r=Ary+ (1 =Nz,

Dann gibt es (Mittelwertsatz) & € (21, x) und & € (x, z2) mit

MO =I5 pig) < gy = L2200
Es ist
r—x1=1—=N(22 —21), 2—2=Nas—11),
also
fz) — f(x1) < f(za) — f(x)
1—A - A '

Multiplikation mit A(1 — A) und Umsortieren liefert

fl@) < Af(z1) + (1= N) f(zz).

“=7: Sei x € D. Seien auflerdem y € D, y > x und A € (0,1) beliebig, dann gilt

fOy+ (1 =N2) <Af(y) + (1 =N f(),

also
fle+ My —x)) = flz) < A(f(y) — f2)),
und weiter
t Fle+My—2) = F) _ o)~ f@)
Ay — ) T oy—x
Grenziibergang A | 0 liefert

fiir alle y > x. Sei nun (x,),en Folge in D mit x,, > x fir alle n und x,, — x. Dann gibt
es &, € (v, x,) mit

/ f(xn) - f(.CE) /
f(l‘)S Ty — :f(gn)7
also ) /
0< f(fn)_f($)’
< ¢ s
Grenziibergang n — oo liefert £, — x, also f”(z) > 0. O

Satz 3.15 Seien x; >0, \; € [0,1] fir 1 <i<n mit ) N\, =1. Dann gilt
i=1 i=1
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Beweis: Die Funktion —In : (0,00) — R ist nach Satz 3.14 konvex. Wir wenden Lemma
3.12 an mit f = — In, dann gilt

In (i Aixi) > i A In(z;)
i—1 i—1

also (da die Exponentialfunktion monoton ist)

n n

z”: A\ > exp (ﬁ: i ln(xi)> = Hexp()\i Inz;) = HI;‘Z .
i=1 i=1

i=1 i=1

O
Satz 3.16 (Youngsche Ungleichung)
Seien p,q € (1,00) mit
1 1
- =1. (3.19)
P q
Dann gilt fir alle x,y > 0
Py
ry< —+ 2L (3.20)
p q
Beweis: Anwendung von Satz 3.15 mit
1 1
M==, ==, m=2", z2=y".
p q
(]

Definition 3.17 (p-Norm)
Sei 1 <p<oo, x=(x,...,2,) € C". Dann definieren wir

Jal, = (Zw)p | (3.21)

Satz 3.18 (Ho6ldersche Ungleichung)
Seien p,q € (1,00) mit % +% =1, oder sei p =1, ¢ = 00, oder sei p =00, ¢ = 1. Dann
gilt fiir alle z,y € C"

>zl < Nzl ol (3.22)
i=1
Beweis: Fiir p =1, ¢ = oo (analog p = 00, ¢ = 1) gilt

n n n
> lmayl <D foal max s = Nyl Y L]
=1 =1 i=1

Seien p, q € (1,00) mit le + é = 1. Seien z,y € C", beide von Null verschieden. (Andern-
falls ist (3.22) trivialerweise erfiillt.) Dann ist |[z||, # 0, ||ly[|, # 0. Aus der Youngschen
Ungleichung folgt fiir alle 7, 1 <17 < n,

I 7 I 7 O 11
lzll, lylly ~ pllellz  qllylld’
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also (Summation {iber 7)
Z?:l |zl < Z?:l |z [P i Z?:l |yi|? 1

1
< =~ 4+-=1.
Iz, 1y, pllzp qllylla P q

Wir betrachten nun das Standardskalarprodukt im C",

n
=1

Aus der Holderschen Ungleichung, angewendet mit p = ¢ = 2, erhalten wir

n
E XiYi
i=1

| (z,9) | =

n
<3 el < el gl -
=1

Die resultierende Ungleichung

[y [ < llly llylly, 2y eC,

heifit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Satz 3.19 (Minkowskische Ungleichung)
Sei 1 < p < oo. Dann gilt fir alle x,y € C"

Iz +yll, < llzll, + [lyll,-

Beweis: Fiir p = oco: Siehe Folgerung 3.5. Fiir p = 1:
4+ ylly = Y e+ gl < Yzl + lwil) = el + lyll, -
i=1 i=1

Seinun1<p<oo,q:p%l.Dannist1<q<oo,
1 1

S+ =1.
q p

Seien x,y € C". Wir definieren z € C" durch
=z +ylt, 1<i<n.

Es gilt

n n n

lz+ylly = D et wlP =) leitwllal <Y lwzl+ Y iz
i=1

i=1 i=1 i=1
< Azl 1=l + Nyl 111,

wegen der Holderschen Ungleichung, und

1 1 p=1
n q n q n P
Izll, = <Z‘Zi’q> — (Z,xﬁ%‘q(pl)) — <Z|xi+%\p>
=1 =1 =1
= [lz+ylp™,
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also
-+ ylb < (], + lyl )z + gt

Division durch ||z 4 y|[»~" liefert die Behauptung. O

Folgerung 3.20 Seip € [1,00). Mit

1
lll, = (Z \$i|p> (3.26)
i=1
sind (R™, || - ||,) und (C", [ - [|,) normierte Réiume.

Beweis: Die Minkowskische Ungleichung liefert gerade die Dreiecksungleichung. Die an-
deren verlangten Eigenschaften einer Norm folgen unmittelbar aus der Definition. O

Im K™ erhalten wir die euklidische Norm aus dem Standardskalarprodukt vermittels

o]l = v/{z ). (3.27)

Dieser Sachverhalt ist allgemein giiltig. Ist X ein beliebiger K-Vektorraum und (-,-) ein
Skalarprodukt auf X, so definiert (3.27) eine Norm auf X. Die Dreiecksungleichung folgt
namlich aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[y | < [l Iyl (3.28)

siche Lineare Algebra bzw. Ubung. (Die anderen Eigenschaften der Norm folgen unmit-
telbar aus den entsprechenden Eigenschaften des Skalarprodukts.)

Lemma 3.21 Sei (X, || - ||) normierter Raum. Dann ist die durch

fx) =] (3.29)
definierte Funktion f: X — R konvex.
Beweis: Es gilt fiir alle z,y € X und alle A € [0, 1]

fAz+1=Ny) = |Az+ (1 =Nyl < [[Az| +[[(1 = Nyl = All=][ + (1 = )|y
= M)+ (1 =Nf(y). (3.30)

O

Lemma 3.22 Sei X Vektorraum, D C X konvex, f : D — R konvex. Dann sind die
Mengen
D,={x:2z€D, f(z) < a} (3.31)

konvex fiir alle o € R.

Beweis: Es gilt fiir alle z,y € D, und alle A € [0, 1]
fOr+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =Nf(y) <Aa+(1-Na=a.
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Folgerung 3.23 Sei (X, | - ||) normierter Raum. Dann sind die Einheitskugeln
{z:zeX, |z| <1} (3.32)

konvex.

Beweis: Folgt aus Lemma 3.21 und Lemma 3.22. O
(Bilder fiir die Einheitskugeln in (R?, || - ||) siche Vorlesung.)

In einem normierten Raum X wird der Abstand d(z,y) zweier Vektoren z,y € X definiert
durch

d(z,y) = llz =yl

Wir fithren nun einen Abstandsbegriff fiir allgemeine Mengen X ein.

Definition 3.24 (Metrik)
Sei X Menge. Fine Abbildung d : X x X — Ry heiyfst Metrik auf X, falls gilt

d(z,y) =0 & =y (Definitheit) (3.33)
d(x,y) =d(y,x) fir allez,y € X (Symmetrie) (3.34)
d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) firallex,y,z€ X (Dreiecksungleichung) (3.35)
(X, d) heifst metrischer Raum. O
Dass d(x,y) > 0 gelten muss, folgt bereits aus (3.33) — (3.35) wegen
0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = 2d(x,y) .
Satz 3.25 Sei (X, || - ||) normierter Raum. Dann definiert
d(z,y) = [lz =y (3.36)
eine Metrik d auf X. Sie heifit die durch || - || erzeugte Metrik.
Beweis: Definitheit:
dlz,y) =0 & |lr—y[|=0 & z2—y=0 & xz=y, firallez,ye X.
Symmetrie:
d(y,z) = lly =zl = [l = (y —2)| = [z —yll = d(z,y), fiir alle z,y € X.
Dreiecksungleichung:
d(x,z) = || = z[| < [lv =yl + ly — 2| = d(z,y) + d(y,2), firalle z,y,2 € X.
O

Lemma 3.26 Sei (X, d) metrischer Raum, sei A C X. Schrinken wir die Metrik auf A
ein, da = d|(A x A), so ist (A,da) metrischer Raum.
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Beweis: Klar. O

Ist (X, |- ||) normierter Raum, so kénnen wir auf diese Weise jedes A C X zu einem me-
trischen Raum machen. (Um durch Restriktion der Norm auf A wieder einen normierten
Raum zu erhalten, mufl A Unterraum sein.)

Beispiel 3.27

Sei S die Oberfliche der Erdkugel. Wir konnen eine Metrik auf S definieren, indem wir
die euklidische Norm im R3 als Metrik auffassen und auf S einschrinken. Eine andere
Metrik erhalten wir, wenn wir als Abstand zweier Punkte auf S die Lange der kiirzesten
auf S verlaufenden Verbindungsstrecke definieren. Sei nun X die Menge aller Stddte in
Europa, die mit Miinchen durch einen Stralenzug verbunden sind. Wir erhalten eine drit-
te Metrik, indem wir als Abstand zweier Stddte die Lange des kiirzesten verbindenden
Stralenzugs definieren. Keine Metrik ergibt sich, wenn wir als Abstand die kiirzeste Fahr-
zeit laut Bahnfahrplan definieren (dabei betrachten wir nur die Stddte, zu denen eine
Bahnverbindung existiert).

Definition 3.28 (Konvergenz im metrischen Raum)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Folge (xy)ren in X heifit konvergent gegen den Grenz-
wert a € X, falls

lim d(x,a) =0. (3.37)

k—o00

Wir schreiben wieder
lim 2 =a (in (X,d)),

k—oo

oder einfach ‘“r; — a”.

O

Falls d von einer Norm erzeugt wird, d(x,y) = ||z — y||, so erhalten wir die Definition der
Konvergenz im normierten Raum (Definition 3.7).

Definition 3.29 (Cauchyfolge, Vollstindigkeit)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Folge (xy)ken in X heifst Cauchyfolge, falls es zu jedem
e>0 ein N €N gibt mit

d(xg,xm) < e, fir alle k,m > N. (3.38)
(X, d) heif$t vollstindig, falls jede Cauchyfolge in X konvergiert.
In einem normierten Raum wird (3.38) zu

|z — x| <e, firalle k,m > N. (3.39)

Definition 3.30 (Banachraum, Hilbertraum)
FEin normierter Raum (X, ||-||) heiffit Banachraum, wenn er vollstindig ist. Wird aufSerdem
die Norm || - || von einem Skalarprodukt erzeugt gemaf$ (3.27), so heifit X Hilbertraum. O
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Satz 3.31 (Vollsténdigkeit von K")

Der Raum (K™, || - ||,) ist vollstindig, also ein Hilbertraum.

Beweis: Sei (zj)ren Cauchyfolge in (K™, || - [|,). Wegen |xy; — T | < ||zr — 2m ]|, ist auch
jede Komponentenfolge eine Cauchyfolge in K. Da K vollstandig ist, gilt z;,; — a; fiir ein
a; € K. Nach einem Satz der Analysis 2 folgt xx — a = (aq,...,a,). O
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4 Konvergenzsitze und L’-Riaume

Wir beschéiftigen uns jetzt mit zwei immer wiederkehrenden Themen der Analysis, ndmlich

e Vertauschbarkeit eines Funktionals (hier: das Integral) mit Grenzprozessen,

e Ungleichungen und Abschétzungen fiir Funktionen.

Satz 4.1 (Beppo-Levi) Sei (2, A, u) Mafiraum, sei f, : Q@ — [—00,00] eine monoton
wachsende Folge nichtnegativer messbarer Funktionen. Dann gilt

/qupfn duzsup/ fndp. (4.1)

neN neN JQ

Beweis: Wir setzen f = sup,, f,. Wegen f, < f folgt

[ttus [ raw. aso s [ fodus [ fi
Q Q neN JQ Q

Zum Beweis der umgekehrten Ungleichung wéhlen wir fiir jedes n € N eine monoton
wachsende Folge (fx)ken von Funktionen in E, (£2) mit

fn - Supfnk .
keN

Das ist moglich nach Satz 2.16. Wir setzen

Gn = SUp fjn .

Jj<n

Dann ist (g, )nen ebenfalls eine monoton wachsende Folge in £ (£2), und fiir alle m, k € N
gilt mit n = max{m, k}

fmk<fmn<gn—supf]n§8upfj fna
i<n i<n

also

f = supsup frr < sup gy,
meEN keN neN

also nach Definition und Monotonie des Lebesgue-Integrals

/fduﬁ/Supgnduzsur)/gndu<sup/fndu
Q Q neN neN neN

O

Folgerung 4.2 Sei (0, A, 1) Mafraum, seien fi : Q@ — [—00, 00| nichtnegative messbare
Funktionen. Dann wird durch -
r) =Y filz) (4.2)
k=1

eine messbare Funktion f : Q) — [—o00,00] definiert, und es gilt

Ajwziﬁﬁw. (4.3)
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Beweis: Wir wenden Satz 4.1 an auf

f=supgn, gn=>_ fr.
k=1

neN

Definition 4.3 (p-Halbnorm)
Sei (Q, A, ) Mafraum, sei f : Q — [—o00,00] messbar, sei p € [1,00). Wir definieren

N 1
v = ([ irvan)’ (14)

L(f) €10, 00] durch
LP(p) ={f]f:Q— [—o0,00] messbar, N,(f) < oco}. (4.5)
Im Spezialfall Q0 C R"™ definieren wir

und

LP(Q) = LP(2N), (4.6)
wobei A wieder das Lebesque-Maf$ bezeichnet. O
Nach Definition 2.20 gilt offenbar

fe LrQ; ) & | f|? ist integrierbar (iiber Q beziiglich ),

und aus der Definition von N,(f) folgt unmittelbar

Ny(af) = lalN,(/) (4.7)
fiir alle @ € R und alle messbaren Funktionen f : Q — [—o0, o], also gilt

fell(u) = of € lP(Qu) firalleaeR. (4.8)

Es ist aber moglich, dass f # 0, aber N,(f) = 0, etwa fiir

1, =0,
f =10, f(w):{o i%o‘

Definition 4.4 (Nullmenge)

Sei (2, A, u) Mafraum. Ein N € A heifit p-Nullmenge, falls u(N) = 0. Wir sagen, dass
eine Eigenschaft (E) von Punkten x € Q fast iberall (genauer: p-fast iberall) auf Q2 gilt,
falls es eine p-Nullmenge N gibt mit

{z:z€Q, (E) gilt nicht inx} C N. (4.9)

O

Zwei Funktionen f,g : © — [—o00,00] heiflen also fast iiberall gleich, wenn es eine
Nullmenge N gibt mit

{w: f(z) # g(x)} C N.
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Satz 4.5 Sei (2, A, ) Mafraum, sei f: Q — [—o00, 00| messbar und f > 0. Dann gilt

/ fdu=20 & f =0 p-fast tberall.

Beweis: Wir setzen N = {f # 0}. N ist messbar.
“=": Wir setzen

Dann gilt A, T N und

also ) |
Oz/fduz / 14, dp = —p(A,) >0,
QO on n
also p(A,) =0 und p(N) = lim, o p(A,) = 0.

“<”: Esist u(IV) =0, da f =0 p-fast iiberall. Wir setzen f,, = nly, dann ist

sup fn(r) =

neN

0, f(x)=0.
Es folgt 0 < f < sup,, f, und daher nach Satz 4.1

{oo, fla) #£0,

Ué/fdué/supfnduzsup/fnduz(),
Q Q

neN neN JQ

LﬁﬂﬂzlﬁhmuszWZO.

(4.10)

O

Satz 4.6 Sei (2, A, u) Mafsraum, seien f,g : Q — [—00, 00| messbar, sei 1 < p < o0.

Dann gilt:

(i) Ist N eine p-Nullmenge, so ist f1y integrierbar und

/Nfdu:O.

(i1) Ist f = g p-fast iberall, und ist f > 0 oder f integrierbar, so ist

/Qfduz/ﬂgdu.

(111) Ist f € LP(Q; ), so ist p({|f] = o0}) = 0.

() Ist |f| < g p-fast iberall und g integrierbar, so ist auch f integrierbar und

/Qlf\dué/ﬂgdu.
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(v) Sind M,N € A, und ist MAN = (M \ N)U (N \ M) eine u-Nullmenge, so ist

[ sau=[ ran, (4.14)

falls f > 0 oder f integrierbar ist.
Beweis: “(i)”: Sei N Nullmenge. Ist f > 0, so ist f1y = 0 p-fast iiberall, also folgt (4.11)
aus Satz 4.5. Ist f beliebig, so ist fly = fT1y — f~ 1, und die Behauptung folgt aus

dem eben Bewiesenen.
“(ii)”: Sei zunéchst f > 0. Nach Voraussetzung ist N = {f # g} eine p-Nullmenge und

{9~ #0} C N, also
/gdu=07 /g+du=0,
Q N

[otan=[ grau= [ jaus [ ran= [ sau,
Q {f=g} {f=g} N Q

also ist [ g dp wohldefiniert, und (4.12) gilt. Sei nun f integrierbar. Es ist f* = ¢g* und
f~ = g~ p-fast iiberall, also ist
/fiduz/gidﬂ,
Q )
und es folgt die Behauptung.
“(iii)”: Sei N = {|f| = oo}. Dann ist
0 S nlN S |f|p
fiir alle n € N, also gilt

OSW(N)Z/nlzvdué/If\pdu<oo,
Q Q

fiir alle n € N, woraus p(N) = 0 folgt.
“(iv)”: Ist | f| < g p-fast iberall, so ist max{|f|,g} = g p-fast iiberall und daher

/Q|f|du§/Qmax{lfl,g}duz/ggdu<oo-

“(v)": Ubung. 0

Satz 4.7 (Holdersche Ungleichung fiir Funktionen)
Sei (2, A, i) Mafsraum, seien f, g : Q — [—o0, 00| messbar, seienp,q > 1 mit 1/p+1/q =

1. Dann gilt 1 1
d Pdu)’ “qn )’ 415
/Qlfgl 1< (/Qlfl u) (/Q|g| u) (4.15)
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Beweis: Falls N,(f) = oo oder N,(g) = oo, so hat die rechte Seite in (4.15) den Wert
unendlich. Ist N,(f) = 0, so ist nach Satz 4.5 auch |f|P = 0 p-fast iiberall. Also gilt: Ist
N,(f) =0 oder N,(g) =0, so ist fg = 0 p-fast iiberall und damit die linke Seite in (4.15)
gleich Null. Wir betrachten nun den Fall 0 < N,(f), N,(g) < oo. Sei & € Q beliebig. Aus
der Youngschen Ungleichung

1 1
ab < —a? + -b?
p q

S(@)g@)] _1If@)F | 1]g(@))

Np(F)Ng(9) ~ P N,(f)P g Ny(g)®
Integration iiber €2 ergibt
fQ’fg‘dll’ LN, (f)P | 1.Ng(g)*

N,(No(9) = p N, T aNy(g)

fiir a,b > 0 folgt

=1.

Satz 4.8 (Minkowskische Ungleichung)
Sei (Q, A, ) Mafraum, seien f,g:Q — [—00, 00| messbar, sei f+ g auf ganz Q0 definiert
und 1 < p < oo. Dann gilt

(/Q!erglpdu);é (/Q|f‘pdu>;+</9,g,pdu)’l" (4.16)

Beweis: Wegen |f + g| < |f| + |g], also

([jf+mﬂm);s(zyfuwmwm0;

kénnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass f > 0 und g > 0, und dass ausserdem f? und ¢”
integrierbar sind (andernfalls hat die rechte Seite in (4.16) den Wert unendlich). Dann ist
auch (f + g)? integrierbar wegen

(f +9)" < (2max{f, g})" < 2" max{f", g"} <2°(f* +g").
Fiir p = 1 ist die Behauptung offensichtlich, sei nun p > 1. Mit
1 1
g=——, also-+-=1,
p—1 P g

ergibt sich unter Verwendung der Hélderschen Ungleichung

/Q(f +9)Pdp = / f(f+ 9P du+ / g(f+g)P " du

([ra) (fo oo

SENe)

(/Q(erg)q(”‘” duy + </Q g duf (/Q(erg)q(”‘” du)é
= (/Q(erg)”alu)é [(/prdu);Jr (/Qg”du);] , (4.17)
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also, da (f + ¢)? integrierbar ist,
(/Q(fﬂ/) du) =</Q(f+g) du) < (/Qf du) +</Qg du> :

Fiir N, gilt also auch die Dreiecksungleichung
Np(f +9) < Np(f) + Ny(9) , (4.18)

aber es kann sein, dass N,(f) = 0 ist, obwohl f # 0, und auBerdem ist £P(£2; p) kein
Vektorraum iiber R, da die Addition nicht immer definiert ist. Beide Nachteile werden be-
seitigt, indem man durch Bildung geeigneter Aquivalenzklassen zu einem anderen Raum,
namlich dem Raum LP(Q; u1) tibergeht.

Wir behandeln nun im einzelnen die Konstruktion von LP(€2; ut). Zunéchst definieren wir
auf L£P(Q; u) eine Relation ~ durch

f~g & f =g p-fast iiberall.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation: Reflexivitat und Symmetrie sind klar. Gilt
f~gund g ~ h, so ist

{f#hc{f#9tU{g#hn}),
also ist {f # h} eine p-Nullmenge und damit f ~ h. Wir definieren

LA p) = LP(Q 1)/ ~, (4.19)

das heifit, die Elemente von LP(€; 1) sind Aquivalenzklassen von p-fast iiberall gleichen
Funktionen. Fiir 2 C R" definieren wir

LP(Q) = LP(Q4 0) | (4.20)

Zur Ilustration der Aquivalenzklassenbildung betrachten wir etwa eine Nullmenge N C
R”, dann ist 1y = 0 fast iiberall, also [1y] = [0] in LP(£2). Auch fir

x, r€eQ,

‘R — R, =
AR {0, r¢Q,
gilt [f] = [0]. Die Aquivalenzrelation ~ ist wegen

fr~g,aceR = {af#ag}C{f#9} = af~ag

mit der Skalarmultiplikation vertréglich. Dasselbe gilt fiir die Addition: Sind f; ~ g1,
fo ~ g2, und sind f; + fo und ¢; + g» definiert, so gilt

{(fi+tfa) # (1 +92)} C{fr Zn}U{fa # g2}),

also fi + fa ~ g1 + g2. Da p({[f] = oo}) = 0 gilt fiir alle f € LP(Q;p), gibt es in
jeder Aquivalenzklasse [f] eine Funktion g € £P(£2; 1), welche nur endliche Werte hat.
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Hieraus und aus der Vertréglichkeit von ~ mit Addition und Skalarmultiplikation folgt,
dass LP(§2; p) ein Vektorraum iiber R wird, wenn wir definieren

affl =lefl, [f1+1gl=1f+4].
Nach Satz 4.6 gilt auflerdem

frg = /Qfduz/ggdu-

Wir kénnen daher fur f € £P(Q; 1) definieren

1

11, = 30 = ([ 1) (421
Hierdurch erhalten wir eine Norm auf LP(€; 1), da gilt ||[f]][, > 0,

lalfIll, = laflll, = No(af) = lalNo(f) = [ |1l
analog mit der Minkowskischen Ungleichung
LT+ Tglll, < WA, + Mgl »
und
I/, =0 = N,(f)=0 = [f[=0 p-fast iiberall

= [~0 = [fI=10].

Als Ergebnis dieser Uberlegungen erhalten wir

Satz 4.9 Der Raum LP(S); ) ist ein normierter Vektorraum. O

Normalerweise schreibt man fiir eine Funktion f : Q — [—o0, o]
fe LS )

anstatt, was eigentlich korrekt wére, “[f] € LP(€2; u)”. Man muss dann allerdings beachten,
dass die Elemente von LP(); 1) nur bis auf eine Menge vom Mafl 0 wohldefiniert sind.
Beispielsweise bedeutet “f = g in LP(Q; n)”, dass f(z) = g(x) gilt fiir fast alle z € Q.

Geht man aus von einer Funktion f : ) — R, so ist klar, was die Aussage
“f ist stetig auf 2" (4.22)

bedeutet. Geht man aus von f € LP(§2; u), so ist (4.22) zunédchst nicht sinnvoll, da jede
Aquivalenzklasse in LP(Q; i) unstetige Funktionen enthilt. Gemeint ist mit (4.22) die
Aussage

“Die Aquivalenzklasse [f] von f enthilt eine stetige Funktion”.

Wir halten noch einmal explizit fest, dass gilt

felrpu) = p{lfl=00})=0.

Hierdurch erklart sich die oft anzutreffende Schreibweise

(@) = U117 Q=R [ 11 dp < o0}, (1.23)
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Definition 4.10 (Wesentliches Supremum)
Sei (2, A, u) Mafraum. Fir f:Q — [—00, 00| definieren wir das wesentliche Supremum.
durch

esssup f(x) =inf{M : M € [—o0, 00|, f < M p-fast iberall} (4.24)

€N

und den Raum L>(§2; 1) der messbaren, wesentlich beschrinkten Funktionen durch

L u)=A{f: f:Q— [—00,00] messbar, esssup |f(x)| < oo} (4.25)
zeQ

sowie

L p) = L2 )/ ~ (4.26)

wobei ~ dieselbe Aquivalenzrelation darstellt wie in der Definition von LP(Q; ) fiirp < oo.
O

Satz 4.11 Sei (2, A, ) MafSraum. Dann ist L™ (€2; u) versehen mit

[ flloo = esssup |f(z)] (4.27)
e
ein normierter Vektorraum.
Beweis: Ubung. O
Beispiel: Fiir die durch
—1)*L 2z eN,
fr) =%
0, r¢N

definierte Funktion f: R — R gilt

1
supf(x)zﬁ, sup |f(z)| =1, esssup f(x)=-esssup|f(z)| =|f]|.,=0.
x€R z€ER x€ER x€ER

Wir beschéftigen uns nun mit der Konvergenz von Folgen in LP(2;u). Wie in jedem
normierten Raum ist in L”(Q; i) die Normkonvergenz definiert durch

fo= = i fIfi =[], =0, (4.28)
also (fiir 1 <p < o0)
fos | e lim/|fn—f|pdu:0. (4.29)
n—oo Q

Wir sagen, dass f, gegen f in der LP-Norm konvergiert.

Aus der Analysis 1 kennen wir den Begriff der punktweisen Konvergenz von Funktionen-
folgen,

fo — f punktweise & lim f,(z) = f(x) fir alle x € Q.
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Die punktweise Konvergenz ist im £P(Q; u) definiert, ist aber zunédchst nicht mit der
Aquivalenzrelation ~ vertriglich. Der fiir die Analysis in LP-Rdumen wesentliche Kon-
vergenzbegriff ist der folgende. Wir sagen, dass f, gegen f punktweise pu-fast iiberall
konvergiert, falls

lim f,(z) = f(x) fir p-fast alle x € Q (4.30)

gilt. Dieser Konvergenzbegriff ist mit ~ vertréiglich und daher in LP(Q; ) wohldefiniert
(Ubung).

Lemma 4.12 Seien f,g € LP(Q;n), 1 <p < oo. Ist |f| < |g| p-fast dberall, so gilt

A1, < llgll,,- (4.31)

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Definition fiir p = oo, fiir p < oo gilt

191 = [ Arp i< [ 1ol die = ol
Q Q

Satz 4.13 Sei (2, A, u) Mafiraum, sei A C Q2 messbar. Dann wird durch

Ia(f) = /Afdu (4.32)
ein lineares Funktional Iy : (L*(;p), | - |[1) — R definiert mit

[La(O < [1£1ly - (4.33)
Weiterhin gilt: Ist (f,)nen Folge in L*(2 ) und f € LY (Q;p), so gilt

fo— f in der L'-Norm = / fndp — / fdu. (4.34)
A A

Beweis: Es ist
1) = [ 1afdu,
Q
also ist 4 linear, und

()] < / Lafldp = [1aflly < 1]l

wegen Lemma 4.12. Aus

[ uin— [ fdu‘  1aCf) — L) = aCfu— DI < 1o — £
A A
folgt (4.34). O

Satz 4.14 Sei (f,)nen Folge in LP(%; ) mit f, — f € LP(Q;u) in der LP-Norm, sei
A C Q messbar. Dann gilt

Jinpau— [ 1svan. (4.35)
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Beweis: Es ist (umgekehrte Dreiecksungleichung und Lemma 4.12)

[afull, = Iafll, | < 1Al = DI, < 11fa = I,

also

/A P = [Lafull? — 1] = / PP du.

a
Satz 4.15 (Lemma von Fatou)
Sei (Q, A, u) Mafiraum, seien f, : Q — [—00, 00| messbar und nichtnegativ. Dann gilt
/ liminf f,, dp < lim inf/ fudu. (4.36)
0 n—oo n—oo 0O

Beweis: Wir setzen
gn = inf fm7
m>n

dann ist

liminf f,, = sup g, ,
n—0oo neN

und (g, )nen ist eine monoton wachsende Folge nichtnegativer Funktionen. Da g, < f,
fiir m > n, folgt

/gnd,ug/fmd,u, fiir alle m > n,
Q Q

/gndu < inf /fmdu,
Q m2n Jq
also mit dem Satz von Beppo-Levi
/ liminf f, du = / sup g, dp = sup/ gn dp < sup (inf / fm du)
Q "o Q neN neN Jq neN \""2" Jq

:hminf/fnd,u.
)

n—oo

also

(|

Satz 4.16 Sei (f,)nen Folge in LP(Q;u), 1 < p < oo, es gelte f, — f € LP(Q;p)
punktweise ji-fast iberall. Dann gilt

fo— f in der LP-Norm & / | ful? dp — / | fIP dp . (4.37)
Q Q

Beweis: Die Implikation “=-" ist bereits in Satz 4.14 enthalten. Wir zeigen “<”. Es gilt

|fn - f|p S 2p(|fn|p + |f|p)’

sowie punktweise p-fast iiberall
2 FP = T (22| ful? 4 717) — 1 S
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Aus dem Lemma von Fatou folgt nun

[ripan <timine | [ 21 paus [ 215 [ 18- 0]
Q n—00 Q Q Q
:2”“/ |f|P dp + lim inf {—/ \fn—f|pd,u} ,
Q n—oo Q

also
lim inf {—/ i du} >0. (4.38)
n—oo Q
Fiir jede Folge (a,)nen in R gilt aber
a, <0 fir allen € N, liminfa, >0 = lim a, =0. (4.39)

Es folgt also
0= lim / |fo = fIPdpe = Tim || f, — fII7
n—oo 0 n—oo
und damit die Behauptung. O

Die Giiltigkeit des folgenden Satzes ist einer der Griinde, weshalb das Lebesgue-Integral
in der Analysis sehr niitzlich ist.

Satz 4.17 (Satz von Lebesgue)
Sei (2, A, ) Mafraum, sei (fn)nen Folge in LP(Q; ), 1 < p < oo, es gelte

(a) f, ist punktweise p-fast tiberall konvergent,
(b) es gibt ein g € LP(SY; ) mit

\ful < g p-fast dberall fir alle n € N. (4.40)

Dann gibt es ein f € LP(Q; u) mit f = lim, o f, p-fast dberall, und f,, konvergiert gegen
f in der LP-Norm, also

lim / |fo— fIPdu=0. (4.41)
n—oo Q

Beweis: Wir wiihlen Représentanten fn € LP(S%; 1) von f, und eine p-Nullmenge N, so
dass lim,, ., f,(z) existiert fiir alle x € Q\ N. Wir setzen

Fa) = {nmn% falz), 2€Q\N,

4.42
0, xr e N. ( )

Dann ist f messbar, und es gilt | f| < g p-fast iiberall, also ist f € £7(Q; p). Wir definieren

F=17. (4.43)

Dann ist f € LP(Q; ) und f, — f p-fast iiberall. (f ist von der Wahl von f, und N
unabhéngig.) Es gilt nun u-fast iiberall

Og‘fn_f|p§<|f|+g)p::hﬂ |fn_f|p_>07
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also folgt aus dem Lemma von Fatou

[ = [ Yo =15, ) dp < timint [ (= 1fy = 1)

:/hdu—i-liminf {—/|fn—f|pdu] :
Q n—oo Q

also, da fQ hdu < oo,
lim inf {—/ | fn —f|pd,u} >0,
n—oo [¢)

und daraus || f, — f[|, — 0 wie im Beweis von Satz 4.16. 0

LaBt man im Satz von Lebesgue die Voraussetzung b) (Existenz einer integrierbaren
Majorante) weg, so gilt die Aussage des Satzes im allgemeinen nicht. Beispiel:

Q:R; fn: 1[n,n+1]~
Hier gilt
fn— f =0 punktweise, aber / |fulPdX =1.
R

Folgerung 4.18 Fs seien die Voraussetzungen von Satz 4.17 erfillt mit p = 1. Dann gilt

/ lim f,dp = lim /fn dp. (4.44)
Q'fl—>00 n—oo Q

Beweis: Aus Satz 4.17 folgt

/and/vb—/ﬂfdu‘é/ﬂlfn—ﬂdu—m.

Satz 4.19 Sei (fo)nen Cauchyfolge in (LP(%; ), -1,), 1 < p < oo. Dann gibt es ein
f € LP(Q; u) mit f, — f in der LP-Norm, und es gibt eine Teilfolge (fn, )ken mit fn, — f
-fast iberall.

O

Beweis: Da (f,,)nen eine Cauchyfolge ist, konnen wir eine Teilfolge (f,, )ken finden mit
1 fo = funall, < 27°,  fiir alle & € N. (4.45)

Wir definieren . .
G = Frnir = foe 9 =5 Y _ gkl =D lgsl-
neN =1

Dann gilt mit dem Satz von Beppo-Levi

n p % n p %
qll, = /sup g dp | = sup/ g dp
o (Lo () ) - e (S )

n n n
= sup || fgel|| <sup ) llgell, <supd 27F =1,
neN 1 » neN b1 neN 1
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also ist g € LP(£2; 1) und daher nach Satz 4.6

p({g = o0}) =0,

also ist > 7o |gr(z)| und damit auch > ;7 | gx(z) konvergent (in R) fiir pu-fast alle x € Q.
Wegen

Fon@) = @)+ 3 (@)

ist auch (f,,,)men p-fast iiberall konvergent, und fiir alle m € N gilt

m—1

el < 1l + > gl < 1 ful +9 € LP(Qs ).

k=1

Wir kénnen daher den Satz von Lebesgue auf die Teilfolge ( f,,, )ren anwenden und erhalten
die Existenz einer Funktion f mit

fow = f € LS p)  pefast iberall,  Tim | f,, — fI|, = 0.

Die Cauchyfolge (f,,)nen hat also eine in der LP-Norm gegen f konvergente Teilfolge, also
gilt f, — f in der LP-Norm. O

Aus den Voraussetzungen von Satz 4.19 folgt im allgemeinen nicht, dass die Folge (f,,)nen
punktweise p-fast iiberall konvergiert.

Beispiel 4.20
Sei 2 =[0,1], u = A. Fiir

n=2"4+m, keN,0<m<?2",

setzen wir
fo=14,, Ay=[m27F (m+1)27%).

Dann ist

/ FulP A= A(A,) =27,
Q

also [|full, — 0 und damit f, — 0 in der LP-Norm, also ist (fy)uen Cauchyfolge im
LP(]0,1]), aber lim,, ., f,(z) existiert fir kein x € [0, 1). O

Satz 4.21 Sei (2, A, u) Mafraum. Dann ist LP(Q2; ) fir 1 < p < oo ein Banachraum
und fir p =2 ein Hilbertraum mait dem Skalarprodukt

(f.g) = /Q fodu. (4.46)

Beweis: Fiir 1 < p < oo folgt die Vollstindigkeit von LP(§2; 1) unmittelbar aus Satz
4.19. Fiir p = oo Ubungsaufgabe. Wir zeigen, dass L?(Q; ) ein Hilbertraum ist. Aus der
Hélderschen Ungleichung fiir p = ¢ = 2 folgt fiir alle f, g € L*(, i), dass

, 3 , %_
s ( [ du) ( L1 du) = 1/l
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also ist fg € L'(Q; ) und damit (f, g) auf L*(; u) definiert. Ferner gilt

UJ%jAUFW=WﬂEZm

und (f, f) =0 < f = 0. Aus der Linearitdt des Integrals folgt, dass (-,-) bilinear ist;
die Symmetrie ist klar. O

Satz 4.22 Sei U C R", (Q, A, u) Mafsraum, f: U x Q — R Abbildung, o € U. Es sei

wi— f(x,w) integrierbar fir alle x € U, (4.47)
x— f(r,w) stetig im Punkt xq fir alle w € Q, (4.48)

und es gebe ein h € L' (Y ) mit
|f(z,w)| < h(w), firalezeU, we Q. (4.49)

Dann wird durch
o) = [ flaw)dute) (450)

eine Funktion g : U — R definiert, welche stetig in zy ist. Ist fiir alle w € Q die durch
x +— f(x,w) definierte Funktion in U stetig, so ist g in U stetig.

Beweis: Sei (x,,)nen Folge in U mit z,, — zo. Wir definieren
S Q=R falw) = fzn,w).
Dann gilt |f,| < h fiir alle n und
nhi{)lo folw) = fo(w), fir alle w € Q.

Aus Folgerung 4.18 folgt

ﬂMZ/hWH/EWZWW
Q Q

O
Satz 4.23 Sei U C R" offen, (2, A, u) Mafiraum, f:U x Q — R, i€ {1,...,n}. Seien
die durch w w— f(x,w) definierten Funktionen integrierbar fir alle v € U, es existiere die
partielle Ableitung (nach x;) 0;f(x,w) fir alle x € U und alle w € §, und es gebe ein

h € LY(Q; u) mit
10;f(x,w)| < h(w), firalexeU, we . (4.51)

Dann qilt fir g: U — R,

ﬂmzéﬂ@mww» (4.52)

dass 0;9(x) ezistiert fir alle x € U, und

@g@ﬂzzl}%ﬂxﬂﬂdu@ﬂ. (4.53)
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Beweis: Sei © € U, sei (hy)neny Folge in R mit h,, — 0 und h,, # 0 fiir alle n € N. Wir

setzen

dn(w): f(x—i_hneia}LC:)_f(x?w)’ (454)

wobei e; € R™ der i-te Einheitsvektor ist. Dann gilt fiir geeignete Zwischenstellen &, (w) €

[z, 2 + hye;l,
0; f(&n(w),w)hy,

fiir alle w € Q und alle n € N. Aus dem Satz von Lebesgue folgt nun, da die Folge (h,,)
beliebig gewahlt war,

< h(w), (4.55)

/8f r,w)dp(w) = hm d (w) dp(w)

—hmh—{/faz—l—hez, ) dp(w /f:cwdu }

= lim hi( (T + hnei) — g(x)) = Oig(w)

n
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5 Mehrfachintegrale, Satz von Fubini

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Frage, wie sich Integrale iiber Teilmengen
des R™ zuriickfithren lassen auf Integrale iiber Intervalle im R. Messbarkeit bedeutet in
diesem Kapitel immer Borel-Messbarkeit.

Bevor wir damit beginnen, klaren wir den Zusammenhang zwischen Lebesgue-Integral
und Riemann-Integral.

Satz 5.1 Sei f : [a,b] — R beschrinkt und messbar. Ist f Riemann-integrierbar auf |a, b,
so st das Riemann-Integral von f gleich dem Lebesgue-Integral von f.

Beweis: Sei f Riemann-integrierbar. Dann gibt es Folgen (¢y,)nen, (¥n)nen von Treppen-
funktionen mit

b
1
on< i<ty 02 [(Wn-p)le)de s (5.1
Aus der Monotonie der beiden Integralbegriffe folgt

/% )dz < ( /f dx</¢n

/a onl) dr < [ab]fdA</¢n

also
1 b b b
< [adn- [ n@d<®) [ s@d- [ fay
a a a [a,b]
b b 1
< | Yn(z)de — / on(x)de < —.

a a n

Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung. O

Es sei nebenbei bemerkt, dass eine Riemann-integrierbare Funktion f nicht unbedingt
messbar zu sein braucht, sie ist aber fast iiberall gleich der Riemann-integrierbaren und
messbaren Funktion ¢ = sup,, ¢, wobei ¢,, wie im Beweis von Satz 5.1 gewahlt wird.

Umgekehrt ist nicht jede Lebesgue-integrierbare Funktion auch Riemann-integrierbar, wie
das Beispiel f = 1|0, 1] zeigt.

Wegen Satz 5.1 stehen uns alle Regeln, die wir in Analysis 1 und 2 zur Berechnung
von Integralen auf kompakten Intervallen kennengelernt haben, weiterhin zur Verfiigung.
Da das Lebesgue-Integral fiir eine groflere Klasse von Funktionen definiert ist als das
Riemann-Integral, ist es auch nicht iiberraschend, dass diese Regeln (partielle Integration,
Substitutionsregel usw.) fiir das Lebesgue-Integral mit schwécheren Voraussetzungen an
die beteiligten Funktionen auskommen als fiir das Riemann-Integral. Wir stellen diese
Sachverhalte aber nicht im Einzelnen dar.

Wir schreiben daher in Zukunft auch fiir das Lebesgue-Integral

b
/ f(z)dx statt fdX. (5.2)

[a,b]
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Da A({a}) = A({b}) = 0, gilt
fd\ = fd\ = fd\ = fd\. (5.3)
[a,b] (a,b] [a,b) (a,b)
Der Zusammenhang zwischen Lebesgue-Integral und uneigentlichem Riemann-Integral

geht aus dem folgenden Satz hervor.

Satz 5.2 Sei (a,b) C R (dabei sind a = —oo0 und b = +oo zugelassen), f : (a,b) —
[—00, 00] messbar. Dann ist f € L'((a,b)) genau dann, wenn

sup /y F(8)] dt < oo, (5.4)

z,yeR
a<z<y<b

und es gilt in diesem Fall

/ab £(t) = lim lim / " £(t) dt = tim lim / " r)dr. (5.5)

zla ylb yTb zla

Beweis: Ubung. O

Als Beispiel betrachten wir
ft)=t", rekR.

Fiir (a,b) = (0,1), z € (0,1), | 0 gilt

! 1 1
—1: [ tdt= -2t <—— al £((0,1
re =t [l = £ = ko f € £1(0.1),

1
1
7":—1:/ Zdt:—lnx—mxv, also f ¢ £'((0,1)),

1
1
r<—1:/ Fdt = — (1= S 00, also f & £Y((0,1)).
- r+1
Analoge Betrachtungen lassen sich fiir (a,b) = (1, 00) anstellen mit dem Ergebnis
feri(100), r<-1,

und f ¢ £1((1,00)) andernfalls. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Funktion

sint

f:(l,00) = R, f<t>:T

Aus der Analysis 1 wissen wir, dass

“sint
lim —dt (5.6)
z—o0 Jq t
existiert und endlich ist, aber
lim i dt = o0,
T—00 1




also f ¢ £'((1,00)), obwohl der Limes in (5.6) existiert.

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie wir hoherdimensionale Integrale auf nieder-
dimensionale (und damit letztlich auf eindimensionale) Integrale zuriickfiihren kénnen.
Dies geschieht mit dem Prinzip von Cavalieri (fiir die Berechnung von Inhalten) und mit
dem Satz von Fubini (fiir die Berechnung allgemeiner Integrale). Um die verschiedenen
Dimensionen auseinanderzuhalten, schreiben wir im folgenden

)\'I’L
fiir das Lebesgue-Mafl im R™.
Wir erldutern zunéchst das Prinzip von Cavalieri an einem Rechteck in der Ebene. Sei

Q = [a1,b1] x [az, b)) C R?,
Qe={n:neR (,(,n) e, £eR.

Dann ist

>\1<Q§) _ {bz —az, &€ la,b],

0, sonst.

Wir definieren sg : R — R durch

s(€) = A(Qe) -

Dann ist
V@%ﬂ®—wwrwn=wrwﬂ/

1[111,1,1] d)\1 = / SQ d)\l
R R
=/»@wWQ»

R

Wir erhalten also den Fliacheninhalt von (), indem wir die Langen der senkrechten Schnitte
in Abhéngigkeit von £ bestimmen und anschlieBend nach ¢ integrieren.

Notation 5.3
Sei Q C R™, n = m + [. Wir zerlegen R"” = R™ x R! und definieren fiir £ € R™

Qe={n:neR, (,n)€qQ}.

Satz 5.4 (Prinzip von Cavalieri)
Sei @ C R™ messbar, n = m + 1. Dann gilt

(1) Q¢ ist messbar fir alle £ € R™.

(i1) Die durch
sq(€) = XN'(Qe) (5.7)

definierte Funktion sg : R™ — [0, 00| ist messbar.
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(111) Es gilt
V(@ = [ sodv= [ NQoare). (5.9
Beweis: Fiir £ € R™ definieren wir das Mengensystem A, C P(R") durch
Ae = {A: ACR" Ag ist messbar im R'} . (5.9)
Dann gilt J" C A¢, dal; € J Ufalls T € J™. Aulerdem ist A¢ eine o-Algebra, da

Ry =R,
(R*\ A)e={n: n€R’, (&) ¢ A} =R'\ A¢,

(U An) = {n: neR, (&) e UAn} = J{n:ne®, (&n) €A}
3

neN neN neN
= U (An)e -

neN

Es folgt
J"Co(J") C Ae,

und damit ist jedes messbare  C R™ Element von Ag, also gilt (i). Wir definieren nun
fiir messbares A C R!

pe(A) = X(AN{n: n R, nll, <k}), (5.10)
dann ist py, ein endliches Ma$ auf R! und
$Q(§) = sup pup(Qe) - (5.11)
keN
Zum Beweis von (ii) geniigt es daher, die folgende Hilfsbehauptung zu zeigen:

Ist Q C R™ messbar, und ist u ein endliches Maf§ auf der Borelalgebra im R’
so ist die durch gg(§) = p(Q¢) definierte Abbildung gg : R™ — R messbar.

Hierzu definieren wir das Mengensystem D C P(R"),
D ={D: D CR" D messbar, gp messbar} . (5.12)

Wir zeigen, dass D ein Dynkin-System ist. Es ist

gr(€) = u(R) = u(R),

also ist ggn konstant und damit messbar. Ist D € D, so ist

grn\p(€) = (R \ D)¢) = u(R"\ D¢) = p(R') = u(Dg) = p(R') = gp(€)
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also ist auch ggm\p messbar und damit R" \ D € D. Sei nun (Dj)xen disjunkte Folge in
D, D= UkENDka dann gllt

9D(§)=M(D£)=M(U ) ZM Dy)e Zng :

also ist gp messbar und damit D € D. Damit ist D ein Dynkin-System. Es gilt weiter
J"CD,
da jedes I € J" die Form I = I, x I, mit I, € J™ und I, € J' hat und wegen

plle) = p(l2)15 ()

die Abbildung g; messbar ist. Da D C o(J") gilt nach Definition von D, folgt
JrCcDCalJ).

Aus Satz 1.20 folgt nun, dass
D=o(J").

Also ist gg messbar fiir jedes messbare () C R"™ und damit die Hilfsbehauptung (und
damit auch (ii)) bewiesen. Wir kommen nun zu (iii). Fiir messbares Q C R™ definieren
wir

vQ) = [ NQoa(e). (513)
Wegen des Eindeutigkeitssatzes 1.22 geniigt es zu zeigen, dass v ein Maf} ist und dass

v(l)=X"(I), firallel e J". (5.14)

Zunéchst ist v(0) = 0, da 0 = 0. Sei (Qx)ren eine Folge paarweiser disjunkter messbarer
Mengen, dann ist auch ((Qk)e)ren disjunkt fir alle £ € R™ und also

V(UQk) :/m/\l<U(Qk)g) A" /R ZA’ (Qr)e) dA™(€)

keN keN " k=1

-y / DAN(E) =S (@)

k= k=1

Also ist v Ma. Seinun [ = [a,b) € J*, [ =1, X I, [, € J™, I, € J', dann ist

n

AI) =T [(b: = i) = X™(1) - M(I)

i=1

und

o) = [ Ngax© = [ N ©ane) = xn) N(k).

Damit ist (5.14) bewiesen. O
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Folgerung 5.5 Seien n = m + 1, seien Q; C R™, Qs C R und Q = Q; x Qy C R®
messbar. Dann ist

Q) = N™(Q1) - M (Qa) - (5.15)
Beweis: Folgt aus (5.8), da N (Q¢) = \(Q2)1¢, (£). O

Folgerung 5.6 Sei Q C R™ messbar, n =m + 1, sei
Q"={¢: £eR™, ({n) € Q}. (5.16)

Dann gelten die Behauptungen von Satz 5.4 in analoger Weise, wobei (5.8) ersetzt wird

durch
Y@= [ Q). (5.17)

Beweis: Die Abbildung
T:R*—=R", T(n) =0,

ist orthogonal. Es gilt, da A™ invariant ist unter orthogonalen Abbildungen,

(@ =xrQ) = [

R!

w(TQ)) i) = [ A(@ax().

Beispiel 5.7 (Volumenberechnung mit dem Cavalieri-Prinzip)
Wir betrachten eine Reihe von Beispielen.

(i) Zylinder: Sei Q C R™™! messbar, h > 0,
Z=Qx|[0,h] CR".

Dann ist
(7)) = )\"*1({2) . )\1([0, h)) = h)\”*l(Q) .

(ii) Parallelotop: Sei {vy,...,v,} Basis des R",

=1
Es ist
P =1T([0,1]"),

wobei T' die durch T'(e;) = v; eindeutig festgelegte lineare Abbildung 7' : R" — R"
ist (e; Einheitsvektoren), und

1

1=\"([0,1]") = X*(T7(P)) = (T(\"))(P) = [det T

AP,

also gilt
AM(P) =|detT| = |det Al,

wobei A € R die Matrix mit den Spalten vy, ..., v, ist.
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(iii) Homothetie: Sei 2 C R™ messbar, r > 0. Mit T'(z) = rz gilt
N (rQQ) = | det T|(T'(A"))(r2) = | det T|A"(2) = r"A"(€2).
(iv) Kegel: Sei Q C R""! messbar, sei h > 0. Dann ist
C={((1=XNz,Ah): A€ [0,1], x € Q}

ein Kegel mit Basis 2 und Hohe h (die Spitze liegt in (0,...,0,h)). Es ist

A”(O):/RA"*(C“) dx(t):/w (- )0 d

h h
= /0 (1- %)”—1)\”—1(9) dt = —%(1 — %)” AL Q) =
= %A”‘I(Q).

(v) Fliache zwischen zwei Kurven: Seien f,¢g : [a,b] — R messbar, [a,b] C R, es gelte
f < g. Wir setzen

M ={(z,y): z €[a,b], f(z) <y <g(x)}.
Es ist

b
N2(M) = / A (M,) d\(x) = /[ V17 o) o = / (9(z) — f(x)) dx.

(vi) Rotationskorper: Sei f : [a,b] — R messbar, [a,b] C R, f > 0. Wir setzen
Q= {(z,y,2) s w € [a,b], y* + 2% < f(2)’} CR®.
Es ist , ,
N(Q) = / N (Q,) d\' () :/ 7 f(z)? do = 7r/ f(x)*dx. (5.18)
R a a
(vii) Kugel mit Radius R:
K={(z,y,2): 2® +y* + 2 < R*}.
Wir wenden (5.18) an mit [a,b] = [-R, R], f(x) = v R? — 22, dann ist
i 4
N(K) = 7r/ R?* —2*dr = —nR*.
. 3

(viii) Simplex: Seien vy, ...,v, € R™,
S={> Xvi: A>0 ) \=1}. (5.19)
i=0 i=0
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Wir betrachten zunéchst das Simplex S,,, definiert durch vy = 0, v; = ¢;, also

i=1

Es gilt
S ={((1 =X, (T =2A)At, A) A >0, ) N <1\, €[0,1]},

das heifit, S, ist Kegel mit der Basis S,,_; und der Hohe 1, also folgt aus (iv)
1
)\n(Sn) == 5)\“_1(5’7,,_1) 5
und wegen A'(S;) = A([0,1]) =1 gilt
n 1

Das Simplex S in (5.19) 148t sich darstellen als S = 7(S,), T : R* — R", Tx =
Az + vy, und A € R™™ hat die Spalten v1 — vy, . .., v, — vg. Es folgt

N(S) = |det A|A"(S,) = %\ det A| (5.20)

falls det A # 0; falls det A = 0, so liegt S in einer Hyperebene, also A"(S) = 0 und
(5.20) gilt auch in diesem Fall.

O

Mit dem Prinzip von Cavalieri konnen wir in Spezialfillen bereits Mehrfachintegrale be-
rechnen. Ist etwa

f = 1Q, Q = [al,bﬂ X [ag,bg],

SO ist

(s =@ = [x@iav© = [ ([1atmavm) e

Z/R(/Rf(f,n)dn) dg .

Satz 5.8 (Satz von Tonelli)
Sei f:R™ — [0, 00| messbar, n = m + 1. Dann ist die durch

fe(m) = f(&n) (5.21)
definierte Funktion fe : R' — [0, 00] messbar fiir alle & € R™, ebenso ist die durch

g9(&) = ; Je(n) dX (n) (5.22)

definierte Funktion g : R™ — [0, 00] messbar, und es gilt

sav = [ ([ renavw) o, (5.29

R
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Beweis: Wir betrachten zuerst den Spezialfall f = 15, @ C R™ messbar. Dann ist

fe(n) = 1g(&,n) = 1. (1),
[ 10 =3 @, 9©) = [ 1amaNm =N(Qo).
n R!
und alle Behauptungen folgen aus Satz 5.4. Sei nun f € E,(R"),

k
f= Z a;lg,, @ CR" messbar, o; > 0.

i=1

Dann ist
k k
= Z ailQi (5, 77) = Z O‘il(Qi)g (77) )
i=1 i=1

also ist nach dem eben Bewiesenen f; messbar, und

/RZaz @A) = Yo [ Liqu ()N (m) = 3 e (@)

!
i=1 i=1

und damit auch g messbar. Aus

k k
fdar :§ :ai/ 1o, dA" = § :ai/ (/ 1) d)J) AN (€)
Rn N n - m Rl

/m (/R > ai(le,) dA) dA™(€) =/m< | e dAl(n)) dA™(€)

l
=1

folgt (5.23). Sei schlieflich f > 0 beliebig, sei
f=sup fi,
keN
mit einer monoton wachsenden Folge (fi)ren in £y (R™). Dann ist

fe =sup(fr)e
keN

also fe messbar, und aus dem Satz von Beppo-Levi folgt

o€ = [ fetmaN ) =sup [ (Fem dN(o)
R! keN JR!
also g messbar. Es folgt weiter

fd\" = sup fk d\" = sup / (fe)e(n) dX(n) dA™(€)
m Rl

R™ keN keN

_ / sup [ (fu)e(n) dN () dA™(€) = / RO XOIGE

m keN JR!

Ganz analog zeigt man, dass aus Folgerung 5.6 folgt

[gav= [ ([ sewar©) .
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Folgerung 5.9 (Satz von Fubini)
Sei [ : R™ — [—00,00] messbar, n =m + 1. Dann sind dquivalent:

(i) f € LY(R").

(i1) Es ist
L[ remlanmare < . (5.25)
(i1i) Es ist
| [ iremiav© avo < s. (5.26)
Rl m
Falls f € LY(R™) so gilt
/ |f(&,n)|dN(n) < oo, fir fast alle € € R™, (5.27)
Rl
/ |f(&,n)|dN" (&) < oo,  fir fast alle n € R, (5.28)

sowie

[gav=[ [ senaimare = [ [ fenareatm. 629
n m R R Rm
Beweis: Ist f : R" — [—00, 00] messbar, so folgt aus dem Satz von Tonelli, dass

(R = [ [ ifeaiamare = [ [ fenlom@a. 630

Da die linke Seite in (5.30) sich nicht &ndert, wenn f auf einer Nullmenge abgedndert
wird, héngt die Giiltigkeit der Bedingungen (5 25) und (5.26) nicht von der Wahl des
Reprisentanten f von f € L'(R™) ab. Damit ist die Aquivalenz der Bedingungen (i), (ii)
und (iii) bewiesen. Gilt f € L'(R"), so folgt aus (5.30), dass

w(fe: e [ 1€ n)laNm) = o)) =0,
N({n:ne B [ 1€l =och =0,

woraus (5.27) und (5.28) folgen. Die letzte Behauptung schliefflich folgt ebenfalls aus dem
Satz von Tonelli, angewandt auf f* und f~. O

Folgerung 5.10 Ist f € L'(R"™), so gilt

Fd\" = / /fxl,..., Vdz ... dz,, (5.31)
RTL

und die Reihenfolge der Integrationen darf beliebig vertauscht werden. O
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Ist @ C R™ messbar und f € L'(Q), so kénnen wir f(z) = 0 setzen fiir z ¢ Q und

erhalten
/fd)\":/ 1Qfd>\”:/.../(1Qf)(x1,...,xn)dxl...dxn.
Q R™ R R

Ist @ ein Quader, Q = [[;_,[a;, b;], so ist

bn by
/fd/\" / fa:l,...,$n)dx1...dxn

Allgemeiner: Ist Q = Q; X Q2, Q1 CR™, Qs C R, n=m + [, so ist

[rav=[ [ renaimare.
Q 17 Q2
Wir betrachten Beispiele. Fiir

flzy) =y, Q=1[1,2] x[L,3] CR?

gilt
1 r=2
/fd)\2 / / xy dydx—/ —xy? dm—/ —a:dx——x2 =13.
! r=1
Sei
flzy, .. = exp (sz> , =[0,1]" C R"™.
Fir n = 2 gilt

1,1 1,1 1 1
/ fd\? = / / 12 doy dry = / / e"te* dry dry = / e"? / et dxq dxsy
Q 0o Jo 0o Jo 0 0
1 1
:/ e“dazz-/ e dr, = (e —1)2.
0 0

Analog gilt fiir beliebiges n

1 1 n 1 1 n
fdA”:/m/ exp T dx...dxn:/~--/ e“idry...dx
/Q 0 0 ; ! 0 0 E !

noo.
:H/ etdt = (e—1)".
=170
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6 Metrische Riaume: Weitere Grundbegriffe

Definition 6.1 (Offene Kugel, Umgebung)
Sei (X, d) metrischer Raum. Fir a € X und r > 0 heifit

B(a,r) ={z € X : d(a,z) <r} (6.1)

die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r. Sei nun v € X. Fin U C X heift
Umgebung von x, falls es ein € > 0 gibt mit

x € B(x,e) CU. (6.2)

Die offene Kugel B(x,e) heifst auch die e-Umgebung von x. O

In einem normierten Raum gilt fiir die Kugeln (beziiglich der erzeugten Metrik)
B(a,r) =a+rB(0,1),
“alle Kugeln sehen gleich aus”.

In (R, d) mit d(x,y) = |z —y| (Betragsmetrik) ist B(a, r) das offene Intervall (a —r, a+r).
In C mit der Betragsmetrik ist B(a,r) das “Innere” des Kreises mit Mittelpunkt a und
Radius 7.

Satz 6.2 (Hausdorffsche Trennungseigenschaft)
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann haben je zwei verschiedene Punkte disjunkte Umge-
bungen, das heifst: Fiir alle x,y € X mit x # y gibt es Umgebungen U von x und V' von
Yy mit

unv=_0. (6.3)

Beweis: Seien x,y € X mit x # y. Wir setzen
€= %d(w,y), U= B(xz,e), V =DB(y,e).
Fiir beliebiges z € U gilt
2e =d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) <e+d(zvy),
also ist d(z,y) > ¢ und damit z ¢ V. O

Definition 6.3 (Offene Menge)
Sei (X, d) metrischer Raum. Ein U C X heifit offen, falls U Umgebung jedes Punktes
x € U ist, d.h. falls gilt: Fiir alle x € U existiert ein € > 0 mit

z € B(z,e) CU (6.4)

O
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Jedes offene Intervall (a,b) in R ist offen (beziiglich der Betragsmetrik). Jede offene Kugel
B(a,r) eines metrischen Raums ist offen: Ist © € B(a,r), so ist B(x,e) C B(a,r), falls
e<r—d(a,zx).

Ob eine Teilmenge eines metrischen Raums (X, d) offen ist oder nicht, hingt von der Wahl
der Metrik d ab. Andererseits wird es sich noch herausstellen, dal im R™ alle Metriken,
die von Normen erzeugt werden, zu denselben offenen Mengen fiihren.

Man beachte, dafl der Begriff “offen” fiir Teilmengen eines metrischen Raumes X relativ
zu X definiert ist. So ist etwa [0, 1] nicht offen in R (d.h. aufgefafit als Teilmenge von
R), wohl aber offen in sich selbst (d.h. aufgefafit als Teilmenge des metrischen Raums

([Oa 1}7 d[O,I])-
Satz 6.4 Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt:

(i) O und X sind offen.
(i1) Sind U und V' offene Teilmengen, so ist auch U NV offen.

(111) Ist (U;)ier eine Familie offener Teilmengen, so ist auch
v
i€l
offen.
Beweis: (i) ist klar. (ii): Seien U,V offen, sei x € U NV beliebig. Wir wéhlen ey, s mit
B(z,e1) C U und B(x,e9) C V. Fiir ¢ = min{ey, &2} ist dann B(z,e) CUNV.

(iii): Ist © € U;erU;, so gibt es ein ¢ € I mit x € U; und weiter ein € > 0 mit B(x,¢) C U;
also x € B(x,e) C Ue U O

Folgerung 6.5 Sind U;, 1 < i < n, offene Teilmengen eines metrischen Raums (X, d),
so ist auch

offen.
Beweis: Folgt direkt aus Teil (ii) des Satzes. O

Ein unendlicher Durchschnitt offener Mengen braucht nicht offen zu sein, so ist etwa
1
m B(I’ E) = {CB}>
neN

und einpunktige Mengen sind “normalerweise” nicht offen.

Bemerkung 6.6 (Topologie)

Satz 6.4 ist ein Ausgangspunkt, um den Begriff des metrischen Raumes weiter zu verallge-
meinern, und zwar zum Begriff des topologischen Raumes. Statt des Abstandsbegriffs wird
hier der Begriff der offenen Menge axiomatisiert: Sei X Menge. Eine Familie 7 C P(X)
von Teilmengen von X heifit Topologie auf X, falls gilt
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i)PeT, XeT,
i) U,VeT =UnNVeT,
(iil) (Uy)ier CT = UietU; € T.
(X, 7T) heifit topologischer Raum, die Elemente von 7 heifien offene Mengen in (X, 7).

O

Definition 6.7 (Abgeschlossene Menge)
Sei (X, d) metrischer Raum. Ein A C X heifit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A
offen ist.

O
Definition 6.8 (Abgeschlossene Kugel)
Sei (X, d) metrischer Raum, a € X, r > 0. Dann heifit
K(a,r)={z € X :d(a,z) <r} (6.5)
die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.
(]

Jede abgeschlossene Kugel K (a,r) ist abgeschlossen (siche Ubung). Jedes abgeschlossene
Intervall in R ist abgeschlossen.

Satz 6.9 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann gilt

(i) O und X sind abgeschlossen.

(ii) Sind (A;)1<i<n abgeschlossen, so ist auch

abgeschlossen.

(111) Ist (A;)icr eine Familie abgeschlossener Teilmengen, so ist auch

N

el

abgeschlossen.

Beweis: Folgt direkt aus Satz 6.4 und Folgerung 6.5. O
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Beispiel 6.10 (Cantorsches Diskontinuum)
Sei Cy = [0, 1]. Wir setzen Cy = Cp\ (1/3,2/3). Cy besteht aus den beiden abgeschlossenen
Intervalle [0,1/3] und [2/3,1]. Wir entfernen nun jeweils deren offenes mittleres Drittel
(1/9,2/9) bzw. (7/9,8/9), um Cy zu erhalten. Entsprechend erhalten wir C,1; aus C,,.
Die Menge

C=()Cn (6.6)

neN

heifit Cantorsches Diskontinuum. C' ist abgeschlossen. Es ist

C= {Z a;37" : a; € {0, 2} fiir alle Z} . (6.7)

i=1

Definition 6.11 (Rand, Inneres, Abschluf})

Sei (X, d) metrischer Raum, sei Y C X. Fin x € X heifit Randpunkt von Y, falls jede
e-Umgebung von x sowohl einen Punkt von'Y als auch einen Punkt von X \'Y enthdlt.
Die Menge

Y ={x:x € X, x ist Randpunkt von Y} (6.8)
heiffit Rand von Y (in X ). Die Menge
int (V) =Y\ 9y (6.9)
heifst das Innere von Y. Die Menge
Y =Y Uoay (6.10)
heifst der Abschlufl von Y .
O

Lemma 6.12 Sei (X, d) metrischer Raum, Y C X. Dann gilt
int(Y)CcYcY, oY =Y \int(Y). (6.11)

Beweis: Folgt direkt aus der Definition. O

In R mit der Standardmetrik gilt: Ist Y eine Teilmenge mit (a,b) C Y C |a,b], so ist
oY = {a,b}, int(Y)=(a,b), Y =[a,b].
Ebenso gilt in R: 0Q = Q = R, int (Q) = 0.
Definieren wir in einem normierten Raum (X, || - ||) die Sphére durch
S(a,r)={zx:z e X, ||z —a| =r}, (6.12)

o 1st
S(a,r) =0K(a,r) = 0B(a,r) = K(a,r) \ B(a,r).

Man beachte: Fiir beliebige Teilmengen Y eines metrischen Raumes gilt im allgemeinen
nicht

Y =int(Y). (6.13)
In einem normierten Raum gilt (6.13), falls Y konvex ist und int (Y) # (.
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Satz 6.13 Sei (X, d) metrischer Raum, sei Y C X. Dann gilt

(1) int (V) ist offen.
(i) Y ist abgeschlossen.

(111) OY ist abgeschlossen.

Beweis: (i): Sei a € int (Y) = Y \ 9Y. Da a ¢ 9Y, gibt es ein € > 0, so dafi B(a,¢)
keinen Punkt von X \ Y enthilt, also B(a,e) C Y. Sei nun y € B(a,¢) beliebig. Fir
hinreichend kleines § > 0 gilt B(y,d) C B(a,e) C Y, also ist y ¢ 9Y. Da y beliebig war,
folgt B(a,e) C Y\ Y =int (Y).

(ii): Fiir Z = X \ Y gilt 0Z = 0Y nach Definition. Es folgt

Y=YUJY =(X\Z2)UdZ=X\(Z\0Z)=X \int(Z).
Nach (i) ist int (Z) offen, also ist Y abgeschlossen.
(iii) Es ist
Y =Y \int (Y) =Y N (X \int (Y)),

und damit abgeschlossen als Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen Y und X \int (Y).
O

Satz 6.14 (Produktmetrik)
Seien (X1,dy) und (Xa,ds) metrische Riume. Dann wird durch

d((z1,2), (Y1, y2)) = max{di(x1,y1), da (2, y2) } (6.14)

eine Metrik auf X1 x Xy definiert, die sogenannte Produktmetrik. Es gilt

B((z1,x2),€) = B(z1,€) X B(xg,¢), (6.15)
K((l‘l,l'g),&:) :K(l’1,8) X K(l’2,8), (616)
fir alle x; € X;, € > 0.
Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 6.15 (Offene und abgeschlossene Mengen im Produktraum)

Seien (X1,dy) und (Xo,dy) metrische Raume. Sind U; C X; offen in X;, i = 1,2, so ist
U, xUs offen in X1 x X, versehen mit der Produktmetrik. Ebenso ist Ay X Ay abgeschlossen
in Xy X Xo, falls A; C X; abgeschlossen sind firi =1, 2.

Beweis: Seien U; offen, sei (z1,29) € Uy x Uy. Wahle 1,69 mit B(z;,¢;) C U; (i = 1,2),
dann ist B((z1,x2),e) C Uy x Uy fiir € = min{ey, e5}. Seien A; C X; abgeschlossen. Es ist

(Xl X X2) \ (Al X AQ) = ((Xl \ A1> X XQ) U (Xl X (X2 \ Ag)) s

und die rechte Seite ist offen als Vereinigung zweier offener Mengen. O
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Folgerung 6.16 Seien (X;,d;) metrische Riume, 1 < i < n. Dann wird auf

eine Metrik d definiert durch

d(z,y) = max di(@i, y;) (6.17)

firz,ye X, x = (x1,...,2,), y = (Y1, ..., Yn). Sind U; offen in X; bzw. A; abgeschlossen
in X;, so sind auch

offen bzw. abgeschlossen in (X,d).

Beweis: Folgt mit vollstdndiger Induktion aus den Sétzen 6.14 und 6.15. O

Setzen wir X; = K und wéhlen wir fiir d; die Betragsmetrik, so ist X = K", und die
Produktmetrik
d(z,y) = max [z; — yi

1<i<n

entspricht der von der Maximumnorm auf K" erzeugten Metrik. Aus Satz 6.16 ergibt sich
dann fiir K = R, daf alle achsenparallelen Quader

n n

H(ai, bi) H[ai7 bi]
i=1 i=1
offen bzw. abgeschlossen sind in (R”, || - |_.)-
Betrachten wir ein Produkt
X1 X X2 X X3

dreier metrischer Rédume (Xj,d;), und konstruieren wir eine Metrik durch zweimalige
Produktbildung geméaf

(Xl X X2) X X3 ,oder X1 X (XQ X X3),

so erhalten wir in jedem Fall dieselbe Metrik, ndmlich die in (6.17) definierte.

Satz 6.17 Seien (X;,d;) metrische Raume, 1 < i <n, set X = [[\_, X; versehen mit der

Produktmetrik d. Sei (zy)ren Folge in X mit x, = (Tg1,...,Tkn), Sei a = (a,...,a,) €
X. Dann gilt
klim Tr=a & klim Tpi=a; firallei, 1 <i<n. (6.18)

Beweis: Nach Definition der Produktmetrik d gilt

d(zg,a) -0 & max di(z,0:) =0 & di(zg,,a;) — 0 fir alle <.
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Folgerung 6.18 Sei (x)ken eine Folge in K", sei a € K™. Dann gilt

lim z, = a
k—o00

in (K™, || - ||.) genau dann, wenn

lim Tki = Q4
k—o0

fir alle i, 1 <1 <n.
Folgt aus Satz 6.17 mit (X, d;) = (K, | -]). O

Lemma 6.19 (Konvergenz und Umgebung)
Seien (X, d) metrischer Raum, (xy)ren Folge in X, a € X. Dann gilt z, — a genau dann,
wenn es zu jeder Umgebung U von a ein N € N gibt mit v, € U fiir alle k > N.

Beweis: Nach Definition 3.28 gilt

lim zx = a & Ve>0 dNeN VE>N: € Bla,e)

k—o0

“<”: Klar, da B(a,e) Umgebung von a ist.
“=":Sei U Umgebung von a. Wahle ¢ > 0 mit a € B(a,e) C U, wéhle N mit z;, € B(a,¢)
fiir alle £ > N, dann ist x; € U fiir alle K > N. O

Es kommt also fiir die Frage, ob eine gegebene Folge konvergiert oder nicht, nur darauf
an, wie die Umgebungen (oder dquivalent: die offenen Mengen) in (X, d) aussehen. Sind
dy und dy Metriken auf X, die auf dieselben offenen Mengen fiihren, so gilt

z — ain (X, dy) & xp — ain (X, ds) .

Lemma 6.20 Sei (X,d) metrischer Raum, sei (xp)gen eine konvergente Folge in X.
Dann ist der Grenzwert von (Ty)ken eindeutig bestimmt, und jede Teilfolge von (x)ken
konvergiert gegen thn.

Beweis: Sind a, b Grenzwerte von (zy)gen, so gilt
0 <d(a,b) <d(a,zg)+ d(xg,b) — 0
fir k — oo, also a = b. Aus d(a, x;) — 0 folgt dasselbe fiir jede Teilfolge. O

Satz 6.21 (Konvergenz und Abschluf})
Sei (X, d) metrischer Raum, sei A C X. Dann sind dquivalent:

(1) A ist abgeschlossen in X.
(ii) A= A.
(11i) Fir jede konvergente Folge (xy)ren in X gilt: Ist ) € A fir alle k, so ist auch

lim z, € A.

k—o00
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Beweis: “(ii)=-(i)”: Satz 6.13. B
“(iii)=-(ii)”: Kontraposition. Sei A # A. Wahle a € 0A mit a ¢ A. Nach Definition des
Randes gibt es zu jedem k € N ein z; € A mit

1
zi, € B(a, E)

also d(a,x;) — 0, xp — a ¢ A, (iii) gilt also nicht.

“(i)=-(iii)”: Sei A abgeschlossen, sei (xj)geny Folge in A mit z;, — a. Wire a ¢ A, also
a € X\ A, so gibe es ein € > 0 mit B(a,e) C X \ A (da X \ A offen), im Widerspruch
zu x, € Aund x, — a. O

Satz 6.22 Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, sei Y C X. Dann sind dquivalent:

(i) Y ist abgeschlossen in X.

(i1) Der metrische Raum (Y, dy) ist vollstindig.

Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei (z)) Cauchyfolge in Y. Da X vollsténdig ist, gilt z; — a fir ein
a € X. Da Y abgeschlossen ist, gilt a € Y nach Satz 6.21.

“(ii)=(1)”: Sei () Folge in Y mit zy — a, a € X. Dann ist (z3) Cauchyfolge in (X, d),
also auch Cauchyfolge in (Y,dy). Da (Y, dy) vollstindig ist, gilt 2 — b € Y. Da der
Grenzwert eindeutig ist, gilt a = b € Y. Also ist Y abgeschlossen nach Satz 6.21. O

Definition 6.23 (Beschrinktheit)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heif$t beschrankt, falls

diam (V) := sup d(z,y) < o0 (6.19)

z,yey

gilt. diam (Y') heifit der Durchmesser von Y .

O

Lemma 6.24 Sei (X, || - ||) normierter Raum. Eine Teilmenge Y C X ist beschrinkt
genau dann, wenn es ein C' > 0 gibt mit ||z|| < C fir allex € Y.

Beweis: “«<": diam (Y) < 2C.
“=": Kontraposition. Gibt es eine Folge (xj)ken in Y mit ||zx| — oo, so gilt

[z = 21l] 2 flzx ]| =l ]| — o0,

also diam (Y') = +o0. O
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7 Metrische Riaume: Stetigkeit, Kompaktheit

Hier steht K fiir R oder C wie gehabt.

Definition 7.1 (Stetigkeit)

Seien (X,dy), (Y,ds) metrische Riume, sei D C X, f : D — Y. Einc € Y heifst
Grenzwert von f in a € D, falls ¢ = limy_o f(x) gilt fiir alle Folgen (x1)reny in D mit
limx, = a. Wir schreiben

c=lim f(z), oder f(x) — c.

f heifit stetig in a € D, falls gilt

lim f(z) = f(a).

r—a

f heifit stetig auf M C D, falls f in jedem Punkt a € M stetig ist. Wir definieren

CX;Y)={fIf : X =Y, f stetig}, C(X)=C(X;R).
O

Satz 7.2 Seien (X,dy), (Y,ds), (Z,d3) metrische Riume, seien f: X =Y, g:Y — Z.
Ist f stetig in a € X und g stetig in f(a), so ist g o f stetig in a.

Beweis: Sei (zx)ren Folge in X mit xp — a, dann folgt f(xy) — f(a), da f stetig in a,
und weiter g(F(zi)) — g(/(@)). =

Satz 7.3 Sei (X, d) metrischer Raum, sei f : X — K", f(x) = (fi(x),..., fu(x)),a € X.
Dann ist f stetig in a genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen f; : X — K in a
stetig sind.

Beweis: Aus Satz 6.18 folgt, dal f(zx) — f(a) gilt genau dann, wenn f;(zy) — fi(a) fiir
alle 7. 0

Satz 7.4 Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division definieren stetige Funktio-
nen von (K2, || - ||..) nach (K, |-|) (die Division (x1,x2) — 1/x9 auf D = {(x1,22) : x9 #
0}).

Beweis: Sei f(z) = x1 + x5 fiir * = (21, 22) € K% Sei (x3)ren konvergente Folge in K2,
z = (1, Tk, ), dann gilt

flimzy) = f((limazg,, limag o)) = limzy 1 + lim xy o (7.1)
= lim(zy1 + zg2) = lim f(zg) . (7.2
Analog fiir die anderen Operationen. O

Satz 7.5 Sei (X, d) metrischer Raum, seien f,g : X — K stetig in a € X. Dann sind
auch f+g, f—g, f+-gund f/g stetig in a (letzteres, falls g(a) #0).

82



Beweis: f + g : X — K 148t sich schreiben als Komposition

X K — K, z—(f(2),9() — f(z) +g(x).

Die Behauptung folgt aus den Sétzen 7.3, 7.4 und 7.5. Analog fiir die anderen Operationen.
([

Beispiel 7.6

(i) Jede konstante Abbildung f : K" — K ist stetig.
(ii) Die Abbildungen p; : K® — K, p;(z1,...,z,) = x;, sind stetig.
(iii) Ein f: K" — K der Form

f(wla"'y'xn):xtlllxg2”'$an7 aZGNU{O}v

n

heifit Monom. Monome sind stetig.

(iv) Sei I eine endliche Teilmenge von [];_;(NU{0}). Ein f : K" — K der Form

flze, ..., 2n) = Z Cananan Tl Ty% - X"

a€el

heifit Polynom vom Grad N, wobei
N:maX{Zai ra=(ag,...,0p) €1},
i=1

Polynome sind stetig.

(v) Jede lineare Abbildung f : K" — K™ ist stetig: Die Komponentenfunktionen f;
haben die Form

n

filw) =" aa;,

J=1

wobeil A = (a;;) die Matrix ist, welche f in der kanonischen Basis darstellt.

Satz 7.7 Seien (X,dy), (Y,ds) metrische Raume, sei f : X — Y, a € X. Dann ist f

stetig in a genau dann, wenn gilt:

Ve>0 30 >0 sodass gilt: dy(x,a) <§ = do(f(x), f(a)) <e. (7.3)

Beweis: “<": Sei (z) Folge in X mit z; — a. Sei ¢ > 0. Wéhle § geméf (7.3) und N € N
so, dafl dy (xy,a) < 0 fir alle k > N. Dann gilt da(f(xx), f(a)) < e. Also ist f stetig in a.
“=": Kontraposition. Gilt (7.3) nicht, so gibt es ein € > 0 und eine Folge (z}) mit

dy (g, a) <

, o da(f (), fla)) Z €,

| =

also zx — a, aber f(zy) - f(a). O
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Ist (X, d) metrischer Raum, xy € X und f : X — R definiert durch
f(x) = d(z, 20),
so ist f stetig wegen
|f(z) = fla)| = |d(z, z0) — d(a,20)| < d(x,a).
Insbesondere ist in jedem normierten Raum (X, || - ||) die Norm
f(x) = ||z

stetig.

Satz 7.8 Seien (X, - |lx), (Y, - |ly) normierte Riume, sei f : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:

(1) f ist stetig auf X.
(ii) f ist stetig in 0.
(i11) Es gibt ein C' > 0 mit

If@)lly < Cllzlx, fir allex e X. (7.4)

Beweis: “(iii)=(i)": Sei a € X, (x}) Folge in X mit zy — a. Dann gilt
0 <|If(zx) = fl@)lly = [If(zx = a)lly < Cllax —allx — 0,

also [|f(zx) — f(a)lly — 0, also f(xx) — f(a).

“()=(i1)”: Klar.

“(ii)=-(iii)”: Wir wenden (7.3) an mit ¢ = 1 und @ = 0 (also f(a) = 0). Wihle § > 0 mit
| f(z)]ly <1 fir alle x € X mit ||z||x <. Sei nun z € X beliebig,  # 0. Dann ist

HL[E _0 <9
2zl Ny 2
also oz 5 )
x
Il =2 (2| < Sl
v 6 2l lly 6
O
Beispiel 7.9
Wir betrachten X = Cfa,b] mit den beiden Normen
b
Il = max 51 11, = [ 15@)ar
Die lineare Abbildung
b
T:X SR, T(f):/ F(#)dt, (7.5)
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ist stetig beziiglich beider Normen, da

b b
()] = / f(t)dtlé/ f@dt =111, < (0= a)llfll-

Die lineare Abbildung
T:X R, T(f)=f(a), (7.6)

ist stetig beziiglich || - ||, da |T'(f)| = |f(a)| < ||f]|.., aber nicht stetig beziiglich || - ||;,
da fiir

fn(t) = max{l —n(t —a), 0}
gilt
T(f)l = fala)| =1,

aber (fiir n > ﬁ) 1
n = 5 07
Ifully = 5

und somit (7.4) fir kein C' > 0 erfiillt ist.

Satz 7.10 Seien (X, d,), (Y, dy) metrische Riume, sei f : X — Y. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig auf X.

(it) Das Urbild f~1(V') jeder offenen Menge V- CY st offen in X.
(iii) Das Urbild f~'(A) jeder abgeschlossenen Menge A C'Y ist abgeschlossen in X .
Beweis: “(i)=(iii)”: Sei A C Y abgeschlossen, sei (z)ren Folge in f~1(A) mit z;, — z,
x € X.Dannist f(xy) € Afiiralle k € Nund f(xy) — f(x) (da f stetig), alsoist f(x) € A
nach Satz 6.21, also z € f~!(A). Wiederum nach Satz 6.21 ist f~*(A) abgeschlossen.
“(iil)=-(ii)”: Ist V offen in Y, so ist Y\ V abgeschlossen, also auch f~'(Y"\ V), und damit
Y V)y=X\ 4 (Y \V) offen in X.
“(i))=-(i)”: Sei (24)ren Folge in X mit z, — a. Sei e > 0. Wir setzen U = f~1(B(f(a),¢)).

Dann ist @ € U und U offen in x. Nach Lemma 6.19 gibt es N € N mit x; € U fiir alle
k> N, also f(zx) € B(f(a),¢e) fur alle k > N. Es folgt f(zx) — f(a). 0

Folgerung 7.11 Seien (X, d) metrischer Raum, f : X — R stetig, ¢ € R. Dann sind
{z:zeX, flxy<c}, {z:2e€X, flx)>c},
offen in X, und
{r:zeX, flx)<c}, {z:zeX, f(x)>c},
sowie die Niveaumenge von f zum Niveau c,
Ne(f) ={z:z e X, f(z) =c},

abgeschlossen in X .
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Beweis: Folgt aus Satz 7.10, da die Mengen (—o0, ¢) und (¢, 00) offen in R und die Mengen
(—o0, cl, [¢,00) und {c} abgeschlossen in R sind. O

Definition 7.12 (Kompakte Menge)
Sei (X,d) metrischer Raum. (X,d) heifst kompakt, falls jede Folge (xx)ren in X eine
konvergente Teilfolge besitzt. O

Ist Y Teilmenge eines metrischen Raums (X, d), so sagen wir abkiirzend “Y ist kom-
pakt” statt “(Y,dy) ist kompakt”. Fiir eine Teilmenge Y von (X, d) bedeutet also “Y ist
kompakt”:

Jede Folge (zx)ren in Y besitzt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert
ebenfalls ein Y liegt.

Kompaktheit ist also eine Eigenschaft eines metrischen Raums und héngt nur von der
Metrik ab. Offenheit und Abgeschlossenheit sind Eigenschaften von Teilmengen eines
metrischen Raums und héngen nicht nur von der Metrik ab, sondern u.U. auch davon,
wie grofl der umfassende metrische Raum gewahlt wird.

Jedes abgeschlossene beschriankte Intervall [a, b] ist kompakt in der Betragsmetrik (Ana-
lysis I).

In allgemeinen topologischen Réumen (X, 7') wird Kompaktheit anders definiert, nimlich
iiber die sogenannte “endliche Uberdeckungseigenschaft”, beide Definitionen sind in me-
trischen Rdumen &dquivalent. Siehe unten Satz 7.27.

Satz 7.13 Seien (X1,dy), (X2, ds) kompakte metrische Rdume. Dann ist (X1 x Xo,d), d
Produktmetrik, kompakt.

Beweis: Sei () ren, Tk = (Tr1, Tk 2) Folge in X = X; x Xy. Wahle eine in X; konvergente
Teilfolge (74;,1)jen von (1), wihle eine in X, konvergente Teilfolge (74, 2)men von
(7, ,2)jen. Dann ist auch (zg, 1)men in X; konvergent, also auch (zx, )men konvergent
in X. O

Folgerung 7.14 Seien (X;,d;), 1 < i < n, kompakte metrische Riume. Dann ist auch
(IT=, Xi.d), d Produktmetrik, kompakt.

Beweis: Mit Induktion aus Satz 7.13. O

Folgerung 7.15 Jeder abgeschlossene achsenparallele Quader

Q= H[az’,bz‘]

=1

mit a;,b; € R, a; < b;, ist kompakt in (R™, | -..)-

Beweis: Folgt aus Folgerung 7.14, da alle [a;, b;] kompakt sind. O
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Satz 7.16 Sei (X, d) metrischer Raum, sei Y C X. Dann gilt:
X kompakt, Y abgeschlossen in X = Y kompakt, (7.7)

Y kompakt = Y beschrinkt und abgeschlossen in X . (7.8)

Beweis: Zu (7.7): Sei (zx)ren Folge in Y, dann gibt es eine in X konvergente Teilfolge,
Tk, — a, a € X. Da 'Y abgeschlossen ist, ist a € Y.

Zu (7.8): Y ist abgeschlossen: Sei (x)ren Folge in Y mit xp — a, a € X. Da Y kompakt,
gibt es Teilfolge (z,,) und b € Y mit xy, — b. Es folgt a = b, also a € Y.

Y ist beschriankt: Kontraposition. Sei Y unbeschréinkt. Wir zeigen

es gibt eine Folge (zx)ken in Y mit d(xy, x,,) > 1 fiir alle k # m. (7.9)

(Dann sind wir fertig, da keine Teilfolge einer solchen Folge eine Cauchyfolge sein kann.)
Die Folge () wird rekursiv konstruiert. Wahle z; € Y beliebig. Seien x4, ...,z bereits
konstruiert. Fiir alle y, 2 € Y und alle 1 <1,5 < k gilt dann

d(y,z) < d(y,z;) + d(z;, x;) + d(xj, 2) < d(y,x;) + d(xj, z) + m,
wobei m = max;<; j<x d(x;, ;). Es folgt fiir alle y,z € Y

—m < mi A i Al
d(y,2) —m < min d(y, z;) + min d(z, ;)

Wiéhle nun y, z € Y mit d(y, z) > m + 2 (moglich, da Y unbeschrénkt), dann ist

min d(y,x;) > 1 oder min d(z,z;) > 1.
1<i<k (y7 z) 1<j<k ( ’ J)
Im ersteren Fall setzen wir xx1 = y, andernfalls xy 1 = 2. O

Satz 7.17 (Bolzano-Weierstraf)
Sei'Y Teilmenge von (R", || -|.). Dann gilt

Y kompakt & Y abgeschlossen in R™ und beschrinkt.

Beweis: “=": Satz 7.16.
“«<": Fiir hinreichend grofles C' > 0 gilt

Y C Q:ﬁ[—(J,C].
=1

Sei (zx)ren Folge in Y. Da @ kompakt ist nach Folgerung 7.15 hat (xy)gen eine beziiglich
| - ||, konvergente Teilfolge, deren Limes auch in Y liegt, da Y abgeschlossen ist. 0

Ersetzen wir in Satz 7.17 den R™ durch einen unendlichdimensionalen Raum, so gilt die
Implikation “<” nicht !

Satz 7.18 Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume, sei f : X — Y stetig und X kompakt.
Dann ist auch f(X) kompakt.
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Beweis: Sei (yx) Folge in f(X). Fiir alle & € N wihle 2, € X mit f(zx) = yx. Da X
kompakt, gibt es eine Teilfolge (xj, ) und ein @ € X mit z;, — a, also auch y, =

f(xy, ) — fla) € f(X), da f stetig. O

Satz 7.19 Sei (X,d) metrischer Raum, sei f : X — R stetig und X kompakt, X # (.
Dann ist f(X) beschrinkt, und f nimmt auf X sein Maximum und Minimum an, d.h. es
gibt p,q € X mat

f(p) =sup f(z), [flq) = inf f(x).

zeX zeX

Beweis: Nach Satz 7.18 ist f(X) kompakt, also beschrinkt nach Satz 7.16, also folgt
sup f(X) < oo. Sei (zg)ken Folge in X mit f(zx) — sup f(X). Da X kompakt ist,
gibt es eine konvergente Teilfolge (z,, )meny mit p = limzy,, € X. Da f stetig ist, folgt
f(p) =sup f(X). Analog fiir das Minimum. O

Satz 7.20 Zu jeder Norm || - || auf R™ gibt es Zahlen c¢1,co > 0 mit

callzll < 2| < ezl , fir alle x € R". (7.10)

Beweis: Konstruktion von ¢y: Fiir © = (x4, ..., 2,) € R" gilt

n
T = E Li€i s
i=1

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Es folgt

]l < Z; i [lesl| < (Z; ||€z'\|> max |z;] = (ZI: ||€z'||) o -
1= 1= 1=
=:ca
Existenz von ¢;: Wir definieren f: (R, || - ||.,) — (R, |- ]) durch
f(@) =[]l
f ist stetig, da fiir jede Folge (zx)ren in R” mit 2, — a gilt
0 <|f(zx) = fla)| = k]l = llall [ < [z = all < ealjar —all
also auch f(z) — f(a). Wir definieren
Y={z:2eR", ||z| =1}.

Y ist abgeschlossene beschriankte Teilmenge von R”, also kompakt nach Satz 7.17, also
gibt es nach Satz 7.19 ein y € R™ mit ||y|| = 1 und

0 < Jlyll = min ]

Wir setzen ¢; = ||y||. Es gilt dann fiir alle z € R™ mit « # 0, daB

Tl
llloo ]

also gilt die linke Ungleichung in (7.10) fiir alle z € R™. O

ClS‘

Aus Satz 7.20 folgt: Ist (xy)ren Folge in R™, so hdngt die Richtigkeit der Aussagen
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(x,) ist konvergent in (R™, || - ||)
(xy) ist Cauchyfolge beziiglich (R", || - ||)

nicht von der Wahl der Norm || - || ab, “in allen Normen sind die gleichen Folgen konver-
gent”. Ebenso gilt: Ist Y C R", so hingen die Mengen int (Y), Y, Y sowie die Eigen-

2 [43

schaften “offen”, “abgeschlossen”, “kompakt” und “beschrinkt” ebenfalls nicht davon ab,
aus welcher Norm man die Metrik erzeugt. Siehe Ubung.

Definition 7.21 (Aquivalenz von Normen)
Sei X Vektorraum, seien || - ||,, || - [, Normen auf X. Die beiden Normen heiffen dquiva-
lent, falls es Konstanten cq,co > 0 gibt mit

cllzll, <zl < el
fir alle x € X. O
Aus Satz 7.20 erhélt man unmittelbar die pragnante Aussage:

“Auf dem R” sind alle Normen dquivalent.”

Die Sétze 7.17 und 7.20 gelten auch, wenn man R" durch C" ersetzt, da sich jede Norm
im C™ auch als Norm im R?" auffassen lisst.

Definition 7.22 (GleichméiBige Stetigkeit)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume, sei f: X — Y. Dann heifit f gleichmafig stetig
auf X, falls gilt

Ve>0 3J0>0 Vaz,yeX: Ausdi(x,y) <o folgt do(f(x), f(y)) <e.  (7.11)

O

Offensichtlich ist jede auf X gleichméfig stetige Funktion auch stetig auf X.

Satz 7.23 Seien (X, dy), (Y, ds) metrische Riume, sei f : X — Y. Dann gilt: Ist f stetig
auf X und ist X kompakt, so ist f gleichmdffig stetig auf X.

Beweis: Wir nehmen an, f sei nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein ¢ > 0 und fiir
alle k£ € N Elemente x, y, € X mit

d1($k,yk)<%, aber  do( (), flys)) > ¢ (7.12)

Sei (xy,,) konvergente Teilfolge von (xy) mit zx,, — a € X. Aus

1
Ay Yk, @) < di (Y s Tho) + di(Th,,, ) < Tt dy (g, a)

folgt auch y;,, — a. Es gilt

0 < do(f(Yrn), f(@ho)) < do(f(21,), £(@) + do(f (yr, ), f(a)) =0,
da f stetig in a, im Widerspruch zu (7.12). O
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Definition 7.24 (Abstand von Mengen)
Sei (X, d) metrischer Raum. Wir definieren den Abstand eines Punktes x € X von einer
Teilmenge A C X durch
dist (z, A) = in£ d(z,a), (7.13)
ae
und den Abstand zweier Teilmengen A, B C X durch

dist (A, B) = 1r€1£ d(a,b) . (7.14)
beB

Durch ‘dist” wird keine Metrik auf der Potenzmenge von X definiert, da dist (4, B) = 0
falls AN B # (. Es gibt aber andere Abstandsbegriffe fiir Mengen, die zu einer Metrik
(auf einer geeigneten Teilmenge von P(X)) fithren, der wichtigste davon ist der Begriff
des Hausdorff-Abstands.

Die {ibliche Konvention iiber das Infimum leerer Teilmengen von R fiihrt zu
dist (z,0) = +oo, dist (A4,0) = 4o00.

Satz 7.25 Sei (X,d) metrischer Raum, sei A C X, A # (). Dann gilt

|dist (x, A) — dist (y, A)| < d(z,vy), (7.15)
fir alle x,y € X, und die durch

f(z) = dist (z, A)

definierte Funktion f: X — R st gleichmdf$ig stetig.
Beweis: Ubung. O

Satz 7.26 Sei (X, d) metrischer Raum, seien A, K C X abgeschlossen mit AN K = .
Dann gilt: Ist K kompakt, so ist dist (A, K) > 0.

Beweis: Ubung. O

Ohne die Voraussetzung der Kompaktheit von K stimmt die Aussage von Satz 7.26 im all-
gemeinen nicht, ist etwa X = R?, A = {(z,0) : # € R} die z-Achse, und K = {(z,exp(z)) :
x € R} der Graph der Exponentialfunktion, dann sind A und K abgeschlossen, ANK = (),
aber dist (4, K) = 0.

Wir charakterisieren kompakte Mengen in metrischen Rdumen.
Satz 7.27 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist kompakt, d.h. jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge.

(11) X st vollstindig, und zu jedem € > 0 gibt es endlich viele e-Kugeln, welche X
tiberdecken, d.h.

Ve>03neN3zy,... .z, € X mit X=|JB(x,e). (7.16)

i=1
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(iii) (“endliche Uberdeckungseigenschaft”): Ist (U;)ic; eine Familie von offenen Mengen

i X mat
X =Ju,
el
so gibt es ein n € N und Indizes iy, ...,i, € I mit

k=1

(“Jede Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung.”)

(iv) (“endliche Durchschnittseigenschaft”): Ist (A;)icr eine Familie von abgeschlossenen
Mengen in X mit der Eigenschaft, dass

k=1

gilt fir alle n € N und alle iy, ...,i, € I, so gilt

(A #0.

i€l

Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei (xy)ren Cauchyfolge in X. Wir wéhlen eine konvergente Teilfolge
mit xy,, — = € X. Sei ¢ > 0. Wir wihlen N € N mit

d(x;,x,) < =, firallel,n> N,

DN ™

und m € N mit k,, > N und
d(zxy, ,z) <

)

YRS

dann gilt fiir alle n > N

d(zp, x) < d(xp, xK,,) + d(zg,, T) < g + g =c.
Also ist X vollsténdig. Die Existenz endlich vieler tiberdeckender Kugeln ist bereits in
einer Ubungsaufgabe bewiesen worden.
“(ii)=-(iii)”: Wir zeigen, dass aus (ii) und der Negation von (iii) ein Widerspruch folgt.
Sei (U;)ier Familie offener Mengen mit

Jui=x, aber |JU, #X (7.17)
iel k=1
fiir alle n und alle iy,...,4, € I. Wir konstruieren zunéchst mit vollstdndiger Induktion

Kugeln B,, = B(x,,2™") mit B, N B,,_1 # (), welche nicht von endlich vielen Uj; iiberdeckt
werden: Fiir n = 1 wihle endlich viele Kugeln mit Radius 1/2, welche X iiberdecken. Sei
B, = B(x1,1/2) eine davon, welche nicht von endlich vielen U; iiberdeckt werden kann
(eine solche muss es geben, sonst gilt (7.17) nicht). Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n
gehen wir von B,_; aus und wéhlen endlich viele Kugeln mit Radius 27", welche B,

91



iberdecken und mit B, ; einen nichtleeren Durchschnitt haben. Sei B, = B(z,,2™")
eine davon, welche nicht von endlich vielen U; iiberdeckt werden kann (eine solche muss
es geben nach Konstruktion von B,,_1). Die Folge (x,),en ist Cauchyfolge, da

d(xna l‘n+1) < 27"+ 9—(n+1) ~ 9—(n-1)

fiir alle n, also
d(p,x,) <2772

fiir alle n, p mit p > n. Sei x = lim z,,. Dann gibt es ein ¢ € [ mit x € U;. Da Uj; offen ist,
gibt es ein € > 0 mit « € B(z,e) C U;. Fiir hinreichend grofies n gilt dann

B, = B(x,,2™") C B(z,e) C U;

im Widerspruch zur Konstruktion von B,,.
“(iil)=-(iv)”: Sei (A;)icsr Familie abgeschlossener Mengen mit

k=1

fiir je endlich viele Indizes i1, ...,1,. Sei U; = X \ A;. Dann ist
Uu, #x
k=1

fiir je endlich viele Indizes iy, ..., i,. Aus (iii) folgt U;c;U; # X, also NierA; # 0.
“(iv)=(1)": Sei (xy)gen Folge in X. Wir setzen

Ai:{ﬂfi,fﬁi+1,...}:{$kIk’zi}, 1€ N.

Dann gilt fiir alle endlichen Indexkombinationen

n

A=A #10 | = max 1
ml im ]7£ ) j 1§m§nm’
m=

also gibt es
o
i=1

Wir konstruieren eine Teilfolge (xy,,) mit

1
d —.
(:L‘km7 LE) < m

Fiir m = 1 wahlen wir
x, € B(z,1)N{x; :i € N}

(der Schnitt ist nichtleer, da x € A;). Ist xy,, , konstruiert, so wiahlen wir

1
xy,, € B(x, E) N{x; 1> kp_1}
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(der Schnitt ist nichtleer, da x € Ay, ,4+1). O

In allgemeinen topologischen Réumen wird der Begriff “kompakt” durch die endliche
Uberdeckungseigenschaft (iii) in Satz 7.27 definiert. Die endliche Uberdeckungseigenschaft
ist dort i.a. nicht mehr dquivalent damit, dass jede Folge eine konvergente Teilfolge hat.
Man unterscheidet dann begrifflich zwischen “folgenkompakt” (unsere Definition 7.12)
und “iiberdeckungskompakt” (die endliche Uberdeckungseigenschaft gilt).

Wir wollen kompakte Mengen im Raum der stetigen Funktionen charakterisieren.

Definition 7.28 (Gleichgradige Stetigkeit)
Sei (X, d) metrischer Raum. Fine Teilmenge F von C(X) heifst gleichgradig stetig, falls
fiir alle x € X und alle ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fir alle y € X gilt

d(z,y) <o = |f(z) = fly)| <e firalle feF.
(“Das ¢ kann fiir alle f € F' gemeinsam gewahlt werden”.)

Lemma 7.29 Sei Q C R", F C C(Q), es gebe ein L mit

|f(@) = fW| < Lllz =yl firallex,y €Q, f€F. (7.18)
Dann ist F' gleichgradig stetig.
Beweis: Mit 6 = £/L hat F' die in Definition 7.28 verlangte FEigenschaft. O

Ist I C CY(Q), so folgt aus dem Mittelwertsatz, dass (7.18) gilt, falls es ein C' > 0 gibt
mit

0:f(x)| <C, firallexeQ, feF,i=1,...,n. (7.19)

Satz 7.30 (Arzela-Ascoli)
Sei (X, d) kompakter metrischer Raum, sei ' C (C(X), || - ||.). Dann sind dquivalent:

(i) F ist relativ kompakt (d.h. F ist kompakt).
(ii) F' ist beschrinkt in (C(X), || - ||l) und gleichgradig stetig.

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei F kompakt. Nach Satz 7.27(ii) gibt es endlich viele f,,..., f, €
C(X) mit

Fc OB(fi,l).
=1

Da eine endliche Vereinigung von Kugeln beschrénkt ist, ist auch £’ beschréankt. Wir zeigen
nun, dass F' gleichgradig stetig ist. Seien z € X, ¢ > 0 beliebig. Wir wihlen endlich viele

Fc|JB(fie).
i=1
Wir wahlen 9; > 0, so dass fiir alle y € X gilt
dy,z) <6 = |[fily) - filz)] <e,
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und setzen § = min; §;. Sei nun f € F. Wir wihlen ein k mit || f — fi||, < €, dann gilt
fir alle y € X mit d(y,z) < ¢

1fy) = F@ < [f W) = fr@) + [fely) = fe(@)| + [fulz) = fz)] <e+e+e=3e.
Damit ist gezeigt, dass F' gleichgradig stetig ist. B
“(ii))=(1)”  Zunéchst ist F' vollstindig, da C(X) vollstindig und F abgeschlossen in
C(X) ist. Nach Satz 7.27 geniigt es zu zeigen:

Fiir alle ¢ > 0 lisst sich F' durch endlich viele Teilmengen von C(X) mit
Durchmesser < ¢ iiberdecken.

Wir beweisen zuerst, dass F gleichgradig stetig ist. Sei z € X, ¢ > 0. Wir wihlen ein
0 > 0 mit
d(y,z) <6 = |f(y) — f(z)] <e firalle f € F.

Sei g € F. Wir withlen f € F mit ||g — f||., < &, dann gilt fiir alle y € X mit d(y,z) < §
l9(y) — 9(@)] < lg(y) = fFW) + 1f(y) = flo)| + |f(z) —g(z)| <e+e+e=3e,

also ist F' gleichgradig stetig. Wir konstruieren nun die endliche Uberdeckung. Sei wie-
derum ¢ > 0 gegeben. Zu jedem x € X wihlen wir ein §(z) > 0 mit

d(y,z) < o(z) = lfly) — flx)] < Z fiir alle f € F.

Wir wihlen (X ist kompakt) endlich viele z; € X, 1 < i < k, mit
k

X =B, 6(x:)).

i=1
Sei C' > 0 mit ||f||,, < C fiir alle f € F' (F ist beschréinkt). Sei
—(C=<u<...<¢,=C

eine Zerlegung des méoglichen Wertebereichs von Funktionen in F mit cjr1 — ¢ < 5 fir
alle j, 1 < j < m. Sei

O ={p|lp:{l,...;k} = {1,...,m}}.
Fiir ¢ € ¢ definieren wir

L,= {f:fe€ Fa | f(x;) — C¢(i)| < Z fir alle 4} .

F=|]JL,.

ped

Dann ist

Ist niimlich f € F, so ist f € L, wenn wir ¢ so wihlen, dass
€
1
Da @ eine endliche Menge ist, geniigt es also zu zeigen, dass diam (L,) < ¢ fiir alle ¢.
Seien f, g € L, sei x € X. Wir wéhlen ein ¢, 1 <7 < k, mit € B(z;,6(x;)), dann gilt
[f (@) = g(@)| < [f(x) = [l + [ (@:) = o] + leowy — g(wi)] + [g(2:) — g(2)]
€ € € € _
< 1 + 1 + 1 + 1 £,
also ist || f —g|l <e. O

|f(z35) — cow)| <
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8 Substitutionsformel und Faltung (Teil 1)

Wir wollen die Substitutionsregel der Integration im Eindimensionalen,

g(b)
/ Foengd@Wdt= [ flz)de, (8.1)

g(a)

ins Mehrdimensionale iibertragen.

Satz 8.1 Sei (2, A, ) Mafiraum, sei ' Menge, A" o-Algebra auf ', sei T : Q@ —
messbar. Dann gilt fiir jede messbare Abbildung f : Q) — [0, 0]

[ pariy / FoTdy. (8.2)

Beweis: Die Abbildung f o T" ist messbar und nichtnegativ, also ist die rechte Seite von
(8.2) definiert. Sei als erstes f =14, A’ € A’, dann gilt, da 1p-14 = 14 0T,

[ LT = (T()A) = (T () = / Lo dp = / LyoTdu.  (83)

Fir f =371 aila, Aj € A, folgt aus (8.3)

de Zaz/ La dT (p Z%/lA/OTd,M /QZozi(lA;oT)d,u (8.4)
:/fonM. (8.5)
Q

Sei nun f beliebig, sei f = sup, ey fus fn € E+ (), (fn)neny monoton wachsend, f, > 0 fur
alle n € N. Aus dem Satz von Beppo-Levi folgt

fdl(p)=sup [ f,dT(p —sup/fnon,u /fon,u

o neN Jor neN
O

Folgerung 8.2 Seien die Voraussetzungen von Satz 8.1 erfillt. Dann gilt
feti(T(w) = foT el %p). (8.6)

Ist T auferdem bijektiv, so gilt auch die Umkehrung von (8.6).

Beweis: Wir wenden Satz 8.1 an auf f™ und f~ und erhalten (8.6). Sei nun T bijektiv,
foT e LN u) =LY YLT (T (1))

Dann folgt aus (8.6), angewendet auf f o T statt auf f,

f=(foT)oT e LY((T™) Q) T(1) = LYY T()) -
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Satz 8.3 (Substitutionsformel fiir affine Transformationen)
Sei Q) C R™ messbar, ser T : R™ — R" definiert durch

T(x) = Az +0, (8.7)

wobei A € R™™ nichtsingulir und b € R™. Dann gilt fir jede integrierbare Funktion
[:T(Q) — [~00,00]

1
f(Ax +b)d\" () = ———— fly)d\"(y) . 8.8
[ s enave = oo [ rwar (89

Beweis: Folgt aus (8.6), da
1
TA\") = ——=\"
= Taaa)

gilt wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles und wegen Satz 1.36. O

Wir gehen wieder zur gewohnten Notation iiber, das heift, fiir die Funktion

f:R® =R, , f(xy,72,13) = 11798073,

/Qfd)\?’, /Qf(x)d/\?’(x), /Qf(x)dx, /Qxlxgsinxgd:c

dasselbe. Als Beispiel berechnen wir

bedeuten

/ T2 d, (8.9)

wobei ' C R? das Parallelogramm mit den Ecken (0,0), (1,1), (2,0) und (3,1) ist. Wir
setzen

Q:[0,1]27 T(:E):Axa A= (g D ) f($1,$2):$1902,
dann ist
21‘1 + X2 /
f(Az) = f 2 = (221 +72)72, T(Q)=Q", [det(A)]=2,
also

vt 11 5
/ xledx:2/(2x1+x2):c2dx:2/ / 2x1x2+x§dx1dx2:2 —+ -] ==.
/ Q o Jo 2 3 3

Faltung. Ist f : [0,00) — R gegeben (wir nehmen fiir einen Moment an, dass f beschrénkt
und messbar ist), so ist die Funktion z : [0,00) — R,

y
2(y) :/ f(x)e W= dg
0
die eindeutige Losung der Anfangswertaufgabe
2 +az=f(z), 2(0)=0.
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Definieren wir

o eiag ) 5 Z 07
9(§) = {0’ <0, (8.10)
und setzen wir f(z) = 0 fiir z < 0, so gilt
)= [ rwgly-de. yer. (8.11)

Durch diese Gleichung wird der Funktion f eine Funktion 2z zugeordnet. L&sst man fiir
g auch andere Funktionen zu, so stellt (8.11) ein grundlegendes mathematisches Modell
in der Theorie der Signalverarbeitung dar. Dabei steht f fiir das Eingangssignal, z fiir
das Ausgangssignal, und g reprisentiert die Eigenschaften der Ubertragungsstrecke (des
“Kanals”).

Satz 8.4 (Faltung)
Seien f,g € L*(R"). Dann wird durch

(f *9)y) = o ()g(y — =) dx (8.12)
eine Punktion f x g € L'(R") definiert (sie heifst “Faltung von f und g”), und es gilt
frg=g=f. f=glly <1 f:llgll;- (8.13)
Beweis: Seien f, § € £!(R") Repriisentanten von f bzw. g. Wir definieren
h:R™=R"xR" — R

durch . .
h(z,y) = f(2)g(y) -

Dann gilt nach dem Satz von Tonelli

[ = [ @l = [ i@l [ lswld= 1706, 60
R2n R2n Rn Rn

also h € £'(R*"). Wir definieren
T:R*™ - R™, T(x,y)=(r,y—1x).
Dann wird 7" durch die Matrix
A= (_II ?.) , I = Einheitsmatrix im R",

reprasentiert. Es ist det(A) = 1 und

(hoT)(x,y) = f(2)aly — x).

Aus der Substitutionsformel (Satz 8.3) folgt mit (8.14)
| [ i@t -oldedy= [ fporiaxn= [ pa=|fl, gl (619
n JRn R2n R2n
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Wir wéhlen (Satz von Fubini) eine Nullmenge N mit

1f(2)§(y — )| dx < 0o, fiir alle y ¢ N, (8.16)
Rn
und setzen .
- gy —x)d N
h(y) = Jon F(@)3(y —a)dz, y &N, 517)
Dann gilt
i = [ klay= [ [ F@it s dy< [ [ (@t - ol dedy
Rr RM\N |JRr RPN JRr
< [ [ Vi@ats - oldsdy= 171l .15
wegen (8.15), also k € £1(R"). Wir definieren nun
frg=1k]. (8.19)
dann ist 3
1+ glly < WA Mgl = 1A gl - (8.20)
Fiir festes y ¢ N betrachten wir
T:R"—>R", T)=y—=,

Es folgen h € LY(R™), hoT € £}(R"), und wegen | det(—1I)| =1 gilt

f(@)g(y — x) da = / hd\" = / hoTd\"= | fly—x)j(x)da (8.21)
Rn n n Rn

fir alle y ¢ N, also ist

fxg=gxf. (8.22)
Es bleibt zu zeigen, dass f * g unabhéingig ist von der Wahl der Représentanten von f
und g. Seien dazu f,§ € £'(R") mit

Fiir ;L(I, y) = f(m)é(y) gilt dann
da

(h#hyc M=({[#f} xRYUR" x {5 #3}) CR™, N"(M)=0.
Es folgt
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da T und T—' Nullmengen auf Nullmengen abbilden. Sei N Nullmenge mit N € N und
|f( )j(y — x)|dz < oo, fiiralley ¢ N.

Aus dem Satz von Fubini folgt nun

[ =kl < [ 17t —) - Fity -l dsdy

R2n

g/ ’BOT—]:IOT|CZ/\2”:07
RQn
also

O

Die Faltungsoperation kann dazu verwendet werden, Funktionen zu “glatten” (das heifit,
durch “glattere” Funktionen zu approximieren). Betrachten wir etwa f : R — R und
definieren wir einen “gleitenden Mittelwert”

yte
O L

Wir definieren die “Glattungsfunktion”

1

95(5) = 2_81[76’51(6)’

dann ist

y+e
(F *9:)y /f D9y =)o = [ @) aly—ayde = o [ )i
= Iy

Dies entspricht der Approximation der Ableitung durch den zentralen Differenzenquoti-
enten, da

i) = - (Fy+€) = Fly—<)).

Wir sehen, dass die Differenzierbarkeitsordnung von f. um 1 hoher ist als die von f. Wir
konstruieren nun eine andere Glattungsfunktion, so dass f. sogar unendlich oft differen-
zierbar ist, auch wenn f nur stetig ist. Dazu betrachten wir zunéchst

exp(=%), t>0,
v:R—R, ¢(t):{0’p< ') 2o (8.23)
Aus der Analysis 1 wissen wir, dass ¢ € C*°(R). Wir definieren weiter
e R =R, @i(§) =av(l—[¢l3), a>0. (8:24)
Dann ist (Kettenregel)
w1 € CP(R"), supp (p1) = {& @1 (§) # 0F = {&: €l <1} (8.25)
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Wir wahlen o > 0 so, dass

[ etode=1, (5.26)
und definieren .
p. R" =R, ¢ (= petd (g) , €>0. (8.27)
Lemma 8.5 Die in (8.27) definierte Funktion . hat fir e > 0 die folgenden Eigenschaf-
ten:
v € Cg°(R"),  supp (p:) ={&: [I€ll, <€}, »e =0, (8.28)
[ o1 (5.29)

Beweis: Die Eigenschaften (8.28) folgen unmittelbar aus der Konstruktion in (8.23) -
(8.27). Mit der Substitution

Te=S, |det(T) = 1.

[ o= [ o (8)de= [ a1,

Satz 8.6 Sei f € Co(R™), das heifit, f : R" — R ist stetig und hat kompakten Tréger.
Dann ist f. = f*p. € CP(R"), und es gilt f. — f gleichmafig fir e | 0.

erhalten wir

O

Beweis: Es ist

fy)= [ fl@)p(y—2)dr,

RTL
und daher wegen (8.28)

supp (f:) C Ue(supp (f)) := {x : dist (z,supp (f)) < e},

also ist supp (f:) kompakt. Es gilt weiter fiir jeden Multiindex «

[F(2)0%(y = 2)| < |[fll[|0%¢ell s »

falls y € supp (f.), und f(2)0%p.(y — ) = 0 andernfalls. Hieraus und aus Satz 4.23 folgt,
dass f. € C3°(R™). Sei nun n > 0. Wir wéhlen € > 0 so, dass

ly — x|, <e = |f(y) — f(@)] <n.

Das ist moglich, da f gleichméBig stetig auf supp (f) (und damit auch auf R™) ist. Fiir
alle y € R™ gilt nun



also

F@) = L@ < [ 17) - F@)leely —x)dz < / ey —2)dz =1,

Rn n

also
1f = fello < -

O

Fir f € LP(R™) gilt ebenfalls f. = f * ¢. € CP(R™) (das folgt ebenfalls aus Satz 4.23).
Es gilt auflerdem f. — f in der LP-Norm, was wir hier nicht beweisen wollen.
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