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1 Normierte Riume: Grundbegriffe

Diese Analysis 2 ist eine “Analysis im Mehrdimensionalen”. Das heifit, wir betrachten
Funktionen, deren Definitions- und Wertebereiche im R™ bzw. R™ liegen. (Definitions-
und Wertebereich kénnen unterschiedliche Dimensionen haben.) Argumente und Werte
solcher Funktionen sind also Vektoren.

Die Linge eines Vektors # = (xy,79) in der Ebene R? ist bekanntlich gegeben durch

[ A2 2
$1+ZE27
2 2 2 _
\/$1+$2+$3, xr = (1‘1,1’2,273).

Beide Formeln entsprechen der anschaulichen Vorstellung, die man von der Lénge eines
Vektors hat; sie lassen sich geometrisch mit dem Satz des Pythagoras begriinden. Zu
Beginn des 20. Jahrhunderts ist daraus ein allgemeiner Begriff entstanden, der Begriff der
Norm.

Im Folgenden steht K fiir R oder C.

im Raum R? durch

Definition 1.1 (Norm, normierter Raum)

Sei X Vektorraum iber K. Fine Abbildung || - || : X — [0,00) heifst Norm auf X, falls
qilt

lz] =0 &  2=0, (1.1)

llaz|| = || ||=|| fiir allea € K, x € X, (1.2)

sowte die Dreiecksungleichung
lz+yll < llzll + 1yl fir alle z,y € X. (1.3)

Ist || - || eine Norm auf X, so heifit (X, | - ||) normierter Raum.

Da die Betragsfunktion in R und in C diese Eigenschaften hat, ist (R, |-|) ein normierter
Raum iiber R, und (C, |-|) ist ein normierter Raum iiber C. Es stellt sich weiterhin heraus,
dass

2 =

eine Norm auf dem R™ definiert (die ersten beiden Eigenschaften sind offensichtlich, die
Dreiecksungleichung wird in Satz bewiesen), sie heifit die euklidische Norm. Fiir
n =2 und n = 3 ist das gerade die oben angesprochene Lénge. Eine entsprechende Norm
in C" erhilt man, wenn man in die Quadrate z? durch |z;|* ersetzt.

Wiéhrend im Eindimensionalen — (R, | - |) iiber R, oder (C,|-|) tiber C — die Betragsfunk-
tion und deren skalare Vielfache die einzigen Normen sind, gibt es im Mehrdimensionalen
iiber die euklidische Norm hinaus eine Vielzahl von Normen. Zwei davon sind die Maxi-
mumnorm

||IH<>0:1H<1?<};|‘TZ|7 Tr = (l‘l,...,l’n) EK”? (15)



und die Summennorm

n

Izl =) lwsl, @ =(21,...,2.) €K (1.6)

=1

In beiden Féllen ergeben sich die Normeigenschaften aus den elementaren Eigenschaften
von Maximum, Summe und Betrag. So gilt beispielsweise fiir z,y € K"

lz+ylly =Y lwital <D (ol + lwl) = D lwal + D lwil = llzll, + lyll, -
i=1 i=1 =1 1=1

Die drei genannten Normen liefern unterschiedliche Werte. Beispielsweise gilt fiir x =
(1,1,1) e R?
Izl =1, llzll, =3, [all,=V3.

Dass man sich in der Definition der Norm nicht auf R™ und C" beschriankt, ist Absicht.
Dadurch lassen sich auch unendlichdimensionale Vektorrdume behandeln, wie etwa der
Raum Cfa, b] der auf [a, b] stetigen Funktionen. Dort haben wir auch die Maximumnorm
bereits kennengelernt, in der Form

[flloe = max [ f(£)].
t€la,b]

In der Funktionalanalysis (ein Teilgebiet der Analysis) werden unendlichdimensionale nor-
mierte Rdume ausfiihrlich behandelt.

Das Besondere an der euklidischen Norm ist, dass sie aus einem sogenannten Skalarpro-
dukt entsteht. Setzen wir

(z,y) = chlyl r,y € R", (1.7)
i=1

so ist (z,y) eine reelle Zahl, und es gilt

lzlly = V@, 2) . (1.8)

Im Komplexen betrachtet man statt (|1.7))
(@) => @i, wyeC". (1.9)
i=1

(Es ergibt sich also eine komplexe Zahl.) Dadurch erreicht man, dass (1.8) auch in C"
gilt, wegen

n n
(x,x) = Z%I_i: Z|x1]2
i=1 i=1

Wie Normen betrachtet man auch Skalarprodukte auf Vektorrdumen, ohne sich dabei auf
den endlichdimensionalen Fall einzuschréinken.



Definition 1.2 (Skalarprodukt, reeller Fall)
Sei X ein Vektorraum tber R. Fine Abbildung (-,-) : X x X — R heifst Skalarprodukt
auf X, falls gilt

(x,x) >0, fir allex € X mit x #0, (1.10)
(x,y) = (y,x) , firalez,ye X, (1.11)
(ax + By, z) = alx,z) + B{y,2) , firallez,y,z€ X und alle o, f € R. (1.12)

O

Aus (1.11)) und ([1.12)) folgt unmittelbar
(x,ay+ Bz) = a{x,y) + B {x,z) , firallez,y,z € X und alle o, 5 € R. (1.13)

Ein Skalarprodukt im Reellen also nichts anderes als eine symmetrische positiv definite
Bilinearform.

Ist nun X ein Vektorraum iiber C, so kommt die komplexe Konjugation ins Spiel, und
zwar so, dass die Definition fiir R sich als Spezialfall ergibt.

Definition 1.3 (Skalarprodukt, allgemeiner Fall)
Sei X ein Vektorraum tiber K. Eine Abbildung (-,-) : X x X — K heifit Skalarprodukt
auf X, falls gilt

(x,2) >0, fir allex € X mit x #0, (1.14)

(x,yy = (y,x), firallez,y€ X, (1.15)
(ax + Py, z) = alx,2) + By, z) , firalex,y,z€ X und alle a, f € K. (1.16)

O

In Eigenschaft ([1.14) wird implizit verlangt, dass die Zahl (x, z) fiir jedes x € X reell ist;
andernfalls wiirde die Ungleichung keinen Sinn machen.

Aus ((1.15) und (|1.16)) folgt nunmehr
(x,ay + Bz) =a(x,y) + Bz, z), fiiralle z,y,z € X und alle o, 8 € K. (1.17)

Fiir die Analysis sind Skalarprodukte ein Werkzeug, welches der Geometrie und der Al-
gebra entstammt. Fiir uns ist jetzt vor allem interessant, dass wir aus den Eigenschaften
des Skalarprodukts die Dreiecksungleichung fiir die zugehorige Norm erhalten, welche im
endlichdimensionalen Fall gerade die euklidische Norm ist.

Satz 1.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei X ein Vektorraum iber K mit einem Skalarprodukt (-,-). Dann wird durch

[z]] = v/ (z, z) (1.18)
eine Norm auf X definiert, fir die die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
[z [ <zl lyll,  fir alle z,y € X, (1.19)

gilt.



Beweis: Wir zeigen zuniichst ((1.19). Seien x,y € X mit y # 0. Fiir jedes o € K gilt
0<(z+ay,z+ay) = (z,2) +aly,r) +a(r,y) +aa(y,y)
= (z,2) + afz,y) +a(z,y) + [af* {y,y) .

Setzen wir speziell

N C2Y ) |
(Y, y)
so folgt
TN 2
0< (z,q) — 2880 @0) [y P
(Y, y) (Y, y)
und weiter

0< <$,ZC> <y7y> - ‘ <«T,y> ’27
also gilt (1.19)). Nun die Normeigenschaften. Aus ||z|| = 0 folgt (x,z) = 0 und damit x = 0
wegen (|1.14). Fir € Kund z € X gilt

laz|® = (az, az) = a@ (z, z) = |af*|lz]*.
Die Dreiecksungleichung gilt wegen
lz+yl* = llel® + (2, 9) + (. 2) + [lyI* < ll=l* + 20|zl v ] + vl
= (Il + Tl
dabei wurde die bereits bewiesene Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwendet. O
Als Spezialfall von Satz ergibt sich, dass das Skalarprodukt

<$7y>:ZmZE7 .I,yGKn
=1

eine Norm auf dem K" erzeugt und damit die oben bereits angesprochene euklidische
Norm tatséchlich eine Norm ist.

Folgerung 1.5 Durch

=], = (1.20)

wird eine Norm auf dem K™ definiert. O

In R und C hatten wir bereits offene Intervalle und offene Kreisscheiben betrachtet. Wir
behandeln den entsprechenden Begriff fiir normierte Réaume.

Definition 1.6 (offene Kugel, Einheitskugel)
Sei (X, || - ||) normierter Raum. Fir a € X und r > 0 heifst

B(a,r)={x € X : |z —a| <7} (1.21)

die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.
Fine Teilmenge U von X heifit offen in X (oder einfach: offen), falls es zu jedem
xeU eine>0 gibt mit

x € B(x,e) CU. (1.22)

Die offene Kugel B(0,1) heifit die offene Einheitskugel von X. O

5



Fiir jedes a € X und r > 0 gilt (Ubung)
B(a,r) =a+rB(0,1),

alle offenen Kugeln gehen also durch Translation und Streckung aus der offenen Einheits-
kugel hervor.

(Bilder fiir Einheitskugeln in X = R? beziiglich der Normen || - ||, || - ||, und [| - ||,)

Jedes offene Intervall (a,b) in R ist offen (beziiglich der Betragsnorm). Jede offene Kugel
B(a,r) eines normierten Raums ist offen: Ist © € B(a,r), so ist x € B(x,¢) C B(a,r),
falls e <r — ||z — al.

Ob eine Teilmenge eines normierten Raums (X, || - ||) offen ist oder nicht, héngt im All-
gemeinen von der Wahl der Norm ab. Es wird sich aber herausstellen, dass im Endlichdi-
mensionalen, also im R™ und C" alle Normen zu denselben offenen Mengen fiihren.

Satz 1.7 (Hausdorffsche Trennungseigenschaft)
Sei (X, ||-||) normierter Raum. Dann lassen sich je zwei verschiedene Punkte durch offene
Kugeln trennen, genauer: Fir alle v,y € X mit x # y gibt es ein € > 0 mit

B(z,e)N B(y,e) =10. (1.23)
Beweis: Seien z,y € X mit x # y. Wir setzen

eyl
e=—|lz—y.
5 Yy
Fiir beliebiges z € B(z,¢) gilt
2e =z —yl| <z -zl +lz—yl <e+lz—yl,

also ist ||z — y|| > € und damit z ¢ B(y,¢). |

Satz 1.8 Sei (X, || -||) normierter Raum. Dann gilt:

(i) O und X sind offen.
(i1) Sind U und V' offene Teilmengen von X, so ist auch U NV offen.
(111) Ist (U;)ier eine Familie offener Teilmengen von X, so ist auch
i
icl

offen.

Beweis: (i) ist klar. (ii): Seien U,V offen, sei x € U NV beliebig. Wir wéahlen ey, €5 mit
B(z,e1) C U und B(x,e9) C V. Fiir € = min{ey, 2} ist dann B(z,e) CUNV.

(iil): Ist & € U;erU;, so gibt es ein i € I mit x € U; und weiter ein € > 0 mit B(x,¢) C Uj;
also x € B(x,e) C UierU;. O



Folgerung 1.9 Sind U;, 1 < i < n, offene Teilmengen eines normierten Raums (X, |-||),
s0 ist auch

offen.
Beweis: Folgt direkt aus Teil (ii) des Satzes. O
Ein unendlicher Durchschnitt offener Mengen braucht nicht offen zu sein, so ist etwa

N B ) ={a},

neN

und Mengen, die nur aus einem Punkt bestehen, sind nicht offen.

Bemerkung 1.10 (Topologie)

Satz ist ein Ausgangspunkt, um den Begriff des normierten Raumes weiter zu ver-
allgemeinern, und zwar zum Begriftf des topologischen Raumes. Statt des Léngenbegriffs
wird hier der Begriff der offenen Menge axiomatisiert: Sei X eine beliebige Menge. Eine
Familie 7 C P(X) von Teilmengen von X heifit Topologie auf X, falls gilt

i) 0eT,XeT,
i) U,VeT =UNnVeT,
(i) (Ui)ier CT = UietU; € T.

(X, T) heiit topologischer Raum, die Elemente von 7 heifien offene Mengen in (X, 7). O

Definition 1.11 (Abgeschlossene Menge)
Sei (X, || - ||) normierter Raum. Ein A C X heifit abgeschlossen in X (oder einfach:
abgeschlossen), wenn ihr Komplement X \ A offen ist.

Mengen, die nur aus einem Punkt bestehen, sind abgeschlossen. Das folgt aus der Haus-
dorffschen Trennungseigenschaft.

Definition 1.12 (Abgeschlossene Kugel)
Sei (X, || - ||) normierter Raum, a € X, r > 0. Dann heifst

K(a,r)={z e X : ||z —al <1} (1.24)
die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r.

O

Jede abgeschlossene Kugel K (a,r) ist abgeschlossen (sieche Ubung). Jedes abgeschlossene
Intervall in R ist abgeschlossen.



Satz 1.13 Sei (X, | -||) normierter Raum. Dann gilt

(i) O und X sind abgeschlossen.

(11) Sind (A;)1<i<n abgeschlossen in X, so ist auch

abgeschlossen.

(111) Ist (A;)ier eine Familie abgeschlossener Teilmengen von X, so ist auch
(4
icl

abgeschlossen.

Beweis: Folgt direkt aus Satz [I.8 und Folgerung O

Da einpunktige Mengen abgeschlossen sind, folgt aus (ii), dass alle endlichen Teilmengen
von X abgeschlossen sind.

Beispiel 1.14 (Cantorsches Diskontinuum)

Sei Cp = [0, 1]. Wir setzen Cy = Cp\ (1/3,2/3). C} besteht aus den beiden abgeschlossenen
Intervalle [0,1/3] und [2/3,1]. Wir entfernen nun jeweils deren offenes mittleres Drittel
(1/9,2/9) bzw. (7/9,8/9), um Cy zu erhalten. Entsprechend erhalten wir C,;; aus C,,.
Die Menge

C=()Cn (1.25)

neN

heifit Cantorsches Diskontinuum. C' ist abgeschlossen. Es ist

=1

C= {Z a;37" : a; € {0, 2} fiir alle @} . (1.26)

Definition 1.15 (Rand, Inneres, Abschluss)
Sei (X, || - ||) normierter Raum, sei Y C X. Ein x € X heifst Randpunkt von Y, falls
jede e-Kugel um x sowohl einen Punkt von Y als auch einen Punkt von X \'Y enthdlt.
Die Menge

Y ={z:x € X, x ist Randpunkt von Y} (1.27)

heifit Rand von Y (in X ). Die Menge
int (Y)=Y\9Y (1.28)
heifit das Innere von Y. Die Menge
Y =Y Uoy (1.29)

heifst der Abschluss von Y .



Lemma 1.16 Sei (X, || - ||) normierter Raum, Y C X. Dann gilt
int(Y)cYcY, oynint(Y)=0, Y=Y \int(Y). (1.30)
Der Abschluss Y ist also die disjunkte Vereinigung von int (Y) und Y .

Beweis: Folgt direkt aus der Definition. O
In R mit der Betragsnorm gilt: Ist Y eine Teilmenge mit (a,b) C Y C [a,b], so ist
oY = {a,b}, int(Y)=(a,b), Y =[a,b].
Definieren wir in einem normierten Raum (X, || - ||) die Sphére um a mit Radius r durch
S(a,r)={z:x e X, |lrt —al| =1}, (1.31)

so ist
S(a,r) =0K(a,r) = 0B(a,r) = K(a,r) \ B(a,r).
In R gilt weiterhin: 0Q = Q = R, int (Q) = 0.
Wie auch schon bei den Begriffen “offen” und “abgeschlossen”, hédngen Inneres, Abschluss

und Rand einer Menge Y davon ab, welchen normierten Raum X man als umgebenden
Raum wihlt. Wir hatten oben gesehen, dass fiir Y = [a, b] als Teilmenge von X = R gilt

oY ={a,b}, int(Y)=(a,b), Y =][a,b].

Fassen wir nun das Intervall als Teilmenge Y = {(z,0) : x € [a,b]} von X = R? auf, so
gilt stattdessen B
nt(Y)=0, Y=0Y=Y.

Man beachte: Fiir beliebige Teilmengen Y eines normierten Raumes gilt im allgemeinen
nicht B
Y =int(Y). (1.32)

Beispielsweise gilt (1.32]) nicht, wenn Y nichtleer, aber int (Y') leer ist. Aber auch wenn
int (V') nichtleer ist, braucht ((1.32]) nicht zu gelten.

Satz 1.17 Sei (X, || - ||) normierter Raum, sei Y C X. Dann gilt
(1) int (V) ist offen.

(i) Y ist abgeschlossen.

(i1i) OY ist abgeschlossen.

Beweis: (i): Sei a € int(Y) = Y \ 9Y. Da a ¢ 9Y, gibt es ein € > 0, so dass B(a,¢)
keinen Punkt von X \ Y enthilt, also B(a,e) C Y. Sei nun y € B(a,¢) beliebig. Fiir
hinreichend kleines 6 > 0 gilt B(y,d) C B(a,e) C Y, also ist y ¢ 9Y. Da y beliebig war,



folgt B(a,e) C Y \ Y =int (V).
(ii): Fir Z = X \ Y gilt 0Z = 0Y nach Definition. Es folgt

Y=YUdY =(X\Z2)UdZ=X\(Z\0Z)= X \int(Z).
Nach (i) ist int (Z) offen, also ist Y abgeschlossen.
(iil) Es ist B B
Y =Y \int(YV)=Y N(X \int(Y)),

und damit abgeschlossen als Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen Y und X \ int (V).
O

Normen koénnen auf Produkte iibertragen werden. Betrachten wir etwa R? als Produkt
R x R, so kénnen wir die Maximumnorm auf R2,

(21, 22)|, = max{|z1], |22|},

interpretieren als das Maximum der Betragsnormen der einzelnen Komponenten. Diese
Konstruktion lasst sich fiir beliebige normierte Rédume durchfiihren.

Satz 1.18 (Produktnorm)
Seien (X1, - |J1) und (Xa, || - [|2) normierte Riaume. Dann wird durch

(w1, 22)[] = max{||z1][1, ||z2([2} (1.33)

eine Norm auf X1 x Xs definiert, man nennt sie auch eine Produktnorm. Es gilt

B((x1,22),¢€) = B(x1,€) x B(xg,¢), (1.34)
K((x1,22),6) = K(x1,¢) X K(x9,¢), (1.35)
fur alle x; € X;, € > 0.
Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 1.19 (Offene und abgeschlossene Mengen im Produktraum)

Seien (X1, - |l1) und (Xa, || - ||2) normierte Raume. Sind U; C X; offen in X;, i = 1,2, so
ist Uy x Uy offen in Xy x Xs, versehen mit der Produktnorm . Ebenso ist Ay x As
abgeschlossen in Xy x Xy, falls A; C X; abgeschlossen sind fiir i =1, 2.

Beweis: Seien U; offen, sei (z1, x2) € Uy X Uy. Wihle ¢; mit B(x;,¢;) C U; (i = 1,2), dann
ist B((z1,22),e) C Uy x Uy fir e = min{ey, e2}. Seien A; C X; abgeschlossen. Es ist

(X1 x Xo) \ (A1 x A2) = ((X1\ 41) x Xo) U (X3 x (X2\ 42)),

und die rechte Seite ist offen als Vereinigung zweier offener Mengen. O

Folgerung 1.20 Seien (X, | - |l;) normierte Raume, 1 < i <mn. Dann wird auf



eine Norm definiert durch

lzl = max ]} (1.36)
wobei x € X, x = (x1,...,x,). Sind U; offen in X; bzw. A; abgeschlossen in X;, so sind

auch

offen bzw. abgeschlossen in (X, || - ).

Beweis: Folgt mit vollstandiger Induktion aus den Sétzen und [1.19] O
Setzen wir X; = K und wéhlen wir fiir || - ||x, die Betragsnorm, so ist X = K", und die
Produktnorm

) = max |z

ist nichts anderes als die Maximumnorm auf K". Aus Satz ergibt sich nun fiir K = R,
dass alle achsenparallelen Quader

n n

H(ai, bi) , H[@u bi]
i=1 i=1
offen bzw. abgeschlossen sind in (R”, || - |_.)-

Bemerkung: Betrachten wir ein Produkt
Xl X XQ X X3

dreier normierter Rdume (X;,4), und konstruieren wir eine Norm durch zweimalige Pro-
duktbildung geméf

(Xl X XQ) X Xg, oder X1 X <X2 X X3),

so erhalten wir in beiden Féllen dieselbe Norm, ndmlich die in ([1.36|) definierte.

11



2 Normierte Riaume: Konvergenz, Stetigkeit

Hier steht K fiir R oder C wie gehabt.

Definition 2.1 (Konvergenz)
Sei (X, || - ||) normierter Raum. Eine Folge (xx)ren in X heifit konvergent gegen den
Grenzwert a € X, falls

lim ||zx —al| =0. (2.1)
k—o0
Wir schreiben wieder
lim 2z, = a
k—o00
oder einfach “xp — a”.
O

Die Konvergenz im normierten Raum wird also auf die Konvergenz der Zahlenfolge ||z —
al| gegen 0 zuriickgefiihrt. Wie bei der Konvergenz in C kommt es nur darauf an, dass die
Absténde zum Grenzwert a gegen 0 konvergieren; in welcher Richtung (von a aus gesehen)
die Folgenglieder liegen, ist vollig gleichgiiltig. So konvergiert etwa

1 1 1

(1,0,0), (0,5,0), (0,0,§), (_1’0’0)"'

im R3 gegen 0.
Lemma 2.2 Seien (X, || - ||) normierter Raum, (xy)ren Folge in X, a € X. Dann gilt
T — a genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt mit zy, € B(a,e) fir alle

k> N.

Beweis: Nach Definition [2.1] gilt

lim zx = a & Ve>0 dNeN VE>N: |ap—al <e.

k—o0
Da
|z —all <€ & xr € B(a,e),
folgt die Behauptung. O
Im (K™, | -||.) ist die Konvergenz von (xy)ren dquivalent zur Konvergenz aller Kompo-
nentenfolgen (z;)ren, wobel xy = (Tp1,. .., Trn).

Satz 2.3 Sei X = (K", ||-||..). Sei (zx)ren Folge in X mit x, = (Tpa,...,Thn), S€i
a=(ay,...,a,) € X. Dann gilt

lim 2, = a & lim 2, =a; firallei, 1 <i<n. (2.2)
k—o0 k—o0

Beweis: Es gilt

|z —all, =0 & max |z, —a;| >0 & |rp; —a| =0 firalle .
1<i<n

12



(]
Beispiel: Die durch z = (1/k,1 — 1/k) definierte Folge im R? konvergiert gegen (0, 1).

Was die Notation angeht, taucht bei Folgen im Mehrdimensionalen das Problem auf, dass
sowohl fiir die Position in der Folge als auch fiir die Komponenten eines Folgenelements
ein Index bendtigt wird. Ebenfalls {iblich ist die Notation

L (N i

Wie bei Zahlenfolgen ist ein Grenzwert, falls er {iberhaupt existiert, eindeutig bestimmt.

Lemma 2.4 Sei (X, || - ||) normierter Raum, sei (zx)ren eine konvergente Folge in X.
Dann ist der Grenzwert von (xy)ren eindeutig bestimmt, und jede Teilfolge von (xy)ken
konvergiert gegen thn.

Beweis: Sind a, b Grenzwerte von ()gen, so gilt
0<|la—=0| <|la—zk| + ||xx — b]| = 0 fiir & — oo,

fiir kK — oo, also @ = b. Und aus ||a — || — 0 folgt dasselbe fiir jede Teilfolge. O

Satz 2.5 (Konvergenz und Abschluss, I) B
Sei (X, || -]|) normierter Raum, sei A C X, a € X. Dann ist a € A genau dann, wenn es
eine Folge (xy)gen gibt mit xy, € A fir alle k und x;, — a.

Beweis: Wir erinnern daran, dass A = A UOQA. Ist a € A und a € 0A, so gibt es zu
jedem k € N ein x, € A mit 2, € B(a,27%). Ist a € A, so kénnen wir einfach x;, = a fiir
alle k setzen. Sei umgekehrt eine Folge (xy)gen in A mit 2, € A und xy — a gegeben. Ist
a € A, fertig. Andernfalls wéhlen wir zu jedem € > 0 ein k mit xy € B(a,¢). Da x, € A
und a ¢ A, folgt a € 0A C A. O

Satz 2.6 (Konvergenz und Abschluss, II)
Sei (X, || - ||) normierter Raum, sei A C X. Dann sind dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen in X.

(ii) A= A.

(111) Fiir jede konvergente Folge (xy)ren tn X gilt: Ist xy € A fiir alle k, so ist auch
lim x, € A.
k—o00

Beweis: “(ii)=-(i)": Satz besagt, dass der Abschluss einer Menge abgeschlossen ist.
“(iii)=-(ii)”: Wegen A = AU 0A geniigt es zu zeigen, dass JA C A. Sei a € JA. GemiiB
Satz gibt es eine Folge (zx)ren in A mit 2, — a. Nach Voraussetzung ist a € A.

“(i)=-(iii)”: Sei A abgeschlossen, sei (z)ren Folge in A mit zx — a. Wére a ¢ A, also
a € X\ A, so gibe es ein € > 0 mit B(a,e) C X \ A (da X \ A offen), im Widerspruch
zux, € Aund x;, — a. O

Bedingung (iii) in Satz wird oft verwendet, um nachzuweisen, dass eine Menge A
abgeschlossen ist. Ist A durch eine Bedingung definiert, so geniigt es zu zeigen, dass diese
beim Grenziibergang erhalten bleibt.
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Definition 2.7 Sei (X, ||-||) normierter Raum. Eine TeilmengeY C X heifit beschrdnkt,
falls es ein C' > 0 gibt mit ||z|| < C fiir alle x € Y. Die Zahl

diam (Y') = sup ||z —y|| (2.3)

T,yey

heifit der Durchmesser von Y . O

Definition 2.8 (Cauchyfolge, Vollstindigkeit)
Sei (X, - ||) normierter Raum. Eine Folge (zx)ken in X heifft Cauchyfolge, falls es zu
jedem € > 0 ein N € N gibt mit

lxx — xm|| < e, fir alle k,m > N.

(X, ]| - |I) heifst vollstandig, falls jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Definition 2.9 (Banachraum)
FEin vollstindiger normierter Raum (X, || - ||) heifst Banachraum.

Lemma 2.10 Sei (X, | - ||) normierter Raum. Dann gilt:

(1) Jede konvergente Folge in X ist eine Cauchyfolge.

(i1) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis: (i): Sei (zx) Folge mit 2 — a. Zu ¢ > 0 wihle N mit ||z, — a|| < ¢ fiir alle
k > N. Dann gilt fiir k,m > N

ek — 2wl < |lzg —al| + ||la — xn] <e+e=2¢.

(ii): Sei (xy) Cauchyfolge. Wahle N so, dass gilt ||z, — zn| < 1 fiir alle m > N. Dann
gilt ||xm| < ||zn]] + 1 fiir alle m > N und damit

|zm|| < max ||zgx]| +1=:C, firallemeN.

1<k<N
O
Satz 2.11 (Vollsténdigkeit von K")
Der normierte Raum (K", || - ||..) ist vollstindig, also ein Banachraum.
Beweis: Sei (z)keny Cauchyfolge in (K", || - [|). Wegen |zx; — Zmi| < ||zk — Tl ist
auch jede Komponentenfolge eine Cauchyfolge in K. Da K vollsténdig ist, gilt x,; — a;
fiir ein a; € K. Nach Satz[2.3| gilt zx — a = (a4, ..., a,). O

Wir erinnern an die Definition des Raums B(D; K) der beschrénkten Funktionen auf einer
beliebigen Menge D mit Werten in K; wir hatten bereits gezeigt (ohne es so zu nennen),
dass B(D;K) mit der Supremumsnorm zu einem normierten Raum wird.

Satz 2.12 (Vollstindigkeit des Raums der beschrinkten Funktionen)
Sei D Menge. Der Raum (B(D;K),| - ||, ) ist ein Banachraum.
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Beweis: Sei (fi)ren Cauchyfolge in (B(D;K), | -|..)-
(1) Wegen
[£(8) = fn O] < 5D |fils) = fon()] = 1k = fnlloc

ist (fx(t))ken fiir alle ¢t € D eine Cauchyfolge in K. Da K vollsténdig ist, kénnen wir also
definieren

Ft) = Jim fult).

(2) f ist eine beschrinkte Funktion: Nach Satz ist die Folge (fx)ren beschriankt in
B(D;K), also existiert C' > 0 mit

[fe@®] < [ fell o <C

fir alle k € N und alle ¢t € D, also ist auch |f(t)| < C fiir alle t € D.
(3): Wir zeigen || fr — f|l, — 0: Sei € > 0. Wahle N, so dass

1fe = fnll < g fiir alle k,m > N.
Sei nun t € D. Wahle m > N so, dass
€
70— ful0)] < 5.

Dann gilt fiir alle k > N

) = SO S @) = fn®)] + | fnt) = D) < S+ 5 =2
Da t € D beliebig war, folgt
I = full = sup|£(6) — ful0)] < &
fir alle £ > N. O
Ist (X, -]|) ein normierter Raum und Y ein Unterraum von X, so ist (Y, || - ||) ebenfalls

ein normierter Raum. (Die Norm auf Y entsteht durch Einschrankung der urspriinglichen
Norm auf X.)

Satz 2.13 Sei (X, ||-||) ein vollstandiger normierter Raum, sei Y ein Unterraum von X.
Dann sind dquivalent:

(1) Y ist abgeschlossen in X .

(i) Der normierte Raum (Y| - ||) ist vollstindig.

Beweis: “(i)=(ii)": Sei (xy) Cauchyfolge in Y. Da X vollstandig ist, gilt 2 — a, a € X.
Da Y abgeschlossen ist, gilt a € Y nach Satz [2.6]

“(ii)=(1)”: Sei (xx) Folge in Y mit & — a, a € X. Dann ist (x}) Cauchyfolge in (X, ||-||),
also auch Cauchyfolge in (Y, || -||). Da (Y, ]| - ||) vollstandig ist, gilt z;y — b € Y. Da der
Grenzwert eindeutig ist, gilt a = b € Y. Also ist Y abgeschlossen nach Satz [2.6] O
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Folgerung 2.14 Der Raum (Cla,bl,| -|..) ist ein Banachraum.

Beweis: Nach Satz ist (B([a,b];R),||-||,,) ein Banachraum. Sei (f,)nen Folge in
Cla,b] mit f, — f gleichméBig in B([a,b]). In Analysis 1 wurde gezeigt, dass dann f
stetig ist. Also ist Ca, b] abgeschlossen und nach Satz vollstandig. O

Definition 2.15 (Stetigkeit)
Seien (X, || - |lx), (Y,| - |ly) normierte Riume, sei D C X, f: D — Y. EinceY heifit
Grenzwert von f in a € D, falls ¢ = limy_.o f(z) gilt fiir alle Folgen (x1.)ren in D
mit lim x, = a. Wir schreiben

c=lim f(z), c¢=lim f(z), oder flz) = c fir x—a.
web ra

f heifit stetig in a € D, falls gilt

lim f(x) = f(a).

T—a

f heifst stetig auf M C D, falls f in jedem Punkt a € M stetig ist. Wir definieren

C(D;Y)={f|lf: D =Y, f stetig}, C(D)=C(D;R).
(]

Satz 2.16 Seien (X, - ||x), (Y| - |ly), (Z, || - ||z) normierte Riume, seien D C X,
f:D—=Y,qg: f(D)— Z. Ist [ stetig in a € D und g stetig in f(a), so ist go [ stetig
m a.

Beweis: Sei (zj)reny Folge in X mit x — a, dann folgt f(zx) — f(a), da f stetig in a,
und weiter g(f(zx)) — g(f(a)). O

Satz 2.17 Sei (X, || - ||) normierter Raum, D C X, a € D und f : D — K", f(z) =
(fi(z),..., fu(x)). Dann ist f stetig in a genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen
fi: D — K in a stetig sind.

Beweis: Aus Satz [2.3] folgt, dass f(zx) — f(a) gilt genau dann, wenn f;(zx) — fi(a) fiir
alle 7. O

Satz 2.18 Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division definieren stetige Funktio-
nen von (K2, || - ||..) nach (K, |-|) (die Division (x1,x2) — x1/x9 auf D = {(x1,22) : x9 #
0}).

Beweis: Sei f(x) = z; + x5 fiir z = (71, 79) € K% Sei (23)ren konvergente Folge in K2,
z = (1, Tp2), dann gilt

flimazy) = f((Iimay, imay o)) = lim g, + lim a0 (2.4)
= lim(zg1 + zg2) = lim f(zg) . (2.5)
Analog fiir die anderen Operationen. O
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Satz 2.19 Sei (X, || - ||) normierter Raum, D C X, und seien f,g : D — K stetig in
a € D. Dann sind auch f+ g, f —g, [-g und f/qg stetig in a (letzteres, falls g(a) # 0).

Beweis: f + g : D — K la83t sich schreiben als Komposition

D K* — K,z (f(2),9(x) = f(z) +g(x).

Die Behauptung folgt aus den Sitzen [2.16], [2.17 und [2.18] Analog fiir die anderen Opera-
tionen. 0

Beispiel 2.20

(i) Jede konstante Abbildung f : K" — K ist stetig.
(ii) Die Projektionsabbildungen p; : K* — K, p;(z1,...,x,) = x;, sind stetig.
(iii) Ein f: K" — K der Form
flzy, .o x,) =27 aq? - anm . o € N,

heilt Monom. Monome sind stetig. Beispiel: f(xy,xs, 1) = z3x3 ist ein Monom im
K3. Hier ist a; = 2, &g = 0 und ag = 1.

(iv) Sei I eine endliche Teilmenge von N”. Ein f : K* — K der Form
flxe, ..., zn) = Z Corogan ] Ty% - Tp"
acl

heit Polynom vom Grad N, wobei
N:maX{Zai:a:(al,...,an) 6]}.
i=1

Polynome sind stetig. Beispiel: f(x1, 2o, 23) = 22323 — 323 ist ein Polynom vom
Grad 5 in K3. Es ist T = {(2,0,3),(0,4,0)} und ¢33 = 2, cos0 = —3.

(v) Jede lineare Abbildung f : K" — K™ ist stetig: Die Komponentenfunktionen f;

haben die Form .

fil@) = aga;,

J=1

wobei A = (a;;) die Matrix ist, welche f in der kanonischen Basis darstellt.

Satz 2.21 (e-d-Stetigkeit) Seien (X, |- ||x), (Y, |ly) normierte Riume, sei D C X,
f:D—=Y, ae€D. Dann ist f stetig in a genau dann, wenn gilt:

Ve>0 36>0s0dassgilt: [z —allx <d = |f(r)— fla)|ly <e. (2.6)
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Beweis: “<": Sei (z) Folge in X mit z; — a. Sei ¢ > 0. Wahle § gemif und N € N
so, dass ||z — al|x < d fur alle £ > N. Dann gilt || f(zx) — f(a)|ly < e fur alle k > N. Es
folgt f(xr) — f(a). Damit ist f stetig in a.

“=": Kontraposition. Gilt nicht, so gibt es ein € > 0 und eine Folge (x}) mit

o —allx < 7. 1) = fla)lly > <.
also x — a, aber f(zy) - f(a). O

Die Eigenschaft (2.6) kann zur Definition der Stetigkeit verwendet werden (und wird dies
auch haufig), alternativ zur oben gegebenen Definition m

Definition 2.22 Seien (X, |- ||x) und (Y, || - |ly) normierte Raume, D C X. Fine Abbil-
dung f : D —Y heifit lipschitzstetig auf D mit Lipschitzkonstante L, falls gilt

1 () = fW)lly < Lz —yllx,  fir alle z,y € D. (2.7)

Ist (X, || -||) normierter Raum, zo € X und f: X — R definiert durch
f(@) = [l = o]l
so ist f lipschitzstetig wegen
[f(x) = f@) = [l = @oll = lly — @oll] < llz =yl
Insbesondere ist in jedem normierten Raum (X, || - ||) die Norm
fx) = |l
lipschitzstetig.

Jede lipschitzstetige Funktion ist stetig. (Ubung.)

Satz 2.23 Seien (X, | - ||x), (Y, - |ly) normierte Riume, sei f : X — Y linear. Dann
sind dquivalent:

(i) f ist stetig auf X.
(ii) f ist stetig in 0.
(11i) Es gibt ein C' > 0 mit
I f(@)]ly <Cllz|ly, firallex e X. (2.8)
Beweis: “(iii)=(i)": Sei a € X, (x}) Folge in X mit z; — a. Dann gilt
0 <|[[f(ax) = F(@)lly = [lf (zx = a)lly < Cllzx —allx =0,

also [|f(zx) — f(a)lly — 0, also f(z)) = f(a).
“(1)=(ii)": Klar,
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“(ii)=-(iii)”: Wir wenden (2.6) an mit ¢ = 1 und a = 0 (also f(a) = 0). Wihle 6 > 0 so,
dass || f(z)|ly <1 fur alle z € X mit ||z||x < 0. Sei nun = € X beliebig, x # 0. Dann ist

H 0 || = 0 <9
llx Iy 2
also oz 5 5
x
@l =250 | (groa)| < Sl
i 6 2l lly 6
O
Beispiel 2.24
Wir betrachten X = Cfa, b] mit den beiden Normen
b
Il = max 501 161 = [ 1f@]ar
Die lineare Abbildung
b
T:X =R, T(f):/f(t)dt, (2.9)
ist stetig beziiglich beider Normen, da
b b
T(f)] = / f(t) dt’ < / fOldt =1Ifll, < (b—a)|lfll-
Die lineare Abbildung
T:X—>R, T(f)= f(a), (2.10)
ist stetig beziiglich || - ||, da [T'(f)] = [f(a)| < [[f]l- Sie ist aber nicht stetig beziiglich
I 1l;, da fiir
fn(t) = max{l —n(t —a), 0}
gilt

T(fn)l = [fula)] =1,

aber (fir n > ;1)
1
Wl ==——0,
I£ulli = 5
und somit ([2.8]) fiir kein C' > 0 erfiillt ist.

Satz 2.25 Seien (X, | - ||x), (Y| - |ly) normierte Riume, sei f : X — Y. Dann sind
dquivalent:

(1) f ist stetig auf X.
(it) Das Urbild f~1(V') jeder offenen Menge V' CY st offen in X.

(iii) Das Urbild f~'(A) jeder abgeschlossenen Menge A C'Y ist abgeschlossen in X .
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Beweis: “(i)=(iii)”: Sei A C Y abgeschlossen, sei (x;,)ren Folge in f7!(A) mit x5, — =,
x € X.Dannist f(x,) € Afiiralle k € Nund f(xr) — f(x) (da f stetig), alsoist f(x) € A
nach Satz [2.6] also z € f~1(A). Wiederum nach Satz[2.6]ist f~'(A) abgeschlossen.
“(iil)=-(ii)”: Ist V offen in Y, so ist Y\ V abgeschlossen, also auch f~'(Y "\ V), und damit
YV)y=X\ 4 Y\ V) offen in X.

“(i))=-(i)": Sei (z%)ren Folge in X mit zj, — a. Sei e > 0. Wir setzen U = f~1(B(f(a),¢)).
Dann ist @ € U und U offen in x. Nach Lemma gibt es N € N mit x;, € U fiir alle
k> N, also f(zx) € B(f(a),¢) fir alle k > N. Es folgt f(zx) — f(a). O

Folgerung 2.26 Seien (X, | - ||) normierter Raum, f: X — R stetig, ¢ € R. Dann sind
{z:zeX, flx)y<c}, {z:zeX, flx)>c},
offen in X, und
{z:zeX, flx) <c}, {z:zeX, f(x)>c},
sowie die Niweaumenge von f zum Niveau c,
Nf) = {z: 2 € X, fz) =},

abgeschlossen in X.

Beweis: Folgt aus Satz[2.25| da die Mengen (—o0, ¢) und (¢, 00) offen in R und die Mengen
(—o0, ], [¢,00) und {c} abgeschlossen in R sind. 0

Definition 2.27 (Kompakte Menge)
Sei (X, ||-]|) normierter Raum. Fine Teilmenge K von X heifit kompakt, falls jede Folge
(zk)ken in K eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert ebenfalls in K liegt. O

Jedes abgeschlossene beschrinkte Intervall [a, b] ist kompakt in der Betragsmetrik (folgt
aus dem Satz von Bolzano/Weierstrafl, Analysis 1).

Statt “kompakt” sagt man auch “folgenkompakt”. Das liegt daran, dass in allgemeinen
topologischen Raumen (X, 7) der Begriff der Kompaktheit anders definiert wird, ndmlich
iiber die sogenannte “endliche Uberdeckungseigenschaft”. Diese ist aber in normierten
Raumen dquivalent zur oben gegebenen Definition.

Satz 2.28 Jeder abgeschlossene achsenparallele Quader

Q = H[a’h bz]
i=1
mit a;,b; € R, a; < b;, ist kompakt in (R™, | -..)-

Beweis: Sei (2)ken, o = (Tga,...,2Tkn) Folge im R™. Nach dem Satz von Bolzano-
Weierstra$ im R konnen wir eine in [a, b1] konvergente Teilfolge (2x;,1)jen von (1)
wihlen. Aus dem gleichen Grund kénnen wir auch eine in [ag, bs] konvergente Teilfolge
(T, 2)men vOn (T4, 2)jen finden. Dann ist auch (2x;  1)men in [a, b1] konvergent. Ent-
sprechend gehen wir vor in [as, bs] usw. Nach n Schritten erhalten wir somit eine Teilfolge
(x;,,) von (zy), die in allen n Komponenten konvergent und somit auch im R™ konvergent
ist. O
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Satz 2.29 Sei (X, | -||) normierter Raum, sei K C X kompakt. Dann gilt:
(i) Ist Y C X abgeschlossen und Y C K, so ist auch Y kompakt.
(i1) K ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis: Zu (i): Sei (zx)ren Folge in Y, dann gibt es eine konvergente Teilfolge z,, — a
mit a € K. Da Y abgeschlossen ist, ist a € Y.

Zu (ii): K ist abgeschlossen: Sei (xy)gen Folge in K mit x; — a, a € X. Da K kompakt,
gibt es Teilfolge (zg,,) und b € K mit z,, — b. Es folgt a = b, also a € K. Nach Satz
ist K abgeschlossen.

K ist beschrankt: Kontraposition. Ist K unbeschriankt, so gibt es eine Folge (xy)gen in
K mit ||zg]] > k fir alle & € N. Jede Teilfolge (zg,,) ist wegen ||zy,,|| > kmn ebenfalls
unbeschrankt, also nicht konvergent. Es folgt, dass K nicht kompakt ist. O

Satz 2.30 (Bolzano/Weierstrafl im Mehrdimensionalen)
Sei K Teilmenge von (R, || -||_.). Dann gilt

K kompakt & K abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis: “=": Satz [2.29
“<": Fiir hinreichend grofes C' > 0 gilt

KCQZﬁ[—C,C].

=1

Da K abgeschlossen und @ kompakt ist nach Satz|2.28] ist K nach Satz[2.29(i) kompakt.
O

Die Implikation “<=” aus Satz gilt in keinem unendlichdimensionalen
normierten Raum. Genauer: Ist X unendlichdimensionaler normierter Raum, so ist die
abgeschlossene Einheitskugel nicht kompakt. (Siehe Funktionalanalysis.)

Satz 2.31 Seien (X,| - ||x), (Y, - |ly) normierte Riume, sei K C X kompakt und
f: K =Y stetig. Dann ist auch f(K) kompakt.

Beweis: Sei (yy) Folge in f(K). Fiir alle & € N wihlen wir 2, € K mit f(zx) = k.
Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (z,,) und ein @ € K mit x;, — a. Es folgt

Yk, = f(zK,,) — fla) € f(K), da f stetig. O

Satz 2.32 Sei (X, || - ||) normierter Raum, sei K C X kompakt, K # 0, und f : K — R
stetig. Dann ist f(K) beschrankt, und f nimmt auf K sowohl Maximum als auch Minimum
an, d.h. es gibt p,q € K mit
f(p) =sup f(z), f(q) = inf f(z).
zeK zeK
Beweis: Nach Satz ist f(K) kompakt, also beschrinkt und abgeschlossen in R nach
Satz [2.29, Aus der Beschréinktheit folgt sup f(K) < oo, aus der Abgeschlossenheit folgt

sup f(K) € f(K), es gibt also ein p € K mit f(p) = sup,cx f(z). Analog fiir das Mini-
mum. a
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Satz 2.33 Zu jeder Norm || - || auf R™ gibt es Zahlen c1,co > 0 mit

allz|ly <zl < ellzlly,, fir alle z € R™. (2.11)

Beweis: Konstruktion von ¢o: Fiir z = (x4, ..., 2,) € R" gilt

n
r = E ZT;€; ,
=1

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Es folgt

n n n
=] < ZI%HI@H < (Z ||€i||> max |z;| = (Z ||6i||) ]| -
=1 =1 =1
—_————

=:ca
Existenz von ¢;: Wir definieren f: (R™, || - ||..) = (R, |- |) durch
fx) = |||
f ist stetig, da fiir jede Folge (xy)gen in R™ mit 25, — a gilt
0 <[f(zx) = fla)] = [lzxll = llall | < lzx — all < eoflz —all
also auch f(zy) = f(a). Wir betrachten die Einheitssphére beztiglich || - ||
Y={z:2eR", ||z|, =1}.

Y ist abgeschlossene beschriankte Teilmenge von (R™,[| - |.), also kompakt nach Satz[2.30}
also gibt es nach Satz ein y € R” mit ||y||, =1 und

0 < f(y) = llyll = min |j«].

Wir setzen ¢; = [|y||. Es gilt dann fiir alle € R™ mit « # 0, dass z/||z| €Y, also

S e
]| o
Daher gilt die linke Ungleichung in (2.11)) fiir alle z € R™. O

Aus Satz folgt: Ist (zx)ren Folge in R™, so hingt die Richtigkeit der Aussagen

(xy) ist konvergent in (R™ || - ||)
(x1) ist Cauchyfolge beziiglich (R™, || - ||)

nicht von der Wahl der Norm || - || ab, “in allen Normen sind die gleichen Folgen konver-
gent”. Ebenso gilt: Ist Y C R", so hingen die Mengen int (Y), Y, Y sowie die Eigen-

schaften “offen”, “abgeschlossen”, “kompakt” Pnd “beschrankt” ebenfalls nicht davon ab,
welche Norm auf R™ man gewéhlt hat. Siehe Ubung.
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Definition 2.34 (Aquivalenz von Normen)
Sei X Vektorraum, seien || - ||, || - ||, Normen auf X. Die beiden Normen heiffen dqui-
valent, falls es Konstanten ci,cy > 0 gibt mit

cllzlly < lzlly < cofllly

fir alle x € X. O

Zwei Normen, die beide zu einer dritten dquivalent sind, sind selbst wieder dquivalent.
Satz erhélt somit die pragnante Form:

“Auf dem R” sind alle Normen dquivalent.”

Definition 2.35 (Gleichmiflige Stetigkeit)
Seien (X, | - lx), (Y, - |ly) normierte Riaume, sei D C X und f: D — Y. Die Funktion
f heifit gleichmdfiig stetig auf D, falls gilt

Ve>0 30>0 VazyeD: Auslr—yly <9 folgt|f(z) - flyly <e. (2.12)
O

Durch Vergleich mit der e--Stetigkeit folgt unmittelbar, dass jede auf D gleichméBig
stetige Funktion auch stetig ist auf D.

Ebenso folgt direkt aus den Definitionen, dass jede lipschitzstetige Funktion auch gleichméfig
stetig ist.

Satz 2.36 Seien (X, | - ||x), (Y, - |ly) normierte Riume, sei D C X und f : D — Y.
Dann qgilt: Ist f stetig auf D und ist D kompakt, so ist f gleichmdfig stetig auf D.

Beweis: Wir nehmen an, f sei nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0 und fiir
alle k£ € N Elemente x, y, € D mit

o= sl < 30 aber f(z) — )l > <. (2.13)

Sei (zy,,) konvergente Teilfolge von (xy) mit x, — a € D. Aus

1
19 = allxe < WYkn = Trnllx + 26, —allx < 5=+ ll2k, —allx
m

folgt auch y  — a. Es gilt

0 < 1f (k) = flar,)lly < NS (@) = Fl@)ly + 1f (Yk,) = fla)lly =0,
da f stetig in a, im Widerspruch zu (2.13). O

Im C™ gilt ebenfalls, dass eine Teilmenge genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen
und beschréankt ist, und dass alle Normen dquivalent sind. Um das zu beweisen, betrachtet
man die kanonische Bijektion zwischen C" und R*" (jeder Komponente eines Vektors in
C™ werden Real- und Imaginérteil zugeordnet), und fiithrt die beiden Behauptungen auf
die entsprechenden oben bewiesenen Sitze im R?" zuriick. Die Einzelheiten behandeln wir
hier nicht.
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3 Kurven im R"

Definition 3.1 (Kurve)
Sei I C R Intervall, (X,| - ||) normierter Raum.

(1) Jede stetige Funktion f : 1 — X heifst Kurve oder Weg (in X ). Die Bildmenge
f(I) heifit Spur der Kurve f. Die Elemente f(t) der Spur von f heiffen Kurven-
punkte.

(i) Sei X =R™. FEin f = (f1,...,fa) : I = R" heifit (stetig) differenzierbar, falls
alle f; : I — R (stetig) differenzierbar sind. Die durch

ft+h) - f(#)
h

, . .
f'(t) = lim
h#£0

= (fi(t),.... fr(t)) €R" (3.1)
definierte Ableitung von f in t € I heifst Tangentialvektor (oder Tangenten-
vektor) an f int. Falls f'(t) # 0, so heifit

f'(t)
L7 @)1l

der Tangenteneinheitsvektor an f in t.

O

Ist I = [a,b] abgeschlossen, so soll “stetig differenzierbar” bedeuten, dass in den Rand-
punkten a und b die links- bzw. rechtsseitige Ableitung existiert und die resultierende
Funktion f’ : [a,b] — R™ stetig ist auf [a, b].

Wir betrachten eine Reihe von Beispielen. Fiir x,v € R", v # 0, wird durch

f)=z+tv
eine Kurve f : R — R" definiert, deren Spur die Gerade durch x mit Richtung v ist. Es
gilt
/') v
f'(t)=v, = :
L@y ol
Weiter:

f:[0,2n] = R*  f(t) = (rcost,rsint), r>0,
definiert eine Kurve, deren Spur der Kreis um 0 mit Radius r ist. Es ist
/')
1)l

f'(t) = (=rsint,rcost), | f')|,=7, = (—sint, cost).

Eine Schraubenlinie im R? erhalten wir durch
f:R—=R? f(t)=(rcost,rsint,ct), r>0,c>0.

Es ist
f'(t) = (—=rsint,rcost,c).
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Fiir eine beliebige Kurve ¢ : I — R" koénnen wir graph () als Kurve im R"™! auffassen
gemdl f(1) = (L, o(1)).

Verschiedene Kurven kénnen dieselbe Spur haben, beispielsweise

f:[0,27] — R?, f(t) = (rcost,rsint), (3.2)
f:R—R? f(t) = (rcost,rsint), (3.3)
f:[0,7] = R?, f(t) = (rcos2t,rsin2t). (3.4)

Wir unterscheiden zwischen der Kurve und der Spur der Kurve. Dieser Unterschied wird
in der Mathematik haufig verwischt, man sagt dann “Kurve” fiir beides.

Eine Kurve muss nicht injektiv sein.

Definition 3.2 (Doppelpunkt)
Sei I C R Intervall, (X,|| -||) normierter Raum, f : I — X Kurve. Ein x € X heifst
Doppelpunkt von f, falls es t,s € I gibt mitt # s und x = f(t) = f(s). O

Fiir die Kurve (3.3) gilt, dass jeder Kurvenpunkt ein Doppelpunkt ist. Die Kurve
f:R%R27 f(t):<t2_17t3_t)7
hat den Doppelpunkt (0,0) = f(1) = f(—1).
Die Ordnungsrelation “<” auf I definiert eine Orientierung fiir eine Kurve f : I — X.
Sind t,s € I mit t < s, so sagen wir, dass f(t) vor f(s) liegt. Ist I = [a,b], so heifit
f(a) der Anfangspunkt und f(b) der Endpunkt der Kurve. Die gleiche Spur kann in
verschiedene Richtungen durchlaufen werden, etwa
f:[0,27] — R?, f(t) = (rcost,rsint), (3.5)
f:[0,27] — R?, f(t) = (rcost,—rsint). (3.6)

Definition 3.3 (Regulire Kurve)
Sei I C R Intervall, f : I — R™ Kurve. f heifit reguldr, falls f stetig differenzierbar auf
I ist und f'(t) # 0 gilt fir alle t € int (). Fin t € int (I) mit f'(t) = 0 heifst singuldre

Stelle von f. Ist I = |a,b], so heifit f stiickweise reguldr, falls es eine Zerleqgung
a=ty <ty <...<ty=>b gibt, so dass f|[t;,tj41] reguldar ist fir alle j. O
Die Kurve

f:R%R27 f(t):(tQ_latg_t)a

ist regular. Die Kurve
fiR=R?, ()= (1),

ist nicht regulér; sie hat die singulére Stelle 0. Die Kurve
f:[=V2m V2or] = R*,  f(t) = (rcos(t?), rsin(t?)),

hat ebenfalls die singuldre Stelle 0; ihre Spur ist der Kreis um 0 mit Radius r. (Dieselbe
Spur kann also durch regulére und nicht reguldre Kurven erzeugt werden.) Der Rand eines
Rechtecks im R? ist Spur einer stiickweise reguliren Kurve f : [0,1] — R,
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Definition 3.4 (Schnittpunkt, Schnittwinkel)

Seien f: 1 —R", g:J — R" regulire Kurven. Gibt est € I, 7 € J mit x = f(t) = g(7),
so heifst x Schnittpunkt von f und g. Der Winkel 0 zwischen den Tangentialvektoren
f'(t) und ¢'(1) heifst Schnittwinkel von f und g in x. 0 ist definiert durch

(f'(@), d'(1))
£ @Ol Mg' (Ol (3.7)

cosf =

O

Ist f: 11— R™ Kurve, sind f(to),..., f(ty) Kurvenpunkte, so ist die Linge des Polygon-
zugs, der diese Kurvenpunkte nacheinander verbindet, gegeben durch

Z 1 (t5) = f (-l -

Definition 3.5 (Linge einer Kurve)

Sei (X, - ||) normierter Raum, sei f : [a,b] — X Kurve. Fir eine Zerlegung Z =
(to,...,tn) von [a,b], also a =ty < t; < ... <ty =b, definieren wir deren Feinheit

2] = max (t; — 1), (3-8)
sowie

= Z If(t;) = f(t—0)ll- (3.9)

Dann heifit
L(f)=sup L(f,Z2), Z={Z: Z Zerlegung von [a,b]}, (3.10)

A4

die Linge der Kurve f in (X,| - ||). Die Kurve f heifit rektifizierbar, falls L(f) < occ.
O

Fiir Kurven f : [a,b] — R™ hingt die Antwort auf die Frage, ob f rektifizierbar ist, nicht
von der Wahl der Norm ab (da im R" alle Normen &quivalent sind), wohl aber die Lange
L(f). Fir || - || = || - ||, erhalten wir das, was wir uns {iblicherweise als Lénge vorstellen.

Definition 3.6 Sei f : [a,b] — R™ Kurve. Wir definieren

/f £) dt = (/ hi(®) / fn(t)dt>. (3.11)

O

Satz 3.7 Sei f: [a,b] — (R™, || - ||) eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist f rektifi-
zierbar, und

b
= [iroia= wm 10.2), (312)
a |Z|<5,Z€2Z

das heifit: Fir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle Zerlegungen Z von [a,b] mit
|Z| <6 gilt
IL(f) = L(f,Z)| <e.
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Beweis: Wir zeigen zuerst die rechte Gleichung in (3.12)): Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0,
so dass fiir alle Zerlegungen Z von [a,b] mit |Z] < ¢ gilt

/ IOl dt — L(f, Z)‘ “c (3.13)

Sei Z = (t;), a =ty < t; < ... <ty = b, Zerlegung von [a,b]. Dann ist die Abbildung
t— || f(t)] stetig, und es gilt fiir alle j, 1 < j < N

ti—t;_y

/t @l — 1) — FE]

j—1

j—1

S/t%j Ol Hf t —tj : H dt</:j f1(t) = f(t;i:igtf‘l> ‘ dt (3.14)
R e

mit einer von Z, i und j unabhingigen Konstanten ¢ gemif Aquivalenz aller Normen im
R"™. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es s;; € (¢;_1,¢;) mit

filty) — filti1)
tj — t]’,1

= ['(si) -
Wir kénnen daher die Abschéatzung in (3.14)) weiterfithren als

t;
< cmax max '(t) — fl(s)|dt
- /t 1<i<n setj—1,t4] |f1( ) fZ( )| (315)

<c(t; —tj—1) max max |f/(t) — fi(s)]

1<i<n t,s€ltj_1,t;]

7j—1

Wir setzen nun fiir 6 > 0

(d) = max i, |fi(s) = £i(®)]

Dann ist a(d) < oo, da alle f/ stetig sind und [a, b] kompakt ist, und es gilt
lima(d) =0, (3.16)

0—0

da alle f! gleichméBig stetig sind auf [a, b] nach Satz 2 - Aus (3.14 - 3.15|) folgt also

/tj IO dt =11 f(t;) = ft-)ll| < ety — t-1)al|Z]),

j—1

und weiter

L dt = L(f, Z)
[ -

> [ | urenae-nse - f(tj_1)||] ‘

- (3.17)
th—%l (12]) = c(b = a)a(|Z]) .
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Fiir e > 0 wéhle 6 > 0 so, dass
€

a(d) < —a)

das ist moglich wegen (3.16]), und hieraus folgt die rechte Gleichung in . Sind nun
7, 7' Zerlegungen, und ist Z' Verfeinerung von Z, so folgt mit Hilfe der Dreiecksunglei-
chung

L(f,Z2) < L(f.Z").

Hieraus folgt
L(f) = sup L(f, Z) = sup L(f, Z)

ZeZ zZez
1216
fiir alle 6 > 0, und nach dem oben Bewiesenen auch die erste Gleichung in (3.12]). O

Die Lange (gemessen in der euklidischen Norm) eines Kreisbogens
00 SR, () = (cost,sint)

errechnet sich also wegen

f'(t) = (=sint,cost), ||f' @), = \/SiHQ(t) + cos?(t) = 1

zu

uﬁzﬁﬂwwmw:¢

Die Lénge des Graphen einer Funktion kénnen wir ebenfalls berechnen. Ist f : [a,b] — R
stetig differenzierbar, so setzen wir

fofabl =R, f(t) = (¢ (1),
also f'(t) = (1, f'(t)) und

Mﬁ=/WWmﬁ=/¢HW@%t

Definition 3.8 (Parametertransformation)
Sei ¢ : [, B] = [a,b] bijektiv und stetig. Dann heifst ¢ Parametertransformation von |a, b]
auf o, B]. Ist f : [a,b] = R™ Kurve, so sagen wir, dass

g:lo, ] = R", g=foyp,

aus f durch die Parametertransformation o hervorgeht. Falls o und o~ stetig differenzier-
bar sind, heifit o eine C-Parametertransformation; falls zusditzlich ¢'(t) > 0 (¢'(t) < 0)
gilt fiir alle t € [, 5], so heifit ¢ orientierungstreu (orientierungsumkehrend). O

Die Parametertransformation

@ :la,bl = [a,b], t)=a+b—1t,

28



kehrt die Orientierung einer Kurve f : [a,b] — R™ um,

(fop)t) = flatb—1t), (fop)b)=[fla), (fop)a)=f().

Ist f:[a,b] — R" eine differenzierbare Kurve, ¢ : [o, 3] — [a,b] eine C'-Parametertrans-
formation, so gilt fiir g = fo

g'(r) = f'(e(r))¢' (), 7€la bl

das heifit: Die Tangentialvektoren von g in 7 und von f in ¢(7) sind parallel, die Tangen-
teneinheitsvektoren sind entweder gleich oder einander entgegengesetzt.

Satz 3.9 Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbar, sei ¢ : [a,8] — |a,b] eine C*-
Parametertransformation. Dann gilt

L(f) = L(fog). (3.18)

Beweis: Aus Satz folgt mit der Kettenregel (komponentenweise angewendet) und der
Substitutionsregel

L(fog)= /‘nfow Hm~—/ I(f (7)) dr
/n I ()] dr = sign (¢ /H Il (r) dr

©(B)
= siegn (¢ ! dt = ! d
0 (“0)/@@ T / O
— L(f). (3.19)

Sei f : [a,b] = R™ eine regulére Kurve. Dann ist

= [ 1ol

die Linge des Kurvenstiicks vom Anfangspunkt f(a) bis zum Punkt f(t). Esist [ € C'[a, b]
und, da f regulér,
') =I1F@l >0
fir alle ¢ € [a,b], also ist
72 [0, L(f)] = [a, 0]
eine C''-Parametertransformation. Die Kurve
g=/fol

entsteht aus f durch “Parametrisierung mit der Bogenldnge”. Es gilt

g/<7_> — f/(l—1<7_>>(l—1)/<7_> — f/(l71<7-)) o f/(lil(T»

)~ IFE
also ist ||¢/(7)|| = 1 fiir alle 7 und
| lg@las=r.
0
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4 Partielle Ableitungen, Skalar- und Vektorfelder

Definition 4.1 (Skalarfeld)
Sei Q CR™. Ein f:Q — R heifit skalares Feld, oder Skalarfeld, auf €. O

Skalarfelder kann man sich durch ihre Niveaumengen

N(f)={z:2€Q, f(x)=c}

veranschaulichen, besonders gut dann, wenn Q C R2. Entspricht beispielsweise Q) einer
Landkarte und ordnet f jedem Punkt auf der Landkarte seine Hohe zu, so sind die Ni-
veaumengen N.(f) gerade die Hohenlinien zur Hohe c.

Sei Q C R, f:Q — R. Wir betrachten f “langs einer Geraden”, d.h. fiir einen gegebenen
Punkt x € 2 und eine gegebene “Richtung” v € R" betrachten wir
g(t)=f(zr+tv), ¢g:D;,—-R, Dy={t:teR xz+tveQ}.

Falls ¢'(0) existiert, gibt diese Zahl die “Ableitung von f im Punkt z in die Richtung v”
an. Ist dabei x innerer Punkt von (2, so ist 0 innerer Punkt von D, fiir jedes v € R", d.h.
g(t) ist fiir hinreichend kleine Werte von |t| definiert.

Definition 4.2 (Richtungsableitung, partielle Ableitung)
Set Q C R™ offen, f: Q2 — R. Ist x € Q und v € R", so heifSt

o, f(x) = lim [z +tv) — f(x)

t—0,t#£0 t

(4.1)

die Richtungsableitung von [ an der Stelle x in Richtung v, falls der Grenzwert exi-
stiert. Ist v = e; der i-te Finheitsvektor, so sprechen wir von der i-ten partiellen Ab-
leitung von f an der Stelle x, wir bezeichnen sie mit

Andere gebrduchliche Schreibweisen fir 0;f(x) sind
0 of

Die Funktion f heifst partiell differenzierbar in ), falls 0;f(x) existiert fir alle x €
Q und alle i, 1 < i < n. Fine in Q partiell differenzierbare Funktion f heifst stetig
differenzierbar in (), falls die Funktionen

stetig sind fiir alle i. O
Fir v = ¢; ist
.%—l-t@l = (l'l, RN 7 P 7] —|—t,l’i+1,. o ,ilj'n) .
Wir kénnten die i-te partielle Ableitung daher auch definieren als
azf(x) :g£<$z>7 gz(f) = f(xl""7xi—17§7xi+17"‘7xn>7 (42)

diese Definition ist dquivalent zur obigen. Ist f also durch eine Formel gegeben, so kénnen
wir 0; f(x) berechnen, indem wir “ganz normal” nach x; ableiten und dabei die anderen
x;. als konstante Parameter betrachten.
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Beispiel 4.3 (i) f:R® = R, f(z1, 29, 23) = z1sin a3 + 2322 exp(wo23). Es ist

O1 f(x1, 2, x3) = sinxg + 2x1x§ exp(xax3) , o f(1,2,0) =8,
Oof (21, T2, 3) = 207wy exp(wox3) + 2325 exp(wows)zs, 0Oaf(1,2,0) =4,
a3f(9€1, T2, $3) = zr1C08713 + x%xg eXP($2I3)fE2 ) an(L 2, 0) =9.

(ii) Wir betrachten

r:R"—=R, r(z)=|zl,=

r ist stetig differenzierbar in R™ \ {0},

1 . T;
24/ 51 73
Im Nullpunkt ist 7 nicht differenzierbar, da r(te;) = |t| und

T(O—l—t@;)_r(o) :’—i‘:sign(t), t#£0.

oir(x) =

(iii) Sei g: R\ {0} — R (stetig) differenzierbar, sei f : R™ \ {0} — R definiert durch
f(x) = g(r(z)). (4.4)

Dann ist auch f (stetig) differenzierbar, und

0if(x) = ¢ (r(x))0ir(x) = g'(r(z))

ok (4.5)

O

Anders als im Eindimensionalen folgt aus der Existenz aller partiellen Ableitungen einer

Funktion f noch nicht die Stetigkeit von f. Das liegt daran, dass die partiellen Ableitungen

in einem Punkt = das Verhalten von f nur entlang der von x in die Koordinatenrichtungen

ausgehenden Geraden auswerten. Beispiel dazu: f : R" — R, n > 2, definiert durch
Ty,

/3"

In z = 0 existieren alle partiellen Ableitungen von f und sind gleich Null, da
J(O+4te;) — f(0)  0—-0
t ot

f ist aber nicht stetig in 0: Betrachten wir

A
ap = Lk )

0.

SO ist



also
lim a, =0, klimf(ak):oo, f(0)=0.
— 00

k—o00

Wie im Eindimensionalen kénnen wir hohere Ableitungen bilden, indem wir durch Ablei-
ten erhaltene Funktionen nochmals ableiten. Ist etwa f : R? — R, f(xy,22) = 32323, so
ist beispielsweise

O f (11, w2) = 9273,

und weiter

alﬁgf(xl, l’g) = ]_8.171333 s 8282f<li1, Ig) = 181]%1‘2 s 3282f(1, ].) =18.

Definition 4.4 (Hohere partielle Ableitungen)
Sei Q C R™ offen, f: Q — R. f heifst (k + 1)-mal partiell differenzierbar in Q, falls f
k-mal partiell differenzierbar in € ist und alle k-ten partiellen Ableitungen der Form

k—1 " *

partiell differenzierbar sind. f heifst k-mal stetig differenzierbar, falls alle partielle Ablei-
tungen der Ordnung < k existieren und stetig sind. Wir definieren

Q) =C(Q),
C*(Q) = {f| f: Q= R k-mal stetig differenzierbar}

C>(Q) = () CHQ).
(4.6)

Funktionen in C*°(Q) heiflen unendlich oft differenzierbar. O

Liegt zweimal stetige Differenzierbarkeit vor, so konnen wir beim partiellen Differenzieren
die Reihenfolge der Ableitungen vertauschen.

Satz 4.5 (Satz von Schwarz) Se: Q C R" offen, f € C?*(Q). Dann gilt
fiir alle a € Q und alle 1 < 1,5 < n.

Beweis: Sei 0.B.dA.n=2,i=1,j=2,a=0¢€ Q. Wir wiahlen § > 0 mit B(0,9) C Q
(Kugel beziiglich der Maximumnorm). Sei (21, z5) € B(0,d). Wir wenden den Mittelwert-
satz der Differentialrechnung an auf

g(t):f<t,x2)—f<t,0), g:[0>x1]_>R7

und erhalten die Existenz eines £ € (0, x;) mit

g(x1) = 9(0) + 214'(€)
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also
f(x1,29) — f(21,0) = f(0,22) — f(0,0) + 21 (01 f(§, 22) — 01 f(&,0)). (4.8)

Wir wenden nun den Mittelwertsatz an auf h(t) = 0 f(&,t), h : [0, 22] — R, und erhalten
die Existenz eines n € (0, z2) mit

h(x2) = h(0) + 22h'(n) ,
also aus ({£.8)
flar,@2) = f(21,0) = (0, 22) — f(0,0) + 21220201 f (€, 1) - (4.9)
Vertauschen der Rollen von z; und z liefert € € (0, ), 7 € (0, 25) mit
fa1,22) = £(0,22) = f(21,0) = £(0,0) + 22210101 (€,17) , (4.10)

also -
0201 f(§,m) = 0102 f (&, 1) -

Grenziibergang (1, ,) — (0,0) ergibt (&,7) — (0,0) und (£,7) — (0,0), also wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen

0,0, £(0,0) = 9,02£(0,0).

O

Folgerung 4.6 Fir f € C™(2) kénnen wir die Reihenfolge von bis zu n partiellen Ablei-
tungen beliebig vertauschen. O

Insbesondere kénnen wir partielle Ableitungen sortieren, z.B.:
01040105010 f = 0101010,0400f = 070205 f .
Wir verwenden dabei die Schreibweise

k mal

Definition 4.7 (Gradient)
Sei Q0 C R™ offen, f: Q — R partiell differenzierbar. Dann heifst

grad f(z) = Vf(x) = (0.f(z), ..., 0uf(x)) (4.11)

der Gradient von f in x. O

Fiir radialsymmetrische Funktionen f(z) = g(||z||,) haben wir in (4.5)) berechnet
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also

grad () = VI (@) = () - (1.12)

Allgemein gelten fiir f,g: 2 — R und A € R die Rechenregeln
grad (f +g) = grad f + gradg, grad(Af) = Agrad f, (4.13)
grad (f - g) = g-grad f + f - grad g. (4.14)

(Folgt aus der Definition und den Rechenregeln fiir die Ableitung im Eindimensionalen.)

Definition 4.8 (Vektorfeld)
Sei Q C R". Fin F : Q — R"™ heifst Vektorfeld auf Q). F heifit (stetig) partiell differen-
zierbar, falls alle Komponentenfelder F; : {2 — R es sind. O

Definition 4.9 (Rotation)
Sei Q C R3 offen, F : Q — R3 partiell differenzierbar. Dann heifst

rot F: Q — R?, (4.15)
rot F(.CC) = (82F3<.§U) — 83172(2:), (93F1(:1:) — 81F3(I>, 81F2(:L’) — 82F1($>) (416)
die Rotation von F. O

Definition 4.10 (Gradientenfeld)
Ein Vektorfeld F : Q — R™, Q C R", heifst Gradientenfeld, falls es ein skalares Feld
f:9Q— R gibt mit

F=gradf. (4.17)

f heifst ein Potential von F. O

Definition 4.11 (Divergenz)
Ser Q CR™, F: Q — R" ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann heifit

divF: Q — R, (4.18)
div F(z) = Z 0;Fi(x), (4.19)
i=1
die Divergenz von F. O

Beispiel 4.12

(i) Sei Q C R™ offen, seien f: Q — R, F': Q — R™ partiell differenzierbar. Dann gilt

n

div (fF) =Y _0(fF) = (0if - F+ f - OF)
=1 =1

= (grad f, F) + f - div F. (4.20)
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(ii) Wir betrachten G : R" \ {0} — R™,

G(x) = (4.21)
[E41P
Wir setzen )
1 n T2
@) = = (in) . Flz)=u,
2 j=1
Dann ist
1 [« E T
Oif (@) = — A IR TR
2| &% EE
div F(x) =n,
also erhalten wir aus ({4.20))
(divG)(z) = ((grad f)(z), F(2)) + f(z) - (div F)(z)
< x > 1 [zll3 1
— — 371‘ —|— n = __3 _|_ -
]2 [E4]P [z]l3 [l
n—1
O

Definition 4.13 (Laplace-Operator)
Sei Q C R™ offen, f € C*(Q)). Wir definieren

n

Af(x) = (div (grad f))(z) = ) _ di(grad f)(x)

=1

=> 0 f(x). (4.22)
i=1
Der Operator A =" | 0 heifit der Laplace-Operator. O

Die Gleichung
—Af(z)=0, ze€QCR", (4.23)

heifit Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung. Fiir Q@ C R*, I C R, f: Q x I — R,
heif3t
O f(x,t) — AAf(x,t) =0, (4.24)

die Wellengleichung (9; partielle Ableitung nach ¢, A bezogen auf die ersten n Komponen-
ten = von (z,t)). Die Zahl ¢ > 0 beschreibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle.
Die Gleichung

O f(z,t) — kAf(x,t) =0, (4.25)

heifit die Warmeleitungsgleichung oder die Diffusionsgleichung, k£ heifit der Diffusionsko-
effizient (oder Warmeleitkoeffizient).
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Wir wenden den Laplace-Operator auf eine radialsymmetrische Funktion an.
Sei f(x) = g(||z||,). Dann gilt fiir = # 0

AF(x) = (div (grad ))(x) = div (y'(ﬂxﬂgﬁ)

= (s ¢t ) + Gl i ()
< () [ Hz T HQ>+9<” i

Im Spezialfall n = 2, g(r) = Inr, gilt

also fir n = 2
Aln(flally) =0, = #0.

Im Fall n > 3, g(r) = r*™", gilt

also wieder
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5 Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Ist f: R®™ — R™ eine Funktion mit Komponentenfunktionen f; : R® — R, so konnen
wir die partiellen Ableitungen J;f; : R® — R bilden und damit rechnen. Was uns aber
noch fehlt, ist ein allgemeiner Begriff der Differenzierbarkeit von f. Die Formel aus dem

Eindimensionalen A B — ()
, . z+hn)— flz
() = tim KO

h#£0

und deren Interpretation (Tangentensteigung = Grenzwert der Sekantensteigungen) sind
hierfiir nicht geeignet. Was sich aber verallgemeinern lésst, ist die Vorstellung, f “lokal
durch eine lineare Abbildung zu approximieren”, also die Darstellung

h
Floh) = Fa) + f@h (), m S =,
b0
Im Eindimensionalen gilt
im " g e g TR
h—0 h h—0 |h‘
h#£0 h£0

Der Grenzwert auf der rechten Seite macht auch im Mehrdimensionalen Sinn, wenn wir
die Betrége durch Normen ersetzen.

Definition 5.1 (Differenzierbarkeit)
Set Q C R" offen, f:Q — R™, € Q. f heifft differenzierbar im Punkt x, falls eine
lineare Abbildung T : R™ — R™ existiert mit

S+ h) = flx) =T

lim
B0 Al

h#£0

~0. (5.1)

Statt “differenzierbar” sagt man auch “Fréchet-differenzierbar” oder “total differenzier-
bar”. Die Abbildung T heiffit Ableitung (oder Fréchet-Ableitung oder totale Ableitung)
von [ in x. Wir bezeichnen die Ableitung von f in x mit Df(z). O

In Satz werden wir mitbeweisen, dass es hochstens eine solche Abbildung 7' gibt
(dadurch wird die Bezeichnung D f(x) gerechtfertigt).

Wegen der Aquivalenz aller Normen im R” ist es gleichgiiltig, welche Norm man in Defi-
nition [5.1] zugrundelegt.

Bezeichnen wir mit L(R"™, R™) die Menge aller linearen Abbildungen von R” nach R™, so
ist also Df(z) € L(R",R™), falls f in x differenzierbar ist. Ist f in jedem Punkt x € 2
differenzierbar, so ist die Ableitung von f in §2 eine Abbildung

Df : Q — L(R*, R™).

Verallgemeinert man Definition auf Abbildungen f : X — Y zwischen beliebigen
normierten Rdumen X, Y so verlangt man zusétzlich, dass T stetig ist. (Im Endlichdi-
mensionalen ist, wie wir bereits wissen, jede lineare Abbildung stetig).
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Beispiel 5.2

(1)

(iii)

Sei f:R™ — R™ linear, x € R™. Dann ist

f@+h) = f(x) = f(h) = f(z) + f(h) = f(x) = f(h) = 0.

Setzen wir also T'(h) = f(h), so gilt (5.1). Also ist f differenzierbar in z, und
Df(z) = f (wobei die Gleichheit im Sinn von Abbildungen zu verstehen ist; wie f
ist auch Df(x) : R" — R™ und (D f(z))(h) = f(h) fiir alle h € R"). Die Ableitung
einer linearen Abbildung héngt also nicht von z ab,

Df :R* — L(R",R™)

ist eine konstante Abbildung.

Was bedeutet das im Eindimensionalen (n = m = 1)7 Ist beispielsweise f(x) = 3z,
f R — R, gegeben, so ist f'(z) = 3 und damit f’ eine konstante Abbildung. Den
Wert “3” kénnen wir interpretieren als eine lineare Abbildung von R nach R, also
ein Element der Menge L(R,R), ndmlich als diejenige lineare Abbildung, die jedem
h € R den Wert 3h € R zuordnet.

Sei f: R™ — R™ definiert durch
f(z)=Az+b, AeR™Y pecR™,

das heift
fi(z) aix - Qip L1 b
: =\ : : S e
fm(w) Am1 “°° Amn T bm
Es ist
flx+h)—flz) —Ah=A(x+h)+b— Az —b— Ah =0,
also ist f differenzierbar in x, und D f(z)(h) = Ah.

Sei A € R™™ symmetrisch und f : R — R definiert durch

1 1 1 ¢
f(z) = 3 (x, Az) = §xTAx = 5”21 T;0;%j .
In diesem Fall ist m = 1, und wir kénnen im Bildraum R als Norm den Betrag
nehmen. Fiir festes ©z € R™ gilt

flx+h) — flz) = % (x4 h, Az + h)) — % (z, Ar) (5.2)
1 1 1

= 5 (b Aw) + 5 (x, Ah) + 5 (h, Ah) (5.3)

— (Az,h) + % (h, AR) . (5-4)
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Mit T(h) = (A, h) gilt
1 1
S+ h) = f(&) = T(w)| = |5 (h, AR) | < Z{1bll, )1 AR
1
< SIBlLCIA, (5.5)

wobei C' eine von A, aber nicht von h abhéngende Konstante ist (die durch A
definierte lineare Abbildung ist stetig !), also

[f(z+h) — f(x) = T(h)|

1
< SClh|l, =0
1Al ?

0<

fiir h — 0. Also ist f differenzierbar in x, und
(Df(x))(h) = T(h) = (Az, h) .
(]

Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass lineare Abbildungen zwischen dem R” und R™
sich durch Matrizen, also durch Elemente des R(™™ darstellen lassen.

Satz 5.3 Sei ) C R" offen, f: Q — R™, f in x € Q differenzierbar. Dann ist [ stetig
in x und partiell differenzierbar in x, und es gilt

ofilz) - Ofi(z)
(Df(x))(h) = (Jy(x))h, Jp(x) = : : : (5.6)
Orfm(x) = Onfm(x)

Die Matriz J¢(z) € R™™ heifit Jacobi-Matrix, oder auch Funktionalmatriz, von f
in x.

Zur Bedeutung der linken Gleichung in ([5.6]): Auf ihrer linken Seite wenden wir die Abbil-
dung Df(z) auf den Vektor h an und erhalten den Vektor (D f(x))(h). Auf ihrer rechten
Seite multiplizieren wir die Matrix J¢(z) mit dem Spaltenvektor

hy

h n
.2 , h= Z hie; ,
: i=1

I,

und erhalten den Spaltenvektor J;(xz)h.

Bevor wir den Satz beweisen, hier erst einmal ein Beispiel. Sei f : R?* — R? definiert durch
f(z) = (sin(xy), 123), o= (11,79, 73) € R?,
also fi(x) = sin(xy), fo(x) = x 22 Es ist
Ofi(x) =0, Orfi(x) =cos(xz), 0Osfi(x) =0,
Oifolw) =23, Oafa(z) =0, 0Osfalx) =2u123,
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und weiter

Jf(x)z(O COS(()IQ) 0 )

3 22123

Die Elemente der Jacobi-Matrix hdngen davon ab, in welchem Punkt x man die Ableitung
berechnen will, sie sind also Funktionen von x. Will man sie in einem bestimmten Punkt
berechnen, so erhélt man eine Matrix aus Zahlen, beispielsweise

J;(1,2,3) = (8 COSO(Z) g) .

Beweis von Satz Sei T': R™ — R™ eine lineare Abbildung, welche (j5.1)) erfiillt.
f ist stetig in x: Mit r(h) = f(x + h) — f(x) — T'(h) gilt

1f(z+h) = f@)|| = [lr(R) + TR < [lr(W)] + TR < [[r(r) | + ClIAll
wobei C' eine von h unabhéngige Konstante ist. Es folgt

lim [[f(z +h) — f(z)] = 0.

f ist partiell differenzierbar in x: Sei A € R(™™ die Matrix, welche die lineare Abbildung
T beziiglich der kanonischen Basis darstellt, also

hy
T(h) = Ah, h=

Wir definieren r : R® — R™ durch
r(h) = f(z +h) — f(z) — Ah,

also

ri(h) = filx + h) = fi(z) — iaikhk, I1<i<m.

k=1
Fir h =te;, t € R, t # 0, ¢; der j-te Einheitsvektor, gilt

ri(te;) = fi(w +te;) — fi(w) — tay,

also . .

filw +tej) — filz) _ aij + rilte;)

t t

und

rilte;)| _ Irite;)l _ IrCte)lly

t Ite;ll, €51l
fur t — 0, da ||7(h)|,/]|k|l, — O fiir A — 0. Also
i te;) — fi

t—0
t#0 t
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Der soeben gegebene Beweis zeigt auflerdem, dass die lineare Abbildung 7" in Definition
eindeutig bestimmt ist. Die Definition von D f(x) als “die” Ableitung von f in z ist
also sinnvoll. Fiir die Differenz

my) = f(y) = (f(z) + Df(x)(y — )) (5.7)
gilt geméf Definition

lim W) g (5.8)
ye ||y — |

Die Abbildung y — f(z) + Df(z)(y — z) ist die einzige affin lineare Abbildung mit dieser
Approximationseigenschaft.

Beispiel 5.4 (Polarkoordinaten in der Ebene)
Die Abbildung

f:(0,00) xR —=R*,  f(r,p) = (rcosp,rsinp) (5.9)
repriasentiert die Transformation von Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten. Es
gilt

_ [cosp —rsingp
Ti(r ) = <singo T COS ) ' (5.10)

Der Punkt mit den Polarkoordinaten (r,p) = (2,7/2) hat die kartesischen Koordinaten
f(2,7/2) = (0,2). Die Funktionalmatrix an diesem Punkt ist gegeben durch

Jy(2,7/2) = ((1) _02) .

Definition 5.5 (Stetige Differenzierbarkeit)

Sei Q2 C R™ offen. Fine Abbildung f : 2 — R™ heifit stetig differenzierbar in 2, falls alle
partiellen Ableitungen 0;f; : 0 — R ezistieren und in Q) stetig sind.

Satz 5.6 Sei 0 C R" offen, sei f : Q@ — R™ stetig differenzierbar in ). Dann ist f
differenzierbar in allen Punkten x von €.

Beweis: Wir setzen
r(h) = flz+h) = flz) = Jp(x)h,

also

R = Fie B — fie) — S0y, 1<i<m.

Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle 7 gilt

. |ri(h)]
lim ——— =0. (5.11)
o Al

Sei z € Q. Wéhle zunéchst § > 0 so, dass x + h € Q gilt fiir alle & mit ||h]] < § (€2 ist
offen). Sei nun h € R™ mit ||kl < §. Wir definieren 2/ € R™ durch

J
2 =x+ E hpep, 2°=ux.
k=1
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Wir wenden den Mittelwertsatz im R an auf
gw<t) = fi(Zj_l + tej) .
Es gibt also 7;; zwischen 0 und A; mit
9ij(hj) = gij(0) + gi;(Ti) P
also . . A
[itZ) = fi(ZY) + 0 fimig)hy . nig =277 + Tizes
Weiter folgt

n

filz + 1) = filw) =Y (filz) = filz)) = Z 9; fi(mij)h;

j=1
also . .
ri(h) = 0ifilni)hy = Y 0i fi(x)hy
j=1 j=1
also

ri()] < [1hl Z 105 fi(niz) — 9, fi()]

Es ist ||n;; — x| < [|h]|, also folgt aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
}Zlgcl)zl 10;fi(ni3) — 05 fi(x)| = 0.
‘7:

und damit die Behauptung ((5.11)). O
Die Transformationsformel fiir die Polarkoordinaten aus Beispiel
f:(0,00) x R—=TR?,  f(r,¢) = (rcose,rsin )

erfiillt die Voraussetzungen von Satz [5.6] da alle Elemente der Jacobimatrix

_[cosp —rsing
Tp(r ) = (singp T COoS @ )

stetige Funktionen von (r, ) sind. Der Ubergang von Polarkoordinaten zu kartesischen
Koordinaten ist also differenzierbar im Sinne von Definition (.11

In den beiden vorangehenden Satzen haben wir die Implikationen bewiesen:
f stetig differenzierbar in €2 = f differenzierbar in 2
f differenzierbar in (2 = f partiell differenzierbar in €2
f differenzierbar in €2 = f stetig in Q

Alle anderen (aufler die sich durch Transitivitdt ergebenden) moglichen Implikationen
zwischen diesen 4 Begriffen gelten nicht !
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Satz 5.7 (Kettenregel im Mehrdimensionalen)

Seien U C R, V. C R™ offen, seien f : U — R™, g : V — R mit f(U) C V. Ist f
differenzierbar in x € U und g differenzierbar in f(x), so ist auch go f differenzierbar in
x, und es gilt

D(go f)(x) = Dg(f(x)) e Df(x),  Jgop(x) = Jo(f(2)) - Jy(). (5.12)

Die Ableitung der Komposition zweier Funktionen g und f ist also gleich der Komposition
der Ableitungen Dg an der Stelle f(x) und D f an der Stelle x.

Beweis: Wir betrachten die Restglieder

re(h) = f(x+h) = f(x) = Df(x)(h), re(n) = g(f(x) +n) —g(f(x)) — Dg(f(x))(n) .
Es gilt

o Al o il

h0 n#£0

N 1 R—

Wir definieren nun
n(h) = f(z+h) — f(z) = Df(z)(h) +r(h).
Dann gilt

(go f)lw+h)—(go f)(x)=g(f(z)+nh) - g(f(x))
= (Dg(f()))(n(h)) + rg(n(h)) = (Dg(f(2)))((Df(x))(h) + 75 (h)) + r4(n(h)),

also
(go f)(z+h)=(go f)(x)—(Dg(f(x))oDf(z))(h) = ry(n(h))+ Dg(f(x))(rs(h)). (5.13)

Wir wollen zeigen, dass die rechte Seite von (5.13)) schneller gegen 0 geht als ||h]|. Zunéchst
gilt (Cy von h unabhéngig)

1Dg(f (@) (rs(MDI _ Cullrs (W],

17l — nll
fir b — 0. Falls n(h) = 0, so ist auch r4(n(h)) = 0. Falls n(h) # 0, so gilt
g (AN [lrg (DI [In(A)]]
[ T T .

Der zweite Bruch auf der rechten Seite ist wegen
[n(h) | < [[Df (@) (W) + [lrs(R)[| < Collall + [lr s ()]

beschriankt, der erste Bruch auf der rechten Seite von ([5.14)) konvergiert gegen 0 fiir A — 0,
da n(h) — 0 fiir h — 0. Insgesamt folgt also aus (5.13)

i G0 )l +1) = (g0 @) = (Dy(f () o D ) ()]
o 7]

h#£0

=0, (5.15)

und damit die erste Gleichung in ((5.12). Die zweite ergibt sich, da beim Ubergang von
linearen Abbildungen zu Matrizen die Komposition in die Matrixmultiplikation iibergeht.
O
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Beispiel 5.8 Sei

g:RQ_)]RQa g(x17$2):('rg+1axl)7
f:(0,00) xR —=R*,  f(r,p) = (rcosp,rsing).
Wir betrachten die Komposition G = g o f. Es ist

G(r,o) = g(f(r,¢)) = g(rcos @, rsinp) = (r’sin® ¢ + 1,7 cos @) . (5.16)

Fiir die Funktionalmatrizen gilt

CcoS —7rsin 0 2z
Jf(T’, 80) = ( : v SO) ) ']g<x1ax2> = (1 02> )

sing  rcosp

also

. 0 2rsin cos@ —rsin
Ja(r,p) = Jy(rcos,rsing) - Je(r,¢) = (1 0 SO) (sinz rcosgogp)

~ [2rsin®p 2r’singcosgp
\ cosy —rsin @ '

Dasselbe Ergebnis erhilt man, wenn man die Funktionalmatrix von G aus (5.16) direkt
berechnet (was in diesem Fall relativ einfach ist, da sich G formelméBig einfach ausdriicken
lasst).

Allgemein gilt: Schreibt man die Gleichung

Jgor(@) = Jg(f()) - Ty ()

elementweise auf, so ergibt sich

9;( = (Og0)(f(2)) - 0; fil() . (5.17)

Im Spezialfall n = [ = 1, also f : R — R™ Kurve, g : R™ — R skalares Feld, ist
gof:R— Rund

=3 @) (FE) L) = ((grad g)(F (1)), /(D)) - (5.18)

Verlduft die Spur der Kurve f ganz in einer Niveaufliche N.(g) = {z : g(x) = ¢} von g,
dann ist

g(f(t)) = ¢
fiir alle ¢, also folgt aus (5.18)

0=(go f)(t) = ((gradg)(f(1)), f'(1)) ,

das heifit, der Gradient von g in f(t) steht senkrecht auf den Tangentialvektor f'(¢) von
f in t. Da dies fiir jede Kurve gilt, deren Spur ganz in N.(g) verlauft, steht also der Gra-
dient senkrecht auf der von allen méoglichen Tangentialvektoren gebildeten tangentialen
Hyperebene der Niveauflache.
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Definition 5.9 (Tangentialvektor an eine Niveaufliche)
Sei  C R™ offen, f: Q — R differenzierbar, x € Q mit f(x) = ¢ und grad f(x) # 0. Fin
Vektor v € R™ heifst Tangentialvektor an N.(f) in x, falls

((grad f)(z),v) = 0. (5.19)
(I

Satz 5.10 In der Situation von Definition qgilt:
T(x) = {v : v ist Tangentialvektor an N.(f) in x} (5.20)

ist ein Unterraum des R™ der Dimension n—1. T'(z) heifit der Tangentialraum von N.(f)
in x. Der affine Unterraum x + T (x) heifft Tangentialebene an N.(f) in x.

Beweis: Siche Lineare Algebra. O

Als Beispiel fiir Satz betrachten wir f : R3 — R,
fzy, 29, 23) = 23 + 25 + 23 .
Ni(f) ist der Rand der Einheitskugel im R3. Fiir z € Ny (f) gilt
(grad f)(z) =22, T(z)={v:veR? (v,z) =0},

das heifit, T'(x) ist der auf = senkrecht stehende zweidimensionale Unterraum.

Satz 5.11 Sei (2 C R” offen, f: Q — R differenzierbar, x € 2. Dann existiert fiir jedes
v € R™ die Richtungsableitung 0, f(z), und es gilt

0, f () = ((grad f)(x), v) . (5.21)
Beweis: Wir betrachten h : (=9,6) — R”, h(t) = = + tv. Fiir hinreichend kleines 0 ist
h((—0,8)) C Q. Fiir t € (=9,9) gilt

sy = gy, TEH @) FO0) - 1040,

GemiB Kettenregel existiert (f o h)'(0),

(fohy(0) = tim LEF =I5 5y,

t—0 t
t#0

und aus Formel folgt
O f(x) = (grad f(x), 1'(0)) = (grad f(z),v) .

Wir kénnen die Formel (5.21)) interpretieren: Ist v € R™ mit |jv||, = 1, so ist

0, f () = ((grad f)(x), v) = [[(grad f)(z)], - cos ¢,

wobei ¢ der Winkel zwischen grad f(z) und v ist. Die Richtungsableitung 0, f(z) wird
also maximal, wenn cos ¢ = 1 ist, also wenn v in dieselbe Richtung wie grad f(z) zeigt.
Der Gradient von f zeigt also in die Richtung des steilsten Anstiegs von f.

45



Definition 5.12 (Verbindungsstrecke)
Ist X Vektorraum, so bezeichnen wir die Verbindungsstrecke zweier Punkte x und y in X
mat
[z, y] ={ty + (1 —t)z : t € [0,1]}. (5.22)
O

Satz 5.13 (Mittelwertsatz fiir skalare Felder)
Sei Q@ C R™ offen, f:Q — R differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann gibt es
ein & € [x,y] mit

fly) — f(x) = (grad f(§),y — @) . (5.23)

Beweis: Wir definieren g : [0, 1] — R durch g(t) = f(ty + (1 — t)x), dann ist g stetig in
[0, 1] und differenzierbar in (0,1). Aus dem Mittelwertsatz im R folgt, dass ein ¢ € (0,1)
existiert mit

9(1) = g(0) = g'(1) ,
also
fly) = f(@) = (grad f(ty + (1 = t)x),y — z) .
(]
Fiir vektorwertige Funktionen gilt eine zu analoge Formel nicht, nicht einmal fiir

Kurven. Als Beispiel betrachten wir den durch f(t) = (cost,sint) parametrisierten Ein-
heitskreis. Es gilt f'(t) # 0 fiir alle ¢, also auch

0= f(2r) — f(0) # (2r — 0)f'(t), fiir alle £.

Im vektorwertigen Fall nimmt der Mittelwertsatz die Form einer Ungleichung an. Fiir
Kurven f: R — R™ kann man beweisen (was wir hier nicht tun werden), dass

1) = F()| < (¢ =) sup [[f'(7)]

s<7<t

Fiir Funktionen f : R™ — R™ gilt eine analoge Ungleichung, wobei die Norm des Tangen-
tialvektors durch die Norm der Jacobimatrix (also eine Matrixnorm, solche werden spéter
behandelt) ersetzt wird. Fiir unsere Zwecke geniigt die folgende schwichere Form.

Satz 5.14 (Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen)
Sei Q@ C R™ offen, f:Q — R™ stetig differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann
qgilt

1f () = f@)ll < Llly — =ll; <nllly — 2| (5.24)

wobet
L=max{|0;f;(§)| 1 <i<m,1<j<n, €z} (5.25)

Beweis: Das Maximum in ([5.25)) existiert, da alle partiellen Ableitungen stetig sind und
[, y] kompakt ist. Fiir alle ¢ gibt es nach Satz ein & € [z, y] mit

fily) = fi(x) = (grad fi(&),y — x) = Zajfi(fi)(yj —j),
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also gilt fiir alle ¢

1<j<n

[fi(y) = fix)l S LY ly; — 25| < nL max |y, — ).
=1
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6 Taylorentwicklung im Mehrdimensionalen

Wir betrachten zunéchst die Situation im Eindimensionalen. Sei f : [a,b] — R differen-
zierbar und = € (a,b). Die erste Ableitung liefert eine Approximation

flx+h)=f(x)+hf'(x)+rh), hmr(—h) =0.

h—0 h

Ist auBerdem f € C?[a,b], so ist die Approximation in der Nihe von x besser,

Fla+ 1) = F2) + b+ 176)

mit einer geeigneten Zwischenstelle £ zwischen z und x + h. Wie wir in Analysis 1 gesehen
haben, erhalten wir, falls f € C**1([a,b]), die Taylorentwicklung

Flaeh) = F(@) + hf (@) + 5 )+ @) + R ()
ko pla (6.1)
-y f(;l(@h + Rear(h)

mit einem Restglied Rj.,. Dieses kann dargestellt werden in der Form

FED(E)
Fia(h) = Ty
wobei £ zwischen x und x + h liegt.

Sei nun f : R” — R. Um f(z + h) durch Ableitungen von f in x zu approximieren,
betrachten wir
g:R—=>R, g(t)= f(z+th).

Ist g hinreichend oft differenzierbar, so gilt gemif (6.1]), angewendet auf g,

(@) (0 <k+1>(7)
(k+ 1)

flx+h)=g(1 Zg

Die Ableitungen von g lassen sich durch Ableitungen von f ausdriicken,

¢'(t) = (grad f(z + th), h ZE)fx—Hh) .
n n (6.2)
g'(t) = ((grad (0:f))(x + th), h)y hi = Y (Z 0,0, f(x + th)hj> hi .

i=1 i=1 \j=1

In der Formel fiir ¢”(¢t) kommen die Terme 0,0;f fiir ¢ # j doppelt vor (Erinnerung:
0;0;f = 0;0;f falls f € C?), die Terme 9;0; nur einmal. Betrachtet man hohere Ableitun-
gen von g, so kommt pro Ableitungsordnung ein Summenzeichen und ein 0 hinzu. Formeln
fiir beliebige Ableitungsordnungen werden uniibersichtlich, und man muss genauer iiber-
legen, welche Terme wie oft auftreten. Um diese Situation in den Griff zu bekommen,
fithrt man die Notation eines Multiindex ein.
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Notation 6.1 (Multiindex) Ein o = (aq,...,q,) mit a; € N heifit Multiindex. Fiir

einen Multiinder o = (. .., o) definieren wir
n n
o :Zai, al :Hai!. (6.3)
i=1 i=1

Fiir f € C1*(Q), Q C R™ offen, setzen wir
O%f =07 0y% -0 f

Fiir x € R™ definieren wir

Ist beispielsweise n = 3 und a = (2,0, 1), so ist
la]=3, a!=2101=2-1-1=2, 0°f(x)=00sf(v), 2°=azizs.

Indem wir Multiindizes verwenden, konnen wir die Ableitungen einer Funktion der Form
g(t) = f(z + th) ibersichtlich aufschreiben.

Lemma 6.2 Sei Q) C R" offen, f € C*(Q), x € Q, h € R™ mit [z, x +h] C Q. Dann wird
durch

g(t) = f(z +th)
eine Funktion g € C*([0,1]) definiert, und es gilt

RIOESY (’z—!!aa Fx + th)h. (6.4)

|al=Fk

Beweis: Mit vollstandiger Induktion folgt aus der Kettenregel die Existenz von ¢*) und

die Formel
NS S 0B ) B, (6.5)

i1=112=1 =1

Jede der auftretenden partiellen Ableitungen 0;, - - - 0;,0;, f entspricht nach Umsortieren
und Zusammenfassen einer Ableitung der Form 0% f mit einem Multiindex o mit || = k.
Jeder solche Multiindex a kommt in der k-fachen Summe (6.5) mit der Anzahl

k k— o k—op—...—ap 1) k! _k_!
aq Q9 Qy, ol ! Al

vor, woraus die Behauptung folgt. O

Satz 6.3 (Taylorformel fiir Skalarfelder)
Sei Q C R™ offen, f € C*YQ), x € Q, h € R® mit [x,x + h] C Q. Dann gibt es ein
€ € [z, x + h] mit

flath) =Y aai'("”)hu > aa%!(g)ha. (6.6)

o<k laf=k+1
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(Summiert wird iber die Multiindizes.) Das durch

1) = 3 1Dy e (67)

|| <k

definierte Polynom heifit das k-te Taylorpolynom von f in x.
Beweis: Fiir g(t) = f(z + th) gilt mit geeignetem 7 € (0, 1)

LI E) (k+1) (1
fla+h)=g() =3 '.(O)+g(k:+§)!)

k .
-y = i—!'ﬁo‘f(:c)h“ + ﬁ y ;‘,”!aaf(x + )R (6.8)
i " lal=k+1 )

O

Folgerung 6.4 Sei Q) C R™ offen, f € CK(Q), x € Q mit Ks(x) C Q. Dann gilt fiir alle
h € R™ mit [|h|| <9

0" f () Bii(h) _

fla+h) =" ==5=h"+ Ry (h),  lim . (6.9)
|| <k a: h#0 ||h’||oo
Beweis: Es gilt nach Satz fiir geeignetes £ € [x,x + h]
°f(x), o 0°f(&) ;
flat+h) = Y —oh > —h
|| <k—1 |a|=k
f(x), o f(§) —0°f(2) o
=y e > ~ he (6.10)
la| <k |\o¢|:k |
—Rep1(h)
und
0f(&) =0 f(2)|,, o 0°f(&) — 0 f(x
Rea() < 30 PLO O ey <y 5~ IO -OTDOL g4y
|ae|=k La\:k |
—0 fi;rrhao
da [|€ — zf|,, < 7]l =

Fiir £ = 2 erhalten wir (gleiche partielle Ableitungen sind nicht zusammengefasst)

n 1 n
fle+h) = fl@)+ ) 0if(@h;+5 D 0:0;f(w)hih; + Ra(h). (6.12)
j=1 ij=1
Der quadratische Term 1d8t sich schreiben als
> 00 (x)hihy = (b, Hy(x)h) = h" Hy(x)h, (6.13)
ij=1

50



wobei die Matrix H(x) € R(™™ gegeben ist durch

0if(x)  00if(x) -+ 0u0if(x)
Hy(a) = | 90 @) : (6.14)
00, 0(x) e B
Definition 6.5 (Hesse-Matrix)
Die Matriz H¢(x) in heifst Hesse-Matrix von [ in x. O

Die Hesse-Matrix ist symmetrisch nach Satz , wenn f € C?*(Q).
Als Beispiel betrachten wir

flxy,zo) = x%e”, f:R> - R.
Es ist

O f(x1,m9) = 201€™ Oy f (w1, 22) = x]e™,

O f(w1,2) = 2", D01 f (w1, 29) = 2w1€™ , 05 f(a1,15) = a7e™,
also

2 2z
_ T2, 2 — %2, 1
ad () = e+ o, )yl = (220

Die Entwicklung (6.13)) im Punkt z = (4,0) ergibt sich als

1
f(z+h)= f(4+ hy,hy) = 16 + 8hy + 16hy + 5(2h§ + 8hyhs + 8hihy + 16h3) + R (h)
= 16 + 8hy + 16hy + hT + 8hihy + 8h3 + Rs(h).

Definition 6.6 (Lokales Maximum, Minimum, Extremum)
Sei Q CR™, f:Q — R. Finz € Q heifit lokales Minimum (Mazimum) von f auf §2, falls
es eine offene Kugel B um x gibt mait

flx) < fly)  (bzw. f(z) > f(y))  firalley € BN

Ein x € Q heifst lokales Extremum, falls x lokales Minimum oder lokales Maximum ist.
FEin lokales Extremum heifst strikt, falls aufSerdem

fy) # (=)

gilt fiir alle y € BNQ mit y # x. O

Satz 6.7 Ser Q C R” offen, f: Q — R, sei x € Q lokales Extremum von f. Ist v € R",
so qilt O,f(x) = 0, falls 0,f(x) existiert. Insbesondere gilt grad f(x) = 0, falls f in x
partiell differenzierbar ist.
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Beweis: Sei v € R” beliebig. Wahle § > 0 mit [z —dv, 2+ Jv] C Q. Dann hat g : (—0,9) —
R, g(t) = f(x + tv), ein lokales Extremum in 0. Falls 0, f(z) existiert, so existiert auch
¢'(0), und es gilt 0 = ¢'(0) = 0, f(z). Ist f partiell differenzierbar in z, so folgt 0; f(z) =0
fiir alle j und damit grad f(x) = 0. O

Definition 6.8 Sei A € R . A heifit

positiv definit, falls KT Ah > 0 gilt fiir alle h € R"™, h # 0,

positiv semidefinit, falls hT Ah > 0 gilt fiir alle h € R,

negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist,

indefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Satz 6.9 (Notwendige Optimalititsbedingungen)
Sei Q@ C R" offen, f € C*(Q), sei v € Q ein lokales Extremum von f. Dann gilt
grad f(z) = 0 und weiter

x lokales Minimum = H¢(x) positiv semidefinit,

x lokales Maximum = H¢(x) negativ semidefinit.

Beweis: Es gilt grad f(z) = 0 nach Satz[6.7} Sei nun h € R" beliebig, sei g(t) = f(x+th).
Dann ist g € C?((—46,4)) fiir hinreichend kleines § > 0, und es gilt

§(t) = {grad f(z +th), ) |

g'(t) =" 0:0;f(x + th)hih; = K" Hy(x + th)h.
i,j=1

Da 0 ein lokales Minimum ist fiir g, gilt
0<¢"(0)=h"H(z)h.

Da h beliebig war, folgt die Behauptung. Ist x lokales Maximum von f, so wenden wir
das eben Bewiesene auf —f an. O

Satz 6.10 (Hinreichende Optimalititsbedingungen)
Sei Q C R™ offen, f € C*(Q), v € Q mit grad f(z) = 0. Dann gilt

Hy(x) positiv definit = x striktes lokales Minimum,
H¢(z) negativ definit = x striktes lokales Maximum.

Beweis: Sei Hy(z) positiv definit. Aus Folgerung [6.4] folgt, falls ||A|| hinreichend klein ist,

ot B) = F(o) + G Hy(ah+ Ra(h), imy o)

R0

=0.

Sei
Q(h) = h"Hi(z)h, o= min Q(h)

[[2[l=1
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Das Minimum existiert, da () stetig ist und die Einheitssphére kompakt ist. Es ist a > 0,
da Hy(x) positiv definit ist. Daher gilt fiir alle A # 0 mit « + h € Q2

s+ = 1) = 1l (3Q() + T8) = o (o + )

Wir wéhlen 6 > 0 so, dass

L Ry(h)
2 [172[]?
fir alle ||h|| < 0, dann gilt f(x + h) > f(z) fir alle ||h]] < 4.

Ist Hy(x) negativ definit, so ist H_;(z) = —H(x) positiv definit, Nach dem eben Be-
wiesenen hat —f in x ein striktes lokales Minimum, also hat f in = ein striktes lokales
Maximum. O

In der Linearen Algebra wird bewiesen: Ist A € R(™™ symmetrisch, so gilt

A positiv definit & alle Eigenwerte von A sind > 0,
A positiv semidefinit & alle Eigenwerte von A sind > 0,
A negativ (semi)definit & alle Eigenwerte von A sind < 0 (< 0).

Wir betrachten als Beispiel

2 x| 73
f:R* >R, f(x1,$2):§+b—2, a,b>0.
Die Niveaumengen N.(f) sind die Ellipsen
2 2
Ty | Ty
; b_2 =c, c¢>0.

Der Graph von f stellt ein elliptisches Paraboloid im R? dar. Es ist

25(]1 21‘2

grad f(21,22) = (— b—2) . grad £(0) = 0,

20
Hf(l’l,l'g): (‘62 2) .
b2
Die Eigenwerte von H;(z) sind 2/a? und 2/b%, also ist H(0) positiv definit und damit
0 ein striktes lokales Minimum von f (in diesem Fall sogar ein globales Minimum, d.h.
ein Minimum beziiglich des gesamten Definitionsbereichs von f). Als weiteres Beispiel

betrachten wir ) )
Ty Ty

. T2 _
f:R* =R, f(:l:l,:vg)—g—b27 a,b>0.
Die Niveaumengen N, (f) sind die Hyperbeln
2 2
1 Ty
ﬁ — b_2 = C, ceR.

Der Graph von f stellt ein hyperbolisches Paraboloid im R? dar. Es ist

21’1 21’2

grad f(xy,z9) = (?, _b_2) , grad f(0) =0,
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Z 0
Hf(xl,xg):(fg _l)'

b2
Die Eigenwerte von H(z) sind 2/a* und —2/b?, also ist H(0) indefinit und daher 0 kein
lokales Extremum.

Im semidefiniten Fall kann man an der Hessematrix nicht erkennen, ob ein Extremum
vorliegt oder nicht: Fiir die Funktionen

f(x17$2) :'r%_‘_x%? g(‘rla'IQ):x%? h(x17$2) :.T%—FZU‘;
gilt grad f(0) = grad g(0) = grad h(0) = 0,

H/0) = 5,0 = 5,0 = (7).

aber f hat in 0 ein striktes, lokales Minimum; g hat in 0 ein nicht striktes, lokales Mini-
mum; h hat kein lokales Extremum in 0.

Definition 6.11 (Sattelpunkt)
Sei Q C R™ offen, f : Q — R partiell differenzierbar, x € Q. Ist grad f(x) = 0, aber x
kein lokales Extremum von f, so heifit x Sattelpunkt von f. O

In jeder Umgebung eines Sattelpunktes x gibt es also Punkte y und z mit f(y) > f(x)
und f(z) < f(z).

Taylorentwicklung fiir vektorwertige Funktionen. Diese erhalten wir komponen-
tenweise. Sei f: Q0 — R™, 0 C R” offen. Nach Satz gilt fiir alle 4, falls f; € C*1(Q),

filw+h) =" 3&3@) Wty P& o (6.15)

al
la|<k |a|=k+1

Fiihren wir die Notation

0%f(x) = (0°fi(x),...,0% fn(x))

ein, so erhalten wir wie in Folgerung [6.4] falls f k-mal stetig differenzierbar ist,

f(x), o
flat+h) =Y T+ Ry (h), (6.16)
|| <k
wobei Ryi1(h) € R™ und
. Ryi1(h)
lim ————==0.
no Al

h#£0

Ableitungen hoéherer Ordnung. Fiir Ordnungen grofler als 1 haben wir bisher nur
partielle Ableitungen betrachtet. Fiir die Ordnung 1 kennen wir auch die Definition der
Ableitung als einer linearen Abbildung; ist f : 2 — R™ in  C R" differenzierbar, so
erhalten wir fiir jedes x € Q eine lineare Abbildung Df(z) : R* — R™, und damit eine
Abbildung

Df:Q— LR",R™) = {p|p: R* — R™ linear} .
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Der Raum L(R",R™) ist ein endlichdimensionaler Vektorraum, er hat die Dimension
nm. Wir kénnen uns also fragen, ob die Abbildung D f differenzierbar ist im Sinne von
Definition dabei ist es, wiederum wegen der Aquivalenz der Normen im Endlichdi-
mensionalen, gleichgiiltig, welche Norm auf L(R™, R™) wir betrachten. Ist das der Fall,
so definieren wir die zweite Ableitung D?f(x) als die Ableitung von Df in x, das heifit,
D?f(x) ist eine lineare Abbildung

D?f(z) : R — L(R",R™)

welche die Abbildung Df : © — L(R",R™) im Punkt x gemifl Definition lokal
approximiert. Ist das in jedem Punkt x € €2 moglich, so erhalten wir die zweite Ableitung

von f in §2 als Abbildung
D?f:Q — L(R", L(R",R™)).

In der Linearen Algebra ergibt es sich, dass der Raum L(R"™, L(R™ R™)) kanonisch iso-
morph ist zum Raum Bil(R™ x R” R™) der bilinearen Abbildungen von R" x R™ nach R™.
Im Falle m = 1 handelt es sich gerade um die Bilinearformen auf R". Diese sind darstell-
bar durch quadratische Matrizen. Wahlt man die Darstellung beziiglich der kanonischen
Basis, so kommt dabei gerade die Hesse-Matrix heraus. Es gilt dann

(D*f(2))(u,v) = w' Hy(x)v = (u, Hy(z)v)

fiir alle u,v € R". Links steht eine Bilinearform, angewendet auf das Paar (u,v).

Diese Uberlegungen kann man induktiv fortsetzen und fiir beliebiges & € N eine k-te
Ableitung D* f als multilineare Abbildung vom Grad k definieren.
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7 Der Fixpunktsatz von Banach

Definition 7.1 (Fixpunkt)
Sei X Menge, f: X — X. Einx e X mit

v = f(z) (7.1)
heifit Fixpunkt von f. Die Iteration

T = f(zr), w0 € X gegeben, (7.2)
heifit Fixpunktiteration. O

“Fixpunktsitze” machen Aussagen iiber Losungen der Fixpunktgleichung = = f(x), etwa
iiber Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten, unter gewissen Voraussetzungen an
X und f. Fixpunktsétze stellen ein zentrales Werkzeug der Analysis dar. Als Beispiel
betrachten wir ein Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung,

2'(t) = sin(tz(t)), =x(0)=1. (7.3)

Wir kénnen (7.3) durch Integration umformen zu

o) = 1+ /0 sin(rz(r)) dr . (7.4)

Wir konnen ([7.4)) als Fixpunktgleichung der Form (7.1) interpretieren, wenn wir X =
C'[0, 1] setzen und f : C|0, 1] — C]0, 1] definieren durch

(f(x)(t) = 1+/0 sin(rz(7)) dr .

(Veranschaulichung der Fixpunktiteration fiir X = R, siehe Bilder in der Vorlesung.)

Metrische Rdume. In einem normierten Raum X wird der Abstand d(x,y) zweier Ele-
mente x,y € X definiert durch

d(z,y) = [l =yl

Wir fithren nun einen Abstandsbegriff fiir allgemeine Mengen X ein.

Definition 7.2 (Metrik)
Sei X Menge. Fine Abbildung d : X x X — R, heifit Metrik auf X, falls gilt

d(z,y) =0 & =y (Definitheit) (7.5)

d(z,y) =d(y,x) fir alle z,y € X (Symmetrie) (7.6)

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) firallezx,y,ze€ X (Dreiecksungleichung) (7.7)
(X,d) heifit metrischer Raum. O

96



Satz 7.3 Sei (X,| - ||) normierter Raum, sei A C X. Dann definiert
d(z,y) = [lz -y (7.8)
eine Metrik d auf A. Sie heifst die durch || - || erzeugte Metrik.

Beweis: Definitheit:

dlz,y) =0 & |lz—y||=0 & 2—y=0 & z=y, furallez,yec A

Symmetrie:
d(y,z) = lly =zl = [l = (y = 2)| = [lx —yll = d(z,y), fiir alle z,y € A.
Dreiecksungleichung:

d(l’,Z) = H.T - ’ZH S Hi[) - y” + Hy - ZH = d(xvy) + d(ya 2)7 fiir alle z,y,z € A.
O

Ist (X, - ||) normierter Raum, so kénnen wir auf diese Weise jedes A C X zu einem
metrischen Raum machen. (Damit A auch ein normierter Raum ist, muss A ein Unter-
vektorraum von X sein.)

Beispiel 7.4

1. Sei S die Oberfliche der Erdkugel. Wir konnen eine Metrik auf S geméfl Satz
aus der euklidischen Norm im R? definieren. Eine andere Metrik auf S erhalten wir,
wenn wir als Abstand zweier Punkte auf S die Lange der kiirzesten auf S verlaufenden
Verbindungsstrecke definieren.

2. Sei X die Menge aller Stiddte in Europa, die mit Miinchen durch einen Straflenzug
verbunden sind. Wir erhalten eine Metrik, indem wir als Abstand zweier Stadte die Lange
des kiirzesten verbindenden Straflenzugs definieren. Keine Metrik ergibt sich, wenn wir
als Abstand die kiirzeste Fahrzeit laut Bahnfahrplan definieren (dabei betrachten wir nur
die Stédte, zu denen eine Bahnverbindung existiert).

Definition 7.5 (Konvergenz)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Folge (xg)ken in X heifit konvergent gegen den Grenz-
wert a € X, falls

lim d(xg,a) =0. (7.9)

k—o0

Wir schreiben wieder
lim zx = a (in (X,d)),

k—o00

oder einfach “xp — a”.

O

Falls X normierter Raum und d die erzeugte Metrik ist, d(z,y) = ||z — y||, so entspricht
das der Konvergenz im normierten Raum.
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Definition 7.6 (Cauchyfolge, Vollstindigkeit)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Folge (xk)ren in X heifft Cauchyfolge, falls es zu jedem
e>0 ein N €N gibt mit

d(xg, xm) < e, firallek,m > N.

(X, d) heif$t vollstindig, falls jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Wie im normierten Raum, so gilt auch im metrischen Raum, dass jede konvergente Folge
eine Cauchyfolge ist. Der Beweis (mit der Dreiecksungleichung) ist vollig analog.

Satz 7.7 Sei X ein Banachraum, A C X abgeschlossen. Dann ist (A,d) mit der durch
d(z,y) = ||z — y|| definierten Metrik ein vollstindiger metrischer Raum.

Beweis: Sei (7)ren eine Cauchyfolge in A. Da X vollsténdig ist, gilt d(zy, z) = ||z —
z|| = 0 fiir ein z € X. Da A abgeschlossen ist in X, folgt © € A. O

Definition 7.8 (Lipschitz-Stetigkeit)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume. Ein f : X — Y heifit Lipschitz-stetig mit der
Lipschitz-Konstante L, falls gilt

do(f (1), f(x2)) < Ldy(x1,2),  fiir alle x1,29 € X. (7.10)

FallsY = X, dy = dy und L < 1, so heifit f Kontraktion. O

Satz 7.9 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz)
Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, f : X — X Kontraktion. Dann gilt:

(i) f hat genau einen Fixpunkt x.

(11) Fir jedes xy € X konvergiert die durch die Fizpunktiteration xy1 = f(xy) definierte
Folge (zy)ren gegen x.

(117) Ist L < 1 eine Lipschitz-Konstante fir f, so gilt die Fehlerabschdtzung

L
d(l’k,l‘> S ﬁd(l‘k,hl'k). (711)

Beweis: Sei zy € X beliebig, sei L < 1 Lipschitz-Konstante fiir f. Dann gilt fiir die durch
die Fixpunktiteration definierte Folge (zx)ken

d(xg, 1) = d(f(xp—1), f(z)) < Ld(zg_1, 7)), fiir alle K € N,
also (mit Induktion)

d(xg, 2pp1) < LFd(z9,21),  fiir alle k € N,

o8



also fiir alle k,m € N
d(2p, Tppm) < d(Tp, Tpgr) + -+ A Thgm—1, Thgm)

m—1
S Lkd(ZL‘O,CEl) + ...+ Lk+m_1d(l'0, IL‘l) = Lk (Z LJ> d(iEo,l’l)

Lk
<

Ld(xg,xl) da L < 1.

Die Folge (xy)ken ist also eine Cauchyfolge, welche wegen der Vollstandigkeit von X gegen
ein x € X konvergiert. Aus der Stetigkeit von f folgt

r = lim zx = lim f(zx_1) = f(2).
k—o0 k—oo

Ist y ebenfalls Fixpunkt von z, so gilt

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < Ld(x,y),

also (1 — L)d(z,y) <0, also d(x,y) = 0 und damit z = y. Zum Beweis von (7.11]) zeigen
wir wie oben

. L
d(zg, Tpym) < L L) d(xg—y,vx) < ——d(x)_1, ),
1—-L

also
d(zy,x) = nll_fgo AT, Tprm) < ﬁd(xk—laxk>~

O

Folgerung 7.10 Ist A abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums X und f: A — A
eine Kontraktion, so gelten alle Aussagen von Satz[7.9 (wobei X durch A ersetzt wird.)
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8 Inverse Funktionen im Mehrdimensionalen

Zur Motivation eine Wiederholung aus dem Eindimensionalen: Sei f : (a,b) — R stetig
differenzierbar. Ist x € (a,b) mit f'(z) # 0, so ist die Einschrinkung f : Iy — R,
Is = (x — §,z + ), fiir hinreichend kleines 6 > 0 streng monoton und damit, aufgefasst
als Abbildung

fls — f(1s)

bijektiv. Die Bildmenge f(Is) ist ebenfalls ein offenes Intervall im R, und die Umkehrung
f7r: f(I;) — Is ist stetig differenzierbar. Aus der Voraussetzung f'(x) # 0 folgt also,
dass f “lokal invertierbar” und die Inverse ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Wir kénnen auch einen globalen Satz formulieren: Ist f'(x) # 0 fiir alle € (a,b), so ist
f invertierbar, und f~1: f((a,b)) — (a,b) ist ebenfalls stetig differenzierbar.

Wir betrachten nun Funktionen f : R” — R™. In diesem Abschnitt beweisen wir einen
Satz iiber die lokale Invertierbarkeit von f. Aussagen iiber globale Invertierbarkeit sind
i.a. schwieriger und nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

Falls die Inverse f~! auf irgendeinem Teilgebiet existiert und differenzierbar ist, kénnen
wir ihre Ableitung sofort aus der Kettenregel berechnen. Aus f~! o f = id folgt

(D(f~" o f))(z) = (D(id))(z) = id,

und weiter aus der Kettenregel

id=(D(f" o f))(z) = (Df)(f(x)) o (Df)(x)
beziehungsweise
I'=Jpa(f(@)) - Jp().

Eine differenzierbare Inverse von f kann also nur dann existieren, wenn die Ableitung
bzw. die Funktionalmatrix von f invertierbar ist.

Ist f eine lineare Abbildung, also f(z) = Az mit einer Matrix A € R™™ soist J;(z) = A
in allen Punkten z, und f~!: R® — R" existiert genau dann, wenn A invertierbar ist; in
diesem Fall ist f~'(y) = Ay, also ist f~! ebenfalls differenzierbar mit J;-1(y) = A™*
fiir alle y € R™. Ist A nicht invertierbar, so ist noch nicht einmal die Einschrankung von
f auf eine offene Kugel B(x,¢) invertierbar, egal wie klein ¢ ist und wo x liegt. Damit ist
fiir lineare Abbildungen im Endlichdimensionalen die Frage der Invertierbarkeit geklért.
In der Linearen Algebra wird weiter bewiesen, dass gilt

A invertierbar & rang (A) =n & det(A) #0
Satz 8.1 Die Determinante, aufgefasst als Funktion
det : R™™ — R (8.1)
ist beliebig oft stetig differenzierbar. Die Menge
GL(n,R) ={A: AeR™ A invertierbar} (8.2)

ist eine offene Teilmenge des RU™
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Beweis: Die Determinante, aufgefasst als Funktion der Matrixelemente, ist ein Polynom,;
es gilt namlich (siehe Lineare Algebra)

det(A) = Z sign (1) H Qr(i)i s

m i=1

wobei die Summe {iiber alle Permutationen 7 der Indexmenge {1,...,n} gebildet wird.
Da Polynome beliebig oft stetig differenzierbar sind, gilt das auch fiir die Determinante.
Die zweite Behauptung folgt aus der Darstellung

GL(n,R) ={A: AcR™ det(A) # 0},

d.h. GL(n,R) ist das Urbild der offenen Menge R \ {0} unter der stetigen Abbildung
L(det”. D

Folgerung 8.2 Die Abbildung
T:GL(n,R) = R™ — T(A)=A"", (8.3)
ist stetig differenzierbar.

Beweis: Folgt aus Satz [8.1] da sich die Inverse mit einer Formel darstellen lésst, in der
nur Determinanten vorkommen, ndmlich

|

= A(adj AT, (8.4)

Hierbei ist adj A (“Adjunkte von A”) diejenige Matrix im R™™ deren (i, j)-tes Element
gegeben ist durch

(—1)"™ det(Ay),
wobei flij diejenige Matrix im R™1:(=1) ist die aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entsteht. Die Elemente von A~! lassen sich also schreiben als rationale
Funktionen der Elemente von A. Die Formel ist ein Ergebnis aus der Linearen

Algebra, wir beweisen sie nicht. O

Satz und Folgerung zeigen, dass die Abbildungen A + det(A) und A — A~!
differenzierbar sind, sie liefern aber keine Formel fiir die Ableitung. Mit der Ableitung der
Inversenbildung werden wir uns spéter noch befassen.

Satz 8.3 (Satz iiber inverse Funktionen, Spezialfall)

Sei Q@ C R™ offen mit 0 € Q, sei f: Q — R™ stetig differenzierbar, es gelte f(0) =0 und
Df(0) =id, d.h. J;(0) = I. Dann gibt es offene Mengen U,V C R™ mit 0 € U C €2, so
dass gilt:

(1) fIU U —V ist bijektiv.
(it) (fIU)"Y:V — U ist differenzierbar in 0, D f~1(0) = id.
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Beweis: In diesem Beweis steht || - || fiir || - || .. Zur Konstruktion der lokalen Inverse wird

der Banachsche Fixpunktsatz herangezogen. Zu diesem Zweck definieren wir fiir jedes
y € R" eine Abbildung 7}, : 2 — R" durch

Ty(z)=o+y— f(z). (8.5)
Es gilt dann
flx)=y & x ist Fixpunkt von T,.

Es gilt T, € C'(Q),
Jr,(x) = Jpy(x) =1 — Jg(x), Jg,(0)=0.
Wir wéhlen ein ¢ > 0, so dass gilt
1 . n
1Ty (2) = Tyl < llz =&l fiiw alle 2, & € K(0,0), y € R™. (8.6)

(Dass das moglich ist, folgt aus dem Mittelwertsatz und der Stetigkeit der Abbildung
x> Jr, (x).) Fiir @ € K; := K(0,0) gilt also, da Tp(0) = 0,

1
1Ty (@)l = lle +y = f@)]| < [ To(x) = To(O)l + llyll < 5ll=ll + llyll - (8.7)
Aus und ({8.7)) folgt:
T, : Ks — Kj ist Kontraktion, falls ||y|| < 0 (8.8)

5 .
Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun, dass alle solchen T, einen eindeutigen
Fixpunkt € K haben. Es folgt
zu jedem y € K% gibt es genau ein x € Ky mit f(z) =vy. (8.9)
Fiir dieses x gilt wegen (8.7) und = = T,(z), dass
]| < 2[|y|| - (8.10)
Wir definieren (Bs = Bs(0) offene Kugel)

Esist 0 € U, U C R" offen, f(U) C V, und wegen ist f|U injektiv. Es gilt weiterhin
V C f(U) wegen (8.10)). Also ist (i) bewiesen. Zum Beweis von (ii) geniigt es zu zeigen:
Fiir jede Folge (yx)ken in B% mit y, — 0, yx # 0 fiir alle £, gilt

o 17100 = 710 = I = O] _

0. 8.11
am =] (811

Sei (yx) eine solche Folge, sei 7, = f~!(yx), dann ist x; # 0 fiir alle k, und es gilt
1f~ () = £71(0) = I(yx — 0)|| _ £~ (k) — wil

o — 0] lon]
= Sl el
E
@) = 70 ~ 1w -0,

[l

und die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert gegen 0 fiir & — oo, da J;(0) = I.
Damit ist (8.11)) bewiesen. O
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Satz 8.4 (Satz iiber inverse Funktionen)
Sei  C R™ offen, sei f:Q — R™ stetig differenzierbar, sei x, € ), sei D f(x,) invertier-
bar. Dann gibt es offene Mengen U,V C R™ mit x, € U C €1, so dass gilt:

(i) flU:U — V ist bijektiv.
(ii) (f|U)r:V = U ist stetig differenzierbar in V', und fir alle v € U gilt
Df 7 (f(x)) = (Df(x)",  Jp(f(x) = Jp(x) (8.12)
Beweis: Die Menge

Q={z:zecQ, Df(z) ist invertierbar}
=Qn{z: Ji(z) € GL(n,R)} = QN (J;) ' (GL(n,R))
ist offen nach Satz , da Jy stetig von x abhéngt. Da es geniigt, den Beweis fiir Q statt

2 zu fithren, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass D f(x) invertierbar ist fiir alle z € €.
Wir setzen 2, = 2 — x, und definieren f, : Q, — R" durch

Fiir f. sind alle Voraussetzungen von Satz erfiillt, da f.(0) = 0 und Df,(0) =
Df(z.) ' o Df(z,) = id, also gibt es U,,V, C R" offen mit 0 € U, C Q,, f. : U, — Vi
bijektiv, f.! differenzierbar in 0 mit D f1(0) = id. Wir setzen
U=U;+z,.

Aus (8.13) folgt, dass fiir alle z € U gilt (wir setzen h = x — x, in (8.13]))

fulz =) = Df(x) 7 (f(2) = f(2.)), (8.14)
also auch

f@) = f(@.) + Df(x)(fulw — x.)). (8.15)

Da f, auf U, bijektiv und D f(x,) invertierbar ist, ist f auf U injektiv. Wir setzen
V= fU) = fz.) + Df(z)(f(Us)) = f(z.) + Df(z) (Vi)
Mit V ist auch V offen, und f|U : U — V bijektiv. Nach gilt fiir alle z € U
v =+ 17 D)7 (@) = S
also fiir alle y € V
fH ) =w+ £ [Df() 7y = fl@)] -
Aus der Kettenregel folgt
(Df)(f(2.) = (DFT)0) o (Df (@)™ = (Df () T (f(wa) = Jpza) 7

Da fiir jedes x € U die Voraussetzungen des Satzes (mit x statt z,) erfiillt sind, ist f~!
auf ganz V differenzierbar, und (8.12) gilt. Es ist auBerdem f~! stetig auf V' nach Satz
[(.3) und wegen Folgerung [8.2] auch die Abbildung

y= (Je(f )
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Wir kommen auf die Polarkoordinaten
f:R? = R?, f(r, @) = (rcosp,rsinp)

zurtick. Es ist
det(Jp(r, @) =1,

also ist f lokal invertierbar in allen Punkten (7, ¢) mit r # 0. Es gilt dariiber hinaus, dass
f U — V bijektiv ist fiir

U={(r,p):r>0,0<p<2r}, V={(z,y):y#0oderz<0}.
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9 Implizite Funktionen

Im einfachsten Fall wollen wir eine Gleichung der Form
flx,y)=0, f:R* =R,
nach y auflésen. Beispiel:
xy—1=0,
Losung:
y=—.
x
Wir haben also eine Funktion g gefunden, nédmlich g(z) = 1/x, so dass gilt

[z, 9(z)) = 0. (9.1)

Im allgemeinen ist das nicht in einer so explizit angebbaren Form moglich, oder vielleicht
auch nicht sinnvoll. Es stellt sich dann u.a. die Frage, unter welchen Voraussetzungen an
f ein solches ¢ existiert.

Ein weiteres Beispiel: Der Einheitskreis
0=f(z,y)=2>+y*>—1. (9.2)

Hier liefern

glz) =+vV1i—a?, g(z) =—V1-a?,

Loésungen von (9.1)). Hier ist also die Losung

e “global” mehrdeutig, aber “lokal” (d.h. in einer hinreichend kleinen Umgebung eines
Punktes (z,y) mit f(z,y) = 0) eindeutig fir |z| < 1,

e lokal mehrdeutig fiir |z| = 1, dort ist ¢ nicht differenzierbar,

e nicht definiert fiir |z| > 1.

Existiert eine differenzierbare Funktion g, so dass (9.1)) gilt, so erhélt man aus der Ket-
tenregel

0= 2 7, 9(2)) = 0o, 9(2)) + 0, (2. 9()g (2).

also

(@)
90 = =5 Fwg(@)

jedenfalls dann, wenn 0, f(z, g(x)) # 0. (Andernfalls kann es Probleme geben.) Fiir (9.2)

haben wir
Ouf(x,y) =22, Oyf(x,y) =2y.

Die allgemeine Situation im Endlichdimensionalen sieht so aus: Wir haben m Gleichun-
gen mit n + m Unbekannten, von denen wir mit Hilfe der Gleichungen m Unbekannte
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eliminieren wollen, indem wir sie als Funktionen der anderen n Unbekannten ausdriicken.

fl(x17"'7'rn7y17"'7ym)

0,
f2(x17"'>xn7y17"'7ym) 07

fm(x17"'7xn7y17"'7ym) =0.

Gesucht sind Funktionen g;, “y; = g;(x1,...,2,)", fir 1 <i <m, mit

filwr, .o, (@, )y g1, o)) =0, 1 <j<m.
Erheblich {ibersichtlicher ist die vektorielle Schreibweise: Gegeben ist
f:R"xR™ —R™,
gesucht ist
g:R" —R™ mit f(z,9(z)) =0

fiir alle (oder doch moglichst viele) x € R"™. In einem solchen Fall empfiehlt es sich,
auch fiir die Jacobi-Matrix eine Block-Notation einzufiihren. Ist f : R® x R™ — RF
differenzierbar, und schreiben wir (z,y) = (x1,...,Zn,Y1,-..,Ym) fir die Elemente in
R™ x R™, so definieren wir

8x1fl(x>y) o 8xnfl<x7y)

Ouf (x,y) = : : e R, (9-3)
aﬁvlfk<x7y) aﬂcnfk(xay)
ay1f1(xay) aymfl(:c7y)

By f(x,y) = : : e REM. (9.4)
aylfk(‘ray) aymfk<x7y)

Die gesamte Jacobi-Matrix setzt sich aus zwei nebeneinanderstehenden Blocken zusam-
men,

Ji(@,y) = (0f(x,y) Oyf(z,y)) € REmm)

Wie schon beim Satz iiber inverse Funktionen geht es darum, ob wir “lokal”, das heifit,
in der Néhe einer gegebenen Losung des Gleichungssystems, auflésen konnen.

Satz 9.1 (Implizite Funktionen)

Sei Q@ C R™ x R™ offen, sei f : Q — R™ stetig differenzierbar, sei (z.,y.) € £ mit
f(xe,ys) = 0. Ist O, f (x4, y) invertierbar, so gibt es ein offenes W C R" mit x,, € W und
eine stetig differenzierbare Funktion g : W — R™ mit y, = g(x,) und

flz,g(x) =0, (x,9(x))€Q, firallexeW, (9.5)

und es gilt
Jy(x) = =0, f (2, 9(x)) "' 0u f (x, g()) (9.6)
fir alle x € W.
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Beweis: Wir definieren
F:QoR"xR™, F(z,y) = (z, f(z,y)) .

Wir zeigen, dass F' in (., y.) die Voraussetzungen des Satzes iiber inverse Funktionen
erfiillt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Funktionalmatrix

Jp(z,y) = (axf?;:,y) (9yf(0$7y))

fir (z,y) = (24, y«) invertierbar ist. In der Tat, die Matrix

I, 0 - N . i
(B(l‘,y) (8yf($,y))1) ) B(‘m?y)_ (ayf( 7y)) a:rf( 7y)7

ist fiir (z,y) = (24,y.) die Inverse von Jp(z,y). Aus Satz folgt nun: Es gibt offene
Mengen U,V C R"™ x R™ mit (z,,y.) € U C €, so dass F : U — V bijektiv und
F~1:V — U stetig differenzierbar ist. Wir zerlegen F~! in zwei Blocke,

F_1<$7y> = <9036<:U7y)7%0y($7y)>7
mit ¢, : V= R", ¢, : V = R™. Fiir (z,y) € V gilt dann
(z,y) = F(F~(2,y)) = F(pu(z,y), 0y (2, y))
= (901('1'7y)7f<90x<x7y)790y($’y))) )
also
ngam(x,y), y:f(x,gay(x,y)). (97)
Wir wéhlen nun offene Mengen W C R™, Y C R™, mit
F(ze,ys) = (2,,0) e W XY CV,
und definieren g : W — R™ durch

9(x) = @y(,0). (9:8)

AuBerdem verlangen wir, dass 0, f(x, g(z)) invertierbar ist fiir alle x € W (das kénnen
wir immer durch Verkleinern von W erreichen). Es gilt dann wegen (9.7

f(z,9(x)) = f(x,py(x,0)) =0, firallez € W,

und
(e, 9) = F7H (24, 0) = (24, 0y (24, 0)) = (2, 9(4))
also

Da F~! stetig differenzierbar ist, ist auch g stetig differenzierbar. Die Formel fiir J,
folgt aus der Kettenregel, angewendet auf

v = (2,9(x)) = [, 9(x)) =0,
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da wir durch Differenzieren erhalten

0= (0uf(z,9(x)) 9yf(x,g(x )(g](x))
= 0, f(x,9(x)) + 0, f(x, g(x))Jy(x) .
O

Wie schon beim Satz iiber inverse Funktionen handelt es sich auch beim Satz iiber im-
plizite Funktionen um eine Existenzaussage (“es gibt eine Funktion ¢”). Er sagt nichts
dariiber aus, wie man zu der die Auflésung nach x beschreibenden Funktion g kommen
kann.

Die einfachste Situation ist die, die wir am Anfang dieses Kapitels betrachtet haben,
némlich eine Gleichung mit zwei Unbekannten, also m = 1, n +m = 2 und damit n = 1.
Dieser Fall liegt vor, wenn wir die Niveaulinien f(z,y) = c einer stetig differenzierbaren
Funktion f : Q — R, Q C R? analysieren. Es geniigt, den Fall ¢ = 0 zu betrachten: Wir
kénnen von f zu f(x,y) = f(z,y) — c iibergehen, es ist J; = Jy.

Sei (24, yx) € Q, f(zs,ys) = ¢, also (x4, yx) € N.(f). Die Frage ist: Wie sieht N.(f) in der
Néhe von (z.,y.) aus? Wir betrachten zunéchst den reguléren Fall

grad f(z,,y.) # 0. (9.9)

In diesem Fall ist mindestens eine der beiden partiellen Ableitungen nicht Null. Ist
Oy f(zy,yx) # 0, so gibt es nach Satz ein offenes Intervall I = (z, — §, 2, + 0) und
ein ¢ € CY(I) mit g(x,) = y. und f(z,g(x)) = 0, d.h. y ldsst sich in der Nihe von
(24, ) nach x auflosen. Ist 0, f (4, y«) # 0, so gibt es nach Satz ein offenes Intervall
J = (Y« — 6,y +0) und ein h € C*(J) mit h(y,) = z, und f(h(y),y) = 0, d.h. z ldsst sich
in der Nihe von (z,,y.) nach y auflésen. Das ist der Fall in Beispiel (9.2), in dem

O f(x,y) #0, auferin (0,1), (0,—1),
Oyf(z,y) #0, auBerin (1,0), (—1,0).

Man kann auflerdem zeigen, dass es im reguldren Fall in einer hinreichend kleinen
Kugel um (x,y.) keine anderen Punkte von N.(f) geben kann.

Der singulédre Fall ist charakterisiert durch

grad f(zs,y.) = 0. (9.10)

Hier kann alles mogliche passieren. Sei etwa

f(xay) ZIQ—?/?):O, (911)
dann ist
grad f(z,y) = (22,~3y%), grad £(0,0) = 0.

Wir kénnen y nach x auflésen,

y=g(r) = Va2,
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aber g ist nicht differenzierbar in 0, und Ny(f) hat eine Spitze in 0. Fir

flz,y) =2 —y* =0, (9.12)

gilt

gradf(:c, y) = (23:7 _2y) ) gradf(07 0) = 07
und Ny(f) besteht aus den beiden Winkelhalbierenden (die sich im Nullpunkt schneiden).
Eine kompliziertere Situation liegt vor bei

f(a:,y):rﬁsin%, r=+/22+y?, f(0,0)=0. (9.13)

Hier ist ebenfalls grad f(0,0) = 0, und Ny(f) besteht aus unendlich vielen Kreisen um 0

mit den Radien r, wobei
1

— =mn, nelN,
r

sowie den Nullpunkt selbst.

Es gilt allgemein (ohne Beweis):

Zu jeder abgeschlossenen Menge A C R™ gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion f: R" — R mit A = Ny(f).

Als néchstes betrachten wir ein Beispiel mit zwei Gleichungen und drei Unbekannten,

22+ 4 22— 62 2 = -8

9.14
2? + % 4 2% — 6 — 2y = 8. ( )

Esist m =2, n+m =3 und n = 1. Es gibt drei Moglichkeiten der Auflésung: (y, z) nach
x, (z, z) nach y, (z,y) nach z. Die zugehorige Funktionalmatrix ist gegeben durch

o2r — —562 2y — —Y 22
Jf(:r,y,Z):( Vg T ) (9.15)

20 — 6 2y — 2 2z

Der Punkt (z.,y., z«) = (3,0, 1) erfiillt (9.14)), wir fragen nach der lokalen Auflésbarkeit
bei diesem Punkt. Die Funktionalmatrix wird zu

7:(3,0,1) = (8 Y ;) . (9.16)

Wollen wir (y, z) nach x auflésen, so miissen wir die Teilmatrix

0 2
a(y,z)f(?)?O? 1) - (_2 2)

betrachten. Sie ist invertierbar, also konnen wir gemafl dem Satz iiber implizite Funktionen
die Gleichungen ((9.14)) lokal nach x auflésen. Die anderen beiden Félle fithren auf

0 2 0 0
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Diese Matrizen sind nicht invertierbar. Der Satz iiber implizite Funktionen liefert keine
Aussage iiber die Frage, ob sich die Gleichungen lokal nach y oder nach z auflésen lassen.

Minimierung bei Nebenbedingung. Wir wenden den Satz {iber implizite Funktio-
nen an auf das Problem, das Minimum einer Funktion “unter einer Nebenbedingung” zu
bestimmen.

Problem 9.2
Sei Q CR”, f:Q =R, J:Q — R. Wir betrachten die Optimierungsaufgabe

minJ(z), wobei z €, f(z)=0. (9.17)

Die Bedingung “f(x) = 0” heifit Nebenbedingung (genauer: Gleichungsnebenbedingung).
Ein z, € Q heifit lokale Losung von (9.17)), falls f(z.) = 0 und falls es eine offene Kugel
U um x, gibt, so dass

J(xy) < J(x), firallexeUNQmit f(z)=0.

Satz 9.3 Sei Q) C R™ offen, seien f,J € CY(Q), sei x, lokale Lésung von , es gelte
grad f(z,) # 0. Dann gibt es ein X € R mit

grad J(z.) = Agrad f(z.). (9.18)

Die Zahl \ heifst Lagrange-Multiplikator.

Beweis: Sei 0.B.d.A 0, f(z.) # 0, das ldsst sich durch Umnummerieren der Unbekannten
immer erreichen. Wir schreiben

T = (T, Tan)y o= (Tur, . ., Tan1) -

Nach Satz gibt es eine stetig differenzierbare Funktion g : W — R, W C R™"! offen
mit !/, € W, so dass

f@ g(2) =0, (2',9(z') €, firallez € W.
Wenn wir die durch

hl(l‘;) = f(l’/, g(l‘/)) s z' = (xl*la cee 7$;i—1’ LE;, l{ki—i-l’ cee 733;71—1) s

definierte Abbildung h; in 2 = x,,; differenzieren, erhalten wir, da h; = 0 nahe 2/,

Oif(x) + Onf(x)0ig(xl) =0, 1<i<n-—1. (9.19)

Wir betrachten

J:W =R, J&)=Ja, gx)).

! ist lokales Minimum von J, also gilt

0=0;J(x)) = 0;J(x.) + 0,J (x.)0ig(x), 1<i<n—1. (9.20)
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Wir multiplizieren (9.20) mit 0, f (), (9.19) mit 0,,J(x,.) und subtrahieren die resultie-
renden Gleichungen. Es ergibt sich

0iJ ()0 f(s) — Oif ()0 J(2) =0, 1<i<m. (9.21)
Wir setzen
)= OnJ ()
Onf(24)

und erhalten
OiJ () = X0;f(x.), 1<i<m.

(Il
Als erstes Beispiel betrachten wir
1
min J(x,y) = 5(3:2 +9%), wobei €™ =2r+2y. (9.22)
Hier ist
f(x7y) =e" —2I—2y,
grad J(‘/Ea y) = (ZE, y) ) gradf(L y) = (yexy - 2a re™ — 2) :
Gemaf Satz suchen wir Kandidaten (z,y, \) € R?, welche die Gleichungen
r = ANye™ —2), (9.23)
y = MNze™ —2). (9.24)
sowie
e =2x+42y. (9.25)

erfiillen. Wir haben also das Optimierungsproblem darauf zuriickgefiithrt, das System
(19.23]) - (9.25]) von 3 nichtlinearen Gleichungen mit den 3 Unbekannten (z,y, A) zu 16sen
— was im allgemeinen nicht durch explizite Angabe einer Losung moglich ist.

Man beachte, dass Satz[9.3|lediglich eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum
liefert. Losungen z.B. des Systems sind daher zundchst nur Kandidaten fiir Mini-
ma, ganz wie im Fall ohne Nebenbedingung, in dem die Berechnung von Lésungen von
grad J(z,) = 0 ebenfalls nur Kandidaten liefert. Hinreichende Bedingungen involvieren
die zweiten Ableitungen von f und J; sie werden in der Optimierung behandelt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Problem, die Extrema einer quadratischen Funk-
tion auf dem Rand der Einheitskugel zu bestimmen. Sei J : R” — R definiert durch

J(z) =27 Az, A e R™ symmetrisch, (9.26)
die Nebenbedingung sei
OZf(x):Zx?—l.
i=1

Es ist
grad J(z) = 2Az, grad f(z) =2x.
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Die Funktion J nimmt auf dem Rand der Einheitskugel ihr Maximum und ihr Minimum
an. In beiden Fillen folgt aus Satz[9.3] im Falle des Maximums angewendet auf — f, die
Existenz eines A € R mit grad J(z,) = Agrad f(x,), also

Az, = Az, (9.27)
das heifit, A ist Eigenwert von A zum Eigenvektor x,. Aus (9.27) folgt
J(x,) = 2T Az, = 2Tz, = M|z |5 = X (9.28)

Da diese Formel fiir jeden Eigenwert gilt, wenn wir einen zugehorigen Eigenvektor auf 1
normieren, haben wir das folgende Ergebnis erhalten:

max J(z) = Apaz, min J(z) = Apin (9.29)

l[zll,=1 llzll,=1

wobei A\pq und A, der grofite bzw. kleinste Eigenwert von A sind.
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10 Parameterabhingige Integrale

Wir betrachten eine Funktion ¢ der Form

w@z/f@wm. (10.1)

Wir untersuchen erstens, ob ¢ stetig ist, und zweitens, ob ¢ differenzierbar ist und ob wir
die Ableitung mit dem Integral vertauschen diirfen, das heifit, ob

b

¥'y) = / Oyf(x,y) dz (10.2)
gilt.
Stetige Abhingigkeit. Der folgende Satz gibt eine Antwort auf die erste Frage.

Satz 10.1 Sei [a,b] C R kompaktes Intervall, D C R", sei f : [a,b] x D — R stetig.
Dann wird durch

b
ﬂwz/f@wm (10.3)

eine stetige Funktion ¢ : D — R definiert.

Beweis: Sei y € D beliebig. Das Integral auf der rechten Seite von (|10.3) existiert, da die
durch f¥(z) = f(x,y) definierte Funktion f¥ : [a,b] — R stetig ist. Sei nun (yx)ren eine
Folge in D mit y, — y. Die durch

K ={yx: k€ N} U{y}

definierte Teilmenge von D ist abgeschlossen und beschrinkt im R”, also kompakt. Wei-
terhin ist [a, b] x K in R xR™ abgeschlossen (nach Satz und beschrénkt, also ebenfalls
kompakt. Nach Satz ist die Einschriankung von f auf [a,b] x K gleichméBig stetig.
Zu jedem e > 0 gibt es daher ein § > 0, so dass fiir alle z € K mit ||z — y|| < 0 und alle
x € [a,b] gilt

[f(z,2) = f(z,y)] <e. (10.4)
Wir definieren fj : [a, b] — R durch

fe(z) = f(2,y8) -

Wir zeigen, dass ( fx)ken gleichméfig gegen f¥ konvergiert: Sei N € N so, dass ||yx—y|| < ¢
fur alle £ > N, dann folgt aus ((10.4)

I fe — [l = sup |f(z, ) — f(z,y)| <e, firallek> N,

z€[a,b]

also || fi — f¥||., = O fir kK — co. Wegen

o) — )| < [ 1o~ fag)ldo < 0= a)lfe— Pl

folgt w(yx) — ¢(y) und damit die Behauptung. O

Vertauschen von Ableitung und Integral. Der néichste Satz gibt eine hinreichende
Bedingung dafiir, wann wir Ableitung und Integral vertauschen kénnen.
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Satz 10.2 (Differenzieren unter dem Integral)
Sei f:[a,b] x [c,d] = R stetig, 0, f : [a,b] X [c,d] — R existiere und sei stetig. Dann ist
¢ :lc,d] = R,

o(y) = / f(y) dr, (10.5)

stetig differenzierbar, und

b
oY) = / 0,1 (x.y) dx. (10.6)

Beweis: Sei y € [c, d], sei (yx) Folge in [¢,d] mit yp — vy, yr # y. Wir setzen

Y — Y

gr(z) =

—0,f(x,y).
Aus dem Mittelwertsatz folgt die Existenz von ny(z) € [y, yx] mit
gi(x) = Oy f (z, () — Oy f (2, y) -
Sei € > 0. Wihle 0 > 0 so, dass gilt
ly — 2| < ¢ = 10y f(z,y) — 0y f(z,2)] <e fir alle z € [a,b)].
(Das ist moglich, da 0, f gleichméfig stetig ist auf [a, b] X [c,d].) Wéhle N so, dass
lyp —y| <6, furalle k> N.
Dann gilt |ng(x) — y| < ¢ fiir alle z € [a, b] und

||ngOO = sup |gr(x)| <e, firallek>N,
z€[a,b]

also gilt g — 0 gleichméfig, und es folgt

‘@(yk) ely) / 9, f () ds| < / flxoye) = fzy) 0, f(z,y)| dz
Ye — Y a a Y — Y
b
< [Nl >0
fiir £ — oo. O
Als Beispiel betrachten wir
1
o(y) = sin(z? + *) de . (10.7)
0
Hier ist f(z,y) = sin(2? + ¢®), 9, f(z,y) = 3y* cos(z? + y?), also
1
¢'(y) = / 3y? cos(x? + y*) du . (10.8)
0

Man erspart es sich dabei, das urspriingliche Integral explizit formelméflig auszuwerten
(falls das tiberhaupt méglich ist), erhélt aber fiir die Ableitung eine Formel, die weiterhin
ein Integral enthélt.
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In den Sétzen und ist vorausgesetzt, dass f stetig nicht nur beziiglich y, son-
dern auch beziiglich x ist. Diese Voraussetzung kann abgeschwécht werden, so dass
auch gilt fiir eine geeignete Klasse von Funktionen, die unstetig beziiglich z sind. Dazu
verwendet man einen anderen Integralbegriff, zweckméBig ist das Lebesgue-Integral.

Differenzieren nach Funktionen in den Integrationsgrenzen. Satz [10.2] und die
Kettenregel ermdglichen es, eine Funktion der Form
h(t)
o(t) = f(t,z)dx (10.9)

g(t)

zu differenzieren. Zu diesem Zweck betrachten wir die Funktion

Wt 0) = / f(t2)dz. (10.10)
Es ist dann
p(t) = ¥(t g(t), h(t)) (10.11)
Die Funktion ¢ lasst sich als Komposition
£ (,g(8), h(E)) > v(E, g(2), A1) (10.12)

schreiben. Aus der Kettenregel erhalten wir (“(x)” steht fiir “(¢, g(¢), h(t))”)

@' (t) = (grad(t, g(t), h(t)), (1,4'(t), I'(1)))
= 0 () - 1+ 0uh(x)g'(t) + O (%) (t)

h(t)

= Of (t, x) dx — f(t, g(t))g'(t) + f(&, h(£))P (L) .

g(t)

Dabei ist vorausgesetzt, dass die beteiligten Funktionen die entsprechenden Vorausset-
zungen der Kettenregel und von Satz erfiillen.

Als Beispiel betrachten wir

(10.13)

o(t) = /t texp(sin(Qt +x))dz. (10.14)

2

Mit ((10.13]) erhalten wir

3t
o'(t) = / 2 cos(2t 4 ) exp(sin(2t + z)) dr — exp(sin(2t + %)) - 2t + exp(sin(5t)) - 3.
t2
Faltung von Funktionen. Der Trager einer Funktion f : R — R ist definiert als der
Abschluss der Menge, auf der f von Null verschieden ist,

supp (f) = {z : J(x) 7 0}. (10.15)

Er ist kompakt genau dann, wenn er beschrénkt ist. Der Tréger elementarer Funktionen
(Polynome, Exponentialfunktion, Winkelfunktionen) ist typischerweise gleich R, da (ab-
gesehen von der Nullfunktion) deren Nullstellenmenge aus einzelnen isolierten Punkten
besteht. Fiir die Hutfunktion

z, 0<x<1,
flr)=q92-2, 1<z<2,
0, sonst,
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gilt
supp (f) = [0,2].
Die Faltung g * f zweier Funktionen f,g: R — R im Punkt z € R ist definiert als

(9% f)(x) = / " gle — 9)f(y)dy. (10.16)

o0

sofern dieses Integral existiert. Das ist jedenfalls dann der Fall, wenn f und g stetig sind

und eine der beiden Funktionen einen kompakten Trager hat. Dann lésst sich ndmlich fiir
jedes z € R eine Schranke M finden, so dass der Integrand Null ist fiir alle y ¢ [—M, M],
und somit

/Oo gl —y)fly)dy = / g(x —y)f(y)dy (10.17)

—0o0 —-M

gilt: Hat f kompakten Tréger, so geniigt es, dass
supp (f) C [-M, M]
gilt; hat g kompakten Trager, so geniigt es, dass
x — supp (g9) C [-M, M]

gilt. Hieraus folgt, dass M sogar so gewéhlt werden kann, dass ((10.17]) giiltig bleibt, wenn
statt © Argumente in einem Intervall [x — 6, x + J] zugelassen werden.

In diesen Féllen folgt aus Satz[10.1] dass g* f eine stetige Funktion von z ist. Ist g aufler-
dem stetig differenzierbar, so folgt aus Satz dass g * f ebenfalls stetig differenzierbar
ist, und dass

(g% f)(x) = / @ —y) i) dy (10.18)

—00

gilt (siche Ubung).
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11 Das Integral im Mehrdimensionalen

Integrale auf achsenparallelen Rechtecken. Wir betrachten achsenparallele Recht-
ecke im R?,

Q = [a,b] x [c,d]. (11.1)

Fiir eine stetige Funktion f : ) — R wollen wir das zweidimensionale Integral

/ f(z,y)dx dy (11.2)

definieren.

Weiter unten sprechen wir auch den Fall héherer Dimensionen an. Allgemeinere Situatio-
nen (unstetiges f, allgemeiner Integrationsbereich) werden in der Vorlesung iiber Maf-
un Integrationstheorie behandelt.

In der vorliegenden Situation konstruieren wir das Integral analog zum eindimensionalen

Fall. Seien
Zy =A{xo,...,xp}, wobei a=xy<z1<---<z,=0, (113)
Zy =AY, Ym}, wobei c=yo<y1 < <Yp=4d, '

Zerlegungen von [a, b] bzw. [¢, d]. Hieraus ergibt sich eine Zerlegung Z von [a, b] X [c, d] in
nm Rechtecke

Qi = [ricn, ] ¥ [yj1,95], 1<i<n, 1<j<m. (11.4)
Eine Funktion ¢ : 2 — R der Form

o(x,y) =cy, fallsz e (v1,2), vy € (Yj-1,95), (11.5)

mit gegebenen ¢;; € R heifit Treppenfunktion zur Zerlegung Z. (Welchen Wert ¢
auf den Réndern der Rechtecke @);; annimmt, ist uns gleichgiiltig.) Fiir diese Funktion f
definieren wir

// p(x,y) dedy = cij(x; — xi1)(y; — yj-1) (11.6)
Qij
das ist gerade das Volumen des Quaders mit Grundfliche @);; und Héhe ¢;;, falls ¢;; > 0.

Definition 11.1 Sei p : Q — R, Q = [a,b] X [c,d], eine Treppenfunktion wie in
und beschrieben. Wir definieren das Integral von ¢ dber €2 durch

// T,y da:dy—zz% —x21)(y; — yj-1) - (11.7)

=1 j5=1
Wie im Eindimensionalen zeigt man, dass das so definierte Integral nicht davon abhéngt,

welche Zerlegung Z man wéhlt. Die aus dem Eindimensionalen bekannten elementaren
Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen gelten weiterhin, so etwa

[[@es szt =a [[ wpdeyss [[v@pdeay  1s)
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fiir alle Treppenfunktionen o, und alle o, 8 € R. Ist p < 9 (d.h. ¢(x,y) < ¥(x,y) fir

alle z,y), so gilt
o(z,y)dedy < [ [ ¥(z,y)dedy. (11.9)
[f e

Daraus folgt

//@(I’y)d“’dy f//\sa(flf,y)ldxdyﬂ(b—a)(d—C)HwHw. (11.10)

Wie im Eindimensionalen wollen wir das Integral einer stetigen Funktion definieren als
Grenzwert der Integrale von approximierenden Treppenfunktionen. Zuerst die Approxi-
mierbarkeit.

Satz 11.2 Sei f : Q — R stetig, Q = [a,b] x [¢,d]. Dann gibt es eine Folge (p,,)nen von
Treppenfunktionen auf €, die gleichmdfsig gegen f konvergiert.

Beweis: Sei n € N. Wir wihlen § > 0 so, dass

Fay) — f@E D) <~

n

falls ||(z,y) — (Z,9)|l, <0, geméB der gleichméBigen Stetigkeit von f auf Q. Wir wihlen
weiterhin eine Zerlegung Z von (2, so dass fiir die entstehenden Rechtecke

Qij = [Tic1, w] X [yj-1, ;]
gilt, dass |z; — z;1| < § und |y; — y;j_1| < 0. Wir setzen
‘;On(xa y) = f(xi—la yj—l) 3 falls (ZL’, y) € sz
(Falls (z,y) zu mehr als einem (@);; gehort, nehmen wir irgendeines.) Es gilt dann
1
|f(x,y) - (,On(l'7y)| = |f(x,y) - f(xi—hyj—l” < E? falls (x,y) € QU

Es folgt
1
n
O

Lemma 11.3 Sei f : Q — R stetig, seien (p,) und (1) Folgen von Treppenfunktionen
mit o, — f und Y, — f gleichmdflig. Dann gilt

lim //gpn(:v,y) dr dy = lim //wn(x,y) dz dy . (11.11)
9) Q
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Beweis: Es gilt

[ ey~ [ [ vy deay

< (b=a)(d=)(lf = ¢nlle +If =¢nlle) — 0

fiir n — oo, und

//son(ﬂs,y)dxdy—//som(w,y)dwdy < (b=a)(d = o)llen — Pmllw

< (b—a)(d =)l = enllo + IIf = Pmllo)

ebenso fiir ¢,,. Es folgt, dass die Integrale [ ¢, dxdy und [ 1, dx dy Cauchyfolgen bilden
und ihre Grenzwerte iibereinstimmen. O

Satz und Lemma [11.3] zeigen, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 11.4 Sei f : Q — R stetig. Ist (p,) eine gleichmdiflig gegen f konvergente
Folge von Treppenfunktionen, so definieren wir das Integral von f dber Q) durch

é/f(a:,y) dxdyzggrgoé/@n(x,y) dz dy . (11.12)

Die elementaren Eigenschaften (11.8) — (11.10]) des Integrals iibertragen sich unmittelbar
auf stetige Funktionen. Sind f, g : 2 — R stetig, so gelten also

é/af(l’,y)—i-ﬁg(x,y)dazdy:aé/f(a:,y)d:cdijﬁé/f(x,y)d:cdy, a,B,eR,

(11.13)
sowie

// flz,y)dedy < //g(x,y) drdy, falls f<gin Q, (11.14)
Q Q

[ t@wasay) < [[156wldzay. (11.15)

Berechnung von Integralen auf achsenparallelen Rechtecken. Wir kénnen das
zweldimensionale Integral auf (2 = [a, b] x [c, d] auf zwel eindimensionale Integrale zuriick-
fithren. Sei f : 2 — R eine Treppenfunktion wie oben,

und

f(x7y> = Cij7 falls x € (xiflwri)u Yy € (yjfhyj)

Fiir festgehaltenes y ¢ Zs ist die durch x — f(z,y) definierte Funktion eine Treppen-
funktion im eindimensionalen Intervall [a, b] zur Zerlegung Z;, und es gilt

b n
/ f(z,y)dx = Zcij(xi —xim1), fallsy; 1 <y <uy;. (11.16)
@ i=1
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Die Funktion ,
=/f@wm,y¢%, (11.17)

(und G(y) = 0 fiir y € Zy) ist wegen ([11.16]) eine Treppenfunktion in [¢, d] zur Zerlegung
Zo, und es gilt

d m
/ Gy Z [ZCW — X1 ] (y; —yj—1) :/ f(z,y)dx dy (11.18)
c j=1 o
nach Definition (11.1). Analog gilt fiir festgehaltenes z
/ flz,y)dy = ch —yj—1), fallszy <z <, (11.19)
und fiir J
~ [ )y (11.20)
folgt wie in ((11.18))
b
/ F(z)dx = //f(x,y) dx dy . (11.21)
¢ )

Insgesamt ergibt sich, dass fiir Treppenfunktionen gilt

é/f(x,y)dxdyZ/a/cf(x,y)dydx:/c/af(x,y)dxdy. (11.22)

Die Aussage “ist f Treppenfunktion, so gilt (11.22)” bezeichnet man als den Satz von
Fubini fiir Treppenfunktionen. Sie gilt auch fiir stetige Funktionen.

Satz 11.5 (Fubini fiir stetige Funktionen)
Sei Q) = [a,b] X [¢,d], f:Q — R stetig. Dann gilt

//f(:v,y)dxdy:/ab/cdf(x,y)dydx:/cd/abf(x,y)dxdy. (11.23)
Q

Beweis: Zunichst einmal gilt, dass die durch

d b
x*—>/ f(z,y)dy, y*—>/ f(x,y)dx
definierten Funktionen stetig sind, gemafl den Eigenschaften von parameterabhéingigen
Integralen, Satz [10.1] Die Integrale in ([11.23]) sind daher wohldefiniert. Sei nun (¢, )nen

eine Folge von Treppenfunktionen mit || f — ¢,|| ., — 0 fiir n — oo, eine solche existiert
geméf Satz [11.2] Wie gezeigt gilt (11.23)) mit ¢,, an der Stelle von f. Es ist

[ 1ewaris- [[onwwdeds < ®-aya-ols - el
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und

b d
< / / Fsy) — gu(e, )| dy da

[ [ sy [ [ e ayas

b
< / (d—c) sup |£(z.y) — () dz < (b—a)(d — ||f — ull..

y€lc,d]

Also konvergieren die Integrale iiber ¢, gegen die Integrale iiber f, und (11.23]) ergibt
sich aus der Formel fiir ,, im Grenziibergang n — oo. O

Als Beispiel betrachten wir

//nydxdy, Q=10,1] x [1,2].

Es gibt zwei Moglichkeiten, dieses Integral mit dem Satz von Fubini auszurechnen, je
nachdem ob man zuerst beziiglich y oder zuerst beziiglich = integriert. Entweder:

1 p2 1 1 y=2 1 1
//nydxdy:/ / nydydx:/ 2 —y? dac:/ 222 — 2% dx
o J1 0 2 0 2
Q y=1
'3 T
2 3
/0 ot T o 2
z=0
Oder:
2 1 2 (1 r=1 2
//nydxdy:/ / $2yd93dy:/ —z3y dy:/ —y dy
1 Jo 1 B 1 3
Q =0
=2
T
—6/| T2
y=1

In diesem Beispiel geht es sogar viel einfacher: Wir beginnen wie oben,

1 2
//nydxdy:/ / 22y dyde,
0 Ji

Q

und beobachten nun, dass die x-Abhéngigkeit im inneren Integral in Form eines Faktors

auftritt, also
1 p2 1 2
//mdeyd:L’:/ xQ/ ydydx .
o J1 0 1

Wir stellen als néchstes fest, dass nunmehr das innere Integral nicht von z abhingt und
somit als konstanter Faktor im dufleren Integral aufgefasst werden kann, also

1 2 1 2
/ xQ/ ydyda::/ xde-/ ydy.
0 1 0 1
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Die beiden Integrale auf der rechten Seite konnen direkt ausgewertet werden, insgesamt
ist also

Allgemein tritt dieser Fall dann auf, wenn der Integrand sich schreiben lésst als

flxy) = filz) - f2(y) (11.24)

[ s ey - / i) da / ") dy. (11.25)

Integrale auf hoherdimensionalen achsenparallelen Quadern. Fiir einen Quader

Q= [alabl] X [a27b2] X [a/37b3]

dann ist

im R? definieren wir das Integral, in diesem Fall Volumenintegral genannt,

///f(:v,y,z) dx dy dz (11.26)

analog zum Zweidimensionalen, indem wir die Intervalle [a;, b;] durch Zerlegungen 7,
Zy und Zs unterteilen, €2 entsprechend in kleine Quader Q;j; zerlegen, Treppenfunktio-
nen (das heiit, auf den einzelnen Quadern @);;; konstante Funktionen) betrachten und
das Integral als Grenzwert der Integrale einer Folge gleichmifig gegen f konvergierender
Treppenfunktionen erhalten. Es gilt ebenfalls der Satz von Fubini, so dass die Berech-
nung von auf die Berechnung von drei eindimensionalen Integralen zuriickgefiihrt
werden kann, wobei die Reihenfolge der Integrationen beliebig gewihlt werden kann,

b1 bo b3
///f(fv,y,Z)dwddeZ/ / f(x,y,2)dzdydx
ai as as
Q

b1 bs bo
:/al /% 5 [z oy, 2)dydzdx (11.27)

by pba by
:/ / flz,y,2)dedydz,
as a2 al

das sind 6 verschiedene Moglichkeiten. Als Beispiel betrachten wir

///ﬁyz‘i"”@d% Q=10,1] x [1,2] x [2,3].

Wir rechnen nur eine Variante aus,

3 2 pl 3 2 (4
///nyzdmdydz:/ / / nyzdxdydz:/ / —23yz
2 J1 Jo 2 J1 \3
Q
3 21 31
= —yzdydz:/ —y%z
VAR
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Auch hier ist es aufgrund der Produktform des Integranden mdoglich, das dreidimensionale
Integral direkt in ein Produkt eindimensionaler Integrale zu zerlegen,

1 5
///xyzdxdydz /zdz /ydy /xdx__.i‘g_z_l'

Die allgemeine Formel fiir diesen Fall ist

// fi(@) f2(y) f3(2) dx dy dz = 1 fi(z)dx - 2 fa(y) dy - fs(z)dz.  (11.28)

al a2 as

Integrale im R? fiir d > 3 fiir einen achsenparallelen Quader
0= [al,bl] X oo X [ad,bd]

werden analog definiert, es gilt ebenfalls der Satz von Fubini, also
by ba
/ /f X1,y .., 2q)day - dmd—/ fxl,...,a:d)dxd---dxl, (11.29)

wobei die Reihenfolge der Integrale auf der rechten Seite beliebig abgedndert werden kann.
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12 Gewohnliche Differenzialgleichungen

Wir betrachten eine gewohnliche Differenzialgleichung erster Ordnung,

v =f(ty), (12.1)

sowie das zugehorige Anfangswertproblem

y/ - f(t7 y) ) y<t0) =Yo- (122)

Definition 12.1

Sei I C R Intervall, D C RxK offen, f: D — K. Fine Funktion y: I — K heifit Lisung
von in 1, falls y in I differenzierbar ist und fir alle t € I gilt, dass (t,y(t)) € D
und

y'(t) = f(t.y() (12.3)
Falls auferdem (to,yo) € D gegeben ist mit y(ty) = yo, so heifst y Lisung des Anfangs-
wertproblems in 1. O

Beispielsweise ist y(t) = 3¢ eine Losung von y' = 2y zum Anfangswert y(0) = 3. In
Definition ist f(t,y) =2y, D =R xR, ty =0, yo = 3. Verlangen wir stattdessen den
Anfangswert y(0) = 7, so ist y(t) = 7e* Losung.

Héngt f nicht von y ab, so ist

y(t) =yo+/ttf(8) ds

eine Losung des Anfangswertproblems ([12.2)), falls f stetig ist. Das folgt aus dem Haupt-
satz der Differenzial- und Integralrechnung.

Nicht jedes Anfangswertproblem hat eine Losung. Beispiel: I = [0, 1],

;o -1, y>0, B
y—f(y)—{L g <0, y(0) =0. (12.4)

Beweis: Ist y Losung in I, so ist y stetig in I. y kann keine weitere Nullstelle in (0, 1]
haben, da andernfalls (Satz von Rolle) y/(7) = 0 fiir ein 7 € (0, 1). Ist y(¢) > 0 fiir alle
t > 0, dann ist ¢/(t) = —1 fiir t > 0, also y streng monoton fallend im Widerspruch zu
y(0) = 0. Fiir den Fall y(t) < 0 ergibt sich ein analoger Widerspruch.

Man beachte, dass (12.4) auf I = [—1, 0] eine Losung hat, namlich y(t) = ¢t. Auf I = [0, 1]
erhalten wir eine Losung, ndmlich y = 0, falls wir die Definition von f modifizieren zu

-1, y>0,
y =fly) =40, y=0, (12.5)
I, y<0.
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Manche Anfangswertprobleme haben mehrere Losungen. Beispiel:

=VIyl, y(0)=0. (12.6)
Aufler der Funktion y = 0 ist beispielsweise auch
2, >0
t)y=44"" ’ 12.7
() {O, ot (12.7)

eine Losung. In diesem Fall ist die rechte Seite f stetig, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
differenzierbar, und die Losung ([12.7)) ist stetig differenzierbar, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
zweimal differenzierbar.

Satz 12.2 Sei D C R x K offen, sei f € C™(D;K), sei (to,yo) € D. Sei y Lisung des
AWP auf einem Intervall I. Dann ist y € C™(I; K).

Beweis: Mit Induktion. Ist f stetig, so ist 3/ stetig wegen v/(t) = f(t,y(t)). Ist y € C*
und f € C¥, so ist auch 3 € C* nach Kettenregel, also y € C**1. O

Satz ist ein typischer Regularititssatz der Analysis: Die Regularitéit der Daten (hier
f € C™) sorgt fiir eine entsprechende Regularitit der Losung (hier y € C™1), die im
Losungsbegriff selbst noch nicht enthalten ist.

Wir betrachten einige Situationen, bei denen wir Losungen mehr oder weniger explizit
berechnen kénnen.

Trennung der Variablen. Das AWP habe die Form

y' = ft)gly), yte) =yo- (12.8)

Sei y eine Losung, wir formen um (zunéchst ohne uns darum zu kiimmern, ob “wir das

diirfen”)
y/(t) - t IS
R ey / s

und weiter (Substitution n = y(s), dn = vy/(s)ds)

v q ¢
= d
\/y(t()) 9(77) ! \/to f(S) i

Koénnen wir Stammfunktionen von % und von f explizit angeben, so kénnen wir hoffen,

dass die aus dem Hauptsatz resultierende Gleichung sich nach y(t) auflésen ldsst. Fiir
die hierdurch erhaltene explizite Losung konnen wir unmittelbar nachpriifen, ob sie eine
Lésung von ist. (Ob die dazu fiihrende Rechnung “mathematisch korrekt” war, ist
dann eine zweitrangige Frage.) Beispiel:

Y =—y*, y(0)=yp. (12.9)

Fiir yo = 0 ist y = 0 eine Losung. Sei yy # 0. Der Ansatz

Y 1 t
/ ——an:/ lds
Yo n 0
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fiihrt auf

also erhalten wir

yt) =11 (12.10)

Diese Funktion ist eine Losung von 1} auf dem Intervall (—oo, —yio), falls yo < 0,
beziehungsweise (—?%, o0), falls yo > 0. Sie hat in —?% eine Singularitit und lasst sich
nicht iiber diesen Punkt hinaus fortsetzen. Beispiel:

1

- (—1.00) 5 R.
1 y:(—1,00)

Yo = 1a y(t)

Wir 16sen dieselbe Aufgabe nochmal, in Form eines oft verwendeten Kalkiils. Wir schreiben
die Differenzialgleichung

y/ — y2
in der Form
dy o
dt
und rechnen p p .
o — /——‘Z:/ldt, ——t+e.
-y ) )
Wir erhalten als Losung
)= ——
y(t) t+c
mit einer Konstanten ¢, welche aus der Anfangsbedingung bestimmt wird zu
1 1
g 0 et s C= —.
%o =y(0) 0+c Yo

Man kann sich fragen, was die wihrend dieser Rechnung verwendeten Symbole “dy” und
“dt” mathematisch bedeuten. Diese Frage hat im Zuge der Begriindung der Analysis im
19. Jahrhundert eine grofie Rolle gespielt, man sprach von “infinitesimalen Gréflen”. In
der heute iiblichen Grundlegung der Differenzial- und Integralrechnung, wie wir sie in den
vergangenen Monaten behandelt haben, kommen sie nicht mehr vor. Es gibt eine alternati-
ve Grundlegung der Analysis (“nonstandard analysis”), die infinitesimale Gréflen in einer
intuitiv naheliegenden Weise verwendet, aber um den Preis einer deutlich aufwendigeren
Anbindung an Mengenlehre und Logik. Mathematisch etabliert ist weiterhin die Verwen-
dung der Symbole “dy” etc. in der Differenzialgeometrie und -topologie fiir sogenannte
Differenzialformen, die bei der Integration auf “Mannigfaltigkeiten” (als Verallgemeine-
rung von Kurven in der Ebene bzw. gekriimmten Flachen im Raum) Verwendung finden.

Ein weiteres Beispiel ist die logistische Differenzialgleichung, von Verhulst 1838 zur Mo-
dellierung des Bevolkerungswachstums vorgeschlagen.

v =(a-byy, ab>0. (12.11)

Die Wachstumsrate ist nicht konstant, sondern sinkt mit wachsender Bevolkerung. Fiir
Yo = a/b ist y' = 0, also ist in diesem Fall die konstante Funktion y(t) = a/b eine Losung.
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Durch Trennung der Variablen kénnen wir die Losung fiir einen allgemeinen Anfangswert
(12.12)

Yo > 0 berechnen, es ergibt sich
a 1 )
=m0 — =2b
y(t) b1+ ceat’ Yo
Die lineare Differenzialgleichung. Wir betrachten
v +alt)y =b(t), ylto) =% (12.13)
Im Fall b = 0 finden wir die Losung durch Trennung der Variablen:
v 1 t
y =—a(t)y, / —dn = / —a(s)ds,
o 1 to
also
y t
Iny—Inyy=1In= = —/ a(s)ds
Yo to
Die gesuchte Losung ist also im Falle b = 0
t
y(t) = yoexp <—/ a(s) ds) : (12.14)
to
Beispiel: Fiir die Anfangswertaufgabe
y =4ty, y(0)=3
ist a(t) = —4t, yo = 3 und t, = 0, also
t 2
y(t) = 3exp (—/ —4s ds) = 32",
0
Wir betrachten nun den allgemeinen Fall b # 0. Setzen wir
t
at) = / a(s) ds, (12.15)
to
so gilt, falls y eine Losung von ((12.13)) ist,
d a(t) at)(, a(t)
@) = 0 (1) + alty(t) = € Oe).
Integration von t, bis ¢ liefert
~ t ~
y(t)et® — gy = / e™)b(s) ds .
to
Wir erhalten also als Losung der Anfangswertaufgabe ((12.13)
t
e~ (yg + / e¥®)p(s) ds) : (12.16)
to

y(t) =
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Beispiel: Fiir die Anfangswertaufgabe
y =dty+t, y0)=3
ist a(t) = —4t, yo = 3 und ty = 0 wie oben, weiter b(t) =t und
t
at) = / —4sds = —21*.
0
Aus (12.16)) erhalten wir

t
1
y(t) = e (3 +/ e s ds) = (3 —1 2
0

_ 2t? —2t2 _ 2t
€ (3 46 4) 4 ¢ 4

s=t
s=0

Der harmonische Oszillator. Der gedampfte harmonische Oszillator wird beschrieben
durch die Differenzialgleichung

my" +dy +ky=0. (12.17)

Hierbei sind m, d, k > 0 Konstante. Zur Berechnung einer Losung dividieren wir ((12.17))
durch m und setzen

d k
b=—, c=—,
2m m
dann wird (|12.17)) zu
Y +2by +cy=0. (12.18)

Wie wir bereits wissen, hat die noch einfachere Differenzialgleichung
vy =Xy, NeER, (12.19)

die Losung
y(t) = eM. (12.20)

Wir fragen uns, ob (12.20)) auch eine Loésung von ((12.18)) ist. Dazu setzen wir ((12.20)) in

(12.18]) ein und erhalten
(A2 +2bA + ¢)eM = 0. (12.21)

Diese Gleichung ist (unabhéngig davon, welchen Wert ¢ hat) genau dann erfiillt, wenn A
eine Losung der quadratischen Gleichung

AN+ 2bA +¢c=0 (12.22)
ist. Gleichung hat die beiden Losungen
Ao=—bt Vb —c. (12.23)
Fall 1, b2 > c. Beide Lésungen von sind reell, und
y(t) = areMt + aye? (12.24)

mit aq,as € R beliebig, ist Losung von (12.18)), andere gibt es nicht.
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Fall 2, b%2 = c. Esist \; = Ay = A = —b. Neben y(¢) = e ist auch
y(t) = teM
eine Losung von , und damit auch
y(t) = (ay + agt)e™ (12.25)

fiir beliebige a1, as € R.
Fall 3, b2 < c. Die beiden Losungen

A2 =—bEiw, w=Ve—0, i=+v—-1,
sind konjugiert komplex, die zugehorigen komplexen Losungen von sind
y(t) = e PEWE — omVeEt — o=V (cogwt 4 disinwt)
und die entsprechenden reellen Losungen sind
y(t) = e " (a; coswt + agsinwt) (12.26)

mit ay,as € R beliebig. Der Fall b = d = 0 und ¢ > 0 entspricht dem ungeddmpften
harmonischen Oszillator, dessen Losung die Form eines verschobenen Sinus mit Periode
p = 27 /w hat. Die Frequenz w = 27/p heifit Kreisfrequenz der Schwingung.

Dieses Beispiel zeigt, dass es Sinn macht, sich mit komplexen Losungen zu beschéftigen,
auch wenn man im Endeffekt reelle Losungen erhalten mochte.
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13 Fourierreihen

Mit Fourierreihen oder trigonometrischen Reihen verfolgt man das Ziel, periodische Funk-
tionen durch trigonometrische Polynome darzustellen bzw. zu approximieren.

Definition 13.1 (Periodische Funktion)
Sei S Menge. Fine Funktion f: R — S heifst periodisch mit Periode p, oder p-periodisch,
falls

flx+p)= f(z), firallexeR. (13.1)

Hierber ist p € R, p > 0. O

Ist p eine Periode fiir f, so auch kp fiir jedes k € N, k # 0. Die Funktionen
fe(z) = ™ = coskx +isinkz, k€Z,k#0, (13.2)
sind periodisch mit Periode 27/|k|, also auch 27-periodisch. Konstante Funktionen sind

p-periodisch fiir jedes p > 0.

Eine p-periodische Funktion ist durch ihre Restriktion auf ein Intervall der Form [a, a4 p),
a € R beliebig, eindeutig bestimmt. Umgekehrt definiert jede Funktion f : [a,a 4+ p) — S
vermittels wiederholter Anwendung von 1) eine p-periodische Funktion f : R — S,
diese heifit die periodische Fortsetzung von f. Im Folgenden werden wir die Funktionen
f und f beide mit f bezeichnen.

Anstelle eines Intervalls [a, a + p) kann man (im Fall p = 27) den Einheitskreis 7 = {e™ :
0 < 2z < 27} als Definitionsgebiet von f betrachten und erhélt damit eine “kanonische”
Darstellung der Menge aller 2m-periodischen Funktionen mit Werten in S als die Menge
aller Abbildungen von 7 nach S. Einer Funktion f : 7 — S entspricht dabei die Funktion

glz) = f(e*), g:R—S.

Definition 13.2 (Trigonometrisches Polynom)
FEin trigonometrisches Polynom ist definiert als eine Funktion t : R — C der Form

t(z) = Z e (13.3)

wobein € N und ¢, € C. Die Zahl n heifst der Grad von t, falls ¢, # 0 oder c_, #0. O

Interpretieren wir ein trigonometrisches Polynom als Funktion ¢ : 7 — C, so erhalten wir
vermittels (13.3)) die Darstellung

t(z) = Z a2, 2=,

k=—n

Um komplexwertige Funktionen differenzieren und integrieren zu kénnen, iibertragen wir
die relevanten Sachverhalte aus dem Reellen, indem wir C mit R? identifizieren.
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Sei I = (a,b) ein offenes Intervall in R. Fiir f : I — C definieren wir f': I — C durch

f'(x) = (Re f)'(x) + i(Im f)'(x) , (13.4)

falls Real- und Imaginérteil von f auf (a,b) differenzierbar sind. Vermittels der Identifika-
tion von C und R? stimmt die Definition in (13.4)) mit der Definition der Ableitung einer
Kurve iiberein. Man kann unmittelbar nachpriifen, dass

(f+9)=f+g, (cf) =cf (13.5)
gelten fiir differenzierbare Funktionen f, ¢ : I — C und Konstante ¢ € C. Fiir
ik

f(z) = €™ = coskx + isinkx

ergibt sich '
f(x) = —ksinkz + ik cos kz = ike™™ .

Daraus erhalten wir die Ableitung eines trigonometrischen Polynoms,

n n

t(z) = Z cpe®  t(z) = Z ikcre™™

k=—n k=—n

Definition 13.3 FEine Funktion f : I — C mit I = [a,b] C R heifit Regelfunktion, falls
Real- und Imagindrteil von f Regelfunktionen sind. In diesem Fall definieren wir

/abf(x)dx:/abRef(:c)d:C+i/abImf(:c)dx, (13.6)

O
Es gilt
b b b b b
[ @+ s@de= [ f@dos [g@de, [epwdr=c [ j@dr, 137
fiir Regelfunktionen f, g und fiir ¢ € C, sowie

/abf(x) dr = /abmdx. (13.8)

Ist f periodisch mit Periode p, so ist das Integral von f iiber ein Intervall der Linge p
unabhéngig von der Lage des Intervalls,

/aaﬂ? f(x)de = /a&+pf(x) dx

fiir alle a,a € R. Weiterhin gilt der Hauptsatz
b
/ f(@)dz = F(b) — F(a), (13.9)
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falls f : I — C stetig und F'(z) = f(z) fiir alle z, und weiter die sich aus dem Hauptsatz
ergebenden Integrationsregeln (partielle Integration, Substitution). Wir erhalten also
i

ezkcc dr = ._ezk’x — __¢
a 1k a k

k) falls k # 0.

a

Insbesondere ergibt sich, da o — e?** eine 2m-periodische Funktion ist,

T ke, k
/e’kwdx: 0, €L, k70, (13.10)
2, k=0.

—T

Wir kénnen trigonometrische Polynome auch durch Sinus und Cosinus darstellen.

Die Form

t(z) = % + Z(ak cos kx + by sin kx) (13.11)
k=1

wird als reelle Form des trigonometrischen Polynoms

n

t(r) = > cpe™ (13.12)

k=—n
bezeichnet. Wegen
ikx

cre® e e = (¢, 4 c_p,) cos kx + i(cy — c_p) sin ka (13.13)

stimmen die Funktionen in (13.11)) und (|13.12)) iiberein, falls wir
ag =2¢o, ap=cp+cg, br=1i(ckx—c_g) (13.14)

oder umgekehrt

1 1
Ccy = % , Cp = E(ak — Zbk) y, C_p = E(ak + Zbk) (1315)

setzen. Aus (|13.10|) erhalten wir unmittelbar, dass

/ t(x)e * do = / Z ;0P do = omey, (13.16)

T T i—_n

gilt fiir alle k € Z.
Lemma 13.4 Fiir ein trigonometrisches Polynom t sind dquivalent:

(1) t ist reellwertig, d.h. t(z) € R fir alle x € R,
(1i) € = c_y, fir alle k € N,
(111) ag, by € R fiir alle k € N.
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Beweis: “(i)=(ii)": Aus (13.16) folgt wegen t(z) = t(z)

21cE = / t(z)e~ ke do = / t(z)e*® do = / t(z)e " PT dy = 2mc_y, .

“(ii)=(ii1)": Aus (13.14]) folgt wegen ¢ = c_x

Ima, =Imcy, +Imec_p =Imc, —Imc, =0,

Imb, = Rec, —Rec_, =Rec, — Rec, =0.

“(iii)=-(i1)”: klar wegen ([13.11]). O
Auch im reellen Fall wird die Darstellung (13.12]) meistens bevorzugt, da sie strukturell
klarer und oft einfacher zu handhaben ist.

Definition 13.5 (Fourierkoeffizient)
Sei f: [—m, 7] — C eine Regelfunktion. Fir k € Z heifit

A~ 1 m .
f(k) = —/ f(x)e ™ da (13.17)
2 ),
der k-te Fourierkoeffizient von f. Das trigonometrische Polynom
(Snf)(@) = Z e, o= f(k), (13.18)
k=—n

heifst das n-te Fourierpolynom von f. Die zugehirige Reihe

(Secf)(@) = Y cre™ (13.19)

k=—o00

heif$t die Fourierreihe von f. O

Das Integral in (13.17)) existiert, da der Integrand ebenfalls eine Regelfunktion ist. Aus
(13.16) folgt, dass S,,f = f, falls f ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist.

Wegen ([13.14)) gelten fiir die zugehorigen Koeffizienten a; und by die Formeln

1 [ 1 (7 1 /7
aoz—/ f(z)dz, ak:—/ f(z)coskxdz, bk:—/ flz)sinkzdr, k>1.
T ) . T ) . -

(13.20)
Hieraus erkennt man sofort, dass

ar = 0 fiir alle k, falls f eine ungerade Funktion ist (d.h. f(—z) = —f(z) Vx),
b = 0 fur alle k, falls f eine gerade Funktion ist (d.h. f(—z) = f(x) Vx).

Wir betrachten einige Beispiele. Da die Fourierkoeffizienten von f durch Integration ent-
stehen, ist es fiir ihre Berechnung gleichgiiltig, ob wir f an einzelnen (endlich vielen)
Punkten undefiniert lassen oder umdefinieren.
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Beispiel 13.6 (i) f(z) =z, —7 < o < 7. Da f ungerade ist, gilt ax = 0 fur alle k.
Partielle Integration ergibt

1 ™ -1 k+1
b, = —/ xsinkxdcv—Q-%

“;ﬂc_l)k+1 (13.21)

k

sin2x  sin3x )

(Swe)(x) =2 =+

sinkkx = 2(sin:z: —
k=1

(i) f(xz) = |z|, =7 <z < 7. Da f gerade ist, gilt by = 0 fur alle k. Partielle Integration

ergibt
2 [T 2 1
ap =, ak:—/ zeoskrdr=—=-— (1—(=1)%
T T k2
T cos 2k—1 T 4 cos3x  cosbhz

(iii) f(x) = (m —x)/2, 0 < x < 27m. Die 2m-periodische Fortsetzung von f ist ungerade,
also gilt a; = 0 fiir alle k. Es ergibt sich

1
R (13.22)
o . ) ) 13.22
sin kx . sin2x  sin 3z
(S f)(z) = 321 ? =sinx + 5 + 7

f(:c):{l’ O<zx<m,

-1, —7m<zx<0.
Da f ungerade ist, gilt ap = 0 fiir alle k. Es ergibt sich
2 [ Lk d
m:—/smmmz o THSERACE,
T Jo 0, k gerade,

sin 3z n sin bx )
3 5

(Socf)(z) = %(sinx +

Wir befassen uns nun mit der Konvergenz der Fourierreihe. Fiir eine gegebene Funktion
f stellen sich die Fragen:

e Fiir welche x ist die Fourierreihe (S f)(z) konvergent ?
e Konvergiert (Soof)(z) gegen f(z), bzw. wogegen sonst ?

e In welchem Sinn (punktweise, gleichméfig ... ) ist (Sef)(z) konvergent ?

Mit “Konvergenz der Fourierreihe (S, f)(x)” ist gemeint die Existenz des Grenzwerts
zkx
(S f)(@) = lim (S,f)(x) = lim Z f(k)ee (13.23)
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Die Bemiihungen zur Beantwortung dieser Fragen haben wesentlich beigetragen zur Kla-
rung der Grundlagen der Analysis (Funktionsbegriff, Konvergenz, Stetigkeit) im 19. Jahr-
hundert.

Lemma 13.7 (Riemann-Lebesgue)
Fiir jede Regelfunktion f : [a,b] — C gilt

b
lim/ f(z)sintxdr =0. (13.24)

t—o00

Beweis: Sei ¢ eine Treppenfunktion auf [a,b], sei ¢ = ¢; auf den Intervallen (z;_q,x;)
einer Zerlegung von [a, b| mit z¢g = a, z,, = b. Fiir t > 0 gilt

n

C.
Z ?J(— costxj + costr;_q)

J=1

0<

b
/ o(z)sintx dx

2 n
SZ;|CJ|—>0

fiir ¢ — oo, also gilt (13.24) fiir Treppenfunktionen. Sei nun f beliebige Regelfunktion, sei
e > 0. Wir wéhlen eine Treppenfunktion ¢ mit || f — ¢/, < e und ein C' > 0, so dass

b
/ o(z)sintx dx

<e, furallet>C.

Dann gilt fiir alle t > C'

< +

b b
/(f(a:)—go(x))sinta:dx /gp(as)sintxda:
Sb-allf -l +e<(b—a)+e

b
/ f(z)sintz dz

woraus die Behauptung folgt. O

Wir befassen uns nun mit der punktweisen Konvergenz der Fourierreihe einer Funktion
f:[—m,m] = C. Wir schreiben das Fourierpolynom S, f um,

S = 3 fe = 30 o [ sy e
o e (13.25)

1 " - ik(z—y)
—g/_ﬂf(y) > ey,

k=—n

Definition 13.8 (Dirichlet-Kern)
Die Funktion

D,(z) = %kz_ne = %(1 + 2;@5/@:5) (13.26)
heifit Dirichlet-Kern (vom Grad n). 0
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Direkt aus der Definition folgt, dass D,, eine gerade, 2m-periodische Funktion ist mit

/7r D, (z)dr=1. (13.27)

Wir kénnen nun ((13.25)) umschreiben zu

d et ay = [ f(y)Du(z —y)dy
h=n - (13.28)

™

:/ﬂ fle+ ) Du(—r)dr = [ f(w+7)Do(r) dr

—T—X —T

Suh)e) =5 [ 1)

Lemma 13.9 FEs gilt

1
D,(z) = o (2n+1) falls © =27k, k € Z,

1 sin2ttly
Dy(z) = — ——2— andernfalls.
2m sin 5

Beweis: Klar fiir z € 277Z. Andernfalls erhalten wir mit z = e**

21D, (x) = i 2F,

e (13.29)
(22 — 272)28Dy(x) = Y (M7 — A 72) = 2 — pnms
k=—n
Die Behauptung folgt nun aus
2n+1
22 — 277 = 2isin (f) 2t (he) = g sin ( n2—{— ).
a

Notation 13.10 Aus Analysis 1 wissen wir, dass eine Regelfunktion f : [-7, 7] — C in
jedem Punkt = € [—7, 7] rechts- und linksseitige Grenzwerte

Flet) =l f(€), f(z—) =lm f(€) (13.30)
>z E<zm

besitzt. (Fiir die Randpunkte ist ggf. die periodische Fortsetzung von f|[—m, 7) zu verwen-
den.) Analog definieren wir die rechts- und linksseitigen Ableitungen, falls sie existieren,
als

fla+h) = fla+) flath) = fla=)

f'(z+) = lim h , f'(z=) = lim - (13.31)
h>0 h<0
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Satz 13.11 Sei f : [—m, 7] = C eine Regelfunktion, die in einem Punkt x € [—m, 1| eine
rechts- und eine linksseitige Ableitung besitzt. Dann gilt

flat) + fo=)

Tim (S, f)(x) = 5 (13.32)
Ist f auflerdem stetig in x, so gilt
lim (S, f)(x) = f(z). (13.33)
n—oo
Beweis: Aus ((13.28) wissen wir, dass
:/ flx +7)D,(7)dr. (13.34)
Aus den oben erhaltenen Eigenschaften von D,, folgt
4 s 1 sin 2n+1
| tasnpueyir SR (ot faey =0T g
0 _— T Sy (13.35)
:/0 g(T) sin( n2—|— 7') dr ,
e L fletn)—fled)
r+7)— floe+ 5
g(T) - — t s 2 T °
T T sin §
Auf [0, 7] ist g eine Regelfunktion, da der Grenzwert g(0+) existiert. Aus Lemma [13.7]
folgt nun
lim flxz+7)Dy(7)dr = J(at) :
Analog zeigt man
0 J—
lim flz+71)Dp(7)dr = f(a=) :
n—oo 2

—T

Zusammen mit (|13.35)) ergibt sich ((13.32)). O

Bemerkung 13.12 1. Auf die Voraussetzung an die Ableitung von f kann nicht er-
satzlos verzichtet werden. Die Fourierreihe der Funktion f,
k3
B i sin( 2’“3Jrl ) . sinlx
= T

k=1 =1

ist in = 0 divergent, obwohl f stetig ist (Beispiel von Fejér). Es gibt sogar stetige
Funktionen, deren Fourierreihe in allen rationalen Punkten ihres Definitionsinter-
valls divergiert.

2. Es gibt eine (im Sinne von Lebesgue) integrierbare Funktion, deren Fourierreihe in
jedem Punkt divergiert (Beispiel von Kolmogorov). O
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In der Nihe eines Unstetigkeitspunktes x von f verhalten sich die Fourierpolynome .S, f
oszillatorisch. Fiir wachsendes n lokalisieren sich diese Schwingungen immer stérker bei
x, ihre Amplitude nimmt aber nicht ab. Dieses Phinomen ist nach Gibbs benannt. Wir
analysieren es am Beispiel der Funktion f : (0,27) — R,

™=

fla) = 5= (13.36)

Es gilt

f0-) = fer) = =Z, f0) =3, (S.f)@) = (13.37)

Mit ((13.26]) erhalten wir

(Snf)(x) = Sinkkx = Z/Om cos kt dt = /Ox (D, (t) — %) dt, (13.38)

k=1
also N
(Suf)@) = f0) = | wDu(e) it =T (13.39)
0
Es gilt
x 1 [*sin (2t
/ mDy(t) dt = —/ (—2t> dt (nach Lemma [13.9)
0 2 Jo sin 5
" sin (252) -
> fdt (da 0 <siny <y fiir y > 0)
02n2+1x . 2 + 1
sin n
= / Tdr (Substitution 7 = t)
0 T 2
Wir setzen
27
S

dann gilt z,, — 0 und nach (|13.39))

ST - g ~  0.0807 .

(Suf) () — F(a) > /

o T
Der Approximationsfehler im Punkt x,, betrdagt also ungefahr 10 Prozent der Sprunghche
im Unstetigkeitspunkt x = 0 von f, unabhéngig davon, wie grof n ist (Gibbs-Phdnomen).

Will man eine beliebige stetige Funktion als gleichméfigen Grenzwert von trigonometri-
schen Polynomen erhalten, so kann man dafiir nicht in allen Féllen die Fourierpolynome
nehmen (siehe Bemerkung . Wie Fejér gezeigt hat, erreicht man aber Konvergenz,
wenn man zu den arithmetischen Mitteln

N—-1
Tnf = % > Saf (13.40)
n=0
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der Fourierpolynome iibergeht. Es gilt fir x € [—m, 7] geméf (13.28))

1 N-1 | Nl
(Tx e )=y > [ H@D ) dy
77;0 n=0"v T
1 o (13.41)
/ Dy 3 Dule ) dy.
n=0
also i
(Tw f)(x / WEn(z—y)dy = | (o —s)Kn(s)ds (13.42)
wegen Periodizitéit, wobei
N—1
1
=5 > Dy(x) (13.43)
n=0

der sogenannte Fejér-Kern ist. Aus den entsprechenden Eigenschaften des Dirichlet-
Kerns in ((13.26]) und ((13.27)) folgt unmittelbar, dass Ky eine gerade 2m-periodische Funk-
tion ist mit

™ 1 1= N
Ky(z)dez =1, Ky(0)=—- — 2n+1)=—. (13.44)
. 2 N o 2m
Lemma 13.13 FEs gilt
1 sin? (M:c)
K = 2 ir all 0 13.45
N(x) 27TN SiDQ (%) 9 fUT'Cl 6337& ( )

und insbesondere K > 0.
Beweis: Wie im Beweis von Lemma [13.9 rechnen wir mit Potenzen von z = ¢**. Zunéchst

gilt
N-1 N-1 n
rNKy(z) =21 Y Dy(x)=>_ Y 2" (13.46)
n=0

n=0 k=—n

In (13.29) haben wir erhalten

(% — 2 h) Z Sk o+l (D) (13.47)
k=—n
Es folgt
N-1 n N-1
1 1 ! :
(22 —2772) Z Z 2= e — () (13.48)
n=0 k=—n n=0
und weiter
N-1
ZnJr% — Zél — ZN
n=0 1=z ’
. - R (13.49)
Z_("H'%) — —Z_% = Z% :
n=0 L= 271 b=z



Im letzten Schritt wurde mit —z erweitert. Aus ((13.48)) und ((13.49)) ergibt sich

Nii SR E A S (13.50)
n=0 k=—n 25— 273 -2 2 5 1

Wir gehen nun zum Sinus iiber vermittels der Formel

1, 72 , .
dsin o = 4| - (¥ — e7)| =2 - eBe — 7o (13.51)

i
Mit ¢ = xN/2 bzw. ¢ = x/2 ergeben sich Zahler und Nenner der rechten Seite von
(13.50). Damit folgt die Behauptung aus ([13.46)) und ((13.50)). O
Satz 13.14 Sei f € C|—n,w] mit f(—n) = f(7). Dann gilt

lim || — Ty fllo = 0. (13.5

N—o00

das heifit, die gemittelten Fourierpolynome Ty f konvergieren gleichmdf$ig gegen f.

Beweis: Sei ¢ > 0. Da f gleichméfig stetig ist auf [—m, 7| (und damit die periodische
Fortsetzung von f gleichméBig stetig auf R ist), finden wir § > 0 mit |f(z) — f(z —s)| < ¢
fir alle z, s € R mit |s| < §. Geméa$ ((13.45)) gilt fiir alle s mit 0 < |s| <7

I B
N (5)

Sei Ny € N so gewéhlt, dass ¢(Np, d) < e. Dann gilt fiir alle z € [—m, 7] und N > Ny

™

[f(z) = (Inf)(@)| = ( () = fz = 5))Kn(s)ds _/7r |[f(z) = fz = s)[Kn(s)ds

< 18- st - sntoyas ([ [) 2l omnts) o

< 6/_5 Kn(s)ds + 2| flloe(N, 0) < (1+2[| fllo)e -

2Ky (s) < ¢(N, ) . (13.53)

Damit ist (|13.52]) bewiesen. O
Zusétzlich zur punktweisen und gleichméfBigen Konvergenz betrachten wir nun die Kon-
vergenz hinsichtlich einer Integralnorm. Fiir Regelfunktionen f, g : [—7, 7] — C definieren
wir Lo

= ﬁ/_ﬁ f(z)g(z)dx. (13.54)

Es gelten die Rechenregeln
<f1 +f27.g> - <flag> + <f27g> ) <f791 +92> = <fagl> + <f792> )

_ _ (13.55)

Mgy =XMF9) =LA, (9.0 =g, ([,/)=0

fiir alle Funktionen f, f1, f2, g, g1, g2 und alle A € C. Wir definieren
1= V7D = (55 [ IroPar)” (13.56)
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Bemerkung 13.15 Wir wissen bereits: Ist f stetig, so kann ||f||, = 0 nur gelten wenn
f = 0. Diese Eigenschaft der Definitheit bleibt erhalten (mit dem im wesentlichen gleichen
Beweis), falls f eine Regelfunktion ist, fiir die in jedem Punkt x gilt, dass entweder f(x) =
f(z+) oder f(x) = f(xz—). Unmittelbar aus der Definition folgt, dass ||Af]l, = |A[||f]ls-
Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir Funktionen
(hier nicht behandelt). Damit ergibt sich insgesamt, dass durch ein Skalarprodukt
und durch eine Norm definiert wird auf dem Funktionenraum C[—m, 7] bzw. dem
Raum der entsprechend eingeschrinkten Regelfunktionen. O

Wir stellen den Zusammenhang zu Fourierpolynomen her. Wir definieren die Funktionen
e durch

ex(z)=e*, keZ. (13.57)
Es gilt
1 T . 1 k=1
(e, ej) = —/ ekre=iT dy = {7 ‘] ’ (13.58)
27 ) _p 0, k#j.

Die Funktionen {eg }rez bilden also ein Orthonormalsystem im Sinne der Linearen Alge-
bra. Fiir die Fourierkoeffizienten einer Funktion f gilt

k) = % /_ " F@)e it dn = (f, ex) (13.59)

Das Fourierpolynom

(Suf)@) =D flk)e™

k=—n
lasst sich also schreiben als .
Suf = Z (frer)ex. (13.60)
k=—n

Satz 13.16 (Minimaleigenschaft)
Sei f: [—m, 7] = C eine Regelfunktion. Dann gilt

1F = Suflly < 1 = pll, (13.61)

fiir jedes trigonometrische Polynom p vom Grad < n, sowie

I = Saflly = 11115 = D f en)l?. (13.62)

k=—n

Beweis: Sei p = Y ,_ e mit 4, € C ein beliebiges trigonometrisches Polynom vom
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Grad < n. Wir setzen ¢, = (f, ex). Dann gilt

(f=p,f—p)= —(/f, Z Vek) Z Yeers )+ () wews > vies)

k=—n k=—n k=—n j=-n
£y = lfee = > wlfie) + > wh
k=—n k=—n k=—n
f) = Z VeCr — Z VrCr + Z VKT
=(f.f) - Z CrCr + Z ek — el
k=—n k=—n
also . .
1f =l =115 = D lerl* + > lex — wl (13.63)
k=—n k=—n

Die rechte Seite wird minimal genau dann, wenn 7, = ¢ fiir alle k£, das heifit, wenn
p = S, f. Hieraus ergeben sich beide Behauptungen. O

Folgerung 13.17 (Besselsche Ungleichung)
Es qilt

1Suf1l5 = Z [(Foeml® < IIf1ls- (13.64)

k=—n

Beweis: Die Ungleichung folgt, da die linke Seite in ((13.62)) nichtnegativ ist. Die Gleichung
folgt aus

<Snfasnf>:<z<fa€k>ekaz (f.e5) 6]> Z Z fren)(frei) (e €)

k=—n j=—n k=—nj=—n
= > el
k=—n
a
Satz 13.18 (Parsevalsche Gleichung)
Sei f: [—m,m] = C stetig mit f(—n) = f(7). Dann gilt
lim || — S, fll, = 0 (13.65)
n—oo
und
1£115 = Z [(f, )] (13.66)

k=—0c

Beweis: Sei T}, f das gemittelte Fourierpolynom aus ({13.40)). Dann gilt nach Satz [13.16

™

1
0<If =SB IF =Tl =5 [ 1) = (@) de < I - T

—T
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Wegen Satz[13.14] konvergiert der rechts stehende Ausdruck gegen 0 fiir n — oo, also folgt
(13.65)). Fithren wir nun in (13.62]),

If = Saflly = 1£l5 = > [{fren)l?,

k=—n

den Grenziibergang n — oo durch, so erhalten wir ((13.66)). O

Die Einschriankung auf stetige periodische Funktionen ist iiberfliissig, Satz [13.18] gilt fiir
“beliebige” Funktionen f, deren Quadrat |f|* ein endliches Integral hat. Dieser Sach-
verhalt wird in der Funktionalanalysis im Zusammenhang mit dem Lebesgue-Integral
allgemein und iibersichtlich behandelt.

103



14 Matrixfunktionen

Funktionen von Matrizen. Die Determinate konnen wir auffassen als eine Funktion
det : K™ 5 K, A det(A).
Die Inversenbildung A + A~! liefert eine Funktion
f:GL(n,K) = K™ fA)=A"",

auf der Menge der invertierbaren Matrizen, einer offenen Teilmenge von K™ Letztere
konnen wir als Erweiterung der Funktion

fz)=-, f:K\{0} =K,

auffassen. Es stellt sich die Frage, ob so etwas auch fiir andere Funktionen méglich ist.
Bei Polynomen ist das klar. Ist

ein Polynom, so ist
p(A) = Z cp AP
k=0

wohldefiniert, da wir Matrizen addieren und multiplizieren konnen. Als nichstes betrach-
ten wir Potenzreihen, etwa fiir die Exponentialfunktion,

e = —_— (& = _—
Z k!’ k!’
k=0 k=0

oder fiir die Summenformel der geometrischen Reihe

izk: 1iz’ iAk;(I_A)l'
k=0 k=0

Das wirft die Frage der Konvergenz von Matrixreihen auf. Sie stellt sich im Vektorraum
Kn),

Reihen im normierten Raum. Fiir die grundlegende Definition ist es gleichgiiltig, ob
der normierte Raum endliche oder unendliche Dimension hat.

Definition 14.1
Sei (X, ||-]]) normierter Raum, sei (xy)r>o Folge in X. Falls die Folge der Partialsummen

k=0

gegen ein s € X konvergiert, so sagen wir, dass die zugehirige Reihe Y o, xy konvergiert,
und definieren

Zxk =5. (14.2)
k=0
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Die Rethe Y -, xx heifst absolut konvergent, falls

>l < o0 (14.3)
k=0
O

Aus der Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation im normierten Raum folgen die
Rechenregeln

STty =Y e+ > we. Y A =AD ay, (14.4)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
A € K, die jeweils giiltig sind, wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.

Satz 14.2 Sei (X, | - ||) Banachraum. Ist die Reihe Y -, x) absolut konvergent, so ist
sie auch konvergent, und es qilt

o0
>
k=0

<> el (14.5)
k=0

Beweis: Sei N
on =3 |zl
k=0

dann gilt fiir die in (14.1)) definierten Partialsummen fiir n > m

n

[sn = sml| < Z |2kl = o0 — oml .-

k=m-+1

Da (o,) Cauchyfolge in R ist, ist (s,) Cauchyfolge in X, also konvergent. Wegen ||s,| <

|on| folgt (14.5]) aus

o0
lsll = lim flsa] < lim Jo| = 3 sl
k=0
wobei die Stetigkeit der Norm verwendet wurde. O

Matrixnormen. Der Matrizenraum K" ist endlichdimensional, daher sind alle Normen
auf K™ Hquivalent, und die Konvergenz einer Folge oder Reihe im K™ hingt nicht
von der Wahl der Norm ab. Es ist aber fiir die Analysis sinnvoll, Normen auf K™ im
Zusammenhang mit Normen auf dem K" zu betrachten.

Definition 14.3
Sei || - || eine Norm auf K*. Fiir A € K™™ definieren wir

1Al = sup |lAz]]. (14.6)

llzll=1
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Unmittelbar aus der Definition folgt

| Al = sup =] : (14.7)
w0 ||
sowie
1] =1.
Da wir uns im Endlichdimensionalen befinden, wird in das Maximum angenommen,
[A[l = max [| Az (14.8)
llzl|=1

Lemma 14.4 Durch wird eine Norm auf K™ definiert. Sie heifit die von der
gegebenen Vektornorm auf K™ erzeugte Operatornorm oder Matriznorm.

Beweis: Folgt direkt aus den Definitionen. O

Als erstes Beispiel betrachten wir die Spaltensummennorm.

Satz 14.5 Fir die von der Vektornorm

n
lzll, =) |l
j=1

erzeugte Matriznorm gilt

Al = f?%’%; Jag] (14.9)

Diese Norm heifit Spaltensummennorm.

Beweis: Wir setzen

Fiir die Einheitsvektoren e; gilt (Ae;); = a;;, also

n
1Ae;ll, =D i,
i=1
und damit geméafl der Definition der Matrixnorm
> A, =
4l = mas [l A, = s.

Ist andererseits

n n
r= E zje;, also Ax = E xjAe;,
=1 j=1

so gilt
- - [Ax]l,
Al < S leslldesl, < s+ 3 Jayl = slall, ATt <
Jj=1 j=1 1
falls  # 0, und daher [|A]|, < s wegen (14.7)). O
Wir beschéftigen uns nun mit der von der euklidischen Norm || - ||, erzeugten Matrixnorm.
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Definition 14.6 (Spektralradius)
Sei A € C™™ . Dann heifit

p(A) = max {|A| : A ist Figenwert von A} (14.10)

der Spektralradius von A .

Satz 14.7
Sei A € C™™ . Dann gilt fiir die von der euklidischen Norm im C" erzeugte Matriznorm

4, = (A7) (14.11)

Diese Norm heifit Spektralnorm. Ist A € R™™ symmetrisch, so gilt

Al = p(4). (14.12)

Beweis: Die Matrix B = ATA ist hermitesch, d.h. BT = B. Also gibt es nach einem
Satz der Linearen Algebra eine Orthonormalbasis {uy,...,u,} in C" von Eigenvektoren
von B, d.h.esist fir 1 <i,57 <n

Bu; = Ny, (wi, uj) = { (1)’ z ;j’ (14.13)

Hierbei sind \; die Eigenwerte von B, und
z,y) = Zﬂﬁiﬂi (14.14)
i=1

das Standardskalarprodukt im C™. Wir kénnen (|14.13]) auch als Matrixprodukt schreiben.
Ist U € C™™ diejenige Matrix, deren Spalten gerade die Eigenvektoren w; sind, so ist

(14.13]) aquivalent zu

BU=UD, D=diag(\,...,\n), (14.15)
oder dquivalent
B=UDU"'. (14.16)
Sei nun .
T = Zaiui, a; € C, (14.17)
i=1

ein beliebiger Vektor in C". Dann gilt

|z]|3 = (x, z) <Za U, Za]u]> = Z |ov]? (14.18)
i=1

|Az||5 = (Az, Az) = (AT Az, z) = <Z )\iaiui,Zajuj> = Z)‘i|ai|2' (14.19)
i=1 =1 i=1
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Setzen wir x = wu; in ((14.19)), so folgt A; > 0 fiir alle 7. Aus (14.17) — (14.19) folgt fiir alle
xeCr

2 2 __ 2
| Azl = ZA ol < (max ); 0w |2 = p(B)||z2, (14.20)
also ||A||? < p(B), und umgekehrt
1A = max || Ausll; = max A; = p(B). (14.21)

Damit ist (14.11)) bewiesen. Sei nun A € R(™™ symmetrisch. Dann ist A diagonalisierbar,
und aus dem néchsten Lemma folgt

p(ATA) = p(A?) = (p(A))*. (14.22)
Damit ist ((14.12) bewiesen.

Lemma 14.8 Sei A € C™™ diagonalisierbar. Dann gilt
p(A2) = (p(A))?. (14.23)

Beweis: Da A diagonalisierbar ist, gibt es eine invertierbare Matrix U € C™™ mit
A=UDU™", D=diag(\i,...,\),

wobei die \; die Eigenwerte von A sind und in den Spalten von U die zugehorigen Eigen-
vektoren u; stehen. Es folgt

A*=UDU'UDU'=UD*U!
Die Eigenwerte von A? sind also gerade A2, ... \2. Es folgt
p(A?) = max [N} = max |A;* = (max [\])* = (p(A))*.

1<i<n 1<i<n 1<i<n
(I
Wir formulieren einige allgemeine Eigenschaften von Matrixnormen.
Lemma 14.9 Sei (|| - ||) Norm auf K". Fir die zugehorige Matriznorm gilt
[Az || < [[A[l[l=]| (14.24)
IAB|| < [[A[lllBI[ (14.25)
fiir alle A, B € K™ € K.
Beweis: Fiir = # 0 gilt
sl = |4 (5 ) el < el
[ABz|| < [[Al[lBz| < [[AIIBI[=]l,
also
sup [ABz| < [|A[l[[B]| -
(]
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Lemma 14.10 Sei A € K™ es gelte |A|| < 1 fiir irgendeine Matriznorm. Dann gilt

lim A" =0. (14.26)

n—0o0

Beweis: Aus ((14.9)) folgt 0 < [|[A"|| < [|A||" — 0, also ||A"|| — 0 und daher A™ — 0 in
K () O

Satz 14.11 Se: -
f(z) = chzk
k=0

Potenzrethe in C mit Konvergenzradius r. Dann ist die Matrixreihe
F(A) = e A (14.27)
k=0

absolut konvergent fiir alle A € K™ mit ||A|| < 7.

Hierbei ist || - || eine beliebige Matrixnorm, das heifit, eine Matrixnorm, die von irgendeiner
Vektornorm erzeugt wird.

Beweis: Gemifl Lemma gilt
ller AR || < Jex||| A%, fiir alle k € N.

Ist ||A|| < 7, so gilt

oo o0
D llen AR <Y fenl AR < oo
k=0 k=0

Gemal Satz|14.11] lassen sich
A E
k=0

und analog sin(A) und cos(A) fiir beliebige Matrizen A € K™ durch die entsprechende
Potenzreihe definieren.

Satz 14.12 (Neumannsche Reihe)
Sei A € K™ | es gelte ||A|| < 1 fiir irgendeine Matriznorm. Dann ist [ — A invertierbar,
und es gilt

(I—-A)"= i AF (14.29)

Beweis: Aus Satz folgt, dass die Reihe absolut konvergiert. Fiir die Partialsummen
gilt wie im Falle der geometrischen Reihe in C

(I—A)) Ar=T— A"

k=0
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Grenziibergang n — oo auf beiden Seiten fiihrt, da A"*! — 0 wegen Lemma [14.10] auf

(J—A)iA’f:J.

O

Wir hatten bereits festgestellt, dass die Menge der invertierbaren Matrizen eine offene
Teilmenge des K™ ist. Uber die Neumannsche Reihe erhalten wir einen alternativen
Beweis und zusétzlich eine quantitative Aussage.

Satz 14.13 Sei A € K™ jnvertierbar. Ist H € K™ myt

1
IH| < (14.30)
A=

fiir eine beliebig gewdhlte Matriznorm, so ist A+ H ebenfalls invertierbar.

Beweis: Esist A+H = A(I+A 'H) und ||A7'H|| < ||A7||||H|| < 1 nach Voraussetzung.
Also ist I + A™'H invertierbar nach Satz [14.12] und daher auch A+ H = A(I + A~'H)

als Produkt zweier invertierbarer Matrizen. O

Wir wissen bereits aus Folgerung [8.2] dass die durch
f(X)=X"", f:GL(n,K) = K", (14.31)

definierte Abbildung stetig differenzierbar ist. Wir wollen nun ihre Ableitung D f(X)
berechnen, sie ist eine lineare Abbildung von K(™™ nach K™™. Der Vektorraum aller
solcher linearen Abbildungen hat die Dimension n? - n? = n*. Wiirde man die Abbildung
durch ihre Jacobi-Matrix darstellen wollen, so hitte sie n* Elemente Cijkl, wobei die 4
Indizes unabhéngig voneinander alle Werte von 1 bis n durchlaufen.

Beim Differenzieren von Matrixfunktionen ist es in der Regel zweckméfiger, bei der De-
finition der Abbildung als linearer Abbildung zu bleiben. Gesucht ist also eine lineare
Abbildung 7' : K™ — K" mit der Eigenschaft

SO H) = £ = T()|
H—0 | H ||

—0, (14.32)

wobei “H — 07 als Grenzwert in K™ zu verstehen ist.

Lemma 14.14 Die durch f(X) = X~ definierte Abbildung ist im Punkt I differenzier-
bar, und

Df(I)(H) = —H. (14.33)
Beweis: Ist | H|| < 1, so gilt mit der Neumannschen Reihe

(I-H)'=I'=) H -I=I+H-I+)Y H'=H+) H"
k=0 k=2 k=2
Fiir die Reihe -
r(H)=>Y_ H
k=2
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gilt, falls || H|| < 1/2, die Abschétzung

”:HHQZH’“H < =P ZHHH’“< P = < 1P

Es folgt
I-H)y'—I'-H H H
Iit ) I _ GO WHT
IH]] 1H]] 2
falls H — 0. Ersetzen wir —H durch H, so folgt die Behauptung. O

Die Ableitung von f in einem beliebigen Punkt A € GL(n,K) fithren wir mit Hilfe der
Kettenregel auf die Ableitung von f im Punkt I zuriick. Es ist ndmlich

fX)=X"'=A"AX"=A (XA H) 't =A1f(XxA™. (14.34)
Wir definieren die beiden linearen Abbildungen g1, g» : K™ — K™ durch
g(X)=XA"T", g(X)=ATX. (14.35)
Gleichung wird nun zu
f(X) = g2(f (1 (X)) (14.36)
Da ¢g; und ¢ linear sind, gilt fiir jeden Punkt Y
Dg(Y)=g1, Dg(Y)=g>. (14.37)
Wir wenden die Kettenregel zweimal auf an und erhalten
Df(X)=g20Df(g:1(X))og1- (14.38)
Im Punkt A gilt g;(A) = AA™! =TI, also
Df(A)=gyoDf(I)og:. (14.39)

Wir bestimmen D f(A), indem wir zu jedem H € K™™ angeben, wie D f(A)(H) aussieht.
Es ist

Df(A)(H) = (g20 Df(I) 0 g1)(H) = (g2 0 Df(I))(HA™") = go(—HA™")

— AN —HA ) = —A"'HA™". (14.40)

Hierbei ist Lemma verwendet worden. Damit haben wir das folgende Ergebnis er-
halten.

Satz 14.15 Fiir die Ableitung von f(X)= X1 gilt

Df(A)(H)=—-A"T'HA™', HeK®, (14.41)
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Mit ((14.41]) haben wir die Formel aus dem Rellen

auf invertierbare Matrizen verallgemeinert.

Wir stellen noch eine weitere Herleitung von (14.41]) vor, basierend auf der Formel

XX 1=r1.
Wir fassen das Matrixprodukt auf als bilineare Abbildung
HX,Y)=XY, b:K® x KO o KW

Benotigt wird die Produktregel fiir die Ableitung von b,

Db(X,Y)(H,K)=HY + XK, H,KecKm™,

Gleichung wird mit f(X) = X! zu

Differenzieren ergibt
0 = DH(X, f(X)) o (I, Df(X)).

Es folgt fiir H € K™
0= (Db(X, f(X))o(I,Df(X))H .

Es ist
(I,Df(X))H = (H,Df(X)H),

und

Db(X, f(X))(H, Df(X)H) = Hf(X) + XDf(X)H.

Aus ((14.47)) ergibt sich also
0=HX '+ XDf(X)H.

Wir multiplizieren von links mit X ~! und erhalten

0=X"'"HX '+ Df(X)H, Df(X)H=-X"HX',

das ist (14.41]).
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15 Kompakte Mengen in C

Wir wollen feststellen, welche Teilmengen in den Raumen C(K; K) kompakt sind, wobei
K eine kompakte Teilmenge des R"™ ist.

Kompakte Teilmengen von normierten Rdumen sind abgeschlossen und beschriankt (siehe
Kapitel 2), aber eine abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge eines unendlichdimensio-
nalen normierten Raumes ist nicht notwendigerweise kompakt. Beispiel: Die abgeschlosse-
ne Einheitskugel K (0;1) des Raums C|0, 1]. Seien f;, : [0, 1] — R die Monome fi(z) = z*.
Die Folge (fx)ken liegt in der Einheitskugel (da || f||,, = 1) und konvergiert punktweise
gegen die unstetige Grenzfunktion

1, z<1,

0, sonst.

ﬁNH%R,ﬂ@I{

Die Konvergenz ist nicht gleichméfig, andernfalls miisste die Grenzfunktion stetig sein.
Dasselbe gilt fiir jede Teilfolge von ( fx). Somit hat die Folge (fx) keine im Sinne der Norm
des C|0, 1] konvergente Teilfolge, die Einheitskugel ist also nicht kompakt.

Wir beginnen, indem wir verschiedene dquivalente Begriffe fiir Kompaktheit in allgemei-

nen metrischen Raumen untersuchen.

Satz 15.1 (Aquivalente Kompaktheitsbegriffe)
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist folgenkompakt, das heifst, jede Folge in X hat eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in X.

(11) X ist vollstindig und X ist totalbeschrinkt, das heifit, zu jedem £ > 0 gibt es endlich
viele e-Kugeln, welche X idiberdecken, also

Ve>03dneNdxy,...,z, € X mit X:UB(xi,g). (15.1)

i=1

(11i) X ist iberdeckungskompakt, das heifst: Ist (U;)icr eine Familie von offenen Mengen

i X mit
x=Ju,
iel
so qibt es ein n € N und Indizes iy, ... 1, € I mit
xX=Ju,.
k=1

(“Jede offene Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung. ”)

(iv) (“endliche Durchschnittseigenschaft”): Ist (A;)ic; eine Familie von abgeschlossenen
Mengen in X mit der Eigenschaft, dass

() A #0
k=1
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gilt fiir alle n € N und alle 14, ...,1, € I, so gilt

(A #0.

iel
Erfillt X eine (und damit alle) der genannten Eigenschaften, so heiffit X kompakt.

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei (x))ren Cauchyfolge in X. Wir wéhlen eine konvergente Teilfolge
mit x,  — = € X. Wir wollen zeigen, dass x; — x. Sei dazu € > 0. Wir wihlen N € N
mit

d(x;,x,) < =, firallel,n> N,

DN ™

und m € N mit &, > N und
d(xy,, , ) <

)

DO ™

dann gilt fiir alle n > N

d(zn, z) < d(zy, zp,) + d(2g,,, ) < % + g =c.

Also ist X vollstéandig. Wir nehmen nun an, X sei nicht totalbeschrinkt. Dann gibt es
ein € > 0, so dass X nicht mit endlich vielen e-Kugeln iiberdeckt werden kann. Es geniigt
nun, eine Folge (xy)reny zu konstruieren mit d(z,, z,,) > € fir alle n # m, da eine solche
Folge keine konvergente Teilfolge hat, ein Widerspruch zur Voraussetzung (i). Sei x; € X
beliebig gew#hlt. Seien x1, ..., x, bereits konstruiert mit d(xy, x,,) > € fir alle k,m <n
mit k # m. Da X von den e-Kugeln mit Mittelpunkten z1, ..., z, nicht iiberdeckt wird,
kénnen wir ein z,,41 € X wahlen mit d(z,41,z,) > € fiir alle m < n. Die so konstruierte
Folge (xy)ken hat die gewiinschte Eigenschaft.

“(ii)=-(iii)”: Wir zeigen, dass aus (ii) und der Negation von (iii) ein Widerspruch folgt.
Sei (U;)ies eine Familie offener Mengen mit

Yui=x, aber |JU, #X (15.2)
iel k=1
fiir alle n und alle 74,...,7, € I. Wir konstruieren zunichst mit vollstédndiger Induktion

Kugeln B,, = B(x,,2™") mit B, N B,,_; # (), welche nicht von endlich vielen U; iiberdeckt
werden: Fiir n = 1 wéhle endlich viele Kugeln mit Radius 1/2, welche X iiberdecken. Sei
By = B(z1,1/2) eine davon, welche nicht von endlich vielen U; iiberdeckt werden kann
(eine solche muss es geben, sonst gilt nicht). Fiir den Induktionsschritt n — 1 — n
gehen wir von B,,_; aus und wéahlen endlich viele Kugeln mit Radius 27", welche mit B,,_
einen nichtleeren Durchschnitt haben und deren Vereinigung B,,_; iiberdeckt. Sei B, =
B(z,,27™) eine davon, welche nicht von endlich vielen U; tiberdeckt werden kann (eine
solche muss es geben nach Konstruktion von B,_1). Die Folge (x,)nen ist Cauchyfolge,
da
Ay, Tpyy) < 27" 427D < 0=(0=D)

fiir alle n, also
A(p, Tpyp) < 2772
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fiir alle n, p mit p > n. Sei x = lim x,,. Dann gibt es ein ¢ € I mit x € U;. Da U; offen ist,
gibt es ein € > 0 mit € B(x,¢) C U;. Fiir hinreichend grofies n gilt dann

B, = B(x,,2™") C B(z,e) C U;

im Widerspruch zur Konstruktion von B5,,.
“(iil)=(iv)”: Sei (A;)icr Familie abgeschlossener Mengen in X mit

ﬂ Aik 7é 0
k=1
fiir je endlich viele Indizes i1, ...,7,. Sei U; = X \ A;. Dann ist
Uu, #x
k=1

fiir je endlich viele Indizes iy, . .., i,. Aus (iii) folgt U;c;U; # X, also N A; # 0.
“(iv)=-(1)": Sei (zx)ren Folge in X. Wir setzen

Ai:{xi,le,...}:{xk:/{:Zi}, 1€ N.

Dann gilt fiir alle endlichen Indexkombinationen

k<n

ﬂ A, =A;#0, wobeij= max -
k=1 =
Also gibt es nach Voraussetzung ein

o0
I’GﬂAl
i=1

Wir wollen eine Teilfolge (zy,,) konstruieren mit

1
d —.
(ka7 x) < m

Fir m = 1 wahlen wir
xy, € B(x,1)N{x;: 1 € N}

(der Schnitt ist nichtleer, da x € A;). Ist xy,, , konstruiert, so wihlen wir

1
xy,, € Blx,—)N{z; i >kpn_1}
m
(der Schnitt ist nichtleer, da = € Ay _,+1). Nach Konstruktion gilt xp, — x. O

Randbemerkung: In allgemeinen topologischen Réumen gilt Satz [I5.1] nicht. Die endli-
che Uberdeckungseigenschaft ist dann nicht mehr dquivalent damit, dass jede Folge eine
konvergente Teilfolge hat.

Folgerung 15.2 Sei X normierter Raum, sei F' eine kompakte Teilmenge von X. Dann
1st F' abgeschlossen und beschrinkt.
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Beweis: Die Abgeschlossenheit folgt aus (i), die Beschrianktheit aus (ii) in Satz O

Wir wollen kompakte Mengen im Raum der stetigen Funktionen charakterisieren. Es
fragt sich, welche Eigenschaft wir zusétzlich zu Abgeschlossenheit und Beschrianktheit
bendtigen, damit wir Kompaktheit erhalten.

Definition 15.3 (Gleichgradige Stetigkeit)
Sei Q@ C R™. FEine Teilmenge F von C(2;K) heifit gleichgradig stetig, falls fir alle x € Q
und alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fir alle y € Q) gilt

|z —yll <o = [f(z) = fly)l <e firallefeF.

(“Das 6 kann fir alle f € F' gemeinsam gewdhlt werden”.) O

Lemma 15.4 Sei Q C R", F C C(;K), es gebe ein L mit
@) = f@)| < Lle —yll, firalles,yeQ, [ € F. (15.3)

Dann ist F gleichgradig stetig.

Beweis: Mit 06 = ¢/L hat F' die in Definition verlangte Eigenschaft. O

Ist I C CY(Q), so folgt aus dem Mittelwertsatz, dass (15.3)) gilt, falls es ein C' > 0 gibt
mit

0;f(x)| < C, furallexeQ, feF,i=1,...,n. (15.4)

Dieses Kriterium wird héufig verwendet, um gleichgradige Stetigkeit nachzuweisen.

Satz 15.5 (Arzela-Ascoli)
Sei K C R™ kompakt, sei FF C (C(K;K),|| - |..). Dann sind dquivalent:

(i) F ist relativ kompakt in C(K), das heift, F ist kompakt.

(i1) F ist beschrinkt und gleichgradig stetig.

Beweis: “(i)=(ii)”: Sei F kompakt. Sei ¢ > 0 beliebig. Nach Satz [15.1(ii) gibt es endlich
viele fi,..., fn € C(K) mit
Fc|JB(fie).
i=1
Da eine endliche Vereinigung von Kugeln beschrénkt ist, ist auch F' beschrankt. Wir

zeigen nun, dass F' gleichgradig stetig ist. Sei x € K beliebig. Wir wéhlen ¢; > 0, so dass
fiir alle y € K gilt

ly =zl <6 = [fily) = filz)] <e,

das ist moglich, da alle f; auf der kompakten Menge K gleichméafig stetig sind. Wir setzen
0 = min; §;. Sei nun f € F. Wir wihlen ein k mit || f — fi||, <&, dann gilt fiir alle y € K
mit [jy — x| <

[f () = F@) < 1F ) = fe@)] + 1fely) = ful@)| + [ fu(z) — f2)] <e+ete=3e.
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Damit ist gezeigt, dass F' gleichgradig stetig ist. B
“(ii)=-(i)”  Zunéchst ist F' vollstandig, da C'(K) vollstandig und F abgeschlossen in
C(K) ist. Nach Satz (ii) geniigt es zu zeigen:

Fiir alle € > 0 ldsst sich F durch endlich viele Teilmengen (15.5)
von C(K) mit Durchmesser < ¢ iiberdecken. '

Wir beweisen zuerst, dass auch F gleichgradig stetig ist. Sei € K, n > 0. Wir wihlen
ein 6 > 0 mit

ly—zlf <o = [fly)—fl@)]<n firallefeF.
Sei g € F. Wir withlen f € F mit ||g — f| < 7, dann gilt fiir alle y € K mit ||y —z|| < §

9(y) = 9(@)| < lg(y) = FWI + [f(y) = f@)| + | f(z) = g(a)| <n+n+n=3n.
Also ist F gleichgradig stetig. Wir konstruieren nun die Uberdeckungen gemi8 (15.5)). Sei
e > 0 gegeben. Zu jedem z € K wihlen wir ein d(x) > 0 mit

ly — || < d(x) = lf(y) — f(z)| < Z fir alle f € F.

Wir wéhlen (K ist kompakt) endlich viele z; € K, 1 <1i < k, mit
k

i=1
Sei C' > 0 mit || f]|, < C fiir alle f € F (F ist beschriinkt). Wir betrachten zunchst den

Fall K = R. Sei
C=c<e<...<¢,=C

eine Zerlegung des moglichen Wertebereichs von Funktionen in F mit cjr1 — ¢ < 5 fir
alle j, 1 < 7 < m. Sei

O ={p|lp:{L,....k} = {1,...,m}}.
Fiir ¢ € ¢ definieren wir

Lo={f:feF. |flx:) — o] < Z fiir alle 7} . (15.6)

Dann ist B

F=JL,. (15.7)

ped
Ist namlich f € F, so ist f € L, wenn wir ¢ so wihlen, dass
5
[f (i) = co| < 7

Im Fall K = C erreichen wir ebenfalls, dass ((15.6) und ([15.7) gelten; wir wiahlen Punkte
¢y 0m € C, so dass jeder Punkt der Kreisscheibe S = {z : z € C, |z|] < C} um
weniger als /4 von einem der ¢; entfernt ist.

Da @ eine endliche Menge ist, geniigt es also zu zeigen, dass diam (L,) < ¢ fiir alle ¢.
Seien f,g € L, sei € K. Wir wéhlen ein ¢, 1 <7 < k, mit € B(z;,6(x;)), dann gilt
[f(@) = g(@)| < [f(x) = f@)| + [f (i) = co| + Io) — 9(zi)] + lg(xi) — g(2)]
€ € € €
< 1 + 1 + 1 + 1= €,
also ist || f — g||, < €. Da € beliebig war, ist gezeigt. O
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