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1 Aussagen, Mengen, Abbildungen

Wahre und falsche Aussagen. Die Mathematik befasst sich mit Aussagen, von denen
man wissen will, ob sie wahr oder falsch sind. Ziel der Mathematik ist es, wahre Aussagen
iiber vermutete Zusammenhénge zu machen. Eine Aussage ist “etwas, was entweder wahr
oder falsch ist”. Je nachdem, was zutrifft, ordnen wir ihr den Wahrheitswert W oder F
zu. Beispiel:

4 ist grofer als 3. (Wahrheitswert W.)
Es gibt eine grofite natiirliche Zahl. (Wahrheitswert F'.)

Mengen. Die Gegensténde, Begriffe und Objekte, mit denen in der Mathematik hantiert
wird, existieren im Denken. Sie kénnen unmittelbare Entsprechungen im Alltagsbereich
haben (etwa die Zahl 2), aber auch sehr weit von sinnlichen Erfahrungen entfernt sein.
Uber das Verhiltnis von Mathematik und Realitéit lisst sich viel sagen und kontrovers dis-
kutieren. Das wollen wir hier nicht tun. Mathematische Objekte, wie immer man sie auch
interpretieren will, werden seit geraumer Zeit in der Sprache der Mengenlehre formuliert.
G. Cantor hat im Jahre 1895 den Begriff einer Menge so definiert:

Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten (welche “Elemente der Menge” heifien) zu ei-
nem Ganzen.

Ist M eine Menge, so schreiben wir
reM (“x ist Element von M") |
falls  Element von M ist, andernfalls
r ¢ M (“z ist nicht Element von M”) .

Eine Menge lasst sich z.B. dadurch angeben, dass man ihre Elemente einzeln aufschreibt.
Beispiel: {1,3,5,7}. Es kann aber sein, dass man das nicht will oder kann (z.B. weil die
Menge unendlich viele Elemente hat), etwa bei

N=1{0,1,2,3,4,...}, (1.1)

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...}. (1.2)

Mit den Punkten unterstellt man, dass es “klar ist, wie es weitergeht”. Eine andere
Moglichkeit, neue Mengen zu erhalten, ist die Bildung von Teilmengen bereits bekannter
Mengen. Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, geschrieben

NcM,



wenn jedes Element von N auch Element von M ist. Man kann Teilmengen dadurch
angeben, dass man eine “definierende Eigenschaft” formuliert. Beispiel:

G ={n:n €N, es gibt ein m € N mit n = 2m} (1.3)

definiert die Menge der geraden Zahlen als Teilmenge von N. Eine solche Beschreibung
hat die Form
N ={x:x € M, A(z) ist wahr} (1.4)

wobei A(x) eine Aussage ist, die die Variable x enthélt.

Zwei Mengen M und N heiflen gleich, geschrieben M = N, wenn sowohl N C M als auch
M C N gelten, das heifit, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Beispiel:

{1,3,5,7} = {1,5,7,3} = {1,3,5,1,7,5}.

Bei einer so expliziten Auflistung wird man normalerweise kein Element doppelt angeben.
Bei der Beschreibung der rationalen Zahlen durch

@={§:p,qez,q¢0} (1.5)

tauchen aber alle rationalen Zahlen mehrfach (und zwar unendlich oft) auf; es wére sehr
unzweckméfig, wiirde man nur solche Beschreibungen von Mengen zulassen, in denen
jedes Element genau einmal auftaucht.

Falls N C M und N # M, so gibt es (mindestens) ein Element von M, welches nicht in
N liegt. Wir sagen dann, dass N eine echte Teilmenge von M ist, und schreiben

NGM.

Sind M und N Mengen, so definieren wir
MUN ={z:2 € M oder x € N} (Vereinigung) ,

MNON={z:x€Mund z € N} (Durchschnitt oder Schnitt) .

Der Begriff des Durchschnitts zweier Mengen legt nahe, die leere Menge
0,

welche kein Element enthélt, ebenfalls als Menge zuzulassen. Dadurch erreicht man, dafl
der Durchschnitt zweier Mengen immer eine Menge ist. Zwei Mengen M und N heiflen
disjunkt, wenn

MNON=0,

das heifit, wenn M und N kein gemeinsames Element haben. Die leere Menge spielt unter
den Mengen eine dhnlich zentrale Rolle wie die Null bei den Zahlen.

Sind M und N Mengen, so definieren wir das Komplement von N in M durch

M\N={z:xz€Mundx ¢ N}.



Sétze und Beweise. Verkniipfung von Aussagen. Ein mathematischer Satz enthélt
Voraussetzungen und Behauptungen. Er ist wahr, wenn die Behauptungen wahr sind, falls
die Voraussetzungen wahr sind. Beispiel eines Satzes:

Voraussetzung: n ist eine durch 6 teilbare natiirliche Zahl.
Behauptung: n ist durch 3 teilbar.

Dieser Satz ist wahr, da jede Zahl, die durch 6 teilbar ist, auch durch 3 teilbar ist. Noch
ein Beispiel:

Voraussetzung: wie eben
Behauptung: n ist durch 5 teilbar.

Dieser Satz ist falsch, da es eine Zahl gibt, die durch 6, aber nicht durch 5 teilbar ist.
(Es gibt sogar unendlich viele solcher Zahlen, ebenso gibt es unendlich viele Zahlen, die
sowohl durch 6 als auch durch 5 teilbar sind; dieser Sachverhalt ist aber unerheblich fiir
die Frage, ob der Satz wahr ist.)

Ein Beweis besteht darin, durch “schrittweises logisches Schlielen” von den Vorausset-
zungen zu den Behauptungen zu gelangen. Fiir den ersten der beiden oben angefiihrten
Sétze kann das so aussehen:

Sei n € N eine beliebige durch 6 teilbare Zahl. Es gibt dann ein m € N mit
n = 6m. Da 6m = 3 - 2m ist, ist n = 3 - 2m, also ist n durch 3 teilbar.

Beim Hantieren mit Aussagen wird eine Reihe von logischen Verkniipfungen verwendet.
Der Wahrheitswert der durch die Verkniipfung erzeugten Aussage ist durch den Wahr-
heitswert der beteiligten Aussagen eindeutig festgelegt. Man kann dies in Form einer

sogenannten Wahrheitstafel aufschreiben. Fiir uns sind folgende Verkniipfungen wesent-
lich:

1. Negation einer Aussage A (“nicht A”, = A):

A|l-A
W| F
Fl| W

2. Konjunktion zweier Aussagen A und B (“A und B”, A A B):

A B|AAB
W W W
W F F
F W F
FF F

“A und B” ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.

3. Adjunktion zweier Aussagen A und B (“A oder B”, A v B):

A B|AVB
W W W
W F W
F W W
F F F




“A oder B” ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr
ist. “Oder” bedeutet in der Mathematik immer das einschlieende “oder”. Meint
man “entweder — oder, aber nicht beides”, so mufl man das explizit sagen.

. Implikation (“Aus A folgt B”, “A impliziert B”, A = B):

A B|A=B
W W W
W F F
F W W
F F W

Beispiel: Die Aussage
“Fiir alle Zahlen n € N gilt: Aus n < 3 folgt n < 5”7

will man als wahr ansehen. Das erklédrt die Zeilen 1,3 und 4 in der Tabelle (setze
n = 2,4,6). Man beachte: Ist A falsch, so ist A = B wahr, egal ob B wahr oder
falsch ist. Aus einer falschen Aussage 148t sich also alles folgern! Zur Notation: Statt
A = B schreibt man auch B < A.

Mathematische Sétze sind Aussagen der Form “A = B”. A heifit die Voraussetzung,
B die Folgerung (oder Behauptung) der Aussage A = B. Ist A = B wahr, so sagt
man auch: A ist hinreichende Bedingung fiir B, B ist notwendige Bedingung fiir A.

. Aquivalenz (“A gilt genau dann, wenn B gilt”, “A und B sind dquivalent”, A < B):

A B|A<B
W W W
W F F
F W F
F F W

Durch Aufstellen der Wahrheitstafeln sieht man: “A < B” ist wahr genau dann,
wenn “A = B” und “B = A” wahr sind, oder:

(A< B) & (A= B)AN(B=A)). (1.6)

Es gilt namlich:

A B|A=B A=B B=A (A=B) AB=A) (16
W W| W W W W W
W F F F W F W
F W F W F F W
F F W W W W W

Die Aussage (1.6) ist wahr, egal welche Wahrheitswerte A und B haben. Eine solche
Aussage nennt man Tautologie. Regeln fiir das dquivalente Umformen verkniipfter
Aussagen haben die Form von Tautologien. Neben (1.6) ist ein weiteres Beispiel

(=(AnB) =  ((=A)V(=B) (1.7)

In Worten: Die Negation von “A und B” erhélt man, indem man A und B einzeln
negiert und die negierten Aussagen anschliefend mit “oder” verkniipft. Beispiel: Die
Negation von



“n € N ist gerade und durch 7 teilbar”
ist

“n € N ist ungerade oder nicht durch 7 teilbar”,
aber nicht

“n € N ist ungerade und nicht durch 7 teilbar”.

Dass (1.7) tatséchlich eine Tautologie ist, priift man wie fir (1.6) nach, indem man
die zugehorigen Wahrheitstafeln vergleicht.

Quantoren. Sie liefern weitere Bausteine zur Formulierung mathematischer Aussagen.
Es handelt sich dabei um den Existenzquantor

3 (“es gibt”)

und den Allquantor
N (“fiir alle”) .

Beispiel: Die Aussage

“es gibt eine natiirliche Zahl, die grofer ist als 1000”
ist wahr. Man kann sie auch schreiben als

“In € N mit n > 1000”
oder noch kiirzer als

“dn € N: n > 1000" .

Jund V gehen bei Negation ineinander iiber. Die Negation der eben formulierten Aussage
ist

“Fiir alle n € N gilt n < 1000”7, “¥Yn € N: n < 1000” .

Eine mehr umgangssprachliche Formulierung wére: Alle natiirlichen Zahlen sind kleiner
oder gleich 1000. Zwei Beispiele fiir eine falsche Bildung der Negation sind

“es gibt ein n € N mit n < 1000”
“alle natiirlichen Zahlen sind groler als 1000” .

Mit “es gibt” ist in der Mathematik immer gemeint “es gibt mindestens ein”. Will man
ausdriicken, dass es auch nicht mehr als eins geben kann, sagt man “es gibt genau ein”,
Symbol “J|”.

Aussagen konnen mehrere Quantoren enthalten. Beispiel:
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“Yn e N dp e N: p>nund p Primzahl”

In Worten: “Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl p, welche gréfler als
n und Primzahl ist”. Die Negation dieser Aussage ist

“dn € NVp € N: p < n oder p ist nicht Primzahl”, oder

“es gibt eine natiirliche Zahl n, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen p gilt, dafl p kleiner als
n oder gleich n oder dass p nicht Primzahl ist”. Man konnte die urspriingliche Aussage
auch so schreiben:

“Yn € N dp > n: p ist Primzahl”.

Allerdings muss dann zwischen Schreiber und Leser (oder Sprecher und Zuhérer) klar sein,
dass fiir p nur natiirliche Zahlen in Frage kommen. Entsprechend l&asst sich die Negation
schreiben als

“dn € N Vp > n: p ist nicht Primzahl”.
Die Reihenfolge der Quantoren ist wesentlich. Die Aussage
“Ip e NVn € N: p > n und p Primzahl”

ist eine andere (im Gegensatz zur urspriinglichen Aussage falsche) Aussage. Noch ein
Beispiel:

“In jeder deutschen Stadt gibt es einen Biirger, der ein Haus besitzt”
ist eine (wohl wahre) Aussage, wiahrend
“es gibt einen Biirger, der in jeder deutschen Stadt ein Haus besitzt”

eine andere (vermutlich falsche) Aussage ist.

Rechenregeln fiir Mengen. Indexmengen. Seien M, N, P Mengen. Dann gilt: Aus
M C N und N C P folgt M C P. (Beweis: Ist x € M, so ist x € N wegen M C N und
weiter © € P wegen N C P.) Hieraus folgt: Ist M = N und N = P, so ist M = P. Fiir
die Vereinigung gilt das Assoziativgesetz

(MUN)UP=MU(NUP). (1.8)
Beweis: Es gilt

re(MUN)UP x € MUN oder x € P
(x € M oder z € N) oder x € P
x € M oder (x € N oder = € P)
x €M oderzr e NUP

z€MU(NUP). (1.9)

to T
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Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile wurde eine Tautologie benutzt, namlich
das Assoziativgesetz fiir die logische Verkniipfung “oder”. (Dieses wird wie gehabt durch
Vergleich der Wahrheitstafeln bewiesen.) Analog zeigt man das Assoziativgesetz fiir den
Durchschnitt

(MANN)NP=MnN(NNP).

Man kann daher die Klammern weglassen und einfach
MUNUP, MNNNP
schreiben. Weiter gelten die Kommutativgesetze
MUN=NUM, MNONN=NNM.

Sei nun [ eine Menge, sei fiir jedes ¢ € I eine Menge M; gegeben. In diesem Kontext heifit
¢ der Index von M; und I eine Indexmenge. Wir definieren

| JM; = {x: esgibt eini € I mit z € M}, (1.10)
el
(VM = {z: firalleic I gitxeM}. (1.11)
el

Beispiel: Sei I = N\ {0}, sei fiir n € [
p
M, ={=: AR
i peZ}

Dann ist
UM =0.

neN

Ein hdufig vorkommender Spezialfall ist I = {1,...,n} = {i:7 € N, 1 <i < n}. Dann
schreibt man statt

auch

Die in (1.10) und (1.11) eingefiithrten Begriffe der Vereinigung bzw. des Durchschnitts
beziiglich einer Indexmenge stimmen im Fall I = {1, 2} mit den anfangs definierten Begrif-
fen der Vereinigung bzw. des Durchschnitts zweier Mengen tiberein (Beweis weggelassen.)
Als weitere Rechenregeln gelten die Distributivgesetze

MUNNP)=(MUN)N(MUP), MN(NUP)=(MNN)U(MNP).
Fiir Vereinigung bzw. Durchschnitt beziiglich Indexmengen haben sie die Form

NUﬂM:ﬂNUM,NﬂUM:UNﬂM.

iel el el icl



Eine Vereinigung M U N zweier Mengen heifit disjunkt, wenn M und N disjunkt sind,
also M NN = (. Eine Vereinigung U;c;M; heifit disjunkt, wenn alle beteiligten Mengen
paarweise disjunkt sind, das heifit wenn M; N M; = 0 fiir alle 4,5 € I mit ¢ # j.

Mengen von Mengen. Die Elemente einer Menge kénnen ohne weiteres selbst wieder
Mengen sein. Beispiel:

(11,2),{1,3), {1, 4}y = {{1,n} :n e N, 2 <n < 4}

ist eine Menge mit drei Elementen, die selbst zweielementige Mengen sind. Anderes Bei-
spiel: {0} ist nicht etwa die leere Menge, sondern die Menge, welche als einziges Element
die leere Menge enthélt. Ist M eine Menge, so heiit die Menge P(M) aller Teilmengen
von M,

P(M)={N:NcC M} (1.12)

die Potenzmenge von M. Wir verabreden, dass ) € M gilt fiir jede Menge M, also
) € P(M). (Die Negation von

Vo e (giltore M
liefert die Aussage
dr e mit x ¢ M |

welche wir als falsch ansehen wollen.) Die Potenzmengenbildung lésst sich wiederholen:
So sind auch

P(P(M)), P(P(P(M))),
Mengen. Beispiel: Ist n € N, so ist

{n,n+1} CN, also {n,n+1} € P(N),

und

{{n,n+1} :neN} CP(N), also {{n,n+1}:neN} e P(PN)).

In der Definition von Cantor wird unterstellt, dass sich fiir jede Menge M und jedes
mathematische Objekt = eindeutig sagen lésst, ob x Element von M ist oder nicht, dass
also “z € M” eine Aussage ist, die entweder wahr oder falsch ist. Es hat sich aber sehr
bald herausgestellt, daf§ der schrankenlose Umgang mit dem Mengenbegriff damit nicht
vertriglich ist. So ist es z.B. zunéchst nicht ausgeschlossen, dass eine Menge sich selbst als
Element enthilt (obwohl das zugegebenermafien etwas merkwiirdig klingt). Daraus hat
B. Russell das folgende Beispiel konstruiert:

Wir nennen eine Menge M normal, falls sie sich nicht selbst als Element
enthélt, also falls M ¢ M gilt. Sei nun

M = {M : M ist eine normale Menge} .

Frage: Ist M normal? Falls ja, so gilt M ¢ M nach Definition des Begriffs
‘normal’; aber andererseits M € M nach Definition von M. Falls nein, so
gilt M € M nach Definition des Begriffs ‘nicht normal’, aber andererseits
M ¢ M nach Definition von M.



Der Versuch, solche sogenannte Antinomien (es gibt noch mehr davon) in den Griff zu
kriegen, fiihrte zu schwierigen Grundlagenproblemen der Mathematik und hat in der Tat
zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine Grundlagenkrise der Mathematik ausgelost. Wir
werden uns aber mit diesen Problemen nicht weiter beschéftigen.

Geordnete Paare. Das Produkt zweier Mengen. Bilden wir eine Menge {z,y} aus
zwei Elementen x und y, so ist durch den Mengenbegriff keine Reihenfolge von x und y
festgelegt, es gilt {z,y} = {y,x}. Will man nun ein Paar aus = und y bilden und dabei
x als erstes und y als zweites Element auszeichnen, so spricht man von einem geordneten
Paar, geschrieben

(z,9).
Es ist dann verabredungsgeméf (z,y) = (u,v) genau dann, wenn x = u und y = v ist,

also insbesondere (x,y) # (y,x) wenn x # y. Seien nun M und N zwei Mengen. Wir
definieren das Produkt (oder die Produktmenge) M x N durch

MxN={(z,y):xe M,ye N}, (1.13)

also als Menge aller geordneten Paare, fiir die die erste Komponente ein Element von M
und die zweite Komponente ein Element von N ist. Die Mengen M und N heiflen die
Faktoren von M x N. Stellt man sich R als die reelle Zahlengerade vor, so kann man sich
R x R als die (zweidimensionale) Ebene vorstellen, und darin Z x Z als das Gitter der
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. (Die mit diesem Beispiel verbundene Vorstellung
eines rechten Winkels zwischen den Faktoren gehort aber nicht zur allgemeinen Definition
(1.13)!) Wenn man will, kann man den Begriff des geordneten Paares auf den Mengenbe-
griff zuriickfithren, indem man setzt

(z,y) = {{z}, {z,y}}.

Relationen, Abbildungen, Funktionen. Sind M, N Mengen, so heifit jede Teilmenge
R von M x N eine Relation. Statt (z,y) € R schreiben wir auch xRy. Beispiel: Die

“Diagonale”
R={(z,z):z € M}

definiert die Gleichheitsrelation in M x M, es gilt offensichtlich x Ry genau dann, wenn
x =y.Sei nun R C M x N eine Relation mit der Eigenschaft

Zu jedem x € M gibt es genau ein y € N mit xRy. (1.14)

In diesem Fall spricht man davon, dass durch R eine Abbildung f von M nach N definiert
wird, und schreibt
f:M— N.

Ist € M, so bezeichnet man das gemafl (1.14) eindeutig bestimmte y € N mit f(z) und
nennt f(x) das Bild von z unter f, oder auch den Wert von f an der Stelle z. Beispiele:
Durch f(n) = n + 1 wird eine Abbildung f : N — N definiert, ebenso durch f(n) = n?.
Hingegen wird durch f(n) = n — 1 keine Abbildung f : N — N (da f(0) = —1 ¢ N), wohl
aber eine Abbildung f : N — Z definiert. Charakteristisch fiir diese Beispiele ist, dass sich
eine ziemlich einfach formulierbare und ausfithrbare Vorschrift angeben lésst, wie man das
Bild f(x) aus z erhélt. Das muss aber nicht so sein. So ist etwa die Vorschrift

f(n) = Anzahl der Ziffern (im Dezimalsystem) des groiten Primfaktors von n

9



einfach formulierbar und liefert eine wohldefinierte Abbildung f : N\ {0, 1} — N, aber den
Wert f(n) zu berechnen ist fiir groie n nicht so einfach. Dariiber hinaus sieht man, dass
die meisten Abbildungen f : N — N sich nicht durch eine einfache Vorschrift ausdriicken
lassen. So ist die Anzahl der Abbildungen, deren Vorschrift sich eindeutig auf 100 Seiten
niederlegen lésst, endlich (wenn man unterstellt, dass man nur eine gewisse endliche An-
zahl verschiedener Zeichen zur Beschreibung verwendet und jede Seite nur eine gewisse
endliche Anzahl von Zeichen fasst), aber es gibt unendlich viele verschiedene Abbildungen

f:N—=N.

Auch wenn Abbildungen — wie geschehen — formal auf Relationen, also Teilmengen von

Produktmengen zuriickgefiihrt werden, so ist es doch in vielen Féllen am zweckméBigsten,
eine Abbildung f : M — N durch Angabe einer Abbildungsvorschrift

z— f(z)
festzulegen. Thre definierende Relation R 148t sich zuriickgewinnen durch die Darstellung
R={(z, f(x)) : 2 € M}.

Man bezeichnet R auch als den Graph von f.

Im Zusammenhang mit dem Abbildungsbegriff fithrt man eine Reihe von weiteren Be-
zeichnungen ein. Sei f : M — N eine Abbildung.

e M heifit der Definitionsbereich von f, N heifit der Wertebereich (oder Bildbereich)
von f.

e Die durch
f(M) ={f(z): 2 €M}

definierte Teilmenge f(M) von N heifit das Bild von M unter f. Ist My C M, so
setzen wir

f(Mo) = {f(x) : x € Mo} .
Offensichtlich gilt f(() = 0.

e Ist My C M, so wird durch
fo(x) = f(z) fir ze€ M,

eine Abbildung fy : My — N definiert. fy heifit die Restriktion von f auf M,
geschrieben auch f|M,.

e Ist Ny C N, so definieren wir
JH(No) ={z:x e M, f(x) € No}

und bezeichnen f~!(Ny) als die Urbildmenge von Ny unter der Abbildung f. Im
Spezialfall einer einpunktigen Menge Ny = {y}, y € N, schreiben wir auch

N y)={z:xeM, fx)=y},

und nennen jedes x € f~!(y) ein Urbild von y. Offensichtlich gilt f~1(0) = 0.

10



Beispiele:

o Ist M Menge, so heifit die durch idy,(x) = = definierte Abbildung idy, : M — M
die Identitédt auf M oder die identische Abbildung von M nach M. Ihre Restriktion
auf eine Teilmenge M, von M ist dann die Identitdt auf M,.

e Durch f(z) = |z| wird eine Abbildung f : Z — Z definiert. Es gilt f(Z) = N, f|N
ist die Identitit auf N, f~}(N) =Z, f~1(0) = {0}, f~1(1) = {1, -1}, f~1(-1) = 0.

o Ist M eine Menge und My C M, so wird durch f(N) = N N My eine Abbildung
f:P(M)— P(M) definiert, welche im Falle My = M die Identitét auf P(M) ist.

e Ist M eine Menge, so wird durch f(z) = {z} eine Abbildung f : M — P(M)
definiert. Das Bild f(M) von M unter f besteht dann aus allen einelementigen
Teilmengen von M.

Statt des Begriffs “Abbildung” verwendet man auch die Begriffe “Funktion”, “Operator”
oder “Funktional”. Ihre formale Bedeutung ist identisch (es handelt sich um Relationen
mit der Eigenschaft (1.14)); dass und wann diese alternativen Begriffe verwendet wer-
den, hiangt hauptséchlich mit der historischen Entwicklung der einzelnen Teildisziplinen
der Mathematik zusammen. In dieser Vorlesung werden wir hauptsédchlich den Begriff
“Funktion” verwenden.

Fiir Bild- und Urbildmengen gelten ebenfalls eine Reihe von Rechenregeln. Sei f : M — N
eine Abbildung. Sind A, B C M, so gilt

f(AUB) = f(A)Uf(B), f(ANB)C f(A)Nf(B).
Sind C, D C N, so gilt
ffHCcuD)=fHC)uf (D), fH(CND)=fHC)Nnf D).
Wir beweisen f(AU B) = f(A) U f(B). Es gilt

FAYUFB) = {y:ye f(A) oder y € f(B))
{y: (Bx € Amit y = f(z)) oder (3x € B mit y = f(x))}
= {y:3r € AUB mit y = f(z)}
= f(AUB). (1.15)

Eine Abbildung f : M — N heifit

e surjektiv, wenn f(M) = N. Aquivalent dazu ist: Fiir alle y € N gibt es ein z € M
mit f(z) =y.

e injektiv, wenn jedes y € N hochstens ein Urbild hat. Aquivalent dazu ist: Sind
x1,x2 € M beliebig mit z1 # w3, so muss auch f(x;) # f(x2) gelten. Ebenfalls
dquivalent ist: Sind x1, x5 € M beliebig mit f(z1) = f(x2), so mufl z; = x5 gelten.

e bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.
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Beispiele:

e Die durch f(n) = n + 1 definierte Abbildung f : N — N ist injektiv, aber nicht
surjektiv (0 hat kein Urbild). Die durch dieselbe Vorschrift definierte Abbildung
f 1 Z — 7 ist bijektiv.

e Die durch f(n) = n? definierte Abbildung f : N — N ist injektiv, aber nicht
surjektiv; die durch dieselbe Vorschrift definierte Abbildung f : Z — Z ist weder
injektiv noch surjektiv.

Ist f: M — N bijektiv, so hat jedes y € N genau ein Urbild z € M. Durch
f'(y) = dasjenige x € M, fiir welches f(z) =y

wird in diesem Fall also eine Abbildung f~! : N — M definiert, welche die Umkehrab-
bildung von f heiBt. Die Abbildung f~! ist ebenfalls bijektiv. Beispiel: Ist f : Z — Z,
f(n)=n+1,s0ist f1(n)=n—1.

Zwei Abbildungen fi, fo : M — N heiflen gleich, wenn f;(z) = fo(z) gilt fir alle x € M.
Sind f: M — N und g : N — P Abbildungen, so wird durch

(go f)(x) = g(f(2))

eine Abbildung go f : M — P definiert, welche die Komposition von f und g heifit.
(Man beachte: Zuerst wird f, dann g ausgefiihrt.) Sind f und ¢ injektiv, so ist auch go f
injektiv. Dasselbe gilt, wenn man “injektiv’ durch “surjektiv” oder “bijektiv” ersetzt. Ist

M = P, so sind sowohl go f: M — M als auch fog: N — N definiert; falls aulerdem

M = N, kénnen sie gleich sein, miissen es aber nicht. Beispiel: f,g: N — N, f(n) = n?

g(n)=n+2,dann ist (go f)(n) =n?+2und (fog)(n) = (n+2)>=n?+4n + 4.
Ist f: M — N bijektiv und f~!: N — M die Umkehrabbildung, so gilt

flof=idy, fof'=idy.

Direkte Beweise und Widerspruchsbeweise. Ein Beweis der Wahrheit des Satzes
(oder kiirzer: “ein Beweis des Satzes”)

A= B
kann dadurch gefithrt werden, dafl man eine Kette von wahren Implikationen
A=C,, C4=0Cy, ..., Co,1=0C,, C,=B

findet. So etwas nennt man einen “direkten Beweis”. Aquivalent dazu (siche Ubungsauf-
gabe) ist der Beweis der Aussage
-B=-A

durch Auffinden einer Kette von wahren Implikationen

“-B=Dy, Di=Dy, ..., Dp1= D, Dm:>ﬁA

12



Ein solches Vorgehen nennt man “Kontraposition”. Eine dritte Variante ist der sogenannte
Widerspruchsbeweis. Dieser lauft darauf hinaus, zu zeigen, dass A und — B nicht gleichzei-
tig wahr sein konnen. Zu diesem Zweck zeigt man zwei Ketten von wahren Implikationen,
an deren Anfang die Aussage A A = B und an deren Enden eine weitere Aussage C bzw.
deren Gegenteil — C steht,

AN(-B)=E = ...= E,=C,

AN(-B)=F=...= F=-C.
Man hat dann gezeigt, dafl die Aussage
AN(=B) = CA(=C)

wahr ist. Da aber C A (= C) immer falsch ist (egal was C ist), mufl die Aussage A A (=
B) falsch sein, also mufi deren Negation

(AN (—B))=(-A) VB

wahr sein. Da die Aussagen (= A) V B und A = B &quivalent sind, ist der Satz “A =
B” damit bewiesen.

Beispiel: Der Beweis von Euklid fiir den Satz
V2 ist irrational. (1.16)

Hier fallt zunéchst auf, dass keine Voraussetzung explizit genannt ist. Implizit wird aber
unterstellt, dass die iiblichen Rechenregeln fiir Q gelten; sie iibernehmen die Rolle der
Voraussetzung A. Die Aussage (1.16) entspricht der Behauptung B. Der Beweis geht so:

Sei /2 rational (es gelte also = B). Dann gibt es Zahlen p, ¢ € N mit v/2 = p/q.
Nach Auskiirzen des Bruchs erhalten wir Zahlen r, s € N mit v/2 = r /s, und
fiir diese Zahlen gilt

r und s sind teilerfremd. (Aussage C)

Es folgt 25? = r?, also ist 2 ein Teiler von 72 und damit auch von r, also gibt
es ein t € N mit r = 2¢. Es folgt weiter 2s? = 4¢2, also s> = 2t2, also ist 2 auch
ein Teiler von s und damit gilt

r und s sind nicht teilerfremd. (Aussage — C)

Wir haben “einen Widerspruch hergestellt”. Also ist wie oben beschrieben der
behauptete Satz (1.16) wahr.
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2 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

So wie wir sie uns vorstellen, sind die natiirlichen Zahlen N eine Menge mit einem “An-
fang”
0eN. (2.1)

Der Zahlprozess wird beschrieben durch eine Funktion S : N — N, genannt Nachfolger-
funktion, mit den Eigenschaften

0¢S(N). (2.2)
S : N — N ist injektiv. (2.3)
Ist M C N und gelten 0 € M, S(M) C M, soist M = N. (2.4)

Zur Interpretation: Eigenschaft (2.2) driickt aus, dass 0 der Anfang ist. Man kann aus
(2.2) — (2.4) schliefien, dass durch sukzessive Nachfolgerbildung immer neue Zahlen erzeugt
werden und dass dadurch auflerdem alle Zahlen erfasst werden.

Axiom 2.1 FEs emistieren eine Menge N mit einem Element 0 € N sowie eine Funktion
S :N —= N, so dass die Eigenschaften (2.2) — (2.4) erfillt sind.

Wir kehren zur gewohnten Schreibweise zuriick, indem wir setzen

Die Zahl n ist also diejenige Zahl, die entsteht, wenn wir die Abbildung

S"—=S0...08
n mal
auf 0 anwenden, n = S™(0).
Man kann die arithmetischen Operationen auf die Bildung von Nachfolgern zuriickfiihren,
etwa fiir die Addition: Fiir n € N definieren wir
n+0=n, (2.6)

fir n,k € N

n+Sk)=Sn+k). (2.7)

Man kann dann die anderen arithmetischen Operationen definieren und — unter Zuhilfe-
nahme von (2.2) - (2.4) — die tiblichen Rechenregeln (Assoziativgesetz usw.) beweisen. Das
wollen wir hier nicht tun. Wir wollen aber ein dabei wesentlich benotigtes Beweisprinzip
erlautern.

Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. “Vollstdndige Induktion” ist eine Me-
thode, um Aussagen zu beweisen, die sich auf alle natiirlichen Zahlen beziehen. Das geht
folgendermaBen: Sei A(n) eine Aussage, die n € N als Variable enthélt.

1. Man findet ein ng € N und beweist, dal A(ny) wahr ist. (“Induktionsverankerung”.)

2. Man beweist, dafl aus der Giiltigkeit von A(n) auch die Giiltigkeit von A(n + 1)
folgt. (“Induktionsschritt”)
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Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion besagt: Hat man diese beiden Schritte
erfolgreich ausgefiihrt, so hat man damit bewiesen

A(n) gilt fir alle n € N mit n > n,.
Die Richtigkeit dieses Beweisprinzips folgt aus der Eigenschaft (2.4):

Satz 2.2 Seing € N, sei fiir jedes n € N mit n > ngy eine Aussage A(n) gegeben. Die
Aussage A(ng) sei wahr, und fiir jedes n € N mit n > ngy sei die Aussage A(n) = A(n+1)
wahr. Dann ist A(n) wahr fir alle n > ng.

Beweis: Wir betrachten zunichst den Spezialfall ny = 0. Sei
M ={n:neN, A(n) ist wahr}. (2.8)

Dann hat M die Eigenschaft (2.4), also gilt M = N. Zum Beweis des allgemeinen Falls
betrachten wir die Aussage A’(n) = A(n + ng). Dann sind A’(0) und die Implikation
A’(n) = A’(n+ 1) wahr fiir alle n € N. Nach dem eben Bewiesenen folgt, dal A’(n) wahr
ist fiir alle n € N, das ist aber gerade die Behauptung. O

Wir wenden das Beweisprinzip der vollstédndigen Induktion an. Zunéchst zur Notation:
Sind m,n € N mit m < n, so schreiben wir

n

Zak:am+am+1+~--+ana Hak:am'am—‘rl"'an) (29)

k=m k=m

und verabreden die Konvention
Zak:O, Hakzl, falls m > n. (2.10)
k=m k=m

Satz 2.3 Fir allen € N gilt

3

po it (2.11)

2
k=1

Beweis: Durch vollstindige Induktion. Die Formel (2.11) entspricht der Behauptung
A(n). Wir setzen ng = 1. Induktionsanfang: Es ist

Zk:1:1(1+1)

1
2
k=1

also ist A(1) wahr. Wir fithren den Induktionsschritt aus: Sei A(n) wahr, es gelte also

—~  n(n+1)
Zk_T'
k=1

Dann gilt
n+1 n
n(n+1) (n+2)(n+1)
k= k+(n+1)=——+n+1= , 2.12
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also ist A(n + 1) wahr. (Beim mittleren Gleichheitszeichen wurde verwendet, dass A(n)
gilt.) Nach Induktionsprinzip ist also A(n) wahr fir n > 1. Fir n = 0 gilt (2.11) gemif
Konvention (2.10). O

Die axiomatische Methode. Ist 1+1 = 2 und wenn ja, warum? In der Mathematik hat
sich seit einiger Zeit die sogenannte axiomatische Methode weltweit durchgesetzt. Dabei
geht man folgendermaflien vor. Gewisse Grundaussagen werden einfach fiir wahr erklért,
indem man sie als Axiome bezeichnet. Die Wahrheit weiterer Aussagen wird dadurch
festgestellt, dafl man sie aus den Axiomen und aus schon als wahr erkannten Aussagen
beweist. Die Wahrheit — im Sinne der Mathematik — eines mathematischen Satzes ist da-
her immer zu verstehen als bezogen auf ein explizit zu nennendes (oder implizit gemeintes)
Axiomensystem. Der mathematische Wahrheitsbegriff ist also zunéchst vollkommen rela-
tiv, da jeder Mathematiker die Freiheit hat, beliebige Axiomensysteme als Ausgangspunkt
festzulegen. Es ist in der Tat so, dass je nach Gegenstand unterschiedliche Axiomensyste-
me sinnvoll sind; diese brauchen durchaus nicht miteinander vereinbar zu sein. Auf der
anderen Seite gibt es mathematische Strukturen, etwa Zahlbereiche wie N, Z, Q und R,
den Begriff des Vektorraums, den Begriff des metrischen Raums oder den Begriff eines
Graphen (= Gebilde mit Ecken und Kanten), die, mit einer fest umrissenen und allge-
mein anerkannten Bedeutung versehen, eine zentrale Rolle in der Mathematik spielen.
Auch solche Begriffe werden axiomatisch formuliert oder auf Axiome zuriickgefiihrt. Dies
kann auf verschiedene Weise geschehen. So kann man anstelle von Axiom 2.1 sehr wohl
auch andere Axiomensysteme formulieren als Grundlage fiir N und hat das auch getan.
Die Frage, welches Axiomensystem nach welchen Kriterien auch immer man bevorzugen
sollte, ist fiir manche Mathematiker mehr, fiir andere weniger interessant; im Falle von
N etwa ist sie sicher zweitrangig, verglichen mit der Wichtigkeit von N als Objekt und
Werkzeug mathematischer Untersuchungen. Beispielsweise kann man N auf den Mengen-
begriff zuriickfithren, indem man die Zahlen folgendermafien als Mengen definiert (nach
John von Neumann)

0=0, 1={0}, 2=1{0.{0}},... (2.13)

mit der Nachfolgerfunktion
S(n) =nU{n}. (2.14)

Axiom 2.1 wird dann zu einem Satz, der mit Hilfe von Axiomen und Satzen der Mengenleh-
re (u.a. dem Axiom, dass eine unendliche Menge existiert) bewiesen wird. Die Definition
(2.14) ist insofern aufschlussreich, als der ganze Reichtum der Phénomene der Zahlen-
welt aus einem einzigen mathematischen Objekt konstruiert wird, und es sich bei diesem
Objekt auch noch um die leere Menge handelt. Andererseits: Verwendet man 2.1 fiir die
Untersuchung der Eigenschaften von N, also fiir den Beweis von Sétzen, die von natiirli-
chen Zahlen handeln, so ist es gleichgiiltig, ob man 2.1 als Axiom oder als Folgerung aus
Axiomen der Mengenlehre betrachtet.
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3 Die reellen Zahlen

Setzt man die Existenz von N mit den Eigenschaften aus Axiom 2.1 voraus, so lassen sich
daraus sukzessive die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R
herleiten. Dieser Konstruktionsprozess ist einerseits ganz interessant, und man kann ihn
dazu benutzen, einige grundlegende mathematische Sachverhalte kennenzulernen; ande-
rerseits ist er aber auch recht langwierig und fiir das Versténdnis der modernen Analysis
nicht so wesentlich, wir behandeln ihn daher nicht im Detail.

Die Alternative ist, die reellen Zahlen axiomatisch als Menge mit gewissen Eigenschaften
einzufiithren. Dieses Vorgehen geht auf David Hilbert zuriick.

Die axiomatisch verlangten Figenschaften von R zerfallen in drei Gruppen. Die erste
Gruppe enthilt die sogenannten Korpereigenschaften: Es gibt eine Addition +: R xR —
R und eine Multiplikation - : R x R — R, so dass (R, +, ) ein kommutativer Korper ist,
das heif3t:

(1) Fiir die Addition gilt das Assoziativgesetz
(x+y)+z=x+(y+2), furalez,y,z€eR, (3.1)
das Kommutativgesetz
r+y=y+x, firallex,yeR, (3.2)
es gibt eine Zahl 0 € R mit
r+0=ua, firalezeR, (3.3)
und zu jedem x € R existiert genau ein Element von R, bezeichnet mit (—z), mit
r+(—x)=0, firallezeR, (3.4)
(das additiv inverse Element).
(2) Fiir die Multiplikation gilt das Assoziativgesetz
(x-y)-z=a-(y-2), firallezyzeR, (3.5)
das Kommutativgesetz
r-y=y-x, firalez,yeR, (3.6)
es gibt eine Zahl 1 € R mit 1 # 0 und
l-x=z, furalezeR, (3.7)

und zu jedem z € R mit z # 0 existiert genau ein Element in R, bezeichnet mit

x~! mit

r-xt=1, firalezeR, (3.8)

(das multiplikativ inverse Element).
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(3) Es gilt das Distributivgesetz

r-(y+z2)=x-y+a-z, firallez,y zeR. (3.9)

Die zweite Gruppe bezieht sich auf die Ordnungseigenschaften von R. Es gibt eine Teil-
menge P von R (die “positiven Zahlen”) mit den Eigenschaften

(4) Fiir jedes z € R ist genau eine der folgenden drei Aussagen wahr:
reP, =0, —zeP. (3.10)
(5) Ausz,y e Pfolgtx+y€ Pund z-y € P.

Wir definieren auf R x R vier Relationen, indem wir setzen

x>y genau dann, wenn r—y€P, (3.11)
x>y genau dann, wenn x>yoderz =y, (3.12)
<y genau dann, wenn y—xepP, (3.13)
<y genau dann, wenn r <yoderz=y. (3.14)

Die bisher formulierten Eigenschaften treffen auch auf Q zu. Um die Existenz der irratio-
nalen Zahlen zu erzwingen, brauchen wir noch eine weitere Eigenschaft.

Definition 3.1 (Obere und untere Schranke, Supremum und Infimum)
Sei M C R. Ein x € R heifit

e obere Schranke fiir M, wenn y < x fir alle y € M,

e untere Schranke fir M, wenn y > x fir alle y € M.

M heifit nach oben (unten) beschrdnkt, falls es eine obere (untere) Schranke fiir M gibt.
Fin z € R heifit

e Supremum von M, wenn z eine obere Schranke fiir M ist mit z <y fiir alle oberen
Schranken y von M,

o Infimum von M, wenn z eine untere Schranke fir M ist mit z > y fiir alle unteren
Schranken y von M.

Weiter unten werden wir diese Definition erldutern.

Die noch fehlende Eigenschaft von R ist:

Jede nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R besitzt ein Supremum. ‘
(3.15)

Diese Eigenschaft wird auch als Supremumsaxiom bezeichnet.
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Axiom 3.2 Fs existieren eine Menge R, eine Addition + : R x R — R, eine Multiplika-
tion - : R xR — R, eine Teilmenge P C R und Elemente 0,1 € R mit den Eigenschaften
(1) bis (5) sowie (3.15).

Die reellen Zahlen werden durch die in 3.2 genannten Eigenschaften eindeutig charakte-
risiert. Man kann beweisen (wir tun das hier nicht), dass die reellen Zahlen

0,0+1,0+1+41,...
“dasselbe sind wie die natiirlichen Zahlen N7 d.h. eine Menge N C R bilden, welche die
in Axiom 2.1 verlangten Eigenschaften hat.
Folgerungen aus den Korpereigenschaften. Wir verwenden Subtraktion und Divisi-
on, indem wir definieren

r—y=x+(-y), Vz,yeR, %zxy_l, Vr,y € Rmity#0. (3.16)

Aus den Axiomen folgen unmittelbar die Rechenregeln
—(—x)=z, z-0=0, (—2)y=-—(vy), —(rz+y)=—-2x—y, Vz,yeR, (3.17)

(x Y t=2, (ey)t=2"ly ' Vaz,yeR\{0}, (3.18)

xy =0 & x=0oder y=0. (3.19)

Fiir alle a,b € R ist © = b — a die eindeutige Losung der Gleichung a + x = b, fiir alle
a,b € R mit a # 0 ist © = b/a die eindeutige Losung der Gleichung a - x = b. Aus dem
Assoziativgesetz folgt (wie schon im vorigen Kapitel bemerkt) die Unabhéngigkeit von

der Klammerung bei endlichen Summen und Produkten und damit die Wohldefiniertheit
von

Zazk, ka, r ERfiirm<k<n. (3.20)
k=m k=m

Aus dem Kommutativgesetz folgt die Unabhéngigkeit von der Reihenfolge bei endlichen

Summen und Produkten. Dies wird formalisiert iiber den Begriff der Permutation. Ei-

ne Permutation der Zahlen {1,...,n} ist eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} —

{1,...,n}; sie beschreibt eine Umordnung der Reihenfolge. Man kann eine Permutati-

on in der Form (iy,...,4,) mit iy = o(k) aufschreiben. Es gilt dann

zn:xk:zn:xik, ﬁxk:ﬁxik, meR, 1 <k<n. (3.21)
k=1 k=1 k=1 k=1

Aus (3.21) folgt als Spezialfall die Vertauschbarkeit der Summenzeichen bei Doppelsum-
men und -produkten,

> 2 =3 > vy [[1es=1111=s. (3:22)
i=1 j=1 j=1 =1 i=1 j=1 j=1i=1
fir alle z;; € Rmit 1 <7 < n, 1 < j < m. Das Distributivgesetz fiir endliche Summen
lautet
() (Sn) -3 329
i=1 j=1 i=1 j=1
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Die Formeln (3.20) — (3.23) werden mit vollstandiger Induktion bewiesen. Wir definieren
die ganzzahligen Potenzen durch

=1, a"=zg-z---z, VreR neN, (3.24)
n mal
"= (z7H)", VereRmitx#0 neN. (3.25)

Aus den Eigenschaften der Multiplikation folgt fir alle z,y € R und n,m € Z (bei
negativen Exponenten wird natiirlich x # 0 bzw. y # 0 verlangt)

2" =" (M) =2 "yt = (ay)". (3.26)

0'=1, nl=]]k, VneN. (3.27)

Definition 3.3 (Binomialkoeffizient) Fir k,n € N definieren wir den Binomialkoef-
fizienten

(n) y (n) zﬁn_j+1:n(n_l)“'(n_kH),fallskZ1, (328

0 k j 1-2---k

j=1

Direkt aus der Definition folgt

n n n! n
=0 falls k = — = 0<k<n. 3.29
(k> s (k) Kl —k)! (n—k) == (3:29)

Lemma 3.4 Fiir alle n,k e N mit 1 <k <n gilt
n n—1 n—1
<k) = (k _ 1) + ( I ) . (3.30)
Beweis: Siehe Ubungsaufgabe. O

Satz 3.5 (Binomische Formel) Fiir alle z,y € R und alle n € N gilt

(x+y)" = i (Z) aynh (3.31)

k=0
Beweis: Mit vollstédndiger Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt fiir alle z,y € R
0
> (k) P =1 = (z+7y). (3.32)

0
k=0
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Die Behauptung sei richtig fiir n € N. Wir zeigen ihre Richtigkeit fiir n+1. Seien z,y € R
beliebig, dann gilt

o = o) =Y ()
B A
— n+1+z< ) Ftlyn— k+z( ) fynmhtl g gt

I £ U S n n E n—k+1 n+1\ .
= (e () @) (00

n+1
1
_ Z (n—;{;— )CUk;yn—‘rl—k' (3.33)

k=0
O

Folgerungen aus den Ordnungseigenschaften. Es gilt offensichtlich x < z fiir alle
x € R.

Lemma 3.6 Seien x,y € R. Dann gilt
r>0undy>0 = x+y>0, (3.34)

xr>0undy>0 = x+y>0. (3.35)

Beweis: Falls y > 0, folgt (3.34) direkt aus Eigenschaft (5), falls y = 0, so gilt z +y =
x> 0. Falls z =y =0, so ist auch v +y = 0. O

Lemma 3.7 Seien z,2',y,y € R. Dann gilt

r<yundx <y = z+2'<y+y, (3.36)
r<yundx <y = o+ <y+y. (3.37)
Beweis: Folgt aus Lemma 3.6, angewendet auf y — z und vy — 2. O

Lemma 3.8 Seien x,y € R. Dann gilt

r<yundy<zx = x=uy. (3.38)

Beweis: Aus z # y folgt © —y # 0, also z —y € P oder y —x € P. Damit haben wir die
Kontraposition von (3.38) bewiesen, ndmlich

r#y = x<yodery<uw. (3.39)

O
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Lemma 3.9 Seien x,y,z € R. Dann gilt

r<yundy<z = x<z, (3.40)
r<yundy<z = x<z, (3.41)
r<yundy<z = x<z, (3.42)
r<yundy<z = x<z. (3.43)

Beweis: Aus x < y und y < z folgt y —x € P und z — y € P, also auch
z—rx=(E-y+y-—z)ep,

und damit x < z. Die anderen Aussagen ergeben sich aus Betrachtung der Félle z = y
bzw. y = z. O

Definition 3.10 Sei M eine Menge. Fine Relation R auf M (d.h. R C M x M) heifit
Ordnungsrelation, wenn gilt

(i) xRz fir alle x € M (Reflexivitat),
(i) aus xRy und yRx folgt x =y (Antisymmetrie),

(iii) aus xRy und yRz folgt xRz (Transitivitdt).

Die oben bewiesenen Eigenschaften zeigen, dass “<” und “>” Ordnungsrelationen auf R
definieren. Es gilt aulerdem:

Sind x,y € R, so gilt x <y oder y < x.
Diese Eigenschaft wird von einer Ordnungsrelation geméfi Definition 3.10 nicht verlangt,
es kann also fiir gewisse x,y € M sehr wohl sein, dass weder xRy noch yRx gilt. In den
beiden folgenden Beispielen ist das so.

Beispiel 3.11

1. Sei M Menge. Durch “C” wird eine Ordnungsrelation auf P (M) definiert.
2. Sei M Menge. Sind f,g: M — R Funktionen, so definieren wir
f<g < f(z)<g(z) firallex € M. (3.44)

Durch (3.44) wird eine Ordnungsrelation auf der Menge Abb(M; R) aller Abbildun-
gen von M nach R definiert.

Lemma 3.12 Seien x,y € R. Dann gilt
(i) Ausxz >0 undy >0 folgt xy > 0.
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(ii) Es ist zy > 0 genau dann, wenn

(x>0 undy >0) oder (x <0 undy <0).

Beweis: Zu (i): Sind x > 0 und y > 0, so folgt zy > 0 nach Eigenschaft (5). Ist x = 0
oder y = 0, so ist auch xy = 0. O

Lemma 3.13 Seien x,y,z € R. Dann gilt

r<yundz>0 = zz<yz, (3.45)
r<yundz>0 = xz2<yz, (3.46)
r<yundz<0 = xz>yz, (3.47)
r<yundz2<0 = xz>yz. (3.48)

Beweis: Nur die erste Ungleichung. Aus 2 < y folgt 0 < y—z, also 0 < (y—x)z = yz—=xz,
also zz < yz. O

Lemma 3.14 FEs gilt 2*> > 0 fiir alle v € R.

Beweis: Aus Lemma 3.12 folgt: Ist # > 0, so ist 22 =z -2 > 0; ist x < 0, so ist —x > 0
und 22 = (—z) - (—x) > 0. O

Folgerung 3.15 FEsist 1 > 0.
Beweis: 1 = 12 > 0, und aus 1 # 0 folgt 1 > 0. O
Lemma 3.16 Fiir alle x € R gilt: Aus x > 0 folgt x=! >0, aus x < 0 folgt z=* < 0.

Beweis: Sei > 0. Dann ist (z71)? > 0, also 27! = z - (z71)* > 0. Der andere Fall wird
analog bewiesen. O

Lemma 3.17 Fiir alle v,y € R qilt: Aus 0 < x <y folgt =+ >y~ L.

Beweis: Es ist 0 < zy, also auch 0 < (zy)~! = y~'z7!. Es folgt weiter

1

y l=a@ Ty ) <yl@eTly ) =27

O
Definition 3.18 (Betrag, Maximum und Minimum zweier Zahlen)
Ist x € R, so heifft
>0
2| = {x v (3.49)
-z, <0
der Betrag von x. Sind x,y € R, so definieren wir
> <
max{z,y} = {x’ t=9 min{z,y} = {x’ =9 (3.50)
y, y=>ux, Yy, y<zx.
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Es gilt offensichtlich
min{z,y} <z <max{z,y}, min{z,y} <y <max{zr,y}, Vz,yeR, (3.51)

|z| = max{x,—x} =|—2|, VzeR. (3.52)

Das Maximum endlich vieler reller Zahlen wird per Induktion auf den Fall zweier Zahlen
zuriickgefiihrt,
max{zy,...,x,} = max{max{xy,...,Tp_1}, Tpn}. (3.53)

Lemma 3.19 Fir alle x,y € R gilt

|lz] >0, |z|=0 < 2=0, (3.54)
zy| = 2| - [y], (3.55)
lz+y| < ||+ |yl (3.56)

Die Ungleichung (3.56) heifst Dreiecksungleichung'.

Beweis: Zu (3.54): Aus der Definition folgt || > 0 und [0 = 0. Ist  # 0, so ist |z| =
max{z, —z} > 0.

Zu (3.55): Man unterscheidet die verschiedenen Félle im Vorzeichen von = und y. Ist etwa
x> 0und y <0, soist xy < 0 und

lzy|l = —(zy) = 2(~y) = |z[ - |y],

analog fiir die anderen Félle.
Zu (3.56): Es gilt

vy <l|z|+lyl, —(z+y)=(-2)+(—y) <|z|+yl,

also
|z +y| = max{z +y,—(x+y)} <|z[+|y|.

O
Aus (3.55) erhidlt man wegen
x
ol =25 = |£|
Y
die Regel
| x| :
—|=1, firallez,ye Rmity #0. (3.57)
yl oyl
Satz 3.20 (Bernoullische Ungleichung) Fs gilt
(14+2)">1+nx (3.58)

fiir alle n € N und alle v € R mit x > —1.

'Warum, werden wir sehen, wenn wir die komplexen Zahlen bzw. den mehrdimensionalen Raum
behandeln.
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Beweis: Sei x > —1 beliebig. Wir zeigen mit vollstéandiger Induktion, dass (3.58) fiir alle
n € N gilt. Fiir n = 0 klar. Induktionsschritt n — n + 1:

(1+z)" = (1+2)"(1+2)>(1+n2)(1+2)
(richtig nach Induktionsvoraussetzung und wegen = > —1)
= l4+nz+a+nz®>>1+(n+1)r.
(]

Eigenschaften von Supremum und Infimum. Wir erinnern an Definition 3.1 und an
das Supremumsaxiom (3.15). Zur Veranschaulichung der Begriffe in 3.1 betrachten wir
die Menge

1
M = {ﬁ :n e N\ {0}} (3.59)
Es gilt: Jedes € R mit z > 1 ist obere Schranke von M, 1 ist Supremum von M, und

1 € M. Jedes x € R mit z < 0 ist untere Schranke von M, 0 ist Infimum von M (Beweis
weiter unten), aber 0 ¢ M.

Lemma 3.21 Sei M C R mit M # (). Dann hat M hdochstens ein Supremum.

Beweis: Sind z1, 25 Suprema von M, so gilt z; < 23 (da 25 obere Schranke von M) und
29 < 21 (da z; obere Schranke von M), also z; = 2. O

Es macht daher Sinn, von “dem Supremum” von M zu sprechen, wir bezeichnen es mit

sup M . (3.60)

Definition 3.22 (Maximum, Minimum)
Seit M C R. Gilt supM € M, so heifst die Zahl sup M das Maximum von M. Gilt
inf M € M, so heifit die Zahl inf M das Minimum von M.

In Beispiel (3.59) ist also 1 Maximum von M, aber 0 nicht Minimum von M. In der
Tat hat diese Menge M zwar ein Infimum, aber kein Minimum. Eine endliche nichtleere
Menge hingegen hat immer ein Maximum und ein Minimum, welches durch (3.52) bzw.
die analoge Formel fiirs Minimum erhalten werden kann (hier ohne Beweis).

Ein weiteres Beispiel: Die Menge
M={z:2€R, 2* <2}

ist nichtleer, nach oben beschriankt (z.B. ist 2 obere Schranke), und hat daher ein ein-
deutig bestimmtes Supremum sup M € R. (Diese reelle Zahl werden wir spiter als v/2
identifizieren.)

Wir vereinbaren
sup M = +oo, falls M nicht nach oben beschriankt ist, (3.61)

sup() = —o0. (3.62)
Damit haben wir fiir alle M C R

sup M € RU {—o0,+00}. (3.63)
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Wir setzen die auf R bereits definierte Ordnungsrelation “<” fort auf R U {—o0, +0o0},
indem wir setzen
—o0o <x<+4oo, furallezreR. (3.64)

Man priift leicht nach, dass wir auf diese Weise tatséchlich eine Ordnungsrelation auf
R U {—00, 400} erhalten. Es gilt

Lemma 3.23 Sind M, N C R mit M C N, so gilt
sup M < supN. (3.65)

Beweis: Falls sup N € R, so ist sup N obere Schranke fiir N und wegen M C N auch
obere Schranke fiir M, also gilt (3.65) nach Definition von sup M (falls M = (), verwenden
wir (3.62)). Falls sup N = —o0, so ist N = (), also auch M = (), also auch sup M = —oc.
Falls sup N = 400, ist (3.65) erfiillt, egal was M ist. O

Auch das Infimum einer Menge ist eindeutig bestimmt, falls es existiert, wie man analog
zu Lemma 3.21 beweist. Wir bezeichnen es mit

inf M | (3.66)
und vereinbaren
inf M = —oo, falls M nicht nach unten beschrénkt ist, (3.67)
inf ) = +o00. (3.68)
Analog zu Lemma 3.23 gilt fiir das Infimum, falls M C NV,
inf M >inf N .

Ist M C R und a € R, so definieren wir die Menge aM C R durch

aM ={ax :x € M} . (3.69)
Fiir @ = —1 schreiben wir auch —M statt (—1)M. Wir vereinbaren weiter
—(+00) = —00, —(—00)=+400. (3.70)

Satz 3.24 Sei M C R. Dann gilt
inf M = —sup(—M). (3.71)
Beweis: Ist M = (), so steht auf beiden Seiten +oco. Sei nun M # (). Wir behaupten, dass
fiir x € R gilt:
x ist untere Schranke von M & —z ist obere Schranke von —M . (3.72)
In der Tat gilt
r<yVyeM & —-x>-yVvVyeM & —ax>z2Vze-M.

Wegen (3.72) ist M nach unten beschriankt genau dann wenn —AM nach oben beschriankt
ist. Falls M nicht nach unten beschrankt ist, steht also —oo auf beiden Seiten von
(3.71). Ist M nach unten beschrénkt, so hat —M nach Supremumsaxiom ein Supremum
sup(—M) € R, und wegen (3.72) ist —sup(—M) eine untere Schranke von M. Ist x eine
beliebige untere Schranke von M, so gilt wegen (3.72) auch sup(—M) < —z, also auch
—sup(—M) > z, und damit folgt (3.71) wegen der Eindeutigkeit des Infimums. O
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Satz 3.25 N st nicht nach oben beschrdnkt, d.h. fir alle v € R gibt es ein n € N mut
n>x.

Beweis: Wir nehmen an, dass N nach oben beschrankt ist. Dann hat N nach Supre-
mumsaxiom ein Supremum s = sup N € R. Wegen s —1 < s ist s — 1 keine obere Schranke
von N also gibt es ein n € N mit s — 1 < n. Es folgt weiter s < n + 1 € N, also ist auch
s keine obere Schranke. Widerspruch. O

Folgerung 3.26 Fiir alle e € R mit € > 0 gibt es ein n € N mit

1
0<—<e. (3.73)
n

Beweis: Wende Satz 3.25 an mit z = 1. O

Aus Folgerung 3.26 konnen wir schlieflen, dass
inf{ ! eN}=0
inf{—:n =0.
n

Folgerung 3.27 Fir alle x,y € R mit x > 0 gibt es ein n € N mit nx > y. (‘R ist
archimedisch angeordnet.”)

Beweis: Falls y > 0, wihle n € N mit n > y/x. Andernfalls n = 1. O
Folgerung 3.28 Fiir alle x,y € R mit x > 1 gibt es ein n € N mit 2" > y.

Beweis: Ubungsaufgabe. O
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4 Folgen

Definition 4.1 (Folge)
Sei M Menge. Fine Abbildung von N nach M heifit Folge in M. Fine Folge in R heifst
auch reelle Folge oder reelle Zahlenfolge.

Beispiel: Die Vorschrift f(n) = 2n definiert die Folge der geraden Zahlen 0,24, . ...

In der Analysis wird eine Folge in der Regel nicht in der Form
fN—>M

aufgeschrieben, sondern mit

(Tn)nen (4.1)
oder so &hnlich bezeichnet. Mit (4.1) ist diejenige Folge gemeint, die durch die Abbildung
f:N— M mit f(n) =z, definiert wird. Das Element z,, € M heit dann das n-te Glied
der Folge (z,,)nen. Oft kommt es vor, dass die Nummerierung der Folgenglieder nicht bei
0 anfdngt, sondern bei 1 oder irgendeiner anderen ganzen Zahl. Die Folge

L,

g o e

A,

b

W

)

N —

wird durch die Vorschrift f(n) = 1/n erzeugt mit f: N\ {0} — R. Um eine Zahl ny € Z
als Anfang festzulegen, kénnen wir schreiben

(Tn)n>no (4.2)

und meinen damit die Abbildung f: N — M, N ={n:n € Z, n > ng}. In Erweiterung
von Definition 4.1 spricht man auch in diesem Fall von Folgen.

Weitere Beispiele fiir Folgen sind:

z,=c VYneN, ceR fest, (konstante Folge) (4.3)
x, = n? VneN, (4.4)
Ty =2" VneN, xR fest. (4.5)

Definition 4.2 (Grenzwert einer Folge)
Sei (xn)nen eine reelle Folge. Fin a € R heifst Grenzwert (oder Limes) von (z,)nen, falls
es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt mat

|z, —al <e fiir alle n € N mit n > ny. (4.6)

Falls (z,)nen einen Grenzwert a hat, so sagt man auch: “(x,) konvergiert gegen a” oder
() ist konvergent”. Falls (z,)nen keinen Grenzwert hat, so sagt man: “(x,) divergiert”
oder “(x,) ist divergent”.

Beispiel 4.3
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1. Die konstante Folge x,, = ¢ konvergiert gegen c: Es gilt |z,, — ¢| = 0 fiir alle n € N,
wir kénnen daher fiir jedes € > 0 die Zahl ny = 1 wéahlen, und (4.6) ist erfiillt.

2. Die Folge z,, = 1/n konvergiert gegen 0: Zu € > 0 wihlen wir ng € N so, dass

1
Ng > —.
€
Es gilt dann fiir alle n > ng
1 1
——0’:—§—<e,
n n - ng

damit erfiillt 0 die in Definition 4.2 verlangte Bedingung.

3. Die Folge z,, = (—1)" divergiert: Sei a € R ein Grenzwert der Folge. Fiir ¢ = 1
finden wir daher geméf Definition ein ny € N mit |z, —a| < 1 fiir alle n > ny. Dann
gilt

2= |xno+1 _xn0| S |xno+1 —CL| +|mno _a'| <l+1= 27
ein Widerspruch. Also kann es ein solches a nicht geben.
Eine zu Definition 4.2 dquivalente Definition des Grenzwerts erhélt man, wenn man in

(4.6) “<” durch “<” ersetzt, es also heifit: Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N mit

|z, —al <e fiir alle n € N mit n > ny.
Satz 4.4 Jede reelle Folge (z,)nen hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Seien a und b Grenzwerte von (x,,) mit a # b. Wir definieren

b — al
e=———.
2
Dann ist € > 0. Wahle ny,n, € N mit
|z, —al <€, fir alle n > ny (4.7)
|z, — b| < €, fiir alle n > ny . (4.8)

Dies ist moglich, da @ und b Grenzwerte sind. Fiir ein beliebiges n > max{n,ns} folgt
nun

la—0b] <l|a—x,|+ |z, —b <e+e=1]b—al.
Wir haben einen Widerspruch erhalten. Also kann a # b nicht richtig sein. O

Satz 4.4 macht es sinnvoll, von “dem Grenzwert” einer Folge zu sprechen. Ist eine Folge
(z,,) konvergent, so bezeichnet
lim x, (4.9)

n—o0

ihren Grenzwert. Konvergiert (z,,) gegen a, so gilt also

a= lim z, . (4.10)

n—oo

Wir schreiben auch
Ty — Q.

Die Gleichung (4.10) beinhaltet zwei Aussagen: Erstens, der Grenzwert von (z,,) existiert,
und zweitens, er ist gleich a.
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Definition 4.5 (Beschrinkte Menge, beschrinkte Folge)
Fine Menge M C R heifst beschrdnkt, wenn M nach oben und nach unten beschrinkt ist.
Fine Folge (xy,)nen heifit beschrinkt, wenn die Menge {x,, : n € N} beschrinkt ist.

Lemma 4.6 FEine Teilmenge M wvon R ist beschrinkt genau dann, wenn es ein C' > 0
gibt mit |z| < C fir alle x € M.

Beweis: Es gilt |z| < C fiir alle © € M genau dann, wenn C' obere und —C' untere
Schranke fiir M ist. O

Satz 4.7 Jede konvergente reelle Folge ist beschrinkt.

Beweis: Sei (x,,) reelle Folge mit x,, — a. Wéhle ein ng mit |z, — a| < 1 fiir alle n > ny.
Setze
C' = max{|xo|,. .., |Tng-1], |a| + 1},

dann gilt |z,| < C fiir alle n € N. O

Eine beschrinkte Folge braucht nicht konvergent zu sein, wie man am Beispiel z,, = (—1)"
sieht.

Satz 4.8 Seien (z,)nen, (Yn)nen reelle Folgen mit x, — a, y, — b. Dann ist auch die
Folge (x,, + Yn)nen konvergent, und es gilt

lim (2, +yn) =a+0b. (4.11)

n—oo
Beweis: Sei € > 0 beliebig. Wir wahlen n; € N mit
€ ..
|z, — a <3 fir alle n > nq,

sowie no € N mit
€
lyn, — b| < 3 fir alle n > ny .

Dann gilt fiir alle n > max{n,ns}

e €
) = (0 + D) < e —al + g b < 5+ 5 =<
(]
Die Aussage von Satz 4.8 1&8t sich auch als Rechenregel
lim (z, +y,) = lim z, + lim vy, (4.12)
n—00 n— 00 n—o0

schreiben. Sie ist allerdings nur anwendbar, wenn beide Grenzwerte auf der rechten Seite
existieren. Beispiel:

n—oo n n—00 n—oo n—oo N,

1 1 1
lim 2 = Jim (1+—):hm1+hm—:1+0=1.
n
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Satz 4.9 Seien (z,)nen, (Yn)nen reelle Folgen mit x, — a, y, — b. Dann ist auch die
Folge (nYn)nen konvergent, und es gilt

lim (z,y,) = ab. (4.13)

n—oo

Beweis: Siche Ubung. O

Aus Satz 4.9 folgt: Ist ¢ € R und (z,,) reelle Folge mit z,, — a, so gilt cz,, — ca.

Satz 4.10 Sei (x,)nen reelle Folge mit x, — a, a # 0. Dann gibt es ein ng € N mit
xn # 0 fiir alle n > ng, und es gilt
1 1
lim — = —. 4.14
im " ( )

n—o0 I'p,

Beweis: Siche Ubung. O

Folgerung 4.11 Seien (x,)nen, (Yn)nen reelle Folgen mit x, — a, y, — b, es gelte b # 0.

Dann ist auch die Folge (x,,/yn)nen konvergent, und es gilt
T, a

lim —% == (4.15)

n—oo Yy, b
Beweis: Aus Satz 4.9 und Satz 4.10 folgt
Ty, 1 . 1 a
- = ITL I a--— = —.
Yn Yn b b
O

Die vorstehenden Sétze lassen sich zur Berechnung von Grenzwerten algebraischer Aus-
driicke verwenden, z.B. gilt fiir alle £ € N

1 H’“ 1 H’“ 1

und
18n° —4n*+8 18 —4+ % 18

= —
n3 + 4n 7—1—% 7

Satz 4.12 Seien (z,)nen, (Yn)nen Teelle Folgen mit x, — a, y, — b, es gelte x,, < y,, fir
alle n € N. Dann ist a <b.

Beweis: Wir nehmen an, dass a > b. Wir wéhlen ng so, dass

a—>b | _b|<a—b
2 ) yn 2 )

gilt fiir alle n > ny. Dann gilt fiir alle solche n, dass

|z, —a| <

Yn —Tpn = (Yn—0)+ (b—a)+ (a—w,)

a—>b a—>b
< +(b—a)+ 5

= 0

im Widerspruch zur Voraussetzung z, < y,. O
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Definition 4.13 (Monoton wachsende Folge)

Sei (xy,)nen eine reelle Folge. (x,,) heifft monoton wachsend, wenn x,, < x,.1 gilt fir alle
n € N. (x,) heifit streng monoton wachsend, wenn x,, < x,+1 gilt fir alle n € N. (x,)
heifit (streng) monoton fallend, wenn (—z,) (streng) monoton wachsend ist. (x,) heifst
(streng) monoton, wenn x,, (streng) monoton wachsend oder (streng) monoton fallend ist.

Zur Notation: Statt
sup{z, : n € N}

schreiben wir auch

Sup T, .
neN

Satz 4.14 Jede beschrinkte monoton wachsende reelle Folge (x,)nen ist konvergent, und
es gilt
lim z, =supz, . (4.16)

n—0o0 neN

Jede beschrinkte monoton fallende reelle Folge (z,)nen ist konvergent, und es gilt

lim z, = inf z,, . (4.17)
n—00 neN

Beweis: Sei a = sup,,.y Zn. Sei ¢ > 0. Gem#B Ubungsaufgabe kénnen wir ein ng € N
finden mit
a—e< Ty, <a.

Da (x,) monoton wachsend ist, gilt fiir alle n > ng
a—€< Ty, <xp<a,

also folgt z, — a und damit (4.16). Zum Beweis von (4.17) wenden wir (4.16) auf die
Folge (—x,) an und erhalten

lim (—xz,) = sup(—z,) = — inf z,
n—00 neN neN

woraus (4.17) folgt. O

Beispiel 4.15
Wir kénnen die Quadratwurzel einer positiven Zahl als Limes einer monoton fallenden
[teration auf folgende Weise erhalten. Sei b > 0. Wir betrachten die durch

1 b
Tnt1 = 5 (xn + —) ., To=">, (4.18)

T

definierte reelle Folge. Es gilt x,, > 0 fiir alle n € N (Beweis mit Induktion), und

1 b \? 1 b2
2 2
—b = =z —b="= 2b —b
x, 4(33 1+$n1) 4<517n—1+ +$31—1)

1/, b 1 b\’

= = —2b = 2p —
(- ) =3 (-2

> 0

)
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also 22 > b fiir alle n > 1, und weiter

b 1

1 2
— = — = J— e — i >

fir alle n > 1, also ist (x,) ab dem zweiten Folgenglied x; monoton fallend. Nach Satz
4.14 konvergiert (r,) gegen a = infx,. Aus Satz 4.12 folgt @ > 0 und a® > b > 0, also
a > 0. Gehen wir auf beiden Seiten von (4.18) zum Grenzwert iiber, so folgt

: .1 b 1 b
a=limz,y=1lm-(z,+—|==(a+—-) .
n—oo n—oo 2 x 2 a

n

Es folgt
a?=b. (4.19)

Ist ¢ € R eine weitere Zahl mit ¢* = b und ¢ > 0, so folgt wegen
0=a*>—c=(a—c)(a+c)

auch a — ¢ = 0, also a = ¢. Wir haben also bewiesen, dass die Iteration (4.18) gegen die
eindeutig bestimmte positive Zahl a mit a? = b konvergiert.

Definition 4.16 (Quadratwurzel)
Sei b > 0. Die gemdf Beispiel 4.15 eindeutig bestimmte positive Zahl a mit a®> = b heifit
die Quadratwurzel von b, geschrieben

a=b. (4.20)

Wir definieren auferdem /0 = 0.

Die Konvergenz in Beispiel 4.15 ist sehr schnell, so ist etwa fiir b = 2 nach dem vierten
Schritt
x4 = 1.414213562

eine Niherung fiir v/2 mit einem Fehler von héchstens 1079, Im Gegensatz dazu ist die
Konvergenz der Folge 1/n gegen 0 sehr langsam (Fehler 1072 nach 1000 Schritten).

Es gilt offensichtlich fiir alle a € R
Va2 = |a|. (4.21)
Fiir a,b > 0 folgt aus (v/avb)? = (va)?(vb)? = ab, dass
Vab = /avb. (4.22)

Da fiir z,y > 0 gilt, dass

gilt auch

a<b & Va<vb (4.23)

fir alle a,b > 0.
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Teilfolgen. Oft ist man daran interessiert, zu einer gegebenen Folge, etwa
0,1,2,3,4,5,6, ...
eine Teilfolge, etwa
0,2,4,6,8,...

zu betrachten. Formal sieht das so aus: Ist M Menge, f : N — M eine Folge, und
g : N — N eine streng monoton wachsende Abbildung (d.h. n < m = g(n) < g(m)), so
beschreibt f o g eine Teilfolge von f. In obigem Beispiel ist

fn)=n, g(n)=2n, (fog)(n)=2n.

Aquivalent dazu ist die folgende Definition, die die in der Analysis iibliche Schreibweise
verwendet.

Definition 4.17 (Teilfolge)
Sei M Menge, (z,)nen eine Folge in M. Ist (ng)ren eine streng monoton wachsende Folge
in N, so heifst die Folge (xp, )ren eine Teilfolge von (x,)nen.

Im obigen Beispiel ist ny = 2k.

Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst (setze ny = k). Fiir jede streng monoton wachsende
Folge (nx) in N gilt

Beweis mit Induktion: 0 < ng, k <ng = k+1<ng+ 1 <ngy. (Ausn > m in N folgt
n>m-+1.)

Satz 4.18 Sei (x,)nen eine konvergente reelle Folge. Dann ist jede Teilfolge (xy,) kon-
vergent, und es gilt

lim z, = lim x,. (4.25)
k—o0 n—00

Beweis: Sei x,, — a, sei € > 0 beliebig. Wéhle ng € N mit |z, — a| < ¢ fiir alle n > ny,
dann gilt wegen ny, > k auch

|z, —al <e, firalle k > ny.

Satz 4.19 Jede reelle Folge (x,)nen hat eine monotone Teilfolge.

Beweis: Wir definieren
M={n:neN, x, >z fir alle k > n}.

Fall 1: M ist beschriankt. Sei m das grofite Element von M (falls M = (), setzen wir
m = —1.). Wir setzen ng = m + 1. Ist n, bereits definiert, so wiahlen wir ein ng 1 > ng
mit z,, < T,,,, . Die hierdurch definierte Folge (Zn, )ken ist streng monoton wachsend.

Fall 2: M ist unbeschrankt. Wir wéahlen ng € M beliebig. Ist n, € M bereits definiert, so
wihlen wir ein ngy; € M mit ngy; > ng. Nach Definition von M gilt z,,, > z,, . Die
hierdurch definierte Folge (2, )ren ist monoton fallend. O
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Satz 4.20 (Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrankte reelle Folge (xy,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Nach Satz 4.19 hat (z,) eine monotone Teilfolge (z,,), welche ebenfalls be-
schrénkt ist. Nach Satz 4.14 ist (z,, ) konvergent. O

Definition 4.21 (Hiufungspunkt)
Sei (x,)nen eine reelle Folge. Ein a € R heifit Hiufungspunkt von (x,), wenn es eine
Teilfolge (x,, ) von (x,) gibt mit x,, — a.

Aus Satz 4.20 folgt also, dass jede beschriankte Folge mindestens einen Haufungspunkt
besitzt. Eine konvergente Folge hat wegen (4.25) genau einen Haufungspunkt, ndmlich
ihren Grenzwert. Die divergente Folge

T, = (—1)"
besitzt die beiden Haufungspunkte
1= lim 29, —1= lim @op 1.
k—o00 k—o00

Definition 4.22 (Cauchyfolge)
Fine reelle Folge (z,)nen heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N gibt mit

|z — x| < e, fir alle n,m > ng. (4.26)
Satz 4.23 Sei (z,)nen €ine konvergente reelle Folge. Dann ist (x,,) eine Cauchyfolge.

Beweis: Sei x,, — a, sei € > 0 beliebig. Wir wéihlen ng € N mit

£
]xn—a\<§

fiir alle n > ng. Dann gilt fiir alle n,m > ng
|z — 2| < |xp —al + |x a|<6—|—5—5
n m| = n m 2 2 - 9

also ist (x,) Cauchyfolge. O
Satz 4.24 Sei (z,)nen eine reelle Cauchyfolge. Dann ist (z,,) konvergent.
Beweis: Wir wéhlen ein ng € N mit |z, — ,,| < 1 fiir alle n > ng und setzen

C' = max{|zol|, ..., |Tng_1], |Tne| + 1} .
Dann gilt |z,| < C fir alle n € N, also ist (x,) beschrinkt. Sei (z,,) eine konvergente
Teilfolge — eine solche existiert nach Satz 4.20 — sei x,,, — a. Sei nun € > 0 beliebig. Wir

wahlen mq, my € N mit

£
\xnk—al<§, fir alle &k > my ,
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€ ..
|xn—xm|<§, fiir alle n,m > my.

Wir setzen mg = max{my, mo}. Dann gilt fiir alle k& > m3 wegen n; > k
5
2

also folgt =,, — a. O

5
|xk—a\g]a:k—xnk]+]xnk—a\<§+ =,

Um die Konvergenz einer reellen Folge (x,) nachzupriifen, geniigt es also festzustellen,
dass (z,) eine Cauchyfolge ist. Den Grenzwert brauchen wir dabei nicht zu kennen.

Uneigentliche Konvergenz. Die Folgen
0,1,2,3,4,5,... (4.27)

und
0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,... (4.28)

sind beide divergent und nach oben unbeschriankt. Im Falle der Folge (4.27) mochte man
aber irgendwie ausdriicken, dass sie “gegen +o0o strebt”.

Definition 4.25 (Uneigentliche Konvergenz)
FEine reelle Folge (x,)nen heifft uneigentlich konvergent gegen +o00, wenn es zu jedem
C >0 ein ng € N gibt mit

xn, > C,  firallen > ng. (4.29)

FEine reelle Folge (x,)nen heifit uneigentlich konvergent gegen —oo, wenn (—x,,) uneigent-
lich konvergent gegen +oo ist. Fine reelle Folge (x,)nen heifit uneigentlich konvergent,
wenn sie uneigentlich konvergent gegen +00 oder uneigentlich konvergent gegen —oo 1ist.

Fiir die uneigentliche Konvergenz einer Folge (x,,) verwendet man in der Analysis ebenfalls
die Notation

lim z,, = +o00, bzw. lim z, = —.

n—oo n—oo
Satz 4.26 Jede monotone reelle Folge (z,)nen ist entweder konvergent oder uneigentlich
konvergent.

Beweis: Sei (x,,) monoton wachsend. Ist (z,,) nach oben beschrinkt, so ist sie nach Satz
4.14 konvergent. Sei nun (z,) nach oben unbeschrénkt, sei C' > 0 beliebig. Wir wihlen
ein ng € N mit x,, > C, dann gilt x,, > x,, > C fiir alle n > ny, also ist (z,,) uneigentlich
konvergent gegen +oco. Ist (x,) monoton fallend, so wenden wir das eben Bewiesene auf
die Folge (—z,) an. O

Beispiel 4.27
Wir untersuchen die Konvergenz der durch

T, =a" (4.30)

definierten Folge (), wobei € R fest ist. Es sind verschiedene Fille zu unterscheiden.
Fall 1: z > 1. Wegen 2" = z-2" > 1-2" = 2™ ist (z,,) streng monoton wachsend, wegen
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Folgerung 3.28 ist (x,) unbeschriankt, wegen Satz 4.26 ist (z,) uneigentlich konvergent
gegen —+00.

Fall 2: 0 <2 < 1. Wegen 0 < 2"t =z - 2" < 1-2" = 2" ist (x,) streng monoton fallend
und nach unten beschrénkt, also ist (z,,) konvergent und

lim z,, = inf z,, .
n— 00 neN

Zu jedem & > 0 gibt es ein n € N mit 2" < € (wihle n mit (z71)" > ¢71), also ist

0<infz, <0,
neN
und damit folgt x,, — 0.
Fall 3: —1 < 2 < 0. Nach Fall 2 gilt |x,| — 0, also auch z,, — 0 nach Ubungsaufgabe.
Fall 4: < —1. Dann ist 2, = (—1)"|z|" divergent.
Fall 5: = 0 oder x = 1. (z,,) ist konstant.
Fall 6: x = —1. x, = (—1)" ist divergent.

Limes superior und Limes inferior. Sei (z,),en eine beliebige reelle Folge. Ist ()
nach oben beschrinkt, so ist

Yyn, =supx, € R (4.31)
k>n
fiir alle n € N. Wegen
Yn = SUp T = max{x,, sup xp} = max{x,, Yn+1} (4.32)
k>n k>n+1

ist (y,) eine monoton fallende Folge, also nach Satz 4.26 entweder konvergent oder unei-
gentlich konvergent gegen —oo. Wir definieren den Limes superior der Folge (z,,) durch

limsupz, = lim y, = lim supxy . (4.33)
n—so0o n—oo n—o0 k>n

Ist (z,) nach oben unbeschriankt, so gilt y, = 4oo fiir alle n € N; wir verabreden in
diesem Fall, dass
lim sup x,, = +00. (4.34)
n—oo
Auf diese Weise erreichen wir, dass fiir jede beliebige reelle Folge (z,,) der Limes superior
definiert ist, und
limsupz, € RU {—o0, +o0}.

n—o0

Auf analoge Weise sehen wir, dass, falls (x,) nach unten beschrénkt ist, durch

z, = inf x,
k>n

eine monoton wachsende reelle Folge (z,) definiert ist, und wir definieren den Limes
inferior von (z,) durch

liminfz, = lim 2, = lim inf x; . (4.35)
n—00 n—00 n—oo k>n
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Mit der Konvention lim inf,, ,, x,, = —00, falls (z,) nach unten unbeschrénkt ist, erhalten
wir ebenfalls
liminf z,, € RU{—o00, +o0}
n—oo
fiir jede beliebige reelle Folge (x,,).
Beispiel: Fiir 2, = (—=1)" gilt y, = 1 und 2, = —1 fiir alle n € N, also

limsup(—1)" =1, liminf(—-1)" =—1. (4.36)

n—o00 n—00

Die Folge
1,-1,0,1,—-1,0,1,—1,0,...

hat die drei Haufungspunkte -1, 0 und 1; ihr Limes superior ist 1, ihr Limes inferior ist
-1.

Die Folge
0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5...

hat unendlich viele Haufungspunkte (jede natiirliche Zahl ist Haufungspunkt), ihr Limes
superior ist 400, ihr Limes inferior ist 0.

38



5 Die komplexen Zahlen

Die Gleichung
2>+ 1=0 (5.1)

hat keine Losung = € R. Sie 16sen zu wollen fiihrt auf die einfachste Situation, in der
komplexe Zahlen benotigt werden. Allerdings hat man zunichst kein Motiv, (5.1) zu
16sen, da der Graph der Funktion f(z) = x? + 1 die z-Achse nicht schneidet. Betrachten
wir jedoch die Gleichung 2® = 15z + 4, so hat sie die reelle Lésung = 4. Diese kann man
mit einer allgemeinen (hier nicht behandelten) Losungsformel von Cardano aus dem 18.
Jahrhundert fiir kubische Gleichungen erhalten. In der sich dabei ergebenden Rechnung
tauchen aber komplexe Zahlen auf, die nicht reell sind.

Seit dem 19. Jahrhundert sind die komplexen Zahlen zu einem Werkzeug geworden, wel-
ches in den verschiedensten Teilgebieten der Mathematik und ihrer Anwendungen um-
fangreich verwendet wird.

Definition 5.1 (Komplexe Zahlen)
Wir definieren
C={z:z=(z,y),z € R,y e R} (5.2)

als die Menge aller geordneten Paare reeller Zahlen. Wir definieren eine Addition + :

C x C — C durch
(@1,91) + (@2,2) = (21 + 22,51 + 1) (5.3)
und eine Multiplikation - : C x C — C durch

(z1,91) - (T2,92) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + Tay1) - (5.4)

Im Sinne der Gleichheit von Mengen ist also C = RxR = R?. Die Addition in C entspricht
der iiblichen Vektoraddition im R2.

Wir definieren eine Einbettung j : R — C durch

j(l‘) = (l‘, O) .
Offensichtlich ist j injektiv, und es gilt fiir alle z1, 25, € R
J(@1 + 22) = (21 + 22,0) = (21,0) + (22,0) = j(21) + j(22),
j(w129) = (2172,0) = (21,0) - (22,0) = j(21) - j(72) .

Wir werden im Folgenden den Buchstaben “;” weglassen, d.h. fiir eine reelle Zahl x werden
wir auch dann “x” schreiben, wenn wir sie als komplexe Zahl auffassen.

Man rechnet direkt nach, daf gilt:

Satz 5.2 (C,+,-) ist ein kommutativer Korper, d.h. die Eigenschaften (3.1) — (3.9) gel-
ten, wenn man tberall R durch C ersetzt.

Das Nullelement in C ist (0, 0), das Einselement (1,0). Das multiplikative Inverse 2! von

z = (z,y) € C, z # 0, hat die Form

-1 X Y
= ) 9.5
‘ (x2+y2’x2+y2) (5:5)
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Die komplexe Zahl (0,1) heifit imaginédre Einheit und wird mit i bezeichnet. Ein z =
(x,y) € C konnen wir also schreiben als

2= (z,y)=2-(1,0)+y-(0,1) =2 +iy.
Es ist

iP=—-1, d=—i, *=1, "M ="firallenecZ.

Definition 5.3 Seien z,y € R, z = x + iy. Wir definieren den Realteil Re (z) und den
Imagindrteil Im (z) durch
Re(z) =z, Im(z)=vy, (5.6)

die zu z konjugiert komplexe Zahl Z € C durch
Z=x—1y, (5.7)

und den Betrag |z| von z durch
|z| = V2Z = a2 + 2. (5.8)

Der Betrag |z| einer Zahl z € C ist reell und nichtnegativ, er liefert den Abstand des
Punktes z vom Nullpunkt in der komplexen Ebene.

Es folgen unmittelbar die Rechenregeln

Re(z):%(z—l—z), Im(z):%,(z—z), V2eC,

sowie
z=2z, VzeC,

2t m=71+%, Vz,2eC,
Z1%92 231'52, Vzl,zQ eC.

Ist z = (z,0) € C, so ist |z| = V22 = |z|, und es gilt
Re(:) < ||, Im(s) <[], ¥zeC,

sowie

Z| =|2|, VzeC.

Die Eigenschaften der Betragsfunktion aus Lemma 3.19 gelten auch in C:

Lemma 5.4 Es gilt
|z2| >0, |z2]=0&2=0, VzeC, (5.9)
|z122] = |21 |22, V21,20 € C, (5.10)

sowie die Dreiecksungleichung®

|21 + 22| < |z1| + |22], V21,20 € C. (5.11)

2Man kann sich deren geometrische Bedeutung klarmachen, indem man das aus den Punkten 0, z;
und 27 4 22 in der komplexen Ebene gebildete Dreieck betrachtet.
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Beweis: (5.9) ist klar wegen |z| = /2% + 2 fur z = (z,y).
Zu (5.10): Fiir alle 21, 29 € C gilt

|2120|° = (2122) - (F122) = 21227122 = 21212072 = |21 [*| 2],

also folgt

|2120] = V212222 = V]2 2V |22 = |21 |2 -
Zu (5.11): Fiir alle 2, 25 € C gilt

Re (z1Z2) < |z21Z2| = |21]]22],
also
|21+ 22)* = (21 +22) (21 T 22) = 2171 + 21%2 + 2271 + 2079
= |’ +2Re (2172) + 2] < [21* + 2|z1||2a| + [22” = (21| + [22])?,
also folgt (5.11) wieder durch Wurzelziehen. O

Entsprechend unserer allgemeinen Definition 4.1 definiert jede Abbildung von N nach C
eine Folge von komplexen Zahlen.

Definition 5.5 Eine Folge (z,)nen in C heifst konvergent gegen z € C, falls es zu jedem
e >0 einnyg € N gibt mit

|zn — 2| < e,  firallen >ny. (5.12)

Wir schreiben wieder

lm z,=2, z,—z.
n—oo

Lemma 5.6 Sei (z,)nen €ine Folge in C, sei z € C. Dann gilt

lim z, =z & lim |z, —z| =0. (5.13)
n—oo n—oo

Beweis: Ubung. O

Lemma 5.7 Seien (z,), (y,) Folgen in R mit 0 < xz,, < y, fir alle n € N, es gelte
lim,, o0 ¥ = 0. Dann ist auch (x,) konvergent, und lim,,_, z, = 0.

Beweis: Ubung. O

Satz 5.8 Sei (2,)nen €ine Folge in C. Dann sind dquivalent:
(1) Die Folge (z,) ist konvergent (in C).

(2) Die Folgen (Re z,) und (Im z,) sind konvergent (in R).
Ist (z,) konvergent, so gilt

lim z, = lim Rez, +¢ lim Im z, . (5.14)
n— 00 n—00 n—00
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Beweis: (1) = (2): Es ist
0<|Rez,—Rez| <|z,— 2], 0<|Imz,—Imz| <]z, —z|.
Hieraus und aus den Lemmata 5.6, 5.7 schlielen wir
Zn—2 = Jzm—2/—0 = |Rez,—Rez| > 0und [Imz, —Imz| -0 (5.15)

und weiter
Rez, - Rez, Imz, - Imz. (5.16)

Hieraus folgt (5.14) wegen

lim Rez, +¢ lim Imz, =Rez+ilmz=2= lim z,.
n—oo n—oo n—oo

(2) = (1): Sei Rez, — a, Imz, — b, setze z = a + ib. Dann ist

0 < |zw—z2=|(Rez, +ilmz,) — (a+ib)|

< |Rez, —a| +|Imz, — b|, (5.17)
und weiter geht es analog zum Beweis von “(1)=(2)”. O
Beispiel:
1 n+1 _ ,
Zn = —+1 —04+1-1=1.
n n

Satz 5.9 Seien (z,)neny und (wy)nen konvergente Folgen in C. Dann sind auch (z, + wy,)
und (z,w,) konvergent, und es gilt

lim (z, + w,) = lim z, + lim w, (5.18)
lim (z,wy,) = (lim z,) - (lim w,). (5.19)
n—o0 n—o0 n—oo

Ist auferdem lim,, o w, # 0, so ist auch (z,/w,) konvergent, und

lim Zn _ Mnooo Zn (5.20)

n—=o0 W limy,, 00 wy, .
Auflerdem ist auch (z,) konvergent, und

lim z, = lim z,. (5.21)
n—oQ n—oo

Beweis: Fiir (5.18) — (5.20) lassen sich die Beweise fiir den reellen Fall wortlich tibertra-
gen. Ist z, — 2, so folgt (5.21) aus

Zn=Rez,—itlmz, > Rez—ilmz=7%.

O

Definition 5.10 FEine Folge (z,)nen in C heifit Cauchyfolge, wenn fir alle e > 0 ein
ng € N existiert mit
|20 — 2m| < e,  fir alle n,m > ng. (5.22)
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Lemma 5.11 Fine Folge (z,)nen in C ist Cauchyfolge genau dann, wenn die Folgen
(Re zn)nen und (Im 2,)pen reelle Cauchyfolgen sind.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 5.8. O
Satz 5.12 FEine Folge (z,)nen in C ist konvergent genau dann, wenn sie Cauchyfolge ist.

Beweis: Nach den Sétzen 4.23 und 4.24 sind die reellen Folgen (Re z,,) und (Im z,,) genau
dann konvergent, wenn sie Cauchyfolgen sind. Die Behauptung folgt nun aus Satz 5.8. O
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6 Reihen

Aus einer Folge, etwa

1 1.1 1 1 1 1 1 1
L1+, 14> +-=

b o od ol mf oo —
2 2 4 +2+4+8’ +2 4+8+167
also
1 3 7 15 31
7274’ 8 Y 1 P
Definition 6.1 (Reihe) Seing € Z, (ay)n>n, €ine Folge in C. Wir definieren

sn:Zak, n>mng. (6.1)

Die Folge (sp)n>n, heifft unendliche Reihe, s, heifst die n-te Partialsumme. Wir bezeich-

nen die Reihe mit .

> a. (6.2)

k=ng
Die Reihe (6.2) heifit konvergent, falls die Folge (s,) konvergent ist, andernfalls heifit sie
divergent. Der Grenzwert der Reihe ist definiert als der Grenzwert der Folge (s,). Wir
bezeichnen ihn ebenfalls mait

> ap. (6.3)

k=ng
Fir z € C definieren wir
0 _
2 =1.
Beispiel 6.2 (Geometrische Reihe)
Fir z € C betrachten wir die Reihe .
> o (6.4)
k=0

Fiir die Partialsummen gilt
(1—2)s, = (1—2)sz:(1—z)+(z—22)+...+(z"—z”“):1—2”“,
k=0

also . "
n=—-—. 6.5
s T (6.5)
Fiir |2] < 1 gilt |z|"™" — 0, also auch 2"*! — 0, also ist die Reihe (6.4) konvergent fiir
|z] <1, und es gilt

= 1
z::z’le_z. (6.6)

k=0
O
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Fiir die Konvergenz einer Reihe ist, genau wie bei einer Folge, das “Verhalten am Anfang”
gleichgiiltig: Fiir beliebiges m > ng gilt, dass

o0

>

k=ng

konvergent ist genau dann, wenn
o

>

k=m

konvergent ist. (Beweis: Ubung.)

Satz 6.3 Seien ) .7 ay, Y., b konvergente Reihen in C, seic € C. Dann sind auch
die Reihen 3 .2 (ax +by) und Y72 cay konvergent, und fiir die Grenzwerte gilt

Z(ak+bk)22ak+26k, ank:cZak. (6.7)
k=ng k=ng k=ng k=ng k=ng

Beweis: Folgt aus Satz 5.9, angewandt auf die Folgen der Partialsummen

n

n
Sp — E ag Op = E bk

k=ng k=ng
O

Beispiel: Umwandlung einer rationalen Zahl von periodischer Dezimaldarstellung in eine
Bruchdarstellung, etwa

_ > 1\"
0017 = 1024+7-102+7-10*+...=1072 71072 —
+ + + +k§_0 0

1 7 1 4

100 1000 T- L 235

Satz 6.4 (Cauchy-Kriterium) Sei ) °  a; eine Reihe in C. Dann sind dquivalent:
(1) 35, ak st konvergent.
(2) Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass

n
D

k=m

<e firallen>m>N. (6.8)

Beweis: Fiir die Partialsummen gilt nach Definition

n

Sp — S_1 = Z a, . (6.9)

k=m

Die Bedingung (2) ist also dquivalent dazu, dass (s,) eine Cauchyfolge in C ist. Nach Satz
5.12 ist das dquivalent dazu, dass (s,) konvergiert. O
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Beispiel 6.5 (Harmonische Reihe)
Die Reihe

> % (6.10)

2m 1 2m 1 2m 1 1 1
Z —| = — 2 _— = _— = —
k 2m 2m
k=m-+1 k=m+1 k=m+1

Fiir ¢ = 3 ldBt sich also kein N finden, so dass die Bedingung (6.8) erfiillt ist, also ist
(6.10) divergent.

Folgerung 6.6 Flir jede konvergente Reihe Zzozno ay in C gilt

lim a; =0. (6.11)

k—o0

Beweis: Nach Satz 6.4 finden wir zu jedem € > 0 ein N mit

m
D

k=m

lam| = <e firallem >N,

also gilt |ag| — 0 und damit auch a; — 0. O

Die Umkehrung von Folgerung 6.6 gilt nicht, d.h. aus Bedingung (6.11) folgt nicht, dass
die Reihe Y " a; konvergent ist. (Beispiel: Die harmonische Reihe.)

Definition 6.7 (Absolute Konvergenz)

Eine Reihe ) .° ay in C heifit absolut konvergent, falls die Reihe )7.° |ax| konvergent
ist.

Beispiel: Die geometrische Reihe

>

00
k=0

ist absolut konvergent fiir |z| < 1 (da dann ||z | = |z] < 1), und es gilt

= 1
>l = -
k=0 14

Satz 6.8 Ist eine Reihe Z,;'ino ar i C absolut konvergent, so ist sie auch konvergent,

und .
>

k=ng

<> ax- (6.12)

k=ng
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Beweis: Sei Zzozno ay in C absolut konvergent. Dann gibt es nach Satz 6.4 zu jedem € > 0
ein N € N mit
P

k=m

<e firallen,m>N,

also gilt auch

n

>

k=m

<e firallen,m> N,

n n
Do < lal =
k=m k=m

also erfiillt auch Z?:no ay das Cauchy-Kriterium und ist nach Satz 6.4 konvergent. Da

n n
Zak < Z ||

k=ng k=nop

fir alle n > nq gilt, folgt (6.12) mit Grenziibergang n — oc. O

Die Umkehrung von Satz 6.8 gilt nicht: Die alternierende harmonische Reihe

- 1
—1)k1Z

S

k=1

ist nicht absolut konvergent (da die harmonische Reihe divergiert), aber, wie wir spéter
sehen werden, konvergent.

Satz 6.9 Sei ) .~ a eine Reihe in C. Dann sind dquivalent:
(1) 35, ar st absolut konvergent.
(2) Die reelle Folge (s,) der Partialsummen von Y 12 |agl,

n
sn:Z]akl, n>ng,

k=ng
1st beschrankt.

Beweis: (1) = (2): (s,,) ist konvergent, also beschrankt.
(2) = (1): (sy) ist beschréankt und monoton wachsend, also konvergent. O

Definition 6.10 (Majorante)
Sei Yy oy, ar eine Reihe in C. Eine reelle Reihe Y 7 by mit |agx| < by, fiir alle k > ng
heift Majorante der Reihe Y .2 ay.

Satz 6.11 (Majorantenkriterium)
Sei Y e, Gk eine Reihe in C, welche eine konvergente Magjorante Y.~ by, besitzt. Dann
ist ) o, @k absolut konvergent.

Beweis: Da b, > 0 fiir alle k, ist Zzozno b absolut konvergent, also gibt es nach Satz 6.9

ein C' > 0 mit . .
CZZkaZ\GH

k=ng k=no

fiir alle n > ny, also ist )~ a; absolut konvergent nach Satz 6.9. O
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Beispiel 6.12
(1) Wir betrachten

Za’fzzks_gz . |zl < 1. (6.13)
k=0 k=
Fiir die durch
K +k

definierte Folge gilt y, — 1, also ist sie beschrénkt, also gibt es C' > 0 mit
] < Clz)*
fiir alle k, und by = C|z|* definiert eine konvergente Majorante der Reihe (6.13).

(2) Wir betrachten
1
> 5 (6.14)

Hilfsbehauptung: Die Reihe

=~ 1

D Tk (6.15)
ist eine konvergente Majorante von

1
> o (6.16)
k=2

Fiir die Partialsummen von (6.15) gilt ndmlich

(6.17)

Sp =
n

Beweis von (6.17) mit Induktion: s, = 3,

n n—1 n 1 n

Sni1 = Sn = = :
H n(n+1) n nn+1) n+1

Wegen s, — 1 ist (6.15) konvergent, also auch (6.16) und damit auch (6.14).
(3) Die Reihe

1
§ o (6.18)
k=1

ist fir festes n > 2 ebenfalls konvergent, da sie die konvergente Majorante (6.14) hat. O

Folgerung 6.13 (Divergente Minorante) Seien ) °  a, und ) ° by Reihen in R
mit 0 < ap < by fiir alle k > ng. Ist Zzo:no ay divergent, so ist auch Z;ozno by diwvergent.

Beweis: Ist ) ° b, konvergent, so ist nach Satz 6.11 auch ) ;7 a; konvergent. O

In der Situation von Folgerung 6.13 heifit ) ;2 ay eine divergente Minorante von ) .2 by
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Satz 6.14 (Quotientenkriterium) Sei ) " aj eine Reihe in C. Es gebe ein ¢ € R
mit ¢ < 1 und
| k11
||

<gq, firallek>ng. (6.19)
Dann ist Y72 a;. absolut konvergent.

Beweis: Folgt aus dem Majorantenkriterium, da |ay| < |ay,,|¢* ™ fiir k& > ng und daher

die Reihe
o0
k—ng
E g lg
k=ng
eine konvergente Majorante von )2 ay ist. O

Beispiel 6.15 (Exponentialreihe)
Wir betrachten die sogenannte Exponentialreihe

ok

z
ZE’ (6.20)
k=0

wobei z € C eine feste komplexe Zahl ist. Mit a;, = 2% /k! gilt

e R - T
o] kD! o k+l

also
‘ak+1|

|a|

< -, firallek>2|z| -1,

DN —

also ist (6.20) absolut konvergent.

Definition 6.16 (Exponentialfunktion)

Die durch .

exp(z) = Z % (6.21)

definierte Funktion
exp:C—C

heifst Exponentialfunktion. Wir definieren die Zahl e durch

e =-exp(l). (6.22)
Aus der Definition folgt unmittelbar, dass exp(z) € R, falls z € R, und

exp(0) =1.

(Bild im Reellen.) Es ist
e = 2.718281828459045235 . ..
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Die Exponentialreihe (6.20) ist Beispiel einer Potenzreihe. Die allgemeine Form einer
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a € C ist

Z cr(z —a)", (6.23)

wobei ¢ € C gegebene Koeffizienten sind. Fiir die Exponentialreihe ist

1

a=20, ck:H.

Es stellt sich die Frage: Fiir welche z € C ist (6.23) konvergent, oder anders formuliert,
was ist der Definitionsbereich der durch

f(z) = Z cr(z — a)” (6.24)

k=0

o0

definierten Funktion? Hier hilft ein weiteres Konvergenzkriterium fiir Reihen, das Wur-
zelkriterium.

Satz 6.17 (Wurzelkriterium)
Sei Y pe . ax Reihe in C, sei

w = limsup v/|ag| . (6.25)

k—o00

Ist w < 1, so konvergiert die Rethe absolut; ist w > 1, so divergiert sie.

Beweis: Ist w > 1, so gibt es unendlich viele & mit {/[a] > 1, also auch |a;| > 1 fiir
diese k, also ist (ax) keine Nullfolge (d.h. (ax) konvergiert nicht gegen Null) und daher
divergent, sieche Folgerung 6.6. Sei nun w < 1. Wéhle ¢ mit w < ¢ < 1, dann gibt es N
mit {/|ax| < ¢ fiir alle k > N, also auch |ag| < ¢" fiir alle k > N. Daher konvergiert die
Reihe absolut, nach dem Majorantenkriterium. O

Hier haben wir bereits die k-te Wurzel (fir £ > 2, k € N) verwendet. Sie kann analog zur
Quadratwurzel als Grenzwert einer Iteration konstruiert werden. Wir werden sie spéter
als Spezialfall der allgemeinen Potenzfunktion behandeln.

Definition 6.18 (Konvergenzradius) Die Zahl
1
r =
lim supy,_, oo /| x|

heifst der Konvergenzradius der Potenzreihe (6.24).

(6.26)

Der folgende Satz rechtfertigt die Bezeichnung "Konvergenzradius’.

Satz 6.19 Sei (¢i) Folge in C, a € C, seir die in (6.26) definierte Zahl. Die Potenzreihe

> o Cr(z — a)k

konvergiert absolut, falls |z —a| <,

divergiert, falls |z — a| > r.
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Beweis: Wir wenden Satz 6.17 an mit a, = cx(z — a)*. Es gilt /|ar| = ¥/|ck| - |z — al,
also w = limsup,_, ., /|ax| = |z — a| - limsup,_, . +/|cx|, also

1
w<1 & z—al < , 6.27
| | lim supy,_, oo v/[ck| (627)
1
w>1 & z—al > , 6.28
| | lim supy,_, o v/[ck| (629
also folgen die Behauptungen. O

Mit Potenzreihen werden wir uns in einem spéteren Kapitel ausfithrlicher beschéftigen.

Eine Reihe Zz';no ay heiflt alternierend, wenn die Folgenglieder a; abwechselnd positives
und negatives Vorzeichen haben.

Satz 6.20 (Leibnizkriterium)
Sei (an)n>n, €ine monoton fallende Folge in R mit a,, — 0. Dann konvergiert die Reihe

> (Dfar, (6.29)
k=ng
und es gilt fiir alle n > ng
Z (—=D)*ay, — s,| = Z (—1)*ay, — Z (=) ar| < apss - (6.30)
k=ng k=ng k=ng

Beweis: Sei zunédchst ng = 0. Fiir £ > 1 ist aq, — agr—1 < 0, also
Sok = Sok—2 — Q2p—1 + A2k < Sop—2,

Sok+1 = Sok—1 + Aok — A2k4+1 = Sok—1 ,

also ist (Sox)reny monoton fallend, (Sox_1)keny monoton wachsend. Es gilt
$1 < Sop—1 = Sop — Qo < Sk < So (6.31)
fiir alle k, und weiter fiir alle m > k
81 < Sop—1 < Som—1 < Som < Sap < Sp- (6.32)

Also sind beide Teilfolgen (sgx) und (sgx_1) beschriankt, also konvergent nach Satz 4.14,
und
Sop—1 < lim s9p1 < Sop,  Sop—1 < lim S9p, <osgp (6.33)
m—0o0 m—00

=:b =:c

gilt fiir alle £ € N. Aus (6.32) folgt
0<le—b] < ag,

und wegen agr, — 0 gilt ¢ = b. Da fiir alle n entweder s, < b < 5,41 oder s, > b > 5,41
gilt, folgt
0<|b—s,| <|Sn — Snt1] = ans1 — 0,
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also |b — s,| — 0 wegen Lemma 5.7. Der allgemeine Fall ny € Z kann durch Umnumme-
rieren und Multiplikation mit —1 darauf zuriickgefithrt werden. O

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe
- g1l

> (=D (6.34)
k=

1

ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. (Ihr Grenzwert ist, wie sich spéter heraus-
stellen wird, die Zahl In2.) Sie ist aber nicht absolut konvergent, wie wir bereits gesehen
haben. Wir betrachten (6.34) etwas néher. Die aus den Glieder mit geraden Indizes ge-
bildete Reihe

o0

> —i (6.35)

k=1
ist divergent (andernfalls wire die harmonische Reihe konvergent), die aus den Glieder
mit ungeraden Indizes gebildete Reihe

=1
> T (6.36)
k=1

ist ebenfalls divergent (das Negative der Reihe (6.35) ist eine divergente Minorante).
Geben wir nun eine beliebige Zahl a € R vor, so kénnen wir durch Umordnen erreichen,
dass die umgeordnete Reihe gegen a konvergiert, z.B. fiir @ = 1 kénnen wir betrachten

] 1+1+1 1+1
2 3 5 4 7

(wir nehmen negative Glieder so lange, bis die Partialsumme kleiner als 1 ist, dann positive
Glieder so lange, bis die Partialsumme groler als 1 ist, usw.). Dieses Phénomen kann bei
absolut konvergenten Reihen nicht auftreten.

Definition 6.21 (Umordnung)
Sei Y po o ap eine Reihe in C, sei 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Dann heifit die

Reihe
o0
E :af(j)
J=0
eine Umordnung von » - ax.

Satz 6.22 Sei Y - ay eine Reihe in C, sei 7 : N — N bijektiv. Ist Y, ar absolut
konvergent, so ist auch Z;io ar(jy absolut konvergent, und es gilt

Z aT(j) = Z Qg . (637)
=0 k=0
Beweis: Wir setzen - -
s=D e, 5= |,
k=0 k=0



und definieren fiir m € N

M(m) =max{7(j): 0<j<m}.

Da 7 injektiv ist, gilt fiir alle m

m M(m)
Z|G7(j)| < Z lax] < 3,
=0 k=0

also ist Z;’io ar(j) absolut konvergent nach Satz 6.9. Fiir alle n,m € N gilt

n n m m

ZCLT(j)—S < ZCLT(j)—Zak + Zak—s . (6.38)
=0 =0 k=0 k=0
Sei € > 0 beliebig. Wir wahlen m so, dass
o R m 6‘
Dol =3- lal <3, (6.39)
k=m+1 k=0
dann ist auch (nach Satz 6.8)
3wl < g , (6.40)
k=m+1
also
- €
D ap—s| < > (6.41)
k=0
Wahle ng so, dass
{0,...m} C{7(4) 0 < j < no}.
Das ist moglich, da 7 surjektiv ist. Dann gilt fiir alle n > ny wegen (6.39)
n m M(n) -
Zaw) =Y ] < ) il < 5 (6.42)
=0 k=0 k=m+1
Aus (6.38) — (6.42) folgt also
ZaT(j) —s| <e, firallen>ng. (6.43)
=0
O

Sind p, ¢ Polynome,
p(x) =Y a, qlz) =) bt (6.44)
k=0 k=0

so hat deren Produkt die Form

n+m

(pa)(x) = D _ena®, cr =3 an by (6.45)
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Der Wunsch, diese Formel auf Potenzreihen der Form

o0

E CLkZL‘k

k=0

zu lbertragen, fithrt auf das sogenannte Cauchy-Produkt von Reihen.

Satz 6.23 Seien Y .o, ar und Y .- by absolut konvergente Reihen in C, sei fir k € N

k
C = E ak—jbj-
Jj=0

Dann ist auch die Reihe Y - ¢k absolut konvergent, und es gilt
- (Ya) (Ln).
k=0 k=0 k=0

Beweis: Wir setzen

Sn:§ Ck s

k=0

Nach Satz 4.9 gilt

i (o) (Sn) = (Sa) ().
k=0 k=0 k=0 k=0

Es geniigt daher zu zeigen, dass

nll_)HQlQ(Sn —s)=0.

Sei € > 0 beliebig. Wir wihlen m € N mit
lpr —pr| <e, furallen>m.

Sei n > m, dann gilt

s — vl = > aibs,

(4,)€l'n

mit

I={0,7):0<4,j5<n,i>moder j >m}.

Weiter ist

n

n
*
S, = E aibj s Sp — E aibj s

i,j=0 4,j=0
7 i+j<n

o4

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)



also

st = sal < Y by, (6.55)
(i,j)€An
mit
Ap={(4,5): 0<4,j <n,i+j>n}. (6.56)

Fiir n > 2m gilt A,, C T',,, also

[sh— sl < D0 labsl < D7 Jasby| = b —pal <<,

Damit ist gezeigt, dass (6.50) gilt. Die absolute Konvergenz von ;- ¢ folgt wegen

n n
kz_; el < ) laiby| < p;, < lim pf

i,j=0
i+j<n
aus Satz 6.9. O
Satz 6.24 Es gilt
exp(z + w) = exp(z) exp(w) (6.57)
fur alle z,w € C.
Beweis: Mit
2k w” i
%ZE, bk:H7 Ckzz;ak—jbj
J:

gilt wegen Satz 6.23 und Satz 3.5 (letzterer gilt auch in C mit demselben Beweis wie in
R)

(2 +w)k i k L
exp(z +w) = Z%:ZEZ()/“ Ny
! prdlidie

k=0 k=0

O
Folgerung 6.25 Es gelten
1

—z) = ir all 6.59
exp(—2) ()’ fiir alle z € C, (6.59)
exp(z) #0,  fir alle z € C, (6.60)
exp(z) >0, firalexeR, (6.61)
exp(n) =e",  firallen € N. (6.62)
exp(z) = exp(Z), fir alle z € C, (6.63)



Beweis: Aus
1 =exp(0) = exp(z — 2) = exp(z) exp(—2) (6.64)

folgen (6.59) und (6.60). Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt
exp(z) >1>0

fiir alle x € R, z > 0, also wegen (6.64) auch exp(z) > 0 fir z < 0. Aus

exp(n) = exp (Z 1) = Hexp(l)
k=1 k=1

folgt (6.62). SchlieBlich ergibt sich (6.63) aus

n

. AT
exp(z) = nh—>nc>10 Z i nh_)rrgo Z i exp(z) .
k=0 " k=0
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7 Unendliche Mengen

Definition 7.1 Zwei Mengen M wund N heiffen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f : M — N gibt.

Lemma 7.2 Seien m,n € N. Die Mengen {0,...,m} und {0,...,n} sind gleichmdchtig
genau dann, wenn m = n.

Beweis: Ist m = n, so kénnen wir fiir f die Identitdt wahlen. Sei nun m # n. Wir zeigen
mit Induktion iiber n die Behauptung:

Ist m > n, so gibt es keine bijektive Abbildung f : {0,...,m} — {0,...,n}.
Induktionsanfang n = 0: Die einzige Abbildung f : {0,...,m} — {0} ist gegeben durch
f(k) =0 fiir alle k, und diese Abbildung ist fiir m > 0 nicht bijektiv.

Induktionsschritt n — 1 — n: Es geniigt zu zeigen:

Ist m > nund f:4{0,...,m} — {0,...,n} bijektiv, so gibt es eine bijektive
Abbildung g : {0,...,m —1} - {0,...,n —1}.

Die Abbildung g wird aus f wie folgt konstruiert. Zunéchst ist die Restriktion

fe{0 o om =1} = {0, n}\ {f(m)}
von f auf {0,...,m — 1} bijektiv. Wir definieren eine Abbildung

h:{0,....n}\{f(m)} = {0,...,n—1}

durch
hi) = 1:, fallsz:<f(m),
i—1, fallsi> f(m).
Dann ist h ebenfalls bijektiv, und g = h o f ist die gesuchte Bijektion. O

Definition 7.3 Sei M Menge. Ist n > 1 und sind M und {0,...,n — 1} gleichmdchtig,
so definieren wir die Anzahl der Elemente von M als n, geschrieben

#M =n.

Wir setzen #0 = 0. M heifit endlich, wenn es ein n € N gibt mit #M = n, andernfalls
heifit M unendlich, und wir schreiben #M = oco.

Definition 7.4 (Abzihlbare Menge)
Fine nichtleere Menge M heif§t abzihlbar, wenn es eine surjektive Abbildung 7 : N — M
qibt.
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“M ist abzéhlbar” bedeutet also, dass es eine Folge (x,),eny in M gibt, in der jedes
Element von M mindestens einmal auftaucht. Beispiele: Jede endliche nichtleere Menge

ist abzahlbar, N ist abzéhlbar. Z ist abzédhlbar: Die Abbildung 7: N — Z,

n
5 n gerade ,

n+l
2=, n ungerade ,

ist surjektiv. Sie ist sogar bijektiv, N und Z sind also gleichméchtig. (Andererseits ist N
eine echte Teilmenge von 7Z.)

Lemma 7.5 Seien M, N Mengen und f : M — N Abbildung. Ist M abzihlbar und f
surjektiv, so ist auch N abzdhlbar.

Beweis: Ist 7 : N — M surjektiv, so ist auch fo7: N — N surjektiv. O
Folgerung 7.6 Sei M abzihlbar, N C M. Dann ist N abzdihlbar.

Beweis: Wihle als f : M — N irgendeine Fortsetzung der Identitédt auf N. O
Satz 7.7 N x N ist abzihlbar.

Beweis: In der Folge
(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),(0,3) ...

taucht jedes Element von N x N mindestens einmal (sogar genau einmal) auf. In Formeln
kénnen wir die entsprechende Abbildung 7 : N — N x N beschreiben durch

(k) = (k—sp,sp1 — k—1), fallss, <k < sp41,

wobei
" n(n+1)
Sp = 1=—">, So=0.
Man rechnet nach, dass 7 surjektiv ist. O

Folgerung 7.8 Sind M und N abzihlbare Mengen, so ist auch M x N abzdhlbar.

Beweis: Seien 73, : N — M und 75 : N — N surjektiv. Dann ist auch
T NxN—=MxN, 7(j,k)=(mu(j), v (k))

surjektiv, also M x N abzéhlbar wegen Folgerung 7.5 und Satz 7.7. O
Folgerung 7.9 Q st abzdihlbar.

Beweis: Die Abbildung

7T:ZxN—=>Q, 7(kn)=

n+1

ist surjektiv. O
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Folgerung 7.10 Sei (M,),en eine Folge von abzihlbaren Mengen. Dann ist auch

J.

neN

abzahlbar.

Beweis: Sei 7, : N — M,, surjektiv fiir alle n € N. Dann ist auch
7T:NxN— UM”’ T(n, k) = (k) ,
neN
surjektiv. O

Definition 7.11 (Uberabzihlbare Menge)
Fine unendliche Menge M heifst iiberabzdhlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Wir wollen beweisen, dass R iiberabzéhlbar ist. Wegen Folgerung 7.6 geniigt es zu zeigen,
dass
0,1)={z:2eR,0<z <1}

iiberabzahlbar ist. Zu diesem Zweck betrachten wir fiir x € [0,1) die Dezimalbruchent-
wicklung

=Y a-107", ar€{0,...,9}, (7.1)
k=1
wobei zu gegebenem x die a folgendermafien konstruiert werden: Sei sy = 0. Sind
ai,...,a,_1 und damit
n—1
Sp_q = Z ap - 107F (7.2)
k=1
bereits konstruiert, so wiahlen wir a,, € {0,...,9} so, dass
Sp—1+a,107" <z <s,-1+ (a, +1)107". (7.3)

Satz 7.12 Die Menge [0,1) ist iberabzdhlbar.

Beweis: Wir zeigen, dass es keine surjektive Abbildung 7 : N — [0,1) gibt. Sei 7 : N —
[0,1) eine beliebige Abbildung. Sei

o0

7(J) :Zajk'lo_ka JjEeN,
k=1

die geméB (7.1) — (7.3) konstruierte Dezimalbruchentwicklung von 7(j). Wir definieren
ein z € [0,1) durch

=Y b-107", (7.4)
k=1
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wobei wir b, € {0,...,8} so wihlen, dass by # ax gilt fiir alle & € N. Man priift nach,
dass wegen

0< ) be-107F <10
k=n-+1
(hier geht by < 8 ein) die Darstellung (7.4) mit der geméf (7.1) — (7.3) konstruierten
Dezimalbruchentwicklung von z iibereinstimmt. Es folgt, dass x # 7(j) gilt fiir alle j € N.
Also ist 7 nicht surjektiv. O

Folgerung 7.13 Sei M eine abzihlbare Teilmenge von R. Dann ist R\ M dberabzihlbar.
Insbesondere st die Menge aller irrationalen Zahlen tiberabzihlbar.

Beweis: Wire R\ M abzihlbar, so wére auch R abzéhlbar nach Satz 7.10, im Widerspruch
zu Satz 7.12. O

Bemerkung 7.14 (Kontinuumshypothese)
Nach dem eben Bewiesenen sind N und R nicht gleichméchtig. Man kann sich fragen,
ob es “zwischen N und R noch etwas gibt”, d.h. ob es eine Menge M und surjektive
Abbildungen

f R—>M, g:M—N

gibt, so dass M weder zu N noch zu R gleichméchtig ist. Die sogenannte Kontinuums-
hypothese besagt, dass es eine solche Menge M nicht gibt. Es ist mit Methoden der
Mathematischen Logik bewiesen worden, dass die Kontinuumshypothese von einer Reihe
iiblicher Axiomensysteme der Mengenlehre unabhéngig ist, das heifit, dass sowohl die An-
nahme, sie sei wahr, als auch die Annahme, sie sei falsch, mit diesen Axiomensystemen
vertraglich ist.
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8 Stetige Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen
f:D—R, DCR.

Typische Definitionsgebiete D sind Intervalle. Sind a,b € R mit a < b, so definieren wir
das abgeschlossene Intervall [a, b] durch

la,b] ={z:xeR,a<z<b}.

Ist a < b, so definieren wir das offene Intervall (a,b) und die halboffenen Intervalle (a, b]

und [a, b) durch

(a,b) = {r:ze€R,a<z<b},
(a,b) = {z:zeR,a<z<b},
[a,b) = {x:xeR, a<z<b}.

Weiter definieren wir die uneigentlichen Intervalle

[a,00) ={z:z€R, x>a}, (a,00)={z:z€R, z>a},
(—o0,al ={z:xeR,x<a}, (—o0,a)={z:zeR, z<a}.

Definition 8.1 (Abschluss)
Sei D C R. Wir definieren den Abschluss D von D durch

D ={a:a€R, es gibt eine Folge (x,,) in D mit x,, — a}. (8.1)

Es gilt offensichtlich

DcD. (8.2)

Beispiele:

(a,b) =[a,b], Q=R.

Definition 8.2 (Grenzwert einer Funktion)
Sei DCR, f:D— R unda€ D. Die Zahl ¢ € R heifst Grenzwert von f an der Stelle
a (oder: in a), falls

lim f(z,)=c (8.3)

n—o0

gilt fiir jede Folge (x,,) in D mit x,, — a.

Lemma 8.3 Sei D CR, f: D — R und a € D. Dann hat f hichstens einen Grenzwert
m a.

Beweis: Da Grenzwerte von Folgen eindeutig bestimmt sind, kann es keine zwei verschie-
denen Zahlen geben, welche die Bedingung fiir ¢ in Definition 8.2 erfiillen. O
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Notation 8.4
Ist ¢ der Grenzwert von f : D — R in a, so schreiben wir
lim f(z) =c, oderauch lim f(z)=rc.

Tr—a
x€D

Beispiel 8.5
(1) Fiir exp : R — R gilt
limexp(z) = 1. (8.4)

z—0

Beweis: Nach Ubungsaufgabe gilt
lexp(z,) — 1| < 2|z,|, falls|z,| <1,

woraus die Behauptung folgt.
(2) Fiir exp : R — R gilt

-1
lim 2@ =1 (8.5)
z—0 €x
#£0
Beweis: Durch (1) 1
exp(r) —
fl) = ——F—

T

wird eine Funktion f : D — R mit D = R\ {0} definiert. Es ist 0 € D = R. Nach
Ubungsaufgabe gilt

2
|exp(@n) — (14 )| < 2% = |z,*, falls |z, < 1.
Division durch |z,| ergibt, falls x,, # 0,
n) — 1
M — 1‘ < |w,|, falls|z,| <1.
Tn

Ist also (z,) Folge in D mit z, — 0, so gilt f(z,) — 1, und damit ist die Behauptung
bewiesen.

Definition 8.6 (Stetigkeit)
Sei DCR, f:D—=R. Istae D, so heifit f stetig in a, falls

lim f(z) = f(a). (86)

[ heifst stetig (oder deutlicher: stetig in D), falls f in jedem Punkt a € D stetig ist. Wir
definieren
C(D)={f| f:D—=R, [ stetigin D}. (8.7)

Eine Funktion f : D — R ist also genau dann stetig in a € D, falls

Tim_ f(2n) = f(a) (8.8)
gilt fiir alle Folgen (z,) in D mit z,, — a. f ist genau dann stetig in (oder: auf) D, falls
lim f(xz,)=f <lim xn> (8.9)

n—oo n—oo

gilt fiir jede Folge (x,) in D, welche in D konvergiert.
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Beispiel 8.7
(1) Die Identitét, also die durch f(x) = x definierte Funktion, ist stetig in R.
(2) exp : R — R ist stetig auf R. Beweis: Nach Beispiel 8.5 ist

lim exp(z) = 1 = exp(0),

z—0

also ist exp stetig im Punkt 0. Ist a@ # 0 und (x,,) Folge in R mit z,, — a, so gilt
exp(x,) = exp(z, — a + a) = exp(a) exp(x, — a),

und
lim exp(z, —a) = exp(0) =1,

n—oo

also
lim exp(z,) = exp(a).

n—o0

f(a:):{l’ x>0,

(3) Die durch

0, =<0,

definierte Funktion f : R — R ist nicht stetig in 0, aber stetig in allen anderen Punkten

a # 0.
(4) Die durch

1, 2€Q,
fz) =
0 ) X ¢ Q?
definierte Funktion f : R — R ist in keinem Punkt a € R stetig. O

Sind f,g: D — Rund X € R, so sind
f+9.f-9,Af:D—=R
definiert durch
(f+9)(x) = f(z)+9(x), (f-9)(x)=[f(x) g(x), AN)x)=Arf(z),

und
g:D\{x:g(x)zo}—)]R

(-1

Satz 8.8 Seien D C R, f,g: D - R, a € D und A € R. Sind f und g stetig in a, so
sind auch f+ g, fg und \f stetig in a; ist g(a) # 0, so ist auch f/g stetig in a.

durch

Beweis: Folgt aus den entsprechenden Sétzen fiir Grenzwerte von Folgen. Ist etwa (x,,)
Folge in D mit z,, — a, so gilt

(f9)(@) = f(a)g(a) = (Tim f(z,)) - (1im g(ea)) = lim (f(zn)g(en)) = lim (fg)(zn).

n—o0 n—oo n—oo n—oo

O
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Folgerung 8.9 Sei D C R. Dann ist C(D) ein Vektorraum tber R. O

Folgerung 8.10 Alle rationalen Funktionen, d.h. alle Funktionen der Form
q(x)

wobei p und q Polynome sind, sind auf ihrem Definitionsbereich {x : © € R, q(z) # 0}
stetig.

() =2

)

Beweis: Folgt aus Satz 8.8 und der Stetigkeit der Identitét. O

Satz 8.11 Seien D,ECR,a€ D, f: D —=R,g: E—Rund f(D) C E. Sind f stetig

in a und g stetig in f(a), so ist auch go f stetig in a.

Beweis: Sei (x,,) eine beliebige Folge in D mit z,, — a. Da f stetig ist in a, gilt

lim f(x,) = f(a).

n—oo

Da f(z,) € E fiir alle n, und da g stetig ist in f(a), folgt weiter
I g(f(2)) = 9(/(a)

O

Definition 8.12 FEine Funktion f : D — R heifit nach oben beschrankt, wenn es ein
M € R gibt mit f(x) < M fiir alle x € D. [ heifit nach unten beschrinkt, wenn —f nach
oben beschrdnkt ist. f heif§t beschrinkt, wenn f nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Satz 8.13 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt und nimmt Maximum und
Minimum an, d.h. es gibt p,q € [a,b] mit
f(p) = max f(z), f(¢) = min f(z). (8.10)

z€[a,b] z€[a,b]
Beweis: Wir nehmen zunéchst an, f sei nach oben unbeschrankt. Dann gibt es eine Fol-
ge (z,) in [a,b] mit f(z,) > n fir alle n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
hat (x,) eine konvergente Teilfolge, sei etwa x,, — c. Da f stetig ist, ist f(z,,) eben-

falls konvergent, also beschrénkt im Widerspruch zu f(z,,) > ng. Also ist f nach oben
beschrénkt. Sei

M = sup f(x).

z€la,b]

Zu n > 1 wéhlen wir nun ein z, € [a, b] mit
1
M——<f(x,) <M.
n

Dann gilt f(z,) — M. Sei wieder (z,,) eine konvergente Teilfolge, sei x,,, — p. Dann gilt
f(zn,) = f(p), also f(p) = M und damit

f(p) = max f(z).

z€[a,b]

Anwendung des eben Bewiesenen auf —f ergibt, dass f auch nach unten beschréinkt ist
und das Minimum annimmt. O
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Satz 8.14 Sei D CR, f: D — R, a € D. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig in a.

(2) Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, so dass gilt: Fir alle x € D mit |x — a| < § gilt
[f(z) = fla)] <e.

Beweis:

—(2) = —(1): Die Negation von (2) ist: Es gibt ein € > 0, so dass fiir alle § > 0 ein z € D
existiert mit |x —a| < § und |f(z) — f(a)| > . Wir wihlen ein solches £ und zu jedem
n € Nein z, € D mit

oo —al < - Ufen) ~ fla)] 2 e

Dann gilt x,, — a, aber f(x,) konvergiert nicht gegen f(a). Also ist f nicht stetig in a.
(2) = (1): Sei (z,) Folge in D mit x, — a. Wir wollen zeigen, dass f(x,) — f(a). Sei
dazu € > 0 gegeben. Wir wihlen ein 6 > 0, so dass

reD, |Jx—al<§ = |f(z) — fla)] <e.

Wir wéhlen ng, so dass |z, —a| < ¢ fur alle n > ng. Dann gilt auch |f(z,) — f(a)| < ¢
fir alle n > nyg. O

Folgerung 8.15 Sei D C R, f: D — R, a € D. Ist f stetig in a und gilt f(a) >0 (bzw.
f(a) <0), so gibt es ein § >0 mit f(x) > 0 fir allex € DN (a—d,a+0) (bzw. f(x) <0
fiir allex € DN (a—9d,a+9).

Beweis: Sei f(a) > 0 (andernfalls betrachte — f). Wir wihlen geméfi Satz 8.14 ein § > 0
mit |f(z) — f(a)|] < f(a) fur alle z € DN (a — d,a + 0). Dann gilt fiir alle solche x

f(@) = fla) = (f(a) = f(z)) = f(a) = |f(a) = f(x)] > 0.

(]
Satz 8.16 (Zwischenwertsatz)
Sei f:[a,b] — R stetig, es gelte f(a)f(b) < 0. Dann gibt es ein x € (a,b) mit f(x) = 0.
Beweis: Sei f(a) < 0. (Andernfalls betrachten wir —f.) Wir setzen
G={t:te€labl], f(t) <0}.
Esist a € G, also ) # G C [a, b]. Wir setzen
r=supG. (8.11)

Wir wéhlen eine Folge (x,,) in G mit z,, — «, dann ist

f(zn) <OfiraleneN, lim f(z,) = f(z),

n—o0

also f(x) < 0. Wir nehmen an, dass f(z) < 0. Dann ist # < b, und es gibt nach Folgerung
8.15 ein § > 0 mit [a,b] N (z — d, 2+ 0) C G, also

supG >z +90
im Widerspruch zu (8.11). Also ist die Annahme f(z) < 0 falsch und damit bewiesen,
dass f(x) = 0. O
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Folgerung 8.17 Sei f : [a,b] — R stetig, sei y € R mit f(a) <y < f(b) oder f(a) >
y > f(b). Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(x) =y.

Beweis: Wir wenden Satz 8.16 auf die durch g(z) = f(x) — y definierte Funktion ¢ :
[a,b] = R an. O

Definition 8.18 (GleichméifBige Stetigkeit)
Sei D CR, f: D — R. f heifit gleichmdfsig stetig in D, falls zu jedem & > 0 ein § > 0
existiert, so dass gilt: Sind x,& € D mit |v — Z| < 0, so ist auch |f(z) — f(Z)| < e.

Lemma 8.19 Sei D C R, f: D — R. Ist f gleichmdf$ig stetig in D, so ist f auch stetig
i D.

Beweis: Fiir jedes a € D ist das Kriterium (2) in Satz 8.14 erfiillt. Wir brauchen nur
Definition 8.18 mit £ = a anzuwenden. O

Nicht jede stetige Funktion ist gleichméfig stetig. Beispiel:

f:(0,1] - R, f(:):)z%

Fiir 0 < o < 271, # = 27 ist ndmlich

Ist e =1 und 6 > 0 beliebig, und setzen wir
R _
z=minyg, o, &=2z,
so gilt |x — Z| < 4, aber |f(x) — f(Z)| > 1.
Satz 8.20 Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig in [a,b].
Beweis: Wir nehmen an, f sei nicht gleichméBig stetig auf [a, b]. Wir kénnen dann ein
e > 0 und zu jedem n € N Punkte z,, %, € [a,b] finden mit

0 — ] < % F () — f(@)] > . (8.12)

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ hat (x,,) eine konvergente Teilfolge x,, , sei z,,, —
p. Da

5 1
O§|xnk_p|§ +|$nk_p|7
N

gilt auch z,, — p, also

lim (f(zn,) = f(Zn,)) = f(p) = f(p) = 0

k—o00

im Widerspruch zu (8.12). O
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9 Monotone Funktionen, Umkehrfunktionen

Definition 9.1 Sei D C R, f: D — R. f heifit monoton wachsend, falls f(x) < f(Z)
fir alle x,& € D mit x < Z. f heift streng monoton wachsend, falls f(x) < f(&) fir
alle x,& € D mit x < Z. f heifft (streng) monoton fallend, falls —f (streng) monoton
wachsend ist. f heifit (streng) monoton, falls f (streng) monoton wachsend oder (streng)
monoton fallend ist.

Satz 9.2 Sei D C R, f: D — R streng monoton wachsend. Dann ist f : D — f(D)
bijektiv, und f~1: f(D) — D ist streng monoton wachsend.

Beweis: Sind x,Z € D mit x # &, so ist * < & oder & < z. Es folgt f(z) < f(Z) bzw.
f(&) < f(x), also f(x) # f(Z), also ist f injektiv und damit f : D — f(D) bijektiv. Seien
v,y € f(D) mit y < g. Wire f~1(y) > f~1(), so wire auch

y=f" W)= (/@) =9.
Also ist f~1(y) < fH(). O

Folgerung 9.3
Satz 9.2 gilt auch, wenn “streng monoton wachsend” tiberall durch “streng monoton fal-
lend” ersetzt wird.

Beweis: Nach Satz 9.2 ist —f : D — —f(D) bijektiv und (—f)~' : —f(D) — D streng
monoton wachsend. Sind y,y € f(D) mit y < g, so ist —y > —7 und

Fry) =070 > ENTHEn=710)

(]
Satz 9.4 Sei f : [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig. Dann ist
f([a,0]) = [f(a), ()], (9.1)
und
f7 (@), f(0)] = [a, b] (9:2)

ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.

Beweis: Aus a < z < b folgt f(a) < f(x) < f(b); ist y € [f(a), f(b)], so gibt es wegen
Folgerung 8.17 ein = € [a,b] mit f(z) = y. Damit ist (9.1) bewiesen. Nach Satz 9.2 ist
f~1 streng monoton wachsend. Wir nehmen nun an, f~! sei nicht stetig. Dann gibt es ein

y € [f(a), f(b)] und eine Folge (y,) in [f(a), f(b)] mit y, — y, so dass f~'(yn) 7 [ (y).
Also gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge (y,, ) mit

1F yn) — M (y)| > e, fiiralle k € N, (9.3)

Da (f~'(yn,))ken eine Folge in [a,b] und also beschrinkt ist, hat sie eine konvergente
Teilfolge, sei
f ) =&, x € fa,b].
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Es gilt
flx) = f(lim £~ (yny,)) = im £(F 7 (my,)) = Jim yn, =y,

l—00
also
F ) = 2= ()
im Widerspruch zu (9.3). Also war die Annahme falsch, d.h. f~! ist stetig. O

Folgerung 9.5
Satz 9.4 gilt auch, wenn “streng monoton wachsend” diberall durch “streng monoton fal-
lend” ersetzt wird.

Beweis: Folgt aus Folgerung 9.3, da aus der Stetigkeit von (—f)~! auch die Stetigkeit
von f~! folgt. O

Satz 9.6 Die Ezponentialfunktion exp : R — R st streng monoton wachsend und bildet
R bijektiv auf exp(R) = (0, 00) ab.

Beweis: Ist © > 7, so ist x — & > 0 und exp(x — %) > 1, also
exp(x) = exp(z — &) exp(&) > exp(Z) .

Nach Satz 9.2 ist exp : R — exp(R) bijektiv. Fiir n € N gilt

exp(n) = 147, exp(—n) < ——,
also
exp(R) = | J exp([—n,n]) = | J[exp(—n), exp(n)] > [1%”1 +n} = (0,00),
und wegen exp(R) C (0, 00) auch exp(R) = (0, c0). 0

Definition 9.7 (Logarithmus)
Wir definieren den (natiirlichen) Logarithmus

In:(0,00) = R
als die Umkehrfunktion von exp : R — (0, 00).

Wir erinnern an die Definition

k k
xk:Hx, =1, x_k:Hx_l, falls k e N, x € R.

i=1 =1

Satz 9.8 Fir den natiirlichen Logarithmus In : (0,00) — R gilt

In(1) =0, In(e)=1, (9.4)
In(zy) =Inz+Iny, firalex,y>0, (9.5)
Inzf =klnz, firalek€eZ, x>0, (9.6)
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Beweis: Fiir alle z,y € R gilt
exp(Inz 4+ Iny) = exp(Inz) - exp(lny) = zy,
In(zy) = In(exp(lnz +Iny)) =lnz+Iny.
Fir £ € N gilt
k k
exp(klnz) = exp(z Inx) = Hexp(ln r) = 2",
i=1

=1

Weiter

0=Inl=In(zr )=z +ns ',

1
In (—) =—Inzx,
x
k
—klnx =kln (l) =1In ((l) ) =Inz".
x x

also

also fiir k € N

O
Satz 9.9 Der Logarithmus In : (0,00) — R ist stetig und streng monoton wachsend.
Beweis: Folgt aus Satz 9.4. O
Definition 9.10 (Allgemeine Potenzfunktion)
Fiira e R, x > 0 definieren wir die a-te Potenz von x durch
z* =exp(alnx). (9.7)

Firn e N, x > 0 setzen wir

UE = an (9.8)
Fiir a € Z stimmt diese Definition wegen alnx = Inz® mit der bisherigen {iberein.

Satz 9.11 Sei a € R. Die durch

flz) =z
definierte Funktion f : (0,00) — (0,00) ist stetig, fir a # 0 bijektiv, fir a > 0 streng
monoton wachsend und fir a < 0 streng monoton fallend.

Beweis: f entsteht als Komposition

exp

(0,00) 25 R 224 R 2R (0, 00)

wobei p, definiert ist durch p,(y) = ay. Die Behauptungen folgen aus den entsprechenden
Eigenschaften von exp und In. O

Fiir die allgemeine Potenzfunktion gelten die iiblichen Rechenregeln. Seien a,b € R und
x,y > 0, dann ist

2" = exp((a +b)Inz) = exp(alnz) - exp(blnz) = 2%2°

()" = exp(bIn %) = exp(bln(exp(alnx))) = exp(balnz) = 2,

(zy)* = 2y".
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10 Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen

Definition 10.1 Sei D C R, f: D — R, a € D. Wir sagen, dass

lim f(z) =00, bezw. lim f(z) = —o0,

Tr—a T—ra

falls zu jedem C > 0 ein § > 0 existiert mit
reD,|x—al <o = flz)>C (bzw. f(z)<—=C).

Wie gehabt schreiben wir
lim f(z) = o0,

T—a

xeD
falls wir D explizit angeben wollen.
Beispiel 10.2
Wir betrachten ]
flz) = o
Fir D = (0, 00) gilt
1
lim — = o0,
z—0 x
x€D
fir D = (—o0,0) gilt
1
lim — = —o00,
x—0 €x
xeD
fir D =R\ {0} gilt
lim — existiert nicht.
x—0 x

(10.1)

(10.2)

Definition 10.3 Sei D C R, f: D — R, es gelte DN (M, 00) # 0 fiir alle M € R.

(1) Wir sagen, dass fir c € R gilt

lim f(z) = ¢,

falls zu jedem ¢ > 0 ein M > 0 existiert mit

reD,x>M = |f(z) —c| <e.

(ii) Wir sagen, dass gilt
lim f(z) = oo,
Xr—r0Q0

falls zu jedem C' > 0 ein M > 0 existiert mit

reD,x>M = flx) > C.

Analog werden definiert

lim f(z)=¢, lim f(z)=-00, lim f(z)=00, lim f(z)=—-0.

T—r—00 T—00 T—r—00 T—r—00
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Beispiel 10.4
Ist p ein Polynom der Form

so gilt (Ubungsaufgabe)

lim p(x) =00, lim p(x)=

T—00 T——00

{oo , falls n gerade,

—oo, falls n ungerade.

Lemma 10.5 Flir alle k € N gilt

. e
xh_)rgo =0 (10.7)
Beweis: Fiir > 0 gilt
R
7>
STk
also N
€. _ T fir z — oo
x’f>(k:+1)!_)oo ir :
O
Die Exponentialfunktion wéchst also schneller als jede Potenz von .
Satz 10.6 Sei D C R, f: D — R, es gelte DN (M,00) # () fir alle M € R. Gilt
lim f(z) = oo,
so gilt auch
1
lim — =0.
T—00 f(x)
Beweis: Sei ¢ > 0. Wihle M > 0 so, dass
1
> —_
fla)> -
fiir alle x € D mit > M. Dann gilt fiir alle solche x
‘ 1 0’ 1 _
— = €
f(z) f(z)
Beispiel 10.7
(1) Wenden wir Satz 10.6 auf (10.7) an, so ergibt sich fiir alle k € N
lim zFe " = 0. (10.8)

T—00

71



(2) Esist
lim Inx = o0, (10.9)

T—00

da In : (0,00) — R streng monoton wachsend ist und daher Inz > C' gilt, falls
x > exp(C'). Wegen

1
Inz=—In—
x
folgt auf D = (0, 00)
limlnz = —c0. (10.10)
x—0
(3) Auf D = (0, 00) gilt fiira >0
lim 2 = 0. (10.11)
z—

Fiir 2 — 0, z > 0 gilt ndmlich alnxz — —oo, also z* = exp(alnz) — 0. Fiir a > 0
konnen wir also durch
0"=0

die durch f(z) = z* auf (0,00) definierte Funktion f stetig zu einer (ebenfalls mit
f bezeichneten) Funktion f : [0,00) — R fortsetzen. Es gilt weiter fiir a > 0, da
70 = (xa)—I’

limz™¢ = 0. (10.12)
z—0

(4) Fiir a > 0 gilt
lim 2% ¢ (10.13)
Tz—o00 %

Beweis: Fiir x — oo gilt Inx — oo, also

Inz

1
— ~(al —al 0
e a(a nz)exp(—alnz) —

wegen (10.8).

(5) Auf D = (0, 00) gilt fiira >0
limz*lnz =0. (10.14)

Das folgt aus (10.13) wegen
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11 Trigonometrische Funktionen

Fiir € R betrachten wir die komplexe Zahl e, Es gilt ei* = e~ also

|2 = eeir = e = 1 | (11.1)
also |e*| = 1, d.h. €™ liegt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Definition 11.1 Wir definieren die Funktionen cos,sin : R — R durch

cosz = Ree”, sinz=Ime™. (11.2)

Unmittelbar aus der Definition und aus den elementaren Eigenschaften komplexer Zahlen
folgt fiir alle x € R

e =cosz +isinm, (11.3)

sowie w ' ' '
cosx = 5(6” +e ), sinx = —Z,(e” —e '), (11.4)
cos(—z) =cosx, sin(—z)= —sinz, (11.5)
cos’z +sin’x =1, (11.6)
cos0=1, sin0=0. (11.7)

Lemma 11.2 Fiir alle x,y € R gilt

cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) , (11.8)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z) , (11.9)

Beweis: Es ist

ez(m+y) — ity :

also
cos(z +y) + i sin(x +y) = (cosx + i sinz)(cosy + i siny) .

Ausmultiplizieren und Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert die Behauptung. O
Definition 11.3 Se: D C C, f: D — C. f heifit stetig in a € D, falls gilt
lim f(z,) = f(a) (11.10)
n—00

fiir alle Folgen (z,) in D mit z, — a. f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt a von
D stetig 1st.

Lemma 11.4 exp : C — C st stetig in C.

Beweis: Wie im Reellen. O
Lemma 11.5 Die Funktionen sin, cos : R — R sind stetig in R.
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Beweis: Sei (z,,) Folge in R mit x,, — a, dann gilt ix,, — ia in C, also exp(iz,) — exp(ia)
in C nach Lemma 11.4, also

cos x, = Re (expiz,) — Re(expia) = cosa,

sinx,, = Im (expiz,) — Im (expia) = sina.

O
Satz 11.6 Es gilt
& X :L‘2k 132 ZL‘4
cosx—g(—l) o =l-grt s (11.11)
e {112k+1 x3 $5
ing = B ) L — 11.12
i kz:;( ) P A T (11.12)

und die Reihen konvergieren absolut fiir alle x € R.

Beweis: Die absolute Konvergenz der beiden Reihen folgt mit dem Majorantenkriterium
aus der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe. Es gilt weiter fiir m € N

2m ;. o\ m m—1
(Z:U)j L :L‘Qk ‘ . x?k—&—l
— = -1 +1 1)
3 S S
also
' o0 L a2k i( v p2k+1
e = (—1) +1 1) .
; (2k)! prd (2k + 1)!
(]
Fiir festes n € N und = € R sind die Folgen
|:E|2k |$|2k+1
= bzw. by = ————
“=ernr T R T Qe )
monoton fallende Nullfolgen fiir £ > n, falls
|| <2n+1 bzw. lz] < 2n+2.
Aus dem Leibniz-Kriterium 6.20 folgt daher
n L a2
cosx = Z(—l) k)] + Ropia(x), (11.13)
k=0 )
wobei
|p[27+2
. n a2t
sinz = » (—1) ot Ropys(z), (11.15)
k=0 ’
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wobei

o2+
| Ropnys(x)| < 23 falls |z| < 2n+2.
Insbesondere ist
cosx =1— %2 + Ry(z), |Ra(x)] < |Z—L4, falls |z| < 3,
also
}g% cosa; 1 91013% (_% N Rigx)) o,
und

2 1
C082:1—2—|—R4($)§1—2—|—§:—§.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass cos eine Nullstelle in [0, 2] hat.

Definition 11.7 Wir definieren

7=2-inf{z : 2z € (0,2), cosz =0}.

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)

Die Zahl 7 wird hier also definiert als das Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle des

Kosinus. Aus dessen Stetigkeit folgt

T
-0
0052 ,

also .
in—=1.

SIII2

In #hnlicher Weise zeigt man (Ubungsaufgabe)

limsmle, sinz >0 fﬁralleme(o,ﬁ).
z—0 2

Aus (11.21) und (11.22) folgt

i m .. T .
€2 =cosS— t+1isin— =1,

2 2
e = (e’%)Q =—1l=cosm+isinm,
also
cosm=—1, sinm=0,

und weiter

33T . 2mi

e2 =—;, =1
Aus Lemma 11.2 folgt fiir x € R

cos(x + ) = cos(x) cos(m) — sin(z) sin(m) = —cosz,

analog

sin(x + 7) = —sinz,
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(11.22)

(11.23)

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(11.27)

(11.28)

(11.29)



und hieraus die Periodizitétseigenschaften
cos(x +27) =cosx, sin(r+27)=sinz. (11.30)

Wegen
cosx = sin(g —z), sinz= cos(g —x) (11.31)

und (11.28), (11.29) sind die Funktionen cos,sin : R — R bereits durch ihre Werte auf
[0, 7] bestimmt, insbesondere sind ihre Nullstellen gegeben durch

sinx =0 & x=kr, ke, cosr =0 <& x:g+k7r,k€Z. (11.32)

Definition 11.8 Wir definieren die Funktionen

tan:R\{nglmr:keZ}%R, cot : R\ {kr: k€ Z} >R, (11.33)
durch )
fang = , cotx = iy (11.34)
COST S1n T

Es gilt wegen (11.28), (11.29)

tan(x + ) = tanx, cot(x + ) = cotx. (11.35)
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12 Differenzierbarkeit

Sei f: D — R, D CRund a &€ D gegeben. Wir wollen f in der Ndhe von a durch eine
Gerade approximieren. Einen naheliegenden Kandidaten fiir eine gute Approximation
stellt die Tangente an den Graphen von f durch den Punkt (a, f(a)) dar. Diese erhalten
wir geometrisch-anschaulich aus der Sekante an f durch die Punkte (a, f(a)) und (a +
h, f(a + h)), gegeben durch

o) = fla) + LN T ) (12.1)

indem wir den Grenziibergang h — 0 vornehmen. Genauer gesagt: Wir betrachten den
sogenannten Differenzenquotienten

fla+h) = f(a)

; : (12.2)

da(h) =

welcher die Steigung der Sekante g;, angibt, und wollen den Differenzialquotienten (welcher
die Steigung der Tangente angibt) als den Grenzwert

L fath) - f@)

h—0 h

(12.3)

erhalten. Dieser Grenzwert macht Sinn, wenn 0 im Abschluss des Definitionsgebietes
D,={h:heR, h#0,a+he D} (12.4)
des Differenzenquotienten liegt; dquivalent dazu ist die Bedingung
a€ D\ {a}. (12.5)
Diese Bedingung ist zum Beispiel immer dann erfiillt, wenn
(a—d,a+0d)C D
gilt fiir irgendein 6 > 0.

Definition 12.1 (Differenzierbare Funktion)
Sei D C R, f: D — R. Wir sagen, dass f differenzierbar in a € D ist, falls (12.5) gilt
und falls der Grenzwert

fla+h) — fla)

ilzli% . (12.6)
existiert. In diesem Fall definieren wir die Ableitung f'(a) von f in a durch
F(a) = Tim L0 = @) (12.7)
h—0 h

f heifit in D differenzierbar, falls f in jedem Punkt a € D differenzierbar ist.
Beispiel 12.2
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—_

~J

. [R=R, f(x) =c, c €R fest. Fiir alle a € R gilt
flath) ~f@)
h )
also
f(a) =0.
f:R—=R, f(x) =z Fir alle a € R gilt
flath)—fla) _
h 7
also
Fla)=1.
f:R =R, f(z) =22 Fiir alle a € R gilt
_ 2 _ 2
flath) = fla) _@@+nP-a _,
h h
also
f'(a) =2a.
. [:R\{0} = R, f(z) =1 Fiir alle a € R\ {0} gilt
flath)—fl@) zm—a_ -1
h h (a+h)a’
also
, 1
f'a) = -
f:R—=R, f(z) =exp(x). Fiir alle a € R gilt
fla+h)— f(a exp(a + h) — exp(a exp(h) —1
(D= 0) _ esplot ) memle) _ o0 =1
also (sieche Beispiel 8.5)
f'(a) = exp(a).
f:R—=R, f(x) =sinz. Fir alle a € R gilt
fla+h)—f(a)  sin(a+h)—sin(a) sinacosh +cosasinh —sina
h B h B h
) cosh —1 sin h
= sm(a)T cos(a) .

also (siehe (11.18), (11.23))
f'(a) = cosa.

. R =R, f(z) =cosz. Fur alle a € R gilt (Beweis analog wie beim Sinus)

f'(a) = —sina.
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Die durch f(x) = |z| definierte Funktion f : R — R ist differenzierbar in allen Punkten

a # 0, und
1 a>0
"(a) = ’ ’ 12.8
f'(a) {47a<0 (125)
In a = 0 ist f nicht differenzierbar, denn fiir die Folge
1
h, =(—1)"—
(1
gilt
‘O'+'hn’__’0’__

e = (-

also existiert der in Definition 12.1 verlangte Grenzwert nicht. Schrinkt man aber das
Definitionsgebiet des Differenzenquotienten ein, indem man setzt

DY ={h:h>0,a+he D},
so existiert fiir f(x) = |z| und a = 0 der Grenzwert

o) = iy T =S

heD}

(12.9)

und ist gleich 1. Er wird als die rechtsseitige Ableitung von f an der Stelle a bezeichnet.
Analog definiert man die linksseitige Ableitung durch

[/ (a) = lim f<“+h}i_f(“), Dy ={h:h<0,a+heD}. (12.10)

Fir f(x) = |z| ist
fL0) =1, fi(0)=1.

Satz 12.3 Sei DCR, f: D — R, a€ D. Dann gilt

(1) Ist f differenzierbar in a und setzen wir

r(h) = f(a+h) — f(a) — f'(a)h, (12.11)
so gilt )
. r(h

}lgr(l)T =0. (12.12)

(2) Ist c € R und gilt (12.12) fir die durch
r(h) = f(a+h) — f(a) — ch (12.13)

definierte Funktion r, so ist f differenzierbar in a und f'(a) = c.
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Beweis: Ist  durch (12.13) definiert, so gilt
r(h) _ fla+h) = fla)

= —cC. 12.14
Da der Limes auf der rechten Seite existiert und gleich Null ist genau dann, wenn f in a
differenzierbar ist und f’(a) = ¢ gilt, folgen beide Behauptungen. O

Wir kénnen die Aussage von Satz 12.3 auch so interpretieren: Die Differenz

r(z —a) = f(z) = [f(a) + f(a)(z — a)]

zwischen den Werten der Funktion f und ihrer Linearisierung geht fiir x — a schneller
gegen 0 als die Differenz x — a. Fiir die Differenz

f(@) = [f(a) + c(x — a)]

ist dies aber nicht der Fall, wenn ¢ # f’(a). Wir kénnen also die Linearisierung

g(z) = f(a) + f'(a)(x — a)

interpretieren als die beste affin-lineare Approximation von f in der Ndhe von a.

Satz 12.4 Set D C R, f: D — R, a € D. Dann gilt: Ist f differenzierbar in a, so ist f
stetig in a.

Beweis: Nach Satz 12.3 gilt

. r(h)

w e 0
also auch

limr(h) =0.

h—0

Grenziibergang h — 0 auf beiden Seiten von
fla) + f'(a)h +r(h) = f(a+h)
liefert also
fla) =lim f(a +h) = lim f(z).
O

Satz 12.5 Seien D C R, f,g: D — R, a € D, A\ € R. Dann gilt: Sind f und g
differenzierbar in a, so sind auch f+ g, \f und fg differenzierbar in a, und es gelten

(f+9)(a)=f(a)+d(a), (Af)(a)=Af(a), (12.15)

sowie die Produktregel
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). (12.16)
Ist auflerdem g(a) # 0, so ist auch f/g in a differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel

1Y s@fe) - flag (@)
(g) (@ Gy

(12.17)
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Beweis: Wegen

(Stg)ath) = (f+g)(a) flat+h)—fla) glath)-—gla)

h h h ’
Ala+h) —(Af)la) _ | flath)— fla)
h h ’
folgt (12.15) aus den entsprechenden Grenzwertsétzen fiir Folgen. Zum Beweis der Pro-
duktregel betrachten wir

et D) =YD _ y, , pyalath=o(a) ) oW =) gy g

Da limj_, f(a + h) = f(a) nach Satz 12.4, folgt (12.16) durch Grenziibergang h — 0 in
(12.18). Zum Beweis der Quotientenregel bemerken wir zunéchst, dass wegen Satz 12.4
und Folgerung 8.15 fiir ein hinreichend kleines § > 0 gilt

g(z) #0

fir alle z € D mit |z — a| < §. Wir betrachten nun den Spezialfall f = 1. Ist |h| < § und
a+h e D, so gilt

1 LI 1 gla+h)—g(a)
h (g(a +h) g(a)> g(a+h)g(a) h : (12.19)
Grenziibergang h — 0 liefert

Ny 9@

(g) @)= "Tr (12.20)

Ist nun f beliebig, so folgt aus (12.20) und der Produktregel

(g)’ - 1)’ @) = fio) L+ g 0@ 9@ @ ~ f(a)g)

9 9 9(a) (9(a)) (9(a))?
]
Beispiel 12.6
1. fu:R—>R, fu(z) =" n €N\ {0}. Dann gilt
fula) = na""t. (12.21)

Induktion. n = 1 klar, n — n + 1:
frei(@) = (frfa)'(a) = fi(@) fula) + fila)fr(a) =1-a" +a-na""" = (n+1)a".
2. f:R—>R, f(z) =2~ ne N\ {0}. Dann gilt
f'(a) = —na~"""

Aus (12.21) und der Quotientenregel folgt ndmlich




3. f(z) = tanz = £ Dann gilt

_ cosacosa —sina - (—sina) 1

f'(a) =

cos? a cos?a

Satz 12.7 Seien [a,b] C R, f : [a,b] — R stetig und streng monoton, sei [ differenzierbar
in x € [a,b] mit f'(z) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f=': f(a,0]) = R iny = f(z)

differenzierbar, und es gilt X
—1\/ o

Beweis: Sei (h,,) eine beliebige Folge mit h,, — 0, h,, # 0 und y + h,, € f([a,b]) fiir alle

n € N. Wir setzen
Ty = f_l(y+ hn) .

Da f~! stetig und streng monoton ist nach Satz 9.4, gilt
o= y4+hy) = ') =2, 2,4z VneN,

und

fy+h) =) w1
h Fe) — J@) | Teder
also . " ) .
i 4 W he) = ) '
n—o0 h,, f’(gj)
O
Beispiel: Fir In : (0,00) — R folgt aus Satz 12.7
1 1 1
In) (y) = = =—. 12.23
el (exp)'(Iny)  exp(lny) y (12.23)
Folgerung 12.8 FEs gilt
lim (1 + 1) —e. (12.24)
n—oo n
Beweis: Es ist
" In(1+2)—1Inl
[+ 2) ] o (1 1) ) =)
n n n
also N
I / — 1 j—
1 = (In)'(1) —nh_g)loln {(1 + n) ] ;
also ~N N
e =exp(l) = lim exp <1n {(1 + —) }) = lim (1 + —) :
n—00 n n—o0 n
(]
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Satz 12.9 Seien D,ECR, f: D =R, f(D)CFE,g: E—R,a€ D. Sind f ina und
g in f(a) differenzierbar, so ist auch go f in a differenzierbar, und es gilt

(g0 f)(a)=g'(f(a)) [ (a). (12.25)

Beweis: Das naheliegende Argument,

9(f(x)) —g(f(a)) _ 9(f(z)) —g(f(a)) [f(x)— [f(a)
T —a f(x) = f(a) T—a
zu betrachten und in den beiden Briichen auf der rechten Seite einzeln zum Grenzwert

iberzugehen, bereitet Schwierigkeiten, wenn f(z) = f(a) ist. Wir umgehen dieses Pro-
blem, indem wir definieren

=d 12.26
) -9 (Fan =] (1220
Nach Definition von d gilt, da g in f(a) differenzierbar ist,
lim d(y) = g'(f(a)),
y—f(a)
also folgt, da f stetig ist in a,
lim d((x)) = ¢ (F(a)).
also folgt die Behauptung durch Grenziibergang x — a in (12.26). O
Beispiel 12.10
1. Wir betrachten f : (0,00) = R, f(z) = 2%, a > 0 fest. Es ist
f(@) = explalng)
also o o
l — 1 . T a—1 )
f'(x) = exp(alnz) — =t =ar
2. Wir betrachten f: (0,00) — R, f(x) = o®, a > 0 fest. Es ist
f(z) =exp(zlna),
also
f'(z) =exp(zlna) - Ina=ac"Ina.
O
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Definition 12.11 Seien D CR, f: D — R, n € N, n > 1. Wir setzen fO = f. f heifit
n-mal differenzierbar in a € D, wenn fiir die (n — 1)-te Ableitung f™~Y der Grenzwert

(n—1) _ f£(n—1)
o £ 0@t ) = £V (a)
h—0 h

(12.27)

im Sinne von Definition 12.1 existiert; in diesem Falle definieren wir die n-te Ableitung

von f in a als
(1) (g4 }) — Fn-D)
£ () = tim L@+ ) = [T (@) (12.28)
h—0 h
f heifit n-mal differenzierbar in D, wenn f n-mal differenzierbar ist in jedem Punkt a
von D. f heifit n-mal stetig differenzierbar in D, wenn f™ : D — R stetig in D ist. Wir

definieren C°(D) = C(D) und firn > 1

C™"(D) ={f|f: D — R, f ist n-mal stetig differenzierbar in D}, (12.29)
C*(D) = () C"(D). (12.30)
n=1

Die Funktionen in C*°(D) nennen wir unendlich oft differenzierbar.

Wir behandeln nun einige Sétze iiber differenzierbare Funktionen.

Definition 12.12 Sei D C R, f : D — R. Ein © € D heifit lokales Maximum (bzw.
Minimum) von f in D, falls es ein € > 0 gibt mit

flz) = max f(y) (12.31)
ly—z|<e
bzw.
flx) = min f(y). (12.32)
ly—z|<e

Ein x € D heift lokales Extremum von f in D, wenn x lokales Maximum oder lokales
Minimum von f in D ist.

Satz 12.13 Seia < b, f : (a,b) — R. Ist x € (a,b) lokales Extremum von f in (a,b),
und ist f differenzierbar in x, so gilt
flz)=0. (12.33)

Beweis: Sei = lokales Maximum, sei £ so gewéhlt, dass (12.31) gilt mit D = (a,b) und
dass (z —&,2 +¢) C (a,b). Dann gilt fiir alle n > 7!

fla+3) - f@)

<0, (12.34)

>0. (12.35)

Grenziibergang n — oo liefert f'(z) < 0 und f'(x) > 0, also f'(x) = 0. Analog fiir ein
lokales Minimum. O

Die Umkehrung von Satz 12.13 gilt nicht. Beispiel: Fiir f(z) = z? gilt f’(0) = 0, aber 0
ist kein lokales Extremum.
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Satz 12.14 (Satz von Rolle) Seien a < b, f € Cla,b], f differenzierbar in (a,b). Ist
fla) = f(b), so gibt es ein x € (a,b) mit f'(x) = 0.

Beweis: Nach Satz 8.13 nimmt f sein Maximum und sein Minimum in [a,b] an; ist f
nicht konstant (andernfalls ist die Behauptung trivialerweise richtig), so mufl mindestens
eines davon in (a,b) liegen, wir nennen es x. Nach Satz 12.13 ist f'(z) = 0. 0

Satz 12.15 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz) Seien f,g € Cla,b|, f,g differen-
zierbar in (a,b), sei ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann ist g(a) # g(b), und es gibt ein
¢ € (a,b) mit

_ , (12.36)

Beweis: Aus g(a) = g(b) folgt ¢'(x) = 0 fiir mindestens ein = € (a,b) nach Satz 12.14,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Es ist also g(a) # g(b). Wir definieren F : [a,b] — R
durch

N O P
Fla) = fle) = L= 8 (@)  gta)). (12:37)
Es ist F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem Satz von Rolle gibt es ein £ € (a,b) mit
v _pl _f(b)_f(a)/
0= FE) = 19— i 5 (6),
woraus Satz 12.15 folgt. O

Folgerung 12.16 (Mittelwertsatz) Sei f € Cla,b], f differenzierbar in (a,b). Dann
gibt es ein & € (a,b) mit

f) = fla) _
—_—r = . 12.
(3 (12.38)
Beweis: Anwendung von Satz 12.15 mit g(z) = . O

Folgerung 12.17 Sei f € Cla,b|, f differenzierbar in (a,b), sei

m= inf f'(§), M= sup f'(§). (12.39)
£e(ab) ¢€(arb)
Dann gilt
m(y —x) < fy) — f(x) < M(y — =) (12.40)

fir alle x,y € [a,b] mit x < y.
Beweis: Anwendung von Satz 12.16 auf das Teilintervall [z, y] von [a, b]. O

Folgerung 12.18 Sei f € Cla,b|, f differenzierbar in (a,b), sei f'(x) = 0 fir alle x €
(a,b). Dann ist f konstant.

Beweis: Folgt aus (12.40) wegen m = M = 0. O
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Satz 12.19 (Satz von de I'Hospital) Seien f,g € Cla,b], f, g differenzierbar in (a,b),
sei x € [a,b] mit f(x) = g(z) =0, sei ¢'(§) # 0 fir alle § € (a,b) mit & # x. Dann gilt:

Falls der Grenzwert )
f'(€)
im
e g'(€)
existiert, so existiert auch der Grenzwert

lim &
—a g(§)

und

o O L ()

e g(§) e gle)

(12.41)

(12.42)

(12.43)

Beweis: Sei (x,,) eine beliebige Folge in [a, b] mit x,, — x und z,, # x fiir alle n. Wie im
Beweis von Satz 12.15 folgt g(z,) # 0 fiir alle n. Nach Satz 12.15 gibt es fiir alle n ein &,

zwischen x und z,, mit
Flan) _ flen) = @) _ £16)
9(za)  glzn) —glx)  g(&)
Aus x,, — x folgt &, — = und damit
o fl) L ) )
(e e G e ()

Da die Folge (z,,) beliebig war, folgt die Behauptung.

Beispiel 12.20

1.
lim = lim =cos0 =1
z—=0 I z—0
2. Wir berechnen
(5 2)
lim [ — — —
z—0 \ SInx xT
Es ist
11 fl=)
sinz = g(x)
mit
f(x):l’—Sin.T, g([[‘):xsinx7 f(o):g(()):o
Es gilt
f@)_ l—ess
¢(r) sinz+xcosz’ f1(0) =4'(0)
und weiter

" (x) sin

= f(0)=0, ¢"(0)=2.

g"(z)  2cosz —xsinz’

Wir konnen Satz 12.19 zweimal anwenden und erhalten

@) S )

0= i) ~ 2% g(e) ~ S gla)
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(12.49)
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Satz 12.21 Sei f € Cla,b], f differenzierbar in (a,b). Dann gilt:

f'(x) >0 fir alle x € (a,b) = f ist monoton wachsend

f'(x) >0 fiir alle z € (a,b) = f ist streng monoton wachsend
f(x) <0 fir alle x € (a,b) = f ist monoton fallend

f(x) <0 fiir alle z € (a,b) = f ist streng monoton fallend

Beweis: Nur die erste Behauptung. Sei x < y, dann existiert nach Satz 12.16 ein £ € (a, b)
mit

flx) = fly) = f()(z—y)<0.

Beispiel 12.22 (Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen)

1. Es ist

sin(—g) =-1, sin(g) =1, sin'(z)=cos(z) >0 fiirallez e (-

T
2739)

Also ist sin : [-7, 7] — [—1, 1] stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Die

Umkehrfunktion heifit Arcus-Sinus,
T

il (12.52)

arcsin : [—1,1] — |

und ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend. Die Ableitung des Arcus-
Sinus errechnet sich als

1 1 1

cos(arcsinz) /1 —sin(arcsinz) V1 — 22 ( )

(arcsin)'(z) =

2. Analog erhélt man, dass cos : [0, 7] — [—1, 1] streng monoton fallend ist; die Um-
kehrfunktion heifit Arcus-Cosinus,

arccos : [—1,1] — [0, 7], (12.54)

sie ist ebenfalls stetig und streng monoton fallend. Thre Ableitung ist

1 1 1
arccos)' () = ——————— = — =— . (12.55
( /(@) sin(arccos(z)) /1 — cos?(arccos(z)) V1— 2?2 ( )
3. Wegen
1 T
/ o s - =
(tan)(x) = ey 0, fiir alle z € ( 5 2)

erhalten wir, dass tan : (—3, 7) — R stetig, streng monoton wachsend und bijektiv
ist. Die Umkehrfunktion

arctan : R — (—g, g) (12.56)
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heifit Arcus-Tangens, und wegen

1 sin®y+cos’y

5 = 5 =tan®y + 1
cos* y cos*y

gilt

1 1
1+ tan®(arctanz) 1+ a2

(arctan)’(z) = cos®(arctan r) = (12.57)
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13 Gleichméaflige Konvergenz, normierte Riume

Fiir diesen Abschnitt vereinbaren wir: K steht fiir den Koérper R oder C, d.h. eine Aussage,
in der K auftaucht, steht als Abkiirzung fiir die beiden entsprechenden Aussagen mit

K=Rund K =C.
Seien M, N Mengen. Wir definieren

Abb(M; N) = {f|f : M — N Abbildung} . (13.1)

Definition 13.1 (Punktweise und gleichméflige Konvergenz)
Sei D Menge, sei (fn)nen Folge in Abb(D;K).

(1) (fn) heifit punktweise konvergent gegen f € Abb(D;K), falls
nh_}rxgo folz) = f(z),  firallex € D, (13.2)
also falls zu jedem x € D und jedem € > 0 ein ng € N ezistiert, so dass gilt
|fu(x) — f(x)] <e  fir alle n > ny. (13.3)
(2) (fn) heifit gleichmdfig konvergent gegen f € Abb(D;K), falls zu jedem & > 0 ein
ng € N ezistiert, so dass gilt
|fu(z) — f(x)] <e  fir alle x € D und alle n > ny. (13.4)

Der Unterschied der beiden Konvergenzbegriffe besteht darin, dass im Falle der gleichm&fi-
gen Konvergenz ngy nicht von x abhéngen darf.

Offensichtlich ist jede gleichméBig konvergente Folge (f,,) auch punktweise konvergent.

Beispiel 13.2
Wir betrachten die durch

fo(x) =2
definierte Folge (f,) in Abb([0,1]; R). Fiir alle = € [0, 1] gilt
0, 0<zr<1
li n - ) = ’ B ’
T fo(z) = f(z),  f(@) {17 o1

Die Konvergenz ist nicht gleichméfig. Ist etwa ¢ = % und &, € [0, 1] so gewahlt, dass
fa(&) = & (Zwischenwertsatz), so gilt

Fa(60) — FE) =5 >,

also kann (13.4) nicht erfiillt sein, egal wie man ny wahlt.

In Quantorenschreibweise driickt sich der Unterschied von punktweiser und gleichméfiger
Konvergenz folgendermaflen aus:

fo — [ punktweise: Ve >0 Ve e D dngeN Vn>ng: |fulz)— f(z)] <e,
fa — f gleichméfig: Ve >0 dngeN VreD Vn>ng: |fulzx)— f(o)]<e.
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Satz 13.3 Sei D C K, sei (f,) Folge in C(D;K), sei f: D — K und es gelte f, — f
gleichmdf$ig. Dann ist f auf D stetig.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir die Funktion f das e-0-Kriterium aus Satz 8.14 in jedem
Punkt a € D erfiillt ist. Sei a € D, ¢ > 0. Wir wahlen ein n € N mit

| folz) — f(2)] < g fiir alle « € D.
Wegen Satz 8.14 kénnen wir ein 6 > 0 finden, so dass fiir alle x € D mit |z —a| < §
£
|fn(x) - fn(a')| < g .
Dann gilt fiir alle x € D mit |z —a| <6

[f(2) = fla)] <|f (@) = ful@)] + [fu(z) = fula)] + [fula) = fla)] <e.

Aus Satz 8.14 folgt nun die Behauptung. O

Definition 13.4 (Norm, normierter Raum)
Sei X Vektorraum diber K. Eine Abbildung || -|| : X — [0,00) heifst Norm auf X, falls gilt

|zl =0 & r=0, (13.5)
| Az|| = [\ ||z]] fir alle N € K, x € X, (13.6)
lz+yll < llzll +llyll - fir alle z,y € X (13.7)
Ist || - || eine Norm auf X, so heifit (X, | - ||) normierter Raum.

Beispiele: (R, | - |) ist normierter Raum (mit K = R), (C,| - |) ist normierter Raum (mit
K =R oder K = C). Definieren wir fiir z = (z1,...,2,) € R"

=], = (13.8)
so ist (R, || - ||,) ein normierter Raum (Beweis spéter).
Definition 13.5 Wir definieren die Mazimumnorm von x = (z1,...,x,) € K" durch
Il = max fai] (13.9)
Lemma 13.6 (K", | - ||.) ist normierter Raum.

Beweis:

|z, =0 < max|z]=0 < |y =0firalei < 2=0.
1<i<n
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Fir A € K, z = (xq,...,2,) € K" gilt

IA@llo = max [Azi| = [Al max |z:| = |A] ||zl
Fiir x,y € K und alle 7, 1 <1 < n, gilt

25 + il < | + |uil <zl + Y]] »

also
lz + ylloe = max |zi + w1l < |zl + llyllee
O
Definition 13.7 (Supremumsnorm)
Sei D Menge. Wir definieren durch
B(D;K) ={f|f: D — K, f ist beschrinkt} (13.10)

den Raum aller beschrinkten Funktionen auf D mit Werten in K. Fir f € B(D;K)
definieren wir die Supremumsnorm von f durch

7l = sup |7 (a)]. (18.11)

Satz 13.8 Sei D Menge. Dann ist (B(D;K), |- ||.,) ein normierter Raum.

Beweis: B(D;K) ist ein Vektorraum, da Summen und skalare Vielfache beschréankter
Funktionen ebenfalls beschréankte Funktionen sind. Fiir f, g € B(D;K) und X € K gilt

f#0 & JzxeDmit|f(z))]>0 <« |fll,>0
Al = sp A ()| = A sup | F(@)] = M 1]

((f +9) @) < [f@)] +lg@)] < [ fllo + 9l fiiralle z € D,

also
If + 9lle = sup |f(2) + 9(2)| < I flloc + ll9lloc
(]
Lemma 13.9 Sei (X, |-||) normierter Raum, Y Unterraum von X. Dann ist auch (Y, |-
ly) normierter Raum, wobei || - ||y die Restriktion von || - || aufY bezeichnet.
Beweis: Klar. O

Definition 13.10 (Konvergenz im normierten Raum)
Sei (X,|| - ||) normierter Raum. FEine Folge (x,) in X heifit konvergent gegen v € X
(beziiglich || - ||), falls gilt

lim ||z, —z|| =0. (13.12)
n—oo
In diesem Falle schreiben wir wie bisher x, — x und
lim z, =x. (13.13)
n—oo
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Offensichtlich stimmt fiir (R,| - |) und (C,| - |) dieser Konvergenzbegriff mit unserem
bisherigen iiberein.

Lemma 13.11 Sei D C K, sei (f,) Folge in B(D;K). Dann sind dquivalent:
(1) fu— f gleichmdfsig.
(2) fu— f beziiglich || - ||
Beweis: Fiir n € N und ¢ > 0 gilt
|fn(x) — f(x)| <e, furallez e D, (13.14)

genau dann, wenn

I fn = flloo = sup | fn(2) = f(@)] < . (13.15)
Die Aussage (1) ist dquivalent zu der Aussage
Ve >0 dng €N so dass (13.14) gilt fir alle n > ny,
die Aussage (2) ist dquivalent zu der Aussage

Ve >0 dng € N so dass (13.15) gilt fur alle n > ny.

Satz 13.12 Sei [a,b] C R. Dann ist (Cla,b], | - || ) normierter Raum, und

1flloe = = fnax ()] (13.16)

Beweis: Ist f € Cla,bl], so ist auch |f| € Cla,b]. Nach Satz 8.13 nimmt |f| auf [a,d]
das Maximum an. Also ist Cla, b] Unterraum von B([a, b]; R), also auch normierter Raum
nach Lemma 13.9, und

1flloe = Slflpb]|f(x)! = max [f(z)].
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14 Das Integral

Seien a,b € R, a < b, sei f : [a,b] — R. Wir wollen eine Zahl I(f) — das Integral
von f — definieren, welche fiir nichtnegative Funktionen der anschaulichen Vorstellung
“Flacheninhalt unterhalb des Graphen von f” entspricht. Die zugehorige Abbildung [
sollte auf einer moglichst grofien Klasse F von Funktionen definiert sein, und

I:F—->R

sollte moglichst viele “gute mathematische Eigenschaften” haben. Der Versuch, diesen
beiden Forderungen gerecht zu werden, hat in den letzten 150 Jahren zu einer ganzen
Reihe unterschiedlicher Definitionen des Integrals gefiihrt. In der heutigen Analysis wird
iiberwiegend das sogenannte Lebesgue-Integral verwendet.

In dieser einfithrenden Vorlesung befassen wir uns mit einem etwas einfacheren Integral-

begriff.

Im folgenden ist [a,b] immer ein abgeschlossenes Intervall im R mit a,b € R, a < b.

Definition 14.1 (Zerlegung)

Fine endliche Menge Z = {xq,...,x,} mitn>1und a=xy < x1 <...<x, =Db heifst
Zerlegung von [a, b]. Die Intervalle (x;_1,x;), 1 < i < n, heiffen Teilintervalle von Z. Eine
Zerlequng 7' heifst Verfeinerung der Zerleqgung Z, wenn Z' O Z.

Definition 14.2 (Treppenfunktion)

Fine Funktion ¢ : [a,b] — R heifst Treppenfunktion auf [a,b], wenn es eine Zerleqgung Z
gibt, so dass @ auf allen Teilintervallen von Z konstant ist, d.h. fir alle i gibt es ¢; € R
mit o(x) = ¢; fiir alle x € (z;_1, ;). Eine solche Zerlequng Z heift zugehorig zu . (Uber
das Verhalten von ¢ in den Teilpunkten x; wird nichts vorausgesetzt.) Wir setzen

Tla,b] = {¢|p : [a,b] = R Treppenfunktion} . (14.1)
Lemma 14.3 T'[a,b] ist ein Unterraum von B([a, b]; R).

Beweis: Sind f, g € T'[a,b] mit zugehorigen Zerlegungen Z; und Z,, so ist Z; U Z, zu-
gehorige Zerlegung zu af + (g fiir alle o, 8 € R. O
Ist ¢ : [a,b] — R Treppenfunktion, so wollen wir das Integral von ¢ durch

n

I(p) = cilw; — i) (14.2)

i=1

definieren, wobei J; = (x;_1,x;) Teilintervalle einer zu ¢ zugehorigen Zerlegung Z sind
und ¢ auf J; den konstanten Wert ¢; hat.

Lemma 14.4 Ist ¢ € T[a,b], und sind Z = {zo,...,x,} und Z' = {zf,...,x,,} 2u ¢

zugehorige Zerlegungen mit o = ¢; auf (x;_1,x;) und p = ¢, auf (x;_;, ), so ist

n m

Zcz‘(% —Ti-1) = Z iz, —xi_q). (14.3)

i=1 =1
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall, dass Z’ aus Z durch Hinzunahme eines
Teilpunktes x € (z4_1, zx) entsteht. Dann ist m = n + 1 und

n

Zc - ) = Zci(xi—xi_l)—|—ck(x—xk._1)+ck(xk—:v)

i=1 i=1
i#k
n

= Z ci(w; —xiq) .

i=1

Der allgemeine Fall wird darauf zuriickgefiihrt: Jede Verfeinerung Z’ von Z entsteht,
indem wir von Z ausgehend endlich oft einen einzelnen Teilpunkt hinzunehmen. Zwei
beliebige Zerlegungen Z und Z’ besitzen Z U Z' als gemeinsame Verfeinerung. O

Lemma 14.4 zeigt, dass der Wert der rechten Seite von (14.2) nicht davon abhéngt, welche
der zu  zugehorigen Zerlegungen Z zugrundegelegt wird. Die folgende Definition ist daher
sinnvoll.

Definition 14.5 (Integral einer Treppenfunktion)
Ist o € T[a,b], so definieren wir das Integral 1(yp) von ¢ dber [a,b] durch (14.2). Statt
I(p) schreiben wir auch

b
/ o(x)dx. (14.4)
Lemma 14.6 Fir alle ¢,v € Tla,b] und alle a, p € R gilt
b b b
[+ o@de=a [ p@ds+s [ vt i, (145)

[ etarie| < [Ce@lds < 6=l (14.6)
Ist ¢ < (d.h. p(x) < P(x) fir alle x € [a,b]), so gilt

/ dac</ e (14.7)

Beweis: Die Aussagen (14.5) und (14.7) werden mit Definition 14.5 auf die entsprechenden
Eigenschaften von endlichen Summen zuriickgefiihrt. (14.6) folgt aus (14.7). O

Definition 14.7 (Regelfunktion)
Fine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, wenn es eine Folge (p,) von Treppen-
funktionen in T|a,b] gibt, welche gleichmdfig gegen f konvergiert. Wir definieren

Rla,b] = {f| f : [a,b] = R, f ist Regelfunktion} . (14.8)

Regelfunktionen brauchen nicht stetig zu sein (jede Treppenfunktion ist eine Regelfunkti-
on), aber jede Regelfunktion f ist beschrankt: Ist ¢ Treppenfunktion mit ||f — ¢ <1
so gilt

[F(@)] < 1f(x) = (@) + ()] < T+ el
fir alle « € [a, b]. (Jede Treppenfunktion ist beschriankt, da sie nur endlich viele verschie-
dene Werte annimmt. )
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Lemma 14.8 Sei f € Rla,b], seien (p,) und (¢,) Folgen in T[a,b] mit ¢, — f und
U, — f gleichmdfsig. Dann gilt
b b
lim on(x)de = lim [ ,(z)dx. (14.9)

n—o0 a n—oo a

Beweis: Fiir alle n,m € N gilt nach Lemma 14.6

/ab on(x) de — /ab Om(x) dz

b
]n:/ on(x) dr

definierte Folge ist also eine Cauchyfolge in R, also konvergent. Da (¢,,) und (¢, ) Teilfolgen
der ebenfalls gegen f gleichméfBig konvergenten, durch (1, ¥, s, 19, . . .) definierten Folge
sind, gilt (14.9). O

Lemma 14.8 zeigt, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

< (b—a)HS@n—SDmHoo
< (b=a)(lf —enllo +If = emlls) - (14.10)

Die durch

Definition 14.9 (Integral einer Regelfunktion)
Sei f € Rla,b]. Ist (¢,) eine gleichmdfig gegen f konvergente Folge von Treppenfunktio-
nen, so definieren wir das Integral von f iber [a,b] durch

n—oo a

b b
/ f(z)dx = lim [ ¢,(x)dzx. (14.11)

Lemma 14.10 Rla,b] ist ein Unterraum von B([a,b];R). Fir alle f,g € R[a,b] und alle
a, B €R gilt

/(af+ﬁg)(:c)dx—a/ f(x)dx+5/ g(x)dz, (14.12)
[ #aras| < [ i@l < o - a)lfl.. (14.13)

Ist f < g, so gilt \ \
/f(a:)dxg/ g(x)dx. (14.14)

Beweis: Seien (¢,,), (1,) Folgen in T[a,b] mit ¢, — f und 1, — g gleichméfig. Dann
gilt
[(eson + B¢n) = (af + B9)llo < allon = flloo + BllYn — 9l »

also gilt ap, + S, — af + fg gleichméfBig. Daher ist R[a,b] Unterraum von B([a, b]; R)
und

b b
[t s0@ds =t [ (et pun)ia) da

b b
= alim | ¢,(x)de+ F lim / () dx
n—oo a

n—o0 a

_ a/abf(x)d:c—l—ﬁ/abg(:c)d:c.
95



Zum Beweis von (14.14) definieren wir

@n:@n_nf_(pnncxw @En:ﬂ}n—f—”g_@bnnoo

Dann gilt ¢, < f und g < @En fiir alle n € N, sowie ¢, = f und Un — ¢ gleichmiéBig, also

b b
/ On(x)dr < / Y (x)de
und Grenziibergang n — oo liefert (14.14). (14.13) folgt aus (14.14). O

Bemerkung 14.11

Die Aussagen von Lemma 14.10 lassen sich zusammenfassen in dem Satz: Das Integral I :
(Rla,bl, | - ||.,) — Rist eine lineare, stetige und monotone Abbildung. Die Linearitét steht
in (14.12). Aus (14.13) folgt, dass f, — f beziiglich || - ||, die Konvergenz I(f,) — I(f)
zur Folge hat. Die Monotonie von [ in (14.14) bezieht sich auf die durch den punktweisen
Vergleich definierte Ordnungsrelation in R|a, b].

Satz 14.12 FEs gilt Cla,b] C Rla,b], d.h. jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist eine
Regelfunktion.

Beweis: Sei f € Cla,b], sei n € N. Wir wihlen 6 > 0 so, dass N = (b—a)/6 € N und

@)= fly)l <

n

fir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < & gelten. (Das ist moglich, weil f gleichméBig stetig ist
nach Satz 8.20.) Wir definieren ¢,, € T'[a, b] durch ¢, (b) = f(b) und

on(x) = f(ko), fallsz e [kd,(k+1)d), ke{l,....,N—1}.
Dann ist 1
[f(2) = pnl@)] = |f(2) = f(RO)] < —,
falls = € [k, (k + 1)d), also
1
I1F = pullo < -
und damit ¢, — f gleichméfig. O

Lemma 14.13 Seia < b < ¢, sei f € Rla,c|]. Dann sind f|[a,b] € R|a,b] und f|[b,c] €
RIb, c], und es gilt

/acf(:c) dr = /abf(x> da:+/bcf(x) dz . (14.15)

Beweis: Sei (¢,,) Folge in T'[a,c| mit ¢, — f gleichméBig, dann gilt ¢,|[a,b] € T[a,d]
und ¢,|[a,b] — f|[a,b] gleichm&Big. Also ist f|[a,b] € R[a,b]. Ebenso fir [b,c|. Ist Z,
zugehorige Zerlegung zu ¢, |[a, b] und Z!, zugehorige Zerlegung zu p,|[b, ], so ist Z, U Z/
zugehorige Zerlegung zu ,,, und aus Definition 14.5 folgt unmittelbar

/ac on(z) dr = /ab(gonHa,b])(x) dx + /bC(SDng, o) (z) dz .

Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung. O
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Definition 14.14 Ist f € Ra,b|, so definieren wir

(Aaf@de:—iAEﬂxﬁm, sowie [Tf@ﬁdv=0 (14.16)

Die in Lemma 14.10 und Lemma 14.13 formulierten Eigenschaften lassen sich entsprechend
auf den Fall b < a iibertragen, insbesondere gilt (14.15) fiir beliebige a, b, ¢ € R.

fir alle ¢ € [a,b].

Satz 14.15 Seien f € R|a,b|, ¢ € [a,b]. Wir definieren F : [a,b] — R durch

- / F(t) dt. (14.17)

Ist x € [a,b] und f stetig in x, so ist F' differenzierbar in x und
F'(z) = f(z). (14.18)
Beweis: Sei h € R mit h # 0 und x + h € [a,b]. Dann ist

F(z+h)— F(x)

I sy = ([T rwa- [ rwar) -

_ E/:+ £(6) = f(x)dt. (14.19)

Sei nun € > 0. Wir wahlen § > 0 mit
lf(t) = f(x)] <e, falls|t—z|<d,tE€E]la,b].

Dann gilt fiir alle A > 0 mit |h| < 9, x + h € [a, b],

‘ﬂx+M—F@)

z+h z+h
! ~ fa) g%/ |f(t)—f(:c)|dt§%/$ cdt—c,  (14.20)

analog fiir h < 0

Flx+h)—Fx) <i/x cdt =¢ (14.21)
h ~ 1Al Sy ’
Also ist F differenzierbar in z, und
F - F
F'(z) = lim (z+h) (z) = f(x).

n—oo h

Definition 14.16 (Stammfunktion)
Seien f, F : [a,b] — R, sei F' differenzierbar auf [a,b]. Gilt F'(x) = f(z) fir alle x € [a,b],
so heifit F' Stammfunktion von f.

Aus Satz 14.15 folgt nun: Ist f € Cla,b], so ist die durch (14.17) definierte Funktion F'
eine Stammfunktion von f.
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Lemma 14.17 Seien F,G € Cla,b], sei F' Stammfunktion von f : [a,b] — R. Dann ist
G genau dann Stammfunktion von f, wenn G — F konstant ist.

Beweis: Ist G — F konstant, so ist mit ' auch G auf [a,b] differenzierbar, und G’ =
(G—F) 4+ F' = F' = f. Ist umgekehrt G Stammfunktion von f, so gilt G' = f = F’,
also (G — F)' = 0 und damit G — F konstant nach Folgerung 12.18. O

Satz 14.18 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f € Cla,b], sei F : [a,b] — R Stammfunktion von f. Dann gilt

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a). (14.22)
Beweis: Nach Satz 14.12 ist f € R[a, b], nach Satz 14.15 wird durch

R = [ 10

eine in allen Punkten « € [a, b] differenzierbare Funktion F, : [a,b] — R mit F!(z) = f(x),
also eine Stammfunktion von f definiert, und es gilt

b
/f@ﬁzﬂ@Zﬂ@—&@-

Aus Lemma 14.17 folgt

also gilt (14.22). O
Wir schreiben auch

b

b
| #a)is=F@) - Fla) = F

a

Bemerkung 14.19
Oft werden die Aussagen von Satz 14.15, Lemma 14.17 und Satz 14.18 zusammengenom-
men als “Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung” bezeichnet. O

Aus jeder Formel fiir die Differentiation erhalten wir eine Formel fiir die Integration.
Beispiel: Es ist

(In)(x) = i, x>0,

also

21
/ —dr==n2—-Inl1=1n2.
.

Entsprechend erhalten wir aus jeder Rechenregel fiir die Differentiation eine Rechenregel
fiir die Integration.
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Satz 14.20 (Substitutionsregel)
Sei I C R Intervall, f : I — R stetig. Sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar, es gelte
g(la,b]) C I. Dann gilt

g(b)

b
/ fat)gd W= [ f(x)de. (14.23)

g(a)

Beweis: Sei F' Stammfunktion von f auf dem (abgeschlossenen und beschrénkten) In-
tervall J = ¢([a,b]). Dann ist F o g : [a,b] — R in [a,b] differenzierbar, und aus der
Kettenregel folgt

(Fog)(t) = F'(g(t)g'(t) = f(g(t)g'(t), t € [a,b].

Zweimalige Anwendung des Hauptsatzes liefert nun

b g(b)
/ flg(®))g'(t) dt = (F' o g)(b) — (F o g)(a) = F(g(b)) — F(g(a)) = /( | f(z)da.

Beispiel 14.21

1.
b+c

/ ft+c)dt = f(z)dx,

a+c
falls f : [a 4+ ¢,b+ ¢] = R stetig ist, ¢ € R. (Substitution g(t) =t + c.)

b 1 be
[ rtena= [ piayas.

falls f : [ac, bc] — R stetig ist, ¢ # 0. (Substitution g(t) = ct.)

3. Ist g € C'a,b] mit g(t) > 0 fiir alle ¢ € [a,b], so liefert Anwendung der Substituti-

onsregel mit f(z) = 1/z
AN -
/a gp) = 1mot)

Fiir g(t) = cost ergibt sich, falls [a,b] C (—7/2,7/2),

t=b

b
/ tantdt = —In(cost)

t=a
4. Die Substitution

(t) = 2arctant '(t) = _2

g - 9 g - 1 + t2 )

fiihrt vermittels der Identitat

2tan%

sing = ————
1+ tan® §
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auf
2t

142

sin(g(t)) =

Hieraus ergibt sich zum Beispiel

g(b) 1 b 1 bl t2 9 bl
/ 0 = /.—g’(t)dtz/ L—deﬁ:/ —dt
g(a) SINT o sin(g(t)) 2 1+t .t

= In(b) — In(a),

falls etwa 0 < a < b, und damit

4 ] T |*=d
/C Sin$dx:1n<tan§> o O<c<d<m.
Satz 14.22 (Partielle Integration)
Seien f,g € C'[a,b]. Dann gilt
b o—b b
[ 1@i@)ds = )" - [ r@g e, (14.24)

Beweis: Wir definieren F : [a,b] — R durch F(z) = f(z)g(x). Dann folgt aus der Pro-
duktregel
F'(z) = f'(2)g(x) + f(z)g'(x),

also ist ' Stammfunktion von f'g + f¢’, und nach dem Hauptsatz gilt

b

[ r@ate) + ey @ de = P

woraus (14.24) folgt. O
Beispiel 14.23

1. Fiir 0 < a < b gilt

b b z=b b z=b
/ ln:cda::/ l-Inzdr=xzlnz —/ ldx = (zlnx — ) :

und
G(z) =zln(z) —x

ist eine Stammfunktion des Logarithmus.

2. Wir finden eine Rekursionsformel fiir
b

I, = / (sinz)™ dx. (14.25)

Es ist
Iy=b—a, I =cosa—cosb.
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Fiir m > 2 gilt

I, = l%m@mmz—l%m@WAm%ﬂmm

r=b
= —(sinx)

b
m=Veosz|  + (m— 1)/ (sin )™= (cos )? du

b
= —(sinz)™ Ycosx + (m — 1)/ (sinz)™=2(1 — sin’ z) dz

= —(sinz)™ Veosz| 4+ (1—m)l, + (m— 1), o,

also ) .
I, = L m—2 — —(sin x)(mfl) coS T
m m

Lemma 14.24 Sind f,g € R[a,b], so ist auch fg € R[a,b].

Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 14.25 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seien f € Cla,b], g € Rla,b] mit g > 0. Dann gibt es ein & € [a,b] mit

[ i = 5@ [ oy

- M =
m mrg[;%]f( ), ;g@%]f( ),

/ M</f M<M/

Wihle y € [m, M| mit
/ x)dx —/ f(z

Wihle (Zwischenwertsatz) £ € [a,b] mit f(§) = y, dann gilt (14.27).

Beweis: Mit

gilt wegen g > 0

Folgerung 14.26 Sei f € Cla,b]. Dann gibt es ein & € [a, b] mit
b
| @ = -,

Beweis: Anwendung von Satz 14.25 mit g = 1.

Satz 14.27 Sei f € Cla,b], f >0, f # 0. Dann ist

/abf(x)da:>0.
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Beweis: Sei t € [a,b] mit f(t) > 0. Wahle § > 0 mit

£y - sy < T

fir alle z € [a,b] mit |x — t| < §. Definiere ¢ : [a,b] — R durch
e, |lr—tl <9,
€Tr) =
o) {0, sonst.

Dann gilt p(z) < f(z) fiir alle x € [a, b] und also

b b
/ f(z)dx 2/ o(x)dr > e > 0.
O
Satz 14.28 Sei f : [a,b] — R. Dann sind dquivalent:
(1) f € Rla,b].
(2) Fir alle x € [a,b) existiert
lim f(€), (14.30)
o
und fir alle v € (a,b] existiert
lgim (). (14.31)
<z

Beweis:
“(1) = (2)”: Ubungsaufgabe.
“(2) = (1)”: Es gelte (2). Wir nehmen an, f sei keine Regelfunktion. Dann gibt es ein
e > 0, so dass

I f—¢ll, >¢e, furalleyeT[a,b]. (14.32)
Wir definieren eine Folge von Intervallen I,, = [ay,, b,], indem wir Iy = [a, b] setzen und,
falls I,, bereits konstruiert ist,

an + by,
2

(14.33)

In+l = |:an> 9

} oder I, = {an + bn,bn}

setzen. Die Wahl wird dabei so getroffen, dass fiir alle n € N
| fln — ¢l >e€, firallepeT(1,) (14.34)

gilt. Das ist moglich: Fiir n = 0 gilt (14.34) wegen (14.32); géibe es fiir beide Wahlmoglich-
keiten von I, ein ¢ € T'(Ip4q1) mit || f]ln41 — @]l < €, so gébe es auch ein ¢ € T'(1,,)
mit || f[I, — ¢|| . < e Esist dann

I, =4z}, x=supa,=infb,.

n(;l { } neN neN

Wir setzen (falls a < x < b, andernfalls wird nur einer der Grenzwerte betrachtet)
E<w E>x

und wéhlen n € N so, dass
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|f(t) —yi| < e fiir alle t € [ay,, z),
|f(t) —y,| < e fiir alle t € (x,b,)].

Fir ¢ € T(I,,), definiert durch ¢(z) = f(x) und

Y, t<3§',
w(t)z{

Yry, >,
gilt dann || f[I, — ¢||, < ¢ im Widerspruch zu (14.34). O
Aus Satz 14.28 folgt beispielsweise, dass die durch
1, »€Q,
flz) =
O ) x ¢ Q )

keine Regelfunktion ist.
Folgerung 14.29 Sei f : [a,b] — R monoton. Dann ist f Regelfunktion.

Beweis: Nach Ubungsaufgabe erfiillt jede monotone Funktion die Bedingung (2) aus Satz
14.28. O

Satz 14.30 Sei (f,) Folge in R|a,b|, sei f,, — f gleichmdfig, f € Rla,b]. Dann gilt

b
/f dx:nli_{l(r)lo fo(x)dz. (14.35)
Beweis: Es gilt
b
0 < dx—/ h@ ] < [ - plas 1 gl

Bemerkung 14.31

1. Die Voraussetzung “f € R[a,b]” in Satz 14.30 ist iiberfliissig, da sie bereits aus der
gleichméBigen Konvergenz f,, — f und f,, € R[a,b] folgt. (Man zeigt, dass f die in
Satz 14.28 verlangten rechts- und linksseitigen Grenzwerte besitzt.)

2. Ersetzt man in Satz 14.30 die gleichméflige Konvergenz durch die punktweise, so
gilt (14.35) im allgemeinen nicht. Beispiel:

n’x, z€[0,2],
fn:[071]_>R7 fn<l’): 277,—7121', 556[%7%],
0, sonst.

Es gilt f,, — 0 punktweise in [0, 1], aber

s
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Satz 14.32 Sei (f,) Folge in C'a,b], seien die Ableitungen f! € Cla,b] gleichmdfig
konvergent gegen eine Funktion g : [a,b] — R. Es gebe ein xy € [a,b], so dass (f.(z0))
konvergent ist. Dann gibt es ein f € C'[a,b] mit f, — f gleichmifig und f' = g.
Beweis: Zunichst ist g stetig nach Satz 13.3. Aus dem Hauptsatz folgt
fula) = i) + [ £3(e) a
zo

fir alle z € [a,b]. Wir setzen

o= lim fulw), S0 =ct [ glo)d.

Zo

Dann ist f € C'[a,b] und f’ = ¢g nach dem Hauptsatz, und es gilt fiir alle z € [a, b]

[f(z) = fulz)| =

c+L}@ﬁ—h@®i£ﬁ®ﬁ‘
w—nmmfgmm—ﬂww

< e = falwo)l +lwo — 2l lg = fullo

IN

also
0 <|If = fallo < le—= falzo)l + (0 —a)llg = foll
woraus die Behauptung folgt. O
Definition 14.33 (Uneigentliche Integrale)
Sei f :]a,00) = R mit f € Rla, M] fiir alle M > a. Wir definieren

M—oo

oo M
/ f(z)dx = lim / f(z)dx, (14.36)
falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Analog wird

/_Zo f(z) dx:Mlin_loo/]\:f(x) dx

definiert. Solche Integrale heiflen uneigentliche Integrale.

Beispiel 14.34
Wir betrachten

Es ist
/M 1 1 =M M-
e == €T e
Y 11—« w=1 l—a
also ~ 1 Ve 1 .
/ —dxr = lim =
.z© M—oo 1 —« a—1



Fir a =1 gilt

M
1
/ —dr =In(M) — oo, falls M — oo,
LT

also existiert floo % dz nicht.

Definition 14.35 Sei f: (a,b] = R, f € Rla+¢,b] fir alle € > 0. Wir definieren

b b

/ f(z)dz = lim f(z)dx, (14.37)
a 0 Jate

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

Beispiel 14.36
Wir betrachten

1
1
—dr, a<l1
0o ¢
Es ist
/1 1 1 =t 1—gle
_ = xr = s
. X 1 -« r=¢ 1 -«
also . .
1 1l—eg 7@ 1
— dx = lim c =
0 T 20 1-o 1 -«
Fir a =1 gilt

T

1
1

/ —dr=—In(e) » o0, fallse =0,

also existiert fol %dx nicht.

Die eben beschriebenen Situationen kénnen an beiden Integrationsgrenzen auftreten. Ist
etwa f: R — R und f € Ra, ] fiir alle Intervalle [a, b], so definieren wir

/Z f(z)de = /oo (@) dm/:o f(z)dx (14.38)

falls fiir ein ¢ € R beide Integrale auf der rechten Seite existieren. (Sie existieren dann fiir
alle ¢ € R, und die Summe héngt nicht von der Wahl von ¢ ab.)

>~ 1 | >~ 1
= dr = d —d
/Ool—l—gt2 v /001+x2 x+/0 1+22 "

= lim (—arctan M)+ lim arctan M
M——o0 M—o0

Beispiel:

T
_ T _ 14.
5 T =7 (14.39)

Vorsicht! Die Existenz von u
10

5



ist nicht hinreichend fiir die Existenz von [*_ f(z)dz im Sinne von (14.38), so ist etwa

M
/ zdr =0
M

M 1
/ xdx:§M2—>oo fiir M — oo.
0

fiir alle M, aber

Satz 14.37 (Integralvergleichskriterium)
Sei f:[1,00) = R monoton fallend, f > 0. Dann gilt

/ f(z)dx existiert & Zf(k) ist konvergent. (14.40)
1 k=1

Beweis: Nach Folgerung 14.29 ist f € R[1, M] fiir alle M > 1. Fiir alle £ € N und alle
x €k, k+1] gilt
f(k) = f(x) = f(E+1),

also auch
k+1

f(k) = flx)dz > f(k+1)

k
fiir alle k, also gilt fiir alle n € N, n > 2,

n—1

Flk / fa f(k) . (14.41)

k=1 =

Aus der rechten Ungleichung folgt: Existiert

n

lim f(z)dx

n—oo 1

so ist wegen f > 0 die Zahl

lim f(z)dx = sup / f(zx

n—oo Jq neN

eine obere Schranke fiir >, f(k), also ist die Reihe konvergent. Aus der linken Unglei-
chung in (14.41) folgt: Ist die Reihe konvergent, so ist die monoton wachsende Folge

:/1nf(a:)d:1:

beschrénkt, also konvergent, und wegen
M
a, < / f(z)dx < a4y fiir alle M € [n,n + 1]
1
folgt auch die Existenz von [ f(x) dz im Sinne von Definition 14.33. O
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Beispiel 14.38
Wir betrachten fiir s > 1 die Funktion

fill00) = R, f(x)_xi.

s

Nach Beispiel 14.34 existiert floo f(x) dzx, also ist nach Satz 14.37 die Reihe

heif3t die Riemannsche Zetafunktion.
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15 Potenzreihen, Taylorreihen

Fiir diesen Abschnitt vereinbaren wir wieder: K steht fiir den Korper R oder C, d.h. eine
Aussage, in der K auftaucht, steht als Abkiirzung fiir die beiden entsprechenden Aussagen
mit K=R und K =C.

Potenzreihen. Wir haben Potenzreihen mit Entwicklungspunkt a € C und Koeffizienten
¢ € C in Kapitel 6 kennengelernt als Funktionen der Form

f(z) = ch(z—a)k. (15.1)

Notation 15.1 Seia € C, r > 0. Dann heifst
B(a,r) ={2:2€C, |z—a| <1}
die offene Kugel um a mit Radius r, und
K(a,r)={2z:2€C, |z —a| <r}
die abgeschlossene Kugel um a mit Radius r.
Wir wissen bereits, dass eine Potenzreihe (15.1) fiir jedes z € B(a,r) absolut konvergiert,
wenn r > 0 der Konvergenzradius von (15.1) ist (Satz 6.19). Wir stellen uns nun die

Frage, ob diese Konvergenz gleichméfig ist.

Satz 15.2 (Weierstra3-Kriterium)
Sei D C K, sei (fix)ken eine Folge von Funktionen in B(D;K), es gelte

Dl fillo < 00 (15.2)
k=0

Dann st fiir alle x € D die Reihe

> fulw) (15.3)

absolut konvergent, und die Partialsummen s, : D — K,
Sn=3 [ (15.4)
k=0
konvergieren gleichmdfsig gegen f: D — K,
f@) =" fulz). (15.5)
k=0
Beweis: Fiir alle x € D gilt | fi(x)| < || fxll., also auch

D@D il < D el < o0,
k=0 k=0 k=0
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also ist (15.3) absolut konvergent fiir alle x € D. Sei nun £ > 0. Aus (15.2) folgt, daf es

ein ng € N gibt mit

o0

k=no+1

Dann gilt fiir alle n > ng und alle x € D

MA@ < S RIS Y Il <=

|sn(x) — flx)] =
k=n-+1 k=n-+1 k=n+1
Also konvergiert s,, gleichméfig gegen f.
Beispiel: Fiir f; : R — R,
cos kx
gilt
1

il < 75

also

Sl £ Y 5 < oo,
k=1 k=1

also ist Satz 15.2 anwendbar und damit die Reihe

o0
coskx

k.2

k=1

absolut und in R gleichméfig konvergent.

Satz 15.3 Sei (¢x) Folge in C, sei a € C, sei

Z cr(z — a)”

00
k=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann konvergieren fiir jedes p < r die

Partialsummen

sn(z) = ick(z —a)*
k=0
auf K(a, p) gleichmdfig gegen
f) =Yl — o).
k=0

Die Funktion f ist stetig auf B(a,r).

Beweis: Fiir z € C mit |z — a| = p gilt

oo o
D lerlt = lekl 12— aff < o0,
k=0 k=0

109

(15.6)

(15.7)

(15.8)



da die Potenzreihe nach Satz 6.19 dort absolut konvergiert. Wir setzen
fi(z) = cr(z = a)",
dann gilt fiir alle z mit |z — a| < p
|fu(2)] < lexlo",

also wegen (15.8)
> il €7 lexlp* < 00,
k=0 k=0

wobei die Supremumsnorm auf D = K (a, p) betrachtet wird. Aus dem Weierstra-Kriterium
Satz 15.2 folgt, dass s, — f gleichméBig auf K (a, p). Da alle s, stetig sind, ist nach Satz
13.3 auch f stetig auf K(a, p) und damit auch auf

B(a,r) = U K(a,p).

0<p<r
O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass eine Potenzreihe im Innern ihres Konvergenzintervalls
differenzierbar ist und dass wir ihre Ableitung durch gliedweises Differenzieren erhalten
kénnen.

Satz 15.4 Sei (¢x) Folge in R, a € R, sei

ch(ac —a)* (15.9)

Potenzrethe mit Konvergenzradius v > 0. Dann ist die durch

flo) =) ez —a) (15.10)

k=0

definierte Funktion f : (a —r,a 4+ r) — R stetig differenzierbar in (a —r,a + r), und es
qilt
f'(x) = Z kep(w —a)t. (15.11)
k=1

Diese Potenzreihe hat ebenfalls den Konvergenzradius r, sie konvergiert absolut in (a —
r,a+r), und fir jedes p < r konvergieren die Partialsummen gleichmdfig auf [a—p, a+ p).

Beweis: Variante 1: Wir definieren fiir £ > 1
gx(z) = ke (x — a)k_1 )

Ist p < r, so gilt fiir die Supremumsnorm auf [a — p, a + p|

lgklle < klexlp™ (15.12)
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Sei x gew#hlt mit p := |x — a| < r, Sei weiter T gewéhlt mit p < |Z — a| < r. Es gibt
M > 0 mit
lew| |2 — al® < M,

da die Reihe (15.9) in & konvergiert. Aus (15.12) folgt

k b . k k
lge(x)] = Klenlp" " == (=2 ) Jesl lE—alf <= [ =2—) M.
o \J7— p \Ji—al

Es folgt weiter

da die rechts stehende Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent ist. Die Reihe
> ke(z —a)t! (15.13)
k=1

ist also fiir jedes z mit |x — a| < r konvergent und hat daher Konvergenzradius > r.
Ein analoges Argument zeigt die Divergenz fiir |x — a| > r, also ist der Konvergenzradius
von (15.13) gleich r. Aus Satz 15.3 folgt die absolute Konvergenz auf (a — r,a + r) und
die gleichméfige Konvergenz auf [a — p,a + p] fiir jedes p < r. Wir wenden nun Satz
14.32 auf die Partialsummen der Reihen in (15.10) und (15.11) an und erhalten, dass f
differenzierbar und f’ durch (15.11) gegeben ist, und zwar auf jedem solchen Intervall
[a — p,a+ p] und damit auf (a —r,a + 7).

Variante 2: Wir zeigen, dass fiir 0 < |z —a| < r und

k
C
|z —a| "

C —

gilt, dass
1 1

lim SUPg 00 k\/ |ék" N lim SUPg 00 k\/ ‘Ck| N
Aus (15.14) folgt, dass die Potenzreihe (15.13) ebenfalls den Konvergenzradius r hat, und
der Beweis geht weiter wie bei Variante 1. Um (15.14) zu beweisen, verwendet man

lim {/]z —al=1, lim VEk=1,
— 00

k—o0

r (15.14)

letzteres gilt wegen In(¥/k) = (Ink)/k — 0 fiir k — oo. Es ergibt sich dann

1 k
lim sup /|cx| = ( lim Vk) - limsup /|ex| = limsup /|ex] .
k—o00 | k‘ limk_mo m (kﬁoo ) k—00 | k| k—o00 ‘ kl

Beispiel 15.5
Die die Funktion



definierende Potenzreihe ist konvergent fiir |x| < 1, divergent fiir |x| > 1, hat also Kon-
vergenzradius r = 1. Fir |z| < 1 gilt

also nach Satz 15.4
1

’xzoo zF = )
(@) ,;k E

Hieraus erhalten wir die Formel

kx* = x kb1 = * .
; ; (1 —x)?

O
Satz 15.6 Sei (cx) Folge in R, a € R,
> ez —a) (15.15)
k=0
Potenzreihe mit Konvergenzradius v > 0. Dann st die durch
f(z) = Z cr(r —a)” (15.16)
k=0

definierte Funktion f : (a —r,a +r) — R unendlich oft differenzierbar in (a — r,a +r),

und es qilt
1

=5 ®)(a) (15.17)

Ck

fur alle k € N.

Beweis: Wir zeigen mit Induktion iiber k: f ist k-mal differenzierbar in (a —r,a+7), und
%) ist gegeben durch die in (a —r,a + r) konvergente Potenzreihe

FO(z) = "mm—1)--(m =k + ez —a)" . (15.18)

Fir k = 1 gilt (15.18) nach Satz 15.4. Gilt die Behauptung fiir k, so kénnen wir Satz 15.4
auf f®) anwenden und erhalten die Formel (15.18) fiir k + 1 durch gliedweises Differen-
zieren. Die Formel (15.17) folgt, indem wir x = a in (15.18) setzen. O

Fiir Potenzreihen .
f(z) = Z cr(x —a)k (15.19)
k=0

mit Konvergenzradius r > 0 gilt also
1
f@) =) /M@ —a), ze(@—ratr). (15.20)
k=0

Taylorreihen. Ausgangspunkt ist die Formel (15.20), welche es (jedenfalls fiir Potenzrei-
hen) erlaubt, den Wert f(z) einer Funktion durch die Werte von f und ihren Ableitungen
im Punkt a darzustellen.
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Definition 15.7 (Taylorreihe)
Sei a € R, sei I C R offenes Intervall mit a € I, sei f € C®(I). Ist r > 0 der Konver-
genzradius der Potenzreihe

(k)
}:f @) (7 qye (15.21)
k!
k=0
so heifit die durch

53 w—ak (15.22)

definierte Funktion Ty : (a —r,a + 1) — R die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt
a.

Bemerkung 15.8

1. Der Konvergenzradius der Potenzreihe (15.21) kann 0 sein. (In diesem Fall konnen
wir T¢(z) lediglich fiir z = a definieren, T (a) = f(a).)

2. Ist f durch eine Potenzreihe definiert, so gilt nach Satz 15.6
f=1Ty.

So ist etwa -
xk
exp(x) = Toxp( Z e
k=0

3. Fiir f € C*°(I) ist es moglich, daf f # T. Beispiel:

@) = {exp(—%) , x>0,

0, z<0.

Esist f*)(0) = 0 fiir alle k € N (siehe Ubungsaufgabe), also ist 77 = 0 im Entwick-
lungspunkt a = 0.

Die Approximation einer Funktion f durch die Partialsummen ihrer Taylorreihe

f®(a
2{: . )* + Ry () (15.23)

mit einem Restglied R, ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis. Sie ist bereits dann
sinnvoll, wenn nur die ersten n bzw. n + 1 Ableitungen von f existieren.

Definition 15.9 (Taylorpolynom)
Sei I C R Intervall, f € C"(I) und a € I. Dann heifit das durch

(k) (
}:f x—ak (15.24)
definierte Polynom das n-te Taylorpolynom von f in a.
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Satz 15.10 (Taylorentwicklung)
Sei I C R Intervall, f € C"™Y(I) und a € I. Dann gilt fiir alle v € I

n R (g
fla)=>" / kf )(:c —a)* 4+ Ry () (15.25)

mat .
Ry (z) = % / (z — )" f () dt . (15.26)

Beweis: Induktion iiber n. Fiir n = 0 wird die Behauptung zu

f(2) = f(a) + / " p)de

was nach dem Hauptsatz richtig ist. Zum Beweis von n — 1 — n sei

n—1 (k)
1) =3 T a4 Rue). (15.27)
k=0 ’
R(w) = 7 ! N / o= 0 () e (15.28)
Es gilt dann mit partieller Integration
Bu(®) = =i {—E(x—t) o) —/a =z =) fI () dt

= %@—a)"f(”)(a)+%/I(:E—t)"f(”+l)(t)dt.

Einsetzen in (15.27) liefert die Behauptung. O

Satz 15.11 Seien die Voraussetzungen von Satz 15.10 erfillt. Dann gibt es zu jedem
x € I ein & zwischen a und x mit

Rpyii(2) = — (2 —a)". (15.29)

definierte Funktion zwischen a und x nicht das Vorzeichen wechselt, konnen wir den
Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 14.25) anwenden und erhalten, dafl es ein £
zwischen a und z gibt mit

Ruals) = o [ o=@ dt =210 [
f(n+1)(£) n+1
= m(m—a) L
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Folgerung 15.12 Seien die Voraussetzungen von Satz 15.10 erfillt. Gilt dann zusdtzlich
fH) =0 in I, so ist f ein Polynom vom Grad < n.

Beweis: In diesem Fall ist R,,;; =0 in [I. O

Folgerung 15.13 Seien die Voraussetzungen von Satz 15.10 erfiillt. Dann gibt es eine
Funktionn: I — R mit

n+1 (k) a
f(z) = Z / k"( )(x —a)* +n(z)(z — a)"*? (15.30)
k=0 '
und
ilgi n(x) =0. (15.31)

Beweis: Nach Satz 15.11 finden wir zu jedem z € [ ein {(z) mit |{(z) — a|] < |z — a| und

n+1 ®)(q (r+1) (£(2)) — F+D) (g
fay = SR gy SUED) S

—~ k! (n+1)!

Wir definieren
fUr(E()) = [ (a)
(n+1)! ’
dann gilt (15.31), da £V stetig ist und lim,_,, £(7) = a. O

Ist also f € C™(I) und T,, das n-te Taylorpolynom von f in a, so geht der Fehler |f(z) —
T, (z)| fir £ — a schneller gegen 0 als (z — a)".

n(z) =

Definition 15.14 (Klein-O und Grof-O)
Sei 6 >0, I =(=6,0) und f,g: I — R Funktionen. Wir sagen

f(h) =O(g(h)), (15.32)
falls es ein C' > 0 gibt mat
|[f(h)| < Clg(h)|, fir alleh e I. (15.33)
Wir sagen
f(h) =o(g(h)), (15.34)
falls g(h) # 0 fir alle h # 0 und
lim @ =0. (15.35)

Beispiel 15.15
Sei T,, das n-te Taylorpolynom von f in a € I, I Intervall, sei

r(h) = f(a+h)—=T,(a+h).
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Dann gilt nach Folgerung 15.13
r(h) =o(h™), falls f e C"(I),

und
r(h) = O(h™h), falls f € C"(I),
da fiir eine geeignete Zwischenstelle &

o),y

r(h) = Bnia(a+h) = I

also fiir |h| < hg, ho > 0 fest,

r(h) < Clp™t, C=
r(h)] 1] (n 4+ 1)1 e—a|< ol

Beispiel 15.16

1. Die Taylorreihe des Sinus mit Entwicklungspunkt a = 0 ist

2k+1

sm Z 2k+ 1)

k=0

sup | ()]

(15.36)

und fiir das Restglied folgt, da alle Ableitungen des Sinus durch 1 beschrénkt sind,

aus Satz 15.11

|z
Rae)] <
also gilt fiir alle z € R
lim R,(z) =0,
n—oo
und damit auch
i( ) 2k+1
sin(z) = -1
— (2k +1)

fiir alle z € R.

2. Analog folgt fiir den Cosinus mit Entwicklungspunkt a = 0

oo
COS E

k=0

fiir alle z € R.
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16 Konvexe Funktionen

Definition 16.1 (Konvexe Menge)
Sei X Vektorraum, D C X. D heifit konvex, wenn

A+ (1—=NyeD (16.1)

fir alle x,y € D und alle \ € [0, 1].

Definition 16.2 (Konvexe Funktion)
Sei X Vektorraum, D C X konvez, f: D — R. f heifit konvex, wenn

fOz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= N f(y) (16.2)

fir alle x,y € D und alle X € [0,1]. f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

Lemma 16.3 Sei X Vektorraum, D C X konvex, f : D — R konvex. Seien x; € D,
Xi € [0,1] fir 1 <i<n mit

i)\i =1. (16.3)
=1

Dann gilt

/ (Z Aixz‘) < Z Nif(z;) . (16.4)

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 16.4 Sei D C R offenes Intervall, f : D — R differenzierbar. Dann ist f monoton
wachsend genau dann, wenn f'(x) > 0 fir alle z € D.

Beweis: “<": Das ist bereits in Satz 12.21 bewiesen worden.
“=":Sei € D mit f'(z) < 0. Dann ist fiir hinreichend kleines A > 0 auch

flx+h) — f(z)
h

also f(x + h) < f(z), also f nicht monoton wachsend. O

<0,

Satz 16.5 Sei D C R offenes Intervall, f : D — R zweimal differenzierbar. Dann ist f
konvex genau dann, wenn f"(x) > 0 fir alle x € D.

Beweis: “<": Sei f”(x) > 0 fiir alle + € D. Dann ist nach Satz 16.4 die Funktion
f"+ D — R monoton wachsend. Seien nun 1,z € D und A € (0,1) mit 2y < x5, sei

r=Ar1+ (1 —N)asy.
Dann gibt es nach Mittelwertsatz & € (z1,z) und & € (x, x2) mit

f(flf) B f(xl) _ f,(fl) < f/(§2) _ f(l”z) B f(ZB) .

r — T To — T
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Es ist
r—x1=(1=XN(ra—x1), x3—7=ANas—11),

also

f(x) — fla1) < fx2) — f(=)
1—A - A '
Multiplikation mit A(1 — A) und Umsortieren liefert

f(@) S Af(an) + (1= A)f(x2).

“=":Sei z € D. Seien auflerdem y € D, y > z und A € (0, 1) beliebig, dann gilt

fOy+ (1 =Nz) <Af(y) + (1 =N f(2),

also
fla+ My =) = f(z) < Af(y) — f(2)),
und weiter
t Fle+ My =)~ ) _ f0)— f@)
My — z) - y—z
Grenziibergang A | 0 liefert

fir alle y > x. Sei nun (2, ),en Folge in D mit z,, > x fiir alle n und x,, — 2. Dann gibt
es &, € (v, z,) mit

/ f(xn) B f(I) /
f(x)f%—_x:f(§n>7
also ) )
0 < f(gn)_f(x),
=TT
Grenziibergang n — oo liefert &, — x, also f”(z) > 0. O

Satz 16.6 Seien x; >0, \; € [0,1] fir 1 <i<n mit ) N\, =1. Dann gilt
[z <> dii (16.5)
i=1 i=1

Beweis: Die Funktion —In : (0,00) — R ist nach Satz 16.5 konvex. Wir wenden Lemma
16.3 an mit f = —In, dann gilt

also (da die Exponentialfunktion monoton ist)

2”: A\ > exp (i i ln(xi)> = Hexp()\i Inz;) = HI;\Z .
i=1 i=1 i :
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Satz 16.7 (Youngsche Ungleichung)
Seien p,q € (1,00) mit

1 1
-4 -= 1
p q
Dann gilt fir alle x,y > 0
Ty < — + —.
p q
Beweis: Anwendung von Satz 16.6 mit
1 1
Alz_a A2:_7 ‘lexp) xQqu'
P q

Definition 16.8 (p-Norm)
Sei 1 <p<oo, x=(x1,...,2,) € C". Dann definieren wir

1
n p
ol - (z\xiw) |
=1

Wir erinnern an die Definition der Maximumsnorm fiir z € C",

Il = max fai]

Satz 16.9 (Ho6ldersche Ungleichung)

Seien p,q € (1,00) mz’t%+% =1, oder sei p =1, ¢ = oo, oder sei p = o0

qilt fiir alle x,y € C"

> lwil < Nl Iyl -

i=1

Beweis: Fiir p = 1, ¢ = oo (analog p = o0, ¢ = 1) gilt

n n n
S leiil < 3 lal mase [yl = gl D Il
i=1 i=1 =1

(16.6)

(16.7)

(16.8)

,q=1. Dann

(16.9)

Seien p, q € (1,00) mit % + % = 1. Seien x,y € C", beide von Null verschieden. (Andern-
falls ist (16.9) trivialerweise erfiillt.) Dann ist ||z, # 0, [[y|, # 0. Aus der Youngschen

Ungleichung folgt fiir alle 7, 1 <17 < n,

ET al” Jwl?
Izll, lyll, ~ pllzllz  allylld’

also (Summation iiber )

n s " |P n 1q
> izt | Tiyi] < D i1 ‘3;1’ I D i1 |Zgz‘ _ 1 X 1 _1
e, 1yl Pl alylli — » «q
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Wir betrachten nun das Standardskalarprodukt im C",

=1

Aus der Holderschen Ungleichung, angewendet mit p = ¢ = 2, erhalten wir

n
E TiY;
i=1

[(z,9) | =

n
<3 el < el gl -
=1

Die resultierende Ungleichung

[y [ < llly llylly, 2y eC,

heilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Satz 16.10 (Minkowskische Ungleichung)
Sei 1 < p < oo. Dann gilt fir alle x,y € C"

[l +yll, < [lll, +[lyll, -

Beweis: Fiir p = oco: Siehe Lemma 13.6. Fiir p = 1:
4yl = Y e+ gl <Yzl + lwil) = el + lyll, -
i=1 i=1

Seinun1<p<oo,q:p%l.Dannist1<q<oo,
1 1

4 =1.
q p

Seien z,y € C". Wir definieren z € C" durch
zizlxi+yi|p_1, 1§Z§n

Es gilt

n n

lz+yllp = D leitwlP =)l uwllzl <Y lwzl+ Y vz
i=1 i=1

i=1 i=1
< Al=ll, 1zl + llwll, =1,

wegen der Holderschen Ungleichung, und

1 1
4, = (Dzm) (D\) _

i=1 i=1
= lz+ylp™,

|
—/
NE
Gl
+
NS
)
~
“|

also
-+ ylP < (], + llyl )z + gl

Division durch ||z 4 y|[?~" liefert die Behauptung.
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Folgerung 16.11 Seip € [1,00). Mit

I, = (Z |in”> (16.13)

=1

Sl

sind (R™, || - ||,) und (C", [ - [|,) normierte Réiume.

Beweis: Die Minkowskische Ungleichung liefert gerade die Dreiecksungleichung. Die an-
deren verlangten Eigenschaften einer Norm folgen unmittelbar aus der Definition. O
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17 Metrische Riaume

In einem normierten Raum X wird der Abstand d(z,y) zweier Vektoren x,y € X definiert
durch

d(z,y) = [l =yl

Wir fithren nun einen Abstandsbegriff fiir allgemeine Mengen X ein.

Definition 17.1 (Metrik)
Sei X Menge. Fine Abbildung d : X x X — R, heifit Metrik auf X, falls gilt

d(z,y) =0 & rT=y (Definitheit) (17.1)

d(xz,y) =d(y,x) fir allez,y € X (Symmetrie) (17.2)

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) firallex,y,z € X (Dreiecksungleichung) (17.3)
(X,d) heifit metrischer Raum. O

Dass d(z,y) > 0 gelten muss, folgt bereits aus (17.1) — (17.3) wegen
0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = 2d(z,y) .
Satz 17.2 Sei (X, || - ||) normierter Raum. Dann definiert
d(z,y) = [lz = yl| (17.4)
eine Metrik d auf X. Sie heifit die durch || - || erzeugte Metrik.
Beweis: Definitheit:

dlz,y) =0 < |lz—y||=0 @ 2—y=0 & z=y, firallez,yecX.

Symmetrie:
d(y,z) = ly —zl| = [| = (v —2)| = lz —yll = d(z,y), fir alle z,y € X.
Dreiecksungleichung:

d(I,Z) = ||ZL‘ _ZH S ||l’—y|| + ||y—Z|| - d(l‘,y) +d(y7 Z), fir alle T,Y,z2 € X.

O

Lemma 17.3 Sei (X,d) metrischer Raum, sei A C X. Schrinken wir die Metrik auf A
ein, dy = d|(A x A), so ist (A,da) metrischer Raum.

Beweis: Klar. O

Ist (X, || - ||) normierter Raum, so kénnen wir auf diese Weise jedes A C X zu einem me-
trischen Raum machen. (Um durch Restriktion der Norm auf A wieder einen normierten
Raum zu erhalten, muss A Unterraum sein.)
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Beispiel 17.4

Sei S die Oberfliche der Erdkugel. Wir konnen eine Metrik auf S definieren, indem wir
die euklidische Norm im R3 als Metrik auffassen und auf S einschrinken. Eine andere
Metrik erhalten wir, wenn wir als Abstand zweier Punkte auf S die Lange der kiirzesten
auf S verlaufenden Verbindungsstrecke definieren. Sei nun X die Menge aller Stéddte in
Europa, die mit Miinchen durch einen Straflenzug verbunden sind. Wir erhalten eine drit-
te Metrik, indem wir als Abstand zweier Stadte die Lénge des kiirzesten verbindenden
Stralenzugs definieren. Keine Metrik ergibt sich, wenn wir als Abstand die kiirzeste Fahr-
zeit laut Bahnfahrplan definieren (dabei betrachten wir nur die Stddte, zu denen eine
Bahnverbindung existiert).

Definition 17.5 (offene Kugel, Umgebung)
Sei (X, d) metrischer Raum. Fir a € X und r > 0 heifit

B(a,r)={z € X :d(a,z) <r} (17.5)

die offene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius r. Sei nun x € X. Ein U C X heifst
Umgebung von x, falls es ein € > 0 gibt mit

x € B(z,e) CU. (17.6)

Die offene Kugel B(x,€) heifit auch die e-Umgebung von x. O

In einem normierten Raum gilt fiir die Kugeln (beziiglich der erzeugten Metrik)
B(a,r)=a+1rB(0,1),

“alle Kugeln sehen gleich aus”.

In (R, d) mit d(x,y) = |z —y| (Betragsmetrik) ist B(a,r) das offene Intervall (a —r, a+r).

In C mit der Betragsmetrik ist B(a,r) das “Innere” des Kreises mit Mittelpunkt a und
Radius 7.

Satz 17.6 (Hausdorffsche Trennungseigenschaft)
Sei (X, d) metrischer Raum. Dann haben je zwei verschiedene Punkte disjunkte Umge-
bungen, das heifst: Fir alle x,y € X mit x # y gibt es Umgebungen U von x und V' von
Yy mat

unv=_0. (17.7)

Beweis: Seien z,y € X mit x # y. Wir setzen

€= %d(x,y), U= B(z,e), V =DB(y,e).
Fiir beliebiges z € U gilt

2e = d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <e+d(zv),

also ist d(z,y) > ¢ und damit z ¢ V. O
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Definition 17.7 (Offene Menge)
Sei (X,d) metrischer Raum. Fin U C X heifit offen, falls U Umgebung jedes Punktes
x € U ist, d.h. falls gilt: Fiir alle x € U existiert ein € > 0 mit

x € B(z,e) CU (17.8)
O

Jedes offene Intervall (a, b) in R ist offen (beziiglich der Betragsmetrik). Jede offene Kugel
B(a,r) eines metrischen Raums ist offen: Ist x € B(a,r), so ist B(x,e) C B(a,r), falls
e<r—d(a,z).

Ob eine Teilmenge eines metrischen Raums (X, d) offen ist oder nicht, hingt von der Wahl
der Metrik d ab. Andererseits wird es sich noch herausstellen, dass im R"™ alle Metriken,
die von Normen erzeugt werden, zu denselben offenen Mengen fiihren.

Man beachte, dass der Begriff “offen” fiir Teilmengen eines metrischen Raumes X relativ
zu X definiert ist. So ist etwa [0, 1] nicht offen in R (d.h. aufgefafit als Teilmenge von
R), wohl aber offen in sich selbst (d.h. aufgefafit als Teilmenge des metrischen Raums

([0,1], dpp.1)).
Satz 17.8 Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt:
(i) O und X sind offen.
(ii) Sind U und V offene Teilmengen, so ist auch U NV offen.

(iii) Ist (U;)ier eine Familie offener Teilmengen, so ist auch
v
i€l
offen.

Beweis: (i) ist klar. (ii): Seien U,V offen, sei x € U NV beliebig. Wir wéihlen &1, g5 mit
B(z,e1) C U und B(z,e2) C V. Fiir ¢ = min{ey, &5} ist dann B(z,e) CUNV.

(iii): Ist € U;erU;, so gibt es ein ¢ € I mit x € U; und weiter ein € > 0 mit B(z,¢) C U;
also x € B(x,e) C Ue Us. 0

Folgerung 17.9 Sind U;, 1 <i < n, offene Teilmengen eines metrischen Raums (X, d),
so ist auch

offen.
Beweis: Folgt direkt aus Teil (ii) des Satzes. O

Ein unendlicher Durchschnitt offener Mengen braucht nicht offen zu sein, so ist etwa

N B 2) = {a}.

neN

und einpunktige Mengen sind “normalerweise” nicht offen.
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Bemerkung 17.10 (Topologie)

Satz 17.8 ist ein Ausgangspunkt, um den Begriff des metrischen Raumes weiter zu verallge-
meinern, und zwar zum Begriff des topologischen Raumes. Statt des Abstandsbegriffs wird
hier der Begriff der offenen Menge axiomatisiert: Sei X Menge. Eine Familie 7 C P(X)
von Teilmengen von X heifit Topologie auf X, falls gilt

i) 0eT,XeT,
i) ,VeT =UnNnVeT,
(iit) (Ui)ier CT = UietUi € T.
(X, T) heifit topologischer Raum, die Elemente von 7T heifien offene Mengen in (X, 7).

O

Definition 17.11 (Abgeschlossene Menge)
Sei (X, d) metrischer Raum. Ein A C X heifit abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A
offen ist.

O
Definition 17.12 (Abgeschlossene Kugel)
Sei (X, d) metrischer Raum, a € X, r > 0. Dann heifit
K(a,r)={z € X :d(a,z) <r} (17.9)
die abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt a und Radius 7.
(]

Jede abgeschlossene Kugel K (a,r) ist abgeschlossen (siche Ubung). Jedes abgeschlossene
Intervall in R ist abgeschlossen.

Satz 17.13 Sei (X,d) metrischer Raum. Dann gilt

(i) O und X sind abgeschlossen.

(11) Sind (A;)1<i<n abgeschlossen, so ist auch

abgeschlossen.

(111) Ist (A;)icr eine Familie abgeschlossener Teilmengen, so ist auch

N

iel

abgeschlossen.
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Beweis: Folgt direkt aus Satz 17.8 und Folgerung 17.9. O

Beispiel 17.14 (Cantorsches Diskontinuum)
Sei Cy = [0, 1]. Wir setzen Cy = Cy\ (1/3,2/3). Cy besteht aus den beiden abgeschlossenen
Intervalle [0,1/3] und [2/3,1]. Wir entfernen nun jeweils deren offenes mittleres Drittel
(1/9,2/9) bzw. (7/9,8/9), um C5 zu erhalten. Entsprechend erhalten wir C), 4 aus C,.
Die Menge

C=()Cn (17.10)

neN

heifit Cantorsches Diskontinuum. C' ist abgeschlossen. Es ist

C = {Z a;37" 1 a; € {0, 2} fiir alle z} : (17.11)
i=1
Definition 17.15 (Rand, Inneres, Abschluss)

Sei (X,d) metrischer Raum, sei Y C X. Fin x € X heifst Randpunkt von Y, falls jede

e-Umgebung von x sowohl einen Punkt von'Y als auch einen Punkt von X \'Y enthdlt.
Die Menge

Y ={x:x € X, x ist Randpunkt von Y} (17.12)
heifit Rand von Y (in X ). Die Menge
int (Y)=Y\9Y (17.13)
heifst das Innere von Y. Die Menge
Y =Y UudYy (17.14)

heifst der Abschluss von Y .

a
Lemma 17.16 Sei (X, d) metrischer Raum, Y C X. Dann gilt
int(Y)CcYcY, 9Y =Y \int(Y). (17.15)
Beweis: Folgt direkt aus der Definition. O
In R mit der Standardmetrik gilt: Ist Y eine Teilmenge mit (a,b) C Y C [a,b], so ist
oY ={a,b}, int(Y)=(a,b), Y =]a,b].
Ebenso gilt in R: 0Q = Q = R, int (Q) = 0.
Definieren wir in einem normierten Raum (X, || - ||) die Sphére durch
S(a,r)={z:xz€ X, |lr —al| =1}, (17.16)
so 1ist

S(a,r) =0K(a,r) = 0B(a,r) = K(a,r)\ B(a,r).

Man beachte: Fiir beliebige Teilmengen Y eines metrischen Raumes gilt im allgemeinen
nicht B

Y =int(Y). (17.17)
In einem normierten Raum gilt (17.17), falls Y konvex ist und int (V) # 0.
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Satz 17.17 Sei (X,d) metrischer Raum, sei Y C X. Dann gilt

(1) int (V) ist offen.
(i) Y ist abgeschlossen.

(111) OY ist abgeschlossen.

Beweis: (i): Sei a € int(Y) = Y \ 9Y. Da a ¢ 9Y, gibt es ein ¢ > 0, so dass B(a,¢)
keinen Punkt von X \ Y enthilt, also B(a,e) C Y. Sei nun y € B(a,¢) beliebig. Fir
hinreichend kleines § > 0 gilt B(y,d) C B(a,e) C Y, also ist y ¢ 9Y. Da y beliebig war,
folgt B(a,e) C Y\ 9Y =int (Y).

(ii): Fiir Z = X \ Y gilt 0Z = 9Y nach Definition. Es folgt

Y=YUdY =(X\Z2)UdZ=X\(Z\0Z)=X \int(Z).
Nach (i) ist int (Z) offen, also ist Y abgeschlossen.
(iii) Es ist
Y =Y \int (Y) =Y N (X \int (Y)),

und damit abgeschlossen als Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen Y und X \int (Y).
O

Satz 17.18 (Produktmetrik)
Seien (X1,dy) und (Xa,ds) metrische Riume. Dann wird durch

d((w1,2), (y1,y2)) = max{di(z1,y1), d2(72,y2) } (17.18)

eine Metrik auf X1 x Xy definiert, die sogenannte Produktmetrik. Es gilt

B((z1,x2),€) = B(z1,€) X B(xg,¢), (17.19)
K((l‘l,l'g),&:) :K(l’1,8) X K(I’Q,g), (1720)
fir alle x; € X;, € > 0.
Beweis: Ubungsaufgabe. O

Satz 17.19 (Offene und abgeschlossene Mengen im Produktraum)

Seien (X1,dy) und (Xo,dy) metrische Raume. Sind U; C X; offen in X;, i = 1,2, so ist
U, xU; offen in X1 x X, versehen mit der Produktmetrik. Ebenso ist Ay X Ay abgeschlossen
in Xy X Xo, falls A; C X; abgeschlossen sind firi =1, 2.

Beweis: Seien U; offen, sei (z1,29) € Uy x Uy. Wahle 1,69 mit B(z;,¢;) C U; (i = 1,2),
dann ist B((z1,x2),e) C Uy x Uy fiir € = min{ey, e5}. Seien A; C X; abgeschlossen. Es ist

(Xl X X2) \ (Al X AQ) = ((Xl \ Al) X XQ) U (Xl X (X2 \ Ag)) s

und die rechte Seite ist offen als Vereinigung zweier offener Mengen. O
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Folgerung 17.20 Seien (X;,d;) metrische Riume, 1 < i < n. Dann wird auf

eine Metrik d definiert durch

d(%y) = Inax dz‘(xi;yz‘) (17‘21)

1<i<n

firz,y e X, x=(x1,...,2,), y = (Y1, ..., Yn). Sind U; offen in X; bzw. A; abgeschlossen
i X;, so sind auch

offen bzw. abgeschlossen in (X, d).

Beweis: Folgt mit vollstdndiger Induktion aus den Sétzen 17.18 und 17.19. O

Setzen wir X; = K und wéhlen wir fiir d; die Betragsmetrik, so ist X = K", und die
Produktmetrik
d(z,y) = max |2; — y;|

1<i<n

entspricht der von der Maximumnorm auf K" erzeugten Metrik. Aus Satz 17.20 ergibt
sich dann fiir K = R, dass alle achsenparallelen Quader

n n

H(aia bi) , H[% bi]
i=1 i=1
offen bzw. abgeschlossen sind in (R™, | - ||.)-
Betrachten wir ein Produkt
X1 X XQ X X3

dreier metrischer Rédume (Xj,d;), und konstruieren wir eine Metrik durch zweimalige
Produktbildung geméaf

(Xl X X2> X X3, oder Xl X (XQ X Xg),

so erhalten wir in beiden Féllen dieselbe Metrik, nédmlich die in (17.21) definierte.
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18 Metrische Riaume: Konvergenz, Stetigkeit

Hier steht K fiir R oder C wie gehabt.

Definition 18.1 (Konvergenz)
Sei (X, d) metrischer Raum. Fine Folge (xy)ren in X heif$t konvergent gegen den Grenz-
wert a € X, falls

lim d(zg,a) =0. (18.1)

k—oo

Wir schreiben wieder
lim z; = a (in (X,d)),

k—o0

oder einfach “rp — a”.

O

Falls d von einer Norm erzeugt wird, d(x,y) = ||x — y||, so erhalten wir die Definition der
Konvergenz im normierten Raum (siehe Kapitel 13).

Satz 18.2 Seien (X;,d;) metrische Riume, 1 < i <n, set X =[], X; versehen mit der

Produktmetrik d. Sei (zx)ren Folge in X mit v, = (Tg1,...,Ten), Sei a = (a1,...,a,) €
X. Dann gilt
lim 2, = a & lim x; =a; firallei, 1 <i<n. (18.2)
k—o0 k—oco

Beweis: Nach Definition der Produktmetrik d gilt

d(zg,a) -0 & max di(z,0:) >0 < di(zg,,a;) = 0 fir alle ¢.

1<:i<
O
Folgerung 18.3 Sei (xy)ken eine Folge in K", sei a € K™. Dann gilt
lim z, = a
k—00
in (K™, || - ||l) genau dann, wenn
lim z,; = aq;
k—oco
fir alle i, 1 <1 <n.
Folgt aus Satz 18.2 mit (X, d;) = (R, |- ). O

Lemma 18.4 (Konvergenz und Umgebung)
Seien (X, d) metrischer Raum, (xy)ren Folge in X, a € X. Dann gilt z, — a genau dann,
wenn es zu jeder Umgebung U von a ein N € N gibt mit x € U fir alle k > N.
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Beweis: Nach Definition 18.1 gilt
lim zp = a & Ve>0 dNeN VE>N: z¢€ Bla,e)

k—o0

“<”: Klar, da B(a,¢) Umgebung von a ist.
“=": Sei U Umgebung von a. Wihle ¢ > 0 mit a € B(a,e) C U, wihle N mit 2 € B(a,¢)
fiir alle £ > N, dann ist x, € U fiir alle &k > N. O

Es kommt also fiir die Frage, ob eine gegebene Folge konvergiert oder nicht, nur darauf
an, wie die Umgebungen (oder dquivalent: die offenen Mengen) in (X, d) aussehen. Sind
dy und dy Metriken auf X, die auf dieselben offenen Mengen fiihren, so gilt

x — ain (X, dy) & x — ain (X, ds).

Lemma 18.5 Sei (X,d) metrischer Raum, sei (xp)ren eine konvergente Folge in X.
Dann ist der Grenzwert von (xy)ken eindeutig bestimmt, und jede Teilfolge von (xy)gen
konvergiert gegen thn.

Beweis: Sind a, b Grenzwerte von (z)gen, so gilt
0 <d(a,b) <d(a,z)+ d(xg,b) — 0

fiir k — oo, also a = b. Aus d(a,x;) — 0 folgt dasselbe fiir jede Teilfolge. O

Satz 18.6 (Konvergenz und Abschluss)
Sei (X, d) metrischer Raum, sei A C X. Dann sind dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen in X .
(ii) A= A.
(111) Fliir jede konvergente Folge (xy)ren tn X gilt: Ist xy € A fiir alle k, so ist auch
kh_}rgo T € A.
Beweis: “(ii)=-(i)": Satz 17.15.

“(iii)=(ii)”: Kontraposition. Sei A # A. Wihle a € A mit a ¢ A. Nach Definition des
Randes gibt es zu jedem k € N ein x € A mit

1
ry, € B(a, E)

also d(a,xr) — 0, z — a ¢ A, (iii) gilt also nicht.

“(i)=-(iii)”: Sei A abgeschlossen, sei (z)ren Folge in A mit zx — a. Wére a ¢ A, also
a € X\ A, so gidbe es ein € > 0 mit B(a,e) C X \ A (da X \ A offen), im Widerspruch
zu x, € Aund x, — a. O

Definition 18.7 (Beschrinktheit)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heif$t beschrankt, falls

diam (V) := sup d(z,y) < o0 (18.3)

z,yeyY

gilt. diam (Y') heifit der Durchmesser von'Y .
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O

Lemma 18.8 Sei (X, || - ||) normierter Raum. Eine Teilmenge Y C X st beschrdnkt
genau dann, wenn es ein C' > 0 gibt mit ||z|| < C fir allex € Y.

Beweis: “«<": diam (Y) < 2C.
“=": Kontraposition. Gibt es eine Folge (xj)ren in Y mit ||zx|| — oo, so gilt

[ = 21l] = flzx]| = llaa]] = o0,

also diam (Y') = +o0. O

Definition 18.9 (Cauchyfolge, Vollstindigkeit)
Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Folge (xy)ken in X heifst Cauchyfolge, falls es zu jedem
e>0 ein N €N gibt mit

d(xg, xm) < e, firallek,m > N.

(X, d) heifst vollstindig, falls jede Cauchyfolge in X konvergiert.

Definition 18.10 (Banachraum)
Ein normierter Raum (X, || - ||) heifst Banachraum, wenn er vollstindig ist.

Lemma 18.11 Sei (X, d) metrischer Raum. Dann gilt:

(1) Jede konvergente Folge in X ist eine Cauchyfolge.

(i1) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis: (i): Sei (zy) Folge mit x; — a. Zu e > 0 wihle N mit d(zy,a) < ¢ fiir alle K > N.
Dann gilt fir k,m > N

d(zg, xm) < d(zg,a) + d(a,z,) < e+e=2¢.

(ii): Sei () Cauchyfolge. Wihle N so, dass gilt d(z,, xx) < 1 fiir alle m > N. Dann gilt
fur beliebige z;,z; € Y := {z} : k € N}

d(z;,z;) < d(zi,zy) +d(zn, z;) < 2max{l, 1r<r}€85§vd(xk,x]v)} =C,

also
diam (Y') = sup d(z;,z;) < C'.
ijeN
a
Satz 18.12 (Vollstindigkeit von K")
Der Raum (K™, | - ||.) ist vollstindig, also ein Banachraum.
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Beweis: Sei (z4)reny Cauchyfolge in (K™, | - [|). Wegen |zr; — Zpi| < [|2p — 2|, ist
auch jede Komponentenfolge eine Cauchyfolge in K. Da K vollstdndig ist, gilt z;,;, = a;
fiir ein a; € K. Nach Satz 18.3 gilt xx — a = (a1, ..., a,). O

Wir erinnern an die Definition des Raums B(D;K) der beschriankten Funktionen auf
einer beliebigen Menge D mit Werten in K und daran, dass er mit der Supremumsnorm
zu einem normierten Raum wird.

Satz 18.13 (Vollstindigkeit des Raums der beschrinkten Funktionen)
Sei D Menge. Der Raum (B(D;K) ) ist ein Banachraum.

Nl

Beweis: Sei (fi)ren Cauchyfolge in (B(D;K), || - ||..)-
(1) Wegen
[fi®) = fn (O] < Wi = fonllo = SUD |fil5) = fin(3)]

ist (fx(t))ren fiir alle t € D eine Cauchyfolge in K. Da K vollsténdig ist, konnen wir also
definieren

F(t) = Jim fi(t).

(2) f ist eine beschriankte Funktion: Nach Satz 18.11 ist die Folge ( fx)ren beschrénkt in
B(D;K), also existiert C' > 0 mit

[fe@®)] < | fell <C

fir alle k € N und alle ¢t € D, also ist auch |f(t)| < C fiir alle t € D.
(3): Wir zeigen || fr — f|l, — 0: Sei € > 0. Wahle N, so dass

ka_meoo<g fiir alle k,m > N.
Sei nun ¢t € D. Wiahle m > N so, dass
€

Dann gilt fiir alle k > N
<
2

=£&.

€
(&) = fe@I < 1) = fu O + [ () = )] < 5 +
Da t € D beliebig war, folgt
If = fill = sup [ f(£) = fr(t)] < e
teD
fiir alle £ > N. O
Satz 18.14 Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, sei Y C X. Dann sind dquivalent:

(1) Y ist abgeschlossen in X .

(11) Der metrische Raum (Y, dy) ist vollstindig.
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Beweis: “(i)=-(ii)”: Sei (z}) Cauchyfolge in Y. Da X vollsténdig ist, gilt =), — a, a € X.
Da Y abgeschlossen ist, gilt a € Y nach Satz 18.6.

“(ii)=-(i)": Sei (zx) Folge in Y mit xy — a, a € X. Dann ist (x;) Cauchyfolge in (X, d),
also auch Cauchyfolge in (Y,dy). Da (Y, dy) vollstindig ist, gilt 2, — b € Y. Da der
Grenzwert eindeutig ist, gilt a = b € Y. Also ist Y abgeschlossen nach Satz 18.6. O

Folgerung 18.15 Der Raum (Cla,b],| - ||.) ist ein Banachraum.

Beweis: Nach Satz 18.13 ist (B([a,b;R),| - ||.,) ein Banachraum. Sei (f,)nen Folge in
Cla,b] mit f, — f gleichméBig in B([a,b]). Nach Satz 13.3 ist f stetig. Also ist Cla, b]
abgeschlossen und nach Satz 18.14 vollstandig. O

Definition 18.16 (Stetigkeit)

Seien (X,dy), (Y,ds) metrische Riume, sei D C X, f : D — Y. Einc € Y heifst
Grenzwert von f in a € D, falls ¢ = limy_,o0 f(x) gilt fiir alle Folgen (x1)reny in D mit
limx, = a. Wir schreiben

c=lim f(z), c=lim f(x), oder flx) — c.
i:[‘)‘ r—=a T—a

f heifit stetig in a € D, falls gilt

lim f(2) = f(a).

T—ra

f heifst stetig auf M C D, falls f in jedem Punkt a € M stetig ist. Wir definieren

CX;Y) ={flf: X =Y, f stetig}, C(X)=C(X;R).
O

Satz 18.17 Seien (X, d;), (Y,ds), (Z,d3) metrische Riume, seien f: X - Y, g:Y —
Z. Ist f stetig in a € X und g stetig in f(a), so ist go f stetig in a.

Beweis: Sei (zj)reny Folge in X mit x; — a, dann folgt f(zx) — f(a), da f stetig in a,
und weiter g(f(zx)) — g(f(a)). O

Satz 18.18 Sei (X,d) metrischer Raum, sei f : X — K", f(x) = (fi(x),..., fu(2)),
a € X. Dann ist f stetig in a genau dann, wenn alle Komponentenfunktionen f; : X — K
in a stetig sind.

Beweis: Aus Satz 18.3 folgt, dass f(xx) — f(a) gilt genau dann, wenn f;(x) — fi(a) fiir
alle 1. 0

Satz 18.19 Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division definieren stetige Funk-
tionen von (K2, || - ||..) nach (K,|-|) (die Division (x1,2s) — x1/x2 auf D = {(z1,22) :
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Beweis: Sei f(z) = z1 + 29 fiir = (21, 22) € K2 Sei (x1)ren konvergente Folge in K2,
x = (T, Tp, ), dann gilt

flimay) = f((imay, limazg o)) = limay; + lim a0 (18.4)
= lim(zy1 + zg2) = lim f(zg) . (18.5)
Analog fiir die anderen Operationen. O

Satz 18.20 Sei (X, d) metrischer Raum, seien f,g: X — K stetig in a € X. Dann sind
auch f+g, f—g, [-g und f/g stetig in a (letzteres, falls g(a) # 0).

Beweis: f + g : X — K 148t sich schreiben als Komposition

X K* — K,z (f(2),9() = f(z) +g(x).

Die Behauptung folgt aus den Sdtzen 18.18, 18.19 und 18.20. Analog fiir die anderen
Operationen. O

Beispiel 18.21

(i) Jede konstante Abbildung f : K" — K ist stetig.
(ii) Die Abbildungen p; : K" — K, p;(z1,...,z,) = x;, sind stetig.
(iii) Ein f: K" — K der Form
floy,..o x,) =27 aq? - anm, o € N,

heifit Monom. Monome sind stetig.

(iv) Sei I eine endliche Teilmenge von N”. Ein f : K® — K der Form

flz,... x,) = Z CorogranX] Ty7 - Tp"

acl
heift Polynom vom Grad N, wobei

N:maX{Zai:a:(al,...,an)EI}.
=1

Polynome sind stetig.

(v) Jede lineare Abbildung f : K" — K™ ist stetig: Die Komponentenfunktionen f;
haben die Form

fi(x) = Zaz’ﬂ?j )

wobei A = (a;;) die Matrix ist, welche f in der kanonischen Basis darstellt.
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Satz 18.22 Seien (X, d;), (Y,dy) metrische Riume, sei f: X — Y, a € X. Dann ist
stetig in a genau dann, wenn gilt:

Ve>0 360 >0 sodass gilt: di(x,a) <5 = do(f(2), fla)) <e. (18.6)

Beweis: “<": Sei (x}) Folge in X mit x; — a. Sei ¢ > 0. Wahle § geméf (18.6) und
N € N so, dass dy(xy,a) < 0 fiir alle k > N. Dann gilt da(f(xx), f(a)) < . Also ist f
stetig in a.

“=": Kontraposition. Gilt (18.6) nicht, so gibt es ein € > 0 und eine Folge (x)) mit

Do) < 5 (), f(@) > <.
also zx — a, aber f(zy) - f(a). O
Ist (X, d) metrischer Raum, zo € X und f: X — R definiert durch
f(z) = d(z, z)

so ist f stetig wegen

[f(x) = fla)| = |d(z, x0) — d(a, x0)| < d(x,a).
Insbesondere ist in jedem normierten Raum (X, || - ||) die Norm

f(@) = [l

stetig.

Satz 18.23 Seien (X, || - |lx), (Y| - |ly) normierte Riume, sei f : X — 'Y linear. Dann
sind dquivalent:

(1) f ist stetig auf X.

(ii) f ist stetig in 0.
(111) Es gibt ein C' > 0 mit

I f(@)ly <Cllz|ly, firallex e X. (18.7)
Beweis: “(iii)=-(i)": Sei a € X, (z) Folge in X mit z; — a. Dann gilt
0 < |If(zx) = fl@)lly = [If(zx — a)lly < Cllzx —allx =0,

also || f(zx) — fa)lly — 0, also f(zx) = f(a).
“(i)=(i1)”: Klar.

“(ii)=-(iii)”: Wir wenden (18.6) an mit ¢ = 1 und @ = 0 (also f(a) = 0). Wéhle 6 > 0 mit
|| f(z)]]y <1 fir alle x € X mit ||z||x <. Sei nun z € X beliebig,  # 0. Dann ist

H ) )
|| ==<9,
20zl x llx 2
also oz 5 )
T
fla = = f( x) < =z x -
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Beispiel 18.24
Wir betrachten X = C'fa, b] mit den beiden Normen

b
[flloe = max [f(®)], ||f||1=/ [f(@)]dt .

a<t<b
Die lineare Abbildung
b
T: X =R, T(f):/f(t)dt, (18.8)

ist stetig beziiglich beider Normen, da

b b
()l = / f(t)dtlé/ [F@fdt = [Ifll, < (b= a)llfll -

Die lineare Abbildung
T:X =R, T(f)= f(a), (18.9)

ist stetig beziiglich || - ||, da |T'(f)| = |f(a)| < ||f]|.., aber nicht stetig beziiglich || - ||;,
da fiir

fu(t) = max{l —n(t —a), 0}
gilt
T(fa)l = [fnla)] =1,

aber (fiir n > )
1
Ifully = 5 =0,
und somit (18.7) fiir kein C' > 0 erfiillt ist.

Satz 18.25 Seien (X,dy), (Y,dy) metrische Riume, sei f: X — Y. Dann sind dquiva-
lent:

(1) f ist stetig auf X.
(ii) Das Urbild f=*(V) jeder offenen Menge V CY st offen in X.

(iii) Das Urbild f~'(A) jeder abgeschlossenen Menge A C'Y ist abgeschlossen in X .

Beweis: “(i)=(iii)”: Sei A C Y abgeschlossen, sei (x3)geny Folge in f~'(A) mit z — z,
x € X.Dannist f(zg) € Afiiralle k € Nund f(zx) — f(z) (da f stetig), alsoist f(z) € A
nach Satz 18.6, also x € f~!(A). Wiederum nach Satz 18.6 ist f~'(A) abgeschlossen.
“(iil)=-(ii)”: Ist V offen in Y, so ist Y\ V abgeschlossen, also auch f~'(Y "\ V), und damit
A V)=X\ 7YY\ V) offen in X.

“(i))=-(i)”: Sei (z)ren Folge in X mit zj, — a. Sei e > 0. Wir setzen U = f~Y(B(f(a),¢)).
Dann ist @ € U und U offen in x. Nach Lemma 18.4 gibt es N € N mit x;, € U fiir alle
k> N, also f(zx) € B(f(a),¢) fir alle k > N. Es folgt f(zx) — f(a). O
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Folgerung 18.26 Seien (X, d) metrischer Raum, f: X — R stetig, c € R. Dann sind
{r:zeX, flzy<c}, {z:zeX, f(z)>c},
offen in X, und
{r:zeX, flx) <c}, {z:zeX, f(x)>c},
sowie die Niveaumenge von f zum Niveau c,
Ne(f) ={z:z e X, f(z) =c},

abgeschlossen in X.

Beweis: Folgt aus Satz 18.25, da die Mengen (—o0,¢) und (¢, 00) offen in R und die
Mengen (—oo, ¢], [¢,00) und {c} abgeschlossen in R sind. O
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19 Metrische Riaume: Kompaktheit

Definition 19.1 (Kompakte Menge)
Sei (X,d) metrischer Raum. (X,d) heifst kompakt, falls jede Folge (vk)reny in X eine
konvergente Teilfolge besitzt. O

Ist Y Teilmenge eines metrischen Raums (X, d), so sagen wir abkiirzend “Y ist kom-
pakt” statt “(Y,dy) ist kompakt”. Fiir eine Teilmenge Y von (X, d) bedeutet also “Y ist
kompakt”:

Jede Folge (zx)ren in Y besitzt eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert
ebenfalls ein Y liegt.

Kompaktheit ist also immer eine Eigenschaft eines metrischen Raums und héngt nur von
der Metrik ab. Offenheit und Abgeschlossenheit sind Eigenschaften von Teilmengen eines
metrischen Raums und héngen nicht nur von der Metrik ab, sondern u.U. auch davon,
wie grofl der umfassende metrische Raum gewahlt wird.

Jedes abgeschlossene beschriankte Intervall [a, b] ist kompakt in der Betragsmetrik (Ana-
lysis I).

In allgemeinen topologischen Rdumen (X, T) wird Kompaktheit anders definiert, ndmlich
iiber die sogenannte “endliche Uberdeckungseigenschaft”. In metrischen Rdumen sind
beide Definitionen dquivalent.

Satz 19.2 Seien (X1,d;), (Xa,ds) kompakte metrische Rdume. Dann ist (X1 x Xo,d), d
Produktmetrik, kompakt.

Beweis: Sei (xy)ren, Tk = (Tr1, Tk 2) Folge in X = X; x X,. Wahle eine in X; konvergente
Teilfolge (74,,1)jen von (zj1), wihle eine in X, konvergente Teilfolge (74, 2)men von
(7, ,2)jen. Dann ist auch (zx, 1)men in X; konvergent, also auch (2, )men konvergent

Im>

in X. O

Folgerung 19.3 Seien (X;,d;), 1 < i < n, kompakte metrische Riume. Dann ist auch
(IT=, Xi.d), d Produktmetrik, kompakt.

Beweis: Mit Induktion aus Satz 19.2. O

Folgerung 19.4 Jeder abgeschlossene achsenparallele Quader

Q= H[az’,bz']

=1

mit a;, b; € R, a; < by, ist kompakt in (R™, [ - ]|)-

Beweis: Folgt aus Folgerung 19.3, da alle [a;, b;] kompakt sind. O
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Satz 19.5 Sei (X, d) metrischer Raum, sei Y C X. Dann gilt:
X kompakt, Y abgeschlossen in X = Y kompakt, (19.1)

Y kompakt = Y beschrankt und abgeschlossen in X . (19.2)

Beweis: Zu (19.1): Sei (z)gen Folge in Y, dann gibt es eine in X konvergente Teilfolge,
Tk, — a, a € X. Da 'Y abgeschlossen ist, ist a € Y.

Zu (19.2): Y ist abgeschlossen: Sei (z)ren Folge in Y mit z; — a, a € X. Da Y kompakt,
gibt es Teilfolge (z,,) und b € Y mit xy, — b. Es folgt a = b, also a € Y.

Y ist beschrankt: Kontraposition. Sei Y unbeschréinkt. Wir zeigen

es gibt eine Folge (zx)ken in Y mit d(xy, x,,) > 1 fiir alle k # m. (19.3)

(Dann sind wir fertig, da keine Teilfolge einer solchen Folge eine Cauchyfolge sein kann.)
Die Folge () wird rekursiv konstruiert. Wahle z; € Y beliebig. Seien x1, ...,z bereits
konstruiert. Fiir alle y, 2 € Y und alle 1 < 14,5 < k gilt dann

d(y, z) < d(y,z;) +d(z;, x;) + d(xj, 2) < d(y,x;) + d(xj,z) + M,
wobei M = max;<; j<i d(x;,x;). Es folgt fiir alle y,z € Y

— M < mi A ‘ ,
dly,z) — M < Join d(y, x;) + Jnin d(z,x;) .

Wiéhle nun y, z € Y mit d(y, z) > M + 2 (moglich, da Y unbeschrénkt), dann ist

min d(y,x;) > 1 oder min d(z,z;) > 1.
1<i<k (yu z) 1<j<k ( ’ J)
Im ersteren Fall setzen wir x;1 = y, andernfalls xy 1 = 2. O

Satz 19.6 (Bolzano-Weierstraf)
Sei'Y Teilmenge von (R", || -|_.). Dann gilt

Y kompakt & Y abgeschlossen in R™ und beschrinkt.

Beweis: “=": Satz 19.5.
“«<": Fiir hinreichend grofles C' > 0 gilt

Y C Q:ﬁ[—(J,C].
=1

Sei (g )ren Folge in Y. Da @ kompakt ist nach Folgerung 19.4, hat (xy)xen eine beziiglich
| - ||, konvergente Teilfolge, deren Limes auch in Y liegt, da Y abgeschlossen ist. 0

Die Implikation “<” aus Satz 19.6 gilt in keinem unendlichdimensionalen normierten
Raum.

Satz 19.7 Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume, sei f : X — Y stetig und X kompakt.
Dann ist auch f(X) kompakt.
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Beweis: Sei (yx) Folge in f(X). Fiir alle & € N wihle 2, € X mit f(zx) = yx. Da X
kompakt, gibt es eine Teilfolge (xj, ) und ein @ € X mit zy, — a, also auch y;, =

fxy, ) = fla) € f(X), da f stetig. O

Satz 19.8 Sei (X, d) metrischer Raum, sei f : X — R stetig und X kompakt, X # (.
Dann ist f(X) beschrinkt, und f nimmt auf X sein Maximum und Minimum an, d.h. es
gibt p,q € X mut

f(p) =sup f(z), [flq) = inf f(x).

zeX zeX

Beweis: Nach Satz 19.7 ist f(X) kompakt, also beschrankt und abgeschlossen in R nach
Satz 19.5. Aus der Beschrinktheit folgt sup f(X) < oo, aus der Abgeschlossenheit folgt
sup f(X) € f(X), es gibt also ein p € X mit f(p) = sup,cx f(z). Analog fiir das Mini-
mum. O

Satz 19.9 Zu jeder Norm || - || auf R™ gibt es Zahlen c¢1,co > 0 mit

callzll < 2| < ezl , fir alle x € R". (19.4)

Beweis: Konstruktion von ¢y: Fiir © = (xq,...,2,) € R" gilt

n
T = E Li€i s
i=1

wobei e; der i-te Einheitsvektor ist. Es folgt

]l < Zl i [lesl] < (Zl ||€z'\|> max |z;] = (Zl ||€z'||) o -
1= 1= 1=
=:ca
Existenz von ¢;: Wir definieren f: (R, || - ||.,) = (R, |- ]) durch
f@) =[]l
f ist stetig, da fiir jede Folge (zx)ren in R™ mit 2, — a gilt
0 <|f(zx) = fla)| = k]l = llall [ < [z = all < ealjxy —all
also auch f(z) — f(a). Wir definieren
Y={z:2eR", |z] =1}.

Y ist abgeschlossene beschriankte Teilmenge von (R™,[| - ||.), also kompakt nach Satz 19.6,
also gibt es nach Satz 19.8 ein y € R” mit |ly|| ., =1 und

0 < Jlyll = min ]

Wir setzen ¢; = ||y||. Es gilt dann fiir alle z € R™ mit « # 0, dass

Tl
llloo ]

also gilt die linke Ungleichung in (19.4) fiir alle z € R™. O

ClS‘

Aus Satz 19.9 folgt: Ist (xy)ren Folge in R, so hdngt die Richtigkeit der Aussagen

140



(z1,) ist konvergent in (R™, || - ||)
(zy) ist Cauchyfolge beziiglich (R™, || - ||)

nicht von der Wahl der Norm || - || ab, “in allen Normen sind die gleichen Folgen konver-
gent”. Ebenso gilt: Ist Y C R", so hingen die Mengen int (Y), Y, Y sowie die Eigen-

” [43

schaften “offen”, “abgeschlossen”, “kompakt” und “beschréinkt” ebenfalls nicht davon ab,
aus welcher Norm man die Metrik erzeugt. Siehe Ubung.

Definition 19.10 (Aquivalenz von Normen)
Sei X Vektorraum, seien || - ||,, || - [, Normen auf X. Die beiden Normen heiffen dquiva-
lent, falls es Konstanten cq,co > 0 gibt mit

allzlly < lzlly < el
fiir alle x € X. O

Satz 19.9 erhélt somit die pragnante Form:

“Auf dem R” sind alle Normen aquivalent.”

Definition 19.11 (Gleichmifige Stetigkeit)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume, sei f: X — Y. Dann heifit f gleichmdfig stetig
auf X, falls gilt

Ve>0 3J0>0 Va,yeX: Ausdi(z,y) <0 folgt do(f(x), f(y)) <e.  (19.5)

O

Offensichtlich ist jede auf X gleichméfig stetige Funktion auch stetig auf X.

Satz 19.12 Seien (X, dy), (Y,d2) metrische Riume, sei f : X — Y. Dann gilt: Ist f
stetig auf X und ist X kompakt, so ist f gleichmdf$ig stetig auf X .

Beweis: Wir nehmen an, f sei nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein ¢ > 0 und fiir
alle k € N Elemente x, y, € X mit

) < 3o aber d(f(e), () 2 <. (19.6)

Sei (xy,,) konvergente Teilfolge von (xy) mit x, — a € X. Aus

1
dl (yk/'m’ a) S dl (yknﬂ ka) + dl (ka7 CL) < kf_ + dl (xk?rrﬂ a)

m

folgt auch y;,, — a. Es gilt

0 < do(f Y ), [ (k) < da(f(2h,), f(@)) + do(f (Y, ), f(@)) =0,

da f stetig in a, im Widerspruch zu (19.6). O
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20 Kurven im R"

Definition 20.1 (Kurve)
Sei I C R Intervall, (X, d) metrischer Raum.

(1) Jede stetige Funktion f : I — X heifst Kurve (in X ). Die Bildmenge f(I) heifst
Spur der Kurve f. Die Elemente f(t) der Spur von f heiffen Kurvenpunkte.

(i) Sei X =R™. FEin f = (fi,...,fa) : I = R" heif§t (stetig) differenzierbar, falls alle
fi: I — R (stetig) differenzierbar sind. Die durch

f{t+h) = f(1)

7oy = V2O iy iy e (20.1)
h#£0
definierte Ableitung von f int € I heifst Tangentialvektor an f in t. Falls f'(t) # 0,
so heifit
f'(t)
1@l
der Tangenteneinheitsvektor an f in t.
(|

Wir betrachten eine Reihe von Beispielen. Fiir a,v € R", v # 0, wird durch

fit)=a+tv
eine Kurve f : R — R" definiert, ndmlich die Gerade durch a mit Richtung v. Es gilt
f'() v
f't)=wv, = .
L@y ol

Weiter:
f:[0,2n] = R*  f(t) = (rcost,rsint), r>0,

definiert eine Kurve, deren Spur der Kreis um 0 mit Radius r ist. Es ist
oy : PPN i ()
f'(t) = (—=rsint,rcost), | f'(#)|,= T = (—sint,cost).
1)l

Eine Schraubenlinie erhalten wir durch

f:R—=R> f(t)=(rcost,rsint,ct), r>0,c>0.
Es ist

f'(t) = (—=rsint, rcost,c).

Fiir eine beliebige Kurve ¢ : I — R" kénnen wir graph () als Kurve im R"™! auffassen

gemdB f(t) = (t, (1))-

Verschiedene Kurven kénnen dieselbe Spur haben, beispielsweise

f:[0,27] — R?, f(t) = (rcost,rsint), (20.2)
f R—R? f(t) = (rcost,rsint), (20.3)
f:[0,7] = R?, f(t) = (rcos2t,rsin2t). (20.4)

Eine Kurve muss nicht injektiv sein.
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Definition 20.2 (Doppelpunkt)
Sei I C R Intervall, (X,d) metrischer Raum, f : I — X Kurve. Ein x € X heifit
Doppelpunkt von f, falls est,s € I gibt mit t # s und x = f(t) = f(s). O

Fiir die Kurve (20.3) gilt etwa, dass jeder Kurvenpunkt ein Doppelpunkt ist. Die Kurve
f:R%R27 f(t):(t2_17t3_t)7
hat den Doppelpunkt (0,0) = f(1) = f(—1).

Die Ordnungsrelation “<” auf I definiert eine Orientierung fiir eine Kurve f : I — X.
Sind ¢, s € I mit ¢t < s, so sagen wir, dass f(t) vor f(s) liegt. Ist I = [a, b], so heiit f(a) der
Anfangspunkt und f(b) der Endpunkt der Kurve. Die gleiche Spur kann in verschiedene
Richtungen durchlaufen werden, etwa

f:[0,27] — R?, f(t) = (rcost,rsint), (20.5)
f:[0,27] — R?, f(t) = (rcost, —rsint). (20.6)

Definition 20.3 (Regulire Kurve)

Sei I C R Intervall, f : I — R™ Kurve. f heifst requldr, falls f stetig differenzierbar auf I
ist und f'(t) # 0 gilt fir allet € I. Eint € I mit f'(t) = 0 heifit singuldre Stelle von f. Ist
I = la,bl], so heif§t f stiickweise requldr, falls es eine Zerlequng a =ty <t; < ... <ty =0
gibt, so dass f|[t;,tj41] reguldr ist fir alle j. O

Die Kurve
f:R%R27 f(t):(tQ_latg_t)a

ist regular. Die Kurve
fiR=R?, ()= (81),
ist nicht regulér; sie hat die singulére Stelle 0. Die Kurve
f:[0,V2r] = R?,  f(t) = (rcos(t?), rsin(t?)),

hat ebenfalls die singuldre Stelle 0; ihre Spur ist der Kreis um 0 mit Radius r. (Dieselbe
Spur kann also durch reguldre und nicht reguldre Kurven erzeugt werden.) Der Rand eines
Rechtecks im R? ist Spur einer stiickweise reguliren Kurve f : [0,1] — R2

Definition 20.4 (Schnittpunkt, Schnittwinkel)

Seien f: 1 —R", g:J — R" requlire Kurven. Gibt est € I, 7 € J mit x = f(t) = g(7),
so heifit x Schnittpunkt von f und g. Der Winkel 0 zwischen den Tangentialvektoren f'(t)
und g'(T) heifst Schnittwinkel von f und g in x. 0 ist definiert durch

(f'(t),d'())
1 @lallg' (Tl (20.7)

cosf =

O

Ist f: 1 — R" Kurve, sind f(ty), ..., f(ty) Kurvenpunkte, so ist die Lange des Polygon-
zugs, der diese Kurvenpunkte nacheinander verbindet, gegeben durch

Z 1 (t5) = f(E-0)ll-
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Definition 20.5 (Linge einer Kurve)
Sei (X, - ||) normierter Raum, sei f : [a,b] — X Kurve. Fir eine Zerlequng Z =
(to,...,tn) von [a,b], also a =ty <t, < ... <ty =b, definieren wir deren Feinheit

‘Z‘ = Imax (t] - tj—l)y (208)

1<j<N

L(f, Z) = Z 1 (E5) = f (-l - (20.9)

Dann heifit
L(f)=sup L(f,Z2), Z={Z: Z Zerlegung von [a,b]}, (20.10)

Zez
die Linge der Kurve f in (X, -||). Die Kurve f heif$t rektifizierbar, falls L(f) < co. O

Fiir Kurven f : [a,b] — R™ hingt die Antwort auf die Frage, ob f rektifizierbar ist, nicht
von der Wahl der Norm ab (da im R" alle Normen &dquivalent sind), wohl aber die Lénge
L(f). Fir || - || = || - ||, erhalten wir das, was wir uns {iblicherweise als Lénge vorstellen.

Definition 20.6 Sei f : [a,b] — R™ Kurve. Wir definieren

/abf<t)dt: </abf1(t)dt,... ,/abfn(t)dt) . (20.11)

O

Satz 20.7 Sei f : [a,b] — (R™,| -||) eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist f
rektifizierbar, und

b
L) = [ Irld= tn L(£.2). (20.12)
a |Z|<6,Z€Z

das heifit: Fir alle e > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle Zerlegungen Z von [a,b] mit
|Z] <& gilt
IL(f) = L(f, Z)| <e.

Beweis: Wir zeigen zuerst die rechte Gleichung in (20.12): Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein
d > 0, so dass fiir alle Zerlegungen Z von [a,b] mit |Z| < § gilt

[ wrwia -, Z)] <. (20.13)

Sel Z = (t;), a =ty < t; < ... <ty = b, Zerlegung von |[a,b]. Dann ist die Abbildung
t— || f(t)] stetig, und es gilt fiir alle j, 1 < j < N

tj — tj,1

[ POl dE— (£t — F(t)]

j—

j—

1 g /
Lt /tjl 1f(t5) = ftim1) = (& — t-2) S (@) || di . (20.14)
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Wir schétzen den Integranden ab durch

1) — (i) — (8 — / F(s)ds — (t — t; ) f'(2)

J

t
< ¢ max (20.15)
1<i<n

'(t) ds fils) = fi(t) ds

tj—1
/ !
ety —tj-1) jax  max |fi(s) = fi()].

Die Ungleichung in der mittleren Zeile von (20.15) gilt wegen der Aquivalenz aller Normen
im R™, mit einer von Z und von j unabhingigen Konstante c. Wir setzen nun fiir 6 > 0

(d) = max ‘rjla}xé [ fi(s) = fi ()]

Dann ist «(d) < oo, da alle f/ stetig sind und [a, b] kompakt ist, und es gilt
lim a(6) = 0, (20.16)

6—0

da alle f/ gleichméafig stetig sind auf [a, b] nach Satz 8.20. Aus (20.14), (20.15) folgt also

/t \F O dt— 1 £(t;) - f(t“)u‘ < % / " elty — ty)a(Z)) di

= c(t; — tj—1)a(|Z]),

[ | 1@l = 1re) - f(tj-1)||] |

c(ty —ti)el(|Z]) = e(b — a)a(]Z]) .

und weiter

NE

't>||dt—L<f,z>' _

.
Il

(20.17)

-

<
1

J

Fiir e > 0 wéhle 6 > 0 so, dass
€

5) < ——
das ist moglich wegen (20.16), und hieraus folgt die rechte Gleichung in (20.12). Sind nun
Z, 7" Zerlegungen, und ist Z’ Verfeinerung von Z, so folgt mit Hilfe der Dreiecksunglei-
chung
L(f,2) < L(f,2").
Hieraus folgt
L(f) = sup L(f, Z) = sup L(f, Z)

Zez 72
fiir alle 6 > 0, und nach dem oben Bewiesenen auch die erste Gleichung in (20.12). O

Die Lénge eines Kreisbogens (gemessen in der euklidischen Norm)

f:[0,0] = R*,  f(t) = (cost,sint),
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errechnet sich also wegen

f'(t) = (=sint,cost), ||f' )], = \/siHQ(t) +cos2(t) =1

uﬁzﬁﬂwmma:w

Die Linge des Graphen einer Funktion kénnen wir ebenfalls berechnen. Ist f : [a,b] — R
stetig differenzierbar, so setzen wir

fola b = R®f(t) = (L, f(1),

also

3 b b
unz/wwmmz/Vuwmwt

Definition 20.8 (Parametertransformation)
Sei  : [a, B] = [a, b] bijektiv und stetig. Dann heifit ¢ Parametertransformation von [a, b]
auf o, B]. Ist f : [a,b] = R™ Kurve, so sagen wir, dass

g:la,f] = R", g=fop,

aus f durch die Parametertransformation o hervorgeht. Falls ¢ und ¢~ stetig differenzier-
bar sind, heifit p eine C-Parametertransformation; falls zusdtzlich ¢'(t) > 0 (¢'(t) < 0)
gilt fiir alle t € [, 5], so heifit @ orientierungstreu (orientierungsumkehrend). O

Die Parametertransformation
o [a,b] = [a,b], ot)=a+b—t,
kehrt die Orientierung einer Kurve f : [a,b] — R um,
(fop)t)=fla+tb=1), (fop)b)=fla), (fow)la)=f(b).

Ist f:[a,b] — R" eine differenzierbare Kurve, ¢ : [o, 3] — [a, D] eine C'-Parametertrans-
formation, so gilt fiir g = foy

g(r)=Fle()(r), 7€l p,

das heiit: Die Tangentialvektoren von g in 7 und von f in ¢(7) sind parallel, die Tangen-
teneinheitsvektoren sind entweder gleich oder einander entgegengesetzt.

Satz 20.9 Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbar, sei ¢ : [o, 3] — [a,b] eine C*-
Parametertransformation. Dann gilt

L(f)=L(foyp). (20.18)
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Beweis: Aus Satz 20.7 folgt mit der Kettenregel (komponentenweise angewendet) und
der Substitutionsregel

foso)Z/BH(foso Dllar = [ 10 )e
= [ 10D = s /H I (r) dr

©(B)
= sion (¢ ! dt = ! d
o <so>/m) o / LF )l dt
= (f) (20.19)

Sei f : [a,b] = R™ eine reguldre Kurve. Dann ist

= [urenas

die Lénge des Kurvenstiicks vom Anfangspunkt f(a) bis zum Punkt f(t). Esist [ € C'[a, b]
und, da f regulér,

') = I1F@ >0
fiir alle ¢ € [a, b], also ist

1712 [0, L(f)] — [a,b]

eine C''-Parametertransformation. Die Kurve
g=fol™
entsteht aus f durch “Parametrisierung mit der Bogenldnge”. Es gilt

FUND) _ F)
i) )

g(m) =@ (r) =

also ist ||¢’(7)|| = 1 fiir alle 7 und

| gnas =

147



21 Partielle Ableitungen, Skalar- und Vektorfelder

Definition 21.1 (Skalarfeld)
Sei Q CR™. Ein f:Q — R heifit skalares Feld, oder Skalarfeld, auf €. O

Skalarfelder kann man sich durch ihre Niveaumengen

N(f)={x:2€Q, f(x)=c}

veranschaulichen, besonders gut dann, wenn Q C R2.
Sei 2 C R”, f:Q — R. Wir betrachten f “léngs einer Geraden”, d.h. fiir einen gegebenen
Punkt x € 2 und eine gegebene “Richtung” v € R" betrachten wir

git)=fx+tv), g:Dy,—=R, Dy,={t:teR, z+tve}.

Falls ¢'(0) existiert, gibt diese Zahl die “Ableitung von f in die Richtung v” an. Ist x
innerer Punkt von €, so ist 0 innerer Punkt von D, fiir jedes v € R™, d.h. ¢(t) ist fiir
hinreichend kleine Werte von |¢| definiert.

Definition 21.2 (Richtungsableitung, partielle Ableitung)
Sei Q0 C R"™ offen, f:Q — R. Ist x € Q und v € R", so heifst

o,f(x) = lim [z +tv) = f(z)

t—0,t£0 t

(21.1)

die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v, falls der Grenzwert existiert.
Ist v = e; der i-te Einheitsvektor, so sprechen wir von der i-ten partiellen Ableitung von
f an der Stelle x, wir bezeichnen sie mit

Andere gebriuchliche Schreibweisen fiir 0; f(x) sind
0 of
T f5), G, Dufle).

Die Funktion f heifit partiell differenzierbar in Q, falls 0; f(x) existiert fir alle x €  und
alle 1, 1 < i <n. Fine in Q) partiell differenzierbare Funktion f heif§t stetig differenzierbar
in §2, falls die Funktionen

af :Q—R

stetig sind fir alle 1. O

Wir kénnen die i-te partielle Ableitung auch definieren als

Oif(x) = 92(%% Gi(§) = flx1,. ., 2i—1, & Tig1, - -, )

diese Definition ist dquivalent zur obigen.

148



Beispiel 21.3 (i) f:R® -5 R, f(x1, 22, 23) = x1sinx3 + 2223 exp(z213). Es ist

Orf (1, T2, 13) = sin a3 + 27,25 exp(wo13)
Oof (1, 9, 13) = 22379 exp(T273) + 213 exp(To23)73

O3 f (1,2, v3) = T1 COS 3 + 375 exp(X273) T -
(ii) Wir betrachten

r:R"—=R, r(z)=|z|,=

r ist stetig differenzierbar in R \ {0},

1 ,

S A (21.2)
2,/>° =1 w?

(iii) Sei g:R\ {0} — R (stetig) differenzierbar, sei f : R™\ {0} — R definiert durch

f(@) = g(r(z)). (21.3)

Dann ist auch f (stetig) differenzierbar, und

O;r(x)

0if(z) = g'(r(x))0r(x) = ¢ (r(x))

el (21.4)

O
Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen einer Funktion f folgt noch nicht die Ste-
tigkeit von f! Beispiel dazu: f : R" — R, n > 2, definiert durch

l’l...xn

13"
In z = 0 existieren alle partiellen Ableitungen von f und sind gleich Null, da

f(O+te;) — f(0) 0—-0
t ot

0.

f ist aber nicht stetig in 0: Betrachten wir

1 1
a =\ —,...,—
k ]{Z’ ’k )

RCR ORI

lim ap =0, lim f(ax) =00, f(0)=0.
k—o0

k—o0

SO ist

3

laxll, =

also

(Die partiellen Ableitungen werten nur das Verhalten von f entlang der Koordinatenach-
sen aus.)
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Definition 21.4 (H6here partielle Ableitungen)
Sei QQ C R"™ offen, f: Q — R. f heifst (k + 1)-mal partiell differenzierbar in Q, falls f
k-mal partiell differenzierbar in Q ist und alle k-ten partiellen Ableitungen der Form

alkalk—1al1f7 1§z]§n, 1§]§]€,

partiell differenzierbar sind. f heifst k-mal stetig differenzierbar, falls alle partielle Ablei-
tungen der Ordnung < k existieren und stetig sind. Wir definieren

Q) = (@),
C*(Q) = {f| f: Q= R k-mal stetig differenzierbar}
C>(Q) = () CHQ).
keN
(21.5)

Funktionen in C*°(Q) heiffen unendlich oft differenzierbar. O

Satz 21.5 Sei Q C R" offen, f € C*(Q). Dann gilt
fiir alle a € Q und alle 1 < 1,7 <n.
Beweis: Sei 0.B.dA. n=2,i=1,j=2,a=0¢€ Q. Wir wihlen § > 0 mit B(0,9) C 2

(Kugel beziiglich der Maximumnorm). Sei (z1, z5) € B(0,d). Wir wenden den Mittelwert-
satz der Differentialrechnung an auf

g(t) = f(t, x2) — f(£,0)

und erhalten die Existenz eines £ € (0, z1) mit

g(x1) = 9(0) + 214'(€)

also

f(x1,29) — f(21,0) = f(0,22) — f(0,0) + 21(01 f(§, 72) — 01 f(&,0)). (21.7)

Wir wenden nun den Mittelwertsatz an auf h(t) = 0,f(£,¢) und erhalten die Existenz
eines n € (0, z) mit

h(z2) = h(0) + z2h'(n),
also aus (21.7)

f(x1,22) — f(21,0) = £(0,22) — f(0,0) + 2122020, f(§,7m) - (21.8)
Vertauschen der Rollen von z; und , liefert £ € (0,x1), 77 € (0, 25) mit
flar,w2) = f(0,22) = f(21,0) = £(0,0) + 22210102 (€.71) (21.9)

also 3

01 f(&,m) = 010 f(&,7) -
Crenziibergang (1, z5) — (0,0) ergibt (£,1) — (0,0) und (&,7) — (0,0), also wegen der
Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen

9,0, £(0,0) = 8,0, £(0,0).
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Folgerung 21.6 Fir f € C™(Q)) kinnen wir die Reihenfolge von bis zu n partiellen
Ableitungen beliebig vertauschen. O

Insbesondere konnen wir partielle Ableitungen sortieren, z.B.:
01040105040 f = 010101000404 f = 030,03 f .
Wir verwenden dabei die Schreibweise

k mal

Definition 21.7 (Gradient)
Sei Q0 C R™ offen, f:Q — R partiell differenzierbar. Dann heifst

grad f(2) = Vf(2) = (0u/(2), .., 0, f()) (21.10)

der Gradient von f in x. O

Fiir radialsymmetrische Funktionen f(z) = g(||z||,) haben wir in (21.4) berechnet

T
0if () = g'(I@lly)
2|l
also .
grad f(z) = Vf(z) = 9’(||$||2)W : (21.11)
2
Fir f,g: Q2 — R und A € R gelten die Rechenregeln
grad (f +g) = grad f + gradg, grad(\f) = Agrad f, (21.12)
grad (f-g) =¢g-grad f + f - grad g. (21.13)

(Folgt aus der Definition und den Rechenregeln fiir die Ableitung im Eindimensionalen.)

Definition 21.8 (Vektorfeld)
Sei QQ C R". Fin F : Q — R"™ heifst Vektorfeld auf Q). F heifit (stetig) partiell differen-
zierbar, falls alle Komponentenfelder F; : ) — R es sind. O

Definition 21.9 (Rotation)
Sei 2 C R? offen, F : QQ — R3 partiell differenzierbar. Dann heifit

rot F: Q — R?, (21.14)
rot F(I’) = (82F3<1') - 83F2([L‘), 83F1(x) - 81F3(.17>, 01F2(x) - 82F1(x)) (2115)
die Rotation von F. O

Definition 21.10 (Gradientenfeld)
FEin Vektorfeld F : Q@ — R", Q C R", heifst Gradientenfeld, falls es ein skalares Feld
f:Q—= R gibt mit

F=gradf. (21.16)

f heif$t ein Potential von F. O
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Definition 21.11 (Divergenz)
Sei Q CR™, F: Q) — R" ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann heifst

divF:Q —R,
div F(x Z 0;Fi(x
die Divergenz von F.

Beispiel 21.12

(1) Sei 2 C R™ offen, seien f: Q — R, F': Q — R" partiell differenzierbar.

div (fF) = ZafF Zaf~ﬂ+f-8iFi)
=1
:<gradf,F>+f.dwF.

(ii) Wir betrachten G : R" \ {0} — R™,

T
G(xr)=—.
)= T
Wir setzen N
e Zx , Flo) ==,
HxHQ
Dann ist

w\u

Z;
= —= i 2wy = — ,
(Z ) EE

div F(z) =n

also erhalten wir aus (21.19

)
(div G)(z) = ((grad f)(z), F(x)) + f(x) - (div F)(x)

x ! Izl , 1
={— 3,7 )+ n=— 3 T n
Iz Il lzllz Nl
n

Definition 21.13 (Laplace-Operator)
Sei QQ C R™ offen, f € C*(2). Wir definieren

Aﬂwzﬁw@WMM@=ESMQMﬂmw

=2 %)

Der Operator A = >_"" 0% heifit der Laplace-Operator.

zlz
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(21.18)

O

Dann gilt

(21.19)

(21.20)

(21.21)



Die Gleichung
—Af(x)=0, ze€QCR", (21.22)

heifit Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung. Fiir Q@ C R*, I C R, f: Q x I — R,
heif3t
OXf(x,t) — AAf(x,t) =0, (21.23)

die Wellengleichung (9; partielle Ableitung nach ¢, A bezogen auf die ersten n Komponen-
ten = von (x,t)). Die Zahl ¢ > 0 beschreibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle.
Die Gleichung

O f(z,t) — kAf(x,t) =0, (21.24)

heifit die Warmeleitungsgleichung oder die Diffusionsgleichung, k£ heifit der Diffusionsko-
effizient (oder Warmeleitkoeffizient).

Wir wenden den Laplace-Operator auf eine radialsymmetrische Funktion an. Sei f(x) =
g(||z]l,). Dann gilt fir x # 0

Af@ﬂz%dw(@adeCﬂ==dh’(WTE urn>)

grad (¢'(|lz]l,)), @ H2>+g(||l“|| ) div <H;CH2)

=
(ol HM||M>+gmﬂn”‘l
g

1l
() + g'(lIzll) -

|| ||2
Im Spezialfall n = 2, g(r) = Inr, gilt

also fiir n = 2

also wieder
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22 Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Ist f:R™ — R™ eine Funktion mit Komponentenfunktionen f; : R®™ — R, so kénnen wir
die partiellen Ableitungen 0;f; : R®™ — R bilden und damit rechnen. Was uns aber noch
fehlt, ist ein allgemeiner Begriff der Differenzierbarkeit von f. Die Formel

O | B i)
/() = tim S

h#0

und deren Interpretation (Tangentensteigung = Grenzwert der Sekantensteigungen) sind
hierfiir nicht geeignet. Was sich aber verallgemeinern 148t, ist die Vorstellung, f “lokal
durch eine lineare Abbildung zu approximieren”, also die Darstellung

fle+h)= flx)+ f(x)h+r(h), %1313@ =0.

Definition 22.1 (Differenzierbarkeit)
Sei Q0 C R™ offen, f : Q — R™, x € Q. f heifst differenzierbar in x, falls eine lineare
Abbildung T : R™ — R™ existiert mit

) — @) =T
o 7]

h#£0

—0. (22.1)

Statt “differenzierbar” sagt man auch “Fréchet-differenzierbar” oder “total differenzier-
bar”. Die Abbildung T' heifst Ableitung (oder Fréchet-Ableitung oder totale Ableitung) von
f in x. Wir bezeichnen die Ableitung von f in x mit Df(x). O

In Satz 22.3 werden wir mitbeweisen, dass es hochstens eine solche Abbildung T' gibt
(dadurch wird die Bezeichnung D f(x) gerechtfertigt).

Wegen der Aquivalenz aller Normen im R” ist es gleichgiiltig, welche Norm man in Defi-
nition 22.1 zugrundelegt.

Bezeichnen wir mit L(R", R™) die Menge aller linearen Abbildungen von R™ nach R™, so
ist also Df(z) € L(R",R™), falls f in = differenzierbar ist. Ist f in jedem Punkt z € Q
differenzierbar, so ist die Ableitung von f in 2 eine Abbildung

Df:Q— L(R",R™).
Verallgemeinert man Definition 22.1 auf Abbildungen f : X — Y zwischen beliebigen

normierten Radumen XY, so verlangt man zusétzlich, dass T stetig ist (im Endlichdi-
mensionalen ist jede lineare Abbildung stetig).

Beispiel 22.2
(i) Sei f: R™ — R™ linear, x € R". Dann ist

f@+h) = f(x) = f(h) = f(x) + f(h) = f(x) = f(h) =0,
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(iii)

also ist f differenzierbar in z, und D f(x) = f (Gleichheit im Sinn von Abbildungen,
wie f ist auch Df(z) : R" — R™, und (Df(x))(h) = f(h) fiur alle h € R™). Die
Ableitung einer linearen Abbildung héngt also nicht von x ab,

Df : R" = L(R",R™)

ist eine konstante Abbildung (hier bezeichnet L(R" R™) die Menge aller linearen

Abbildungen von R™ nach R™).
Sei f: R™ — R™ definiert durch

f(z)=Az+b, AeR™W pecR™,
das heifit
fi(z) an A1n 1 by
: = + :
fm(x) am1 Amn Tp bm
Es ist

fle+h)—flx) —Ah=A(x+h)+b— Az —b— Ah =0,
also ist f differenzierbar in =, und D f(x)(h) = Ah.

Sei A € R™™ symmetrisch und f : R — R definiert durch

1

f@) = 5 (@, Az) =

1 1 ¢
§$TA$ = 5 Z TiQijTy

4,j=1

In diesem Fall ist m = 1 und wir konnen im Bildraum R als Norm den Betrag

nehmen. Fiir festes x € R” gilt

fle+h) - fz) =

Mit T(h) = (Az, h) gilt

[f(z+h) = f(z) -

S (a4, Ale+ b)) — 3 (, Ar) (222)
5 (h Az) 2 (@, AR) + 5 (h, AR (22.3)
(Awa4—%UuAh). (22.4)
T()| =1 {h, AR) | < 3 AlL) AR,

< SAlCll, (225)

wobei C' eine von A, aber nicht von h abhéngende Konstante ist (die durch A
definierte lineare Abbildung ist stetig !), also

[f(x+h) = f(z)

—T(h)]

0<

171l

1
< =Clhll, =0

fiir h — 0, also ist f differenzierbar in z und

(Df(x))(h) = T(h) = (Az, h) .
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O

Satz 22.3 Sei 2 C R" offen, f:Q — R™, f in x € Q differenzierbar. Dann ist f stetig
in x und partiell differenzierbar in x, und

alfl(x) (9nf1(£L‘)
(Df(@))(h) = (Je(x)h, Jp(x) = 5 : : (22.6)
a1fm(5€) anfm(x)

Die Matriz J¢(z) € RU™™ heifit Jacobi-Matriz, oder auch Funktionalmatriz, von f in x.

Zur Bedeutung der linken Gleichung in (22.6): Auf ihrer linken Seite wenden wir die
Abbildung Df(z) auf den Vektor h an und erhalten den Vektor (Df(x))(h). Auf ihrer
rechten Seite multiplizieren wir die Matrix Jy(x) mit dem Vektor h und erhalten den
Vektor J¢(x)h.

Beweis: Sei T': R" — R™ eine lineare Abbildung, welche (22.1) erfiillt.
f ist stetig in x: Mit r(h) = f(x 4+ h) — f(x) — T'(h) gilt

1f(z+h) = f@)|| = lIr(h) + T(W)|| < [[r(WI + [T ()| < Ir(W)]| + CllA]l,
wobei C' eine von h unabhéngige Konstante ist, also

lim || f(z + h) — f(x)]| = 0.

f ist partiell differenzierbar in x: Sei A € R(™" die Matrix, welche die lineare Abbildung
T beziiglich der kanonischen Basis darstellt, also

ha

Wir definieren r : R® — R™ durch
r(h) = f(z +h) — f(z) — Ah,

also

ri(h) = filr + h) — fi(z) — iaikhk: I1<i<m.

k=1
Fir h =tej, t € R, t # 0, e; der j-te Einheitsvektor, gilt

ri(tej) = fz(ﬂf + tej) - f1<x> - ta’ij )

e file ttey) — fil) (te,)
ix+te;) — filx ri(te;
t t
und .
e _ it Ity
t IZe; I, IZe;]l,
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fiir t — 0, da [[r(h)||y/|[A]l, — O fitr b — 0. Also

@fl(x) _ ltl_rgol fl(.’ﬂ + te;) - fl<x) _
140

O

Der soeben gegebene Beweis zeigt auflerdem, dass die lineare Abbildung 7" in Definition
22.1 eindeutig bestimmt ist, also ist die Definition von D f(x) als “die” Ableitung von f
in 2 sinnvoll.

Definition 22.4 (Stetige Differenzierbarkeit)
Sei Q2 C R™ offen. Eine Abbildung f : 2 — R™ heifit stetig differenzierbar in 2, falls alle
partiellen Ableitungen 0;f; : 0 — R existieren und in Q) stetig sind.

Satz 22.5 Sei Q C R” offen, sei f : Q — R™ stetig differenzierbar in ). Dann ist f
differenzierbar in allen Punkten x von ().

Beweis: Wir setzen

r(h) = f(z +h) = f(x) = Jp(x)h,

also
ri(h) = fi(z + h) - Zafz , 1<i<m.
Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle 7 gilt
i(h
tim 1L (22.7)
20 Al

Sei x € Q. Wéhle zunédchst § > 0 so, dass « + h € Q gilt fiir alle & mit ||| < 0 (2 ist
offen). Sei nun ~h € R™ mit |||, < . Wir definieren

J
2 =x+ E hpep, 2°=ux.

Wir wenden den Mittelwertsatz im R an auf

gw(t) = fi(Zj_l + tej) .
Es gibt also 7;; zwischen 0 und h; mit
9ij(hj) = gi;(0) + gi;(Ti) P
also 4 ' '
[iZ7) = [ + 0 filtnighy s myg = 2771 + ije;
Weiter folgt

n

file +h) = fix) =D (fiz) = fi(2) Za Ji(mig)hy

Jj=1
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also . .
ri(h) = 0;filni)h; — Y 0; fi(w)hy
j=1 j=1
also

()| < [lhllo > 105 f:(mis) — 03 fi()] -
j=1

Es ist ||n;; — x| < [|h]|, also folgt aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
}g%z; 10;fi(ni;) — 0;fi(x)| = 0.
]:

und damit die Behauptung (22.7). O

In den beiden vorangehenden Satzen haben wir die Implikationen bewiesen:

f stetig differenzierbar in €2 = f differenzierbar in €2
f differenzierbar in 2 = f partiell differenzierbar in €2
f differenzierbar in (2 = f stetig in €2

Alle anderen (aufler die sich durch Transitivitdt ergebenden) moglichen Implikationen
zwischen diesen 4 Begriffen gelten nicht !

Beispiel 22.6 (Polarkoordinaten in der Ebene)
Die Abbildung
f:(0,00) xR —=R?,  f(r,¢) = (rcosp,rsinp) (22.8)

reprasentiert die Transformation von Polarkoordinaten auf kartesische Koordinaten. Es
gilt
__[cosp —rsing
Ti(r ) = <sing0 7 COS ) ' (22.9)

Alle 0, f; existieren und sind stetig, also ist f differenzierbar.

Satz 22.7 (Kettenregel im Mehrdimensionalen)

Seien U C R™, V. C R™ offen, seien f : U — R™, g : V — R mit f(U) C V. Ist f
differenzierbar in x € U und g differenzierbar in f(x), so ist auch go f differenzierbar in
x, und es gilt

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x), Jgop(x) = Jo(f(2)) - Jy(). (22.10)
Beweis: Wir betrachten die Restglieder

ri(h) = f(z+h) = f(x) = Df(x)(h), re(n) = g(f(x) +n) — g(f(x)) = Dg(f(x))(n)-

Es gilt
i IO _ )

Al T

=0.
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Wir definieren nun
n(h) = f(z +h) — f(z) = Df(x)(h) +re(h).
Dann gilt

(go f)w+h)—(go f)(x)=g(f(x)+nh) —g(f(x))
= (Dg(f()))(n(h)) + rg(n(h)) = (Dg(f(2)))((Df(x))(h) + 77 (h)) + r4(n(h)),

also

(gof)w+h)—=(go f)(x) = (Dg(f(x))oDf(x))(h) = re(n(h))+Dg(f(x))(rr(h)). (22.11)

Wir wollen zeigen, dass die rechte Seite von (22.11) schneller gegen 0 geht als ||A|.
Zunéchst gilt (C7 von h unabhéngig)

1D @) (W) Cillrs(h)]
Tl S T

fur h — 0. Falls n(h) = 0, so ist auch r,(n(h)) = 0. Falls n(h) # 0, so gilt

g [lrgm(R)I| [In(h)]]
[ OO T (22.12)

Der zweite Bruch auf der rechten Seite ist wegen

I < IDf@) (R + s ()] < CollAll + [l (R)]

beschréankt, der erste Bruch auf der rechten Seite von (22.12) konvergiert gegen 0 fiir
h — 0, da n(h) — 0 fur h — 0. Insgesamt folgt also aus (22.11)

o e+ k) = (g0 () — (Dg(f()) o DI) ()]
7]

h#0

—0, (22.13)

und damit die erste Gleichung in (22.10). Die zweite ergibt sich, da beim Ubergang von
linearen Abbildungen zu Matrizen die Komposition in die Matrixmultiplikation iibergeht.
O

Schreibt man die Gleichung

Jgor(@) = Jg(f(x)) - Ty ()

elementweise auf, so ergibt sich

= (Okgi)(f () - 0 fnl) . (22.14)
k=1

Im Spezialfall n = [ = 1, also f : R — R™ Kurve, g : R™ — R skalares Feld, ist
gof:R— R und

= SO (F(1) f(t) = ((grad g) (f (). F'(2)) - (22.15)
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Verlauft die Spur der Kurve f ganz in einer Niveaufliche N.(g) = {x : g(x) = ¢} von g,
dann ist

g(f(1)) = ¢
fiir alle ¢, also folgt aus (22.15)

0=(go f)(t) = ((eradg)(f (1)), ['(1)) ,

das heifit, der Gradient von ¢ in f(t) steht senkrecht auf den Tangentialvektor f’(¢) von
f in t. Da dies fiir jede Kurve gilt, deren Spur ganz in N.(g) verlduft, steht also der Gra-
dient senkrecht auf der von allen moglichen Tangentialvektoren gebildeten tangentialen
Hyperebene der Niveauflache.

Definition 22.8 (Tangentialvektor an eine Niveaufliche)
Sei Q C R™ offen, f: Q — R differenzierbar, x € Q mit f(z) = ¢ und grad f(z) # 0. Ein
Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an N.(f) in x, falls

((grad f)(z),v) = 0. (22.16)

O

Satz 22.9 In der Situation von Definition 22.8 gilt:
T(xz) = {v : v ist Tangentialvektor an N.(f) in x} (22.17)

ist ein Unterraum des R™ der Dimension n—1. T'(z) heifit der Tangentialraum von N.(f)
in x. Der affine Unterraum x + T (x) heifft Tangentialebene an N.(f) in x.

Beweis: Siche Lineare Algebra. O
Als Beispiel fiir Satz 22.9 betrachten wir f : R® — R,
fzy, 20, 23) = 23 + 25 + 73 .
Ni(f) ist der Rand der Einheitskugel im R3. Fiir z € Ny(f) gilt
(grad f)(z) =22, T(z)={v:veR? (v,z) =0},
das heifit, T'(x) ist der auf « senkrecht stehende zweidimensionale Unterraum.

Satz 22.10 Sei 2 C R" offen, f: Q — R differenzierbar, x € ). Dann existiert fiir jedes
v € R™ die Richtungsableitung 0, f(z), und es gilt

Ouf (z) = ((grad f)(z), v) . (22.18)

Beweis: Wir betrachten h : (=d,0) — R", h(t) = = + tv. Fiir hinreichend kleines 0 ist
h((—6,0)) C €, also existiert nach der Kettenregel (f o h)'(0),

o e ) = fla)
(F 1) (0) = lig t

= avf<x) )
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und aus Formel (22.15) folgt

O, f(x) = (grad f(x), '(0)) = (grad f(z),v) .

Wir kénnen die Formel (22.18) interpretieren: Ist v € R™ mit [|v]|, = 1, so ist

0, f () = {(grad f)(x), v) = [|(grad f)(z)], - cos ¢,

wobei ¢ der Winkel zwischen grad f(z) und v ist. Die Richtungsableitung 9, f(z) wird
also maximal, wenn cos ¢ = 1 ist, also wenn v in dieselbe Richtung wie grad f(z) zeigt.
Der Gradient von f zeigt also in die Richtung des steilsten Anstiegs von f.

Definition 22.11 (Verbindungsstrecke)
Ist X Vektorraum, so bezeichnen wir die Verbindungsstrecke zweier Punkte x und y in X
mit
[z,y] ={ty+ (1 —t)z: t € [0,1]}. (22.19)
O

Satz 22.12 (Mittelwertsatz fiir skalare Felder)
Sei Q@ C R™ offen, f:Q — R differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann gibt es
ein £ € [z,y] mit

fy) = f(z) = (grad f(§),y — x) . (22.20)

Beweis: Wir definieren g : [0,1] — R durch ¢(¢) = f(ty + (1 — t)x), dann ist g stetig in
[0, 1] und differenzierbar in (0,1). Aus dem Mittelwertsatz im R folgt, dass ein ¢ € (0,1)
existiert mit

also
fly) — f(z) = (grad f(ty + (1 = t)x),y — x) .
O

Fiir vektorwertige Funktionen gilt eine zu (22.20) analoge Formel nicht, nicht einmal
fiir Kurven. Als Beispiel betrachten wir den durch f(t) = (cost,sint) parametrisierten
Einheitskreis. Es gilt f'(t) # 0 fiir alle ¢, also auch

0= f(27) — f(0) # (2 — 0)f'(t), fiir alle ¢.

Im vektorwertigen Fall nimmt der Mittelwertsatz die Form einer Ungleichung an. Fiir
Kurven f: R — R™ kann man beweisen (was wir hier nicht tun werden), dass

1) = F(s)| < (¢ =) sup [[f'(7)]

s<7<t

Fir Funktionen f : R™ — R™ gilt eine analoge Ungleichung, wobei die Norm des Tan-
gentialvektors durch die Norm der Jacobimatrix (also eine Matrixnorm) ersetzt wird. Fir
unsere Zwecke gentigt die folgende (schwichere) Form.
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Satz 22.13 (Mittelwertsatz im Mehrdimensionalen)
Sei Q@ C R™ offen, f:Q — R™ stetig differenzierbar, seien x,y € Q mit [x,y] C Q. Dann
qilt

1F(Y) = f(@)llo < Llly — 2y < nllly — [l (22.21)

wobet
L =max{|0;f;(§)|: 1 <i<m,1<j<n, {e€z,yl}. (22.22)

Beweis: Das Maximum in (22.22) existiert, da alle partiellen Ableitungen stetig sind und
[z, y] kompakt ist. Fiir alle ¢ gibt es nach Satz 22.12 ein &; € [z, y] mit

fily) = fi(w) = (grad f;(&), Z 0; 1i(&)(y; — ;)

also gilt fiir alle ¢

| fi(y) |<LZ|%_%|<”L maX |yj—$]|
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23 Taylorentwicklung im Mehrdimensionalen

Zur Erinnerung: Fiir f : R — R, f € C**}(R) kennen wir die Taylorentwicklung

)y (k+1)
flat+h)=>" / '( o + "Zki Sﬁ [ (23.1)

(%
a=0

wobei ¢ zwischen z und x + h liegt. Sei nun f : R™ — R. Um f(x + h) durch Ableitungen
von f in x zu approximieren, betrachten wir

g:R—=>R, g(t)= f(x+th).

Ist g hinreichend oft differenzierbar, so gilt geméB (23.1), angewendet auf g,

k(@ (k+1) (-
fla+h)=g(1)=>"% Q§O)+§](k+§)!)'

Die Ableitungen von ¢ lassen sich durch Ableitungen von f ausdriicken,

g'(t) = (grad f(x + th),h Z@fa:—l—th) i

i=1 i=1 \j=1

entsprechend die hoheren Ableitungen.

Notation 23.1 (Multiindex) Ein a = (ay,...,q,) mit a; € N heifit Multiindex. Fir
einen Multiindezr o = (v, .. ., ap,) definieren wir

jaf = Zaz, al = Haz. (23.2)

Fiir f € C1*(Q), Q c R™ offen, setzen wir
OUf =0y 05* - O f -

Fiir x € R™ definieren wir

Lemma 23.2 Sei Q C R" offen, f € C*¥(Q), z € Q, h € R™ mit [z,2 + h] C Q. Dann
wird durch

g(t) = f(z +th)
eine Funktion g € C*([0,1]) definiert, und es gilt

kL .
g™y =Y — 0" f(w+ th)h®. (23.3)

|lal=k
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Beweis: Mit vollstiandiger Induktion folgt aus der Kettenregel die Existenz von ¢®) und

die Formel
ZZ Z w00 f (x4 th)hiy - hiyhi, (23.4)

i1=112=1 =1

Jede der auftretenden partiellen Ableitungen 0;, - - - 0;,0;, f entspricht nach Umsortieren
und Zusammenfassen einer Ableitung der Form 0% f mit einem Multiindex a mit |a| = k.
Jeder solche Multiindex kommt in der k-fachen Summe (23.4) mit der Anzahl

k k'—Oél /{Z—Oél—...—Oén,1 . k! _k_'
aq Qo Qy, ol ! Al

vor, woraus die Behauptung folgt. O

Satz 23.3 (Taylorformel fiir Skalarfelder)
Sei Q C R™ offen, f € C*YQ), x € Q, h € R® mit [z,x + h] C Q. Dann gibt es ein
€ € lx,x+ h] mit

flat+h)y=>" f + Y PIE) pa (23.5)

al
la|<k |a|=k+1

(Summiert wird tiber die Multiindizes.)

Beweis: Fiir g(t) = f(z + th) gilt mit geeignetem 7 € (0, 1)

o) (h+1)
fleth) =90 Zg gk:+§).)

k .

_ 1 j' e @ 1 (k+]')‘ fe}] «

_jzoﬁ |Zaa f(x)h +(k+1)!| Z;H O f (@ + Th)h®.
= a|=) al=

(23.6)
O

Folgerung 23.4 Sei Q C R" offen, f € C*(Q), € Q mit Ks(x) C Q. Dann gilt fiir alle
h € R" mit ||h|| <0

o Ry1(h
flzx+h)= E /(@ )ha + Ri1(h), lim L]E) =0. (23.7)
|| <K ol hs£0 “h”oo

Beweis: Es gilt nach Satz 23.3 fiir geeignetes & € [z, z + h]

fla+h) = Y aaf'(x)ha + > aaiff) he

la|<k—1 o la|=k
°f(x) o 9°f(§) —0°f(z), o
=> ht > - he (23.8)
la|<k |\a|:k B
—Rpe1 (h)
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und

[Resa(R)] < ; /() ;!aaf@)']ha\ < Hth;lZ_ 7(6) ;!aaf(x)l, (23.9)

J/

TV
—0 fiir h—0

da [|€ — 2], < [I2]]. 0

Fiir £ = 2 erhalten wir

n 1 n
flz+h) = f(z) + Z 0if (@)h; + 5 Z_ 0,0, f (x)hih; + Rs(h). (23.10)
Der quadratische Term 148t sich schreiben als
> 00 (x)hihy = (h, Hy(x)h) = h" Hy(x)h, (23.11)
ij=1

wobei die Matrix H;(r) € R(™" gegeben ist durch

0if(z)  0a0if(x) -+ OnOLf(2)
Hy(z) = alaQ;f(‘”) 5 (23.12)
Douf(x) - o O2f(x)
Definition 23.5 (Hesse-Matrix)
Die Matriz Hy(z) in (25.12) heifit Hesse-Matriz von f in . O

Die Hesse-Matrix ist symmetrisch nach Satz 21.5, wenn f € C?(Q).

Definition 23.6 (Lokales Maximum, Minimum, Extremum)
Sei Q CR", f:Q —= R. Finx € Q heifit lokales Minimum (Mazimum) von f, falls es
eine Umgebung U von x gibt mit

fl@) < fly)  (baw. f(z) = f(y))  fir alley € UNQ.

Ein x € Q heifit lokales Extremum, falls x lokales Minimum oder lokales Maximum ist.
FEin lokales Extremum heifst strikt, falls auflerdem

fy) # f(z)

gilt fir alle y € UNQ mity # x. O

Satz 23.7 Sei Q0 C R" offen, f : Q@ — R partiell differenzierbar. Ist x € () lokales
Eztremum von f, so gilt 0,f(x) = 0 fir alle v € R™ sowie grad f(z) = 0.

Beweis: Sei v € R™ beliebig. Wahle § > 0 mit [z — v, 2+ 0v] C 2. Dann hat g : (—0,0) —
R, g(t) = f(z + tv), ein lokales Extremum in 0. Es gilt daher 0 = ¢’(0) = 0, f(z). Fiir
v =e; gilt also 0;f(x) = 0, es folgt grad f(z) = 0. O
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Definition 23.8 Sei A € R™™ . A heifst

positiv definit, falls KT Ah > 0 gilt fiir alle h € R"™, h # 0,

positiv semidefinit, falls hT Ah > 0 gilt fiir alle h € R,

negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist,

indefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Satz 23.9 Sei Q C R" offen, f € C*(Q), z € Q. Dann gilt

x lokales Minimum = Hy(z) positiv semidefinit,

x lokales Maximum = H¢(x) negativ semidefinit.
Ist auflerdem grad f(x) =0, so gilt

Hy¢(x) positiv definit = x striktes lokales Minimum,
Hy(x) negativ definit = x striktes lokales Mazimum.

Beweis: Sei x lokales Minimum. Sei h € R" beliebig, sei ¢g(t) = f(xz + th). Dann ist
g € C?((—46,9)) fiir hinreichend kleines § > 0, und es gilt

g'(t) = (grad f(z +th). h) ,

g'(t) = 0:0;f(x + th)hih; = K" Hy(x + th)h.
ij=1

Da 0 ein lokales Minimum ist fiir g, gilt
0<g"(0)=h"H(z)h.

Da h beliebig war, folgt die Behauptung. Ist x lokales Maximum von f, so wenden wir
das eben Bewiesene auf —f an.
Sei nun grad f(x) = 0, H¢(x) positiv definit. Aus (23.10) folgt, falls ||A|| hinreichend klein

1st,

=0.

flx+h)= f(z)+ %hTHf(x)h + Ry(h), lim ]ﬁ;’z(lll?

h#£0

Sei
Q(h) = h"Hi(2)h, a= min Q(h)
=1
Das Minimum existiert, da () stetig ist und die Einheitssphére kompakt ist. Es ist a > 0,
da Hy(x) positiv definit ist. Daher gilt fiir alle A # 0 mit « + h € Q2

o+ = 1) = 1817 (50 (o) + S0 > e (Go 2

Wir wéhlen 6 > 0 so, dass
[ 123(h)|

1112

1>
—«
2
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fir alle ||h]| < 0, dann gilt f(x + h) > f(z) fir alle ||h]] < 4. 0
In der Linearen Algebra wird bewiesen: Ist A € R(™™ symmetrisch, so gilt

A positiv definit & alle Eigenwerte von A sind > 0,
A positiv semidefinit & alle Eigenwerte von A sind > 0,
A negativ (semi)definit & alle Eigenwerte von A sind < 0 (< 0).

Wir betrachten als Beispiel
x? a2
f:R2 SR, f(rg, 1) :—;+b—§, a,b>0.
a

Die Niveaumengen N.(f) sind die Ellipsen

T @
) —2:C, c>0.
a b

Der Graph von f stellt ein elliptisches Paraboloid im R? dar. Es ist

25(]1 21‘2

grad f(z1,z2) = (? g) , grad f(0) =0,

20
Hf(l'l,l'Q): (% 2) .

b2
Die Eigenwerte von Hy(x) sind 2/a* und 2/b%, also ist H;(0) positiv definit und damit
0 ein striktes lokales Minimum von f (in diesem Fall sogar ein globales Minimum, d.h.

ein Minimum beziiglich des gesamten Definitionsbereichs von f). Als weiteres Beispiel
betrachten wir

. o2 xi 73
f]R —>R, f($1,$2)2§—§7 CL,b>0.
Die Niveaumengen N.(f) sind die Hyperbeln
2 2
D)
ﬁ — b_2 = C, ceR.

Der Graph von f stellt ein hyperbolisches Paraboloid im R? dar. Es ist

2{]31 2{132

grad f(x1,12) = (?, _6_2) , grad f(0) =0,

20
H(z1,12) = (% _z) :

b2
Die Eigenwerte von H(z) sind 2/a? und —2/b%, also ist H(0) indefinit und daher 0 kein
lokales Extremum.

Im semidefiniten Fall kann man an der Hessematrix nicht erkennen, ob ein Extremum
vorliegt oder nicht: Fiir die Funktionen

f(xla'r?) :$%+$é, g(xlva):x%7 h($1,$2) :x%—i_xg
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gilt grad f(0) = grad ¢(0) = grad h(0) = 0,

H10) = 1,0 = 150 = (3 o)

aber f hat in 0 ein striktes, lokales Minimum; ¢ hat in 0 ein nicht striktes, lokales Mini-
mum; A hat kein lokales Extremum in 0.

Definition 23.10 (Sattelpunkt)
Sei Q C R™ offen, f : Q — R partiell differenzierbar, x € Q. Ist grad f(x) = 0, aber x
kein lokales Extremum von f, so heifit x Sattelpunkt von f. O

In jeder Umgebung eines Sattelpunktes x gibt es also Punkte y und z mit f(y) > f(x)
und f(z) < f(z).

Wir kénnen Taylorentwicklungen héherer Ordnung fiir f : @ — R™, Q C R" offen,
komponentenweise erhalten. Nach Satz 23.3 gilt fiir alle 4, falls f; € C**1(Q),

filw+h) =Y —80‘;))‘:-'(@ AR —aafé',(&)ha. (23.13)
|| <k ) |a|=k+1 )

Fithren wir die Notation
0“f(z) = (0 fi(x),...,0% fin(z))

ein, so erhalten wir wie in Folgerung 23.4, falls f k-mal stetig differenzierbar ist,

O f(z), 4
flat+h) =Y e+ Rega(h) (23.14)
la|<k
wobei Ry41(h) € R™ und
R ()]l
hm — =0.
o |[Alf

Ohne hier in néhere Einzelheiten einzusteigen, bemerken wir, dass wir auch “totale” Ab-
leitungen hoherer Ordnung definieren kénnen. Ist f : 2 — R™ in 2 C R" differenzierbar,
so ist Df(x) : R™ — R™ eine lineare Abbildung fiir jedes x € 2, also

Df:Q— LR",R™) = {p|p: R" — R™ linear} .

Wir kénnen die zweite Ableitung D? f definieren als Ableitung von D f, das heifit fiir jedes
x € ist
D?*f(x) : R™ — L(R™ R™)

eine lineare Abbildung, welche Df im Sinne der Definition der totalen Ableitung lokal
approximiert. Insgesamt ist

D*f : Q — L(R", L(R",R™)).

In der Linearen Algebra ergibt es sich, dass der Raum L(R", L(R™ R™)) kanonisch iso-
morph ist zum Raum Bil(R™ x R™ R™) der bilinearen Abbildungen von R"” x R™ nach R™.
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Im Falle m = 1 handelt es sich gerade um die Bilinearformen auf R", darstellbar durch
quadratische Matrizen, und es ergibt sich

(D*f(@))(u,v) = u" He(x)v

fur alle u,v € R", wenn man die Matrixdarstellung in der kanonischen Basis wahlt. Diese
Uberlegungen kann man induktiv fortsetzen und fiir beliebiges £ € N eine k-te Ableitung
D* f als multilineare Abbildung vom Grad k definieren.
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24 Der Fixpunktsatz von Banach

Definition 24.1 (Fixpunkt)
Sei X Menge, f: X — X. Einx e X mit

r = f(x) (24.1)

heifit Fixpunkt von f. Die Iteration
Trr1 = f(xg), xo € X gegeben, (24.2)
heifit Fixpunktiteration. O

“Fixpunktsitze” machen Aussagen iiber Losungen der Fixpunktgleichung = = f(x), etwa
iiber Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten, unter gewissen Voraussetzungen an
X und f. Fixpunktsétze stellen ein zentrales Werkzeug der Analysis dar. Als Beispiel
betrachten wir ein Anfangswertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung,

2'(t) = sin(tz(t)), x(0)=1. (24.3)

Wir kénnen (24.3) durch Integration umformen zu

z(t) =1 +/0 sin(rz(7)) dr . (24.4)

Wir kénnen (24.4) als Fixpunktgleichung der Form (24.1) interpretieren, wenn wir X =
C'[0,1] setzen und f : C|0, 1] — C]0, 1] definieren durch

t
(f(z)(t)=1 +/ sin(rz (7)) dr .
0
(Veranschaulichung der Fixpunktiteration fiir X = R, siehe Bilder in der Vorlesung.)

Definition 24.2 (Lipschitz-Stetigkeit)
Seien (X, dy), (Y,dy) metrische Raume. Ein f : X — Y heifit Lipschitz-stetig mit der
Lipschitz-Konstante L, falls gilt

do(f(x1), f(x2)) < Ldy(xq,22),  fiir alle x1,29 € X (24.5)

FallsY = X, dy =dy und L < 1, so heifit f Kontraktion. O

Jede Lipschitz-stetige Abbildung ist gleichméBig stetig (das folgt unmittelbar aus den
Definitionen).

Satz 24.3 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionssatz)
Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, f : X — X Kontraktion. Dann gilt:

(i) f hat genau einen Fixpunkt x.

(11) Fiir jedes xy € X konvergiert die durch die Fizpunktiteration xy1 = f(xy) definierte
Folge (z1)ren gegen x.
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(111) Ist L < 1 eine Lipschitz-Konstante fiir f, so gilt die Fehlerabschdtzung

d(zg,x) < md(%—h%)- (24.6)

Beweis: Sei xy € X beliebig, sei L < 1 Lipschitz-Konstante fiir f. Dann gilt fiir die durch
die Fixpunktiteration definierte Folge (z)ren

d(xg, try1) = d(f(xr_1), f(zr)) < Ld(zg_1, ), fiir alle k € N,
also (mit Induktion)
d(xg, 2pp1) < LFd(z9,21),  fiir alle k € N,
also fiir alle k,m € N
d(xg, Trrm) < d(xg, Tra1) + - oo+ d(Tpam—1, Thrm)
< LFd(zg,zy) + ...+ L™ (2, 2,) = LF (mz:l Lj> d(xo, 1)

k

<
—1-L

d(zg, 1) da L < 1.

Die Folge (xy)ken ist also eine Cauchyfolge, welche wegen der Vollstandigkeit von X gegen
ein x € X konvergiert. Aus der Stetigkeit von f folgt

r = lim zx = lim f(zx_1) = f(2).
k—o0 k—o0

Ist y ebenfalls Fixpunkt von z, so gilt

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < Ld(x,y),

also (1 — L)d(z,y) <0, also d(x,y) = 0 und damit z = y. Zum Beweis von (24.6) zeigen
wir wie oben

m—1
. L
<L L’ _ < — _
d(@k, Thpm) < (; )d(ﬂfk 1 ok) £ 7 d(Te-1, ),
also
d(zy,x) = nll_fgo AT, Tprm) < ﬁd(l’k—laxk>-
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25 Inverse Funktionen im Mehrdimensionalen

Zur Motivation eine Wiederholung aus dem Eindimensionalen: Sei f : (a,b) — R stetig
differenzierbar. Ist x € (a,b) mit f'(z) # 0, so ist die Einschrinkung f : Iy — R,
Is = (x — §,z + ), fiir hinreichend kleines 6 > 0 streng monoton und damit, aufgefasst
als Abbildung
fils — f(ls)

bijektiv. Die Bildmenge f(Is) ist ebenfalls ein offenes Intervall im R, und die Umkehrung
f7r: f(I;) — Is ist stetig differenzierbar. Aus der Voraussetzung f'(x) # 0 folgt also,
dass f “lokal invertierbar” und die Inverse ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Wir kénnen auch einen globalen Satz formulieren: Ist f'(x) # 0 fiir alle € (a,b), so ist
f invertierbar, und f~1: f((a,b)) — (a,b) ist ebenfalls stetig differenzierbar.

Wir betrachten nun Funktionen f : R” — R™. In diesem Abschnitt beweisen wir einen
Satz iiber die lokale Invertierbarkeit von f. Aussagen iiber globale Invertierbarkeit sind
i.a. schwieriger und nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

Falls die Inverse f~! auf irgendeinem Teilgebiet existiert und differenzierbar ist, kénnen
wir ihre Ableitung sofort aus der Kettenregel berechnen. Aus f~! o f = id folgt

(D(f" o ))(z) = (D(id))(z) = id,

und weiter aus der Kettenregel

id=(D(f" o f))(z) = (Df)(f(x)) o (Df)(x)
beziehungsweise
I'=Jpa(f(@)) - Jp(z).

Eine differenzierbare Inverse von f kann also nur dann existieren, wenn die Ableitung
bzw. die Funktionalmatrix von f invertierbar ist.

Ist f eine lineare Abbildung, also f(z) = Az mit einer Matrix A € R™™ soist J;(z) = A
in allen Punkten z, und f~!: R® — R" existiert genau dann, wenn A invertierbar ist; in
diesem Fall ist f~! auch differenzierbar mit Jy-1(y) = A" fiir alle y € R™. Ist A nicht
invertierbar, so ist die noch nicht einmal die Einschrénkung von f auf eine offene Kugel
Bs(x) nicht invertierbar, egal wie klein ¢ ist und wo z liegt. Damit ist fiir lineare Abbil-
dungen im Endlichdimensionalen die Frage der Invertierbarkeit gekléart. In der Linearen
Algebra wird weiter bewiesen, dass gilt

A invertierbar & rang (A) =n & det(A) #0
Satz 25.1 Die Determinante, aufgefasst als Funktion
det : R™™ — R (25.1)
ist beliebig oft stetig differenzierbar. Die Menge
GL(n,R) ={A: AeR™ A invertierbar} (25.2)

ist eine offene Teilmenge des RU™
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Beweis: In der Linearen Algebra wird die folgende Formel bewiesen:
det(A) = Z sign () H Qre(i,i 5
s =1

wobei die Summe iiber alle Permutationen 7 der Indexmenge {1,...,n} gebildet wird.
Die Determinante, aufgefasst als Funktion der Matrixelemente, ist also ein Polynom und
damit beliebig oft stetig differenzierbar. Die zweite Behauptung folgt aus der Darstellung

GL(n,R) = {A: AcR™ det(A) # 0},

d.h. GL(n,R) ist das Urbild der offenen Menge R \ {0} unter der stetigen Abbildung
C(det”. D

Folgerung 25.2 Die Abbildung
T:GL(n,R) - R™ — T(A)=A"", (25.3)
st stetig differenzierbar.

Beweis: Folgt aus Satz 25.1, da sich die Inverse mit einer Formel darstellen l&sst, in der
nur Determinanten vorkommen, ndmlich (siehe Lineare Algebra)

1 1

— di A7
detA(a jA)",

wobei adj A diejenige Matrix im R(™™ ist, deren (i, j)-tes Element gegeben ist durch
(—1)"* det(Ay),

und flij diejenige Matrix im R™~ D=1 ist die aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entsteht. Die Elemente von A~! lassen sich also schreiben als rationale
Funktionen der Elemente von A. O

Satz 25.3 (Satz iiber inverse Funktionen, Spezialfall)

Sei Q@ C R™ offen mit 0 € Q, sei f: Q — R™ stetig differenzierbar, es gelte f(0) =0 und
Df(0) =1id, d.h. J;(0) = I. Dann gibt es offene Mengen U,V C R™ mit 0 € U C €2, so
dass gilt:

(1) fIU :U —V ist bijektiv.
(ii) (f|U)r:V = U ist differenzierbar in 0, Df~(0) = id.

Beweis: In diesem Beweis steht || || fiir || - || .. Zur Konstruktion der lokalen Inverse wird
der Banachsche Fixpunktsatz herangezogen. Zu diesem Zweck definieren wir fiir jedes
y € R" eine Abbildung 7}, : 2 — R" durch

T,(z)=x+y— f(x). (25.4)

Es gilt dann
flz)=y & z ist Fixpunkt von T},
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und weiter ist 7, € C*(Q),
Jr,(x) = Jpy(x) =1 = Jg(x), J7,(0)=0.
Wir wéhlen ein ¢ > 0, so dass gilt
1
IT,(@) ~ T, < glla—¢ll,  firalle z,€ € Ks(0), y € R (25.5)

(Dass das méglich ist, folgt aus dem Mittelwertsatz 22.13 und der Stetigkeit der Abbildung
x — Jr,(z).) Fir 2 € K gilt also, da T'(0) = 0,

1Ty(@) | = llz +y = f(@)l] < [|To(z) — To(0)]| + [lyll < %lell + 1wl (25.6)

Aus (25.5) und (25.6) folgt:

)
T, : K5 — Kj ist Kontraktion, falls [Jy|| < 3 (25.7)

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun, dass alle solchen 7, einen eindeutigen
Fixpunkt x € K5 haben, also gilt

zu jedem y € K% gibt es genau ein x € K; mit f(x) =y, (25.8)
und fiir dieses = gilt wegen (25.6) und = = T,(z), dass
]l < 2]yl - (25.9)
Wir definieren (Bs = Bs(0) offene Kugel)

V=Bs, U=[f!V)NB;.

[SI[-9)

Esist 0 € U, U C R" offen, f(U) C V, und wegen (25.8) ist f|U injektiv. Es ist auch
V C f(U) wegen (25.9), also ist (i) bewiesen. Zum Beweis von (ii) geniigt es zu zeigen:
Fiir jede Folge (yx)ren in B% mit gy, — 0, y # 0 fiir alle &, gilt

o 14710 = £710) — I~ 0)]

=0. 25.10
i e — 0] (25.10)

Sei (y) eine solche Folge, sei xp = f~!(yx), dann ist x5, # 0 fiir alle &k, und es gilt
I1f = ) — £7H0) — Ty — O)| _ I/~ (k) — wiel

[y = O] [y
B 7 AC0) R £
[l [y
< W) = 1(O0) = I = O)f

el

und die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert gegen 0 fiir & — oo, da J(0) = I.
Damit ist (25.10) bewiesen. O
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Satz 25.4 (Satz iiber inverse Funktionen)
Sei  C R™ offen, sei f:Q — R™ stetig differenzierbar, sei z, € ), sei D f(x,) invertier-
bar. Dann gibt es offene Mengen U,V C R™ mit x, € U C €1, so dass gilt:

(i) flU:U — V ist bijektiv.
(ii) (f|U)r:V = U ist stetig differenzierbar in V', und fir alle v € U gilt
Df 7 (f(x)) = (Df(x)",  Je(f(x) = Jp(x) (25.11)
Beweis: Die Menge

Q= {z:zecQ, Df(z) ist invertierbar}
=Qn{z: Ji(z) € GL(n,R)} = QN (J;) ' (GL(n,R))

ist offen nach Satz 25.1, da J; stetig von x abhéngt. Da es geniigt, den Beweis fiir Q statt
2 zu fithren, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass D f(x) invertierbar ist fiir alle z € €.
Wir setzen 2, = €2 — x, und definieren f, : Q, — R" durch

fo(h) = (Df(2.))" (f(z + h) = f(.)) . (25.12)

Fiir f, sind alle Voraussetzungen von Satz 25.3 erfillt, da f,(0) = 0 und Df,(0
Df(z.)"' o Df(z,) = id, also gibt es U,,V, C R" offen mit 0 € U, C Q,, f. : U, — Vi
bijektiv, f.! differenzierbar in 0 mit D f1(0) = id. Wir setzen

~—

U=U;+x,.
Aus (25.12) folgt, dass fur alle x € U gilt (wir setzen h = z — x, in (25.12))
f(@) = f(z.) + Df()(fuolz — 2.)). (25.13)
Da f, auf U, bijektiv und D f(x,) invertierbar, ist f auf U injektiv. Wir setzen
V= f(U) = f(z) + Df(@.)(f(U.)) = fz.) + Df(x.) (Vi)

Mit V; ist auch V offen, und f|U : U — V bijektiv. Nach (25.12) gilt fiir alle x € U

fulz =) = Df ()7 (f(2) = f(2.)),
also

v =a.+ [ [Df(@) 7 (f2) = fla))],
also fiir alle y € V

U y) =2+ fTDf ()7 y = f@)]-
Aus der Kettenregel folgt
(DF)(f(2) = (DF)0) o (Df ()" = (Df (@)™, Tp=1(f (@) = Jp(w) 7"

Da fiir jedes x € U die Voraussetzungen des Satzes (mit x statt z,) erfiillt sind, ist f~!
auf ganz V differenzierbar, und (25.11) gilt. Es ist auBerdem f~! stetig auf V nach Satz
22.3, und wegen Folgerung 25.2 auch die Abbildung

y= (Je(f )
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Wir kommen auf die Polarkoordinaten
f:R? - R?, f(r, @) = (rcosp,rsinp)

zurtick. Es ist
det(Jp(r, @) =1,

also ist f lokal invertierbar in allen Punkten (7, ¢) mit r # 0. Es gilt dariiber hinaus, dass
f U — V bijektiv ist fiir

U={(r,p):r>0,0<p<2r}, V={(z,y):y#0oderz<0}.
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26 Implizite Funktionen

Im einfachsten Fall wollen wir eine Gleichung der Form
flx,y)=0, f:R* =R,

nach y auflésen. Beispiel:
xy—1=0,

Losung:

y=-.
x

Wir haben also eine Funktion g gefunden, nédmlich g(z) = 1/x, so dass gilt

flz,g(x)) =0. (26.1)

Im allgemeinen ist das nicht in einer so explizit angebbaren Form moglich, oder vielleicht
auch nicht sinnvoll. Es stellt sich dann u.a. die Frage, unter welchen Voraussetzungen an
f ein solches g existiert. Weiteres Beispiel: Der Einheitskreis

0= flx,y) =2 +¢y*—1. (26.2)

Hier liefern

gz)=+V1—22, g(x)=—V1-2a2,

Losungen von (26.1). Hier ist also die Losung “global” mehrdeutig, aber “lokal” (d.h. in
einer hinreichend kleinen Umgebung eines Punktes (z,y) mit f(z,y) = 0) eindeutig fur
|z| < 1; lokal mehrdeutig fiir |z| = 1, dort ist ¢ nicht differenzierbar; nicht definiert fiir
|z| > 1. Existiert eine differenzierbare Funktion g, so dass (26.1) gilt, so erhdlt man aus
der Kettenregel

0= Fla gla) = Df (., 0(2)) + 8, (. () (a),

also
oy Ouf(z,g(x))
) = = Fa g@)

jedenfalls dann, wenn 0, f(x, g(x)) # 0. Andernfalls kann es Probleme geben. Fiir (26.2)
haben wir

Ouf(z,y) =22, O,f(x,y)=2y.

Die allgemeine Situation im Endlichdimensionalen sieht so aus: Wir haben m Gleichun-
gen mit n + m Unbekannten, von denen wir mit Hilfe der Gleichungen m Unbekannte
eliminieren wollen, indem wir sie als Funktionen der anderen n Unbekannten ausdriicken.

fl(xlw"axnayla"'?ym) :O>
fQ(xlv"'axnaylﬂ"wym) 207

fm(xlv"'axnayla"wym) =0.
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Gesucht sind Funktionen g;, “y; = g;(x1,...,2,)", fir 1 <i < m, mit

filwr, ooz, (@, )y g1, o)) =0, 1< j<m.
Erheblich iibersichtlicher ist die vektorielle Schreibweise: Gegeben ist
f:R"xR™ — R™,
gesucht ist
g:R" > R™ mit f(z,g9(z)) =0

fiir alle (oder doch moglichst viele) x € R"™. In einem solchen Fall empfiehlt es sich,
auch fiir die Jacobi-Matrix eine Block-Notation einzufiihren. Ist f : R® x R™ — RF
differenzierbar, und schreiben wir (z,y) = (x1,...,Zn,Y1,-..,Ym) fir die Elemente in
R™ x R™, so definieren wir

agmfl(xay) o 8mnfl<x7y)

Ouf(z,y) = : : e R®n (26.3)
a’Blfk(x?y) 3xnfk(x,y)
aylfl(x7y> 8ymf1<x7y)

Oy f(z,y) = : : e R=m (26.4)
aylfk(may) aymfk('r7y)

Die gesamte Jacobi-Matrix setzt sich aus zwei nebeneinanderstehenden Blocken zusam-
men,

Jf(xv y) = (axf(xa y) ayf(l', y)) S R(kz,n—f—m) :
Satz 26.1 (Implizite Funktionen)
Sei Q@ C R™ x R™ offen, sei f : Q — R™ stetig differenzierbar, sei (x.,y.) € Q mit
f(xe,ys) = 0. Ist Oy f (x4, ys) invertierbar, so gibt es eine Umgebung W von x, und eine
stetig differenzierbare Funktion g : W — R™ mit y, = g(x.) und
flz,9(z)) =0, (x,9(x))€Q, firallexecW, (26.5)

und es gilt
Jy(x) = =0, f(z, g(x)) " 0uf (2, 9(2)) (26.6)
fiir alle x € W.

Beweis: Wir definieren
F:Q->R"xR", F(x,y)=(z, f(x,y)).

Wir zeigen, dass F'in (x4, y.) die Voraussetzungen des Satzes 25.4 iiber inverse Funktionen
erfiillt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Funktionalmatrix

9= (o) 0s6e)
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fir (z,y) = (x4, y«) invertierbar ist. In der Tat, die Matrix

A 0 b
<B(Q;’y) (3yf(x,y))_1> ) B(Zt,y)— (ayf( 7y)) a$f( 7y)a

ist fiir (x,y) = (x4, y) die Inverse von Jp(z,y). Aus Satz 25.4 folgt nun: Es gibt offene
Mengen U,V C R"™ x R™ mit (z,,y.) € U C Q, so dass F : U — V bijektiv und
F~1:V — U stetig differenzierbar ist. Wir zerlegen F~! in zwei Blocke,

F_I(JZ,Q) = (ng(iU,y),(,Oy(-T,y))»

mit p, : V = R", ¢, : V = R™ Fiir (z,y) € V gilt dann

(z,y) = F(F~(x,9)) = Flpa(2,y), 0y (2,9))
= (@, ), flpe(,9), 0y(2,9))) ,

also
z=p.(2,y), y=flz,0,(z,9)). (26.7)
Wir wéhlen nun offene Mengen W C R™, Y C R™, mit

F(ze,ys) = (2,,0) e W XY CV,
und definieren g : W — U durch
9(x) = py(z,0). (26.8)

Auflerdem verlangen wir, dass 0, f(z, g(z)) invertierbar ist fiir alle x € W (das kénnen
wir immer durch Verkleinern von W erreichen). Es gilt dann wegen (26.7)

f(z,9(x)) = f(z,py(x,0)) =0, fiirallez € W,

und
(20, 50) = F7H(24,0) = (24, 0y (24, 0)) = (., g(.)),
also
Yo = g() -

Da F~! stetig differenzierbar ist, ist auch ¢ stetig differenzierbar. Die Formel (26.6) fiir
J, folgt aus der Kettenregel, angewendet auf

v = (z,9(x)) = f(x,9(x)) =0,

da wir durch Differenzieren erhalten
0= (0:f(5:9(x) O,f(x,g(a ( Ly )
g(x)
)

)
=0, f(z,9(x)) + 0y f(z,9(x)) Jy(x
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Als Beispiel betrachten wir die Niveaulinien einer stetig differenzierbaren Funktion f :
Q= R, QC R Sei (74,9:) € Q, f(xs,9:) = ¢, also (2, y«) € Ne(f). Die Frage ist: Wie
sieht N.(f) in der Néhe von (x,,y.) aus? Wir betrachten zunéchst den reguliren Fall

grad f(z,,y.) # 0. (26.9)

In diesem Fall ist mindestens eine der beiden partiellen Ableitungen nicht Null. Ist
Oyf(xs,y.) # 0, so gibt es nach Satz 26.1 ein offenes Intervall I = (z, — d, 2z, + 9)
und ein g € CY(I) mit g(z,) = y. und f(z,g(z)) = 0, d.h. y lisst sich in der Nihe von
(24, y) nach x auflosen. Ist O, f (x., y.) # 0, so gibt es nach Satz 26.1 ein offenes Intervall
J = (Y« — 06,y +0) und ein h € C*(J) mit h(y,) = z, und f(h(y),y) = 0, d.h. z ldsst sich
in der Néhe von (z,,y.) nach y auflésen. Das ist der Fall in Beispiel (26.2), in dem

1), (0,-1),
0), (—1,0).
Man kann auerdem zeigen, dass es im reguldren Fall (26.9) in einer hinreichend kleinen
Umgebung von (z.,y.) keine anderen Punkte von N.(f) geben kann.

O f(x,y) #0, auBer in (0,
Oyf(z,y) #0, auBerin (1,

Der singulédre Fall ist charakterisiert durch
grad f(z.,y.) = 0. (26.10)
Hier kann alles mogliche passieren. Sei etwa
flr,y)=2"—y*=0, (26.11)

dann ist
grad f(z,y) = (22,-3y%), grad £(0,0) = 0.
Wir kénnen y nach x auflosen,

y = g(z) = Va2,

aber g ist nicht differenzierbar in 0, und Ny(f) hat eine Spitze in 0. Fir
f(xay) :$2—y2:0, (2612)

gilt

gradf(x, y) = (21:7 _Qy) ) gradf(07 0) = Oa
und Ny(f) besteht aus den beiden Winkelhalbierenden (die sich im Nullpunkt schneiden).
Eine kompliziertere Situation liegt vor bei

1
f(fv,y)zrﬁsianz, r=+z2+y2, f(0,0)=0. (26.13)

Hier ist ebenfalls grad f(0,0) = 0, und Ny(f) besteht aus unendlich vielen Kreisen um 0

mit den Radien r, wobei
1

ﬁ:ﬂn, neN,

sowie den Nullpunkt selbst. Es gilt allgemein (ohne Beweis):
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Zu jeder abgeschlossenen Menge A C R™ gibt es eine stetig differenzierbare
Funktion f:R" — R mit A = Ny(f).

Wir wenden den Satz {iber implizite Funktionen an auf das Problem, das Minimum einer
Funktion “unter einer Nebenbedingung” zu bestimmen.

Problem 26.2
Sei Q CR" f:Q—= R, J:Q — R. Wir betrachten die Optimierungsaufgabe

min J(z), wobei z€§, f(z)=0. (26.14)

Die Bedingung “f(x) = 0” heifit Nebenbedingung (genauer: Gleichungsnebenbedingung).
Ein z, € Q heifit lokale Losung von (26.14), falls es eine Umgebung U von z, gibt, so dass

J(z,) < J(x), firalezeUNQmit f(z)=0.

Satz 26.3 Sei Q2 C R™ offen, seien f,J € CY(Q), sei x,. lokale Lésung von (26.14), es
gelte grad f(z.) # 0. Dann gibt es ein A € R mit

grad J(x,) = Agrad f(x.). (26.15)

Die Zahl \ heifit Lagrange-Multiplikator.

Beweis: Sei 0.B.d.A 0,,f(z.) # 0 (lasst sich durch Umnummerieren der Unbekannten
immer erreichen). Wir schreiben

o= (T, un), T = (Tut, o, Tan1) -

Nach Satz 26.1 gibt es eine stetig differenzierbare Funktion g : W — R, W C R*~! offen
mit /. € W, so dass

f(@,g(x)) =0, (2,9(z")€eQ, firallez' €W.
Wenn wir die durch
h(zi) = f(a',9(2")), o' = (2, 2,0),
definierte Abbildung h; in ' = 2/, differenzieren, erhalten wir
Oif (24) + O f(24)0ig(2,) =0, 1<i<n-—1. (26.16)

Wir betrachten ) )
J:W =R, J@)=Ja, g(x)).

x/, ist lokales Minimum von J, also gilt
0=0,J(2.) = 0;J(x,) + 0 J(2,)0ig(x.), 1<i<n—1. (26.17)

Wir multiplizieren (26.17) mit 0, f(x.), (26.16) mit 0,J(x.) und subtrahieren die resul-
tierenden Gleichungen. Es ergibt sich

0 J (2:)On f(24) — O f(2:)0pJ(2) =0, 1<i<n. (26.18)
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Wir setzen

und erhalten
0 (xy) = X0;f(xy), 1<i<n.

(|
Als erstes Beispiel betrachten wir
1
min J(z,y) = 5(3:2 +9?), wobei e =gx+y. (26.19)
Hier ist
f(x7y> =e" —r—Yy,
grad J(z,y) = (z,y), grad f(z,y) = (ye"” — L we™ —1).
Gemif Satz 26.3 suchen wir Kandidaten (z,y, \) € R?, welche die Gleichungen
r = ANye™ —1), (26.20)
y = Nxe™ —1). (26.21)
sowie
eV =x+y. (26.22)

erfiilllen. Wir haben also das Optimierungsproblem darauf zuriickgefithrt, das System
(26.20) - (26.22) von 3 nichtlinearen Gleichungen mit den 3 Unbekannten (z,y,\) zu
16sen — was im allgemeinen nicht durch explizite Angabe einer Losung moglich ist.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Problem, die Extrema einer quadratischen Funk-
tion auf dem Rand der Einheitskugel zu bestimmen. Sei J : R®™ — R definiert durch

J(z) =27 Az, A€ R™ symmetrisch, (26.23)
die Nebenbedingung sei

0=flx)=>) a7 —1.
i=1
Es ist
grad J(z) = 2Az, grad f(z) =2z.

Die Funktion J nimmt auf dem Rand der Einheitskugel ihr Maximum und ihr Minimum
an, in beiden Fillen folgt aus Satz 26.3, im Falle des Maximums angewendet auf — f, die
Existenz eines A\ € R mit grad J(z) = Agrad f(z), also

Az = Mz, (26.24)
das heifit, A ist Eigenwert von A zum Eigenvektor x. Aus (26.24) folgt
J(x) = 2T Az = 2Tz = M|z||3 = \. (26.25)

Da diese Formel fiir jeden Eigenwert gilt, wenn wir einen zugehorigen Eigenvektor auf 1
normieren, haben wir das folgende Ergebnis erhalten:

max J(z) = Apaz, min J(x) = Apin (26.26)

[[z]l,=1 llzll,=1

wobei Ajqe und A, der grofite bzw. kleinste Eigenwert von A sind.
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27 Parameterabhingige Integrale

Satz 27.1 Seien (X,dy), (Y,d2) metrische Riume, sei f : X xY — R stetig beziiglich
der Produktmetrik d. Dann wird durch

(F'(y)(x) = f(z,y) (27.1)
fiir jedes y € Y eine stetige Funktion F(y) : X — R definiert. Ist X kompakt, so ist
F:Y = (CX), [ ) (27.2)

stetug.

Beweis: Sei y € Y beliebig, sei (zx)ren Folge in X mit z; — x. Dann gilt

d((z,y), (,9)) = di(xy, 2) = 0,

also (zx,y) — (z,y) in X X Y und damit

() (@e) = flee,y) = f(2,y) = (F(y)(),

also ist F'(y) eine stetige Funktion. Sei nun X kompakt, sei (yx)ren Folge in Y mit y, — v.
7 zeigen ist

1E (k) = FW)ll o = sup |f (2, yx) = f(x,y)] =0 (27.3)

fiir kK — oo. Wir definieren K C Y durch
K ={ys: ke N}U{y}.

Dann ist (K, dy| K) kompakt (Ubung). Nach Satz 19.2 ist X x K kompakt, nach Satz 19.12
ist fl(X x K) gleichméBig stetig. Sei nun € > 0 beliebig, sei 6 > 0 gemé&fl der Definition
der gleichméBigen Stetigkeit gewihlt. Sei N gew#hlt mit dy(yg,y) < d fir alle & > N.
Dann gilt

d((z,yx), (x,y)) = da(yg,y) < 9§, firalle k> N und alle x € X,

also
|(f(z,yx) — f(z,y)| <e, firalle k>N undalle z € X,
also
sup |f<x7yk) - f(xvy)| <e.
zeX
Damit ist (27.3) bewiesen. O

Satz 27.2 Sei (Y, dy) metrischer Raum, sei [a,b] C R kompaktes Intervall, sei f : [a,b] X
Y — R stetig. Dann wird durch

o) = [ fag)da 274

eine stetige Funktion ¢ 1Y — R definiert.
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Beweis: Es ist ¢ = [ o F'| F' wie in Satz 27.1,

b
I (Cladl -0 > R, 10) = [ g(a)ds.
F ist stetig nach Satz 27.1, [ ist stetig nach Beispiel 18.24. O

Satz 27.3 (Differenzieren unter dem Integral)
Sei f :[a,b] x [c,d] — R stetig, Do f : [a,b] X [c,d] — R ezistiere und sei stetig. Dann ist
p:led =R,

o(y) = / f(.y) dr, (27.5)

stetig differenzierbar, und

o (y) = / Ouf () da (27.6)

Beweis: Sei y € [¢, d], (yx) Folge in [c,d] mit yp — y, yr # y. Wir setzen

f(mayk) - f(:an)
Ye — Y

gr(z) = — 0o f (2,y) .

Aus dem Mittelwertsatz folgt die Existenz von n(z) € [y, yx] mit
gr(x) = Oaf (x, mi(x)) — Oof (2, y) -
Sei ¢ > 0. Wihle § > 0 so, dass gilt
ly — 2| < ¢ = |02 f (x,y) — Oof (x,2)| < e fiir alle x € [a, b].
(Das ist moglich, da 0, f gleichméBig stetig ist auf [a,b] X [c,d].) Wahle N so, dass
lyr —y| < d, fiir alle k > N.
Dann gilt |ng(x) — y| < 6 fiir alle € [a, b] und

||9kHoo = sup |gr(x)| <e, firallek>N,
z€[a,b]

also gilt g — 0 gleichméfig, und es folgt

_ b b B
‘W_ / Ouf () do| < / f(a:,yzz_ ;f(x,y)_(% fo)| o
b
< [ il dz 0
fiir £ — oo. 5

In Satz 27.3 ist vorausgesetzt, dass f stetig nicht nur beziiglich y, sondern auch beziiglich
x ist. Diese Voraussetzung kann abgeschwicht werden, so dass (27.6) auch gilt fiir eine
geeignete Klasse von Funktionen, die unstetig beziiglich z ist. Dazu verwendet man einen
anderen Integralbegriff, zweckméfig ist das Lebesgue-Integral.
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28 Kurvenintegrale und Potentiale

Zur Motivation: Ein konstantes Kraftfeld, reprisentiert durch einen Vektor F' € R?, leistet
entlang der Strecke, welche einen Punkt zy € R?® mit einem Punkt z; € R? verbindet, die
Arbeit

W = (F, 21 — x) = [|[F[|y]|lz1 — x|, cos ¢

wobei ¢ der von den Vektoren F' und z; — z( eingeschlossene Winkel ist. Betrachten wir
den Streckenzug, welcher nacheinander die Punkte xg,z1,...xx verbindet, und nehmen
wir an, dass ldngs der Verbindung von x;_; nach z; die Kraft F; wirkt, so ergibt sich die

Gesamtarbeit zu N

W=> (Fz—xi1) . (28.1)

i=1
Wenn wir diesen Streckenzug als Kurve z : [a,b] — R? mit z(¢;) = z; zu einer geeigneten
Zerlegung auffassen und F'(z;) = F; setzen, so wird (28.1) zu

W=y <F(a:(tz-)), 2(ti) = ”(ti‘1)> (b=t 1), (28.2)

ti — i

Ist ' : R® — R3 stetig und z : [a,b] — R? stetig differenzierbar, so ist die lings x
verrichtete Arbeit gleich

b
/<ﬂumwﬁ»ﬁ.

Definition 28.1 (Kurvenintegral)
Sei Q@ C R, seien F' : Q — R" stetig und z : [a,b] — R"™ stetig differenzierbar, sei
C = z([a,b]) C Q2. Dann heifst

b
/F-daz ::/ (F(x(t)),2'(t)) dt (28.3)
C a
das Kurvenintegral von F entlang C von x(a) nach z(b). O

Diese Definition ist sinnvoll, da das Kurvenintegral sich nicht &ndert, wenn wir eine andere
Parametrisierung von C' wihlen, die die Orientierung erhélt. Ist etwa ¢ : [, 8] — [a, b]
eine C''-Parametertransformation, so gilt

B

6
/ (F((z o @)(7)), (zop)(r)) dr = / (F(x(p(7)), 2 (0(7))) ¢'(7) dr

«

@ (B) b
— [ ) w) it == [ (Fa).o) d.
o(a) a

je nachdem, ob ¢ orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend ist.

Fiir stiickweise stetig differenzierbare Kurven z : [a, b] — R" setzen wir

k
/F-dx:Z/F-dx, (28.4)
¢ i=1 /Ci
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falls z|[t;—1, t;] stetig differenzierbar ist und C; = x([t;—1,%;]). (Man zeigt, dass diese Defi-
nition unabhéngig ist von der Wahl der Zerlegung.) Aus der Linearitiat des Integrals folgt
unmittelbar

/(F+G)~da::/F-dx+/G-dx, /)\F-dx:/\/F-dx, (28.5)
c c c c c
fiir A € R.

Satz 28.2 Sei Q) C R™ offen, f € C*(Q), x : [a,b] — R™ stiickweise stetig differenzierbar,
sei C' = x([a,b]) C Q. Dann gilt

/C grad f - do = f(2(b)) - f(a(a)). (28.6)

Beweis: Sei zuniichst = € C*([a, b]). Dann gilt
b b
/Cgradf ~dx = /a (grad f(x(t)),2'(t)) dt = /a (fox)(t)dt
= f(x(b)) — f(z(a))

nach Kettenregel und Hauptsatz. Ist x stiickweise stetig differenzierbar und (¢;) eine ent-
sprechende Zerlegung von [a, b], so folgt

k

Jersdr e =32 [ aradp-de = 3 (f(t) = flaltin)) = Se0) = Flaa).

i=1
O
Aus Satz 28.2 folgt: Ist F': Q — R™ ein Gradientenfeld auf 2 (das heifit, es gibt f : Q@ — R

mit /' = grad f), so ist das Kurvenintegral zwischen zwei Punkten P, ) € R"™ unabhéngig
davon, wie die Kurve von P nach @) verlduft. Insbesondere ist dann

/F-d:v:O
c

Lemma 28.3 Sei 2 C R” offen, ' : Q0 — R" stetig differenzierbar. Ist F' ein Gradien-
tenfeld auf ), so gilt

fiir jede geschlossene Kurve C.

O.F(x) = 0,F(x) (28.7)

fur alle x € Q und alle i,57 mit 1 <i,7 <n.

Beweis: Ist F' = grad f, so gilt

0iF;(x) = 9,(0;f)(x) = 9;(0:f) () = O;F(x) .
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Definition 28.4 Sei X Vektorraum, sei Y C X.Y heifit sternformag, falls es einy € Y
gibt mit [x,y] CY fir allex €Y. O

Satz 28.5 Sei Q) C R"™ offen und sternformig, sei F : 0 — R™ stetig differenzierbar. Gilt
OiF(x) = 9, Fi(x) (28.5)
fur alle x € Q und alle i,5, 1 < 1,5 < n, so ist F' ein Gradientenfeld auf ), es gibt

f e C?(Q) mit
F =grad f. (28.9)

Beweis: Sei y € Q mit [y, z] C Q fiir alle 2 € Q. Wir definieren f als das Kurvenintegral
von F' entlang der Strecke von y nach x, wir setzen also

f(x) = / (F(y + t(z — ), — ) dt.

Nach Satz 27.3 existieren alle partiellen Ableitungen 0, f und sind stetig. Fiir

flx) =(F(y +t(r—y)),r—y)

gilt 5
Oif(x) = (toiF(y +t(x —y)),x —y) + (Fly +t(x —y)),e) ,
also
0f(a) = [ GOF(+ 1o =)o =9} + Fly + 1o =) dr
Fir
g9i(t) = tFi(y + t(x —y))
gilt

gi(t) = (t(grad Fy)(y + t(x —y)),x —y) + Fs(y + t(z —y)),
und mit z =y + t(z — y)

n

((grad Fy)(2),z —y) = Z@Fz’(z)(%’ —y;) = ZaiFj(Z)(%’ — ;)
= (0;F'(2),r —y) .

Es folgt
gi(t) = (O F) (y +t(x —y)),x —y) + Fi(y +t{x —y)),

und damit

O

Folgerung 28.6 Seci ) C R? offen und sternférmig, sei F' : Q@ — R3 stetig differenzierbar.
Dann ist F ein Gradientenfeld auf Q2 genau dann, wenn rot F' = 0 in Q.
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Definition 28.7 (Wegzusammenhang)
FEin metrischer Raum (X,d) heiffit wegzusammenhdingend, wenn es fir alle xq,x, € X
eine Kurve r : [0,1] — X gibt mit r(0) = z, und r(1) = xy. O

Definition 28.8 (Konservatives Vektorfeld)

Sei Q C R™ offen. Ein Vektorfeld F : 0 — R™ heifit konservativ auf 2, falls “das Kur-
venintegral wegunabhdngig ist”, d.h. falls fiir alle Punkte x,,x, € 2 und alle stiickweise
Ct-Kurven Cy,Cy von x4 nach xy, welche in Q verlaufen, gilt

/F~dx:/ F-dx. (28.10)
Cl CQ

O

Satz 28.9 Sei 2 C R" offen und wegzusammenhdingend, sei F' : 0 — R"™ stetig. Dann
qilt

F ist Gradientenfeld auf €2 & F ist konservativ auf 2 .

Beweis: “=": Folgt aus Satz 28.2.
“«<": Seien z,y € () beliebig. Wir beweisen zunéchst

Es gibt eine stiickweise C*-Kurve von y nach . (28.11)
Sei r : [0, 1] — Q stetig mit r(0) =y, r(1) = z. Sei
U.={z:2€R" dist(z,7([0,1])) < e}.

Wir wihlen € > 0 so, dass U. C Q gilt (das ist moglich, da dist (092, 7([0, 1]) > 0 falls
09 # ), was gleichbedeutend ist mit 2 # R™). Fiir eine hinreichend feine Unterteilung (¢;)
von [0, 1] gilt, dass der Polygonzug, welcher 7(0), r(t1),...,r(1) verbindet, ganz in U, und
damit auch in €2 liegt. Damit ist (28.11) bewiesen. Wir wéhlen nun x, € €2 und definieren
f:9Q — R durch

flx) = /CF dx, (28.12)

wobei C' eine stiickweise C'-Kurve von z, nach x ist (eine solche gibt es nach (28.11), und
nach Voraussetzung héngt das Kurvenintegral nicht von der Wahl von C' ab). Zu zeigen
ist noch F' = grad f. Sei x € Q beliebig, sei h > 0 so gewéhlt, dass [x,z + he;] C Q gilt.
Sei C, eine stiickweise C'-Kurve von x, nach =, sei C'(h) definiert durch

rn o [0,h] = Q, ma(t) =z te; .

Dann gilt

f(:c+hei):/*F~ d:c—l—/c(h)F~ d:c:f(:c)—l—/c(h)F~ dz .

g(h) = f(z + he;) — f(x)

Fir
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gilt also

h h
o) = | RS | Pn.riey de= [ R ar

also ist g rechtsseitig differenzierbar in 0 und ¢/, (0) = Fi(z). Dasselbe Argument mit —e;
statt e; liefert die Existenz von 0; f(z) und die Formel 0; f(z) = Fi(x). O

Als Beispiel betrachten wir

Yy T
Q=R*\{0}, F:Q—=R, F(zy = (_$2+y2’ x2+y2> . (28.13)

Es gilt fiir alle (z,y) # (0,0)
I Fy(z,y) = 0aFi(z,y).
Fiir jede sternformige Teilmenge € von € gibt es also nach Satz 28.5 ein f € C?(Q) mit
F(x) = grad f(x), fiir alle z € Q.

Aber andererseits gilt, wenn wir den Einheitskreis als eine geschlossene Kurve C' auffassen,
mit 7 : [0, 27] — R?, 7(t) = (cost,sint)

2m 27
/ F-dr= / (F(r(t)),r'(t)) dt = / sin?t 4 cos*t dt = 2,
c 0 0

also ist F' nicht konservativ auf 2. Aus Satz 28.9 (bzw. schon Satz 28.2) folgt, dass es kein
[ € C?(Q) geben kann mit

F(z) =grad f(z), fiirallez € Q.
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29 Fourierreihen

Mit Fourierreihen oder trigonometrischen Reihen verfolgt man das Ziel, periodische Funk-
tionen durch trigonometrische Polynome darzustellen bzw. zu approximieren.

Definition 29.1 (Periodische Funktion)
Sei S Menge. Fine Funktion f: R — S heifst periodisch mit Periode p, oder p-periodisch,
falls

flx+p)= f(z), firallexeR. (29.1)

Hierbei ist p € R, p > 0. O

Ist p eine Periode fiir f, so auch kp fiir jedes k € N, k # 0. Die Funktionen
fe(z) = e** = coskx +isinkx, kE€Z,k#0, (29.2)

sind periodisch mit Periode 27 /|k|, also auch 27r-periodisch. Konstante Funktionen sind
p-periodisch fiir jedes p > 0.

Eine p-periodische Funktion ist durch ihre Restriktion auf ein Intervall der Form [a, a+p),
a € R beliebig, eindeutig bestimmt. Umgekehrt definiert jede Funktion f : [a,a 4+ p) — S
vermittels wiederholter Anwendung von (29.1) eine p-periodische Funktion f:R— S,
diese heifit die periodische Fortsetzung von f. Im Folgenden werden wir die Funktionen
f und f beide mit f bezeichnen.

Anstelle eines Intervalls [a, a + p) kann man (im Fall p = 27) den Einheitskreis 7 = {e :
0 < 2 < 27} als Definitionsgebiet von f betrachten und erhélt damit eine “kanonische”
Darstellung der Menge aller 2m-periodischen Funktionen mit Werten in S als die Menge
aller Abbildungen von 7 nach S.

Definition 29.2 (Trigonometrisches Polynom)
FEin trigonometrisches Polynom ist definiert als eine Funktion t : R — C der Form

n

t(z) = Z cre™ (29.3)

k=—n

wobei n € N und ¢, € C. Die Zahl n heifst der Grad von t, falls ¢, # 0 oder c_, # 0. O

Interpretieren wir ein trigonometrisches Polynom als Funktion ¢ : 7 — C, so erhalten wir
vermittels (29.3) die Darstellung

Um komplexwertige Funktionen differenzieren und integrieren zu kénnen, iibertragen wir
die relevanten Sachverhalte aus dem Reellen, indem wir C mit R? identifizieren.

Sei I = (a,b) ein offenes Intervall in R. Fiir f : I — C definieren wir f': I — C durch
f'(@) = (Re f)(z) + i(Im f)'(z), (29.4)
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falls Real- und Imaginérteil von f auf (a, b) differenzierbar sind. Vermittels der Identifika-
tion von C und R? stimmt die Definition in (29.4) mit der Definition der Ableitung einer
Kurve iiberein. Man kann unmittelbar nachpriifen, dass

(f+9)=f+g, (cf) =cf (29.5)
gelten fiir differenzierbare Funktionen f, ¢ : I — C und Konstante ¢ € C. Fiir
f(z) = e** = cos kx + isin kx

ergibt sich .
f'(z) = —ksinkx + ik cos kx = ike™™ .

Daraus erhalten wir die Ableitung eines trigonometrischen Polynoms,

n

t(z) = Z cre®™  t'(z) = Z ikepe™®

k=—n k=—n

Definition 29.3 Eine Funktion f : I — C mit I = [a,b] C R heiffit Regelfunktion, falls
Real- und Imagindrteil von f Regelfunktionen sind. In diesem Fall definieren wir

/abf(l‘)dl":/abRef(l’)dﬂf—i—i/abImf(x)dx’ (29.6)
O

Es gilt

/abf(:r)+9(x)dxZ/abf(x)der/abg(x)d:r, /abcf(x)dx:c/abf(x)dx, (29.7)

fiir Regelfunktionen f, g und fiir ¢ € C, sowie

/abf(x) iz = /abmda;. (29.8)

Ist f periodisch mit Periode p, so ist das Integral von f iiber ein Intervall der Léange p
unabhéngig von der Lage des Intervalls,

/a " f(z)de = / " f(z)dx

fiir alle a,a € R. Weiterhin gilt der Hauptsatz

/ f(z)dx = F(b) — F(a), (29.9)

falls f : I — C stetig und F'(z) = f(z) fiir alle z, und weiter die sich aus dem Hauptsatz
ergebenden Integrationsregeln (partielle Integration, Substitution). Wir erhalten also

b
) 1 ., b
ikx ikx
de = — —
/a A

ikx

a
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Insbesondere ergibt sich, da x — e?** eine 2m-periodische Funktion ist,

/We““dx:{o’ heZ,k#0, (29.10)
—r 2n, k=0.
Wir kénnen trigonometrische Polynome auch durch Sinus und Cosinus darstellen. Es ist
cre™ 4 c e = (e +c_p) coskx +i(cp — ) sin k. (29.11)
Die Form .
t(z) = % + ;(ak cos kx + by, sin kx) (29.12)

wird als reelle Form des trigonometrischen Polynoms

t(z) = i et (29.13)

k=—n

bezeichnet. Wegen (29.11) stimmen die Funktionen in (29.12) und (29.13) iiberein, falls
wir

ag =2¢o, ap=cp+c g, bp=1i(ckx—c_y) (29.14)
oder umgekehrt
a 1 : 1 ,
50 s Cr = é(ak — Zbk) , C_ = E(Qk + Zbk) (2915)

setzen. Aus (29.10) erhalten wir unmittelbar, dass

/ t(z)e ™ dx = / Z ;0P do = omey, (29.16)

—T —TT .

Co —

gilt fiir alle k € Z.
Lemma 29.4 Fiir ein trigonometrisches Polynom t sind dquivalent:

(1) t ist reellwertig, d.h. t(z) € R fir alle x € R,
(i1) ¢ = c_y, fir alle k € N,
(11i) ay, by € R fir alle k € N.

Beweis: “(i)=-(ii)”: Aus (29.16) folgt wegen t(z) = t(z)

2mey, = / t(x)e=h dy = / t(z)e*” do = / t(z)e "M dy = 2mc_y, .

“(ii)=-(iii)”: Aus (29.14) folgt wegen ¢ = c_y,
Imap =Imcy +Imc_p =Imc, —Imc, =0,
Imb, = Rec, —Rec_, =Rec, — Rec, =0.
“(iil)=-(i1)": klar wegen (29.12). 0

Auch im reellen Fall wird die Darstellung (29.13) meistens bevorzugt, da sie strukturell
klarer und oft einfacher zu handhaben ist.
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Definition 29.5 (Fourierkoeffizient)
Sei f: [—m, 7] — C eine Regelfunktion. Fir k € Z heifit
. 1 /7

f(k)=cx = o | f(a:)e_“” dx (29.17)

der k-te Fourierkoeffizient von f. Das trigonometrische Polynom

n

(Suf)(@) = > cxe™ (29.18)

k=—n

heifst das n-te Fourierpolynom von f. Die zugehirige Reihe

= > oe® (29.19)

k=—o0

heifst die Fourierrethe von f. O

Das Integral in (29.17) existiert, da der Integrand ebenfalls eine Regelfunktion ist. Aus
(29.16) folgt, dass S,,f = f, falls f ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist.

Wegen (29.14) gelten fiir die zugehorigen Koeffizienten a; und by, die Formeln

1 [" [ 1 [
a = — f(z)dz, ak:;/ f(z)coskxdz, bk:; f(z)sinkzdz, k>1.
i i (29.20)

Hieraus erkennt man sofort, dass

ar = 0 fiir alle k, falls f eine ungerade Funktion ist (d.h. f(—z) = —f(z) Vx),
b = 0 fiir alle k, falls f eine gerade Funktion ist (d.h. f(—z) = f(x) Vx).

Wir betrachten einige Beispiele. Da die Fourierkoeffizienten von f durch Integration ent-
stehen, ist es fiir ihre Berechnung gleichgiiltig, ob wir f an einzelnen (endlich vielen)
Punkten undefiniert lassen oder umdefinieren.

Beispiel 29.6 (i) f(z) =z, —m < 2 < 7. Da f ungerade ist, gilt a; = 0 fir alle k.
Partielle Integration ergibt

1 ﬂ' —1)kt1
bk:—/ xsinkxda::2-( )

T k

—T

= (_qyen (29.21)

sin2x  sin3x
- )

(Swe () =2 =+ 2

sin kx = Q(Sinx —
k=1

(i) f(z) = |z|, =7 < x < m. Da f gerade ist, gilt by = 0 fiir alle k. Partielle Integration

ergibt
2 (7 2 1
= == krdr=—=-— (1—(=1)F
apg =1, ay 7T/accosxac 7rk2( (—1)%)
T cos 21{:—1 T 4 cos3x  cosdx
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(iii) f(x) = (m —x)/2, 0 < x < 2. Die 2m-periodische Fortsetzung von f ist ungerade,
also gilt a; = 0 fiir alle k. Es ergibt sich

b=
(S f)(x) = § Sinkkx  sinz 4+ sin22a: N sin33g; N (29.22)
(iv)
1, O<z<m,
fo) = {—1, —ﬂzxio,

Da f ungerade ist, gilt a; = 0 fiir alle k. Es ergibt sich

2 [T Lk d
mz—/smmmz Rro NUIEETACE,
T Jo 0, k gerade,

sin3x  sinbx )

Q%ﬂm:%@m%k3 e

Wir befassen uns nun mit der Konvergenz der Fourierreihe. Fiir eine gegebene Funktion
f stellen sich die Fragen:

e Fiir welche z ist die Fourierreihe (S f)(z) konvergent 7
e Konvergiert (Sef)(x) gegen f(x), bzw. wogegen konvergiert (Seo f)(x) ?

e In welchem Sinn (punktweise, gleichméfig ... ) ist (Sef)(z) konvergent ?

Mit “Konvergenz der Fourierreihe (S f)(x)” ist gemeint der Limes
(Ssof)(x) = lim (S, f)(w) = lim » f(k)e™. (29.23)
k=—n

Die Bemiihungen zur Beantwortung dieser Fragen haben wesentlich beigetragen zur Kla-
rung der Grundlagen der Analysis (Funktionsbegriff, Konvergenz, Stetigkeit) im 19. Jahr-
hundert.

Lemma 29.7 (Riemann-Lebesgue)
Fiir jede Regelfunktion f : [a,b] — C gilt

b
lim/ f(z)sintrdr =0. (29.24)

t—o00

Beweis: Sei ¢ eine Treppenfunktion auf [a,b], sei ¢ = ¢; auf den Intervallen (z;_q,x;)
einer Zerlegung von [a, b mit z¢g = a, z,, = b. Fiir t > 0 gilt

n

. 2 &
Z %(— costxj+ costr;_q1)| < n Z lcj] =0
j=1

Jj=1

0<

b
/ o(x)sintx dx
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fiir t — oo, also gilt (29.24) fiir Treppenfunktionen. Sei nun f beliebige Regelfunktion, sei
e > 0. Wir wihlen eine Treppenfunktion ¢ mit ||f — ¢/, < e und ein C' > 0, so dass

<g, firallet>C.

b
/ o(z)sintx dx

Dann gilt fiir alle t > C'

< +

/a b( (o) — p(a)) sin te dz / b () sintz do

<S=alf —¢lete<(b-a)+e

/b f(z)sintz dz

woraus die Behauptung folgt. O

Wir befassen uns nun mit der punktweisen Konvergenz der Fourierreihe einer Funktion
f. Wir schreiben das Fourierpolynom .S, f um,

S = Y Faete = 32 o [ ey ot

k=—n k=—n

. . (29.25)
-5 | 1w 30 My,
Definition 29.8 (Dirichlet-Kern)
Die Funktion . .
D, (z) = % kzz_n ekt = % (1+2 ; cos kx) (29.26)
heifit Dirichlet-Kern (vom Grad n). 0

Direkt aus der Definition folgt, dass D,, eine gerade, 2m-periodische Funktion ist mit

/7r D,(x)dz=1. (29.27)

Wir koénnen nun (29.25) umschreiben zu

k=—n

(Spf)(z) = % /_ : f() Z e dy = /_: JW)Pnle =y)dy (29.28)

:/L flx+7)Dy(—7)dr = flx+7)Dy(7)dr .

—T—X —Tr

Lemma 29.9 FEs gilt

1
D, (z) = 5 (2n+1) falls v = 27k, k € Z,

1 sin2itly
Dy(z) = — ——2— andernfalls.
2m sin 5
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Beweis: Ubung. O

Notation 29.10 Aus Satz 14.28 wissen wir, dass eine Regelfunktion f : [-7,7] — C in
jedem Punkt x € [—m, 7] rechts- und linksseitige Grenzwerte

flo+) = lim £(€),  f(a—) = lm £(€) (29.29)
>z (<

besitzt. (Fiir die Randpunkte ist ggf. die periodische Fortsetzung zu verwenden.) Analog
definieren wir die rechts- und linksseitigen Ableitungen, falls sie existieren, als

flz+h) - flzt) flath) - fla—)

fla+) = 1;51(% - , flla—) = %grg - (29.30)

Satz 29.11 Sei f : [—m, 7] = C eine Regelfunktion, die in einem Punkt x € [—m, 1] eine
rechts- und eine linksseitige Ableitung besitzt. Dann gilt

flat) + fa=)

Tim (S, f)(x) = 5 (29.31)
Ist f auflerdem stetig in x, so gilt
lim (S, f)(z) = f(x). (29.32)
n—oo
Beweis: Aus (29.28) wissen wir, dass
(Snf)(x) = / flx+7)Dy(7)dr. (29.33)
Aus den oben erhaltenen Eigenschaften von D,, folgt
T + T 1 sin (227
| s@ropumar -8 = [ ) - a5 in (577
0 0 _— T Sy (29.34)
:/ g(7) sin ( n T)dr,
0 2
e L fen) - fwh)
r+7)— @+ 3
g(T) - — T 2 T °
T T sin 7
Auf [0, 7] ist ¢g eine Regelfunktion, da der Grenzwert ¢g(0+) existiert. Aus Lemma 29.7
folgt nun
lim flxz+7)Dy(7)dr = Jlt) :
n—oo J 2
Analog zeigt man
0
. _ flao)
nh—{go B f(x+7)Dy(7)dr = 5
Zusammen mit (29.34) ergibt sich (29.31). O
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Bemerkung 29.12 1. Auf die Voraussetzung an die Ableitung von f kann nicht er-
satzlos verzichtet werden. Die Fourierreihe der Funktion f,

(0.9]
2 =
=1

ist in x = 0 divergent, obwohl f stetig ist (Beispiel von Fejér). Es gibt sogar stetige
Funktionen, deren Fourierreihe in allen rationalen Punkten ihres Definitionsinter-
valls divergiert.

3

Qk'l
sin lx
Loy

=1

2k3+1

2. Es gibt eine (im Sinne von Lebesgue) integrierbare Funktion, deren Fourierreihe in
jedem Punkt divergiert (Beispiel von Kolmogorov). O

In der Nihe eines Unstetigkeitspunktes x von f verhalten sich die Fourierpolynome .S, f
oszillatorisch. Fiir wachsendes n lokalisieren sich diese Schwingungen immer stérker bei
x, ihre Amplitude nimmt aber nicht ab. Dieses Phinomen ist nach Gibbs benannt. Wir
analysieren es am Beispiel der Funktion f : (0,27) — R,

mT—x

flz) = . (29.35)

Es gilt

f0-) = fer=) = =5, JO0H) =5, (Suf)x) = (29.36)
Mit (29.26) erhalten wir

(5,1 () = sin kHC Z/ cos kt dt = / (7D, (t) — %) dt, (29.37)

k=1
also N
(Suf)@) - f0) = | wDu(e)dt =T (29.38)
0
Es gilt
/ D, (t)dt = —/ w dt (nach Lemma 29.9)
0 2 Jo sin 3
sin (2521 N
Z/fdt (da 0 <siny <y fir y > 0)
OQ”;lw . 2 _|_ 1
= / BT (Substitution 7 = 1 t)
0 T 2
Wir setzen
27
"2n+ 1’

dann gilt x,, — 0 und nach (29.38)

0.0897 .

ISH
3

|

|
X

(Suf)an) = fa) = [ ar =7



Der Approximationsfehler im Punkt x,, betrigt also ungefihr 10 Prozent der Sprunghohe
im Unstetigkeitspunkt x = 0 von f, unabhéngig davon, wie grof§ n ist (Gibbs-Phénomen).

Will man eine beliebige stetige Funktion als gleichméfligen Grenzwert von trigonometri-
schen Polynomen erhalten, so kann man dafiir nicht in allen Féllen die Fourierpolynome
nehmen (siehe Bemerkung 29.12). Wie Fejér gezeigt hat, erreicht man aber Konvergenz,
wenn man zu den arithmetischen Mitteln

| vl
T = — 2 .
vf=5 ; Suf (29.39)
der Fourierpolynome tibergeht. Es gilt fir « € [—7, 7] gemafl (29.28)
N— | N1
(Tn f)(x Z =N S | f)Dulx—y)dy
n=0 n=0 Y =T
| . (29.40)
n=0
also .
(Tnf)(z / y)Kny(x —y)dy = flz —s)Kn(s)ds (29.41)

wegen Periodizitéat, wobei

_ % " Dy(w) (29.42)

der sogenannte Fejér-Kern ist. Aus den entsprechenden Eigenschaften des Dirichlet-
Kerns in (29.26) und (29.27) folgt unmittelbar, dass K eine gerade 2m-periodische Funk-
tion ist mit

™ 1 1= N
Ky(z)de=1, Ky0)=—-—=>» 2n+1)=—. (29.43)
. 2 N —~ 2m
Eine explizite Rechnung (Ubung) zeigt, dass
1 sin? (Xx
Ky(r) = (52) fiir alle = # 0, (29.44)

3N s (5)
also ist insbesondere K > 0.

Satz 29.13 Sei f € C|—n, ] mit f(—n) = f(7). Dann gilt

tm |/ — T fllo =0, (29.45)
N—o0

das heifit, die gemittelten Fourierpolynome Ty f konvergieren gleichmdj$ig gegen f.

Beweis: Sei ¢ > 0. Da f gleichméBig stetig ist auf [—m, 7] (und damit die periodische
Fortsetzung von f gleichméBig stetig auf R ist), finden wir § > 0 mit |f(z) — f(z—s)| < ¢
fir alle z, s € R mit |s| < J. Gemaf (29.44) gilt fiir alle s mit 6 < |s| <7

1 1

21K n(s) < N @ =:¢(N,0). (29.46)
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Sei Ny € N so gewéhlt, dass ¢(Np, d) < e. Dann gilt fiir alle z € [—m, 7] und N > N,

F(@) — (Tx (o \\/ o= s < [ 156) = o = lK(s) ds

< [ 17 - 1 - s ds+(/ + ) 2lflmno s

<e / () ds + 2o e(N,0) < (1 2] o)

Damit ist (29.45) bewiesen. O
Zusatzlich zur punktweisen und gleichméfigen Konvergenz betrachten wir nun die Kon-
vergenz hinsichtlich einer Integralnorm. Fiir Regelfunktionen f, g : [—7, 7] — C definieren
wir Lo

== / Rerars (29.47)

Es gelten die Rechenregeln

(fi+fo9) = (fr,9) +(f9), (frn+92) = (f,01) + ([, 92)
Mog) =Mf9)=(f A9, (9. /) =(f9), (f.f)=0

fiir alle Funktionen f, f1, f2, g, g1, g2 und alle A € C. Wir definieren

(29.48)

I =T = (5 [ If(x)de)% . (29.49)

—T

Bemerkung 29.14 Wir wissen bereits: Ist f stetig, so kann ||f||, = 0 nur gelten wenn
f = 0. Diese Eigenschaft der Definitheit bleibt erhalten (mit dem im wesentlichen gleichen
Beweis), falls f eine Regelfunktion ist, fiir die in jedem Punkt x gilt, dass entweder
f(x) = f(z+) oder f(z) = f(x—). Unmittelbar aus der Definition folgt, dass ||Af]|, =
IA]| fl- Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (hier
nicht behandelt). Damit ergibt sich insgesamt, dass durch (29.49) eine Norm definiert wird
auf dem Funktionenraum C[—m, 7| bzw. dem Raum der entsprechend eingeschriankten
Regelfunktionen. O

Wir stellen den Zusammenhang zu Fourierpolynomen her. Wir definieren die Funktionen
e durch '
ex(z) =e*, keZ. (29.50)

Es gilt

1 T - 1 k=1
<6k, €j> = 2— / 6“”671]95 dr = {07 I ?é j ’ (2951)
T J—r J J-

Die Funktionen {eg}rez bilden also ein Orthonormalsystem im Sinne der Linearen Alge-
bra. Fiir die Fourierkoeffizienten einer Funktion f gilt

(k) = % /_ " F@)e it dn = (f. ex) (29.52)
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Das Fourierpolynom

(Suf)@) = 3 flk)eh

k=—n
lasst sich also schreiben als .
Suf = > (frex)er. (29.53)
k=—n

Satz 29.15 (Minimaleigenschaft)
Sei f: [—m,m] — C eine Regelfunktion. Dann gilt

1f = Suflly < IIf = pll, (29.54)

fiir jedes trigonometrische Polynom p vom Grad < n, sowie

If = Saflly = 1115 = D 1(f en)l?. (29.55)

k=—n

Beweis: Sei p = Y ,_ e mit 7, € C ein beliebiges trigonometrisches Polynom vom
Grad < n. Wir setzen ¢, = (f, ex). Dann gilt

(f=p,f—p) = — (/. Z Vk€r) Z Yeers Y+ (D ers Y wer)

k=—n k=—n k=—n k=—n
f) = Z Vil fs ex) — Z Vel S en) + Z ViV

k=—n k=—n k=—n

- Z VeCr — Z ViCr + Z Vi Vk

=Y amt Y lee—ul
k=—n k=—n

also . .
1F =3 =115 = D lexl* + D lew —wl*. (29.56)
k=—n k=—n

Die rechte Seite wird minimal genau dann, wenn v, = ¢, fiir alle k, das heifit, wenn
p = S, f. Hieraus ergeben sich beide Behauptungen. O

Folgerung 29.16 (Besselsche Ungleichung)
Es qilt

1S fll5 = Z [(frex)> < If15- (29.57)

k=—n
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Beweis: Die Ungleichung folgt, da die linke Seite in (29.55) nichtnegativ ist. Die Gleichung
folgt aus

n

<5nf75nf>=<z<f7€k>€k,z (f.e5) 6]> Z Z fren)(fre5) (ex, ;)

k=—n j=—n k=—nj=—n
= > el
k=—n
O
Satz 29.17 (Parsevalsche Gleichung)
Sei f: [—m, ] = C stetig mit f(—n) = f(7). Dann gilt
lin I — Sufll, = 0 (2059
n—oo
und
I£1l> = Z (f, )] (29.59)

k=—oc

Beweis: Sei T, f das gemittelte Fourierpolynom aus (29.39). Dann gilt nach Satz 29.15

™

1
0< I =SB IF =Tl =5 [ 1) = (@) de < I - T

—Tr

Wegen Satz 29.13 konvergiert der rechts stehende Ausdruck gegen 0 fiir n — oo, also folgt
(29.58). Fithren wir nun in (29.55),

If = Sufllz = 15— D [{fren)l?,

k=—n

den Grenziibergang n — oo durch, so erhalten wir (29.59). O

Die Einschréinkung auf stetige periodische Funktionen ist iberfliissig, Satz 29.17 gilt fiir
“beliebige” Funktionen f, deren Quadrat |f|* ein endliches Integral hat. Dieser Sach-
verhalt wird in der Funktionalanalysis im Zusammenhang mit dem Lebesgue-Integral
allgemein und iibersichtlich behandelt.
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30 Gewodhnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung,

y = fty), (30.1)
sowie das zugehorige Anfangswertproblem
y'=fty), ylto) =y. (30.2)

Definition 30.1

Sei I C R Intervall, D C R xK offen, f : D — K. Eine Funktion y : I — K heifst Losung
von (80.1) in I, falls y in I differenzierbar ist und fir alle t € I gilt, dass (t,y(t)) € D
und

y'(t) = [t y(t)) (30.3)
Falls auferdem (to,yo) € D gegeben ist mit y(to) = yo, so heifst y Lisung des Anfangs-
wertproblems (30.2) in I. O

Héngt f nicht von y ab, so ist

o0 =+ | (s ds

eine Losung des Anfangswertproblems (30.2), falls f stetig ist (Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung).

Nicht jedes Anfangswertproblem hat eine Losung. Beispiel: I = [0, 1],

y’=f(y)={1_1’ zig y(0) =0. (30.4)

Beweis: Ist y Losung in I, so ist y stetig in I. y kann keine weitere Nullstelle in (0, 1]
haben, da andernfalls (Satz von Rolle) y/(7) = 0 fiir ein 7 € (0, 1). Ist y(¢) > 0 fiir alle
t > 0, dann ist ¢/(t) = —1 fiir t > 0, also y streng monoton fallend im Widerspruch zu
y(0) = 0. Fiir den Fall y(t) < 0 ergibt sich ein analoger Widerspruch.

Man beachte, dass (30.4) auf I = [—1, 0] eine Losung hat, ndmlich y(t) = ¢. Auf I = [0, 1]
erhalten wir eine Losung, namlich y = 0, falls wir die Definition von f modifizieren zu

-1, y>0,
y =fly) =40, y=0, (30.5)
I, y<0.

Manche Anfangswertprobleme haben mehrere Losungen. Beispiel:

v =+VIyl, y(0)=0. (30.6)
Auler der Funktion y = 0 ist beispielsweise auch
2, >0
) =1<24"" ’ 30.7
y(t) { 0. t<o. (30.7)



eine Losung. In diesem Fall ist die rechte Seite f stetig, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
differenzierbar, und die Losung (30.7) ist stetig differenzierbar, aber im Punkt ¢ = 0 nicht
zweimal differenzierbar.

Satz 30.2 Sei D C R x K offen, sei f € C"™(D;K), sei (to,yo) € D. Seiy Lisung des
AWP (30.2) auf einem Intervall I. Dann ist y € C™(I; K).

Beweis: Mit Induktion. Ist f stetig, so ist 3/ stetig wegen v/(t) = f(t,y(t)). Ist y € C*
und f € CF, so ist auch y' € C* nach Kettenregel, also y € C**+1. O

Satz 30.2 ist ein typischer Regularitatssatz der Analysis: Die Regularitat der Daten (hier
f € C™) sorgt fiir eine entsprechende Regularitit der Losung (hier y € C™1), die im
Losungsbegriff selbst noch nicht enthalten ist.

Wir betrachten einige Situationen, bei denen wir Losungen mehr oder weniger explizit
berechnen kénnen.

Trennung der Variablen. Das AWP habe die Form

v =rMg(), ylto) =0 (30.8)

Sei y eine Losung, wir formen um (zunéchst ohne uns darum zu kiimmern, ob “wir das

diirfen”)
yt) _ BAC) T LY
i =0 b= e,

und weiter (Substitution)
/y(t) 1 t (5)
—dn:/ f(s)ds.
y(to) g(n) to

Konnen wir Stammfunktionen von é und von f explizit angeben, so kénnen wir hoffen,

dass die aus dem Hauptsatz resultierende Gleichung sich nach y(t) auflésen lasst. Fiir
die hierdurch erhaltene explizite Losung konnen wir unmittelbar nachpriifen, ob sie eine
Losung von (30.8) ist. (Ob die dazu fithrende Rechnung “mathematisch korrekt” war, ist
dann eine zweitrangige Frage.) Beispiel:

Yy =—y°, y(0)=uyo. (30.9)

Fiir yg = 0 ist y = 0 eine Losung. Sei yg # 0. Der Ansatz

Y 1 t
/ ——an:/ lds
Yo n 0

fiihrt auf

also erhalten wir

(30.10)

203



Diese Funktion ist eine Losung von (30.9) auf dem Intervall (—oo, —yio), falls yo < 0,

beziehungsweise (—io,oo), falls yo > 0. Sie hat in —yio eine Singularitdt und 148t sich

nicht iiber diesen Punkt hinaus fortsetzen.

Wir 16sen dasselbe Beispiel nochmal, in Form eines oft verwendeten Kalkiils. Wir schreiben
die Differentialgleichung

y/ — _ y2
in der Form
a_
dt
und rechnen p p .
_y2 — dt /——‘g:/ldt, —=t+ec.
) Y )
Wir erhalten als Losung
t) =
y(t) t+c
mit einer Konstanten ¢, welche aus der Anfangsbedingung bestimmt wird zu
1 1
= 0 = s C = —.
vo=y(0) 0+c Yo

Man kann sich fragen, was die wiahrend der Rechnung verwendeten Symbole “dy” und
“dt” mathematisch bedeuten. Diese Frage hat im Zuge der Begriindung der Analysis im
19. Jahrhundert eine grofie Rolle gespielt, man sprach von “infinitesimalen Groflen”. In
der heutigen Grundlegung der Differential- und Integralrechnung, wie wir sie in den ver-
gangenen Monaten behandelt haben, kommen sie nicht mehr vor. Es gibt eine alternative
Grundlegung der Analysis (“nonstandard analysis”), die infinitesimale Groflen in einer
intuitiv naheliegenden Weise verwendet, aber um den Preis einer deutlich aufwendigeren
Anbindung an Mengenlehre und Logik. Mathematisch etabliert ist weiterhin die Verwen-
dung der Symbole “dy” etc. in der Differentialgeometrie und -topologie fiir sogenannte
1-Formen, die bei der Integration auf “Mannigfaltigkeiten” (als Verallgemeinerung von
Kurven in der Ebene bzw. gekriimmten Fléchen im Raum) Verwendung finden.

Ein weiteres Beispiel ist die logistische Differentialgleichung, von Verhulst 1838 zur Mo-
dellierung des Bevolkerungswachstums vorgeschlagen.

v =(a—-byy, ab>0. (30.11)

Die Wachstumsrate ist nicht konstant, sondern sinkt mit wachsender Bevélkerung. Fiir
Yo = a/bist y' = 0, also ist in diesem Fall die konstante Funktion y(¢) = a/b eine Losung.
Durch Trennung der Variablen kénnen wir die Losung fiir einen allgemeinen Anfangswert
Yo > 0 berechnen (Ubung), es ergibt sich

a 1 7 — Yo
t)=—-—— =2 : 30.12
V0 = o o=t (30.12)
Die lineare Differentialgleichung. Wir betrachten
v +alt)y =0(t), ylto) =uo. (30.13)
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Im Fall b = 0 finden wir die Losung durch Trennung der Variablen:
Y1 t
v =-aty. [ = [ ~alsds.
yo 'l to

Y t
lny—lnyozln—:—/a(s)ds.
Yo to

Die gesuchte Losung ist also im Falle b = 0

also

y(t) = yo exp (— /t:a(s) ds) . (30.14)

Wir betrachten den allgemeinen Fall b # 0. Setzen wir

d(t):/t a(s)ds, (30.15)

so gilt, falls y eine Losung von (30.13) ist,

d

3 Wte?) = O (1) + a)y(®) = e"b(t).

Integration von ¢y bis t liefert
~ t ~
y(t)et® — gy = / e¥)b(s) ds .
to
Wir erhalten also als Losung der Anfangswertaufgabe (30.13)
t
y(t) = e~ (yg —i—/ eA)p(s) ds) : (30.16)
to
Die Bernoulli-Differentialgleichung. Sie lautet

v +9t)y+h(t)y* =0, (30.17)

wobei a € R, o # 1 vorausgesetzt wird und g, h gegebene Funktionen sind. Wir kénnen
sie durch Substitution auf eine lineare Differentialgleichung zuriickfithren. Multiplikation
mit (1 — )y~ fithrt auf

(') + (1 —a)gt)y' ™ + (1 —a)h(t) = 0. (30.18)

Wir substituieren
=gy (30.19)

und erhalten die lineare Differentialgleichung
2+ (1—a)g(t)z+ (1—a)h(t)=0. (30.20)

Aus einer Losung z von (30.20) erhalten wir durch Riicksubstitution

1

y=zT-= (30.21)
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eine Losung von (30.17). Ist ein Anfangswert y(ty) = yo gegeben, so hat man (30.20) mit
dem Anfangswert z(ty) = y5~ zu l6sen. Fiir eine genauere Untersuchung (abhiingig vom
Vorzeichen von a und davon, ob « ganzzahlig ist), verweisen wir auf das Buch von Walter.

Die Riccati-Differentialgleichung. Sie lautet
y' + 9ty + h(t)y® = k(t), (30.22)

wobei g, h, k gegebene Funktionen sind. Wir nehmen an, dass wir eine Losung y von
(30.22) kennen, etwa die zu einem bestimmten Anfangswert y(ty) = yo. Weitere Losungen
y konnen wir berechnen, indem wir eine Differentialgleichung fiir die Differenz

w=yg-—y (30.23)
l6sen. Aus (30.23) und
7+ 9@y + h(t)y* = k(t) (30.24)
folgt
w + g(t)w + h(t) (7 —y?) =0, (30.25)
und wegen

7=y ==y +y) = ww+2y)
wird (30.25) zu
w + (g(t) + 2y(t)h(t))w + h(t)w® =0, (30.26)

eine Bernoulli-Differentialgleichung mit o = 2. Gemif (30.20) 16st z = w™! die lineare
Differentialgleichung
2 — (g(t) +2y(t)h(t))z — h(t) = 0. (30.27)

Aus z erhalten wir w und damit 7.

Systeme von Differentialgleichungen. Wir betrachten ein System gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung, in Vektornotation geschrieben als

y = f(t,y), (30.28)

sowie das zugehorige Anfangswertproblem

y/ - f(ta y) ’ y(tO) =Y. (3029)

In Komponenten geschrieben hat (30.28) die Form

yll = fl(taylv"‘vyn)
y; = fn(tayl7"'7yn)-

Die Definition einer Losung ist vollig analog zum Fall einer einzelnen Gleichung, also
n=1.
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Definition 30.3 (Losung eines Systems erster Ordnung)

Sei I C R Intervall, D C R x K", f: D — K". Fine Funktion y : I — K" heif$t Losung
von (30.1) in I, falls y in I differenzierbar ist und fir alle t € I gilt, dass (t,y(t)) € D
und

y'(t) = f(ty(t)) (30.30)
Falls auflerdem (to,yo) € D gegeben ist mit y(ty) = yo, so heifst y Lisung des Anfangs-
wertproblems (30.29) in 1. O

Héngt f nicht von y ab, so ist (wie im Fall einer einzelnen Differentialgleichung)

y(t) =yo+/ttf(8) ds

eine Losung des Anfangswertproblems (30.29), falls f stetig ist.

Differentialgleichungen héherer Ordnung (d.h. solche, in denen auch Ableitungen hoher-
er Ordnung der unbekannten Funktion auftreten), konnen auf die Form (30.28) zuriick-
gefithrt werden. Ist etwa gesucht eine Funktion 2z : I — R als Losung von

2 =gt 2,2, ..., 27D, (30.31)

so fithren wir die neuen Variablen

nh ==z, 9222/7---7%:2("_1)

ein und erhalten die Form (30.28), indem wir setzen
V=Y, Yo=Yz Yo =9t Y1, ).

Als Anfangswerte sind Werte fiir z(t), . .., 2"V (ty) vorzuschreiben.

Als Beispiel betrachten wir den gedémpften harmonischen Oszillator. Er wird beschrieben
durch die Differentialgleichung

my” +dy +ky=0. (30.32)

Hierbei sind m,d, k > 0 Konstante. Zur Berechnung einer Losung dividieren wir (30.32)
durch m und setzen

= Lk
2m m
dann wird (30.32) zu
Y’ +2by +cy=0. (30.33)

Wie wir bereits wissen, hat die noch einfachere Differentialgleichung
vy =Xy, NeR, (30.34)

die Losung
y(t) = eM. (30.35)

Wir fragen uns, ob (30.35) auch eine Losung von (30.33) ist. Dazu setzen wir (30.35) in
(30.33) ein und erhalten
(A2 420\ +c)eM = 0. (30.36)
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Diese Gleichung ist (unabhingig davon, welchen Wert ¢ hat) genau dann erfiillt, wenn A
eine Losung der quadratischen Gleichung

M 4200 +¢c=0 (30.37)
ist. Gleichung (30.37) hat die beiden Losungen
Mo= btV —c. (30.38)
Fall 1, b? > c. Beide Losungen von (30.37) sind reell, und

At

y(t) = areM’ + age?? (30.39)

mit a1, ay € R beliebig, ist Losung von (30.33), andere gibt es nicht.
Fall 2, b%2 = c. Esist \; = \y = A = —b. Neben y(t) = e ist auch

y(t) = te
eine Losung von (30.33), und damit auch
y(t) = (a1 + agt)e™ (30.40)

fiir beliebige aq, as € R.
Fall 3, b2 < c. Die beiden Lésungen

Mo=—-btiw, w=Ve—-0, i=+v-1,

sind konjugiert komplex, die zugehorigen komplexen Losungen von (30.33) sind

y(t) = e VEWE = oMt — oM (coswt £ isinwt),

und die entsprechenden reellen Losungen sind
y(t) = e " (a; coswt + agsinwt) (30.41)

mit a;,as € R beliebig. Der Fall b = d = 0 und ¢ > 0 entspricht dem ungeddmpften
harmonischen Oszillator, dessen Losung die Form eines (verschobenen) Sinus mit Periode
p = 27 /w hat. Die Frequenz w = 27/p heifit Kreisfrequenz der Schwingung.

Bereits dieses einfache Beispiel zeigt, dass es Sinn macht, sich mit komplexen Lésungen
zu beschiftigen, auch wenn man im Endeffekt reelle Losungen erhalten mochte.

Schreiben wir (30.33) als System erster Ordnung, so erhalten wir

yll = Y2,
yh = —cyr — 2bys,

oder in Matrix-Vektor-Schreibweise

()= (% %) (1)
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beziehungsweise

y=Ay, A= (0 _1%) : (30.42)

—C

Man spricht hier von einem linearen System mit konstanten Koeffizienten, da die rechte
Seite f(t,y) = Ay eine lineare Funktion des Vektors y ist und die Matrix A nicht von ¢
abhéngt.

Der Satz von Picard-Lindel6f. Wir betrachten das Anfangswertproblem
vy =1y, ylto)=1yo. (30.43)

Lemma 30.4 Set D C R x R", f: D — R" stetig. Setv I Intervall in R und y : I — R”
stetig, sei (to,yo) € D. Dann ist y eine Lisung des Anfangswertproblems (30.43) genau
dann, wenn gilt (t,y(t)) € D fir allet € I und

y(t) =yo + /t f(s,y(s))ds, firallet e I. (30.44)

Beweis: Ist y Losung des AWP, so ist 3 : [ — R” stetig, also folgt aus dem Hauptsatz

y(t) — y(to) :/t y'(s)ds :/t f(s,y(s))ds.

Gilt umgekehrt (30.44), so folgt zunéchst y(ty) = yo. Da der Integrand auf der rechten
Seite von (30.44) stetig ist als Funktion von s, ist nach dem Hauptsatz y differenzierbar
in I, und y/'(t) = f(t,y(t)) fiir alle ¢t € 1. O

Definition 30.5 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei D C R x R™. Eine Funktion f: D — R"™ heifit Lipschitz-stetig beziiglich y in D, falls
es ein L > 0 gibt mit

1f(ty) — f(t, 2)lo < Llly — 2|l (30.45)
fir alle (t,y), (t,z) € D. Die Zahl L heifit Lipschitz-Konstante von f in D.

f heifit lokal Lipschitz-stetig beziiglich y in D, falls es zu jedem (to,yo) € D eine offene
Menge U C R x R™ mit (to,y0) € U gibt, so dass f in D NU Lipschitz-stetig beziiglich y
15t. O

Bemerkung. Wir kénnen die Lipschitz-Stetigkeit von f hinsichtlich einer beliebigen
Norm im R™ definieren. Da im R" alle Normen #quivalent sind, héngt die Eigenschaft
von f, Lipschitz-stetig zu sein, nicht von der Wahl der Norm ab (wohl aber die Grole der
Lipschitz-Konstante).

Wir setzen nun
K(yo,r) ={y:y €R", ly—wollo <7}, 7>0, 5 €R".

Satz 30.6 Seien (to,y0) € R x R", a,r > 0, sei f : D — R"™ stetig und beziiglich y
Lipschitz-stetig, wobei D = [to,to + a] x K(yo,r). Dann gibt es ein 6 > 0, so dass das
AWP (30.43) in [to, to + d] eine eindeutige Lisung hat.

209



Beweis: Sei L Lipschitz-Konstante fiir f. Wir setzen

r 1
M = sup L)) s 6:min{—, —} : 30.46
s 5| = (30.46)

Wir definieren I = [tg, to + d] und

V={y:ye C(LR"), ly -yl <7}, (30.47)
wobei 7o als ein Element von C(I;R") (ndmlich als eine konstante Funktion) aufgefasst
wird und || - ||, die Maximumnorm in C'(I;R") bedeutet, also

ly = wolloe = max {ly(t) = yoll - (30.48)

Mit der durch die Maximumnorm induzierten Metrik ist Y ein vollstdndiger metrischer
Raum, da Y abgeschlossene Teilmenge des Banachraums C(; R™) ist. Fiir y € Y definie-
ren wir eine Funktion Ty : I — R" durch

(Ty)(t) = yo + /tt f(sy(s))ds. (30.49)

Es gilt Ty € C(I;R™), da f stetig ist, und T(Y) C Y, da

I(Ty)(1) = yollo < /t 1f (s, y(s) ][ ds < (& —tg) M < OM <7 (30.50)

gilt fir t € I und y € Y. Aus Lemma 30.4 und (30.50) folgt, dass ein y € C'(I;R™) genau
dann Losung des AWP ist, wenn y € Y und

y=Ty. (30.51)

Wir zeigen, dass T' eine Kontraktion auf Y ist. Seien y, z € Y. Dann gilt fiir alle t €

I(Ty)(t) = (T2) ()]l =

[f@w@”—ﬂ&d@ﬂs

[e.9]

gAW@Mw—ﬂ&mmu%S/LM@—dMu%

to

1
< Lolly = zlloe < 5lly = 2l

also .
1Ty =Tl < 5lly = e

Also ist T" eine Kontraktion auf Y. Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt, dass (30.51)
genau eine Losung y € Y hat. O

Bemerkung. Die Wahl der Norm im Raum Y im Beweis von Satz 30.6 ist nicht beliebig,
sondern dadurch eingeschréankt, dass wir einen vollstdndigen Raum erhalten miissen.

Satz 30.7 FEs liege die Situation aus Satz 30.6 vor mit D = [to, to+a] xR", sei auflerdem f
auf D beschrinkt. Dann hat das AWP (30.43) eine eindeutige Lisung im ganzen Intervall
[to, to + CL] .
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Beweis: Wir withlen r = M/2L im Beweis von Satz 30.6 und erhalten eine eindeutige
Losung y auf [to, to + 6], wobei 6 = 1/(2L) nur von L abhéngt. Wir betrachten nunmehr
das AWP mit dem neuen Anfangswert (to + 6, y(to + J)). Wir erhalten eine eindeutige
Losung auf [ty + 9, to + 20] und damit auch auf [tg, tg + 24|, wie wir an der dquivalenten
Formulierung als Integralgleichung erkennen. Mit Induktion ergibt sich die Behauptung.
O

Folgerung 30.8 Seien die Voraussetzungen von Satz 30.6 erfillt mit D = [ty — a,to] X
K (yo, 7). Dann gibt es ein § > 0, so dass das AWP (30.43) in [ty — ,to] eine eindeutige
Lésung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 30.6 an auf

v =fty)., ylto)=w, [lty)=—f(2t—ty). (30.52)
Ist g : [to, to + 0] — R™ Losung von (30.52), so ist y : [to — d,tg] — R",
y(t) = g(2to — 1), (30.53)

wegen 3
Y'(t) = =y (2to — t) = —f(2to — t,5(2t0 — 1)) = f(t,y(1))

Losung von (30.43). Da (30.53) eine bijektive Abbildung der Losungen des Vorwirts- und

des Riickwartsproblems aufeinander definiert, ist mit ¢ auch y eindeutig. O

Folgerung 30.9 (Lokale Version des Satzes von Picard-Lindel6f)

Sei D C R xR"™ offen, f: D — R" stetig und lokal Lipschitz-stetig beziiglich y. Dann gibt
es zu jedem (tg,yo) € D ein § > 0, so dass das AWP (30.43) in I = [ty — 6,1y + 0] eine
emndeutige Losung hat.

Beweis: Wir wenden Satz 30.6 und Folgerung 30.8 an mit hinreichend kleinen a,r > 0.
O

Folgerung 30.10 Sez D C R x R" offen, f : D — R" stetig und beziiglich y stetig
differenzierbar. Dann gibt es zu jedem (to,yo) € D ein § > 0, so dass das AWP (30.43)
in I = [ty — d,to + 0] eine eindeutige Losung hat.

Stetige Differenzierbarkeit impliziert die lokale Lipschitz-Stetigkeit (das folgt aus dem
Mittelwertsatz). O

Lemma 30.11 Sei D C RxR" offen, f: D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-
stetig. Dann hat das AWP (30.43) fir jedes kompakte Intervall J = |a,b] mit to € J
hdochstens eine Lésung.

Beweis: Seien y, z : J — R"™ Losungen des AWP. Wir setzen
t* =sup{t : t € J, yllto. t] = z|[to, ]} -

Es ist y(t*) = z2(t*) =: y*, da y,z stetig sind. Wére nun t* < b, so hétte fir jedes
6 € (0,b—t*] das AWP

y=rty), yt)=y",
zwei verschiedene Losungen in [t*,t* + 0] im Widerspruch zu Folgerung 30.9. Analog zeigt
man, dass y und z auf [a, t] iibereinstimmen. O
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Satz 30.12 Sei D C R x R" offen, f : D — R" stetig und beziiglich y lokal Lipschitz-
stetig. Dann gibt es zu jedem (tg,y0) € D ein offenes Intervall I und eine Losung y des
AWP (80.43) in I, so dass fir jedes Intervall J mit ty € J und jede Losung z von (30.43)
i J gilt

JCIl, z=uylJ. (30.54)

Das Intervall I heifit das mazimale Ezistenzintervall der Losung von (30.43).

Beweis: Wir definieren

t* = sup{t: t > ty, (30.43) hat eine Losung in [to, ]}, (30.55)
t, = inf{t: t <tg, (30.43) hat eine Losung in [t, o]} . (30.56)

Wir setzen [ = (t,,t*). Sei t € I, sei y; : [to,t] — R™ eine Losung von (30.43). Wir
definieren y : I — R™ durch
y(t) =y (t), tel. (30.57)

Fiir jedes s € [to, t] gilt ys(s) = y:(s) nach Lemma 30.11, also auch y(s) = y(s). Es folgt

y(t) = yelt) = yo + / " Fls,y(s)) ds = yo + / s, y(s)) ds

fiir alle t € I, also ist y Losung von (30.43) in I. Ist z eine Losung auf einem Intervall J,
so ist z Losung auf [to, t] fiir jedes t € J, also t € I und z(t) = y(t) nach Lemma 30.11. O

Das maximale Existenzintervall kann die Form (—o0, b), (a,b), (a,c0) oder (—oo,00) = R
haben.

Beispiele: Das AWP
y=y'+1, y0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

™ T
t) = tant, I:(——,—).
y(t) = tan 55

Das AWP
v =9y, y0)=1,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall

Das AWP
y=y*—1, y(0)=0,

hat die Losung und das maximale Existenzintervall
y(t) = tanht, I=R.

In allen diesen drei Beispielen ist die rechte Seite stetig differenzierbar, aber nicht Lip-
schitz-stetig auf ihrem maximalen Definitionsbereich D = R x R".
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Etwas anders gelagert ist die Situation fiir das AWP

Hier ist D = {(t,y) : y # 0} = R x (R \ {0}), die Losung ist
1
y(t)=v2t+1, und = (—§,oo>

ist das maximale Existenzintervall. Es gilt hier
. 1
lim (¢, y(t)) = (——,0) € 0D.
-1 2

Es sind also drei verschiedene Falle fiir das Verhalten der Losung fiir ¢ > ¢, (analog t < t¢)
erkennbar.

1. Die Losung existiert fiir alle t > .

2. Es gibt ein b > ¢y mit
lim [y (8)[ o, = oo

t—b
t<b

3. Es gibt ein b > ty mit
lim dist ((t,y(t)),0D) =0.

t<b

Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten. Wir betrachten ein System der
Form

y = Ay, AcKm, (30.58)

Es wird sich herausstellen, dass Losungen von (30.58) die Form
y(t) = exp(tA)yo (30.59)

haben, wobei yy € K" ein fester Vektor und exp die sogenannte Matrixexponentialfunktion

ist. Letztere soll definiert werden durch
exp(A) =Y T (30.60)
=0 °

k=

Definition 30.13 (Reihe im normierten Raum)
Sei (X, ||-]]) normierter Raum, sei (xy)r>o Folge in X. Falls die Folge der Partialsummen

Sn =Y Ty (30.61)
k=0

gegen ein s € X konvergiert, so sagen wir, dass die zugehirige Reihe Y o, xy konvergiert,
und definieren

Y ap=s. (30.62)
k=0
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Die Rethe Y -, xx heifst absolut konvergent, falls

> k]l < o0 (30.63)
k=0
O

Aus der Stetigkeit der Addition und Skalarmultiplikation im normierten Raum folgen die
Rechenregeln

Dlretu) =) w+t Y oy, > Amp =AY 1y, (30.64)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
A € K, die jeweils giiltig sind, wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren.

Satz 30.14 Sei (X, | - ||) Banachraum. Ist die Reihe ) .-, xx absolut konvergent, so ist
sie auch konvergent, und es gilt

0
D
k=0

<>l (30.65)
k=0

Beweis: Sei .
o0 =3 |l
k=0

dann gilt fiir die in (30.61) definierten Partialsummen fiir n > m

n

[sn = sml| < Z |2kl = o0 — oml -

k=m-+1

Da (0,) Cauchyfolge in R ist, ist (s,) Cauchyfolge in X, also konvergent. Wegen ||s,|| <
|on| folgt (30.65) aus

o
Isll = lim flsa] < lim Jo| = 3" .
k=0
wobei die Stetigkeit der Norm verwendet wurde. O

Definition 30.15 (Operatornorm)

Sei || - || eine Norm auf K*. Fiir A € K" definieren wir
|Al| = s;lﬂg |Az]| . (30.66)

llzll=1

O

Lemma 30.16 Durch (30.66) wird eine Norm auf K™ definiert. Sie heift die (zur
urspringlichen Norm auf K™ zugehdérige) Operatornorm oder Matriznorm.
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Beweis: Ubung.

Lemma 30.17 Sei (|| - ||) Norm auf K™. Fir die zugehorige Operatornorm gilt

[Az|| < [lAll{l=[l,
[AB]| < |A]lIBII,

fiir alle A, B € K™ ¢ € K.

| Az]| = HA (H)‘

Beweis: Fiir « # 0 gilt

[ABz| < [[A[ll| Bz || < Al Bzl

also

[l < [l

sup [|ABz| < [[A[l[[B]-

ll]l=1

Satz 30.18 Fiir jedes A € K™ wird durch

exp(A) =

k=0

eine Matriz exp(A) € K™ definiert, und es gilt

lexp(A)[| < exp([|Al])-

Wir schreiben auch

fiir exp(A).

Beweis: Folgt aus Satz 30.14, da

o0

Z ||A||’“

k=0

Wir sehen unmittelbar, dass
0
e =1.

Folgerung 30.19 Ist D = diag (\1,...,\,) € K™
= diag (e, . ..

Ist A nilpotent, das heifit A™ =0 fir ein n € N, so ist

n—1 k
A A
e =

k=0
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p([[A[]) -

, A €K, so gilt

(30.67)
(30.68)

(30.69)

(30.70)

(30.71)

(30.72)



Beweis: Folgt direkt aus (30.69), da
DF = diag (A}, ... \F).

(]
Beispiel:
A= (8 8) LA —0, A—T+A-— ((1) ‘f) |
Satz 30.20 Seien A, B € K" es gelte AB = BA. Dann gilt
B = B (30.73)
Insbesondere ist e* invertierbar fir alle A € K™ | und
(N = (30.74)

Beweis: Indem wir B = —A in (30.73) setzen, erhalten wir (30.74). Es bleibt also (30.73)
zu zeigen. Wir setzen

A\ [ BF "
R, — (Z 7) (Z ﬂ) = > ]WAJB (30.75)

§=0 k=0 0<j,k<m

Da die Matrizenmultiplikation stetig ist, gilt

lim R,, = ete?.
m—r0o0
Wir setzen
"~ (A+ B)!
_y At B) + . also  lim Sy, = eME. (30.76)
m—r0o0
1=0
Es geniigt daher zu zeigen, dass
lim (R,, —S,) =0. (30.77)
m—r0o0
Wegen AB = BA gilt (binomische Formel)
m l
1 Ik pk k
ZﬁZ( )A B Z > WAJB (30.78)
1=0 " k=0 1=0 Ojifim
also
_ — Bk
Ry = Sm= > JWA B (30.79)
0<j5,k<m
jt+k>m
Es folgt
1R = Sl < > el AP B < Z Z IIAIIJIIBIII“ (30.80)
0<irem J I=m+1 J k>0 !
jit+k>m k=1
2m
_ A+ 1B (Al 1B
l=m+1 l=m+1
— 0 (30.82)
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fiir m — oo, da die letzte Summe in der Ungleichungskette gerade das Restglied der
(konvergenten) Exponentialreihe in R darstellt.

Satz 30.21 Sei A € K™, Dann ist f : R — Kn),

f(t)=e",

fiir alle t € R differenzierbar, und

f/(t) = At =€ A,

Beweis: Sei zunéchst ¢t = 0. Fiir h € R gilt

Mit

st

also folgt

HehA o

und damit

also

und damit die Behauptung fiir t =

h’“Ak
>

k=2

e — T — hA|| =

g(h) = Al

Z PEIAIE — g — 9(0) ~ g 0),

2

& — hA| < g(Ih]) — 9(0) — hlg'(0) < % max [¢"(6)] =

2 o<e<in
2
) ppeina
2
1
lim —[|e"* — e’ — hA| =0,
h—0 ]
h#0
1
lim —(e" — %) = A,
ho

erste Gleichung in (30.84) wegen

aus

p(HA _ JhA A

1 1
E(G(H_h)A i etA) . AetA _ |:E

fiir h — 0. AuBerdem gilt

Ttk Ak Ttk Ak
A}, k! :<kz k! )A'

=0
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2

9" (Ih])

(et —eb) — A} et =0

O

(30.83)

(30.84)

(30.85)

(30.86)

0. Fiir beliebiges t folgt die Differenzierbarkeit und die



Hieraus folgt mit Grenziibergang m — oo die zweite Gleichung in (30.84), da die Matri-
zenmultiplikation stetig ist. O

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem
y'=Ay, y(0)=uyo, (30.87)

wobei yo € K" gegeben ist.

Satz 30.22 (Eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems)
Seien A € K™ yo € K*. Dann ist die durch

y(t) = eyq (30.88)
definierte Funktion y: R — K" die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (30.87).
Beweis: Aus Satz 30.21 folgt

y'(t) = Ae'yo = Ay(t), y(0) = €0 =1o.

Sei § eine weitere Losung des Anfangswertproblems. Fiir z = y — ¢ gilt dann

Z(t) =y (t) =7 (t) = Ay(t) — Ag(t) = Az(t), =2(0)=0.

Wir definieren
w(t) = e “2(t).

Dann ist

w'(t) = [e7(=A)] 2(t) + e [A2(t)] =0, w(0)=0.

Hieraus folgt w(t) = 0 fir alle ¢ (folgt aus dem Mittelwertsatz der Differential- und
Integralrechnung, komponentenweise angewendet), also

0 = ew(t) = e 2(t) = 2(t)

fiir alle t € R, und damit y = 3.

Alternativ konnen wir die Eindeutigkeit der Losung auch aus dem Satz von Picard-
Lindel6f erhalten (er gilt fiir komplexwertige Funktionen genauso wie fiir reellwertige,
man muss lediglich R” im durch K" ersetzen), da die rechte Seite f(t,y) = Ay wegen

1t y) = F(t2)] = Ay = Az|| = [|A(y = 2)I| < [|Alllly — =]l
Lipschitz-stetig ist bzgl. y mit der Lipschitzkonstante || A||. O

Betrachten wir die Anfangswertaufgabe

Yy =Ay, ylto) =yo, (30.89)

so ist deren eindeutige Losung gegeben durch

y(t) = ey, (30.90)
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wie wir erkennen, wenn wir Satz 30.22 auf z(t) = y(t + to) anwenden.

Als Beispiel betrachten wir das System

yi = +2y2,  n(0) =2, (30.91)
Yo =2, y2(0) = 3. (30.92)

Es ist n = 2,

Esist IN = NI = N, N? =0, also

0 e ) \0 1
t t
= (% Qtf) , (30.94)

e

(zﬂ%) = @) - <(2 Eff)et) - (30.95)

Wir betrachten nun die inhomogene lineare Anfangswertaufgabe

t
et = TN = et — ([ 1 tN) = (6 0) (1 Qt) (30.93)

also

y' = Ay +b(t), y(to) =yo- (30.96)

Satz 30.23 Seien A € K™ b : R — K" stetig, yo € K*. Die eindeutige Lisung von
(30.96) ist gegeben durch

t
y(t) = 6(t7t0)A (yo +/ 67(871‘/0)14[)(8) dS) ) <3097)

to

Beweis: Es ist

y'(t) = Ay(t) + e(t_tO)A% /tt e~ 5Ap(s) ds = Ay(t) 4 el A=Ay (30.98)
= Ay(t) + b(t) . 0 (30.99)
Seien nun y, y zwei Losungen, sei z = y — ¢g. Dann gilt
Z(t) = Ay(t) + b(t) — Ag(t) — b(t) = Az(t), =z(ty) =0.
Nach Satz 30.22 ist z = 0 die eindeutige Losung dieser Anfangswertaufgabe. O

Wir kehren zuriick zum homogenen System 3’ = Ay. Die Menge seiner Losungen ist nach
Satz 30.22 gegeben durch

L={yly:R—=K", y(t) = ey, yo € K"}. (30.100)
Satz 30.24 (Losungsraum des homogenen Systems)

Sei A € K™ . Die Menge L der Lisungen des linearen Systems y' = Ay ist ein Vektor-
raum der Dimension n diber K. Die Spalten der Matriz e bilden eine Basis von L.
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Beweis: Wir definieren eine Abbildung ® : K® — Abb (R; K") durch

(Pn)(t) = .
Offensichtlich ist ® linear, und es gilt fiir Bild und Kern
im(®) =1L, ker(®)={0},
also dim(L) = dim(K") = n. Die Spalten von 4 sind gerade die Bilder ®(e;) der Ein-
heitsvektoren e; € K”. O

Wir erhalten also die allgemeine Losung des homogenen Systems y’ = Ay als Linearkom-
bination der Spalten von e*4. In einfachen Féllen haben wir e/ bereits berechnet, etwa
wenn A eine Diagonalmatrix ist. (Diesen Fall konnen wir aber ohne weiteres direkt 16sen,
da dann das System y’ = Ay in die skalaren Differentialgleichungen y; = \;y; mit den
Losungen ;(t) = c;etit zerfillt.) Im allgemeinen Fall zieht man die Normalformen aus
der Linearen Algebra heran, genauer gesagt, man verwendet die Jordansche Normalform.
Das werden wir hier nicht darstellen. Wir skizzieren aber das Ergebnis fiir den Spezialfall
einer einzelnen Differentialgleichung n-ter Ordnung, bei dem eine Funktion z : R — K
gesucht wird als Losung von

n—1
24 P =0, @ eK. (30.101)
k=0

Schreibt man diese Gleichung in ein System erster Ordnung um, so hat die entstehende
Matrix A das charakteristische Polynom (im Sinne der Eigenwerttheorie)

n—1
P =N+ ap\b (30.102)
k=0

Sei N(p) die Menge der Nullstellen von p. Ist A eine Nullstelle von p, so bezeichnen wir
ihre Vielfachheit mit ny, es gilt
Z ny=nmn.

AEN(p)

Zu jedem solchen X liefert
tel . 0<l<mny,

eine Losung von (30.101). Es stellt sich heraus, dass die allgemeine Losung die Form einer

Linearkombination Form
z(t) = Z Z exqtte (30.103)

AEN(p) 0<I<ny

hat. Da die Nullstellen von p im allgemeinen komplex sind, erkennen wir, dass komplex-
wertige Losungen sich in natiirlicher Weise auch dann ergeben, wenn die Koeffizienten a,,
alle reell sind und wir nur an reellen Lésungen interessiert sind.

Das zugehorige Anfangswertproblem lautet
n—1
4> a2 =0, 2(0)=2, F0)=z,...,2"0)=2z_, (30.104)
k=0
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mit gegebenen Anfangswerten z; € K. Diese Anfangswertaufgabe hat nach Satz 30.22,
angewendet auf das zugehorige System 3’ = Ay, eine eindeutige Losung. Die n Anfangs-
bedingungen in (30.104) legen daher die n Freiheitsgrade ¢y, in (30.103) eindeutig fest.

Im reellen Fall (wenn wir die Koeffizienten aq, . . ., a,_1 als reell voraussetzen) kénnen wir
relle Losungen wie folgt erhalten. Fiir das charakteristische Polynom gilt in diesem Fall

n—1
p(p) = pm + Y apph = (@),  fiir alle p € C, (30.105)
k=0
also ist _
A € N(p) = A€ N(p). (30.106)

Nach einem grundlegenden Satz der Algebra existiert in C eine Faktorisierung
pw) = ] (w=N", (30.107)
AEN(p)

welche auflerdem eindeutig bestimmt ist. Aus

IT (w=n™ =pw) =p@ =[] (b—2", (30.108)

AEN(p) AEN (p)
folgt also, dass
ny = Ny . (30.109)
Wir bilden eine Menge B, welche besteht aus den Funktionen
teM . 0<1<ny (30.110)

fiir alle reellen A € N(p), und den Funktionen
tle coswt , tle®sinwt, 0<1<ny, (30.111)

fiir alle Paare (A, \) = (a + iw, a — iw) konjugiert komplexer Nullstellen von p. Die reelle
Form der allgemeinen Losung von (30.101) ergibt sich als (reelle) Linearkombination der
Funktionen aus (30.110) und (30.111).

Die Losungen von 3y’ = Ay fiir beliebiges A setzen sich ebenfalls aus Exponentialfunktionen
(bzw. Sinus und Kosinus) zusammen, mit Polynomen als Vorfaktoren. Die Komponenten-
funktionen y; einer Losung

yi(t)
y) =1 :
yn(t)
sind Linearkombinationen von Funktionen der Form
tleM
Hierbei ist A Eigenwert von A. Ist A diagonalisierbar, so treten keine Exponenten [ > 0

auf, und die Losungen haben die Form

Cx 1

yt)= D o, a=| : |[ecC,
Ao (A) Crm

wobei o(A) die Menge der Eigenwerte von A bezeichnet und die Koeffizientenvektoren c
durch die Eigenvektoren von A und die Anfangsbedingung y, festgelegt sind.
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