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Ein gleichstromgepumpter Josephson-Wanderwellenverstarker

Peter Russer

Einleitung und Zusammenfassung

Die Berechnung des elektrischen Stromes zwischen schwach ge-
koppelten' Supraleitern durch B. D. Josephson fiihrte im Jahre
1962 2u einer Reihe interessanter Vorhersagen, die wenig spater
experimentell bestadtigt wurden und seither ein sehr fruchtbares
Forschungsgebiet er6ffnet haben [1 bis 8]. ,,Josephsonelement”
oder ,.schwach gekoppelte Supraleiter” (im Englischen: "“Joseph-
son junction’ bzw. "‘superconducting weak link’} ist der Sammel-
begriff fir verschiedenartige supraleitende Bauelemente, in wel-
chen der Josephsoneffekt auftritt. Charakteristische Eigenschaften
von Josephsonelementen sind, daR ein Gleichstrom bis zu einer
GroBe /,,,, 8ingepréagt werden kann, ohne daf ein Spannungsabfail
auftritt und daR bei einer angelegten Gleichspannung durch das
Josephsonelement ein sinusformiger Wechselstrom mit der Ampli-
tude /,,,, und einer Frequenz flieRt, die proportionai der angelegten
Gleichspannung ist. Der Proportionalitatsfaktor zwischen Span-
nung und Frequenz ist fiir alle Josephsonelemente gleich und
betrigt (483,693718+0.000060) MHz/uV [7]. Der Strom /.,
hangt vom Material, der Geometrie und der Temperatur des Jo-
sephsonelementes ab.

Schwach gekoppelte Supraleiter lassen sich auf unterschiedliche
Waeise realisieren. Bei Tunnelelementen sind beide Supraleiter durch
eine diinne isolierende oder normalleitende Schicht getrennt. Durch
diese Schicht kann auf Grund des quantentheoretisch begriindeten
Tunneleffektes ein schwacher supraleitender Strom flieRen. Die
Herstellung von Josephsonelementen mit isolierender Zwischen-
schicht erfolgt beispielsweise durch Aufdampfen eines Metalifilms
auf ein isolierendes Substrat, Oxidation einer Isolierschicht (10
bis 20 A dick) und Aufdampfen eines zweiten Metallfilmes [8
bis 10}. Eine andere Realisierung schwach gekoppelter Supraleiter
ist die Dayem-Briicke [10, 11]. Diese besteht aus einer einzigen
aufgedampften Metallschicht von etwa 1000 A Dicke mit einer
Einschniirung auf 0,1 bis 5um Breite. Die Einschnirung bewirkt
die schwache Kopplung der beiden Teile des Metalifilms und
bildet ein Josephsonelement. Ein experimentell leicht zu realisieren-
des Josephsonelement ist der Punktkontakt. Er besteht aus einer
supraleitenden Spitze, die gegen eine supraleitende Flache drickt
[12 bis 14]. Nachteilig ist beim Spitzenkontakt die geringe mecha-
nische Stabilitét. Die schwache Kopplung kann bei Punktkontakten
sowohl durch Tunnelschichten als auch durch leitende Kanéle
hervorgerufen werden. ’

Auf Grund ihrer Eigenschaft, Gleichstromleistung in Wechselstrom-
leistung umzusetzen und wegen ihrer Nichtlinearitdt kdnnen mit
Josaphsonelementen Generatoren, Detektoren, Mischer und pa-
rametrische Verstarker fur Mikrowellen realisiert werden [4, 5,
15, 16]. Die Anwendungsmoglichkeit erstreckt sich dabei bis
in den Bereich der Submillimeterwellen. Mischprodukte wurden
bis zu 8200 GHz experimentell nachgewiesen [17].
Parametrische Verstérker ermoglichen rauscharme Verstéarkung bis
zu sehr hohen Frequenzen [18 bis 20]. Clorfeine [21] erzielte 1965
parametrische Verstarkung in einem offenen Mikrowellenresonator
aus Rutil, der auf aeiner Fidche mit einer 260 A dicken Zinnschicht
bedampft und auf 2 K gekiihit war. Der Effekt wurde damit erklért,
daB ein derartig diinner Film mikroskopische Diskontinuitdten ent-
hélt, die als Josephsonelemente wirken. Zimmer [22] erzielte
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zuerst parametrische Verstarkung mit einem Josephson-Tunnelele-
ment, das ebenfalls auf einen Rutil-Resonator aufgedampft war.
In einer Anzahl darauffolgender theoretischer Arbeiten wurden
die parametrische Verstarkung mit Josephsonelementen untersucht
und die Moglichkeit gieichstromgepumpter parametrischer Verstar-
ker gezeigt [ 23 bis 28]. Experimente!l wurden gleichstromgepump-
te parametrische Verstérker fir 30 MHz [29], fiir 8 GHz [30 bis
32] als Aufwirtsmischer von 115 MHz auf (9+0,115) GHz [32,
33] und fur 1 mm Wellenlénge [34] reatisiert. Mit dem Aufwartsmi-
scher [32] wurde 25fache Leistungsverstarkung und eine auf den
Eingang bezogene Rauschtemperatur < 15K erzielt. AuRerdem wur-
den verschiedene mikrowellengepumpte parametrische Verstar-
ker mit Josephsonelementen realisiert [35 bis 38]. Mit Dunnfilm-
strukturen, bestehend aus einer groeren Anzahl von Josephson-
elementen, wurden bei 10 GHz 12dB Gewinn, 1 GHz Bandbreite
und eine Rauschtemperatur unter 20 K [35] erzielt, und ebenfalls
bei 10 GHz 24dB Gewinn [38]. Mit einem einzigen Punktkon-
takt wurden bei 36 GHz 11 dB Verstarkung bei einer Rauschtem-
peratur unter 50 K erreicht [37].

Der Josephsonstrom ist durch sehr schwache Magnetfelder beein-
fluBbar [3 bis 6]. Ist ein Josephsonelement linear oder flaichenhaft
ausgedehnt und wird die Barriere zwischen beiden Supraleitern
von einem magnetischen FIuR durchsetzt, so tritt eine raumliche
Modulation der Josephsonstromdichte ein. Es spielt dabei keine
Rolle, ob es sich um ein externes Magnetfeld oder um das vom
Josephsonstrom selbst erzeugte Magnetfeld handelt. Durch eine
angelegte Gleichspannung und ein transversales magnetisches
Gleichfeld 1dRt sich die Josephsonstromdichte eines leitungsformi-
gen Josephsonelementes zeitlich und raumlich periodisch modulie-
ren, so daf} eine in einer Richtung fortschreitende Wellepnbewegung
der Josephsonstromdichte entsteht [4, 5, 39 bis 42]. Durch diese
Waellenbewegung wird ein  Parallel-Induktivitatsbelag des
leitungsformigen Josephsonelementes moduliert. Dieser Effekt
kann zum Bau eines parametrischen Wanderwellenverstarkers aus-
genutzt werden. Gegenlber parametrischen Verstarkern mit einer
konzentrierten nichtiinearen Reaktanz bietet der parametrische
Wanderwellenverstérker die Vorteile wesentlich groRerer Bandbrei-
te und der ohne besondere zusdtzliche MalRnahmen erzielbaren
Entkopplung zwischen Ein- und Ausgang des Verstirkers [18
bis 20]. Beim parametrischen Wanderwellenverstéirker mit einem
leitungsformigen Josephsonelement wird die Pumpwelle durch
eine elektrische Gleichspannung und ein magnetisches Gleichfeld
erzeugt. Das leitungsformige Josephsonelement eriaubt dabei
auch die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen bei einer Signal-
frequenz und einer oder mehreren Hilfsfrequenzen. Zur Verkopp-
lung der elektromagnetischen Signalwelle und der Hilfswelle(n)
mit der Pumpwelle miissen auBer den Frequenzbedingungen auch
noch Wellenzahlbedingungen erfiilit sein. Andererseits soll keine
Verkoppiung der Pumpwelle mit einer elektromagnetischen Welie
bei der Pumpfrequenz erfolgen. Durch Ausnutzung der Dispersions-
eigenschaften leitungsformiger Josephsonelemente und durch zu-
satzliche konstruktive Beeinflussung dieser Dispersionseigenschaf-
ten lassen sich diese Bedingungen erfijllen. Von Yoshida und
Irie stammen zwei Vorschidge fir derartige Wanderwellenverstar-
ker, wobei es sich in einem Fail um einen Rickwartswellenverstarker
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[43] handelt und im anderen Fall [44] das nichtlineare Dispersions-
verhalten eines mit einer elektromagnetischen Leitung induktiv
verkoppelten leitungsférmigen Josephsonelementes [42] ausge-
nutzt wird. Mit beiden Losungen sind Einschrankungen hinsichtlich
Frequenz und Bandbreite des Wanderwellenverstirkers verbun-
den.

In dieser Arbeit wird ein gleichstromgepumpter Wanderwellenver-
stérker mit einem leitungsférmigen Josephsonelement theoretisch
untersucht. Es wird davon ausgegangen, daB auf Grund der geome-
trischen Leitungsstruktur bei der Pumpfrequenz keine Uberkopp-
lung von Leistung in eine elektromagnetische Leitungswelle auftre-
ten kann. Diese Bedingung IaBt sich durch Leitungen mit raumlich
periodischer Struktur leicht erfiillen. .

Im foigenden Abschnitt wird versucht, das physikalische Prinzip des
Josephsoneffektes anschaulich zu erklaren, im zweiten Abschnitt
werden die Leistungsbeziehungen fir die Frequenzumsetzung in
Josephsonelementen erldutert, und im dritten Abschnitt wird die
Phasenwellengleichung fiir leitungsférmige Josephsonelemente
abgeleitet. Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt fiir die Ableitung
der Grundgleichungen des Wanderwellenverstirkers im vierten
Abschnitt. In den beiden folgenden Abschnitten werden Gewinn
und Leistungsbilanz des verlustfreien parametrischen Verstirkers
mit beiden bzw. nur mit der unteren Hilfsfrequenz berechnet.
AnschlieBend wird das Rauschverhalten des verlustfreien parame-
trischen Wanderwellenverstirkers mit der unteren Hilfsfrequenz
theoretisch untersucht. Im letzten Abschnitt wird die Moglichkeit
der Realisierung des gleichstromgepumpten Wanderwellenverstar-
kers diskutiert.

1. Der Josephsoneffekt

Der Josephsoneffekt ist aut der Basis der von Bardeen, Cooper
und Schrieffer aufgesteliten mikroskopischen Theorie der Supralei-
tung erklérbar [45 bis 49|. Im Supraleiter tritt auf Grund einer
von Phononen vermittelten anziehenden Waechselwirkung zwi-
schen den Elektronen eine Paarbildung von Elektronen mit entge-
gengesetztem Impuls und entgegengesetztem Spin auf. Die dabei
entstehenden sogenannten Cooperpaare haben wegen ihres ver-
schwindenden Gesamtspins bosonenartiges Verhalten. Bei tiefen
Temperaturen erfolgt Bose-Einstein-Kondensation einer grofien
Anzahl von Cooperpaaren in einen gemeinsamen Grundzustand.
Dieser Grundzustand ist dadurch gekennzeichnet, da® aile Cooper-
paare den gleichen (im stromlosen Fall verschwindenden) Wellen-
vektor besitzen. Immer, wenn ein quantenmechanischer Zustand
von einer groRen Zahl von Quanten gleichzeitiy eingenommen
wird, hat das zur Folge, daR die zugehoérige Wellenfunktion eine
makroskopische Bedeutung bekommt. Licht hat beispielsweise
eine makroskopische Wellennatur, da die Photonen Bosonen sind
und sich eine beliebige Anzahl im gleichen Quantenzustand befin-
den kann. Daher ist die Waellenfunktion des Lichtes nicht nur
in der Lage, die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir ein einze/nes
Photon zu beschreiben, vielmehr kann die gleiche Wellenfunktion
auch die Amplitude des klassischen Wailenvorganges angeben,
bei dem sich eine sehr groBe Anzah! von Photonen im gleichen
Zustand befindet. Solche koharenten Vielteilchenzustinde sind
bei Fermionen wegen des Paulischen AusschiieBungsprinzipes
normalerweise nicht maglich. Im Supraleiter haben alle Cooperpaa-
re den gleichen Gesamtimpuls und daher gleichen Materiewellen-
vektor. Die kondensierten Elektronen konnen daher durch eine
einzige Wellenfunktion beschrieben werden, die reprisentativ fiir
den kohérenten Vielteilchenzustand der kondensierten Elektronen-
paare ist.

Cooperpaare bewegen sich im Supraleiter reibungsfrei, da zur
Impuisabgabe an das Gitter das Paar aufbrechen miiBte und dazu
vorher die Bindungsenergie des Paares zugefiihrt werden miifite.
Durch zu hohe Temperatur (a) oder zu hohe Stromdichte (b) wird
die Supraleitfihigkeit zerstort, da dann (a) durch die thermische
Energie oder (b) durch die Bewegungsenergie die Bindungs-
energie der Cooperpaare (iberschritten wird. Im homogenen Supra-
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leiter kann grundsétzlich kein Gleichspannungsabfall auftreten,
da bei immer fortschreitender Erhéhung eines eingepragten Gleich-
stromes zuerst die Supraleitfahigkeit zerstort wird.

Bei schwach gekoppelten Supraleitern kann im Koppelbereich
eine Diskontinuitdt im Phasenwinkel der Materiewelle auftreten.
Normalerweise wiirde eine Diskontinuitit im Phasenwinkel einer
Materiewelle zu unendlich groRer Teilchenstromdichte fiihren. Die
Teilchenstromdichte bleibt jedoch endlich, wenn wir gleichzeitig
mit der Lénge, innerhalb welcher sich der Phasenwinkel um einen
endlichen Betrag dndert, die Teilchendichte im Koppelbereich oder
die Querschnittsfliche des Koppelbereiches gegen Null gehen
lassen. Bei kleiner Fldche des Kontaktes, iiber den die Supraleiter
gekoppelt sind, kann man auf jeder Seite der Fliache einen konstan-
ten Phasenwinkel der Materiewellenfunktion annehmen. Der Pha-
sensprung erfolgt beim Durchgang durch die Flache. Der durch
den Kontakt flieBende Strom steht dann in direkter Beziehung
zum Phasensprung der Materiewelle. Wenn @ die Phasendifferenz
der Materiewellenfunktion auf Seite 1 und Seite 2 des Kontaktes
ist, so fliet ein Strom -

1(t) =/n.xsin@(2) : M

Der Maximalstrom /,,,,, hdngt von der Beschaffenheit des Kontaktes
und der Temperatur ab. Flr Materiewellen besteht ein linearer
Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz. Wird an ein
Josephsonelement eine Spannung U angelegt, so andert sich
die Energie eines Cooperpaares beim Ubergang iiber den Tunnel-
kontakt um 26U, wobei e die Elementarladung ist. Liegt am
Kontakt eine Spannung U (t), so ist die Frequenz der Materiewelle
zu beiden Seiten des Kontaktes unterschiedlich. Folglich ist auch
die Phasendifferenz @ () einer zeitlichen Anderung unterworfen.
Es gilt die Beziehung

do() 2eU()
T @

In den GIn. (1) und (2) haben die Zéhlpfeile fiir U und / gleiche
Richtung. Der Umstand, daB bei schwach gekoppelten Supraleitern
die Phasenwinkel der Materiewellen nicht starr gekoppelt sind,
erlaubt das Anlegen einer Gleichspannung ohne Zerstorung des
supraleitenden Zustandes. Wird eine Gleichspannung U, angelegt,
so flieBt nach Gl. (1) und (2) ein sinusformiger Wechselstrom
mit der Kreisfrequenz

Wy = T (3)

und der Amplitude /,,,,.

2. Die parametrische Verstarkung mit Josephsonelemen-
ten

Parametrische Verstarker beruhen auf der Anwendung nichtlinearer
oder zeitlich periodisch variabler Schaltelemente [18bis 20]. Sofern
nicht von vornherein zeitlich variable Schaitelemente verwendet
werden, wird die zeitliche Variation dadurch erreicht, daR einem
nichtlinearen Schaltelement ein starkes periodisches Pumpsignal
eingeprégt wird, Im aligemeinen handelt es sich bei dem nichtlinea-
ren Schaltelement um eine nichtlineare Reaktanz, die moglichst
verlustfrei sein soil. Fir nichtlineare verlustfreie Reaktanzen haben
Manley und Rowe Gleichungen angegeben, weiche die bei ver-
schiedenen Frequenzen in die Reaktanz hineinflieBenden Wirklei-
stungen zueinander in Beziehung setzen [18 bis 20, 50]. Treten
neben den Kreisfrequenzen w; und w, noch die Mischprodukte
mwi+nwy (M und n sind ganze Zahlen) auf, so lauten diese
Leistungsbeziehungen

+ 0 +

X

mP,,,
w MWy +nNws

(4)

m=1 n
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Py e (5)
m o n=y MWy+nws,
P.,, ist die bei der Kreisfrequenz mw, +nw, in die nichtlineare
Reaktanz hineinflieBende Wirkleistung. Die Gleichungen vereinfa-
chen sich stark, wenn durch ein Netzwerk, in das die nichtlineare
Reaktanz eingebettet ist, bis auf drei oder vier Frequenzen alle
anderen unterdrickt werden. Werden der nichtlinearen Reaktanz
Signale mit den Kreisfrequenzen w, und w,> w, zugefihrt und
kann auf Grund des duBeren Netzwerkes auch bei der Kreisfrequenz
w2 = W+ w, Leistung mit dem nichtlinearen Element ausge-
tauscht werden, so folgt aus (4) und (5) die Beziehung

P,\' Pﬂ
)
w, w,

- - Pra (6)
W2

Wird bei w, und w,, Leistung zugefihrt, so wird bei w,, Leistung
abgegeben. Der Aufwartsmischer arbeitet nach diesem Prinzip
[18 bis 20} Durch das Eingangssignal mit der Kreisfrequenz
w, wird dem parametrischen Verstérker die Leistung P, zugefibhrt.
Die Ausgangsleistung P,, wird bei der hoheren Kreisfrequenz
w,, abgegeben. Die Signale bei w, und w,2 haben dabei im
aligemeinen so kleine Amplituden, daB ein linearer Zusammenhang
2wischen Eingangs- und Ausgangsamplitude entsteht. Das Pump-
signal hat hingegen eine grofle Amplitude und bewirkt die zeitliche
Anderung der nichtlinearen Reaktanz.

Tritt neben den Kreisfrequenzen w, und w, nur die Hilfsfrequenz

Wy =W, ~ w, auf, so erhélt man aus (4) und (5)
P, P P,
r-——a—[:a‘{zz—-‘_u_’.]. (7)
(] n h

Wird ein Pumpsignal zugefiihrt, so kann bei w, und w,,. von
der nichtlinearen Reaktanz Leistung abgegeben werden. Im stabilen
Betrieb wird nur dann Leistung umgesetzt, wenn bei w, ein Signal
zugefihrt wird. Da P, in Gl. (7) negatives Vorzeichen hat, ist
die bei w, reflektierte Wirkleistung groer als die bei w, zugefiihrte
Wirkleistung. Verstarkung ist daher sowoh! bei einem Ausgangssi-
gnal mit der Frequenz w, als auch bei einem Ausgangssignal
mit der Frequenz w,, maoglich.

Eine nichtlineare verlustfreie Reaktanz ist beispielsweise ein nichtli-
nearer Kondensator, bei dem die Spannung eine eindeutige Funk-
tion des Integrals des Stromes (iber die Zeit ist oder eine nichtli-
neare Induktivitdt, bei der der Strom eine eindeutige Funktion
des Integrals der Spannung liber die Zeit ist. Spannung bzw.
Strom lassen sich dann als eindeutige Funktionen einer Ladung
bzw. eines Flusses darstellen. Es ist dabei nicht unbedingt nétig,
daR die Ladung bzw. der magnetische FluR eine konkrete physikali-
sche Bedeutung haben. Ist beispielsweise der Strom durch einen
Zwaeipol eine nichtlineare eindeutige Funktion des Integrals der
Spannung (ber die Zeit, so laBt sich formal ein magnetischer
FluR durch das Integral der Spannung (ber die Zeit definieren.
Der Strom ist dann eine nichtlineare eindeutige Funktion des
magnetischen Flusses und der Zweipol eine nichtlineare verlustfreie
Induktivitat.

Da nichtlineare verlustfreie Reaktanzen selbst kein Rauschen pro-
duzieren, sind parametrische Verstérker sehr rauscharm. Die zusétz-
lichen Rauschquellen sind beim parametrischen Verstirker die
Hilfskreise und der Pumposzillator. Diese Rauschbeitrdge kénnen
durch Kihlen der Hilfskreise bzw. des ganzen parametrischen
Verstérkers und durch besonders rauscharme Pumposzillatoren
klein gehalten werden.

Ausden Gin. (1) und (2) folgt, daR der Strom durch ein Josephson-

element eine eindeutige Funktion des Integrals der Spannung iiber’

die Zeit ist. (Die Integrationskonstante bei der Integration von Gl.
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(2) ist ja nicht willkiirtich, sondern durch die Anfangsbedingung
@=0 vor dem Einschalten festgelegt). Da ein Josephsonelement
nicht nur eine nichtlineare verlustfreie Induktivitat ist, sondern
auch bei Anlegen einer Glsichspannung einen Wechselstrom er-
zeugt, sind mit Josephsonelementen parametrische Verstarker reali-
sierbar, bei denen die Pumpenergie durch eine angelegte
Gleichspannung zugefiihrt wird [ 23 bis 34]. Fir Josephsonelemen-
te gelten erweiterte Leistungsbeziehungen, die sich von den Gin.
(4) und (5) durch einen zusatzlichen Term fir die in das Josephson-
element hineinflieBende Gleichstromleistung P, unterscheiden
[23, 25, 27]. Wird ein Josephsonelement in ein Netzwerk in
solcher Weise singsbettet, dal Leistungen bei den Kreisfrequenzen
wy und w, und beliesbigen Mischprodukten mw, +nw-, ausge-
tauscht werden kénnen, wird auBerdem an das Josephsonelement
eine Gleichspannung U, angelegt, wobei die der Gleichspannung
U, nach Gl. (3) entsprechende Kreisfrequenz w, ebenfalls eine
Kombinationsfrequenz von w, und w, ist, so geiten die Beziehun-
gen

es [

)

m=1 n

umn "'kPo
4 mMuy+nw, kw,+lw,

(8)

+ LR g

o NPmn =P,
me o ono1 Muh +NWs2 kw1 +!w2

(9)
mit

W, = kw, + lw, (10)
Die Glsichstromleistung P, wird also genau so behandelt wie
eine Wechselstrom-Wirkleistung bei der Frequenz w,. Das ist
der Grund fir die Moglichkeit, gleichstromgepumpte parametrische
Verstérker zu bauen. Da Supraleiter eine Reihe wesentlicher Eigen-
schaften bis zu mehreren 100 GHz beibehaliten [46 bis 49], ist
die Anwendung von Josephsonelementen ebenfalls bis zu sehr
hohen Frequenzen moglich. Riedel zeigte, daR fiir hdhere Spannun-
gen bei Josephsonelementen Abweichungen von der durch die
Gin. (1) und (2) festgelegten Strom-Spannungsbeziehung auftre-
ten [61]. /.., wird spannungsabhéngig, und auRer dem Paarstrom
flieRt noch ein verlustbehafteter Strom (iber das Josephsonelement.
Diese Effekte bewirken das Zustandekommen einer oberen Grenz-
frequenz fir ein Josephsonelement, die allerdings im Bereich
von einigen 100 bis einigen 1000 GHz liegt.

3. Die Phasenwaellengleichung fiir flichenhafte Joseph-
sonelemente

Bild 1 zeigt die geometrische Anordnung eines flachenhaften
Josephsonelementes. Das Josephsonelement besteht aus den bei-
den Supraleitern 1 und 2 mit der Breite b und der Léinge /,
die durch eine diinne Isolationsschicht von einigen 10 A Dicke
getrennt sind. Die Dichte des Tunnelstromes ist dem Sinus der
ortlichen Quanten-Phasendifferenz @ (x,t) proportional. Des wei-
teren treten ein Quasiteilchen-Tunnelstrom auf, der durch den
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Leitwertbelag G, beschrieben werden kann, und ein Strombeitrag,
der dem Produkt aus der Spannung und dem Kosinus der Quanten-
Phasendifferenz proportional ist. Der ietzte Beitrag kommt durch
das Aufbrechen der Quasiteilchen bei etwas hoheren Spannungen
zustande und wird durch den Koeffizienten G, (mit der Dimension
eines Leitwerts je Flacheneinheit) beschrieben. Insgesamt erhalt
man die (in Bild 1 in z-Richtung) Gber den Kontakt flieRende
Stromdichte [4, 5, 52, 53]

J (X)) =dnaxSIN@ (X, 1)+ G U(x, 1) + G U(x,t) cos@ (x, 1) 11)
U(x,t) ist die Spannung von Leiter 1 gegen Leiter 2. J,., ist
die maximale Josephson-Stromdichte des homogenen Fléchen-
kontaktes. Die Bedingungen werden im folgenden so gewahit,
daB® nur in x-Richtung eine rdumliche Variation von @(x,t) und
U(x,t) auftritt. Die zeitliche Anderung von @(x,f) ist wie in
Gl. {(2) mit der Spannung verkniipft.

(0 2e

ot h Uexn

(29)

Wird die Isolationsschicht zwischen den Supraleitern von einem
Magnetfeld durchflossen, so tritt auch eine rdumliche Anderung
von @ auf. Da Magnetfelder in einen Supraleiter nur mit einer
Eindringtiefe von einigen 100 bis einigen 1000 A eindringen kon-
nen, wird sich ein Magnetfeld zwischen den Leitern 1 und 2
parallel zur xy-Flache ausbreiten. Die durch ein Magnetfeld hervor-
gerufene Anderung von @ erfolgt in der xy-Flache senkrecht
zur Richtung der magnetischen Kraftlinien. Hat das zwischen
den Leitern existierende Magnetfeld nur eine y-Komponente (8,),
so erfolgt eine rdumliche Variation von @ nur in x-Richtung
und ist durch

AQ(x.t) 2ed,

F a2 (2 (12)
mit
duy=d+Ay +Au:2 (13)

gegeben. Mit A,,, und A,,2 werden die magnetischen Eindringtiefen
der Supraleiter 1 und 2 bezeichnet [47 bis 49]. Die raumliche
Anderung der Quantenphasen zwischen zwei Punkten x und x+4x
der Kontaktebene ist proportional dem magnetischen FluB
Axd,B,(x,t) zwischen x und x+4x. Die rdumliche Variation
von @ in y-Richtung kann vernachldssigt werden, wenn ein duReres
Magnetfeld nur eine y-Komponente besitzt und die Breite £ des
Josephsonelementes so klein ist, daB das vom Tunnelstrom J,
erzeugte Magnetfeld keine nennenswerte Variation von @ in y-
Richtung hervorruft.

Um zur Wellengleichung fir das Josephsonelement zu gelangen,
bendtigen wir noch die zweite Maxwellsche Gleichung

.. 0D
tH=J + —
ro t 2 ] (14)

Die erste Maxwellsche Gleichung ist bereits in den Gin. (2a)
und (12) enthalten. Ist C, der Kapazitdtsbelag je Flacheneinheit
des Josephsonelementes, so gilt

D,(x,t)=C,U(x,t) (15)

und man erhélt fir 8,=0 aus den Gin. (14) und (15)

] N ) Lt

28D o () o, 2L (16)
ox ot
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Aus den Gin. (2a), (11). (12) und (16) foigt nun die Phasenwel-
lengleichung

2o 1 P2 1 . o P

W—'? E—;—ESIH¢+B1 W-’-ﬁ;a(SlﬂQ’) (17)

mit

c= ! (18)
VuoC.d,, ‘

SR S

A = |/ ——

Y Vzayodm'/max (19)

B1=podn, G, (20)

B2=uod, G, 21)

wobei ¢ die Phasengeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle
(EMW) ist. Da die z-Komponente des elektrischen Feldes nicht
in den Supraleiter eindringt (zum Unterschied von der Tangential-
komponente des Magnetfeldes) ist der Kapazitatsbelag
C.=¢0¢,/d (22)

und mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit co=1/)/eopo erhilt
man

(23)

Fiir eine relative Dielektrizititskonstante ¢,=10 und d=10A,
d,»=900 A folgt c=10” ms~"'. Die Wellenidnge der elektromagneti-
schen Waelle ist in diesem Fall um den Faktor 30 kieiner als
im Vakuum. .

Der Parameter A; ist die sogenannte Josephson-Eindringtiefe.
Die Breite b des Kontaktes muB klein gegen A, sein, so daf}
die rdumliche Variation von @ in y-Richtung vernachlassigbar
bleibt. Mit einem typischen Jy,,=0,5-108 Am-2 und d,,=900 A
erhalt man A;=76,3 pm.

4. Die Grundgleichungen des Wanderwellenverstirkers
Auf der linken Seite der Phasenwellengleichung (17) steht die
Waeliengleichung einer veriustfreien und dispersionsfreien Leitung.
Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt einen nichtlinearen
verlustfreien Induktivitatsbelag, die beiden anderen Terme die oben
bereits besprochenen Verlustanteile. Wird an das Josephsonele-
ment eine Gleichspannungskomponente U, angelegt, so andert
sich die Phase mit der Winkelgeschwindigkeit wo entsprechend.
Gl. (3). Wird zusatzlich ein transversales, zwischen den Supraleitern
1 und 2 homogenes und konstantes Magnetfeld 8,= — 8, angelegt,
so éndert sich nach Gl. (12) die Phase raumlich in x-Richtung
mit dem Wellenvektor

2880d,

ko 7

(24)

Die Stromdichte J,,,sin @ (x,7) andert sich nun rdumlich und zeit-
lich sinusformig, und eine in positiver x-Richtung laufende Wel-
lenbewegung entsteht. Die Phasengeschwindigkeit dieser Wellen-
bewegung ist durch wo/ks gegeben und muB nicht mit der Phasen-
geschwindigkeit einer sich bei der Frequenz w, auf der Leitung
ausbreitenden elektromagnetischen Weile identisch sein. Die Pha-
senwelle des Josephsonstromes (JPW) transportiert keine Energie
in x-Richtung. Nur wenn die Phasengeschwindigkeit der JPW
identisch mit der Phasengeschwindigkeit der bei wo auf der Leitung
ausbreitungsféhigen elektromagnetischen Welle ist, findet eine
Uberkopplung von Leistung aus der JPW in die elektromagnetische
Waelle statt. Ist ko die Wellenzahl der elektromagnetischen Welle
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bei wo, so lautet die Bedingung fiir die Uberkopplung von Leistung
aus der JPW in die elektromagnetische Welle ko=k,. Da von
der JPW der nichtlineare Induktivitatsbelag des Josephsonelemen-
tes ebenfalls rdumlich und zeitlich moduliert wird, entstehen bei
der Einkopplung eines Signales mit der Kreisfrequenz w,<wo
auch die Mischprodukte

Wh1 = Wo~ W, (25)
Wh2=Wo+ Wy (26)
Die Wellenzahlen der elektromagnetischen Wellen (EMWs) mit

den Kreisfrequenzen w,,, und w,, seien k,, und k,,. Wenn die
Bedingungen

Ky =ko--k, (27)
und
kh2=klo+kx (28)

erfillt sind, dann konnen die entlang der Leitung bei w,, und
w2 entstehenden Mischprodukte im Josephsonstrom die elektro-
magnetische Welle bei diesen Frequenzen anregen.

An Hand von sogenannten Brillouin-Diagrammen [19] sollen nun
verschiedene mogliche Falle diskutiert werden. Bild 2 zeigt das
Brillouin-Diagramm fiir den dispersionsfreien Fall, welcher durch
den linearen Zusammenhang w= k- ¢ gekennzeichnet ist. Die durch
U, und B, bestimmten GroRen w, und K, liegen auf der Disper-
sionsgeraden der elektromagnetischen Wellen. Es ist sowohl eine
direkte Leistungsumsetzung der dem Josephsonelement iiber Uy
zugefiihrten Gleichstromleistung in die elektromagnetische Welle
bei w, moglich als auch (wenn am linken Ende der Leitung
ein Eingangssignal mit der Kreisfrequenz w, eingekoppelt wird)
eine Leistungsumsetzung nach w,, und wy;.

Die Kopplung von Leistung in eine elektromagnetische Welle
bei wy ist unerwiinscht und IRt sich bei Leitungen mit nichtlinearer
Dispersion in einfacher Weise vermeiden. Des weiteren ist nicht
immer erwlinscht, dal sowoh! bei w,, als auch bei wy,, elektroma-
gnetische Wellen angeregt werden, sondern es wird Beschrankung
auf ein Seitenband bei w,, oder w,. gefordert. Bild 3 zeigt
das Brillouin-Diagramm einer Leitung mit Tiefpal-Charakter, bei
der wp und k, so gewdhlt wurden, dal keine Anregung von

Wy e o e e m s — e e e

Wy o o e e e e e

wirr k’ kh1 k

q,

=

Bild 2:  Brillouin-Disgramm tur den disperstonsfreien Fall
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Bild 3:  Britlouin-Diagramm fur die Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen bei
w, und w,,, auf einer TiefpaBleitung mit der Grenzfrequenz w,

Wellen bei w,, und w, moglich ist. AuRer bei der Signal-Kreisfre-
quenz w, tritt nur bei der unteren Hilfs-Kreisfrequenz w,,, eine
elektromagnetische Welle auf. Durch eine andere Wahl von wy
und K, wird in Bild 4 erreicht, daR sich nur die obere der beiden
Hilfswellen ausbreiten kann. Ein besonderer Vorteil des para-
metrischen Wanderwellenverstarkers mit einem Josephsonelement
liegt in der einfachen und von einander unabhiangigen Abstimmbar-
keit von w, und &, durch die Gleichspannung U, und das konstante
externe Magnetfeld B8,

In Bild 5 ist noch ein Beispiel fir den Fall angegeben, daR
bei beiden Hilfs-Kreisfrequenzen w,, und w,, nicht aber bei
der Pump-Kreisfrequenz w, elektromagnetische Wellen angeregt
werden. Das wird in diesem speziellen Fall dadurch erreicht, da
die Leitung einen Sperrbersich von w,, bis w,, hat. Natiirlich

@ |
Wy [~ e e o
whz [ e e e — e e e L
I
I
I
Wy —— ————— T ‘ I
o
& | |
N
.5800 I I
< L
(-\
7
w T —
' | I
o’f l I l
| L :
] -
wre7r k; k(; knz o

Bild 4:  Britlouin-Diagramm fir die Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen bei w,
und w,, auf einer TiefpaBieitung
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Bild 6: _Bnllouin-(.)lagmmm fur dis Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen bei
., wy, und aut einer Laitung mit sinem Sperrbersich von w,, und w,,,

kénnen auch bei dieser Leitung w, und k, so gewahlt werden,
daB nur bei einer der beiden Hilfsfrequenzen die Wellanzahibedin-
gung fir die Anregung der elektromagnetischen Welle erfllt ist.
Zur Erzielung der Dispersionskurven der Bilder 3 bis 5 ist das
Josephsonelement nach Bild 1 mit einer Struktur zu versehen,
wie sie fiir Streifenleitungen mit TiefpaBcharakter oder mit Sperrbe-
reich lblich sind.

Im folgenden wird mit der fiir eine homogene Leitung gultigen
Phasenwaellengleichung (17) gerechnet. Die durch die nichtlinea-
ren Dispersionsdiagramme erzielte Frequenzselektion wird durch
einen Ansatz fir @(x,t) beriicksichtigt, in dem nur die (aufgrund
des Brillouin-Diagramms) moéglichen Frequenzen vorkommen.

Wir beschrénken uns auf die Untersuchung des Wanderwellenver-
starkers im linearen Bereich und wenden die Stérungsrechnung
erster Ordnung auf GI. (17) an. Die ungestérte Lésung ist die
GroBsignallosung fir die Pumpwelle. Zwar ist Gl. (17) fiir
By =B, =0 exakt Iosbar | 39 bis 41], die mathematische Behandlung
des Wanderwaellenverstarkers wird jedoch im folgenden wesentlich
vereinfacht, ‘wenn eine fir A k,»1 und By, B.<k, giltige
Naherungslosung verwendet wird. Die getroffenen Voraussetzun-
gen bedeuten, dafl das vom Josephsonstrom erzeugte Magnetfeld
im Vergleich zu 8, klein ist und die Leitungsveriuste klein sind.
Diese Voraussetzungen sind bei sinnvoller Parameterwahl erfiillt.
Aus den Gin. (2a), (3), (12) und (24) folgt dann in nuliter
Naherung fir die zeitliche und rdumliche Variation der Quanten-
Phasendifferenz @, (x, t) = wyt — kux + ¢@o. Dabei ist ¢, ein Phasen-
winkel, der von den Anfangsbedingungen abhéngt. Das vorausset-

zungsgemalBe Auftreten von elektromagnetischen Wellen in positi- -

ver x-Richtung bei den Kreisfrequenzen w, w,, und w,, fiihrt
zu dem Ansatz

(X, ) = Wol —koX + Po + P,y (X) @ Wtk 4 P2 (x) @ /Wit Ky
+ @ (x) g/ Wt k"")+¢/‘;1 (X) g fwmt kyin o
+ ¢;.2(X) g/ Wit ko 4 @;;2(,() o AwWidt  kyan

(29)
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@, @, und @, sind die komplexen Kleinsignalamplituden der
Signal- und Hilfswellen. Es wurde angenommen, daR bei w,
keine elektromagnetische Pumpwelle angeregt wird. Wir wollen
nur den Kisinsignalfali untersuchen, bei dem sich der Wanderwel-
lenverstarker beziglich der Amplituden @,, @,; und @,, linear
verhdit. In diesem Fatll kann sin @ (x,t) an der Stelle wet—kox + @o
in eine Taylor-Reihe entwickelt werden. Werden nur die Fre-
quenzanteile bei w,, W, und wy, und der Gleichanteil beriicksich-
tigt, die Reihenentwicklung bis zur zweiten Ordnung durchgefiihrt
und die Gin. (25) bis (28) berlicksichtigt, so erhdlt man die
Naherung

sin®(x,t) = 1—e’“‘"”‘""""*”"’+
=5

+ 1_ D, (x) @' Wnzt = kuxt @ % @ (x) @ Wnt-kmx+ Qo

2
(30)

. 1. i
} _é_ ¢7’1 (X) /(W — kxt @o) + 5, ¢h2(x) e/ Wit —kx— Qo) _

1 ) 1 ~
" 57 @i (x) @3 (x) /%0 — 2 @2 (x) P.(x) ¥+ C.C.

Mit C.C. wird der zum (auf der rechten Seite der Gleichung)
vorhergehenden Ausdruck konjugiert komplexe Wert bezeichnet.
Wir setzen nun (29) und (30) in die Phasenwellengleichung
(17) ein. Da wir die Koeffizienten auf der rechten Seite von .
Gl. (17) als klein vorausgesetzt haben, kénnen wir die zweiten
Ableitungen der Amplitudenfunktionen @,, @,, und @, vernach-
lassigen. Durch Separation nach den Kreisfrequenzen w, wp,
und w,,, erhadlt man das Gleichungssystem

do, w,p i (1 v
dx' + z’k‘ P, = 7k (A—%Hw,,ﬁz) (Pr €9+ Pyze 9 (31)
d@g,  wip / 1 i
- e 'y A e /%0 3
dx + 2k P 3k (Af - lwmﬁz) P.e (32)
d@yz Wb J 1 . °
" Ppy=—— [ &0 3
P 4 2k, D2 ik, (/‘3 +,lw,,2b’2) Qe (33)

Diese Gleichungen sind auch fir Leitungsstrukturen mit nichtlinea-
rem Dispersionsverhalten glltig, vorausgesetzt, daB die Gin. (25)
bis (28) erfillt sind. Die Erzielung hoher Bandbreite ist allerdings
davon abhéngig, daB die dw/dk fir die Signalwelle und die
Hilfswelle(n) nur geringfigig voneinander abweichen. Durch Inte-
gration dieses Differentialgleichungssystems erhalt man die Ampli-
tuden der Quantenphasendifferenzen in Abhéngigkeit von x. Treten
nur w, und wy,, auf, so entfalit Gl. (33) und in Gl (31) wird
@,2=0 gesetzt. Ebenso entfallt GI. (32) und in GI. (31) wird
@71 =0 gesetzt, wenn nur w, und w,, auftreten. Die komplexen
Spannungsamplituden U, (v=s, A1, h2) sind nach GI. (2a) durch

fwy
Uy (x) =22 0, x) (34)
' 20
gegeben. Die zeitlich und ortlich variablen Anteile des Magnetfel-
des B,(x,t) sind mit einem iiber das Josephsonelement in x-Rich-

tung flieBenden Strom /(x,?) verknupft. Aus der zweiten Maxwell-
schen Gleichung folgt

I(x,t) = ~ ;%) B,(x.1) (35)

und mit Gl. (12) erhdit man die komplexen Stromamplituden

do.
I (x) = dﬂ— (/kmv(x) - —‘Z;‘i)) (36)

29#0.
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Der Wellenwiderstand bei.der Kreisfrequenz w, ist

Uy (x) 1 d9(x)
Zun ) = T2 = 2 () ( o o ) (37)
mit

/'Udmwv
IWV(X) - hkv (38)

Auf Grund der bereits oben gemachten Voraussetzungen gilt
(k. @,(x)) '-d@,(x)/dx<1. Fiir die homogene Leitung ist die
Phasengeschwindigkeit w,/k, = ¢ durch GI. (23) gegeben und es
gilt:

ddl"
Zus () = Zo VLI L (39)

'

wobei ZQ—[/po/eo 377 Q der Wellenwiderstand des Vakuums
ist. Mit d=10A, d,,=900A, b=2pm und & =10 erhilt man
2w,=179 mQ. Im letzten Abschnitt wird diskutiert, wie das mit
derartig niedrigen Wellenwiderstanden verbundene Anpassungs-
problem geldst werden kann.

Die bei der Kreisfrequenz w, in x-Richtung flieBende Wirkleistung
ist

Po(x)=U, (x) IV (x) + U2 (x) 1, (x) (40)

Mit den Gin. (34) und (36) folgt daraus

2b ny\? 2
P, ( ) =[—l—:)-7n: <‘2—;) kvﬂlv'|¢V(x)| (41)

6. Der verlustfreie parametrische Verstirker mit beiden
Hilfsfrequenzen

Wir nehmen an, die Gin. (25) bis (28) seien erfillt. Der verlustfreie
parametrische Verstérker ist durch 8, = 8,0 gekennzeichnet. Die-
se Vernachldssigung ist, wie bereits erwéhnt bei Josephson-Tunnei-
elementen weit unterhalb der Grenzfrequenz gerechtfertigt. Aus
den Gin. (31) bis (33) folgt mit Bertiicksichtigung der Gin. (27)
und (28)

2
11211(2 - 2P (x)=0 (42)
dx
mit
1
L (43)
2A i 2kn ki

Die Lésﬁng von Gl. (42) ist
@,(x) = A cosh (mx) + C sinh (ux) (44)

Mit GI. (32) baw. (33) erhilt man weiter

@O (x)=-J l/zk'” (Ccosh (mx) +Asinh (yx)) e '®- (45)
lM

Dy (X)=4j l/—zf;-'-'- (Ccosh(#x) + Asinh (sx)) " o (46)
h?

Wir nehmen an, daR das Josephsonelement bei x 0 beginnt
und x=/ endet. Bei x=0 wird ein Signal mit der Kreisfrequenz
w, eingekoppelt. Bei den Hilfsfrequenzen Wy und wy,, ist hier
noch keine Signalamplitude vorhanden. Daraus folgt C=0 und
wir erhalten

@.(x) = Acosh (ux) (44a)

Wiss. Ber. AEG-TELEFUNKEN 50 (1977) 4/5

Pri(x)=—J Vzk/:z Asinh(ux)-e o0 (45a)
.

Pra(x)=+/ [/;—Asmh(nx) e'en (463a)
h2

Sowohl die Signalwelle als auch die Hilfswellen wachsen mit
runehmoendem x.

Wir stellen nun die Leistungsbilanz des Wanderwellenverstarkers
auf; Aus den GIn. (41) und (44a) bis (48a) folgen die bei
den drei Frequenzen in x-Richtung flieRenden Wirkleistungen

b (4 s ]

P(x) = llodm (29) ks w,A*(cosh (2ux) +1) 4 )
2

Pui(x) = b (;) ;k,,;w,,,lAlz(cosh(an)—1) (48)
2

Pa(x) = b— <2ﬁe) ;km wh2lAl*(cosh (2mx) — 1) (49)

Die Leistungsverstarkung eines Signals mit der Kreisfrequenz w;
betragt zwischen x=0 und x=/

Vel)=P,(1)/P,(0) = 1? {cosh(2u/)+1) (50)

Als Beispiel betrachten wir einen Wanderwellenverstirker mit ei-
nem Josephsonelement mit den oben beschriebenen Daten (Srmax
=06-10°Am 2, d=10 A, d,,=900 A, A,=76,3 pm). Fiir die Si-
gnal- und die belden Hﬂfsfrequenzen sei die Phasengeschwindig-
keit der elektromagnetischen Wellen jeweils durch ¢=10" ms- '
gegeben. Bei der Pumpfrequenz w,, sei die Anregungsbedingung
der EM-Welle nicht erfiillt. Der Wanderwellenverstirker sei fiir
w,/21=100 GHz und wy/2n7=500 GHz ausgelegt. Die Hilfsfre-
quenzen sind dann w,,/27=400 GHz und w,,/2n=600 GHz.
Daraus ergeben sich fir die Wellenlangen 2n/k,=100 pm,
2n/kpy =26 pym, 2n/klo=20 pm und 2n/k,2=16,6 ym. Aus den
Gin. (3) und (24) folgen U,=1,034 mV und B,=1,148-103
Vsm ? und aus Gl (43) #=1,97-102m '. Bild 6 zeigt den
Gewinn in Abhédngigkeit von der Leitungslange. Bei 1 cm Leitungs-

lange ist bei w, bereits 11,28 dB Gewinn erzielbar. Der Wanderwel-
lenverstarker muB bei w,, w,,; und w,,, reflexionsfrei abgeschlossen
werden. Ein zuséatzlicher Gewinn ist erzielbar, wenn am Ausgang
bei den Hilfsfrequenzen Leistung ausgekoppeit wird.

Die gesamte, vom Wanderwellenverstarker abgegebene Mikrowel-
lenleistung ist

Pur=Ps(1) =Py (0) +Ppi (1) + P2 (1)

b

-— (21) kowolA|*(cosh (2u7) - 1) (51

Die dem Josephsonelement zugefiihrte Gleichstromleistung ist
/

Po=bUs, | J,(x)dx (52)
(&}

J.(x) ist der lineare zeitliche Mittelwert der Josephsonstromdichte
J,(x,1). Aus den Gin. (11) und (30) foigt

. 1 _
Jo(X) =i ( "1" D P - — QP el CC-) (53)
2/ . 2

und mit den Gin. (27), (28) und (442a) bis (46a) erhalt man

km_
J, (x)——J,,, x ‘/ 2 — iAPsmh(znx) (54
2K,y " 2k,,, )
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30k 10tog [Py (1) /P, (0)] =
= 10log [Po(1) /7P, (0))

aB g LFR? s

20

10log V. (/)

Gewinn ——»

[TV ‘ { ——

Hild &
wl)

Gawain i Abhangigkot von do Vorstarkaslanga £ (hewde Hillstroquenzen treten

Durch Einsatzen in Gl. (52) und Integration folgt unter Beriicksich-
tigung der GIn. (3), (19) und (43)

Gody \Ze (88)

b AN ,
Py s e (») ki wo|Al?(cosh (2ml) - 1)
Durch Vergleich mit GI. (51) sieht man, daR die zugefiihrte Gleich-
stromleistung P, identisch mit der gesamten abgegebenen Mikro-
wellenleistung P, ist.

7. Der verlustfreie parametrische Verstarker mit der un-
teren Hilfsfrequenz w,,

Es seien die Gln. (25) und (27), nicht jedoch die GIn. (26)
und (28) erfulit. Wir setzen wieder 8, =8,=0. AuBerdem sollen
nur bei den Frequenzen w, und w,,, elektromagnetische Wellen
angeregt werden. Aus den Gin. (31) und (32) folgt dann

]
L0 om0 (56)
(.o
mit
S (57)
4"3 l//khl k~
Fur @}, (x=0) =0 erhélt man die Losungen
@, (x):=Acosh (47 x) (68)
@i (x)=-f kkf- Asinh(dx) e %o (59)
i
Div in x-Richtung flieBenden Wirkleistungen sind
Py P (1 Tk w,JA*(cosh (24 x) + 1) (60)
* : Hod,, \2e e
b 7\ ,
Pt = == (2) ks MP(cosh(24x) -1 (61)
Hod, \2e

Die Leistungsverstarkung eines Signals mit der Kreisfrequenz w,,
das bei x =0 eingekoppelt und bei x=/ ausgekoppelt wird, betrigt
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Bild 7

Gewinn in Abhangigkeit von der Verstarkerlange / (nur die untere Hilfsfrequenz
tott auf) -

V()= Py(1)/P,(0) = % (cosh (24 + 1) (50a)

Wird das verstirkte Signal bei w,,; ausgekoppelt, so betragt die
Leistungsverstarkung

W

Vin =P, (1)/P(0) =1§ o (cosh(24/)~1) (62)

Verwendet man flr den Verstirker und die Wellen bei w, w;,:
und w, die gleichen numerischen Daten wie im Rechenbeispiel
des vorigen Abschnitts, so erhilt man #=3,42-102m '. Bild 7
zeigt die Verstarkung bei der Signal-Kreisfrequenz w, und der
Hilfs-Kreisfrequenz w,,.

Die in den Verstarker hineinflieRende Gleichstromleistung ist

b #\? . .
po= b (_> kwoldl(cosh (24/) ~1) (63)
u(tdn/ 23
Wegen
Po=P(1) ~ Py(0) + Py (I (64)

ist die in den Verstérker hineinflieRende Gleichstromleistung iden-
tisch mit der gesamten vom Verstarker abgegebenen Mikrowellen-
leistung. Fir die bei den Kreisfrequenzen w, und w,, in den
Verstérker hineinflieBenden Mikrowellenleistungen  —(P,(/)—
~P,(0)) und — P, (/) und die Gleichstromleistung P, sind die Lei-
stungsbeziehungen nach Gli. (7) erfillt, wenn man entsprechend
den GIn. (8) und (9) P, durch P, ersetzt.

8. Das Rauschverhalten des Wanderwellenverstirkers
Auch beim hier untersuchten Wanderwellenverstérker ist die Emp-
findlichkeit durch verschiedene Schwankungserscheinungen be-
grenzt. Folgende Rauschursachen sind zu beriicksichtigen:

a) Widerstandsrauschen vom eingangsseitigen AbschluB des
Wanderwellenverstarkers bei der (den) Hilfsfrequenz(en)

b) Schrotrauschen des Josephsongleichstromes

c) Schrotrauschen des Quasiteilchenstromes
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d) Schrotrauschen des Josephson-Quasitei!chen.Inteiferenzstro-
mes
e) Rauschen durch Schwankungen von Uy
Die Rauschursachen ¢ bis e stellen keine prinzipielle Begrenzung
der Empfindlichkeit dar, da sie bei Verwendung von Tunnelelemen-
ten und einer gut stabilisierten Spannungsquelie fiir U, beliebig
gering gehalten werden kénnen. Die ersten beiden Rauschquellen
sind prinzipiell unvermeidlich. Wir untersuchen daher den EinfluR
dieser Rauschquellen am Beispiel des parametrischen Wanderwel-
lenverstarkers, in dem nur die untere Hilfsfrequenz auftritt.
Wir berechnen zunédchst das vom eingangsseitigen Abschluf des
Wanderwellenverstarkers herriihrende Rauschen. Aus dem Planck-
schen Strahiungsgesetz folgt, dal eine auf der absoluten Tempera-
tur 7 und mit ihrer Umgebung im thermodynamischen Gleichge-
wicht bhefindliche Strahlungsquelle im Frequenzintervall Aw die
Rauschleistung

hiw hw
P, -" coth . KT

4 2 Aw

(65)
anbietet. Wir setzen sowohl fiir die Signalquelie bei us, als auch
fur die emngangsseitige AbschluBBimpedanz bei w,,, naherungsweise
thermodynamisches Gleichgewicht und daher Giltigkeit von GI.
(65) voraus. Der singangsseitiga Abschluf sei fur beide Frequenzen
reflexionsfrei und fir w, auf der Temperatur 7, und fiir wy, auf
der Temperatur 7, befindlich. Die am Ausgang des Wanderwellen-
verstarkers angebotene Rauschleistung £, kann dann aus den
Gin. (50a), (62) und (65) berechnet werden. In Gi. (62) sind
dabei w),; und w, zu vertauschen, da die Signaleinkopplung bei
Wy und die Signalauskopplung bei w;, erfolgt.

Wir erhalten

hAw,
8n

coth hw,
(2/( T,

’ hw,,
. el PN 7)1
¢ coth(Zkrh')(cosh(Zn )y 1)

P/ )(cosh(2ﬁ/) RN

(66)
Aw,

Dor erste Torm in der ackigen Klammer von GI. (66) beschreibt
las von der Signalquetle am Ausgang des Wanderwellenverstirkers
hervorgerufene Rauschen, der zweite das vom eingangsseitigen
Abschlu des Wanderwellenverstiirkers bei der Hilfsfrequenz am
Ausgang hervorgerufene Rauschen. Die Rauschzahi F, definiert
durch das Verhaltnis der totalen, am Verstérkerausgang angebote-
nen, Rauschleistung zu der nur von der Signalquelle am Verstarker-
ausgang hervorgerufenen Rauschleistung ist

Nw),
coth(——--—-»)
F _1 g 2k TIH

i ";- 7);-}:—— -tanh? (4/)
oth( -2
(Zk T,

Fir 2k7,, »hw,,, 2kT, ~hw, und (24/)>1 gilt die bekannte
Néaherungsformel fur die Rauschzahl parametrischer Verstarker

(67)

_l‘/x 7/:'.

F1.
I’.whl TN

(68)

Fir fw, kT, Nhw, =k T, und (247) 21 gilt naherungsweise
F=2.Dasdurch den Josephsongleichstrom verursachte Schrotrau-
schen bewirkt im Frequenzintervall Aw auf der Leitungsliange
dx das mittlere Stromschwankungsquadrat |54, 55|

hlwotw)

déi(xw)* sloJ,(x)| coth

{ coth nlwy w) (©9
2kT

Awdx

Die Spannungsabhangigkeit von Jinax Wurde vernachlassigt, Fir
h(wn) w) ~ 2kT gilt naherungsweise
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ddi(x,w‘)’=g;|e-.], ()Awdx (70)

Man erkennt, daf diese Gleichung das Schrotrauschen eines Stro-
mes mit der Teilchentadung 2 e beschreibt. Es ist interessant festzu-
stellen, daB dieses Schrotrauschen des Josephsonstromes aus
der Wechselwirkung eines durch die makroskopischen Gleichun-
gen (1) und (2) beschriebenen Josephsoneiements mit einem
quantisierten elektromagnetischen Feld zustande kommt. Der
Schroteffekt des Josephsoneffektes ist also eine ‘Folge von
Schwankungsvorgéngen im elektromagnetischen Feid und nicht
der Schwankungsvorgéange in der supraleitenden Elektronenphase.
Das hangt damit zusammen, daR die Zahl der in der supraleitenden
Phase kondensierten Elektronen verglichen mit der Photonenzah!
des mit dem Josephsonelement verkoppelten elektromagnetischen
Feldes sehr hoch ist. Mit Schwankungsvorgangen in der supralei-
tenden Elektronenphase sind die (bei Tunnelelementen unter den
obigen Voraussetzungen vernachléssigbaren) Quasiteilchenanre-
gungen und das dadurch hervorgerufene Schrotrauschen ver-
knipft.

Die durch das Schrotrauschen in einem Leitungselement der Lange
dx hervorgerufene und sich in einer Richtung ausbreitende
Rauschleistung ist

4P, (x, w) = %dmzﬁ.zw )

Zur Berechnung der durch das Schrotrauschen am Verstirkeraus-
gang bei der Kreisfrequenz w, und in einem Intervall 4w, hervorge-
rufenen Rauschleistung Py ist dP, (x,w,) mit der Leistungsverstar-
kung zwischen x und / zu multiplizieren und dA, (x, wy1) mit
der Leistungsverstarkung bei Frequenzumsetzung von Wy, nach
wy zu multiplizieren; beide Ausdriicke sind dann Gber die Linge
!/ des Wanderwellenverstirkers zu integrieren. Mit GI. (71) und
den fir die Verstérkerlange (/- x) und Frequenzumsetzung von
wyr nach w, modifizierten Gin. (50a) und (62) erhéit man

iy =+ ’- dA, (x,w,)
P(l) = zuj (cosh 244 (1 - x) +1) 2+
(72)
+ 22 (cosh 24(1-x)-1) E’_’i.("""m):] dx
Wiy dx

Aus den GIn. (53), (58) und (59) folgt

J2(x) = 1 Jinax Vﬁ IA]? sinh (2 4x) (73)
2 kny

Aus den GIn. (60), (61), (69), (71), (72) und (73) folgt

P Z,e* Aw,

P A w, (74)

k- 1 #lsinh (24l)+cosh (21) -1 p
C2n cosh (24/) +1 +

1 Wy Al sinh(24l) —cosh (24/) +1
2n w, cosh (24/) +1

wobei (75)

hw,+ w)
coth
0 5T + coth

K =
24T

ﬁ(wl)‘ws) ] ’

h(Wo— wy )]
kT coth ——
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o—————J Sungs-
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Fiir 22/ 1 gilt die Naherung

ar|,
K»"-"z—n K+

Wi g ‘ (76)
Wi

Ist auBerdem Pw,, Aw,, hw, »2kT erfillt, so gilt

x:fi(1 +-~‘-"—‘) (77)
n \,

Wie man aus GI. (74) sieht, ist im Fall es verlustfreien Wanderwel-
lenverstérkers die durch den Schroteffekt bewirkte Rauschleistung
der Signalleistung proportional. Da der Wellenwiderstand Z,, immer
klein gegen h/e*=4108,350Q ist, und die relative Bandbreite
Aw,/w, klein gegen 1, spislt das Schrotrauschen beim verlustfrei-
en Wanderwellenverstarker praktisch keine Rolle.

9. Ausfihrungsformen des Wanderwellenverstirkers

Bild 8 zeigt eine Schaltungsanordnung zum Betrieb von parametri-
schen Wanderwellenverstirkern. Das Anpassungsnetzwerk / hat
die Aufgabe, das Eingangssignal mit der Kreisfrequenz w, auf
die Eingangsimpedanz des Wanderwellenverstirkers zu transfor-
mieren und dem Wanderwellenverstarker die Gleichspannung U,
zuzufihren. Der Wanderwellenverstérker hat einen Aufbau nach
Bild 1. Durch das Anpassungsnetzwerk // wird der Wanderwellen-
verstérker bei der Signal- und bei den Hilfsfrequenzen (bzw.
der Hilfsfrequenz) reflexionsfrei abgeschlossen. AuRerdem wird
die Ausgangsleistung bei der Signalfrequenz oder einer der Hilfsfre-
quenzen auf den Wellenwiderstand der am Ausgang anzuschlie-
Benden Leitung transformiert und ausgekoppelt. Da mit Supralei-
tern im Mikrowellenbereich Netzwerke auBerordentlich hoher Giite
realisierbar sind, konnen Anpassungsnetzwerke mit hohem Trans-
formationsverhiltnis realisiert werden. Eine betrachtliche Erhéhung
der Impedanz ist méglich, wenn eine grofie Anzahl von Wanderwel-
lenverstérkern eingangs- und ausgangsseitig jeweils in Serie ge-
schaliet werden. Wegen der einfachen Struktur und der geringen
Abmessungen des Wanderwellenverstarkers sind (in Dannfilm-
technik realisierte) Anordnungen aus einigen 10 bis einigen 100

A 2

Bild 9:  Serienachaltung von lenungsiérmigen Josephsonslementen
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Bild 8:
paramotrischen Wanderwellenverstarkern

Schaltungsanordnung zum Betrisb von

Anpas-
sungs-
netzwerk

Ausgang
e —Q

eingangs- und ausgangsseitig in Serie geschalteten Wanderwellen-
verstarkern vorstellbar. Wellenwiderstinde von einigen zehn Ohm
waren damit erzielbar. Hat beispielsweise ein einzelnes leitungsfor-
miges Josephsonelement einen Wellenwiderstand von 170 mQ,
so erzielt man durch Serienschaltung von 280 Josephsonelementen
einen Wellenwiderstand von 50 0. Bild 9 zeigt eine geometrische
Realisierung mehrerer, Gber die ganze Liange in Serie geschalteter
Josephsonelemente. Bei 2 ym Breite der einzelnen Josephsonele-
mente und ebenso groBem Abstand betrigt die Gesamtbreite
des Wanderwsllenverstarkers 1,12 mm.

Zur Gewinnung der niedrigen, extrem gut stabilisierten Gleichspan-
nung U, wird ein gut stabilisierter Gleichstrom /, einem niederoh-
migen Widerstand R eingepragt. R ist genugend niederohmig
zu wdéhlen und ebenfalls zu kiihlen, damit durch das thermische
Rauschen von AR nicht eine Verbreiterung der Spektrallinie w,
auftritt.

Zur Erzeugung des Magnetfeldes B, wird eine supraleitende Spule
verwendet. Nach Einstellung des gewiinschten Magnetfeldes wird
die Spule Gber ein Kryotron [56] kurzgeschlossen. Das Magnetfeid
bleibt nun (iber beliebige Zeitraume ohne Schwankungen beste-
hen.

In Bild 10 ist eine Méglichkeit dargestellt, nach der B, durch
eine Gleichstrom-Einpragung im Wanderwellenverstirker selbst
hervorgerufen werden kann. Bei einer der beiden Leiterbahnen
des Wanderwellenverstérkers wird eine (gleichstrommaéRige) Riick-
fahrung vom Ausgang zum Eingang des Wanderwellenverstirkers
vorgenommen. Diese Riickfiihrung wird durch das Kryotron unter-
brochen und ist sonst iberall supraleitend. Wird das Kryotron
durch Einpragung eines Steuerstromes /, normalleitend gemacht,
so kann dem Wanderwellenverstarker ein Gleichstrom lnay €inge-
prégt werden. Nach Einstellung eines Stromes lnag der im Wander-
wellenverstirker das gewiinschte Magnetfeld B, hervorruft, wird
/x abgeschaltet. /,,,, flieBt jetzt iiber eine geschlossene supraleiten-
de Schleife vom Ausgang des Wanderwellenverstirkers zum Ein-
gang zuriick. Die Anschliisse a und b kdnnen nun von der externen
Glsichstromquelle abgekoppelt werden.

Zur Realisierung eines bestimmten Dispersionsverlaufes fir die
elektromagnetischen Wellen kann das Josephson-Flichenelement

Wanderwellenverstérker

10688,77 Q

Bild 10: Erzeugung des Magnetfeldes &8,
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Bild 11:
Schichten ist in der Zeichnung stark iibertrieben)

Wanderwellenverstirker mit riumlich periodischer Struktur (die Dicke der
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Bild 12:  Wanderwsllenverstirker mit diskraten Josephson-Elementen
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Bild 13: Waenderweilenverstérker mit diskreten Josephson-Elementen und diskret

heaahild Lei "

mit einer in Bild 1 nicht eingezeichneten Fldchenstruktur versehen
werden. Bild 11 zeigt einen Wanderwellenverstérker, bestehend
aus zwei supraleitenden Schichten mit einer raumlich periodischen
Flachenstruktur. Im ibrigen gelten die Dimensionisrungsgrundia-
gen nach Bild 1. Leitungen mit rdumlich periodischen Strukturen
weisen DurchlaB- und Sperrbereiche fiir die elektromagnetische
Woelle auf [67 und 58]. Mit einer Geometrie nach Bild 11 kann
daher das in Bild & dargestelite Dispersionsdiagramm realisiert
werden.

AbschlieBend sollen noch zwei weitere Reslisierungsmégtichkeiten
des Wanderwellenverstérkers kurz erwdhnt werden. Ebenso wie
Leitungen durch eine Nachbildung mit diskreten Bauslementen
realisiert werden kénnen, ist das auch bei Wanderwellenverstarkern
méglich [18, 19]. In Bild 12 werden zwischen kurzen Leitungsele-
menten mit der Lénge 4/ diskrete (nicht flaichenhafte) Josephson-
elemente (JE) geschaltet. Die JPW entsteht dadurch, daR alle
Josephsonelemente auf U, vorgespannt sind, die Stréme mit w,
oszillieren und auBerdem jede von einem Leitungselement der
Ldnge 4/ und den beiden angrenzenden Josephsonelementen
gebildete Masche von sinem bestimmten magnetischen FIuR @,,.,
durchsetzt wird. Dadurch entsteht eine Quantenphasendifferenz

2

80=20,., (78)

zwischen benachbarten Josephsonslementen, sofern die Masche
durchgehend supraleitend ist [4, 6]. Bild 13 zeigt eine Konfigura-
tion, bei der auch die zwischen den Josephsonelementen befind-
lichen Leitungselemente diskret nachgebildet sind. Bei der digkre-
ten Leitungsnachbildung wird ein Dispersionsdiagramm nach Bild
3 oder Bild 4 erzielt.

Da man bei den Anordnungen nach Bild 12 und 13 kleinfldchige
Josephsonelemente und Leitungselemente mit hoherem Wellenwi-
derstand verwenden kann, bleibt ein groRerer konstruktiver Frei-
heitsgrad zur Erzielung héherer Wellenwiderstinde offen. Der einzi-
ge zur Zeit in Hinblick auf Empfindlichkeit und Frequenzbereich
vergleichbare Verstirker ist der Maser. Beim Maser ist jedoch

Wiss. Ber. AEG-TELEFUNKEN 60 (1977) 4/5

ebenfalls Kiihlung mit flissigem Helium erforderlich. Die Struktur
des Wanderwellenverstirkers aus schwach gekoppelten Supralei-
tern ist kleiner und einfacher als die des Masers. AuBerdem sind
héhere Bandbreiten zu erzielen als beim Wanderwellen-Maser,
da bei ihm die Bandbreite durch die Breite der Energieniveaus
der Atome, beim supraleitenden Wanderwellenverstirker hingegen
nurdurch die (konstruktiv leicht beeinfluBbare) Leitungsdispersion
begrenzt ist. Sofern die technologischen Probleme der Herstellung
befriedigend geldst werden kénnen, ist der supraleitende Wan-
derwellenverstarker eine interessante Alternative zum Maser.
NE3-UL
Eingang 18.5. 77
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A DC-pumped Josephson travelling-wave amplifier
Peter Russer
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In this paper a travelling-wave amplifier formed by a one-dimensional
Josephson junction line is investigated theoretically. Electro-magnetic
waves propagating in the Josephson junction line are amplitied by interac-
tion with a pump wave. This pump wave is generated by a DC voltage
and a transverse stationary magnetic field, both applied to the Josephson
junction line.

The Josephson line (Fig. 1) is formed by two superconductors separated
by a small insulation barrier of thickness d. The Josephson current /,
per unit of length in x-direction depends on the quantum phase difference
@(x,t) an the line voltage U (x,t) (eq. (11)). The time and space depend-
ence of @ (x,t) is governed by the line voltage U (x,t) and by a transverse
magnetic field 8, (x.¢) (eq. (2a), (12)). A DC voltage U, and a spatially
and temporarily constant transverse magnetic field 8, generate a quantum
phase wave propagating in positive x-direction with angular frequency
wy (8q. (3)) and wave vactor ki, (eq. (24)). It is assumed that due
to the dispersion relations of the Josephson junction line an electro-magnet-
it wave with wave vector k;, does not exist at the angular frequency
w,. By means of appropriate line structures dispersion diagrams as shown
in Figs. 3 to 6 may be achieved. Electro-magnetic waves at the signal
angular frequency w, and the idler angular frequencies w,; and w,,
propagate with the wave vectors k,, k., and k,,,. If the conditions (26),
(27) and/or (26), (28) are satisfied, parametric amplification of the electro-
magnetic waves is possible. A system of linear differential equations
((31) to (33)) for the complex small signal amplitudes @, @,, and
@, of the quantum phase wave is derived by inserting the '‘Ansatz”
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p in tunnel junctions.

(29) in the Josephson junction line equation (17). The complex voltage
and current amplitude U,, /,, the characteristic line impedance Z,, and
the power P, flowing in positive x-direction are given by eq. (34),
(38), (37), (41) (v=s, b1, h2).

The power amplification of a lossless (8 =B, =0) travelling-wave amplifier
of length 1 with both idler frequencies is given by eq. (50). The parameter
# is defined by equation (43) and the Josephson penetration depth
A; by eq. (19). For a Josephson junction line with /,,,,=0,5-10¢ Am 2,
d=10A, d,=900A, A,=763um and for w,/2n=100 GHz,
wo/21 =500 GHz, w,,/2n =400 GHz and w,,/2m =600 GHz we calculate
Uo=1,034 mV, B,=1,148.10 *Vsm 2 and #=1,97-10m '. For the
amplifier with a single idler frequency at w,, the power gain is given
by eq. (60a) for the output signal at w,, and by eq. (62) for the
output signal at w,,. The dependencé of power gain on line width
is shown in Fig. 6 for two idler frequencies w,,, w,, (for the single
idler frequency w,,, in Fig. 7).

The sensitivity of the travelling-wave amplifier is limited by the idler
input termination noise and the DC Josephson current shot noise. For
the single idier (w,,) parametric amplifier the idler input termination
yields the noise figure F (eq. (67) and appropriate solution for eq.
(68) for 2T, > fiw,,, and 2kT, > hw,) and 24/ 1. The ratio of the output
noise power P; (due to shot noise) to output signal power P, (eq.
(74)) can be neglected since the characteristic line impedance Zy is
smaller than #/e” =4108.35 ohms by several orders of magnitude.

A Josephson line is shown in Fig. 10 with strongly nonlinear dispersion
to achieve mismatch between quantum phase wave and electro-magnetic
wave at w,. Examples of iterated travelling-wave amplifiers with discrete
Josephson junctions are shown in Figs. 11 and 12.
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