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Rauschanalyse von linearen Netzwerken

Peter Russer und Herbert Hillbrand

Einleitung und Zusammenfassung

Bei einer Vielzahl von linearen elektrischen Netzwerken besteht
der Wunsch, das Rauschverhalten mit hoher Genauigkeit vorher-
sagen zu kénnen. Beispiele dafiir sind lineare, monolithisch
integrierte Breitband-Verstdrker. Bei ihnen wird zur Lineari-
sierung des Frequenzganges hauptsichlich von der Widerstands-
gegenkopplung und der frequenzabhangigen Fehlanpassung
Gebrauch gemacht, da Kapazititen und Induktivitaten in dieser
Technologie schwer realisierbar sind [1]. Da Widerstandsgegen-
kopplung und Fehlanpassung zu betrdchtlicher Verschlechte-
rung des Rauschverhaltens flihren kdnnen, ist diesbezlglich eine
moglichst genaue theoretische Vorhersage wiinschenswert.
Den Ausgangspunkt fiir solche Rechnungen liefert dabei die
vollstandige Kenntnis des Rauschverhaltens der einzelnen Bau-
elemente, die entweder durch theoretische oder mefdtechnische
Methoden gewonnen wird. Bei der Berechnung der Rauschzahl
eines Transistorverstarkers ist es beispielweise sinnvoll, von den
gemessenen Rauschkenngrofen der Transistoren und den theo-
retischen Werten fir das thermische Rauschen der Widerstande
auszugehen. Das Rauschverhalten einzelner Bauelemente kann
durch Anwendung von Rauschanalyseverfahren auf ein physi-
kalisches Ersatzschaltbild bestimmt werden, sofern den einzelnen
Elementen des physikalischen Ersatzschaltbildes bekannte
Rauschquellen zugeordnet werden konnen und die Abhéngigkeit
der Rauschquellen voneinander bekannt ist [2, 3]. Oft reichen die
Kenntnisse iber Bauelemente aber nur dazu aus, aufgrund theo-
retischer Uberlegungen die Struktur eines physikalischen Ersatz-
schaltbildes festzulegen. Die Parameter der Elemente des Ersatz-
schaltbildes miissen dann aus Messungen an dem Bauelement
gewonnen werden. So kénnen etwa bei Transistoren die Ele-
mentparameter auch komplexer physikalischer Ersatzschalt-
bilder durch Messung der Kleinsignal-Vierpolparameter bei ver-
schiedenen Arbeitspunkten und verschiedenen Frequenzen fest-
gestellt werden. In dem physikalischen Transistor-Ersatzschalt-
bild konnen aufgrund allgemeiner theoretischer Kenntnis liber die
Rauschmechanismen im Transistor die Rauschstromquelien und
deren Korrelationen angegeben werden. Mit Hilfe der linearen
Rauschanalyse lassen sich daraus die Rauschkenngréfen des
Transistors berechnen. Mogliche Anwendungen der Rausch-
analyse an genauen physikalischen Ersatzschaltbildern von Bau-
elementen liegen in der Optimierung des Rauschverhaltens von
Bauelementen durch Variation der Bauelementparameter (deren
Zusammenhang mit den Elementen des Ersatzschaltbildes dabei
bekannt sein muR) und in der Vorhersage des Rauschverhaltens
aus Messungen des Kleinsignal-Ubertragungsverhaltens.

Die ublichen Methoden der /inearen Netzwerkanalyse sind zur
Behandlung rauschender Netzwerke wegen des stochastischen
Charakters der Rauschsignale nicht geeignet. Der prinzipielle
Unterschied zwischen einem determinierten Signal und einem
Rauschsignal liegt in mangelnder Kenntnis des zeitlichen Verlaufs
oder des Spektrums des letzteren. Von einem Rauschsignal lassen
sich weder Amplitudenspektrum, noch Leistungsspektrum ange-
ben, sondern nur mittlere spektrale Leistungsdichten [2 bis 7].
Statistische Momente héherer Ordnung lassen sich zwar auch be-
stimmen, im allgemeinen reicht aber die Kenntnis der mittieren
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spektralen Leistungsdichten aus. Zu ihrer Berechnung kann man
verschiedene Wege beschreiten: Zunachst kann man formal mit
Amplitudenspektren rechnen und nach einer algebraischen
Lésung des Problems den algebraischen Ausdruck fiir die ge-
suchte spektrale Leistungsdichte bestimmen und nur die dabei
gewonnene Endformel numerisch auswerten. Dabei lassen sich
zwar die ublichen Methoden der /inearen Netzwerkanalyse an-
wenden, man erhélt aber bereits bei einfachen Netzwerken sehr
komplizierte algebraische Ausdriicke. Des Weiteren ist das Ver-
fahren fiir die rechnerunterstiitzte numerische Netzwerkanalyse
ungeeignet. Prinzipiell besteht auch die Mdoglichkeit, numerisch
mit Amplituden von Signalen, deren spektrale Leistungsdichte
der mittleren spektralen Leistungsdichte des Rauschsignales ent-
spricht, zu rechnen. Die Berlicksichtigung der Korrelation der
einzelnen Rauschquellen fihrt dabei aber zu erheblichen Schwie-
rigkeiten.

Wesentliche Vorteile bietet das Rechnen mit Korrelationsspektren
[2, 4 bis 7]. Sie sind in einfacher Weise physikalisch interpretier-
bar, denn der Bezug zu meRbaren Groflen ist leicht herstelibar.
Der auf der Anwendung von Korrelationsspektren aufbauende
mathematische Apparat zur Rauschanalyse linearer Netzwerke ist
einfach zu handhaben, kann aus den entsprechenden Methoden
zur Analyse linearer Netzwerke leicht hergeleitet werden, er-
méglicht die numerische Behandlung der Probleme und gestattet
dabei in einfacher Weise die Beriicksichtigung beliebiger Kor-
relationen zwischen den im Netzwerk vorhandenen Rausch-
quellen.

Der in fritheren Arbeiten bereits dargestellte Formalismus fir das
Zusammenschalten von rauschenden Vierpolen [8, 9] wird hier
auf das Zusammenschalten von rauschenden n-Toren verall-
gemeinert. Diese Arbeit behandelt ausschlieRlich lineare rau-
schende Netzwerke. Im ersten Abschnitt werden die Korrelations-
spektren, deren Bezug zu mef3baren GrofRen und deren Bezug zu
anderen zur Beschreibung des Rauschverhaltens von Netzwerken
gebrauchlichen GroRen diskutiert. In den folgenden Abschnitten
werden der allgemeine Formalismus der Analyse linearer
rauschender Netzwerke mit Korrelationsmatrizen, die Beschrei-
bung des Rauschverhaltens von n-Toren durch Korrelations-
matrizen, die Transformationen beim Ubergang zwischen ver-
schiedenen n-Tor-Darstellungen und das Zusammenschalten von
n-Toren behandelt. Zuletzt wird als praktisches Beispiel fur die
Anwendung der Theorie die Berechnung der Rauschzahl eines
mehrstufigen Transistorverstarkers skizziert.

1. Beschreibung linearer rauschender Netzwerke

mit Korrelationsspektren

Die Analyse linearer Netzwerke mit determinierten Signalquellen
wird gewohnlich im Frequenzbereich durchgefithrt und lauft auf
die Aufstellung und Auflésung eines linearen komplexen
Gleichungssystems hinaus [10]. Dabei hangen die Koeffizienten
des Gleichungssystems von den Netzwerkelementen ab, und die
Variablen stellen komplexe Signalamplituden dar. Bei der Be-
trachtung rauschender Netzwerke ist aber zu berlcksichtigen,
daB Rauschsignale stochastische GroRen sind, iber deren zeit-
lichen Verlauf und Uber deren Amplitudenspektrum sich keine
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Voraussage machen laRt. Uber Mittelwerte lassen sich hingegen
auch bei stochastischen Grofen Aussagen machen. Von be-
sonderem Interesse sind dabei die quadratischen Mittelwerte
und die mittleren spektralen Leistungsdichten. Aus linearen
Mittelwerten und gemittelten Amplitudenspektren lassen sich
namlich keine Aussagen (ber die Schwankungsanteile von
Signalen ableiten, da dabei eben diese herausgemittelt werden,
wihrend Mittelwerte hoherer Ordnung keine zusétzliche In-
formation bieten, wenn die quadratischen Mittelwerte und die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Amplitudenwerte bereits
bekannt sind.

Wir setzen in der gesamten Arbeit voraus, da® wir es mit statio-
naren und ergodischen Rauschsignalen zu tun haben, daBl also
die Mittelwerte Grenzwerten zustreben, die gegenlber zeit-
lichen Translationen invariant sind, und daR die ze/t/ichen Mittel-
werte mit den unten behandelten Scharmittelwerten identisch
sind [2, 6, 7].

In dieser Arbeit sollen zur Beschreibung der Rauschgrofen in
linearen rauschenden Netzwerken Korrelationsspektren ver-
wendet werden [2, 4 bis 8]. Fiir ein anschauliches Verstandnis
des Korrelationsspektrums ist es sinnvoll, auf den engen Zusam-
menhang zwischen dem praktischen MefBprozel8 bei der Bestim-
mung mittlerer Rauschleistungspektren und der mathematischen
Definition des Korrelationsspektrums hinzuweisen: In Bild 1 ist das
Blockschaltbild einer realen MeRBanordnung zur Messung eines
mittleren Rauschleistungsspektrums dargestellt [2]. Das vom
MeRobjekt abgegebene Rauschsignal wird zunachst verstarkt.
Dann folgt ein Filter, das aus dem verstarkten Rauschsignal einen
schmalen spektralen Bereich aussiebt. Bei einem unendlich
schmalbandigen Filter wére die Amplitude des Filter-Ausgangs-
signals dem Betrag des Signalspektrums bei der DurchlaBR-
frequenz des Filters proportional. Bei realisierbaren Filtern jedoch
ist die Impulsantwort nur fiir £ > 0 von Null verschieden und
geht aus Stabilitdtsgriinden fiir t — oo exponentiell gegen Null.
Das Ausgangssignal des Filters entsteht durch Faltung des
Eingangssignals mit der Impulsantwort des Filters [7]. Zerlegt
man die Impulsantwort in einen mitder Mittenfrequenz des Filters
oszillierenden Faktor und einen Faktor, der fir ¢ < O verschwin-
det und fiir ¢ > O abklingt, so kann das Faltungsintegral als
Fouriertransformation interpretiert werden, wobei die Zeit-
funktion im Fourierintegral das Produkt aus der Zeitfunktion des
Eingangssignals und dem nicht oszillierenden Faktor der Impuls-
antwort des Filters ist. Das Eingangssignal wird also, bevor es der
Fouriertransformation unterzogen wird, fiir alle Zeiten die groRer
als der Zeitpunkt der Messung sind, mit Null gewichtet und fiir
Zeiten vor dem MeRzeitpunkt mit der Einschwingzeitkonstanten
des Filters exponentiell abklingend gewichtet: Durch das Filter
wird nicht die Fouriertransformierte des Eingangssignals ermittelt,
sondern die Fouriertransformierte eines begrenzten zeitlichen Ab-
schnitts des Eingangssignals. Wahrend man bei determinierten
Signalen aus der Fouriertransformierten eines zeitlich begrenzten
Ausschnitts des Signales im allgemeinen Ruckschliisse auf das
Fourierspektrum des vol/stindigen Signales machen kann, ist das
bei Rauschsignalen (also stochastischen Signalen) grundsatziich
unmoglich. Das hat die folgenden Griinde: Bei determinierten
Signalen hat man es im allgemeinen entweder mit zeitlich be-
grenzten Signalen oder mit zeitlich nicht begrenzten Signalen zu
tun, deren Fouriertransformierte eine endliche Anzahl von
Singularitdten enthalt. Das Fourierspektrum eines zeitlich be-
grenzten Signales kann in trivialer Weise durch eine zeitlich be-

Mefobjekt Filter

Bild 1: Anordnung zur Messung der spektralen Rauschleistungsdichte
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grenzte Messung ermittelt werden. Bei zeitlich nicht begrenzten
Signalen, deren Fouriertransformierte eine endliche Anzahl von
Singularitaten enthélt, kann das Fourierspektrum mit beliebiger
Genauigkeit rekonstruiert werden, wenn die spektrale Auf-
losung bei der Messung klein gegeniiber dem Abstand der
Singularitdten im Fourierspektrum des Signales ist (dabei wird
davon ausgegangen, dal® nach dem Filter Amplitude und Phase
des Signales bestimmt werden). Bei einem stochastischen Signal
ist eine derartige Rekonstruktion aus der in einem endlichen Zeit-
intervall durchgefiihrten Messung nicht moglich: Bei der
Rauschmessung besteht kein Zusammenhang zwischen Ampli-
tude oder Phase des Ausgangssignals des Filters zu zwei Zeit-
punkten, deren Abstand groB im Vergleich zur Einschwingzeit-
konstanten des Filters ist. Ebenso wirde zwischen den Filter-
Ausgangssignalen, die mit zwei Filtern zum gleichen Zeitpunkt
aus dem Rauschsignal ausgesiebt werden, keine feste Phasen-
beziehung bestehen, wenn der Abstand der Mittenfrequenzen
der beiden Filter grof? gegeniiber der Bandbreite der Filter wire.
LaBt man die Einschwingzeit des Filters gegen oo
gehen, so folgt daraus, da man zur genauen Beschreibung des
Amplitudenspektrums des Rauschsignals in einem beliebig
kleinen Frequenzintervall die Anzahl der Stutzstellen gegen
Unendlich gehen lassen muf. Das Amplitudenspektrum des
Rauschvorgangs ist folglich prinzipiell meB8technisch nicht er-
fal3bar.

MeRtechnisch erfaRbar sind lediglich die Fourierspektren end-
licher zeitlicher Abschnitte von Rauschsignalen. Zerlegt man ein
Rauschsignal in endliche zeitliche Abschnitte, so besteht die
Méglichkeit von jedem dieser Abschnitte ein Fourierspektrum zu
bestimmen. Uber die Schar dieser Fourierspektren kénnen Mittel-
werte gebildet werden. Wegen der Gleichverteilung der Phasen-
winkel der komplexen Amplituden verschwinden dabei die
linearen Mittelwerte. Die Absolutquadrate der komplexen Ampli-
tuden dagegen geben (bis auf einen Normierungsfaktor) die
spektrale Leistungsdichte der Signale an und erlauben eine sinn-
volle Mittelwertbildung. Diese Mittelwertbildung wird von der
MeBanordnung nach Bild 1 im Prinzip vorgenommen: Am Aus-
gang des Filters liegt ein Signal, dessen Amplitude dem Betrag
der Fouriertransformierten (bei der Mittenfrequenz des Band-
filters) eines endlichen Zeitintervalls des Eingangssignals pro-
portional ist. Ob man dabei ein endliches Zeitintervall des Ein-
gangssignals herangezogen hat oder das Eingangssignal mit
einem fiir ¢ - — oo exponentiell gegen Null gehenden Faktor
bewichtet, ist hier belanglos. Bei einer bestimmten Einschwingzeit
des Filters kann man etwa davon ausgehen, daB man die Fourier-
transformation (ber einen zeitlichen Ausschnitt dieser Linge
erstreckt hat. Das Ausgangssignal des Filters wird in der An-
ordnung nach Bild 1 zunachst verstarkt und dann quadriert. Am
Ausgang des Quadrierers entsteht ein Signal, das ebenfalls
stochastisch ist. Es hat spektrale Anteile in der Umgebung der
Frequenz Null und in der Umgebung der doppelten Mitten-
frequenz des Filters. Letztere werden im nachfolgenden Tiefpal®
in jedem Fall abgeschnitten. Dariiberhinaus ist es aber not-
wendig, die Bandbreite des Tiefpasses wesentlich kleiner zu
machen als die Bandbreite des Filters. Das Zeitintervall, das zur
Mittelung des momentanen Leistungsspektrums dient, ist dann
groR im Vergleich zum Zeitintervall, wo dem Rauschsignal eine
Probe fir die Fouriertransformation entnommen wird. Auf diese
Weise kann eine mittlere spektrale Leistungsdichte iberhaupt
erst bestimmt werden. Sie kann mathematisch in folgender Weise
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definiert werden: Von einem stochastischen Signal s () wird der
Ausschnitt

s(e)yfurfe| <T
st(t) = (1
0 fur|e|>T

gewahlt, Seine Fouriertransformierte ist das Amplitudenspektrum

+ oo
St(f) = [ sr(1) e 2miftde @

— 00

Wenn im folgenden die Amplitudenspektren stochastischer Si-
gnale verwendet werden, so sind das immer die durch den Index
T gekennzeichneten Fouriertransformierten eines zeitlichen Aus-
schnitts der Linge 2T des an einem Element des Ensembles ge-
messenen Rauschsignals. Mit diesem auf ein bestimmtesZeitinter-
vall bezogenen Amplitudenspektrum Sy (f) darf formal gerechnet
werden, solange nicht vergessen wird, dall es als Reprasentant
einer Schar vieler Spektren angesehen werden muB, die in dem
endlichen Zeitintervall — T bis + 7 gemessen wurden. Aus die-
sem Grunde ist jedoch keine numerische Rechnung maglich. Man
kann mit Amplitudenspektren nur algebraisch rechnen und darf
erst nach Ubergang zu mittleren Leistungsdichten numerische
Werte einsetzen.

Der Zahlenwert der St (f) selbst gibt aber nur im entsprechenden
Zeitintervall (und bei einem ganz bestimmten MeRobjekt aus dem
Ensemble gleichartiger MeRobjekte) Auskunft iber den zeit-
lichen Verlauf von s(¢) und gibt keinen AufschluR Uber die
statistischen Eigenschaften des Ensembles zu beliebigen Zeit-
punkten.

Die spektrale Leistungsdichte ist (bis auf einen dimensions-
behafteten Faktor) durch (1/2 T) §; (f) - §7(f) gegeben. Werden
mehrere derartige endliche Zeitintervalle der Lange 27 heraus-
gegriffen, oder im gleichen Zeitintervall Messungen an Elemen-
ten aus einem Ensemble physikalisch gleichartiger Objekte
durchgefiihrt, so fiihren diese Messungen zu einer Schar von
spektralen Leistungsdichten. Uber diese Schar kann der Mittel-
wert (1/2T) < S;(f) - 87 (f) > gebildet werden. Die Symbole
< ...> werden im folgenden zur Bezeichnung des Scharmittel-
wertes) verwendet. Erst wenn er gebildet wurde, ist der Grenz-
ibergang 7 — oo sinnvoll. Die Funktion

1
C(f) = lim 37 < S;(f) - ST(f) > (3)

T—>o00

wird als Autokorrelationsspektrum bezeichnet. Durch sie wird
jene MeRgroRe mathematisch reprasentiert, die man durch die in
Bild 1 gezeigte MeRapparatur mit beliebiger Genauigkeit be-
stimmen kann?).

Als einfaches Beispiel sei das Autokorrelationsspektrum eines
thermisch rauschenden Leitwertes angegeben. Das Autokorre-
lationsspektrum der Ersatzrauschstromquelle eines linearen Leit-
wertes Y (f) im thermodynamischen Gleichgewicht ist bekannt-
lich [2]

CY(f) = 2kTo - Re {Y ()} (4)

Das mittlere Schwankungsquadrat in einem Frequenzintervall
erhalt man durch Integration des Autokorrelationsspektrums uber

1 N
1) <xp = lim N PA'S
N—oo i=1

wobei die x; Parameter sind, die an einem Ensemble von N physikalisch gleich-
artigen Objekten gemessen werden.

2) Eine mathematische Analyse des MeBprozesses wird in [2], Abschnitt 6.1.3
durchgefihrt.
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die positiven und negativen Frequenzen dieses Intervalls. In
einem kleinen Frequenzintervall, in dem Y (f) ndherungsweise als
konstant angenommen werden kann, ist

G2y = 2AF- CY(f) = 4kTo Re {Y(f)} Af (5)

der quadratische Mittelwert des eingepragten Rauschstroms.
Das ist die bekannte Formel fiir das thermische Rauschen.
Kann man das Amplitudenspektrum St (f) als Linearkombination
mehrerer Amplitudenspektren S (f)

ST(f)=Zli(f) Sir (f) (6)

schreiben3) (wobei die komplexen Koeffizienten A; (f) ebenfalls
von der Frequenz abhéngig sind), so gilt nach Gl. (3)

C(f) = {Z’i (f) 2 () Cy () (7)
mit
1
Ci (f) = lim T<Sar(f) “Skr (F) (8)
. T—o0 T

Die C;;(f) sind die Autokorrelationsspektren. Die C;. (f) mit
i = k werden als Kreuzkorrelationsspektren bezeichnet. Sie sind,
wie man aus Gl. (7) ersieht, neben den C;; zur Darstellung des
Autokorrelationsspektrums C notig. Sind die stochastischen
Signale s; (£) und s, (t) statistisch unabhéangig, so gilt C;, = 0.
Allgemein ist aber

Cin (f) = Cii (N (9)
und

| Cuc(h) | < Cii () - Cuc () (10)
Giltin GI. (10) das Gleichheitszeichen, so sind die Signale mit den
Indizes 7 und k vollstandig korreliert. Determinierte Signale sind,
wie man aus GIl. (8) leicht erkennt, grundsatzlich vollstidndig
korreliert, da bei ihnen die Scharmittelwertbildung in Gl (8)
weggelassen werden kann, und dann in GI. (10) das Gleichheits-
zeichen gilt.

Zur Bestimmung der Kreuzkorrelationsspektren zweier Signale
kann man im Prinzip so vorgehen, dal® man mit identischen Band-
filtern aus beiden Signalen schmale spektrale Bereiche heraus-
filtert, aus den beiden so gewonnenen Signalen das Produkt und
davon dann den Mittelwert bildet4). Praktisch fallt es jedoch ins-
besondere bei hohen Frequenzen leichter, das Autokorrelations-
spektrum einer Superposition mehrerer stochastischer Signale
zu messen und durch Variation der bekannten Koeffizienten der
Superposition die Autokorrelations- und Kreuzkorrelations-
spektren zu ermitteln. Dieses Verfahren wird auch im folgenden
Beispiel erlautert: Bild 2 zeigt das Blockschaltbild eines rauschen-
den Vierpols, dessen Eingang mit einer rauschenden Quelle mit
der komplexen Admittanz Y, (f) und mit einer idealen Rausch-
stromquelle I (f) verbunden ist.

Das Rauschverhalten eines linearen Vierpols kann nun grund-
satzlich durch zwei miteinander korrelierte Rauschquellen be-
schrieben werden [2, 3, 5]. In Bild 2 wurde die Beschreibung
durch eine Stromquelle I (f) und eine Spannungsquelle UL (f)

3) In der linearen Netzwerkanalyse hat man es stets mit Gleichungen dieser
Struktur zu tun.

4) Die Messung muB zur Bestimmung von Real- und Imaginarteil des Kreuz-
korrelationsspektrums bei diesem Verfahren zweimal durchgefiihrt werden, wo-
bei eines der beiden Signale einmal liber einen 90°-Phasenschieber zu fiihren
ist (siehe auch [2], Abschnitt 6.2).
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Ys(f) 1n I3 Vierpot Y le,Tff/

— O

1896.76

Bild 2: Rauschender Vierpol, eingangsseitig mit rauschender Quelle ab-
geschlossen

am Eingang gewahlt. In Abschnitt 3 wird gezeigt, daf dies die bei
der Darstellung des Vierpols durch die Kettenmatrix gebrauch-
lichen Ersatz-Rauschquellen sind. Die Indizierung der Rausch-
quellen und Korrelationsspektren erfolgt hier bereits in Uber-
einstimmung mit dem dort gewahlten Bezeichnungsschema.
Das Autokorrelationsspektrum der Rauschstromquelle IY; ist
bei thermisch rauschenden Quellen durch GIl. (4) gegeben.
Weiters ist I;’T () nicht mitden Rauschquellen des Vierpols korre-
liert. Das Rauschverhalten des Vierpols wird durch Angabe der
Rauschzahl F in Abhéngigkeit von der Frequenz f und der kom-
plexen Quelladmittanz Y vollstandig beschrieben. Die Rausch-
zahl F ist das Verhaltnis der spektralen Rauschleistungsdichte,
die vom Ausgang des Vierpols an die Lastadmittanz Y ab-
gegeben wird (wenn sowoh! Quelle als auch Vierpol rauschen),
zur spektralen Rauschleistungsdichte, die an Y| abgegeben wird
wenn nur die Quelle rauscht.

Zur meBRtechnischen Bestimmung der Rauschzahl eines Vierpols
sei auf die Literatur verwiesen [2, 3]. Hier soll die Bestimmung der
Autokorrelations- und Kreuzkorrelationsfunktionen der Rausch-
quellen U4 (f) und /% (f) aus der Rauschzahl bzw. aus den zur
Beschreibung des Rauschverhaltens von Vierpolen gebrauch-
lichen Parametern diskutiert werden. Entsprechend Gl. (8) er-
hilt man das Autokorrelationsspektrum von U% (f) als

A H 1 A Ax
Cy (F) = lim —2—T<UT(f) Ut (F) 1)
T—>oo
und von I% (f) zu
1
C5,(f) = lim T(-’?(f) I () (12)
T—oo T
und die Kreuzkorrelationsspektren
1
Ch, (F) = C51(f) = lim 57<U¢(f) IR () (13)

T

In gleicher Weise kann fiir die Ausgangsspannung Ut (f) des
Vierpols das zugehdrige Autokorrelationsspektrum Cz; (f) de-
finiert werden. Zur Bestimmung des Autokorrelationsspektrums
der Rauschspannung am Ausgang des Vierpols kann zunéchst
formal mit komplexen Amplituden gerechnet werden. Aus der
so gewonnenen Gleichung fiir U, (f) folgt nach Multiplikation
mit der konjugiert komplexen Gleichung, Bildung des Schar-
mittelwertes und Grenzilbergang 7 — oo

2
WINT (2T Re (YN} + Cha(h) +

Cx =Ty + v |

+ Y, (F) [ Ch () + 2Re {¥,(F) C2 (M) }] (14)

wobei V () die komplexe Spannungsverstarkung und Y, (f) die
Eingangsadmittanz des Vierpols sind. Wird der Vierpol als nicht

5) V(f) hédngt von Y ab.
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rauschend angenommen, so ist das Autokorrelationsspektrum der
Ausgangsspannung$)

[V |?

C/22(f)= lye(f) + Ys(f) ]2

“2kT, Re {Y,(f)} (15)

Da sich die an Y _ des Bildes 2 in beiden Fallen abgegebenen
spektralen Rauschleistungsdichten wie die Autokorrelationsspek-
tren der Ausgangsspannung verhalten, gilt aufgrund der oben
gegebenen Definition der Rauschzahl

Cha (F) +| Y, (F) |2 CRy (F) + 2Re {Y (f) C1, () }

F=1
* 2kT, - Re {¥,(f)}

(16)

Diese Gleichung zeigt, daR sich die Autokorrelations- und Kreuz-
korrelations-Spektren von U (f) und I%(f) bestimmen lassen,
wenn die Rauschzahl als Funktion der komplexen Quelladmittanz
Y, (f) bekannt ist. Zur vollstandigen Beschreibung des Rausch-
verhaltens eines Vierpols werden bei jeder Frequenz vier Zahlen-
werte benétigt, und zwar die der reellen und positiven Groen
C%, und C4, und Real- und Imaginarteil von C7, = C3.
Gebriuchlich ist die Charakterisierung eines rauschenden Vier-
pols durch die minimale Rauschzahl F.;, den &quivalenten
Rauschwiderstand R, und die optimale Quelladmittanz Y, [3].
Auch dabei sind zur vollstandigen Charakterisierung des Vier-
pols bei jeder Frequenz vier reelle Zahlenwerte erforderlich. Die
Rauschzahl in Abhédngigkeit von Y (f) wird nach

R () | Yope (F) = Yo(£) P

F(F) = Frin(f) + Re {¥.(f)}

a7

berechnet. Zwischen den in Gl. (17) verwendeten Grofien und
den Korrelationsspektren der Gl. (16) bestehen folgende Be-
ziehungen:

Ch (f) = 2kTo Ry (f) (18)

Co2(f) = 2kTo Ro(f) | Yopu (f) | 2 (19)
1

Ci2(f) = 2kT, [7 (Foin(f) = 1) = Bo (F) Yopr (f)] (20)

2. Der Formalismus der Analyse linearer rauschender
Netzwerke mit Korrelationsmatrizen

Die Autokorrelations- und Kreuzkorrelationsspektren der Rausch-
quellen eines linearen Netzwerkes werden in der quadratischen
(und wegen Gl. (9) hermiteschen) Korrelationsmatrix
C(f) = (Ci () (21)
zusammengefalt [4, 5]. Des Weiteren kann man die S, +(f)
durch einen Spaltenvektor

S, (f)

S:(f) = (22)

Sn,T (f)

darstellen. S¥ () ist der zu S; (f) hermitesch konjugierte Zeilen-
vektor, Gl. (8) 1aRt sich dann in Matrizenschreibweise durch

1

57 St (F) - ST () (23)

C(f) = lim

T—o0

angeben. Die Anwendung der Klammersymbole fir die Schar-
mittelwertbildung <. ..> auf die Matrix Sy (f) - S§ (f) bedeutet
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die Bildung des Scharmittelwerts hei jedem einzelnen Matrix-
element. Formal lassen sich fur die komplexen Amplituden zeit-
lich begrenzter Ausschnitte der Rauschsignale die Netzwerk-
gleichungen nach den dOblichen Methoden der Netzwerk-
analyse herleiten. Die Netzwerkgleichungen haben dann in
Matrizenschreibweise die allgemeine Form
87 (f) = M(f) - S;(f) (24)
Die Matrix M verknlipft die beiden komplexen Amplituden-
vektoren. Durch Multiplikation von rechts mit der hermitesch
konjugierten Gleichung erhdlt man

S5(f) - S7H(f) = MU(f) - S1(f) - ST (f) - M* (f) (25)

M+ (f) ist wieder die zu M (f) hermitesch konjugierte Matrix.

Nach Durchfilhrung der Scharmittelwertbildung und des
Grenziibergangs T — oo entsprechend Gl. (23) folgt
C'(f) = M(f) - C(f) - M*(f) (26)

da die durch M (f) dargestellten Netzwerkparameter determinierte
GroRen sind und M () und M~ () aus der Scharmittelwertbildung
herausgezogen werden kénnen. Der allgemeine Zusammenhang
zwischen den GlIn. (24) und (26) gibt das Verfahren an, wie aus
den Netzwerkgleichungen fiir komplexe Amplituden die Netz-
werkgleichungen fiir die Korrelationsmatrizen gewonnen werden
koénnen, da zur Transformation der Korrelationsmatrix in GI. (26)
die gleiche Transformationsmatrix M verwendet wird wie zur
Transformation des Vektors der Amplituden St (f).

3. Die Darstellung linearer rauschender n-Tore durch
Korrelationsmatrizen

In Erweiterung der friiheren Arbeiten [8, 9] wird in diesem Ab-
schnitt die Charakterisierung linearer rauschender n-Tore durch
Korrelationsmatrizen behandelt, wobei auf der Theorie linearer,
nichtrauschender n-Tore aufgebaut wird [10]. Sowoh! 2n-Pole
mit paarweise entgegengesetzt gleichen Klemmenstrémen als
auch (n +1)-Pole, bei denen alle Tore eine gemeinsame Masse
haben, lassen sich durch n-Tore darstellen. Zur vollstindigen Be-
schreibung des Rauschverhaltens eines n-Tores sind maximal n
Rauschquellen erforderlich [5]. Die mathematische Beschreibung
der n Rauschquellen erfolgt durch eine n-dimensionale qua-
dratische Korrelationsmatrix. In der mathematischen Formu-
lierung besteht zwischen (n + 1)-Pol und 2n-Pol kein Unter-
schied. Es ist nur beim Zusammenschalten von 2n-Polen darauf
zu achten, daR die Klemmenstréme paarweise entgegengesetzt
gleich groR bleiben und bei (n + 1)-Polen darauf, daR die
Masseknoten der n-Tore miteinander verbunden werden. Die
Bilder 3 und 4 zeigen rauschende n-Tore, wobei es sich in Bild 3
um einen 2n-Pol und in Bild 4 um einen (n + 1)-Pol handelt.
Die Beschreibung durch Strom- oder Spannungsquellen héngt
von der gewihiten Matrixdarstellung ab. Im Folgenden werden
die verschiedenen n-Tor-Darstellungen behandelt. Eine Unter-
scheidung zwischen 2n-Polen und (n + 1)-Polen ist hierbei
nicht notig.

3.1. Admittanzmatrix (Y-Darstellung)

Bei der Darstellung des n-Tores durch die Admittanzmatrix Y (f)
werden die Rauschquellen durch ideale Rauschstromquellen
II(f) parallel zu den Toren dargestellt (Bild 5). Die Klemmen-
spannungen und Klemmenstréme werden in den Vektoren Uz (f)
und I; (f) zusammengefaBt. Fiir die komplexen Amplituden gilt
die Beziehung

I (f) = Y (f) - Uz (f) + L7 (F) (27)
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Bild 3: Aligemeine Darstellung eines rauschenden 2n-Pols
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Bild 4: Allgemeine Darstellung eines rauschenden (7 + 1)-Pols

Bild 5: Y-Darstellung
eines rauschenden
n-Tores

Ixff)
Uslty Tt

Lxlf]
UN@ bally

Yt

I nT {f )
un,T/ﬂ¢ I )

1889.76

Die Rauschstromquellen werden durch die Korrelationsmatrix

]
CY(f) = lim F@ (F) - IT*(F))

T

(28)
beschrieben.

3.2. Impedanzmatrix (Z-Darstellung)

Wird die Impedanzmatrix Z (f) verwendet, so werden die Rausch-
quellen durch Rauschspannungsquellen U¥ (f) in Serie mit den
Toren dargestellt (Bild 6). Es gilt

U (f) = Z(f) - It (f) + UT(f) (29)
und
C*(f) = lim —1—<U¥(f) - U (Y (30)
T—o0 27
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3.3.  Hybridmatrix (H-Darstellung)

Bei der Hybridmatrix oder Serienparallelmatrix H (f) werden die
Tore des n-Tores in zwei Gruppen unterteilt. Bei der ersten Tor-
gruppe werden die Klemmenspannungen und Klemmenstrome
durch die Vektoren U, 1 (f) und I, 1 (f), bei der zweiten Tor-
gruppe durch U, 1(f) und I, (f) beschrieben. Die Rausch-
quellen werden bei der ersten Torgruppe durch eingepragte
Rauschspannungsquellen in Serie zu den Toren (dargestellt
durch den Vektor U¥ (f)), bei der zweiten Torgruppe durch
Rauschstromquellen paralle! zu den Toren (dargestelit durch den
Vektor I'; (f)) reprasentiert. Die Zahlpfeile stimmen fiir die erste
Torgruppe mit denen in Bild 6, fir die zweite Torgruppe mit
denen in Bild 5 (iberein. Es gilt

U, +(f I, (f Ul (f
( "T())=H<f)-(””)+( T(>) @)
I, 1 () U+ (f) I3 (f)
und
H,, (f H,,(f
H(f)=( 11(F) 12( )) (32)
Hyi (f)  Haxa(F)

Von den vier Teilmatrizen der Hybridmatrix H (f) miissen nur
H,, und H,, quadratisch sein. Die Korrelationsmatrix der
Rauschquellen in Hybriddarstellung ist

UK (f)
/( ! )~(UP+<f) 1¥+(f>)\

Hoey 1
ch(f) = lim () / (33)

1

Too 27 \
3.4. Inverse Hybridmatrix (P-Darstellung)

Bei der inversen Hybridmatrix oder Parallelserienmatrix P (f) wer-
den die Rauschquellen derersten Torgruppe durch Rauschstrom-
quellen paralle/ zu den Toren (zusammengefal’t in 1Z(f)), die
Rauschquellen der zweiten Torgruppe durch Rauschspannungs-
quellen in Serie mit den Toren (zusammengefalt in U% (f)) be-
schrieben. Es gilt

I (f U, +(f I8 (f
(,T())=P(f)_( ,T())+(TP()) (34)
Uz 1 (f) I, 1 (f) U= (f)
mit
P,, (f P, (f
P(f)=( 1 (f) 12()) (35)
Py, (f) P (f)

Die zugehorige Korrelationsmatrix ist

10 ()
CP(f) = lim /(T )-(1$+(f>

Mﬁ}\ e (f) urt (f))> (36)

Bild 6: Z-Darstellung
eines rauschenden
n-Tores
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n‘T{ }¢ UnzT{f)

190075
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3.5. Kettenmatrix (A-Darstellung)

Mit der Kettenmatrix A (f) werden die Spannungen und Strome
einer Torgruppe 1 als Funktion der Spannungen und Strome
einer Torgruppe 2 dargestellt. Im Gegensatz zur Hybridmatrix
muRB hier die Anzahl der Tore bei den Torgruppen 1 und 2 gleich
groB sein. Die zur Gruppe 1 gehorigen Tore werden haufig als
Eingangstore, die zur Gruppe 2 gehorigen als Ausgangstore be-
zeichnet. Die Rauschquellen werden bei der Kettenmatrix durch
Rauschstromquellen parallel zu den Eingangstoren und Rausch-
spannungsquellen in Serie zu den Eingangstoren dargestellt
(Bild 7). Die Klemmenspannungen und Klemmenstrome der
ersten Torgruppe sind in U, 1 (f), I, 1 (), die der zweiten Tor-
gruppe in U, 1 (f), I, 1 (f) zusammengefalt, die Rauschquelien
der ersten Torgruppe werden durch die in den Vektoren U$ (f)
und I%(f) zusammengefaliten Rauschspannungs- und Strom-
quellen beschrieben. Es gilt

(U1,T(f)) ( Uz,r(f)) (U¢(f))

= A(f) - + (37)

I - (f) = It () I3 (f)

mit
Ay (f AL (f

A(f)=( 11 (F) z()) (38)
Az (f)  Agp(f)

Die Korrelationsmatrix der Kettendarstellung ist

i — i VTN oae e e N

C*(f) —Tin:o 2T\ () (U7 (f) Iy (f))/ (39)

Die Korrelationsmatrix des Zweitors in der Kettendarstellung
wurde bereits in den Gln. (11) bis (14) verwendet.

3.6. Inverse Kettenmatrix (B-Darstellung)

Bei der inversen Kettenmatrix B (f) werden die Ausgangsstrome
und Ausgangsspannungen in Abhédngigkeit von den Eingangs-
stromen und Eingangsspannungen angegeben. Die Rausch-
quellen werden durch Rauschspannungsquellen in Serie zu den
Ausgangstoren (dargestellt durch UZ2(f)) und Rauschstrom-
quellen parallel zu den Ausgangstoren (dargestellt durch I; €2))
beschrieben. Es gilt

U, 1 (f) U, 1 () UE ()
= B(f) - + (40)
Iz,T(f) —11,T(f) IT(f)
mit
By (f B, (f
B(f)=(  (£) 12<>) .
Ba, (f) B (f)
Uit
I1;|'(f) _1l In/2o1,T{f)
U, +ff) é Un /2411
1T L IiATm ¢ /24T
. Aff)
Ularlt)
In/z'[(ﬁ _/'ZVT InT”)
e S
f) é
Un/Z,T( }L I:/Z,T(f) iun,T(ﬂ
190176
Bild 7: Kettendarstellung eines rauschenden n-Tores
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und mit der Korrelationsmatrix

UB (f)
CE(f) = lim /( g )~(U$+(f) IT‘”(f))\

1
oo 2T N\ \I2(F) y

3.7. Umrechnung von Signalibertragungsmatrizen und
Korrelationsmatrizen in die verschiedenen Darstellungen

In Tabelle 1 sind die Umrechnungsformeln der Signaliber-
tragungsmatrizen fir den Ubergang von einer der sechs n-Tor-
Darstellungen zu einer anderen angegeben. Wir fihren hier den
Begriff Signaliibertragungsmatrix fir die ublichen, zur Charakteri-
sierung linearer n-Tore verwendeten Matrizen ein, um im folgen-
den die Verwechslung mit den Korrelationsmatrizen auszu-
schlieRen.

Fiir die Korrelationsmatrizen existieren &dhnlich einfache Um-
rechnungsformeln wie fiir die Signalibertragungsmatrizen. Ist
die zu einer der sechs n-Tor-Darstellungen gehodrende Korre-
lationsmatrix C bekannt, so folgt der Ubergang zur neuen Dar-
stellung C’ (f) durch die Transformation

(42)

C/(f) = M(f) - C(f) - M*(f) (43)

Die Transformationsmatrizen M (f) sind in Tabelle 2 angegeben.

4. Die Zusammenschaltung von linearen rauschenden
n-Toren®)

Beim Zusammenschalten zweier oder mehrerer n-Tore zu einem
neuen n-Tor kann die Signallibertragungsmatrix des neuen n-
Tores aus den Signallibertragungsmatrizen der urspriinglichen -
Tore berechnet werden. Die Berechnung gestaltet sich bei be-
stimmten Arten der Zusammenschaltung besonders einfach,
wenn man die dafilir giinstige Darstellung der Signalubertra-
gungsmatrizen wiahlt. Ebenso kann aus den Korrelationsmatrizen,
die das Rauschverhalten der urspriinglichen n-Tore beschreiben,
die neue Korrelationsmatrix gewonnen werden, die das Rausch-
verhalten des zusammengeschalteten n-Tores beschreibt. Die
Zusammenschaltung von n-Toren mul3, wie bereits gesagt, so er-
folgen, daR bei 2n-Polen die paarweise entgegengesetzte Gleich-
heit der Klemmenstrdme gewihrleistet bleibt; und bei (n + 1)-
Polen so, daR die Bezugsknoten der einzelnen (n + 1)-Pole mit-
einander verbunden werden. Um die letztere Bedingung zu er-
fillen, muB man unter Umstanden die Darstellung der Signal-
Ubertragungs- und Korrelationsmatrix auf einen anderen Be-
zugsknoten transformieren. Im folgenden wird grundsétzlich
davon ausgegangen, daR nur die zum gleichen n-Tor gehorigen
Rauschquellen miteinander korreliert sind und dal® die Rausch-
quellen verschiedener n-Tore nicht miteinander korreliert sind.
Das ist der praktisch meist vorliegende Fall.

4.1. Paralle/schaltung

Bei der Parallelschaltung von zwei n-Toren werden die Y-
Matrizen der beiden n-Tore addiert. Bild 8 und Bild 9 zeigen die
Parallelschaltung zweier 2n-Pole und zweier (n + 1)-Pole. Das
neu entstandene n-Tor hat die Admijttanzmatrix
Y (F) = YOI (f) + Y (f) (44)
Sind CY) (f) und CY*? (f) die Korrelationsmatrizen der beiden
urspriinglichen n-Tore, so hat das neu entstandene n-Tor die
Korrelationsmatrix

CY(f) = CY () + CY(f) (45)

8) Es gilt: 2n-Pol = n-Tor unter der Voraussetzung, daR bei den n Polpaaren
die Stréme immer entgegengesetzt gleich sind. Wo nicht, muR durch Ubertrager
dafiir gesorgt werden.

Weiter gilt: (n + 1)-Pol = n-Tor, wenn der (n + 1)-te Pol der gemeinsame
Erdungspunkt fiir alle Gibrigen Pole ist.
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I (f) Bild 8: Parallelschal-
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Werden von zwei n-Toren mit den Torzahlen n, und n, je m Tore
parallel geschaltet, so teilt man die Tore beider n-Tore in je zwei
Torgruppen ein, und zwar beim n-Tor 1 in zwei Gruppen mit m
und n,-m Toren und beim n-Tor 2 in zwei Gruppen mit m und
n,-m Toren. Die Admittanzmatrizen Y{') und Y(2 der beiden
n-Tore werden in

(1) (N
YO () = (Y” ) Yiz (f)) (46)
Y YS ()
und
(2) (2)
Y () = (Yn (f) Y1z(f)) (47)
YR () YEH)

zerlegt. YY) (f) und Y3 (f) sind m-dimensionale quadratische
Matrizen. Die Matrizen Y () und Y®(f) sind von 1 bis m so
indiziert, daR die Tore 1 bis m, die parallelgeschaltet werden,
gleiche Indizes haben. YU () und Y3 (f) sind (n,-m)- bzw.
(n,-m)-dimensionale quadratische Matrizen. Nach Parallel-
schaltung der jeweils m Tore entsteht ein n-Tor mit der Admittanz-
matrix

YA +YR(E) YRE) YR

Y(f) = | YS(F) YR 0 (48)
Y2 () 0 YR ()
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und der Torzahl n, + n, — m. In gleicher Weise wird eine Auf-
teilung der Korrelationsmatrizen in

cyv()y  ci

CYO () = ( $ (f)  Ci( )) 49)
cym(r)y  cih

und

cY(2) (f) - Cﬂlz) (f) c¥(22) (f) (50)
cYA(f)  cyP(f)

vorgenommen. Die Korrelationsmatrix des zusammengeschalteten
n-Tores ist dann

cin(f) + CIP () CL() i)
cY(f) ={ci cyf) 0 (51)
A0 0 ci ()

Sollen zwei (n + 1)-Pole so parallel geschaltet werden, daR der
Bezugsknoten des zusammengeschalteten (n + 1)-Pols iden-
tisch mit dem Bezugsknoten des ersten (n + 1)-Pols ist, der
Bezugsknoten des zweiten (n + 1)-Pols aber nicht mit dem Be-
zugsknoten des ersten (n + 1)-Pols verbunden wird, so fuhrt
man beim zweiten (n + 1)-Pol einen isolierten Bezugsknoten
ein, wodurch die Torzahl von n auf n + 1 erhéht wird. Bild 10
zeigt den Ubergang vom n-Tor Y mit der Torzahl n zum n-Tor Y’
mit der Torzahl n + 1. Der Bezugspunkt des n-Tors Y wird zur
erdfreien Klemme des Tors (7 + 1) von Y’. Der Bezugsknoten von
Y’ ist vom Netzwerk isoliert. Es gelten die Beziehungen

L x (F) = L () fir k=1...n (52)
n

()=~ z I+ (F) (53)
k=1

Up () = U (F) + ULy o (D) fir k=1...n (54)

U}, +(f) ist unbestimmt. Die Stréme I ;(f) sind vonein-
ander linear abhangig. Aus den Gln. (52) bis (54) folgt

Die Gin. (52) und (53) gelten auch fiir die eingepragten Rausch-
stromquellen, und so folgt

CYy(f) = CE(h) firk,l=1...n (56a)
n

Cllnir () = —1_21 CY () fir k=1...n (56b)
n

CY,y (F) = —k21c{,, () fir 1=1...n (56c)
n n

Crlit e (F) =k);1 121 Cr () (56d)

Bei der Parallelschaltung des durch Y’ dargesteliten n-Tors wird
der isolierte Bezugspunkt von Y’ mitdem Bezugspunkt des ande-
ren Netzwerkes verbunden, wihrend die Ubrigen Klemmen be-
liebig mit Klemmen des anderen (n + 1)-Pols verbunden werden
kénnen. Durch die Parallelschaltung wird die Unbestimmtheit
von U,y 1(f) im allgemeinen aufgehoben. Beim Ubergang
von Y (f) auf Y’ (f) wird die Dimension der Matrix um 1 erhéht,
ohne daR der Rang erhoht wird, so dal® die Determinante von
Y’ (f) gleich Nuil ist und die inverse Matrix nicht existiert.

Die Einfilhrung des isolierten Bezugsknotens kann auch dazu
benutzt werden, den Bezugsknoten zu wechseln. Soll der ur-
spriingliche Knoten & der neue Bezugsknoten sein, so wird dieser
Knoten k mit dem isolierten Bezugsknoten verbunden. Dadurch
wird Uy 1 (f) = 0 und dann kdnnen (wegen der linearen Ab-
héngigkeit der Stréme I +(f) und IE:T (f) von den Ubrigen
jeweils n Stromen) die dem urspringlichen k-ten Knoten zu-
geordneten Zeilen und Spalten in Y’ (f) und CY’ (f) gestrichen
werden. Wird durch KurzschlieBen eines oder mehrerer Tore die
Torzahl reduziert, so werden allgemein die zu den kurzge-
schlossenen Toren gehdrenden Zeilen und Spalten der Signal-
ibertragungsmatrix und der Korrelationsmatrix in Y-Darstellung
gestrichen.

4.2. Serienschaltung von n-Toren und Torzahl-Reduktion
Werden zwei n-Tore in Serie geschaltet (Bild 11), so werden
sowoh! die Signaliibertragungsmatrizen als auch die Korre-
lationsmatrizen in Z-Darstellung (Abschnitt 3.2) addiert:

(57)

Z(f) =ZM(f) +ZA(f)

CZ(f) = CTV(fy + CHA(F) (58)
Die Gleichungen fiir die teilweise Serienschaltung haben in der
Z-Darstellung die gleiche Struktur wie die GIn. (48) und (51) fir
die teilweise Parallelschaitung in der Y-Darstellung. Die Z-Dar-
steliung ist des weiteren von Bedeutung fir die Torzahl-Reduktion
durch Eliminierung nicht abgeschlossener Tore: Sind ein oder
mehrere Tore eines n-Tores nicht abgeschlossen und sind die an

Bild 10: Einfihrung eines isolierten Bezugs-
knotens im Bild rechts

Yi

Yi (f) = Yi (F) firk,I=1...n (55a)
n
Yinn () == 2 Vi) fir k=1...n (55b)
1=1
n
Yi () == X Yi(f) fir 1=1...n (55c)
k=1
n n
Yigron (F) =2 2 Y () (55d)
k=11=1
Lglf) Iixlf)
14 () fodt)
Uintel * Yit) Uisle) ©
Iny(f) In(f)
(e Ihlf)
Unlf) Unlf)

I',"”(fli INalf)

Upl0)

n

O -t
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Bild 13: Kettenschaltung zweier n-Tore Bild 14: Gegengekoppelte Transistorverstirkerstufe

diesen Toren auftretenden Spannungen nicht von Interesse, so
konnen die zu diesen Toren gehdrenden Zeilen und Spalten so-
wohl in Z () als auch in CZ(f) gestrichen werden.

4.3. Serienparallelschaltung

Bei der Serienparallelschaltung zweier n-Tore (Bild 12) werden
die Tore der ersten Torgruppen beider n-Tore in Serie, die Tore
der zweiten Torgruppen beider n-Tore paralle/ geschaltet. Die
Signaliibertragungsmatrix und die Korrelationsmatrix in der H-
Darstellung (Abschnitt 3.3.) werden dabei addiert:

H (f)

= HO) () + HD (f) (59)

ch(f) = CHI(f) + CH2I(F) (60)
4.4. Parallelserienschaltung

Bei der Parallelreihenschaltung werden die Tore der ersten Tor-
gruppen beider n-Tore parallel, die Tore der zweiten Torgruppen
beider n-Tore in Serie geschaltet. Es gelten die Gleichungen

P(f) = PO (f) + PO (f) (61)

CP(f) = CPI(F) + CPA(f) (62)
4.5. Kettenschaltung

Bei der in Bild 13 dargestellten Kettenschaltung zweier n-Tore
1 und 2 gilt

A(f) = A (f) - A (f) (63)
Die Korrelationsmatrix der Kettenschaltung in A-Darstellung ist

CA(f) = CA () + A (F) CAR)(F) AMD* () (64)
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Bei Anwendung der inversen Kettenmatrix B und der zugehdrigen
Korrelationsmatrix gilt fir die Zusammenschaltung nach Bild 13

B (f) = B (f) - BM(f) (65)
und
CB(f) = B (£) C®M(f) BPF(f) + C*2(r) (66)

5. Die Rauschanalyse eines mehrstufigen
gegengekoppelten Transistorverstarkers

Um ein praktisches Beispiel fir die Anwendung der Theorie zu
geben, wird der Rechnungsgang zur Rauschanalyse eines mehr-
stufigen gegengekoppelten Transistorverstarkers skizziert. In
einer friiheren Arbeit wurde bereits an einem derartigen Beispiel
die Rauschanalyse durch Zusammenschalten elementarer Vier-
pole gezeigt [8, 9]. Hier soll ein anderer Weg beschritten werden.
Bild 14 zeigt eine Stufe des Transistorverstérkers. Die Stufe ist
mit Y, parallel, mit Y, in Serie gegengekoppelt und mit Y5 ab-
geschlossen. Die drei Admittanzen Y, Y5, Y5 weisen thermisches
Rauschen auf, so daB ihre Autokorrelationsspektren Cyq (),
Cr2(f) und Cy3(f) durch Gl (4) gegeben sind. Die Y-Matrix
des Transistors in Emitterschaltung ist

(YH Y12)
Y =

y21 y22
und seine aus Messungen bestimmte Korrelationsmatrix in Y-
Darstellung

o ¢y, Y,
ey o
21 22

(67)

(68)
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Bild 15: Zerlegung der gegengekoppelten Transistorverstarkerstufe von Bild 14

Die Transistorverstarkerstufe kann als Parallelschaltung der vier
in Bild 15 dargestellten Dreitore aufgefalt werden. Die vier
Dreitore haben die Admittanzmatrizen

Yi Yia ~Yi - Y
Y = Y21 Y22 = Y21 — Yo
Y=Yy =VYia-VYo Yir + Y2+ Yo+ Yo
(69)
Y, -Y: 0
Y@ =|-Y, Y, O (70)
0 0
0
Y@ =10 (71)
£
0 0 0
YO =]0 Y; O (72)
0o 0
Die zugehérigen Korrelationsmatrizen sind
C\1(1 CIz - \1(1 - C\1(2
cv = CL czz - CL - sz
"0\1(1 _C;1 _0\1(2"0252 C\1(1 +C¥2+C\z(1 +C;z
(73)
Cr - Cn 0
Y@= |- cn Cnn O (74)
0 0 0
0 0 O
CcY® = (0 o o (75)
0 0 Cr
0 O 0
CcY® = (0 Ciz O (76)
0 O 0
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Bei der Aufstellung der Gln. (69), (70), (71) und (73) wurde
von den Glin. (565) und (56) Gebrauch gemacht. Die vier parallel
geschaiteten Dreitore werden durch die Signaliibertragungs-
matrix

Yi+Y, Yi2=Y, =Y11= Y2
Y= Y21~V Y22 tYy+Ys3 “Y2~Y2
Y=Y Y- VYa Yi1+Y12+ Y +YoatYs
(77)
und die Korrelationsmatrix
Cr1+CI1 0\1/2_011 _C‘1(1—C§2
C'={ C}-Cn ChL+Cn+Cis —C3,-Ch,
_CL _0\2(1 _CTz_sz CT1 +C‘1(2+C\2(1 +C;z+clz
(78)

beschrieben. Zur Eliminierung von Tor 3 werden Signaliiber-
tragungs- und Korrelationsmatrix in die Z-Darstellung transfor-
miert (Tabelle 2) und dann die dritte Zeile und dritte Spalte
beider Matrizen gestrichen. Die Zwei-Tor-Matrizen werden dann
in die Kettendarstellung transformiert. Durch Anwendung der
GIn. (63) und (64) kénnen die Signallbertragungsmatrix und
Korrelationsmatrix der Kettenschaltung mehrerer Verstarker-
stufen berechnet werden und daraus mit Hilfe von GI. (16) die
Rauschzahl des mehrstufigen Verstarkers.

Wir danken Herrn J. Gruber fiir die kritische Durchsicht der
Arbeit und eine Reihe wertvoller Hinweise.

Die diesem Bericht zugrunde liegenden Arbeiten wurden mit
Mitteln des Bundesministers fiir Forschung und Technologie
geférdert. Der Bundesminister flir Forschung und Technologie
Uibernimmt keine Gewdbhr fiir die Richtigkeit, die Genauigkeit und
Vollstandigkeit der Angaben sowie fiir die Beachtung privater
Rechte Dritter. ZE/FI-UL
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