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Zusammenfassung

Die zunehmende Bedeutung aeroelastischer Untersuchungen bei der Entwicklung zu-
künftiger Verkehrsflugzeuge führt dazu, dass diese bereits in die frühen Phasen des
Flugzeugentwurfs vordringen. Die dafür erforderlichen Berechnungsmethoden sind durch
eine hohe Komplexität gekennzeichnet. Insbesondere die aerodynamische Modellbildung
stellt große Herausforderungen hinsichtlich der Modellierungsgenauigkeit und des Re-
chenaufwands dar. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Verbesserung der Effizienz und
Genauigkeit von rechnergestützten Modellen reduzierter Ordnung zur Vorhersage insta-
tionärer aerodynamischer Kräfte für aeroelastische Untersuchungen.

CFD-Methoden kleiner Störungen, auch als linearisierte CFD-Methoden bezeichnet,
sind ein effizientes und genaues Werkzeug zur Berechnung der instationären Aerody-
namik. Zur Herleitung dieser Klasse von Verfahren wird die Ordnung der Euler- bzw.
Navier-Stokes-Gleichungen reduziert, indem eine kleine, harmonische Störung der Strö-
mungsgrößen um einen Referenzzustand angenommen wird. Die Annahme ist gültig
für ausreichend kleine Auslenkungen der Flugzeugstruktur. Obwohl linearisierte CFD-
Verfahren in Bezug auf Recheneffizienz und Speicherbedarf nicht die Leistung etablierter,
auf der linearen Potentialtheorie basierender Verfahren erreichen, bieten sie eine höhere
Genauigkeit für transsonische Strömungen und geometrisch komplexe Konfigurationen.

Um die Anwendbarkeit in Richtung industrieller Untersuchungen weiter zu verbes-
sern, wird eine neuartige Randbedingung für CFD-Verfahren kleiner Störungen einge-
führt. Die Randbedingung erlaubt es die Eigenschaften der Antimetrie bei antimetrischen
modalen Strukturauslenkungen gezielt auszunutzen. Mit Hilfe der neuartigen antimetri-
schen Randbedingung können alle Simulationsfälle ohne Schiebewinkel mit einem Halb-
modell der Konfiguration behandelt werden. Der Ansatz reduziert sowohl den Speicher-
bedarf als auch den Rechenaufwand der linearisierten CFD-Simulationen etwa um die
Hälfte. Die antimetrische Randbedingung wird anhand des AGARD 445.6-Flügels und
des „NASA Common Research Models“ validiert.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist es, den Detaillierungsgrad von auf CFD-Verfahren klei-
ner Störungen basierenden aeroelastischen Untersuchungen zu erhöhen. Zu diesem Zweck
wird ein Modell entwickelt, das die Berücksichtigung von aerodynamischen Triebwerks-
effekten mit linearisierten CFD-Verfahren möglich macht. Es stützt sich auf Randbedin-
gungen, die bei CFD-Simulationen kleiner Störungen realistische Strömungsverhältnisse
an der Einlass- und Auslassebene der Triebwerksgondel abbilden. Nach der Validierung
des Triebwerksmodells wird mittels linearisierter CFD-Simulationen auf der Basis des
„NASA Common Research Models“ der Einfluss der aerodynamischen Triebwerkseffek-
te auf das aeroelastische Verhalten eines generischen Verkehrsflugzeugs untersucht. Im
Mittelpunkt der Untersuchung stehen dabei das Flatterverhalten und Sensitivitäten der
Flattergrenze.



Obwohl linearisierte CFD-Verfahren über eine große praktische Bedeutung für aero-
elastische Untersuchungen verfügen, ist ihre Anwendbarkeit durch die Annahme klei-
ner Störungen eingeschränkt. Sobald Manöver mit großen Fluglageänderungen durchge-
führt werden oder eine Flugzeugstruktur hohen Amplitudenschwingungen unterworfen
ist, können nichtlineare Effekte auftreten, die von linearisierten CFD-Methoden nicht
mehr korrekt wiedergegeben werden können. In solchen Fällen muss meist auf zeitechte
CFD-Methoden ausgewichen werden, die wiederum sehr rechenintensiv sind. Als Abhilfe
für solche Szenarien wird ein Modell reduzierter Ordnung zur Vorhersage bewegungsin-
duzierter instationärer Aerodynamik entwickelt. Das Modell ist durch ein neuronales
Netzwerk repräsentiert, das auf Faltungsoperationen basiert und über eine moderne
tiefe Architektur verfügt. Es erlaubt das nichtlineare Verhalten des aerodynamischen
Systems mit einer hohen Genauigkeit zu erfassen. Sobald ein Modell reduzierter Ord-
nung anhand der Trainingsdaten konditioniert ist, ist es in der Lage, Sequenzen der flä-
chenhaften Druckverteilung basierend auf einem Anregungssignal als Eingabe effizient
vorherzusagen. Somit bietet es die Möglichkeit, die bewegungsinduzierte, nichtlineare,
instationäre Aerodynamik für eine gegebene Konfiguration bei festgelegten Anströmbe-
dingungen zu erfassen. Auf diese Weise können rechenintensive CFD-Simulationen durch
die Anwendung des effizienteren Modells reduzierter Ordnung ersetzt werden. Die Leis-
tungsfähigkeit des Ansatzes wird anhand des LANN-Flügels demonstriert, der in einer
transsonischen Strömung eine Nickbewegung hoher Amplitude ausführt. Die instationäre
Aerodynamik des betrachteten Testfalls wird von nichtlinearen Effekten dominiert, die
durch komplexe bewegte Stoßstrukturen sowohl auf der Ober- als auch auf der Unterseite
des Flügels verursacht werden. Das Modell reduzierter Ordnung bietet eine vergleichbare
Vorhersagegenauigkeit bei einer Reduzierung des Rechenaufwands um drei Größenord-
nungen in Bezug auf nichtlineare, zeitechte CFD-Simulationen.



Abstract

The increasing importance of aeroelastic investigations in the development of future
commercial aircraft is pushing their use further into the early stages of aircraft design.
The required computational methods are characterized by a high degree of complexity. In
particular, aerodynamic modeling poses great challenges in terms of modeling accuracy
and computational effort. The focus of this work is on improving the efficiency and accu-
racy of reduced-order computational models for the prediction of unsteady aerodynamic
forces for aeroelastic investigations.

Small disturbance CFD methods, also referred to as linearized CFD methods, are
an efficient and accurate means for the prediction of unsteady aerodynamics. To derive
this class of methods, the order of the Euler or Navier-Stokes equations is reduced by
assuming a small harmonic disturbance of the flow variables about a reference state. The
assumption is valid for sufficiently small deflections of the aircraft structure. Although
linearized CFD methods do not match the performance of established linear-potential-
theory-based methods in terms of computational efficiency and memory requirements,
they provide superior fidelity for transonic flows and geometrically complex configurati-
ons.

To further improve the applicability towards industrial investigations, a novel boun-
dary condition for linearized CFD methods is introduced. The boundary condition allows
to specifically exploit the properties of antisymmetry in the case of antisymmetric modal
structural deflections. Using the novel antisymmetric boundary condition, all simulation
cases without sideslip angle can be treated with a half-model of the configuration. The
approach reduces both the memory requirements and the computational effort of the
linearized CFD simulations approximately by half. The antisymmetric boundary condi-
tion is validated based on AGARD 445.6 wing and „NASA Common Research Model“.

A further objective of the work is to increase the level of detail of aeroelastic investi-
gations based on linearized CFD methods. For this purpose, a model is developed that
facilitates the consideration of aerodynamic engine effects by means of linearized CFD
methods. It is based on boundary conditions that represent realistic flow conditions at
the intake and nozzle planes of the engine nacelle in linearized CFD-simulations. After
validation of the engine model, linearized CFD simulations based on „NASA Common
Research Model“ are used to investigate the influence of aerodynamic engine effects on
the aeroelastic behavior of a generic commercial aircraft. The focus of the investigation
is on the flutter behavior and sensitivities of the flutter boundary.

Although linearized CFD methods are of great practical importance for aeroelastic
investigations, their applicability is limited by the assumption of small disturbances. As
soon as maneuvers with large attitude changes are performed or an aircraft structure
is subjected to high amplitude oscillations, nonlinear effects may occur which can no
longer be correctly reproduced by linearized CFD methods. In such cases, it is usually



necessary to fall back on time-accurate CFD methods, which are highly computational-
ly extensive. As a remedy for such scenarios, a reduced-order model for the prediction
of motion-induced unsteady aerodynamics is developed. The model is represented by
a convolutional neural network with a state-of-the-art deep architecture. It allows to
capture the nonlinear behavior of the aerodynamic system with a high accuracy. Once
a reduced-order model is conditioned using the training data, it is able to efficiently
predict sequences of surface pressure distribution based on an excitation signal as input.
Consequently, it provides the ability to capture the motion-induced, nonlinear, unsteady
aerodynamics for a given configuration at specified inflow conditions. Thus, computatio-
nally intensive CFD simulations can be replaced by the application of the more efficient
reduced-order model. The performance of the approach is demonstrated based on LANN
wing performing a high amplitude pitching motion in a transonic flow. The unsteady ae-
rodynamics of the considered test case is dominated by nonlinear effects due to complex
moving shock structures both on the upper and lower surface of the wing. The reduced-
order model provides comparable predictive accuracy at a reduction in computational
effort of three orders of magnitude with respect to CFD simulations.
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4.25 Vergleich der Re ĉp-Verteilung: kred = 1,0. . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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1 Einleitung

1.1 Allgemeine Einführung

Bei umströmten Strukturen, die elastisch verformbar sind, kann es zu Wechselwirkungen
zwischen den Trägheitskräften, elastischen Kräften sowie den aerodynamischen Kräften
kommen. Die Disziplin, die sich mit den Wechselwirkungen der aerodynamischen Kräf-
te mit der flexiblen Struktur beschäftigt, wird als Aeroelastik bezeichnet. In Abb. 1.1
ist das Dreieck der Aeroelastik dargestellt, das im Zusammenhang mit luftfahrttechni-
scher Forschung eingeführt wurde [15]. Aerodynamische, elastische und Trägheitskräfte
bilden jeweils einen der Eckpunkte des Dreiecks. Durch die Interaktion der Trägheits-
kräfte mit elastischen Kräften entstehen Strukturschwingungen. Die Disziplin, die sich
mit solchen Phänomenen beschäftigt, wird als Strukturdynamik bezeichnet. Die Flug-
dynamik befasst sich wiederum mit der Wechselwirkung zwischen Trägheitskräften und
aerodynamischen Kräften. Bei der statischen Aeroelastik steht das Zusammenspiel der
aerodynamischen und elastischen Kräfte im Mittelpunkt. Die dynamische Aeroelastik
bezieht zusätzlich die Trägheitskräfte in die Betrachtung mit ein.

Aerodynamische
Kräfte

Elastische
Kräfte

Trägheitskräfte

Statische
Aeroelastik

Flugdynamik

Dynamische
Aeroelastik

Strukturdynamik

Abbildung 1.1: Dreieck der Aeroelastik, nach [15].

Die wichtigsten aeroelastischen Phänomene lassen sich grob in Antwort- und Sta-
bilitätsprobleme einteilen. Bei Antwortproblemen sind sowohl die systemabhängigen
Kräfte als auch extern auf das System einwirkende Kräfte von Bedeutung. Externe
Luftkräfte können durch Windböen und atmosphärische Turbulenzen entstehen. Eine
weitere Ursache für externe Luftkräfte im transsonischen Geschwindigkeitsbereich sind
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die durch Verdichtungsstöße induzierten dynamischen Strömungsablösungen. Die durch
solche Ablösungen hervorgerufenen aeroelastischen Vorgänge, werden pauschal als Buf-
feting (deutsch: Schütteln) bezeichnet [28]. Die Antwortprobleme führen in der Regel
nicht zum Strukturversagen. Sie können allerdings starke Strukturschwingungen verur-
sachen. Dadurch kann es zur erhöhten Materialermüdung, zusätzlichen Wartungskosten
und Unbehagen der Passagiere kommen [50,58,72].

Stabilitätsprobleme spielen bei aeroelastischen Untersuchungen eine zentrale Rolle.
Zur Formulierung solcher Probleme wird die Annahme getroffen, dass aerodynamische
Kräfte von der Strukturauslenkung abhängen. Somit werden ausschließlich systemabhän-
gige Kräfte betrachtet. Kommt es bei einem aeroelastischen System zu einer positiven
Rückkopplung zwischen der Strömung und der Struktur, wird die Amplitude der Struk-
turauslenkung angefacht bis es entweder zum Strukturversagen oder Grenzzyklus kommt.
Zu den wichtigsten statischen aeroelastischen Instabilitäten gehört die Divergenz. Die
dynamische aeroelastische Instabilität wird als Flattern bezeichnet.

Über den gesamten Entwicklungsprozess hinweg, von der Entwurfsphase bis hin zur
Zertifizierungsphase des Flugzeugs, sind die aeroelastischen Phänomene von entschei-
dender Bedeutung. Der Grund dafür ist, dass sie einen maßgebenden Einfluss auf die
Flugenveloppe haben. Daher wird jedes bemannte und der Großteil unbemannter Flugge-
räte, die durch die Atmosphäre fliegen, einer aeroelastischen Analyse unterzogen [93]. Der
wirtschaftliche Erfolg von Flugzeugherstellern hängt wiederum von der kontinuierlichen
Verbesserung der Effizienz und der Senkung der Betriebskosten von Verkehrsflugzeugen
ab. Diese Herausforderungen können durch schrittweise Optimierung und Weiterentwick-
lung des konventionellen Flugzeugentwurfes bewältigt werden. Derartige inkrementelle
Verbesserungen können durch den Einsatz neuer Technologien ermöglicht werden. Da-
zu zählen neue Materialien, effizientere Triebwerke, Flügel mit Laminarerhaltung und
einer sehr hohen Streckung [19, 47, 90, 92]. Dieser Ansatz sorgt dafür, dass die Ent-
wicklungskosten in einem vordefinierten Rahmen liegen, ermöglicht allerdings nur einen
eingeschränkten Spielraum für Verbesserungen. Nichtsdestotrotz kann das Potenzial die-
ser Strategie durch einen integrierten Entwurfsansatz erweitert werden [79]. Er zeichnet
sich dadurch aus, dass Aspekte der Aeroelastik und der Flugsteuerung bereits in einem
frühen Entwurfsstadium berücksichtigt werden. Diese Strategie kann dazu beitragen,
den Entwurfsraum zu erweitern, sodass bestehende Einschränkungen bei inkrementellen
Entwurfsverfeinerungen überwunden werden. Somit ist eine signifikante Steigerung der
Effizienz des Flugzeugs möglich.

Ein weiterer Weg zur Effizienzoptimierung sind innovative Flugzeugkonzepte wie z.B.
Blended Wing Body (BWB, deutsch: übergangslose Flügel-Rumpf-Verbindung) [73] und
Box Wing (deutsch: Kastendrachen-Flügel) [30]. Einerseits versprechen sie ein großes Po-
tential sowohl zur Effizienzsteigerung als auch zur Reduktion von Treibhausgasemissio-
nen und Lärm [30,61]. Andererseits bringen solche Konzepte neue Herausforderungen mit
sich. Box-Wing-Konfigurationen zeichnen sich durch eine sehr enge Interaktion zwischen
der Aerodynamik und Struktur aus [10]. Bei BWB-Konzepten sind neben Aerodynamik
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und Struktur auch Trimmung und Stabilität miteinander gekoppelt [65]. Aus diesem
Grund ist auch bei innovativen Konzepten von Verkehrsflugzeugen die Integration von
aeroelastischen Analysen in der frühen Konzeptphase unumgänglich.

Es ist ersichtlich, dass unabhängig von der Entwicklungsstrategie der zukünftigen
Verkehrsflugzeuge die Betrachtung der Aeroelastik in frühen Phasen des Flugzeugent-
wurfs eine zentrale Rolle spielen wird. Die dafür benötigten rechnergestützten Berech-
nungsverfahren zeichnen sich durch eine hohe Komplexität aus. Dies ist der Tatsache
geschuldet, dass dafür zwei verschiedene Ingenieursdisziplinen, nämlich die Aerodyna-
mik und die Strukturdynamik, gemeinsam betrachtet werden müssen. Der Bedarf zur
Integration von aeroelastischen Berechnungsverfahren in frühen Phasen des Flugzeug-
entwurfs stellt wiederum zusätzliche Anforderungen an die Modellbildung. Zum einen
müssen die Methoden einen hohen Grad an Genauigkeit aufweisen, um möglichst präzise
Sensitivitäten der Entwurfsparameter zu liefern. Andererseits müssen die Verfahren über
einen möglichst geringen Rechenaufwand verfügen, da in der frühen Entwurfsphase große
Wertebereiche der Entwurfsparameter exploriert werden. Aufgrund der komplexeren zu-
grundeliegenden Physik, bringt die rechnergestützte aerodynamische Modellierung im
Vergleich zur Strukturmodellierung die größeren Herausforderungen in Bezug auf Mo-
dellierungsgenauigkeit und Rechenaufwand mit sich.

1.2 Stand der Technik

Dieses Kapitel beleuchtet den aktuellen Entwicklungsstand der Methoden zur aerodyna-
mischen Modellbildung, die für aeroelastische Untersuchungen zum Einsatz kommen. Der
erste Abschnitt beschäftigt sich mit den Entwicklungen im Bereich der CFD-basierten
Verfahren, wobei der zweite Abschnitt auf datengetriebene Modelle reduzierter Ordnung
eingeht.

1.2.1 Rechnergestützte Verfahren für aeroelastische
Untersuchungen

Mit einer umfassenden aeroelastischen Untersuchung gehen viele Berechnungen einher.
Üblicherweise werden für jedes Fluggerät eine Vielzahl von Fällen berücksichtigt, wobei
sowohl die Geometrie der Konfiguration, ihre Struktur und Massenverteilung, als auch
die Anströmbedingungen variiert werden. Aus diesem Grund stellt bei der Entwicklung
von Berechnungsmethoden ihre Recheneffizienz einen treibenden Faktor dar.

Für Unterschallanwendungen wird aufgrund ihrer Effizienz das korrigierte Dipolgit-
terverfahren (DGV) [4, 34, 85] zur Bestimmung instationärer aerodynamischer Kräfte
eingesetzt. Zur Behandlung des Überschallbereiches stehen unter anderem die Mach-
Box-Methode [78], Überschall-DGV [33] und harmonische Gradientenmethode [14] zur
Verfügung. Die oben genannten Methoden basieren auf den Eulergleichungen unter stark
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vereinfachenden Annahmen und sind linear. Sie versagen im transsonischen Geschwin-
digkeitsregime, der durch Nichtlinearitäten gekennzeichnet ist. Abhilfe schaffen hier nu-
merische Verfahren, die auf der Lösung der transsonischen Gleichung kleiner Störungen
basieren [7]. Da diese Verfahren allerdings lediglich für schlanke umströmte Körper gel-
ten, liefern sie für typische transsonische Flügelprofile, die sich durch größere relative
Dicken und einen stumpfen Nasenbereich auszeichnen, unzureichend genaue Lösungen.
Dies ist darauf zurückzuführen, dass beim Umströmen dickerer Körper im transsoni-
schen Geschwindigkeitsbereich stärkere Stöße auftreten können. Für solche Fälle liefert
der Einsatz der vollen Potentialgleichung in der quasi-erhaltenden Form bei der rechner-
gestützten Modellierung weitere Verbesserungen in der Lösungsqualität [49].

Zur Identifizierung des instationären aerodynamischen Verhaltens komplexer 3D-
Geometrien im transsonischen Geschwindigkeitsbereich etablierten sich in den letzten
zwei Dekaden CFD-Verfahren kleiner Störungen. Solche Verfahren können aus Euler-
oder Navier-Stokes-Gleichungen abgeleitet werden, indem eine ausreichend kleine, har-
monische Störung der Strömungsgrößen bei bestimmten (reduzierten) Frequenzen um
einen Referenzzustand angenommen wird. Durch eine Formulierung des Ansatzes im
Frequenzbereich wird die Zeitabhängigkeit des Problems eliminiert. Die Gleichungen
werden direkt für die komplexwertige erste Harmonische der gestörten Strömung ge-
löst. Dadurch werden etwa eine Größenordnung schnellere Analysen der instationären
Aerodynamik ermöglicht, verglichen mit den zeitgenauen CFD-Simulationen [21,116].

Die CFD-Verfahren kleiner Störungen wurden in [40–42] für Turbomaschinenanwen-
dungen entwickelt. Die Methodik wurde in [57] auf Probleme der Außenaerodynamik er-
folgreich angewandt. Die ursprünglich auf Eulergleichungen basierenden Verfahren wur-
den in einer Reihe von Arbeiten auf die Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen
erweitert [21,48,77,103].

Durch die weniger restriktiven Annahmen als bei Methoden, die auf der Potentialtheo-
rie basieren, können die CFD-Verfahren kleiner Störungen auf ein breites Spektrum von
instationären aerodynamischen Problemen angewandt werden. Wie von verschiedenen
Forschern demonstriert wurde, kann die Methode für eine Reihe von realistischen In-
genieursanwendungen eingesetzt werden, die von der Berechnung dynamischer Stabili-
tätsderivativa [17, 113] über aeroelastische und aeroservoelastische Untersuchungen [81]
bis hin zur Generierung reduzierter Ordnungsmodelle [122] reichen. Einer der Haupt-
anwendungsgebiete von CFD-Methoden kleiner Störungen ist jedoch die Berechnung
der CFD-basierten generalisierten aerodynamischen Kräfte (engl. generalized aerody-
namic forces (GAF)), die direkt in die aeroelastischen Gleichungen einfließen und zur
linearen Flatteranalyse verwendet werden können. Wie in [107] gezeigt wurde, können
CFD-Methoden kleiner Störungen nahtlos in bestehende industrielle Werkzeugketten für
aeroelastische Untersuchungen auf Basis von GAF integriert werden. Somit können sie
flexibel immer dann in einen aeroelastischen Untersuchungsprozess einbezogen werden,
wenn eine höherwertige aerodynamische Modellierung benötigt wird.
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Aufgrund ihrer Formulierung führen CFD-Verfahren kleiner Störungen sowohl zu
einem erhöhten Rechenaufwand als auch Speicherbedarf, verglichen mit Berechnungs-
verfahren, die aus der Potentialtheorie herrühren. Daher wurden in jüngster Zeit von
mehreren Autoren Anstrengungen unternommen, diese Verfahren in der entsprechen-
den Hinsicht zu optimieren. In [69] wurde eine Vorkonditionierungsstrategie innerhalb
des numerischen Lösungsprozesses vorgeschlagen, die einer Konvergenzbeschleunigung
dient. Durch die Integration eines Recycling-Verfahrens in einen GMRES-basierten li-
nearisierten Löser wurde in [124] aufgezeigt, dass sowohl der zur Simulation benötigte
Speicherbedarf reduziert als auch die Recheneffizienz gesteigert werden kann.

1.2.2 Triebwerksmodellierung in der Aeroelastik

Der Einfluss dynamischer Triebwerkseffekte auf die elastische Stabilität des Flugzeugs
kann vereinfacht anhand von elastischen Strukturen, die Folgekräften ausgesetzt sind,
studiert werden. Diese Problemstellung wurde in einer Reihe von Forschungsarbeiten
untersucht [8, 16, 24, 46]. Der Effekt der gyroskopischen Kräfte, die durch rotierende
Triebwerkskomponenten hervorgerufen werden, wurde eingehend in [110] untersucht.

Die instationären aerodynamischen Einflüsse wurden ebenfalls von mehreren For-
schern berücksichtigt. Sie werden in aeroelastischen Untersuchungen allerdings meist
auf Kosten einer deutlichen Vereinfachung verschiedener physikalischer Effekte erreicht.
In [51, 94, 95] wurden Modelle zur Berechnung auf die Triebwerksgondel wirkender in-
stationärer aerodynamischer Lasten entwickelt. Die oben aufgeführten Modelle basieren
auf der linearen Potentialtheorie, wodurch sowohl die transsonischen als auch die Rei-
bungseffekte unberücksichtigt bleiben. Eine genauere Modellierung wird durch die CFD-
Methoden erreicht, wie beispielhaft in [48] dargestellt. Hier wurde ein CFD-Verfahren
kleiner Störungen basierend auf den Navier-Stokes-Gleichungen sowohl zur Bewertung
der instationären aerodynamischen Lasten auf die Gondel als auch zur Behandlung der
Interferenzeffekte der Gondel mit dem Flügel eingesetzt. Die Untersuchungen wurden
für den transsonischen Geschwindigkeitsbereich durchgeführt. Die genannten Arbeiten
zur Triebwerksmodellierung haben gemeinsam, dass das Triebwerk üblicherweise als eine
durchströmte Gondel abgebildet wird. Dieser Modellierungsansatz zeichnet sich durch
eine ungehinderte Strömung durch den inneren Kanal der Gondel aus. Daher wird die für
den Reiseflug typische Aufweitung der Strömungsröhre durch die Strömungsverzögerung
am Triebwerkseintritt [22] nicht erfasst. Außerdem wird die beschleunigte Strömung am
Triebwerksaustritt vernachlässigt.

1.2.3 Datengetriebene Modelle reduzierter Ordnung

Obwohl linearisierte CFD-Verfahren für viele praktische Fälle einsetzbar sind, weisen sie
aufgrund der Annahme kleiner Störungen Limitierungen auf. Sobald ein Flugzeug Manö-
ver mit starken Fluglageänderungen durchführt bzw. eine Flugzeugstruktur Schwingun-
gen hoher Amplitude ausgesetzt ist, kann es zu nichtlinearen Effekten kommen, wobei
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die aerodynamischen Kräfte nicht mehr linear von den Auslenkungen der umströmten
Struktur abhängen. Solche Fälle können von linearisierten CFD-Verfahren nicht mehr
korrekt abgebildet werden und müssen mit zeitechten CFD-Methoden behandelt werden,
die sehr rechenintensiv sind.

Ein alternativer Ansatz zur Vorhersage aerodynamischer Lasten basiert auf der Sys-
temidentifikation. Diese Klasse von Methoden ist durch die Ableitung eines mathema-
tischen „Black-Box“-Modells auf der Grundlage von Eingabe- und Ausgabedaten des
Systems gekennzeichnet. Der Ansatz ist datengetrieben und steht daher im Gegensatz
zu Modellierungstechniken, die auf ersten Prinzipien basieren, wie z.B. CFD und DGV.
Die „Black-Box“-Modelle zeichnen sich durch eine geringere Anzahl von Freiheitsgraden
im Vergleich zum System voller Ordnung aus. Aus diesem Grund werden sie häufig als
Modelle reduzierter Ordnung (ROMs, engl. Reduced-Order Models) bezeichnet.

Je nachdem, ob das dynamische Verhalten des Systems linear oder nichtlinear ist,
werden unterschiedliche Methoden der Systemidentifikation eingesetzt. Das Hauptaugen-
merk dieses Kapitels liegt jedoch auf der nichtlinearen Modellierung der Aerodynamik.
Da die nichtlineare Systemidentifikation keine aus den Linearitätsannahmen resultieren-
den Beschränkungen aufweist, ist sie auf ein breiteres Spektrum von Strömungsproble-
men anwendbar. Verschiedene Methoden wie Volterra-Reihen [99], Wiener Modelle [55]
und Kriging [35] wurden zur nichtlinearen Systemidentifikation im Bereich der Aerody-
namik eingesetzt. Darüber hinaus fanden neuronale Netzwerke (NN) eine weit verbreitete
Anwendung sowohl bei aerodynamischen als auch bei aeroelastischen Problemstellungen.
Rekurrente Neuronale Netzwerke (RNN), die basierend auf Windkanalmessungen kondi-
tioniert wurden, kamen in [23] zum Einsatz, um die Dynamik der Druckkoeffizienten an
betrachteten Sensorpositionen auf einer Tragfläche vorherzusagen. In [66] wurden RNNs
zur Vorhersage von Instabilitäten eines aeroelastischen Systems verwendet. In [67] wurde
ein temporales neuronales Netzwerk zur Vorhersage instationärer aerodynamischer Kräf-
te in transsonischer Strömung angewandt. Die Konditionierung des Netzwerkes wurde
dabei auf der Basis von CFD-Simulationsdaten durchgeführt. In [108] wurde ein neu-
ronales Netzwerk mit Simulationsdaten trainiert, um ein aeroelastisches System mit
strukturellen Nichtlinearitäten zu modellieren. Ein neuronales Netzwerk auf der Grund-
lage radialer Basisfunktionen wurde in [126, 127] zur aeroelastischen Stabilitätsanalyse
eingesetzt. Ein neuronales Netzwerk ähnlicher Architektur kam in [117] zur Vorhersa-
ge instationärer aerodynamischer Lasten auf einem Tragflügel zum Einsatz. Darüber
hinaus erwies sich ein Neuro-Fuzzy-Ansatz mit lokalen linearen Submodellen aufgrund
seines robusten Verhaltens bei Mehrschrittvorhersagen als gut geeignet für instationäre
aerodynamische Anwendungen [119,121].

Sobald das räumlich-zeitliche Verhalten eines aerodynamischen Systems von Interes-
se ist, ist die Anwendung der oben genannten nichtlinearen ROMs aufgrund der hohen
Anzahl räumlich verteilter zu modellierender Variablen kaum möglich. Dies ist beispiels-
weise der Fall, wenn es darum geht, instationäre Oberflächendruckverteilungen mittels
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Verfahren reduzierter Ordnung zu modellieren. Einer der verfolgten Ansätze ist die Kom-
bination der etablierten ROMs zur instationären Modellierung und der Verfahren die
auf eine Dimensionsreduzierung der räumlich verteilten Freiheitsgrade eines aerodynami-
schen Systems abzielen. In [74] wird die Hauptkomponentenanalyse (HKA) (engl. Proper
Orthogonal Decomposition (POD)) mit einem neuronalen Netzwerk kombiniert, um eine
genaue und effiziente Optimierung des aero-strukturellen Flügelentwurfs durchzuführen.
Eine Kombination aus HKA und eines neuronalen Netzwerks wurde in [63] verwendet,
um ein zweidimensionales aeroelastisches System mit starken aerodynamischen Nicht-
linearitäten zu modellieren. Ein rekurrenter lokal linearer Neuro-Fuzzy-Ansatz wurde
in Kombination mit HKA verwendet, um die bewegungsinduzierte instationäre Druck-
verteilung am LANN-Flügel vorherzusagen [118]. Dabei wurde ein Fall betrachtet, der
durch transsonische nichtlineare Effekte dominiert wird. Die Leistungsfähigkeit zweier
unterschiedlicher RNNs wurde in [111] verglichen, um sowohl integrale als auch räumlich
verteilte aerodynamische Größen in Verbindung mit HKA vorherzusagen. Als Testfall
wurde dabei ein Profil in transsonischer Anströmung berücksichtigt.

HKA-basierte ROMs zeigen größere Abweichungen sobald hohe räumliche Gradienten
in der vorherzusagenden Verteilung auftreten. Selbst die Hinzunahme einer hohen An-
zahl an Hauptkomponenten hilft nur bedingt, die Abweichungen zu minimieren. Gerade
im transsonischen Regime sind instationäre Druckverteilungen oft durch bewegte Stöße
und damit durch hohe Druckgradienten gekennzeichnet. Daher ist die Vorhersage von
instationären Druckverteilungen in solchen Fällen eine Herausforderung für ROMs, die
HKA zur Dimensionalitätsreduzierung verwenden.

1.3 Zielsetzung der Arbeit

Die zunehmende Bedeutung aeroelastischer Untersuchungen bei der Entwicklung zu-
künftiger Verkehrsflugzeuge führt dazu, dass diese bereits in die frühen Phasen des
Flugzeugentwurfs vordringen. Die dafür erforderlichen Berechnungsmethoden sind durch
eine hohe Komplexität gekennzeichnet. Insbesondere die aerodynamische Modellbildung
stellt große Herausforderungen hinsichtlich der Modellierungsgenauigkeit und des Re-
chenaufwands dar. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Verbesserung der Effizienz und
Genauigkeit von rechnergestützten Modellen reduzierter Ordnung zur Vorhersage insta-
tionärer aerodynamischer Kräfte für aeroelastische Untersuchungen.

CFD-Methoden kleiner Störungen, auch als linearisierte CFD-Methoden bezeichnet,
sind ein effizientes und genaues Werkzeug zur Berechnung der instationären Aerodyna-
mik (Kapitel 2). Zur Herleitung dieser Klasse von Verfahren wird die Ordnung der Euler-
bzw. Navier-Stokes-Gleichungen reduziert, indem eine kleine, harmonische Störung der
Strömungsgrößen um einen Referenzzustand angenommen wird. Die Annahme ist gültig
für ausreichend kleine Auslenkungen der Flugzeugstruktur. Obwohl linearisierte CFD-
Verfahren in Bezug auf Recheneffizienz und Speicherbedarf nicht die Leistung etablierter,
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auf der linearen Potentialtheorie basierender Verfahren erreichen, bieten sie eine höhere
Genauigkeit für transsonische Strömungen und geometrisch komplexe Konfigurationen.

Um die Anwendbarkeit in Richtung industrieller Untersuchungen weiter zu verbes-
sern, soll eine neuartige Randbedingung für CFD-Verfahren kleiner Störungen entwickelt
werden (Kapitel 3). Die Randbedingung soll die Eigenschaften der Antimetrie bei anti-
metrischen modalen Strukturauslenkungen gezielt ausnutzen, damit alle Simulationsfälle
ohne Schiebewinkel mit einem Halbmodell der Konfiguration behandelt werden können.
Der Ansatz soll sowohl den Speicherbedarf als auch den Rechenaufwand der linearisierten
CFD-Simulationen etwa um die Hälfte reduzieren.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist es, den Detaillierungsgrad von auf CFD-Verfahren
kleiner Störungen basierenden aeroelastischen Untersuchungen zu erhöhen. Zu diesem
Zweck soll ein Modell entwickelt werden, das die Berücksichtigung von aerodynamischen
Triebwerkseffekten mit linearisierten CFD-Verfahren möglich macht (Kapitel 4). Darauf-
hin soll mittels CFD-Simulationen kleiner Störungen der Einfluss der aerodynamischen
Triebwerkseffekte auf das aeroelastische Verhalten eines generischen Verkehrsflugzeugs
untersucht werden.

Obwohl linearisierte CFD-Verfahren über eine große praktische Bedeutung für aero-
elastische Untersuchungen verfügen, ist ihre Anwendbarkeit durch die Annahme klei-
ner Störungen eingeschränkt. Sobald Manöver mit großen Fluglageänderungen durchge-
führt werden oder eine Flugzeugstruktur hohen Amplitudenschwingungen unterworfen
ist, können nichtlineare Effekte auftreten, die von linearisierten CFD-Methoden nicht
mehr korrekt wiedergegeben werden können. In solchen Fällen muss meist auf zeitechte
CFD-Methoden ausgewichen werden, die wiederum sehr rechenintensiv sind. Als Abhilfe
für solche Szenarien soll auf der Basis moderner neuronaler Netzwerkarchitekturen ein
Modell reduzierter Ordnung zur Vorhersage bewegungsinduzierter instationärer Aerody-
namik entwickelt werden (Kapitel 5). Konditioniert anhand der Trainingsdaten soll das
Modell reduzierter Ordnung in der Lage sein, Sequenzen der flächenhaften Druckver-
teilung basierend auf einem Anregungssignal als Eingabe effizient vorherzusagen. Somit
soll die Möglichkeit geboten werden, die bewegungsinduzierte, nichtlineare, instationäre
Aerodynamik für eine gegebene Konfiguration bei festgelegten Anströmbedingungen er-
fassen zu können. Auf diese Weise sollen rechenintensive CFD-Simulationen durch die
Anwendung des effizienteren Modells reduzierter Ordnung ersetzbar gemacht werden.



2 Theorie CFD-basierter
aeroelastischer
Berechnungsverfahren

2.1 CFD-Verfahren kleiner Störungen

Dieser Abschnitt rekapituliert die Gleichungen, die die Entwicklung einer Strömung in
der Zeit bestimmen. Darauf aufbauend werden die davon abgeleiteten Gleichungen klei-
ner Störungen diskutiert, die zur Berechnung der instationären Aerodynamik verwendet
werden. Während der Ansatz kleiner Störungen sowohl Euler- als auch Navier-Stokes-
Gleichungen umfasst, liegt der Schwerpunkt dieser Arbeit auf den Euler-Gleichungen.
Die numerischen Aspekte sowohl des Lösers von nichtlinearen Euler-Gleichungen AER-
Eu/NS als auch des Lösers von linearen Euler-Gleichungen kleiner Störungen AER-
SDEu/NS, die am Lehrstuhl für Aerodynamik und Strömungsmechanik der Technischen
Universität München [57] entwickelt wurden, werden ebenfalls diskutiert.

Der Gegenstand eines Teils dieser Arbeit ist die Berechnung der Umströmung einer
Struktur, die kleine harmonische Auslenkungen ausführt. Geometrische Auslenkungen
verändern metrische Eigenschaften des Berechnungsgitters, wie z.B. Zellflächennormal-
vektoren und Zellvolumina, so dass diese Größen mit einer kleinen Amplitude um ihren
ungestörten Zustand oszillieren. Die Änderung einer geometrischen Eigenschaft γ kann
in Bezug auf krummlinige Koordinaten ξ, η, ζ und die entdimensionalisierte Zeit τ wie
folgt ausgedrückt werden:

γ(ξ, η, ζ, τ) = γ̄(ξ, η, ζ) + γ̂(ξ, η, ζ) · eikredτ (2.1)

Hier bezeichnet γ̄ den Referenzzustand der metrischen Eigenschaft und γ̂ ist die reell-
wertige Störungsamplitude. Darüber hinaus bezeichnet kred die reduzierte Frequenz, die
folgendermaßen definiert ist:

kred =
ω · lref
U∞

(2.2)

mit der Kreisfrequenz der harmonischen Schwingung ω, der Referenzlänge lref und der
Freistromgeschwindigkeit U∞. Die Kreisfrequenz steht wiederum in folgender Beziehung
mit der dimensionsbehafteten Periode T und Frequenz f der Schwingung:

ω = πf =
2π

T
(2.3)

Die dimensionsbehaftete Zeit t wird wie folgt entdimensionalisiert:

τ =
U∞
lref

t (2.4)
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Als Folge von Strukturoszillationen wird angenommen, dass die Strömungsvariablen ei-
ne harmonische Schwingung um den Referenzzustand der Strömung ausführen. Für eine
Strömungsvariable χ gilt:

χ(ξ, η, ζ, τ) = χ̄(ξ, η, ζ) + χ̂(ξ, η, ζ) · eikredτ (2.5)

wobei χ̄ dem Referenzzustand der Strömungsvariable entspricht und χ̂ ist die komplex-
wertige Störungsamplitude der Strömungsvariable.

Euler-Gleichungen

Der erste Schritt ist die Bestimmung der Umströmung der unausgelenkten Struktur. Als
Referenzzustand wird die stationäre Lösung der Euler- bzw. Navier-Stokes-Gleichungen
angenommen [29,56,76]. Hier werden der Einfachheit halber nur die Euler-Gleichungen
betrachtet. Die Gleichungen beschreiben die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie
der Strömung. Die Euler-Gleichungen in krummlinigen Koordinaten lassen sich wie folgt
darstellen:

∂Q

∂τ
+
∂F

∂ξ
+
∂G

∂η
+
∂H

∂ζ
= 0 (2.6)

mit dem Vektor der konservativen Strömungsgrößen Q und konvektiven Flüssen F , G,
und H jeweils in krummlinige Koordinatenrichtungen ξ, η oder ζ:

Q = J


ρ

ρu

ρv

ρw

e

 F = J


ρU

ρuU + ξxp

ρvU + ξyp

ρwU + ξzp

U(e+ p)− ξtp



G = J


ρV

ρuV + ηxp

ρvV + ηyp

ρwV + ηzp

V (e+ p)− ηtp

H = J


ρW

ρuW + ζxp

ρvW + ζyp

ρwW + ζzp

W (e+ p)− ζtp



(2.7)

Die Größen ρ, u, v, w, p und e bezeichnen jeweils die Dichte, die Geschwindigkeitskom-
ponenten in kartesische Koordinatenrichtungen x, y, z, den Druck und Gesamtenergie
der Strömung. Das Volumen der Rechenzelle ist durch J ausgedrückt und U , V und W
stellen die kontravarianten Geschwindigkeiten dar, die jeweils normal zu einer der Fläche
mit ξ = const., η = const. oder ζ = const. stehen:

U = ∇ξ · u+ ξt

V = ∇η · u+ ηt

V = ∇ζ · u+ ζt

(2.8)
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Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten werden im Geschwindigkeitsvektor u =

[ u, v, w ]T zusammengefasst. Wenn nicht anders erwähnt, gilt für partielle Ableitun-
gen alternativ die indexierte Schreibweise. Damit wird der kartesische Nabla-Operator
∇ folgendermaßen definiert:

∇T =

[
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

]T
= [∂x, ∂y, ∂z]

T (2.9)

Die thermische Zustandsgleichung schließt das Gleichungssystem Gl. (2.6):

p = (κ− 1)

[
e− 1

2
ρu2

]
(2.10)

Dabei ist κ der Isentropenexponent. Außerdem wird der Vektor der primitiven Strö-
mungsvariablen q eingeführt:

q = [ ρ, u, v, w, p ]T (2.11)

Die Gleichungen werden mit Hilfe des strukturierten Finite-Volumen (FV)-Lösers
AER-Eu gelöst. Zur Berechnung der numerischen Flüsse wird die Roe’sche Flußdifferen-
zaufspaltung verwendet [86]. Darüber hinaus werden erhaltende Variablen an Rechen-
zelloberflächen mit der MUSCL-Methode [59] rekonstruiert, die sich auf das numerische
Verfahren stabilisierend auswirkt. Durch die Flußrekonstruktion wird eine räumliche
Genauigkeit zweiter Ordnung erreicht. Die stationäre Lösung wird mit dem LU-SSOR-
Verfahren in der Pseudo-Zeit [9] integriert bis eine Konvergenz der Lösung erreicht wird.

Euler-Gleichungen kleiner Störungen

Eine Linearisierung von Gl. (2.1) und (2.5) unter Verwendung der in Gl. (2.6) enthalte-
nen Annahmen ergibt ein System linearer partieller Differentialgleichungen:

∂Q̂(1)

∂τ
+
∂F̂ (1)

∂ξ
+
∂Ĝ(1)

∂η
+
∂Ĥ(1)

∂ζ
+ Q̂(1)ikred =

−

(
Q̂(2)ikred +

∂F̂ (2)

∂ξ
+
∂Ĝ(2)

∂η
+
∂Ĥ(2)

∂ζ

) (2.12)

Das Gleichungssystem wird für jede relevante reduzierte Frequenz für den Vektor Q̂(1)

gelöst, der die Störungsanteile der Strömungsvariablen enthält:

Q̂(1) = J̄ [ ρ̂, ρ̂u, ρ̂v, ρ̂w, ê ]T (2.13)

Der hochgestellte Index (1) bezieht sich auf Terme, die durch die Störanteile der Strö-
mungsgrößen sowie durch den Referenzzustand der Gittermetrik bestimmt werden. Die
Terme auf der rechten Seite von Gl. (2.12) werden durch den hochgestellten Index (2)
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bezeichnet. Sie sind abhängig vom Referenzflusszustand der Strömung und den Störantei-
len der Gittermetrik. Aufgrund des bekannten Referenzzustandes der Strömung und der
vorgegebenen Bewegung des Rechengitters wird die rechte Seite von Gl. (2.12) vor dem
iterativen Lösungsprozess berechnet und stellt mathematisch eine Quelle dar. Störanteile
der Gittermetrik werden aus der Differenz des Referenzgitters und des deformierten Git-
ters bestimmt. Somit werden beide Gitter als Eingabe für den CFD-Löser kleiner Störun-
gen benötigt. Dazu wird das Referenzgitter mit Hilfe der Thin-Plate-Spline-Methode [20]
und transfiniter Interpolation [38] verformt. Die Verformungsprozedur erfasst einerseits
die Strukturauslenkung und bewahrt andererseits eine ausreichende Gitterqualität. Als
eine Schließbedingung für Gl. (2.12) wird die linearisierte Version der thermischen Zu-
standsgleichung benötigt:

p = (κ− 1)

[
ê− 1

2
(2ūρ̂u− ū2ρ̂+ 2v̄ρ̂v − v̄2ρ̂+ 2w̄ρ̂w − w̄2ρ̂)

]
(2.14)

Die Euler-Gleichungen kleiner Störungen werden in ähnlicher Weise wie die Euler-
Gleichungen diskretisiert. Um die Konsistenz zum CFD-Löser AER-Eu zu gewährleis-
ten, verwendet der CFD-Löser kleiner Störungen AER-SDEu linearisierte Formulierun-
gen der Roe’schen Flußdifferenzaufspaltung und der MUSCL-Methode. Darüber hinaus
führt AER-SDEu äquivalent zu AER-Eu die implizite Integration der diskretisierten
Gleichungen in Pseudo-Zeit mit Hilfe des LU-SSOR-Verfahrens durch. Details zu den
numerischen Aspekten von AER-Eu und AER-SDEU sind in [29,56,76] zu finden.

2.2 Randbedingungen

Um eine physikalisch sinnvolle Lösung von Gl. (2.6) im Falle eines nichtlinearen Strö-
mungsproblems bzw. Gl. (2.12) im Falle eines zeitlinearisierten Strömungsproblems zu
ermöglichen, müssen an Rändern des Rechengebietes die numerischen Flüsse vorgege-
ben werden. Zu diesem Zwecke können Randbedingungen eingesetzt werden, die explizit
numerische Flüsse Fb an den Rechenzellflächen spezifizieren, die an der Randebene des
Rechengebiets angrenzen. Alternativ dazu kann ein Zustand der primitiven Strömungs-
variablen qm in den Geisterzellen außerhalb des Rechengebietes vorgeschrieben werden.
Er hängt sowohl von physikalischen Größen ab, die auf dem Rand aufzuprägen sind als
auch vom bekannten Zustand qi im inneren Bereich des Rechengebiets. Zur nachfolgen-
den Bestimmung der numerischen Flüsse an den Rändern des Rechengebiets werden die
Rechenroutinen eingesetzt, die ebenfalls für innere Rechenzellwände verwendet werden.
Die Grenze zwischen dem modellierten Gebiet, das aus Geisterzellen besteht und dem
Inneren des Rechengebiets ist in Abb. 2.1 dargestellt. Zusätzlich dazu sind der Nor-
malvektor nb, numerische Fluss Fb und modellierte Strömungszustand qm sowie innere
Strömungszustand qi repräsentiert. Dieser Abschnitt bietet einen Überblick über die in
den CFD-Lösern AER-Eu/NS und AER-SDEu/NS implementierten Randbedingungen.
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Modellierter Zustand Innerer Zustand

Rand des Rechengebiets

nb

qm qi

RechengebietModelliertes Gebiet

Fb

Abbildung 2.1: Grenze zwischen dem modellierten Gebiet, das aus Geisterzellen besteht
und dem Inneren des Rechengebiet.

Charakteristische Variablen

Auf charakteristischen Variablen basierende Randbedingungen sind von großer Bedeu-
tung für transsonische Probleme, die durch eine Koexistenz von Unter- und Überschall-
gebieten gekennzeichnet sind. Das Konzept der charakteristischen Variablen wird im
Folgenden skizziert, wobei genaue Ausführungen in [112, 115] zu finden sind. Es wird
von der charakteristischen Form der Euler-Gleichungen ausgegangen:

∂Wk

∂τ
+Λk

∂Wk

∂k
= 0 (2.15)

Sie beschreiben die Ausbreitung der charakteristischen Variablen, die den Vektor Wk

aufbauen:

Wk =


Wk,1

Wk,2

Wk,3

Wk,4

Wk,5

 =



J
|∇k|

[
kx

(
ρ− p

c20

)
+ kzv − kyw

]
J
|∇k|

[
ky

(
ρ− p

c20

)
+ kzu− kxw

]
J
|∇k|

[
kz

(
ρ− p

c20

)
+ kyu− kxv

]
J
|∇k|

1√
2

[
p|∇k|
ρ0c0

+ kxu+ kyv + kzw
]

J
|∇k|

1√
2

[
p|∇k|
ρ0c0
− kxu− kyv − kzw

]


(2.16)

Dabei repräsentiert k eine der Ausbreitungsrichtungen ξ, η oder ζ. Die Schallgeschwin-
digkeit ist als c bezeichnet.

Die oben aufgeführte Formulierung der Euler-Gleichungen basiert auf einer Linea-
risierung um den Referenzzustand, der durch den Index 0 gekennzeichnet ist und der
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Annahme einer eindimesionalen Strömung. Die Diagonalmatrix Λk ist folgendermaßen
definiert:

Λk =


a1k 0

a2k
a3k

a4k
0 a5k

 =


θk 0

θk

θk

θk + c|∇k|
0 θk − c|∇k|

 (2.17)

Je nach der krummlinigen Koordinatenrichtung steht θk für U , V oder W . Jedes der
Diagonalelemente kann als eine Ausbreitungsgeschwindigkeit der jeweiligen charakteris-
tischen Variable aufgefasst werden.

Anhand Gl. (2.17) ist es ersichtlich, dass die Ausbreitungsrichtung der ersten drei cha-
rakteristischen Variablen entlang k von dem Vorzeichen der kontravarianten Geschwin-
digkeit θk abhängt. Die Ausbreitungsrichtungen der letzten zwei Variablen hängen wie-
derum davon ab, ob die projizierte Geschwindigkeit vom Betrag her größer oder kleiner
ist als die mit der Metrikeigenschaft |∇k| skalierte Schallgeschwindigkeit der Strömung.

2.2.1 Fernfeldrandbedingungen

Einsatz im nichtlinearen Löser AER-Eu/NS

Die Fernfeldrandbedingungen, die in den Lösern AER-Eu/NS und AER-SDEu/NS im-
plementiert sind, basieren auf dem oben eingeführten Konzept der charakteristischen
Variablen. Dabei ist von verschiedenen Fällen zu unterscheiden, die unten erläutert wer-
den [115].

Liegt die Situation vor, die durch das Einströmen des Fluids in das Rechengebiet
im Unterschall charakterisiert ist, so ist zwischen zwei Fällen zu unterscheiden. Auf
der einen Seite, wenn die Strömungsrichtung entlang k positiv ist, so haben die Aus-
breitungsgeschwindigkeiten a1k, a2k, a3k, a4k positives Vorzeichen und a5k besitzt negatives
Vorzeichen. Dies entspricht der Situation in Abb. 2.2. Die charakteristischen Variablen
Wk,1, Wk,2, Wk,3, Wk,4 am Fernfeldrand werden in das Rechengebiet übertragen, wobei
Wk,5 das Rechengebiet verlässt. Somit gelten folgende Beziehungen:

Wk,1|b = Wk,1|m
Wk,2|b = Wk,2|m
Wk,3|b = Wk,3|m
Wk,4|b = Wk,4|m
Wk,5|b = Wk,5|i

(2.18)

Der Index b kennzeichnet physikalische Werte am Fernfeldrand. Die Indizes i und m

kennzeichnen wiederum jeweils die Zustände im Inneren des Rechengebiets und die mo-
dellierten Zustände außerhalb des Rechengebiets.



2.2. Randbedingungen 15

k

k

mθk

Wk,2

Wk,1

Wk,3

Wk,4

Wk,5

b i

k = const.

Abbildung 2.2: Einströmen im Unterschall in positive k-Richtung. Angelehnt an [56,115].

Auf der anderen Seite, wenn die Strömungsrichtung mit der negativen k-Richtung
zusammenfällt, sind die Vorzeichen der Ausbreitungsgeschwindigkeiten a1k, a2k, a3k, a5k
negativ und das Vorzeichen von a4k ist positiv. Dieser Fall entspricht der Darstellung
in Abb. 2.3. Der Unterschied zum ersten Fall besteht darin, dass anstatt der fünften
charakteristischen Variable, die vierte Variable am Fernfeldrand in das Innere des Re-
chengebiets gerichtet ist. Deshalb gelten für diesen Fall folgende Beziehungen:

Wk,1|b = Wk,1|m
Wk,2|b = Wk,2|m
Wk,3|b = Wk,3|m
Wk,4|b = Wk,4|i
Wk,5|b = Wk,5|m

(2.19)

Beide Gleichungssysteme, die durch Gl. (2.18) und (2.19) vorgegeben sind, werden für
die primitiven Strömungsvariablen am Fernfeldrand gelöst, um folgende Beziehungen zu
erhalten:

ρb = ρm +
pb − pm
c20

(2.20)

ub = um ±
kx
|∇k|

pm − pb
ρ0c0

(2.21)

vb = vm ±
ky
|∇k|

pm − pb
ρ0c0

(2.22)

wb = wm ±
kz
|∇k|

pm − pb
ρ0c0

(2.23)

pb =
1

2

[
pm + pi ± ρ0c0

∇k
|∇k|

· (um − ui)
]

(2.24)
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k

k

mθk

Wk,2

Wk,1

Wk,3

Wk,4

Wk,5

b i

k = const.

Abbildung 2.3: Einströmen im Unterschall in negative k-Richtung. Angelehnt an [56,
115].

In Gl. (2.21) bis (2.24) gilt das obere Vorzeichen für das Einströmen in positive k-
Richtung und das untere Vorzeichen gilt für das Einströmen in negative k-Richtung.

Die Fernfeldrandbedingung wird durch die Angabe der modellierten Zustände qm in
den Geisterzellen aufgeprägt. Die Zustände werden so gewählt, dass die Interpolation mit
den Zuständen qi aus dem inneren Bereich des Rechengebietes die Beziehungen (2.20)-
(2.24) am Fernfeldrand ergibt. Diese Vorgehensweise gilt ebenfalls für alle übrigen Fälle
der Strömungssituation am Fernfeldrand.

Die Herleitung der Bedingungen für primitive Strömungsvariablen, die am Fernfeld-
rand beim Ausströmen im Unterschall gelten, ist ähnlich zu der oben aufgeführten Vor-
gehensweise für das jeweilige Einströmen. Auch hier zeichnet sich die Strömung dadurch
aus, dass vier Ausbreitungsgeschwindigkeiten das gleiche Vorzeichen haben und eine
Ausbreitungsgeschwindigkeit das entgegengesetzte Vorzeichen aufweist.

Das Ausströmen in positive k-Richtung führt auf folgende Beziehungen:

Wk,1|b = Wk,1|i
Wk,2|b = Wk,2|i
Wk,3|b = Wk,3|i
Wk,4|b = Wk,4|i
Wk,5|b = Wk,5|m

(2.25)

Diese Situation entspricht der Darstellung in Abb. 2.4. Beim Ausströmen in negative
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k

k

m θk

Wk,2

Wk,1

Wk,3

Wk,4

Wk,5

b i

k = const.

Abbildung 2.4: Ausströmen im Unterschall in positive k-Richtung. Angelehnt an [56,
115].

k-Richtung, repräsentiert durch Abb. 2.5, gilt wiederum folgendes System von Bedin-
gungen:

Wk,1|b = Wk,1|i
Wk,2|b = Wk,2|i
Wk,3|b = Wk,3|i
Wk,4|b = Wk,4|m
Wk,5|b = Wk,5|i

(2.26)

Es ist zu sehen, dass das Ein- und Ausströmen im Unterschall die Gemeinsamkeit ha-

k

k

m θk

Wk,2

Wk,1

Wk,3

Wk,4

Wk,5

b i

k = const.

Abbildung 2.5: Ausströmen im Unterschall in negative k-Richtung. Angelehnt an [56,
115].
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ben, dass vier Ausbreitungsgeschwindigkeiten das gleiche Vorzeichen aufweisen, wobei
eine Ausbreitungsgeschwindigkeit das entgegengesetzte Vorzeichen annimmt. Für das
Ausströmen im Unterschall wird jedoch nur eine charakteristische Variable vorgegeben
und vier werden aus Informationen innerhalb des Rechengebietes bestimmt. Im Un-
terschied dazu werden im Falle des Einströmens im Unterschall vier charakteristische
Größen vorgegeben und eine aus Informationen innerhalb des Rechengebietes berechnet.

Mit der Annahme der geraden Abströmung am Fernfeldrand kann dort der Druck
folgendermaßen angegeben werden [115]:

pb = pm (2.27)

Anschließend können damit Gl. (2.25) und (2.26) nach restlichen primitiven Strömungs-
größen aufgelöst werden um folgende Beziehungen zu erhalten:

ρb = ρi +
pb − pi
c20

(2.28)

ub = ui ∓
kx
|∇k|

pb − pi
ρ0c0

(2.29)

vb = vi ∓
ky
|∇k|

pb − pi
ρ0c0

(2.30)

wb = wi ∓
kz
|∇k|

pb − pi
ρ0c0

(2.31)

Auch hier gelten das obere und untere Vorzeichen für die Strömung jeweils in positive
und negative k-Richtung.

Im Falle der Einströmung über den Fernfeldrand breiten sich die charakteristischen
Variablen in das Innere des Rechengebiet aus, da alle Ausbreitungsgeschwindigkeiten
gemäß Gl. (2.17) dasselbe Vorzeichen haben. Somit sind alle Strömungsvariablen spezi-
fiziert.

Strömt das Fluid über den Fernfeldrand mit der Überschallgeschwindigkeit aus, so
haben die Ausbreitungsgeschwindigkeiten ebenfalls dasselbe Vorzeichen. Die charakte-
ristischen Variablen verlassen das Rechengebiet. Dies führt dazu, dass alle Strömungs-
variablen am Fernfeldrand durch die Lösung im Inneren des Rechengebiets bestimmt
sind. Aus diesem Grund werden die modellierten Zustände der Geisterzellen durch die
Extrapolation aller Strömungsgrößen aus dem Rechengebiet ermittelt.

Einsatz im linearisierten Löser AER-SDEu/NS

Die Fernfeldrandbedingungen für den Löser kleiner Störungen können durch eine Linea-
risierung von Gl. (2.20)-(2.24) und (2.27)-(2.31) hergeleitet werden. Da der Fernfeld-
rand als unbeweglich angenommen werden kann, müssen lediglich die Störungen von
Strömungsgrößen bei der Linearisierung berücksichtigt werden. Weiterhin wird bei der
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Implementierung der Randbedingungen angenommen, dass die Zuströmvariablen kon-
stant in der Zeit sind. Daher verschwinden die Störanteile, die mit dem Index a versehen
sind. Für das Einströmen im Unterschall gilt:

ρ̂b = ρ̂m +
p̂b − p̂m
c20

(2.32)

ûb = ûm ±
kx

|∇k|
p̂m − p̂b
ρ0c0

(2.33)

v̂b = v̂m ±
ky

|∇k|
p̂m − p̂b
ρ0c0

(2.34)

ŵb = ŵm ±
kz

|∇k|
p̂m − p̂b
ρ0c0

(2.35)

p̂b =
1

2

[
p̂m + p̂i ± ρ0c0

∇k
|∇k|

· (ûm − ûi)
]

(2.36)

Für das Ausströmen im Unterschall gelten folgende Beziehungen:

ρ̂b = ρ̂i +
p̂b − p̂i
c20

(2.37)

ûb = ûi ∓
kx

|∇k|
p̂b − p̂i
ρ0c0

(2.38)

v̂b = v̂i ∓
ky

|∇k|
p̂b − p̂i
ρ0c0

(2.39)

ŵb = ŵi ∓
kz

|∇k|
p̂b − p̂i
ρ0c0

(2.40)

p̂b = p̂m (2.41)

Ähnlich wie beim nichtlinearen Löser AER-Eu/NS, werden die oben stehenden Bedin-
gungen im linearisierten Löser AER-SDEu/NS dazu verwendet, modellierte Zustände in
Geisterzellen vorzugeben. Auf diese Weise werden die gewünschten Strömungsbedingun-
gen am Fernfeldrand aufgeprägt.
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2.2.2 Wandrandbedingungen

Einsatz im nichtlinearen Löser AER-Eu/NS

Die reibungsfreie Strömung an der Wand ist durch die verschwindende Normalkompo-
nente zur Wand gekennzeichnet. Wird verallgemeinernd ein Fluss K durch die Fläche
mit k = const. betrachtet, so lässt er formelmäßig folgendermaßen ausdrücken:

K = J


ρθk

ρuθk + kxp

ρvθk + kyp

ρwθk + kzp

θk(e+ p)− ktp

 (2.42)

Die Variable k bezeichnet wieder eine der krummlinigen Koordinaten ξ, η oder ζ. Die
Wandrandbedingung wird durch die explizite Vorgabe der Flüsse aufgeprägt. Dies ge-
schieht an den Rechenzellflächen, die mit der Wand zusammenfallen. Die kontravariante
Geschwindigkeit θk zu Null gesetzt, wodurch für die Flüsse durch die Wandgrenzfläche
folgendes gilt:

K|b = J


0

kxp

kyp

kzp

−ktp

 (2.43)

Der Druck wird aus dem inneren Bereich des Rechengebiets an den Rand extrapoliert.

Einsatz im linearisierten Löser AER-SDEu/NS

Für den Einsatz im Löser kleiner Störungen wird die Gl. (2.43) linearisiert. Dabei werden
sowohl die Strömungsgrößen, als auch die Metriken berücksichtigt. Dadurch entstehen
zwei Flussanteile. Der erste Anteil enthält die Störgrößen der Strömungsvariablen und
Referenzgrößen der Gittermetrik, während der zweite Anteil die Störgrößen der Gitter-
metrik und Referenzgrößen der Strömungsvariablen umfasst.

K(1)|b =


0

Jkxp̂

Jkyp̂

Jkzp̂

0

K
(2)|b =


0

Ĵkxp̄

Ĵkyp̄

Ĵkzp̄

−Ĵktp̄

 (2.44)

Während des Lösungsprozesses sind sowohl alle Metrikgrößen als auch der Referenzzu-
stand des Drucks bekannt. Die Störanteile des Drucks werden an den Rand extrapoliert.
Zusätzlich wird Jkt = 0 angenommen [56].
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2.2.3 Symmetrierandbedingungen

Sind sowohl die Einströmbedingungen als auch die strukturellen Auslenkungen symme-
trisch, können diese Eigenschaften zur Effizienzsteigerung der Rechnungen ausgenutzt
werden. Dies wird durch das Ausschließen einer Hälfte des Rechengebietes von der Be-
trachtung umgesetzt. Dabei wird eine symmetrische Randbedingung an der Symme-
trieebene sowohl für die stationäre Simulation als auch für die instationäre linearisierte
Simulation verwendet.

Einsatz im nichtlinearen Löser AER-Eu/NS

Die Symmetrierandbedingung im nichtlinearen Löser AER-Eu/NS wird durch die Vorga-
be des Zustandes der primitiven Strömungsvariablen qsymm in den Geisterzellen außerhalb
des Rechengebietes aufgeprägt. Der modellierte Zustand qsymm wird basierend auf dem
bekannten Zustand qi innerhalb des Rechengebietes bestimmt. Die Position des Zustan-
des qsymm wird spiegelsymmetrisch zur Position des Zustandes qi angenommen.

ρsymm = ρi (2.45)

usymm = ui − 2 (nb ⊗ nb)ui (2.46)

psymm = pi (2.47)

Der Tensorprodukt wird mit ⊗ angegeben. Der Zustand qsymm wird so gewählt, dass die
Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Symmetrieebene verschwindet. Außerdem
wird die Änderung der tangentialen Geschwindigkeitskomponenten, der Dichte und des
Drucks normal zur Symmetrieebene zu Null gesetzt.

Einsatz im linearisierten Löser AER-SDEu/NS

Werden Störungen der Gittermetrik sowie der Strömungsvariablen, die durch Gl. (2.1)
und (2.5) beschrieben sind, in Gl. (2.45)-(2.47) eingebracht, können die linearisierten
Symmetrierandbedingungen hergeleitet werden:

ρ̂symm = ρ̂i (2.48)

ûsymm = ûi − 2 (n̄b ⊗ n̄b) ûi (2.49)

p̂symm = p̂i (2.50)

Diese Beziehungen werden dazu verwendet, die modellierten Zustände in den Geister-
zellen vorzugeben. Durch die Interpolation mit den Zuständen aus dem inneren Bereich
des Rechengebietes werden die Symmetrierandbedingungen aufgeprägt. Es ist zu sehen,
dass Gl. (2.48)-(2.50) ausschließlich die Störgrößen der primitiven Strömungsvariablen
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und Referenzzustände der Gittermetrik beinhalten. Die Störgrößen der Gittermetrik so-
wie die Referenzzustände der Strömungsgrößen sind bekannt. Aus diesem Grund werden
die Terme, die diese Größen miteinschließen vor dem Lösungsprozess berechnet und bei
der Behandlung der Randzellen berücksichtigt.

2.3 Methoden zur Gitterverformung

Nach der Vorstellung der CFD-Methoden, die zur Berechnung aerodynamischer Lasten
dienen, wird die Schnittstelle zwischen der Aerodynamik und Struktur näher erläutert.
Aufgrund des bekannten Referenzzustandes der Strömung und der vorgegebenen Be-
wegung des Rechengitters wird die rechte Seite der Gl. (2.12) vor dem iterativen Lö-
sungsprozess berechnet und wirkt als Quelle. Aus der Differenz des Rechengitters im
Referenzzustand und im deformierten Zustand werden Störungsanteile der Gitterme-
trik ermittelt. Somit werden beide Gitter als Eingabe für den linearisierten CFD-Löser
benötigt.

Oberflächenverformung

Die Verformung der Struktur kommt in den meisten Fällen aus einem Lösungsprozess
mithilfe der Methode der Finiten Elemente (FE) [32]. Oft genügen grob aufgelöste FE-
Modelle zur Modellierung der dynamischen Eigenschaften der Struktur. Aus diesem
Grund liegen die Informationen zur Strukturverformung an grob verteilten Punkten vor.

Im ersten Schritt muss diese Information an das Oberflächennetz des CFD-Gitters
übertragen werden. Zu diesem Zweck bewährte sich der Einsatz der Thin-Plate-Spline-
Interpolation (TPS) [20,29].

Das Verfahren ist die Erweiterung des Infinite-Plate-Spline-Interpolation [43] und ba-
siert auf der Lösung der partiellen Differenzialgleichung (PDGL), die die Verformung
einer unendlich ausgedehnten Platte beschreibt. Die PDGL lässt sich wie folgt aus-
drücken:

K∇4δ = f (2.51)

mit der Biegesteifigkeit der Platte K. Die Variable δ beschreibt die räumliche Verteilung
der Verformung unter einer flächenhaften Last f .

Wirken auf die Platte N räumlich verteilte Lasten Pi, so kann die räumliche Verfor-
mung folgendermaßen angegeben werden:

δ(x,y,z) = a0 + a1x+ a2x+ +a3x+
N∑
i

Ki(x,y,z)Pi (2.52)

mit der überlagerten Lösung
Ki(x,y,z) = r2i ln r2i (2.53)
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und dem Quadrat des Abstandes zum Punkt i

r2i = (x− xi)2 + (y − yi)2 + (z − zi)2 (2.54)

Für die Verschiebungen an den Stellen, an denen die Kräfte Pi wirken lässt sich Gl. (2.52)
in Matrixform aufschreiben:

δ1

δ2
...
δN

 =


1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2
...

...
...

...
1 xN yN zN



a0

a1

a2

a3

+

K11 K12 . . .
... . . .

KN1 KNN



P1

P2

...
PN

 (2.55)

Gl. (2.55) lässt sich auch folgendermaßen ausdrücken:

δ = Ra+KP (2.56)

mit den Elementen der Matrix K:

Kij = r2ij ln r2ij (2.57)

Der Abstand zwischen zwei Punkten i und j wird dabei als rij bezeichnet.
Die Unbekannten a0, a1, a2, a3 und Pi lassen sich bestimmen, indem das Kräfte- und

Momentengleichgewicht für bekannte Auslenkungen δi an den Punkten i gefordert wer-
den. Daraus ergeben sich folgende Beziehungen, die von den unbekannten Größen erfüllt
werden müssen:

N∑
i

Pi = 0 (2.58)

N∑
i

Pixi = 0 (2.59)

N∑
i

Piyi = 0 (2.60)

N∑
i

Pizi = 0 (2.61)

Die Bedingungen, die durch Gl. (2.58)-(2.61) definiert sind und Gl. (2.56) lassen sich
zusammenfassend in der Matrixschreibweise darstellen:[

0

δ

]
=

[
0 RT

R K

][
a

P

]
= C

[
a

P

]
(2.62)
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Die Gleichung lässt sich nach dem Vektor der Unbekannten auflösen:[
a

P

]
= C−1

[
0

δ

]
(2.63)

Aus einem FE-Modell lassen sich Verschiebungen ableiten, die einer Punktewolke (Su-
perskript FE) mit N Punkten zugeordnet werden können. Ein CFD-Oberflächennetz
lässt sich ebenfalls als eine Punktewolke mit M Punkten interpretieren, die hier mit
Superskript CFD bezeichnet wird. Anhand der Verschiebungen δFE, die für die Punkte-
wolke FE bekannt sind, lassen sich die Verschiebungen δCFD für die Punktewolke CFD
wie folgt interpolieren:

δCFD =


1 x1 y1 z1 K11 K12 · · · K1N

1 x2 y2 z2 K21 K22 · · · K2N

...
...

...
...

1 xM yM zM KM1 KM2 · · · KMN

C−1
[

0

δFE

]
(2.64)

Das Verfahren lässt sich verkürzend als eine Abbildung mit der Spline-Matrix G aus-
drücken:

δCFD = GδFE (2.65)

Handelt es sich um Verschiebungen in allen drei Raumrichtungen, so wird das Verfah-
ren für jede Raumrichtung separat angewandt. Beim Einsatz der Methode sind einige
Einschränkungen zu beachten [128]:

• Die Matrix C wird singulär, wenn zwei Punkte aus der Punktewolke FE dieselben
Koordinaten haben.

• Liegt die gesamte Punktewolke FE in derselben Ebene, wird die Matrix R singu-
lär, was wiederum zur Singularität der Matrix C führt.

• Da Verschiebungen in jeder Koordinatenrichtung gesondert interpoliert werden,
sind Rotationen nicht exakt abbildbar [29]. Im Rahmen der Anwendung zusam-
men mit dem CFD-Verfahren kleiner Störungen, stellt TPS-Interpolation allerdings
trotzdem eine mathematisch konsistente Methode dar.

Gitternachführung mittels Transfiniter Interpolation

Nach der Verformung der Gitterpunkte, die das CFD-Oberflächengitter aufbauen, kann
sich die Qualität des gesamten Rechengitters drastisch verschlechtern. Es kann zu Ver-
dichtungen von parallelen Gitterlinien oder gar zu Netzfaltungen kommen. Aus diesem
Grund werden Gitterpunkte nachgeführt, die das Volumen des Rechengitters aufbau-
en. Dies kann mithilfe der Transfiniten Interpolation (TFI) erreicht werden. Die TFI-
Methode basiert auf einer Parametrisierung der krummlinigen Koordinaten. Die Metho-
de ist algebraisch formuliert und ist dadurch effizient anwendbar, da zur Berechnung
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der neuen Positionen der Gitterpunkte kein iterativer Prozess benötigt wird. Innerhalb
aller topologischer Blöcke, die das Rechengitter aufbauen, wird für jeden Netzpunkt die
diskrete Bogenlänge entlang der krummlinigen Koordinatenrichtungen bestimmt. Für
die ξ-Richtung gilt:

s1,j,k = 0 (2.66)

s1,j,k = si−1,j,k +
√

(xi,j,k − xi−1,j,k)2 + (yi,j,k − yi−1,j,k)2 + (zi,j,k − zi−1,j,k)2 (2.67)

Dabei stehen die Indizes i, j und k für die Ordnungsnummer des betrachteten Gitter-
punktes jeweils in die krummlinige Koordinatenrichtung ξ, η und ζ. Anschließend werden
die Bogenlängenparameter si,j,k normiert:

Fi,j,k =
si,j,k

simax,j,k
(2.68)

wobei imax die Nummer des letzten Gitterpunktes im Block in ξ-Richtung ist. Eine ana-
loge Herangehensweise wird angewandt, um die dimensionslosen Bogenlängenparameter
in η- und ζ-Richtungen zu berechnen.

Basierend auf den bekannten Verschiebungen der Blockecken und dimensionslosen Bo-
genlängenparametern werden die Verschiebungen der Gitterpunkte an den Blockkanten
mittels der eindimesionalen TFI bestimmt:

δi,1,1 = (1− Fi,1,1)δ1,1,1 + Fi,1,1δimax,1,1 (2.69)

Im nächsten Schritt dient die zweidimensionale TFI dazu, die Verschiebungen für die Git-
terpunkte zu berechnen, die an den sechs Blockflächen liegen. Zur Interpolation werden
Verschiebungen an den jeweiligen vier Blockkanten verwendet, die die jeweilige Blockflä-
che umfassen. Anschließend werden Verschiebungen aller Punkte rekonstruiert, die das
Volumen des Rechengitters aufbauen. Das wird mit der dreidimensionalen TFI bewerk-
stelligt, wobei zur Interpolation die bereits bekannten Verschiebungen an Blockflächen
dienen [104].

Der Einsatz von TFI an Multi-Block-Rechengittern ist auf kleine Flächenverformun-
gen beschränkt. Der Grund dafür ist, dass im Rahmen der Methode lediglich die Ver-
schiebungen des CFD-Oberflächengitters in die Interpolation einfließen. Deshalb bleiben
die Blockeckpunkte, die nicht dem CFD-Oberflächengitter zugeordnet werden, unter der
Anwendung von TFI im Raum fixiert. Bei der Anwendung von TFI zusammen mit dem
CFD-Verfahren kleiner Störungen stellt allerdings die oben beschriebene Eigenschaft des
Verfahrens keine Einschränkung dar.

Gitternachführung mittels „Spring-Analogy“

Sind die Gitterblöcke in der Nähe der Strukturoberfläche klein im Vergleich zur Struk-
turverformungen, wird zum Nachführen der Gitterpunkte die „Spring-Analogy“-Methode
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eingesetzt. Im Rahmen dieser Methode werden Verbindungen von Gitterpunkten Fe-
dersteifigkeiten zugeordnet. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich die Gitterpunkte beim
unverformten Zustand der Struktur im statischen Gleichgewicht befinden. Die Zielset-
zung der „Spring-Analogy“-Methode besteht darin, einen neuen Gleichgewichtszustand
zu finden, der zur verformten Strukturgeometrie gehört. Die Federsteifigkeiten werden als
umgekehrt-proportional zum Abstand zweier benachbarter Gitterpunkte angenommen:

Ki+ 1
2
,j,k =

1

[(xi+1,j,k − xi,j,k)2 + (yi+1,j,k − yi,j,k)2 + (zi+1,j,k − zi,j,k)2]
p
2

(2.70)

Der Exponent p ist ein freier Parameter und kann zur Kontrolle der relativen Steifigkeits-
verhältnisse der Federn angepasst werden. Er wird bei der Anwendung des Algorithmus
fest vorgegeben. Dabei werden für größere Werte von p besonders die kleinen Abstän-
de zwischen Gitterpunkten versteift. Somit können Verdichtungen von Gitterlinien im
wandnahen Bereich vermieden werden. Wird die Verformung der Strukturoberfläche vor-
geben, lässt sich der neue Gleichgewichtszustand iterativ bestimmen. Im prädiktiven
Schritt werden die Verschiebungen δi,j,k jedes Gitterpunktes anhand der jeweiligen Wer-
te aus den letzten zwei Iterationen extrapoliert [84]:

δ∗i,j,k = 2δni,j,k − δn−1i,j,k (2.71)

Im Korrektor-Schritt werden die Werte der Verschiebungen anschließend korrigiert:

δi,j,k =
Ki+ 1

2
,j,kδ

∗
i,j,k + · · ·+Ki,j,k− 1

2
δ∗i,j,k−1

Ki+ 1
2
,j,k + · · ·+Ki,j,k− 1

2

(2.72)

Die oben aufgeführten Schritte werden solange ausgeführt, bis die Verschiebungen zu
einem Gleichgewichtszustand konvergieren.

2.4 Gleichungen der Aeroelastik

Die gekoppelten aeroelastischen Bewegungsgleichungen erlauben die zur Formulierung
des Problems erforderlichen Trägheitskräfte, elastischen und aerodynamischen Kräfte in
Beziehung zueinander zu setzten. Dies wiederum bietet eine große Flexibilität in der Aus-
wahl der Methoden zur Modellierung eines gegebenen Systems. So sind z.B. bei linearen
Strukturmodellen die Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitseigenschaften weder von der
Zeit noch von der Strukturverformung abhängig. Dabei ist es irrelevant, welcher Model-
lierungsansatz für die Darstellung der aerodynamischen Lasten gewählt wird. Somit kann
die Strukturmodellierung und die aerodynamische Modellierung entkoppelt betrachtet
werden. Dadurch kann auf der einen Seite die Komplexität der rechnergestützten Werk-
zeugketten reduziert werden. Auf der anderen Seite kann die Güte der strukturellen
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und aerodynamischen Modellierung leicht an das zu analysierende Problem angepasst
werden, ohne die Gesamtformulierung der Bewegungsgleichungen zu verändern.

Strukturdynamische Bewegungsgleichungen

Eine Struktur lässt sich als ein mechanisches System mit mehreren Freiheitsgraden dar-
stellen [32]. Am einfachsten lassen sich die Gleichungen, die die Bewegung der Struktur
unter einer dynamischen Last beschreiben, in der Matrixschreibweise ausdrücken:

M ¨̃X(t) +D ˙̃X(t) +KX̃(t) = F̃(t) (2.73)

Die Massen-, Dämpfungs- und Steifigkeitsmatrizen werden jeweils als M , D und K
bezeichnet. Die Massen- und Steifigkeitsmatrizen werden als symmetrisch vorausgesetzt.
Die Dämpfungsmatrix ist im Allgemeinen unsymmetrisch [32]. Die Freiheitsgrade des
Systems sind im Vektor X̃(t) zusammengefasst. Die auf die Freiheitsgrade des Systems
X̃(t) wirkende Kräfte sind im Vektor F̃(t) enthalten. Im Falle eines Flugzeugs kön-
nen das aerodynamische Lasten, Böen oder Kräfte durch die Wirkung der Aktuatoren
sein. Zur kompakteren Schreibweise gilt für Ableitungen nach der Zeit die Newton’sche
Notation, wobei die Anzahl der Überpunkte für die Ordnung der jeweiligen Ableitung
steht. Außerdem wird für Größen, die mit dem Diakritikum ~ versehen sind implizit die
Zeitabhängigkeit vorausgesetzt.

Die Strukturbewegung unter einer dynamischen Last wird somit von einem gekop-
pelten System von linearen Differentialgleichungen beschrieben. Wird ein Spezialfall des
homogenen und freischwingenden Systems mit F̃ = 0 und D = 0 betrachtet, lassen
sich daraus die reellwertigen Eigenmoden berechnen [32]. Sie erlauben es, die mathe-
matische Behandlung von Gl. (2.73) stark zu vereinfachen, indem das Gleichungssystem
entkoppelt wird.

Modaltransformation der Bewegungsgleichungen

Die Modaltransformation wird in Anlehnung an [32, 123] skizziert. Es wird vom homo-
genen, freischwingenden System ausgegangen:

M ¨̃X +KX̃ = 0 (2.74)

Die Matrizen M und K sind dabei zeitinvariant. Für das Zeitgesetz des Vektors der
Systemfreiheitsgrade X̃ wird ein Exponentialansatz gewählt:

X̃(t) = Xeλt (2.75)
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mit dem Vektor der zeitinvarianten Schwingungsamplituden X. Damit lässt sich die
zweite Ableitung des Vektors X̃ umformen:

¨̃X(t) = λ2Xeλt (2.76)

Durch das Einsetzen von Gl. (2.75) und (2.76) in Gl. (2.74) lässt sich verallgemeinertes
Eigenwertproblem (EWP) ableiten:(

K + λ2M
)
X = 0 (2.77)

Es werden nichttriviale Lösungen des Eigenwertproblems gefordert. In diesem Fall wird
die Matrix K − λM singulär und für ihre Determinante gilt:

det|K + λ2M | = 0 (2.78)

Daraus lässt sich eine polynomiale charakteristische Gleichung herleiten, deren Wurzeln
λi die Eigenwerte des EWPs darstellen. Sie treten paarweise konjugiert auf:

λi = ±iωeig,i (2.79)

mit den Eigenkreisfrequenzen des ungedämpften Systems ωeig,i. Damit ergibt sich, dass
das System beim Vernachlässigen der Dämpfung harmonische ungedämpfte Schwingun-
gen ausführt. Zu jeder Eigenkreisfrequenz ωeig,i gehört eine spezielle Eigenmode φi, die
dem Eigenvektor des EWP zum Eigenwert λi entspricht. Die Eigenmoden des Systems
mit N Freiheitsgraden lassen sich zur Modalmatrix Φ zusammenfassen:

Φ = [φ1,φ2, · · · ,φN ] (2.80)

Die Eigenmoden können nun verwendet werden, um die gekoppelten Bewegungsglei-
chungen in eine entkoppelte Form zu überführen. Die Modalmatrix definiert eine lineare
Abbildung von den modalen Koordinaten q̃ auf die physikalischen Koordinaten X̃:

X̃ = Φq̃ (2.81)

Das Einsetzen von Gl. (2.81) in Gl. (2.73) und Multiplizieren von links mit ΦT liefert:

ΦTMΦ ¨̃q +ΦTDΦ ˙̃q +ΦTKΦq̃ = ΦT F̃ (2.82)

Dadurch, dass die Massenmatrix symmetrisch ist, gelten folgende Orthogonalitätsbezie-
hungen [32]: XjMXk = 0 für alle j 6= k

XjMXj = mgen,j für alle j = k
(2.83)
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Für die Steifigkeitsmatrix lassen sich ebenfalls Orthogonalitätsbeziehungen angeben [32]:XjKXk = 0 für alle j 6= k

XjKXj = kgen,j für alle j = k
(2.84)

Bei schwach gedämpften Strukturen, zu denen auch Flugzeuge gehören, kommt die
Strukturdämpfung durch die Dissipation im Material und Reibungseffekten an Fügestel-
len zustande [32]. Für solche Strukturen wird oft angenommen, dass die Dämpfungsma-
trix proportional zur Massen- und Steifigkeitsmatrix besetzt ist:

D = kmM + kkK (2.85)

mit den Proportionalitätsfaktoren km und kk. Mit der Annahme der Proportionaldämp-
fung können die Orthogonalitätsbeziehungen (Gl. (2.83)-(2.84)) ebenfalls für die Dämp-
fungsmatrix ausgenutzt werden. Somit gilt für die generalisierte Dämpfung:

dgen,j = kmmgen,j + kkkgen,j (2.86)

Die Orthogonalitätsbeziehungen (Gl. (2.83)-(2.84)) eingesetzt in Gl. (2.82) führen zu:

Mgen
¨̃q +Dgen

˙̃q +Kgenq̃ = f̃gen (2.87)

Die Diagonalen der Diagonalmatrizen Mgen, Dgen und Kgen sind jeweils mit gene-
ralisierten Massen, Dämpfungen und Steifigkeiten mgen,j, dgen,j und kgen,j besetzt. Der
Vektor f̃gen ist folgendermaßen definiert:

f̃gen = ΦT F̃ (2.88)

Er kann als eine Projektion der an der Struktur angreifenden Kräfte auf die einzel-
nen Eigenmoden interpretiert werden. Weiterhin werden an den modalen Koordinaten
angreifenden Kräfte als die generalisierten aerodynamischen Kräfte (engl. generalized
aerodynamic forces (GAF)) bezeichnet.

Das Gleichungssystem (Gl. (2.87)) ist völlig entkoppelt. Somit kann die Bewegung
der Struktur in modalen Koordinaten mathematisch einfacher dargestellt und behandelt
werden. Aus diesem Grund bildet die modale Formulierung der Bewegungsgleichungen
die Grundlage für aeroelastische Untersuchungen des Flugzeugs.

Aeroelastische Bewegungsgleichungen

Im Rahmen der klassischen aeroelastischen Stabilitätsanalyse werden ausreichend klei-
ne Strukturauslenkungen berücksichtigt. Der Zusammenhang zwischen Strukturauslen-
kungen und instationären aerodynamischen Kräften kann somit als linear angenommen
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werden. Folglich ist es möglich die aerodynamische Antwort auf eine transiente Struktu-
ranregung mit Hilfe des Superpositionsprinzips zu beschreiben [123]. Die generalisierten
aerodynamischen Kräfte können mithilfe des Faltungsintegrals berechnet werden:

f̃gen = q∞

∫ t

τ=0

Q (t− τ) q̃ (τ) dτ (2.89)

Hier bezeichnet Q die dimensionslose Impulsantwortmatrix bezüglich der modalen Ko-
ordinaten. Der dynamische Druck q∞ berechnet sich mit der Geschwindigkeit der An-
strömung U∞ folgendermaßen:

q∞ =
1

2
ρU2
∞ (2.90)

Wird die Laplace-Transformation auf Gl. (2.87) und (2.89) angewandt, lassen sich die
Bewegungsgleichungen in einer algebraischen Form darstellen, die sich hervorragend zur
Analyse aeroelastischer Systeme einsetzen lässt:

s2Mgenq(s) + sDgenq(s) +Kgenq(s) = q∞GAF (s)q(s) (2.91)

mit dem komplexen Laplace-Parameter s und im Allgemeinen komplexen Vektor der ge-
neralisierten Koordinaten q(s). Die Übertragungsmatrix generalisierter aerodynamischer
Kräfte wird mit GAF bezeichnet. Jedes komplexe Element GAFij kann dazu verwendet
werden, die Amplitude und Phase der generalisierten aerodynamischen Kraft fgen,i zu
berechnen, die aufgrund einer harmonischen Bewegung der modalen Koordinate qj auf
die modale Koordinate qi wirkt. Wird die Matrix GAF zusätzlich zur Strukturinfor-
mation bereitgestellt, können die Stabilitätseigenschaften des aeroelastischen Systems
analysiert werden.

Der Ausgangspunkt für Stabilitätsanalysen ist Gl. (2.91) in leicht abgewandelter
Form: [

s2Mgen + sDgen +Kgen − q∞GAF (s)
]
q = 0 (2.92)

Wenn alle Größen bekannt sind, lässt sich dieses EWP für einzelne q∞ lösen. Damit
kann sowohl die Stabilitätsgrenze bezüglich q∞ als auch die dazugehörigen aeroelasti-
schen Eigenmoden bestimmt werden. Die Eigenwerte lassen sich dabei folgendermaßen
ausdrücken:

s = γω ± iω (2.93)

mit der Schwingungskreisfrequenz des aeroelastischen Systems ω. Der Parameter γ wird
im Rahmen dieser Arbeit als logarithmischer Dekrement bezeichnet und beschreibt
das logarithmische Verhältnis der Amplitudenmaxima zweier hintereinander folgender
Schwingungsperioden qnmax und qn+1

max:

γ =
1

2π
ln

(
qn+1
max

qnmax

)
= − D√

1−D2
(2.94)
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Der dimensionslose Parameter D wird als Lehr’sches Dämpfungsmaß bezeichnet und zur
Beschreibung der Eigenschaften von gedämpften Schwingungssystemen verwendet. Im
Falle eines gedämpften Systems mit einem Freiheitsgrad ist D folgendermaßen definiert:

D =
d

2
√
km

(2.95)

Dabei sind d, k und m die Dämpfung, Steifigkeit und Masse des betrachteten Schwin-
gungssystems. Wenn das Dämpfungsmaß gleich Null ist, ist das System ungedämpft
und wird bei einer Anregung in eine ungedämpfte Schwingung versetzt. Für Werte
−1 < D < 1 schwingt das System im Falle einer Anregung ebenfalls. Die Schwingungs-
amplitude ist allerdings nicht mehr konstant wie im ungedämpften Fall. Für negative
Werte von D sind die Schwingungen angefacht und das System ist instabil. Für positive
Werte von D klingen die Schwingungsamplituden mit der Zeit ab und das System kann
als stabil bezeichnet werden. Wenn D betragsmäßig gleich oder größer eins ist, treten bei
einer Systemanregung keine Schwingungen mehr auf. In diesem Fall lässt es sich monoto-
nes Auf- bzw. Abklingen jeweils für negative bzw. positive Werte des Dämpfungsmaßes
beobachten. Die Tabelle 2.1 bietet einen Überblick über das dynamische Verhalten eines
Schwingungssystems für verschiedene Werte des Lehr’schen Dämpfungsmaßes.

Dämpfungsmaß Bewegungsart
D ≥ 1 Monotones Abklingen
0 < D < 1 Abklingende Schwingung
D = 0 Ungedämpfte Schwingung
−1 < D < 0 Aufklingende Schwingung
D ≤ 1 Monotones Aufklingen

Tabelle 2.1: Überblick über das dynamische Verhalten eines Schwingungssystems für ver-
schiedene Werte des Dämpfungsmaßes D.

Für schwach gedämpfte Systeme mit D � 1, zu denen auch Flugzeugstrukturen
gehören, lässt sich ein vereinfachter Zusammenhang zwischen dem logarithmischen De-
krementen und dem Lehr’schen Dämpfungsmaß herstellen. Dazu wird für Gl. (2.94) eine
Taylor-Reihe um den Punkt D = 0 entwickelt, wobei alle Terme zweiter und höherer
Ordnung vernachlässigt werden:

γ(D) ≈ γ|D=0 +
dγ

dD

∣∣∣∣
D=0

D = −D (2.96)

Zusätzlich wird der Verlustfaktor g unter der Verwendung von Gl. (2.96) für schwach
gedämpfte Systeme eingeführt:

g = −2D ≈ 2γ (2.97)
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Der Verlustfaktor g wird im Rahmen der aeroelastischen Analyse zur Charakterisierung
der Systemstabilitätseigenschaften eingesetzt. Dabei wird ein System für positive Werte
von g instabil.

Berechnung der generalisierten aerodynamischen Kräfte

Der Vektor der generalisierten aerodynamischen Kräfte fgen (t) wird im Rahmen dieser
Arbeit mit Hilfe von CFD-Simulationen berechnet. Die auf jede modale Koordinate qi
wirkenden druckinduzierten aerodynamischen Kräfte können im Zeitbereich wie folgt
berechnet werden:

fgen,i (t) = q∞

∫
S

cpδi · dS (2.98)

Der Vektor δi repräsentiert die lokale Auslenkung des CFD-Oberflächengitters, die der
Eigenmode φi entspricht. Es ist zu erkennen, dass der Beitrag der druckinduzierten Last
cp = (p− p∞) /q∞ zur generalisierten aerodynamischen Kraft durch das Skalarprodukt
der lokalen modalen Auslenkung δi und dem Oberflächennormalenvektor dS gewichtet
wird.

Sobald eine Lösung des CFD-Verfahrens kleiner Störungen für eine bestimmte redu-
zierte Frequenz kred berechnet ist, sind instationäre aerodynamische Lasten bekannt, die
harmonisch mit kred auf die Struktur einwirken. Der instationäre Anteil der generalisier-
ten aerodynamischen Kräfte im Frequenzbereich lässt sich durch eine Linerisierung von
Gl. (2.98) herleiten. Die GAF -Matrix für einen Eintrag GAFij [26] lässt sich folgender-
maßen auswerten:

GAFij =

∫
S

ĉp,jδi · dS +

∫
S

c̄pδi · d̂Sj (2.99)

wobei dS den Referenzzustand des vektoriellen Oberflächenelements bezeichnet. Dar-
über hinaus bezieht sich d̂Sj auf die Störung des vektoriellen Oberflächenelements auf-
grund der modalen Auslenkung qj.

Aeroelastische Stabilitätsanalyse mittels der p-k-Methode

Es existieren mehrere Verfahren, die zur aeroelastischen Stabilitätsanalyse verwendet
werden können [2, 44, 128]. Meist stehen für eine Stabilitätsanalyse GAF zu Verfügung,
die unter Voraussetzung rein harmonischer ungedämpfter Strukturauslenkungen ermit-
telt werden. Damit sind GAF nicht als Funktionen des komplexen Laplace-Parameters
definiert, sondern als Funktionen der imaginären Variable iω bzw. im dimensionslosen
Fall ikred. Aus diesem Grund lässt sich EWP, das durch Gl. (2.92) angegeben ist, nicht
direkt lösen.

Abhilfe wird durch die k-Methode geschaffen, wobei Gl. (2.92) aus dem Laplace-
Bereich in den Fourier-Bereich überführt wird und somit eine mathematisch konsistente
Formulierung bietet. Zusätzlich wird eine rein komplexe und zur Steifigkeit K propor-
tionale Dämpfung D = igK angesetzt. Verlustfaktoren g werden bestimmt, indem die
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Gesamtdämpfung des aeroelastischen Systems zu Null gesetzt wird [31]. Die Hinzunah-
me der komplexen Strukturdämpfung hat allerdings keine physikalische Interpretation.
Somit haben die mit der k-Methode bestimmten Verlustfaktoren g keine physikalische
Bedeutung und dienen ausschließlich zur Bestimmung der Stabilitätsgrenze des aero-
elastischen Systems. Eine physikalisch realistischere Interpretation der berechneten Ver-
lustfaktoren bietet die etablierte p-k-Methode, die auch im Rahmen dieser Arbeit für
Flatteranalysen implementiert und eingesetzt wird. Nachfolgend wird das Vorgehen, das
bei der p-k-Methode verfolgt wird, angelehnt an [2, 29] vorgestellt.

Der p-k-Methode liegt die Annahme zugrunde, dass die Einträge der Matrix GAF
linear sind bzw. sich nur langsam mit der reduzierten Frequenz kred ändern [128]. Der
Ausgangspunkt ist Gl. (2.91), die im Laplace-Bildbereich formulierte GAF benötigt
(d.h. GAF (s)). Die meisten Verfahren zur Bestimmung aerodynamischer Kräfte im
luftfahrttechnischen Kontext sind allerdings im Frequenzbereich formuliert. Der Vorteil
der p-k-Methode liegt darin, dass sie direkt im Frequenzbereich formulierte GAF (ikred)

verarbeitet [13]: [
s2Mgen + sDgen +Kgen − q∞GAF (ikred)

]
q = 0 (2.100)

Für den Laplace-Parameter gilt:
s = ω(γ ± i) (2.101)

Da die GAF bezüglich der reduzierten Frequenz kred definiert sind, wird hier ein Zusam-
menhang zwischen dem Laplace-Parameter s und kred hergestellt:

kred =
ωlref
U∞

=
Im(s)lref

U∞
(2.102)

Ein quadratisches EWP kann auf der Basis von Gl. (2.100) formuliert werden, indem
die aerodynamische Dämpfungsmatrix hinzugefügt und die Matrix der generalisierten
Kräfte in ihren Real- und Imaginärteil aufgespalten wird [13]:[

s2Mgen +

(
Dgen −

1

2
ρ∞lrefU∞

Im(GAF (ikred))

kred

)
s

+Kgen −
1

2
ρ∞U

2
∞Re(GAF (ikred))

]
q = 0

(2.103)

Zur Lösung des EWP kann die Gleichung in die Zustandsraumdarstellung gebracht wer-
den:

[A− sI] q∗ = 0 (2.104)
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mit dem Zustandsvektor q∗, der neben den modalen Koordinaten auch ihre Geschwin-
digkeiten enthält. Die reellwertige Matrix A ist folgendermaßen definiert:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
(2.105)

mit
A11 = 0 (2.106)

A12 = I (2.107)

A21 = −M−1
[
Kgen −

1

2
ρ∞U

2
∞Re(GAF (ikred))

]
(2.108)

A22 = −M−1
[
Dgen −

1

2
ρ∞lrefU∞

Im(GAF (ikred))

kred

]
(2.109)

Als Lösung des EWP treten entweder reelle oder konjugiert komplexe Eigenwertpaare
auf. Kommt es zu reellen Eigenwerten, so sind sie mit den Fällen |D| ≥ 1 (Tabelle 2.1)
assoziiert. Dazu gehören Bewegungsformen, die entweder monoton ab- bzw. aufklingend
sind. Im Zusammenhang mit aeroelastischen Analysen werden sie jeweils als Konver-
genz bzw. Divergenz bezeichnet. Die reellen Eigenwerte werden direkt gefunden, indem
kred = 0 gesetzt wird. Stehen keine aerodynamischen Daten für kred = 0 zur Verfügung,
kann Re(GAF (ikred)) anhand verfügbarer Datenpunkte extrapoliert werden. Zusätzlich
wird der Term Im(GAF (ikred)) /kred für kred = 0 zu Null gesetzt. Dies wird damit be-
gründet, dass für GAF (ikred) die Linearitätsannahme gilt und für den quasistationären
Fall mit kred = 0 die aerodynamische Dämpfung verschwindet. Der Verlustfaktor, der
zum reellen Eigenwert der Eigenmode k gehört, wird mit folgender Formel berechnet [2]:

gk = 2
sklref

ln(2)U∞
(2.110)

Ein iterativer Prozess ist nötig, um die konjugiert komplexen Eigenwerte zu bestim-
men, sodass sie Gl. (2.102) erfüllen. Im ersten Schritt werden die komplex konjugierten
Eigenwertpaare anhand der Eigenkreisfrequenz Im(s) = ω sortiert:

s
(j)
r,k = ω

(j)
r,k(γ

(j)
r,k + i) (2.111)

Der Index r beschreibt die Sortierungsordnung der dazugehörigen Eigenmoden nach
ihrer Eigenkreisfrequenz ω(j)

1,k < ω
(j)
2,k < · · · < ω

(j)
N,k. Die Nummer der gerade berücksich-

tigten Eigenmode wird durch den Index k angegeben. Der hochgestellte Index j steht
wiederum für die Nummer des Iterationsschrittes. Basierend auf der Eigenkreisfrequenz
der berücksichtigten Eigenmode k erfolgt die Bestimmung der reduzierten Frequenz fol-
gendermaßen:

k
(j)
red,k = ω

(j)
k,k

lref
U∞

(2.112)
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Die generalisierten aerodynamischen Kräfte werden für die reduzierte Frequenz k(j)red,k
interpoliert, um die Matrix GAF (ik

(j)
red,k) zu erhalten. Daraufhin wird das EWP erneut

unter Verwendung von GAF (ik
(j)
red,k) gelöst. Die reduzierte Frequenz k(j+1)

red,k wird berech-
net und mit k(j)red,k verglichen. Der Iterationsprozess für die berücksichtigte Eigenmode
k wird so lange fortgesetzt, bis die Differenz zwischen k(j)red,k und k(j+1)

red,k unter einen vom
Benutzer oder Benutzerin definierten Wert fällt. Ist die Konvergenz für die Eigenmode
k erreicht, wird der Iterationsprozess für die Eigenmode k + 1 wiederholt. Dabei wird
der Startwert k(0)red,k+1 mit der zur Eigenmode k + 1 gehörenden Eigenkreisfrequenz aus
dem konvergierten Iterationsprozess für die Eigenmode k abgeschätzt:

k
(0)
red,k+1 = ω

(c)
k+1,k

lref
U∞

(2.113)

Der hochgestellte Index c bezeichnet die Nummer der Iteration, bei der die Konvergenz
für die berücksichtigte Eigenmode erreicht ist. Die oben beschriebene Vorgehensweise
wird für alle Eigenmoden durchgeführt. Basierend auf den Eigenwerten wird der Ver-
lustfaktor für jede einzelne aeroelastische Eigenmode unter Verwendung von Gl. (2.93)
und (2.97) berechnet:

gk = 2
Re(sck,k)

Im(sck,k)
(2.114)

Das Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte des aeroelastischen Systems wird für
mehrere Werte des dynamischen Druckes q∞ ausgeführt. Wird eine konstante Flughöhe
und damit ρ∞ = const. vorausgesetzt, können die Verlustfaktoren aller aeroelastischer
Eigenmoden über die Anströmgeschwindigkeit U∞ hinweg berechnet werden. Eine aero-
elastische Eigenmode wird mit steigender Geschwindigkeit instabil, sobald der dazugehö-
rige Verlustfaktor positiv wird. Sind die jeweiligen Eigenwerte reell, tritt eine Divergenz
auf. Bei konjugiert komplexen Eigenwerten kommt es wiederum zu einer aufklingenden
Schwingung, die als Flattern bezeichnet wird.

Die Ergebnisse der Stabilitätsanalyse mittels der p-k-Methode werden meist anhand
von U∞-g-Diagrammen visualisiert. Ist zusätzlich die Veränderung der Eigenfrequenzen
f über die Anströmgeschwindigkeit für die Analyse relevant, wird sie in einem U∞-f -
Diagramm dargestellt. Dabei werden die Kreisfrequenzen in die Frequenzen nach folgen-
der Formel umgerechnet:

f =
ω

2π
(2.115)

Als Ergebnis des oben beschriebenen Lösungsverfahrens stehen zusätzlich die im modalen
Zustandsraum formulierten Eigenmoden des aeroelastischen Systems q∗ zur Verfügung.
Sie sind komplex, da unter der Berücksichtigung der GAF die Proportionalitätsannahme
(Gl. (2.85)) für die Systemdämpfung nicht mehr gilt. Jede aeroelastische Mode stellt eine
Kopplung der Struktureigenmoden φi dar. Die Struktureigenmoden überlagern sich zu
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aeroelastischen Eigenmoden, wobei ihre relativen Anteile mit dem Betrag der komple-
xen modalen Verschiebungen |qi| berechnet werden können. Dadurch, dass die aeroelas-
tischen Eigenmoden komplex sind, weisen die modalen Verschiebungen zusätzlich einen
Phasenwinkel zueinander auf [32]. Die aeroelastischen Eigenmoden wandeln sich über
die Anströmgeschwindigkeit. Aus diesem Grund verändern sich über die Anströmge-
schwindigkeit die relativen Anteile der einzelnen strukturellen Eigenmoden, die an einer
aeroelastischen Eigenmode partizipieren. Das Gleiche gilt für ihre Phasenverschiebungen
zueinander.



3 Antimetrische Randbedingung

3.1 Motivation

Liegen bei einem physikalischen Problem Symmetrien vor, können diese oft zur Ver-
einfachung der Modellbildung berücksichtigt werden [101]. In der Luftfahrt kann eine
Vielzahl von Fluggerätekonfigurationen bei geringfügigen Vereinfachungen als spiegel-
symmetrisch aufgefasst werden. Aus diesem Grund sind spiegelsymmetrische Problem-
stellungen im Zusammenhang mit der Luftfahrttechnik geläufig. Ein Körper oder eine
räumliche Anordnung kann als spiegelsymmetrisch bezüglich einer Ebene bezeichnet wer-
den, wenn sie durch eine senkrechte Spiegelung an dieser Ebene auf sich selbst abgebildet
wird [114]. Die Bezugsebene wird hier als Symmetrieebene bezeichnet. Ist ein umström-
ter Körper spiegelsymmetrisch und weist er zusätzlich dazu keinen Schiebewinkel zur
Anströmungsrichtung auf, kann oft im Rahmen der aerodynamischen Modellbildung die
Spiegelsymmetrie ausgenutzt werden. Bei experimentellen Untersuchungen im Windka-
nal äußert sich die potentielle Vereinfachung dadurch, dass die aerodynamischen Lasten
anhand eines Halbmodells ermittelt werden können. Bei aerodynamischen Modellen bie-
tet eine Halbmodellausführung Vorteile wie die Vergrößerung des Modellmaßstabs und
ggf. die Reduzierung der Modellbaukosten. Bei numerischen Analysen mittels statio-
närer CFD-Verfahren kann ebenfalls ein Halbmodell verwendet werden. Dies führt dazu,
dass die Hälfte des CFD-Rechengebiets unter Einsatz der symmetrischen Randbedin-
gung von der Betrachtung ausgeschlossen werden kann. Dadurch verringert sich die zur
Simulation nötige Rechenleistung ungefähr um die Hälfte. Beispielhaft wurde bei einer
Annahme der Spiegelsymmetrie die Hochauftriebskonfiguration des „NASA Common Re-
search Models“ (CRM-HL) als Halbmodell entwickelt [62]. In Abb. 3.1 ist CRM-HL im
Langley-Unterschallwindkanal in einer Halbmodellausführung dargestellt. Das unstruk-
turierte CFD-Oberflächengitter derselben Konfiguration in einer Halbmodellausführung
ist in Abb. 3.1 gezeigt.

Oft sind außerdem die strukturellen Eigenschaften von Flugzeugkonfigurationen spie-
gelsymmetrisch. Folglich können instationäre strukturelle Auslenkungen der umström-
ten Struktur unter aerodynamischer Last spiegelsymmetrisch sein. In diesem Fall ist
die Problemstellung auch im Zusammenhang mit aeroelastischen Untersuchungen spie-
gelsymmetrisch. Vor allem bei numerischen Untersuchungen mittels instationärer CFD-
Verfahren, die mit einem hohen rechnerischen Aufwand verbunden sind, ist hier die Aus-
nutzung der Spiegelsymmetrie besonders lohnenswert. Bei spiegelsymmetrischen Struk-
turen kommen neben spiegelsymmetrischen Bewegungsformen auch antimetrische Be-
wegungsformen vor. In der Vergangenheit war es es nicht möglich, bei aeroelastischer
Untersuchung einer antimetrischen Bewegungsform die Symmetrieeigenschaften des zu
modellierenden Systems auszunutzen. Generalisierte aerodynamische Kräfte, die auf-
grund einer antimetrischen Eigenmode entstehen, mussten anhand eines Vollmodells
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des untersuchten Flugzeugkonfiguration ermittelt werden. Hier wird eine neuartige Me-
thodik vorgeschlagen, die die Verwendung eines Halbmodells im Zusammenhang mit
CFD-Verfahren kleiner Störungen auf den Fall von antimetrischen Strukturauslenkungen

Abbildung 3.1: Halbmodell der Hochauftriebskonfiguration von „NASA Common Rese-
arch Model“ (CRM-HL) im Langley-Unterschallwindkanal [11].

Abbildung 3.2: Unstrukturiertes CFD-Oberflächengitter des Halbmodels von „NASA
Common Research Model“ (CRM-HL) [83].
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erweitert. Folglich, wenn die Eigenmoden als rein spiegelsymmetrisch oder antimetrisch
klassifiziert werden können, kann die gesamte CFD-basierte aeroelastische Untersuchung
einer Konfiguration auf der Grundlage eines Halbmodells durchgeführt werden.

Die folgenden Ausführungen in diesem Kapitel basieren größtenteils auf der begutach-
teten Veröffentlichung „Antisymmetric Boundary Condition for Small Disturbance CFD“
im Journal of Fluids and Structures [91]. Zuerst wird eine Analogie zwischen der Kinema-
tik der Strukturauslenkungen und der symmetrischen Randbedingung hergestellt. An-
schließend wird basierend darauf eine antimetrische Randbedingung für CFD-Verfahren
kleiner Störungen konstruiert. Mit Hilfe der neuartigen antimetrischen Randbedingung
können somit alle spiegelsymmetrischen Konfigurationen bei einer Anströmung ohne
Schiebewinkel mit einem Halbmodell behandelt werden. Der Ansatz reduziert sowohl
den Speicherbedarf als auch den Berechnungsaufwand ungefähr um die Hälfte. Die anti-
metrische Randbedingung wird auf der Basis des AGARD 445.6-Flügels und des „NASA
Common Research Models“ validiert und somit ihre Anwendbarkeit für Anwendungen
unterschiedlicher Komplexität demonstriert. Während der Ansatz der antimetrischen
Randbedienung sowohl auf Euler- als auch Navier-Stokes-Gleichungen anwendbar ist,
liegt hier der Schwerpunkt auf der Betrachtung der Euler-Gleichungen.

3.2 Dynamische Eigenschaften symmetrischer
Strukturen

Dieser Abschnitt befasst sich mit strukturdynamischen Eigenschaften, die für spiegel-
symmetrische Konfigurationen charakteristisch sind. Im Weiteren werden die Bezeich-
nungen „Symmetrie“ und „Spiegelsymmetrie“ als gleichbedeutend behandelt.

Damit eine Konfiguration als symmetrisch im aeroelastischen Sinne betrachtet wer-
den kann, müssen ihre geometrischen und strukturellen Eigenschaften symmetrisch zu
einer Bezugsebene sein. Alle Eigenmoden solcher Strukturen sind entweder symmetrisch
oder antimetrisch [32]. Der Unterschied zwischen symmetrischen und antimetrischen
Eigenmoden lässt sich mit Hilfe von Auslenkungsbeziehungen in Bezug auf die Symme-
trieebene erklären (siehe Abb. 3.3). Eine Auslenkungsbeziehung wird als symmetrisch
bezeichnet, wenn zwei Bedingungen erfüllt sind. Zum einen sind die Auslenkungskom-
ponenten tangential zur Symmetrieebene δt an allen spiegelsymmetrischen Positionen
identisch. Zum anderen ist die Auslenkungskomponente normal zur Symmetrieebene δn
entgegengesetzt.

δlt = δrt (3.1)

δln = −δrn (3.2)
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Die Superskripte l und r bezeichnen die linke und rechte Seite in Bezug auf die Symme-
trieebene. Bei einer antimetrischen Bewegungsform sind die tangentialen Auslenkungs-
komponenten für spiegelsymmetrische Positionen bezüglich der Symmetrieebene entge-
gengesetzt zueinander. Die Normalkomponente der Auslenkung ist hier dagegen iden-
tisch. Für einen antimetrischen Fall gelten somit folgende Beziehungen für Auslenkungen
an spiegelsymmetrischen Positionen:

δlt = −δrt (3.3)

δln = δrn (3.4)

δrt

δrn

δrt

δrn
δlt

δln

δln

δlt

Symmetrieebene

Symmetrische Auslenkung

Antimetrische Auslenkung

Abbildung 3.3: Auslenkungsbeziehungen sowohl für symmetrische als auch antimetri-
sche Strukturauslenkungen. Die dargestellten Amplituden der linearen
Auslenkungen sind überhöht dargestellt.

Die oben genannten Bedingungen bestimmen ebenfalls die Kinematik der Auslen-
kungen an der Symmetrieebene selbst. Ein an der Symmetrieebene angrenzender Struk-
turausschnitt ist in Abb. 3.4 dargestellt. Das Koordinatensystem ist durch die Hauptrich-
tungen t, t und n definiert. Die Richtungsvektoren t und t sind tangential zur Sym-
metrieebene orientiert, wobei der Richtungsvektor n normal zur Symmetrieebene steht.
Im Allgemeinen sind die in Abb. 3.4 dargestellten tangentialen Anteile der Auslenkung
δt1 und δt2 für den symmetrischen Fall ungleich Null, was wiederum Gl. (3.1) genügt.
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Die Normalkomponente der Auslenkung δn muss allerdings an der Symmetrieebene im
Gegensatz zu den tangentialen Anteilen verschwinden, damit dort die kinematische Be-
dingung ausgedrückt durch Gl. (3.2) erfüllt bleibt. Bei antimetrischen Bewegungsformen
führen die Gl. (3.3) und (3.4) dazu, dass die tangentialen Anteile der Auslenkung t und
t an der Symmetrieebene gleich Null sind und die Normalkomponente der Auslenkung
δn im allgemeinen Fall ungleich Null ist.

δt1 δt2

δn

t t

n

Sym
met

riee
ben

e

Abbildung 3.4: An der Symmetrieebene angrenzender Strukturausschnitt mit vektoriel-
len Komponenten der Verschiebung δt1, δt2 und δn.

Im Rahmen einer aeroelastischen Analyse werden schwach gedämpfte Systeme mit
Proportionaldämpfung betrachtet. Modale Auslenkungen solcher Systeme sind reellwer-
tig. Dies impliziert wiederum, dass sich die Freiheitsgrade der Struktur in Phase be-
wegen [32]. Es lassen sich daher basierend auf kinematischen Beziehungen für Auslen-
kungskomponenten (Gl. (3.1)-(3.4)) die kinematischen Beziehungen für Komponenten
der Auslenkungsgeschwindigkeit angeben. Für eine symmetrische Bewegungsform gilt
nämlich:

δ̇lt(t) = δ̇rt (t) (3.5)

δ̇ln(t) = −δ̇rn(t) (3.6)

Entsprechend folgt für eine antimetrischen Bewegungsform:

δ̇lt(t) = −δ̇rt (t) (3.7)

δ̇ln(t) = δ̇rn(t) (3.8)
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Die Normalkomponente der Auslenkungsgeschwindigkeit bei symmetrischen Bewegungs-
formen und Tangentialkomponenten bei antimetrischen Bewegungsformen haben so-
mit entgegengesetzte Vorzeichen an spiegelsymmetrischen Positionen (siehe Gl. (3.6)
und (3.8)). Dieses Verhalten kann mit der Euler’schen Identität eiπ = −1 als eine Pha-
senverschiebung um 180◦ interpretiert werden.

3.3 Konstruktion der antimetrischen Randbedingung

Wie im Abschnitt 2.2.3 dargestellt, kann die symmetrische Randbedingung für den CFD-
Löser kleiner Störungen anhand der entsprechenden Randbedingung für den nichtlinea-
risierten CFD-Löser abgeleitet werden. Da keine antimetrische Randbedingung für den
nichtlinearisierten CFD-Löser existiert, kann dieses Vorgehen nicht zu einer Herleitung
einer antimetrischen Randbedingung kleiner Störungen verwendet werden. Daher wird
ein antimetrischer Zustand für Störungsamplituden der Strömungsgrößen q̂asymm in den
Geisterzellen außerhalb des Rechengebiets explizit basierend auf dem bekannten Zu-
stand q̂i innerhalb des Rechengebietes konstruiert. Die Position des Zustandes q̂asymm

wird spiegelsymmetrisch zur Position des Zustandes q̂i angenommen.
Der Ausgangspunkt ist die bereits im Abschnitt 3.2 diskutierte Kinematik der antime-

trischen Strukturauslenkungen. Für spiegelsymmetrische Positionen wird angenommen,
dass die spiegelsymmetrischen Störungsamplituden der Strömungsgeschwindigkeit sich
zueinander in gleicher Weise verhalten, wie die spiegelsymmetrischen Auslenkungsge-
schwindigkeiten der Struktur. Somit schwingen bei einer antimetrischen Strukturauslen-
kung die Normalkomponenten der Störungsamplitude der Strömungsgeschwindigkeit an
spiegelsymmetrischen Positionen in Phase. Die tangentialen Komponenten weisen dage-
gen an allen spiegelsymmetrischen Positionen eine Phasenverschiebung von 180◦ zuein-
ander auf. Mit dieser Annahme lassen sich die Komponenten ûasymm,t1 ,û

asym
m,t2 und ûasymm,n der

vektoriellen Störungsamplitude der Strömungsgeschwindigkeit in der Geisterzelle ûasymm

bestimmen. Sie basieren auf der Störungsamplitude der Strömungsgeschwindigkeit ûasymm

in der zur Geisterzelle spiegelsymmetrischen inneren Zelle.
Ein Vergleich der kinematischen Beziehungen der Störungsamplituden der Strömungs-

geschwindigkeit für den symmetrischen und antimetrischen Fall ist in Abb. 3.5 darge-
stellt. Dabei ist die innere Zelle und die spiegelsymmetrische dazu angeordnete Geis-
terzelle jeweils durch die weiße und graue Hintergrundfarbe gekennzeichnet. Basierend
auf Beobachtungen bei Vollmodellsimulationen (siehe z.B. Abb. 3.20) wird zusätzlich
angenommen, dass Störungsamplituden von Druck und Dichte an spiegelsymmetrischen
Positionen in Gegenphase oszillieren. Somit lassen sich alle Strömungsvariablen angeben,
die den modellierten Zustand in den Geisterzellen q̂asymm definieren:

ρ̂asymm = −ρ̂i (3.9)

ûasymm = ûi − 2 (I − nb ⊗ nb) ûi (3.10)
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Symmetrieebene Symmetrieebene
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Abbildung 3.5: Kinematische Bedingungen der Strömungsgeschwindigkeiten für die
Geisterzelle und die innere Zelle.

p̂asymm = −p̂i (3.11)

wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet. Die kinematische Beziehung für die modellierte
Störungsamplitude der Strömungsgeschwindigkeit (Gl. (3.10)) ähnelt der in [6] vorge-
schlagenen antimetrischen Randbedingung. Die Randbedingung wird in [6] jedoch für
CFD-Methoden kleiner Störungen im Zeitbereich eingeführt und rein auf die Behandlung
von Geschwindigkeiten beschränkt.

Stehen Ergebnisse einer Simulation mittels eines CFD-Lösers kleiner Störungen für
das Halbmodell zur Verfügung, können die GAF für das Vollmodell unter Anwendung
der kinematischen Beziehungen für symmetrische und antimetrische Bewegungsformen
berechnet werden. Anhand Gl. (2.99) lässt sich erkennen, dass zur Berechnung der GAF
sowohl die Oberflächenauslenkungen als auch die Störamplituden des Druckes an der
Oberfläche der betrachteten Konfiguration erforderlich sind. Diese Größen an der ver-
nachlässigten Hälfte der Konfiguration lassen sich unter der Ausnutzung der Symme-
trieeigenschaften des aeroelastischen Systems rekonstruieren (siehe Gl. (2.50), (3.11)
und (3.1)-(3.4)).
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3.4 Gitterdeformation für den Einsatz mit
antimetrischer Randbedingung

Für die rechte Seite von Gl. (2.12) ist keine zusätzliche Modellierung erforderlich. Die
Flüsse F̂ (2), Ĝ(2) und Ĥ(2) am Symmetrierand des Rechengebietes sind unter Anwen-
dung der symmetrischen Randbedingung (Gl. (2.45)-(2.47)) implizit vom Referenzströ-
mungszustand der inneren Rechenzellen abhängig. Darüber hinaus hängen sie von den
Störgrößen der Gittermetrik ab, die wiederum durch die vordefinierte Gitterdeformation
vorgegeben sind. Somit sind alle erforderlichen Terme bekannt und die rechte Seite von
Gl. (2.12) kann direkt berechnet werden.

Dadurch, dass die Störgrößen der Gittermetrik in Gl. (2.12) einfließen, muss zusätzlich
zu den Störgrößen des Strömungszustandes die Verformung der Symmetrieebene korrekt
erfasst werden. Die ordnungsgemäße Modellierung der antimetrischen Randbedingung
schließt daher zusätzlich die korrekte Verformung der Symmetrieebene ein. Die Verfor-
mung des Rechengitters muss daher in der Symmetrieebene den antimetrischen kinema-
tischen Bedingungen (Gl. (3.3) und (3.4)) genügen. Zur Validierung der antimetrischen
Randbedingung ist für jeden betrachteten Simulationsfall sowohl eine Voll- als auch eine
Halbmodellversion eines Rechengitters erforderlich. Im Folgenden wird die verwendete
Strategie zur Ableitung von Halbmodellgittern aus Vollmodellgittern beschrieben.

Um modale Verformungen der Struktur zu berücksichtigen, werden ausgehend von
dem Rechengitter des Halbmodells im Referenzzustand deformierte Rechengitter mittels
der im Abschnitt 2.3 vorgestellten Verfahren erstellt. Das Vollmodellgitter im Referenz-
zustand wird durch eine Spiegelung des Halbmodellgitters bezüglich der Symmetrieebene
mittels der eigens dafür entwickelten MATLAB-Routine erzeugt. Dabei besteht die Her-
ausforderung darin, die Topologiebeziehungen der Gitterblöcke zueinander korrekt zu
erfassen. Im Unterschied zu der Erzeugung eines Vollmodellgitters durch eine Spiege-
lungsoperation in ICEM CFD [1], besteht der Vorteil des oben geschriebenen Vorgehens
darin, dass es keine Rundungsfehler bei der Spiegelung der Gitterpunktpositionen auftre-
ten. Somit wird diese Fehlerquelle bei der Validierung der antimetrischen Randbedingung
ausgeschlossen. Schließlich werden die verformten Gitter durch einen nachfolgenden Ver-
formungsschritt aus dem Vollmodellgitter im Referenzzustand abgeleitet. Somit stehen
zwei Sätze von Rechengittern für Vergleichszwecke zur Verfügung.

Der Verformungsvorgang ist in Abb. 3.6 durch blaue Pfeile dargestellt. Die blauen
Pfeile beschreiben die Abfolge der Schritte mit einem Halbmodell als Ausgangspunkt.
Es ist ebenfalls möglich aus einem Vollmodellgitter ein Halbmodellgitter abzuleiten. Die
Voraussetzung dafür ist, dass keine Rechenzelle des Rechengitters im Referenzzustand
von der Symmetrieebene geschnitten wird. Unter Einsatz der neuartigen antimetrischen
Randbedingungen eignet sich diese Vorgehensweise zur Anpassung bestehender aero-
elastischer Modelle an die Anwendung mit der Halbkonfiguration. Der Ablauf ist durch
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graue Pfeile in Abb. 3.6 skizziert. Außerdem ist in Abb. 3.6 angedeutet, dass die Symme-
trieebene (blaue Linie) bei antimetrischen Auslenkungen der Struktur nicht mehr „eben“,
sondern deformiert ist.

Referenzzustand Deformierter Zustand

H
al
bm

od
el
l

V
ol
lm

od
el
l

Abbildung 3.6: Prozessschritte der Gitterverformung zur Validierung der antimetrischen
Randbedingung.

3.5 Anwendungsfälle

Die Methodik für die Behandlung des Symmetrierandes bei antimetrischen Bewegungs-
formen mittels der antimetrischen Randbedingung wird anhand von zwei dreidimensio-
nalen Fällen validiert. Im ersten Fall werden die modalen Auslenkungen des AGARD
445.6-Flügels unter transsonischen Anströmbedingungen untersucht. Der Validierungs-
fall stellt eine Herausforderung dar, da die gesamte Geometrie des Flügels die Sym-
metrieebene schneidet und gleichzeitig modale Auslenkungen ausführt. Der zweite Fall
befasst sich mit vier höheren antimetrischen Eigenmoden des „NASA Common Research
Models“ unter transsonischen Anströmbedingungen ohne Schiebewinkel. Dieser Validie-
rungsfall stellt die Anwendung eines CFD-Verfahrens kleiner Störungen in Verbindung
mit der antimetrischen Randbedingung auf eine realistische Geometrie eines Verkehrs-
flugzeuges dar.
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3.5.1 Fall 1: AGARD 445.6-Flügel

Die Antwort der aerodynamischen Kräfte auf instationäre modale Auslenkungen des
AGARD 445.6-Flügels (geschwächtes Modell 3) wird untersucht, um die antimetrische
Randbedingung zu validieren. Der AGARD-Flügel hat eine Streckung von 1,65 und eine
Pfeilung von 45◦ bei 25% der Profiltiefe. Außerdem weist er eine Zuspitzung von 0,66

bei einer Flügelhalbspannweite s = 0,762 m und einer Flügelwurzelsehne von 0,558 m

auf. Der Flügelquerschnitt entspricht dem symmetrischen Profil NACA-65A004. Der
Flügel wurde im NASA Langley Transonic Dynamics Tunnel (TDT) unter dem An-
stellwinkel von 0◦ untersucht. Detaillierte Informationen zu den Testbedingungen, der
Modellgeometrie und den strukturellen Eigenschaften des Flügels sind in [125] enthalten.
Der AGARD-Flügel wird häufig als Validierungsfall für rechnergestützte aeroelastische
Berechnungsmethoden verwendet [100].

Aufgrund der Anströmbedingungen mit dem Anstellwinkel von 0◦ und einem sym-
metrischen Querschnitt des Flügels kann der oben genannte Validierungsfall als symme-
trisch in Bezug auf die Flügelmittelebene bezeichnet werden. Somit können instationäre
aerodynamische Untersuchungen basierend auf der Hälfte des ursprünglichen Rechen-
bereiches des AGARD-Flügels durchgeführt werden. Um mögliche Anwendungen der
antimetrischen Randbedingung zu demonstrieren, wird der Flügel als eine generische
Seitenleitwerkskonfiguration betrachtet. Aus diesem Grund wird der Flügel um die x-
Achse um 90◦ rotiert. Folglich ist der Rechenbereich spiegelsymmetrisch in Bezug auf
die x-z-Ebene. Daher kann die Symmetrie mittels der Randbedingungen sowohl für sta-
tionäre als auch für instationäre Simulationen ausgenutzt werden.

Der Rechenbereich des AGARD-Flügels ist in strukturierter Weise durch 532480 Re-
chenzellen diskretisiert, die in zwei topologischen Blöcken angeordnet sind. Die Dimen-
sionen des ursprünglichen Rechenbereiches sind 15, 16 und 7 Halbspannweiten jeweils
in x-, y- und z-Richtung. Das Rechengitter ist mit ANSYS ICEM CFD [1] generiert.
Außerdem ist das Rechengitter geglättet, um nahezu orthogonale Gitterlinien zu den
Wandgrenzen der Flügelgeometrie zu erhalten. Der Rechenbereich des Halbmodells wird
durch das Entfernen eines topologischen Blocks und Aufprägen einer Randbedingung
in der Symmetrieebene abgeleitet. Beide Rechengitter sind in den Abb. 3.7a und 3.7b
dargestellt. Der Querschnitt des AGARD 445.6-Flügels sowohl im Voll- als auch im
Halbmodellfall ist durch Abb. 3.8 veranschaulicht. Die in [27] durchgeführte Sensitivi-
tätsstudie zeigt für das verwendete Rechengitter eine Unabhängigkeit der rechnerischen
Lösung von der Gitterauflösung. Jede Simulation wird beendet, sobald die normierte
euklidische Norm der Dichteänderung einen Wert von 10−7 unterschreitet.

Die instationäre aerodynamische Antwort auf die ersten fünf modalen Auslenkungen
wird berücksichtigt. Für CFD-Simulationen werden die Deformationen so skaliert, dass
die maximale Auslenkungsamplitude δmax jeder Eigenmode 5 · 10−3 der Halbspannweite
beträgt. Dieses Vorgehen gewährleistet die Erfüllung der Annahme kleiner Störungen.
Die modalen Auslenkungen sind in Abb. 3.9 dargestellt. Die Amplituden der effektiv
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(a) Rechengitter für das Vollmodell. (b) Rechengitter für das Halbmodell.

Abbildung 3.7: Rechengitter des AGARD 445.6-Flügels. Der Fernfeldrand ist schwarz,
die Wandränder sind orange und rot und der symmetrische bzw. anti-
metrische Rand ist blau eingefärbt dargestellt.

(a) Vollmodell. (b) Halbmodell.

Abbildung 3.8: Querschnitt des AGARD 445.6-Flügels für den Voll- und Halbmodellfall.

simulierten modalen Auslenkungen sind um den Faktor 30 überhöht dargestellt. Die
Falschfarben repräsentieren die mit δmax normierten lokalen Auslenkungsamplituden.

Die Machzahl der Anströmung von 0,954 wird gemäß [27, 122] gewählt, um transso-
nische Strömungsbedingungen an der untersuchten Geometrie zu gewährleisten. Es wird
die reibungsfreie Strömung berücksichtigt. Somit werden die stationären Simulationen
auf der Grundlage der nichtlinearen Euler-Gleichungen (Gl. (2.6)) berechnet. Die sta-
tionäre Verteilung des Druckbeiwerts am AGARD-Flügel ist in Abb. 3.10 dargestellt.
Ein mäßiger Stoß ist an der Hinterkante im inneren Bereich des Flügels (z/s = 0) zu
erkennen. Basierend auf der stationären Lösung werden instationäre Simulationen klei-
ner Störungen durchgeführt, denen linearisierte Euler-Gleichungen (Gl.(2.12)) zugrunde
liegen. Sowohl für das Voll- als auch das Halbmodell des AGARD 445.6-Flügels wer-
den reduzierte Frequenzen von kred = [0,0; 0,2; 1,0; 5,0] berücksichtigt. Die rote Linie an
der Hälfte der Halbspannweite in Abb. 3.10 stellt die Position dar, an der instationäre
ĉp-Verteilungen in der Sehnenrichtung untersucht werden.

In Abb. 3.11 ist das Ergebnis der Simulation kleiner Störungen mit dem Vollmodell
des AGARD 445.6-Flügels gezeigt. Dabei wird die Eigenmode 3 bei einer reduzierten
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Abbildung 3.9: Erste fünf Eigenmoden des AGARD 445.6-Flügels.

Abbildung 3.10: Stationäre Verteilung des Druckbeiwerts (cp) für die betrachtete Mach-
Zahl von 0,954. Die rote Linie bei z/s = 0,5 stellt die Position für die
Untersuchung der lokalen ĉp-Verteilung in der Sehnenrichtung dar.

Frequenz von 0,2 betrachtet. Im Flügelaußenbereich bewegt sich die „Staulinie“ auf-
grund der torsionsförmigen Auslenkung des Flügels. Dieser Effekt führt zu lokal hohen
Störamplituden des Druckbeiwerts ĉp sowohl im Real- als auch im Imaginärteil.
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Die lokale Abweichung der ĉp-Verteilung der Halbmodell-Lösung bezogen auf die
Vollmodell-Referenzlösung ist in Abb. 3.12 für den oben betrachteten Fall gezeigt. Die
lokale Abweichung des Real- bzw. Imaginärteils einer Größe wird mit der globalen ma-
ximalen absoluten Amplitude wie folgt normiert:

∆Re(x, z) =
|Re ĉp,voll(x, z)−Re ĉp,halb(x, z)|

|Re ĉp,voll|max
(3.12)

∆Im(x, z) =
|Im ĉp,voll(x, z)− Im ĉp,halb(x, z)|

|Im ĉp,voll|max
(3.13)

Die Indizes voll und halb bezeichnen hier die Ergebnisse der Voll- bzw. Halbmodellsi-
mulation. Es ist zu erkennen, dass die Ergebnisse des Halbmodells eine perfekte Über-
einstimmung mit den Ergebnissen des Vollmodells aufweisen. Die höchste Abweichung
beträgt nicht mehr als 0,08% und 0,09% jeweils für den realen und imaginären Teil
von ĉp. Die vernachlässigbaren Abweichungen können auf Rundungsfehler innerhalb des
numerischen Lösungsprozesses zurückgeführt werden.

(a) Realteil. (b) Imaginärteil.

Abbildung 3.11: Verteilung der Störamplitude des Druckbeiwerts. Ma∞ = 0.954, kred =
0,2, Eigenmode 3, AGARD 445.6.

Darüber hinaus werden in den Abb. 3.13-3.16 ĉp-Verteilungen bei z/s = 0,5 für die
Voll- und Halbmodellsimulationen verglichen. Dabei werden exemplarisch ausgewählte
Kombinationen von Eigenmoden und reduzierten Frequenzen betrachtet. Die Positions-
angabe wird durch die lokale Sehnenlänge cloc normiert. Eine perfekte Übereinstimmung
zwischen den Ergebnissen, die mit dem Halbmodell und dem Vollmodell des AGARD
445.6-Flügels erzielt werden, ist sowohl über alle betrachteten reduzierten Frequenzen
als auch Eigenmoden hinweg zu beobachten.
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(a) Realteil. (b) Imaginärteil.

Abbildung 3.12: Normierte lokale Abweichung der ĉp-Verteilung bezogen auf die Vollm-
odellergebnisse.Ma∞ = 0,954, kred = 0,2, Eigenmode 3, AGARD 445.6.
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(a) Realteil.
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Abbildung 3.13: Vergleich der ĉp-Verteilungen bei z/s = 0,5 für die Voll- und Halbmo-
dellsimulation. Ma∞ = 0,954, kred = 0,0, Eigenmode 1, AGARD 445.6.
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(a) Realteil.
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Abbildung 3.14: Vergleich der ĉp-Verteilungen bei z/s = 0,5 für die Voll- und Halbmo-
dellsimulation. Ma∞ = 0,954, kred = 0,2, Eigenmode 2, AGARD 445.6.
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(a) Realteil.
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Abbildung 3.15: Vergleich der ĉp-Verteilungen bei z/s = 0,5 für die Voll- und Halbmo-
dellsimulation. Ma∞ = 0,954, kred = 1,0, Eigenmode 3, AGARD 445.6.
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Abbildung 3.16: Vergleich der ĉp-Verteilungen bei z/s = 0,5 für die Voll- und Halbmo-
dellsimulation. Ma∞ = 0,954, kred = 5,0, Eigenmode 4, AGARD 445.6.
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3.5.2 Fall 2: „NASA Common Research Model“

Der zweite Fall für die Validierung der antimetrischen Randbedingung ist das „NASA
Common Research Model“ (CRM) [82, 105]. Das CRM stellt ein modernes transsoni-
sches Verkehrsflugzeug dar, das bei einer Anströmmachzahl von Ma∞ = 0,85 einen
Auftriebsbeiwert von cA = 0,5 aufweist. Die hier betrachtete CRM-Konfiguration bein-
haltet Flügel, Rumpf und Höhenleitwerk. Im Englischen wird die Konfiguration als
wing/body/horizontal-tail (WBH) bezeichnet. Sie stand im Mittelpunkt des vierten
AIAA CFD-Workshops zur Vorhersage des Luftwiderstandes (Drag Prediction Work-
shop) [106]. Referenzgrößen für das CRM sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Rumpflänge crumpf 62,75 m
Referenzfläche Aref 383,69 m2

Flügelspannweite b 58,763 m
Referenzsehnenlänge cref 7,0053 m
Flügelstreckung Λ 9,0
Pfeilung bei 0,25% der Sehnenlänge φ1/4 35◦

Flügelzuspitzung λ 0,275

Tabelle 3.1: Geometrische Referenzgrößen der CRM-WBH-Konfiguration [106].

Der halbkugelförmige Rechenbereich des Halbmodells ist blockstrukturiert mit ca.
drei Millionen Rechenzellen diskretisiert. Die Unabhängigkeit der Lösung von der Git-
terauflösung ist im Rahmen einer Gittersensitivitätsstudie in [120] demonstriert. In
Abb. 3.17 ist das CFD-Oberflächennetz des CRM-Halbmodells sowie der Symmetrieebe-
ne visualisiert. Der Rand des Rechengebiets, der die Symmetrieebene darstellt ist blau
angefärbt. Hier wird je nach Symmetrieeigenschaften der modalen Strukturauslenkun-
gen bei instationären CFD-Simulationen kleiner Störungen entweder eine symmetrische
oder antimetrische Randbedingung aufgeprägt. Die Referenzlösungen werden auf der
Basis des Rechengitters des Vollmodells durchgeführt. Das Rechengitter des Vollmodells
ist vom ursprünglichen Halbmodellgitter durch eine Spiegelung in Bezug auf die Sym-
metrieebene abgeleitet. Das CRM befindet sich somit im Zentrum des kugelförmigen
Rechengebietes mit einem Durchmesser von ca. 20 Flügelspannweiten. Die Strukturmo-
dellierung wird durch die FERMAT-Konfiguration bereitgestellt, deren Geometrie an
das CRM angepasst ist. Das FERMAT-Strukturmodell wurde mit dem Ziel eingeführt,
aeroelastische Analysen auf der Basis der CRM-Konfiguration durchzuführen [54]. Im
Gegensatz zur CRM-WBH-Konfiguration umfasst die FERMAT-Konfiguration jedoch
sowohl ein Seitenleitwerk als auch Triebwerksgondeln. Es wird der modale Datensatz
der FERMAT-Variante C2 verwendet. FERMAT-C2 bezieht sich auf das kondensierte
strukturelle FE-Modell der FERMAT-Konfiguration mit dem maximalen Startgewicht
und einen 1-g-Lastfall. Da Seitenleitwerk und Triebwerksgondeln im für die Validierung
betrachteten CFD-Modell nicht vorhanden sind, werden deren modale Auslenkungen
innerhalb des Prozesses zur Rechengitterdeformation vernachlässigt. Zur Validierung
werden vier antimetrische Eigenmoden der Struktur herangezogen. Die entsprechenden
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Angaben hinsichtlich der betrachteten Eigenmoden sind in Tabelle 3.2 enthalten. Außer-
dem sind die modalen Auslenkungen in Abb. 3.18 abgebildet. Die Falschfarbendarstel-
lung veranschaulicht die lokalen Auslenkungsamplituden, die gemäß δz

|δz |
δ

|δmax| normiert
sind. Die unausgelenkte Referenzgeometrie des CRM ist in transparentem Grau darge-
stellt.

Eigenmode Eigenschaften Eigenfrequenz [Hz]
8 antimetrische Flügelbiegung 1,4547
22 antimetrische Biegung des Höhenleitwerks 6,4587
28 antimetrische Flügeltorsion 9,6140
45 antimetrische Torsion des Höhenleitwerks 17,6611

Tabelle 3.2: Angaben zu betrachteten Eigenmoden der FERMAT-C2-Konfiguration [53].

Es wird die reibungsfreie Strömung berücksichtigt. Somit werden die stationären Si-
mulationen auf der Grundlage der nichtlinearen Euler-Gleichungen (Gl. (2.6)) berechnet.
Instationäre Simulationen kleiner Störungen werden basierend auf linearisierten Euler-
Gleichungen (Gl. (2.12)) sowohl für das Vollmodell als auch für das Halbmodell un-
ter Einsatz der antimetrischen Randbedingung durchgeführt. Es werden die reduzierten
Frequenzen kred = [0,0; 0,2; 1,0; 2,0; 3,0; 4,0; 5,0] untersucht. Lösungen der stationären Si-
mulationen bei Ma∞ = 0,85 und cA = 0,5 dienen als Referenzströmungsfelder für die

Abbildung 3.17: CFD-Oberflächennetz des CRM-WBH-Halbmodells (grau) sowie der
Symmetrieebene (blau).
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(a) Mode 8. (b) Mode 22.

(c) Mode 28. (d) Mode 45.

Abbildung 3.18: Auslenkungen der betrachteten Eigenmoden der FERMAT-C2-
Konfiguration.

instationären Simulationen kleiner Störungen. Die Draufsicht der stationären Druckbei-
wertverteilung ist in Abb. 3.19 gezeigt. An der Oberseite des Flügels ist ein charakte-
ristisches Stoßsystem zu erkennen. Rot markierte Linien, die mit Zahlen von eins bis
vier gekennzeichnet sind, veranschaulichen die Schnittpositionen, bei denen detaillier-
te ĉp-Verteilungen für das Voll- und Halbmodell bei ausgewählten Kombinationen der
modalen Auslenkungen und reduzierten Frequenzen verglichen werden.

Die ĉp-Verteilung für die Eigenmode 28 und kred = 0,2 ist in Abb. 3.20 abgebildet.
Der Auflösungsbereich der Falschfarbenwerte ist zum Zwecke der besseren Darstellung
begrenzt. Somit sind Werte von Re ĉp und Im ĉp, die den aufgelösten Bereich unterschrei-
ten bzw. überschreiten, jeweils entweder in Dunkelblau oder in Dunkelrot repräsentiert.
Die Schwingung der Stoßwelle aufgrund der modalen Auslenkung des Flügels äußert sich
in Regionen hoher Amplituden von Re ĉp und Im ĉp. Darüber hinaus führt ebenfalls die
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Abbildung 3.19: Stationäre Verteilung des Druckbeiwerts (cp) für die betrachtete Mach-
Zahl von 0,85, CRM-WBH.

Bewegung der Staulinie im Außenbereich des Flügels zu höheren Amplituden von Re ĉp
und Im ĉp.

Die lokale Abweichung der ĉp-Verteilung der Halbmodell-Lösung bezogen auf die
Vollmodell-Referenzlösung ist in Abb. 3.21 für den oben betrachteten Fall dargestellt.
Die Abweichung wird mittels Gl. (3.12) und (3.13) berechnet. Der Auflösungsbereich der
Falschfarbenwerte ist zum Zwecke der besseren Darstellung begrenzt. Es ist eine perfekte
Übereinstimmung der Ergebnisse der Halbmodellsimulation mit denen der Vollmodell-
simulation zu beobachten. Die lokalen Abweichungen von Re ĉp und Im ĉp sind gering-
fügig und übersteigen nicht die Werte von 0,12% und 0,22% jeweils von |Re ĉp|max und
|Im ĉp|max.

Ein Vergleich der ĉp-Verteilungen an den in Abb. 3.19 definierten Schnittpositionen
ist in den Abb. 3.22-3.25 für ausgewählte Fälle dargestellt. Die lokalen Koordinaten
bei Schnitten in die Spannweitenrichtung ist mit der Halbspannweite s = b/2 der CRM-
Konfiguration (siehe Tab. 3.1) normiert. Bei Schnitten in die Sehnenrichtung des Flügels
bzw. des Leitwerks werden wiederum die jeweiligen lokalen Sehnenlängen cloc zur Normie-
rung der lokalen Koordinaten herangezogen. Die ĉp-Verteilung in die Spannweitenrich-
tung an der Schnittposition eins ist in Abb. 3.22 dargestellt. Die Schnittposition befindet
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(a) Realteil. (b) Imaginärteil.

Abbildung 3.20: Verteilung der Störamplitude des Druckbeiwerts. Ma∞ = 0,85, kred =
0,2, Mode 28.

sich dabei 34,65 m (ca. 0,55crumpf ) hinter der Rumpfspitze. Die Simulationsergebnisse
des Vollmodells sowie des Halbmodells mit antimetrischer Randbedingung sind für den
betrachteten Fall (Eigenmode 8 und kred = 0,2) nahezu identisch. Die ĉp-Verteilung in die
Sehnenrichtung an der Schnittposition zwei (y/s = 0,119) ist in Abb. 3.23 gezeigt. Das
dargestellte Ergebnis entspricht der modalen Torsionsauslenkung des Flügels (Eigenmo-
de 28) bei kred = 1,0. Auch hier ist eine perfekte Übereinstimmung der Ergebnisse des
Vollmodells und des Halbmodells mit der antimetrischen Randbedingungsbehandlung
zu beobachten. Als nächstes wird die ĉp-Verteilung in die Spannweitenrichtung entlang
des Höhenleitwerks in Abb. 3.24 betrachtet. Dies entspricht der Schnittposition drei,
die sich 59,65 m hinter der Rumpfspitze befindet. Das Ergebnis entspricht dem Simu-
lationsfall, bei dem die modale Biegung des Höhenleitwerks (Eigenmode 22) bei einer
hohen reduzierten Frequenz von krot = 5,0 betrachtet wird. Das mit dem Halbmodell
unter dem Einsatz der antimetrischen Randbedingung berechnete Ergebnis entspricht
genau den Referenzergebnissen des Vollmodells. Die Re ĉp- und Im ĉp-Verteilungen wei-
sen einen Nulldurchgang an der Symmetrieebene im Falle antimetrischer Auslenkungen
auf. Dieses charakteristische Verhalten stimmt mit der antimetrischen Bedingung für die
Druckstörung p̂ überein (siehe Gl. (3.11)). Die ĉp-Verteilung am Höhenleitwerk in die
Sehnenrichtung an der Schnittposition vier (y/s = 0,068) ist in Abb. 3.25 dargestellt.
Auch hier stimmen die Ergebnisse des Halbmodells exakt mit den Referenzergebnissen
des Vollmodels überein.
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(a) Realteil. (b) Imaginärteil.

Abbildung 3.21: Die Abweichung zwischen den Halbmodell-Ergebnissen mit antimetri-
scher BC und den Vollmodell-Referenzergebnissen in Bezug auf die lo-
kale ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,85, kred = 0,2, Eigenmode 28.

Schließlich ist es wichtig, das Potential der antimetrischen Randbedingung hinsicht-
lich ihrer Anwendbarkeit zur Vorhersage von integralen aerodynamischen Größen zu
demonstrieren. Insbesondere ist für aeroelastische Untersuchungen die Berechnung der
GAF wichtig. Dazu wird eine Teilmenge derGAF -Matrixelemente mittels Gl. (2.99) für
die betrachteten Eigenmoden und reduzierten Frequenzen ausgewertet. Zur Berechnung
werden die Ergebnisse der Vollmodell- sowie der Halbmodellsimulationen herangezogen.
In Abb. 3.26 sind Real- und Imaginärteile der GAF -Matrix für das Voll- und das Halb-
modell gegenübergestellt. Es ist klar ersichtlich, dass für die integralen aerodynamischen
Größen eine perfekte Übereinstimmung der Ergebnisse des Halb- und Vollmodells vor-
liegt.

3.5.3 Evaluierung der Recheneffizienz

Die antimetrische Randbedingung wird in Bezug auf die Recheneffizienz quantitativ
näher betrachtet. Es wird einerseits die Zeit tit zur Auswertung herangezogen, die be-
nötigt wird, um einen Integrationsschritt in Pseudo-Zeit auf einem Rechenkern durch-
zuführen. Zum anderen wird die über alle instationären Simulationen gemittelte Anzahl
der Iterationen zum Erreichen des Abbruchkriteriums N̄it berücksichtigt. Zum Vergleich
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Abbildung 3.22: Vergleich der Re ĉp- und Im ĉp-Verteilungen in die Spannweitenrichtung
des Flügels an der Schnittposition eins (34,65 m hinter der Rumpfspit-
ze). Ma∞ = 0,85, kred = 0,2, Eigenmode 8.

zwischen der voll- und halbmodellbasierten Modellierung werden diese Größen ins Ver-
hältnis zueinander gesetzt. Darüber hinaus wird die gemittelte Gesamtsimulationszeit
betrachtet, die als Produkt von N̄it und tit definiert ist. Das Verhältnis dieser Größe für
Voll- und Halbmodellsimulationen gibt einen Aufschluss über den gesamten Zugewinn
an Recheneffizienz, die durch die halbmodellbasierte Modellierung unter Einsatz der an-
timetrischen Randbedingung zu erreichen ist. Ein Überblick zu den oben beschriebenen
Verhältnissen ist in Tabelle 3.3 für beide Fälle (AGARD 445.6 und CRM) angeführt.

Aus dem Vergleich lässt sich schließen, dass die Rechenzeit für eine Löseriteration bei
der Verwendung des Halbmodells mit der antimetrischen Randbedingungsbehandlung im
Vergleich zur Verwendung des Vollmodells um ca. 48% reduziert wird. Obwohl die Halb-
modellrechengebiete exakt die Hälfte der Vollmodellrechengebiete darstellen, kann die
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Abbildung 3.23: Vergleich der Re ĉp- und Im ĉp-Verteilungen in die Sehnenrichtung
des Flügels an der Schnittposition zwei (y/s = 0,119). Ma∞ = 0,85,
kred = 1,0, Eigenmode 28.

Anwendungsfall tit, Halb/tit, V oll N̄it, Halb/N̄it, V oll (N̄ittit)Halb/(N̄ittit)V oll
AGARD 445.6 51,4% 100,12% 51,5%
CRM-WBH 52,0% 97,93% 50,9%

Tabelle 3.3: Vergleich der Recheneffizienz für die voll- und halbmodellbasierte Modellie-
rung.

theoretisch optimale Rechenzeitreduzierung von 50% nicht erreicht werden. Dies ist der
Tatsache geschuldet, dass für die halbmodellbasierte Modellierung ein zusätzlicher Rand
an der Symmetrieebene durch den Wegfall der Rechengebietshälfte entsteht. Dadurch
ergibt sich ein zusätzlicher Rechenaufwand durch die numerische Behandlung des zusätz-
lichen Randes. Gemittelt über alle durchgeführten Simulationen des CRM-Testfalls, ist
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Abbildung 3.24: Vergleich der Re ĉp- und Im ĉp-Verteilungen in die Spannweitenrich-
tung des Höhenleitwerks an der Schnittposition drei (59,65 m hinter
der Rumpfspitze). Ma∞ = 0,85, kred = 5,0, Eigenmode 22.

für halbmodellbasierte Berechnungen 2,1% weniger Iterationen zum Erreichen des Ab-
bruchkriteriums benötigt. Die Gesamtreduktion der Rechenzeit durch die Verwendung
des Halbmodells unter Einsatz der antimetrischen Randbedingung beträgt somit 49,1%.
Für den AGARD-Flügel unterscheidet sich die Anzahl der Iterationen nicht wesentlich
zwischen den Simulationen mit dem Halb- und Vollmodell, was zu einem Zugewinn an
Gesamtrecheneffizienz von 48,5% führt. Außerdem ergibt sich für den Speicherbedarf
einer Halbmodellsimulation eine fallunabhängige Reduktion von 50% im Vergleich mit
einer Vollmodellsimulation.
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Abbildung 3.25: Vergleich der Re ĉp- und Im ĉp-Verteilungen in die Sehnenrichtung des
Höhenleitwerks an der Schnittposition vier (y/s = 0,068).Ma∞ = 0,85,
kred = 0,2, Eigenmode 45.

3.6 Zusammenfassung

Eine neuartige antimetrische Randbedingung für CFD-Verfahren kleiner Störungen wur-
de vorgestellt. Für antimetrische modale Strukturauslenkungen ermöglicht die Rand-
bedingung instationäre Simulationen basierend auf einem Halbmodell. Ausgehend von
kinematischen Symmetrieeigenschaften der antimetrischen Auslenkungen wird eine nu-
merische Formulierung der Randbedingung entwickelt. Einen wichtigen Punkt bei der
Randbedingungsbehandlung stellt eine konsistente Deformation des Rechengitters dar.
Aus diesem Grund wurde in Detail ebenfalls der dazugehörende Prozess der Gitter-
deformation vorgestellt. Die antimetrische Randbedingung wird anhand von zwei Fäl-
len erfolgreich validiert. Zum einen wird die Geometrie des AGARD 445.6-Flügels in
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der Rolle eines generischen Leitwerks betrachtet. Zum anderen wird das „NASA Com-
mon Research Model“ repräsentativ für eine komplexe Passagierflugzeugkonfiguration
berücksichtigt. Beide Validierungsfälle werden unter transsonischen Anströmbedingun-
gen ohne Schiebewinkel untersucht. Für beide Fälle ergibt sich eine perfekte Überein-
stimmung zwischen den Ergebnissen des Voll- und Halbmodells für alle betrachteten mo-
dalen Auslenkungen und reduzierten Frequenzen. Sowohl der Rechenaufwand als auch
der Speicherbedarf reduziert sich für Simulationen kleiner Störungen im Falle der halb-
modellbasierten Modellierung unter Einsatz der antimetrischen Randbedingung auf die
Hälfte. Außerdem lassen sich die Randbedingung sowie die dazugehörende Methodik zur
Gitterverformung leicht in bestehende CFD-Löser kleiner Störungen integrieren.



66 3. Antimetrische Randbedingung

R
e
G
A
F
ij
V
ol
lm

od
el
l

R
e
G
A
F
ij
H
al
bm

od
el
l

I
m
G
A
F
ij
H
al
bm

od
el
l

I
m
G
A
F
ij
V
ol
lm

od
el
l

A
bb

ild
un

g
3.
26

:R
ea
l-
un

d
Im

ag
in
är
te
ile

de
r
G
A
F
-M

at
ri
xe
le
m
en
te

be
re
ch
ne
t
ba

si
er
en
d
au

fd
en

Si
m
ul
at
io
ns
er
ge
bn

is
se
n
de
s
V
ol
l-
un

d
H
al
b-

m
od

el
ls
.



4 Triebwerksrandbedingungen

4.1 Motivation

Strahltriebwerke sind ein typisches Merkmal moderner transsonischer Transportflugzeu-
ge. Aufgrund der spezifischen Strömungsverhältnisse am Einlass und Auslass des Trieb-
werks kommt es zu aerodynamischenWechselwirkungen mit dem Flügel. Außerdem indu-
zieren die Schwingungen der Triebwerksgondel über die Pylonbefestigungen instationäre
Kräfte an die Flügelstruktur und beeinflussen so maßgeblich die aeroelastische Stabili-
tät des Flugzeugs. Die Kräfte werden durch Trägheitseffekte, Schubvektoroszillationen
und instationäre aerodynamische Lasten aufgrund der Gondel-Flügel-Interferenzen ver-
ursacht. Der Trend zur Verwendung leichterer und damit flexiblerer Strukturen beim
Flugzeugbau, größerer Triebwerke aufgrund stetig steigender Nebenstromverhältnisse
rückt diese Effekte noch stärker in den Vordergrund. Die Einbeziehung des Triebwerkes
in aeroelastische Analysen des Flugzeugkonfigurationen wird jedoch zumeist auf Kosten
einer deutlichen Vereinfachung der aerodynamischen Effekte erreicht.

Die folgenden Ausführungen in diesem Kapitel basieren größtenteils auf der begutach-
teten Veröffentlichung „Engine Modeling for Small-Disturbance-CFD Related to Aircraft
Flutter Investigations“ im Journal of Fluids and Structures [89]. Das Kapitel befasst sich
mit der Einbindung von aerodynamischen Triebwerkseffekten in CFD-Verfahren kleiner
Störungen, um die Modellierungsgenauigkeit der instationären Aerodynamik von Flug-
zeugen zu verbessern. Die Effekte werden numerisch modelliert, indem physikalisch sinn-
volle Strömungsbedingungen am Einlass und Auslass des Triebwerks durch numerische
Randbedingungen aufgeprägt werden.

Es werden Randbedingungen eingeführt, die zur Modellierung der Strömungsverhält-
nisse am Triebwerkseinlass und Triebwerksauslass innerhalb des zeitechten nichtlinea-
ren CFD-Verfahrens hinzugezogen werden. Die Triebwerksmodellierung für das CFD-
Verfahren kleiner Störungen wird anschließend durch eine Linearisierung der Randbe-
dingungen abgeleitet. Eine detaillierte Validierung der Triebwerksmodellierung wird an-
hand einer zweidimensionalen Flugzeugkonfiguration mit einer Triebwerksgondel durch-
geführt. Dabei werden die Ergebnisse der instationären zeitechten und linearisierten
CFD-Simulationen gegenübergestellt. Anschließend wird der Einfluss der Triebwerksef-
fekte auf das Flatterverhalten einer generischen Transportflugzeugkonfiguration mithilfe
der auf einem CFD-Verfahren kleiner Störungen basierten Flatteranalyse untersucht.

4.2 GAF-Berechnung bei Triebwerksmodellierung

Wird ein aktives Triebwerk betrachtet, ändert sich die Verteilung der aerodynamischen
Druckkräfte aufgrund der veränderten Strömungsverhältnisse an der Einlass- und Aus-
lassebene des Triebwerks (siehe Abb. 4.1). Der Triebwerkseinfluss auf die instationären
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Abbildung 4.1: Definition der Strömungsgrößen an der Einlass- und Auslassebene des
Triebwerks.

Druckkräfte wird direkt in der Matrix der generalisierten aerodynamischen KräfteGAF
berücksichtigt, die mittels Gl. (2.99) berechnet wird. Im Falle eines aktiven Triebwerks
kommt allerdings ein zusätzlicher additiver Beitrag GAF E hinzu, der auf die Schub-
vektoroszillationen zurückzuführen ist. Nachfolgend wird die Matrix der generalisierten
aerodynamischen Kräfte, die aufgrund von instationären Druckkräften zustande kommt,
zur besseren Unterscheidbarkeit zusätzlich mit dem Superskript P für Pressure (engl.
für Druck) gekennzeichnet.

Die resultierende Matrix GAF E aufgrund der Schubvektorschwingungen des Trieb-
werks kann für einen Eintrag GAFE

ij wie folgt ausgewertet werden:

GAFE
ij = δEi · f̂Ej (4.1)

wobei δEi die Auslenkung der Eigenmode φi am Punkt PE bezeichnet. Der Punkt PE

definiert wiederum den Angriffspunkt der Schubkraft. Der komplexwertige Vektor f̂Ej
kennzeichnet den mit der modalen Auslenkung der Eigenmode φj verbundenen Störan-
teil des Schubvektors. Die auf das Flugzeug wirkende Schubkraft, die durch das Triebwerk
erzeugt wird, kann mithilfe des Impulserhaltungssatzes berechnet werden [101]:

fE = − 1

q∞

∫
E

[ρuun + pn] dS (4.2)

wobei das Integral über alle Flächen des das Triebwerk eingrenzenden Kontrollvolumens
ausgewertet wird. Da allerdings an der Wand für die Normalkomponente des Geschwin-
digkeitsvektors aufgrund der kinematischen Randbedingung un = 0 gilt, genügt eine
Integration über die Einlass- und Auslassebene des Triebwerks. Folglich ergibt eine Li-
nearisierung der Gl. (4.2) die Definition des Störanteils des Schubvektors:

f̂E = − 1

q∞

∫
E

[ρ̂ūūn + ρ̄ûūn + ρ̄ūûn + p̂n̄+ p̄n̂] dS (4.3)
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4.3 Aerodynamische Triebwerksmodellierung im
nichtlinearen Löser

Die Präsenz eines aktiven Triebwerks beeinflusst die instationäre Aerodynamik sowohl
durch zusätzliche Kräfte aufgrund von Schubvektoroszillationen als auch durch Beein-
flussung des Referenzzustands des Strömungsfeldes. Die Auswirkungen werden durch
numerische Randbedingungen erfasst, die physikalisch motivierte Strömungsbedingun-
gen an der Einlass- und Auslassebene der Triebwerksgondel modellieren. Dieser Ab-
schnitt skizziert die Definition der Randbedingungen im nichtlinearen CFD-Löser AER-
Eu/NS [29,56,76], die aerodynamische Triebwerkseffekte im Falle von stationären Simu-
lationen sowie zeitechten instationären Simulationen abbilden.

Zur Definition der Randbedingungen werden primitive Strömungsvariablen Wb am
Einlass und Auslass des Triebwerks vorgegeben. Sie werden benötigt, um die numerischen
Flüsse an den Rändern des Rechengebiets zu bestimmen (siehe Abb. 2.1).

4.3.1 Modellierung der Randbedingung am Triebwerkseinlass

Die Strömungsbedingungen am Triebwerkseinlass werden numerisch analog zu [12] durch
eine druckbasierte Ausströmrandbedingung modelliert. Dabei wird die Strömung durch
den Triebwerkseinlass als adiabat und isentrop angenommen. Die Fläche mit der impli-
zierten Randbedingung (RB) wird hinter der Einlasslippe positioniert.

Der Geschwindigkeitsvektor ub und die Temperatur Tb werden aus dem Inneren des
Rechengebiets an den Rand extrapoliert. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird hier
die Extrapolation nullter Ordnung verwendet. Die Dichte ρb und die Energie eb wer-
den nach dem idealen Gasgesetz berechnet. Für den Unterschallbereich, d.h. wenn die
extrapolierte Machzahl normal zum Rand des Rechengebiets Mani < 1 ist, wird dem
Druck pb ein Wert pset zugewiesen, sodass sich ein vorgegebener Massenstrom durch den
Triebwerkseinlass ergibt. Wenn die Strömung am Einlass im Überschall ist (Mani ≥ 1),
wird zusätzlich der Druck extrapoliert. Daher gilt:

pb =

pset, if Mani < 1

pi, if Mani ≥ 1
(4.4)

Die Machzahl Mani ist folgendermaßen definiert:

Mani =
ui · nb
ci

(4.5)

wobei ci die extrapolierte Schallgeschwindigkeit angibt. Zusammenfassend ist der mo-
dellierte Zustand Wb wie folgt definiert:

ρb = pb/RTi (4.6)
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ub = ui (4.7)

eb =
1

κ− 1

pb
ρb

+
1

2
|ui|2 (4.8)

mit dem Isentropenexponenten κ.

4.3.2 Modellierung der Randbedingung am Triebwerksauslass

Die Strömung am Triebwerksauslass wird durch die Einströmrandbedingung modelliert.
Der Strömungszustand Wb wird durch extrapolierte Strömungsgrößen aus dem Inneren
des Rechengebiets sowie durch den vom Anwender vorgegebenen isentropen Totaldruck
pt und Totaltemperatur Tt festgelegt. Der modellierte Strömungszustand Wb wird so
gewählt, dass die isentropen Beziehungen für die extrapolierte Machzahl Mani und vor-
gegebene Totalgrößen erfüllt sind, d.h.:

pb =
pt(

1 + κ−1
2
Ma2ni

) κ
κ−1

(4.9)

ρb =
ρt(

1 + κ−1
2
Ma2ni

) 1
κ−1

(4.10)

Hierbei wird die Totaldichte ρt über das ideale Gasgesetz bestimmt:

ρt = pt/RTt (4.11)

Der Geschwindigkeitsvektor wird extrapoliert und die Energie wird wie folgt rekonstru-
iert:

ub = ui (4.12)

eb =
1

κ− 1

pb
ρb

+
1

2
|ui|2 (4.13)

Wenn die Strömung am Triebwerksauslass im Überschall ist, bestimmen die vom Anwen-
der vorgegebenen Werte den Zustand Wb vollständig. Daher werden keine Strömungs-
größen aus dem Inneren des Rechengebiets extrapoliert.

4.4 Aerodynamische Triebwerksmodellierung im
linearisierten Löser

Für instationäre Simulationen mit dem linearisierten Löser AER-SDEu/NS [29,56,76] ist
eine Linearisierung der Triebwerksrandbedingungen notwendig. Die Gleichungen, die die
Randbedingungen am Triebwerkseinlass sowie Triebwerksauslass für den nichtlinearen
CFD-Löser definieren, sind differenzierbar. Daher können zur Herleitung der linearisier-
ten Randbedingungen die nichtlinearen RB-Gleichungen durch das Taylorpolynom erster
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Ordnung um den Referenzzustand angenähert werden. Anschließend können die lineari-
sierten Randbedingungen zur Berechnung der Terme auf der linken Seite von Gl. (2.12)
eingesetzt werden. Dies ist an Rändern des Rechengebiets von Bedeutung, die an den
Treibwerkseinlass bzw. Triebwerksauslass angrenzen.

Zur Berechnung der rechten Seite von Gl. (2.12) werden jedoch keine Randbedin-
gungen benötigt. Die einschlägigen Terme sind durch den Referenzzustand der inneren
RechenzellenW i und durch den modellierten ZustandW b gemäß Gl. (4.4)-(4.8) für den
Triebwerkseinlass bzw. Gl. (4.9)-(4.13) für den Triebwerksauslass festgelegt. Außerdem
hängen diese Terme von den Störanteilen der Gittermetrik ab, die wiederum aufgrund
der vorgegebenen Gitterdeformation bekannt sind.

4.4.1 Modellierung der Randbedingung am Triebwerkseinlass

Die Linearisierung von Gl. (4.4)-(4.8) ergibt den Störanteil des modellierten Zustands
Ŵb, der an den Rändern der Rechenzellen aufgeprägt wird, die an den Triebwerkseinlass
angrenzen. Die Ausdrücke, die die Störanteile des Drucks, Dichte, Geschwindigkeit und
Energie definieren, sind:

p̂b =

0, if Mani < 1

p̂i, if Mani ≥ 1
(4.14)

ρ̂b = − T̂ipb
RT

2

i

+
p̂b

RT i
(4.15)

ûb = ûi (4.16)

êb = − 1

κ− 1

ρ̂bpb
ρ2b

+
1

κ− 1

p̂b
ρb

+ ui · ûi (4.17)

In Gl. (4.14) wird angenommen, dass die Größe pset über die Zeit konstant ist, d.h.
p̂set = 0.

4.4.2 Modellierung der Randbedingung am Triebwerksauslass

Der Störanteil des modellierten Strömungszustands Ŵb im Falle der RB am Triebwerks-
auslass wird durch die Linearisierung der Gl. (4.9)-(4.13) um den Referenzzustand der
Strömung hergeleitet. Zusätzlich werden die Totalgrößen der aus dem Triebwerksauslass
in das Rechengebiet eintretenden Strömung, als zeitlich konstant angenommen, d.h.:

p̂t = T̂t = ρ̂t = 0 (4.18)
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Aus diesem Grund müssen die isentropen Beziehungen für Druck und Dichte (Gl. (4.9)
und (4.10)) lediglich in Bezug auf Ma2ni linearisiert werden. Für den Fall Mani < 1 er-
geben sich folgende Ausdrücke für die Störanteile des Drucks, Dichte, Geschwindigkeit
und Energie:

p̂b = −κpt
2

2
2κ−1
κ−1 M̂a2ni

(
Ma2ni (κ− 1) + 2

)− 2κ−1
κ−1 (4.19)

ρ̂b = −2
κ
κ−1
−1ρtM̂a

2
ni

(
Ma2ni (κ− 1) + 2

)− κ
κ−1 (4.20)

ûb = ûi (4.21)

êb = − 1

κ− 1

ρ̂bpb
ρ2b

+
1

κ− 1

p̂b
ρb

+ ui · ûi (4.22)

Für die Überschallströmung am Triebwerksauslass (Mani ≥ 1) ist der nichtlinearisierte
Zustand Wb vom Inneren des Rechengebiets unabhängig und wird daher als zeitlich
konstant angenommen. Somit können Störanteile aller primitiven Strömungsgrößen am
Rande des Rechengebiets zu Null gesetzt werden.

4.5 Anwendungsfälle

Die Anwendung der Triebwerksrandbedingungen wird für zwei unterschiedliche Fälle
betrachtet. Der erste Fall stellt eine zweidimensionale Flugzeugkonfiguration mit einer
Gondel dar und dient in erster Linie einer Validierung der Triebwerksrandbedingungen.
Dafür werden sowohl die stationären Ergebnisse untersucht, als auch instationäre Ergeb-
nisse des nichtlinearen Lösers AER-Eu/NS mit den Ergebnissen des linearisierten Lösers
AER-SDEu/NS gegenübergestellt. Im zweiten Schritt wird eine Halbmodellkonfigurati-
on des „NASA Common Research Models“ behandelt, die über eine Gondel und Pylon
verfügt. Die SD Simulationen des „NASA Common Research Models“ unter dem Einsatz
der Triebwerksrandbedingungen werden zusammen mit dem Strukturmodell FERMAT
dazu verwendet, den aeroelastischen Einfluss eines aktiven Triebwerks auf das Flatter-
verhalten eines modernen transsonischen Verkehrsflugzeugs zu untersuchen.

4.5.1 Fall 1: Zweidimensionale Flugzeugkonfiguration

Zur Validierung der Triebwerksrandbedingungen wird die „zweidimensionale Flugzeug-
konfiguration“ verwendet, die in [102] eingeführt wurde. Es handelt sich dabei um ei-
ne Flügel/Gondel/Höhenleitwerkskonfiguration. Die Geometrie des „zweidimensionalen
Flugzeugs“ ist zusammen mit den wichtigsten dimensionslosen Abmessungen in Abb. 4.2
dargestellt. Der Flügel und das Leitwerk werden durch symmetrische Profile repräsen-
tiert. Die Gondel ist wiederum durch zwei vertikal zueinander versetzte symmetrische
Profile aufgebaut. Das Triebwerk wird durch das „Viereck“ modelliert, das sich zwischen
den die Gondel abbildenden Profilen befindet. An der vorderen und hinteren Seite des
Vierecks (siehe blaue und rote Linie in Abb. 4.2) werden jeweils die Triebwerkseinlass-
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und Triebwerksauslassrandbedingung aufgeprägt. Die relativen Anstellwinkel aller Kon-
figurationskomponenten in Bezug aufeinander sind Null. Das Rechengebiet ist in struk-
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Abbildung 4.2: Geometrie der „zweidimensionalen Flugzeugkonfiguration“ mit den wich-
tigsten dimensionslosen Abmessungen. Die blaue und rote Linie markie-
ren die Seiten, wo jeweils die Triebwerkseinlass- bzw. Triebwerksauslass-
randbedingung aufgeprägt werden.

turierter Weise diskretisiert. Es hat die Form eines Kreises mit dem Mittelpunkt an
der Flügelprofilnase und einen Radius von 20 Flügelprofiltiefen. Eine Gittersensitivitäts-
studie wurde durchgeführt, um eine Unabhängigkeit der Rechenlösung von der Gitter-
auflösung zu gewährleisten. Dies ist der Fall für das Rechengitter mit ca. 62 Tausend
Rechenzellen, das im Rahmen der nachfolgenden Untersuchungen verwendet wird. Das
Gebiet des Rechengitters in der unmittelbaren Nähe der Flugzeugkonfiguration ist in
Abb. 4.3 dargestellt.

Abbildung 4.3: Rechengitter um die „zweidimensionale Flugzeugkonfiguration“.

Als Konvergenzkriterium für alle Simulationen wird die euklidische Norm der normier-
ten Dichteänderung über eine Iteration in Pseudo-Zeit verwendet. Der Normierungsfak-
tor ist dabei die Dichteänderung nach der ersten Iteration. Basierend auf einer durchge-
führten Sensitivitätsuntersuchung gilt die stationäre Simulation mittels AER-SDEu/NS
als konvergiert, sobald das Konvergenzkriterium unter 10−8 fällt.
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Hier werden die Simulationsergebnisse für die Anströmung mitMa∞ = 0,5 und α∞ =

0◦ präsentiert. Es werden die Euler-Gleichungen berechnet. Somit wird die reibungsfreie
Strömung betrachtet. Die Triebwerksmodellierung erfolgt mithilfe der Triebwerkseinlass-
und Triebwerksauslassrandbedingung. Wichtig für die Modellierung ist die Querschnitts-
änderung der Stromröhre, die vom Triebwerkseinlauf aufgenommen wird. Das für die
Stromröhre typische Verhältnis des Querschnitts im Unendlichen A∞ zum Querschnitt
an der Einlauflippe Aein im Reiseflug liegt im Bereich von A∞/Aein ≈ 0,8. Der Druck
pset am Triebwerkseinlass (siehe blaue Linie in Abb. 4.2) wird so gewählt, dass dies auch
für den hier betrachteten Fall gilt. Das Verhältnis von pset und dem Druck der freien
Anströmung p∞ ist pset/p∞ = 1,013. Bei einer isentropen Verzögerung entspricht es einer
Machzahl am Triebwerkseinlass von 0,48. Für den am Triebwerksauslass vorgegebenen
Totaldruck gilt pt/p∞ = 1,23. Für p∞ entspricht dies einer Freistrahlmachzahl von 0,55.
Die Totaltemperatur ist so gewählt, dass ihr Verhältnis zu der Temperatur der freien
Anströmung Tt/T∞ = 1,1 ist.

Im ersten Schritt werden die Ergebnisse der stationären Simulation betrachtet. Die
Felder der Machzahl und des statischen Druckes um die Flugzeugkonfiguration sind in
der Falschfarbendarstellung in den Abb. 4.4 und 4.5 präsentiert. Die Druckwerte werden
mit p∞ entdimensioniert.

Wird das Druckfeld betrachtet, so ist ein Aufstau vor dem Triebwerkseinlauf zu erken-
nen. Im Machzahlfeld äußert sich dies durch eine Verzögerung der Strömung. Der Effekt
ist dadurch zu erkennen, dass die Randbedingung an der Eintrittsebene des Triebwerks
einen im Vergleich zu p∞ höheren Druck pset aufprägt. Im Machzahlfeld ist außerdem zu
sehen, dass sich ein Freistrahl hinter der Triebwerksauslassrandbedingung ausbildet. Die
Beschleunigung der Strömung kommt dadurch zustande, dass durch die Randbedingung
am Triebwerksauslass ein im Vergleich zur freien Anströmung höherer Totaldruck aufge-
prägt wird. Entlang des Auslasskanals der Gondel verzögert der Strahl leicht aufgrund
einer Kanalaufweitung. Dadurch, dass die Simulation reibungsfrei ist, ist bis zum Aus-
tritt aus dem Rechengebiet kein Zerfall des Strahls zu beobachten. Die Machzahl entlang
des Freistrahls ändert sich entsprechend dem aufgeprägten Druckfeld. Der Ausschnitt
des Druckfeldes um die Triebwerksgondel ist in Abb. 4.6 dargestellt. Die Konturlinie, die
p/p∞ = 1,013 entspricht ist mit der jeweiligen Zahl versehen. Somit ist zu sehen, dass
am Triebwerkseinlass durch die numerische Randbedingung der vorgeschriebene Druck
pset aufgeprägt wird.

Zusätzlich dazu werden die mit jeweils p∞ und T∞ entdimensionierten Felder der
Totalgrößen pt und Tt betrachtet, die in den Abb. 4.7 und 4.8 gezeigt sind. Die Falsch-
farbendarstellung ist so gewählt, dass die Werte von pt und Tt, die den jeweiligen Werten
der freien Anströmung entsprechen durch die Kontur weißer Farbe visualisiert sind. Es ist
zu erkennen, dass sich der Freistrahl durch die von der numerischen Triebwerksauslass-
randbedingung vorgegebenen Totalgrößen pt/p∞ = 1,23 und Tt/T∞ = 1,1 vom übrigen
Strömungsgebiet abgrenzt. Die Totalgrößen in beiden Bereichen sind nahezu konstant.
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Ma:

Abbildung 4.4: Das Feld der Machzahl um die „zweidimensionale Flugzeugkonfigurati-
on“. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1.

p/p∞:

Abbildung 4.5: Das Feld des entdimensionierten statischen Druckes um die „zweidimen-
sionale Flugzeugkonfiguration“. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1.

p/p∞:

Abbildung 4.6: Das Feld des entdimensionierten statischen Druckes um die Triebwerks-
gondel. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013, pt/p∞ = 1,23,
Tt/T∞ = 1,1.
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Dies ist dadurch zu erklären, dass für die betrachtete reibungsfreie Simulation im Unter-
schall die Strömung isentrop ist. Außerdem sind alle Wände der Flugzeugkonfiguration
adiabat.

p0/p∞:

Abbildung 4.7: Das Feld des entdimensionierten Totaldruckes um die Triebwerksgondel.
Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1.

T0/T∞:

Abbildung 4.8: Das Feld der entdimensionierten Totaltemperatur um die Triebwerksgon-
del. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1.

Die instationären Simulationen werden basierend auf dem oben vorgestellten Refe-
renzströmungsfeld durchgeführt. Dabei werden sowohl die nichtlinearen Euler-Gleichungen
(Gl. (2.6)) als auch die linearisierten Euler-Gleichungen (Gl. (2.12)) berücksichtigt. So-
mit werden zur Berechnung der instationären Strömungsfelder sowohl der nichtlineare
CFD-Löser AER-Eu/NS als auch der linearisierte CFD-Löser AER-SDEu/NS eingesetzt.
Die Ergebnisse der beiden Löser werden zur Validierung der linearisierten Triebwerks-
randbedingungen einander gegenübergestellt. Es werden harmonische Nickschwingun-
gen der Gondel um ihren Mittelpunkt bei drei unterschiedlichen reduzierten Frequenzen
kred = [0,2; 0,5; 1,0] betrachtet. Eine Sensitivitätsstudie bezüglich der Schwingungsam-
plitude wurde vorgenommen, um für linearisierte Simulationen die Annahme kleiner
Störungen sicherzustellen. Basierend auf dieser Untersuchung gilt die Annahme für die
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Schwingungsamplitude α̂ = 0,1◦. Im Unterschied zu den Simulationen mittels AER-
Eu/NS wird für die Simulationen mit AER-SDEu/NS der Störungsanteil der Dichte zur
Bewertung des Konvergenzverhaltens betrachtet. Als das Konvergenzkriterium für linea-
risierte Simulationen wird die euklidische Norm der normierten Änderung dieser Größe
über eine Iteration in Pseudo-Zeit verwendet. Der Normierungsfaktor ist dabei die Än-
derung des Ströungsanteils der Dichte nach der ersten Iteration. Für den betrachteten
Fall gilt ein physikalischer Zeitschritt einer zeitechten Simulation mittels AER-Eu/NS
bzw. eine gesamte linearisierte Simulation mittels AER-SDEu/NS als konvergiert, sobald
das Konvergenzkriterium unter 10−8 fällt. Dies folgt ebenfalls aus einer durchgeführten
Sensitivitätsuntersuchung. Jede Schwingungsperiode wird im Falle der zeitechten insta-
tionären Simulationen mit 100 physikalischen Zeitschritten aufgelöst.

Die Simulationsergebnisse beider Löser werden für alle berücksichtigten reduzierten
Frequenzen einander gegenübergestellt. Dazu werden die komplexwertigen Störungsan-
teile der Machzahl M̂a und des statischen Druckes p̂ betrachtet. Der Störungsanteil des
statischen Druckes wird mit p∞ entdimensioniert. Die Falschfarbdarstellungen der Fel-
der werden in den Abb. 4.9-4.14 und 4.15-4.20 jeweils für M̂a und p̂ gezeigt. Eine gute
Übereinstimmung der Ergebnisse ist sowohl für Real- als auch Imaginärteile von M̂a und
p̂ über alle berücksichtigten reduzierten Frequenzen hinweg zu beobachten. Durch die
Nickschwingung der Triebwerksgondel erhält der abschwimmende Freistrahl eine wellen-
artige Form, wobei die Wellenlänge direkt von der reduzierten Frequenz der Schwingung
abhängt. Dies äußert sich in streifenförmigen Bereichen positiver sowie negativer Am-
plituden von Re M̂a und Im M̂a am Rande des Freistrahls. Dieser Effekt ist für alle
betrachteten reduzierten Frequenzen sowohl bei zeitechten als auch bei linearisierten
CFD-Simulationen zu beobachten.

Zusätzlich werden die lokalen Verteilungen der ersten Harmonischen des Druckbei-
wertes für alle Komponenten der „zweidimensionalen Flugzeugkonfiguration“ in den
Abb. 4.21-4.26 betrachtet. Bei jedem Schaubild wird die Ortsangabe in lokalen Ko-
ordinaten angegeben, wobei sie mit der Sehnenlänge der jeweiligen Komponente cloc
entdimensioniert wird. Die Sehnenlängen vom Flügel- und Leitwerkprofil sind jeweils
1,0 und 0,6. Die Triebwerksgondel ist wiederum aus Profilen mit der Sehnenlänge von
0,8 aufgebaut (siehe Abb. 4.2).

Durch die Nickbewegungen der Triebwerksgondel werden instationäre Druckkräfte an
allen Komponenten der „zweidimensionalen Flugzeugkonfiguration“ hervorgerufen. Die
niedrigsten Amplituden der Druckstöranteile sind für das Leitwerk zu verzeichnen. Die
höchsten Amplituden von Re ĉp und Im ĉp sind wiederum an der Ober- und Unterseite
der Triebwerksgondel zu beobachten. Außerdem äußert sich die aerodynamische Wech-
selwirkung mit der Triebwerksgondel durch höhere Amplituden von Re ĉp und Im ĉp

an der Flügelunterseite. Bei den Simulationsergebnissen beider Löser ist eine sehr gu-
te Übereinstimmung von Re ĉp und Im ĉp an der Triebwerksgondel zu erkennen. In
manchen Fällen sind lediglich geringen Abweichungen an der Unterseite des Flügel- und



78 4. Triebwerksrandbedingungen

Re Ma:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Re Ma:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.9: Vergleich des Feldes von Re M̂a. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,2.

Leitwerksprofils zu beobachten, wobei ihre Größenordnung in einem für einen Vergleich
der beiden Verfahren üblichen Bereich liegt.
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Im Ma:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Im Ma:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.10: Vergleich des Feldes von Im M̂a.Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,2.
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Re Ma:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Re Ma:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.11: Vergleich des Feldes von Re M̂a.Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,5.
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Im Ma:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Im Ma:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.12: Vergleich des Feldes von Im M̂a.Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,5.
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Re Ma:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Re Ma:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.13: Vergleich des Feldes von Re M̂a.Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 1,0.
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Im Ma:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Im Ma:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.14: Vergleich des Feldes von Im M̂a.Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 1,0.
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Re p/p∞:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Re p/p∞:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.15: Vergleich des Feldes von Re p̂/p∞. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ =
1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,2.
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Im p/p∞:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Im p/p∞:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.16: Vergleich des Feldes von Im p̂/p∞. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ =
1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,2.
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Re p/p∞:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Re p/p∞:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.17: Vergleich des Feldes von Re p̂/p∞. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ =
1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,5.
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Im p/p∞:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Im p/p∞:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.18: Vergleich des Feldes von Im p̂/p∞. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ =
1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,5.
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Re p/p∞:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Re p/p∞:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.19: Vergleich des Feldes von Re p̂/p∞. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ =
1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 1,0.
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Im p/p∞:^

(a) Zeitechte CFD-Simulation.

Im p/p∞:^

(b) Linearisierte CFD-Simulation.

Abbildung 4.20: Vergleich des Feldes von Im p̂/p∞. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ =
1,013, pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 1,0.
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Abbildung 4.21: Vergleich der Re ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,2.
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(b) Leitwerk.
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Abbildung 4.22: Vergleich der Im ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,2.
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Abbildung 4.23: Vergleich der Re ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,5.
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(b) Leitwerk.
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Abbildung 4.24: Vergleich der Im ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 0,5.
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(b) Leitwerk.
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ĉ p

CFD linearisiert

CFD zeitecht

(c) Triebwerksgondel.

Abbildung 4.25: Vergleich der Re ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 1,0.
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ĉ p

CFD linearisiert

CFD zeitecht
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Abbildung 4.26: Vergleich der Im ĉp-Verteilung. Ma∞ = 0,5, α∞ = 0◦, pset/p∞ = 1,013,
pt/p∞ = 1,23, Tt/T∞ = 1,1, α̂ = 0,1◦, kred = 1,0.
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4.5.2 Fall 2: „NASA Common Research Model“

Die auf linearisierten Randbedingungen basierte Triebwerksmodellierung wird dazu ein-
gesetzt, die Triebwerkseffekte auf das Flatterverhalten eines generischen Transportflug-
zeuges zu analysieren. Die Grundlage für die Untersuchung ist die CRM-Konfiguration.
Im Unterschied zu der Konfiguration WBH aus dem Abschnitt 3.5.2 verfügt die hier un-
tersuchte Halbmodellkonfiguration zusätzlich über eine Durchflussgondel und Pylon. Im
Englischen wird die Konfiguration als wing/body/nacelle/pylon/horizontal-tail bezeich-
net. Daraus leitet sich die Konfigurationsabkürzung WBNPH ab. Die Gondel entspricht
einem Mantelstromtriebwerk mit einem hohen Nebenstromverhältnis. Die Geometrie des
Durchflusskanals ist nicht verzweigt und so entworfen, dass im Reiseflug ein für zivile
Flugzeugtriebwerke typisches Massenstromverhältnis erreicht wird [105].

Wie im Abschnitt 3.5.2 wird auch hier für die Strukturmodellierung die Konfigura-
tion FERMAT-C2 verwendet. Es wird die reibungsfreie Strömung betrachtet. Die auf
Euler-Gleichungen basierte CFD-Simulationen werden basierend auf einem Halbmodell
durchgeführt. Das Rechengitter der WBH-Konfiguration in der Halbmodellausführung
wird dabei im Hinblick auf die zusätzliche Gondel und den Pylon an die WBNPH-
Konfiguration angepasst. Eine zusätzliche Gittersensitivitätsstudie wurde durchgeführt,
um nach der Gitteranpassung eine Unabhängigkeit der Rechenlösung von der Gitter-
auflösung zu gewährleisten. Da eine große Anzahl von rechenintensiven Simulationen
durchzuführen ist, stellt die gewählte Gitterauflösung einen Kompromiss zwischen einer
ausreichenden Lösungsqualität und einem vertretbaren Rechenaufwand dar. Das Rechen-
gitter des CRM-WBNPH-Halbmodells verfügt in der gewählten Auflösung über ca. 5,6

Millionen Rechenzellen. Für jeden instationären Simulationsfall wird an der Symmetrie-
ebene des Flugzeugs entweder eine symmetrische oder eine antimetrische Randbedingung
aufgeprägt, je nachdem, ob die betrachtete Eigenmode symmetrisch oder antimetrisch
ist (siehe Kapitel 3). Das CFD-Oberflächennetz des CRM-WBNPH-Halbmodells sowie
der Symmetrieebene ist in Abb. 4.27 dargestellt.

Es werden zwei unterschiedliche Ansätze der Triebwerksmodellierung miteinander
verglichen. Beim ersten Ansatz wird die ursprüngliche Modellierung mit einer durch-
strömten Gondel verwendet, die hier als passive Triebwerksmodellierung bezeichnet wird.
Beim zweiten Ansatz werden die zuvor vorgestellten Triebwerksrandbedingungen einge-
setzt. Diese randbedingungsbasierte Modellierung der Triebwerkseffekte wird wiederum
als aktiv bezeichnet. Vorder- und Rückansichten des CFD-Oberflächennetzes der Trieb-
werksgondel sind in den Abb. 4.28a-4.28d für beide Ansätze der Triebwerksmodellierung
dargestellt. Die Ebenen mit den aufgeprägten Randbedingungen sind grün markiert.
Wie zu erkennen ist, befindet sich die Triebwerkseinlassrandbedingung etwas hinter der
Einlauflippe. Auf diese Weise wird die Staulinie am Triebwerkseinlauf nicht durch die
Randbedingung beeinflusst. Die Triebwerksauslassrandbedingung wird am Düsenaustritt
aufgeprägt.
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Abbildung 4.27: CFD-Oberflächennetz des CRM-WBNPH-Halbmodells (grau) sowie der
Symmetrieebene (blau).

Zusätzlich wird für die Berechnung von GAF E der Angriffspunkt der Schubkraft PE

definiert. Er liegt im Mittelpunkt entlang der Rotationsachse des Triebwerks. Seine Lage
ist in Abb. 4.29 in der Seiten- und Vorderansicht der Triebwerksgondel dargestellt.

In diesem Abschnitt wird der Einfluss von Triebwerken auf das Flatterverhalten
der CRM-Konfiguration untersucht. Die auf linearisierten Randbedingungen basierte
Triebwerksmodellierung wird dazu eingesetzt, den Triebwerkseinfluss auf das Flatterver-
halten der CRM-Konfiguration zu betrachten. Dazu wird eine auf CFD kleiner Störungen
basierte Flatteranalyse für die CRM-Konfiguration durchgeführt. Es wird sowohl die pas-
sive als auch die aktive Triebwerksmodellierung einbezogen. Die Ergebnisse werden in
Bezug auf das Flatterverhalten und die vorhergesagte Flattergrenze einander gegenüber-
gestellt. Außerdem wird der Einfluss der modal induzierten Oszillationen der Schubkraft
auf das aeroelastische Verhalten des Flugzeugs untersucht.

Die aeroelastische Untersuchung wird für die Reiseflugmachzahl von Ma∞ = 0,85

durchgeführt. Die Dichte beträgt 0,525 kg/m3. Dies entspricht nach der Internationalen
Standardatmosphäre einer Flughöhe von 8000 m über der Meereshöhe. Der Anstellwinkel
beträgt α∞ = 1,27◦ und ist so gewählt, dass der nominelle Auftriebsbeiwert von cA = 0,5

für die CRM-Konfiguration mit passiver Triebwerksmodellierung erreicht wird. Für die
bessere Vergleichbarkeit wird auch für den Fall der aktiven Triebwerksmodellierung der-
selbe Anstellwinkel verwendet.

Für die aktive Triebwerksmodellierung werden pset beim Triebwerkseinlass sowie pt
und Tt beim Triebwerksauslass so gewählt, dass sie die Eigenschaften eines typischen
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(a) Passive Triebwerksmodellierung mittels
Durchflussgondel, Vorderansicht.

(b) Aktive Triebwerksmodellierung mittels
Randbedingungen, Vorderansicht.

(c) Passive Triebwerksmodellierung mittels
Durchflussgondel, Rückansicht.

(d) Aktive Triebwerksmodellierung mittels
Randbedingungen, Rückansicht.

Abbildung 4.28: Vorder- und Rückansichten des CFD-Oberflächennetzes der Trieb-
werksgondel für beide Modellierungsansätze. Links: passive Triebwerks-
modellierung mittels der Durchflussgondel. Rechts: aktive Triebwerks-
modellierung basierend auf der Triebwerkseinlass- und Triebwerksaus-
lassrandbedingung (grün).

Mantelstromtriebwerks für die gegebenen Gondelabmessungen und Anströmungsbedin-
gungen repräsentieren. Das Druckverhältnis am Einlass beträgt demnach pset/p∞ = 1,5.
Es ist so festgelegt, dass ein für den Reiseflug typisches Querschnittsverhältnis der vom
Triebwerkseinlauf aufgenommenen Stromröhre A∞/Aein = 0,83 erreicht wird [39]. Für
die Totaltemperatur am Triebwerksaustritt gilt Tt/T∞ = 1,7. Dies entspricht einem ty-
pischen über den Querschnitt des Abgasstrahls gemittelten Wert von Tt/T∞ für Mantel-
stromtriebwerke mit einem hohen Nebenstromverhältnis. Für den Totaldruck am Trieb-
werksaustritt gilt wiederum pt/p∞ = 1,66. Für die gewählten Werte der Randbedingun-
gen und gegebenen Anströmungsverhältnisse wird von einem Triebwerk ein Schub von
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(a) Seitenansicht. (b) Vorderansicht.

Abbildung 4.29: Lage des Angriffspunkts der Schubkraft PE (rot) in der Seiten- und
Vorderansicht der Triebwerksgondel.

70 kN erzeugt. Dieser Wert ist typisch für die CRM-Konfiguration. Für alle Simulationen
wird ein Konvergenzkriterium von 10−5 gewählt.

Die Ergebnisse der stationären Simulationen werden als Referenzströmungsfelder für
die linearisierten instationären Simulationen verwendet. In Abb. 4.30 wird ein Vergleich
der stationären Druckbeiwertverteilungen (cp) für beide Triebwerksmodellierungen prä-
sentiert. Abgesehen von geringfügigen Abweichungen, finden sich die größten Unterschie-
de in der cp-Verteilung an der äußeren Oberfläche der Triebwerksgondel. Im Falle des
aktiven Triebwerks entsteht im vorderen Bereich der Gondel ein umlaufender Stoß. Im
Gegensatz dazu, fehlt dieser Stoß an der Durchflussgondel.

Für die Strukturmodellierung wird die FERMAT-C2-Konfiguration verwendet, wobei
der Einfluss der strukturellen Dämpfung vernachlässigt wird. Es werden die ersten 50

Eigenmoden bis zu einer maximalen Eigenfrequenz von 19,6 Hz betrachtet. Die instatio-
näre Aerodynamik wird bei sechs reduzierten Frequenzen ausgewertet: kred = [0,0; 0,1;
0,2; 0,3; 0,5; 3,0].

Anschließend wird die aeroelastische Stabilitätsanalyse mittels der p-k-Methode für
den Geschwindigkeitsbereich bis 500 m/s durchgeführt. Die Verläufe der Verlustfaktoren,
die mit der Dämpfung assoziiert sind (siehe Gl. (2.97)) sind für relevante aeroelastische
Eigenmoden in Abb. 4.31 dargestellt. Es wird der Geschwindigkeitsbereich von 300 m/s

bis 500 m/s betrachtet. Es ist zu erkennen, dass die Verlustfaktoren g der aeroelastischen
Eigenmoden 10 und 12 mit steigender Geschwindigkeit positiv werden. Dies lässt darauf
schließen, dass diese aeroelastischen Eigenmoden für den gegebenen Geschwindigkeits-
bereich dynamisch instabil sind. Daher werden hier die aeroelastischen Eigenmoden 10

und 12 jeweils als erste und zweite Flattermode bezeichnet.
Wie im Abschnitt 2.4 dargelegt ist, überlagern sich die Struktureigenmoden φi zu ae-

roelastischen Eigenmoden, wobei ihre relativen Anteile für jede aeroelastische Eigenmode
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Triebwerk passiv

Triebwerk aktiv

Abbildung 4.30: Vergleich der cp-Verteilungen. Obere Hälfte: Passive Triebwerks-
modellierung mittels Durchflussgondel. Untere Hälfte: Aktive
Triebwerksmodellierung mittels Randbedingungen. Ma∞ = 0,85,
α = 1,27◦.

Mode 10

Mode 12

Abbildung 4.31: Verläufe der Verlustfaktoren für den Geschwindigkeitsbereich von 300
m/s bis 500 m/s. CRM mit der passiven Triebwerksmodellierung bei
Ma∞ = 0,85, α = 1,27◦.
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mit dem Betrag der komplexen modalen Verschiebungen |qi| berechnet werden können.
Somit werden die Flattermoden im Hinblick auf die relativen Anteile der dominanten
Struktureigenmoden untersucht, die sie miteinander überlagert aufbauen. Während in
der ersten Flattermode die Struktureigenmoden 8, 10 und 12 überwiegen, tragen die
Struktureigenmoden 8, 12 und 14 am meisten zur zweiten Flattermode bei. Die Struk-
tureigenmoden zusammen mit ihren zugehörigen Eigenfrequenzen sind in Abb. 4.32 dar-
gestellt. Zur Veranschaulichung sind die Struktureigenmoden so skaliert, dass sie die
gleichen maximalen Auslenkungsamplituden aufweisen. Alle Struktureigenmoden sind
antimetrisch. Die Struktureigenmode 8 ist durch die erste antimetrische Flügelbiegung
gekennzeichnet. Die Struktureigenmode 10 beinhaltet das Rollen der Gondel, die erste
Rumpfbiegung und die erste Flügelbiegung, die in der x-y-Ebene stattfindet. Die zweite
Flügelbiegung und erste Rumpfbiegung dominieren bei der Struktureigenmode 12. Die
Struktureigenmode 14 ist wiederum durch die zweite Flügelbiegung und das Nicken der
Gondel charakterisiert.

(a) Struktureigenmode 8,
feig = 1.45 Hz.

(b) Struktureigenmode 10,
feig = 2,29 Hz.

(c) Struktureigenmode 12,
feig = 2,44 Hz.

(d) Struktureigenmode 14,
feig = 2,99 Hz.

Abbildung 4.32: Relevante Struktureigenmoden für beide Flattermoden. Farbkonturen
sind berechnet als ∆ = δz

|δz |
|δ|
δmax

. Transparentes Grau: unverformte Re-
ferenzgeometrie.

Die Sensitivität der Flattergrenzen gegenüber der Anzahl der bei der aeroelastischen
Analyse berücksichtigten Struktureigenmoden NModen und reduzierten Frequenzen Nkred

wird für die CRM-Konfiguration mit der passiven Triebwerksmodellierung untersucht.
In Abb. 4.33 ist die relative Änderung der Flattergeschwindigkeiten Vf,NModen

und Flat-
terfrequenzen kred,f,NModen

über NModen dargestellt. Die Referenzwerte Vf,50 und kred,f,50
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sind auf der Basis des vollständigen Satzes von 50 Struktureigenmoden und 6 reduzierten
Frequenzen berechnet. Es ist erkennbar, dass der gesamte Satz von 50 Struktureigenmo-
den des FERMAT-Modells notwendig ist, um die Stabilitätsgrenzen der ersten beiden
Flattermoden mit einer zufriedenstellenden Genauigkeit aufzulösen. Die Abhängigkeit
der Flattergrenzen von Nkred ist in Abb. 4.34 dargestellt. Die generalisierten Kräfte
aufgelöst bei der niedrigsten und der höchsten reduzierten Frequenz kred = [0,0; 3,0]

werden als Ausgangspunkt für die Sensitivitätsuntersuchung verwendet. Die Stabili-
tätsgrenzen werden sukzessive neu berechnet, wobei die Daten, die bei der nächsthö-
heren reduzierten Frequenz ausgewertet sind, in den Teildatensatz zur Flatteranalyse
hinzugenommen werden. Durch die Berücksichtigung von fünf reduzierten Frequenzen
kred = [0,0; 0,1; 0,2; 0,3; 3,0] konvergieren sowohl die Flattergeschwindigkeiten als auch
die Frequenzen für beide Flattermoden. Die Auswertung der instationären Aerodynamik
bei sechs reduzierten Frequenzen im relevanten kred-Bereich kann daher als genügend für
eine genaue Flatteranalyse angesehen werden.

1. Flattermode
2. Flattermode

Moden

M
od

en

(a) Sensitivität der Flattergeschwindigkeiten.

1. Flattermode
2. Flattermode

Moden

M
od

en

(b) Sensitivität der Flatterfrequenzen.

Abbildung 4.33: Sensitivität der Flattergrenzen in Bezug auf die Anzahl der bei der
Flatteranalyse berücksichtigten Strukturmoden.

2. Flattermode
1. Flattermode

(a) Sensitivität der Flattergeschwindigkeiten.

2. Flattermode
1. Flattermode

(b) Sensitivität der Flatterfrequenzen.

Abbildung 4.34: Sensitivität der Flattergrenzen in Bezug auf die Anzahl der bei der
Flatteranalyse berücksichtigten reduzierten Frequenzen.
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Im Falle der aktiven Triebwerksmodellierung wird im ersten Schritt der aerodynami-
sche Einfluss des Triebwerks separat betrachtet. Im folgenden Schritt werden zusätzlich
die instationären Kräfte aufgrund der Schubvektoroszillationen berücksichtigt. Sie wer-
den mit Gl. (4.1) und (4.3) ermittelt.

Bei beiden Triebwerksmodellierungen treten die gleichen Flattermoden auf. Um den
Einfluss der modal induzierten Schubvektoroszillationen zu bewerten, wird die Flatter-
analyse für die aktive Triebwerksmodellierung zwei mal durchgeführt. Zum einen wird
lediglich GAF P verwendet, um die instationäre Aerodynamik bei der Flatteranalyse
mittels der p-k-Methode darzustellen. Zum anderen werden GAF E und GAF P zu
GAF P+E aufsummiert. Anschließend wird die Flatteranalyse erneut durchgeführt, um
damit zusätzlich die aeroelastischen Effekte der Schubvektoroszillationen zu beurteilen.

Der Vergleich der Frequenz- und Verlustfaktorverläufe ist für den Geschwindigkeitsbe-
reich von 300 m/s bis 500m/s in Abb. 4.35 zu sehen. Während die Schubvektoroszillatio-
nen einen vernachlässigbaren Einfluss auf das Flatterverhalten der CRM-Konfiguration
aufweisen, zeigt der Vergleich zwischen der passiven und aktiven Triebwerksmodellierung
gewisse Unterschiede in den Frequenz- und Verlustfaktorverläufen. Die Dämpfung der
ersten Flattermode ist für die CRM-Konfiguration mit der Durchflussgondel fast im
gesamten betrachteten Geschwindigkeitsbereich höher. Für niedrigere und höhere Ge-
schwindigkeiten sind die Unterschiede für diese Flattermode zwar größer, in der Nähe
des Nulldurchgangs des Verlustfaktors sind sie jedoch wesentlich geringer. Die erste Flat-
tergrenze verschiebt sich im Falle der aktiven Triebwerksmodellierung in Richtung einer
niedrigeren Geschwindigkeit. Dennoch ist der relative Unterschied der Flattergeschwin-
digkeit im Bereich von einem Prozent. Ein ähnliches Verhalten ergibt sich auch für den
Frequenzverlauf der ersten Flattermode. Obwohl bei niedrigeren und höheren Geschwin-
digkeiten die Unterschiede zwischen beiden Triebwerksmodellierungen vorhanden sind,
verschwinden sie in der Nähe der Flattergrenze. Bei der zweiten Flattermode ergibt sich
ein ähnliches Bild. Auch wenn die Verlustfaktoren bei höheren Geschwindigkeiten für
beide Triebwerksmodellierungen divergieren, stimmen sie bis zum Nulldurchgang gut
überein. Folglich variiert die zweite Flattergrenze zwischen den beiden Ansätzen der
Triebwerksmodellierung nur geringfügig, wobei der relative Unterschied in der Flatter-
geschwindigkeit ein Prozent nicht überschreitet. Die Frequenzverläufe stimmen für die
zweite Flattermode sehr gut überein.

Die Tabelle 4.1 bietet einen Vergleich der ermittelten Flattergrenzen für unterschied-
liche Ansätze der Triebwerksmodellierung. Die relativen Abweichungen werden in Bezug
auf die passive Triebwerksmodellierung angegeben. Es ist zu erkennen, dass die Flat-
tergeschwindigkeit für beide Flattermoden etwas abnimmt, sobald die aerodynamischen
Triebwerkseffekte mittels der aktiven Triebwerksmodellierung erfasst werden. Darüber
hinaus haben die modal induzierten Schubvektoroszillationen einen vernachlässigbaren
Einfluss auf die Stabilitätsgrenzen der CRM-WBNPH-Konfiguration.

Die Verläufe der relativen Anteile |qi| der dominierenden Struktureigenmoden in den
beiden Flattermoden sind für unterschiedliche Ansätze der Triebwerksmodellierung in
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(a) Frequenzverläufe.

2. Flattermode
1. Flattermode

Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E

(b) Verlustfaktorverläufe.

Abbildung 4.35: Vergleich der Triebwerksmodellierungsansätze in Bezug auf die re-
sultierenden Verläufe der Frequenzen und Verlustfaktoren der bei-
den Flattermoden. Passiv, GAF P : passive Triebwerksmodellierung mit
GAF P . Aktiv,GAF P : aktive Triebwerksmodellierung mitGAF P . Ak-
tiv, GAF P+E: aktive Triebwerksmodellierung mit GAF P+E.

1. Flatter-
mode

GAF P ,
passiv

GAF P ,
aktiv

GAF P+E,
aktiv

Vf
[
m
s

]
376,455 372,318 372,782

kred,f [−] 0,267 0,268 0,268
ff [Hz] 2,280 2,270 2,270
∆Vf [%] − −1,1 −0,98
∆kred,f [%] − +0,37 +0,37
∆ff [%] − −0,44 −0,44

2. Flatter-
mode

GAF P ,
passiv

GAF P ,
aktiv

GAF P+E,
aktiv

Vf
[
m
s

]
438,391 434,896 435,748

kred,f [−] 0,260 0,261 0,261
ff [Hz] 2,586 2,578 2,578
∆Vf [%] − −0,8 −0,6
∆kred,f [%] − +0,38 +0,38
∆ff [%] − −0,31 −0,31

Tabelle 4.1: Vergleich der ermittelten Flattergrenzen für unterschiedliche Ansätze der
Triebwerksmodellierung.

Abb. 4.36 dargestellt. Die Beträge |qi| sind so normiert, dass sich die Anteile aller Struk-
turmoden für jede Flattermode zu eins aufsummieren. Bei niedrigen Geschwindigkeiten
überwiegt die Struktureigenmode 10 in der ersten Flattermode. Mit zunehmender Ge-
schwindigkeit nimmt der Beitrag der Struktureigenmode 10 erheblich ab, während der
Anteil der Struktureigenmode 8 ansteigt. Darüber hinaus nimmt der Einfluss der Struk-
tureigenmode 12 deutlich zu. Es ist zu erkennen, dass an der Flattergrenze vor allem
die Struktureigenmode 8 die erste Flattermode dominiert. Für den Fall der aktiven
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Triebwerksmodellierung verschiebt sich der Wechsel der Struktureigenmoden 8 und 10

zu höheren Geschwindigkeiten. Dieser Effekt hat jedoch keinen signifikanten Einfluss auf
die erste Flattermode an der Stabilitätsgrenze.

Ein ähnliches Wechselwirkungsverhalten der relativen Anteile der Struktureigenmo-
den wird für die zweite Flattermode beobachtet. Hier sinkt der Anteil der zunächst
vorherrschenden Struktureigenmode 12 mit zunehmender Geschwindigkeit, während der
Anteil der Struktureigenmode 8 ansteigt. Auch die Struktureigenmode 14 gewinnt merk-
lich an Einfluss. Dennoch überwiegt auch bei der zweiten Flattermode an der Flatter-
grenze die Struktureigenmode 8. Für die zweite Flattermode hat die Art der Triebwerks-
modellierung nur einen geringen Einfluss auf das Überlagerungsverhalten der Struktur-
eigenmoden in Abhängigkeit der Geschwindigkeit. Ferner haben die instationären Kräfte
durch die modal induzierten Schubvektoroszillationen keinen signifikanten Einfluss auf
die |qi|-Verläufe. Die beiden Flattermoden sind in Abb. 4.37 illustriert. Zur Darstellung

Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E|q
i|

(a) Erste Flattermode.

Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E

|q
i|

(b) Zweite Flattermode.

Abbildung 4.36: Verläufe der relativen Anteile |qi| der dominierenden Struk-
tureigenmoden für beide Flattermoden.Passiv, GAF P : passive
Triebwerksmodellierung mitGAF P . Aktiv, GAF P : aktive Triebwerks-
modellierung mit GAF P . Aktiv, GAF P+E: aktive Triebwerks-
modellierung mit GAF P+E.
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jeder Flattermode werden alle relevanten Struktureigenmoden φi mit dem Betrag ihres
jeweiligen komplexwertigen Anteils |qi| überlagert.

(a) Erste Flattermode.

(b) Zweite Flattermode.

Abbildung 4.37: Auslenkungen beider Flattermoden. Farbkonturen sind berechnet als
∆ = δz

|δz |
|δ|
δmax

. Transparentes Grau: unverformte Referenzgeometrie.

Des Weiteren wird der Einfluss der Struktursteifigkeit des Pylons auf die Flatter-
grenzen untersucht. Dazu wird die Eigenfrequenz der Struktureigenmode 10, feig,10,
schrittweise variiert. Im Anschluss an jeden Variationsschritt wird eine aeroelastische
Stabilitätsanalyse mit der p-k-Methode durchgeführt. Dabei werden beide Ansätze der
Triebwerksmodellierung berücksichtigt. Die Variationen der Eigenfrequenz ∆feig,10 wer-
den in 5%-Schritten im Bereich von ±30% des ursprünglichen Wertes der Eigenfrequenz
feig,10 durchgeführt. Die Struktureigenmode 10 wird hier deshalb gewählt, da sie mit dem
Rollen der Gondel und folglich auch mit einer ausgeprägten Strukturauslenkung des Py-
lons einhergeht. Damit ist die Steifigkeit der Pylonstruktur proportional zu feig,10. Wie
in Abb. 4.38a für die aktive Triebwerksmodellierung erkennbar ist, ist die maximale Flat-
tergeschwindigkeit mit dem ursprünglichen Wert von feig,10 des FERMAT-C2-Modells
assoziiert. Schon geringfügige Variationen des ursprünglichen Wertes von feig,10 sowohl
zu niedrigeren als auch zu höheren Frequenzen führen zu einer abrupten Reduzierung der
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ersten Flattergeschwindigkeit. Für größere Variationen von feig,10 ist die erste Stabilitäts-
grenze im untersuchten Bereich der Variationsamplituden weiterhin nahezu unempfind-
lich sowohl bezüglich der Flattergeschwindigkeit als auch der Flatterfrequenz. Für die
passive Triebwerksmodellierung ist das Maximum der Flattergeschwindigkeit stärker aus-
geprägt und etwas zu höheren Werten von feig,10 verschoben. Die Unterschiede der ersten
Flattergeschwindigkeit aufgrund der feig,10-Variation betragen nicht mehr als 5 m/s bzw.
14 m/s jeweils für die aktive bzw. passive Triebwerksmodellierung. Der Sensitivitätsver-
lauf der Flatterfrequenz ähnelt dem der Flattergeschwindigkeit, wie in Abb. 4.38b zu
sehen ist. Beginnend bei ∆feig,10 = −30% wächst die zweite Flattergeschwindigkeit mit
steigender Eigenfrequenz feig,10 geringfügig an (siehe Abb. 4.39a). Ab ∆feig,10 = 10%

bzw. ∆feig,10 = 15% jeweils für die aktive bzw. passive Triebwerksmodellierung tritt
ein Einbruch der Flattergeschwindigkeit mit einem Minimum bei ∆feig,10 = 20% für
beide Triebwerksmodellierungsansätze auf. Der Einbruch ist für die passive Triebwerks-
modellierung stärker ausgeprägt. Die Flattergeschwindigkeit der passiven Triebwerks-
modellierung unterschreitet sogar die Flattergeschwindigkeit der aktiven Triebwerks-
modellierung. Für die aktive Triebwerksmodellierung beträgt die Änderung der Flat-
tergeschwindigkeit aufgrund der feig,10-Variation nicht mehr als 3 m/s . Im Gegensatz
dazu werden größere Änderungen der Flattergeschwindigkeit mit bis zu 12 m/s für die
passive Triebwerksmodellierung beobachtet. Auch für die zweite Flattermode ähnelt der
Sensitivitätsverlauf der Flatterfrequenz dem Sensitivitätsverlauf der Flattergeschwindig-
keit. Ein Einbruch der Flatterfrequenz mit einem Minimum bei ∆feig,10 = 15% ist für
beide Triebwerksmodellierungen zu beobachten (siehe Abb. 4.39b). Abschließend lässt
sich festhalten, dass die Flattergrenzen für die passive Triebwerksmodellierung im Ver-
gleich zur aktiven Triebwerksmodellierung empfindlicher gegenüber der feig,10-Variation
und damit gegenüber der Veränderung der Pylonsteifigkeit sind. Ferner haben die modal
induzierten Schubvektoroszillationen praktisch keinen Einfluss auf die Sensitivität der
Flattergrenzen, wie es aus den Abb. 4.38 und 4.39 zu entnehmen ist.

Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E

(a) Sensitivität der Flattergeschwindigkeit.

Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E

(b) Sensitivität der Flatterfrequenz.

Abbildung 4.38: Sensitivität der ersten Flattermode in Bezug auf die Variation der Ei-
genfrequenz der Struktureigenmode 10.
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Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E

(a) Sensitivität der Flattergeschwindigkeit.

Passiv, GAFP

Aktiv, GAFP

Aktiv, GAFP+E

(b) Sensitivität der Flatterfrequenz.

Abbildung 4.39: Sensitivität der zweiten Flattermode in Bezug auf die Variation der
Eigenfrequenz der Struktureigenmode 10.

Anschließend wird der Einfluss der Triebwerksmodellierung auf die generalisierten ae-
rodynamischen Kräfte untersucht. In Abb. 4.40 sind Real- und Imaginärteile der für die
Entwicklung der Flattermoden wichtigsten GAF P -Elemente über der reduzierten Fre-
quenz gegenübergestellt. Zur besseren Darstellung ist der Frequenzbereich bis kred = 0,5

abgebildet.
Geringe Unterschiede im Imaginärteil, die mit zunehmender reduzierten Frequenz

deutlicher werden, sind lediglich für die Matrixelemente GAF P
i,j zu beobachten, die

mit der Struktureigenmode 10 assoziiert sind (i = 10 oder j = 10). Die Art der
Triebwerksmodellierung wirkt sich allerdings kaum auf den Imaginärteil der übrigen
GAF P -Elemente über den gesamten kred-Bereich aus. Dies deutet darauf hin, dass die
aerodynamische Dämpfung von der Triebwerksmodellierung praktisch unbeeinflusst ist.
Diese Tatsache erklärt auch den geringen Einfluss der aktiven Triebwerksmodellierung
auf das Flatterverhalten der CRM-Konfiguration. Unterschiedliche Ansätze der Triebwerks-
modellierung bewirken jedoch einen Versatz im Realteil konsistent für alle GAF P -
Elemente. Dieser Effekt kann auf die durch die aktive Triebwerksmodellierung indu-
zierten Abweichungen in der Referenzdruckbeiwertverteilung cp zurückgeführt werden.

Abschließend wird die Matrix GAF E betrachtet, die die instationären Kraftbeiträ-
ge aufgrund der modal induzierten Schubvektoroszillationen beschreibt. Der Verlauf der
Real- und Imaginärteile der für das Flatterverhalten relevanter GAF E-Elemente ist in
Abb. 4.41 dargestellt. Es ist ersichtlich dass die GAF E-Elemente fast zwei Größen-
ordnungen kleiner sind als die entsprechenden Elemente von GAF P . Dieser Umstand
erklärt den geringen Einfluss der modal induzierten Schubvektoroszillationen auf das
Flatterverhalten der CRM-Konfiguration.

4.5.3 Evaluierung der Recheneffizienz

Abschließend wird die Recheneffizienz der beiden Ansätze der Triebwerksmodellierung
evaluiert und einander gegenübergestellt. Zum einen wird die Zeit tit betrachtet, die
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∆tit, aktiv ∆N̄it, aktiv ∆
(
N̄ittit

)
aktiv

−0,09% 6,64% 6,55%

Tabelle 4.2: Vergleich der Recheneffizienz. Für alle Werte ist die aktive Triebwerks-
modellierung auf die passive Triebwerksmodellierung bezogen.

benötigt wird, um einen Integrationsschritt in Pseudo-Zeit auf einem einzelnen Rechen-
kern durchzuführen. Zum anderen wird die über alle instationären Simulationen kleiner
Störungen gemittelte Anzahl der Iterationen zum Erreichen des Abbruchkriteriums N̄it

ausgewertet. Darüber hinaus wird auch die gemittelte Gesamtsimulationszeit berücksich-
tigt, die sich aus dem Produkt von N̄it und tit ergibt. Zum Vergleich werden alle Werte für
die aktive Triebwerksmodellierung in Relation zu den entsprechenden Werten gesetzt, die
für die passive Triebwerksmodellierung ermittelt sind. Tabelle 4.2 gibt eine vergleichende
Übersicht hinsichtlich der Recheneffizienz beider Triebwerksmodellierungsansätze.

Die Rechenzeit für einen Iterationsschritt tit nimmt im Falle der aktiven Triebwerks-
modellierung geringfügig ab, da die Rechenzellen im inneren Bereich der Triebwerksgon-
del für diese Art der Modellierung entfallen. Da dieser Bereich jedoch nur einen klei-
nen Teil zur Gesamtzahl der Rechenzellen im Rechengitter beiträgt, ist der Unterschied
in tit vernachlässigbar. Die aktive Triebwerksmodellierung führt zu einem Anstieg von
N̄it um etwa 6,6% im Vergleich zur passiven Triebwerksmodellierung. Dieser Effekt ist
hauptsächlich für die Erhöhung der Gesamtsimulationszeit verantwortlich, die ebenfalls
ca. 6,6% beträgt. Eine verbesserte Modellierung der aerodynamischen Triebwerkseffek-
te mittels aufgeprägter Randbedingungen am Triebwerkseinlass und Triebwerksauslass
macht jedoch diesen geringfügigen Mehraufwand an Rechenzeit durchaus vertretbar. So-
mit benötigt ein einzelner Simulationslauf durchschnittlich 23,6 bzw. 25,1 Stunden auf
einem Intel Xeon E5-2630 v3 Prozessor jeweils für die passive bzw. aktive Triebwerks-
modellierung.

4.6 Zusammenfassung

Eine neuartige aerodynamische Modellierung der Triebwerkseffekte für linearisierte CFD-
Verfahren wird vorgestellt. Der Modellierungsansatz basiert auf linearisierten numeri-
schen Randbedingungen, die an der Einlass- und Auslassebene des Triebwerks aufge-
prägt werden. Im Unterschied zum Einsatz einer Durchflussgondel können auf diese Wei-
se aerodynamische Effekte eines aktiven Triebwerks mitberücksichtigt werden. Es wird
eine flexible Modellierung unterschiedlicher Massenströme und Schübe des Triebwerks
ermöglicht. Darüber hinaus bietet der Einsatz der randbedingungsbasierten Triebwerks-
modellierung den Einfluss der modal induzierten Schubvektoroszillationen in aeroelas-
tische Untersuchungen von Flugzeugen einzubeziehen. Eine detaillierte Validierung der
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Randbedingungen wird anhand einer zweidimensionalen Flugzeugkonfiguration mit ei-
ner Triebwerksgondel durchgeführt. Dabei werden die Ergebnisse der instationären zei-
techten und linearisierten CFD-Simulationen gegenübergestellt. Anschließend wird der
randbedingungsbasierte Ansatz der Triebwerksmodellierung erfolgreich zur Flatterana-
lyse eines generischen transsonischen Verkehrsflugzeugs eingesetzt. Es wird gezeigt, dass
die aerodynamischen Effekte des Triebwerks sowie die modal induzierten Schubvekto-
roszillationen speziell für die hier betrachtete Flugzeugkonfiguration nur einen geringen
Einfluss auf ihr Flatterverhalten haben. Dennoch können die Triebwerkseffekte insbe-
sondere für viermotorige Konfigurationen und Flugzeuge mit großen Mantelstromtrieb-
werken von großer Bedeutung sein.



5 Aerodynamische Modellierung
mittels Deep Learning

5.1 Motivation

Obwohl linearisierte CFD-Verfahren für viele praktische Fälle einsetzbar sind, weisen sie
aufgrund der Annahme kleiner Störungen Limitierungen auf. Sobald ein Flugzeug Ma-
növer mit starken Fluglageänderungen durchführt bzw. eine Flugzeugstruktur Schwin-
gungen hoher Amplitude ausgesetzt ist, kann es zu nichtlinearen Effekten kommen. Die
in solchen Fällen wirkenden aerodynamischen Kräfte hängen nicht mehr linear von den
Auslenkungen der umströmten Struktur ab. Dies führt dazu, dass die Annahmen, die
zur Herleitung linearisierter CFD-Verfahren getroffen werden, nicht mehr gelten. Daher
können linearisierte CFD-Verfahren das Verhalten nichtlinearer aerodynamischer Syste-
me nicht richtig abbilden und es muss bei der numerischen Modellierung zu zeitechten
CFD-Methoden zurückgegriffen werden, was zu einem erheblich erhöhten Rechenauf-
wand führt.

Ein alternativer Ansatz zur Modellierung nichtlinearer aerodynamischer Systeme ba-
siert auf der Systemidentifikation. Dabei wird ein mathematisches Black-Box-Modell auf
der Grundlage von Eingabe- und Ausgabedaten des Systems abgeleitet. Der Ansatz ist
datengetrieben und steht daher im Gegensatz zu Modellierungstechniken, die auf der
mathematischen Formulierung physikalischer Gesetze basieren. Die Black-Box-Modelle
zeichnen sich durch eine geringere Anzahl von Freiheitsgraden aus im Vergleich zu dem
System, das sie abbilden. Aus diesem Grund werden sie häufig als Modelle reduzierter
Ordnung (ROMs, engl. Reduced-Order Models) bezeichnet.

Im Bereich des computerbasierten Sehens wurden große Fortschritte bei der Erken-
nung von Bildmustern durch den Einsatz von faltenden neuronalen Netzwerken (engl.
Convolutional Neural Networks, CNNs) erzielt. Im Gegensatz zu konventionellen neuro-
nalen Netzwerken, basieren CNNs auf Faltungsoperationen. Dadurch sind sie durch eine
geringe Konnektivität zwischen Neuronen gekennzeichnet [37]. Besonders leistungsfähig
sind dabei Netzwerkarchitekturen, die aus mehreren aufeinander folgenden Neuronen-
schichten aufgebaut sind. Solche Architekturen werden als tief (engl. deep) bezeichnet.
Daher setzte sich für Methoden, die mehrschichtige neuronale Netzwerke einsetzen, der
Begriff Deep Learning (deutsch tiefes Lernen) durch. Tiefe CNNs gelten als der neues-
te Stand der Technik für zahlreiche Anwendungen im Bereich des computerbasierten
Sehens [37]. Solche neuronalen Netzwerke sind in der Lage sehr komplexe nichtlineare
Zusammenhänge zu erkennen und sie für unterschiedlichste Problemstellungen zu ver-
werten.
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Unter anderem wurden bemerkenswerte Ergebnisse bei der Vorhersage von Bildse-
quenzen aus Videos erzielt [25, 64, 109]. Anhand von Videoaufnahmen von Sportaktivi-
täten wurde in [68] demonstriert, dass CNNs in der Lage sind, die durch die Naturge-
setze beeinflusste Dynamik von Sportlern und Sportgeräten zu erfassen. In [96] und [97]
wurden rekurrente CNNs erfolgreich zur Niederschlagsvorhersage eingesetzt, womit ih-
re Fähigkeit aufgezeigt wurde, die komplexe räumlich-zeitliche Dynamik physikalischer
Systeme abzubilden.

Die folgenden Ausführungen in diesem Kapitel basieren größtenteils auf der begut-
achteten Veröffentlichung „Data-Driven Prediction of Unsteady Pressure Distributions
Based on Deep Learning“ im Journal of Fluids and Structures [88]. Inspiriert durch
oben aufgeführte Forschungsaktivitäten ist das Ziel dieses Kapitels moderne tiefe CNN-
Architekturen zum Aufbau eines Modells reduzierter Ordnung für eine genaue und ef-
fiziente Vorhersage komplexer bewegungsinduzierter instationärer Druckverteilungen an
Tragflügeln einzusetzen. Die nichtlineare Identifikationsaufgabe des vorgestellten Mo-
dells besteht darin, die Momentaufnahme der Druckverteilung für den aktuellen Zeit-
schritt basierend auf Momentaufnahmen der Druckverteilung aus vorangegangen Zeit-
schritten und aufgeprägter Anregung vorherzusagen. Das ROM wird auf der Grundlage
von synthetischen Daten trainiert, die durch CFD-Simulationen erzeugt werden. Sobald
ein ROM mithilfe von Trainingsdaten konditioniert ist, kann es Sequenzen der Druckver-
teilung auf der Grundlage des Anregungssignals von Zeitschritt zu Zeitschritt in rekur-
renter Weise vorhersagen. Somit is es in der Lage, die bewegungsinduzierte, nichtlineare,
instationäre Aerodynamik für eine gegebene Konfiguration bei festen Anströmbedingun-
gen zu erfassen. Auf diese Weise können rechenintensive CFD-Simulationen durch die
Anwendung des effizienteren ROM ersetzt werden.

Die Leistungsfähigkeit des ROMs wird auf der Grundlage des LANN-Flügels [3] de-
monstriert, der eine Nickbewegung hoher Amplitude in transsonischer Strömung aus-
führt. Der betrachtete Testfall ist durch nichtlineare Effekte aufgrund komplexer sich
bewegender Stoßstrukturen sowohl an der Ober- als auch an der Unterseite des Flügels
dominiert. Wie gezeigt werden wird, erreicht das hier abgeleitete Modell eine ausgezeich-
nete Genauigkeit der Vorhersage bei einer Beschleunigung von mehr als drei Größenord-
nungen im Vergleich zur verwendeten CFD-Methode.

5.2 Generierung der Daten für das ROM-Training

Das Modell reduzierter Ordnung wird anhand von synthetischen Daten sowohl trainiert
als auch evaluiert. Die Daten werden mit dem zeitechten nichtlinearen CFD-Löser AER-
Eu/NS erzeugt, der nichtlineare Euler-Gleichungen (Gl. (2.6)) berechnet. Während die
Details zum eingesetzten CFD-Löser im Abschnitt 2.1 zu finden sind, wird im vorliegen-
den Abschnitt der Anwendungsfall vorgestellt, anhand dessen die Leistungsfähigkeit des
ROM demonstriert wird.
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Als Anwendungsfall wird das LANN-Modell ausgewählt, welches ein Halbmodell ei-
nes Transportflugzeugflügels mit überkritischem Profil und moderater Streckung dar-
stellt [3]. Das Modell wurde im Rahmen eines Kooperationsprogramms von Lockheed-
Georgia, Air Force Flight Dynamics Laboratory, NASA-Langley und NLR entwickelt,
wodurch der Name LANN abgeleitet ist. Der Flügel ist eine etablierte Testkonfiguration
im Bereich der instationären Aerodynamik. Die wichtigsten Referenzwerte der LANN-
Flügelgeometrie sind in Tabelle 5.1 aufgeführt.

Referenzfläche Aref 0,2526 m2

Modelspannweite b 1 m
Wurzelsehnenlänge croot 0,36 m
Streckung Λ 7,92
Vorderkantenpfeilung φLE 27,493◦

Pfeilung bei 0,25% der Sehnenlänge φ1/4 25◦

Hinterkantenpfeilung φTE 16,908◦

Flügelverwindung ε −4,8◦

Flügelzuspitzung λ 0,4

Tabelle 5.1: Referenzgrößen der LANN-Flügelgeometrie [3].

Das Rechengebiet um den LANN-Flügel ist in strukturierter Weise mit 368640 Re-
chenzellen diskretisiert. Die Rechenzellen sind dabei in zwei Blöcken in C-H-Topologie
angeordnet. Das Rechengebiet ist in Abb. 5.1a dargestellt. Die Flügelfläche ist jeweils mit
37- und 73-Zellen in Spannweiten- und Sehnenrichtung aufgelöst. Das CFD-Oberflächennetz
des LANN-Flügels sowie der Symmetrieebene ist in Abb. 5.1b dargestellt. Eine Gitter-
sensitivitätsstudie wurde in [56] durchgeführt, um eine Unabhängigkeit der Rechenlösung
von der Gitterauflösung zu gewährleisten. Weiterhin wird hier eine Sensitivitätsstudie
bezüglich des physikalischen Zeitschrittes ∆τ vorgenommen. Bei einer Zeitschrittweite
von ∆τ = 0,3 verändern sich Simulationsergebnisse nicht mehr mit einer weiteren Redu-
zierung der Zeitschrittweite. Die Wurzelsehnenlänge wird als Referenzlänge verwendet,
um den Zeitschritt gemäß Gl. (2.4) zu entdimensionalisieren. Für jeden physikalischen
Zeitschritt werden Iterationen in Pseudo-Zeit durchgeführt, bis die euklidische Norm der
normierten Dichteänderung über eine Iteration unter 10−5 fällt. Dabei wird die Dichte-
änderung nach der ersten Iteration als Normierungsfaktor verwendet.

CFD-Daten werden für eine Anströmung mit der Machzahl von Ma∞ = 0,82 und
einem gemittelten Anstellwinkel von α = 0,6◦ generiert. Die gemittelte cp-Verteilung
des Flügels für die entsprechende Anströmbedingungen ist in Abb. 5.2 dargestellt. Der
Fall ist transsonisch. Der Druckbeiwert fällt unter den kritischen Wert von c∗p = −1,17.
Außerdem bildet sich auf der Saugseite des Flügels ein starkes λ-förmiges Stoßsystem
aus.
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(a) Rechengebiet. (b) CFD-Oberflächennetz des LANN-Flügels.

Abbildung 5.1: Das Rechengebiet und CFD-Oberflächennetz des LANN-Flügels. Gitter-
flächen mit aufgeprägter Wand-, Symmetrie- und Fernfeldrandbedingung
sind jeweils in Orange, Blau und Grün dargestellt.

Drei Datensätze werden auf der Grundlage der Lösung von Euler-Gleichungen mittels
CFD-Simulationen generiert. Bei den ersten beiden Datensätzen wird das aerodynami-
sche System durch erzwungene Nickbewegungen angeregt. Die Amplitude der Anstell-
winkeländerung∆α um α wird durch amplitudenmodulierte pseudozufällige Binärsignale
(APZBS) [71] vorgegeben. Analog zu [118] wird das ROM für den Bereich der Anstell-
winkeländerung −2◦ < ∆α < 2◦ konditioniert. Dazu werden 25 Signalfolgen mit jeweils
213 Zeitschritten erzeugt. Die Anzahl und Länge der Signalfolgen ist aus Effizienzgrün-
den so gewählt, dass eine ausreichende Datenmenge für die ROM-Konditionierung durch
parallel auf mehreren Rechnern ausgeführte CFD-Simulationen berechnet werden kann.

Nach der Definition von APZBS werden Plateaus mit einer vordefinierten Mindest-
haltezeit auf der Basis von pseudozufälligen binären Sequenzen moduliert. Anschließend
werden jedem Plateau zufällige Amplituden zugeordnet. Für den Traings- und Validie-
rungsdatensatz wird eine Mindesthaltezeit von 2∆τ gewählt, da sie einen hohen Infor-
mationsgehalt der Signalfolgen gewährleistet und gleichzeitig stabile CFD-Simulationen
sicherstellt. Die Amplitude der Anstellwinkeländerungen variiert um α im Bereich von
−2◦ < ∆α < 2◦, so dass die zum Training und zur Validierung des ROMs verwendeten
Daten den relevanten Bereich von ∆α vollständig abdecken. Ähnlich zu [121] wird zu-
sätzlich eine Gauß-Filterung zur Glättung von Diskontinuitäten eingesetzt. Eine der ver-
wendeten APZBS-Sequenzen ist in Abb. 5.3 präsentiert. Die geglätteten APZBS decken
einen weiten Bereich von Amplituden sowie deren Änderungsraten ab. Sie erwiesen sich
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(a) Oberseite des Flügels. (b) Unterseite des Flügels.

Abbildung 5.2: Gemittelte cp-Verteilung des LANN-Flügels bei einer Anströmung mit
Ma∞ = 0,82 und α = 0,6◦.

Abbildung 5.3: Geglättete APZBS-Sequenz, die bei der Generierung des Trainings- und
Validierungsdatensatzes die Nickbewegung des Flügels vorschreibt.

als gut geeignet für nichtlineare Systemidentifikationen [118,121]. Die aus den Simulatio-
nen gewonnenen Daten werden in den Trainings- und Validierungsdatensatz aufgeteilt.
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Der Trainingsdatensatz besteht aus Daten, die mit 23 APZBS-Sequenzen assoziiert sind.
Er dient zur Konditionierung freier Parameter des Modells beim Trainingsprozess. Die
verbleibenden Daten werden als Validierungsdatensatz eingesetzt. Die Evaluierung des
Modells am Validierungsdatensatz wird zur Überwachung des Trainingsprozesses vorge-
nommen. Außerdem wird der Validierungsdatensatz zur Anpassung der Hyperparameter
des Modells herangezogen. Der dritte Datensatz wird durch die Anregung des aerody-
namischen Systems mit harmonischen Nickbewegungen bei verschiedenen reduzierten
Frequenzen erzeugt. Dieser Datensatz, der als Testdatensatz bezeichnet wird, wird dem
Modell weder während des Trainingsprozesses noch zur Optimierung der Hyperparame-
ter präsentiert. Die Evaluierung des Modells am Testdatensatz stellt das Anwendungs-
szenario dar, wobei die Fähigkeit des Modells bewertet werden kann, auf „ungesehene“
Daten zu generalisieren.

5.3 Aerodynamische Modellierung mittels Deep
Learning

Dieser Abschnitt gibt einen Überblick über die Modellierung reduzierter Ordnung, die
auf einer tiefen CNN-Architektur beruht. Details zur Datenaufbereitung von CFD-
Ergebnissen zur ROM-Eingabe werden vorgestellt. Darüber hinaus werden sowohl die
eingesetzten Netzwerkmodule als auch der Algorithmus zum Training des Modells dis-
kutiert.

5.3.1 CFD-Datenaufbereitung

Das ROM hat zum Ziel, bewegungsinduzierte instationäre Oberflächendruckverteilun-
gen auf eine effiziente Weise vorherzusagen. Aufgrund der eingesetzten Implementierung
müssen die Eingaben des Modells mehrdimensionale Datenfelder darstellen.

Für jeden simulierten Zeitschritt k sind Druckverteilungen über Zellmittelpunkte des
CFD-Oberflächennetzes cp(τk,x,y,z) verfügbar. Dabei bezeichnet τk die dimensionslose
Zeit beim Zeitschritt k. Da für den Simulationsprozess ein strukturiertes CFD-Netz ver-
wendet wird, sind die Rechenzellen sowohl in Spannweiten- als auch in Sehnenrichtung
entlang gerader Linien über den gesamten Flügel ausgerichtet. Darüber hinaus ist die
Flügelgeometrie in Sehnenrichtung durch eine konstante Anzahl von Rechenzellen über
die gesamte Spannweite aufgelöst. Daher entspricht die FV-Diskretisierung der Flüge-
loberfläche topologisch einem regelmäßigen rechteckigen Gitter, wobei jede Rechenzelle
durch ihren Index (i,j) adressiert werden kann. Dabei bezeichnen die Indizes i und j die
Nummer einer Rechenzelle in Sehnen- bzw. Spannweitenrichtung. Auf diese Weise kann
die Druckverteilung cp(τk,x,y,z) über die Zellmittelpunkte des CFD-Oberflächennetzes
topologisch entfaltet werden. Es ergibt sich dadurch ein zweidimensionales Datenfeld
Cp,k. Die Größe von Cp,k ist H×W , sofern der Flügel mit H/2 und W Zellen jeweils in
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Sehnen- und Spannweitenrichtung diskretisiert ist. Die notwendige räumliche Informati-
on bleibt nach der Entfaltung erhalten, da die Beziehung jeder Zelle zu ihren Nachbarn
aus der Indexzuweisung abgeleitet werden kann. Die Koordinaten der Zellmittelpunkte
können daher als Eingabe in das ROM vernachlässigt werden. Die Entfaltungsoperation
ist in Abb. 5.4 dargestellt. Die Linien in Orange und Grün repräsentieren die Kanten
jeweils der Ober- und Unterseite des Flügels. Es ist anzumerken, dass eine unstrukturier-

Entfaltung

Unterseite
Oberseite

j

i

CFD-Darstellung ROM-Darstellung

ji

cp

Abbildung 5.4: CFD-Datenaufbereitung für die ROM-Eingabe.

te Diskretisierung des CFD-Rechengebiets keine Einschränkung für die Verwendung des
vorgeschlagenen Modells reduzierter Ordnung darstellt. In einem solchen Fall können die
Eingaben ROM-kompatibel gemacht werden, indem strukturierte Daten aus unstruktu-
rierten Daten mittels Interpolationsmethoden, wie z.B. [43], abgeleitet werden.

In einem weiteren Schritt wird die Feldgröße H ×W durch lineare Interpolation von
146×37 auf 128×32 (27×25) herunterskaliert. Während die etwas reduzierte Auflösung
keinen Einfluss auf die räumliche Detailgenauigkeit der Druckverteilung hat, sind Zwei-
erpotenzen als die Größe der Eingabefelder für die Verarbeitung durch das vorgestellte
neuronale Netzwerk besser geeignet.

Im weiteren Aufbereitungsschritt werden alle drei Datensätze normalisiert. Zu die-
sem Zweck wird jede zeitliche Momentaufnahme der DruckverteilungCp,k in zwei Anteile
zerlegt:

Cp,k = Cp +∆Cp,k (5.1)

mit dem zeitunabhängigen DatenfeldCp, das der gemittelten Druckverteilung entspricht
(siehe Abb. 5.2) und dem zeitabhängigen Datenfeld der momentanen Druckdifferenz
∆Cp,k. Da Cp über die Zeit konstant ist und daher keine zusätzliche Information be-
züglich der instationären Aerodynamik des Flügels liefert, wird dieser Anteil von Cp,k
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subtrahiert. Als Eingabe für das ROM sind lediglich die momentanen Differenzen∆Cp,k
bezüglich der gemittelten Druckverteilung Cp relevant.

Letztendlich werden die im Trainingsdatensatz vorkommenden Minimal- und Maxi-
malwerte min∆Cptrain und max∆Cptrain verwendet, um alle drei Datensätze zu nor-
malisieren. Auf diese Weise wird der Wertebereich des Trainingsdatensatzes auf [−1; 1]

skaliert. Der Wertebereich des Validierungs- und Testdatensatzes kann nach der Nor-
malisierung etwas von [−1; 1] abweichen. Dennoch verhindert die Normalisierung aller
Datensätze basierend auf dem Wertebereich des Trainingsdatensatzes ein Informations-
leck von der Trainings- zur Validierungs- und Testphase.

Das aerodynamische System wird durch die erzwungene Nickbewegung angeregt. Aus
diesem Grund wird das Signal der Nickbewegung ∆α(τ) dem ROM als eine zusätzliche
Eingabe bereitgestellt. Auch hier wird eine Normalisierung durchgeführt, um den Si-
gnalbereich von [−2◦; 2◦] auf [−1; 1] zu skalieren.

5.3.2 Faltungsoperationen

Das in dieser Arbeit entwickelte neuronale Netzwerk basiert auf Faltungsoperationen
(engl. Convolutions). Daher setzte sich für diese Klasse von neuronalen Netzwerken der
englische Begriff Convolutional Neural Networks (CNNs) durch. Die zugrunde liegende
Operation ist für eine eindimensionale Funktion x(a) wie folgt definiert [37]:

s(t) =

∫ +∞

−∞
x(a)w(t− a)da (5.2)

Nach der CNN-Terminologie werden die Funktionen x, w und s jeweils als Eingabe,
Kernel und Merkmalskarte bezeichnet. Sind die Funktionen x und w diskret, nimmt die
Faltungsoperation folgende diskrete Form an:

st =
+∞∑

a=−∞
xtwt−a (5.3)

Hier können alle Funktionen als Zahlenfolgen betrachtet werden. Daher wird die Indexno-
tation verwendet, um auf ihre Elemente zu verweisen. Aufgrund der Kommutativität der
Faltungsoperation gilt ebenfalls die folgende Formulierung [18]:

st =
+∞∑

a=−∞
waxt−a (5.4)

In praktischen Anwendungen ist der Kernel kompakter im Vergleich zur Eingabe [37].
Daher ist die letztere Formulierung für Berechnungen zweckmäßiger. Im Rahmen dieses
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Kapitels wird die Python-Bibliothek PyTorch [75] eingesetzt, die über eine umfangrei-
che Funktionalität für das Design, Training und Anwendung von neuronalen Netzwerken
verfügt. Anstelle von Gl. (5.4) implementiert PyTorch folgende Operation:

st =
+∞∑

a=−∞
waxt+a (5.5)

Obwohl die Operation der Formulierung der diskreten Kreuzkorrelation [80] entspricht,
wird sie im CNN-Kontext als Faltung bezeichnet.

In der praktischen Anwendung sind die Eingaben oft zweidimensionale Anordnungen
von Datenelementen, die in einem Gitterlayout gespeichert sind. Ein Index-Tupel (i,j)

kann verwendet werden, um auf jedes Element eines solchen Datenfeldes zu verweisen.
Eine zweidimensionale Faltung für Eingaben dieses Typs ist wie folgt definiert:

Si,j =
Hw−1∑
m=0

Ww−1∑
n=0

Wm,nXi+m,j+n (5.6)

wobeiXi,j,Wi,j Elemente des zweidimensionalen EingabefeldesX und des zweidimensio-
nalen Kernels W bezeichnen. Hier wird die nullbasierte Indexierung verwendet. Außer-
dem hängt die Obergrenze der Summen von der Kernelgröße Hw×Ww ab. Im Allgemei-
nen beinhalten die zweidimensionalen Eingaben keine skalaren Werte, sondern vielmehr
vektorwertige Angaben in zweidimensionaler Gitteranordnung [37]. Somit ergibt sich ne-
ben zwei räumlichen Dimensionen eine weitere Dimension. Sie wird als Kanaldimension
bezeichnet. Daher verwenden CNNs gewöhnlich mehrkanalige Faltungen, die wie folgt
definiert sind:

Sk,i,j =

Cin−1∑
l=0

Hw−1∑
m=0

Ww−1∑
n=0

Wk,l,m,nXl,i+m,j+n (5.7)

Der mit der mehrkanaligen Faltung verknüpfte vierdimensionale KernelW hat die Grö-
ße Cout × Cin × Hw ×Ww. Die Größe der Eingabe X ist Cin × Hx ×Wx. Hier bezieht
sich Cin auf die Anzahl der Eingangskanäle. Darüber hinaus entspricht Cout der Anzahl
der Merkmalskarten, die über die Kanaldimension der Ausgabe S verteilt sind. Mit den
jeweiligen Versätzen m und n in beiden räumlichen Richtungen zwischen den Elementen
des Eingabefeles und des Feldes der Merkmalskarten gibtWk,l,m,n die Verbindungsstärke
zwischen einem Element der Eingabe im Kanal l und einem Element der Merkmalskarte
im Kanal k an [37].

Darüber hinaus wird eine allgemeinere Formulierung der Mehrkanalfaltung einge-
führt, die in diesem Kapitel durchgängig verwendet wird:

Sk,i,j =

Cin−1∑
l=0

Hw−1∑
m=0

Ww−1∑
n=0

Wk,l,m,nXl,i×s+m,j×s+n + bk (5.8)
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Die Operation tastet jedes s-te Element in jeder Raumrichtung ab, wobei s als der
Faltungsschritt bezeichnet wird. Die Ausgabe einer Faltung mit s > 1 kann als eine
„heruntergesampelte“ Ausgabe einer vollständigen Faltung mit s = 1 betrachtet wer-
den. Nach der Anwendung der Operation hat die Ausgabe im Vergleich zur Eingabe
eine reduzierte Größe der räumlichen Dimensionen. Darüber hinaus kommt in Gl. (5.8)
ein zusätzlicher additiver Term im Vergleich zu Gl. (5.7) hinzu. Im CNN-Kontext sind
Elemente Wk,l,m,n und bk, die mit Faltungsoperationen innerhalb des neuronalen Netz-
werkes verknüpft sind, freie Parameter des Modells, die während des Trainingsverfahrens
optimiert werden.

Bei einer vollständigen Faltung mit s = 1 verringert sich die Größe der räumlichen
Ausgabedimensionen jeweils um Hw − 1 bzw. Ww − 1, wenn bei der Faltungsoperation
der Kernel die Grenzen des Eingabefeldes nicht überschreiten darf (d.h. wenn zu allen
Zeitpunkten jedes Kernelelement mit einem Eingabeelement assoziiert ist). Dies ist ein
limitierender Faktor für tiefe neuronale Netzwerkarchitekturen, die viele aufeinander-
folgende Faltungsoperationen aufweisen. Aus diesem Grund wird vor der Faltung eine
Extrapolation nullter Ordnung durchgeführt, um das Eingabefeld um mehrere Elemen-
te in beiden Raumdimensionen zu erweitern. Dieses Vorgehen, das im Zusammenhang
mit CNN als Polsterung bezeichnet wird, stellt sicher, dass die Größen der räumlichen
Dimensionen der Ein- und Ausgabe einer Faltungsoperation gleich groß sind.

5.3.3 Modellarchitektur

Die Zielsetzung der Modellierung reduzierter Ordnung ist die Vorhersage der Druckver-
teilung im Zeitschritt k + 1 auf der Grundlage mehrerer aufeinanderfolgender Moment-
aufnahmen der Druckverteilung in den Zeitschritten k−n+1 bis k. Dabei ist n die Anzahl
der für die Vorhersage verwendeten Zeitschritte. Daher werden als Modelleingabe Da-
tenfelder∆Cp,k−n+ bis∆Cp,k zu einem dreidimensionalen DatenfeldX(k)

p entlang der
Kanaldimension zusammengefügt. Die Größe des Eingabefeldes ist n×128×32. Darüber
hinaus werden Informationen hinsichtlich der Nickbewegung des Flügels als Eingabe be-
reitgestellt. Die Anstellwinkelamplituden zu den Zeitschritten k−n+ 2 bis k+ 1 werden
zu einem zusätzlichen EingabefeldX(k)

α zusammengefügt. Um die Dimensionszuordnung
der beiden Eingabefelder konsistent zu halten, ist X(k)

α ebenfalls dreidimensional. Die
skalarwertigen Größen [∆αk−n+2, . . . , ∆αk+1] sind aus diesem Grund entlang der Ka-
naldimension des Datenfeldes angeordnet. Die räumlichen Dimensionen des Datenfeldes
sind Scheindimensionen. Die effektive Größe von X(k)

α ist folglich n× 1× 1.
Die Modellausgabe ist das Datenfeld Ỹ (k), das eine Annäherung an das durch CFD

errechnete Datenfeld Y (k) = ∆Cp,k+ ist. Mit der durch das ROM definierten nicht-
linearen Abbildungsfunktion f gilt folgender Zusammenhang zwischen der Ein- und
Ausgabe.

Ỹ (k) = f
(
X(k)
p ,X(k)

α ,θ
)

(5.9)

Freie Parameter des Modells werden zum Vektor θ zusammengefasst.
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Die Modellarchitektur ist in Abb. 5.5 dargestellt. Ähnlich zu U-Net [87], besteht das
vorgestellte Modell aus einem kontrahierenden Pfad (grün) und einem expandierenden
Pfad (orange). Jeder Pfad ist in mehrere Ebenen unterteilt. Das Eingabefeld X(k)

p wird
dem kontrahierenden Pfad zugeführt. Beim Datenfluss entlang des kontrahierenden Pfa-
des werden auf jeder Ebene mehrere Operationen an eingehenden Datenfeldern durch-
geführt, wodurch nutzbare Merkmale extrahiert werden. Die räumliche Auflösung der
Merkmalskarten wird von Ebene zu Ebene gröber, wobei gleichzeitig ihr semantischer
Gehalt steigt. Nach der letzten Ebene des kontrahierenden Pfades werden die Daten-
felder dem expandierenden Pfad zugeführt. Entlang dieses Pfades wird die räumliche
Auflösung der Merkmalskarten von Ebene zur Ebene wiederum feiner. Auf jeder Ebene
werden außerdem die Merkmalskarten des expandierenden Pfades mit Merkmalskarten
des kontrahierenden Pfades der jeweilig gleichen räumlichen Auflösung verknüpft. Diese
Operation wird in Abb. 5.5 durch laterale Verbindungen zwischen beiden Pfaden reprä-
sentiert. Auf der letzten Ebene des expandierenden Pfades wird schließlich die Vorhersage
generiert.

Aufgrund der Netzwerkarchitektur entsteht entlang des kontrahierenden Pfades eine
Hierarchie von Merkmalskarten unterschiedlicher räumlicher Auflösung, die relevanten
semantischen Inhalt über mehrere Skalen abbilden. Entlang des expandierenden Pfades
wird die Vorhersage generiert, wobei die Merkmalhierarchie des kontrahierenden Pfades
die Merkmalskarten des expandierenden Pfades über alle Ebenen semantisch anreichert.

Die Reihe an Operationen auf jeder Ebene der Pfade lässt sich in eine sich wiederho-
lende Operationssequenz unterteilen, die als Faltungsblock bezeichnet wird. Als erster
Schritt in einer solchen Sequenz wird eine mehrkanalige Faltung mit dem Schritt s = 1

durchgeführt. Die damit verknüpfte räumliche Kernelgröße beträgt 3×3. Die Polsterung
mit einem Element wird angewandt, um die Größe der räumlichen Dimensionen zu erhal-
ten. Im Anschluss an die Faltung wird eine als Schichtnormalisierung (SN) bezeichnete
Operation [5] angewandt. Dabei wird im ersten Teilschritt beim betrachteten Datenfeld
X die Standardisierung über alle Elemente durchgeführt:

X̃l,i,j =
Xl,i,j − µ

σ
(5.10)

mit

µ =
1

CHW

Cin−1∑
l=0

Hw−1∑
i=0

Ww−1∑
j=0

Xl,i,j (5.11)

σ =

√√√√ 1

CHW

Cin−1∑
l=0

Hw−1∑
i=0

Ww−1∑
j=0

(Xl,i,j − µ)2 (5.12)

Im zweiten Teilschritt wird die Ausgabe der Operation Y berechnet, indem jedes Ele-
ment des standardisierten Datenfeldes X̃ einer linearen Skalierung unterworfen wird:

Yl,i,j = γl,i,jX̃l,i,j + βl,i,j (5.13)
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Die Parameter γl,i,j und βl,i,j sind dabei freie Parameter der Operation, die während
der Trainingsphase des neuronalen Netzwerkes optimiert werden. Wie in [5] empirisch
demonstriert wurde, trägt die Schichtnormalisierung zur Beschleunigung der Trainings-
phase neuronaler Netzwerke bei. Auch im Rahmen dieser Arbeit kann eine leichte Sta-
bilisierung des Trainings mithilfe der Schichtnormalisierung verzeichnet werden.

Als letzte Operation des Faltungsblocks wird eine Nichtlinearität aufgeprägt. Hier
wird die gleichgerichtete Lineareinheit (engl. rectified linear unit, ReLU) [36] auf je-
des Element des eingehenden Datenfeldes nach der Schichtnormierung angewandt. Die
nichtlineare Funktion ist folgendermaßen definiert:

f(x) = max(0,x) (5.14)

Der Faltungsblock wird zweimal auf jeder Ebene des kontrahierenden Pfades eingesetzt.
Die Ausgabe der ersten Faltungsoperation innerhalb jeder Ebene hat stets doppelt so
viele Kanäle als die jeweilige Eingabe. Eine Ausnahme stellt die erste Faltung dar, die di-
rekt aufX(k)

p angewandt wird, wodurch sich die Anzahl der Kanäle von n auf 64 erhöht.
Die zweite Faltung innerhalb jeder Ebene hält die Anzahl der Eingabe- und Ausga-
bekanäle konstant. Zwischen den Ebenen wird der sogenannte „Downsampling“-Schritt
durchgeführt. Er besteht aus einer Faltung mit dem Faltungsschritt s = 2, wodurch die
Größe der räumlichen Dimensionen des verarbeiteten Datenfeldes um den Faktor zwei
reduziert wird. Die zugehörige räumliche Kernelgröße beträgt 2× 2.

In der letzten Ebene des Netzwerkes werden die über den kontrahierenden Pfad ver-
arbeiteten Informationen der Druckverteilungsdynamik mit Merkmalen kombiniert, die
vom Signal der Nickbewegung stammen. Vor der Kombination wird die Eingabe X(k)

α

durch eine Reihe von Operationen verarbeitet. Dies hat zum Ziel, die Dimensionsgröße
der Merkmalskarten aus beiden Eingabequellen vor ihrem Zusammenfügen aneinander
anzugleichen. Zuerst wird X(k)

α durch einen Faltungsblock geleitet, wodurch die Ka-
naldimension der Ausgabe auf die erforderliche Größe angepasst wird. Aufgrund der
räumlichen Scheindimensionen des Eingabefeldes beträgt die räumliche Kernelgröße der
entsprechenden Faltung 1 × 1. Anschließend werden alle skalarwertigen Kanaleinträge
über die räumlichen Dimensionen des jeweiligen Kanals repliziert, um die passende Grö-
ße der räumlichen Dimensionen zu erhalten. Dieses Verfahren wird in [60] als räumliche
Kachelung bezeichnet. Schließlich stimmen die Dimensionsgrößen der Merkmalskarten
aus beiden Eingabequellen überein und können durch Summation kombiniert werden.
Das resultierende Datenfeld wird dem expansiven Pfad zugeführt. Der expansive Pfad
besteht ebenfalls aus mehreren Ebenen, wobei jede Ebene aus zwei Faltungsblöcken auf-
gebaut ist. Eine transponierte Faltung wird zwischen den Ebenen eingesetzt, um die
räumlichen Dimensionen der verarbeiteten Datenfelder zu vergrößern. Auf jeder Ebe-
ne wird vor der Verarbeitung durch Faltungsblöcke die hochskalierte Ausgabe mit der
Ausgabe der gleichen Ebene des kontrahierenden Pfades entlang der Kanaldimension zu-
sammengefügt. Dies ermöglicht dem Netzwerk Informationen aus verschiedenen Ebenen



5.3. Aerodynamische Modellierung mittels Deep Learning 125

zu nutzen, um die finale Vorhersage zu erzeugen. Innerhalb jeder Ebene des expandie-
renden Pfades reduziert der erste Faltungsblock die Anzahl der Kanäle um den Faktor
zwei. Der zweite Block behält die Anzahl der Kanäle des verarbeiteten Datenfeldes bei.
Für den kontrahierenden und expandierenden Pfad sind räumliche Kernelgrößen, Werte
des Faltungsschrittes und Polsterung für alle Faltungen der gleichen Ebene identisch.

Um die finale Vorhersage des Netzwerkes zu erhalten, wird die Ausgabe der obersten
Ebene durch eine Faltung mit einer Kernelgröße von 1×1, gefolgt vom Tangens hyperbo-
licus (Tanh) verarbeitet. Folglich wird jeder Merkmalsvektor, der aus 64 Komponenten
besteht, verwendet, um jeweils ein Element von Ỹ (k) vorherzusagen. Tangens hyperbo-
licus als letzte nichtlineare Aktivierungsschicht wird gewählt, um sicherzustellen, dass
alle Elemente des vorhergesagten Datenfeldes Ỹ (k) im Bereich von [−1,1] liegen.

Die oben vorgestellte Architektur des neuronalen Netzwerkes erlaubt die Vorhersa-
ge eines Zeitschritts basierend auf der Information aus vorigen Zeitschritten. Dies wird
als Einschrittvorhersage bezeichnet. Ein realistischeres Anwendungsszenario des Modells
ist jedoch die Vorhersage von mehreren Zeitschritten. Diese Aufgabenstellung lässt sich
durch eine rekurrente Anwendung des Netzwerkes realisieren. Dabei werden frühere Aus-
gaben gespeichert und anschließend als Eingaben in das Modell zurückgeführt. Dieses
Vorgehen, das hier als Mehrschrittvorhersage bezeichnet wird, erlaubt es, in der Zeit
voranzuschreiten und Momentaufnahmen der instationären Druckverteilung basierend
auf einem vorgegebenen Signal der Nickbewegung vorherzusagen.

Beim Entwurf und der Konditionierung von neuronalen Netzwerken gibt es mehrere
Parameter, die vom Entwickler oder Entwicklerin frei festgelegt werden können. Die-
se Parameter werden im Kontext von Deep Learning als Hyperparameter bezeichnet,
um hier eine Verwechslung mit freien Parametern des Netzwerkes, die beim Training
optimiert werden, zu vermeiden. Zu typischen Hyperparametern gehört die Anzahl der
Ebenen, die die Tiefe der Netzwerkarchitektur bestimmt. Ein weiterer Hyperparameter
im Rahmen der aktuellen Problemstellung ist die Anzahl der vorangegangenen Zeit-
schritte n, die zur Vorhersage eines aktuellen Zeitschrittes verwendet wird. Entsprechend
der etablierten Vorgehensweise in Deep Learning werden Modelle mit unterschiedlichen
Kombinationen von Hyperparametern trainiert. Anschließend wird die optimale Kom-
bination der Hyperparameter gewählt, für die die Modellgenauigkeit ausgewertet am
Validierungsdatensatz am höchsten ist. Darüber hinaus wird die Anzahl der zu betrach-
tenden Kombinationen dadurch erheblich eingeschränkt, dass für viele typische Hyper-
parameter durch empirische und theoretische Untersuchungen Richtwerte existieren. Im
Rahmen dieser Arbeit werden entsprechend der oben beschriebenen Vorgehensweise die
wichtigsten Hyperparameter anhand der Modellgenauigkeit bei Einschrittvorhersagen
am Validierungsdatensatz ermittelt. Für die übrigen Hyperparameter, wenn nicht an-
ders angegeben, werden etablierte Richtwerte verwendet.
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5.3.4 Modelltraining

Das Ziel des Trainingsprozesses ist es, die freien Parameter des Modells θ zu optimieren,
so dass der Verlust L minimiert wird:

θopt = arg max
θ

L (5.15)

Der Verlust erfasst dabei die Genauigkeit der Modellvorhersagen gemittelt über den
Trainingsdatensatz und ist folgendermaßen definiert:

L =
1

N

N∑
k=1

l
(
Y (k),Ỹ (k)

)
(5.16)

wobei die Anzahl der Trainingsbeispiele mit N bezeichnet wird. Die Abweichung zwi-
schen dem Zielwert und der Modellvorhersage wird mithilfe der Verlustfunktion l be-
stimmt. Für die vorliegende Problemstellung wird der quadratische Fehler ε als Verlust-
funktion verwendet:

l
(
Y (k),Ỹ (k)

)
= l(k) = ε(k) =

(
Y (k) − Ỹ (k)

)2
(5.17)

Mit Gl. (5.16) und (5.17) ergibt sich folgende Definition des Verlustes:

L = ε̄ =
1

N

N∑
k=1

ε(k) =
1

N

N∑
k=1

(
Y (k) − Ỹ (k)

)2
(5.18)

Die freien Parameter θ werden durch einen gradientenbasierten Algorithmus opti-
miert. Die Gradienten des Verlustes L in Richtung von θ werden mit dem Algorithmus
berechnet, der als Rückpropagierung bezeichnet wird. Der Algorithmus wird nachfolgend
skizziert.

Wird ein tiefes neuronales Netzwerk betrachtet, das aus einem Stapel mehrerer auf-
einander folgender Schichten von Neuronen aufgebaut ist, so kann der Zusammenhang
zwischen der Ein- und Ausgabe Xi− und Xi einer einzelnen Schicht i folgendermaßen
ausgedrückt werden:

Xi = fi (Xi−,θi) (5.19)

Hier bezeichnet θi die Teilmenge der freien Parameter des neuronalen Netzwerkes, die
mit der Schicht i assoziiert ist. Die Eingabe Xi− ist gleichzeitig die Ausgabe der vor-
hergehenden Schicht i− 1 im Stapel. Die Gradienten des Verlustes bezüglich θi werden
nach der Kettenregel der Differentialrechnung ausgewertet:

∂L

∂θi
=

∂L

∂Xi

∂f

∂θ

∣∣∣∣
X=Xi,θ=θi

(5.20)
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Der letzte Term auf der rechten Seite der Gleichung ist dabei die Jacobi-Matrix von
f bezüglich θ ausgewertet am Punkt (Xi,θi). Die Gradienten können außerdem durch
eine Schicht hinweg mithilfe des folgenden Zusammenhangs rückpropagiert werden [70]:

∂L

∂Xi−
=

∂L

∂Xi

∂f

∂X

∣∣∣∣
X=Xi,θ=θi

(5.21)

Gradienten des Verlustes in Bezug auf alle freien Parameter θ des Netzwerkes können
durch rekursive Anwendung von Gl. (5.20) und (5.21) von der letzten bis zur ersten
Schicht des Stapels berechnet werden. Die Bibliothek PyTorch, die zur Implementierung
des hier eingesetzten Modells eingesetzt wird, bietet eine automatische Differenzierungs-
funktionalität basierend auf der Gradientenrückführung.

Die Modellparameter θ werden iterativ durch den gradientenbasierten Optimierungs-
algorithmus erster Ordnung Adam [52] optimiert. Adam ist eine Erweiterung des stochas-
tischen Gradientenverfahrens (SGV). Der Algorithmus hat sich durch seine Robustheit
bei unterschiedlichsten Einsatzszenarien im Bereich von Deep Learning bewährt.

Bei klassischen Gradientenverfahren wird der Verlust und somit seine Gradienten bei
jeder Iteration basierend auf allen Trainingsbeispielen ausgewertet. Die Familie der sto-
chastischen Gradientenverfahren zeichnet sich dadurch aus, dass hier im Unterschied zu
klassischen Gradientenverfahren in jeder Iteration eine zufällig zusammenstellte Unter-
menge der Trainingsbeispiele zur Berechnung des Verlustes und somit seiner Gradienten
herangezogen wird. Somit ist der Verlust im SGV-Kontext folgendermaßen definiert:

LN∗ =
1

N∗

N∗∑
k=1

l
(
Y (k),Ỹ (k)

)
(5.22)

wobei N∗ die Anzahl der zufällig ausgewählten Trainingsbeispiele bezeichnet, die für die
Berechnung von LN∗ in jeder Iteration des Optimierungsalgorithmus verwendet werden.
Somit wird während des Trainingsprozesses der gesamte Trainingsdatensatz dem Mo-
dell wiederholt in Gruppen von N∗ Trainingsbeispielen zugeführt, während ein einziger
Durchgang durch den gesamten Trainingsdatensatz als Epoche bezeichnet wird. Der Pa-
rameter N∗ ist ein Hyperparameter des Modells. Er wird zu N∗ = 4 gewählt, da die auf
dem Validierungsdatensatz ausgewertete Modellgenauigkeit für diesen Wert am besten
ist.

Die SGV-Erweiterung Adam verwendet den gleitenden Durchschnitt des Gradienten,
der über Iterationen gemittelt wird. Außerdem wird die globale Lernrate für jeden Para-
meter basierend auf dem gleitenden Durchschnitt des quadrierten Gradienten angepasst.
Für die exponentiellen Abklingraten β1, β2 und den Parameter ε werden die von den Au-
toren des Algorithmus empfohlenen Werte verwendet. Somit gilt β1 = 0,9, β2 = 0,999

und ε = 10−8. Die globale Lernrate wird am Anfang des Trainingsprozesses auf 10−4

gesetzt und weiterhin alle 70 Epochen um eine Größenordnung reduziert. Diese Werte
ergeben sich aus der Hyperparameteroptimierung.
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Nach jeder Epoche wird der Verlust sowohl am Trainingsdatensatz, als auch am Vali-
dierungsdatensatz ausgewertet. Das Training wird solange fortgesetzt bis sich der Verlust
am Validierungsdatensatz über 30 Trainingsepochen nicht mehr verbessert. Dieses Vor-
gehen zum Identifizieren eines geeigneten Zeitpunktes zum Anhalten des Trainings wird
im Deep-Learning-Kontext als Early Stopping (deutsch: Frühzeitiges Anhalten) bezeich-
net [37]. Das Modell, das den geringsten Verlust am Validierungsdatensatz aufweist wird
abgespeichert und kommt im Weiteren zur Anwendung.

Wie aus Gl. (5.17) ersichtlich ist, wird die Genauigkeit der Einschrittvorhersage wäh-
rend des Modelltrainings ausgewertet. Die Bewertung der Leistungsfähigkeit des ROMs
wird jedoch auf der Grundlage beider Betriebsarten, d.h. sowohl der Einschritt- als auch
der Mehrschrittvorhersage vollzogen.

Die Konvergenzverläufe während des Trainings sind in Abb. 5.6 dargestellt. Die blaue
Linie zeigt die Änderung des Trainingsverlustes über die Anzahl der Epochen ne. Zu-
sätzlich werden die Verluste Validierungsdatensatz sowohl für Einschritt- als auch für
Mehrschrittvorhersagen des Modells betrachtet (grüne und orange Linie). Der Trainings-
vorgang wird nach 192 Epochen gemäß dem Early Stopping angehalten. Das Modell mit
dem geringsten Validierungsverlust für Einschrittvorhersagen wird für weitere Untersu-
chungen herangezogen.

Abbildung 5.6: Konvergenzverläufe des Verlustes ausgewertet am Trainings- und Vali-
dierungsdatensatz.
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5.4 Anwendung des Modells Reduzierter Ordnung

In diesem Abschnitt wird das Modell zur Vorhersage von Momentaufnahmen der in-
stationären Druckschwankungen über dem LANN-Flügels angewendet. Zuerst wird die
Dynamik der instationären cp-Verteilung aufgrund der harmonischen Nickbewegung des
Flügels diskutiert. Im zweiten Schritt wird die Vorhersagegenauigkeit des am Trainings-
datensatz konditionierten ROMs untersucht. Anschließend wird die rechnerische Effizienz
des ROMs und der zur Synthese der Trainingsdaten verwendeten CFD-Methode für die
Vorhersage von instationären cp-Verteilungen gegenübergestellt.

5.4.1 Generierung der Testdaten

Das nach dem Trainingsverfahren konditionierte Modell wird am Testdatensatz ausge-
wertet. Um den ersten Teil des Testdatensatzes zu erhalten, wird das aerodynamische
System durch die Nickbewegung angeregt, die durch zwei APZBS-Signale mit jeweils
213 Zeitschritten vorgegeben ist. Diese Signale werden hier als APZBS-T1 und APZBS-
T2 bezeichnet. Die Mindesthaltezeit für APZBS-T1 und APZBS-T2 beträgt 5∆τ und
unterscheidet sich damit von der Mindesthaltezeit der APZBS-Signale, die dem Trai-
ningsdatensatz zugeordnet sind. Zur Erzeugung des zweiten Teils des Testdatensatzes
wird das aerodynamische System durch harmonische Nickbewegungen mit unterschiedli-
chen Frequenzen angeregt. Die Testsignale unterscheiden sich somit deutlich von APZBS,
die zur Erzeugung des Trainings- und Validierungsdatensatzes verwendet werden. Daher
sind sie gut geeignet, um die Fähigkeit des ROMs zu beurteilen auf ungesehene Daten
zu generalisieren.

Die hier betrachteten harmonischen Signale sind folgendermaßen definiert:

∆α(τ) = A sin(kredτ) (5.23)

mit der maximalen Amplitude des Anstellwinkels A. Die reduzierte Frequenz kred hat
für den betrachteten Fall folgende Definition:

kred =
ωcroot
U∞

=
2πcroot
TU∞

(5.24)

wobei ω und T jeweils die dimensionsbehaftete Kreisfrequenz und Periode der harmo-
nischen Schwingung bezeichnen. Es werden drei reduzierte Frequenzen berücksichtigt,
kred = [0,102; 0,204; 1,5]. Die beiden niedrigeren reduzierten Frequenzen wurden im Rah-
men der HKA-basierten Modellierung reduzierter Ordnung betrachtet, die zur Vorher-
sage der instationären cp-Verteilung über dem LANN-Flügel eingesetzt wurde [118].
Zusätzlich wird die reduzierte Frequenz von kred = 1,5 berücksichtigt, um die Leis-
tungsfähigkeit des Modells für den Fall einer hochfrequenten Anregung zu untersuchen.
Darüber hinaus werden harmonische Nickbewegungen sowohl mit einer kleinen als auch
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einer großen Amplitude A = [0,25◦; 2◦] untersucht. Instationäre CFD-Simulationen wer-
den über sechs Schwingungsperioden für alle reduzierten Frequenzen durchgeführt.

Die Dynamik der cp-Verteilung über die fünfte Schwingungsperiode für A = 2◦ und
alle betrachteten reduzierten Frequenzen ist in den Abb. 5.7a-5.7f veranschaulicht. Es
werden zwei Schnitte in Sehnenrichtung bei y/b = 0,22 und y/b = 0,7 betrachtet. Für
jeden Schnitt wird die Position in Sehnenrichtung mit der lokalen Sehnenlänge cloc ent-
dimensioniert. Jedem Phasenwinkel der fünften Schwingungsperiode φ = kred(τ−4T ) ist
eine Farbe aus einem kontinuierlichen Farbverlauf zugeordnet, wobei grün, gelb und rot
jeweils φ = [0;π; 2π] kennzeichnen. Wie zu erkennen ist, variiert für die beiden niedrige-
ren reduzierten Frequenzen die Dynamik der cp-Verteilung nur geringfügig. Es werden
jedoch signifikante Unterschiede im instationären Verhalten der cp-Verteilung deutlich,
wenn die beiden niedrigeren reduzierten Frequenzen mit der höheren reduzierten Fre-
quenz von kred = 1,5 verglichen werden. Dies hebt die Abhängigkeit der instationären
Flügelaerodynamik von der Frequenz der Nickbewegung hervor. Nichtsdestotrotz haben
die instationären Druckschwankungen über verschiedene Anregungsfrequenzen hinweg
gemeinsame Charakteristika, die im Folgenden noch näher erläutert werden.

Aufgrund des λ-förmigen Stoßsystems auf der Flügeloberseite sind bei y/b = 0,22

zwei Stöße zu beobachten, während bei y/b = 0,7 ein Stoß zu erkennen ist. Bei nega-
tiven Werten von ∆α in der zweiten Hälfte der Periode bildet sich eine Stoßfront auf
der Druckseite des Flügels. Sie ist bei y/b = 0,22 stärker ausgeprägt als weiter außen
bei y/b = 0,7. Darüber hinaus ist diese Stoßfront für die höhere reduzierte Frequenz an
der Position y/b = 0,7 schwächer als für niedrigere reduzierte Frequenzen. Aufgrund der
Nickbewegung des Flügels variiert über die Schwingungsperiode sowohl die Intensität
der Stoßfronten als auch ihre Position in der Sehnenrichtung.

Auf der Basis der fünften Schwingungsperiode werden zusätzlich mittels der Fourier-
reihenzerlegung die höheren Harmonischen der cp-Verteilung berechnet. In Abb. 5.8 sind
Real- und Imaginärteile der ersten drei Harmonischen der cp-Verteilung Re ĉnp und Im ĉnp
mit n = [1; 2; 3] über der Flügeloberseite dargestellt. Dabei wird beispielhaft die instatio-
näre Druckverteilung für den Fall mit A = 2◦ und kred = 0,102 betrachtet. Die größten
Amplituden sind beim Realteil der ersten Harmonischen von cp zu beobachten. Die durch
die harmonische Nickschwingung des Flügels induzierte Bewegung des λ-förmigen Stoß-
systems äußert sich in allen hier betrachteten Re ĉnp - und Im ĉnp -Verteilungen. Bei Re ĉ1p-
und Im ĉ1p-Verteilungen ist ein Vorzeichenwechsel über die Stoßstruktur zu erkennen. Die
ausgeprägte Nichtlinearität, die mit der Bewegung des Stoßsystems einhergeht, macht
sich in höheren Amplituden der zweiten und dritten Harmonischen von cp bemerkbar.
Hier sind sowohl beim Real- als auch beim Imaginärteil Bereiche hoher Amplituden prä-
sent, die erkennbar auf das λ-förmiges Stoßsystem zurückzuführen sind. Die durch eine
harmonische Nickschwingung hoher Amplitude induzierte instationären Druckverteilung
verfügt somit über signifikante Anteile der höheren Harmonischen. Dadurch lassen sich
linearisierte CFD-Verfahren (siehe Kapitel 2) nicht mehr einsetzen. Aus diesem Grund
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(a) Schnitt bei y/b = 0,22, kred = 0,102. (b) Schnitt bei y/b = 0,7, kred = 0,102.

(c) Schnitt bei y/b = 0,22, kred = 0,204. (d) Schnitt bei y/b = 0,7, kred = 0,204.

(e) Schnitt bei y/b = 0,22, kred = 1,5. (f) Schnitt bei y/b = 0,7, kred = 1,5.

Abbildung 5.7: Dynamik der cp-Verteilung über die fünfte Schwingungsperiode für A =
2◦ an zwei Schnitten bei y/b = 0,22 und y/b = 0,7 aufgrund der harmo-
nischen Nickbewegung des LANN-Flügels bei kred = [0,102, 0,204, 1,5],
Ma∞ = 0,82 und α = 0,6◦.

muss es in solchen Fällen zur Modellierung reduzierter Ordnung auf die Klasse der nicht-
linearen ROMs zurückgegriffen werden.
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(a) Erste Harmonische von cp, Realteil. (b) Erste Harmonische von cp, Imaginärteil.

(c) Zweite Harmonische von cp, Realteil. (d) Zweite Harmonische von cp, Imaginärteil.

Abbildung 5.8: Real- und Imaginärteile der höheren Harmonischen der cp-Verteilung
über der Flügeloberseite. A = 2◦, kred = 0,102, Ma∞ = 0,82.
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(e) Dritte Harmonische von cp, Realteil. (f) Dritte Harmonische von cp, Imaginärteil.

Abbildung 5.8: Real- und Imaginärteile der höheren Harmonischen der cp-Verteilung
über der Flügeloberseite. A = 2◦, kred = 0,102, Ma∞ = 0,82. (Fort-
setzung)

5.4.2 Untersuchung der Vorhersagegenauigkeit

Um die Iteration der rekurrenten Zeitschrittvorhersagen im Mehrschrittmodus zu star-
ten, werden drei Momentaufnahmen der cp-Verteilung bereitgestellt, die aus der zuvor
durchgeführten CFD-Simulation stammen. Diese Momentaufnahmen sind assoziiert mit
den ersten drei Zeitschritten des Signals, der die Nickbewegung des Flügels vorgibt. Mit
dem Fortschreiten der Vorhersagen von Zeitschritt zu Zeitschritt werden die Momentauf-
nahmen aus CFD sukzessive durch die vom Modell vorhergesagten Momentaufnahmen
ersetzt. Somit, mit Ausnahme der oben beschriebenen „Aufwärmphase“, werden für Vor-
hersagen im Mehrschrittmodus keine CFD-Daten verwendet.

Die Vorhersagegenauigkeit des Modells wird anhand des mittleren quadratischen Feh-
lers (MQF) ε̄ beurteilt. Ein Überblick über MQF, der separat an allen verfügbaren Da-
tensätzen ausgewertet ist, wird in Tabelle 5.2 gegeben. Die Testdaten, die mit APZBS-
Signalen und harmonischen Signalen unterschiedlicher Maximalamplitude generiert sind,
werden gesondert betrachtet.

Modellvorhersagen im Einschritt- und Mehrschrittmodus liefern MQF-Werte im Be-
reich von jeweils 10−7 bzw. 10−6 für alle betrachteten Datensätze. Die höchsten MQF-
Werte werden für die harmonische Nickbewegung mit A = 2◦ ermittelt. Eine geringe
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Überanpassung wird für die Trainings- und Validierungssätze beobachtet, da die jewei-
ligen MQF-Werte niedriger sind als die Werte für den Testdatensatz. Dies ist zum einen
darauf zurückzuführen, dass der Trainingsdatensatz zur Optimierung freier Parameter
des Modells verwendet wird und somit dem Modell während des Trainings ausgesetzt ist.
Andererseits ist auch der Validierungsdatensatz implizit dem Modell exponiert, da er für
die Hyperparameteroptimierung und das Early Stopping herangezogen wird. Weiterhin
ist anzumerken, dass die Modellvorhersagen für Signale kleinerer maximaler Nickam-
plitude genauer sind. Dies wird mit einem niedrigeren MQF für die Daten des Test-
datensatzes belegt, die mit der harmonischen Nickbewegung mit A = 0,25◦ assoziiert
sind. Die MQF-Werte für APZBS-Signale liegen zwischen den entsprechenden Werten
der harmonischen Signale mit A = 0,25◦ und A = 2◦.

ε̄, Einschritt ε̄, Mehrschritt
Trainingsdatensatz 3,62 · 10−7 2,21 · 10−6

Validierungsdatensatz 4,94 · 10−7 3,03 · 10−6

Testdatensatz, A = 2◦ 4,99 · 10−7 4,53 · 10−6

Testdatensatz, A = 0.25◦ 1,34 · 10−7 1,95 · 10−6

Testdatensatz, APZBS 3,56 · 10−7 2,68 · 10−6

Tabelle 5.2: Überblick über MQF, ausgewertet separat für alle verfügbare Datensät-
ze. Testdaten, die mit APZBS-Signalen und harmonischen Signalen unter-
schiedlicher Maximalamplitude der Nickbewegung generiert sind, werden
gesondert betrachtet.

Des Weiteren wird mittlerer quadratischer Fehler ε̄(k) der Modellvorhersagen am Test-
datensatz für jeden Zeitschritt k ausgewertet. Die Trends sind in Abb. 5.9 und 5.10 dar-
gestellt. Da die Schwingungsdauer für die harmonischen Signale von kred abhängt, ergibt
sich für jede einzelne reduzierte Frequenz eine unterschiedliche Anzahl von berechneten
Zeitschritten. Für alle gegebenen Signale sind die Vorhersagen ab dem vierten Zeitschritt
verfügbar. Die betrachteten Signale sind in den unteren Diagrammen der Teilabbildun-
gen durch blaue Linien veranschaulicht. Die oberen Diagramme der Teilabbildungen
zeigen die entsprechenden ε̄(k)-Verläufe. Beide Betriebsarten des Modells werden unter-
sucht. Die grünen Strichpunktlinien und orangenen Strichlinien zeigen die ε̄(k)-Verläufe
für jeweils die Einschritt- und Mehrschrittvorhersagen. Für die harmonischen Signale
mit A = 0,25◦ und A = 2◦ liegt ε̄(k) jeweils im Bereich von 10−7 und 10−6. Einzelne
Peaks sind für Zeitschritte zu beobachten, die mit dem maximalen Anstellwinkel asso-
ziiert sind. Diese Phasen der Schwingungsperioden sind durch eine hohe Intensität der
Stoßfront am hinteren Teil des Flügels gekennzeichnet (siehe φ = π/2 in Abb. 5.7). Für
APZBS-Signale und harmonische Signale mit A = 2◦ stimmt die Größenordnung von
ε̄(k) überein.

Für die Mehrschrittvorhersagen wird für alle betrachteten harmonischen Signale ein
periodisches Verhalten von ε̄(k) über die Zeit beobachtet. Der Fehler der Mehrschritt-
vorhersagen folgt jedoch nicht dem Verlauf des Fehlers der Einschrittvorhersagen. Der
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höchste ε̄(k)-Wert, der über alle vorhergesagten Sequenzen von cp-Verteilungen beobach-
tet wird, ist nicht größer als 3 · 10−5. Daraus kann gefolgert werden, dass das Modell
auch im Mehrschrittmodus sehr genaue Vorhersagen liefert. Es ist ebenfalls anzumerken,
dass sich die Vorhersagegenauigkeit auch bei langen Sequenzen nicht verschlechtert. Dies
wird bei der Modellanwendung auf die Signale mit kred = 0,102 und kred = 0,204 deut-
lich, wobei die vorhergesagten Sequenzen von cp-Verteilungen 1229 bzw. 613 Zeitschritte
beinhalten.

Außerdem wird die lokale Genauigkeit der Mehrschrittvorhersagen untersucht. Dazu
wird die Momentaufnahme der cp-Verteilung ausgewählt, die den maximalen Wert für
ε̄(k) im ganzen Testdatensatz aufweist. Diese Momentaufnahme, die mit dem Zeitschritt
τ = 70 (φ ≈ 0 des Signals mit A = 2◦ und kred = 1,5) assoziiert ist, wird mit der
entsprechenden Momentaufnahme verglichen, die aus der CFD-Simulation stammt. In
den Abb. 5.11 und 5.12 wird die cp-Verteilung der Ober- und Unterseite des Flügels
verglichen. Es ist deutlich zu erkennen, dass sogar die vom Modell vorhergesagte Mo-
mentaufnahme mit dem höchsten Wert für ε̄(k) eine hervorragende Übereinstimmung
mit dem CFD-Ergebnis aufweist.

Ergänzend werden zwei Schnitte der cp-Verteilung in Sehnenrichtung bei y/b = 0,22

und y/b = 0,7 für den untersuchten Zeitschritt betrachtet. Dabei wird zum Vergleich
mit dem CFD-Ergebnis sowohl die Einschritt- als auch die Mehrschrittvorhersage her-
angezogen. Die vom Modell vorhergesagten cp-Momentaufnahmen im Einschritt- und
Mehrschrittmodus sind von der durch die CFD-Simulation ermittelten cp-Verteilung für
beide Schnitte kaum zu unterscheiden (siehe Abb. 5.13).

Die lokale Verteilung des quadratischen Fehlers für die hier untersuchte Momentauf-
nahme, der im mehrstufigen Betriebsmodus vorhergesagt wird, ist in Abb. 5.14 darge-
stellt. Zunächst wird die Oberseite des Flügels betrachtet. Es ist zu erkennen, dass eine
hervorragende Übereinstimmung der Modellvorhersage mit dem CFD-Ergebnis vorliegt.
Der lokale quadratische Fehler ist in den meisten Bereichen der Oberfläche nahezu Null.
Lediglich ein abgegrenzter Bereich mit geringfügigen Abweichungen ist zu erkennen.
Dieser Bereich ist mit dem Teil der Stoßfront an der äußeren Hälfte des Flügels assozi-
iert. Der maximale lokale quadratische Fehler der Oberseitendruckverteilung liegt unter
4·10−3 und ist damit für praktische Anwendungen vernachlässigbar. Eine ausgezeichnete
Übereinstimmung wird ebenfalls für die Unterseite des Flügels beobachtet. Ähnlich zu
der Oberseite ist hier ein abgegrenztes Gebiet mit geringfügigen Abweichungen vorhan-
den, das auf die Stoßfront im inneren Bereich des Flügels zurückgeführt werden kann.
Allerdings ist hier der maximale lokale quadratische Fehler mit 4 · 10−4 sogar um eine
Größenordnung niedriger als bei der Oberseite des Flügels.
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(a) A = 2◦, kred = 0,102. (b) A = 0,25◦, kred = 0,102.

(c) A = 2◦, kred = 0,204. (d) A = 0,25◦, kred = 0,204.

(e) A = 2◦, kred = 1,5. (f) A = 0,25◦, kred = 1,5.

Abbildung 5.9: Mittlerer quadratischer Fehler ε̄(k) der Modellvorhersagen ausgewertet
für jeden Zeitschritt τk des Testdatensatzes. Harmonische Signale mit
kred = [0,102; 0,204; 1,5] und A = [0,25◦,2◦].

5.4.3 Untersuchung der Modellstabilität für
Mehrschrittvorhersagen

Das Stabilitätsverhalten des Modells wird für Vorhersagen im Mehrschrittmodus unter-
sucht. Dazu wird die Modellvorhersage zu mehreren Zeitpunkten gestartet, wobei zwei
verschiedene Arten der Initialisierung für die „Aufwärmphase“ herangezogen werden. Die
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(a) APZBS-T1. (b) APZBS-T2.

Abbildung 5.10: Mittlerer quadratischer Fehler ε̄(k) der Modellvorhersagen ausgewertet
für jeden Zeitschritt τk des Testdatensatzes. Signale APZBS-T1 und
APZBS-T2.

(a) CFD-Simulation. (b) ROM-Vorhersage im Mehrschrittmodus.

Abbildung 5.11: Vergleich der Momentaufnahme der cp-Verteilung über der Flügelober-
seite für den Zeitschritt mit dem höchsten MQF. A = 2◦, kred = 1,5,
τ = 70, Ma∞ = 0,82.

erste Art entspricht dem in Abschnitt 5.4.2 verwendeten Ansatz. In diesem Fall wird der
Prozess der Mehrschrittvorhersage basierend auf CFD-Daten mit drei aufeinanderfol-
genden Momentaufnahmen der cp-Verteilung initialisiert. Im Gegensatz dazu werden bei
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(a) CFD-Simulation. (b) ROM-Vorhersage im Mehrschrittmodus.

Abbildung 5.12: Vergleich der Momentaufnahme der cp-Verteilung über der Flügelun-
terseite für den Zeitschritt mit dem höchsten MQF. A = 2◦, kred = 1,5,
τ = 70, Ma∞ = 0,82.

der zweiten Art der Initialisierung anstelle von drei cp-Momentaufnahmen drei Matrizen
verwendet, die mit Zufallszahlen aus einer stetigen Gleichverteilung auf dem Intervall
[−0,1; 0,1) gefüllt sind. Diese Art der Initialisierung wird hier als zufallsbasierte Initia-
lisierung bezeichnet. Sie wird dazu angewandt, die Fähigkeit des ROMs zu beurteilen,
nach der Einbringung eines großen Fehlers im Mehrschrittmodus die Vorhersagegenau-
igkeit wiederherzustellen.

Die Ergebnisse der Untersuchung werden exemplarisch für das Signal APZBS-T1 dar-
gestellt. Die Mehrschrittvorhersage wird bei vier verschiedenen Zeitpunkten mit der In-
itialisierung bei Zeitschritten 25l bis 25l+ 2 mit l = [0; 1; 2; 3] gestartet. Jeder Durchlauf
wird für 100 Schritte ausgeführt. In Abb. 5.15 werden die ε(k)-Verläufe über die Anzahl
der sukzessiven Vorhersageschritte für beide Initialisierungsarten in halblogarithmischer
Darstellung gezeigt. Wie zu erwarten, wird durch die zufallsbasierte Initialisierung ein
großer Fehler im Bereich von ε(k) ∝ 10−2 eingeführt. Bei der zufallsbasierten Initialisie-
rung werden jedoch keine Instabilitäten beobachtet. Über mehrere Vorhersageschritte
hinweg nimmt der Fehler der zufallsbasiert initialisierten Durchläufe monoton ab bis
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(a) y/b = 0,22. (b) y/b = 0,7.

Abbildung 5.13: Vergleich der Momentaufnahme der cp-Verteilung über der Flügelun-
terseite für den Zeitschritt mit dem höchsten MQF an zwei Schnitten
in Sehnenrichtung bei y/b = 0,22 und y/b = 0,7. A = 2◦, kred = 1,5,
τ = 70, Ma∞ = 0,82.

nach maximal 20 bis 30 Schritten die volle Vorhersagegenauigkeit des Modells wieder-
erlangt ist. Dieser Fehlerkorrekturmechanismus des im Mehrschrittmodus betriebenen
ROMs wird für alle betrachteten Signale beobachtet.

5.4.4 Rechnerische Effizienz

Der Zugewinn an Recheneffizienz, der sich durch die Verwendung des vorgestellten ROMs
für die Vorhersage instationärer cp-Verteilungen im Vergleich zur CFD-Simulation ergibt,
wird hier quantifiziert. Um einen genauen Vergleich zu gewährleisten, wird sowohl die
CFD-Simulation als auch die Modellinferenz auf einem einzelnen AMD EPYC 7401P
Prozessor durchgeführt. Der Vergleich wird in Bezug auf die CPU-Zeit vorgenommen,
die benötigt wird, um einen Zeitschritt mit dem CFD-Löser bzw. mit dem ROM zu
berechnen. Das ROM wird im Mehrschrittmodus betrieben, was einem realistischen
Anwendungsszenario entspricht. Im Durchschnitt benötigt die Berechnung eines Zeit-
schritts mit CFD 168 Sekunden, während die Vorhersage eines einzelnen Zeitschritts
mittels ROM lediglich 0,136 Sekunden in Anspruch nimmt. Somit ergibt sich durch den
Einsatz des in dieser Arbeit vorgestellten Modells reduzierter Ordnung eine rechnerische
Effizienzsteigerung von mehr als 1200 im Vergleich zur CFD-Simulation. Das Training
des Modells benötigt etwa 60 Sekunden für eine Epoche auf einer einzelnen GeForce
RTX 2080 Grafikkarte.
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(a) Flügeloberseite. (b) Flügelunterseite.

Abbildung 5.14: Lokale Verteilung des quadratischen Fehlers für die Mehrschrittvorher-
sage der cp-Verteilung mit dem höchsten MQF. A = 2◦, kred = 1,5,
τ = 70, Ma∞ = 0,82.

5.4.5 Vergleich der Leistungsfähigkeit mit einem HKA-basieren
ROM

Das in diesem Kapitel vorgestellte ROM wird hinsichtlich seiner Leistungsfähigkeit mit
einem bereits etablierten ROM zur Modellierung instationärer Druckverteilungen vergli-
chen. Das zum Vergleich herangezogene ROM verwendet ein neuronales Netzwerk, das
auf dem rekurrenten lokal linearen Neuro-Fuzzy-Ansatz in Kombination mit HKA ba-
siert [118]. Das Modell wird hier als HKA-NN bezeichnet. Zum Training von HKA-NN
wird sowohl der Trainings- als auch der Validierungdatensatz eingesetzt. Da auch HKA-
NN die Ausgaben auf eine rekurrente Weise berechnet, werden zur Vorhersage von jedem
Zeitschritt n vorangegangene Zeitschritte als Eingabe benötigt. Die optimale Anzahl n
wird entsprechend der in [45, 118] beschriebenen Methodik anhand der Trainingsdaten
ermittelt und beträgt hier n = 5.

Die Vorhersagegenauigkeit beider Modelle wird in Bezug auf den über alle vorher-
gesagten cp-Momentaufnahmen gemittelten quadratischen Fehler ε̄ gegenübergestellt.
Beide Modelle werden am Testdatensatz im Mehrschrittmodus ausgewertet. Tabelle 5.3
gibt einen Überblick über ε̄. Die Fehler für APZBS-Signale und harmonische Signale
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(a) Initialisierung bei k = [0,1,2] (b) Initialisierung bei k = [25,26,27]

(c) Initialisierung bei k = [50,51,52] (d) Initialisierung bei k = [75,76,77]

Abbildung 5.15: Vergleich der ε(k)-Verläufe für Mehrschrittvorhersagen mit der CFD-
basierten und der zufallsbasierten Initialisierung.

unterschiedlicher Maximalamplitude werden dabei gesondert betrachtet. Über alle im
Testdatensatz betrachteten Signale liefert das CNN-basierte ROM in Bezug auf den
MQF um zwei Größenordnungen genauere Vorhersagen als HKA-NN. Dabei verfügen
beide ROM-Ansätze über eine ähnliche rechnerische Effizienzsteigerung von drei Grö-
ßenordnungen im Vergleich zu CFD.

ε̄, HKA-NN ε̄, CNN
Testdatensatz, A = 2◦ 5,65 · 10−4 4,53 · 10−6

Testdatensatz, A = 0,25◦ 3,82 · 10−4 1,95 · 10−6

Testdatensatz, APZBS 3,92 · 10−4 2,68 · 10−6

Tabelle 5.3: Vergleich von MQF für das HKA-NN- und CNN-basiertes ROM, ausgewer-
tet am Testdatensatz im Mehrschrittmodus. APZBS-Signale und harmoni-
sche Signale unterschiedlicher Maximalamplitude werden gesondert betrach-
tet.

In Abb. 5.16 wird die Vorhersagegenauigkeit beider ROM-Ansätze anhand der cp-
Verteilung am Schnitt in Sehnenrichtung bei y/b = 0,7 anschaulich mit CFD vergli-
chen. Dazu wird die mit CFD berechnete cp-Verteilung den Vorhersagen von CNN-
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und HKA-NN-basierten ROMs gegenübergestellt. Berücksichtigt sind zwei Phasenwin-
kel φ = [π/2; 3π/2] der fünften Schwingungsperiode der harmonischen Nickbewegung
mit kred = [0,102; 0,204; 1,5] und A = 2◦. Die Vorhersagen für beide ROM-Ansätze sind
im Mehrschrittmodus ermittelt. Für HKA-NN sind Versatzfehler bei φ = π/2 und Über-
schwingungen bei φ = 3π/2 erkennbar. Im Gegensatz dazu wird für CNN-basiertes ROM
über alle Zeitschritte hinweg eine perfekte Übereinstimmung mit CFD verzeichnet.

5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wird ein neuartiges, auf Deep Learning basierendes Modell reduzierter
Ordnung vorgestellt, das zur Vorhersage instationärer bewegungsinduzierter Druckver-
teilungen an einem Tragflügel eingesetzt wird. Die etablierte LANN-Flügelkonfiguration
wird zur Demonstration der Leistungsfähigkeit des Modells verwendet. Ein instationäres
nichtlineares CFD-Verfahren wird zur Erzeugung der Trainingsdaten zur Konditionie-
rung des Modells reduzierter Ordnung verwendet. Ein Überblick über die Systemidenti-
fikationstechnik, der ein tiefes neuronales Netzwerk mit Faltungsoperationen zugrunde
liegt, wird gegeben. Spezifische Module des neuronalen Netzwerkes werden erörtert und
relevante Informationen zum Trainingsalgorithmus bereitgestellt. Das Modell reduzier-
ter Ordnung wird zur Vorhersage von Momentaufnahmen der instationären Druckvertei-
lung am LANN-Flügel bei harmonischen Nickschwingungen in transsonischer Strömung
eingesetzt. Es wird demonstriert, dass das Modell eine bisher unerreichte Vorhersagege-
nauigkeit für alle betrachteten Testfälle bei einer rechnerischen Effizienzsteigerung von
mehr als drei Größenordnungen im Vergleich zu CFD liefert.
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(a) φ = π/2, kred = 0.102 (b) φ = 3π/2, kred = 0.102

(c) φ = π/2, kred = 0.204 (d) φ = 3π/2, kred = 0.204

(e) φ = π/2, kred = 1.5 (f) φ = 3π/2, kred = 1.5

Abbildung 5.16: Vergleich der Vorhersagegenauigkeit beider ROM-Ansätze mit CFD an-
hand der cp-Verteilung am Schnitt in Sehnenrichtung bei y/b = 0,7.
Zwei Phasenwinkel φ = [π/2; 3π/2] der fünften Schwingungsperiode der
harmonischen Nickbewegung mit kred = [0,102; 0,204; 1,5] und A = 2◦

sind berücksichtigt.



6 Zusammenfassung und Ausblick

Der Fokus dieser Arbeit lag auf der Verbesserung der Effizienz und Genauigkeit von
rechnergestützten Modellen reduzierter Ordnung zur Vorhersage instationärer aerody-
namischer Kräfte für aeroelastische Untersuchungen.

Zu Beginn des Kapitels 1 wurde ein Überblick über die Forschungsdisziplin der Aero-
elastik gegeben. Zur Motivation der vorliegenden Arbeit wurden aktuelle und zukünftige
Trends der Luftfahrttechnik im aeroelastischen Kontext aufgezeigt. Um die vorliegende
Arbeit in der Forschungslandschaft einzuordnen, wurde der aktuelle Entwicklungsstand
der Methoden zur Modellierung instationärer Aerodynamik beleuchtet. Es wurde sowohl
auf CFD-basierte Methoden als auch auf datengetriebene Modelle reduzierter Ordnung
eingegangen. Anschließend wurde die Zielsetzung der Arbeit formuliert.

In Kapitel 2 wurde ein Überblick über die theoretischen Grundlagen gegeben, auf
denen sich der Großteil dieser Arbeit aufbaut. Zuerst wurden Euler-Gleichungen re-
kapituliert, die reibungsfreie kompressible Strömungen beschreiben. Daraufhin wurde
der Ansatz kleiner Störungen im Zusammenhang mit linearisierten Euler-Gleichungen
eingeführt. Die numerischen Aspekte und Randbedingungen sowohl des nichtlinearen
Euler-Lösers als auch des linearisierten Euler-Lösers wurden diskutiert. Anschließend
wurde ein Überblick über die Gleichungen der Aeroelastik gegeben, die Trägheitskräfte,
elastische Kräfte und aerodynamische Kräfte in Beziehung zueinander setzten.

In Kapitel 3 wurde eine neuartige antimetrische Randbedingung für linearisierte CFD-
Verfahren entwickelt. Die Randbedingung ermöglicht die Berechnung der durch antime-
trische modale Strukturauslenkungen induzierten aerodynamischen Kräfte anhand eines
Halbmodells für spiegelsymmetrische Konfigurationen bei einer Anströmung ohne Schie-
bewinkel. Somit reduziert der Ansatz den Speicherbedarf als auch den Rechenaufwand
der linearisierten CFD-Simulationen etwa um die Hälfte. Die numerische Formulierung
der Randbedingung wurde motiviert und hergeleitet. Außerdem wurde die zur Randbe-
dingung dazugehörige Methodik zur Vorverarbeitung von Rechengittern ausgearbeitet.
Die antimetrische Randbedingung wurde in den bestehenden linearisierten CFD-Löser
AER-SDEu/NS implementiert und anschließend auf der Basis des AGARD 445.6-Flügels
und des „NASA Common Research Models“ validiert. Für beide Fälle wurde eine perfekte
Übereinstimmung zwischen den Ergebnissen des Voll- und Halbmodells für alle betrach-
teten Strukturauslenkungen und reduzierten Frequenzen nachgewiesen. Die Randbedin-
gung zusammen mit der Methodik zur Vorverarbeitung von Rechengittern kann mit
einem geringen Aufwand in bestehende linearisierte CFD-Löser integriert werden.

Kapitel 4 hat zum Ziel den Detaillierungsgrad von auf linearisierten CFD-Verfahren
basierenden aeroelastischen Untersuchungen zu erhöhen. Zu diesem Zweck wurde ein
Modell entwickelt, das die Berücksichtigung von aerodynamischen Triebwerkseffekten er-
möglicht. Dabei lag der Fokus auf reibungsfreier Strömung, die durch Euler-Gleichungen
abgebildet wird. Die numerische Modellierung der Effekte wurde durch das Aufprägen
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von physikalisch sinnvollen Strömungsbedingungen am Einlass und Auslass des Trieb-
werks umgesetzt. Im ersten Schritt wurden etablierte numerische Randbedingungen zur
Modellierung von Strömungsein- und auslässen innerhalb des zeitechten nichtlinearen
CFD-Löser AER-Eu/NS implementiert. Zur konsistenten Triebwerksmodellierung in-
nerhalb des linearisierten CFD-Lösers AER-SDEu/NS wurden im weiteren Schritt die
entsprechenden Randbedingungen linearisiert und anschließend implementiert. Eine um-
fassende Validierung der Triebwerksmodellierung wurde anhand einer zweidimensionalen
Flugzeugkonfiguration mit einer Triebwerksgondel vorgenommen. Die Resultate der in-
stationären zeitechten und linearisierten CFD-Simulationen wurden gegenübergestellt.
Im Anschluss wurde der Einfluss von Triebwerkseffekten auf das Flatterverhalten der
generischen Transportflugzeugkonfiguration „NASA Common Research Models“ mittels
einer Flatteranalyse auf Basis des CFD-Verfahrens kleiner Störungen untersucht. Es
wurde demonstriert, dass die aerodynamischen Effekte des Triebwerks sowie die modal
induzierten Schubvektorschwingungen nur einen geringen Einfluss auf das Flatterverhal-
ten speziell für die betrachtete Flugzeugkonfiguration haben.

Weitergehende Forschungsaktivitäten können darauf abzielen, die linearisierte Trieb-
werksmodellierung für reibungsbehaftete Strömungen zu erweitern. Die Triebwerkseffek-
te können insbesondere bei viermotorigen Konfigurationen und Flugzeugen mit großen
Mantelstromtriebwerken signifikanten Einfluss auf die Aeroelastik haben. Aus diesem
Grund wären für solche Konfigurationen umfassende Untersuchungen mittels linearisier-
ter CFD-Verfahren mit Triebwerksmodellierung von großer Bedeutung.

In Kapitel 5 wurde basierend auf modernen neuronalen Netzwerkarchitekturen ein
Modell reduzierter Ordnung zur Vorhersage bewegungsinduzierter instationärer Aero-
dynamik entwickelt. Ein Überblick über die Grundlagen der auf Faltungsoperationen
basierenden tiefen neuronalen Netzwerken wurde gegeben. Spezifische Module des im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten neuronalen Netzwerkes wurden erörtert und die De-
tails der Netzwerkkonditionierung wurden diskutiert. Das Modell reduzierter Ordnung
ist in der Lage die Nichtlinearität instationärer Druckverteilungen abzubilden, die bei
großen strukturellen Auslenkungen auftreten kann. Die Leistungsfähigkeit des Modells
wurde anhand des LANN-Flügels bei transsonischer Anströmung demonstriert. Dabei
wurde das Modell zur rekurrenten Vorhersage von Momentaufnahmen der instationären
Druckverteilung abhängig vom Signal der Nickbewegung konditioniert. Die Daten für
das Training, Validierung und Testen des Modells wurden mittels des zeitechten nicht-
linearen CFD-Löser AER-Eu/NS erzeugt. Basierend auf dem Testdatensatz wurde ei-
ne ausgezeichnete Vorhersagegenauigkeit des Modells für alle betrachteten Signale der
Nickbewegung demonstriert. Die aus der Verwendung des Modells reduzierter Ordnung
resultierende Steigerung der Recheneffizienz beträgt mehr als drei Größenordnungen im
Vergleich zu CFD.

Tiefe neuronale Netzwerke, die auf Faltungsoperationen basieren, werden sehr erfolg-
reich in der Bildverarbeitung eingesetzt. Daher ist die in diesem Kapitel vorgestellte
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Modellarchitektur sehr gut dafür geeignet auf der Basis aerodynamischer Daten kon-
ditioniert zu werden, die mit optischen experimentellen Messmethoden erfasst werden.
Beispiele für solche Datenquellen sind Messungen mittels Particle Image Velocimetry
und drucksensitiver Farbe.

Anstelle von skalaren Eingaben, die Starrkörperauslenkungen beschreiben, kann das
auf Faltungsoperationen basierte neuronale Netzwerk problemlos lokale Strukturaus-
lenkungen als Eingabe verarbeiten. Daher kann das Modell anhand der instationären
Druckverteilung konditioniert werden, die durch überlagerte modale Strukturauslenkun-
gen induziert wird. In diesem Fall sind die Modelleingaben durch Momentaufnahmen
der strukturellen Auslenkungsverteilung und der aerodynamischen Druckverteilung re-
präsentiert. Aufgrund der Implementierung in PyTorch wird die Gradientenrückführung
durch das neuronale Netzwerk bis hin zu Modelleingaben unterstützt. Dadurch kann
das Modell reduzierter Ordnung unter Verwendung gradientenbasierter Optimierungs-
algorithmen auf eine effiziente Weise zur Lösung inverser aerodynamischer Probleme
eingesetzt werden. Damit lassen sich z.B. Außengeometrien für günstigere Zieldruckver-
teilungen anpassen (z.B. zur Reduzierung des Wellenwiederstandes).

In weiteren Forschungsaktivitäten kann außerdem die hier vorgestellte Modellarchi-
tektur um rekurrente neuronale Schichten, vgl. [96,98] erweitert werden, um bei solchen
Phänomenen wie Buffet und Brummen auftretende Langzeitabhängigkeiten der insta-
tionären Aerodynamik zu erfassen.
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